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Resumo

Os resultados presentes nessa tese estao situados na teoria de identidades diferenciais em
algebras com derivagao, ou algebras associativas que sao ao mesmo tempo L-modulos,
sobre corpos de caracteristica zero. Foram estudadas as identidades diferenciais de U,,, a
algebra de matrizes triangulares superiores de ordem m, em que m = 3, sob acao de uma
algebra de Lie L gerada pelas derivagoes internas induzidas pelos elementos eq1, €,m €
e1m, que em todo caso ¢ isomorfa a algebra de Lie t; formada pelas matrizes triangulares

superiores de ordem 2.

Dentre os principais resultados, foi exibido um conjunto gerador para o Tp-ideal de
identidades de U,, e foi encontrada a decomposicao em S,-mddulos irredutiveis dos
polinémios diferenciais multilineares préprios quocientados por T (U,,). Isso permitiu
ainda o calculo da n-ésima codimensao diferencial e do Pl-expoente diferencial para o caso

particular de Us.

Palavras-chave: identidades polinomiais; polinémios diferenciais; algebras com derivagao;

L-algebras; matrizes triangulares superiores.



Abstract

The results presented in this thesis are situated in the theory of differential identities in
algebras with derivation, or associative algebras that are at the same time L-modules,
over fields of characteristic zero. Were studied in this work the differential identities of U,,,,
the algebra of upper triangular matrices of order m, where m > 3, under the action of a
Lie algebra L generated by the inner derivations induced by the elements e, €,,,, and
e1m, which in all cases is isomorphic to the Lie algebra t; formed by the upper triangular

matrices of order 2.

Among the main results, a generating set for the Ty -ideal of identities of U,,, was exhibited
and the decomposition into irreducible S,-modules of the proper multilinear differential
polynomials quotiented by T7,(U,,) was found. This also allowed the calculation of the

n-th differential codimension and the differential PI-exponent for the particular case of Us.

Keywords: polynomial identities; differential polynomials; algebras with derivation; L-

algebras; upper triangular matrices.



Lista de abreviaturas e siglas

e.g. exempli grata ou por exemplo

i.€. id est ou isto é

IMECC Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
nsc normal standard commutator

nssc normal semistandard commutator

0SC ordinary standard commutator

UNICAMP  Universidade Estadual de Campinas



UTy,
FCX)

F(XEy

() 1se

A

Lista de simbolos

Algebra associativa formada pelas matrizes de ordem m com entradas

no corpo F

Algebra associativa formada pelas matrizes triangulares superiores
Algebra associativa livre

Algebra com derivacéo livre

Algebra com derivacao formada por matrizes triangulares superiores
Algebra de Lie formada por matrizes triangulares superiores
Algebra de Lie gerada por S

Algebra de Lie que, como espaco vetorial, coincide com uma 4lgebra

associativa A e cujo comutador é definido a partir do produto de A.

Conjunto de todos produtos de nsc’s, incluindo os nsc’s como produtos

envolvendo um tnico termo

Conjunto formado por produtos de k nsc’s

Conjunto dos L-homomorfismos entre L-algebras A e B

Conjunto dos L-endomorfismos de uma L-algebra A

Espaco vetorial dos polinémios diferenciais multilineares

Espacgo vetorial dos polinomios diferenciais multilineares em n variaveis
Espago vetorial dos polinomios diferenciais multilineares préprios

Espago vetorial dos polinomios diferenciais multilineares préprios em n

variaveis

Espaco vetorial dos polinomios diferenciais multilineares préprios em n

variaveis formados por produtos de k nsc’s
Espaco vetorial dos polindmios multilineares
Espaco vetorial dos polinomios multilineares em n variaveis

Espaco vetorial dos polinomios multilineares proprios em n variaveis



B Espaco vetorial dos polinémios proprios

B, Espago vetorial dos polindmios proprios em n varidveis

(S) v Espago vetorial gerado por S

Bt L-algebra dos polinomios diferenciais préprios

o0 Infinito

Sq Identidade standard de grau d

B% L-algebra dos polinémios diferenciais proprios e variaveis puramente
diferenciais

L, Matriz identidade de ordem m x m

cn(A) n-ésima codimensao de A

ck(A) n-ésima codimensao diferencial de A

vE(A) n-ésima codimensao diferencial prépria de A

Y (A) n-ésima codimensao prépria de A

exp(A) Pl-expoente de A

exp”(A) Pl-expoente diferencial de A

Tr(A) Tp-ideal de identidades diferenciais de uma L-algebra A
T(A) T-ideal de identidades ordindrias de uma 4lgebra associativa A
(S), T-ideal gerado por S

(S)e, Tp-ideal gerado por S



Sumario

Introducdao . . . . . . . . L e e e e e e e 14
1 Conceitos Preliminares . . . . . . . . . . . . . e 18
1.1 Convengoes . . . . . . o o i e 18
1.2 Representacoes de S, . . . . . . ..o 19
1.3 Polindmios e PI-Algebras . . . . . . . . . . ... 27
1.4 Derivagoes e Algebras com Derivacao . . . . .. .. ... L. 34
1.5 Identidades em Algebras com Derivacio . . . . . . . . . ... ... .. 39
2 Variedade diferencial gerada por U4, . . ... . ... .. . ... ... 44
2.1 U, e Algumas Identidades Diferenciais . . . . . . .. ... .. ... .. .. 44
2.2 Um Conjunto Gerador para Tp,(Up,) - . . . . . oo oo oo oo 49
2.3 Estrutura de T2(U,,) como S,-médulo . . . . ... ... .. ... .. ... 61

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e e e e e e s s s s s 72



14

Introducao

Como dito por Yu. P. Razmyslov em (Razmyslov, 1994) as identidades repre-
sentam um instrumento algébrico muito 1util para distinguir diferentes classes de objetos. E
sua utilidade assume uma grande generalidade uma vez que os objetos em estudo podem
ser considerados com diferentes estruturas como grupos, anéis, algebras associativas entre

tantas outras classes de algebras (graduadas, de Lie, de Jordan, etc).

De certo modo as identidades satisfeitas por uma classe de objetos traduzem
determinadas relagoes satisfeitas globalmente ou até mais localmente com respeito aos
objetos em questao. Por exemplo, uma identidade polinomial satisfeita por uma algebra
associativa A representa uma relacao satisfeita por todos elementos de A enquanto uma
identidade graduada de A, supondo que A possua uma graduagao nao trivial por um grupo

G, representa uma relagio satisfeita por determinadas componentes A;’s de A = @gecA,.

Deixando a generalidade dos objetos um pouco de lado para tratar especifi-
camente de identidades polinomiais em algebras associativas, um inicio possivel dessa
teoria é marcado pelo artigo (Dehn, 1922) em que o autor buscava traduzir os teoremas
de intersec¢ao do Plano Desarguiano (em homenagem & Girard Desargues) a partir de

relagdes polinomiais que a algebra com divisao D em questao deveria satisfazer.

Muito se desenvolveu a partir dai, tanto no estudo das classes de algebras que
satisfazem um determinado conjunto de identidades, as chamadas variedades de algebras,

assim como em casos de algebras concretas.

Tratando-se deste tltimo caso, em (Wagner, 1937) Wagner mostrou que My (F')
satisfaz a identidade [[x1, 75]?, 23] = 0, hoje conhecida como identidade de Hall. Bem mais
tarde, em 1973, Razmyslov apresentou uma base finita para o T-ideal de identidades de
M5 (F) quando F' é um corpo de caracteristica 0 (Razmyslov, 1973). Nem 10 anos depois,
Drensky mostrou a existéncia de uma base minimal para este mesmo T-ideal (Drensky,

1981) formado somente por duas identidades, a de Hall e a identidade standard s; = 0.

Nao demorou portanto para se perceber a dificuldade em encontrar identidades
polinomiais em algebras concretas, quanto mais descrever uma base para o T-ideal de
identidades dessa dlgebra. Isso se evidencia até hoje uma vez que o problema de descrever
uma base para as identidades polinomiais s6 possui resposta fechada para poucos casos
além da algebra de Grassmann (Latyshev, 1963), (Krakowski; Regev, 1973), da algebra de

matrizes triangulares superiores de ordem m > 2 (Mal’tsev, 1971) e obviamente de M;(F).

De certo modo, todos esses problemas estao vinculados a um outro de ordem

maior, o chamado Problema de Specht. Em 1950, no artigo (Specht, 1950), o autor
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conjecturou que todo T-ideal deveria ser finitamente gerado. Em outras palavras Specht
reformulou a tese do Teorema da Base de Hilbert para o contexto de PI-Algebras, assim

como fez B. H. Neumann para grupos (Neumann, 1937).

Essa conjectura teve sua primeira demonstragao sobre corpos de caracteristica
zero, apresentada por Kemer em (Kemer, 1987). Para uma exposi¢do mais completa
sobre essa conjectura, os diferentes contextos em que ela ja foi formulada e respondida,

recomenda-se a leitura de (Belov-Kanel; Rowen; Vishne, 2012).

No que se refere a investigacao das variedades de algebras, mais importante do
que exemplos concretos talvez seja a influéncia das identidades na algebra associativa livre
F(X). Uma variedade V(I) gerada por um conjunto I < F{X) (equivalentemente pelo
T-ideal gerado por I) é definida como a classe das F-dlgebras associativas que satisfazem
as identidades f =0, Vf € I.

Um teorema de Birkhoff (Birkhoff, 1935) mostrou que uma classe de dlgebras
C é uma variedade se e somente se é essa classe é fechada ao se considerar subalgebras,
imagens homomorficas e produtos cartesianos. Além disso, o quociente de F{(X) pelo
T-ideal que gera a variedade fornece a chamada algebra relativamente livre de V(I), o

exemplo de dlgebra mais representativa dentro dessa variedade.

E bem sabido que sobre corpos de caracteristica zero é possivel aplicar o
processo de multilinearizagdo para garantir que o T-ideal de identidades de uma algebra A
é suficientemente gerado pelas identidades multilineares de A. Nesse contexto surgem os
tais invariantes numéricos associados a uma variedade V. Define-se a n-ésima codimensao

de V como

I

Cn(V) = dim an—m’

em que P, é o espago dos polindmios multilineares de grau n e (I), é o T-ideal gerado

pelo conjunto I das identidades satisfeitas por V. E o Pl-expoente de V é

Exp(V) := lim {/c,,
n—ao

quando esse limite existir. Desta maneira pode-se definir o crescimento de uma variedade
com base no crescimento da sequéncia (c¢,)nen. Obviamente esses conceitos podem ser
associados a uma algebra A ou a um T-ideal J considerando as variedades definidas por A

ou por J, respectivamente.

Em 1972, Regev provou que se A satisfaz uma identidade de grau d > 1 entao
cn(A) < (d—1)*  (Regev, 1972).

Quase 20 anos depois, Kemer mostrou que, na verdade, ¢,(A) ou é limitado por um

polindémio ou entao cresce exponencialmente (Kemer, 1991). J& com relagao ao Pl-expoente,
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Giambruno e Zaicev provaram, em meados dos anos 2000, uma conjectura de Amitsur
que afirmava que Exp(A) é sempre um nimero inteiro nao negativo (Giambruno; Zaicev,

1998), (Giambruno; Zaicev, 1999).

Um resultado de Kemer em (Kemer, 1979) deixa explicito a importancia desses
invariantes numeéricos na classificacao de variedades. Foi mostrado que uma variedade V
possui crescimento polinomial se e s6 se V nao contém a variedade gerada por UT, nem a

variedade gerada pela algebra de Grassmann E.

Curvando essa cronica um pouco para o contexto especifico de variedades de
algebras com derivagao, que é o ambiente de investigagdo dessa tese, ainda nos anos 70,
Kharchenko publica dois artigos (Kharchenko, 1978), (Kharchenko, 1979) fundamentais
para o estabelecimento da teoria de identidades diferenciais em algebras com derivacao.
Mais tarde, esses trabalhos seriam organizados e incluidos no contexto maior de identidades
generalizadas a partir do livro (Beidar; Martindale; Mikhalev, 1996) e restrito as identidades

diferenciais e identidades com automorfismos na monografia (Kharchenko, 1991).

Porém o contexto de H-identidades, ou identidades em &algebras sob agao
de uma algebra de Hopf H, forneceu uma generalizagao suficientemente adequada para
diversos tipos de identidades, dentre estes as identidades diferenciais. Com os trabalhos
(Berele, 1996) e (Gordienko, 2013a), (Gordienko, 2013b), (Gordienko; Kochetov, 2014)
sobre H-identidades, o ambiente da PI-teoria ordinaria foi traduzido para esse novo
contexto. Em particular, foram introduzidas as técnicas para o estudo quantitativo das
identidades diferenciais, como a n-ésima codimensao diferencial c,Ll, 0 n-ésimo cocaracter
diferencial 5,’;4 e o Pl-expoente diferencial Exp”. Outra consequéncia foi a demonstracio de

um analogo a conjectura de Amitsur sobre o PI-expoente para o contexto diferencial.

Nos tultimos anos uma série de artigos tratando de casos concretos de algebras
com derivacao forneceram mais materialidade para esses resultados. Em 2017 um artigo
de Giambruno e Rizzo estudou as identidades diferenciais de UT3 sob agao de Der(UT3) e
mostrou que, diferentemente do caso ordinario, a variedade diferencial gerada por UTs nao
possui crescimento quase polinomial apesar dos expoentes ainda coincidirem (Giambruno;
Rizzo, 2019).

No ano seguinte, Rizzo estudou a variedade diferencial V*(G) gerada pela
algebra de Grassmann de dimensao infinita GG sob acdo de uma algebra de Lie abeliana
L={0:1<i<t)

caso, o Tr-ideal das identidades diferenciais continua sendo gerado pela identidade ordinaria

onde t = 1 e cada ¢; ¢ uma derivacao interna (Rizzo, 2020). Nesse

Lie?
(como Tp-ideall) e assim como em (Giambruno; Rizzo, 2019), em discrepancia com o caso
ordinario, V*(G) nao possui crescimento quase polinomial.

Na sequéncia, Di Vincenzo e Nardozza em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021)

determinaram um conjunto gerador para o Tr-ideal de identidades diferenciais 17 (UT,,),
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em que L é a algebra de Lie metabeliana de dimensao dois. Além disso, foi determinada
a estrutura de S,-médulo dos espacos formados pelos polindomios multilineares préprios
(médulo identidades) e calculadas c%(UT,,) para m € {2,3}.

Foi inspirado principalmente nesse tltimo artigo que esse trabalho comegou. A
partir de uma investigacao de como as derivagoes internas agiam nas matrizes de U'l,,, se
destacou uma simetria que havia entre as derivagoes ad (e11) e ad (€, ). Curiosamente,
para todo m > 2, L = (ad (e11), ad (eym), ad (e1,m))

o que se sucedeu se encontra nas proximas paginas do presente trabalho. Em resumo,

... ¢ isomorfa a t;. E dai em diante
conseguimos estender a esse caso aquilo que foi obtido pelos autores em (Di Vincenzo;
Nardozza, 2021).

Nao poderia deixar de mencionar alguns artigos publicados h& pouco tempo e
que acabei por ler j& no periodo de conclusao da tese. O artigo (Nardozza, 2023) estudou
o caso de UTj sob agao de Der(UT5) e muito bem destacou uma identidade comum as
nossas investigacoes e que s6 ocorre no caso particular em que m = 3. Além desse, o
artigo (Brox; Rizzo, 2024) estudou M,,,(F’) sob acao de Der(M,, (F')), fornecendo resultados
completos quanto a um conjunto gerador das identidades diferenciais e também em relagao
ao crescimento de VX (M,,(F)).



18

1 Conceitos Preliminares

1.1 Convencoes

Antes de discorrer sobre resultados matematicos, é importante estabelecer
o contexto padrao, ou aquele comum a maioria das proposigoes e teoremas que serao

apresentados nesta tese.

Geralmente F' denotara um corpo cuja caracteristica é zero e toda estrutura
algébrica que tenha um corpo base sera considerada sobre F. O termo “dlgebra” ira se

referir sempre a uma F-algebra associativa com unidade e serd comumente denotada por

A.

X = {z; : i € N} denotara um conjunto enumerével de varidveis (equivalente-
mente, letras do alfabeto X)) e F'(X) representara a dlgebra de polindmios nao comutativos
nas variaveis X, que na maioria das vezes sera o exemplo concreto de algebra associativa
livre considerado. Podemos "visualizar' F'{X) como sendo o espago vetorial cuja base
é formada pelos monémios nao comutativos em X (as palavras no alfabeto X), e com
multiplicagao entre dois monémios dada pela justaposicao. Usando as leis distributivas,
estendemos esta multiplicagdo aos elementos de F'(X ), isto é, aos polinémios. Como de
costume, P, denotara o espaco dos polinémios multilineares de grau n, nas variaveis x,

..., T,. Esse é o chamado contexto ordindrio desta tese.

Por outro lado, como esse trabalho trata de identidades em algebras com deriva-
¢ao (ou L-algebras), hd também um outro contexto caracterizado como diferencial. Como
uma algebra com derivagao é uma algebra que também é um L-mo6dulo, com L € Der(A)
uma algebra de Lie, serd& comum denotar uma algebra com derivagao simplesmente por
A porém explicitando o contexto para nao haver duvidas do que se trata. Como ha uma
equivaléncia em considerar agoes de L ou de U(L), onde U(L) é a algebra universal

envelopante de L, A serd vista como U(L)-mo6dulo por ser mais conveniente.

Além disso, X* = {29 :ie N,d e U(L)} denotard um conjunto enumeravel de
variaveis (ou letras) diferenciais enquanto F{X*) sera a algebra de polindmios diferenciais
nas variaveis X*. Como é de se esperar, F{X") também satisfaz uma propriedade universal
na classe das algebras com derivacao e por isso sera considerada uma algebra livre com

derivagao.

Neste novo alfabeto é evidente que ha um conjunto formado pelos polinémios
diferenciais multilineares de grau n, que serda denotado por PnL . Assim como no caso
ordindrio, em caracteristica zero este conjunto também corresponde a uma base para o

espaco vetorial dos elementos multilineares na algebra livre com derivagao. De novo o
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processo de linearizagao (polarizagao) é invertivel e o inverso é a chamada simetrizagao
(restituicdo), pois a caracteristica de F' é 0. Logo os elementos multilineares contidos num

ideal de identidades determinam unicamente este ideal.

Vale destacar que tanto a nomenclatura “L-algebra” quanto “algebra com
derivacao” serao utilizadas, isto pois a primeira permite distinguir quem ¢é a algebra L
que age em A enquanto a outra destaca a natureza dos elementos dessa algebra L, que é
formada por derivagoes da algebra A. Portanto a escolha em utilizar um nome ou outro
se dara pela necessidade de destacar um desses aspectos, podendo ser também por mera

brevidade de escrita.

Em resumo, o contexto padrdo se trata portanto da uniao desses dois contextos,
ordinario e diferencial. E evidente que ambos nao se resumem somente aos objetos desta-
cados acima porém o restante (e.g., variedade ordinaria e diferencial, n-ésima codimensao

ordinéria e diferencial, etc) pode ser definido no decorrer deste texto.

1.2 Representacdes de S,

Nesta secao serao apresentados alguns conceitos e resultados da teoria de
representagoes dos grupos simétrico, Sy, e geral linear, GL,,(F). A discussao feita a seguir
tem como referéncia o livro (Drensky, 2000) e se faz necesséaria para que o contetdo dessa
tese seja o mais autocontido possivel. Omitiremos as demonstragoes das afirmagoes, essas

podem ser encontradas em (Drensky, 2000).

Se GG é um grupo, F'G denotard a algebra de grupo de G, ou seja, FFG é um
espaco vetorial com base formada pelos elementos de GG e o produto de dois elementos

desta base é dado pelo produto em G.

Dado um espago vetorial W, GL(W') denotara o grupo geral linear de W, ou
seja, o grupo das transformacoes lineares invertiveis de W. Se dimW = m < oo e for
fixada uma base {wy, ..., w,} de W, é 6bvio que este grupo pode ser identificado com o
grupo das matrizes m x m invertiveis com entradas em F. Além disso, nesse caso, GL(W)

podera ser denotado simplesmente por GL,, ou GL,,(F).

Definicao 1.2.1. Sejam G um grupo e W um espago vetorial sobre F'.

(i) Um homomorfismo de grupos ¢ : G —> GL(W) serd chamado uma representagdo
de G em W. Com isso, W tem uma estrutura de G-modulo a esquerda com a agao
de G sobre W dada por:

g-w=o(ghw,geCweW.

Ou seja, a aplicacao - : G x W — W, cuja imagem (g, w) é denotada por g - w,

satisfaz as propriedades (g1g2) - w = g1 - (g2 -w) e 1 -w = w, com 1,¢1,9, € G e
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w e W. A dimensao de W sobre I’ serda chamada de grau da representacio ¢, cuja

notacao sera deg ¢.

(ii) A representacao ¢ e o G-modulo correspondente, W, serao ditos irredutiveis se W
nao possui G-submodulos proprios. ¢ e W serdo completamente redutiveis se W for

uma soma direta de G-mddulos irredutiveis.

(iii) A representacao regular de G corresponde a algebra de grupo F'G considerada como

um G-médulo a esquerda. A acao de G em F'G sera dada por

g- (Za;ﬂ) = Zah(gh), geG,a,e F,hedG.

heG heG

Um olhar atento ao ultimo item permite constatar que os G-submodulos (&
esquerda) de F'G coincidem com os ideais a esquerda de F'G. Nao s6 isso mas a tarefa de
descrever os G-submédulos irredutiveis coincide com a de descrever os ideais minimais a
esquerda de F'G. O préximo teorema é valido para qualquer corpo F' tal que a caracteristica
de F' nao divide a ordem de G. (Como consideramos corpos de caracteristica 0, isso é

automaticamente satisfeito.)

Teorema 1.2.1 (Maschke). Todas representagoes de dimensao finita de um grupo finito
G sao completamente redutiveis. Se F' € algebricamente fechado, a dlgebra de grupo FG é

isomorfa a soma direta

My, (F) @+ @ Mg, (F),

onde cada My, (F) € uma dlgebra de matrizes de ordem d; com entradas em F.

Teorema 1.2.2. Se G é um grupo finito, entdao

(i) Toda representacao irredutivel de G é equivalente a uma subrepresenta¢io da repre-
sentacdo reqular de G, ou seja, todo G-maodulo irredutivel é isomorfo a um ideal

minimal a esquerda de F'G.

(ii) Se F é algebricamente fechado, o nimero de representagoes irredutiveis nao isomorfas,

¢i, de G coincide com o numero de classes de conjugagdio de G.

Na sequéncia sera explorado um pouco da teoria de parti¢oes inteiras de um
numero natural n. Como este trabalho se trata de uma tese em algebra, nao cabe aqui
resultados puramente analiticos ou combinatérios da Teoria de Parti¢oes, como a descri¢ao

do carater assintotico da fungao partigao.

Ao invés disso, serao destacados resultados de teor mais estrutural sobre as
particoes como aqueles que fornecem ferramentas de combinatoria relacionados com

problemas algébricos, e.g. a descricao das representagdes irredutiveis de .S,,.
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Definicao 1.2.2. Seja n > 1 um nimero inteiro. Uma particao A de n, denotada por
A n, é uma sequéncia finita de inteiros A = (Ay,..., \x) taisque \y = --- = M\, = 0e
A1 + -+ 4+ A = n. Os inteiros \; sao chamados as partes de A. Duas particoes \ e )\ sdo

idénticas sempre que elas diferirem por uma sequéncia de zeros.

O diagrama de Young [A] de A pode ser definido como o conjunto dos pontos

ou noés (i,) € Z* tais que 1 < j < \;, para i€ {1,... k}.

Graficamente, os diagramas sao representados substituindo os pontos por
quadrados, adotando a convengao que a primeira coordenada, 7, aumenta de cima para
baixo e a segunda coordenada, j, aumenta da esquerda para a direita. Exatamente como é

ordenado o crescimento das linhas e colunas de uma matriz.

A i-ésima linha contém \; quadrados. Por exemplo, a parti¢ao A = (5,3,2,1,1)

12 é representada pelo diagrama abaixo.

[A] =

Para simplificar a escrita de uma particdo que contém partes iguais, quando for
conveniente serd utilizada uma notacao exponencial, combinando as partes iguais em uma
so e representando a quantidade de partes iguais no expoente. Por exemplo, a particao
A= (7,7,4,3,3,3,2,1,1) I~ 31 pode ser escrita como A\ = (7%, 4,3% 2,1?).

Defini¢ao 1.2.3. Se A = (Aq,..., \x) - n é uma partigdo, denote por )\; o comprimento
da j-ésima coluna de [A]. A partigao X' = (\],...,\}), com ¢t = \; e seu diagrama [A\'] sdo

ditas conjugadas respectivamente a A e [A].

Definigao 1.2.4. Para uma partigdo A = (A1,..., \¢) F n, a A-tabela, Ty, de conteudo
a=(ag,...,ap), com ay + - + a, =n, é definido como o diagrama [A] com quadrados
preenchidos por o nimeros 1, as numeros 2,..., «,, numeros m. Nos livros classicos T é

comumente chamado de A-tableau.

A tabela T) é dita semistandard se suas entradas crescem da esquerda para a
direita, com possiveis repeti¢oes, nas linhas e crescem estritamente de cima para baixo
nas colunas. Ty ¢é dita standard se é semistandard de contetido (1,...,1). Ou seja, se cada
inteiro de 1 a n aparece exatamente uma vez na tabela e as entradas crescem de cima para

baixo e da esquerda para a direita.

Defini¢ao 1.2.5. Para uma particdo A de n, o grupo simétrico, S,, age em uma A-tabela
T) de conteido (1, ..., 1) permutando o niimero preenchido em cada quadrado de T). Mais
precisamente, dado o € S,,, se a entrada (i, j) de T\ contém o inteiro k, a entrada (i, j) da

tabela 0Ty contém o(k).
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Para o € S, preenchendo o diagrama [\] com os elementos (1), 0(2),...,0(\;)
na primeira linha, depois com o(A; + 1),0(A; +2),...,0(A;1 + A2) na segunda linha e
preenchendo as demais linhas dessa mesma maneira, obtém-se uma tabela de contetido
(1,...,1), que serd denotada por T,. Na verdade nao ¢é dificil ver que toda tabela de

conteudo (1,...,1) pode ser obtida dessa forma, para algum o € S,,.

Proposicao 1.2.1.

(i) O conjunto P, dos polinémios multilineares em n varidveis, sob a¢do de S,, dada por

o (Z QT4 - %n) = Zaixa(il) e To(in) O € Sp, € F, Ty ... 15, € Py,
é um S,-modulo isomorfo ao mddulo reqular (a esquerda) F'S,, de S,,.
(ii) Se U é um T-ideal de F{X) entio U n P, é um submddulo de P,.

Definicao 1.2.6. Seja n um inteiro positivo e A uma particdo de n. Para cada tabela Ty,
o € Sy, obtida de A, o estabilizador das linhas R(T,) de T, é definido como o subgrupo
de S, que fixa o conjunto das entradas de cada linha de T,. Analogamente, define-se o

estabilizador de colunas C(T,).

O simetrizador de Young de T,, denotado por e(T,), é o elemento da élgebra

de grupo de 5,,, denotada também por F'S,,, dado por

()= Y Y 1

peR(T,) neC(Ty)

Além disso, para cada f € F(X) define-se por fr, o elemento
fTa = e(To') ' f

Em razao da identificacao entre G-submodulos e ideais a esquerda de F'G ja
explicitada, o teorema seguinte fornece uma descricao das representagoes irredutiveis do

grupo simétrico .S,,.

Teorema 1.2.3. Seja n um inteiro positivo. Para uma particio X = n e uma A-tabela, T,

temos

(i) A menos de constante multiplicativa, e(T,) € igual a um idempotente minimal da

algebra de grupo F'S,, e gera um ideal minimal a esquerda de F'S,,.

(it) Se p € outra particao de n e T, € uma p-tabela, entdo os S,-médulos F'S,, - e(Ty) e

FS, -e(T,) sao isomorfos se, e somente se, A = p.

(7ii) Todo S,-mddulo irredutivel é isomorfo a F'S, - e(Ty), para alguma particio X + n.
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Definicao 1.2.7. Para cada A = (A, ..., A\x) - n, 0 S,-médulo irredutivel F'S,, -e(T)) sera
denotado ou por [[A]] ou por [[A1, ..., Ak]] quando houver a necessidade de se explicitar

quem sao as partes de \.

Este moédulo é comumente conhecido como mddulo de Specht associado a A
apesar do nome mais natural ser simplesmente S, -maodulo irredutivel associado a \. E
obvio que, nao havendo duvida da particao considerada, pode-se omitir o complemento a

qualquer um dos nomes reservados a esse modulo.

Teorema 1.2.4.

(i) Seja A+ n. Entao a dimensdo dy do S,-mddulo irredutivel [[A]] € igual & quantidade
de A\-tabelas standard.

(ii) (The Hook formula)
n!

[T+ N, —i—j+ 1)

com o produto percorrendo todos quadrados (i,7) € [A].

dy =

Ou seja, uma maneira de se obter o grau de uma representacao irredutivel de
S, associada a uma particdo A é calcular a quantidade de A-tabelas standard. Isso reduz
um problema algébrico em outro de natureza combinatéria e a formula do gancho (do

inglés, the hook formula) é uma resposta para esse tltimo.

Reservando um pouco a teoria de representacoes de S,,, na sequéncia se inicia

uma breve exposicao de resultados sobre as representacdes do grupo geral linear GL,,.

Definicao 1.2.8. Seja ¢ : GL,, — G L, uma representacao de dimensao finita de GL,,,
para algum s. A representacao ¢ ¢é dita polinomial se as entradas (¢(g))j, i, j € {1,..., s},
da matriz ¢(g) sdo polindmios das entradas ag, k, L € {1, ..., m} de g, paratodo g € GL,,. A
representacao ¢ ¢ homogénea de grau d se os polinémios (¢(g));; sao polinémios homogéneos

de grau d.

Como é de se esperar, um G L,,-mdédulo W é dito polinomial se a representacao
correspondente é polinomial. Do mesmo modo sdo definidos os médulos polinomiais

homogéneos.

Fixando um F-espago vetorial V,,, e uma base {z,...,z,,}, considere a a¢ao

canoénica de GL,, em V,,. Além disso, considere também
FVy) = Flxy,...,xm)

a algebra associativa livre de posto m.
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Pode ser definida em F(V,,) uma agao de GL,, como uma extensao da agao de

GL,, em V,,. Em outras palavras, a agdo ¢ diagonal:

glxy ooy =9g(xy) ... g(xi), g€ GLp, 4y ... x5, € V).

Proposicao 1.2.2.

(i) F{Vyy é um GL,-mddulo que se decompoe na soma direta de seus submddulos
(FV )™ parane {1,2,...}, onde (FV, )™ € a componente homogénea de grau
n de F(V,,).

(ii) Para todo T-ideal U de F{(V,), os espagos vetoriais F(V,,> " U e (F{V,)™ AU
sao submddulos de F{V,,).

(iii) Todo submddulo W de F{V,,) é a soma direta de suas componentes homogéneas

W A (FV )™,

Teorema 1.2.5.

(i) Toda representagao polinomial de GL,, é uma soma direta de subrepresentagoes

polinomiais homogéneas irredutiveis.
(ii) Todo G L,,-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de grau n = 0 € isomorfo a um

submddulo de (F(V,,»)™.

As representagoes polinomiais homogéneas irredutiveis de grau n de GL,, sao
descritas em termos de particoes de n em nao mais que m partes e seus respectivos

diagramas de Young.

Teorema 1.2.6. As representacoes polinomiais homogéneas irredutiveis duas a duas ndao
isomorfas de GL,, de graun = 0 estdo em correspondéncia biunivoca com as partigoes

A= (A1,..., A\m) den, comm < n.

Em virtude desse resultado, tanto W,,,(\) quanto W,,(A1,..., \,,) serdo nota-

¢oes reservadas para o G L,,-mddulo irredutivel associado a .

Teorema 1.2.7.

(i) Seja A = (A1,..., A\n) uma particao de n, com m < n. Entao W,,(\) é isomorfo a

um submddulo de (F(V,))™. Este 1iltimo se decompée como

(FW)® = 3 da W, (),

onde dy é a dimensao do S,-mddulo [[A]] e a soma é tomada sobre todas as particoes

de n em nao mais que m partes.
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(ii) Como subespago de (F{V,,)™, o espago vetorial Wi, (X\) é multihomogéneo. A di-
mensao da componente homogénea Wé;“’“""m) é igual ao numero de \-tabelas semis-

tandard de conteido (ny,...,ny), comny + -+ + N, = n.

Defini¢ao 1.2.9. O GL,-submédulo de F{X) gerado por fr, serd denotado por M (T, f).
Além disso, fr, denotard a simetrizacio de fr,, ou seja, o polinémio obtido de fr,

identificando todas as variaveis que aparecem na mesma linha com uma tnica variavel.

Um fato interessante e importante é que a linearizacao de fr, é sempre um

multiplo escalar de fr,.
Considere agora a seguinte acio a direita de S, em F((V},))™:

(2, ...15,)0 " = Tis gy - Tig -
Com essa acio, (F(V,,))™ se torna um S,-médulo & direita. Chamamos a atencéo do leitor
que a agao a esquerda de S,, sobre os polindomios multilineares é dada por permutacoes das

variaveis, e a agao a direita acima definida, consiste em trocar as posi¢oes das variaveis.

Sejam A = (\q,...,\,) uma particio de n em ndo mais que m partes e
q1, - - -, qr, 0s comprimentos das colunas do diagrama [A]. Com isso pode-se definir s, =
sx(xy,...,24), com g = g1, como sendo o polinémio

k
sx(zy,...,2) = quj(xl, T ),s
=1

em que s,(x1,...,x,) representa o polinémio standard de grau p.
Teorema 1.2.8. Seja A = (\1,..., \y) uma particio de n em ndo mais que m partes.
Entao

(i) O polinémio sy(x1,...,1,) gera um G Ly,-submddulo irredutivel de (F{(V,,))™ iso-
morfo a W, ().

(ii) Todo Wy, (X) S (F(V )™ € gerado por um elemento ndio nulo da forma

wA(T1, ..., q) = Sa(x1, ..., Zy) (Z aaa> , Gy € F.
oeSy
Tal elemento é chamado vetor de peso maximo de W,,(X\). Ele é unico a menos
de constante multiplicativa e estd contido no espaco unidimensional dos elementos

multi-homogéneos de grau (A1, ..., Am) em Wiy, (A).

O préximo resultado mostra uma relagdo estreita entre a teoria das representa-

¢oes do grupo simétrico, S,, e a do grupo geral linear, GL,,.
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Proposigao 1.2.3. Sejamm = n, A —n e W,,(A) € F(V,,,). O conjunto M = W,,(A\)n P,
de todos os elementos multilineares de Wi,,(X) é um S,,-submddulo de P, isomorfo a [[A]].

Além disso, qualquer submddulo [[A]] de P, pode ser obtido desta maneira.

Para ser fiel a maxima continéncia possivel desse texto, resta somente tratar da
redutibilidade completa do produto tensorial de dois G L,,-mddulos polinomiais irredutiveis

W1 e Ws. Uma resposta para essa questao é dada pela Littlewood-Richardson rule.

Porém, para aplicagdo em alguns resultados que serao apresentados na tese, é
suficiente uma versao simplificada dessa regra, a Young rule. Trata-se de um teorema que

considera os casos particulares quando um dos médulos é isomorfo a W,,,(1") ou W,,,(n).

Teorema 1.2.9 (The Young Rule). O produto tensorial de um G L,,-mddulo irreduti-
vel Win( A1,y Am) por Wi(q) ou por W, (19) (q < m, nesse dltimo caso) possui uma

decomposicao em GL,,-mddulos irredutiveis da sequinte maneira:
Wm()\la cey )\m) ® Wm(Q) = @Wm()\l + b1, .. 7>\m +pm)7

com a soma percorrendo o conjunto das m-uplas (p1,...,pm) de inteiros nao negativos

tais que p1 4 -+ pm =q e \i + p; < Ni_1 quando i € {2,...,m};
Wm()\la- . 7)\m) ®Wm(1q) = @Wm()\l + q1,--- 7>\m + Qm)u

com a soma percorrendo o conjunto das m-uplas (qi,...,qm) € {0,1}™ tais que ¢ + --- +

Gmn=q e N+ ¢ < XN_1+qi—1 quando i € {2,...,m}.

No contexto de diagramas de Young, um diagrama [u] associado a uma compo-
nente irredutivel de W,,,(A) @ W,,,(¢) s6 pode ser obtido adicionando-se ¢ quadrados em [A]
de modo que dois novos quadrados nunca sao adicionados em uma mesma coluna. No caso
de W,,(A) @ W,,,(17), o diagrama [u] s6 pode ser obtido de [A] se dois novos quadrados

nunca forem adicionados em uma mesma linha de [A].

Para destacar um caso ainda mais particular, quando ¢ = 1 esse resultado é

conhecido como branching rule.

Definicao 1.2.10. Para cada 1 < k < n defina

k
A {(ll,...,lk)eN’“:lg,...,lk_l22, ll,lkZLZli:n}.

:L,k‘:{(lla-.-ylk)ENk:l27...,lk>2’l1217Zli:n}‘

;,kz{(ll,...,lk)eNk:ll,...,lk_l22,lk>1,2li=n}.
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k
A%L,k = {(ll,...,lk)ENk:ll,...,lk 22, le :n}
i=1
Considere nesses conjuntos a ordem lexicografica a direita, que é dada por

(L, lk) < (s1,...,8,) < Jie{l,... k} tal que [; = s;, Vj =i, mas [; < s;.

Esses conjuntos ordenados representam particoes de n em exatamente k partes
satisfazendo as condigoes de cada conjunto. Eles serao tteis para mensurar, de certo
modo, a L-algebra relativamente livre da variedade diferencial gerada por U,,, a algebra
de matrizes triangulares superiores m x m sob ag¢ao de uma algebra de Lie L = t;. Em

momento oportuno eles serao rememorados.

1.3 Polindmios e Pl-Algebras

Defini¢ao 1.3.1. Um polinémio f = f(z1,x,...,2,) é dito uma identidade polinomial

(ou simplesmente uma identidade) da algebra A se f(aq,as,...,a,) =0, para todo a; € A.

Neste caso, se f é nao nulo, costuma-se dizer que A é uma Pl-dlgebra e que A
satisfaz a identidade f = 0.

Observando que uma avaliagao f(a,as, ..., a,) do polindmio f em elementos
de A é, na verdade, a aplicacao de uma funcao X — A em f, é possivel ainda definir o

conceito de identidade de um modo equivalente.

Todo homomorfismo de dlgebra ¢ : F{X) — A é definido por sua imagem em
X. Por outro lado, pela propriedade universal de F(X), toda fungdo X — A define de

maneira Gnica um homomorfismo de F{X) em A. Consequentemente vale que
=0 fenKer p,
©

com ¢ percorrendo todos homomorfismos de algebras F(X) — A.

O conjunto T'(A), também denotado por Id(A), formado pelas identidades
satisfeitas por A é um ideal de F(X) e possui a propriedade de ser invariante por

endomorfismos de F{X). Aos ideais que satisfazem essa propriedade serd reservado o nome

de T-ideal.

A seguir serao exibidos alguns exemplos concretos de PI-dlgebras.

Exemplo 1.3.1 (Algebras de dimensio finita, veja por exemplo (Bresar, 2014)). Seja A

uma F'-dlgebra de dimensao n. Entdo A satisfaz a identidade s, 1 =0, em que,

g
Snil = Sny1(T1, T2, oo Tny1) = Z (—1) Lo(1) """ Lo(n+1)-
0€Snt1
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Mais ainda, sabe-se que toda algebra A desse tipo satisfaz qualquer polindémio

multilinear que possua uma quantidade de variaveis alternantes maior que dim A.

Particularmente s; é um polinémio alternante em todas suas d variaveis. Por

sua relevancia na teoria de Pl-dlgebras, s; é chamado de polinomio standard de grau d.

Exemplo 1.3.2 (Algebra de matrizes). Seja M,,(F) a dlgebra associativa cujos elementos
sao matrizes de ordem m x m com entradas no corpo F. Entao M,,(F) satisfaz sep, =0 e

essa € a identidade de menor grau satisfeita por M,,(F).

Como dim M,,(F) = m?, é evidente, a partir do primeiro exemplo, que M,,(F)
é uma Pl-algebra. O que o resultado anterior destaca é a existéncia de uma identidade de
grau minimo, a saber S,,,. Esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki
em razao da primeira demonstracao ter sido apresentada no artigo (Amitsur; Levitzki,
1950) escrito por ambos matematicos. Com o passar dos anos, diferentes provas foram
sendo apresentadas, incluindo uma que utiliza Teoria de Grafos para representar produtos

de matrizes unitdrias a partir de caminhos em grafos eulerianos (Swan, 1963) (Swan, 1969).

Uma discussao mais detalhada sobre esse teorema e suas demonstragoes pode
ser encontrada em (Drensky, 2000), assim como referéncias aquele que busca uma pesquisa

mais aprofundada.

A seguir serao apresentados outros exemplos concretos de Pl-algebras. Embora
sejam resultados cuja verificagdo é mais facil, vale destacar que a bibliografia supracitada

também é referéncia para suas demonstragoes.

Exemplo 1.3.3 (Algebra de matrizes triangulares superiores). Considere UT,, a subdlgebra

de M,,,(F) formada por matrizes triangulares superiores. Entiao UT,, satisfaz a identidade

[5171, $2] T [xszl, $2m] =0,
em que [x;, z;] = v;w; — xx;.

Exemplo 1.3.4 (Algebra de CGrassmann). Sejam V = (e;:i e N)_ e G a dlgebra de

EV

Grassmann de V', isto €, a dlgebra associativa cujos elementos sdo palavras envolvendo

{e; : 1€ N} sob a relagio de anticomutatividade e;e; = —eje;, i,7 € N. O conjunto

{1,611"'6%2i1<"'<’in,n€N}

¢ uma base de G. E posstvel definir uma Zs-graduacio G = Go @ Gy a qual

GOZ (1761'1"'6@'% Zi1<"'<i2k,k€N>Ev

Gl = <6i1"'ei2k+1 T < e <i2k+1, k€N>EV'
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Ou seja, Gy representa o centro de G formado pelos elementos de comprimento par e Gy o

conjunto dos elementos de comprimento impar.

Denotando por |1, xa, x3] := |21, x2], x3], com poucas contas é possivel verifi-
car que

[l’l, T, LU3] = 0

¢ uma identidade de G. Basta notar que a avaliagio de |x1,z3] em quaisquer elementos
de G resulta em um elemento central, ou seja, para todo homomorfismo ¢ : F{(X) — G

tem-se

o([z1, 22]) € Go.

Neste ponto é natural o questionamento se é possivel estabelecer uma corres-

pondéncia entre T-ideais e PI-algebras.

Apesar de toda Pl-dlgebra A ter associado o T-ideal T'(A), nota-se que um
mesmo T-ideal pode ter mais de uma Pl-dlgebra associada. Por exemplo, o T-ideal
I = (|z,y]), de F{(X) gerado pelo comutador pode ser associado a quaisquer duas (ou
mais) F-algebras comutativas e nao nilpotentes. Também é facil ver que A e A® A

satisfazem as mesmas identidades, para qualquer algebra associativa A.

Formalidades a parte, de fato ha Pl-algebras que melhor representam um
T-ideal I, como F{X)/I que assume certa propriedade universal na classe das élgebras
A tais que I < T'(A). Mais precisamente, toda avaliacio X — A pode ser estendida de
modo tinico a uma aplicagao ¢: F{(X)/I — A a partir da propriedade universal da &lgebra

associativa livre F(X) e do diagrama comutativo

F(X A

\ /,/@

F(XY)1

Para corrigir essa disfun¢ao na tentativa de obter uma correspondéncia biuni-

voca entre T-ideais e PI-algebras, define-se o conceito de variedade.

Definigao 1.3.2. Considere o conjunto ndo vazio S € F(X). A variedade determinada
por S é denotada por V(S) e definida como a classe das algebras A que satisfazem as
identidades f = 0 tais que f € 5, i.e., algebras tais que S < T'(A).

E ¢bvio que ao T-ideal I gerado por S esta associada de modo tinico a variedade
determinada por S, o que justifica a notagao V(I) para esta variedade. Também é concebivel

uma variedade ser gerada por uma dlgebra A definindo-a como V(A) := V(T'(A)).
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Vale ressaltar que a algebra F(X)/I estd em V(I) e T(F{(X)/I) = I. Motivado

por isso, & F(X)/I seré reservado o nome de dlgebra relativamente livre da variedade V(I).

Se tratando de corpos de caracteristica 0, é natural que o estudo dos polinémios

se restrinja a polindomios multilineares.

A fim de entender os efeitos que as identidades multilineares de uma algebra A
surtem nesses polindmios, considera-se o conjunto P, " T'(A) das identidades multilineares
de grau n de A. Este é um submoédulo do S,-moédulo P,. Além disso, seja

b,

B =

que, consequentemente, é também um S,-médulo. Essa estrutura em P,(A) permitird

uma analise quantitativa e até assintotica sobre as identidades multilineares de A.

Definicao 1.3.3. Seja A uma Pl-algebra. A n-ésima codimensao de A é denotada e
definida por ¢,(A) := dim P,(A). J& o Pl-expoente de A é definido como
exp(A) = lim {/c,(A)

n—ae0

quando esse limite existir. O n-ésimo cocaracter de A nada mais é que o caracter da

representagao de S, associada ao médulo P,(A).

Na verdade é um fato que, em caracteristica zero, exp(A) existe para toda
Pl-algebra A e é um inteiro nao negativo. Essa era uma conjectura de Amitsur que foi

comprovada em (Giambruno; Zaicev, 1999).

A motivagdo para estudar o S,-modulo quociente, e nao as identidades multili-
neares, ¢ que os T-ideais costumam ser “muito grandes” O conhecido teorema de Regev
estabelece que se A é uma PI algebra que satisfaz alguma identidade de grau d, entao
cn(A) < (d —1)* para todo n. Como a fungdo exponencial tem crescimento muito mais
lento que o fatorial (dim P, = n!), é possivel concluir que para n muito grande,“quase
todo” P, serd composto por identidades, e o estudo de P, n T'(A) serd “mais dificil” que o

do moédulo quociente.

Ao se tratar da variedade gerada por A serao estendidos os conceitos de
codimensao e expoente de A para V(A). De modo geral serd dito que uma variedade V
possui crescimento polinomial quando a sequéncia de suas codimensoes (¢, (V))nen possuir
crescimento polinomial. V serd uma variedade de crescimento quase polinomial se toda

subvariedade prépria de V possuir crescimento polinomial mas V nao possuir.

Um resultado de Kemer apresentado no artigo (Kemer, 1979) ressalta a impor-
tancia da codimensao e do Pl-expoente como ferramentas tteis para a caracterizagao de

variedades.
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Teorema 1.3.1. Uma variedade V possui crescimento polinomial se e somente se V nao
contém a dlgebra de Grassmann de dimensdo infinita G e nem a dlgebra de matrizes

triangulares superiores UTs.

Como é sabido que exp(G) = exp(UTz) = 2, segue o corolério

Corolario 1.3.1. Se o crescimento de V é de ordem maior que polinomial entdo

exp(V) = 2.

A seguir serda definido um tipo diferente de polindmios, aqueles chamados
proprios. A importancia desses polindmios ficara evidente conforme alguns resultados da
teoria de identidades polinomiais proprias forem apresentados. Em especial, destaca-se o
fato de que sobre um corpo infinito F', as identidades ordindrias de uma PI-algebra com

unidade A seguem de suas identidades proprias.

Ao leitor interessado, as demonstragoes omitidas nos proximos resultados

também podem ser encontradas em (Drensky, 2000).

Definicao 1.3.4. Um polinémio f € F(X) é chamado de polinémio préprio no caso de f

ser uma combinacao linear de produtos de comutadores, i.e.,
f(l'l, X9, ... ,.Z'm) = Eai’.,,vj[xil, RN ,xip] fe [.Z'jl, e ,l’jq], ai,...,j e I

Recorde aqui que o comutador (ou colchete) em qualquer dlgebra associativa é
dado por [a,b] = ab — ba. Os comutadores de comprimento maior que 2, sem colchetes
internos, serdo assumidos normados a esquerda. Em outras palavras, [a, b, c] = [[a, b], c] e
assim por diante. O conjunto de todos polinémios préprios de F(X) serd denotado por B.
Ja o subconjunto dos polinémios proprios em n variaveis sera denotado por B,,. Denote o

conjunto dos polinémios multilineares proprios de grau n assim:
I',=FP,nB, neN.

Todos esses conjuntos sao, na verdade, F-subespacos de F{X). Em paralelo ao que é feito
no caso multilinear, considere o homomorfismo canénico

X

T F(X)— T(A)

e denote por B(A) e B, (A) as imagens dos homomorfismos obtidos pelas restricoes 7|5
e 7|g , respectivamente. Ha ainda uma tltima convencao a ser feita. Daqui em diante
X serd um conjunto ordenado da seguinte forma: z; < z; se ¢ < j. Estenda essa ordem

para uma base do espago vetorial da &dlgebra de Lie livre L(X) gerada por X da seguinte
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maneira. Suponha que esta base contenha o conjunto X e os elementos restantes sao

comutadores normados a esquerda, e suponha que
[z, ... ,a:ip] <|xj,... ,:L'jq] quando p < gq.

No caso de comutadores de mesmo comprimento, i.e., p = ¢, a desigualdade acima significa
que existe k < p tal que ¢; = j; para todo | < k mas i, < ji. Segue pelo bem conhecido
teorema de Poincaré, Birkhoff e Witt (que providencia uma base para a dlgebra universal
envolvente a partir de uma base ordenada da respectiva algebra de Lie), e pelo teorema de
Witt (que diz que a algebra associativa livre é a universal envolvente da algebra livre de

Lie), que:

Proposicao 1.3.1. (i) Uma base para o espago F{X) € dada pelos polinomios

a1 a b c
oyt xg [y, iy [, 1]
em que ay,...,aq,b,...,c=0 e [x;,1,] <--- <|xy,...,1,] sGo comutadores da

base ordenada de L(X) descrita acima. Além disso, o subconjunto de tais polindmios
que satisfazem a; = --- = a, = 0 € uma base para o espaco B dos polinomios

Proprios.

(ii) Se A é uma PI-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito F' entao o T-ideal T'(A)
formado pelas identidades ordindrias de A é consequéncia de T(A) n B. Mais ainda,
se char F'= 0 entdo T(A) € consequéncia de T(A)nT,, neN.

Como este trabalho se restringe as F-algebras associativas com unidade em

que char F' = 0, é suficiente investigar as identidades multilineares proprias.

Teorema 1.3.2. O espaco I',, possui uma base descrita pelo conjunto dos polinomios

f(xlax%'-wxn) = [xilv"'v*rik]"'[leﬂ"'vsz]

tais que

(i) f € multilinear em todas suas varidveis;

(i7) cada comutador [xp,, ..., x,,| € um comutador normado da esquerda de comprimento
> 2 satisfazendo py > pa, ..., Ps;
(7ii) comutadores mais curtos precedem os mais longos, i.e., k < --- <I;

(iv) se dois comutadores consecutivos tém o mesmo comprimento, e.g.

f = [xiu"wmik]"'[mpn'"vxps][xqv"'vmqs]"'[xj17""sz]v

entao p1 < q1.
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Daqui em diante serd denotado por I',(A) o espago vetorial
L'y
L,nT(A)

Assim como em P,, I',, pode ser visto como um S,,-médulo com a acao definida
pela permutacao dos indices das varidveis. O mesmo vale para I';, n T (A). Com isso também

serd possivel fazer um estudo quantitativo das identidades préprias a partir de dimT',,(A).

Definicao 1.3.5. Seja A uma Pl-algebra com unidade sobre um corpo de caracteristica 0.

A n-ésima codimensdo propria de A é definida por

Yn(A) =dimT,(A), ne N*.

O proximo resultado é uma consequéncia da proposicao 1.3.1.

Teorema 1.3.3. Seja A uma Pl-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito F.
(i) Seja
{Wj(l'1, NN ,$k) : j € N}
uma base para o espago Bi(A). Entao a dlgebra relativamente livre de posto k

_ F<.§L’1,$2,...,.§Ck>
F<£C1,l‘2, s ,$k>ﬁT(A)

Fi(A)
possui uma base dada por

{I‘?l .. .szkwj(l‘l, ... ,.Tk) ta; = 07 ] € N}

(ii) Se
{uij(xy, ..., xk) g e{l, .., w(A)}

¢ uma base para o espago I'y(A) formado pelos polinémios multilineares préoprios
de grau k em F(A) entio P,(A) possui uma base formada por todos polindémios

multilineares da forma
Tpy Ty Ui (Tgy oo, %), €L, .., (A)}, ke N,
em quep < ... <pak eqr<...<(g-

Corolario 1.3.2. Eziste uma relacdo entre a n-ésima codimensdo de A e a n-ésima

codimensao propria de A dada por

co(A) = zn] (Z)W(A), neN.

k=0
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Além do contexto de algebras associativas, é possivel generalizar o conceito de
identidade polinomial para outras classes de algebras, como dlgebras de Lie, algebras de

Jordan, algebras de Hopf, entre tantos outros contextos algébricos existentes.

E ébvio que uma boa generalizacdo requer um ambiente bem comportado,
onde - a0 menos - as definigoes e ferramentas do contexto associativo (por vezes chamado
ordindrio) podem ser reformuladas. Para minimamente exemplificar: em um contexto de
algebras de Lie é necessario que a algebra livre, geralmente representada por um anel de

polindmios em variaveis nao comutativas, seja também uma algebra de Lie.

Entretanto reformular ndo ¢ mais uma grande preocupacao. Ja hé estabele-
cida uma teoria de identidades generalizadas em anéis que fundamenta muitas dessas
generalizagoes. Uma referéncia cldssica ao tema é o livro (Beidar; Martindale; Mikhalev,
1996).

Para dar materialidade a discussao serao apresentados alguns exemplos de

identidades em outros sistemas algébricos.

Exemplo 1.3.5. Seja t,, a dlgebra de Lie formada pelas matrizes triangulares superiores

de ordem m com entradas no corpo F. Entdo t,, satisfaz a identidade

[[z1, 2], -, [T2m—1, Tom]] = 0.

Exemplo 1.3.6. Denote por & a dlgebra de Grassmann vista como dlgebra de Lie, ou
seja, & = G, Entio & satisfaz a identidade

[21, 22, 23] = 0.

1.4 Derivacoes e Algebras com Derivacao

Definigao 1.4.1. Uma transformagao linear d € End(A) é uma derivagao da algebra A

quando
d(alag) = d(al)ag + ald(ag), ai, Qg € A. (11)

O conjunto das derivagoes de A é na verdade um subespago de End(A) e serd denotado

por Der(A).

E facil ver que Der(A) munido do comutador [, ] é uma &lgebra de Lie. Uma

derivagdo d € Der(A) que satisfizer, para algum b € A,
d(a) = [a,b], Va e A,

recebera o nome de derivagao interna (induzida por b) e serd denotada por ad(b). Com

poucas contas é possivel ver que ad(b) é de fato uma derivagao, para todo b € A.
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Sera visto adiante que essa estrutura em Der(A) desempenhard um papel
importante na construgao dos chamados polindmios diferenciais. Por simplicidade, sera
utilizada a notagdo superescrita a direita a? ao invés de d(a) para uma derivacdo avaliada

em um elemento arbitrario. Em outras palavras, (1.1) pode ser reescrito como
(a1a)* = a%ay + a,as.

Exemplo 1. Seja d : F|z] — F|z| a derivada de polindmios em uma varidvel,

d

d:=—.
dx

Se f,g € Flz] sao polinomios na varidvel z, temos que (fg) = f'g+ f¢'. Entio,

(fo)* = flg+ fg* == de Der(F[z]).

Um resultado classico da teoria de algebras de Lie semissimples g caracteriza a

algebra de Lie das derivagoes Der(g).

Teorema 1.4.1. Toda derivacao de uma dlgebra de Lie semissimples g € interna.

Uma consequéncia do teorema de Skolem e Noether mostra que se R é uma
algebra central e simples, de dimensao finita, entao toda derivagao de R ¢ interna. Este
resultado foi generalizado no artigo (Coelho; Polcino Milies, 1993) que classifica derivagoes
em algebras de matrizes triangulares superiores e que também motiva as investigagoes

desse trabalho.

Teorema 1.4.2. Seja R uma dlgebra central, simples e de dimensao finita. Toda derivacao

de UT,,(R) é uma derivagao interna.

Definigao 1.4.2. Seja L < Der(A) uma subélgebra de Lie da algebra de derivages de A.

E possivel definir uma acéo de L em A dada por
a-d=a%, deL,ac A.

Para uma algebra A com tal estrutura de L-moddulo serao reservados os nomes de algebra

com derivagao ou L-algebra.

Exemplo 1.4.1. Seja G = Gy ® Gy a dlgebra de Grassmann de dimensdo infinita
(exemplo 1.5.4) apresentada em sua Zs-graduagao. Define-se o suporte de um elemento
g=c¢e; ¢, €G como o conjunto Supp{g} = {ei,,..., e, }. Agora é possivel construir a

dlgebra de derivacoes: sejam gy, ..., 9; € G1 de modo que

Supp{gi} N Supplg;} = &
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quando 1 # j. Neste caso, as derivacoes sao definidas como
6 =2"tad(g;), die{l,... t}.

Como [0;,6;](g) = 0 para todo g € G (a dlgebra G satisfaz a identidade |x,y,z] = 0), o
subespago L = (01, ...,0;),, de Der(G) pode ser visto como uma dlgebra de Lie abeliana

de dimensao t.

Em suma, G munida da agdo de L é uma dlgebra com derivacao a qual costuma-
se denotar por G (Rizzo, 2020).

Exemplo 1.4.2. Considere em UT,, a base {e;; : i < j} formada por suas matrizes
elementares, que tém 1 na posi¢ao (i,7) e 0 nas demais posig¢oes. Definindo 6 = ad (e1,,) e
€ = ad(emm) se verifica facilmente que [0,€] =0, ou seja, L = (d,€),. € a dlgebra de Lie
metabeliana de dimensdo 2. Munindo UT,, com a acao de L define-se uma estrutura de

algebra com derivagdo em UT,,.

E ébvio que uma mesma &lgebra A pode ser munida com diferentes estruturas
de L-&lgebra, a variar com a escolha da &lgebra de Lie L < Der(A). A titulo de exemplo,
se no caso anterior for considerada a algebra L = (7,¢,0),. com 7 = ad (e11), obtém-se em
UT,, uma outra estrutura de L-algebra que, de algum modo, contém informagcoes sobre a

primeira.

Para essa escolha de L, a algebra U'T,, como L-algebra sera denotada por U,,
e serd o objeto central da investigacao contida neste trabalho. Um fato interessante é que
L = (71,€,6),. éisomorfa a ty, a algebra de Lie das matrizes triangulares superiores de

ordem 2, sempre que m = 2.

Outra L-algebra importante é a algebra de polinémios diferenciais F{(X*), que
fundamenta a construcao das identidades nesse novo contexto. Sua construcao se desenhara

a seguir.

Denote por U(L) a algebra universal envolvente de uma algebra de Lie L. O
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) permite trabalhar de maneira equivalente com
U(L)-médulos ao invés de L-mo6dulos. Isso tem uma vantagem computacional uma vez

que se retira a necessidade de lidar com comutadores nos expoentes.

A maneira mais objetiva de se construir a L-algebra de polinémios diferenciais
F(X*) é a seguinte: considere um conjunto X = {x1, xs, ...} e construa o F-espaco vetorial
FX®U(L), onde FX é o F-espaco que tem X como base. Entdao F{X*) pode ser vista
como a algebra tensorial T(FX @ U(L)).

Porém tal construcao ainda carece de informagoes para que, por exemplo,
possam ser construidos os polinémios explicitamente. Para isso, considere £ uma base
ordenada de L. Pelo Teorema PBW, o conjunto W das palavras semistandard, i.e.,

w = hihg - - h, satisfazendo hy < hg < -+ < h,, comneNe h; € L, é uma base de U(L).
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Com essas observagoes, os geradores de F(X L> sao os geradores livres x; ® w,
em que z; € X e w é um elemento da base de U(L). Estes serdo denotados por z}’ e
por vezes serdao chamados de varidveis ou letras diferenciais. Neste caso, X denotara o

conjunto de todas variaveis diferenciais.

Note que como 1 € U(L), toda letra (ordindria, em distin¢ao a defini¢do anterior)
no alfabeto X pode ser vista como uma variavel diferencial, o que motiva a notacao x;
para as variaveis diferenciais x;. Dessa forma se identifica X em X e, consequentemente,
F(X) em F(X*). Uma varidvel 1% serd puramente diferencial quando w # 1. Neste caso,

x; também é chamada uma w-variavel diferencial ou simplesmente uma w-variavel.

Os elementos de F(X L>, que sao as combinacgoes lineares de palavras formadas
pelas letras diferenciais, serao chamados de polinémios diferenciais. Além disso, F(X L>

pode ser vista como U(L)-médulo munido da acao

(i) =t e e UL,

Desse modo F(X™) pode ser vista como uma algebra com derivacao e a essa
L-algebra sera reservado o nome de dlgebra livre com derivagdo ou simplesmente L-dlgebra
livre. O nome se deve obviamente ao fato de F{X*) ser um objeto livre na classe das
L-algebras, ou seja, F{(X L> é uma L-algebra que goza da propriedade de que em toda
L-algebra A, qualquer avaliagao X — A se estende de modo tinico a um homomorfismo de
algebras F(X') — A que também é um homomorfismo de L-médulos (equivalentemente
U(L)-mo6dulos).

Em virtude da propriedade antes descrita e almejando também por uma redacao

mais sucinta, este momento se mostra oportuno para a seguinte definicao.

Definicao 1.4.3. Sejam A e B duas L-algebras. Uma aplicagdo ¢ : A — B sera cha-
mada de homomorfismo de dlgebras com derivagdo (ou de L-homomorfismo) se ¢ for um

homomorfismo de dlgebras que também ¢ um homomorfismo de L-moédulos.

O conjunto formado por todos L-homomorfismos entre A e B sera denotado
por Homy (A, B). Quando A = B a notagao se torna Endy(A), que representa o conjunto

de todos L-endomorfismos de A.

Assim estabelecemos os principais conceitos para este trabalho, a saber, dlgebras
com derivacao e polindmios diferenciais. Ha ainda uma redugao aos polindmios multilineares

proprios que facilitara a investigacao das identidades diferenciais em caracteristica zero.

Considere o espaco dos polinémios diferenciais multilineares de grau n

PnL = <xg(11) . x;”€n) cw; €W, o€ Sn>
EV
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E 6bvio que PnL é um S,-modulo com a agao definida como em 1.2.1. Além disso, considere

BY a subélgebra de F(X) gerada pelos comutadores
R S

Os elementos de BY sdo chamados polinémios diferenciais proprios ou L-polinémios
proprios. Observa-se aqui que para nao sobrecarregar a notacgao, serao omitidas, quando
isso ndo causar equivoco, os indices superiores (as “poténcias”) nas variaveis que indicam

as derivagoes.

Assim como no caso ordinério (Teorema 1.3.3), hd uma intrinseca relacao entre
F(X*) e B*: se £ ¢ a élgebra de Lie livre gerada por X* entao £ = [£, £] também ¢é
uma algebra de Lie livre e £ é gerada por X* médulo £'. Mais ainda, o Teorema de Witt

garante que F{X") coincide com U(£) enquanto B* coincide com U(£')

J& o corolério 2.16, (ii), em (Bahturin, 2021) garante que, fixada uma ordem
linear em X* de modo que as varidveis ordindrias precedam as variaveis diferenciais, uma

base para £’ pode ser formada pelos comutadores semistandard

|2irs Zigs -y 2] tals que 2z, > 2, <2y <L < 2, (1.2)

Além disso, acrescentando X ao conjunto desses elementos obtém-se uma base
para £. Para usar o Teorema PBW novamente, considere nessa base uma ordenacao em
que X precede os comutadores. Entdao F (X L Y possui uma base dada pelos polinomios
wb, em que w é um mondmio semistandard no alfabeto X% enquanto b é uma sequéncia

semistandard de elementos da base de £'.

E possivel reduzir ainda mais a investigacio. Para isso, considere B a subalge-
bra de F{X") gerada pelas variaveis puramente diferenciais juntamente dos comutadores
no alfabeto X*.

Um comutador semistandard [z;,, zi,, - - ., 2;, | ¢ normal se possuir no maximo
uma variavel puramente diferencial, sendo z;, essa variavel, caso possua. As varidveis
puramente diferenciais serao consideradas comutadores normais semistandard (nssc) de
comprimento 1. Para diferenciar, quando um comutador semistandard nao possuir variaveis
puramente diferenciais, este serd chamado de ossc (do inglés ordinary semistandard

commutator).

A proposigao 7 de (Di Vincenzo; Nardozza, 2010) garante que os nssc’s formam
uma base para B)L<. Mais ainda, como em caracteristica zero é suficiente considerar

polinémios multilineares préprios, ou seja, aqueles em
L _ pL L
Iy =P, nBY,

os comutadores normais standard (nsc) - cuja desigualdade em (1.2) é estrita - também sao

suficientes para formar uma base de I'2. Logo denote por B o conjunto de todos produtos
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de nsc’s e particione este conjunto conforme a quantidade de comutadores multiplicados,

isto é, B = Up>o By em que

By = {1p}
By ={z":rxe X weU(L)\{1}}

By ={c1- -ck:ciéumnsc}, k=2

Por fim, denote por T2, = P* ~ B, o conjunto dos polinémios diferenciais
multilineares préprios em n variaveis que sao formados por produtos de k nsc’s. Além
disso, seja I'" = Upen T'E. Serd visto na préxima secao que T (A) é gerado como Tr-ideal

pela sua parte multilinear prépria, i.e., I'" N Ty (A)

1.5 Identidades em Algebras com Derivacio

Definicao 1.5.1. Seja f = f(21,2a,...,2,) € F(X") um polinémio diferencial ndo nulo.

Ele é uma identidade diferencial de uma L-algebra A se
flai,as,...,a,) =0, Va;€ A.

Nesse caso, sera dito que A é uma Pl-algebra com derivacao e que A satisfaz a identidade

f=0.

Como ja observado, os polindémios ordinérios, i.e., os elementos de F{X), sdo
também polindmios diferenciais. Entretanto, mesmo quando um polinémio ordinario for
uma identidade diferencial de uma L-algebra A, tais identidades serao distinguidas como

identidades ordindrias.

Além disso, a propriedade universal da algebra livre com derivagao permite
uma formulacao equivalente para f = 0 ser uma identidade diferencial de A. De modo
analogo ao caso ordindrio, A satisfaz a identidade f = 0 se e somente se f € Ker(¢) para
todo homomorfismo de L-algebras ¢ : F{X*) — A.

O conjunto de todas identidades diferenciais de A é um Tp-ideal, i.e., um ideal
de F(X L> que possui a propriedade de ser invariante por L-endomorfismos de F(X L>.

Para este Tp-ideal seréd reservada a notagao Tp(A).

Defini¢do 1.5.2. Seja f € F{X*). O suporte de f é o subconjunto Supp{f} de X que
representa as variaveis, de modo ordinario, que estao envolvidas na expressao de f. Ou
seja, Supp{f} nao carrega a derivagdo que pode ocasionalmente estar presente em uma

variavel de f. Por exemplo,

Supp{z b ah?} = {21, 29, 23}, h;i € L.
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Lema 1.5.1. T(A) é gerado por T'Y n T(A) como Ty-ideal.

Demonstracio: Considere
J=(I'"n T(A)),, -

Obviamente J < T1(A) pois J é gerado por um subconjunto de T7,(A). Para concluir a
demonstragao é suficiente mostrar que 7p(A) < J. Nesse sentido, como foi convencionado
que A é sempre uma algebra sobre um corpo de caracteristica zero, vale que P ~ Tp(A)

gera Tr(A), em que P = U,enPE. Portanto é suficiente mostrar que

(P" nTp(A)) <.

L

Para isso suponha que T7,(A) # J e considere
n =min{keN: fe Pl nTy(A) com f¢ J}.

Ou seja, existe um polindmio ndo nulo f € PX ATy (A) tal que f ¢ J. Em vista da discussdo
feita no final da ultima secao, tal f pode ser escrito como uma combinacao linear de
elementos da forma wg,,, em que w é um monoémio standard enquanto g,, € um produto

de nsc’s, ambos satisfazendo

Supp{w} U Supp{gw} = {r1,...,2,} e Supp{w} N Supp{g.} = .

Primeiramente, é possivel escrever f como duas somas, a primeira envolvendo termos
AWy, oy € F, com w satisfazendo x; € Supp{w} e a dltima o caso contrario quando
x1 ¢ Supp{w}, ou seja, 1 € Supp{g,}. Vale lembrar que z; < ..., x, < z{ para todo
a # 1. Logo, se z{ é uma varidvel puramente diferencial presente no monomio wg,, entao
x1 € Supp{gw}, seja como um nsc de comprimento 1 ou mesmo aparecendo em um nsc de

comprimento maior que 1. Com isso, obtém-se a seguinte expressao
/
f= Z Qo T1W' Gy + Z UGy
z1€Supp{w} r1¢Supp{u}
em que w’ e u sdo mondmios standard que nao possuem x; em seus suportes além de que

w=xw'.

Considere ¢ € Endy(F{(X")) o L-endomorfismo que fixa todas varidveis di-
ferentes de x; e envia x; — 1. Entao ¢(f) € T1(A) pois este ideal é invariante por
L-endomorfismos de F{X). Além disso, p(21*) = 0 se hy # 1 e, de modo geral, ©(g,) = 0

pois x1 € Supp{g.}. Logo
o(f) = Z W' Gy

é um polindémio multilinear de grau n — 1. Pela escolha de minimalidade no grau de f

segue que ¢(f) € J. Em particular,

Zawxlw’gw =1 (Z aww’gw> e J.
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Portanto ao quocientar por J, o polindmio f se resume a expressao Z UGy s

podendo ter seus termos distinguidos naqueles em que xi” aparece em ¢, COMO UM NsC
de comprimento 1 ou como variavel de um nsc de comprimento maior que 1 compoe a

expressao de g,.

Em outras palavras, foram eliminados da expressao de f todos mon6émios em
que xil“ é uma variavel ordinaria que nao aparece em um nsc. Fazendo o mesmo com
as variaveis xq, x3 até x, sera obtido que f é equivalente a um polinémio multilinear e

proprio em X = {xq,...,x,}.

De fato, considerando agora s, o quociente de f por J pode ser escrito como

duas somas, exatamente como antes mas com x, no lugar de x;.

f= Z Q21 gy + Z AUy

x2€Supp{u} z2¢Supp{v}
O mesmo argumento da construgao de ¢, agora com xs — 1p, garante que f modulo J é
equivalente a um polinémio multilinear e préprio em {x1, z2}. No limite esse processo leva

a

f EZagg (mod J),

em que cada mondémio g ¢ um produto de nsc’s de tamanho maior ou igual a 1. Em outras
palavras,
f=0 (mod J),

isto é, f € J, o que é uma contradi¢do com a hip6tese assumida. Portanto T7,(A) = J. #

Seguindo na mesma dire¢ao, serao reformulados para esse contexto “diferencial”
os conceitos de variedade, cocaracter e as ferramentas para um estudo quantitativo de

identidades, a saber a codimensao e o Pl-expoente.

Defini¢do 1.5.3. Seja S € F{(X*) um conjunto nao vazio de polinémios diferenciais.
Sera dado o nome de variedade diferencial determinada por S a classe das L-algebras que

satisfazem as identidades f = 0 tais que f € S. Além disso, tal variedade sera denotada
por VE(S).

Assim como no caso ordinario, uma variedade pode ser determinada por um
Tr-ideal ou por uma algebra com derivacdo A, sendo que neste ultimo caso define-se a
variedade diferencial determinada por A como V¥ (A) = VE(T;(A)).

Indo agora a caminho da definicdo dos invariantes numéricos de uma variedade
VE(A), observe que PX n Tp(A) é também um S,-médulo uma vez que um polinémio
diferencial multilinear nao deixa de ser uma identidade ao se permutar suas variaveis. Com

isso, define-se o S,,-mddulo
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Ao caracter da representacao de S5, associada a esse mdédulo serd reservado o
nome de n-ésimo cocaracter diferencial (ou n-ésimo L-cocaracter) de A, que é geralmente

denotado por % (A). A n-ésima codimensdo diferencial de A ¢é definida como

E evidente que para toda 4lgebra com derivacdo A e todo n > 1 tem-se ¢, (A) < cZ(A).
Isso se baseia somente no fato de que todo polinémio ordinario é também um polinémio
diferencial. Em particular, todo polinomio multilinear que for uma identidade ordinéria é
também uma identidade diferencial. Indo além, define-se o Pl-expoente diferencial de A
como

exp”(A) = lim {/ck(A)

n—0
quando esse limite existir. De fato, assim como no caso ordinario esse limite sempre existe.
Foi provado em (Gordienko, 2013a) um andlogo a conjectura de Amitsur no contexto mais

geral de algebras associativas sobre acao de uma algebra de Hopf H.

Obviamente é possivel estender tais conceitos para variedades diferenciais e,
exatamente como no caso ordinario, estudar o crescimento assintético das variedades
buscando classificad-lo dentre algum tipo de crescimento (polinomial, quase-polinomial,
etc).

Aqui uma observagao se faz necessaria: quando nao houver duvida de contexto,
sera omitida a palavra “diferencial” ao se referir a qualquer um desses conceitos. Desse

modo se evitam repeticoes cansativas a leitura do presente trabalho.

Para substanciar a discussao acerca de identidades em algebras com derivacao
serao apresentados dois exemplos. O primeiro envolve a dlgebra de Grassmann G do

exemplo 1.4.1 e foi explorado em (Rizzo, 2020).

Denotando por |z] a parte inteira de um nimero real x, o resultado central do

artigo (Rizzo, 2020) pode ser descrito como

Teorema 1.5.1. Sejam F um corpo infinito de caracteristica p # 2 e G a L-dlgebra de

Grassmann de dimensao infinita sobre F' em que L = (01,...,0:),, . Entao

. TL(G) = <[$17'T27x3:|>TL

4o -2-3 3 ()(.%)

Ja o segundo exemplo foi explorado no artigo (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e
trata da L-algebra de matrizes triangulares superiores construida no exemplo 1.4.2. Dentre

os resultados apresentados pelos autores, destacam-se aqueles que descrevem um conjunto
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gerador para o Tr-ideal Tr,(UT,,) e que decompde o cocaracter diferencial dessa L-dlgebra

em cocaracteres associados aos S,-submodulos irredutiveis. De modo mais detalhado:

Teorema 1.5.2. T, (UT,,) € gerado como Ty -ideal pelo conjunto formado pelos polindmios

Ié[x17'r2]7 [x17$2]x67 ['/I"IVIQ](S’ xe[x17x2]7
[, 1] [ Y], [z 91] - [Z—1s Y1 ]2,

[:Ula yl] e [xmea yme] ([l’m,h ymfl]6 - [xmfl? ymfl])

Teorema 1.5.3. Para todo n = 2 vale que

Lh(UT) =2 [[n]]@2- (mé2 ® ([[h-L1® [k -1, 1]])5">

k=11eAl |

& @ ([h-1L11®  ®[[lm — 1, 1]])">

leAl

n,m—1

® (f@f & (h-11@8l-L1e [[zkﬂ)S”) .



44

2 Variedade diferencial gerada por U,

2.1 U,, e Algumas ldentidades Diferenciais

Descrever a algebra de Lie das derivagoes L que agird em U'T,, é crucial, isso
porque é L quem determina a estrutura dos polindémios diferenciais de F(X*). Nesse
sentido, considere

7 :=ad (e11),
e := ad (emm),
0 :=ad (e1m),

as derivacoes internas induzidas por €11, €,m € €1m, respectivamente.

Seja L a subélgebra de Lie de End(UT,,) gerada por {7,¢,6}. E ébvio que L é
isomorfa a ty como algebra de Lie, basta considerar L — t3 dada por 7 — ey, € — eyo,
0 — ego. Se for considerada a ordenagdo 7 < € < § na base de L, o teorema PBW garante
que

{1,7™€™0™ : n; € N}

¢ uma base da dlgebra universal envolvente U(L).

Portanto, ao invés de trabalhar com a acao de uma &algebra de Lie, equivalente-
mente é possivel considerar uma agao da algebra associativa U(L). Como ja foi ressaltado
na sec¢ao anterior, a vantagem disso é principalmente por motivos computacionais, simplifi-

cando a descri¢ao das identidades estruturais (Nardozza, 2023).

Com isso sera denotada por U,, a algebra com derivacao em que A = UT,,
e L = (1,¢0),,.. Apesar de nomear U,, também por L-dlgebra reforca-se que a agao

considerada em U, serd a acao de U(L).

A lista a seguir é composta por operadores que agem (com acao a direita) em
U,, como o operador nulo. A maneira mais imediata (e natural) de verificar isso ¢é avaliando

em uma matriz arbitraria de U,,.

62 =0 € —e=0 P2 4+7=0
e =0 70 =0 eT —71e =0
be—06=0 oT +6 = 0.

Em outras palavras, os operadores do lado esquerdo das igualdades pertencem ao nicleo

da agdo de U(L) em U,,. Como as derivagoes sao transformagcoes lineares, essas igualdades
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implicam diretamente nas seguintes identidades diferenciais de U,,:

2 2 2
22 =0 ¢ —zc=0 2T +2"=0
Ie(s =0 [L’TJE xET_CCTEEO
22— 2°=0 2T+ 20 =0

Essas sao as chamadas identidades diferenciais estruturais de U,,.

Consequentemente, médulo Ty, (U,,), ha apenas quatro variaveis diferenciais:

z7, 2%, 2% e 27¢. E possivel proceder da mesma forma feita em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021),
Lemma 3.2, obtendo novas identidades diferenciais em duas varidveis como consequéncia

das identidades de grau 1:

5.0 €,.€ €,.0 — .0,

T x

Para elucidar melhor esse procedimento serao verificadas novas identidades de grau 2 que

sao consequéncias das identidades estruturais.

Lema 2.1.1. Os seguintes polindmios diferenciais estao em Ty (Up,):

o xfxy, com € {1, Te}
o 7TED B, .Te
x]xy e xixls, com B e {0}

e 2723 e xda]

Além disso, todos eles sao consequéncias das identidades estruturais de Uy, .

Demonstragio: Para os célculos abaixo, considere sempre o quociente por Tp(U,,). A
partir dessa convencao, sera cometido um pequeno abuso de notacao ao usar a igualdade

no lugar do simbolo de congruéncia.

Usando somente do fato de que 7 é uma derivacio e que 2 + 27 € Ty (Us,)
segue que

0= (2122)" + (2122)7 = (2] o + 2272] + 2125 ) + (x]xs + 2127).
A mesma identidade estrutural aplicada em ;UIQ e .:1:52 implica

2z xy = 0.

Logo zixj = 0 é uma identidade diferencial de U,, que é consequéncia da identidade
estrutural 27 + 27 = 0, uma vez que char F' = 0.

Agora é possivel aplicar o L-endomorfismo induzido por z; — zf, i € {1,2}, na
identidade anterior para ver que
x1xy =0 (2.1)
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também é uma identidade de U,,. Neste caso, como “ser consequéncia” é uma propriedade

oL 7 A~ . . . . 2
transitiva, (2.1) é consequéncia das identidades estruturais " +z" =0e 2’ — 27 = 0.
Por outro lado, fazendo x; — x5 e x; — x;, com i # j, sao obtidas as identidades

) 1 J 2 )

TE, . T __ T,,.TE __
r1°wy =0, T1x9 =0

E evidente que se for considerada a identidade zjz5 = 0 juntamente com os L-endomorfismos
induzidos por x; — z; e x; — x;, com ¢ # j, obtém-se
TE, € __ €_.TE __
r1ry =0, rixs" = 0.

Para concluir o caso dos polindmios envolvendo e, aplique nas tltimas duas identidades,
de modo conveniente, os L-endomorfismos induzidos por x; +— xf e T; = Tj, com i # j,
para obter

TE O __ 6 ,.TE __
r1wy =0, Ty = 0.
Por fim,

0= (2122)" = (2]ag + 1125)° = 27029 + 272 + 200] + x127° = 2Tad + 2527

, o
. Fazendo z; — x] e x; — x;, com i # j, segue que
T 0 _ o T __
x1x5 = 0, xizy = 0,
sao identidades diferenciais de U,,. #

Vale ressaltar que nao sao todas identidades de grau 2 que sdo consequéncias
das identidades estruturais. Para ver isso o método tradicional de avaliar polinébmios em

matrizes arbitrarias de U,, ¢ sugestivo.

Considere portanto X = (z;;) € Uy,. Entao

m m—1
X7 = —Z Tyje1j, X = Z TimCim-
=2 i=1
Logo, para quaisquer X,Y € U,,, é evidente que
XYT=0
i.e., o polindbmio diferencial
xixy =0
¢ uma identidade diferencial de U,,.

Aproveitando as avaliagOes explicitas das variaveis diferenciais em matrizes,
vale destacar mais alguns fatos: o primeiro é que xjz5 = 0 nao é uma identidade de U,

uma vez que

m—1
T €
XY=~ Z T1Yjm | €1m-
=
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O outro é com relagdo a distingao que hé entre 2° e 7. Veja que X™¢ = —z1,,€1m

enquanto X° = (217 — Tm)€1m-

Todas as identidades acima em duas varidveis garantem que - modulo 77 (U,,) -
polindémios diferenciais nao nulos nunca terao duas variaveis concatenadas sendo ambas

T

variaveis diferenciais, exceto no caso xjxs.

Na sequéncia serao apresentadas outras identidades diferenciais. Algumas delas
ja foram mostradas em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e é por isso que suas demonstragoes
serao omitidas aqui. Uma vez que a algebra associativa envolvida é a mesma e a algebra
de Lie {¢,0)1; que age em UT,, em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) é uma subalgebra de
Lie de L = {7,€,8) L, as identidades de (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) sao identidades

também nesse caso.

Abaixo estd uma lista de identidades diferenciais de UT,,, que estao contidas

dentre os geradores do Ty -ideal de identidades em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021).

I6[$1,$2] = [371,$2]$5 =0, [$1,I2]6 =0, 5756[371,$2] =0
21, 1] - [Tm1, Ym-1]2 =0,

[21, 1] - - - [Zm—2; Ym—2] ([Tm—1, Ym-1]" = [Tm-1, Ym-1]) = 0. (D)
Como foi destacado, todas essas identidades estao também em T, (U,,). Além dessas,

Teorema 2.1.1. Os sequintes polinomios diferenciais estao em Tp,(Uy,):

[21, 22)2” (2.2)
ezr,] - [Tme Y] (2.3)

(1, 91]" + [z, 1)) [22,w2] -+ [m-1, Y] (©)
[21, 22]2™ (2.4)

27w, 0] (2.5)

Demonstragao: Para o primeiro polinomio diferencial, observe que sob qualquer substituicao

h: X — Uy, os termos de (2.2) assumem a seguinte forma:

0 # cee % 0 % v %
R 0 0

[21, xo] I Neam s
0 = 0 0
0 0 0 0 0 0
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em que = representa as unicas entradas nao nulas possiveis de h(x7). Portanto, é 6bvio que
(2.2) é uma identidade diferencial de U,,. Ja (2.3) é uma consequéncia direta da identidade

ordinéria de U,, uma vez que z” é um comutador.

Agora, se ¢; = [z, y:],,1 <i < m—1, o0 polindmio diferencial (¢) pode ser visto

como (¢] + ¢1)ea++Cpy. Se h : X — U, é uma substituigao tal que h(cg---¢p_1) # 0,

entao
0 ® %
0 0 =
h(cg - cm1) = 0 0 0
0 ... 0

Observe que h(cp) e h(c]) contribuirdo para h((c]+c¢1)cs - - - ¢n—1) apenas com suas entradas

(1,1), (1,2) e (2,2). Como estas entradas de h(c;) coincidem com as de —h(c]) segue que
h((c] + c1)ca -+ cm—1) = 0, para toda substituicao h.

(2.4) e (2.5) podem ser verificadas assim como foi feito com (2.2) uma vez que

3
m
>
o O O O
o O o O

o O O

#

Por fim hd mais uma identidade que constituird o conjunto gerador de T, (U,,).

Ela é uma generalizacao para matrizes de ordem maior de uma identidade que surge no

caso m = 3. Esse caso particular foi descrito em (Nardozza, 2023) e 14 vale a identidade
diferencial

[21, 22]7 + 21, 2] — [71, 22]° + [71, 22] = 0. (2.6)

Verificar essa identidade nao é uma tarefa hercilea. Basta notar que por se
tratar de uma soma de comutadores, qualquer substituicao h : X — Us em cada comutador
estard retornando uma matriz que pode ser identificada em UTs, uma vez que a diagonal

principal foi anulada.

Depois disso, é suficiente notar que h(|z1, x2]") “reconstréi” as entradas (1,2) e
(1, 3) de h([x1, x2]), assim como h([z1, x2]%) faz com as entradas (1, 3) e (2,3) de h([z1, x2]).
Por fim, a entrada (1, 3), que foi somada duas vezes, é corrigida por h([x, y]™) que reconstréi

somente a entrada (1,3) de h([x1, x2]).

De modo geral quando m >4 e h : X — U,, ¢ uma substituicao, é possivel

identificar h([z1,41] - [Tm_2, Ym_2]) com uma matriz de UT; da mesma maneira. Os
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mesmos argumentos garantem que

([ze, ] [Tm2, Ym2])™ + ([0, 91] - [0, Y 2])”

(2.7)
—([z1,m] [Tme2, Ym—2]) + [T, 91] -+ [Tin—2y Ym—2] =0

¢ uma identidade diferencial de U,,.

Seja T < F(X") o conjunto formado por todos polinémios diferenciais que
apareceram nas identidades diferenciais de U,, apresentadas até agora, com excecao dos
polindmios (A), (¢) e, dentre as identidades de grau 2, inclii-se em Z somente o polindémio

x{xs. Além disso, sera denotado por I o Tp-ideal gerado por Z.

Neste momento a razao dessa excecao é quase 6bvia: serd mostrado que Z é um
conjunto gerador para o T-ideal das identidades diferenciais de U,,,. Como z{zj =0 é a
unica identidade de grau 2 que nao é consequéncia das identidades estruturais, é necessario
consideré-la dentre os geradores. No caso dos polindmios (A) e (O), serd visto que eles

nao sdo necessarios para gerar 17 (U,,) devido a identidade (2.7).

2.2 Um Conjunto Gerador para Ty (U,,)

Nessa se¢io serd mostrado que Z é um conjunto gerador para o Ty-ideal Tt (U,;,).
De inicio serao apresentados uma série de resultados que reduzem as possibilidades de
expressoes para os polinomios diferenciais multilineares préprios médulo 7. Desse modo se
garantird um conjunto gerador P, (U,,) para o espago vetorial formado por estes polinémios.
Em um segundo momento, serd mostrado que, na verdade, esse conjunto é uma base
para o espaco dos polindémios médulo 77, (U,,). Com isso, conclui-se que I = T (U,,) e

consequentemente Z é um conjunto gerador de Tp(U,,).

Os resultados que aparecem aqui sem demonstracao podem ser consultados em
(Di Vincenzo; Nardozza, 2021).

Lema 2.2.1. Se u é um nsc envolvendo uma §-varidvel entao uc = cu =0 (mod I), para

todo nsc c.

Lema 2.2.2. Seja ue Fﬁ}l um polinomio envolvendo uma d-varidvel. Entdo

w=[20, 21, .., 2, 1] (mod I).

Foi destacado ha pouco que, quando avaliado em matrizes de U,,, ©7° se

assemelha & 2°. E de se esperar portanto que também haja certa semelhanca em polindmios

diferenciais envolvendo essas variaveis diferenciais. Isto se evidencia nos préximos resultados.

Lema 2.2.3. Se u é um nsc envolvendo uma Te-varidvel entdo uc = cu =0 (mod I), para

todo nsc c.
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Demonstragcio: Se u = x"¢ entao

uy® = uy’ = uwy” = uy™ =0 (mod I).

Analogamente, para todo s = 1, e todo a € {1,0, T, €, Te},

uly®, y1,...,ys] =0 (mod I)

pois u[z1,xs] € I e nessa identidade pode-se aplicar um L-endomorfismo dado por x; +—
[yaayla o 7ysfl]7 T — Ys.

Seja u = [z, x1,...,2,]. O caso r = 0 acabou de ser verificado. Suponha

portanto que |27, x1, ...,z 1]c € I, para qualquer nsc ¢ e defina u' = [27°

y L1y 7‘1'7‘71]'
A partir disso,

uc = [u', x.]c = v'z.c — x4 e,

e por hipotese de inducgao

uc = u'z.c (mod I).

Mas z,c = cx, — [¢, z,]. Portanto

uc =v'cx, — u'[c,x,] =0 (mod I), Ve nsc.

E 6bvio que argumentos anélogos (com sua devida simetria) garantem também
que cu =0 (mod I). #

Assim como acontece com polinémios diferenciais que envolvam uma J-variavel,

se u € 'Y, envolve uma Te-varidvel e u ¢ I, entdo k = 1.

Lema 2.2.4. Considere u € T2 | um polinémio envolvendo uma Te-varidvel. Entdo u =

[27,71,...,201] (mod I), para algum j € {1,2,...,n}.

TE

Demonstragdo: Sejam 1 < j<newu=[r],21,...,7...,7,]. Entdo

[x;’E’ X1y ,-TTL] = [[[x;67 L1, 73771*2]7 xn*l]’ $n]

Olhando para [, z,] como uma derivagao, segue que

u= (27,21, .,
= [} 21, o], 2], w0 ] + [[255 20, 2] [0 1, 2] ]
N — y
= [z} 21, ., Tn 2, Ty, Tn 1] (mod T)

Portanto, modulo as identidades de I, as variaveis ordinarias podem ser re-

ordenadas de modo crescente. Para finalizar, observe também que é possivel trocar a
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Te-variavel de posigao.

[[[Il, . ,l’j_g], ZEj_l], l‘;e] = [Il, e ,ZL’j_Q], [E;E], ZL'j_l] + [[(L’l, N ,.Tj_g], [.%'j_l, $;€]1

"

n'g

el

= [71,..., 72,2}, w;1] (mod I).

#

Continuando com a reducgao dos polinémios moédulo identidades, serdo apresen-

tados ainda mais alguns resultados.

Lema 2.2.5. Seja u um nsc envolvendo uma e-varidvel. Entao uc =0 (mod I), para todo

nsc c.

Lema 2.2.6. Se u é um nsc envolvendo uma T-varidvel entio cu =0 (mod I), para todo

nsc c.

Demonstragao: Considere u = 2z7. No caso em que ¢ = y®, com « € {0, T, €, Te}, é evidente

que
cu=0 (mod I),
pois y*z" € I para qualquer escolha de «. Mais ainda, se ¢ = [y*,y1,...,ys] é um nsc,
fazendo x1 — [y*,y1,...,ys 1] € T2 — ys, segue de [z1, x2]x” € I que
cu=0 (mod I).

Suponha agora que cv =0 (mod ) para todo nsc ¢, em que v é um nsc de comprimento
menor que s+ 1 envolvendo uma 7-varidvel. Seja u = [27, 21, ..., 2] eu = [27,21,. .., 25 1]
Entao

u=[u,z] =uz — 2,u = cu=cza (mod I), Ve nsc.
Além disso, czs = [c, 25| + zs¢, logo
cu = [e, zsu' + zseu’ (mod I).
Pela hip6tese de indugio cu’ = 0 (mod I), para todo nsc ¢. Consequentemente cu = 0 (mod 1)

e segue o resultado. #

Vale destacar que a prova desse teorema da a idéia para o caso simétrico que
foi omitido na demonstracao do lema 2.2.3. Nesse ponto portanto o leitor pode verificar

aquele caso simplesmente trocando a derivagao 7 por 7¢ na demonstracao anterior.

Com os lemas apresentados até aqui é possivel fazer uma reducdo na forma da

identidade (2.7). Se a é uma derivagao entdo

(v, ] g,y )™ = [z n]® - [y + -+ [z ] [y, 450 (2.8)
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Do mesmo modo (a partir da identidade de Leibnitz), é possivel distribuir a derivagao
dentro de cada comutador. Para derivagoes concretas, se a = 7 por exemplo, (2.8) se

expressa como
[z, 0] -+ [, 5] (mod 1)

em virtude do Lema 2.2.6. Analogamente, se o = ¢, (2.8) se expressa como

[v1,91] - - - [, 9] (mod I).

No caso particular em que a = 7€, a nao é uma derivagao mas é possivel aplicar o que foi
feito quando o = 7 e em seguida o que foi feito quando o = € obtendo a seguinte expressao
para (2.8):

[0, 1] [, 4] - - - [25-1, yi ][5, 5] (mod T).

Com essas observagoes segue que a identidade (2.7) se expressa como

[z1, 1] [72, Y] - - - [Tm—3, Ym—3][Tm—2, Ym—2]+
+|71, Txa | Tm—3y Ym—3[| Tm—2, Ym—2|—

[21, y1]" [72, y] [ 3, Ym—3][ 2, Ym 2] — 0 (mod I) (2.9)
_[xh yl][x% y2] o [xmf?n ymfi’)] [xm727 ymf2]€+
+[$17 %][1327 3/2] T [ll’m—?n ym73][$mf2; ym72]

Ou seja, isolando o polindmio ordinario fica evidente que qualquer produto
de m — 2 comutadores ordinarios é equivalente a uma soma de polindémios diferenciais

envolvendo uma 7-varidveis ou uma e-variaveis (podendo envolver ambas simultaneamente).

As contas foram feitas para comutadores de comprimento 2 mas obviamente a
idéia usada na demonstragao dos lemas anteriores que transforma [z, 23] em [y, v1, . . ., Ys]
a partir de x1 — [y, ..., ys_1], T2 — ys, pode ser usada para generalizar este resultado

para comutadores de qualquer comprimento.

Com isso pode ser demonstrado o seguinte resultado.

Lema 2.2.7. Seja u e T% | um polinémio envolvendo uma a-varidvel, com o € {1,7,€}.
Entdo u € equivalente a uma soma de polinomios formados por m — 1 comutadores em que

o primeiro comutador envolve uma T-varidvel e o ultimo envolve uma e-varidvel.

Demonstracao: considere u = ¢1---¢,,—1 em que cada ¢; € um nsc. Se o = 1 entdo
a identidade (2.9) pode ser aplicada tanto nos primeiros quanto nos ultimos m — 2

comutadores. Na verdade esta identidade sera aplicada desses dois modos e tanto faz por
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qual escolha comecar. Entao, utilizando os lemas anteriores segue que

€ T T

€
me2 —Cl* Cme2 = ] Cpy_9)Cmt

u (Cl"'c

-
= —CCo- - Cp_2Cp_1

T € T T €
_01(02"'Cm_1_CQ"'Cm—l_CQ"'C )

€

— T
= _CICZ A cm_QCm_l

Por outro lado, se @ = 7 a diferenca é que necessariamente c¢; envolvera a
T-variavel enquanto que no caso de a = € sera ¢,,_1 que envolvera a e-variavel. Em ambos
casos as contas anteriores se simplificam pois quando o = 7 86 serd aplicada a identidade
(2.9) nos ultimos m — 2 comutadores e se & = € nos primeiros m — 2 comutadores. Com

isso, segue o resultado. #

Neste ponto se faz necesséario introduzir algumas notagoes para prosseguir com
a discussdo. Para k < m — 3, denote por P}, (U,) o subconjunto de I'%, com elementos

c1---CE, em que ¢; € um osc para todo 1 <7 < k.

Para k < m — 2, seja Py, ,(Uy) o subconjunto de Fik de todos os produtos
c1 - ¢, em que ¢; € um osc para todo 1 < 7 < k e ¢ € um nsc envolvendo uma e-variavel em
sua primeira entrada. Considere também o subconjunto P7 ; (U;,) formado por elementos
c1+--CE, €m que ¢; um osc para todo 1 < i < k, e ¢; é um nsc envolvendo uma 7-variavel

em sua primeira entrada.

Além disso, defina

PaUn) = {25, 21, .z} < Ty,

TE

T Un) = {[27 22, @], [23 2, w] L [ w L we € T

Para tratar dos polindmios “mistos” que surgem, serd denotado por P! (Up,), com 2 < k <
m — 1, o subconjunto de Fﬁ » com elementos ¢ - - - ¢, nos quais ¢; envolve uma 7-variavel,
cr envolve uma e-variavel, ambas em suas primeiras entradas, e ¢; ¢ um nsc ordinario

quando 2 <1 < k — 1.
E importante notar que, médulo as identidades de I, termos como

u= [x‘f‘,...,xr,ylﬁ,...,ys], com o, B € {1, e},a # 3, and r + s = n,

pertencem ao espaco gerado por P, . De fato, a depender das escolhas de o e 3, u € igual

a
[[], .- 2]yl  y2 ..., ys], quando oo = T, § =€,
ou

—ly1 =5, 2] y2 .-, ys], quando a =€, f = T.
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Junte a isso o fato de que toda algebra associativa satisfaz

(2129, 23] = [71, 23] + 71 [T9, 73]
e a afirmacao se verifica.

Para concluir esta extensa lista de defini¢oes sobre polindmios diferenciais e

seus conjuntos, denote por
PrUn) = v Pprpln), a€{l,6,7,¢ 7e},
k<m—1

sendo P (Un,) = & quando este conjunto ndo tiver sido definido para o par («a, k).

E para finalizar, I') (U,,) ird representar o F-subespago gerado por Py (U,,) no
quociente de I'Y por T (U,,). Por simplicidade os elementos de I'%(1,,,) serdo chamados

a-polindémios diferenciais.

Com essas subdivisoes ¢é possivel dar a seguinte descrigdo para o conjunto

P

n

(Un) = Prlz(um) Y Pg(um) O P (Un) v Py (Un) © P (Un)

Toda discussao até aqui é na verdade a demonstracao do teorema abaixo.

Teorema 2.2.1. P, (U,,) gera o espaco vetorial T't médulo I.

Demonstracao: Considere um polinémio f € Ffl . Entdo f pode ser escrito como uma
combinacio linear de nsc’s ¢; - - - ¢. Quocientando I'2 por I, com base nos resultados acima
segue que cada c; --- ¢ é equivalente ou a zero, no caso de f = 0 ser uma identidade

diferencial de U, ou a uma combinagao linear de polindémios de P, (U,,).

Em outras palavras, todo elemento de Fﬁ, modulo 7, é uma combinacao linear

de polinémios de P, (U,,,). Consequentemente

Fﬁ/l = <Pn(um)>EV

#
Como uma implicacao direta, temos o seguinte corolario:
Corolério 2.2.1. P, (U,,) gera TX(U,,).
Demonstragio: B suficiente observar que I € Ty (U,,). Consequentemente,
rtw,,) = L o L1
7#

Em resumo, acaba de ser demonstrado que P, (U,,) ¢ suficiente para gerar

- médulo [/ - todos polindémios multilineares préprios de grau n, em particular modulo
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o Tp-ideal de identidades de U,,. Na sequéncia se iniciard a discussao para provar a
independéncia linear de P,(U,,,) médulo Tp(U,,) e com isso terd sido provado um dos

teoremas centrais da tese:

Teorema 2.2.2. P, (U,,) ¢ uma base de I'2(U,,). Consequentemente I = Ty (Uy,,) e, em

particular, T é um conjunto gerador para as identidades diferenciais de U,,.

A demonstracao desse resultado se reduzird a demonstragao do restante dos

resultados desta secao.

Proposigao 2.2.1. Para qualquer n = 1, o vetor [x°,21,...,2,_1] ¢ Li. dos demais
vetores de P, (Un,).

Demonstragao: Suponha que
f= Zauu —i—Zavv +0[20, 21, ... Tpo1] = 0,
u v

com u percorrendo todos elementos de P! U P¢ e v percorrendo P7 U Pre. Como €, =
T _
e =0,

e11 € Ker(1) n Ker(e) n Ker(7e).

Com isso, considerando a substituicio X 5 {e11} avaliada em f, obtém-se £(f) =0 e
£(u) =0,Vue Py U P,

uma vez que eq; € Ker(e) e todo osc comuta quando avaliado por £. De modo similar,
E(v) =0,Yve P, uPre.

Apesar disso,
(g, w1,y wa]) # 0,
pois 6?1 = e, Logo b= 0. "

Visando uma escrita mais simplificada, daqui em diante, ao ser dito que X é
um subconjunto Li. de P,(U,,) significard que o conjunto X é linearmente independente

dos demais elementos de P,(U,,,) que ainda ndo foram mostrados com essa propriedade.

Em outras palavras, o que esta sendo feito é um processo de eliminagao dos
elementos de P, (U,,): o primeiro passo foi dado pela proposi¢ao anterior que eliminou
w=[2°,21,...,2,_1] de ser gerado por P, (U,,). O préximo passo ¢ verificar que um dado
subconjunto X nao pode ser gerado por R := P, (U,)\{w} e com isso elimina-se X de R.
Esse processo segue sucessivamente, eliminacao por eliminacao, findando quando R atinge

o conjunto vazio. E o fim desse processo que garantird que P, (Up) é L.

Esta convengao tem o proposito de nao ficar repetindo esta explicacao a cada

novo resultado que mostra tal propriedade para um subconjunto de P, (U,,) mas também
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para nao induzir o leitor ao erro de pensar que foi mostrada a independéncia linear de
P, (U,,) mostrando que os subconjuntos que particionam este primeiro conjunto sao [.i.

separadamente.

Feito esse apontamento é possivel retornar a discussao dos resultados.

Proposicdo 2.2.2. P}(U,,) é um subconjunto Li. de P,U,n,).

Demonstragio: Considere K a subalgebra de U,,, formada por matrizes com a primeira
linha e a tltima coluna assumindo apenas valores zero. E facil ver que K =~ UT,,_» como
F-algebras. Para se convencer disto ¢é suficiente escrever esta aplicacao e verificar com

contas simples que vale o isomorfismo. Com isso em mente, seja

f= Z auu—i—Zavv,

uePL (Um) veER
com R = P, (Un)\(PyUm) U Py (Unn)).
Se X 5 K 6 uma substituicdo entdo £(X) € Ker(r) n Ker(e) n Ker(7e€) pois K

estd nesses nicleos. Além disso, como consequéncia da identidade (ordinaria) de UT,,_s,

qualquer produto de mais de m — 3 comutadores se anula nesta substituicao.

Em outras palavras, qualquer substituicio em K se anula em Po(U,,) com

a € {7,¢,7e}. Como resultado,

§(f) =¢ > awu|=0

ueP}l(L{m,Q)
em que £ é uma substituicao arbitraria em K =~ UT,, », ou seja,
Z a,u =0
ueP}L(L{m_Q)

é uma identidade polinomial ordinéria de UT,, 2. Como é sabido (e.g.(Drensky, 2000))

PLU,,) é¢ uma base para I',(UT},_»), logo a, = 0,Yu € PL(U,,_»). #
Relembrando as notacoes estabelecidas em 1.2.10, para todo k,n € N sa-
tisfazendo k& < n, considere para as préximas definiges w = c¢1---cp € Ppy(Un),

ae{l, 1€ 0, Tel.

Definigao 2.2.1. A estrutura de w é definida como a sequéncia l(w) = (I(¢1), ..., l(ck))

dos comprimentos dos comutadores envolvidos em w. Em particular, se w € Py} (Uy,) entdo
l(w) € Ay

Definicao 2.2.2. Se z; é a variavel na primeira posi¢do do comutador ¢;, entdo z; sera
chamada a letra principal de c; e todas outras serao as letras secundarias. A palavra
principal de w é a palavra ||w|| := 21 - - - 2, obtida da concatenacao das letras principais de

c1 até ¢ respectivamente.
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Existem maneiras simples de identificar matrizes de ordem menor de U, com

s < m, em U,: uma delas é escrever uma matriz s x s nas primeiras s linhas e colunas
. . . . (2

de uma matriz em U,,. Mais precisamente, aplicar o homomorfismo U, —> U,, no qual

ejj > e para 1 <@ < j < s, e ¢;; — 0 nos demais casos.

Outra maneira é identificar uma matriz s x s com as ultimas s linhas e
. ) NRT 0
colunas de uma matriz em U,,. Para isso, é aplicado o homomorfismo U, —> U,, tal que

€ij > Em—s+im—s+; Para 1 <@ < j < s e zero nos demais geradores.

Nao é dificil ver que 1, 65, s < m, sao monomorfismos de algebra. Além disso,
sel<s<m—1,
15(Us) < Ker(e), 0,(Us) < Ker(r).

Essas identifica¢Oes serdo importantes para construir algoritmos para eliminar polinémios

diferenciais em P; (U,,,) U Py, (Up) U Pr(Usm).

Definicdo 2.2.3. Paracada 1 < k < m—2ew = c;---¢; € P (Up), considere a

substituigao ¥, : X — 4 1(Uyx1) < Uy, definida por

Zi 7/ €4i+1

letras secundarias de ¢; — €;.141,

em que z ¢é a letra principal de ¢;, i < k. A 9, serd dado o nome de substituicio especial

induzida por w. E importante notar que ¥, (w) = Aejz41, com X € F\0.

Defini¢do 2.2.4. Para cada 1 < k < m—2ew = ¢+ ¢ € Py (Un), considere a
substituigao ¢, : X — 011 (Uk41) < U, definida por

Zi 9k+1(€ii+1)

letras secundarias de ¢; — O 1(€541441)-

Essa substituicao foi construida em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e, como no

artigo, sera chamada de Ay 1-substituicio induzida por w.

Resta provar mais um lema técnico para finalmente estabelecer o algoritmo.

Lema 2.2.8. Seja w € P (Up), com 1 <k <m—2, e, a substituicio especial induzida

por w. As sequintes afirmacoes sdo verdadeiras:

1. Para todo u € Py, (Uy) v P, (Upn) vale que ¢,(u) = 0.
2. Para todo h >k, e u € P, ,(Un), vale que Y, (u) = 0.

3. Seue P, (Un) eo(u) #0 entao [(u) = l(w). Além disso, se l(u) = l(w) entdo

U =w.
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Demonstragio: 1. Como ja observado, 1,(Us) € Ker(e) se s < m — 1. Como Im(),) <
1k+1(Urs1) quando 1 < k < m — 2, é evidente que qualquer nsc envolvendo uma e-variavel
se anula na substituicao . Com isso,

Vo(u) =0, Vu e Py (Un) U P (Un).

s=2

Note entretanto que Ker(re) = U\ (é1m),,. Como consequéncia o,(Us) < Ker(re) e
Y(u) = 0 também no caso em que u € P, (Us,).

2. Isso é uma consequéncia direta de que qualquer produto de mais de k& comutadores é
uma identidade de Uy, 1.

3. Considere u = d - - - dy, € P}, ;. (Uy,) satisfazendo 9, (u) # 0. Em 1, apenas k entre todas
as n variaveis sao substituidas por elementos fora da diagonal, mais especificamente, as
variaveis denotadas por zq, ..., 2. Como u é formado apenas por k comutadores, cada
comutador d; deve ter exatamente uma variavel em {z1, ..., 2z}, caso contrario haverd um

comutador d; que se anula.

-

E importante ressaltar que qualquer permutacao diferente da identidade anula
o produto

€12€23 €L k+1-

Esse fato implica que, ao analisar a substituigao v, (u), é possivel afirmar sobre u que
cada z; deve aparecer exatamente no comutador d;, para cada 1 < i < k. Caso contrario
W, (u) = 0. As varidveis restantes, como ja mencionado, sdo substituidas por elementos
diagonais. Portanto, duas letras secundarias nao podem preencher simultaneamente as
duas primeiras posigoes de um comutador. Em resumo, para cada 7, a variavel z; estd na

12 ou 2% posicao de d;.

Suponha agora que uma letra secunddria de ¢, apareca em d;, com j < k.
Entao 1,(d;) = 0 pois [e;j+1, €xt1k41] = 0. Mas 9, (u) # 0. Portanto, todas as letras

secundérias de ¢;, devem estar em di e, consequentemente, [(dy) = I(cy).

No caso de I(dg) = l(cg), todas as varidveis de dj coincidem com as de c¢.
Em particular, elas tém o mesmo minimo, que é a variavel em sua 2% posi¢ao. Assim, zj
preenche a 1* posicao de cada uma delas e a ordenagao standard das varidveis em nsc’s

implica que di = c.

Se k> 1el(d, 1) =1I(ck 1), a mesma situacao descrita anteriormente ocorrera:
nenhuma letra secundaria de c¢;_; pode aparecer em d; quando j < k — 1 sem que
Y,(d;) = 0. Consequentemente todas as varidveis de ¢z devem estar em di_; e, em
particular, elas tém a mesma variavel minima. Como antes, z;_1 estd na primeira posicao

e, a variavel minima, na segunda posicao. Em conclusao dy_1 = ¢;_1.

Esses argumentos podem ser usados para tratar os demais comutadores. No

ultimo comutador, especialmente, temos uma pequena simplificagdo: z; é uma letra
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diferencial envolvendo 7 e é por isso que z; deve estar na primeira posicao de ¢; e dj.

Portanto, I(dy) = I(¢;) implica, da mesma forma, que d; = ¢;.
Com isso, se ¥, (u) # 0 e [(u) = [(w) entdo u = w. #

Como mencionado, o ultimo lema permite usar um algoritmo analogo ao
utilizado em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021). E possivel eliminar um a um os 7-polindmios
diferenciais de estrutura maxima que sao [.i. com os demais, comecando de k = 1 até m — 2.
O passo inicial ¢ eliminar o polinémio de estrutura mdxima de Py ;, depois o préximo
de estrutura maxima nesse mesmo conjunto até mostrar a independéncia linear de Py, ;
completamente. Em seguida se repete o mesmo processo para P , e assim sucessivamente
até Py, o

subconjunto linearmente independente de P, (Uy,,).

Com o final desse processo, estd provado que P](Uyy,) = Ui Pr . (Uy) é um

Além disso, o algoritmo de (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) também pode ser

aplicado aqui para eliminar os e-polindmios diferenciais.

Lema 2.2.9. Seja w € P, (Up),, 1 <k <m—2, e p, a Apy1-substitui¢io induzida por

w. As sequintes afirmacgoes valem:

1. Para todo u € P (Um) U Pr(Uy) tem-se p,(u) = 0.
2. Para todo h > k, e todo u € Py, ,(Upn), tem-se o, (u) = 0.

3. Seue Py (Un) e po(u) #0 entdo l(u) = l(w). Além disso, se l(u) = l(w) entdo

u=w.

Antes de apresentar a prova, vale ressaltar o fato de que o item I garante que
é possivel provar a independéncia linear de Py, (U,,) sem ter provado que P (U,,) é Li.,

usando o mesmo algoritmo com os itens 2 e 3.
Demonstragio: 1. De forma simétrica ao lema anterior, ja sabemos que 0s(Us) < Ker(7),
para todo s < m — 1. Consequentemente 6,(Us) < Ker(7¢). Como
Im(p,) S Opp1(Ups1) se 1 <k<m—2,
segue que
wu(u) =0,Yu e Pl (Uy) v Pr(Up).

A prova dos itens 2 e 3 pode ser consultada em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021), Lemma
4.6. 7

Portanto o algoritmo descrito anteriormente garante que P(Eum) ¢ um subcon-
junto Li. de P,(U,y,).

Agora é necessario lidar com os polindmios “mistos”, ou seja, os polindmios de

P (Up). O primeiro passo serd lidar com os polinomios diferenciais de P (Un,).
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Proposicao 2.2.3. P, (Uy,) ¢ um subconjunto Li. de P, (Uy).

TE

Demonstragao: Para eliminar todos os polinomios de P,

(Up), € necessario, para cada
i€ {l,...,n}, uma avaliacao & : X — U,, que envie
Ti = €1m

Tj > €mm S€ 17 ]

Com isso,
fi([:p;e’ L1y 7wn]) = _5ij€1m-

Mais ainda, todo w que é produto de comutadores satisfaz

fz(w) =0,

uma vez que &; substitui somente uma variavel por um elemento fora da diagonal. Portanto,
considerando 0 como uma combinagao linear de todos os elementos de P, (U,,) é possivel

eliminar os polindmios de P (Uy,) um a um. #
Resta lidar com Ugso Pr5 (U,,). Para isso serd considerada uma nova substitui-

¢ao “especial”.

Definigdo 2.2.5. Paracada2 <k<m—1lew =c; ¢ € PG (Un), seja n, : X — Up,

a substitui¢do que envia
2 7> €441
letras secundarias de ¢; — €;41,41, quando 1 <7 < k — 2,
Rk—1 2> Ck—1m—1
letras secundarias de ¢p_1 — €,—1m-1,
2k 7 Em—1m
letras secundarias de ¢ — €,,,.

Nao ¢ dificil ver que n,(w) = Aeypm, com A # 0.

Lema 2.2.10. Seja w € P (Un),2 <k < m —1, en, a substituicio induzida por w

conforme a defini¢io anterior. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Para todo h > k e u € P,% (Un) vale que n,(u) = 0.

2. Seue P (Un) enu(u) # 0 entdo l(u) = l(w). Além disso, se l(u) = I(w) entdo

u=w.

Demonstracao:
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1. Seja u = dy -~ dy, € P, (Un) com h > k. Como antes, 7,, substitui somente
k varidveis por elementos fora da diagonal. Consequentemente existe j € {1,...,h} tal que
d; é formado somente por letras secundérias de ¢y, ..., ¢ Nesse caso n,(d;) =0, i.e., d;

comuta e portanto 7, (u) = 0 sempre que h > k.

2. A prova desse item é exatamente a prova do item 3. do Lema 2.2.8, trocando

somente 1), por 7,. #

Portanto, como feito com as outras substitui¢oes, é possivel eliminar um a um
os polinémios de Uy=oPr 5 (Uy,) comegando por k = 2 até k = m — 1. Desse modo se mostra
a independéncia linear de Uy=2P; ¢ e consequentemente esta concluida a demonstracao do

Teorema 2.2.2.

2.3 Estrutura de I'2(U4,,) como S,-médulo

Os proximos resultados ja sao bem conhecidos na teoria de identidades poliné-
miais ordindrias. Mais uma vez a bibliografia (Drensky, 2000) é uma referéncia para suas

demonstragoes (veja Theorem 12.5.6).

Lema 2.3.1. Para todom =3 en = 2,

L,(UTy) =5, Ty (UTe) ©@iear,,, ([Th = L1 @+ @ [l — 1, 11"

Corolario 2.3.1. Para todo m, n > 2,

L(UT,) =5, ' ® © ([h-11]1® - &[k-1,1])%.

k=11eAl ,

Como foi descrita uma base para I':(U,,) em termos dos conjuntos P (U,,)
(Corolario 2.2.1), com « € {1, 7,€,0,7e}, é suficiente descrever a estrutura em S,-médulos

irredutiveis dos espagos I't (U,,,). E isso que serd feito a seguir.

Lema 2.3.2. Para todom =3 en > 2

Y

F}L (um) =5, Fn(UTm—2)'

Demonstragio: esse resultado é direto uma vez que P! (U,,) é uma base para esses dois

F-espagos e a agao de S,, em ambos também coincide. #

Corolario 2.3.2. Para todo m =3 en = 2,

D U) =5, '@ @ ([[h—1,1]@ [l — 1,1])* .

k=1 leA}%k

O proximo resultado é uma consequéncia direta do Lema 2.2.2.
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Lema 2.3.3. Para todo m, n =2, I (U,,) = [[n]]

Antes de seguir para a estrutura do restante dos polinémios diferenciais, se
faz necesséario estabelecer algumas notagoes. Para a € {7, ¢, Te}, serd adotada a seguinte

partigdo (de conjuntos)

7)3 (um) =Py (um) v Pg,m—2(um) v Pr?,m—l (Um),

n,<m—3

em que

« _m—3 o
(Un) = kiﬁ Pn,k(u?n)'

n,<m—3

@
n, ko

Agora, se a € {1,7,7€¢} e [ € A}, define-se para k € {m — 2, m — 1}

ot (U, 1) = {w € Py (Un) - Lw) = 1}

E evidente que
s,k(um) = v Pg,k:(umv l)-

lEAff,k

Além disso, denote por

ngfs(um) = < s,gmfs(um»m’ Wka(um) = < s,k(um»mv Wl?(l) = <P3,k(uma l)>Ev>

quando [ € A7 ;. Nao ¢ dificil ver que

We= @ WH.

IEA?
Estas defini¢oes foram feitas de maneira geral a fim de tornar o texto mais fliido mas
vale relembrar que Py, (U,) = & quando a € {7, ¢}. Simplificando e resumindo, a idéia
¢ a seguinte: cada w = ¢ -+ - ¢ é um gerador de um “S,-médulo” W (I(w)) para algum
a especifico. Como o espaco W,* foi decomposto em uma soma direta dos subespacos
W (l(w)) indexada pela estrutura dos polindmios, é possivel determinar completamente
a estrutura de W;* como S,-médulo analisando somente suas componentes e, por fim,

somando todas elas.

Vale relembrar que em todos esses resultados os espagos vetoriais de polinémios
préprios estao sendo sempre considerados quocientados por Tp (U,,) e, para evitar repeticoes

tediosas, isso nao sera mencionado novamente.
Lema 2.3.4. Para todo n = 2,

[AUs) =s, [[n]] @ [[n —1,1]]

® @ ([h-11e[L-11)*
@ ZE?;’Q (L]l ® ([l = 1,1]])*

® leg@;; ([[h — 1, 1] ® [[lo]])*"

® o (MlslL)®
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Demonstracao: De inicio, note que como consequéncia da identidade ordindria de UTj,
5 (Us) < Tp(Us) para k > 3. Com isso, é obtida a seguinte decomposi¢ao em F-
subespacos
7 W) = W (Uh) © W3 (L)

Considere w = cicy € P,5(Us) um polindmio com estrutura l(w) = (I1,1z) €
A7 (Us). Observe que [(w) = [(0 - w), para todo o € S,. Logo W5“(I(w)) ¢ ciclico e gerado
por qualquer elemento de P, (Us,[) em que [ = [(w). Dito isso, considere L; o conjunto
formado pelos indices das varidveis de ¢;, com i € {1,2}. H4 alguns casos distintos para se

observar:

1.l =1 =1,

2. lh=1ely > 1,
3. i >1ely =1,
4. 1,15 > 1.

Para cada caso sera definido um subgrupo H, de permutacoées em L; U Lo associado a

estrutura de w. Este grupo sera isomorfo a um subgrupo de S,,, uma vez que # L, +# Lo = n.

Para o caso 1, define-se H,, := S, x S,. Neste caso trivial, tem-se H,, isomorfo
ao subgrupo S7 x S e portanto o espago gerado pela 6rbita de w em H, é um H,-mddulo
tal que

FHw =g, [ [[1]]-

No caso 2 define-se
Hw = SLl X Sj X SL2\{J-}

em que j é o indice de ||co||. Ou seja, H, é isomorfo & um subgrupo de S, que fixa a
variavel de ¢; e a letra principal de ¢o. De fato a agdo desse subgrupo em w é trivial uma
vez que a ordenacao dos nsc’s permite reorganizar as variaveis a partir da segunda posicao

de co. Consequentemente w gera um S; x Sy x S;,_1-moédulo isomorfo a

[T [ @[l = 11].

Ao induzir em H,, e aplicar a branching rule tem-se

FHyw =g, [[]® (1] @[l - 1)
=, [ @ ([ ® (1] @ [[l2 — 1.1]).

E evidente que o caso 3 é andlogo ao caso anterior, o que resulta em

FHw =g, [[L1@[[H@[[h = 1, 1] [[1]]
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Para o caso 4 é suficiente unir as técnicas dos casos 2 e 3, ou seja, é necessario definir H,,

como antes porém fixando as letras principais ||c1|| e ||ca||- Neste caso obtém-se

FHuw =g, ([ [[L - 1])% @ ([ @[l - 1]]) .

Portanto sera necessario usar a branching rule por duas vezes,

FH® =y, ([[h - 1,1]]@[[l: - 1,1]])
O ([l @l = 1, 1]])
O ([[h = L] @[[E]])
O ([[L)]@l1]) -

Em todos casos, denote por (F H,w)>" este médulo induzido em S,,. Uma vez

que Pp5(Us, [(w)) estd contido em W3(I(w)) e sempre vale que
dim (F H,w)*" = #P o (Us, l(w)) = dim Wy(I(w))
segue que ambos S,,-modulos coincidem.

Agora basta considerar todas estruturas [ € AJ%, e somar as componentes de

W3€(Us) associadas a cada [ para obter

Wi=s, @ @ ([h—1,1]]®[[l—1,1]])>

leA1

® @© (Lol -11)™

® @ ([L-1, 1ML

leA], 5

® © (Le[lkn™

TE
leATs,

Um problema imediato é que W{“(Us) nao é um S,-mddulo. Isso porque ao

permutar termos de um comutador podem ocorrer situagoes como
[xgv X1, Ty, .ZU3] = [5537 X1,T3, l'4] + [$g7 fEl][fE47 1’3] + [133, :L'4] [5537 xl]‘

De modo geral, somente quando uma permutagao age em um produto de m—1 comutadores
é que esses produtos de dois comutadores que surgem podem ser descartados pela identidade

ordinaria de U,,.

Um caminho para lidar com W] (U3) é observar que os cosets de seus elementos
formam um S,-submoddulo de I'7(Us) /W3 (Us). Este S,-submoddulo serd denotado por
WT<(Us). Nesse sentido, considere @ € W[ (Us).

Como antes ¢ necessario fixar o indice j de ||@||. Ou seja, Hg ¢ isomorfo a
Sj . S{lw":j:"'v

Consequentemente a branching rule garante mais uma vez que

FHzo =g, [[n]] @ [[n - 1,1]].

n} que age trivialmente em @ devido a ordenacao das variaveis em um nsc.
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Portanto

Wi (Us) =g, [[n]] @ [[n — 1,1]].

Lema 2.3.5. Para todo m =4, n = 2,

Th Un) =5, Ti Un)® @ ([h=1,11®- @ [[lm1 — 1, 11>

leAL

® ® ([Lelk-111e @ - L1)*

® @ (h-1U1®  &[lmsz— L& [m )™

& @ (Wel-110 ®[[ln2— 11 [[lm1])™.

leANTE

n,m—1

Demonstracao: Essa demonstragao nada mais é que uma generalizacao da anterior. De
inicio, serdo feitas as consideragoes convencionais: W< | (U,,,) é um S,,-mddulo enquanto
que, pelo que foi discutido na demonstracao anterior, W< ,(U,,) ndo compartilha dessa
propriedade. Entretanto considerando o quociente de WZ, _,(U,,) por W (Uy,), é possivel

considerar a seguinte decomposicao em S,,-médulos:

Fge(um) = Wgn—Q(um) S W;me—l(um)'
(Up). Se L; é o

conjunto de indices envolvidos em ¢;, sera necessario separar os quatro casos possiveis para

Seja w = c1- o1 € Pri 1 (Un), com l(w) = (I, lmo1) € AJS,

ly e l,, 1 ao construir H,. Repetindo os mesmos argumentos do lema anterior, sao obtidas

as seguintes expressdes para o H,-médulo FH,w:
Lol =lpy = 1
(M@l = L@ @ [[lm—2 — 1, 1@ [[1]]
2.l =1ely>1:
@[l = L @ [[lm—2 = L ([[ln1]] @ [[lm—1 — 1, 1]])
3.l >1ely =1
(M@l LD @[l = LI ® -+ @ [[lm—2 — 1, 1] @ [[1]]
4 Iyl q > 1

(L@ llh =1L, U) @[l = L@ @[lln—2 — L@ ([lm-1]] @ [l — 1, 1]])
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Induzindo em S,, obtém-se exatamente W< ,(l) com | = I(w). Considerando
todas estruturas [ € A}5, _; e somando as componentes W, () associadas, é possivel

recuperar a estrutura de W< | (Uy,):

WitiUn) =s, @ ([[h=LO[k-L11©@[ln-2~ L@ [ln1 — L1])™

leAl

n,m—1

® & (W®[l-11]]®  &[[ln2—1,1]]®[[ln1—1,1]])>

leAT

n,m—1

& & (Lh-1,10e[k-L1® & [m2—1 & [ln )™

leA

n,m—1

® @ (lell-111® - ®[ln-2— 11 [[ln1])™

leNT€

n,m—1

Resta somente analisar a componente composta pelos Te-polindmios formados
como produtos de no maximo m — 2 nscs. Contudo observe que as agoes de S, respectivas

a cada médulo, WIS, ,(U,y,) e I (Un-1), agem igualmente (em seus respectivos contextos).

Além disso, Py, 2(Um) = P (Un-1), isto é, a base desses S,-médulos coincidem.
Consequentemente

Wiy 5 Un) =5, T3 (Un-n).

Por fim, é suficiente unificar os resultados acima com a redutibilidade completa
de I'7(U,,) para obter
U7 Un) =5, Ti Un-)® @ ([h=1,11® @ [[lm1 — 1, 1])™

leAlL

n,m—1

& ([W®[l—1L1]]®  &[[ln1—1,1])"
@ @ ([L-L1]]® - ®|[[lm-2-— 171]]®[[lm71]])5n

& @ (Wel-110 ®[[ln2—11& [[lm1])™.

Lema 2.3.6. Para todo n = 2,

[ (Us) =, [[n]] @[[n — 1, 1]].

Demonstracao: Antes de tudo, observe que pela escolha feita para o espago dos 7-
polinémios, W7 (Us) ndo é um S,-médulo uma vez que permutagoes em seus elementos
podem fornecer 7-polinémios envolvendo produto de dois comutadores e, médulo T, (Us),
tais polindmios sdo equivalentes a uma combinacao linear de elementos de P,%(Us), isto
é, sdo equivalentes a elementos de W3 “(Us). Para resolver esse problema serd utilizada a
mesma técnica anterior, porém quocientando por Wy (Us). Com isso I'] (Us) se torna um

Sp-moédulo composto somente pela componente WY (Us). Ou seja,

7 (Us) = WT (Us).
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Considere portanto w € W7 (Us). Nesse caso os argumentos usados no Lema 2.3.4 para
tratar de W7 “(Us) podem ser repetidos para tratar desse caso. Constréi-se Hy exatamente

como foi feito 14 para se obter

Wi (Us) =g, [[n]] @ [[n—1,1]].

#

A demonstragao do préximo resultado é analoga a do lema anterior, com excec¢ao
de algumas pequenas adaptagoes para lidar com situagoes originadas pelo crescimento na

ordem das matrizes.

Lema 2.3.7. Para todo m >4 en = 2,

L) =5, T U )© & ([[h=L1]® @ [[lmo— 11"

leAl’

® & (Llell-1L1®: @[l -1. 1)

Demonstracao: Neste caso, considere a decomposigao

F:l(um) = ém—s(um) S WTIL—2(u’m)7

em que a barra simples representa o quociente por W< | (U,,) enquanto que a barra dupla
representa o quociente por W o (Uy,) ® W< | (U,,). Desse modo essa descrigao se torna

uma decomposicao em S,-submédulos de T'Z(,,,).

Agora resta aplicar as técnicas dos lemas anteriores. Considere inicialmente
we W _,(Uy,). E evidente que nesse caso também vale que W, _,(I(w)) é ciclico e portanto
podemos fazer a mesma analise de antes sobre essas componentes. Com isso F'Hgw ¢ um

Hz-mo6dulo isomorfo a

1. Se ll = 1:
@[l = L1 @ - @ [[lm—2 —1,1]].

2. Se ll > 1:

(L@l - LD @[l = L@ - @ [[lm—2 — L1]]-

Induzindo em S,, obtém-se, em cada caso, exatamente W _,(l(w)). Agora ¢é suficiente

somar as componentes respectivas a cada estrutura [ € A:L,mq para obter
o) =5, @ ([[h=11® @ [[ln-o — 1,1

® © (e~ @[l — 111"

leAT

n,m—2

Por fim, tratando da ultima componente WZ . 4(Uy,), uma vez que
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- a agao de S, em WZ  s(U,) coincide com a agao de S, em I'](U,_1) mddulo
W;,;iQ (Z/{mfl) M TL (umfl)a

- Pr<m3Un) = P (Un-1), que sdao bases para esses espacos,

é possivel concluir que
ém—S(um) =5Sn F;(umfl)'
Consequentemente segue o resultado. #

Os proximos resultados podem ser demonstrados com argumentos idénticos
aos anteriores. A tnica diferenca é que no caso de um 7-polinémio foi analisado mais
detalhadamente o primeiro nsc enquanto que no caso de e-polinémios ¢é suficiente fazer a

mesma analise no ultimo nsc, que carregara a variavel diferencial envolvendo a derivacao e.

Esta idéia também pode ser visualizada nos lemas anteriores tratando dos
Te-polindmios. Por isso, para evitar repeticoes tediosa, serao omitidas as demonstragoes

dos lemas seguintes.
Lema 2.3.8. Para todon = 2,

L (t) =s, [[n]] @ [[n — 1,1]].
Lema 2.3.9. Para todo m =>4 en > 2,

T8 (Un) =5, TS Un-) @ @ ([[L—1,1]]® @ [[lms — 1, 1]

leAL

n,m—2

® @ (h-111® ®[lns— L1 ®[[lno])™

leA

n,m—2

A partir dos resultados anteriores, é possivel descrever, médulo identidades
diferenciais de U,,, a estrutura como S,-mdédulo do espago dos polinémios multilineares

proprios. De inicio, considere o caso m = 3.
Teorema 2.3.1. A estrutura de T'2(Us) como S,-mddulo ¢ dada por
Ty(Us) = F,

Ly (Us) =s, 4 [[1]],

E quandon = 2,
Lo (Us) =s, 4 [[n]] @3- [[n — 1,1]]
® © (h-L1el-11)™

leA} 5

® @ ([[h-11]e[L])™

leA] 5

® @ (([Ll]l® [l —1,1]])*

leAT

n,2

& @ ([L]®[lL])™.

leAT<,

n,
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Demonstragio: Tratando-se de polindmios préprios é ébvio que, para todo m > 3,
réu,,) = F.

Ja no espaco Ff (Us) as possibilidades sdo maiores uma vez que varidveis puramente

diferenciais sdo concebidas como nsc’s de tamanho 1. Portanto
Pf(u?)) = @ae{T,e,é,Te}an

e o mesmo fato continua valendo para m > 3. Quando n > 2, o corolario 2.2.1 junto com

a discussao da se¢do anterior garantem que
PoUs) © P Us) © P (Us) 0 Py (Us) © Pre(Us)

é uma base de I'2(Us) como F-espaco vetorial. Portanto, para descrever I':(Us) em S),-
submodulos irredutiveis é suficiente olhar para os lemas anteriores que tratam do caso

m = 3.

Neste caso, vale destacar ainda que tanto a discussao da secao 2.2 quanto o
Lema 2.3.2 evidenciam que P! (Us) = . Ou seja, devido & identidade (2.6), hd somente

polindmios puramente diferenciais em T'Z(Us).
7#

Teorema 2.3.2. Para todom =>4 en > 2,

L (Un) =s, T3 (Un-1) ® ( ® ([h-1L1® - &llm-s—1, 1]])S">

leAlL

n,m—3

@2< D ([[h—171]]®---®[[lm_2—Ll]])S“)

& @ ([L-1.11®  ®[[ln — L 1]
® (59 ® (e[k-11e: @[l -1 1]]>S”>

@(é‘é <) ([[h—1,1]]®---®[[lm_k_1,1]]®[Um_k]]>s">

® @ ((Nelk-1,11:@[ln-s 1,1 [lni)™.

Demonstragao: Esse resultado é consequéncia direta de todos resultados anteriores. #

Vale destacar que, em virtude de I'T(Uy), com k < 4, ndo se encaixar na
expressao geral fornecida pelo lema 2.3.5, surge no enunciado desse teorema uma restricao
necessaria em m. Entretanto, a estrutura de T'2(4;) pode ser facilmente recuperada a

partir dos lemas desta secao.



Capitulo 2. Variedade diferencial gerada por Uy, 70

Corolario 2.3.3. Para todom >4 en = 2,

Lo (Un) =s, 4+ [[n]]©4- <m69 ® ([[h-1L1® [k -1, 1]])S">

k=1 leAl ,

@3-< B ([[h—1,1]]®---®[[lm_2—1,1]])S">
® ([h-11® &[[lm1—1,1]])"

©2 <m®2 ® (MLl =L@ [l — 1, 1]])S”>

k=2 leAT,

@ < ® (LN -1L1Q: - ®[lln-1—1, 1]])S”>

k=2 leA,

©2 <m692 ® ([[h-L1®- - &[llk-1,1]]1® [[lk]])s">
@ < ® ([h-1L1® - S[llm2—-1L1]]® [[lm—l]])s">
D <m@1 S (hll@fll =L@ @ [[lk-1 - L1]]® [[lk]])3”> :

Demonstragdo: Obviamente basta unir ao teorema anterior as expressdes de I':(Us) e

TE(Uy)\TE(Us) fornecida nos lemas anteriores. #

Para finalizar, serao calculadas a n-ésima codimensao diferencial e o PI-expoente
diferencial de V*(Us). Em funcdo do corolario 1.3.2 ¢ suficiente calcular a n-ésima codi-

mensao diferencial prépria.
Teorema 2.3.3. Seja 72 = dim T'2(Us). Entdo

vE=nn—-1)2"%+3n+1,n = 0.
Demonstragao: Esse resultado é uma consequéncia direta do Teorema 2.3.1. Basta somente
calcular as dimensoes de cada componente e somar. #
Corolario 2.3.4. A n-ésima codimensao diferencial de Us é

ck(Us) = n(n —1)3"2 + (3n +2)2" .
Demonstracao: Pelo corolario 1.3.2,
e (Us) = (Z) W+ <T) W+ kZi]Q (Z) W
=1+4n+ zn: <Z>k:(k: —1)22+3

k=2

X
i
N
> 3
N
™
—‘f_
X
i1
7N
> 3
N——



Capitulo 2. Variedade diferencial gerada por Uy, 71

Agora basta um pouco de esforgo bragal, usando expressoes do tipo (z 4+ 1)" = Z (Z) Ik,
k=0

e as suas derivadas, e substituir depois x convenientemente por 1 ou 2, fazendo as devidas
correcdes. Assim se calculam todas estas somas e se alcanca a expressio de c%(Us) do

enunciado. #

Como consequéncia desses fatos, prova-se ainda que o Pl-expoente diferencial

de U3 coincide com seu Pl-expoente ordinério.

Corolario 2.3.5. exp”(Us) = 3.

Como ja dito, foi mostrado em (Gordienko; Kochetov, 2014) que o Pl-expoente

diferencial sempre existe. Nao s6 isso, nesse mesmo trabalho foi garantido que
exp”(A) = exp(4),
quando L é uma algebra de Lie semissimples e de dimensao finita, sendo conjecturado que

o resultado continuaria valido sem a hipdtese de semissimplicidade.

De fato a conjectura é verdadeira. Este ultimo resultado da tese reforca sua
validade uma vez que a algebra de Lie L considerada aqui é soluvel. Todavia uma prova ja

foi apresentada e pode ser consultada em (Rizzo, 2023).
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