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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um modelo matematico da evolucao da propagacao geografica
da doenca através da transmissao bacteriana, visando estudar a situagao da colera em
Mocambique. O sistema descrito pelo modelo VSITRS-B consiste em equacgoes diferenciais
parciais nao lineares com Difusao-Adveccao, caracterizando a dispersao geogréafica com
caracteristicas migratorias, e envolvendo duas populagoes: a populacdo humana, subdividida
em populagoes vacinadas, suscetiveis, infectadas, em tratamento e em recuperagao; e as
populacoes de bactérias responsaveis pela propagacao da doenca da célera. Para analisar
a estabilidade e o nimero basico de reproducaoR,, que representa o raio espectral da
matriz de proxima geracao para a colera, utilizamos as equagoes diferenciais descritas
no modelo VSITRS — B, levando em consideracao os parametros apresentados para
determinar o niimero de infecgoes secundarias produzidas por um tinico individuo infectado
em uma populacao completamente suscetivel. Foi possivel estabelecer uma relagao entre o
nimero reprodutivo basico parcial induzido pela transmissao do meio ambiente para a
populagdo humana (Ryp) e o nimero reprodutivo basico parcial induzido pela transmissao
de humano para humano (Ry;). A estabilidade é determinada linearmente pelo nimero
bésico de reproducao R,. Para a modelagem, utilizamos as equagoes diferenciais do
modelo, o Método de Elementos Finitos no espaco e Diferenca Finita no tempo para a
discretizagao do modelo e para encontrar solugoes do sistema nao linear aproximadas,
como a aproximacgao espacial da solugdo de um problema de formulacao variacional do
nosso modelo em estudo, conhecida como formulagao fraca. Com o auxilio da linguagem
MatLab, desenvolvemos um programa para simular os compartimentos das populagoes,
visando analisar a dindmica da colera em Mocambique. O modelo selecionado no estudo foi
validado utilizando dados reais, como o niimero de casos de célera e de mortes fornecidos
pelo Ministério da Satide de Mogambique (MISAU). Por fim, apresentamos e discutimos

os resultados de alguns cenarios.

Palavras-chave: Célera; Equagoes Diferenciais Parciais ndo Lineares; Equacao de Difusao-
Advecao; Métodos dos Elementos Finitos; Estabilidade; Ntiimero Béasico de Reproducao;

Modelos Epidemioldgicos; Epidemia.



Abstract

In this work, we present a mathematical model of the geographical spread evolution
of the disease via bacterial transmission to study the cholera situation in Mozambique.
The system described by the VSITRS-B model consists of nonlinear partial differential
equations with Diffusion-Advection, characterizing geographical dispersion with migratory
characteristics, and involving two populations: the human population, subdivided into
vaccinated, susceptible, infected, under treatment, and recovering populations; and the
populations of bacteria responsible for cholera propagation. To analyze stability and the
basic reproduction number Ry, representing the spectral radius of the next generation
matrix for cholera, we use the differential equations described in the VSITRS-B model,
considering the parameters presented to determine the number of secondary infections
produced by a single infected individual in a completely susceptible population. It was
possible to establish a relationship between the partial basic reproductive number induced
by environmental transmission to the human population (Ryg) and the partial basic repro-
ductive number induced by human-to-human transmission (Ry;). Stability is determined
linearly by the basic reproduction number (Ry) . For modeling, we use the differential
equations of the model, the Finite Element Method in space, and Finite Difference in time
for model discretization and to find approximate solutions of the nonlinear system, such
as the spatial approximation of the solution of a variational formulation problem of our
model under study, known as weak formulation. With the help of the MatLab language, we
developed a program to simulate population compartments to analyze cholera dynamics in
Mozambique. The model selected in the study was validated using real data, such as the
number of malaria cases and deaths provided by the Ministry of Health of Mozambique

(MISAU). Finally, we present and discuss the results of some scenarios.

Keywords: Cholera; Nonlinear Partial Differential Equations; Advection-Diffusion Equa-
tion; Finite Element Methods; Stability; Basic Reproduction Number; Epidemiological
Models; Epidemic.
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Introducao

A Sétima pandemia da Célera na histéria de epidemias teve o seu inicio, na
Indonésia, nas Ilhas Celebes e em 1970 atingiu o continente africano. Mais tarde, em
1991, verificou se um recrescimento da doenca em Africa. O Agente causador desta doenca
é o wvibrio cholerae biotico, também conhecido como vibrido colérico. Esta bactéria é
membro do género Vibrio, da familia Vibrionaceae, que é um micro-organismo de elevada
tendéncia para endemicidade dada a sua capacidade de sobrevivéncia no meio ambiente. Foi
descoberto em 1883 por Robert Koch, e deve seu nome a sua aparéncia quando observado

ao microscopio 6tico (1).

A célera é uma doencga infeciosa intestinal, causada pela enterotoxina do vibrio
cholerae — Figura 1, o qual reproduz-se muito rapidamente no intestino humano provocando
dores abdominais e diarreia aquosa e aguda, que pode evoluir para disenteria, acidose,
colapso circulatorio e com a insuficiéncia renal pode matar em poucas horas se nao for

tratada prontamente (2).

Figura 1 — Imagem do vibrio cholerae bictico

i i

Fonte: Pagina Dra. Keilla de Freitas.!

Em casos mais leves, pode ser apresentado uma forma de diarreia ou ser
assintomatico, porém, em casos graves, pode desenvolver uma diarreia aquosa e profusa,
com ou sem vomitos, dor abdominal e caibras. Quando ndo tratada prontamente, pode

ocorrer desidratacao intensa, levando a graves complicagoes e até mesmo ao Obito.

O periodo de incubagao da bactéria varia de algumas horas a 5 dias da infeccao.

Porém, o seu periodo de transmissibilidade é um pouco maior, pois perdura até o paciente

! Disponivel em: <https://www.drakeillafreitas.com.br/colera-saiba-mais/> Acesso em 29 abr. 2022
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eliminar todas as bactérias presentes nas fezes. Para fins de vigilancia, o periodo aceito

como padrao é de 20 dias (2).

Esta doenca em Mocgambique constitui um dos principais problemas de satide
publica, apareceu pela primeira vez em 1973, na cidade de Maputo, propagando-se posteri-

ormente pelo pais (1).

A epidemia de colera afetava os principais centros urbanos das cidades de
Maputo, Beira, Nampula e Quelimane de Mocambique, sendo de curta duracao, mas de
grande magnitude. Posteriormente as epidemias passaram a caracterizar-se por uma maior
dispersao atingindo todas as provincias, incluindo também as zonas rurais, com uma
menor magnitude, mas de longa duragao. Devido a estas novas caracteristicas, o perfil
epidemiologico da doenca passou de “doenga epidémica” para “doenca endémica”, com
ocorréncia de casos durante todo o ano (3). Esta nova condi¢ao, deve-se a deterioracao
progressiva das condi¢oes de saneamento do meio, que tém como principais fatores, o
deficiente abastecimento de agua em quantidade e qualidade a populagao, venda de produtos
alimentares desprotegidos e em locais impréprios, falta do controle efetivo dos alimentos e
dos maus habitos de higiene individual e coletivo dos cidadaos, conspurcacao dos pocos, a
escassez de latrinas e a nao utilizacao correta das existentes, a falta de educacao sanitaria
na coleta e eliminacao de residuos sélidos e dejetos humanos, associada a existéncia de
tabus relativos a sua utilizagao e a pratica de fecalismo a céu aberto. As formas clinicas
graves de célera, que representam cerca de 2% dos casos, podem levar rapidamente &
morte se nao forem tratadas a tempo. Diante destas epidemias, é urgentemente necessario

implementar medidas de controle eficazes para impedir a sua propagagao. (4).

O Plano Estratégico do Programa Nacional de Controle da Colera do Ministério
da Satde de Mocambique, no seu MANUAL DE PREVENCAO E CONTROLE DA
COLERA E DE OUTRAS DIARREIAS AGUDAS, aponta como uma das principais
estratégias, a EDUCACAO PARA A SAUDE, através dos Lideres Tradicionais, Religiosos,
Politicos, Praticantes de Medicina Tradicional, Agentes Polivalentes Elementares, Ativistas
e outras forgas representativas das comunidades. O plano também delineia metas de
cobertura para varias intervencgoes, com o objetivo de expandir os esforcos no combate
a cOlera até ao nivel dos agregados familiares. O impacto das principais intervencgoes
propostas no plano estratégico refletir-se-a4 na redugao da propagacao do vibrido da Colera.
Contudo, torna-se necessario uma avaliacao geral da situacao e que servird de base para
um monitoramento e avaliagdo dos indicadores-chave de progresso e de impacto das
intervencoes em curso, com particular destaque para a higiene das aguas e alimentos,
higiene individual e coletiva, promocao da construcao e uso correto de latrinas e a deposigao

correta dos residuos sélidos nos periodos de propagacao da mesma (5).

Em Mocambique, o tratamento da célera representa um grande desafio para o

Servico Nacional de Saude, assim como para o Ministério das Obras Publicas, Habitacao e
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Recursos Hidricos, e o Ministério da Administracao Estatal e Funcao Publica, entre outros
setores. Isso se deve a necessidade de uma significativa mobilizacao de recursos humanos e
financeiros, além da criagao de condigoes para a internagao em regime de isolamento, o

que muitas vezes envolve o uso de tendas ou a adaptacao de locais improvisados. (6).

Neste contexto o Ministério da Satde, em coordenagao com o Instituto Nacional
de Estatistica tem realizado Inquéritos sobre os Indicadores da Célera em Mogambique
de modo a providenciar uma avaliacao de referéncia para os indicadores chave antes de
expandir as intervengoes e para providenciar contribui¢oes importantes para o ajuste
das estratégias de implementagao. Os resultados deste Inquérito mostram que a colera
ainda é um problema de satde publica, sobretudo nas comunidades urbanas e rurais
de Mocambique. Por outro lado, indicam haver necessidade premente de melhorar os
conhecimentos e expandir as boas praticas em relagao as medidas de prevencao e controle
da célera (4).

Face a estes resultados, o presente trabalho tem como objetivo, analisar com
modelagem matematica e simula¢oes computacionais o impacto do espalhamento regional
da colera em Mocambique nos periodos de inundagoes, apoiando as politicas piiblicas na
implementagao de medidas recomendadas pela Organizagdo Mundial da Satide (OMS)

para a prevencao e erradicagao da mesma.

Para se alcancar o objetivo da pesquisa, ter-se-a4 em consideracao especificamente

as seguintes etapas:

» Elaboragao modelo matematico que descreva a dindmica de transmissao da célera
em que interagem duas populac¢oes, humanos e vibridao colérico cuja taxa intrinseca

de propagacao varia sazonalmente;
o Estimativa do parametro de propagacao com base no nimero de casos e de 6bitos;

o Estimativa de uma taxa média ponderada para a descricao da mortalidade pela

doenca;

» Criacao de conhecimentos para a transmissao da doenca na populacao, de acordo

com a geracao de cenarios possiveis e

o Simulacao de métodos computacionais para controle e combate da doenga de colérico.

Este trabalho sera dividido em sete capitulos, a saber:

No Capitulo 1, abordamos o problema que a doenca da cdlera ocasiona, descre-

vendo sua situacao a nivel mundial e em Mocambique;

No Capitulo 2, discutimos diversos modelos matematicos, incluindo aqueles

que consideram e desconsideram a difusao, para representar diversos estagios da doenca
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da coélera, levando em consideragao diferentes compartimentos. Alguns desses modelos
incorporam o espalhamento espacial e a evolucao temporal, abordando a epidemiologia da

colera em populagoes humanas.

No Capitulo 3, inicialmente apresentamos o modelo cléssico para estudar a
doenca da coOlera com espalhamento geografico. Em seguida, realizamos o estudo de
estabilidade dos pontos de equilibrio e do ntimero basico de reproducao do sistema
homogéneo. Neste capitulo, destacamos um aspecto inovador deste trabalho: além de uma
modelagem que inclui tanto os termos do modelo Vacinados-Suscetiveis-Infetados-Tratados-
Recuperados-Suscetiveis-Baterias (V.SITRS — B) quanto o espalhamento geografico do
risco de contagio, seja pelo contato entre humanos ou pelo contato com o meio contaminado

pelos vibrices da colera;

No Capitulo 4, apresentamos uma breve revisao sobre a formulagao variacional
com a finalidade de resolver o problema numericamente. Abordamos a teoria do Método
dos Elementos Finitos através de Galerkin para a discretizacao espacial e o Método de

Crank-Nicolson para a discretizacao temporal;

No Capitulo 5, apresentamos os casos confirmados e os 6bitos causados pela
doenca da célera em Mocambique, além de dados climéaticos e a estimativa dos parametros

necessarios para as simula¢oes numéricas do modelo;

No Capitulo 6, resolvemos o problema numericamente em uma malha irregular
que representa o dominio do nosso estudo e realizamos varios experimentos computacionais
em diferentes cenarios. O objetivo foi encontrar uma aproximagao da solugao que retrate a

difusao da célera em Mocambique.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos as conclusoes alcangadas ao longo
deste trabalho com base nos resultados obtido. Esperamos que esta pesquisa possa ser

ampliada, por isso, propomos varias sugestoes para futuros estudos.

A célera, por ser um dos principais problemas de satide publica em Mocambique
e pelo fato do Ministério da Satide, através do Programa Nacional de Controle da Coélera
e dos diferentes parceiros, estarem a envidar esforcos para o controle e prevencao desta
doenga (5), tem exigido agoes efetivas das autoridades sanitarias. O Plano estratégico, ndo
s6 conseguiu uma reduc¢ao na quantidade de novas infec¢oes por cédlera, como também
uma reducao na sua mortalidade. Em 2016, por exemplo, a mortalidade caiu pela metade

se comparado aos dados observados em 2009.

Para um acesso universal, o Plano Nacional de Satde de Mocambique toma em
consideracao a necessidade de assegurar a todos os cidadaos a disponibilidade de meios de
divulgacao, de protecao, de diagnodstico e de tratamento, com sustentabilidade, qualidade

e a baixo custo.

A avaliacao sistematica das interveng¢oes do MISAU, através de indicadores-
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chave, é de extrema importancia para o monitoramento dos resultados e consequentemente
para poder guiar na tomada de decisdes para futuras estratégias de implementacao, bem

como no ajuste das intervengoes de prevencao e controle da colera (4).

Estes e outros aspectos constituiram um dos motivos impulsionador para a
realizagao desta pesquisa, ¢ neste sentido que se pretende, com a presente pesquisa,
contribuir para prevencao, controle convencionais e se possivel a erradicacao da célera em

Mocambique.
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1 Abordagem do Problema

1.1 Cdlera no Mundo

A colera é uma doenca que existe em todos os paises em que medidas de saide
publica nao sao eficazes para a eliminar. Ela ja existiu na Europa mas com os altos niveis
de satde publica dos paises europeus, foi ja eliminada no inicio do século XX, com excegao
de pequeno nimero de casos. Em Portugal o tltimo surto de caracter epidemiologico teve
lugar em 1974 entre os meses de Maio e Setembro. Foram registrados mais de 1.600 casos
com aproximadamente 40 mortos. O niimero de casos fatais foi relativamente baixo gragas

a uma intensiva campanha de prevencao e tratamento (7).

Segundo o grafico as regioes mais afetadas pela epidemias de cdlera sdo Amé-
rica do Sul e América central, juntamente com a India. Neste tltimo pafs, as grandes
concentragoes pouco higiénicas de multidoes durante os rituais religiosos hindus no rio
Ganges sao, todos os anos, ocasiao para nova epidemia do vibridao. Também existe de

forma endémica na Africa e outras regioes tropicais da Asia (7).

Figura 2 — Distribuicao da célera no Mundo

\ ¥

. regioes com a doenca da célera regioes sem a doenga da coélera

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre.?

Pode-se observar na Fig. 2 a distribuicao da colera por regioes no mundo e

Mocambique faz parte dos paises onde a célera é predominante. Isso se deve ao fato de

2 Disponivel em: <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/21/Distribution_of the

cholera.PNG> Acesso em 20 Jul. 22.
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Mocambique ser um dos paises mais ameacados pelas alteracoes climaticas, o que resulta
numa maior vulnerabilidade a inundacoes, principalmente em algumas regioes do pais que

se encontram abaixo do nivel do mar.

Os seres humanos e os seus dejetos sdo a tnica fonte de infecdo. A doenga
sO pode ser causada quando ingerimos uma quantidade suficiente de bactérias através
da agua ou algum alimento contaminados, em geral, por fezes humanas. As criangas,
que tém a tendéncia de colocar tudo na boca, sdo mais atingidas. As pessoas infectadas
eliminam nas suas fezes quantidades extremamente altas de bactérias, sendo os portadores
(individuos que possuem o vibrido no intestino mas que nao desenvolvem a doenga) muito
raros. Ha alguns casos rarissimos de individuos que contrairam a doenca apds comerem

ostras contaminadas (8).

Existem varios cepas ou estirpes e o el tor é o vibriao da célera que possui uma

viruléncia menor e tem se tornado importante desde o seu surgimento na Arabia em 1961.

Calcula-se que mais de 2 bilhoes de individuos em todo o globo consomem
agua suscetivel a contaminacao por fezes, enquanto 2,4 bilhoes enfrentam a auséncia
de infraestrutura basica de saneamento, expondo-os a riscos de célera e outras doencas
transmitidas pela dgua (9). Segundo um relatério divulgado em 2015 (10), cerca de 1,3

bilhGes de pessoas vivem em regioes e paises onde a célera é endémica.

A ocorréncia anual de célera varia entre 1,3 e 4 milhoes de casos, resultando
em aproximadamente 95.000 mortes. Em 2010, houve uma epidemia de célera no Haiti
com mais de 3 000 mortos (11) tendo a doenga se espalhado para paises vizinhos como
Estados Unidos e Reptblica Dominicana (12). No nordeste brasileiro, houve uma epidemia
entre 1991 e 2000 com mais de 150 mil casos e mais de 1 700 mortes, com seu controle
e eliminac¢ao em 2000 (13). O Iémen, recentemente, enfrentou o pior surto de célera da
histéria moderna, iniciado no final de 2016 e atingindo seu apice em 2017, com mais de

2,5 milhdes de casos cumulativos notificados até novembro de 2021 (14).

Em outubro de 2017, a Organiza¢ao Mundial da Satide (OMS) langou a Estra-
tégia Global para Por Fim a Colera, com a meta de reduzir as fatalidades pela doenga em

90% até 2030 e erradicar a colera em 20 dos 47 paises atualmente afetados (9).

1.2 Célera em Mocambique

A colera afeta, sobretudo, as comunidades mais pobres, com baixo estatuto
socio-econdmico (2), em todo Mogambique. E uma doenca que atinge zonas urbanas e
rurais, podendo ser hiper, meso ou hipo endémicas (6). A endemicidade é influenciada por
fatores referenciados acima, como o declinio das condigoes de saneamento, fornecimento

inadequado de agua, venda insegura de alimentos, falta de controle alimentar, praticas de
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higiene precarias, contaminacao de pogos, escassez e uso inadequado de latrinas, gestao

deficiente de residuos e a pratica de defecar ao ar livre. (3).

A Fig. 3 ilustra algumas regides de Mogambique vulneraveis a inundagoes.
Sempre que ha chuvas intensas nesta regiao, inundacoes frequentes assolam a area, deixando
a populacao em desespero. As pessoas se encontram cercadas por dgua, refugiando-se nos
telhados de suas casas e nos galhos das arvores para escapar da enchente. Repetidamente,
este tipo de catastrofe atinge Mocambique. Com as alteragoes climaticas, sao cada vez
mais frequentes situagoes extremas como chuvas diluvianas. Um cenario perturbador para

Mocambique, pais atravessado por grandes rios, como o Limpopo, o Save e o Zambeze.

Figura 3 — Inundacoes na Cidade da Beira apés Ciclone Idai

T
£

B picture-alliance/PIC. Haga’

Fonte: DW — Made for Minds.?

A Fig. 4 ilustra as condi¢ées de moradia das populagoes em areas sujeitas
a inundacoes. Observa-se também que, em regides alagadas, a populagao transita por
aguas turvas e contaminadas. O sistema de saneamento ¢ ineficiente, com actiimulo de
lixo, que, durante as chuvas, se mistura com as dguas dos rios e inunda as residéncias,
aumentando o risco de doencas. Além disso, alimentos s@o vendidos em locais inadequados,
frequentemente expostos no chao, que muitas vezes foi inundado pelas aguas da chuva e

contaminado por residuos de lixeiras.

2 Disponivel em: <https://static.dw.com/image/47962638_303.jpg> Acesso em 29 abr. 22
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Figura 4 — Identificacao dos fatores de risco e concentracao da Colera

3 Revista de Geologia, Vol. 24, n° 1, 37- 53, 2011.*

Fonte: Nacoes Unidas

Na Fig. 5 sao exibidas varias imagens que mostram a realidade de algumas
regioes suburbanas e urbanas, onde as moradias sdo de qualidade precaria e os sistemas de
saneamento e esgoto deixam a desejar. Nos banheiros dessas casas, ao invés de sanitarios
com fossas sépticas, encontra-se uma solucao mais rudimentar: covas cobertas com tampas
de concreto, conhecidas como latrinas, onde as pessoas depositam seus dejetos. Durante os
periodos de chuva, as inundag¢ées misturam a agua pluvial com o esgoto, resultando em
aguas contaminadas pelas quais as populacoes locais precisam transitar. Outras imagens
revelam a tubulagao precaria das dguas de esgoto e da agua potavel, que, devido a furos,
vaza para a superficie do solo, contaminando o ambiente. Por fim, uma imagem adicional
ilustra os costumes de algumas comunidades, onde as atividades domésticas, como lavar

louca, sao realizadas no chao, agora contaminado pela dispersao dessas aguas poluidas.

3 Disponivel em: <https://news.un.org/pt/story/2019/06/1675251>. Acesso em 29 abr. 22
4 Disponivel em: <http://periodicos.ufc.br/geologia/article/download/1398/1303>. Acesso em 29 abr.
22
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Figura 5 — Identificacao dos fatores de risco e fonte de contaminacao por Colera
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Fonte: Revista de Geologia, Vol. 24, n® 1, 37- 53, 2011 * e observador.?

Desta forma, observa-se que que a falta do saneamento do meio, a mistura das
aguas fluviais e as aguas dos esgotos e os hébitos e costumes da populagao de Mogambique

podem contribuir para a proliferacao de viarios de célera.

O Plano Estratégico da Célera (PEC) anterior terminou em 2009 e o Programa
Nacional de Prevencao e Combate & Célera (PNPCC) decidiu realizar uma avaliagdo do
seu desempenho com vista a guiar o programa na elaboragao das estratégias para o futuro.
Como resultado desta decisao foi elaborado em 2017 o manual de prevengao e controle
da colera e de outras doencgas com o objetivo de proporcionar ferramentas padronizadas
de satude publica para a implementagao de agoes de prevencao, controle e resposta a um
surto de célera e assim contribuir para a redugdo da morbimortalidade (Relagao entre o
numero de casos de enfermidade ou de morte e o niimero de habitantes em dado lugar e

momento) por esta doenga (5).

® Disponivel em: <https://observador.pt/2022/04/19/mocambique-regista-casos-de-colera/>. Acesso em

29 abr. 22
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Existe um féorum destinado a todos os profissionais de satide que tém a respon-
sabilidade de lidar com a colera desde o nivel nacional, as provincias e distritos, até ao nivel
de unidade sanitaria. Inclusive, também ¢é destinado as organiza¢oes nao-governamentais e
outros parceiros que apoiam o pais nas atividades de resposta contra a colera, e devem
ser usados para apoiar a elaboracao de planos de preparacao para a prevencao, controle e

resposta a uma epidemia de célera.

A Gestao Vetorial Integrada (GVI) incorpora varias intervengoes de controle
de vetor, selecionadas com base nos fatores locais que determinam a transmissao da colera,
destacam-se as seguintes: método mais eficaz no controle do vibrido de célera, que pode
resultar na reducao do nivel de transmissao da mesma; método preventivo eficaz e reduz o
alastramento do vibrido da célera. Gestao ambiental / controle da propagagao (inclui todos
os métodos fisicos, quimicos e biolégicos) — controle do vibrido da célera tem potencial
para ser eficaz sempre que os criadouros alvo estejam bem definidos e sejam limitados em
numero de focos de propagacgao, particularmente nas zonas sub e periurbanas; Monitoria
entomologica — assegura a avaliacao da densidade, suscetibilidade dos vetores da colera e
a eficacia residual das vacinas; método de controle de vetor em situacao de emergéncia

(maior densidade de vibrides vetor da célera) (4).

Até o momento, a forma mais eficaz de prevencao contra epidemias de célera
envolve garantir o fornecimento de agua potavel, tanto em quantidade quanto em qualidade,
manter boas condigoes de saneamento ambiental, praticar uma higiene rigorosa tanto
individual quanto coletivamente, produzir e disseminar mensagens que promovam a higiene

e a saide, além de mobilizar outros setores para colaborar nessas iniciativas(3).

1.3 Epocas Chuvosas e Zonas de Inundacoes em Mocambique

As bactérias Vibrio cholerae vivem e sao transmitidas pelo contato com a dgua.
Sob certas condigoes ambientais, tanto toxigénicas quanto nao toxigénicas, o V. Cholerae
pode sobreviver e persistir em fontes aquaticas, mesmo na auséncia de humanos. Por conta
disso, é importante entender como as bactérias sobrevivem em um ambiente aquatico, qual

a transmissao dindmica e como isso afeta a colera como uma doenga humana (15).

O contato humano com agua contaminada tende a ter ciclos sazonais, especial-
mente em areas sem tratamento de agua e sistemas de esgoto adequados. Por exemplo,
em areas onde pesadas chuvas de mongoes causam inundagoes, a dgua usada para beber,
cozinhar e lavar pode se tornar contaminada quando as areas de esgoto transbordam. Em
outras areas, temperaturas extremas e longas as estagoes secas fazem com que as lagoas
e os pocos de agua sequem. Com menos fontes de dgua disponiveis, a contaminacao e
doencgas podem aumentar. Qualquer um desses fenémenos podem aumentar o contato com

bactérias e causar um aumento na incidéncia de colera .
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O tempo de sobrevivéncia do Vibrio cholerae (agente causador da célera) fora
do hospedeiro humano pode variar dependendo de varios fatores, como temperatura,
umidade, pH ambiental e presenca de nutrientes. Em condicoes ideais, o V. cholerae pode
sobreviver em ambientes aquaticos ou em superficies contaminadas por varios dias, mas

factores ambientais e praticas de desinfeccdo podem afetar a sua sobrevivéncia no meio.

O aumento da precipitacao pode diminuir a salinidade ou diminuir as concen-
tragoes de bactérias, que por sua vez, pode afetar a sobrevivéncia das bactérias ou as taxas
de transmissao para humanos. Fatores como flutuacoes de temperatura, quantidade de
luz solar e teor de nutrientes na agua, impactam a sobrevivéncia de V. Cholerae e, como
resultado, impactam a incidéncia de colera em humanos. Mogambique é um dos paises
onde as condi¢oes para a propagacao da colera é eminente de acordo com as condigoes

indicadas acima (16).

Os impactos desses efeitos sazonais na sobrevivéncia e replicacao de V. cholerae
em um reservatorio aquatico nao sao totalmente compreendidos. Modelos que incluem
parametros relativos a ecologia do vibrido da colera, juntamente com as variagoes no
contato humano com fontes de dgua, podem identificar quais conjuntos de variaveis sao
mais significativos na dindmica da célera como uma doenga humana (17). Estes modelos
ajudam a entender melhor como os fatores ambientais e as intera¢oes humanas influenciam

a propagacao e o controle da doenga (16).

Conforme relatado pelo Instituto Nacional de Gestao de Calamidades (INGC)
e pelo Instituto Nacional de Meteorologia (INAM), Mogambique enfrenta, entre outubro e
abril, frequentes inundagoes. Este fendmeno é atribuido a localizacao geografica do pais,
que esta tanto em uma rota suscetivel a tempestades quanto a jusante das principais
bacias hidrograficas da Africa Austral, fatores que aumentam significativamente o risco de
cheias. Adicionalmente, segundo o Ministério da Satde (MISAU), surtos de célera e outras
doencas diarreicas tendem a ocorrer sazonalmente em Mocambique durante a estacao

chuvosa.

Este trabalho ¢ um bom comego para entender como as aguas de chuva em
periodos chuvosos podem impactar doencas em uma populagao que entra em contato com
as aguas de Chuva. Uma adicdo importante é considerar como os diferentes modelos da
populacao humana influenciam a dindmica. Outra é considerar como os diferentes tipos de

bactérias V. cholerae no ambiente podem interagir.

1.4 Vacinacao da Colera e Imunidade

O tempo de incubacao da bactéria, que se estende desde o momento da infeccao
até o surgimento dos primeiros sintomas, pode variar de algumas horas a até 5 dias. No

entanto, o periodo durante o qual a bactéria pode ser transmitida é ligeiramente mais
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extenso, mantendo-se até que o paciente nao tenha mais bactérias presentes nas suas fezes.
Para propésitos de monitoramento e controle, adota-se um periodo padrao de vigilancia
de 20 dias. Esta medida ressalta a importancia de implementar um programa de vacinacao

eficaz contra a doenca, visando prevenir a sua propagacao e proteger a satude publica.

Robert Koch relatou sua descoberta e o isolamento do bacilo da coélera em 1884,
e dentro de um ano a primeira vacina contra a colera, uma injecado de V. Cholerae nao
enfraquecida cultivada, foi testada durante um surto em Valéncia, Espanha. A vacina teve
eficdcia na protegao em 80% (18). Posteriormente, na década de 1980, véarias vacinas de
células inteiras inativadas foram desenvolvidas, o que resultou em protegao de curto prazo,
mas produziu reagao significativa no local da injecao e altas taxas de febre e mal-estar

entre os vacinados (19).

As vacinas inativas de célera de células inteiras injetaveis foram substituidas
pela atual geracao de vacinas orais contra a célera, que inclui tanto o virus atenuado

ativado quanto o inativado. As vacinas orais contra a colera sao seguras e bem toleradas
(20).

As vacinas contra célera sdo vacinas que sdo eficazes na prevencao da colera.(21)
Elas sao cerca de 85% eficazes durante os primeiros seis meses e 50% a 60% eficazes durante
o primeiro ano.(22) A eficdcia diminui para menos de 50% ap6ds dois anos. Quando uma
parcela significativa da populagao é imunizada, beneficios da imunidade de rebanho podem
ocorrer mesmo entre os nao imunizados. A Organizacao Mundial de Satude recomenda seu
uso em combinacao com outras medidas, entre aqueles de alto risco. Duas doses ou trés

doses da forma oral, normalmente sdo recomendadas.(21)

Vacinas orais fornecem protecao em 52% dos casos no primeiro ano apés a
vacinacao e em 62% dos casos no segundo ano.(22) Atualmente, existem diversas variantes

da vacina oral contra a célera em uso:

— A primeira vacina oral amplamente utilizada foi WC-rBS (comercializada
como "Dukoral"). A WC-rBS ¢ uma vacina monovalente inativada contendo células mortas
de V. cholerae O1, mais subunidade B recombinante da toxina da colera adicional. O ensaio
de campo mais impactante da vacina WC-rBS foi realizado em 1985 em Bangladeche, em
criangas de 2 a 15 anos e mulheres com mais de 15 anos de idade (23). Os resultados
demonstraram uma eficdcia protetora cumulativa de 50% ao longo de 3 anos, mas limitada,

protecao de curto prazo em criancas.

— A outra vacina é a BivWC. A BivWC (comercializada como "Shanchol'e
'mORCVAX") é uma vacina inativada bivalente contendo células mortas de V. cholerae
O1 e o V. cholerae O139. Esta vacina foi desenvolvida mais recentemente e produzida
sem CtxB. A vacina bivWC é menos cara, tem sido cada vez mais usada para prevenir ou

responder a epidemias de célera e em areas endémicas de célera (24).
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— A mORCVAX ¢ outra vacina contra a colera que esta disponivel apenas no

Vietname.

Embora nao tenha havido ensaios diretos comparando a vacina bivWC e WC-
rBS, a bivWC parece ter aumentado o niimero de anticorpos vibriocidas apés a vacinagao
e possui o antigeno especifico mais robusto (Falkard et al., dados ndo publicados) e, talvez
por isso, parece gerar uma prote¢do mais duradoura do que a vacina WC-rBS em adultos
(24). No entanto, assim como a vacina WC-rBS, a vacina bivWC fornece prote¢ao mais
limitada em criangas pequenas (25). Curiosamente, estudos de imunogenicidade da vacina
bivWC demonstram que as respostas vibriocidas em criangas com idade inferior a 2 anos
sao semelhantes as de criancas maiores e adultos, mas as respostas vibriocidas a vacinacao

foram limitadas em criangas com idade superior a 2 anos.

— A vacina oral atenuada contra a coélera, CVD-103-HgR, também foi de-
senvolvida na década de 1980 e licenciada anteriormente como Orochol na década de
1990. Uma versao remanufaturada desta vacina ja estd disponivel nos Estados Unidos
como Vaxchora (PaxVax) (24). Esta vacina é recomendada pelo Comité Consultivo para
Praticas de Imunizacdo dos EUA para viajantes que se destinam a areas com transmissao
ativa de colera. A vacina CVD-103-HgR foi derivada de uma sexta cepa pandémica. A
eficacia do CVD-103-HgR foi avaliada principalmente por meio de estudos de desafio com

participantes humanos dos EUA (26).

Embora esta vacina CVD-103-HgR reformulada tenha tido uma eficacia de
80% (semelhante & protecao alcancada por vacinas de células inteiras inativadass) durante
uma epidemia de colera nos Estados Federados da Micronésia, a vacina nao foi eficaz em
um tnico estudo randomizado na Indonésia (27). Considerando, em retrospecgao, que as
altas taxas de cobertura da vacina possam ter disfarcado a eficdcia desta vacina devido
a imunidade de rebanho, é necessaria uma avaliacao adicional em areas onde a colera ¢é

endémica para verificar a verdadeira eficicia da vacina em questao. (28).

A limitagdo mais importante e urgente relacionada as vacinas orais contra
a colera disponiveis atualmente é que delas é que nenhuma garante a imunidade de
longo prazo em criangas pequenas (25). Isso é critico, uma vez que as criangas sao mais

vulneraveis a célera onde a doenga ¢é endémica (29)

O melhoramento da vacinacdo contra a colera é uma parte essencial dos
programas de controle da célera, e os programas de vacinagao previnem a colera e salvam
vidas em areas onde a colera é uma ameaca. No entanto, como outras vacinas, é possivel
que as vacinas contra a coélera possam ser melhoradas ou que novas vacinas possam ser
desenvolvidas sob medida para grupos especificos de pessoas (por exemplo, uma vacina

especifica para criangas pequenas versus criangas mais velhas e adultos) (5).

Em Mocgambique, a célera tem sido um problema persistente, concentrando-se
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principalmente em distritos especificos das provincias de Nampula, Niassa e Cabo Delgado,
além de outras regides com condi¢oes sanitarias deficientes. Para prevenir surtos, emprega-
se uma vacina oral, aplicavel a partir de um ano de idade, consistindo em duas doses.
Esta vacinacao iniciou-se em 2016 em cinco bairros de Nampula, locais com histérico

significativo de doengas diarreicas e 6bitos nos cinco anos anteriores (5).

A disponibilizacao de cerca de 300 mil doses da vacina pela OMS foi condicio-
nada a melhoria no fornecimento de agua potavel, higiene e gestao de residuos na cidade
de Nampula. A campanha de vacina¢ao abrangeu residentes com mais de um ano nos
bairros escolhidos, incluindo um refor¢o apds dois anos. A vacina tem uma eficacia de 50 a

80%, necessitando de estratégias complementares para prevencao de doencas diarreicas.

Realizada em duas etapas em outubro de 2016, a campanha contou com a
colaboracao de profissionais da satde, ativistas e lideres comunitérios, alcangando uma
cobertura vacinal que superou as expectativas. Contudo, a vacinagdo nao elimina a
necessidade de esforcos continuos das autoridades para melhorar o saneamento béasico e
0 acesso a agua limpa, fundamentais no combate a cdlera. Em 2016, somente 40% da
populacao de Nampula tinha acesso a agua potavel. Para turistas, o risco de contrair célera

é reduzido se forem seguidas as praticas corretas de higiene e cuidados alimentares (5).

Desta forma, torna-se relevante a seguinte questao de pesquisa: Até que ponto o
impacto do espalhamento geografico da colera nas regides norte, centro e sul de Mogambique
pode criar um instrumento de apoio nas politicas publicas de implementacao de medidas
recomendadas pela Organizacao Mundial da Satide e o contingenciamento da coélera no

periodo chuvoso?

1.5 Doencas infecciosas

A Organizagdo Mundial da Saide (OMS) categoriza cerca de 20 doengas
como infeciosas parasitarias tropicais ou negligenciadas. Essas enfermidades sao rotuladas
como negligenciadas devido a sua exclusao da agenda global de satude e financiamento
internacional. Como resultado, ndo despertam grande interesse por parte de fabricantes de
medicamentos e investidores em vacinas, uma vez que nao geram retornos financeiros. Essas
doencas afetam principalmente as populagoes economicamente desfavorecidas, atingindo
aproximadamente dois milhoes de pessoas, sobretudo nos paises em desenvolvimento.
Muitas dessas comunidades nao tém acesso a medicamentos, vacinas e tratamentos eficazes

que poderiam preservar vidas.

Além de ocasionarem cerca de um milhdao de 6bitos anuais, essas doencas
incapacitam sobretudo os grupos mais vulneraveis, como criangas, gestantes, populagoes
indigenas e residentes de areas rurais remotas ou em zonas de conflito. Infelizmente, as

areas de conflito agravam ainda mais esses desafios.
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No Mundo, enfrentamos obstaculos relacionados a doengas infecciosas negli-
genciadas, como a doenga de Chagas, Leishmaniose, Hanseniase, tracoma, Dengue, raiva
transmitida por caes, colera, entre outras. Embora a malaria nao seja considerada ne-
gligenciada pela OMS, é uma das principais causadoras de mortes associadas a doencas
parasitarias tropicais em todo o mundo. Entretanto, a malaria foi removida da lista
de doencgas infecciosas negligenciadas devido a disponibilidade de opgoes terapéuticas

alternativas, incluindo medicamentos e até mesmo uma vacina recentemente desenvolvida.

As enfermidades cronicas, como as condi¢oes cardiovasculares e o cancer, tém
recebido maior destaque em nagoes industrializadas. Entretanto, as doencas infecciosas,
como a doenga de Lyme (1975), a sindrome do legionério (1976), o choque téxico (1978), a
hepatite C (1989), a hepatite E (1990), o hantavirus (1993) e o virus da imunodeficiéncia
humana (HIV), responsavel pela sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS), que
surgiu em 1981, entre outras, continuam também a figurar como as principais causas de

afligdo e mortalidade em nagoes em desenvolvimento (30).

Surgiram cepas de tuberculose, pneumonia e gonorreia resistentes a antibiéticos.
Ao mesmo tempo, a maléria, a dengue e a febre amarela estdo a reemergir e a espalhar-se
para novas areas devido as alteracoes climaticas. Doengas como peste, colera e febres
hemorragicas (febre da Bolivia, febre do Ebola, febre de Lassa, febre de Marburg, etc.)
ainda ocorrem de vez em quando. Surpreendentemente, novos agentes infecciosos chamados
prions juntaram-se recentemente as fileiras dos agentes infecciosos conhecidos, que incluem
virus, bactérias, protozodrios e helmintos. Para (31), ha fortes indicios de que os prions sdo
a causa de encefalopatias espongiformes, conhecida como "doencga da vaca louca", doenga

de Creutzfeldt-Jakob (DCJ), em ovelhas temos a kuru e tremor epizodtico.

Os modelos matematicos desempenham um papel crucial na analise da propa-
gacao e controle de doengas infecciosas. A tradicdo de modelagem matematica de doencas
infecciosas remonta a Bernoulli no século XVIII e, desde entao, tornou-se parte integrante
da pesquisa epidemioldgica (32). Estes modelos fornecem ferramentas tedricas poderosas
que nos permitem compreender os mecanismos de infec¢ao e transmissao, prever a evolugao
futura das epidemias, comparar estratégias de intervencao e fornecer orientagoes tuteis

para a gestao de surtos.

O processo de formulacao do modelo esclarece as premissas, variaveis e para-
metros. Além disso, esses modelos geram resultados conceituais como limites, niimeros
basicos de reprodugao, nimeros de contato e taxas de substituicdo. Modelos mateméaticos
e simulagoes computacionais sao ferramentas experimentais valiosas para construir e testar
teorias, avaliar conjecturas quantitativas, responder perguntas especificas, determinar a
sensibilidade a mudancas nos valores dos parametros e estimar parametros-chave a partir
dos dados (33).

Compreender como as doencas infecciosas se espalham nas comunidades, regioes
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e paises pode levar a abordagens mais eficazes para reduzir a propagacao destas doencgas.
Modelos matematicos sao usados para comparar, planejar, implementar, avaliar e otimizar
diversas op¢oes de deteccao, prevencao, tratamento e controle. A modelagem epidemioldgica
auxilia na concepcao e analise de investigagoes epidemioldgicas, recomenda dados-chave
a recolher, identifica tendéncias, faz previsoes gerais e estima a incerteza associada as

previsoes (34).

1.5.1 Variola

Em 1760, Daniel Bernoulli (1700-1782), um dos maiores cientistas do século
XVIII, escreveu um analise matematica do problema para tentar influenciar a politica de
saude publica, incentivando a inoculagao universal contra a variola. Um modelo para a
variola foi desenvolvido e solucionado com o objetivo de avaliar a eficicia da variolizagdo em
individuos saudédveis com o virus da variola. A modelagem epidemiolégica deterministica,
a0 que parece, teve inicio no século 20. Foi estabelecido, por uma longa série de observacgoes,
que a variola leva embora a décima terceira ou décima quarta parte de cada geracao.Sabemos
também que esta doenga mata cerca de um oitavo ou um sétimo dos que ataca, desde que

consideremos a propor¢ao de um grande niimero de epidemias (35).

1.5.2 Sarampo

Em 1906, Hamer desenvolveu e examinou um modelo de tempo discreto em sua
tentativa de compreender a recorréncia das epidemias de sarampo. Seu modelo possivel-
mente representou uma inovagao ao assumir que a incidéncia (nimero de novos casos por
unidade de tempo) esta relacionada ao produto das densidades de individuos suscetiveis e

infectados.

1.5.3 Chagas

A doenga de Chagas, uma condi¢do parasitaria prevalente na América Central
e do Sul, afeta atualmente entre seis e sete milhdes de pessoas segundo a Organizagao
Mundial da Saiude (OMS), enquanto mais de 70 milhoes estao em risco de contrair a doenga.
Esta enfermidade é a principal causa de problemas cardiacos e morte nas regioes onde é
endémica. Apesar da sua gravidade e prevaléncia, a grande maioria dos casos — cerca de 99%
— nao sao diagnosticados. Isso resulta em um ntmero relativamente baixo de casos novos
registrados anualmente, cerca de 38.500. Além disso, de cada mil individuos infectados,
apenas dois recebem o tratamento adequado, destacando uma lacuna significativa na

detecgao e tratamento da doenca.
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1.5.4 Leishmaniose

O calazar, ou leishmaniose visceral, é uma séria doenga parasitaria causada
pelo protozoario Leishmania e transmitida pela picada de mosquitos-palha infectados.
Esta doenca compromete o sistema imunoldgico e, sem tratamento, pode ser fatal, afe-
tando principalmente comunidades pobres e esta associada a fatores como desnutrigao,
deslocamento populacional, habitagao inadequada e saneamento precario. Esta doenca
esta presente em cerca de 100 paises, afeta mais de um milhao de pessoas anualmente,

especialmente em zonas de conflito.

Quando a doencga avanca, ela se manifesta tipicamente entre dois a oito meses
apoés a infecgdo, mas pode ter um periodo de incubacao que varia de apenas 10 a 14 dias

em casos de alta carga parasitaria ou baixa imunidade do paciente.

1.5.5 Malaria

Ronald Ross (1857) direcionou seu interesse para a incidéncia e controle da
maléaria. Em 1894, durante um encontro em Londres com Patrick Manson, um especialista
em medicina tropical, Ross foi introduzido ao microscépio, onde Manson mostrou o que o
médico militar francés Alphonse Laveran havia observado em 1880: a presenca de parasitas
no sangue de pacientes com malaria. Em 1897, Ross fez uma descoberta crucial ao encontrar
parasitas semelhantes aos observados por Laveran no estéomago de um tipo especifico
de mosquito, o andfeles, que ele nao havia estudado anteriormente. Ele identificou o
parasita nas glandulas salivares dos mosquitos anofeles e demonstrou experimentalmente
a transmissao da malaria a aves saudaveis ao deixar mosquitos infectados pica-las. Isso
confirmou que a malaria é transmitida por meio de picadas de mosquitos, contrariando a
crenca anterior de que os humanos eram infectados pelo parasita através da ingestao de

agua contaminada pelos mosquitos(36).

Na segunda edigao de seu livro "A Prevencao da Maléria", publicada em 1911,
Ross tentou construir modelos de equagdes para a malaria, considerando-a como uma
doenca que envolve tanto o hospedeiro quanto o vetor na transmissao da doenga. Um de

seus modelos consistia em um sistema de duas equacgoes diferenciais.

1.5.6  Conjuntivite Hemorragica

Atualmente, mocambique esta passando por um suro de conjuntivite hemorra-
gica causada por um virus, sendo altamente contagiosa afetando varias comunidades. Esta
doenca é caracterizada por olhos vermelhos, dor nos olhos, inflamacao das péalpebras, lacri-
mejo, sensacao de presenca de corpo estranho nos olhos e secre¢ao (remela). A transmissao
desta doenca é por meio do contacto com as secrecoes oculares de uma pessoa infectada ou

objetos contaminados. A conjuntivite pode ser prevenida: Lavar frequentemente as maos
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com agua e sabao ou cinzas; evitar o contacto de sabao, dgua ou cinzas com outras pessoas
e com as maos. O Ministério da Saide de Mogambique (MISAU) estd implementando uma
série de medidas para garantir a prevencao, o controle e o corte da cadeia de transmissao

de doencas.

Além das doencas descritas, existem diversas outras doencgas, como: AIDS,
tuberculose, hepatite, doengas tropicais, doengas de veiculagao hidrica e outras doencas
infecciosas, que sao consideradas Doencas Infecciosas Negligenciadas (DIN). Muitas delas
sao parasitarias e afetam principalmente as pessoas mais pobres que tém acesso limitado
aos servicos de saude, especialmente aquelas que vivem em areas rurais remotas e em
bairros degradados; A prevencao e o controlo destas doencgas relacionadas com a pobreza
requerem uma abordagem abrangente, com agao multissetorial, iniciativas conjuntas e
intervengoes econdmicas para reduzir os impactos negativos na saide e no bem-estar social

e econdmico das pessoas.
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2 Modelos Matematicos

Um estudo dos primeiros exemplos de modelagem matematica da dinamica
epidémica foi conduzido por Sir Ronald A. Ross. Mais tarde, ele desenvolveu novos modelos
matematicos para descrever e estudar a dindmica de uma doenca. Desde entao, a modelagem
tornou-se uma ferramenta importante em epidemiologia. Os modelos matematicos fornecem
uma forma de entender a dindmica primaria de infe¢oes e conduzir estudos tedricos e
experimentos numéricos que nao sao possiveis na pratica. A modelagem também pode ser
usada para prever quais os procedimentos a serem adotados para avaliar acoes a serem
tomadas no controle ou tratamentos de forma mais eficazes para parar (ou prevenir) a

propagagao de uma determinada doenga (37).

Um método para modelar a dindmica macroscopica da doenca em uma po-
pulacao é usar equacoes diferenciais acopladas em que se separa uma populagdo em
compartimentos. Nesse tipo de modelo, equagoes diferenciais sao usadas para descrever
como a composi¢ao de uma populagdo exposta a uma doenga muda ao longo do tempo (38).
Geralmente a populagao é dividida em pelo menos duas ou trés sub-populagoes disjuntas,
designados de classes ou compartimentos, como Suscetiveis, Infectados, Removidos sendo
que, por vezes, o Removido pode voltar a ser suscetivel, dependendo da epidemia em
estudo. A classe “Suscetiveis” é composta por individuos que ainda nao adquiriram a
doenca. Os membros da classe dos “Infectados” contrairam a doenca e podem transmiti-la
a outras pessoas. Aqueles que estao na classe dos “Removidos” foram infectados, mas nao
estao mais transmitindo a doenca, devido a morte, ou a uma recuperacao com imunidade
permanente ou temporaria. Em uma populagdo onde uma doenga nao estava presente, e
nunca tinha ocorrido, toda a populacao estaria na classe dos suscetiveis. Apds a exposi-
¢do a um contagio, um grupo inicial seria infectado. Esses individuos interagem com o
grupo suscetivel de alguma forma, e infectam um nimero adicional de suscetiveis (39),

promovendo o espalhamento da enfermidade.

Individuos podem deixar a classe dos infectados por varios métodos diferentes,
dependendo sobretudo no tipo de doenga que se pretende modelar. Um individuo infectado
pode se recuperar e retornar a classe suscetivel, ou pode se recuperar com imunidade
permanente ou temporaria, ou pode ser removido por morte. Cada uma dessas variagoes
pode ser abordada com modelos de diferentes complexidades e parametrizagao para capturar
diferentes comportamentos. Trés modelos padrao para os comportamentos mencionados
sao: SIS (suscetivel-infetado-suscetivel), SIR (suscetivel-infetado-removido) sem demografia
e SIRS (suscetivel-infetado-removido-susceptivel) no caso de imunidade temporaria (40).
Além disso, conforme o tempo no qual uma doenga permanece numa populacao, pode ser

necessario considerar dinamicas vitais.
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Em 1990 foi introduzido por Heesterbeek, Diekmann e Metz, para cada modelo
matematico dado por um sistema auténomo, o conceito da matriz da proxima geragao
que ¢ utilizado para determinar o nimero basico de reproducoes Ry de uma doenga e este

nimero estd associado ao raio espectral da matriz da préxima geracao (41).

2.1 Modelos Matematicos de Doencas

Nesta secao, discutimos varios modelos matematicos que descrevem como uma
doenca se propaga em uma populagao, considerando tanto a transmissao direta quanto
a indireta. Alguns desses modelos incorporam a difusao espacial e temporal da doenca,
0 que permite representar a dispersao geografica dos individuos na populagao, além de

incluir possiveis fené6menos de migracao.

A modelagem matematica é uma ferramenta fundamental na analise da dindmica
das doencas infecciosas. Diversos modelos que foram desenvolvidos e estudados explicam a

transmissao da célera.

Em 1979, Capasso e Paveri-Fontana (42) propuseram um modelo matemético
para analisar a epidemia de colera ocorrida na regiao do Mediterrdaneo em 1973. Este
modelo incluia a concentracao de patogenos na agua, y; , € o nimero de pessoas infectadas,

y2. O modelo foi representado da seguinte forma:

dy:
’ = —a11Y1 + a12Y2
(2.1)
W2 _ o) — asy
7 1 22Y2

No modelo proposto, os a;; sdo constantes positivas, enquanto a fungao g(y)

representa a taxa de incidéncia da infeccao, sendo uma func¢ao linear.

Em 2001, Codego (43) ampliou esse modelo ao considerar o impacto do reser-
vatério ambiental (4gua) na manutengao endémica da célera. Ela introduziu um novo
compartimento para a populagao suscetivel, enriquecendo a estrutura do modelo. Dessa
forma, o modelo passou a incluir trés componentes principais: A concentracao do patogeno
na agua, que reflete a presenca e propagacao do vibrido da célera no ambiente aquatico; O
numero de pessoas infectadas, indicando a disseminacgdo da infecgdo na populagdo humana
e; A populacao suscetivel, representando os individuos que ainda nao foram infectados,
mas estao em risco de contrair a doenca. Essa expansao permitiu uma compreensao mais
abrangente da dinamica da coélera, incorporando tanto a transmissao direta entre humanos
quanto a transmissdo indireta através do meio ambiente. A inclusdo do compartimento
suscetivel foi crucial para modelar a interagdo entre os humanos e o reservatério ambiental,

fornecendo uma visdo mais detalhada sobre como a doenca se mantém e se espalha em
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uma populacao.

Assim, o modelo passou a ter trés componentes principais, conforme descrito a

seguir:
ds D
— =d(N — —b
dt ( 5) P~|—DS
dl D
i _ 2.2
i~ 'prp° (22)
dD
— — fI—nD
g o

No modelo, I representa os individuos infectados e S os suscetiveis, enquanto
D indica a concentracao de vibrioes na agua. N refere-se a populacao humana total, d é a
taxa de nascimento/morte natural, ¢ é a taxa de recuperagao, f é a taxa de eliminagao
de vibrides no ambiente por individuos infectados, n é a taxa de decaimento dos vibrioes,
b é a taxa de contato com o ambiente infectado e P é a concentracao de patogenos que

resulta em uma probabilidade de 50% de infec¢do para uma pessoa.

Este modelo considerava apenas a transmissao do ambiente para os humanos,
conforme descrito por Capasso e Paveri-Fontana (42). Hartley e colegas (17) modificaram
o trabalho de Codego ao incluir a hiperinfecgdo bacteriana e enfatizar a importancia da

transmissao horizontal.

ds
dar
dI
==
dR
dt
dB
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No modelo, (5, representa a taxa na qual os humanos sao infectados pela agua

contaminada e 35 é a taxa de transmissao da bactéria entre pessoas.

Anyuo (44) desenvolveu um modelo detalhado da célera que incorpora conceitos
biolégicos fundamentais e estratégias de intervencao. Utilizando este modelo epidémico,
considerou a implementacao de medidas como vacinacao e saneamento para determinar
uma estratégia 6tima de controle da doenca. O modelo utilizado é baseado no modelo
SIR, onde S(t) representa o nimero de individuos suscetiveis no tempo ¢, I(t) o niimero
de individuos infecciosos no tempo t, e R(t) o nimero de individuos recuperados no
tempo t. As estratégias de controle sao formuladas com restrigoes simples e variaveis

de controle lineares na funcdo Hamiltoniana. Com base nas suposigoes, variaveis de
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estado, parametros escolhidos e no diagrama compartimental, as equacoes diferenciais que
descrevem a dinamica do surto de colera no Quénia sao formuladas, juntamente com suas

condicoes iniciais pertinentes.

‘fg = AN — (u+v+ 51 + BpB)S(t) +wR(t),  S(0) = So>0

B (Bl + BsB)S(E) — (v + + OI(1), 10) = I, > 0

;lt (2.4)
d]: =~I — pR(t) — wR(t) + v(t)S(1), R(0) =Ry =0

2~ el(t) ~ (m+ 0)BU), B(0) = By > 0

Essas equacoes descrevem as relagoes entre os diversos grupos, como pessoas
suscetiveis, individuos infectados e o ambiente, ilustrando como essas interac¢oes influenciam

na disseminagao e na gestao da coélera.

Kong (45) considerou que as Bactérias e bacteriéfagos existem em uma relacao

predador-presa. Considerou essa interagao usando um termo de predacao Holling IT da

forma ~y P, onde v ¢ a taxa maxima de predacao; B e P representam as densidades

K+ B
de bactérias e bacteridéfagos, respectivamente; e K; + B é a constante de semi-saturacao
da predagao (o nivel de bactérias no qual a predagao ocorre a metade da taxa maxima).
Assumiu que a populagao bacteriana experimenta crescimento logistico na auséncia de
predacao e influéncia humana, com capacidade de suporte K e taxa maxima de crescimento
r. Como no modelo de Codego (43), assume-se que a populagdo humana é constante,
sem mortalidade induzida por doencas. A falta de mortalidade devido a infecgao, como
ocorreu durante o surto de 2004 em Dhaka, onde todos os casos graves foram tratados, e
quase todas as regides endémicas/epidémicas hoje em dia tém hospitais que oferecem o
tratamento adequado, evidencia o fato de nenhuma morte ser inevitavel com célera se o
tratamento correto for fornecido. Isso motivou o seguinte modelo, que assume nenhuma

imunidade derivada da infeccao para simplicidade:

ds
dI
= a(B)S — ul
(2.5)
P B
Ay e L
dB B B
it :r<1_K>B_7K1+BP_5P+ﬂ

Diferente das dinamicas predador-presa em escalas maiores, onde 3 representaria
uma medida da taxa de conversao de presas em predadores, frequentemente menor que a

unidade, aqui § indica um "tamanho de explosao’, pois cada célula bacteriana infectada
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resultard em muitas novas células de fagos. A contaminac¢ao humana do suprimento de
agua por fezes infectadas contribui para os niveis tanto de bactérias quanto de fagos, sendo
denominada ’excrecao’. As taxas de excrecao de bactérias e fagos nao necessariamente sao
iguais; assim, a taxa para bactérias é £ e para fagos é @£, onde ¢ é uma constante. Na
auséncia de predadores e intervencao humana, as bactérias existirao em sua capacidade de
suporte K. Supoe-se que fagos e bactérias possam sobreviver naturalmente sem interferéncia
humana, como durante periodos inter-epidémicos, e por isso é assumido que vy > §. Caso
contrario, os fagos seriam extintos na auséncia de excre¢ao humana. A taxa maxima de
predacao v é desafiadora de mensurar, e para solugoes numéricas, ¢ selecionada para
satisfazer essa desigualdade. A constante de semi-saturagdo para o termo de predacao, K7,
também foi estimada e supde-se que seja menor que a capacidade de suporte natural K,

para que a predagdo nao ocorra sempre proxima a taxa maxima (45).

Lemos (46) aos modelos classicos estudados, introduziu uma classe de vaci-
nacao e considerou diferentes tipos de tratamento para a célera. Este modelo, do tipo
SITRV (Susceptivel-Infectado—Tratado—Recuperado—Vacinado), incorpora uma classe
para a concentragao bacteriana na dindmica da célera. A popula¢ao humana total N(t) é
dividida em cinco classes: suscetiveis S(t), infectados com sintomas I(t), em tratamento
T(t), recuperados R(t) e vacinados V' (¢) no tempo ¢ = 0. Além disso, consideramos a classe
B(t) que representa a concentra¢ao bacteriana no tempo ¢. Supomos que hé uma taxa de
recrutamento positiva A na classe suscetivel S(¢) e uma taxa de mortalidade natural p para
todo o tempo t. Individuos suscetiveis é)(oc)lem ser vacinados com taxa ¢ = 0 e se tornarem

t

infectados com célera a uma taxa k:ﬁ—kB(t) > 0, dependente do tempo t. Aqui, >0 é a

taxa de ingestao da bactéria através de fontes contaminadas, k > 0 é a constante de satura-
¢ao da populacao bacteriana, e I{H—B(g(t) mede a probabilidade de um individuo infectado
desenvolver sintomas, dado o contato com fontes contaminadas (46). Qualquer individuo
recuperado e vacinado pode perder a imunidade a taxas w; = 0 e wo = 0, respectivamente,
tornando-se suscetivel novamente. Os individuos infectados podem receber tratamento
a uma taxa ¢ = 0, e aqueles em tratamento podem se recuperar a uma taxa € > 0. As
taxas de mortalidade relacionadas a doenca para individuos infectados e em tratamento
sao a1 = 0 e ap = 0, respectivamente. Cada individuo infectado contribui para o aumento
da concentracao bacteriana a uma taxa n > 0, enquanto a concentracao bacteriana pode
diminuir com uma taxa de mortalidade d > 0. Essas premissas sao formuladas no seguinte

modelo matematico:
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G = A 980 - ([0S0 + ) + eV ()
‘Z — (lﬁ%)sa) — (6 + p+ an)I(t)
ir

= 01(1) ~ (e + i+ an)T(1) (2.6)

= 6S(1) — (1 + )V ()
Cgf — T(t) — (u+ w)R(D)
‘f _pI(t) — dB(®)

Murray (47), ao estudar modelos de difusao que descrevem espalhamento
geografico de epidemias apresenta uma versao simples de um modelo classico do tipo ST,
em que assume que a populagao é dividida em S = S(z, t), os suscetiveis e I = I(z, t) os
infectados. As equacoes que modelam a dispersao espacial de suscetiveis e infectados sao

dadas pelo seguinte sistema nao linear de equagoes diferencias parciais:

%5 _BSI+av?s
ot (2.7)
ol ) '

onde z € Q < R? é o dominio espacial em estudo, T é o tempo final de anélise. No modelo
2.7, B é o parametro de transmissao da doenca, « é o coeficiente de difusao, u representa
a taxa de mortalidade e as variaveis S e [ representam as populagoes de suscetiveis
e infectados, respectivamente. Neste modelo o autor faz uma analise para verificar a

existéncia de ondas viajantes.

Um modelo do tipo Lotka-Volterra, foi proposto por Koga (48), para estudar a
dinamica populacional de trés espécies: gado criado em sistemas agroindustriais, mosca-
dos-chifres e besouros copréfagos. Essas espécies sdo representadas por R = R(z,y,t),
M = M(z,y,t) e B= B(z,y,t), respectivamente. Utilizando equagoes diferenciais parciais
nao lineares, o modelo matematico que descreve as interagoes entre essas trés espécies é

expresso pelo seguinte sistema de equagoes:

OR

E = )\RR — ﬁRMRM — /LRR

oM M

O ayAM +Vy VM = Ay (1 - —)M — BupMB + BurMR — iy M (2.8)
ot Ko

0B B

ﬁ — CYBAB = >\B <1 — KB>B + 5RBRB
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sendo que os coeficientes de difusdo sao dados por ag, aj e ag, Vi é o campo de
velocidade com divV,; = 0 relativo ao processo migratorio de M; ap; e ap sao os
coeficientes de reproducao populacional, K,; = pR, que é uma funcdo que depende R, Kpg
sao as capacidades de suporte de M e B, ugr é a taxa de R e Bgrar, Bup, Bur € Bry sd0

coeficientes das interagoes entre as espécies.

As condigoes iniciais sao dadas por:
R(SL’, Y, O) = Ro(ﬂf, y)7 M(.ZC, Y, O) = MO(;C7 y) e B(Z‘, Y, O) = Bo(il?, y) e

As condigoes de fronteira para ¢ = I'g U I'; sdo dadas por:

M M B B
o e ‘ DBl o —apl| = Ky,

oo, - — KM
onla 7 aM@n B on Iy

—an——| =Ky
I on Iro " 0nlr,

2.2 Analise dos Sub-Modelos para a Célera

Para a formulacao do modelo em causa serd necessario definir as seguintes
hip6teses (40) que sdo também aplicaveis para os individuos que forem contaminados pela

cOlera:

1 Todos os individuos nascem suscetiveis a doenca; a infec¢gao ocorre quando entram

em contato com agua ou ambiente contaminado;

1= Consideraremos que o crescimento da populagdo humana se da por uma fungao
logistica, também chamado de equacao de Verhulst, por ser usada especialmente em
contextos bioldgicos e demograficos, nao podemos considerar a taxa de mortalidade
igual em todos os compartimentos (acho que simplifica bastante e é razoavel, e s6 a

letalidade consideramos que varia em cada compartimento);

1 Os infectados podem morrer ou os que se recuperaram podem voltar a ser suscetiveis

a contaminacao;

1 Consideraremos que a dispersao populacional é uniforme, ou seja, a interacao entre os
individuos ocorre de maneira homogénea. Isso implica que o padrao de espacamento

entre os individuos dentro de uma populacao ¢ igualitario;

1= A populagao se espalha em um ambiente fechado, dentro da regidao de contaminagao
pela coélera, nao havera nem a entrada e nem a saida da populacao dentro do meio

de contagio.

Com o objetivo de estudar o efeito da estrutura do estagio do vetor na di-
namica de transmissao e na velocidade de propagacao da doenca, este modelo trata as

densidades populacionais nos locais (z,y) em um espago bidimensional continuo €2, e
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os parametros para nascimento, morte, infec¢ao e avang¢o do desenvolvimento sao todos
constantes positivas. Conforme mencionado em (49), as variagoes sazonais de temperatura,
precipitacao e disponibilidade de recursos sao onipresentes e podem exercer forte pressoes
sobre a dindmica populacional. As chuvas também sdao extremamente importantes para
o desenvolvimento e a propagacao de V. Cholerae, através do deslocamento de aguas
contaminadas (17). De acordo com o manual de prevengao e controle da célera e de outras
diarreias agudas (5), a maioria dos casos ocorreu no periodo das enxurradas e enchentes,
quando a aguas dos esgotos se misturam com as aguas das chuvas e das inundacoes criando

movimentos de V. Cholerae de uma regiao para outra.

A equacao Matematica que sera utilizada para a construcao dos modelos, em

geral é dada da seguinte maneira:

(Z(j—mACJrV-VCJru-C:)\-f (2.9)

Para cada ponto (z, y) € Q < R? no dominio da regido em estudo e em cada

instante de tempo t € I = (0, T < R, temos:

o« C'=C(x, y, t) fungdo que depende do espago (z, y) e do tempo ¢, que descreve a

populacao dos agentes;

e a=oa(r, y, t)éa taxa de difusibilidade dos agentes na regiao {2 considerada, sendo
area

calculado por | a = > e, para o nosso estudo, indicard o espalhamento da

tempo
populacao dos agentes pelos movimentos e interacoes de humanos e pela aguas;

o V =V(U, V) representa possiveis processos de migragoes ou seja é um campo vetorial

de velocidade, sendo considerado constante e com divergente nulo (V -V = 0);
o 1= p(x, y, t) representa uma taxa de decaimento dos agentes envolvidos no modelo;

e A = Az, y, t) representa a taxa intrinseca de crescimento das populagdes dos

agentes e

e [ = f(z, y, t) representa um termo fonte a ser considerado no modelo e foi usado

uma funcao logistico para a populagao os agentes.

As equagbes analogas a 2.9 sao utilizadas em varios modelos matematicos para
0? 0?

fendmenos de dispersdo ou difusdo-adveccio e A = Fr=) + %) representa o Operador
x Y

Laplaciano em RZ.
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Assim, e segundo a orientagao de Okubo, (50), Marchuk (51), Levin e Okubo
(52), além de Edelstein-Keshet (53) temos o termo de dispersao/difusao dado por:

div(aVC) = a-V*C =a-AC

e o termo que modela possiveis transportes advectivos dado por:

div(V - C)
onde div(V) = 0 . Assim, temos:
%f—div(a-VC’)—i—div(V-C’)—l—u-C’:)\C'- (1—;) (2.10)

onde K representa a populagdo limite para o agente no meio 2. (54).

2.3 Descricao dos Modelos Matematicos

Os modelos que se seguem, descrevem o espalhamento social e temporal de uma
doenca dada, e simultaneamente, o espalhamento espacial e temporal de seu agente causa-
dor (no caso, aqui, o Vibrido da célera) com o uso de um termo de dispersao de tal agente
no meio aquatico, considerando um possivel transporte advectivo devido a circunstancias
geomorfologicas e climéaticas. Analogamente, consideram-se a dispersao populacional e
possiveis fendmenos migratorios para a populagado humana. Neste modelo temos, por-

tanto, duas populagdes que interagem entre si: A populacao de humanos e a de V. Cholerae.

Na sequéncia, serao apresentados alguns modelos para a cdlera, que incorporam

termos de modelos cldssicos compartimentais. Estes modelos sao identificados aqui como:

2.3.1 Modelo SI-B

Considera-se uma versao mais Simples de modelo para a propagacao espacial e
temporal de uma Epidemia. No modelo ST para uma doenga como a célera, a populacao
humana ¢ dividida em dois compartimentos: suscetivel S = S(z, y, t) e infectado I =
I(z, y, t). A este modelo serd incorporado o compartimento da populagao de Vibrio
cholerae B = B(z, y, t), no ponto (x, y), com z e y medido em quilémetros e no tempo ¢

medido em dias. Sejam S I e B as sub-populac¢oes em cada compartimento.

Figura 6 — Diagrama compartimental do Modelo ST — B
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Fonte: Autor.

Modelamos a dispersao espacial e temporal de S, I e B por difusao simples e
inicialmente consideramos que infectados e suscetiveis ndo tém o mesmo coeficiente de
difusdo. Assumimos que a doenca apresenta uma taxa de letalidade em humanos dada por
dl.

O modelo matemético ST — B pode ser escrito da seguinte forma:

¢ ag S+1 PB
U0 N . =A I 11— —— | = BilS — ;
o Qg S+V-VS+pusS (S-i— )( K ) BrlS h—f—BS,
oI =

) at_aI.A[+V-VI+(/L1+d1)I:51[S+hﬁiBS;
éjiB—ozB'AB+V-VB+mB=nB 1—E + ¥l
ot o

\

(2.11)
onde N(z, y, t) = S(z, y, 1) + I(z, y, t).

Neste modelo, as condigoes iniciais do sistema para o modelo sao as seguintes:

Sz, y, 0) =5, y) =0; I(z, y, 0) =14, y)=0; e Bz, y, 0) = Bz, y) =0

A progressao através dos compartimentos é ilustrada na Fig. 6 com flechas
sélidas. Podemos considerar uma taxa de mortalidade p igual em todas as classes (sim-
plificaria), representada pela inicial do nome do compartimento (g e pr). Para corrigir

a previsao de que uma populacao pode crescer indefinidamente a uma taxa exponencial,

consideramos uma taxa de crescimento nao constante. que é dadoporI' = A (1 — SK+ ])
de individuos suscetiveis, onde A é a taxa de crescimento intrinseco da populagao eNK N
é a capacidade de suporte da populagao humana (limite maximo que a populagdo pode
alcangar), com N = S + I. Consideramos também que g > 0 é a taxa de ingestao

da bactéria através de fontes de agua e alimentos contaminados, f; > 0 é a taxa de
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contaminagao das pessoas susceptiveis ao entrar em contacto com as contaminadas, h é a

meia constante de saturacao da populacao de bactérias e é a possibilidade de um

individuo infectado ter a doenga com sintomas, dado o contato com fontes contaminadas.

A seta tracejada indica a contaminacao do meio ambiente por humanos in-
fectados. Assumimos que a populagao total de bactérias de Vibrio cholerae entra no

reservatorio aquatico do modelo com um crescimento logistico de Verhulst, com uma taxa

B
de crescimento n (1 — K)’ que é proporcional a densidade de bactérias, onde n > 0
B
representa a taxa de crescimento per capita para Vibrio cholerae, e Kp é a capacidade

de suporte do ambiente ou meio (o limite méximo que a populagdo de bactérias pode
alcancar no meio). Além disso, a taxa de mortalidade bacteriana no ambiente aquético é
m. A doencga pode ser erradicada da populagao se a taxa de mortalidade das bactérias for
maior que a sua taxa de nascimento no meio ambiente, ou seja, se m (mortalidade) for

maior que n (nascimento).

A contribui¢do média (em células por litro por dia) dos individuos infectados
para a populacao de Vibrio cholerae no ambiente aquatico é representada por uma taxa
fixa ¢ (55) (43). Geralmente, os individuos infectados com cdlera liberam a bactéria de

volta para o ambiente aquatico, aumentando assim a transmissibilidade da célera (55).

2.3.2 Modelo SIRS — B

Consideramos uma versao ainda simples de modelo para a propagacao espacial
e temporal de uma Epidemia, o modelo classico de Kermack - McKendrick (1927), ou seja,
modelo STR consiste de uma epidemia em que um individuo deve ser isolado, podendo ser
curado e tornar-se imune a doenca ou morrer. A dindmica deste modelo consiste tanto
em analisar os individuos infectados quanto os que se recuperam da doenga (56). Neste
modelo, também sao consideradas as mortes pela doenca, assim, individuos mortos contam
como recuperados (57). O modelo STR sem dados demogréficos supde que os individuos
se recuperam de uma doenca e ficam permanentemente imunes. Desde entdo nao ha
nascimentos neste modelo, o conjunto de individuos Suscetiveis nao é atualizado, portanto,
mesmo que uma epidemia possa ocorrer, a infeccdo sempre acabara por desaparecer. O
modelo SIRS (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel), quando inclui a demografia,
pode exibir comportamento tanto epidémico quanto endémico. Isso ocorre porque a inclusao
dos nascimentos permite que o grupo de Suscetiveis seja constantemente atualizado,
mantendo um fluxo de individuos que podem ser infectados pela doencga, e as mortes de
individuos Recuperados mantém a mistura entre Suscetiveis e Infectados relativamente
altos (58). De acordo com o modelo SIS — B, se o individuo adquire uma imunidade
temporaria, ira eventualmente voltar a classe dos suscetiveis. Enquanto que no Modelo

esquematica compartimental STRS— B, um individuo infetado pode se recuperar e retornar



Capitulo 2. Modelos Matemdticos 49

a classe suscetivel, ou pode se recuperar com imunidade permanente ou temporaria a
classe suscetiveis, ou pode ser removido por morte e § é a taxa com que os recuperados

tornam-se suscetiveis (37).
Figura 7 — Diagrama compartimental do Modelo SIRS — B
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Fonte: Autor.

No modelo para a propagacao espacial e temporal de uma epidemia SIRS — B
para a doenca de colera, a populacao humana ¢é dividida em trés classes consideradas:
Suscetivel S = S(z, y, t), Infectado I = I(z, y, t) e Recuperado R = R(z, y, t). As
sub-populacoes humanas em cada compartimento e a populacao de vibriao de colera no

meio aquatico B = B(z, y, t), no ponto (x, y), como foi referenciado no modelo ST.

Os individuos do compartimento dos Recuperados nao sao mais contagio-
sos e nao contribuem para a propagacao da doenca entre a populagao, eles podem ser

considerados temporariamente imunes contra a colera.

Com base no diagrama comportamental, obtemos o seguinte conjunto de
equagoes diferenciais, o qual representa o modelo STRS — B. Foram acrescentados alguns
parametros: pg, que representa a taxa de mortalidade natural da populacao humana
recuperada; @, que é a taxa com a qual a populacao humana recuperada da doenca torna-se
suscetivel; e v, que ¢é a taxa com a qual a populagdo humana infectada torna-se recuperada

da doenga. Portanto, o modelo matematico STRS — B pode ser escrito como o conjunto
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de equagoes diferenciais a seguir:

([0S S+I+R
D g AS Ve VS+pusS=AS+I+R)(1-27270)
ot Ky
BpB
OR — ;1S — ;
+0R — ;1S b+ BS,
oI PB .
$ gy e ALV VI (ur +d)l = BiIS + 57— 5 =91, (2.12)
0R
E—QR‘ARJrVR-VR—F,uRR:VI—GR;
B B
a——OzB-ABJrVB-VBeranB <1—> + I
[ Ot Kp
O modelo assume um recrutamento da populagao com uma funcgao logistica de Verhulst
S+I+R
dado por I' = A (1 — +K+) e N =S5+ 1+ R para a populagao suscetiveis, onde
N

A é a taxa de crescimento intrinseco da populacao e Ky é a capacidade de suporte da
populagao humana (limite méximo que a populagdo pode alcangar) e vamos assumir as

condicoes iniciais do sistema 2.12 para o modelo sao:

S(z, y, 0) =8, y) =0; I(z, y, 0) =1, y)=0;
R(z, y, 0) =Rz, y) =20 e B(x,y, 0)=B"=, y) >0

2.3.3 Modelo SITRS — B

Com base no modelo STRS — B, estamos incorporando mais um comparti-
mento que representa individuos que foram diagnosticados como infectados que foram
hospitalizados e receberam tratamento adequado. O tratamento pode envolver terapias
medicamentosas, intervencoes médicas ou qualquer outra medida que reduza a carga do
patégeno no organismo representado por 7. Contrariamente ao compartimento dos recu-
perados, os individuos no compartimento dos tratados podem ser infecciosos, dependendo
da eficacia do tratamento. Portanto, eles podem transmitir a doenga a outros suscetiveis.
O objetivo desse compartimento é refletir a resposta a intervencao médica, evitando a
propagacao e transmissao da doenca. No modelo esquematico compartimental SITRS — B,
alguns individuos infectados passam para o compartimento 7', onde sdo submetidos a tra-
tamentos hospitalares. Eles podem se recuperar com imunidade permanente ou temporaria,
passando para o compartimento dos recuperados, ou podem ser removidos devido a morte

e tém uma mortalidade induzida pela doenga com uma taxa dy (37).

Figura 8 — Diagrama compartimental do Modelo SITR — B
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Nesse diagrama, além das condigdes anteriores, os individuos infectados, quando
a doencga atinge um estdgio agudo e se torna incontrolavel, sao transferidos para o com-
partimento dos hospitalizados com uma taxa v e submetidos ao tratamento. Através
de isolamento ou tratamento eficaz, os individuos hospitalizados podem se recuperar da

infeccao. Apds a recuperagao, a imunidade adquirida pode ser temporaria ou permanente.

Dependendo da gravidade da infecc¢ao, os infectados podem ser tratados (rece-
bendo tratamento medicinal com administracao de fluidos e antibidticos) ou podem se
recuperar naturalmente. E importante destacar que, na colera, a reidratacio oral é muitas
vezes uma parte crucial do tratamento, especialmente em areas onde os recursos médicos
sao limitados. No Modelo epidemioldgico serda adaptado para incorporar esses detalhes

especificos da intervencao.

A distincao entre os compartimentos Tratados e Recuperados reside na fase da
infeccao em que se encontram e na capacidade de transmitir a doenca. Tratados reflete o
estagio durante o tratamento, enquanto Recuperados indica que o individuo superou a
infecc@o e nao representa mais uma fonte ativa de transmissao. Ambos os compartimentos
sao importantes para avaliar o impacto das intervengoes e controlar a disseminagao de

doengas infecciosas em uma populagao (55).

Os individuos recuperados tém a possibilidade de reverter ao estado de susceti-
bilidade com uma taxa 6, ou podem vir a falecer, seguindo uma taxa pg. Neste contexto, 6
indica a frequéncia com que aqueles que se recuperaram se tornam novamente suscetiveis.

Consequentemente, as equagoes diferenciais que definem o modelo STRT'S — B, juntamente
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com as suas condigoes iniciais correspondentes, sao expressas da seguinte maneira:
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(2.13)
Vamos assumir as seguintes condigoes iniciais do sistema 2.13 para o modelo:

I

S(z, y, 0) =8, y) =0; I(z, y, 0) =1z, y) =
R(z, y, 0) = Rz, y) = 0; T(z, y, 0) =Tz, y) = 0;
e Bz, y, 0)=Bxz, y) =0 (2.14)

0
0

2.3.4 Modelo VSITRS — B

Conforme mencionado anteriormente, na década de 1980, foram desenvolvidas
as primeiras vacinas orais seguras e bem toleradas contra a colera (20). Essas vacinas sao
aproximadamente 85% eficazes nos primeiros seis meses e 50% a 60% eficazes durante
o primeiro ano na prevencao da doenga (22) e (21). No entanto, a eficdcia diminui para
menos de 50% ap6ds dois anos. A Organizacao Mundial de Saiide normalmente recomenda
a administragdo de duas ou trés doses da vacina na forma oral, juntamente com outras
medidas (21).

Com base no modelo SIT RS — B, incorporamos o compartimento dos vacinados,
representado por V', onde uma parcela significativa da populagao suscetivel a contaminacao
¢ imunizada. Isso resulta na imunidade de rebanho, que ocorre quando uma porcentagem
suficientemente alta da populagao se torna imune a uma doenca infecciosa, reduzindo
significativamente a disseminacdo da doenca na comunidade e o ntmero de pessoas

suscetiveis a infeccao. Esse modelo pode ser representado pelo seguinte diagrama:

Figura 9 — Diagrama Compartimental do Modelo (VSITRS — B)
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Fonte: Autor.

V+S+I+T+R
Ky

Nesse diagrama, ¢ é a taxa com que os tratados (ou hospitalizados), por meio

ondeF=A<1— )eN=V+S+I+T+R.

de isolamento ou tratamento, se tornam recuperados. Esses individuos podem recuperar e

retornar a classe suscetivel ou ir a 6bito com a taxa pr.

Os individuos suscetiveis sdo vacinados a uma taxa constante o, enquanto a
eficacia da vacina diminui a uma taxa w. A vacina tem o efeito de reduzir a suscetibilidade

a infecgao por um fator p (59).

Portanto, o modelo SVITRS — B pode ser representado pelo seguinte conjunto
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de equagoes diferenciais:

([0S BB
2 ae- A ) — 59 — I
A ag - NS+ Vg -VS+ pusS =wV+60R—-0S (51 +h+B>S+

V4+S+I+T+R
+A(V+S+]+T+R)(1— i e );
Ky
ol B
at—O./]'A]-i-V['VI‘F(,ul‘i‘dl)[:p(ﬁ[[—i—hﬂiB>V+
B
+(5ll+hﬂBB)Svlf5l;

. * (2.15)
oV B
(%aV-AVJrVV-VVJr,uVV:aSwVp(BIIJrhﬂiB)V;
oT
E—QT‘AT+VT~VT+(,uT—i-d2)T=7]—ng;

OR

E—@R-AR+VR-VR+MRR=¢T—0R+6I;

0B B

O ap AB+Vy VB+mB=nB(1- )+l
L Ot Kp

S(z,

Neste modelo assumimos as seguintes condig¢oes inicias para o problema:

T(ZL‘, Yy, 0) ZT()(ZL’, y)?O, R(ZIZ’, Yy, O):Ro(l', y) 2063(1" Y, 0) :Bo(fﬁ, y) 20

2.3.5 Modelo VSEQITRS — B

Os autores de (59) e (60) incorporam em um modelo do tipo STR campanhas

educativas em satde publica, vacinagdo, quarentena e tratamento como estratégias de

controle para reduzir a disseminacao da doenca.

O modelo matematico proposto subdivide a densidade populacional humana

em sete compartimentos de acordo com seu estado de doenga ao longo do tempo ¢, a saber:

individuos vacinados V', individuos suscetiveis S, individuos expostos F, individuos em

quarentena @, individuos infectados I, individuos tratados T e individuos recuperados R.

A populagao aquética da bactéria (nivel de biomassa de Vibrio cholerae) é representada

por B, que denota a concentragao da bactéria Vibrio cholerae no ambiente aquético.

Figura 10 — Diagrama Compartimental do Modelo (VSEQITRS — B)
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Fonte: Autor.

V+S+I1+T+E+Q+R
Ky

Alguns individuos que podem ter sido expostos & dgua/alimentos contaminados

ondeF=A<1— )eN=V+S+]+T+E+Q+R.

ou que nao cumpriram a devida higienizacao serao infectados e colocados em quarentena

1-7)B
M, onde 0 < 7 < 1 é a taxa de eficicia

a uma taxa que depende do tempo
ao serem colocados em quarentena. A falha na orientacao dos individuos é retida pelo
pardmetro ¢ (onde 0 < ¢ < 1), enquanto 0 < p < 1 representa a ineficdcia da vacina ou
falha da vacina (é responsével pela proporgao de individuos vacinados que realmente se
infectam). Os intervalos de p e ¢ nao incluem os valores 0 e 1 porque 0 implica que a
orientagao (ou vacinagdo) é completamente inutil, enquanto 1 significaria que a orientacao

(ou vacinagao) é 100% eficaz.

Individuos em quarentena passam para o compartimento de infectados a uma
taxa p se escaparem ou abandonarem a quarentena. Devido a natureza controversa da
quarentena (especialmente devido ao preconceito social), deve-se observar que outras
pessoas instruidas que suspeitam terem sido expostas e possivelmente infectadas, mas que
acabam nao sendo, podem se colocar em quarentena, mas nao sao contadas aqui, pois
mais tarde retornam ao compartimento dos expostos E. Assim, apenas os individuos que

apresentam sintomas apos a infeccao sao contabilizados pelo modelo.

Individuos infectados com colera sdo colocados em tratamento em uma unidade
hospitalar a uma taxa ~. Individuos tratados se recuperam a uma taxa ¢. Individuos

recuperados passam para o compartimento dos suscetiveis a uma taxa 6. Os parametros u
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representam as taxas de mortalidade da populagao humana, e d; é a taxa de mortalidade

induzida por célera em humanos infectados (55).

E amplamente reconhecido que os surtos de célera tendem a ser de curta
duracao, mas sao notaveis por sua persisténcia ao longo do ano e recorréncia quase anual.
Esta constancia se deve a varios fatores, incluindo a prevaléncia do patoégeno Vibrio
cholerae no ambiente aquatico e a sua rapida propagacao em condicoes de saneamento
inadequado. Além disso, varia¢oes sazonais, como as relacionadas com as estagdes chuvosas
ou secas, podem influenciar a intensidade e a frequéncia dos surtos. Assim, apesar da
duracao breve de cada surto individual, o ciclo continuo de ocorréncias ao longo dos anos
destaca a necessidade de intervencgoes sustentaveis de saude publica, incluindo melhorias

na infraestrutura de dgua e saneamento, bem como campanhas educacionais sobre higiene.

Este modelo analisa estratégias de intervencao sob condi¢oes extremas, assu-
mindo que nao ha imunidade adquirida por exposi¢oes anteriores a célera. A populagao
infectada aumenta a medida que os individuos suscetiveis se tornam infectados e diminui

a medida que se recuperam apdés o tratamento ou morrem.

Neste modelo assumimos as seguintes condig¢oes inicias para o problema:

Sz, y, 0) =25z, y) 20; Iz, y, 0)=Io(z, y) =0;
T(z,y, 0)=To(x, y) 20; V(x, y, 0)=Vlz, y) = 0;
R(z, y, 0)=Ro(z, y) = 0; Qz,y, 0)=Qo(x, y)=>0;
E(x,y, 0)=Ey(z, y)=0; ¢ Bz, y, 0)= Bo(r, y) =0

O diagrama de fluxo do modelo é representado pelo seguinte sistema de equacoes

diferenciais:
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(2.16)

Para o nosso estudo, consideraremos o modelo V.SITRS — B, por acreditarmos
que ele reflete, de forma satisfatoria, a realidade de um processo de controle de uma
epidemia. Este modelo é composto por varios compartimentos que representam diferentes
estados da populagio dos vacinados (V'), suscetiveis (.S), infectados (I), hospitalizados em

tratamento (7"), recuperados (R) e baterias ou o ambiente contaminado (B).

A escolha deste modelo se baseia na sua capacidade de representar diversos
aspectos criticos no controle de epidemias. A vacinagao (V') é um componente essencial,
pois previne a disseminacao inicial da doenca dentro da comunidade, reduzindo o niimero
de suscetiveis (S). Quando uma pessoa é infectada (1), ela pode ser hospitalizada e tratada
(T'), o que nao sé ajuda na recuperagao (R), mas também isola os infectados, impedindo

que a doenca se espalhe ainda mais.

Adicionalmente, o modelo considera a contaminagao ambiental (B em casa),
um fator relevante para doencas transmitidas por meio de dgua ou outras superficies
contaminadas, como é o caso da célera. A inclusdo deste compartimento nos permite

entender melhor a dinamica da transmissao e o impacto das intervencoes de saneamento.

Optamos pelo modelo V.SITRS — B também porque acreditamos que podemos
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obter, ou ao menos estimar de forma mais precisa, os pardmetros necessarios para sua
aplicacao. Parametros como taxa de vacinagao, taxa de transmissao, taxa de hospitalizacao
e taxa de recuperacgao sao fundamentais para a modelagem precisa e para a previsao de
cenarios futuros. A estrutura do modelo nos permite ajustar esses parametros com base
em dados empiricos, tornando a andlise mais robusta e aplicavel a diferentes contextos

epidemiologicos.

Em suma, o modelo VSITRS — B nao apenas fornece uma representagao
detalhada dos diferentes estagios de uma epidemia, mas também nos da a flexibilidade
para estimar e ajustar parametros criticos, facilitando a formulagdo de estratégias de

controle eficazes.

De varios estudos realizados e analisados, observamos que muitos autores utili-
zam equacoes diferenciais ordindrias em estudos epidemiologicos, focando principalmente
em modelos temporais. No entanto, a dinamica da colera é diferente. No estégio inicial da
doencga, uma pessoa infectada pode se deslocar de um lugar para outro, parando de se
locomover apenas quando a doenca atinge sua fase aguda, momento em que a pessoa fica

desidratada e sem forcas para se mover.

Ademais, uma pessoa infectada com célera deposita seus dejetos, que contém
o vibriao colérico, em ambientes diversos, como fossas sépticas ou locais inadequados,
dependendo do estado de infecgao. Esses dejetos podem se misturar com aguas pluviais
ou outras fontes de agua, espalhando-se pelo ambiente. Essas dguas contaminadas podem
desaguar em riachos e rios, transportando a bactéria para novas areas. Assim, locais
previamente nao afetados pela doenca podem se tornar contaminados. Quando uma
populacao suscetivel entra em contato com esses ambientes contaminados, ela também

pode se infectar.

Essa dindmica, que envolve tanto o movimento das pessoas infectadas quanto o
transporte das aguas contaminadas, nos levou a considerar uma abordagem que inclui nao
apenas o fator temporal, mas também o espalhamento e transporte da doenca. Para isso,
incorporamos em nosso modelo termos de difusao e advecgao, resultando em equagoes

diferenciais parciais.

Esse método é inovador, pois, até onde sabemos, outros estudos nao abordaram
a dindmica da célera dessa forma. A inclusao dos termos difusivos e advectivos permite uma
representagao mais realista do espalhamento da doenca, considerando tanto a mobilidade
dos individuos quanto o transporte dos contaminantes pelas aguas. Assim, nosso modelo
oferece uma visao mais abrangente e precisa da propagacao da colera, contribuindo para

um melhor entendimento e controle da doenca.
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3 Analise de Estabilidade e Nimero Basico

de Reproducao - Ry

Considerando o sistema 2.15, vamos obter o sistema de equagoes diferenciais
ordinarias abaixo e estudar a estabilidade local dos pontos de equilibrio da dinamica

temporalmente homogénea.
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Consideramos as seguintes condic¢des iniciais para o problema::

Sz, vy, 0)=So(x, y) =0, I(xz, y,0)=
Viz, y, 0) =W, y) =0 T(z y,0) =T
R(‘T7 Y, 0) = R[)(ZE, y) = 0 € B(:E7 Y, O) = BO(xa y) = 0

S

z, y) = 0;
0

3.1 A Existéncia de Solucao

O sistema modelo 3.1 descreve a dindmica da populacao humana e o nivel de

biomassa de V. cholerae (populagao de bactérias). Note que:
A
Hs

A
Bg(n—m)B+w<):>limB<oo (3.2)

entao
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Todas as variaveis e parametros do modelo sao nao negativos. Portanto, 3.1
é biologicamente (epidemiologicamente) e matematicamente bem definido no conjunto

fechado. (61)

Teorema 1. A regiao biologicamente vidvel é dada pelo sequinte conjunto ®r = ¢y x dp

tal que:
A
<I>H={(S,I,V,T,R)ER‘Z’F:O<N(O)<M} (3.3)
S
’ N
bp = {B(x, y, t) e R, : 0 < B(0) < md)} (3.4)

com condigoes iniciais nao negativas. E limitada, positivamente invariante e atraente em
relagdo ao sistema 3.1 para todost > 0 (62), com N(z, y, t) = S(z, y, t)+ I(z, y, t) +
Vizg, y, t) +T(z, y, t) + R(z, y, t).

Teorema 2. Admitindo que
Py =0y x P ={(S,1,V,T,R) e R’ : Sy > 0,1y >0,y > 0,Tp > 0,Ry > 0 e By > 0)}

entdo as solugoes S(z, y, t), I(x, y, t), V(z, y, 1), T(x, y, 1), R(z, y, t) e B(z, y, 1)
do sistema 3.1 sdo positivas para todost =0 (61) e (62).

N -
Assim, Se N(0) < — e B(0) < 1/J, entao a regiao ®r é positivamente
m

invariante e atrativo para o modelo 3.1 com as condic¢oes iniciais nao-negativa em Ri e,

consequentemente as solucoes do sistema 3.1 sao positivas para todos t = 0.

3.2 Pontos de Equilibrio e Nimero Basico de Reproducao

Pontos de equilibrio - Um ponto de equilibrio é um estado em que as variaveis
do modelo permanecem constantes ao longo do tempo. Em modelos epidemiolégicos, os
pontos de equilibrio representam estados em que nao ocorre variagao na prevaléncia da
doenca. Existem dois tipos principais de pontos de equilibrio em modelos epidemiologicos
(59).

Ponto de equilibrio livre de doencas - Neste ponto, nao ha casos da doenca
na populagao.

Ponto de equilibrio endémico - Neste ponto, a doenga esta presente na

populagdo permanentemente.

Estabilidade - A estabilidade de um ponto de equilibrio num modelo epide-
miolédgico refere-se a capacidade do sistema retornar a esse ponto. Existem dois tipos de

estabilidade do ponto de equilibrio:
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i. Estabilidade do Ponto de Equilibrio Livre de Doenga - Se, apds uma pequena
perturbacao, o sistema retornar ao ponto de equilibrio livre de doenca, esse ponto é

considerado estavel.

ii. Estabilidade do Ponto de Equilibrio Endémico - Se, ap6s uma perturbagao, o

sistema retornar ao ponto de equilibrio endémico, ele é considerado estavel.

O estado de equilibrio mais importante para o controle da doenga é o equilibrio livre de
doenga (Disease Free Equilibrium - DFE), e sua estabilidade linear é determinada pelo
nimero bésico de reproducao Ry (63), matematicamente definido como o raio espectral da
matriz de préxima geracdo. E o nimero de infecgdes secundarias produzidas por um tnico
individuo infectado em uma populacao completamente suscetivel e usado em epidemiologia
para indicar quao contagiosa é uma doenca infecciosa (64). O Ry é comumente usado para
analisar se uma doenca apresenta risco de se tornar epidémica e, através deste namero,

podemos prever formas de controle para evitar isso (65).

Se, Ry < 1, entdao alguns individuos infectados introduzidos na populacao

suscetivel a doenca diminuird ou permanecerd constante a cada geracgao.

Por outro lado, se Ry > 1, entdo o nimero de individuos infetados aumentara

a cada geragao e a doenca se espalhara.

Teorema 3. Considere um Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias 3.1, os sequintes

resultados sao vdlidos (41):
(1) Se Ry < 1, entdo o DFE € global assimtdticamente estdvel em Pr;

(2) Se Ry > 1, entdo o DFE € instdvel.

Observe que o nimero béasico de reprodugao (Rp) é um parametro limite para
a invasao de um organismo doente em uma populacao totalmente suscetivel. Uma vez que
a doencga comecgou a se propagar, as condi¢oes que favorecem a propaga¢ao mudarao e
Ry pode nao ser mais uma boa medida de transmissao da doenga (41). O Ry nao pode
ser determinado apenas a partir da estrutura do modelo matematico, mas depende da
defini¢do de compartimentos infetados e nao infetados(59). Mas, em muitos modelos de
transmissao de doencas, o pico de prevaléncia de hospedeiros infectados e o tamanho final
da epidemia sao fungdes crescentes de Ry, tornando-o uma medida 1til de disseminacao

(65).

Vamos considerar X; o conjunto de todos os estados livres de doenca, definido
por
Xo={x:2;,=0,i=1,2,...,m}, (3.5)

onde m representa o nimero de compartimentos dos individuos infectados.
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Para o calculo do Ry é importante distinguir novas infec¢oes de todas as outras
quando se observa mudangas na populagao (59). Considerando F;(x) como a taxa de
aparecimento de novas infecgdes no compartimento 4, seja V;"(r) a taxa de transferéncia
de individuos para o compartimento i por todos os outros meios, e seja V, (x) a taxa de
transferéncia de individuos para fora do compartimento i. Assume-se que cada funcgao
¢ continuamente diferenciavel pelo menos duas vezes em cada variavel. O modelo de
transmissao da doenca consiste em condigoes iniciais nao negativas juntamente com o

seguinte sistema de equagoes:
x; = fi(z) = Fi(x) = Vi(x), i = 1,2, ..., n. (3.6)

onde V;(x) = V; (z)—V;" (z) representam uma transferéncia direta de individuos, satisfazem

as premissas descritas abaixo e todas as fungoes sdo nao negativas (66). Assim,

(i) Se z = 0 entao F;(z),V; (z),V; (x) = 0 para i = 1,2,...,n;

Se um dos compartimento estiver vazio, nao podera haver transferéncia de individuos

para fora do compartimento por morte, infecdo ou qualquer outro meio. Assim,

(ii)) Se z; = 0 entdao V. (x) = 0. Em particular, se x € X, entdao V, (x) = 0, para

i=1,2,...,m;

Considerando o modelo de transmissao da doenga dado por 3.6 com f;(z), i =
1,2, ...,n, satisfazendo as duas primeiras condigbes. Se x; = 0, entdao f;(z) = 0,
garantindo que o conjunto nao negativo (z = 0,7 = 1,2, ...,n) permanega inalterado
ao longo do tempo. Pelos Teoremas 1.1.8 e 1.1.9 (67) para cada condigao inicial ndo

negativa existe uma tnica solu¢do nao negativa.
A proxima condigao surge do simples fato de que a incidéncia de infeccdo para
compartimentos nao infectados é zero.
(iii) Fi(z) =0 parai>m
Para garantir que o sub-espaco livre de doencga seja invariante, assume-se que se a
populacao estiver livre de doencga, entao a populacao permanecera livre de doenca.
(iv) Se x € X; entdo Fi(x) =0e V; () =0 parai=1,2,..,m.

A condigao acima é declarada que nao hé imigragao (independente da densidade) de

infectantes;

A condigao restante é baseada nas derivadas de f préximas a um equilibrio livre
de doengas (DFE). Um DFE 3.6 é uma solugao de equilibrio estavel (localmente
assimptdtica) do modelo livre de doenga, isto é, a equagao 3.6 restrito a Xs. Se

a populagdo permanecer proxima ao DFE X (ou seja, se a introdugao de alguns
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individuos infectantes nao resultar em epidemia), a populagao retornard ao DFE de

acordo com o sistema linearizado

x = Df(zo)(x — xo) (3.7)

onde Df(xzg) = [gxfz
j

matriz Jacobiana). Restringimos nossa atencao a sistemas nos quais o DFE é estavel

] ¢ a derivada analisada para DFE no ponto x; (ou seja, a

na auséncia de nova infec¢ao, pois algumas derivadas sdo unilaterais, pois xy esta na

fronteira do dominio. Isto é;

(v) Se F(z) for igual a zero, entdo todos os autovalores de D f(x) terdao partes reais

negativas

Lema 1. Se xy é um DFE de 3.6 e fi(x) satisfaz as condigoes anteriores, entio as

derivadas DF (xg) e DV(xg) sao particionadas como sendo:

V 0

3 4

F oo
 DV(x) —
0 0] (o)

0F; oV,
onde F eV sdo as matrizes quadradas definidas por F = la(%)] eV = [(9(%)]
L L
com 1 <1, j <m. Além disso, F' € ndo negativo, V' é uma M -matriz ndo singular e todos

os autovalores de Jy tém parte real positiva (67).

As condigoes apresentadas acima nos permitem dividir a matriz D f(xg) como

mostrado no lema acima.

Para interpretar as entradas de FV ™! e desenvolver uma definicdo significativa
de Ry, considere o destino de um individuo infectado introduzido no compartimento &
de uma populacao livre de doencas. No contexto de modelos de doencas infecciosas, as
matrizes V! sdo usadas para descrever as transicoes entre diferentes estados de satde

(ou compartimentos).

Em modelos matematicos de doencas infecciosas, a matriz F' é comumente
usada para representar a transmissao da infeccao. Ela descreve como a doenca se propaga
de um compartimento para outro dentro de uma populagao. A entrada especifica (i; j)
de F' indica a taxa na qual os individuos infectados no compartimento j produzem novos
casos no compartimento 7. Em outras palavras, ela mede a eficacia com que a doenga é
transmitida do compartimento j para o compartimento i. Esta taxa é crucial para entender

a dinamica da doenca e para prever seu potencial de propagacao dentro da populacao.

A entrada (j; k) de V! é a média de tempo que um individuo passa no compar-
timento j durante sua vida, sob certas condigoes, oferece uma interpretacao epidemiologica

dessa entrada da matriz.
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A entrada (i; k) especifica do produto das matrizes F'V ' representa o niimero
esperado de novas infecgoes (ou individuos afetados) no compartimento i, que sdo pro-
duzidos por um tnico individuo inicialmente introduzido no compartimento % (individuo

infectado) durante todo o tempo que ele permanecer infeccioso (68).

Assim, FV ! serd designado como a matriz de préxima geracao para o modelo
e definido por
Ry = p(FV™) (3.8)

onde p(FV ') denota o raio espectral de uma matriz (FV ).

Para determinar Ry, ¢ importante distinguir novas infe¢oes de todas as outras
de acordo com a mudancas na populagdo. Assim sendo, um niimero basico de reproducgao
mais geral pode ser definido como o nimero de novas infecgoes produzidas por um individuo

infectante tipico em uma populacao em um DFE.

O DFE, zg, é localmente assintoticamente estavel se todos os autovalores da
matriz D f(zg) tiverem partes reais negativas e instdvel se algum autovalor de D f(zg)
tiver parte real positiva. Pelo Lema 1, os autovalores de D f(z() podem ser particionados
em dois conjuntos correspondentes aos compartimentos infectados e nao infectados. Esses
dois conjuntos sao os autovalores de F' —V e os de —J;. Novamente pelo Lema 1, todos os
autovalores de —J, tém parte real negativa, portanto a estabilidade da DFE é determinada

pelos autovalores de F'— V. O teorema a seguir afirma que Ry é um parametro limite para
a estabilidade do DFE.

Teorema 4. Considere o modelo de transmissio de doengas dado por 3.6 com f(x)

satisfazendo as condigoes (i) — (v). Se xg € um DFE do modelo, entio xy é
(1) localmente assintoticamente estdvel se Ry < 1 e

(2) instavel se Ry > 1, onde Ry é definido por 3.8 (67).

3.2.1 Equilibrio Endémico e Estabilidade Global para Modelo VSITRS — B

Para estudar a estabilidade local, consideramos o sistema 2.15 em equilibrio
estacionario, levando em consideracao o parametro n, a taxa intrinseca de crescimento das

bactérias, uma constante.
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-

O:wV+9R—uSS—aS—<5II+hB BB)S—l—

V+S+I1+T+RY,
Ky ’

+AV+S+1+T+R) (1—

B B
:p(ﬁlj—f—hﬁiB) (ﬁll+hﬁ B)S—ﬂ—ﬂ—(uﬂrCh)I;

A

0=0S—wV —uy/V—p (ﬁll + hﬂ BB> vV (3.9)

0=91—¢T — (pur + dy)T;

0=¢T —OR — urR + 0I;

B

B

-

B
0=wV +0R—ugS—0cS— (ﬁf”hﬁi3> S+

V+S+I+T+RY .
Ky 7

+A(V+S+I1+T+R) <1—

B B
=p <5II + hﬂi B) (Blf + hﬂ >S I — 01 — (pr + di)I;

S=ilw+uv+p(ﬁll+ bsB )] (3.10)

:w(¢+ZT+d2)< ( f?))
= (WwT Ifmwwm " wwﬂm)) (m_"(l_fi» b

b))

A
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(

_ BB
0=wV +0R—pusgS—oS (ﬁll+h+B S+

V+S+I+T+R
Ky

’

AV +S+1+T+ R) (1—

BB
h+ B

O=p<ﬂ;[+ )V—W[-é[_(ﬂl+d1)[+

+ (BII+ hﬁié) i lw+uv +p (ﬁ11'+ fié)] v

_ 1 PeB .
S—alw+uv+p(ﬁﬂ+h+3>]‘/,

_ g (1B \\p
T_¢(¢+MT+d2) <m n(l KB)>B7

= (w<¢+uT 1i2><9+u3> i wwim) (m_” (1 B fi» b

=)

.
O=wV+«9R—uSS—aS—(ﬁll+ BBB>S+

(3.11)

h+ B
1+7T
+A(V+S+I+T+R)(1—‘/+SJr i +R);
Ky
1 BB
S:— I V.
U[W‘HJVJFP(ﬁI +h+B>] ;

ot (non (1)) 5) .

¢(5ﬂ+%) [ap+w+uv +P(5ll+%)]

T:¢(¢+ZT+CZ2) (m_TL(l_f?B))B;
= (w<¢+w Zi)(ewR) *wwim) (m_”(l_fi>)3
(e )

O equilibrio endémico do sistema modelo 3.1 denotado £ é dado por:

A

eP = (8P, 1%, vP TP R B) # (0,0,0,0,0,0). (3.13)



Capitulo 3. Andlise de Estabilidade e Niumero Bdsico de Reprodugdo - Ry 67

onde

SB:i[w-i-uv-l—p(iI (m—n(l—}i))B—i—hﬁiBB)]V

a(7+5+u1+d1)((m—n(l—%))B)
¢(f; (m_n(l_lg))mggg) [ap+w+w+p(if (m_n(l_lg))mgf_g)]
= e (1))

R - (wwa YTt w(eim) (m” (1 - KB)> b

VB =

(3.14)
com B = B(AaMS)MI?MV7#’TMMR’6DBBa KNa K377757 Cb, 07w707¢ap7m7n7 h7d17d2)

A reproducao do vibridao colérico fora do hospedeiro humano é muito baixa em
condigdes normais. A taxa de mortalidade é maior do que da natalidade do vibrido colérico
fora do intestino humano, isto é, m > n. Como SZ, I®, VB TP RP e B siao positivos,

temos o seguinte resultado.

B eriste em ®p e é global as-

Lema 2. Para Ry < 1, o unico equilibrio endémico e
sintoticamente estdvel (Globally Asymptotically Stable - GAS) em ®r \ Dr, fornecido

Ry = Ro(SB, 1P VB T8 RB B)~1 (67).

3.2.2 Equilibrio e Estabilidade Livres de Doencas

Consideramos o ponto de equilibrio livre de doenga como um estado no qual
a doenca nao ocorre na populacao. Naturalmente, isso pode ser alcancado em relagao a

algumas doencas ou como resultado de medidas de controle e prevencao bem-sucedidas.

Quando — = 0, ou seja, quando nao ha novas infecgoes no sistema, ocorre um
ponto de equilibrio livre de doenca. Supondo que todas as outras variaveis permanegam
constantes nesse ponto de equilibrio, podemos resolver a equacao I e encontrar o valor
de I no ponto de equilibrio. Para achar o ponto de equilibrio livre de doenca no modelo,
precisamos encontrar a condicdo onde a taxa de infecgao é zero, ou seja, nao ocorrem

novas infecgoes no sistema.

No equilibrio livre de doenga (DFE) do submodelo para a célera do sistema
3.12, temos que B = 0. Consequentemente, neste equilibrio, temos: I =0, R=0,T =0e

vamos considerar que nao ha transferéncia da populagdo dos suscetiveis para a populagao

A A — pug)K
dos vacinados, isto ¢ V' = 0, entao AS — K—S2 —pusS=0<5=0 vS= (IXS)N,
N

assim teremos o jacobiano:
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O equilibrio trivial, cuja matriz jacobiana calculada no ponto
=(S,1,R,V,T,B) =(0,0,0,0,0,0) é dada por:

AN—ps—o A w+ A A A—06 0
0 —y =0 — pur —d; 0 0 0 0
J() = o 0 —W — py 0 0 0
0 v 0 —¢ — pr — do 0 0
0 ) 0 10) —0 — ug 0
0 (0 0 0 0 n—m

Os autovalores da matriz J(°) sio:

)‘1:_7_5—,“1—(11, >\2=—¢—MT—CZ2, )\32—9—,uR, >\4=n—m,

A5 = (A—(w—l—,us—i-a—l—,uv)—\/(A—(w+us+a+uv))2+4a(w+A),

A6 =

N~ N~

(A= (w+ ps+ 0o+ py) +\/ W+ ps + 0+ py))’ +4o(w + A)

Se todos \; < 0, para ¢ = 1,2, ---6 entdao o ponto de equilibrio trivial é estavel.

O equilibrio livre das bactérias, consequentemente ha a populagao dos

AN—ps—o)K
infectados, cuja matriz jacobiana calculada no ponto, tomando €; = ( Hs A JEn
teremos

= (S,I,V,T,R, B) = (¢1,0,0,0,0,0), é dada por:

s +o—A 2us — N — Bre; 2us — A +w 2us — A 2us — AN —06 —55:1
0 Brer =y =0 —pr—da 0 0 0 ﬂt;;l

J(e*) = o 0 —w — py 0 0

0 Yy 0 —(]5 — Ur — d2 0 0

0 5 0 ¢ —pp—0 0
0 P 0 0 0 n—m

Os autovalores da matriz J(¢*) sao:
AL = pr — da, A2 = —0 — g,

A = s — AN —0 —w— uv+\/u3—A S+w+ ) +42us—A—d+w)o

X ==(—di—v—0—pr+pBres+n—m+ (ﬁjel—7—5—u1—d1—n+m)2+46i€1\11>

—¢—
A3 = EuSA 0—w— ,uv—\/(NS—A—5+w—|—,uv)2~|—4(2,uS—A—5+w)a

N~ N~ N~

€
d1_7_5_“1+5161+n_m_\/(5161—7—5—M1—d1—n+m)2+4ﬁ]21\1;>

(3.15)

Se todos \; < 0, para i = 1,2,---6 entdo o ponto de equilibrio livre das bactérias é estavel.

Ao =

Para encontramos o niimero basico de reprodugao, vamos considerar F— Taxa na

qual novos infectados entram no compartimento i e V— Denota a taxa de transferéncia de
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individuos para dentro e para fora do compartimento i, assim
0
BpB pBpB
1V Vv
rIS S bV 47 g
F = 0
0
0
0
Vv 1+T
AV +S+I1+T+R) (1— +S+K+ +R> FOR+ WV
S
0
v oS
I
T + 01
B
1-— | B 1
n ( KB) +
BeB
1
<MS + Bl + Wt B S
(y+ur+di+9)1
pBpB
- _ 1
V- = <uv+w+pﬁ1 +h—|—B>V
(¢ + pr +d2)T
(LR +0)R
mB
Portanto, considerando V = V=~ — VT, temos que:
dS dI dV dT dR dB\"
—_— Y —,— | =F - 1
<dt’dt’dt’dt’dt’dt> Fov (3.16)
As matrizes jacobianas de F e de V sdo, respectivamente, dadas por:
F=Jg(S,1,V,T,R,B) =
0 0 0 0 0
ppB pBpB Brh
1 1 0 ——=(S+V
Br t B BrS +pBrV. pbr +h+BO (h+B)2(+ )
0 0 0 0 0
— (3.17)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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V=Y -yt
BB V+S+1+T+R
<M5+5M+h+B>S A(V+S+I+T+R)<1 s +0R +wV
(y+pr+di+06)1 0
pBpB oS
(uv+w+pﬁzl+h+B>V _ ;
(¢ + pr +do)T o + 51
(ur + O)R (1 B >B+¢I
mDB n K
(3.18)
PsB V+S+I+T+R
I S—AV+S+I+T+R)(1- —0R — WV
(us+5z t B (V+S+I+T+R) % w
(v+pr+di+6)I1
pBpB
Vv 14 v V—08
pvV + WV 4 pBV + =RV —o
(¢ + pr +do)T —~I
(g + 0)R — ¢T — 61
nB?
—n)B—— — I
(m =B~
(3.19)
V:JV(S7]7R7-B):
#S+511+fiBB,A+2(S+I+IX</N+T+R) B157A+2(S+I+[\</N+T+R) 7A+2(S+I+IX(/N+T+R)*‘*’
0 Y+ upr+di +6 0
- PV Mv+w+p611+pﬁBB
h+ B
0 —y 0
0 s 0
0 —y 0
_A+2(S+I+V+T+R) —A+2(S+I+V+T+R)_9 Brh S
KN KN (h+ B)?
0 0 0
pBeh
’ ’ (h+B)? (3.20)
¢+NT+d2 0 0
—¢ ur +0 0
0 0 on B
m—mn-+ nK—B

Se S = 0 temos ¥ = (SO,IO,VO,TO,RO,BO) = (0, 0, 0, 0, 0, 0) é o equilibrio
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trivial que implica na extin¢do das populagoes, temos:

810 +

0

Bs0
h+0

0

ps — A
0

0 0 0 0 0
pBBO ﬁBh
0 0 0 0
B10 + pBr0  pBr + 530 OER0E
0 0 00 0 000000
0O 00 0 0O
0 0 00 0 ~looo0o000
0O 00 0 0O
! 0 00 0 0O 00 0 0O
0 0 0 0 0 0O 00 0 0O
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
(3.21)
0 0) 0 Bsh
610—A+2K—N 7A+2—wa —A+2K—N 7A+2K7N79 iR
Y4 pr+di+6 0 0 0 0
- T
- 0 ¢+ pr + do 0 0
-0 0 —¢ pwr + 6 0
—v 0 0 0 mfnJrQnL
(3.22)
—A —A-w —A —A—6 0
Yy+ur+di+90 0 0 0 0
0 +w 0 0 0
W (3.23)
- 0 ¢ + pr + do 0 0
—0 0 —¢ ur + 6 0
—9 0 0 0 m-—n

Vamos considerar 71 = (ug — A)(py —w) — 0(A + w)

pv +w  (py + w)[A(pr +6) + 0(A + 0)](¢ + pr + do + 6)[A(ur + 0) + ¢]
T (¢ + pr +d2)(pr + 0) (v + pr +di + 0)7
0 1
Y4+ ur+di+6
o o[A(pr +0) + 5(A + 0)](¢ + pr + d2 + ) [A(ur + 0) + ¢]
sl (¢ + pr +do)(pr + 0)(y+ pr +di + )71
v

0 (¢ + pr +do)(y + pr +di +6)
0 §(¢d+ pr + d2) + (v9)

(¢ + pr + d2)(pur + 0) (v + pr + di +0)
0 (0

(m—mn)(y+ pr +di +90)
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At+w  (ww+w)(Apr+0)+d(A+0)) (uv +w)(A+0)

0
1 (¢ + pr + d2)(ur + 0)T1 (bR +0)11
0 0 0 0
s + A o(A(pr +0) + (A +6)) o(A+6) 0
T (¢ + pr + d2)(ur + 0)71 (bR + 0)71
) (3.24)
0 _— 0 0
O+ pr + da
1
0 ¢ 0
(¢ + pr + do) (g + 6) pr+ 0
1
0 0 0
m—"n
0O 0 0 0 0O
0O 0 0 0 0O
0O 0 0 0 0O
F(EOV () = 3.25
eV 7(e) 000000 (3.25)
0O 0 0 0 0O
0O 0 0 0 0 O

O ntimero bésico de reproduc¢do para o modelo 3.1 para célera no ponto de equilibrio
trivial ¥ = (SO,IO,VO,TO,RO,BO) = (0, 0, 0, 0, 0, 0) é dado por:

Ry =0 (3.26)

Em modelos epidemiolégicos, um valor de Ry = 0 (ntimero reprodutivo bésico) indica
que a doenca nao possui capacidade de se propagar na populacao. Isso significa que, quando
um individuo ¢é infectado, ele ndo consegue transmitir a doenca a outros individuos. Em outras
palavras, apés a infeccdo de uma pessoa, a transmissao da doenca é interrompida, impedindo

sua propagacao.

Do ponto de vista da saide publica, um Ry = 0 é uma situagao ideal, pois significa
que a doenga nao causara uma epidemia ou pandemia. Isto pode acontecer por uma variedade de
razoes, tais como a falta de hospedeiros susceptiveis, a falta de vectores de transmissao eficazes,
uma baixa capacidade de transmitir a doenca entre individuos, ou uma populacdo que é altamente

imune devido & vacinacao generalizada ou a exposicio prévia a bactéria da cllera.

No entanto, é importante notar que, em condigdes reais, é extremamente raro
encontrar uma doenga com um Ry absolutamente zero. Em geral, um Ry = 0 é mais uma
abstracao tedrica usada para explicar certas doencas com transmissibilidade tdo baixa que uma

epidemia nao pode ser sustentada.
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Kn(A -
SeS#0ee; = Mtemoss* = (S*, I*,V*T* R* B*) = (e, 0, 0, 0, 0, 0)

é o equilibrio livre da doenga para (A — pg) > 0, assim:

0 0 0 0 0 0
B0 pBB0 peh
0+ — 0 0 0 0 ——— 0
Br 10 Brex +pBi0  ppBr o (h+0)2(61+ )
0 0 0 0 0 0
F(e*) = (3.27)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0O 0 00O 0
0 Bres 0 0 0 2B
h
0O 0 000 0
_ (3.28)
0O 0 00O 0
0O 0 000 0
0O 0 00O 0
MSJFBI(HhBiOO_AJFZ(elJrOJ;((JJVJrOJrO) 5161—A+2(61+0—;{?V+0+0)
0 y+pr+di+96
V(e¥) = —o PBi0 (3.29)
-
-0
-
B (1 +0+0+0+0) _ (1 +04+0+0+0) (1 +0+0+0+0) Beh
A+2 n w A+2 T A+2 Kn 0 (h+0)261
0 0 0 0
pBs0 pBBh
uv+w+p610+h+0 0 0 (h+0>20
0 &+ pr + d2 0 0
0 —¢ pr+0 0
0 0 0 m—n—l-f(—t;o
261 261 261 261 261 ﬁB€1
0 y+pur+di+9 0 0 0 0
V(e*): —0 0 ny + w 0 0 0
0 -y 0 ¢+ pr + do 0 0
-6 0 —¢ ur +0 0

— 0 0 0 m-—n
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0 0 0 00 0
Brex N YBper 00 0 Bpel
yH+pur+di+0  h(y+pr+di+6)(m—n) h(m —n)
FEe )V e =0 0 000 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
o PrENA — ps) VB KN (A — ps) 0 0 o BBEN(A-ps)
Ay +pur+di+9) hA(y+pur+di+96)(m—n) hA(m —n)
— 10 0 0 00 0 (3.30)
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0
O nimero bésico de reproducao (Rp) para o modelo 3.1 para célera é dado por:
Kn(A - Ky(A -
RO _ p[F(g*)V—1(€*>] _ /BI N( ,LLS) + r(/]/BB N( HS) _

Av+pr+di+6) hA(y+pr+dy+6)(m—n)
(3.31)

_ Kn(A — ps) B, +
A(y + pr +di +9)

YEN(A — ps)
hA(y + pr +di + 6)(m —n)

BB = Ro, + Rop

onde Ry, ¢ o nimero reprodutivo basico parcial induzido pela transmissao do meio
ambiente para os humanos e Ry, ¢ o numero reprodutivo basico parcial induzido pela transmissao

de humanos para humanos.

A cblera pode ser eliminada da comunidade (quando Ry < 1) se os tamanhos
iniciais das subpopulagdes do modelo estiverem no seio de atragdo de £*. Neste caso (quando
Ry < 1), a introducao de individuos infecciosos em uma comunidade de suscetiveis ndo induz

automaticamente uma epidemia surto.

Se Ry < 1, entao, o equilibrio livre de doenga £* do sistema de sub-modelo 3.1 é

global assintoticamente estavel (globally asymptotically stable - GAS) em &7 (59).
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4 O Método dos Elementos Finitos

Uma alternativa para aproximar numericamente a solugdo evolutiva do sistema 2.15
seria utilizar o método das Diferengas Finitas no espago com um método de passo simples. Contudo,
as caracteristicas geomorfologicas do dominio (representadas pelo mapa de Mogambique) podem
demandar uma abordagem por meio do Método de Elementos Finitos no espaco, utilizando a
formulacdo variacional. Esse método se destaca pela eficiéncia no tratamento de irregularidades nos

parametros e nas condigoes, proporcionando uma modelagem mais precisa dessas complexidades.

Neste capitulo, sera feita uma breve descricdo do Método dos Elementos Finitos,
que é usado para encontrar solu¢des aproximadas de equacoes diferenciais parciais complexas,
como a aproximacao espacial da solu¢do de um problema de formulacao variacional descrito mais

adiante.

Considere o sistema 2.15 em um dominio espacial limitado por V(z, y) € 2 < R?
eteJ c (0, Tf] o dominio temporal onde o Ty é o tempo final, com contorno suave 0f.
Assumimos que todas as populagoes permanecem confinadas ao dominio €2 por todo o tempo
logo, o sistema 2.15 do modelo em estudo esta sujeito as condig¢oes de contorno de Von-Neumann
homogéneo (69), dadas por:

ovy 0§ _(3[‘ _Jary  0R 0B

s - = = = - = = 4.1
onlea  odnlea  odnlea  dnlea  onlaa  oOnlen 0 (4.1)

0
onde — ¢ a derivada normal a fronteira 0f) para as populacoes e para as varidveis dependentes.

on

4.1 Formulacio Variacional do Modelo VSITRS — B

Nesta se¢do serd apresentada a formulacao variacional do nosso modelo em estudo,
conhecida como formulacdo fraca. Segundo (70), sobretudo em fungdo do dominio adotado,
nao existe uma expressao para a solucdo analitica (existéncia e unicidade de solugdo) para o
sistema 2.9 dado. Uma alternativa para construir a solugdo é a aproximagdo numérica e para essa
aproximacao, vamos descrever o sistema 2.9 na formulagao variacional, ou seja, a formulacao fraca.
Esta formulacao se presta a colocar o problema de modo a utilizar a aproximagao do tipo Galerkin,
em espago bem mais permissivos, por assim dizer, que os classicos. O Laplaciano é considerado
como um operador no espaco de Hilbert LQ(Q) com 2 dominios diferentes, correspondentes as

condigoes de Dirichlet ou Neumann, respectivamente:
C%H(Q) :={feC*(Q) | f(r) =0, Vre dQ} (4.2)
C%(Q) :={feC?*Q) | n-Vf(r) =0, Vre dQ} (4.3)
onde n é o vetor normal & hiper-superficie 052.

Lema 3. O Operador Laplaciano, com um dos dois dominios 4.2 ou 4.3, satisfaz as sequintes

propriedades:
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i) Ele é hermitiano com respeito ao produto escalar em L*(Q).

i) Todos os auto-valores sao nao-positivos (< 0). Se considerarmos o dominio 4.2, 0 ndo é um
auto-valor, mas 0 é um auto-valor se considerarmos o dominio 4.3, 0 é sim um auto-valor

(0s auto-vetores sdo as fungoes constantes).

A formulagao variacional para a equagao diferencial parcial descrita em 2.9 que
representa a concentracao de individuos (humana ou de bactérias) que é transportada por difusao
e advecgao.

A formulacgéo variacional forte e fraca sdo abordagens matematicas utilizadas na andlise e resolucao
de problemas de equacoes diferenciais. Na formulacao variacional forte, o problema é expresso
em sua forma original, que é uma equagao diferencial parcial (EDP) com condigdes de contorno
e exige que as solucoes atendam a todas as restricbes impostas pelas equacoes e condigoes de
contorno (71). As solugdes sdo procuradas em espagos de fungoes especificos, chamados espagos de
Sobolev. Enquanto que na formulacao variacional fraca, o problema é reformulado e introduzindo
um principio variacional, envolvendo a multiplicacdo da equacdo diferencial por uma fungao teste
(funcao de peso) e a integragdo por partes (70). A formulagdo variacional fraca relaxa as restrigoes
impostas pela formulacao forte, permitindo que solugdes aproximadas sejam encontradas em
espacos funcionais mais amplos, resolvendo problemas mais complexos, com coeficientes variaveis,
geometrias irregulares ou condi¢bes de contorno ndo homogéneas. A principal vantagem da
formulacdo variacional fraca é que ela permite o uso de métodos numéricos de aproximacao, como
o método dos elementos finitos, para encontrar solugdes aproximadas de forma eficiente e precisa.
Esses métodos discretizam o problema em uma malha finita e aproximam a solugdo dentro desse

espaco discreto(72).

Para obter a formulagdo variacional, multiplicamos ambos os lados da equacao 2.9

por uma funcao teste v, integramos sobre a regido de interesse {2 e usamos a integragao por

partes:
oC
E—QACUFV-VCW—;LC:)J (4.4)
i
oC
i (aACYv + (V- VC)v + uCv = Afv.
Integrando

J {6011 — (aAC)v+ (V-VC)v + /,LCU:| dl = J Afodl

ol ot Q

Yo e V = {’U)EHI(Q):'UJ|aQ =0} e f C(z,y,0)vdl = J Co(z,y)vdl, Yv € V.
Q Q

Separando em soma de integrais, teremos

a—cvdl - J (aAC)vdl + J
Q

(V- VC)vdl + J uCud =J Afudl.
q Ot Q Q Q
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Como V =V (U, V), com U e V constantes, entdo podemos escrever

usando o teorema de Green para a integral j AC wdl, Yt e J < (0, Tt] temos:
Q

J 5cvdl+aj VC’-Vvdl—on acvd’y%—Uj ﬁvdH—V wvdH—j uCUdlzJ Afudl,
o Ot Q a0 01 o Oz o %y Q Q
C : . : . P
onde F é a derivada normal & fronteira 0€) para as populagoes e para as varidveis dependentes.
n

. - , oC .
Considerando as condi¢ées de contorno de Von Neuman homogénea 87‘69 = 0, assim temos:
n

oC oC oC
J —vdl + af VC -Vudl+U | —ovdl+V | —wvdl + f pCudl = f Afvdl. (4.5)
o Ot 0 Q 0 a0y 0 0
No contexto da formulacao variacional fraca, é possivel aplicar o principio de Galerkin,
onde a funcao teste é escolhida a partir de um subespaco do espaco de Sobolev, permitindo a
utilizacdo do método dos elementos finitos, que é amplamente utilizado na prética para resolver

problemas relacionados com o fluxo.

A igualdade 4.6 relaciona o termo fonte com as condi¢es de contorno de Neumann
do problema em estudo. Ela é bastante explorada em trabalhos de identificagdo de fontes (71) e
(73).

Seja S(Q) um subespaco de L*(Q) := {U :v definido em Q tal quej lv|?dx < oo}
Q

que é um espaco de Hilbert em relacdo ao produto interno (u,v) := f u(x)v(x)dx o qual
buscaremos solugdes para o Problema 4.6. Definindo
B(f,v) =X fovdl (4.6)
Q
para todo par (f,v) € S(Q) x V() e

para todo v € V(), temos que B é uma forma bilinear e L um funcional linear. Note que, se fé

solucao do Problema 4.6, temos que

para todo v € V().

Para este problema nao podemos ter S(Q) = L?*(Q), pois nio teremos unicidade de
solugao. Este fato nos leva a procurar algum S(Q2) de forma que possamos aplicar o teorema que

se segue, 0 qual garantird a existéncia e estabilidade das solugoes do Problema 4.6.

Teorema 5. Sejam (U,||-||v) e (V|| -|lv) espagos de Hilbert sobre R. Se B : U xV — R é

bilinear e L : V- — R € linear e continuo, entio (1) < (2), onde
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1. a) existe um, e somente um, u € U tal que B(u,v) = L(v), para todo v e V;

b). existe C' > 0 tal que |ully < C||L|y, para todo L € V'

2. a). existe C1 > 0 tal que |B(u,v)| < Ci||ully - ||v]|v,
para todo u € U e para todo veV ;

b) existe Ca > 0 tal que

inf

su
uelU,u#0y D

ueV,u#0y ullu]v][o

( B(u,v) > > Oy, (4.7)

¢) se B(u,v) =0, para todo u e U, entio v =0y .

O Teorema 5 é referido como Teorema de Banach-Necas-Babuska em (70), onde
¢é enunciado e provado tendo em consideragdo U como um espago de Banach e V de Banach

reflexivo. Geralmente, este teorema ¢é usado para provar problemas diretos em EDPs.

O método de Galerkin (1871-1945) foi o primeiro a estudar solu¢oes aproximadas
(solugoes em espagos de dimensao finita) de problemas variacionais definidos em espagos de

dimensao infinita.

v

on
ov 0Ov 9 ,
Ftiem eL (Q)}, YVt € J e para cada t fixo, u € W e v € V. Também requeremos o produto
T oy
interno L? na fronteira 0. Definimos os seguintes produtos internos:

Seja W = L2([0,T}],V), onde V = {v e HY(Q), |, = o}, HY(Q) = {v e L2(Q) :

(ulv) = f wv dzdy, (u,v) = J u-v dy,
“ ; (4.8)
(Vul||[Vv) = J Vu-Vu du e J Vu-Voudu = f s — f vAudz.
Q Q o0 On Q
Rescrevendo a equacao 4.5, teremos:
oC oC oC
<0t v> —ac - (ACv) + Uc <§$’v> + Vo (ay’v) + 1(Clv) = A(f]v) (4.9)

oC
aplicando a relagdo de Green teremos —ac - (AC|v) = ay (VS||Vv) — ay (877}1})’ sujeito as

condigoes de contorno de Neumann homogéneo 87’69 =0, entdio —ag - (AS|v) = ag(VS||Vv).
n

Assim
oC oC oC
(at’v) + ac(VC||Vv) + Uc (03: U) + Ve <0y‘v> + u(Clv) = A(C|v) (4.10)

Esquema para as discretizagoes basicas para a formulagao variacional (74).
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a(u,v) =

veV

Equacgao Variacional

f ()

a(up,vp)

Método de Galerkin
= f(vn)

UhEVh

L,

= Problema Variacional
Simetria min j(v)
veV
— Método de Ritz
Simetria min j(vp)
Vp € Vh
1

1=1,.

Equagéo de Galerkin

Z a(ps, 01)S; = f(:)

Y

Equagéo de Petrov-Galerkin

Z a(pj,vi)S; = f (1)
B i1=1,...,.N

Fonte: Autor.

Multiplicamos as equagoes do sistema 2.15 por uma fungao qualquer v € V, (z, y) €

e t € J para obter:

ot

=A[(V+S+I+T+R) <1—

+w(V|v) — o(S|v) + 6(R|v)

ot

oT
ot

ot

ot

((95 v) —ag - AS‘v (Vg - VS‘U + us S|v

(03 v) —ap- AB|U + (Vg - VB|U +m B|v —nB!v)—

— BI(IS|U) —

V+S+I+T+R> }
‘v +
ks

B (thBBS’v> ;

<aI’v>—a1 (AIfv) + (V- VI|v) + (ur + di)(I|v) =

B
BB <h BS‘ )+ﬁ1 [S”U + v I}v + pfr IV‘U — pBB <h+BV’U>;

i
ot

= o(S|v) —w(V|v) = pBr(IV|v) — pBs <

v) —ay - (AV|v) + Vy - (VV ) + py (V]v) =

v|>

( v> —ar - (AT) + (Vo - VT|v) + (pr + d2)(T|v) = v(I|v) — ¢(T|v);

<6R v) —ag - (ARv) + (Vg - VRJv) + (urRv) = ¢(T|v) — 6(R|v)

kp

I (B2|o) + ¢(I|v)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Aplicando a relacdo de Green teremos:

—ag - AS’U = ag(VS||Vv) — ag <8S’ );
on

—ay - (AIv) = ar(VI||Vo) — oy <g£’ ); (4.17)
0

—ar - (AT|v) = ar(VT||Vv) — ar aﬂ

'U> 3
—ay - (AV|v) = ay (VV||Vv) — ay <(?;’v> ;
—ag- (AR) = ar(VR||Vv) — ag <Z§) >;
0

—ap - (AB|v) = ag(VB||Vv) — ap <£’ >

O sistema modelo esté sujeito as condi¢des de contorno de Neumann homogéneo

(69), dado por:

aa‘; oo ?75;)09 - 2717’09 - Zﬂag - (Zj’aﬂ gf’m 0. Assim, (4.18)
—ag - (AS|) = ag(VS||Vv); —ar - (A |v) = a(VI||[Vv);
—ar - (ATv) = ap(VT||Vv); —ay - (AV|v) = ay (VV||Vv); (4.19)
—ag - (ARv) = ar(VR||[Vv); —ap - (ABv) = ap(VB||Vo).

Substituindo 4.19 em 4.11, 4.12, 4.14, 4.13, 4.15, 4.16 e utilizando que V = (V;,V3)

que é constante, temos entdo a formulacao variacional dada pelas seguintes equacoes:

08 oS 08
(at’”) +as(VS||Vo) + Us <ax)”> + Vs (ay’v> + ns(Slv) =

=APV+S+I+T+M(1—V+S+é+T+R>%}% (4.20)
ammaw@)umwwﬁmwh)/%<h53ﬂ0;
(Zﬁ>+advmvw+lh<?—>+WG(5\> (1 + di)(I[v) = Br(IS|v)+
(4.21)
85 (h+ BS‘ ) —y(Iv) = 8(I|v) + pBr(IV|v) + pBr(IV|v) + pBa <h+ BV’ >
<ZW>+aﬂvnwm+t@(g%)+vrcgﬁ)+wT+®XHW= .

= y(I[v) — ¢(Tv);
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(Z’v) + ay(VV||Vo) + Uy (Z‘v) W <?;‘v> + (uvV]v) =
(4.23)
= o(8lo) ~ (V1) = p5i(VI0) - s (o5 VI )
<a£’v) + ar(VR||Vv) + Ur <g§‘v> + Vi (Zj‘v) + (urR|v) = H(T|v)—
(4.24)
—0(R|v) + 6(I|v);
<&£lv) +ap(VB||V) + Ug (gfﬁ) Vs @f‘v) + m(BJv) = n(Blv)—
(4.25)

= (Bo) + v(I]o)

Assim, as condigbes de contorno sdo integradas ao modelo V.SITRS — B em anélise,
conforme delineado pelas equacoes do sistema. Este modelo é especificamente desenvolvido para
investigar a disseminacao da célera nas regioes centrais de Mocambique, embora sua aplicabilidade
possa ser estendida a qualquer area geografica. A andlise realizada até o momento demonstra essa
versatilidade. Em seguida, serd exposto o Método de Elementos Finitos para a discretizacao das
varidveis espaciais, empregando o método de Galerkin-Ritz, e para a variavel temporal, utilizando

o método de Cranck-Nicolson.

Este método segmenta o dominio do problema em uma malha composta por elementos
finitos discretos. Esses elementos sdo pequenas regioes geométricas definidas por nds ou pontos
de intersecdo. Dentro de cada elemento, o problema das condi¢bes de contorno é aproximado,
convertendo assim o problema original em um conjunto de equacdes algébricas. Essas equacdes

podem entao ser resolvidas através de métodos numéricos (75).

Para alcancar a aproximagdo numeérica desejada, o problema serd abordado conforme
definido pelas equagoes 4.11, 4.12, 4.14, 4.13, 4.15 e 4.16. A discretizacio espacial serd realizada
utilizando o método de Galerkin-Ritz. J4 para a discretizacdo temporal, serd empregado o método
de Cranck-Nicolson, tratando assim as varidveis espaciais e temporais de forma respectiva e
adequada(75) e (72).

4.2 Discretizacao Espacial: Método de Galerkin-Ritz

Com base na formulacao variacional fraca do problema em estudo, vamos construir
uma solucao numérica que passara pela discretizagao da equacao utilizando o método de Galerkin-
Ritz que consiste em procurar uma fungao Cj, tal que ||C' — Cpl|12(q) seja sempre pequeno Vt € J

dentro do espaco considerado. A existéncia e a unicidade da solucao do sistema formado pelas
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equagoes 4.11, 4.12, 4.14, 4.13, 4.15 e 4.16 é assegurado por (72), permitindo a aproximacao da

solugdo desejada usando Galerkin-Ritz e Cranck-Nicolson.

Vamos considerar a triangulacgéo 7; que é convencionada sobre o conjunto €2 dada
pela unido finita de k € 7, elementos finitos, no sentido de se ter €, — €2, onde h indica o
refinamento da triangulacao Ty, as funcdes vy, € Vy, sdo polindmios no espaco dos polindmios
P, = {’Uh|k;’Uh € Vy,} tal que k € Ty, e existe uma base B = {1, p2,- -+, pn} no subespago Vy, de
Y de dimensao finita. Assim sendo, a solugdo das equagoes 4.11, 4.12, 4.14, 4.13, 4.15 e 4.16 sera
a combinagdo linear do elementos da base (75), (76). Vamos construir as fungoes Vy,, Sy, I, T,
Ry, e By, que aproximam as solugbes procuradas para V', S, I, T, R e B que seriam da seguinte

forma para o problema abaixo:

oS, oS, oS,
(ath Uh> + as(VShHVUh) + Ug (axh Uh> + Vg (ayh‘vh> + ,us(Sh”Uh) =

I T,
=A<(Vh+Sh+Ih+Th+Rh) (1_ Vh+Sh+Kh+ h+Rh) ‘Uh,> N (4.26)
s
By,
+¢9(Rh|vh) - U(Sh|vh) + W(Vh|vh) - ﬂ[(IhSh|Uh) — BB <h Sh‘”h) ;
+ By,
ol ol ol
<5th Uh> + CM[(VIhHVUh) +Ur <a£‘vh> + VI (ayh‘vh> + (pur + dl)(Ih|v) =
B B
= pBr(InVa|ve) + pBe <h +hBh Vh‘”h) + B1(InSw|vn) + Bs (h +%h Sh’%) (4.27)
—6(In|vn) — y(In|vn);
A% A% oV
(ath‘vh> + av(VV|[Vug) + Uy (axh‘vh) + W (ayh’vh> + (v Valon) =
(4.28)
B
= 0 (Sh|vn) — w(Vi|vn) — pBr(InVi|vn) — pBa (h +hBVh|’Uh> ;
oT; o7, o7,
J’vh + ar(VT,||Vur) + Ur J‘Uh + Vr J”Uh + (pr + d2)(Th”l}h) =
ot ox oy
(4.29)
= y(In|vn) — ¢(Th|vn);
oR R oR
<5th vh> + ar(VRp||Vup) + Ur <axh‘vh) + Vg <ayh‘vh> + pr(Rp|vn) =
(4.30)

= ¢(Th|vn) — O(Ru|vn) + 6(In|vn);
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0B 0B 0B
<ath Uh> + OzB(VBhHVUh) +Up <axh‘vh> + Vs (ayh’vh> + m(Bh|vh) =

(4.31)
n
= n(Bp|vp) — F(B%’Uh) + ¢ (In|vn)
B
As novas solugoes do problemas na base B = {¢1, @2, - , pn} de uma base Vj, com
(x, y) € Qe Vte (0; T¢] procuradas sao da forma;
N N
(z, v, £) = > S (s, v); In(z, y, 1) = Y, Li(t)e;(x, v);
7=1 Jj=1
N N
Vi(z, v, 1) = Y, Vit)p;(z, v); Ti(z, y, ) = Y, Tj(t)e;(x, y) (4.32)
j=1 Jj=1
N N
Ru(z, y, t) = >, Rj(t)p;(, v); (2, 9, 1) = ), Bi(t)g;(e, v)

.onde S;(t), I;(t), V;(t), T;(t), R;j(t) e Bj(t) para j = 1,2,---,N s@o os coeficientes das
combinagdes lineares. Usando as condic¢des iniciais dadas, teremos:

N
Sho(,y) = Sn(x,y,0 ZS )i (@,y); Tng(x,y) = In(w,9,0) = > I;(0); (2, v);
7j=1

Mz

Vho('x:y) Vh € yv 90] z y Tho(xvy) = Th(xvy70> =

=

\
I
—_

T(0)pj(z, y);

J

Rho(xay) Rh €T yv

\Mz

(0)pj(z,y) e Bpy(x,y) = By(z,y,0) 0)p;(z,y).

an

(4.33)
Para abordar as aproximagoes da solugdo do problema descrito pelas equacoes 4.26, 4.27, 4.29,

4.28, 4.30 e 4.31, serdo consideradas as derivadas respectivas no espaco e no tempo. Estas
derivadas sdo fundamentais para a analise e solu¢do do problema, permitindo uma compreensao

detalhada das variagoes e comportamentos das varidveis envolvidas tanto no espago quanto no
tempo.

(0S N ds oI N dI

Tth('xa Y, t) = Z t] (t)%(x, y) 7:(%’, Y, t) = Z 7;(75)()0] (:Ea y)
7j=1 Jj=1

S RSN Ol N %

oSy, N Op oIy, 2 dp

—(x, y, t) = Si(t)—L(x, —(x, y, t) = Lit) 2L (x,

e 0= ES0F @ |G 0= L0y
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(OR N dR ( oV N dv;
Tth(x7 Yy, 1) = Z Tj(t)(pj(xv Y) Tth($’ Yy, 1) = Z ﬁ(t)g&](I, Y)
7=1 7j=1
oR ol 0 oV N 0
{0 = Y RO @y @ 0= Y Vi @) (435)
7j=1 j=1
OR), & 0p; Vi & 0p;
5 @ v t)—;w)a(x, v |, @t —;wwa(x, )
(0T, N dT; (0B N dB;
S w =3 (e y) |y )= Y (e, v)
7j=1 7=1
oT, al 0p; 0B N 0,
oty = Y BT @ y) T = VB0 @y (430)
j=1 j=1
5Th N 5g0j th N a(pj
—(x, y, t) = T;(t)—(x, —(z, y, t) = Bi(t)—(x, y).

Reescrevendo o sistema de equagoes 4.26, 4.27, 4.29, 4.28, 4.30 e 4.31, teremos para

cada populagdo:

e Suscetiveis

Y, dS; N (00
27 goj|vh +OstS VQOJHVvh +USZSJ<&E ’Uh> +

2 g
7j=1 Jj=1 J=1
N a N N
Vs Z S; ( k (w) s Y Sieslon) = A STV (efon) + A0S, (ol +
Y N j=1 N j=1 j=1
+A Z i (pilem) + A 2, T3 (esfen) + 4 2, By (esfen) =
/{:1N N o !

~a 205 2 (Viet Sk T+ Tic + R (pyionlon) +

<.
=
L3
ol
I
L

g
=
=

(Vi + Sk + I + T, + Ry) ((p]gok}vh)

<
Il
—
B
Il
—

(Vi + Sk + I + Ti + Ryi) (0j%0|vn) —

=
L=

<
Il
it
bl
Il
—_

(Vk + S+ I+ T + Rk (‘P]Wk‘vh)

<
Il
—_
Bl
Il
—

|
25»m>m>w>
M=
=
M=

(Vk + Sk + Iy + T, + Ry) (cpjcpk‘vh) +

1=
s
1=

<
Il
—
Bl
I
—_

+6’Z go]’vh —UZS %‘Uh —i—wZV goj‘vh
'—1

j=1 J=
N
—Br Z S Z Ii(¢jer|vn) — Ba Z S'Zkil (050k|vn)

N
j=1 k=1 j=1 h Zk:lBk
(4.37)
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. Infectados

N N
0p;
; dfj Soj|vh) + af 2 I;(V;l[Vur) + Ur Z I <51L']‘Uh) *

7=1

+VIZI <‘Uh> (pr + dy) ZI (@jlvn) =

j= 1
= pBr Z v Z Ie(jk|vn) + Br Z S; Z I(pjepn|vn) + (4.38)
j=1 k=1 j=1 k=1
N N N N
2e—1Br Q-1 B
+pBs ) Vi—=E8—— (wjvrvn) + Ba : (@jpK|vn)—
421 jh+ZleBk i) ]231 h+ 35 1Bk o
N N
—y Y Ii(eglon) — 6 Ii(pslvn)
j=1 J=1

e Vacinados

Ndv; U (Vosl[Von) 4 U Sy (2%
ZT%’”h +04VZ (Ve[| Vun) + VZ j (%U‘ +
7j=1 j=1 j=1
N o0, N
+W Y (8; ‘%) + pv Z Vi(jlon) = o > Siilvn)—
= =1 (4.39)

—pBr Z v Z Ii(jn|vn) —wZ Vi(pjlvn)—

j= 1 = Jj=

Zk 1 B
—pBB Z j (Pk|vn)
j=1 h + Zk 1Bk

e Tratados

N, dTy
pa = 2 (@jlvn) +04TJZ:T (V|| Vup) +UTZT <‘vh>
N d0; N
+Vr ). Ty (ay]’vh> + (pr + d2) Z Tj(@jlon) =~ Z Ii(pjlon) — ¢ . Tiwjlvn)
j=1 j=1 =1 =1
(4.40)
¢ Recuperados
S 45 R;(V;||Vop) + U g, (2
Z:]CT %{’Uh +04RJZ:1 ©jl|Vun) + RZ i\ 2r ‘Uh +
N
+Vr Z R; (ayj‘vh> + 1R Z Rj(pjlvn) = ¢ Z Ti(¢jlvn) (4.41)
]\?:1 N 7j=1 7=1
+6 3" Ii(pjlon) — 6 Y R()]vn)
j=1 J=1
o Bactérias
NdBj . NB-V'V UNB‘ a@]
; 7(%\%) +06BJZ_1 i(VoillVun) + Up 2 i\ 2, ‘” +
o
+Vg Z B; ( 6y ‘vh> + mz Bj( goj‘vh =n Z B;( ij’vh (4.42)

=1
N
—lZB] Z By (¢jpx|vn) +UJZI ®jlvn)

]]. k=1 j=1
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A condigdo necessaria e suficiente para que as equacoes do sistema de equagoes 4.26,

4.27,4.29, 4.28, 4.30 e 4.31 sejam satisfeitas para todo vy, € V}, é que elas acontecam para qualquer

@i € B base de V, (76). Assim,

e Suscetiveis

N

’} .

Z L(p;lpi) + as Z Si(VeillVe) +Us Y. 5 (}if
1

%’) +
= j=1 j=

N
z) + ps Z Sj(wilei) = A Y S (wiles) +
j=1

j=1

5%
+Vs Z S; <aj
j=1

N N N
+A Y Vi (pslei) + A DT (wlen) + A D Ty (pslei) + A D) Ry (i) —
2 & L -
/.\7 N N J J J
“Ks DS Y (Vi + Sk + I + Ti + Ri) (050n]i) —
k=1

=z

—_

.
—

-
2l

(Vi + Sk + Vi + T + Ri) (@j0k|0:) — (4.43)

Mz

N
Kg &7

_FSZ%

<
—
x5
Il
—

2l

=

(Vi + Sk + Ie + Tx + Re) (@j0] 1) + w Z Vi(ojlei)—
]:1

=1
D=

(Vie + Sk + I + Tis + Ri) (50| 0i) — o Z Si(pilei)—
j—l

-
g
Mz

— = N'T
Kg &7

A
K -

j=1
N

_ﬁl Z S]

j=1 k=1 j=1

<
_
bl
Il
—_

=2

(Vie + Sk + I + T + Ri) (050n|01) +92R (05]:)—
1 Jj=1

k

N

> Iuleipelen) ,BBZ h%’“zfv 5, (Pivele)
k=1

Mz

R;

e Infectados

Ey
%%’)Jr
T

2 ¢J|¢z+a121v90g||wl+mz (%

= N do; a N N
+Vr Z < g . ) (pr + d1) Z Ii(jlei) = Br Z S; Z In(pj0n|ei)+
Jj=1 y j=1 j=1 k=1 (4'44)

N N N Z
+pB1 D, V; D Inwjon|en) + Bs Y, S; 'kil (050K| i)+
j=1 k=1 j=1 h Zk 1 B

y 7ZkN By,
+pBB Y, Vi—E= = (pjprlei) — (v + ) Y Ii(ps]e:)
]Zl "h+ S0 Be o 2 iles

¢ Vacinados

N, dv; dp;
Zd— ©;ilei) +avZV (Ve;l|Vei) +UV2V 83: i | +

a
a ) N N
+Vy Z v <ayj z) + Z Ri(jlei) = Z (@ile1) —w Y, Vilos]oi)—
]:]\} N Z
—pBr Vi ), Tu(pserles) — pBB Z e L2 (wjer|e:)
j h+ Zk 1Bk

— j=1
j=1 k=1 j=1
(4.45)
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o Tratados
N T dp;
Zdtm%+WZTv%W%+WZT<a >
- N 0; o N N
+Vr )T ( e ) (ur + da) 2 Ri(pj|pi) = Z (esler) — 6 D) Tileps|es)
J=1 j=1 j=1
(4.46)
¢ Recuperados
Y, dR; y O
Z 2 (5]¢2) +aRZR (Vo] Vi) +URZR]<(% @i)+
Jj=1 N o Jj=1 v
Vi 3 8 (2]a) n 33 Ryl = 6 2 Tl (1.47)
]\?:1 N 7=1 7j=1
+6 " Ii(pjlei) — 6 ) Ry(ps]e1)
j=1 j=1
o Bactérias
idBy+Zva|v +UZB‘9 )+
= dt 90] (Pz OZB] ! Pj 901 B ox ©i
N N
+Vs Y. B; ( 2 %‘) +m 2 Bj(pjlpi) = (4.48)
J=1 J=1

N n N N
:nZBj((’Oj|QD")_KiBZ]1 Z 90J90k|90@ +¢ZI 90]|SD7J
j= k=1

J=1

4.3  Discretizacao Temporal: Método de Crank-Nicolson

Para discretizar a varidvel temporal vamos recorrer ao método de Crank-Nicolson,
com o objectivo de aproximar a solucdo do modelo, na formulacdo variacional constituido por
um sistema nao-linear de Equagdes Diferenciais Ordinarias sobre J definidas em 4.43, 4.44, 4.45,
4.46, 4.47 e 4.48.

Neste esquema numérico, inicialmente vamos dividir o intervalo temporal [0, T']
em M subintervalos regulares de tamanho At, de tal forma que a particdo uniforme resultante
dessa discretizacao seja dada por {0 = tg, t1, to, -+ ,tpr = T}. O método de Crank-Nicolson

consiste em escrever o sistema de equagdes 4.43, 4.44, 4.45, 4.46, 4.47 e 4.48 considerando Pode-se

At
constatar que tp1 —t, = At, t = 1,10 = lp + 5 paran =1, 2,---, M — 1, aplicando no
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sistema e as respectivas derivadas obtemos as seguintes aproximagoes (75):

S L5 g, S _ gt
Si(@, Yy tnsrpp) = F————— e 2 (@ Y lnpap) =
(n+1) | 7(n) (n+1)  4(n)
I+ 1 dI; LY I
Lj(x, 4, tosrje) = % © dTJ (%, Y, tnyrp2) = TJ
(n+1) (n) (n+1) (n)
V. + V. dvV; V. -V
Vi@, y, tnyije) = % e d—tj (2, Y, tny1)e) = %
(4.49)
(n+1) (n) (n+1) (n)
T + T T. T! _ 7
T‘j(l‘, Y, tn-‘rl/Z) = % [§] ditj (.I‘, Yy, tn+1/2) = %
N R§n+1) + R§n) dR] N R§n+1) _ Rj(n)
Rj(% Y, tn+1/2) = f e W (m, Y, tn+1/2) ~ A—t
N Bj(n+1) _|_B](n) dBJ N B(n+1) _B](n)
B](Jh Y, tn+1/2) = f (§ dt (.’E, Yy, tn+1/2) ~ T

Segundo (75) e (72) o método de Crank-Nicolson é um método numérico de segunda
ordem de aproximacao temporal e é numéricamente estéavel se comparado com outros métodos

numéricos de diferencas finitas.

Substituindo as relagoes 4.49 no sistema de equacoes 4.43, 4.44, 4.45, 4.46, 4.47 4.48

teremos:



Capitulo 4. O Método dos Elementos Finitos

89

e Suscetiveis

=1 i=1

_f/(\s ﬁl S](”“); 4 kil <5§”+1>2+5£n>>] (pseklei) -
_[?S ﬁl Sj(nﬂ); Sj(n) é (1,g”+1>2+ 1,5}”)] (pseklei)
_IJ(\s é S(”“); A é (Vk(nﬂ); Vk(n)) (wienlei)
_I?s i S(”“); 24 é <Tl§nﬂ)2+ Tén)) (wsenles)
_I?S ﬁl SJ(HH); x é (RI(JLH)J Rém) (v5eklei)
_f[(\s JJZ:V; I](”“); L é (3,§"+1>2+ s )] (espklei) —
_f?s jil Ij(nﬂ); L ;:Zi (1,g"+1>2+ 1,8”)] (eslei) =
_I?s i Ij(nﬂ); Y é (ka”H); Vk(n)) (psenlei) -
_f[(\s ﬁl I](”“); L é (Ténﬂ); i ) (@spklei) —
_I?S ﬁll Ij(nﬂ); i ]ZV: (RI(JLH); Rl&n))_ (esenlei) =

(ej0K|ei) —
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_I?S :Ji V](n+1)2 V(n) I:Zj:l (T (n+1) +T > %@km
i n+l n n
_I/(\S Jivj(ﬁL);—VJ()él(R( +1) ) %wk‘%
_I?s i Tj(nﬂ); i é (SI&HH +5” )] (@srler) —
- i Tf”“); i ki (1,2"“ Yy ] ol
_f?s ]]Zi Tj(nﬂ); 2 é (v,j"“); Vk(n)) (psnlei)
_I?s i T}”ﬂ); T]("> é (T,ﬁ”ﬂ); T,En)) (sonlo0) -
_I?s é Tf”“); i é <R2n+1)2+ Rén)) (k|3
- I?S i Rj(.n+1)2+ R é ( S£n+1>2 N S,i"))] (orolod
- I/{\S JJZ_V; R§n+1)2+ R I:Z:V]l ( I,gnﬂ); ™ ] (sl -
_I?s é R](IHH);r 8 é (Vk(nﬂ); v,§">> (wienle:) -
_I/(\S ﬁi Rj(,n+1)2+ Rgn) é (Tlgml); T,E")>_ (orouli) -
_I/(\s J]Zi Ré%l); Ry ]:Zi (ngn+1)2+ Rl(cn)>_ (ipnles) +
» i R§n+1)2+ R™ ol o [ N 5](n+1)2+ s§N)] oo
j=1 =
e szl Vj(nﬂ); Vj(n)] (5lei)—
—hr ngz SJ(HH);SJ(”) i (I("“);I())] (wj0n|ei)—
=1 k=1

snHl) 4 gn) N B"Y4B™

J
_ J J =1 2 ' '
BIETTE gy, e | ()
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e Infectados

N I(nJrl) . I(n) N I(nJrl) (n)
2 ! AL ! (%“Pﬂ +ar Z ! T (Vil| Vi) +
7j=1 J=1

Nt g Nt g

J i (9% j i (95|,

+U1 ), 5 <ax z>+sz 5 <§y (Pz>+

7j=1 7j=1

N I(”+1) + I(”)

+(pr + dy) Z : 5 (pjlei) =

Jj=1 k=1
N y/(n+1) (n) N B
V. + V. Ze Ok
J J k=1 2 ] )
+p/33j21 9 - ZN M 90]9016|(Pz)+
N ¢(n+1) (n) N p(n+1) (n)
S; T+ S LI
ﬁzzl = ) e (pienlei)+
ji= =
N gntl) o) N B"TVeB
S’ + S DBy 5y~
J J k=1 p) A A
P S T (pronlen)
(n+1) (n)
I; + 1
—(y+9) Z (053
e Vacinados
N ("'H) V(n) N V("'H) +V( n)
Z 80]|801 +ay Z 5 ————(Vy;l[Vei)+
N (n+1) (n) N n+1) (n)
Vi Vi v V; Vit v V .
o dy
N y/(n+1) (n)
V. + V"
Thy %(@j‘%) =
j=1
N Sj(n+1)+5(n) N V(n+1) V(n)
:UZ 2 90] ©i) _WZ 30]|991
j=1
N y/(nt+1) (n) N (n+1) (n)
V. + V. I +1
J J k k . A
—pB1 Z 2 > 5 (050K]3)
Jj=1 k=1
N (n"rl) (n) N B("+1)+B(")
L T A
o 2 VB

j=1 h+ >
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o Tratados

7j=1 J=1
¢ Recuperados
N R(n+l) R(n) N R(n+1)+R(n)
2~ (eilen) +ar ), = (Vyil[Vei)+
j=1 j=1
N R(”""l) +R(”) 0 N R(”"‘D —I-R(n) o
j i (%% j i (%%,
+UR]§1 5 <(3 1) +VR; 5 (a 4,02) +
N pntl) | pn) N pntl) | p(n)
+NRZ : B (‘P]|50i) :¢Z : B : (‘PJ\SOZ)_
j=1 j=1
N R(n+1) +R(n) N I(nJFl) _|_I(”)
=0 ), o (pjlen) +0 3, T (pilen)
j=1 j=1
o Bactérias
N B(n+1) B(n) N pglntl) (n)
Z — T (pj|pi) + an Z — = (V| [Vi) +

= J
N B(”+1)+B( n) <a<;0j

+UBZ

N B("'H) + B(”) N B("'H) + B(")
+m Z : ) : (§03|80i) =n Z : 9 : (@J|‘Pz)
j=1 7=1
N p(n+l) (n) N (n+1) (n) N g(n+1) (n)
n B] + B] Bk + Bk I] +1
- i + . i
T ;1 5 ];1 5 @ikl @Z); 5 (5]e

Finalmente, multiplicamos cada termo do passo anterior por At, em seguida reorganizamos os

termos e colocamos os termos do instante (n + 1) do lado esquerdo e, os do instante n do lado

direito para cada equacdo, transformando o sistema nao-linear numa iteracao linear aproximada,

de primeira ordem obtendo assim:
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e Suscetiveis

§ At
ZS( “){ 1+ (ps — A 2) (#4]ee) + 32 (V%lvw)}r

0 0 A ol n n
RN LR
AAt S (oln AALT) S (o "
[ZZ] (S +1) ] g0]g0k|goi) 1Ks [ 21 (V( +1) +I( +1)
T(n+1 + RY Ly ) R(")>] (pjer|ei) +

ﬁBAt S (B 4 BY) oAt
<2h‘+2k 1 n+1) +B(n)) ((10](1016‘90) 9 (SOJ‘QO)

- z 5 { (1= (s A>Aj) (wslo) = 5 (TgilIvien | -
5 o (o) e (22

_H[ i (s + S,i”)] (spnles) = AN[
k=1

(n+1) I(n+1)
4Kg 4Ksl = (V !

AT 4 RO v 4 10+ T+ RO | (psenlen) -

BBAt D (B, (n+1) +B( )) ‘ ‘ oAt L
- <2h+zk 1( (n+1) B(n)) (%9016‘901)_7(%‘901) +

j=1 j=1
AL Y (n+1) | +(n) y (n+1) | (n+l) (n+1) (n+1)
—— NI + ") v, + 1"+ T, +R +
s 20 S
V4 1 1+ R | (ps0le)
AAE S ) N[ D (D) (1) | (o) (n+1)
— = L v | 2 (W 4+ D 1Y 4 Ry
Szt k=1
410041 sl -
AA n N n n n
4K; (T( )y T( ))[ > (Vk( Dy D g pnt | plntl)

[y

— |l

3
=
N——

+¢)+¢) 7" + R

AAL (n+1) | p(n)
4KSZ(RJ +R; )[

(05| s)

(Vk(n+1) —|—I,£n+1) +T]§n+1) i Rl(cnﬂ)"'

M=

Il
—_

k
e )+I( P+ 1+ B | (senler)

)L ) ol
5

At n n Aat " "
B (0 ) (o) + 200 51 (15009 4 1) (o) +
jfl

A N n n AA n n
FA+0) 20T (BRI 4 B (i) + Z (779 + 1) (eiles) -
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e Infectados
N
. At
> IJ(' H){ {(1 +(6+y+pr+ d1)2> (sli) + =
j=1
At j
+— [UI (a% )+‘/}<aa§] S02>:|_

N
751At Z (Slgnﬂ) n 51@) (cpjcpk|90i)*
k=1

At 5 n
_pﬁi > (V,f RS )) (@j@k|<ﬁi)} =
k=1

— il}”){ <1 — (S +y+pr+ dl)A;) (0j]wi) — OZIQN(V%IIV%)] -
=
—% [UI <a% @i) + Vi <a% 901)] +
x dy
+’BI4N kai (S,i”“) + S(”)> (050k| 1)
+p6ft ki (Vk("“) + V,ﬁ’”) (ijk!%)}+
+2 BzAtjil (550 + 5 (2}3162;( 1 (Mi;) i( ;z ))) (pien|pi)+

At N . . (n+1) B(n)
+p53 Z (V( +1)+Vj( )) ( S 1< + )

At
2S00 +

(jek|ei)
2h+2k 1( (n+1) +B(n))> J ‘
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e Vacinados

(14 @43 @led + 52 Tsl700 | +

' <Pz'> + W <a%
0y k=1

SV (B + BY) ) | ‘}:
Zk:1<B,E"+” 5, | ieile)

h+
= vl [ (1= @ ) ke - 2900 -

<Pz'> + W <%
%y k=1

N (n+1) (n)
_PﬁgAt ( Zkzl(Bk + By, 2 ))) (@j@k‘%‘)}‘f'

2h + Zizqv=1(Bl(gnH) + By

oAt & (n+1)
n+
55 Zl S 4 85" ) (#5les)
j=

o Tratados

N

" At apAl
Mty [(1+(w+d2+¢) 2)(@;\% B JHV%)]
j=1

N
_ Tj”){ <1 — (ur + do + ¢) > ©iles (V%IIV%)]
=1
At 0p; op vA J (n+1) (
At opj ) j =l n—+ n
5 [UR<5:C (Pz>+VR<ay >}} 1 Z(I +I ) jlei

PBIAL & (n+1) , 7(n)
wi ||+ 1 Z (Ik + 1, )(@j@k|$0i)+

At n
%)] - pﬁi > (I + 1) (penlen)-
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« Bactérias

> Bé”*”{ (1+m=m57) (il + 52wy w0 +
(

[l
=
&
S
—
— —~
7 N
—_
+
3
|
3
o
N——
2
=
5
Q

BAL
Q(V%HV%)] - (4.51)

4.4 O Problema Discreto Linearizado

O conjunto das equagoes 4.3, 4.3, 4.3, 4.3, 4.3 e 4.51 representam um sistema nao

linear e podem ser descritas na forma matricial como se segue:

e Para os Suscetiveis:
Ag (wn), S ) R gn) (et 5<n+1>,1<n+1>7T<n+1>7R(n+1>,3<n+1>) . gn+1)
— Bg <V<n>75<n>71<n)7T(n)7R<n>’B<n>7V<n+1>’5<n+1>71(n+1)’T(n+1>’R(n+1)7B<n+1>) S ON
+Cg (Vm), 1) ) R 1) p(nt1) p(ntl) R<n+1>)
(4.52)
onde

At agAt
af - [(1 (MS—A+U)2> (i) + 25 (Vs V)| -

0pj
> () o ()
IAt N (n+1)
> ( )] (050k|00)+
=1
AAt[i( (ntl) 4 gt )] (ejor|0i) + [ i (an+1)+[”“)

+Tk(n+1) N R](€n+1) N Vk( n) ( ) o T(") + R,(€ )>] (SOjSOk|4Pi) +

BpAt (n+1) + B(n)
+ B2 Zk 1( n+1) 2”) (%@k\%’)
2h + Zkzl( k + By;)
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At agAt
b= |1~ (MS—A+J)2) (ilei) — S
Atly (2% 0,
5 |:US<(9$ >+VS<6y Pi

7%[ i (I,ﬁ”“) + I,ﬁ”)) ](%s@ﬂ%)*
k=1

_j:KA;[ i (S,(C”H) + S,(C")] (¢j0n|e1) — H[ i (an+1 I}gn+1)+

<w\w] -

+T]§n+l) +R,(€n+1) + Vk(n) (”) +T]£ n) + R’(C )>:| (@]Sﬂk’%) —

At (SN (B "“>+B< )
Ty (n+1) (n) (SOjSOk‘SOi)
2h+ Y (B + BYY)

|
=
>
~
z
=
3
+
=
+
>
S
—
1=
N
—~
3
+
=
_|_
o}
3
+
=
_|_
a3
3
+
=
+
wb;ﬂ
3
+
=
+

+
Sl
3
+
Sy
3
+
3
g
_|_
wp‘l
2
N— ﬂ.

(piprlei) —

|
I
>
~
=
s
+
+
</\
S
M=
/N
<<
s
*
+
~
=
+
+
N
3
+
+
m"\
3
+

+
=
=
+
~
=
+
-3
6
+ .
mf\
T3
~—
| I— L
S
o
S
=
S
|

<Vk:(n+1) _'_I]gn-‘rl) +Tk(n+1) +R](€n+1)

PO 1 T 4 R

AAE & (n+1) (n)
=1

(pier|ei) —

M= = =

<Vk(n+1) 4 I]gn+1) n Tk(n+1) I RIE;nH)"‘

—_

n)

N— ™

(‘PJWC|902)

N"‘\

+v" 4 1™ 4 1M 4 R

e Para os Infectados:

A; (Vm)’ §m) y(n+1). 5<n+1>> I+ g, (V(”), S 1), 5<n+1>) N
+C; (V(m, S B ynt1) glnt1) B<n+1>) (4.53)
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onde

At arAt
jj = Kl +(y+pr+ d1)2> (10 0) + IQ(V%HV%)] +
A .
+5 |0 () + v (2e) |-
0y

2 ox

BIAL O [ o)) o)

T Z (Sk + 5y >(¢j¢k|<ﬂi)—
k=1

At (1 n
PRS0+ ) (sl

At arAt
= [(1- 6o a0 3 el - 22 Telv00 | -

At ang i 4
; Max 7))

8¢]
1>+V1(ay

i ( o4 s n)) (k| 0i)+

i ( D) 4 an)> (piox|ei)

2h+ YN (B "“)+B( )

(n+1) (n)
n B
( +1) +V( )) i (B 7D zn) (@jer|e:)
2h+2k (B + B.")

C][ _ PB Z (S( +1) S( )> Zk 1( ) ((pj(pk’%)Jr
At

ntvjz

e Para os Vacinados:

Ay <I(n)7B(n)yl(nJrl)?B(nJrl)) pntD)
(4.54)
= By (I(n)’ B(n)’ I(n—H)7 B("+1)) Ly 4 Cy (S(n), S(n+1))

onde

N 1 At ay At
= S i ){ (1 + (w+ uv)2> (pjles) + 2(V90j||V%)] +

' %‘) + W (3% %)} +
oy

N
+pﬁzAt Z (Ilgnﬂ) +I( )) (rnlon)+

2h+2k 1( Bk )
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b = Kl —(w+ uv)f) (jlei) — aVAt(V%HV%)]

‘ %’) + Wy <a%
T oy

pBiAt i (140 4

fﬁ")) (00k| i) —

posit (S0 (B + BYY) o
- n+1) (n) 90]9016‘901)
2h+ Y (B + BYY)

oAt g
= 2§< 4 57) (eilo)
e Para os Tratados:
Ap-T+) — By . T™ 4 Cp (I(">, I<"+1>) (4.55)

onde A A
t arAt
= [(1+ G+ 05 ) i) + T ToTe)]| +

At %] 25|
o (Ffe) v (Gl

bl = [(1—(NT+d2+¢)A2t> (05]0) — aTAt

(Veillve)]| -

o Para os Recuperados:

Ap- R = Bp. R™ 1 Cp (T(”),T(”“)) (4.56)

onde A RAL
t
oF = [<1+(MR+9 2) (3]1) +(w]||wz>]

A fon (22 o)l

2 or
apAt
(il = 2 (V1900 | -

)

wi | + VR (a%
oy

2
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e Para as Bactérias:

Ap <B<n> B<n+1>) . B+ — By (Bm), B(n+1>> .B™ 4+ Cp <I<n>, I(n+1>) (4.57)

)

onde

= [(1+m-mF) e+ BT ve0]| +

e i) ()

+ZKA; ]:zi (B;(cnﬂ) + B/(gn)> (@ier|e:)
= | (1= =3 wler - 5 eV | -

A () o ()

—ZZ :1 (B + B | (ool

o = %i (1 + 1) (sl

Observe que as matrizes Ar, B, Ar, Br dependem apenas dos pardmetros do
modelo.

As equacbes matriciais acima, descrevem um sistema néo linear que deve ser so-
lucionado a cada intervalo de tempo subsequente. Segundo (77) e (78), é possivel simplificar
esta solucdo introduzindo uma aproximacao pelo método preditor-corretor que é uma técnica
numérica usada para resolver equagoes diferenciais, na qual dois sistemas lineares sdo resolvidos

em vez de um sistema nao linear. Generalizando o esquema de aproximacgao, temos:

¢ Fendmenos modelados por sistemas de equagoes diferenciais parciais;

e Isso é estimado por um sistema de equacoes diferenciais ordindrios nao lineares usando o

método de Galerkin;

¢ O sistema resultante desse procedimento é, por sua vez, aproximado por um conjunto
de equacgdes algébricas nao lineares. Estas sdo derivadas utilizando o método de Crank-
Nicolson. Para resolver este sistema, aplicam-se técnicas numéricas adequadas, permitindo

a andlise detalhada do comportamento da solugio ao longo do tempo e finalmente;

e Dois sistemas de equacoes algébricas lineares formados pelo método preditor-corretor com

0 qual se aproxima o sistema néo linear anterior.

Entao, usando o método de preditor-corretor para as equagoes matriciais 4.52, 4.54,

4.56 e 4.57 e dadas para cada uma das populagoes, as condicOes iniciais V(O), S (O), 1 (0), T (0),
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R(O), B obtemos o seguinte sistema abaixo:

Ag (V(O), S(O),I(O),T(O),R(O),B(O),V(l),S’(l),I(l),T(l),R(l),B(l)) .M —
= Bg (V(O),S(O),I(O),T(O),R(O),B(O), v, S(l),I(l),T(l),R(I),B(l)) .50 4
+Cy (Vw)’ 10 70 RO) (1) () 7)), R(1)>

A, (Vw)’ 50 ), 5(1>) I — B, (Vw), 5O ), 5(1>> 1O
+C; (Vm), 5O pO) y1) g) B(l))
Ay ( 10 O 1) B<1>) Ly — (4.58)
— By ( 10 BO) 1) B<1>) VO L ( 50 5<1>>
Ap-TO =By . 7O 1 Cp (](0)7](1))
Ap- RV =B RO 4 Cp (Tm)’T(l))
Ap (Bw)’ B<1>) BV =By <B<o>, B<1>) .BO 4 Cp ([(0>, [<1>> _
Podemos encontrar V(l), 5’(1), I(l), T(l), R(l), BW efetuando inicialmente o processo

iterativo citado acima, para calcular V), §¢) 10 7G) R BE) - que passa a ser a descrito

a seguir:
Ag (V(O), SO O ) pO) gO) 1 (0) gO) r©) 70 RO) B(O)) L) =
= Bg (V(O), S(O),I(O),T(O), R(O), B(O), V(O), 5(0)’ I(O),T(O), R(O), B(O)) .50 4 (4.59)
+Cyg (V«J), 10 70) RO /(0) [0) 7(0) R<o>) '

Apos resolver o sistema 4.59, obtém-se a solucdo para S ) ¢ em seguida, esta solucao

¢é substituida nas demais equagoes, subsequentes,

A <v<0>, HORROR S(*)) I — B, (Vm), OREOR 5<*>) (O
(4.60)
+C; (Vm), 5O BO) y0) g B(o>) '

Apos resolver o sistema 4.60, obtém-se a solucdo para [ ) ¢ em seguida, esta solugdo

é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ay ( 10, O 1) B(o>) RO
(4.61)
— By, ( 10, BO) (), B(o)) VO 4 ( 50), 5(*>) ‘

Apos resolver o sistema 4.61, obtém-se a solugdo para V) e em seguida, esta solucao

¢é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ar-T® =Br - TO 4 Cp (I(0>, I<*>) . (4.62)
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Apoés resolver o sistema 4.62, obtém-se a solucao para 7™ e em seguida, esta solucao

é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ap-R® =B RO 4 Cp <T(0), T(*>> (4.63)

E por fim, ao resolver o sistema 4.63, obtém-se a solucdo para R™) e esta solucao é

substituida nas demais equacoes subsequentes para obter B,

Ap (Bm), B<o>> .B® — By (B(m, B(o)) .BO 4 Cp (I<o>, I(*)) , (4.64)

De forma andloga podemos encontrar V**) gU#)  plx) plex) - ples) - pl) - Apgg

resolver o sistema, 4.59,

Ag <V(0), SO 1O 7O pO) BO) V(*),S(*),I(*),T(*),R(*),B(*)> L gle)
= Bg (V(O), SO 1) 7O RO pO) &) gl () 7 R B(*)) .50 ¢ (4.65)
+Cy (Vw), 10, 70 RO) () p(+) (). R(*))

#3k)

obtém-se a solugdo para S (%) 6 em seguida, esta solugdo é substituida nas demais equagdes,

subsequentes,

A (Vm)’ SORUOR s<*)> 1) B, (Vm)’ SORUOS S(*)) 1O
(4.66)
+C; (Vw), RONOREORSON B(*)) ,

Apés resolver o sistema 4.66, obtém-se a solugdo para [ (%) & em seguida, esta solucao

¢é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ay ([(0)73(0)7[(**),3(0)) L)
(4.67)
= By (I(O),B(O),I(**),B(O)> VO 4, (S(O),S(**)) .

Apébs resolver o sistema 4.67, obtém-se a solucdo para V) e em seguida, esta

solucao é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ap-TO) =By . TO 4 Cp (I(0>, I<**>) . (4.68)

Apdés resolver o sistema 4.68, obtém-se a solucdo para T ¢ em seguida, esta solucao

é substituida nas demais equagdes subsequentes,

Ap-R*) =B - RO 1 Cp <T<0>, T(**)) . (4.69)

E por fim, ao resolver o sistema 4.69, obtém-se a solucao para RU*) ¢ esta solucao é

substituida nas demais equacoes subsequentes para obter BU#),

Ap <B<0>7 B(*)) .BO) — By (B(m, B<*>> .BO 4 Cp (1<0>, I(**)) , (4.70)
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De forma anéloga podemos encontrar V%) gUsis) | pless) p(ess) - plos) - gl

Apés resolver o sistema 4.65,

Ag (V(*), S(*),I(*),T(*),R(*), B(*), ) S(**), I(**),T(**),R(**), B(**)) L GlrE)
— Bg <V<*>, S 1) () Rx) Bl) yr(ex) glex) plax) plex) ples) B(**)) Sy (41
+Cq (v(*>, OO ORVCONCORACO) R(**))

obtém-se a solugdo para S (%) 6 em seguida, esta solugao é substituida nas demais equacoes,

subsequentes,

A (v<*>, S e 5(**>) (GO (v<*>, S e 5(**>> NGO
(4.72)
+C; (v<*>, HON:IORECONSCOR B(**)) ,

(k)

Apods resolver o sistema 4.72, obtém-se a solucao para [ e em seguida, esta

solucdo é substituida nas demais equagoes subsequentes,

}§V-(](*)’13(*)7](***)’13(*)) L Cen)
(4.73)
= By (I(*),B(*)’[(***),B(*)> VO Ly (S(*),S(***)) ‘

Apés resolver o sistema 4.73, obtém-se a solucio para V***) e em seguida, esta

solucao é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ap - T — By . T 4 Cyp (I<*>, I(***)> . (4.74)

()

Apés resolver o sistema 4.74, obtém-se a solugdo para T e em seguida, esta

solugdo é substituida nas demais equagoes subsequentes,

Ap- R = Bp. R® t Cp (T(*>,T<***>) (4.75)

(%)

E por fim, ao resolver o sistema 4.75, obtém-se a solugdo para R e esta solugao

¢é substituida nas demais equagoes subsequentes para obter B ()

Ap ( BX), B(**)) . BO*) _ B ( BX), B(**)) .B™ 4 Cp ( 1), I(***)) (4.76)

Assim, encontramos V(**%)  GUss) - pless) pleoss) - pless) - plos) gte que sejam
definidas as aproximacoes para V(l), S(l), I(l), T(l), R(l), BW. Repetindo os procedimentos 4.59,
4.60, 4.61, 4.62 e 4.63 substituindo V™, ) 1) 1) R0 B 16 lugar de VO, 5O 1(0),
7O RO BO) para obtemos VD g+l pntl) pntl) - pntl)  p(+1) ah6s as iteragoes
internas o (n + 1)—ésimo passo na iteragdo temporal. Geralmente ndo ha vantagens ao se repetir
varias vezes essas iteragoes a cada passo no tempo, segundo (78) sugere ndo mais que 5 iteragoes

por passo no tempo.

Claramente que este processo pode ser repetido, e obteriamos um método Preditor-

Corretor definido no &mbito de uma discretizacdo Crank-Nicolson, ou iterando um ntmero finito
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de vezes, minimizando assim, possivelmente, o erro. A cada passo no tempo sdo dois sistemas
lineares a ser resolvido para se obterem os valores aproximados em cada (n + 1)—ésimo passo na
iteragdo, a partir dos dados iniciais. Ele tende a melhor aproximacao da ordem de (At)2 em cada

iteragao temporal (77) e (78).

4.5 Discretizacao da Regidao do Estudo

Mocgambique é a area geografica que serd discretizada, sendo este o dominio do nosso
estudo de caso, como mencionado anteriormente. Localizada no sudeste do continente africano, é
banhada pelo Oceano Indico, conhecida como Canal de Mogambique, ao leste e limitada pela
Tanzania ao norte; Malawi e Zdmbia ao noroeste; Zimbabue a oeste e Essuatini (ex-Suazilandia)
e Africa do Sul ao sudoeste. A leste, encontra-se a secio do Oceano Indico. Mocambique esté
dividido em onze provincias, incluindo a cidade de Maputo que tem estatuto de provincia e
governador provincial, nomeadamente Niassa Cabo Delgado, Nampula, Zambézia, Tete, Manica,
Sofala, Inhambane, Gaza, Maputo (provincia) e Maputo (cidade), cujas capitais sdo Lichinga,
Pemba, Nampula, Quelimane, Tete, Chimoio, Beira, Inhambane, Xai-Xai, Maputo e Matola,

respectivamente.
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Figura 11 — Divisao administrativa e Localizacao de Mogambique
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Fonte: Mapa do Mundo / Mocambique Mapa®

Para a resolucao do modelo proposto, serd necessario uma discretizacao através da
criacdo de uma malha do dominio. Neste trabalho usou-se o aplicativo DistMesh que é um
dispositivo de software baseado em MATLAB usado para criar e refinar malhas nao estruturadas
otimizando a distribuicdo de ndés na geometria de entrada para obter elementos de melhor
qualidade, reduzindo a distor¢do do elemento e melhorando a acuracia geral das solugoes
numéricas. Essas malhas sdo especialmente tteis na analise de elementos finitos (FEA) e outras
simulacdes numéricas que requerem a resolucao de equacoes diferenciais parciais em geometria
intrincada, cuja topologia empregada foi a triangular. Além disso, através do software Google
Earth gerou-se a imagem de Mocambique e as coordenadas de alguns pontos de acordo com a
figura 12. Tais coordenadas foram importadas para o DistMesh, que foi usado para delimitar as
margens da provincia, com 104 pontos no contorno do dominio da provincia e com o software foi
gerada a malha triangular de elementos finitos de primeira ordem com trés graus de liberdades de

elementos triangulares. A malha contem 5940 tridngulos como apresentada na Figura 12 abaixo.

6 Disponivel em: <https: //pt.mapsofworld.com/mo¢ambique/>. Acesso em 06 marg. 24
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Figura 12 — A figura mostra uma malha para todo o Mogambique e a area em destaque
mostra a provincia de Sofala e partes de outas provincias, obtidas pelo aplica-
tivo DistMesh

o AT T F W W Wy W WA T A i PATA TV

-i-'l:..r;:'r.q,r_.-"u?‘u;!ln'.'r..nv...uwnfj.'l'd.ﬂr -f.

-Il.""l'l'i.'I'i.T..T..T.T‘T"‘I"..'I"].'I'J.'I'J.""n'l'n'l'i'n'l'.l".i BT

-I."'l"'il.'|"l'l'.i.'I'.|.'F_..'!'_|.'F_|.'F_..'l'_|.".p.'!'.i.ﬂ."'a."a."h.""l.'i"'l."._\'.'l-.
TATk

Tl

oF. |1J.L£'J.J.J.ﬂ'l:1..|.ﬂﬂﬂh
I-
AT ATATA A AN TSR,

5 I'J.'J.TI."""T‘F‘.¢iT
i ", Tl'j‘L"i.'l.'l.'l.'i."i."h'i.'t'l"'l!"!l"l"-r“-j'
e ,-|l,1'p'Lf.a.'l'.l.'l'.l.'l'.l.'l'.l.'l'.l.n'r...r.-r.,'l;ur.r_tr_‘-,-ﬂ =
l.'."' T o Bt T P e e e -
ATATATATATATATATAY,
ATATAY v WATAT, 'F'#T.I."'.l.'ﬂf.lﬂ'- W

AT i"ﬁ""' i"i'_
ATATATATATA AT
X AT A TATATAT AT AT TAT AT
o e o
TR T WL W W L o
> i.'lr_._lll..'ll.;r_._n.'ll.'l'l'l'it.,' T LN LW WL
‘; ‘_1'--'l-:-.wa.'l'.am.ur;.r.a.r_.'l-ﬂa.l..r...nr-b-
A # :'II'..‘I.T T W P W WL T WL W W W
- ATy oy o "l'.'l'.'l'_.;r_..r...r...‘!-.‘vl'l'.n.'l' o
_‘#""ﬂ-"’.i.u'_;rj.u?ﬂﬂil'ﬂﬂ'

T AT A T AT TAT AT AT A A TATAT A ATATATA L
L '.i'l'.'ﬂ_‘l"..l'..r‘1r_|.'r_].'r_].'r_..'r_..r_..'r..'r..'r..'n_'llg!._!ll'if.i LA
AT T,
FuTATaTiR o
o T

ATATATATLT,
h f"‘..'fl.'rl.'l'l.'l'l'u."h."l'a."h."r.,'l' 7

'l' T R T T T T T T W o W T T W T Ty -

AR T TATAT VLY, b b e R T T g g T

T T T T T N N T W T T W T Ta VAT AN T AT AT

T W W W W W W W W W P T W W L WA T WL T W W W W T Wi

AT AN WA W AW WA W T T T YT T VT Tk Tk

Fonte: Autor



107

5 Estimativas de Parametros

No capitulo anterior, realizamos uma discretizacao espacial e temporal do problema
em estudo, bem como uma discretizacdo do seu dominio. Este capitulo é devotado a avaliacao
de parametros do problema. Com o objetivo de aproximar os resultados da simulagao da
realidade, cujos resultados sdo apresentados nos proximos capitulos, e para validar o modelo
em estudo, apresentamos neste capitulo alguns dados reais coletados no local de estudo e
com base nesses dados, estimamos alguns pardmetros que foram utilizados para gerar cenarios
evolutivos da doenga. Esses dados foram fornecidos pelo Ministério da Satude (MISAU), Instituto
de Investigacdo, Instituto Nacional de Estatistica (INE) e Instituto Nacional de Meteorologia
(INAM) da Republica de Mogambique. A partir desses dados, obtivemos informagoes sobre
o nimero de casos confirmados de célera, taxas de mortalidade e, finalmente, dados sobre a
precipitagdo no pais. Por falta de algumas afirmacoes oferecidas pelas instituicdes mocambicanas,
alguns parametros foram obtidos das literaturas, outros foram testados experimentalmente e

ademais foram estimados numericamente.

5.1 Parametros do modelo

Dado que o modelo proposto para o estudo da célera envolve dindmicas vitais, nesta
secdo introduzimos dados sobre o ntimero de casos e mortes por célera, além de indicadores
demograficos de Mogambique. Com esses dados, podemos estabelecer a taxa de mortalidade
ponderada pela doenga de célera e determinar a taxa de natalidade e as taxas de mortalidade.
Esses dados foram fornecidos pelo MISAU e pelo INE.

As informagGes apresentadas na Tabela 1 abaixo foram retiradas do III Recenseamento
Geral da Populacao e Habitagdo de 2007, projetadas para o periodo de 2007 a 2040. O Censo de
2007 foi realizado em todo o territério mogambicano de 1 a 15 de agosto de 2007 pelo INE, com
o objetivo de estabelecer o conhecimento estatistico, quantitativo e qualitativo, tdo exato quanto
possivel, da populagdo mocambicana e de todos os demais residentes e presentes no territério

nacional, bem como do parque habitacional (Lei do Recenseamento, n.° 4/79 de 19 de maio).

A Tabela 1 mostra os indicadores demograficos de Mogambique entre os anos 2011 e
2021, que sdo a esperanca de vida ao nascer, a taxa bruta de mortalidade (TBM) por 1000 (us),
a taxa bruta de natalidade (TBN) por 1000 (A) e taxa de crescimento populacional.
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Tabela 1 — Populagdo de Mogambique por provincia

PROVINCIAS ‘ 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

MAPUTO PROVINCIA | 1444624 1506442 1571095 1638631 1709058 1782380 1858597 1937919 2020560 2106543 2195897
MAPUTO CIDADE 1178116 1194121 1209993 1225868 1241702 1257453 1273076 1288721 1304536 1320474 1336499

GAZA 1320970 1344095 1367849 1392072 1416810 1442094 1467951 1494432 1521582 1549407 1577892
INHAMBANE 1402245 1426684 1451081 1475318 1499479 1523635 1547850 1572358 1597372 1622912 1648991
SOFALA 1857611 1903728 1951011 1999309 2048676 2099152 2150769 2203762 2258350 2314537 2372311
MANICA 1672038 1735351 1800247 1866301 1933522 2001896 2071403 2142060 2213882 2286842 2360898
TETE 2137700 2228527 2322294 2418581 2517444 2618913 2723010 2829594 2938522 3049800 3163431
ZAMBEZIA 4327163 4444204 4563018 4682435 4802365 4922651 5043120 5163857 5285003 5406486 5528213
NAMPULA 4529803 4647841 4767442 4887839 5008793 5130037 5251293 5372899 5495277 5618332 5741952
NIASSA 1415157 1472387 1531958 1593483 1656906 1722148 1789120 1857584 1927338 1998356 2070597

CABO DELGADO 1764194 1797335 1830124 1862085 1893156 1923264 1952341 1980747 2008888 2036785 2064458

TOTAL ‘ 23049621 23700715 24366112 25041922 25727911 26423623 27864265 28585720 29318301 30066648 30832244
E. VIDA (ANOS) 48.35 48.29 48.22 48.13 48.03 47.91 47.78 48.31 48.83 49.35 49.87
TBM 16.70 16.69 16.68 16.66 16.65 16.66 16.69 16.25 15.84 15.44 15.06
TBN 42.89 42.70 41.85 41.00 40.17 39.36 38.56 37.76 37.02 36.34 35.71
TC 2.62 2.60 2.52 2.43 2.35 2.27 2.19 2.15 2.12 2.09 2.07

A Tabela 2 e a Tabela 3 abaixo foram fornecidas pelo MISAU e apresentam os
nameros de casos de célera e mortes pela doenca registrados, respectivamente. Os dados aqui
apresentados foram retirados de uma base de dados contendo informacoes sobre a doenga no
periodo de 1989 a 2018 e outra com os dados de 2019 a 2021. Foi importante analisar os dados
por provincia, com o intuito de verificar as provincias e regides com maior incidéncia da doenca.

Apenas foram considerados os dados do periodo de 2011 até 2021.

Tabela 2 — Numero de casos confirmados da Colera em Mocambique por provincia

PROVINCIAS ‘ 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
MAPUTO PROVINCIA | 23 0 0 0 7 9 23 0 0 0 0
MAPUTO CIDADE 172 0 0 0 3 34 126 0 0 0 0
GAZA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
INHAMBANE 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
SOFALA 0 0 0 0 287 210 30 0 6771 0 237
MANICA o7 0 0 0 0 60 0 0 0 0 0
TETE 0 0 0 0 3386 0 1158 24 0 0 0
ZAMBEZIA 0 62 0 26 2615 2 0 0 0 0 0
NAMPULA 379 0 491 454 1449 O 1998 161 0 1712 1495
NIASSA 0 243 468 0 1081 79 2 0 0 0 0
CABOD DELGADO 650 407 909 0 254 0 17 649 282 2679 3357
TOTAL ‘ 1281 712 1868 480 9082 404 3354 834 7053 4391 5089

O Gréfico 13 mostra o comportamento da doenga na populagdo ao longo do periodo
escolhido, por provincia. O maior pico foi registrado em 2019 na provincia de Sofala, particu-
larmente na cidade da Beira. Esse aumento ocorreu durante a passagem do ciclone IDAI. Em
2015, a doenca afetou varias provincias mogambicanas, com destaque para a provincia de Tete e
a cidade do mesmo nome, onde foi registrado o maior ntimero de casos. Em 2021, a provincia
de Cabo Delgado liderou em casos de célera em Mocambique, seguida por Nampula. O grafico
revela que os focos da doenca de colera em Mocambique ocorrem em provincias isoladas, ou seja,

a doenca nao se manifesta simultaneamente em todo o pafis.



Capitulo 5. Estimativas de Parametros

109

Figura 13 — Gréafico dos individuos infectados pela colera por provincia
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A tabela 3 mostra o nimero de mortes por doenga de célera ao longo do periodo

de anélise, discriminadas por provincia. A figura 14 fornece uma representacao grafica dessas

informacoes para melhor visualizar a distribuicdo das mortes por célera ao longo do tempo e

por regido. Estas duas fontes de dados sao criticas para uma andlise abrangente da gravidade e

distribuicdo geografica das mortes por esta doenca em Mogambique.

Tabela 3 — Numero de 6bitos por Colera em Mocambique por provincia

PROVINCIAS ‘ 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
MAPUTO PROVINCIA 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
MAPUTO CIDADE 3 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
GAZA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
INHAMBANE 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
SOFALA 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0
MANICA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TETE 0 0 0 0 22 0 2 0 0 0 0
ZAMBEZIA 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 0
NAMPULA 0 0 2 1 6 0 2 1 0 3 3
NIASSA 0 3 16 0 14 0 0 0 0 0 0
CABO DELGADO 2 4 3 0 2 0 0 3 0 14 17
TOTAL 6 7 21 1 65 1 6 4 8 17 20

A Figura 14 mostra que no ano de 2013 a provincia de Niassa teve mais 6bitos

em comparac¢ao com as outras provincias. E importante ressaltar que foi a provincia de Cabo

Delgado que registrou o maior niimero de casos de colera nesse ano, seguida pela provincia de

Nampula. Em 2014, o niimero de mortes pela doenga diminuiu, porém, em 2015, ocorreu um

aumento significativo no niimero de provincias infectadas pela doenga, totalizando seis. As mortes

pela doenga também foram numerosas nessas provincias, com a provincia de Tete registrando
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o maijor nimero de Obitos, seguida por Zambézia, Niassa e Nampula. Todas essas provincias
estao localizadas na regiao centro e norte de Mocambique. Como referido anteriormente, em 2019
houve um aumento significativo de casos de célera na provincia de Sofala, decorrente do Ciclone
IDAI que atingiu aquela regido, em particular na cidade da Beira. Apesar disso, o namero de
mortes pela doenca foi baixo em comparacdo com outros cenarios no Pais. No periodo em andlise,
a provincia de Cabo Delgado registrou o maior nimero de casos de célera e também o maior

numero de mortes.

Figura 14 — Grafico dos individuos que faleceram de colera por provincia
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Tabela 4 — Taxa de mortalidade pela Célera em Mocambique por provincia

PROVINCIAS ‘ 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
MAPUTO PROVINCIA | 0.04348 - - - 0.00000 0.00000 0.4348 - - - -
MAPUTO CIDADE 0.01744 - - - 0.33333 0.02941 0.00794 - - - -
GAZA - - - - - - - - - - -
INHAMBANE - - - - - 0.00000 - - - - -
SOFALA - - - - 0.00000 0.00000 0.00000 - 0.00118 0 0.0000
MANICA 0.00000 - - - - 0.00000 - - - - -
TETE - - - - 0.00650 - 0.00173  0.00000 - - -
ZAMBEZIA - 0.00000 - 0.00000  0.0765 0.00000 - - - - -
NAMPULA 0.0000 - 0.00407 0.00220 0.00414 - 0.00100  0.00621 - 0.00175 0.00201
NIASSA - 0.001235 0.03419 - 0.01295 0.00000 0.00000 0 0 0 0
CABO DELGADO 0.00308  0.00983  0.00330 - 0.00787 - 0.0000 0.00462 0.00000 0.00523 0.00506
TOTAL ‘ 0.00468 0.00983 0.01124 0.00208 0.00716 0.00248 0.00179 0.00480 0.00113 0.00387 0.00393

Observando as Tabelas 2 e 3 podemos constatar que, em todas as provincia de
Mocambique a doenca da Colera representa uma ameaca para a saude publica com quase 14
mortes para 67815 casos da doenca. Ora isto corresponde a cerca de 1 ébito a cada 5000 casos.
Analisando estas tabelas e os respectivos niimeros, podemos verificar que os dados sugerem que a

colera em Mocambique tende a apresentar um comportamento instavel. Utilizando os dados das
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Tabelas 2 e 3 podemos calcular a taxa de mortalidade por cdlera por provincia em Mocambique

de 2011 a 2021 usando a seguinte expressao:

numero de ébitos

HI = —;
numero de casos

Tabela 5 — Taxa média de mortalidade por Colera por Provincia

PROVINCIAS Taxa PROVINCIAS Taxa

MAPUTO PROVINCIA | 0.0870 TETE 0.0082
MAPUTO CIDADE 0.0881 ZAMBEZIA 0.0077
GAZA 0.0000 NAMPULA 0.0214
INHAMBANE 0.0000 NIASSA 0.0595
SOFALA 0.0118 || CABO DELGADO | 0,0098
MANICA 0.0000 Total 0,5935

A Tabela 5 mostra a taxa média de mortalidade por célera por provincia em Mo-
cambique. Portanto, utilizando a média ponderada dos valores da Tabela 5 para estimar o valor

L1, a taxa de mortalidade por célera em Mocambique, obtemos iy = 5, 3955 x 1073,

5.2 Taxa de Crescimento Intrinseca do Vibriao Cholerae

Nos modelos epidemioldgicos, a taxa de crescimento intrinseca é uma medida da
rapidez com que uma doenca infecciosa se espalha através de uma populagdo sem intervencao ou
fatores externos. Essa taxa de crescimento é fundamental para compreender e prever a evolugao

de epidemias e pandemias ao longo do tempo.
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5.3 Estimativa dos parametros
Tabela 6 — Parametros do Modelo VSITRS — B
Parametro Simbolo
Taxa de difusibilidade da populacao Susceptivel Qg
Taxa de difusibilidade da populacao Infectada; ar
Taxa de difusibilidade da populacao Vacinadas; ay
Taxa de difusibilidade da populagao Tratadas; ar
Taxa de difusibilidade da populacao Recuperada aR
Taxa de difusibilidade da populac¢ao da Bactérias ap
Migracao da populacao humana Susceptivel Vg
Migracao da populacao humana Infectada; Vi
Migracao da populagao humana Vacinada; Vv
Migracao da populacao humana Tratada; Vi
Migracao da populagao humana Recuperada Vr
Migracao da populagao das Bactérias Vg
Taxa de mortalidade natural dos Susceptiveis s
Taxa de mortalidade natural dos Infectados (b
Taxa de mortalidade natural dos Vacinados %
Taxa de mortalidade natural dos Tratados wr
Taxa de mortalidade natural dos Recuperados IR
Taxa de mortalidade dos infectados ocasionada pela doenca dy
Taxa de mortalidade dos hospitalizados ocasionada pela doenca do
Taxa decrescimento da populagao humana A
Capacidade da populagao Humana; Ky
Capacidade da populacao das Bactérias Kp
Taxa da populagao vacinada torna-se susceptivel w
Taxa da populacao susceptivel torna-se vacinada o
Taxa do efeito da vacina de reduzir a suscetibilidade a infec¢ao P
Taxa da populagao infectada torna-se hospitalizado 0
Taxa da populagao infectada torna-se recuperada )
Taxa da populagao hospitalizado torna-se recuperado 0]
Taxa da populacao recuperada torna-se susceptivel 0
Taxa de ingestao de bactérias de humanos através de fontes contaminadas 577,
Taxa de contaminacao dos susceptiveis ao interagir com as contaminadas Br
Taxa de crescimento do Vibrio cholerae n
Taxa de mortalidade da bactérias no meio m
Taxa de contribuicdo para populagao infectada na populacao das Bactérias (0
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Tabela 7 — Valores para os parametros do Modelo VSITRS — B

Parametro Valor fonte

ag 5 x 10~*/dia Assumido

ay 1 x 107*/dia Assumido

ay 1 x 10~*/dia Assumido

ar 1 x 107*/dia Assumido

aR 5 x 10*/dia Assumido

ap 1 x 1073 /dia Assumido

Vs 0.0, 0.0]m/s — dia Assumido

Vr 0.0, 0.0]m/s — dia Assumido

%% 0.0, 0.0lm/s — dia Assumido

%% 0.0, 0.0]m/s — dia Assumido

Vr 0.0, 0.0]m/s — dia Assumido

Vi 0.1, 0.1]m/s — dia Assumido

L 0.4108 x 107%/dia  WHO 2018 Kenya
L 0.4108 x 107%/dia ~ WHO 2018 Kenya
oy 0.4108 x 107%/dia ~ WHO 2018 Kenya
o 0.4108 x 107%/dia ~ WHO 2018 Kenya
LR 0.4108 x 107%/dia  WHO 2018 Kenya
d 15 x 1072 /dia (79)

do 1 x 107*/dia (79)

P 8 x 107%/dia Assumido

w 8 x 107! /dia Assumido

o 12 x 1072 Assumido

4] 5x 1072 Assumido

A 0.4108 x 107%/dia ~ WHO 2018 Kenya
Ky 1 x 10* assumido
Kp 1 x 10*2 assumido

h 0.1 x 10° cells/ml (79)

7 0.005 /dia Neilan et al. (2010)
¥ 2 x 107" /dia Hartley et al. (2006)
Op 0.214 x 107%/dia  Hartley et al. (2006)
Br 0.021 x 10~%dia  Hartley et al. (2006)
B 10° cells/ml Codego (2001)

m 33 x 107%/dia Codego (2001)

n 73 x 1072 /dia Codego (2001)

P 10 cells/ml — dia  Hartley et al. (2006)

Para estimar alguns parametros do problema em estudo, utilizamos a amostragem
hipercubo latina conforme sugerido por (80). A amostragem de hipercubo latino é um método
de simulagao analogo ao método de Monte Carlo e na maioria dos casos converge para resultados

melhores que o de Monte Carlo.

Suponhamos que seja necessario gerar uma amostra com um determinado coeficiente
de correlagao de populacao. Para obter uma amostra com tal coeficiente de correlacao de
populagao, Iman e Conover (1982) propuseram um método para restringir a maneira como as

variaveis sdo emparelhadas.
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Na comparacao do método de amostragem por hipercubo latino com outros métodos,
observou-se que o método de hipercubo latino é mais vantajoso em relacgao a esses outros métodos,

pois o nimero de simulagdes pode ser reduzido significativamente para atingir o mesmo nivel de

precisao (80).



115

6 Simulacoes e Resultados

Neste capitulo vamos apresentar algumas simulagées numéricas atendendo algumas

variacoes de alguns parametros para analisar o comportamento da doenca da célera na populacao.

6.1 Simulacoes

Escolhemos alguns pontos, considerados pontos iniciais do foco da doenca, em nossa
regido de estudo, conforme mostrado na figura 15, com o objetivo de analisar a propagacao da
doenca. Esses pontos foram escolhidos por serem areas onde ocorrem mais casos da doenca,
conforme o relato do MISAU. As cidades capitais de cada provincia sdo costeiras e situam-se
abaixo do nivel do mar. Frequentemente, sofrem inundagoes devido a sua localizacdo em regioes
pantanosas e com baixo saneamento ambiental. Nessas regices existem misturas das aguas de
chuva com as dguas do esgoto e muita migracio das populagoes. Na provincia de Tete, observa-se
que esse ponto localiza-se no centro da cidade e esta cidade é dividida em duas partes pelo
rio Zambeze, que tem sua origem na Republica da Zambia, atravessa a regido do Planalto de
Mwinilunga, passa pelas provincias de Sofala e Zambézia, e deségua no Oceano Indico. O ponto
selecionado na provincia de Niassa apresenta problemas relacionados ao saneamento do meio e
esté associado a presenca do Lago Niassa, que pode contribuir para a disseminagao do vibridao

colérico.

Os pontos escolhidos foram os considerados para as condicbes inicias do nosso

problema nas seguintes coordenas:

Tabela 8 — As coordenadas dos valores iniciais para o problema

Coordenadas

Cidade Latitude  Longitude Ponto na malha
Maputo  -25.938740 32.524836 219
Xai-Xai  -25.057882 33.680723 621
Inhambane -23.890501 35.398699 1114
Beira -19.706490 34.807260 963
Tete -16.139263 33.614839 570
Nampula -15.118028 39.267999 1824
Lichinga  -13.337751 35.281565 1043
Pemba -12.971076  40.516911 2003

Assim, nos pontos selecionados, que representam o estdgio inicial, é onde os vibrides
da colera sdao encontrados e onde a doenga comeca a ser detectada na populagdo, ou seja, é onde
os primeiros casos da doenca comecam a surgir. Nos demais componentes do modelo, ndo ha
presenca de populagoes. As figuras 15 mostram a localizacdo geogréfica dos pontos iniciais da

doenca, representados pela populacdo humana de infectados e a populacdo de bactérias.
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Para a escolha dos pontos inicias foi usado o método Gaussiano, ou Distribuicao
Gaussiana, é uma abordagem usada para selecionar pontos iniciais em andélises de dispersao
populacional. Ele se baseia na distribuicdo normal, onde os dados tendem a se agrupar em torno
de uma média, com uma dispersdo que segue a forma de uma 'curva em sino'. Ao escolher
pontos iniciais para analises do espalhamento da populagdo, esse método ajuda a identificar
locais com alta probabilidade de concentracdo populacional, ajustando os modelos conforme as
caracteristicas dos dados, como média e varidncia, para representar a distribuicdo populacional

de forma precisa.

Figura 15 — Localizagdo dos focos da doenca

Fonte: Autor

Um dos objetivos do nosso trabalho é analisar o comportamento e propagacao da
doenga em determinadas dreas de Mocambique. Para tanto, selecionamos alguns pontos (Nés)
da drea de estudo para acompanhar a evolucdo da célera ao longo do tempo, conforme a figura

16 abaixo.

Figura 16 — N6s escolhido para acompanhar a evolugao da Doenca.
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Fonte: Autor
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Para a area por onde passa o Rio Zambeze, consideramos o campo de velocidades ao

passar pela area e consideramos o caudal do rio, segundo a figura 17.

Figura 17 — Campo de velocidade

Campo de Velocidade para as Bactérias
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Fonte: Autor

6.1.1 Anadlise do espalhamento da doenca

As figuras 18 mostram o espalhamento da doenga no territério mogambicano, levando

em consideragdo o parametro a = «(x, y, t), que representa a taxa de difusibilidade dos agentes
area

na regiao ) considerada. Esse pardmetro é calculado como | o = ) e, para nosso estudo,

tempo
indica o espalhamento da populagdo dos agentes por meio dos movimentos e intera¢des humanas,

assim como pela agua.

Figura 18 — Espalhamento da doenca
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Na regido selecionada para o campo de velocidade, observamos, na figura 19, um
padrao de comportamento distinto em relagdo as outras regioes no que diz respeito ao desenvol-
vimento da doenga. As imagens ilustram o comportamento da doenga em um instante de tempo

inicial e apds um periodo determinado.

Figura 19 — Comportamento do espalhamento da doenca ao longo da regiao, considerando
o campo de velocidade.
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Fonte: Autor

6.2 Resultados

Com base nos parametros utilizados no modelo, que sdo todos positivos, os resultados
dos autovalores encontrados sdo todos negativos. Portanto, podemos afirmar que o ponto de

equilibrio livre das bactérias é estavel.

Do mesmo modo, considerando os parametros do modelo, o nimero béasico de
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reprodugao (Rp) para o modelo em estudo para a doenga da célera sera:

_ Kn(A—ps)
Fo, _A(~y+/u+d1+6)61
Ry, - PEN(A — ps) 85 (6.1)

hA(y + pr 4+ di + 6)(m —n)
Ry ZROI-I-R(]B.

Quando Ky >> 1 na ordem de grandeza de 10* e os demais pardmetros sao menores
que 1, o namero reprodutivo béasico parcial induzido pela transmissao do meio ambiente para
os humanos é maior que 1 (Ryg, > 1). Da mesma forma, considerando o pardmetro h na
ordem de grandeza de 10 na expressao de Ry ;» 0 nimero reprodutivo basico parcial induzido
pela transmissdo de humanos para humanos também serda maior que 1 (Ry, > 1). Portanto,
Ry = Ry, + Rp, serd maior que 1. Podemos concluir que a célera nao pode ser eliminada
da comunidade (quando Ry > 1), e os tamanhos iniciais das subpopulagdes do modelo nao
estao dentro da atracio de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel £*. Neste caso
(quando Ry > 1, a introdugdo de individuos infecciosos em uma comunidade de suscetiveis

automaticamente induzird um surto epidémico.

A figura 20 mostra a evolugdo temporal da dindmica da doenga célera no né 253 ao
longo do tempo. Observamos que a densidade populacional de suscetiveis cai rapidamente apos
as primeiras 100 iteracoes, permanece constante por um curto periodo e depois volta a decrescer,
embora nao tdo acentuadamente como no inicio, até 500 iteragoes. A partir dai, permanece
constante até o tempo final. O mesmo comportamento foi verificado para a dindmica populacional
de infectados, com uma subida brusca nos primeiros instantes, seguida por uma queda acentuada,

apresentando um comportamento semelhante ao dos suscetiveis.

Enquanto isso, a populacio de vacinados teve uma ascensao nos primeiros instantes
e depois permaneceu constante. O mesmo foi observado para a populagdo de tratados, que
no inicio teve uma pequena oscilagdo, mas depois se estabilizou sem grandes crescimentos. A
dindmica populacional de recuperados apresenta um crescimento rapido até aproximadamente
500 iteracoes, o que corresponde a 70 dias e depois um decrescimento muito ligeiro, tendendo a

se manter constante.
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Figura 20 — Evolucdo temporal da dindmica da célera no n6é 253 apds 1000 iteragoes,
correspondendo a 143 dias
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A Figura 21 mostra a evolugao temporal da dindmica da doenga célera no né 1130
ao longo do tempo. Observamos que a densidade populacional de suscetiveis cai rapidamente
apés as primeiras 200 iteragoes e, em seguida, permanece constante até o tempo final. O mesmo
comportamento foi verificado para a dindmica populacional de infectados, com uma subida brusca
nos primeiros instantes, seguida por uma queda acentuada, apresentando um comportamento

semelhante ao dos suscetiveis.

Enquanto isso, a populagdo de vacinados teve uma ascensao nos primeiros instantes
e depois permaneceu constante. A populacido de tratados, por sua vez, apresentou uma pequena
oscila¢do no inicio, mas depois se estabilizou sem grandes crescimentos. A dindmica populacional
de recuperados apresenta um crescimento rapido até aproximadamente 200 iteracdes, o que
corresponde a 28 dias, seguido por um decréscimo extremamente ligeiro, tendendo a se manter

constante.
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Figura 21 — Evolucdo temporal da dindmica da célera no né 1130 apds 1000 iteragoes,
correspondendo a 143 dias
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A figura 22 mostra a evolugao temporal da dindmica da doenga cdlera no n6 1559 ao
longo do tempo. Observamos que a densidade populacional de suscetiveis, infectados, vacinados,

tratados e recuperados, apresentam a mesma evolucdo da doenca no né 253
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Figura 22 — Evolucdo temporal da dindmica da célera no né 1559 apds 1000 iteragoes,
correspondendo a 143 dias
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As figuras 24 e 24 apresentam a evolucgao temporal da dindmica da célera nos nés
253, 1130 e 1559, respectivamente, localizados em uma &drea distante do ponto inicial da infeccao.
Notamos uma variagdo na densidade populacional ao longo do tempo, o que revela padroes
distintos de comportamento da doencga em diferentes regides do mapa. Essa observacio confirma

a propagacao da célera através do territério.

A figura 23 mostra a evolugdo temporal da dindmica populacional de bactérias nos
nos 253 e 1559 ao longo do tempo. Observamos que a densidade populacional de bactérias
apresenta um crescimento rapido apds as primeiras 700 iteragoes, antes a populagdo das bactérias

permanecia constante.

Enquanto isso, a figura 24 mostra a evolucao temporal da dindmica populacional de
bactérias nos nés 1130 também ao longo do tempo. Podemos observar que neste né a populagao de
bactérias permanece constante ate a aproximadamente 350 iteragoes, seguido de um crescimento
quase vertical atingindo o pico mais alto na 500 iteracoes ou depois de 500 iteracdes e em seguida

a populacao das bactérias comeca a decair até o instante final.
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Figura 23 — Evolugao temporal da dindmica Populacional da bactéria nos nés 253 e 1130
apos 1000 iteracoes, correspondendo a 143 dias
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Figura 24 — Evolugdo temporal da dindmica Populacional da bactéria no né 1130 apds
1000 iteragoes, correspondendo a 143 dias
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7 Conclusoes e Sugestoes

Neste capitulo, vamos apresentar conclusbes, tendo em consideragao algumas si-
mulacbes numéricas, atendendo a algumas variagoes de alguns parametros, para analisar o

comportamento da doencga da colera na populacdo, apresentados no capitulo anterior.

7.1 Conclusoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram estudados e apresentados diversos
modelos matematicos para epidemias, desde os mais simples até os mais complexos, no ambito
da Biomatematica. Utilizamos equagoes diferenciais parciais, frequentemente empregadas em
modelos mateméticos para descrever fendmenos de dispersdo ou difusdo-advecgdo. A importancia
de analisar os impactos de doencas sobre dinamicas populacionais foi o ponto de partida deste
estudo. Assim, propusemos a utilizacdo de um modelo compartimental do tipo VSITRS-B,
que abrange tanto a populagdo humana quanto a de vibrides coléricos. Consequentemente,
investigamos o comportamento da doenga em determinadas regioes de Mogambique, identificadas
como potenciais focos da epidemia, de acordo com as informagcoes fornecidas pelo Ministério da

Satude de Mogambique.

O principal objetivo deste estudo foi desenvolver uma modelagem com caracteristicas
originais e que pudesse tratado com técnicas numéricas varidveis para a descrito de uma epidemia,
permitindo realizar simulagées numéricas que permitissem avaliar a adogdo de diversas acoes
sanitarias de enfrentamento oda dindmica de transmissao e da velocidade de propagacao da

doenca.

A partir das simula¢des do modelo referentes & dispersao das populagbes com base nas
condigbes iniciais, observamos que o modelo uma dispersao populacional causada pelo movimento
das pessoas. As figuras de 18 a 24, que simulam aspetos do espalhamento da doenga na regiao,
mostram que, mostram que como ocorrem dispersoes ou migragoes populacionais entre as diversas
regides de Mocambique, as populagoes que incluem individuos contaminados, isto ira acarretar a

infeccdo de de outras pessoas.

realizar novas simulacées com recursos computacionais de capacidade significativa-
mente maior que permitisse a consideracdo de malhas mais refinadas no espaco e com periodos
temporais bem mais estendidos (e, também, com um maior refinamento do dominio temporal)

visando um estudo de comportamentos assintéticos.

Considerando o perfil de velocidades das correntes do rio Zambeze, que nasce na
Zambia e desdgua no Oceano Indico, o caminho percorrido pela dispersao da populacio do
Vibrio cholerae na regido escolhida foi conforme o esperado em cada iteragao no tempo, conforme

mostrado nos graficos da figura 19.

As figuras 20, 21 e 22 ilustram o comportamento das populagdes nos nos selecionados
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da malha da regido a cada iteracdo no tempo, permitindo que os governantes de diversos niveis
decisérios tenham a mao um instrumento computacional que permita estudar a introducao de

medidas para impedir que a doenca se espalhe ainda mais para outras regides.

7.2 Sugestoes

Antes de sugerir dire¢bes para trabalhos futuros, é importante abordar as dificuldades

enfrentadas durante o desenvolvimento deste trabalho.

Falta de literatura que fornega parametros essenciais, como a taxa de difusdo e
migracao da populagdo humana e do Vibrio cholerae, além das taxas de vacinagdo e de hospitali-
zacao e recuperacao da populacdo humana. Esta escassez de dados dificultou uma andalise mais

aprofundada e abrangente de diversos cenarios cruciais para o estudo.

Apesar de algumas informagoes terem sido fornecidas pelo Ministério da Satde
de Mocambique, muitas delas estavam desatualizadas e incompletas. Isso também dificultou a
obtencao de resultados mais precisos, pois os parametros tiveram que ser estimados ou extraidos de

outras literaturas que nao representavam um estudo aprofundado sobre a doenga em Mogambique.

Para alcancar os resultados desejados, foi fundamental estimar com os pardmetros
do modelo na modelagem matemaética, visando reduzir a instabilidade numérica nos algoritmos
implementados. Esse processo revelou-se um desafio crucial para a obtencao de estimadores

confiaveis, essenciais para a robustez e precisao das simulacoes realizadas.

Dadas as dimensoes dos operadores numéricos provenientes das discretizagdes espaci-
ais e temporais, os ensaios numéricos demoravam muitas horas, em alguns casos 8 horas. Por
outro lado, essas caracteristicas numéricas exigiam malhas mais refinadas tanto no tempo quanto
no espaco. Assim, nao foi muito facil obter resultados melhores no sentido de uma precisdo

descritiva, quanto no comportamento numérico dos algoritmos.

Como a colera é mais propensa durante o periodo de chuvas e em regides alagadas,
foi necessario desenvolver um perfil do campo de velocidades das dguas para prever a direcio
do deslocamento da bactéria. Por esse motivo, conseguimos obter apenas a direcdo e o sentido
do movimento das dguas do rio Zambeze. Esse mapeamento sé seria possivel com base em
experimentos de campo em pequenas regioes especificas. A partir desses experimentos, seria
possivel obter dados sobre as velocidades das correntes aquaticas e, assim, desenvolver um

algoritmo para representa-las com precisao.

Acreditamos que para trabalhos futuros podemos dar continuidade nos seguintes

itens:

* Como a colera estd intimamente ligada a falta de saneamento adequado, algumas regioes
de Mocambique encontram-se abaixo das dguas do mar e propensas a inundagoes e cheias,
sugerimos que estudos futuros sobre a doenca levem em consideragao a influéncia do

periodo de chuvas na sua propagacao;
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Conduzir experimentos em diversos cendarios regionalizados usando uma malha georreferen-

ciada, bem como em outras;

Aplicar a teoria dos conjuntos fuzzy para estimar certos parametros considerados subjetivos,

como a taxa intrinseca de crescimento do Vibrio cholerae;

Como se trata de uma doenga como a colera, é crucial determinar, através de trabalhos de
campo cuidadosos, parametros da taxa de contato entre o Vibrio cholerae e os humanos

suscetiveis, com base em dados obtidos da regiao;

Realizar o estudo da estabilidade global dos pontos de equilibrio utilizando outros criterios

de estudo, como de Lyapunov para a modelagem espacialmente homogénea;

Considerar, na modelagem, uma mortalidade devida, por exemplo, a desinfeccdo, alterando
o modelo apresentado no estudo. Essa nova abordagem, inspirada no modelo Lotka-Volterra,

incluiria os efeitos da mortalidade induzida.
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Para as etapas a seguir utilizaremos a conversao entre o elemento de referéncia k
(81) (82). Os vértices do elemento de referéncia serao fixados nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1), um
elemento de referéncia triangular. Tanto sua leitura quanto sua abordagem serdo tracadas no
sentido anti-horédrio. Portanto, as fungbes comuns limitadas a este elemento de referéncia que sao
relacionados com as coordenadas correspondentes do elemento global através de transformagoes

afim: Fj : k — k que serdo descritas a seguir:

o (0,0) (1,0) §

F k—k
(0,0) — (z1,91)
(1,0) — (22,92)
0,1)  — (z3,y3)

Fele,n) = [332 — T X3 — 561] [5] N [361] _ [961 —&x1 + Exo — N1 + N3 (A1)

pr =1-8—n
©’s sobre elemento de referéncia k& @y =

Y3 =10

Yy2—Y1 ys—y1||n —&y1 + Y2 — ny1 + ny3

x(&,n) =x1—&xr + xa — a1 + N3

(A.2)
y(&n) =y — &y + Eyo — ny1 + nys.

Tomando derivadas parciais das func¢bes x e y com os parametros de interesse acima,

obtemos a matriz jacobiana da transformacao Fj que pode ser obtida da seguinte forma:

a( (5 ) <§ )) ax(gﬂ 77) ax(gﬂ 77) [L‘Q — xl $3 — 1’1

_ z(&n), ¥y&n))\ _ 0¢ 0 _

JF(&,n) = ( Fa) > = | oy(€n) é’y(fn, | =T B (A.3)
o0& on :

Defini¢ao 1. O determinante da matriz jacobiana de uma transformacgio F dada por x = x(§,n)
ey=y(&mn) é

o(x(&,m), y(&n)) g & g &

el = [(FERE)| - [aln aftn

o€ on

_ox(&m) oy(&m)  0x(&n) dy(&n)

0¢ on on o€
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Vamos considerar ¢:(&,n) = ¢;(x(£,m),y(§,1)), aplicando a regra da cadeia, obtemos

a seguinte expressao:

Opi(&n)  _ dpi(a(&m),y(€m) x(Em)  deilx(€n)y(€m) y(E )
o€ ox ¢ oy 23 (A.4)
0pi(&m)  _ dpi(a(&m),y(Em) x(Em)  deile(€n)y(€m) y(Emn) '
on ox on dy on
Derivando as equagdes A.2 substituindo-a em A.4, obtemos:
O0p; 7 ) ) ) 7 ) y )
%a(?n) _ Opi(a(€ ggi y(&,m) s — 1) + Opi(z(€ g; y(&,m)) =) .
den) _oplEn vEn) . deEEnyen) oo 0
on = o 3 1 2y Y3 — Y1
dp;(§:m) dp;(x(€,m),y(&,m))
g _ [562 — T Y2 — yl] ) oz
0p;(&,m) T3 Y3 =YL | dps(x(€m), y(€m))
on dy
dp;(€,m)) dpi(z(€,m),y(€,n))
é’f . [:L‘Q — 1 X3 — I‘1]T . a$
0p;(&,m) 270 BTH 0pi(z(&,n),y(&,n))
on y
ox
= (JF)"
dpi(x(&,m),y(&,m))
oy
dpi(x(€,m),y(&,n)) dp;(&:m)
oz o0&
= = [(JF)T]t- . Seja T =[(JF)"]'=
dpi(x(€,m),y(€,n)) dp;(§:m)
dy on
opi(z(&,n), y(&n) p;(&:m) ©;(&m)
. Ty o + T2 P
= . Assim,
dpi(z(&,m),y(&, . .
pi(z(€ g; y(€,n)) o &pé?n) Ty sol(gi,n)
5%(96(5,(;731&(5,77)) _ 7, 2%i&m) +T123<Pg(§?§77 mno,
dpi(x(&m) y&m)  _ g 0pi(&m) LT dp;(§:m)
ay = 421 ag 22 877 .
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Teorema 6. Suponha que T seja uma transformacio C cujo jacobiano seja ndo nulo e leve
uma regidgo S do plano para uma regido R do plano xy. Suponha que f seja continua sobre R e

que R e S sejam regides planas. Suponha ainda que T seja injetora, exceto possivelmente nos

pontos de fronteira de S. Entdo

k
= |detJFy|(3] ;)5 = |detJ Fi(M1);

(@5 - okl = Jf ©j Pk - pidydr =
;

k

[ . pude = [[ o)y, '
R S

TERMO DO DECAIMENTO

(pjleik = Jf ©; - pidydr =
2

d(z,y)

dud
(w,v)|

D

k

ﬂ @5 - oy, - p;|det T Fig|dndg

= |det.J Fy| H @5 o, - pydnd€ = |det JFy|(; - eilen

k

= |det JFy|(M9);

TERMO DA DIFUSAO

dej|0¢i\ _ [[2¢i Opi
<amj » >k _ £ - dyde
(9 > ’ (9 j ’
_ JJ (Tn SOJ;E n) + 1o %6(5 77)) (Tn
p ) .
23
= |detJ Fy| Jf (T Tho)
I on J
= |detJ Fy| JJ (T Th2) agoﬁgn)
Pl g/

= ]detJFk] JJ (TH T12)
k

= \detJFk\ (TH

ff @5 gog|detJFk|d77d§ = |detJ Fy| ff @5 ;dnd§

o (€, 0pr (€,
%a(g L ‘péi ’7)) \det.] Fy|dnde
i dp;(€,m)
o€

(T Tha) dnd¢

dp;(&,m)
| on
[ [ dp;(.m) aw;(@n)) T\ |,
(% n (T12> e

5903(57 n) dp:(&,m)

5905(57 n) dp:(&,m)

0€ o€ og o (M
0p;(&m) dp;(&m)  093(&m) apy(&m) |\ Ty
n o¢ on n
<‘3"ﬁ ‘990%) (a‘/’i 990;)
o¢ 1 o¢ ), o¢ 1oy )i | (T
T12) <5g0] 890;)k (5% 5902)k <T12> dndg.
on o€ )y on laon /),

) dnd¢
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De forma andloga,

<5<PA (9(,01)
o8 1 o€
580 op;
o€ ),
Op; O (3 0p;
(VSOJ'HV%') :ffdydl“—JJ< ri QD agoy] : af/)dydx
2pj % J J opi 0p; |0 ;| 0p;
ff xdd+ oy dr = 8$6mk+ oyl oy ),
(212), ( 3
o€ | o€ o lon )i | [T dnd
_l’_
(pm) (o) J\n s
% /i onlan )

&PA 0p; 5903 3%
¢ | o¢ 0¢ T
(&pj a%) <(9g0] a%) Ta2
% /i onlan )
(W 5%) +<9‘Pi 990%)

g 1 o€ )i onlan )

0910 510
:|detJFk|[T221< fj S?) +T21T22<ag SOZ) +

3 o ﬁgo
) (53),
55);; on | on

— |detJ Fy| [Tgl (M2), ; + ToiTas (M4),; + T3, (M3), }

%5 0¢;
ol on )i | [Ta

dnd
(6@] 690;) Too e
onlaon /i

(9% pi

ay ay )k = \detJFk\ (Tgl TQQ)

= |d€tJFk| (TH T12)

+ |d€tJFk|(T21 TQQ) dndf

Op
+151T5 ( p z

TERMO DE ADVECCAO

), 1]
(€, 0 (€,
= JJ <T11 (pjé(é ) + Tho (pja(f, 77)) - p; |detJ Fy|dnd€
i

a (G, a Sy
— \detJFk\H (Tn%a(gn) +T12%a(in)> “p; dndg
J

(2

— |detJF| HTH 2133 o d dg+HT12 o: dnde
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a G, (9 \SH
= |detJFy| | Tn U %a(gn)(ﬁg dnd€ + Thz H%é(vin) “p; dndg

_ 00
= \detJFk\ TH <80]

<9%
= |detJFy| (T11 Ti2) (a(zg

];‘

= |d€tJFk| [TH(M7)Z'J + T12(M8)i’j] .

a
\detJFk\ [Tu <

De forma andaloga,

(), - [J% o

B JJ <T21680;(€7?7) +T228<P3(§7?7)> o [detT Fy|dnde
. o0& on ¢

= |d€tJFk| (Tgl

T59) 5(‘03
(=

= |det JFy,| [Tor (M) j; + Taa(M8) ;]

A.1 Calculo das Sub-Matrizes de Rigidez

As submatrizes de rigidez desempenham um papel crucial na resolucao desses pro-
blemas, representando uma ferramenta essencial. Ao realizar a demonstracio, elas nos facultam
a conexao entre elementos comuns e elementos de referéncia por meio de transformagoes. Nos
métodos subsequentes, direcionamos nossa atengao para o trabalho de (81). Para obter a matriz
de rigidez, executamos uma rotina que requer dados de entrada como parametros. A saida dessa
rotina é uma matriz correspondente a cada caso especifico. Nesta secdo, empregaremos o coédigo
implementado em MATLAB para derivar a submatriz de rigidez que seréd utilizada ao longo

deste estudo.
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1:(0,0=1=a+b-
wi =a+b+cn= 0:(L,0O)=0=a+b-

0:(0,1)=0=a+b-

0:(0,0=0=a+b-
0y =a+ bl +cn= 1:(1,00=1=a+b-

0:(0,1)=0=a+b-

0:(0,0=0=a+b-
03 =a+ bl +cn= 0:(1,0=0=a+b-

1:(0,1)=0=a+b-

Logo o =a+b{+cn=p;=1-§—n
Logo @5 = a + b +cnp = o5 =&

Logo w3 = a + b +cn = o5 =1

O+c-0=a=1

O+c-1l=c=-1

O+c-0=a=0
l1+c-0=0b=1

O+c-1=c=0

O+c-0=a=0
1+¢-0=b=0

O+c-1=c=1

—n+n—1)
&n

2

1-¢&—n
@ﬂ%) = 3 1-&-n & n)=
n
(1-€6-n)? —&E+n-1)
= | -&E+n-1) ¢?
-nE+n—1) &n

1 p1—¢ (1 _5_77)2 —f(f‘H?— 1)
wiled =| | |-eern-n @
-n+n-1) &n

Ui

—n(+n—1)
&n d&dn =

772



APENDICE A. Cdlculos Auziliares

140

A

((pjs . gp,;‘gog) para k=1, 2¢ 3
1-¢&—n
(903- : 801|80z) §
n
1-¢&—n
= §
n
(1-¢-
=€ -¢-
n(l—¢—

L e [(B=E&=m)
(5 - ¢ile;) =J;L (ﬂlﬁnf E1-¢&-n)
n(l—¢
1 1 1
20 60 60
1 1
“ 60 60 120
1 1 1
60 120 60
1-¢&—n
Qﬁ-wﬂ%> = £ £-(1-€&-n
7
1-€—n
= 3 € (1-&—n)
n
E1—¢—n)? £(1—-¢—n)
= &a-¢-n &
En(l—¢&—n) &n
E1-¢-n)? &a
el ea-¢-n)
(g?wﬂ% L o | é&n(l—¢&—n)
1 1 1
60 60 120
1 1 1
-l = 5 =
1 1 1
120 60 60

—&—n)
¢ &n

n)

& &)

En(1—&—n)
&n

&n?

En(l—=&—n)

I



APENDICE A. Cdlculos Auziliares 141

1-¢&—n
(ﬁ-%Wﬁ = 3 (1-&-n & n)
1
1-¢—n

n(l—¢&—n)? enl—¢—n) P*(1—¢&—n)
=&l —¢—n) &n &n?
n*(1—¢&—n) &n? n’

nl—&—n)? &l—€c-n) n*(1—&-n)

Lt en(l—¢—n) &n &n?
s oslon) = ded
(97¢ﬂ%> ﬁuL n*(1—€—n) én? n s
1 11
60 120 60
B! 11
1120 60 60
1 11
60 60 20
1—&—n 1
dp; 0 B ®;
il )] R e

(2%) - L[ G- [[ [0 )

1
S

2 2

~ | 1 1
—~ - 0

2 2
0 0 0
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w0 (i -1
()LL)

(9%’ 9%) ff”(a% %")dgd
o8 1 dn 0 Jo o€ 1 1
_ 0 _
1 pl¢ 1 —1 2
_ff 10 1 |dedn=|_1 1
0 JO 2

0 0

0 0 0
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() <[ [ () o

v (ST =8 IR
=JJ 1*6 n 6 77 dédn =1 = =
0 Jo 6 6
0 0
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ANEXO A - Cddigos - Fonte

clear all
clc

load malha
load coord

load smr
tic

x=coord (:,1);
y=coord (:,2);
nn=length (x) ;
nel=size(malha,1) ;

nnl=3;
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y A N Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y X Y N Y N Y N Y Y Y X A XA XA Y XX YA XA

% Parametros do dominio
t0=0; tf=260; nit=5700; dt=(tf-t0)/(nit); %52 semanas em cinco
anos (521 semanss em 5 anos)

Dot loteTotoTolotoTotoTolotoTotoTo o toTotoTo o toTo toTo to 1o To 1o To o 1o fo 1o To to To o 1o To 1o To Yo 16 To 1o To Yo 76 Fo 1o To Yo 76 fo 16 To Yo 76 o %6 o %o
% parametros do modelo

alfaS=5e-3;
VelSx=0;
VelSy=0;
miS=2.8e-4;
omega=0.000001;
theta=0.00003;
sigma=0.04;
betaI=0.5e-3; %0.025;
betaB=1.5e-2;
h=2500;
Lambda=0.00014;
KN=1000; %100;

alfalI=0.001;
VelIx=0;
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68
69
70

71

72
73
74
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Velly=0;
mil=2.8e-2;
d1=0.001;
p=0.000025;
gama=0.08;
delta=0.008;

alfaV=0.004;
VelVx=0;
VelVy=0;
mivV=2.8e-3;

alfaT=0.001;
VelTx=0;
VelTy=0;
miT=2.8e-4,;
d2=0.00025;
phi=0.065;

alfaR=0.005;
VelRx=0;
VelRy=0;
miR=2.8e-3;

alfaB=0.01;
VelBx=0.25;
VelBy=0.25;
mB=0.02;
nB=0.5; %0.25;
KB=1e+12;
psi=7;

b bR R R R R DT DD DD Tl hhlolollelolelotetlototototo oo oo oo oo oo oo oo oo oo oo oo oo Toto To Vo Vo To Vo Vo Vo Vo Vo

condicoes_iniciais

velocidade_bacteria

Dl tothTotolohToTotoheloToToTohoTo To 1o % To To 1o %o ho To 1o 1o fo To To 1o %o To To 16 1o o To 1o 1o o To To 16 %o o To 1o 1o o To 1o 1o o o To 76 %o o To 7o %o o

% armazenamento das solucoes

S=zeros(nn,nit+1) ;
S(:,1)=80;
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Snm1=S0;

Sn=Snml;

I=zeros (nn,

I(:,1)=10;
Inml1=I0;

In=Inml;

T=zeros (nn,

T(:,1)=TO0;
Tnm1=TO;

Tn=Tnm1 ;

R=zeros (nn,

R(:,1)=R0O;
Rnm1=RO;
Rn=Rnm1 ;

V=zeros (nn,

V(:,1)=V0;
Vnm1=VO0;
Vn=Vnml ;

B=zeros (nn,

B(:,1)=B0;
Bnm1=BO0;

Bn=Bnm1 ;

[ASfixa] =
[BSfixa] =
[AIfixa] =
[BIfixa] =
[ARfixa] =
[BRfixal =
[ATfixal =
[BTfixal =
[AVfixal =
[BVfixal =
[ABfixa] =
[BBfixa] =

nit+1) ;

nit+1);

nit+1);

nit+1);

nit+1);

ASfixa(miS,sigma,Lambda,dt,alfaS,VelSx,VelSy);
BSfixa(miS,sigma,Lambda,dt,alfaS,VelSx,VelSy);
Alfixa(mil, gama,delta,dl,dt,alfal,Vellx,Velly);
BIfixa(mil, gama,delta,dl,dt,alfal,Vellx,Velly);
ARfixa (miR,theta,dt,alfaR,VelRx,VelRy) ;

BRfixa (miR, theta ,dt ,alfaR,VelRx,VelRy) ;

ATfixa (miT,phi,dt,d2,alfaT,VelTx,VelTy);

BTfixa (miT,phi,dt,d2,alfaT,VelTx,VelTy);

AVvfixa (miV, omega ,dt,alfaV,VelVx,VelVy) ;

BVfixa (miV, omega ,dt ,alfaV,VelVx ,VelVy) ;
ABfixa(mB,nB,dt,alfaB,VelBx,VelBy);
BBfixa(mB,nB,dt,alfaB,VelBx,VelBy);
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No 253

Sno253=zeros(nit+1,1); Sno253(1,1)=S0(253,1) ;
Ino253=zeros (nit+1,1); Ino253(1,1)=I0(253,1);
Vno253=zeros(nit+1,1); Vno253(1,1)=V0(253,1);
Tno253=zeros(nit+1,1); Tno253(1,1)=T0(253,1) ;
Rno253=zeros (nit+1,1); Rno253(1,1)=R0(253,1);
Bno253=zeros (nit+1,1); Bno253(1,1)=B0(253,1);

No 1130

Snol1130=zeros(nit+1,1); Sno1130(1,1)=S0(1130,1);
Ino1130=zeros(nit+1,1); Ino1130(1,1)=I0(1130,1);
Vno1130=zeros(nit+1,1); Vno1130(1,1)=v0(1130,1) ;
Tnol1130=zeros(nit+1,1); Tno1130(1,1)=T0(1130,1);
Rno1130=zeros(nit+1,1); Rno1130(1,1)=R0(1130,1);
Bno1130=zeros(nit+1,1); Bno1130(1,1)=B0(1130,1) ;

No 1559

Snol1559=zeros(nit+1,1); Sno1559(1,1)=S0(1559,1) ;
Inol559=zeros(nit+1,1); Ino1559(1,1)=I0(1559,1);
Vno1559=zeros(nit+1,1); Vno1l559(1,1)=V0(1559,1);
Tnol1559=zeros(nit+1,1); Tnol559(1,1)=T0(1559,1) ;
Rno1559=zeros(nit+1,1); Rno1559(1,1)=R0(1559,1);
Bno1559=zeros(nit+1,1); Bno1559(1,1)=B0(1559,1) ;

for n=1:nit
n
for Est=1:5
[ASvarS] = ASvar(betalI,Lambda ,KN,In,Inml,betaB,Bn,Bnmil,h,Sn,
Snml,Vn,Voml ,Tn,Tnml ,Rn,Rnml,dt) ;
[BSvarS] = BSvar(betalI,Lambda ,KN,In,Inml,betaB,Bn,Bnmil,h,Sn,
Snml ,Vn,Vnoml ,Tn,Tnml ,Rn,Rnml,dt) ;
[CS1] CS1(dt,omega,Lambda) ;
[CS2] CS2(Lambda ,KN,Vn,Vnml ,In, Inml,Tn,Tnml,Rn,Rnml,bdt) ;

[AIvarI] Alvar (betal,In,Inml,betaB,Bn,Bnml,h,Sn,Snml,Vn,
Voml ,p,dt);

[BIvarI] BIvar (betal,In,Inml,betaB,Bn,Bnml,h,Sn,Snml,Vn,
Voml ,p,dt);

[CI1] CI1(betaB,Bn,Bnmil,h,dt);

[CR1]

CR1 (phi,dt);
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157 [CT1] = CT1(gama,dt);

158

159 [AVvarV] = AVvar(betal,In,Inml,betaB,Bn,Bnml,h,p,dt);
160 [BVvarV] = BVvar(betal,In,Inml,betaB,Bn,Bnml ,h,p,dt);
161 [CV1] = CV1(dt,sigma);

162

163 [ABvarB] = ABvar(n,KB,Bn,Bnml,dt);

164 [BBvarB] = BBvar(n,KB,Bn,Bnml,dt);

165 [CB1] = CB1(dt,psi);

166

167 AS=ASfixa+ASvarS;

168 BS=BSfixa-BSvarsS;

169 Sn=AS\ (BS*Snm1+CS1*((omega+Lambda) *(Vn+Vnml)+Lambda*(In+Inml)

+Lambda*(Tn+Tnml)+(Lambda+theta)*(Rn+Rnml1))-CS2*(In+Inml+Vn

+Vnml1+Tn+Tnml1+Rn+Rnml)) ;

170 Sn=abs (Sn) ;

171 S(:,n+1)=Sn;

172 Snml1=Sn;

173 clear ASvar BSvar CS1 CS2 CS3 CS4 CS5 CS6 CS7
174

175 ATl=ATIfixa-AIvarl;

176 BI=BIfixa+BIvarl;

177 In=AI\(BI*Inm1+CI1*(p*(Vn+Vnml)+(Sn+Snm1)));
178 In=abs (In);

179 I(:,n+1)=1In;

180 Inmli=In;

181 clear AlIvar BIvar CI1

182

183 AV=AVfixa+AVvarV;

184 BV=BVfixa-BVvarV;

185 Vn=AV\ (BV*Vnm1+CV1*(Sn+Snml)) ;
186 Vn=abs (Vn) ;

187 V(:,n+1)=Vn;

188 Vnm1=Vn;

189 clear AVvar BVvar CV1

190

191

192 AT=ATfixa;

193 BT=BTfixa;

194 Tn=AT\ (BT*Tnml1+CT1*x(In+Inml));

195 %Tn=abs (Tn) ;
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196 T(:,n+1)=Tn;

197 Tnm1=Tn;

198 clear CT1 BTvar

199

200

201 AR=ARfixa;

202 BR=BRfixa;

203 Rn=AR\ (BR*Rnm1+CR1*(Tn+Tnml)) ;
204 Rn=abs (Rn) ;

205 R(:,n+1)=Rn;

206 Rnm1=Rn;

207 clear CR1

208

209

210 AB=ABfixa+ABvarB;

211 BB=BBfixa-ABvarB;

212 Bn=AB\ (BB*Bnm1+CB1*(In+Inml));
213 Bn=abs (Bn) ;

214 B(:,n+1)=Bn;

215 Bnm1=Bn;

216 clear ABvar BBvar CB1

217

218 No 253

219 Sno253(n+1,1)=5(253,n) ;
220 Ino253(n+1,1)=I(253,n);
221 Vno253(n+1,1)=V(253,n);
222 Tno253(n+1,1)=T(253,n);
223 Rno253(n+1,1)=R(253,n);
224 Bno253(n+1,1)=B(253,n) ;
225

226 No 1130

227 Sno1130(n+1,1)=S(1130,n) ;
228 Ino1130(n+1,1)=I(1130,n);
229 Vno1130(n+1,1)=V(1130,n) ;
230 Tno1130(n+1,1)=T(1130,n) ;
231 Rno1130(n+1,1)=R(1130,n) ;
232 Bno1130(n+1,1)=B(1130,n) ;
233

234 No 1559

235 Sno1559(n+1,1)=8(1559,n) ;
236 Ino1559(n+1,1)=I(1559,n);

237 Vno1559(n+1,1)=V(1559,n);



238
239
240
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246
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Tno1559(n+1,1)=T(1559,n) ;
Rno1559(n+1,1)=R(1559,n);
Bno1559(n+1,1)=B(1559,n) ;

end

end

save horas

save resultados S I R V T B Sno253 Ino253 Vno253 Tno253 Rno253
Bno253 Sno1130 Ino1130 Vno1130 Tnol1130 Rnol1130 Bno1130 Sno1b559
Ino1559 Vno1559 Tnol1l559 Rnol559 Bnolb59

tempo_exec=toc
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