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Resumo

Essa tese explora a andlise computacional de matrizes de Leslie por meio da diagonalizacao
de matrizes e do método das diferencas finitas. Dividida em quatro capitulos, a primeira
secao estabelece as bases ao revisitar conceitos-chave da diagonalizagao de matrizes e
resolver recorréncias no formato generalizado de Fibonacci. Os capitulos dois e trés
adentram as fundagoes tedricas para calcular as poténcias da matriz de Leslie e o caso
assintotico usando diagonalizacao de matrizes e diferencas finitas, respectivamente. O
quarto capitulo apresenta simulacoes comparativas entre os dois métodos, revelando que,
nos quatro casos estudados, a diagonalizagao de matrizes consistentemente apresentou
tempos de processamento menores do que o método das diferencas finitas. Apesar da
eficiéncia computacional da diagonalizacao de matrizes, as diferencas finitas se mostraram

eficazes em resolver casos especificos.

Palavras-chave: Matriz de Leslie. Diagonalizacao de matrizes de Leslie. Diferencas finitas.



Abstract

This thesis exploits the computational analysis of Leslie matrices through matrix diago-
nalization and the finite differences method. Divided into four chapters, the first section
lays the groundwork by revisiting key concepts of matrix diagonalization and solving
recurrences in the generalized Fibonacci format. Chapters two and three delve into the
theoretical foundations for computing Leslie matrix powers and the asymptotic case using
matrix diagonalization and finite differences, respectively. The fourth chapter presents
comparative simulations between the two methods, revealing that, in the four studied
cases, matrix diagonalization consistently exhibited shorter processing times than the
finite differences method. Despite the computational efficiency of matrix diagonalization,

finite differences proved effective in solving specific cases.

Keywords: Leslie Matrix. Diagonalization of Leslie Matrix. Finite differences.
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Introducao

Ao longo da historia, a compreensao e modelagem das dinamicas populacionais
tém sido um desafio incessante, instigando a busca por ferramentas matemaéaticas capazes
de capturar a complexidade desses sistemas. Nesse contexto, destaca-se o Modelo de
Leslie, um modelo concebido por Patrick Leslie em 1945 (LESLIE, 1945), um demografo
britanico cujo trabalho pioneiro revolucionou a forma como entendemos o crescimento
populacional. Leslie propos um sistema matricial para descrever o processo de reproducao
e envelhecimento em populagoes, estabelecendo uma ponte entre a biologia e a algebra
linear. Essa abordagem inovadora proporcionou uma maneira sistematica de analisar e

prever as mudancas na distribuicao etaria de uma populacao ao longo do tempo.

Para realizar essa analise, sao considerados dois métodos. Empregando os
principios da algebra linear, opta-se pelo método da diagonalizacao de matrizes mediante
a decomposicao de Jordan. Outra abordagem é o método das diferencas finitas, o qual
é minuciosamente delineado nos artigos mencionados em (BENTAHER et al., 2021;
BENTAHER; NAASSI; RACHIDI, 2017). Este método, fundamentado nos conceitos de
recorréncia, particularmente nas recorréncias generalizadas de Fibonacci, é empregado

com o propoésito de proporcionar uma solucao direta e eficaz para o problema em questao.

O intuito fundamental deste trabalho ¢ realizar uma comparacao numérica entre
esses dois métodos. Essa anélise pode ser encontrada em (ALOUI; RACHIDI; WAHBI,
2021; ALOUI; RACHIDI, 2010) para o método das diferencas finitas. Buscamos determinar
as vantagens e desvantagens inerentes ao uso de cada abordagem, proporcionando uma
analise criteriosa que contribua para a compreensao aprofundada do problema em estudo

e oriente a escolha do método mais adequado em diferentes contextos.

Com o objetivo principal definido, a estrutura deste trabalho esta organizada

em capitulos, conforme descrito a seguir.

No Capitulo 1, apresentamos férmulas e conceitos essenciais para uma compre-
ensao mais aprofundada dos topicos discutidos nos capitulos subsequentes. Este capitulo
aborda equacoes de recorréncia e as técnicas de diagonalizagao e fatoracdo de matrizes,

incluindo a decomposi¢ao em matrizes de Jordan.

No Capitulo 2, iniciamos nossa exploracao do problema do modelo populacional
de Leslie. Comecamos com uma visao geral do modelo populacional de Leslie e fornecemos
as caracteristicas gerais da matriz de Leslie associada com este modelo. Em seguida,
exploramos a obtencao da potenciagdao da matriz de Leslie de forma direta e por meio da

decomposicao de matrizes usando autovalores e autovetores, o que inclui a decomposicao
de Jordan
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No Capitulo 3, abordamos a potenciagdo da matriz de Leslie de uma perspectiva
diferente. Neste capitulo, exploramos a obten¢ao da poténcia da matriz de Leslie por meio
do uso de equacgoes de recorréncia. Ao fazer isso, investigamos uma abordagem alternativa
para compreender o comportamento do modelo populacional de Leslie. Esta analise oferece
uma visao abrangente das implicagoes das equagoes de recorréncia na dinamica do modelo,

complementando os métodos apresentados nos capitulos anteriores.

No Capitulo 4, realizamos uma comparacao completa dos métodos abordados
nos capitulos anteriores. Este capitulo apresenta os resultados obtidos por meio de simula-
¢oes que destacam a eficicia e as limitagoes de cada abordagem. Além disso, discutimos
consideracoes importantes e exploramos possiveis estratégias para melhorar o desempenho
e a eficiéncia na obtencao de resultados, especialmente em cenarios especificos. Esta analise
critica oferece informacoes valiosas que contribuem para uma compreensao mais profunda

do modelo de Leslie e das técnicas usadas em sua analise.

Por fim, as consideracoes finais sao dadas seguidas dos anexos dos cédigos

desenvolvidos neste trabalho e a bibliografia utilizada.
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1 Conceitos basicos

Nesta secao sao apresentados os conceitos tedricos que serao utilizados nos
capitulos seguintes no calculo de potenciacdo de uma matriz de Leslie, atentando apenas

ao essencial desses tépicos.

Para o estudo de diagonalizagao de matrizes e a forma canonica de Jordan é
possivel consultar (MEYER; STEWART, 2023) e (GOLUB; LOAN;, 2013).

Para mais detalhes em relacao aos métodos tradicionais de resolucao de recor-
réncias podem ser encontrados em (MORGADO; CARVALHO, 2015). Outras abordagens e
aplicacdes sdo discutidas em (BENTAHER; RACHIDI, 2016) e (SA; SPREAFICO, 2020).

1.1 Diagonalizacdo de matrizes e a Forma Canénica de Jordan

Sejam matrizes quadradas A e B, dizemos que A é semelhante a B se existe
uma matriz M invertivel tal que A = M ~1BM.

No intuito de calcular poténcias de matrizes é interessante trabalhar com
matrizes diagonalizaveis, ou seja, matrizes que sdo semelhantes a matrizes diagonais. As
matrizes diagonais sao matrizes quadradas em que todas as entradas fora da diagonal
principal sdo nulas, representada por D = diag(dy, ...,d,), onde d;, com i = 1,...,n, sdo as

entradas da diagonal principal da matriz.
Note que se A é uma matriz semelhante a uma matriz diagonal D, representada

por D = diag(dy, ...,d,), entdo existe M invertivel tal que A = M ~'DM, sendo assim:

A = (M'DMY* = M'DM -M~*DM -...- M~*DM - M~*DM = M~'D*M

E possivel mostrar por inducéo que D* = diag(dlf, ey dfl) como apresentado a
seguir.

Tomando k = 1, verifica-se que D' = D = diag(d}, ..., d..). Considere agora
DF — diag(d’f, ...,d’fb), para algum k& > 1, e defina a notagao {ey,...,e,} como a base
canonica do R", ou seja, e; é o vetor que a ¢ — ésima entrada é zero e as demais sdo nulas.

Assim:

DFtl = DF. D = DM = : dy-er o dy e
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Como €} - e; = {1’ > Z - ] , entao
0, sei#)
dv - d, 0 .. 0 0 0
Dy = (,) d’;.d?.d2 0 | e (,) d’;'“ (,) |
6 o dfj:dn o o df;“

concluindo o resultado.

Dessa forma, no intuito de calcular a poténcia de uma matriz A*, conhecendo
as matrizes M e D tais que A¥ = M~1DFM, basta realizar o produto matricial, j& que
a matriz D* estd bem definida como apresentado anteriormente e a obtencao da matriz

invertivel M.

Proposicao 1. Se os autovetores de uma matriz quadrada A de ordem n formam uma

base de K", onde K é um corpo, entdo a matriz A € diagonalizdvel.

Considere a base B = {vy,...,v,} de K", formada pelos autovetores de A.
Definindo a matriz M = [v; ... v,], note que essa matriz é invertivel, pois suas colunas
sao formadas por um conjunto de vetores linearmente independentes, pois formam uma

base. Com isso,

M7'AM = M~ Afvy ... v,] = M [Av; ... Av,]

Como v, com k = 1,...,n sdo autovetores de A, entdo Av, = A\pvg, assim:
M™7YAM = M~ Moy ... M) = MM - diag(Ay, ..., \n) = diag(Aq, ..., M),
concluindo que A é diagonalizavel.

Teorema 1. Seja A uma matriz tal que todos seus autovalores sao distintos, entdo A é

diagonalizdvel.

Considere o conjunto {vy, ..., v,} de autovetores de A, vamos mostrar que esse
conjunto é linearmente independente e, consequentemente, base do corpo K". Permitindo

concluir pela proposicao 1 que A é diagonalizavel.
vy + ...+ apy, =0

Aplicando a matriz A em ambos lados da equacao:

Aloqvg + oo + apuy) = A0 = a1 \vg + ... + a\v, =0
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Realizando esse processo n — 1 vezes, o seguinte sistema de equagoes ¢ gerado:

1 1 1 a1V 0
)\1 /\2 )\n (05X 0
DYDYt D QU 0
1 1 .1
Al e oA
Note que a matriz ) o ) ¢ uma matriz de Vandermonde e
PUEEIED VD L

seu determinante, demonstrado em (BUCK; COLEY; ROBBINS, 1992), é dado por
[T =) #0,
i<j

pois A; # A;, para todo i # j, pois os autovalores de A sao todos distintos. Como o

determinante da matriz é diferente de zero, a matriz é invertivel, assim:
-1

a1V 1 1 1 0 Q11U 0

[0 DX%) )\1 )\2 >\n 0 [0 5X%)] 0
= . . . . : . = . =

U, )\?_1 )\g_l )\2_1 0 apUy, 0

Logo, axvr = 0, para k = 1,...,n, e como v ¢ um autovalor, vy # 0, concluindo
que oy, = 0, para k = 1,...,n e, consequentemente, que o conjunto {vy, ..., v,} é linearmente

independente, finalizando a demonstracao.

-1 4 —4 4
. 0 1 0 . .
Exemplo 1. Seja A = 0 0 ol determine as entradas da matriz A", para
0 2 -2 3

n € N.

Os autovalores de A sao dados por:

-1-X 4 —4
0 1-X 0 0
det(A—X-1)=0= det =0
0 0 1—-XA 0
0 2 -2 3-A

Aplicando o Teorema de Laplace para determinantes utilizando a primeira

coluna da matriz, segue

(=DM (=1 — X) - det 0 1-Xx 0 =0
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Note que a nova matriz que surge na equacao é uma matriz triangular inferior

e seu determinante é dado pelo produto dos elementos da diagonal principal, assim
(D" (=1=A) - (1=X2)*-(3=X)=0

= \=—1, A=1, A= 3.

O autoespaco gerado pelo autovetor associado ao autovalor A = —1 é dado por:
—-1-(-1) 4 —4 4 1 0
0 1—(-1) 0 0 2| |0
0 0 1-(-1) 0 | o
0 2 -2 3—(-1) Ty 0
0 4 —4 4 1 0
02 0 O X9 0
= —
00 2 0 x3 0
0 2 -2 4 x4 0

Resolvendo o sistema linear, o = 13 = 4 = 0 e 1 € R, assim:
V(A= -1) ={(2,0,0,0);z e R},

e consequentemente uma escolha particular de autovetor associado com o autovalor A = —1
é dado por v; = (1,0,0,0).

De forma andloga, para A = 1, temos:

2 4 —4 4| [m 0
0 0 0 0| |=| o
0 0 0 0| [a3] |0
0 2 -2 2| |a 0

Resolvendo o sistema linear, o autoespago gerado é dado por:
ViA=1) ={(0,z,y,y — z);z,y e R},

e os respectivos autovetores particulares sdo dados por vy = (0,1,0,—1) e v3 = (0,0,1,1).

Por fim, pelo mesmo procedimento determina-se o autoespaco associado com
A=3:
V(A =3) ={(x,0,0,2);z € R},

e seu autovetor particular vy = (1,0,0,1).

Logo, é possivel reescrever a matriz A como

A=M-D-M™,
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onde D = diag(—1,1,1,3), M = e M~ é a matriz inversa de M.

0
-1

o O O =
— = O O
_ o O =

Ap6s calcular a matriz M~ a matriz A é dada por:

1 0 01 -1 0 0 0 1 -1 1 -1
s 0 1 00 0 100 0O 1 0 O
0 0 10 0 010 0 0 1
0 -1 11 0 00 3 0 -1
Consequentemente, a matriz A" é calculada como segue:
1 0 01| [ 00 o 1 -1 1 -1
N 0 1 00 0 1 0 0 01 0 0
= A" = :
0 0 10 0O 01 0 0 0 1 0
0 -1 11 0O 00 3" 0 1 -1 1
(—D)" (=)™t 43" (=1)"—-3" (=1 43"
oA 0 1 0 0
0 0 1 0
0 3" -1 1-3" 3"

O célculo de poténcia de matrizes diagonalizaveis pode ser feito como apre-
sentado, porém nem todas as matrizes sao diagonalizaveis. Para essas matrizes é possivel
utilizar a decomposicao através da forma canonica de Jordan, que generaliza o estudo das

matrizes diagonalizaveis.

Um bloco de Jordan Js(\) é a matriz de tamanho s x s definida por:

10 00
Al 00
0 A 00
Ji(A) =
1
| OA_

Uma matriz J em que é possivel escrever como uma matriz diagonal por blocos

de Jordan é chamada de matriz de Jordan e apresenta a seguinte forma:

Js, (A1) 0
s 0 J82§/\2)
0 0

0
0

Jo ()
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Teorema 2. Toda matriz quadrada A é semelhante a uma matriz de Jordan J e J € unica

a menos de permutacoes de seus blocos.

A demonstracao do teorema e informagoes adicionais com respeito a decomposi-
¢ao de Jordan e assuntos de algebra linear necessarios para o entendimento da demonstracao
sao encontradas em (STRANG, 1980).

1 2 0
Exemplo 2. Dada a matriz A = | -1 —1 1|, determine P invertivel e a matriz de
0 1 1

Jordan J tal que J = P7'AP.

Determinando os autovalores de A :

1-x 2 0
1 —“1-Xx 1 |=0=(10-X*(-1-N+20-N)—-(1-XN)=0
0 11—

=1-N(1+XM+1)=0=(1-M)A=0=X=0our=1

Determinando os autovetores de A associados com os autovalores A = 0 e

A = 1, respectivamente:

12 0|0 1 2010
1 -1 1 ol 011 0
0O 1 110 01110
Da primeira equacao:
T+ 2209 = 0= 1, = —229
Da segunda equacao:
$2+$3=03$3=—5E2

Logo, o autoespago associado com o autovalor A = 0 é dado por V(A =0) =

{(—2z9, k9, —x9)|z2 € R} e, consequentemente, um autovetor associado com este autovalor
é o vetor (2,—1,1).

0 2 00
1 =2 1 |0
0 1 010

Da primeira equacao:

Q?QZO
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Da segunda equagao:

—I1—2$2+ZE3=0=>ZE3=ZE1

Logo, o autoespago associado com o autovalor A = 1 é dado por V(A =1) =
{(21,0,21)|z1 € R} e, consequentemente, um autovetor associado com este autovalor é o
vetor (1,0,1).

Note que a multiplicidade algébrica do autovalor A = 0 ¢é igual a dois, enquanto
sua multiplicidade geométrica é igual a um (nimero de blocos de Jordan associado com

esse autovalor), ou seja, a matriz nao é diagonalizavel.

Seja P = [v; vy ws] tal que J = P"'AP, onde J é a matriz de Jordan, entdo:

010
Alvy vy w3 =[v1 vy w3]J = [Av; Avy Awvs| =[v; ve v3]- [0 0 0
0 0 1

AU1=0 (AUl—O'[g)ZO (A"Ul—()'[g)zo

= AUQ =V = A2’U2 = AU1 = AQUQ =0

AU3:U3 (A’U3—1'[3):O (A’Ug—l]g)zo

Note que v; e v3 sdo os autovetores associados com os autovalores A = 0 e
A = 1, respectivamente, ou seja, v; = (2, —1,1) e vg = (1,0, 1), sendo necessario determinar

apenas vs.

-10 2 |0
Avy=0=[0 0 0 |0
-10 2 10

Da primeira equacao:

—x1 + 223 =0= 21 = 223

Logo, o autoespago associado {(2x3, x9, x3)|x2, 23 € R} e, consequentemente, os

vetores associados sao (2,—1,1) e (0, 1,0).

Com isso, é possivel concluir que

010 1 2 0
00 0|l=P'-1 -1 1|P
00 1 0 1 1
2 0
onde P=1-11 0
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Com isso, para matrizes A nao diagonalizaveis é possivel utilizar a forma de
Jordan para o célculo de A™. E importante perceber que para A = PJP~!, onde J é uma
matriz de Jordan, ao avaliar a poténcia é obtido A" = PJ"P~! sendo assim necessério o
calculo de J". Esse cédlculo pode ainda ser mais interessante do que o célculo direto A",

pois J é uma matriz esparsa, ou seja, muitas de suas entradas sdao nulas.

1.2 Equacao de Recorréncias

Uma sequéncia de ntimeros reais definida pela equacao

Untk = f(ny Untk—15Untk—25 - Un) + h(”) (11)
onde f, h sdo fungoes reais e n € N, é chamada de sequéncia recorrente e a expressao (1.1)
¢é conhecida como relagao de recorréncia.

As recorréncias podem ser classificadas como homogéneas, quando h(n) = 0,
ou nao homogéneas caso contrario. Uma outra classificacdo para as recorréncias é com

respeito a sua linearidade, podendo ser lineares ou nao lineares.

Uma recorréncia é dita linear se a equagao (1.1) apresenta a seguinte forma:
Unyk = [1(N)Vnyr—1 + fo()Vnik—2 + . + fr(n)vn + h(n) (1.2)

Neste trabalho as recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes
sao abordadas, ou seja, as funcoes f; sao dadas por fi(n) = a1, fa(n) = as, ..., fr(n) = ay,

com ay, ag, ...,ar € R e h(n) = 0, assim a equagao (1.2) é reescrita como

Upik = A1 * Upgk—1 + A2 Upiko + ... + ap - U, (1.3)

Neste trabalho, resolver uma recorréncia consistira em determinar uma férmula

fechada capaz de fornecer o termo v, da sequéncia em funcao apenas da variavel n.

As diferentes formas de resolver a Equacgao (1.3) sdo tratadas a seguir de acordo

com a ordem k£ da relagdo de recorréncia.

1.2.1 Recorréncia linear homogénea de 1? ordem com coeficientes constantes

As recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes de 1* ordem
sao dadas por:

Un4+1 = Q1 * Up
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Considere os valores dos termos da sequéncia paran = 1,2,...N — 1.

Vo = ai - U1
V3 = ay - V2
UN = Q1 UN-1

Realizando o produtério das equacoes, tem-se:

oy =al (1.4)

Essa relacao pode ser verificada para n > 2 utilizando o principio da inducgao
finita. Note que para n = 2, a equagao (1.4) é verificada, pois utilizando a definigao da
recorréncia tem-se que vy = ay - vy.

1

Agora, supondo v,, = a}” " - v; verdadeira, é possivel concluir a demonstragao

utilizando respectivamente a definicao da recorréncia e a hipotese de indugao como segue:

n—1

n
Upt1 = Q1 Uy = ay - (@] - vy) =af - v

Exemplo 3. Determine a formula do termo geral de uma progressao geométrica de razao

q = 2 e primeiro termo v, = 1.

Uma progressao geométrica ¢ uma sequéncia recorrente em que o termo seguinte

é obtido pelo produto entre o termo anterior v, e a razao ¢, assim:
Un+1 = Un - (g

Note que a recorréncia que representa o termo geral de uma progressao geomé-
trica é uma recorréncia linear de primeira ordem com coeficiente constante, podendo assim
ser solucionada através da Equagao (1.4), logo a férmula fechada para obter o termo geral

dessa progressao geométrica é dada por:

vy, =2""1 1=, =271

1.2.2 Recorréncia linear homogénea de 22 ordem com coeficientes constantes

As recorréncias deste tipo apresentam a seguinte forma:

Unt2 = a1 Vpy1 + Qg - Uy (1.5)

A equagao (1.5) esta associada com uma equagao polinomial de segunda ordem

conhecida como equagao caracteristica dada por:

)\Z—al-)\—agz()
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As raizes da equagao caracteristica sao utilizados na obtencao da solucao da
Equagao (1.5), podendo assim dividir o estudo deste problema nos casos A # 0,A =0 e

A < 0, onde A é o discriminante da equagao de segundo grau associada.

Teorema 3 (Equagao caracteristica com A # 0). Sejam Ay e Ay as raizes da equagio

caracteristica associada a recorréncia (1.5), a solu¢do da recorréncia é dada por
Un :Ol '/\1114‘02')\3, (16)
onde C7 e Cy sdo constantes obtidas de acordo com as condigoes de contorno da recorréncia.

Para mostrar que (1.6) é de fato solugdo da recorréncia (1.5), basta substituir

os valores para verificar que a relacao satisfaz a equacao. Sendo assim:

A Vpp1 +ag vy = ap-(Cr- N+ Co - NI +ag - (O - A 4 Co - AD)
= O1AT - (@A + az) + CoAy - (a1 Ag + ag)
= O} (AT = AT+ aih + ag) + Cody - (A3 — A3 + a1 hg + ag)
= O O (A2 — aghy — a) + O\

o J
"

0
_CQ)\S . ()\g — CL1)\2 — CLQ)

- -/
~~

0
= O+ o™

= Up+2

Por fim, dado uma solugao vy, qualquer, basta mostrar que existem C,C5 € R
tais que y, = C1 - AT + Cy - A, ou seja, toda solugdo da equagao (1.5) tal que A # 0 é
descrita pela equagao (1.6).

Considere o sistema linear dado por:

Cin + Cody =y
Cl)\% + CQ)\% Yo

Solucionando o sistema:

_ MY — )\%91
AMAz( A2 — Ap)’

A3y1 — Aoy

C . _&d-  Cade
A0 — )

Cy

onde A\; # Ao, pois A # 0.

Seja agora a sequéncia dada por z, =y, — (C1AT + C2\}), onde C e Cy s@o as

solugoes do sistema linear anterior.

Note que z, é solu¢ao da equagao (1.5), pois

Zp+2 — A1 Zp41 — A2 0 2p =
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Yn+2 — (01)\?r2 + 02)\72”2) — Qa1 Ynp+1+ 071" (CM?H + 02)\3“) — Q2 Yp+az- (Cle + 02)\3) =

yn+2 — a1 " Yp4+1 — Q2 - y73 —Ol/\? . ()\% - CL1/\1 — (122 —Cg)\g : S/\g — (ll)\g - CLQ) =0

v

v " g

0 0 0

Logo, z,49 = ay - 2,41 + as - 2, €, consequentemente, z, = 0 para todo n e N,
ja que 21 = y; — (C1A + CoAg) =0 e 23 = yo — (C1A? + CyA2) = 0 devido a forma que foi

construido as constantes C e Cy. Assim,
Zn = 0=y, — (C1A\] + CoA5) = 0 =y, = C1AT + Co\3,

ou seja, se y,, ¢ solugao de (1.5) e A # 0, entdo y,, pode ser escrita como (1.6), mostrando

que toda solucao apresenta essa forma.

Exemplo 4. Considerando a sequéncia (vy)nen tal que vyio = 3vp41 — 20, evy = 1 €

vo = 3, resolva a recorréncia linear de ordem dois.

Note que a recorréncia v, = 3v,11 — 2v, é do tipo (1.5), logo tem como

equagao caracteristica a equacao polinomial de segunda ordem dada por:

A —3)2+2=0

Resolvendo a equacao polinomial é encontrado como solucao Ay =1 e A\; = 2.
Sendo assim, de acordo com o teorema 3 a solugao da recorréncia é descrita pela equacao
(1.6), assim:

Un201'(1)”+CQ'(2)nz>Un201+02'2n
Como v; = 1 e vy = 2, entao:

Ci+Cy-2' =1
Ci+Cy-22=3

Dessa forma, é possivel concluir que a solucao da recorréncia v, 1o = 3v,41 — 20,
¢ dada pela equacao:
v, = 2" —1, VneN

Teorema 4 (Equagao caracteristica com A = 0). Seja A a raiz de multiplicidade dois da

equagao caracteristica associada a recorréncia (1.5), a solug¢do da recorréncia é dada por
Up = Cl A" + Cg : n)\”, (17)

onde C e Cy sdo constantes obtidas de acordo com as condicoes de contorno da recorréncia.
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De forma andloga ao Teorema 3, utilizando (1.7), segue:

Ay Ups1 +ag-v, = ap-(Cr- NP4 Co- (n+ DA +ay- (Cr- A"+ Cy - nA")
= C A" (@A +az)+CoA" - (a1 - (n+ 1A+ ag-n)
= O\ (V= XN+ a)+ay)+
CoX" - ((n + 2)A% — (n + 2)\?
+a A (n+2) — A+ az - (n+ 2) — 2a9)
= OO\ (N =g\ — az) +Ca(n + 2) A2

o

"

0
—CQ : (TL + 2))\” ()\2 - al)\ - CL2> _02/\n (CLl)\ + 2@2)

~ ~~ - —
0 0
= CIA"2 4 Cy(n + 2)A"H2

= Un42
—a
Note que a; A+ 2a; = 0, pois dado que A = 0, ou seja, aj —4ay = 0e \ = 71,
tem-se:

a? 1, .,
A\ + 2ay = 5 + 2a9 = —§(a1 —4ay) =0

Por fim, dado uma solugao vy, qualquer, basta mostrar que existem C,C5 € R
tais que y, = C1 - A" + Cy - n\", ou seja, toda solugao da equagao (1.5) tal que A =0 é
descrita pela equagao (1.7).

Considere o sistema linear dado por:

Cl)\ + CQ)\ = U
Cl>\2 + 202)\2 = Y2
Solucionando o sistema:
2 y1 — yo Yo — A1
G A=

Seja agora a sequéncia dada por z, =y, — (C1A" + ConA"), onde C; e Cy sao

as solugoes do sistema linear anterior.

Note que z, é solucao da equagao (1.5), pois

Zp42 — A1 Zp41 — A2 0 2p =

Yn+2 — (Cl)\n+2 + CQ(’/l + 2))\n+2) — a1 Yn+1 + aj - (Cl>\n+1 + Cg(n + 1))\n+1) — a2 Yn + a9 - (Cl)\n + CQ’I'L)\n) =

Ynao — @1 Yno1 — A2 - Yp —C1 A"+ ()\2 — a1\ —az) —Con A" ()\2 — a1\ —ay) +C\"- (2)\2 +a1\) =0,
0 i 0 0 0

_ 2 _
pois como A = 0, tem-se que 2A% + a1\ = 2 - (%) +a - (%) = 0.
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Logo, z,49 = ay - 2,41 + as - 2, €, consequentemente, z, = 0 para todo n e N,
ja que 21 = y1 — (O1A + CyA) = 0 e 25 = yo — (C1A* + 2C5)0?) = 0 devido a forma que foi

construido as constantes C e Cy. Assim,
Zn = 0= Yn — (Cl)\n + Cg?’l,)\n> =0= Yn = Cl/\? + CQ”)\S,

ou seja, se y,, ¢ solugao de (1.5) e A = 0, entao y,, pode ser escrita como (1.7), mostrando

que toda solucao apresenta essa forma.

Exemplo 5. Determine a familia de fungoes obtidas ao solucionar a recorréncia de sequnda

ordem v, y9 = 8U, 11 — 16v,.

Note que a recorréncia v, 1o = 8v,41 — 16v,, apresenta a forma da equacao (1.5),

sendo assim seu polinémio caracteristico é dado por:

M _8A4+16=0= )\ =\ =4

Como A; = )Xo, a solugao geral dessa recorréncia é descrita pelo teorema 4
através da equacao (1.7):
Un=C1'4n+CQ'TL4n

Um caso particular para quando A # 0 ocorre para A < 0, onde Aj, Ay € C.

Neste caso, para evitar trabalhar com nimeros complexos é possivel reescrever (1.6).

Como o polinémio caracteristico é formado por coeficientes reais, as suas raizes

quando complexas sao dadas por:
M =a+bi Ao = a — bi,
onde a,b e R e i é a unidade imaginaria.
Utilizando a féormula de Moivre, para A = a + bi, tem-se:

A" = p" - (cos(nf) + i - sen(nb)),

a b
com p = Va? + b? e o argumento 6 é tal que cos(f) = — e sen() = —.
p p
Assim, a equacao (1.6) pode ser reescrita como:
Up = Cl/\n + CQ)\n

= v, = Cy - (p" - (cos(nf) +i-sen(nd)) + Cy - p" - (cos(nb) + i - sen(nh)))
= v, = p" - ((Cy + Cy) cos(nb) + i - (Cy + Cy)sen(nh))

Logo, a solugao da equacao (1.5) quando A < 0 é dada por:

vp = p" - (C cos(nb) + Chsen(nb)) (1.8)
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Note que as constantes neste caso sao diferentes das constantes originais,
apresentando a relagio C] = C; + Cy e Cy =i - (C1 + Cy).

Dessa forma, ao utilizar a equacao (1.8) é possivel construir uma funcao que

descreve a solucao da recorréncia sem necessidade de trabalhar com ntimeros complexos.

1.2.3 Recorréncia linear de ordem superior com coeficientes constantes

Para recorréncias de ordem dois ou mais o procedimento é similar, podendo ser

generalizado nessa se¢ao. Essas recorréncias terao a forma da equagdo (1.3) para k > 2.

Para resolver esse tipo de recorréncia, sera utilizado o polindmio caracteristico

associado com a recorréncia dado por:

p(A) = )\k — al)\kil — ... — CLkJrl)\ — ag (19)

A solucao da recorréncia sera dada de acordo com as raizes do polindémio

associado.

Teorema 5. Seja A, ..., Ay, com respectivas multiplicidades my, ..., my, as raizes do polino-

mio caracteristico associado a recorréncia
Un+k = AQ1Unyk—1 + A2Untk—2 + ... + AUy,
entdo a solugcao dessa recorréncia € dada por:
Uy = CA] + ..+ Clmlnml_lx\’f + .+ O+ .+ C’tmtnmt_l)\?, (1.10)

onde Cj; sao coeficientes a serem determinados de acordo com as condigoes iniciais da

TeCOTTENCILA.

Demonstracao
Para demonstrar esse teorema, considere primeiramente a seguinte afirmacao.

Sejam (v1)n, (V2)n, .-, (Up)n solucdes da recorréncia (1.2), entao z, = (vy), +

(v2)n + ... + (vp), também serd.
Essa afirmagao é verificada realizando indugao em p.

Tomando p = 2 e definindo z, = (v1), + (v2)n, como (v1),, (v2), sdo solugdes,
entao:
(VD)n+k = a1 (V1) ntk-1 + a2(V1)nrk—2 + o + ag(v1)n

(V2)n+k = a1(V2)nik—1 + A2(V2)nsr—2 + ... + ax(v2)n
Somando as duas equagoes:

(V1) sk (V2)nire = a1 (V1) nsk—1F(V2)ntk—1)Fa2((V1)n+r—2F (V1) nsk—2)+...Far((V1)n+(v2)n)
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= Zntk = A1Zn4k—1 T A2Zn4k—2 T ... + Ak 2p,
satisfazendo a afirmacao para p = 2.

Considere a afirmacao verdadeira para p = t, basta mostrar que isso implica

que a afirmacao também é verdadeira para p =t + 1.

Seja z, = (V1)n + (V2)n + oo + (V)5 + (Vi11)n € considere y, = (v1)n + (V2), +
e + (V) entao z, = yp + (vV441)n. Como y,, é solugao por hipétese de indugao e (vi41)n

também é uma solucdo, assim:
Yn+k = W Yntk—1 + Q2Ynik—2 + ... T AxYn
(Ver )ik = a1 (Vi1 k-1 + @2V )nak—2 + o+ @ (Vir1)n
Somando as duas equagoes:

Yntk T (Vs 1)nrk = @1 (Ynak—1 T (Ve 1) nrk—1) T2 (Unsk—2+ (Vi1 )Jnsr—2) o F a0k (Yn+ (Vi1 )n)
= Zptk = A1%p4k—1 T A2Zp4k—2 T ... + Ak2p,
demonstrando a afirmacao para todo p > 2.

Basta agora mostrar duas partes para concluir o teorema. A primeira parte
consiste em mostrar que se A, é raiz de (1.9), entao z, = k,\; é solucdo de (1.2), o que é
feito analogamente ao teorema 3. Em seguida ¢ demonstrado que se A\, tem multiplicidade
My, ento z, = kAl + .. 4 kpm,n™ ' AL ¢é solugdo de (1.2) que ¢ abordado de forma
analoga ao teorema 4. Por fim concluimos que a solugao é dada por (1.10), pois é a soma

de solugoes particulares, como garantido pela afirmacao inicial.

Exemplo 6. Considerando a recorréncia de ordem 3 dada por v, 3 = —4v,19 + 3Vpy1 +

18v,,, com vi = vy = v3 = 1, determine a solucdo dessa recorréncia.

A recorréncia v, 3 = —4v,,2 + 3v,41 + 180, é uma recorréncia linear de ordem
trés com coeficientes constantes, sendo assim seu polinémio caracteristico é dado por (1.9)

e, consequentemente, sua equacao caracteristica pode ser escrita como segue:

A 4+4\2 -3\ —18=0 = A =Xy =—3 e A3 = 2

Utilizando o teorema 5 é possivel escrever a solucao da recorréncia através da

equagao (1.10), obtendo:

U = Cn . (-3)” + 012 . n(—3)" + 021 . 2”

Como v; = v9 = v3 = 1, entao:
—3011 — 3012 + 2C21 = 1

9C1; + 18C5, + 4Cy = 1
—27011 — 81012 + 8021 = 1
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Resolvendo o sistema linear:

47 4 8
Cn = “ 995 Crz = 15 Co1 = 25

Logo, a solucao da recorréncia é descrita pela funcao:

in 47 8
== — ) (=3) 4 — . on
’ <45 225) (=3)"+ 35
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2 Modelo de Leslie

Nesta secao, abordaremos o Modelo de Leslie, discutido pela primeira vez
em (LESLIE, 1945), que é utilizado para estudar o crescimento populacional de uma
determinada espécie. Esse modelo divide a populagao em faixas de idade e acompanha
a quantidade de individuos ao longo do tempo. Ao contrario de modelos continuos, o
Modelo de Leslie trabalha com o tempo de forma discreta, permitindo a associacdo de uma

sequéncia de vetores que descrevem as variagoes populacionais em cada faixa de idade.

Dessa forma, o modelo de Leslie é descrito pelas equagoes:

ro(t+1) = l;)kak(t)v (2.1)
T (t+1) = prag(t)

Nessas equagoes, (t) representa o nimero de individuos na faixa etaria k no
tempo t. O termo xo(t + 1) é determinado pela soma ponderada dos individuos em todas
as faixas de idade k, de acordo com os coeficientes de fecundidade f. Por outro lado,
Zp41(t + 1) é obtido multiplicando o nimero de individuos na faixa etaria k& no tempo ¢

pela probabilidade de sobrevivéncia py..

As constantes py representam as probabilidades de sobrevivéncia em cada faixa
etaria k, onde p, > 0 para k = 0,1, ..., — 2. As taxas de fecundidade f; sao coeficientes
nao negativos que representam a taxa de reproducao em cada faixa etéria k, com f; = 0

para 7 =0,1,....,r — 1.

O parametro r indica o nimero de faixas de idade em que a populagao foi
dividida, permitindo uma anéalise mais detalhada da distribuicao etaria da populagao. O
tempo é discretizado, o que significa que os valores de t representam intervalos de tempo

discretos em vez de tempo continuo.

Essas equagoes descrevem o comportamento do crescimento populacional ao
longo do tempo, fornecendo um modelo mateméatico fundamental para estudar a dindmica

de populacoes em diferentes faixas etarias.

Considere o vetor N(n) = (zo(n), z1(n), ..., x,—1(n)), que descreve a distribuigao
da populacao em cada faixa etaria no tempo t = n. Podemos reescrever o sistema de
equagoes (2.1) na forma matricial N(n + 1) =L - N(n), onde L é chamada de matriz de

Leslie e possui a seguinte forma:
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fo v foz i
L=|0 p .. 0 0 (2.2)
0 0 eeo Pr—o 0

A matriz de Leslie I é uma representacao compacta das taxas de fecundidade
fr e probabilidades de sobrevivéncia p, em cada faixa etaria. A primeira linha da matriz
contém os coeficientes de fecundidade f;, que representam a taxa média de reproducio em
cada faixa etaria. As demais linhas consistem em vetores de probabilidade de sobrevivéncia

Pr, onde o valor p; é colocado na posicao correspondente a faixa etaria anterior.

Essa forma matricial simplifica o cdlculo das populagdes em cada faixa etaria
em um determinado tempo ¢ e permite prever o crescimento populacional ao longo do
tempo. Multiplicando o vetor de populagdo N(n) pela matriz de Leslie IL, obtemos o vetor

de populagao N(n + 1) para o proximo intervalo de tempo.

Essa representagao matricial facilita a andlise e a compreensao do modelo
de Leslie, fornecendo uma estrutura clara para investigar o crescimento e a dinamica

populacional em diferentes faixas etarias.

A matriz de Leslie pode ser escrita de forma simplificada através da notagao

L([fo, s fr—1]; [P0, ---» Pr—2]). Dessa forma, para n = 1,2, ..., k, tem-se:

Note que ao substituir o valor determinado para N(1) na equacao N(2) =
LL- N(1) é possivel obter a relagio N(2) = IL?- N(0). Seguindo este processo recursivamente

é possivel escrever o k — ésimo termo N (k) em termos de N(0) como segue:

N(k) =LF- N(0) (2.3)

Esse resultado também pode ser obtido por indugao, onde tomando k£ =1 ¢
obtido o resultado N(1) = L. - N(0) e partindo da relacdo N(k + 1) = L*™' . N(0), basta

utilizar o passo de indugao (2.3), concluindo a demonstracao como segue:

Nk+1)=L-Nk)=N(k+1)=L-LF-N0)= N(k+1) =L"". N(0)
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Logo, para determinar o comportamento populacional em qualquer tempo
k € N é suficiente conhecer a matriz L* e efetuar o produto entre esta matriz e o vetor que

representa a populagao inicial N(0).

Exemplo 7 (Modelo populacional). Considere um modelo populacional tal que N(0) =

11
(5,8,3) e a matriz de Leslie é dada por L ([0,4, 2], [2, 4]) , determine o vetor que

descreve a populacao quando t = 4.

Utilizando a relagao (2.3), o vetor populacional desejado é descrito por:

N(4) =L*- N(0)

Realizando a potenciacdo é possivel obter a matriz L* dada por:

1
42 g
L* = % 4 2
1
S =0
4 16
Assim,
1
‘11 2 3 37.5
N(4) = % 4 2 = N(4) = | 38,625
1 1,75
116

Sendo assim, é possivel estimar o comportamento da populacdo apds passar o

Y
periodo de t = 4 da unidade estabelecida. Neste caso, ocorreria um aumento das faixas
das duas populac¢oes mais jovens, enquanto a populagdo na faixa mais velha iria diminuir

como mostrado pelo vetor N (4).

Com o exemplo anterior nota-se que a parte mais complexa deste problema
consiste em determinar a matriz L, pois o processo de multiplicacio matricial é uma

tarefa custosa.

Sendo assim, o foco deste estudo serda o desenvolvimento de técnicas para
calcular a potenciacdo de uma matriz de Leslie. Além da abordagem convencional de
calcular a poténcia de uma matriz, serao discutidas duas formas adicionais. A primeira
abordagem, tratada neste capitulo, é dada através da obtencao da matriz diagonal da
matriz de Leslie por meio do calculo de seus autovalores e autovetores. No capitulo seguinte
a abordagem sera baseada no uso de equacoes de diferencas, que envolvem equagoes de

Fibonacci generalizadas.
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2.1 Matriz diagonal associada com a matriz de Leslie

Considere uma matriz de Leslie contemplando duas faixas etéarias tal que

L = L([fo, f1], [po]), vamos mostrar que L é diagonalizavel. A matriz IL é dada por:
C[mon
po O
Calculando os autovalores de L :

—A
det | 10 h —0=X = fo-A—pofi =0
Po 0—A

Assumindo que algum f; # 0, note que o discriminante da equacao A =
fd +4pofi > 0, pois fy ou fi deve ser maior que zero e py > 0, podendo concluir que a

equagao possui duas solugoes distintas, ou seja, os autovalores de IL sao distintos e pelo
Teorema 1 pode-se afirmar que LL é diagonalizavel.

Analisando de forma similar uma matriz de Leslie contemplando trés faixas

etarias:
fo i fo
L=1p, 0 0
0 pr O

Calculando o polinémio caracteristico de L :

Jo=X fi [
p3(A) = det Po A 0 [ =ps(N) = N+ fO/\2 + pofiX + pop1 fo
0 P1 -

Analisando os resultados anteriores, vamos mostrar que é possivel generalizar o

polindmio caracteristico de uma matriz de Leslie com r faixas etarias através do polinémio
caracteristico

Pr(N) = X — fo N = po AN — = po.. Do i1, se r é par, (2.4)

pr(N) = =X+ fo N b po fiIN T2 4 4 Do Dr—afrots se r é impar. (2.5)

Demonstrando por indugao, temos que para r = 2 o polinémio caracteristico
obtido é A*— fo-A—po f1, enquanto para r = 3 foi obtido p3(A) = —A*+ foA*+po fLA+DopL S,
logo as Equagdes (2.4) e (2.5) sdo verdadeiras.

Suponha agora p,.()\) vale para r = k, hipétese de inducao, vamos mostrar que

isso implica que as Equagoes (2.4) e (2.5) também sao vélidas para r = k + 1.
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Considerando uma matriz de Leslie com k + 1 faixas etarias, temos:

fo=X fi fo o fear fa

Do A 0 .. 0 0

pk+1(/\) = det 0 P1 -\ .. 0 0
0 0 0 Pr—1 —A

Utilizando o Teorema de Laplace para determinantes e escolhendo a ultima

coluna da matriz:

Po —A
0 m 0
p(A) = i (1) 5 5
0 0 Dk—2 —A
o 0 .. 0  pr_1
fo=A h Je—2 Jfre—1
Do -\ 0 0
H(A) - (1 ' z
0 -2 0
0 0 ... pro —A

"

hipétese de inducgio: pg(\)

Como o determinante de uma matriz triangular é dado pelo produto de sua

diagonal principal e utilizando a hipotese de indugao, segue:
Prr1(A) = (—1)“2 “Pop1--Ph—1 — A Pr(N)
Se k é impar, entdo utilizando (2.5) para o polindémio pg(A), segue:
Prr1(A) = —popr-pr—1fr — A pre(N)
= pr1(A) = AP — fo)\k —]9ofl)\k*1 — ... — Dop1---Pr-1Jk

Demonstrando que p,(A) = X — foAN ! — ... — pop1...pr—2fr—1, para r = 2 e par.

De forma andloga, se k é par, entao utilizando (2.4):
Pr+1(A) = popr---Pr—1fe — A~ pr(N)
= Per1(A) = =N+ oA + po i+ L+ popr Pt S

Demonstrando que p,(\) = =\ + foN "'+ .. + pop1..pr—ofr_1, PaTA T = 3 €

impar.
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Sendo conhecido o polindémio caracteristico p,(A), torna-se possivel estudar as
caracteristicas das raizes desse polinémio através da equagao caracteristica p,.(\) = 0, ou
seja, X — foAN ' — ... —pop1...pr—2 = 0. Note que a mesma equacio pode ser utilizada para

qualquer inteiro r > 2.

Dessa forma, vamos realizar o estudo através do polindmio P.(A) = A" —
foAN ™t — . — pop1...pr_2fr_1 que terd as mesmas raizes de p,()\). Assim, definiremos o

polinémio caracteristico para as matrizes de Leslie por:
Pr(A) =X — foN ™' — . = popr..pr—afroi (2.6)

Note que P,(\) = 0 implica em X # 0, pois P.(0) = pop1...pr—2fr—1 > 0. Com

isso,
Pr()‘) _ fO p0p1'~-pr—2f7’—1
Definindo a fung¢ao
_ Jo  pofi Pop1---Pr—2fr1
q(\) = ) + 2 + ...+ v , (2.7)
entao: PO\
Vo = Lo a) = P) = (1=g(N) X
As raizes de P, sao dadas por:
B(A) =0=(1—-q(A) A" =0=4q(}) =1,
pois A # 0.

Note que para A > 0, a funcao ¢ é uma fun¢ao continua e descrescente, pois

Tttt =

qd(\) = — (fO 2pofr TpoP1--~Pr—2fr—1) <0

Veja também que /\lir(r)1+ qg(A) = +we /\lim q(\) = 0, podendo ser representada
—> —+00

pelo grafico 1:

Com isso ¢é possivel verificarmos que existe somente um valor A > 0 que satisfaz

a equagao ¢(\) = 1, mostrando que a matriz de Leslie admite um tnico autovalor positivo.

Agora, vamos analisar a multiplicidade dessa raiz através do seguinte resultado.

Lema 1. A raiz A de um polinomio p é simples se, e somente se, X ndo € raiz de sua

derivada.

Seja p um polinémio qualquer com raizes A1, ..., A\;, de multiplicidades nq, ..., ng,

respectivamente, entao é possivel escrever p em sua forma fatorada como

p(r) =alx — )™ - .o (x— A\)™
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Figura 1 — Comportamento da fungio g(\) para A > 0.

Derivando p com respeito a variavel x,

p(r) = ani(z—A)" (2 —A)™ - - (— Ap)™
ang(x — A)™ - (z — X)L (T — )™+

ang(z — A\)™ - (x —X)™ - - (e — )\k)"’“’l

Seja Ay = A uma raiz simples, entao n; = 1 e, consequentemente, a derivada

de p pode ser reescrita como
p(r) = alx — X)) - (= M)+
ang(z — A) - (z — X)"™2 - (2 — M)+
ang(z — A) - (z — )\2)”2 e (= M)
=N =aA =)™ (A= Ap)™ £ 0
Considere agora que A; = A é uma raiz com multiplicidade n; > 1 de p, assim:
Px) = ani(z—N)""" (= X)™ - (T — Ap)™+
ang(x — A\)™ - (z — X)L (= A) ™+
ang(z — A)"™ - (. — /\2)”2 (=A™ !
=p'(A) =0

Logo, se A é raiz com multiplicidade n; > 1, entao p’(\) = 0, permitindo

concluir pela contrapositiva que se p'(\) # 0 e A é raiz de p, entao \ é raiz simples.

Para estudar a matriz de Leslie através de sua decomposicao em termos de

autovalores e autovetores o seguinte resultado é fundamental.
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Lema 2. Sejam A, ..., \. os autovalores de uma matriz de Leslie com Ay > 0, entdo

Akl < A1 para qualquer k # 1.

Como A; é um autovalor de uma matriz de Leslie, entdao ¢(A;) = 1, onde a

funcao ¢ é dada por:

fo  pofi PoP1---Pr—2fr—1
) = 4 =+
W =3+t %
fo pofl poplu-pr—zfr—l
1l="—+—=+ .. 2.
= N ¥ + ot v (2.8)

Tomando A, € C, com k # 1, entdo Ay = |Ag| - (cos(f) + isen(f)), onde 0 é o

argumento do niimero complexo Ag.

De forma analoga a realizada com o autovalor \; juntamente com a fungao g é

possivel obter a seguinte relacao:

1= |§\Cz‘ - (cos(6) + isen(6)) ™! + &)j; - (cos(8) +isen(6)) ™ + ...
+p0p1"|f]:‘r2frl - (cos(#) + isen()) ™"
Utilizando a férmula de Moivre:
1= {\Z| : (cos(—&) + isen(—0)) + &]]jlz - (cos(—20) + isen(—20)) + ...
+p0p1"|')]\9;”|_7‘2f’”_1 - (cos(—r0) + isen(—r@))
=1= |/<2’ ~cos(—0) + ﬁ\o}j; -cos(—20) + ... + pop1.-|.>]\91:|_r2fr_1 - cos(—rb)+
i |f\cz| -sen(—0) + ﬁ?}jlg -sen(—20) + ... + popl’jf}:ﬁfr_l -sen(_TG))
1 Q’ cos(—0) + ﬁ‘\’];f; ccos(—20) + ... + popl""f]:‘ff” - cos(—r0)
N 0 = ﬁ -sen(—0) + ’p)?k‘lg -sen(—20) + ... + popl“‘f;";f’"l -sen(—r0)

Utilizando a desigualdade triangular na primeira equacao:

Jo Pofi PoP1---Pr—2fr—1
1 =|==cos(—=0)+ -cos(—20) + ... + -cos(—r0)| <
W (—0) BWE (—20) BT (=r0)
fo Po.f1 PoP1---Pr—2fr-1
——— .| cos(—8)| + | cos(=20)] + ... + | eos(—r0)| <
- leos(=6)] + 227 - cos(-26) AL cos(—rt)
fo 4 pofl T p0p1-'-pr72fr71

Akl [Aef? |Ak|"
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:>1<£ Pofi " +Pop1---Pr—2fr—1
(Al [Aef? | Akl
Da equagao (2.8), segue:
E_H%{l jLm+]00]91--4077:72]”7«71 < Jo +P0f12 +“‘_|_P0p1---]9r72fr71
AN A Al [Ax] | Ael”
1 1 1 1 1 1
==+ — - o+ poprePrafr [ — — <0
= fo (Al Mkl) p0f1<>\% IMZ) pop1.--Pr—2f 1<A’1’ IAk\T)
1 1
— —— < 0= || <A
A ’)\k| =>| k| 1

Alguns resultados importantes relacionados com o estudo do comportamento
assintotico de uma populacao pelo modelo de Leslie decorrem quando A; é um autovalor

dominante, ou seja, A\; > |\z|. Note que o teorema nao garante a desigualdade estrita.

O resultado anterior e a afirmacao que para uma matriz de Leslie existe um

unico autovalor positivo, fora sua multiplicidade, podem ser abordados através do Teorema
de Perron-Frobenious tratado em (MEYER; STEWART, 2023).

Teorema 6. Seja I uma matriz de Leslie com um tunico autovalor positivo Ay, entdo esse
autovalor tem multiplicidade um e o autovetor v, associado a ele pode ser escrito de forma

que tenha todas suas entradas positivas.

Como L é uma matriz de Leslie, entao seu polindmio caracteristico é dado pela

equagao (2.6).

Note que P/(\;) # 0, logo como apresentado pelo lema 1 o autovalor \; tem

multiplicidade igual a um.

Seja agora v; o autovetor associado ao autovalor A\, entdo:

(L— X - L) =0

fo -\ f1 fr72 frfl U1

Do -\ 0 0 Ui

= 0 J 0 0 (F:
O 0 pr—2 _)\1 U1y

Resolvendo o sistema linear:

PolU11

A1

Pp1u12 S e — P1PoU11
13 =
A A2

Pot1r — AUz = 0 = ugg =

Ptz — Mgz = 0= w3 =
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_ Pr—2.--P1Poli1
Uh~—““3qii“*
Note que

PoU11

A1

Pr—2...P1PoU11
X{_l

(fo — )\1)71,11 + f1U12 + ...+ fn_lul,« = (fg — )\1)U11 + f1 + ...+ fr_l

== 1+ X\ E + flpOQUH + ...+ frilpriimplpo Ul = <—>\1 + At q()\l))un,
A1 A Al
pela equagao (2.7). E como \; é raiz, temos que ¢(A;) = 1, assim:

(fo—A)u + fivag + oo + froaug, = (A + A - Dugg =0,

logo

" [u Poui1 PiPolii pna---plpouur
1= |un P
NN o

Tomando uy; = 1 para escrever o autovetor representante u, entao:

u |y pop P
! AA TN

Como todos os termos que compoe o vetor sao positivos é possivel concluir
que o autovetor u; pode ser escrito de forma que todas suas entradas sejam positivas,

concluindo o teorema.

5716°8| 7[5 2
gonal de 1L, calcule ", para qualquer n € N.

1 13 3 4 1
Exemplo 8. Dado a matriz de Leslie L. ([ 5 ] , [ ]) , utilizando a matriz dia-

Utilizando o polinémio caracteristico da matriz de Leslie dada como definido

em (2.6) é possivel determinar os autovalores de L através da seguinte equagao:

1 13 3
3 Thy2 Y _ 2 2 3_4 2_1 o _
A 5)\ 20)\ 50 0= 20\ A 3AA=-3=0

Note que A = 1 é solugao da equacdo, sendo possivel reescrever a equagao como:

(A —1)-(202* + 162 + 3) = 0,

1 3
permitindo obter as demais raizes A = —3 eN= T
Como os autovalores de IL sao todos distintos, pelo teorema 1, é possivel garantir

que a matriz é diagonalizavel.
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Os autovetores associado a cada autovalor A sao dados por:

1 13 3
Z ) = =
54 16 8 x 0
- =X 0 yl =10
5 ) 0
0 Y o
2

Para A\ = 1, o sistema tem solugao (5t,4t,2t), com t € R, logo um autovetor
associado ao autovalor A = 1 é dado por v = (5,4, 2).

3

1
De forma andloga, um autovetor associado ao autovalor A = —3 e = T é
dado respectivamente por (5, —8,8) e (9, —24, 40).

Assim, é possivel reescrever L = M~ - D - M, onde D é uma matriz diagonal

composta pelos autovalores de . e M é a matriz dos autovetores.

Calculando a inversa de M, a matriz L é fatorada da seguinte forma:

1 13 3 -
7568 5 5 9 1 01 0 B
= 0 0= 4 -8 —24 0 —5 0 “oop | 104 91 T8
SO B 2 8 40| |o o -2 —24 15 30
2 | 10
113 31" 1m0 0
7 16 8 N R " 64 64 24
=1z 0 0] =54 8 0 (=3 O 11104 —91 —78
SO 28 40|, o 3N -4 15 30
2 10
1 13 37"
2 16 8 1 a1 Q12 Q13
= g 0 0 Z@' Q21 Q22 Q23|
0 1 0 a31 32 Q33
2
onde

e (o () ) o)
‘“2:5'< ( >n ( 110) 3”+3+64>
=30'(13(2> +(110> 3n+2+4>’

agy = =257 57" (13- (=5)" 4 (—1)"Ft . 32— ont2 . 5n)
age = 227" - 57" (91 - (=5)" — 5 (—1)" - 3"F2 4 2"F5 . 5™
ag3 =3-24". 57" (13- (=5)" =5 (=1)". 3" 4 ontl . 5n)
az = 207" 57" (13- (=5)" — 5 (—1)" - 3*Ht 4 2n+l .5y,
agy = =25 57" (91 - (=5)" — 25 - (—1)" - 3nHt — ontd . 5,

5\" 3\"
o5 (10 (2) o (2) ).

ai

w
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2.1.1 Comportamento assintético

Considere uma matriz de Leslie L diagonalizavel com autovalores A; > |Ag| =

|As| = ... = |\:|, com A; sendo um autovalor dominante, entao:

A0 o0
a0
0o 0 ... A\

onde M é a matriz de autovetores de L.

No intuito de obter N(n), utilizando (2.3) e a relagdo anterior para L:

n

N O .0
0 Xy .. O B
N(n) = T N(0)
0 0 A,
AP0
0 A\ )
= N(n) = _ .M~ N(0)
0 0 AT
[1 0 0 |
)\2)”
0( 0
AT : . :
A\
b0 ()
0
0 0 0
= mn(N“”>=A4 M~ N(0)
n—+00 )\71"0 :
0 0 0

YA A
Note que lim ()\k) = 0, para k # 1, pois )\—k < 1, como definido inicialmente.
1

n—+00 1
Seja M~1-N(0) =[e1 ¢z ... ¢]" e M a matriz de autovetores de L, onde a

primeira coluna é o autovetor v; associado com o autovalor \;, entao:

0 C1

hm(NW)wlw“wﬂ.?ggi? .?
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&1
‘ N(n) 0 , N(n)
0

Logo, para valores de n suficientemente grandes é possivel determinar o com-

portamento assintotico de crescimento por:

N(n) ~ 1A} - vy

De acordo com o valor do autovalor \; > 0, a populacao terd os seguintes
comportamentos:

Se 0 < A\ < 1, a populacao diminuira;

Se A1 = 1, a populagao ird convergir para determinado valor;

Se A1 > 1, a populacao serguira crescendo.

E importante reforcar que esse resultado é obtido para \; > |Ak|, com k # 1,
porém o lema 2 apenas garante que A\; < |A\z|. Uma matriz de Leslie pode apresentar

A1 = | M\, para k # 1, como apresentado no exemplo a seguir.

11
Exemplo 9. Considerando a matriz de Leslie definida por IL <[0, 0, 16], l2, 8]) , deter-

mine seus autovalores e analise o comportamento dessa matriz.

O polinémio caracteristico dessa matriz ¢ dada por (2.5):

11
pg()\):—)\g‘f—i§16:>p3<)\)=—>\3+1

1 31 1 31
Com isso, os autovalores obtidos sao A\; = 1, Ay = —3~ \g, A3 = —3 + \/;
Note que |A1] = |A2| = |A3|. Nesse caso nao é possivel afirmar que a populagao ird convergir,

como apresentado anteriormente no caso em que A\; = 1.

Nesse caso é possivel verificar que o comportamento da matriz de Leslie ira se
repetir, pois I é uma matriz tal que L*> = I3, apresentando a mesma quantia de individuos

a cada trés ciclos.

Teorema 7. Se duas entradas sucessivas fi, € fri1 da primeira linha de wma matriz de

Leslie sao nao nulas, entdao o autovalor positivo dessa matriz serd dominante.

O teorema 7 é demonstrado e discutido com mais detalhes em (MESQUISTA,
2011). No caso em que |A\;] = 1 e o teorema 7 ndo é satisfeito, a sequéncia apresentara
d = mdc{j + 1,a; > 0} subsequéncias convergentes. Esse tépico é apresentado com mais

detalhes no capitulo seguinte ao tratar da abordagem por equacoes de diferencas.
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1 51 26
2764’ 51
inicial xo = (100, 100, 100, 100), analise as caracteristicas da matriz de Leslie e da populagio

Exemplo 10. Considere a matriz de Leslie 1L ([0, 0,2,1], [ ]) e uma populagdo

ao longo do tempo.

Note que f3, f4 > 0, logo pelo teorema 7 é possivel afirmar que L apresenta um

autovalor dominante.

3 V43
Calculando os autovalores da matriz de Leslie, \y = 1, \g = —— + 1 - I A3 =
3 V43
—3 —— Ay = 1 permitindo afirmar que a populacao ao longo do tempo ira convergir

para um valor fixo de individuos. Sendo assim:

1 000
0000

lim L™ = M - M

n—+00 0000
0000

4.92308 2.46154 1.96154 1
3.46154 — 1.008847 —1.30769 — 1.513267 —0.735577 + 1.60783¢ 1
3.46154 + 1.008847 —1.30769 + 1.51326¢ —0.735577 — 1.60783¢ 1

1

—0.0769231 0.153846 —0.490385
matriz de autovetores de L. Assim:

onde M =

0.312195 0.624390 0.783549 0.312195
lim L7 — 0.156098 0.312195 0.391774 0.156098
ot 0.124390 0.248780 0.312195 0.124390
0.063415 0.126829 0.159158 0.063415

E consequentemente, a populagao ira convergir para aproximadamente o vetor
de coordenadas (203.33,101.616,80.976, 41.282).

Considere agora \; # 1, ou seja, a populacao ira crescer indefinidamente se
A1 > 1 ou tendera a zero caso 0 < A; < 1. Nesses casos ¢é possivel estudar o comportamento

da populagao proporcionalmente, determinando a que proporc¢ao a populacao ira tender.
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3 Estudo do Modelo de Leslie através das

equacoes de diferencas

3.1 Equacao de Fibonacci generalizada

A equacao de Fibonacci generalizada, também denominada recorréncia linear

com coeficientes constantes, é dada por:

Upg1 = AQoUp + ... + Qp_1Vp_pi1, (3.1)

com n = r — 1. As constantes aq, ..., a,_1 sao os coeficientes desta recorréncia de ordem r e

Vg, ..., Up_1 Sa0 as condicoes iniciais que determinam a unicidade da solugao deste problema.

Note que de forma andloga a equagao (2.3) é possivel reescrever (3.1) na forma

matricial:

Vi1 = L([ag, ..., ar—1],[1, ..., 1]) - V,, (3.2)
onde V,, = (v, ..., Up—p41) € L é a matriz de Leslie como apresentado em (2.2).

Considerando a notagao Alay, ..., a,—1] = L([ag, ..., ar—1], [1, ..., 1]), o intuito é
determinar a matriz A" utilizando os conceitos das equagdes de recorréncia e a partir disso

determinar as entradas da matriz associada L([ay, ..., ar—1], [P0, ---s Pr—2])-

Para isso, considera-se a familia de sequéncias {Uff)}nzo, com(O0<s<r—1,

conhecida como sistema fundamental de Fibonacci e definida por:

(s)

U'r(zs-l)-l = a0U7(15) R i (TS L MRS T para n =1 — 17 (3 3)
vff) = Osm , para0<n<r—1, '

onde d,, ¢ o simbolo de Kronecker definido por 65, = 0se s # neds,, = 1 se s = n.

Utilizando a notagao empregada em (3.3), o artigo (BENTAHER; NAASSI;
RACHIDI, 2017) mostra que a matriz A" é dada por:

(r=1) (0)
UnJrrfl UnJrrfl

A" =
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Também é apresentado a relacao entre as matrizes A e L através da matriz

H = diag(wo, w1, ...,w;_1), onde
r—2
wsznpk e wp_1 = 1, com(0<s<r—2 (3.4)
k=s
pela relacdo L = H'AH e os coeficientes a; apresentam a seguinte relacao:
ap = fo, ar = pofi, az = pop1fa, s Ar—1 = Pop1---Pr—2fr—1 (3.5)

Com isso, obtendo A" é possivel determinar as entradas da matriz L. como

apresentado a seguir:

(r—1) W1 (r—2) W2 (r-3) Wr—1 (0)
Uptr—1 —Un+tr1 —Unir1 n+r—1
Wo Wo Wo
Wo (r—1) (r—2) W2 (r—3) Wr—1 (0)
T Yn4r—2 Uptr—2 Jvn+r—2 n+r—2
1 1 1
Wwo  (r—1) W1 (r—2) (r-3) Wr—1 (0)
n
L" = ——Upyr=3 —Uptr-3 Un+r=3 Up+r—3 (36)
%) w2 w2
Wo o r-1) W1 r—2) W2 (r-3) (0)
v, —, —, v,
Wr—1 Wr—1 Wr—1

Exemplo 11 (Caso 2). Considerando o problema apresentado no exemplo 7 e a formulagdo

apresentada, determine o comportamento populacional esperado quando t = 7.

Utilizando a equagao apresentada em (3.6) para obter a matriz de Leslie

associada com este problema, tem-se:

@  WLm w20

Vg 9 9
w Wo %0
0 (2 1 2 (0
L7 — 7%(3 ) vé ) 71)?(3 )
W1 w1
Wo (2) Wi (1) (0)
7 7 Vg
) %

=] =

Através da relagao (3.3), as seguintes recorréncias sdo geradas:

v,(ﬁgl = O-véo) +4-v,(21 +2-v§22 :>v,(loll = 4-0,20_)1 +2-v,(22,
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com v(()o) =1le U%O) = Uéo) =0,

vfllll =0- vfll) +4- v(l)l +2- v(l_)Q = v,(llll =4 v(l_)l +2- vg_)g,

n— n n

com vi” =1le v(()l) = vél) =0,

U1(7,2+)1 = O-vﬁf) +4-U£L2,)1 +2-vff,)2 :vfﬁl = 4'12,(12,)1 +2-vr(12,)2,

com 1152) =1le v?) = vém =0.

Para cada equacao deseja-se obter os termos vés), Ués) e vés), com s = 0,1,2.

Construindo cada sequéncia de forma recursiva:

v @ = {1,0,0,2,0,8,4,32,32,136, ...}
v ={0,1,0,4,2,16,16, 68,96, 304, ...}

v® =10,0,1,0,4,2,16,16,68,96, ...}

Logo, a matriz de Leslie procurada é dada por:

1
T 1
96 $-304 T -136
, 3 s 96 608 1088
L7 = 5.68 96 %.32 =L"=[34 96 128
f 1 1 2 17 32
8.16 4.68 32
1 1

Com isso e utilizando a equagao (2.3), conclui-se que para t = 7 a populagao

terd o seguinte comportamento:

96 608 1088 5 8608
N7 =L"-N0O)=N(T7)= |34 96 128 |- |8|= N(7) = | 1322
2 17 32 3 242

Note que para este exercicio, onde foi utilizado t = 7, foi possivel determinar os
termos desejados de cada familia de recorréncia calculando todos os termos da sequéncia
de forma recursiva, ou seja, obtendo um a um até chegar na posicao dos termos desejados.
Para valores grandes de ¢ ou caso se tenha interesse no comportamento da populagao
ao longo do tempo ao invés de apenas um tempo especifico, esta tarefa pode se tornar
inviavel, sendo assim, outras maneiras de se abordar este problema através da equacao

(3.6) serao apresentadas.
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Comparando os termos das sequéncias v e v(V) com a sequéncia v® é possivel

perceber a seguinte relagao:

vﬂl =2- vf) e vﬁl =4- vﬁf) +2- Uff_)l

Essa relagao pode ser generalizada pela equagao (3.7).

N (r—1) (r—1) (r—1)
09 = a,_; i +ar o) o+ Qr_ 1V 1 (3.7)
Sendo assim, é suficiente determinar apenas os termos da sequéncia vV e os
demais termos necessarios para gerar a matriz de Leslie de interesse podem ser obtidos em

funcao dos termos dessa sequéncia.

Outra questao importante a ser respondida envolve o comportamento assintotico
de uma determinada populacao. Em outras palavras, qual ¢ a tendéncia de distribuicao

dos individuos em cada faixa etaria ap6s um periodo de tempo prolongado?

Para abordar esse problema, a andlise grafica da quantidade de individuos por

faixa etdaria, conforme n varia, resultaria na seguinte curva:

Crescimento Populacional - Exemplo 1
700

LS
(o)
o

Numero de individuos
w
o
[en]

tempo

— Primeira faixa etaria
——— Segunda faixa etaria

Terceira faixa etaria

Figura 2 — Crescimento populacional - exemplo 1

O grafico exibe o crescimento da populagdo ao longo do tempo com base em um
conjunto limitado de pontos. No entanto, é importante destacar que, ao analisar apenas
alguns casos, torna-se dificil determinar com seguranca se a tendéncia observada se mantera
indefinidamente ou se a populagdo tendera a um valor assintético. Para compreender melhor

o comportamento assintético de cada curva, a proxima segao se dedicard a apresentar
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métodos para determinar o limite da populagao a medida que o tempo tende ao infinito,

ou seja, lim N(n).

Um resultado importante que pode ser obtido através da relagao (3.6) é descrito

no seguinte teorema.

Teorema 8. Seja L([fo, -, fr—1], [P0, ---» Pr—2]) uma matriz de Leslie de ordem r tal que
fr =0, para k = 0,1,...;0 — 2, entao " = py - . « fr_1 - 1., onde I. € a matriz

identidade de ordem 7.

Calculando os valores de wg, para 0 < s < r — 1, através da equagao (3.4)

obtém-se:
Wo = PoP1 * -+ " Pr—2
=P1 - DPr2
Wr—2 = Pr—2
Wr_1 = 1
Através da relagao (3.3) e (3.5), as seguintes recorréncias sao geradas:
(0) (0) (0) (0)
Uperr = fo - 0 + pofi - vy + opLf2  Upylg + oo F POPLPr—2fro 10,
= Ufni—l = Pop1-- pr72frflv1(73)—7“7
com véo) =1le vgo) = Uéo) =..= qu,)l =0,

(1)

Um+1—f U +p0f1 m)1+p0p1f2 Um)

(1
2 +. +p0pl Pr— 2f7‘ lvm)'r

= Ur(nll = PoP1-- pr72fr71/01(11)77“7

com v%l) =1le U[()l) = Uél) =..= U£J1 =0,
Uﬁriﬁ) = fo o0 4 pofi v 1) + popifa - Up 2) + o Pop1 D fr a0

r—1 r—1
r(n—i-l) = pOpl---perfrflvgnfr)a

com %(1—11) =1le v%r_l) = vér_l) =..= vff"_;) =0.

= v
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~ . S S
Para cada equagao deseja-se obter os termos Uﬁs),vﬁll, ...,Uér),l, com § =

0,1,2,...,r — 1. Construindo cada sequéncia de forma recursiva:

U(O) = {17 07 07 EERE) Q??Upl-'-perfrfla Oa 07 (RS 97 (popl-“pr72fr71)27 07 }

Y
r—termos r—termos

U(l) = {97 ]-7 07 sy Q? va()pl”'pT—Zf'r—la 07 ) OJ 07 (p(]pl”'pr—2fr—1)27 }

~
r—termos r—termos

U(T_l) = {07 Oa 07 ) 17 07 07 07 "'7p0pl-'-p7“—2fr—17 Oa 07 }

r—termos r—termos
Logo, a matriz de Leslie procurada é dada por:

(r—1) W1 (r-2) W2 (r—3) Wr—1 (0)

v — —
r+r—1 wOUrJrrfl woerrrfl Wo Upyr—1
wo (r—1) (r—2) W2 (r-3) Wr—1 (0)
—Upipl2 Upyr_2 —Upir_2 cee Upipr—2
%(1) (r—1) Wi (r-2) ujl( 3) le (0)
L' = | =, " v I . =)
Wy r+r—3 Wy r+r—3 r+r—3 Wy r+r—3
w
0y w1 V=2 W2 pr=3) O
Wr—1 Wr—1 Wr—1
Pop1---Pr—2fr—1 0 0 0
0 Pop1---Pr—2fr1 0 0
=L"= 0 0 PoP1---Pr—2fr1 0
0 0 0 p0p1~-'pr—2f7‘—1
0 0
0
= L" =pop1.-.pr—afra- [0 0 1 .. 0f=L"=popr..prafr I,
000 .. 1

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem n, permitindo concluir a demonstracao.

3.1.1 Comportamento assintético

O comportamento assintético de um modelo de Leslie pode ser separado nos
seguintes casos. Considere a condigdo de Ostrowski (OSTROWSKI, 1973) dada por
mde{j +1,a; >0} =1, com0<j<r—1leay+a+..+a_; =1, que é equivalente a

dizer que o autovalor dominante é \; = 1:
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o) .. II(r-1)
o) ... I(r—1)

onde as entradas II(s), com 0 < s < r — 1, sdo dadas por II(s) = II(s, 1), sendo que

r—1 )

>3
Jj+1

=M

H<k7 /\1> I ) (38)
a.
(U + D
205
assim as entradas da matriz sdo dadas por:
r—1
2.
[(s) = HL, com(0<s<r-—1. (3.9)
D+ 1)ay
=0

Dessa forma é possivel determinar o comportamento assintotico da potenciacao

da matriz de Leslie:

11(0) N (6D A s (R D
W “o wwo
=2 11(0 11(1) Lo —1)
lim L" = | “%1 wi , (3.10)
n—+0 : : - :
Wo w1
1 TI(1) . I(r —1
o (0 o (1) (r=1

Exemplo 12. Considerando a matriz de Leslie utilizada no exemplo 8 (Método da dia-
gonalizagdo), determine através da férmula anterior o comportamento assintdtico dessa
matriz e depois compare com o resultado obtido anteriormente tomando n — 0.

1 13 3 4 1
A matriz de Lesli lema, & “s e8] |52
matriz de Leslie do problema ¢ dada por ([5’ 16’ 8] ’ [5’ 2]) o

1
entradas da primeira linha da matriz companheira sao dadas por (3.5), obtendo ay = 5
413 13 413 3
“TE6 2075 2°8 20
Note que ambas condigoes do caso anterior sdo satisfeiras, ou seja, mde{j +
1 13 3

l,a; >0} =mdc{l,2,3} =1leap+a +as = 5+2—0+%=1.
Calculando os coeficientes T1(j), com j = 0, 1,2, de acordo com a equagao (3.9):

ag + a1 + as 20

I1(0) = I1(0) = —

( ) 1a0+2a1+3a2 - ( ) 39

+ 16

M) = — "% 1) =2.

1CL() + 2&1 + 3(12 39
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1
- @2 S T0(2) = —
].CL(] + 2(11 + 3@2 13

11(2)

Os coeficientes w;, com j = 0,1,2, sdo dados pela equacdo (3.4), obtendo

2 1
W0:p0'p1=5,w1=§ew2=1-

Com isso, o comportamento assintotico da matriz de Leslie pode ser descrito

pela equagao (3.10) como segue:

20 20 5
B wY
A=l 3
R
39 39 13

No exemplo 8, a seguinte matriz para descrever I.", com n € N foi determinada:

11 a2 13

1
LnZ@‘ Q21 Q22 A3 |,
a31 Q32 as3
onde N L\
= _—8.(—65- —— ) .3nt3_4
a1 8 < 65 +< 10) 3 0 s

1
2
1\" 1\"
=5.1—-91.-(—-= ) .gnt3 4
a2 5 ( 9 ( 2) +< 10) 3 —|—6>,
=30 13 1 n+ LY 32 44
M3 = 2 10 ’

agy = =257 57 (13- (=5)" 4 (—1)" . 3nt2 gt gn),
U9y = 23—” .5 (91 . (_5)n -5. (_1)n . 3n+2 + 2n+5 ) 577,)’
Qg3 = 3- 24" . 5. (13- (=5)" =5 (—1)"- gn+l 4 on+l 57,
az, = 96—n  5—n . (13 . (_5>n - 5. (_1)n . gntl 4 gntl 5n),
U3y = _23—n .5 (91 . (_5)n —95. (_1)n . 3n+1 o 2n+4 . 5n)’

gy = —48 - 57" (13- (—2) —25. (—2) - 5”) .

Determinando os coeficientes quando n — o0 :

1\" 3\"
li = lim -8 | -65-—= 277 [ == ) —40| =32
lim a;, = lim 8 65 ( 2) +27 ( 10) 0 320
—

0 0
li = lim 5 91 ! n~|—27 ; n—|—64 = 320
nl—r>rolo 12 = n1—I>I010 2 10 -
0 0

1 n 3 n
i =1 ] =13 == == 41 =12
lim a3 nI_IEOBO 3 ( 2) +9 ( 10) + 0
—

0 0
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|
1

1\" 3\"
li =lim64- | 13- (—=| —15-(—— 2 1=128
—_—— —_

1\" 3\"
I =lim -8 |91- (=) -75-(-—) —16|=128
0 0

1\" 3\"
li =lim 48| 13- (-2 ) —25-(——) —1[=48
0 0

Com isso, a matriz ", quando n tende ao infinito é dada por:

20 20

20 2
6 1 ¥

X 320 320 120 3
lim L" = — - | 256 256 96 | = [~ -~ —
n—90 624 39 39 13
128 128 48 j? j? b

39 39 13

Neste exemplo, determinar o comportamento assintotico de maneira analitica
pelo uso das equacgoes de diferencas se apresentou mais simples quando comparado com o
método da diagonalizacao, onde é necessario determinar a poténcia da matriz de Leslie

para n € N e em seguida avaliar o limite dessa poténcia quando n — c0.

Considere agora que mdc{j + 1,a; > 0} = 1, mas ap + a1 + ... + a,_1 # 1, ou
seja, o autovalor dominante A\; # 1. Neste caso a matriz tenderd a zero, se 0 < A\; < 1 ou
seus coeficientes irdo tender a infinito, se A\; > 1, assim o comportamento assintotico da

matriz de Leslie ja estd descrito, sendo interessante determinar a proporcao populacional,
Qo

Qo1

assintotico da porcentagem da populagao por faixa etaria, onde xg é o vetor que indica a

ou seja, é determinado a matriz de proporcao @) tal que indica o comportamento

distribuicao inicial da populagdo ao longo das faixas etarias.
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Para isso, dividindo a equagao (3.6) por AT, tem-se:

oD wr v wo T3 w10
n+r—1 %1 Yngr—1 w2 Untr—1 r—1 Yn4r—1
)\711 Wo ? Wo )\? Wo )\n
w /U(rfl) U(r72 w U(rf?)) w ’U(O)
%0 Yngr—2 n-+r—2 %2 Yntr—2 “r—1 Ynir—2
n w1 )\? )\711 w1 m w1 )\n
L (r-1) (r-2) (r3) 0
o ﬂvn-&-r—i’; ﬂvn-&-r—?) Untr=3 wT 1 Un+r 3
L wWa ? Wa )\? )\711 Wa )\n
wo v,(f_l) w1 UT(LT_Q) Wo v(’” 3) UT(LO)
Wr—1 711 Wr—1 )\? Wr—1 )\711 >‘7ll
o) (s)
o) 1 Upipoy H(r—s—1;)
Utilizando o resultado que lim - = f:rl =..= Zi:fl = ( . >,
‘ ‘ n—+0 )] Af Af Af
defini-se os coeficientes L.y, por:
I(r—s—1;\)
Lsx = e : 0<s<r—1, (3.11)
1
n
sendo possivel afirmar que lim " converge para uma matriz () tal que
n——+0o0
1
w w Wy_
r—1 r—1%1 r—1%2 r—1%r—1
)\ Lr—l;/\l )\ Lr 2,01 )\ Lr EDN )\1 LO;)\l
w “o 9 (0
r—2%0 r—2 r—2 w2 r—oWr—1
)\ Lr 1\ )\ L’I‘—Q;)\l )\ L’I‘—3 AL )\1 LO;)\l
L (b 5] Wi
: r—3 r—3W r—3 r—32r—
Q = lim n )‘ — L, g, A1 )‘ L’/‘ 2,1 /\1 Lr—3;)\1 >‘1 LO;)q
n—+o0 )\1 W9 W9 )
Wo w1 )
LT—1;>\1 7[/7"—2;)\1 L’I‘—3 A1 LO;)\l
Wr—1 Wr—1 r—1
(3.12)

O problema apresentado nos exemplos 7 e 11 busca visualizar o comportamento
da populacao ao longo do tempo. Apesar de indicar um crescimento, nao é possivel afirmar
qual sera seu comportamento assintético. Utilizando as relagoes descritas anteriormente é

possivel determinar esse comportamento.

11
O polindémio caracteristico da matriz L ([0, 4,2], [2, 4]) é dado pela equacao
(2.6) como segue:

ooyt

PN\ =N — = 4)— 2= P()) ;

l\l)\r—A
.-lk\f—‘

Para determinar o comportamento assintético da matriz é necessario determinar
o autovalor dominante de I dado pela raiz A > 0 real de P. Utilizando o método de Newton-
Raphson, explicado com mais detalhes em (AKRAM; ANN, 2015), com A\g = 1 como valor

inicial:
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Tabela 1 — Valores obtidos através da aplicacao do método de Newton-Raphson.

Ao | PAa) | PI(An) | [An — A

1 1,25 1 -
2,25 | 6,6406 | 13,1875 1,25
1,7464 | 1,5836 | 7,1497 | 0,5036
1,5249 | 0,2461 | 4,9756 | 0,2215
1,4754 | 0,0109 | 4,5304 | 0,0495
14730 | — — 0,0024

Uil wl N ~oBs

Com isso, o autovalor dominante de I pode ser aproximado por A\; = 1,4730 >
1, concluindo que os coeficientes da matriz de Leslie e, consequentemente, a populacao
descrita por essa matriz ird crescer indefinidamente. Nesse caso, através da equagao (3.12)
¢é possivel obter a matriz de proporgao @) tal que indicara a que proporg¢ao do total cada

faixa etaria ird se aproximar ao longo do tempo.

Calculando os coeficientes w; pela equagao (3.4), wp = =, w; =

1
coeficientes a; pela equagao (3.5), ap = 0,a1 = 2,a9 = 1

Calculando os coeficientes I1(s, A1) pela equacao (3.8):

CLO_‘_CLI_’_Q
)\% )\f A3

11(0, M) = L — I1(0, \;) = 0, 4812
Mot
TI(1,\) = L4 II(1, \) = 0,4812
(L A) %28 3% (1, A1)
%
(2, \) = ! T1(2,\) = 0,0376
( ’ 1) % +2%+3% = ( Y 1) Y
1 1 1
I1(2; A
Com isso, os coeficientes L., dados pela equagao (3.11) sdo Lo, = ()\’(1)0 =
I1(1; A I1(0; A
0,0376, Ly.y, = ( A’l D) _ 0,3267, Ly.y, = ( A’Q D) _ 0,2218, e a matriz Q é determinada
CcOomo segue: ! !
1
L 1
1,4730%-0,2218  1,4730%- 4.0,3267 1,4730% 1 - 0,0376
) g g
1 1
Q=11,4730-2.0,2218  1,4730-0,3267  1,4730- 1 - 0,0376

! 1 4

% -0,2218 % -0,3267 0,0376

0,4812 1,4177 0,6527
= Q= 10,1634 0,4812 0,2215
0,0277 0,0817 0,0376
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Utilizando a matriz () e sabendo que a populacao inicial é dada pelo vetor

xo = (5,8,3), a propor¢ao populacional por faixa etaria ird tender para

0 0,716
2T 1,243
1@ - x| 1

0,041

Logo, a populacao seguird crescendo indefinidamente se aproximando da propor¢ao em
que 71,6% da populacao pertencerd a primeira faixa etédria, 24, 3% a segunda faixa etédria

e 4,1% a ultima faixa etdria.

O gréafico mostrando o comportamento da porcentagem por faixa etaria ao

longo do tempo é apresentado a seguir:

Comportamento assintotico da proporcao de individuos por faixa etaria
1

Faixa Etaria 1
~— Faixa Etaria 2
Faixa Etaria 3

0.8 |

Proporgéo de individuos em relacdo ao total

0 10 20 30 40
Geracdo

Figura 3 — Proporc¢ao populacional ao longo do tempo.

O outro caso consiste em determinar o comportamento assintotica do modelo
de Leslie quando mde{j + 1,a; >0} =d>2,com 0<j<r—1le) =1

Nessas condicbes o limite da sequéncia (L"*™),~ para | = 1,2,...,d é dado

por:
_ Wy— _
QZ(()? 0) = ! QZ(()? 1) ! : Ql(ovr - 1)
wo “o ) ngl ( )
— - q(1,0) q(1,1 — q(l,r—1
lim Lt — Wi ' wiooo . (3.13)
— - q(r—1,0) —1-ql(r—1,1) q(r—1,r—1)
| Wr—1 r—1 -
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onde w;, com 0 < i <7 —1 é dado como apresentado na equagao (3.4) e ¢(i, 7) é dado por

o d-1I(j), sej=1+1 modd
Qz(w)={ G (3.14)

0, caso contrario

onde II(7) é descrito em (3.9).

Por fim, considerando mde{j + 1,a; >0} =d>2eap+ a1 + ... +a,_1 # 1,
a populacao ira crescer indefinidamente se A\; > 1 ou tenderd a zero se 0 < A\; < 1,

assim o comportamento da propor¢ao entre faixas etarias da populacao pode ser calculado

nd+1
utilizando a matriz ); = nEI}-loo W dada por:
) Lnd+l
Ql - n1—1>r-‘41-100 )\?dJrl -
_ w o _
¢.(0,0) Alw—;-ql(O,l) D Ve wol (0,7 — 1)
w oW
X O . q(1,0) a(1,1) oL e =)
1W1 ' ' w1 . ,  (3.15)
w w
1_12} 1 q(r—1,0) 7_2; 1 cq(r—1,1) .. q(r—1,r—1)
1 Wr— 1 Wr— ]

onde w;, com 0 < i < r—1 é dado como apresentado na equagao (3.4) e ¢,(i, ) é dado por

o d-1I(j, A1), sej=i+1 modd
qz(w)={ Ui de), se g (3.16)

0, caso contrario
onde II(j, A1) é descrito em (3.8).

Exemplo 13. Considere uma matriz de Leslie contendo quatro faixas etdrias tais que
fo=fi=fa=0 e f3>0. Determine o comportamento assintdético da matriz de Leslie

em termo de seus parametros.

A matriz de Leslie é dada por LL([0, 0,0, f3], [po, p1, p2]) e seu polinémio carac-

teristico é dado pela equagao (2.6) como segue:
P(X) = At — Pop1P2f3

Note que esse polindémio possui uma raiz real A\; = (pop1p2 fg)% > () e as demais

complexas.

Se A1 = 1, entao pop1p2fs = 1 e é possivel utilizar a equacao (3.13) para resolver
este problema, ja que \y = 1 e d = mdc{j + 1,a; > 0} = 4, pois ap = a; = az = 0 e
az = popip2f3 = 1> 0.

Calculando os coeficientes wy pela equagao (3.4), obtém-se wy = pop1p2, w1 =

Pip2,wo = Py € wg = 1.
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Calculando os coeficientes I1(s) pela equacao (3.9), I1(0) = II(1) = II(2) =

1
I1(3) = 7 permitindo calcular os coeficientes g4(7, 7) pela equagao (3.14) como segue:

1
Q4(O70) =4- Z = 17 CI4(O7 1) = 07 CI4(072) = 07 CI4(073) = 07
1
Q4(170) = 07 Q4(17 1) =4 Z = 17 Q4(172) = 07 Q4(173) = O:
1
Q4(270) = 07 Q4(27 1) = 07 94(272 =4 Z = 17 94(273) = 07
1
Q4(370) = 07 Q4(3’ 1) = 07 94(3»2) = 07 q4(3a 3) =4 Z =1
Assim, o comportamento da matriz quando 11111 L4+ & dado por:
1 000
01 00
hm L4n+4
n—+00 0010
0 0 01

r rminar i i i ultiplicar riz rior
Para determinar lim L**! lim L**2 lim L**3, basta multiplicar a matriz anterio
n—+00 n— +00 n—-+00

por L, L% L3, respectivamente, obtendo:

0 0 0 fy
lim L+t = [P0 O 00
n— 400 0 p 0 0
0 0 py 0
0 pafs O
lim L**2 = 0 pofs
n o popl 0 0
pip2 O 0
0 pip2f3 0 0
lim LA7+3 — 0 0 Pop2.f3 0
no o 0 0 0 popifs
PoP1P2 0 0 0

Agora, considere que A\; # 1, assim é necessario utilizar a equagao (3.15) para
resolver esse problema. Note que os valores dos coeficientes ws, as,d = mde{j + 1,a; > 0}

permanecem os mesmos do que o caso anterior, sendo necessirio apenas se atentar que
as = popipafs # 1 e M = (popipafa)t # 1

Calculando os coeficientes I1(s, A1) pela equacao (3.8), II(0, A\;) = II(1, \y) =
(2, \) = TI(3, \) = i, permitindo calcular os coeficientes ¢4(i, 7) pela equagao (3.16)
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COoImo segue:

1
Q4(070) =4 Z =1, CI4(07 1) =0, CI4(072) = 07 CI4(073) = 07
1
Q4(170) =0, Q4(17 1) =4 Z =1, Q4(172) =0, Q4(173) =0,
1
Q4(270) = 07 Q4(2> 1) = 07 Q4(272 =4- 1 = 17 (14(273) = 07
1
Q4(3)0) =0, Q4(3, 1) =0, Q4(3’2) =0, q4(3a 3) =4 Z = 1.
Assim, o comportamento da matriz ()4 que indica a proporcionalidade da
In+4
populagao, nLHPOO W, ¢é dada por:
1 0 00
0100
9=10 010
0 0 01

Para determinar @1, Qs, Qs, basta multiplicar a matriz anterior por L,L? L3, respectiva-

mente, obtendo:

0 0 0 fs

po 0 0 O
Q="

0 pr 0 O

0 0 p, O

0 0 pofs O
0 0 0 pofs

Q2 =
pop1 0 0 0
0 pip2 O 0
0 p1p2f3 0 0
0 0 popafs 0
Q3 =
0 0 0 popifs
PoP1P2 0 0 0
Note que para uma matriz de Leslie qualquer da forma IL([0, 0, 0, f3], [po, P1, p2])
4n
ocorre que L = I, se \;y = 1 e Yl Iy se A\ # 1, onde I, é a matriz identi-
1

dade de ordem quatro, ou seja, o comportamento da espécie ao longo do tempo segue
o padréo zg, Lzg, L2z, L3z, onde zo é o vetor que descreve a quantia de seres inici-

almente em cada faixa etaria. De forma andloga, a proporcao percentual é dada por
Zo Lxo L3z, L3z,

|zol|y " [[Lao|l1 [L220l[1 [L3z0l[1

E importante lembrar que para \; # 1, a populaco crescerd indefinidamente se
A1 > 1 e descrescera se aproximando de zero se 0 < A\; < 1 seguindo a proporc¢ao descrita

anteriormente.
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O resultado obtido através desse exemplo pode ser generalizado pelo corolario
do teorema 8 que trata de matrizes de Leslie do tipo L[(0,...,0, f,—1), (po, .-, Pr—2)] que é

apresentado a seguir.

Corolario 1 (Teorema 8). Se L é uma matriz de Leslie de ordem r tal que f; =0 para
i=0,1,...,mr—=2ce f_y # 0, entdo mdc{j + 1,a; > 0} = r e a propor¢ao assintdtica de

individuos é dada por:

]LZZL'O
[|Ltzol]1
coml=0,1,....,r—1.
Note que ag = a1 = ... = a,_2 = 0 e a,_1 = pop1...pr—2fr—1, logo mde{j+1, a; >
0} =r.
Pelo Teorema 8, é possivel afirmar que " = pg - ... - pr_a - fr_1 - I, entdo:

Lrn+l _ (L'r)n . Ll = Lrn-ﬁ-l _ Ll . (pO---pr—2f7‘—1 . ]T)n — Lrn-ﬁ-l _ Ll . (p0~--p7"—2f7‘—1)n . Ir;

paral=20,1,....,r — 1.
Assim, o comportamento assintético é dado por:

Lt L!- Do frq )" Do o nTl.
limixo—lim (Po-+-Pr—2fr—1)" - g — lim (Po---Dr—2fr-1) To

o |[Lrntag||y 2= [[LE - (po.eproafr1)™ - @olli 7% (po-Droafr—1)™ - [JL - 2ol[4

Lrn+lm0

li li ]Ll ) Lll’o
= 11m —— = [11m =
n—oo ||Lrmtlyg||p now |[LE x|l [|Liag||y

concluindo a demonstracao.
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4 Comparacao Numérica de Métodos: Abor-
dagens por Diagonalizacao de matriz e pela

equacoes de diferencas

Para implementar os métodos de diagonalizacao e equacoes de diferengas, o
software Octave versao 8.4.0 foi escolhido devido a sua eficiéncia e facilidade em trabalhar
com calculos matriciais, disponibilidade de func¢bes matematicas relevantes e ser um
software gratuito compativel ao MATLAB. As simulagbes em Octave foram realizadas
em um notebook Lenovo Intel (R) Core (TM) i5-10210U com 4 cores de niicleo e sistema,
operacional Windows 11 versao 22H2. A escolha do software forneceu uma base solida

para a implementacao e permitiu uma comparacao eficaz entre as abordagens discutidas.

4.1 Simulacio do calculo de " paran € N

Uma maneira direta de calcular a poténcia de uma matriz qualquer é utilizando
a definicdo de poténcia, ou seja, para determinar LL", basta realizar o produto da matriz L
por ela mesma até se obter a poténcia desejada. Esse método serd comparado com duas
outras abordagens distintas, analisando as vantagens e desvantagens de cada uma em

diferentes cenérios.

O primeiro método, descrito pelo algoritmo 1, consiste em determinar a poténcia
da matriz de Leslie utilizando a decomposi¢ao de Jordan desta matriz. Neste caso estaremos

assumindo que a matriz é diagonalizavel.

O segundo método utiliza-se das equagoes de diferengas (equagao de Fibonacci
generalizada) para determinar as entradas da matriz " como apresentado a seguir no

algoritmo 2.

No método que se utiliza da equagao de Fibonacci generalizada, distintos
()

4 .

métodos podem ser utilizados para determinar os coeficientes v

Neste trabalho trés abordagens sao apresentadas para determinar os coeficientes
vi(]). O primeiro método consiste em determinar os coeficientes utilizando da propria
recorréncia, ou seja, calculando termo a termo. A segunda abordagem é dada resolvendo a

recorréncia, ou seja, determinando a funcao que descreve o comportamento da recorréncia
i(j ) necessérios para obter a matriz poténcia de Leslie. A
(4)

)

e determinando apenas os termos v
ultima abordagem consiste em obter apenas uma familia dos coeficientes v,;”’ e utilizando

esses valores determinar as demais familias, ja que as familias consistem em combinacoes
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Algoritmo 1 — Calculo da poténcia de uma matriz de Leslie através de sua matriz
diagonal.

Dados: Taxas de reproducao f e sobrevivéncia p da espécie e expoente n

Resultado: Poténcia da matriz de Leslie L."

inicio

para fe R, pe R™ ! ¢ neN faga

Definir a matriz de Leslie L tal que L; ; = f;, com ¢ = 1,...,m, L;41,; = p;, com
i=1,....,m— 1, e as demais entradas sdo nulas.;

L «— matriz de Leslie L(f, p);

Calcular os autovalores da matriz de Leslie L encontrando as raizes do polinémio
caracteristico dessa matriz.;

D «—— vetor de autovalores de L;

Prosseguir para determinar os autovetores associados aos autovalores previamente
calculados, resolvendo a equagdo (L — A - I) - v = 0 para cada autovalor \.;

M «—— matriz de autovetores de LL;

Calcular a matriz inversa da matriz de autovetores M .;

N «— M1

Efetuar o calculo da n-ésima poténcia de cada autovalor.;

Dt — N

Construir uma matriz diagonal com as entradas provenientes das poténcias calculadas
dos autovalores.;

D" «— diag(DY7, ..., D' );

Finalizar o célculo da matriz de Leslie elevada a poténcia n utilizando a férmula de
diagonalizacdo: L™ = M - D™ - N, onde M representa a matriz de autovetores e N é a
matriz inversa de M.;

L" «—M-D"-N

fim

fim

Algoritmo 2 — Calculo da ponténcia de uma matriz de Leslie através da equacao de
Fibonacci generalizada.

Dados: Taxas de reproducao f e sobrevivéncia p da espécie e expoente n

Resultado: Poténcia da matriz de Leslie L."

inicio

para fe R, pe R™ ! ¢ neN faca

Definir a matriz de Leslie L tal que L; ; = f;, com ¢ = 1,...,m, L; 41 ; = p;, com
i=1,...,m —1, e as demais entradas sao nulas.;

L «— matriz de Leslie L(f, p);

Calcular os coeficientes da matriz companheira A.;

Ai “—P1-..."Pi—-1" fi7 com Al = f1 el = 2, ey

Calcular coeficientes w; utilizados para determinar as entradas da matriz L".;

Wi «—Pi e Pm—1,comi=1..m—1ew, =1;

Calcular os coeficientes ’UES), comi=n+r—1,..,v,es=0,1,...,r — 1 dados pela

recorréncia (3.3). Diferentes abordagens sdo feitas para obtengdo destes termos.;

S . S . . . s
vlg )« coeficientes vg ), comit=n+r—1,..,v, es=0,1,..,r — 1 Finalizar o calculo

da matriz de Leslie elevada a poténcia n determinando suas entradas pela relacao
L" _ Wi (m—j) .
( )i,j = T Ungymli
w;
Wi py(m—=3)

W, n+m—i

(L") «—

fim

fim
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lineares entre si como apresentado em (ANIZ; RACHIDI, 2022). Esses métodos serao

referenciados como RA1, RA2 e RA3, respectivamente.

Para esse estudo é analisado diferentes casos de matriz de Leslie, com valores
gerados aleatoriamente, variando a ordem n da matriz e a poténcia t que esta sendo elevada

como pode ser visto na tabela 2.

Tabela 2 — Tempo de processamento para o calculo de ™.

Simulagao (segundos)
Forma direta RA1 RA2 RA3 Diagonal

5 1.0014-107° 5.1856-10"* 1.3885-1072 4.4560-10"* 6.0439-107°
3 10 1.0967-107° 8.7512-107* 1.3345-10"% 7.1847-10"* 5.3883-107°
50 1.3113-10"° 3.9464-10"% 1.3379-10"% 3.0919-10"% 6.0081-107°

5 1.0967-107° 1.1598-107* 4.5094-10"% 9.0158-10~* 6.8903-107°
5 10 1.1921-107° 2.0511-107% 4.3194-10~% 1.5479-1072 6.6996 - 10~°
50  1.4067-107° 9.6911-107° 4.3640-10"% 6.9020 102 8.2493-107°

5 1.2875-107° 4.0996-10"% 1.6953-10"' 2.8830-10"% 1.2648-10~*
10 10 1.9073-107° 1.0949-1072 2.4942-10"' 7.3301-10"% 1.7595-107%
50 1.9073-107° 4.2047-1072 1.9502-10"' 2.7878-107% 1.5497-107*

5 1.3828-107° 1.5064-1072 3.6665 9.8335- 1072 2.2650-10~*
20 10 1.6093-107° 2.8265-1072 3.5991 1.7650 - 102 2.1601-1074
50 2.0504-107° 1.3502-10! 3.6680 83117-1072 2.2638-107*

5 5.6028-107° 1.1976-10"" 2.4513-10 8.0204-10"2 1.7340-1073
50 10 7.7963-107° 1.9722-10"% 2.4776-10 1.3175-10"' 1.6160 1073
50 9.1791-107° 8.9644-10"" 2.4868-10 5.4971-10"% 1.4720-107°

5 1.1060-10~* 1.2090 6.0438 - 10>  6.9305-10"! 3.2881-1072
100 10 9.2983-107* 1.6457 7.0271-10% 9.9044 - 107! 2.4294-102
50 2.0559-1073 9.4563 7.5332 - 102 4.0480 2.0163 - 1072

Os resultados obtidos, que exploram diferentes combinacoes de tamanhos de
matriz (r = 3, 5, 10, 20, 50 e 100) e poténcias aplicadas (n = 5, 10 e 50), oferecem uma

visao detalhada da eficiéncia computacional de cada método.

O tempo descrito na tabela consiste na mediana dos tempos gerados apos
simular cem vezes, pois é possivel alteragoes abruptas nos tempos em cada simulagdo como
visto no gréafico da simulacdo de L', para uma matriz de Leslie de ordem cinco, como

apresentado no grafico 4.

Os principais resultados aferidos analisando os graficos e os valores apresentados

na tabela sao descritos a seguir.

Método de Multiplicagao Direta (MD): Este método demonstrou consisténcia

em sua eficiéncia, exibindo baixo custo computacional em todos os cenarios testados.
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—— Multiplicagéo direta
6 - Recorréncia: termo a termo i
Resolvendo a recorréncia
- Termos linearmente dependentes

5+ Diagonalizagéo -
4 L -
3 L -

_ N, o il e _._Illll_ — — Fo®
2 B I|I | =

B e e e . | l_"'-m_/h_/\—F e e e e
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0 — — ————— S | i i ===

0 20 40 60 80 100

Figura 4 — Simulagao do calculo L" com r = 5 e n = 10.

Abordagens de Recorréncia (RA1, RA2 e RA3): Essas abordagens oferecem
flexibilidade, mas sua eficiéncia varia dependendo das condigoes. Para poténcias mais
baixas (n = 5 e n = 10), a ordem de eficiéncia foi RA2 < RA3 < RA1. Entretanto, para
n = 50, as Abordagens RA2 e RA3 apresentaram resultados comparaveis, indicando um

aumento acentuado no tempo de célculo para RA3 com o aumento da ordem da matriz.

Método de Diagonalizagdo de Matriz (DM): Esse método se mostrou uma opgao

intermediaria em termos de eficiéncia computacional, fornecendo resultados sélidos.

Uma observacao interessante é que, a medida que a ordem da matriz aumenta, o
tempo de calculo aumenta para todos os métodos. No entanto, o Método de Multiplicagao
Direta (MD) continua sendo uma escolha eficaz em todos os cendrios. As Abordagens
de Recorréncia (RA) demonstram ser mais sensiveis ao aumento da ordem da matriz,

especialmente a Abordagem 3 (RA3).

Com base nesses resultados, podemos concluir que o Método de Multiplicagao
Direta (MD) destaca-se como a op¢ao mais eficiente e consistente, especialmente quando a
poténcia desejada é relativamente baixa. O Método de Diagonalizagdo de Matriz (DM) é

uma escolha intermediaria sélida em todos os casos.

Para ilustrar a aplicacao dos métodos de resolugao que utilizam a matriz de
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Leslie, escolheu-se um estudo empirico significativo. Nesse contexto, foram utilizados os
dados fornecidos pelo artigo (BRONIKOWSKI et al., 2016), que apresenta uma andlise
detalhada das tabelas de vida masculinas e femininas para sete espécies de primatas
selvagens. Este artigo oferece uma base de dados rica e robusta, derivada do monitoramento
continuo de populagdes ao longo de pelo menos 29 anos. As espécies de primatas incluidas
no estudo sdo o sifaka (Propithecus verreauri) em Madagascar, o muriqui (Brachyteles
hypozanthus) no Brasil, o capuchin (Cebus capucinus) na Costa Rica, o baboon (Papio
cynocephalus) e o blue monkey (Cercopithecus mitis) no Quénia, o chimpanzee (Pan

troglodytes) na Tanzania e o gorilla (Gorilla beringei) em Ruanda.

O artigo apresenta dados demograficos abrangentes, incluindo contagens censi-
tarias de machos e fémeas, sobrevivéncia especifica por idade e estimativas de fertilidade
especifica para fémeas. Utilizando intervalos de idade de um ano, os autores calcularam

estimativas pontuais de sobrevivéncia especifica por idade para ambos os sexos.

Com base nesses dados, a intencao é aplicar os algoritmos desenvolvidos e a
matriz de Leslie, criada a partir das informagoes do artigo, para prever a distribuicao
futura das populagoes das espécies de primatas estudadas. Especificamente, o objetivo é
projetar como estara a quantidade de individuos de cada espécie a cada dez anos, desde o

inicio da coleta de dados até quarenta anos a frente.

Para realizar esta previsao, inicialmente, sera feita a construcao da matriz
de Leslie. Para construir a matriz de Leslie utilizando os dados fornecidos no artigo, é
necessario determinar dois componentes principais: a taxa de fecundidade f; para cada faixa
etaria e a probabilidade de sobrevivéncia p; de cada faixa etaria. A taxa de fecundidade
para cada faixa etaria é obtida a partir do coeficiente fornecido no artigo, denotado como
m.x (fertilidade na idade x), sendo assim f; = m.zx, onde i representa os intervalos anuais
de idade, ou seja, i = 1 relaciona as idades z tais que 0 < & < 1, enquanto i = 2 estara
relacionado com as idades x tais que 1 < x < 2 e assim sucessivamente. O coeficiente m.x

representa a taxa de nascimentos por fémea em cada faixa etaria.

A probabilidade de sobrevivéncia para cada faixa etaria é calculada utilizando

a seguinte formula:
dx+px

Nz
onde d.x ¢ o nimero de mortes durante o intervalo de idade x, o coeficiente p.z é o niimero

pi=1

de desaparecimentos permanentes durante o intervalo de idade x e N.z é o niimero de

individuos no inicio do intervalo de idade z.

Em seguida, sao aplicados os algoritmos de potenciagao previamente descritos
para estimar a distribuicado populacional nas cinco proximas décadas. O comportamento
da populagao de cada espécie sera apresentado graficamente, fornecendo uma visao clara

das tendéncias de crescimento ou declinio ao longo do tempo.
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Os resultados obtidos por este método sao ilustrados através de graficos.

Distribuicdo da populacao de "muriquis” ao passar de quatro décadas
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Figura 5 — Distribuicao da populacao de muriquis ao passar de quatro décadas

= Populacéo inicial
== Primeira década
Segunda década
= Terceira década
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Pelo gréfico 5, nota-se um crescimento da populagao de muriquis como um todo

ao longo das décadas, apresentando o mesmo comportamento piramidal onde a maior parte

da populacao estd concentrada entre os individuos mais jovens. Percebe-se também que na

primeira década, os individuos entre 20 e 30 anos de idade se mantém aproximadamente

na mesma quantidade, e de forma andloga esse comportamento ocorre com os individuos

de 30 anos entre a primeira e segunda década.

Distribuicido da populacdo de "baboons" ao passar de quatro décadas
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Figura 6 — Distribuicao da populacao de baboons ao passar de quatro décadas
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Agora, analisando a populacdo de baboons através do grafico 6, verifica-se

um crescimento continuo ao longo das décadas para os individuos até 25 anos, com os

individuos a partir dessa idade se mantendo praticamente constantes.

Distribuicdo da populacao de "blues” ao passar de quatro décadas
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Figura 7 — Distribuicao da populacao de blues ao passar de quatro décadas

O gréfico 7, que trata da estimativa do crescimento populacional dos blues,

mostra um aumento expressivo na populagao mais jovem, enquanto a populacao mais

velha apresenta uma tendéncia de estabilidade, se mantendo praticamente constante ao

longo das décadas.

Distribuicédo da populacéo de "chimpanzees" ao passar de quatro décadas
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Figura 8 — Distribuicao da populacao de chimpanzees
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A populagao de chimpanzees, diferente dos primatas anteriormente apresentados,
mostra um comportamento distinto. Verifica-se pelo gréfico 8 que, apo6s a primeira década,
ocorre um leve aumento na quantidade de individuos mais jovens, porém os individuos
entre 10 e 22 anos apresentam uma grande queda, com o resto da populacao se mantendo
praticamente constante. Na década seguinte, a populacao apresenta uma pequena queda
em quase todas as faixas etarias, resultado que se mostra continuo ao longo das décadas
seguintes. A estimativa dessa populagao chama atengao em dois quesitos: o primeiro é
a constante queda da populacdo dessa espécie, indicando uma tendéncia de extingao.
O segundo aspecto é o comportamento distinto das espécies anteriormente estudadas,
ressaltando a influéncia significativa dos dados iniciais no comportamento geral ao longo

do tempo.

Distribuicao da populacdo de "gorillas" ao passar de quatro décadas
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Figura 9 — Distribuicao da populacao de gorillas ao passar de quatro décadas

Os dados mostrados no grafico 9 revelam um comportamento da populagao de

gorillas analogo ao apresentado no gréafico 6, que trata do estudo da populacao de baboons.
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Distribuigdo da populacgao de "sifakas" ao passar de quatro décadas
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Figura 10 — Distribuicao da populagao de sifakas ao passar de quatro décadas

Os sifakas representados no grafico 10 apresentam na primeira década um
crescimento apenas da populacao mais jovem até 10 anos. Nas décadas seguintes, a
populacao apresenta um crescimento maior como um todo, mantendo-se praticamente

constante apenas a populagdo mais velha, acima de 25 anos.

Distribuicdo da populacéo de "capuchins” ao passar de quatro décadas
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Figura 11 — Distribui¢do da populacao de capuchins ao passar de quatro décadas

Por fim, o grafico 11 mostra o crescimento dos capuchins, que se apresenta

semelhante ao discutido no grafico 5, tratando da populacao de muriquis. Na primeira
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década, a populagdo se mantém praticamente constante para os individuos entre 10 e 15

anos, e na década seguinte, apo6s os 20 anos.

Utilizando os dados fornecidos pelo artigo (BRONIKOWSKI et al., 2016), é
possivel prever o comportamento das populagoes de primatas, como realizado, e tomar
medidas de acordo com as estimativas, caso seja necessario. Também ¢é possivel validar os
resultados verificando ao longo dos anos quao verossimeis os valores obtidos se mostraram
quando comparados com a realidade, e ajustar a matriz de Leslie para aprimorar futuras

estimativas.

Os préximos algoritmos consistem em determinar o comportamento da matriz
de leslie elevada a poténcias muito altas, ou seja, o comportamento assintotico da matriz
representado por ngr-il-loo L™. Neste caso multiplicar um niimero indeterminado de vezes a
matriz por ela mesma nao permite assegurar para que valor a matriz esta convergindo,
sendo nesse caso necessario utilizar novamente os algoritmos de decomposicao através da

matriz diagonal ou pela equagao de diferencas.

4.2 Simulacao do comportamento assintético

No capitulo anterior, mostrou-se que o comportamento da matriz, quando
elevada a uma poténcia tendendo ao infinito, convergira apenas no caso em que o autovalor
dominante seja A\ = 1. Caso A; > 1 a populagao crescera indefinidamente, enquanto se
0 < A1 < 1 a populagao tendera a zero, logo para esses casos ¢ apresentado a matriz
relacionada com a proporg¢ao da populagao, ou seja, a porcentagem relativa de cada faixa

etaria quando comparada com o todo.

Ao ser utilizado o método da decomposicao da matriz I em termos da matriz
diagonal, o caso em que A\; # 1 e mdc{i,a; > 0} = 1, a populacio ird se aproximar da
proporcao de acordo com o autovetor associado a A, ndo sendo necessario determinar a
matriz de proporcao. Para os demais casos, o algoritmo ira fornecer a matriz L. ou @,
sendo essa a matriz de proporc¢ao. O algoritmo 3 que trata desse caso pode ser encontrado

no apéndice A.

Ja o algoritmo 4, encontrado no apéndice B, se refere ao método que se utiliza
das equacoes de diferencas e para todos os casos ira fornecer a matriz para qual IL" converge

ou a matriz de proporcao.

421 Casol: Ay =1emdc{i,a; >0} =1

O primeiro caso a ser estudado consiste em comparar o tempo de processamento
para determinar o comportamento assintético da matriz de Leslie, ou seja, lim L™, no
n—aoo

caso em que o autovalor dominante da matriz I é dado por Ay = 1, o que implica que a
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matriz L converge.

Para realizar essa simulacao foram avaliadas matrizes com dimensoes n iguais a
trés, cinco, dez, vinte, cinquenta e mil, no intuito de verificar a consisténcia dos resultados
para as mais diversas ordens, pelos métodos da diagonalizagdo de matrizes e equagao de

diferencas. Os resultados obtidos sao apresentados na tabela 3.

Tabela 3 — Tempo de processamento para o calculo do comportamento assintético da
matriz I com autovalor A\; = 1.

r  Método da diagonalizagdo (segundos) Método das diferencas finitas (segundos)

3 1.7190 - 107* 2.6298 - 1074
5 2.5988 - 1074 5.5599 - 1074
10 5.6851 - 1074 1.9649 - 1073
20 1.5698 - 1073 9.4429 - 1073
50 7.6115-1073 6.0812 - 1072
1000 1.0570 - 10 4.6155 - 10

A analise dos dados revela que, em todos os casos examinados, o Método da
Diagonalizacao é mais eficaz em termos de tempo de processamento do que o Método das
Equagoes de Diferencas. Esses resultados destacam a eficiéncia inerente ao Método da
Diagonalizagao, sugerindo que ele é uma opc¢ao mais rapida para analisar o comportamento

assintotico das matrizes de Leslie que apresentam como autovalor dominante A\; = 1.

Além disso, foi observado um padrao consistente de aumento no tempo de
processamento para ambos os métodos a medida que a ordem da matriz aumenta. Vale
ressaltar que o Método das Equacoes de Diferencas apresenta um crescimento mais
expressivo no tempo, indicando uma maior complexidade computacional ao lidar com

matrizes de ordens mais elevadas.

422 Caso2: \; # 1 emdc{i,a; >0} =1

Muitos casos préticos estudados e publicados como (ONOFRE, 2017; CODECO,
2018; SABETI, 2011; CAUGHLEY, 1967) se enquadram nessa situa¢ao especifica. Um

desses casos ¢ tratado na sequéncia.

Considere os dados obtidos em (CAUGHLEY, 1967) em relagdo a uma espécie

de ovelhas na Nova Zelandia.

Para construir a matriz de Leslie é necessario determinar a probabilidade
do individuo passar para a faixa etaria seguinte, sendo assim, dada a probabilidade do
individuo sobreviver até a k-ésima faixa etaria, com k > 1, a probabilidade de que ele
sobreviva da (k — 1)-ésima faixa para a seguinte é dada por:

P
P1 P2 Pk

pZ? =pP1"P2 .. Pk-1 Pk = Pk =
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Tabela 4 — Dados estatisticos de acordo com a idade de uma populacao de ovelhas fémeas
- fonte: (CAUGHLEY, 1967)

Idade Probabilidade de Numero de nascimento
em sobrevivéncia até de fémeas vivas por
anos a idade x faixa de idade =
T p* f
0-1 0,845 0,000
1-2 0,824 0,045
2-3 0,795 0,391
3-4 0,755 0,472
4-5 0,699 0,484
5-6 0,626 0,546
6-7 0,532 0,543
7-8 0,418 0,502
8-9 0,289 0,468
9-10 0,162 0,459
10 - 11 0,060 0,433
11-12 0,000 0,421

Construindo uma sequéncia recorrente (p;);en dos coeficientes p da matriz de Leslie, onde

D1 ZPT-

Calculando os valores de p;, com ¢ = 1, ..., 12, os coeficientes da matriz de Leslie

obtidos sao apresentados na tabela 5.

Tabela 5 — Coeficientes de sobrevivéncia p e reproducao f.

Faixa etaria em anos D f
0-1 0,845 | 0,000
1-2 0,975 | 0,045
2-3 0,965 | 0,391
3-4 0,950 | 0,472
4-5 0,926 | 0,484
5-6 0,895 | 0,546
6-7 0,850 | 0,543
7-8 0,786 | 0,502
8-9 0,691 | 0,468
9-10 0,561 | 0,459

10 - 11 0,370 | 0,433
11-12 0,000 | 0,421

Utilizando esses dados e os algoritmos 3 e 4 é possivel determinar o comporta-

mento assintotico como feito em (CODECO, 2018) e comparar o tempo de processamento

de cada um desses algoritmos.

Através dos algoritmos é possivel verificar que a populagao crescera indefinida-

mente, ou seja, A\; > 0 e seu comportamento assintético tendera a proporgao apresentada
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na tabela 6, indicando a porcentagem de individuos de determinada faixa etaria em relacao
ao total. Esses resultados também sao verificados em (CODECO, 2018), auxiliando verificar

a funcionalidade dos algoritmos utilizados.

Tabela 6 — Comportamento assintotico da proporc¢ao de individuos por faixa etaria.

Faixa etaria em anos | Taxa de sobreviventes
24,129%
17,344%
14,385%
11,808%
9,543%
7,517%
5,723%
4,138%
2,767%
1,626%
10 - 11 0,776%
11-12 0,244%

1
O 0| | O O W= | W DO —

Oloo| | o] o] | || —| o
1

1
—
e}

O comportamento proporcional da populacao converge para os valores apresen-

tados na tabela anterior de acordo com o grafico 12 apresentado a seguir.

Comportamento assintotico da proporgao de individuos por faixa etaria
04

— 01
—_ 12
23
—— 34
—— 45
5-6
— 67
— 78
— 89
9-10
— 1011
— 1112

Proporgéo de individuos em relagéo ao total

0 5 10 15 20
tempo

Figura 12 — Proporg¢ao de individuos ao longo do tempo.

De forma andloga ao caso em que \; = 1 e mdc{i,a; > 0} = 1, nesse caso onde
A1 # 1 0s métodos de diagonalizacao e das equagoes de diferencas também sao comparados
em relacao ao seu tempo de processamento para verificar as vantagens e desvantagens de

acordo com a ordem da matriz. Os resultados obtidos sao apresentados na tabela 7.
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Tabela 7 — Tempo de processamento para o calculo do comportamento assintotico da
matriz L com autovalor A\; # 1.

r  Método da diagonalizagdo (segundos) Método das diferencas finitas (segundos)

3 1.3781-107* 3.2294 - 1074
5 1.9503 - 10~* 6.7461 - 1074
10 3.9458 - 1074 2.2604 - 1073
20 1.4662 - 1073 6.0564 - 1073
50 8.9988 - 1073 7.1267 - 1072
1000 9.2742 5.1521 - 10

Ao estender a analise para o caso em que \; # 1, os resultados obtidos se
apresentaram de maneira similar aqueles observados anteriormente, quando A\ = 1. Em
ambos os cenarios, o Método da Diagonalizacao demonstrou maior eficacia, superando o

Método das Equacoes de Diferencas em termos de tempo de processamento.

Também é interessante notar que, a medida que a ordem da matriz aumenta,
ambos os métodos exibem um padrao de crescimento no tempo de processamento. No
entanto, no caso em que \; # 1, o método da diagonalizacdo apresenta um crescimento
menos expressivo ainda, pois nesse caso é apenas necessario determinar o autovetor
associado com \; para determinar a propor¢ao que a populagao ird atingir ao se avaliar

seu comportamento assintotico.

423 Caso3: A\ =1emdc{i,a; >0} =d>1

O terceiro caso trata das matrizes de Leslie que tenham como autovalor domi-
nante A\; = 1, de forma similar ao caso 1, porém com d = mdc{i,a; > 0} > 1, levando a

uma convergéncia de linc}o L+ com 1 =0,1,...,d — 1.
n—

Novamente é utilizado matrizes com dimensoes n iguais a trés, cinco e dez
que satisfazem as condig¢oes desse caso. Os resultados gerados através das simulagoes sao

mostrados na tabela 8.

Tabela 8 — Tempo de processamento para o célculo do comportamento assintético da
matriz L. com autovalor \y = 1ed > 1.

r  Método da diagonalizagao (segundos) Método das diferencas finitas (segundos)

3 2.0599 - 1074 4.1902 - 1074
5 2.9993 - 1074 8.9502 - 1074
10 5.8508 - 1074 3.1306 - 1073
20 1.7897-1073 9.5879 - 1073
50 1.4815- 1072 1.0891- 107!
1000 8.4571 6.1039 - 10

Analisando os dados, mais uma vez é possivel perceber que o método da
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diagonalizacao se sobrepoe em relacao ao método das equagoes de diferencas, apresentando
um menor tempo de processamento para todas as ordens estudadas. Novamente apresentou
um aumento de tempo de processamento de acordo com o aumento da ordem da matriz,
sendo que o método das equacoes de diferencgas apresentou um aumento mais expressivo

novamente.

424 Caso4: \; #1emdc{i,a; >0} =d>1

Por fim, o quarto caso aborda as matrizes de Leslie com autovalor dominante
A1 # 1 ed = mdc{i,a; > 0} > 1, implicando que as matrizes J%L"“h com [ =
0,1,...,d — 1 ndo vao convergir, ou seja, vao crescer indefinidamente caso A\; > 1 ou vao
tender a zero caso 0 < \; < 1. Nesse caso, de forma similar ao caso 2, busca-se determinar
a proporc¢ao que cada faixa etaria se aproxima em relagdo ao total da populagdo ao longo

do tempo. Os resultados das simulacoes obtidas nesse estudo sao encontrados na tabela 9.

Tabela 9 — Tempo de processamento para o calculo do comportamento assintético da
matriz I com autovalor A\{ # 1 e d > 1.

r  Método da diagonalizagdo (segundos) Método das diferencas finitas (segundos)

3 1.7500 - 10~* 4.6110- 1074
5 2.7013-107 1.0159 - 1073
10 5.3799 - 1074 3.4444 - 1073
20 1.6005 - 1073 9.5001 - 1073
50 1.4734 - 1072 1.2092- 107!
1000 9.2242 7.7443 - 10

Novamente o método da diagonalizagao apresentou um menor tempo de pro-
cessamento quando comparado ao método das equacoes de diferencas, se apresentando um

método mais robusto para o calculo do comportamento assintético de matrizes de Leslie.
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5 Consideracoes Finais

Esta tese teve foco em um estudo detalhado sobre a aplicagdo dos métodos
de diagonalizacao de matrizes e equacoes de diferengas no contexto das matrizes de
Leslie. No primeiro capitulo foi fornecido uma sélida base teérica, abordando os principios
fundamentais da diagonalizacao de matrizes e as formas de resolucao de recorréncias de

Fibonacci generalizadas.

Os capitulos subsequentes se dedicaram a explorar a utilidade pratica desses
métodos, concentrando-se no calculo das poténcias da matriz de Leslie e no estudo de
seu comportamento assintético. As simulagoes realizadas no Capitulo 4, comparando os
métodos de diagonalizacao e equacgoes de diferencas em diferentes cendrios, revelaram que,
embora o método da diagonalizacdo tenha se destacado em eficiéncia computacional, o
método das equagoes de diferengas oferece novas ferramentas na demonstragao de casos

especificos, como as matrizes de Leslie na forma LL([0,0, ..., 0, fr_1], [p1, P2 ---s Pr—2])-

E importante destacar a observacao de que, para o caso finito, a multiplicacdo
direta mostrou-se uma abordagem ainda mais eficaz. Este resultado sugere que, dependendo
do contexto e dos objetivos da andlise, diferentes métodos podem oferecer vantagens

especificas.

A conclusao central desta pesquisa é que tanto a diagonalizacdo de matrizes
quanto as equacgoes de diferencas sdo ferramentas valiosas na analise de matrizes de Leslie.
Este trabalho contribui para o entendimento mais profundo desses métodos, abrindo portas
para pesquisas futuras que explorem ainda mais suas aplicagoes e potenciais avancos em

diversos contextos matematicos e cientificos.

Destaca-se como contribuicao inovadora deste estudo um abrangente e minucioso
estudo comparativo entre os métodos da diagonalizacdo e das diferencas finitas para calcular
a potenciacao de matrizes de Leslie, bem como para investigar o comportamento assintético
resultante. Além disso, propomos e desenvolvemos uma solucao fechada para uma classe es-

pecifica de matrizes de Leslie, representadas pela forma IL([0, 0, ..., 0, f,_1], [p1, D2, ---, Pr—2])-

Sugestoes para trabalhos futuros incluem investigar diferentes abordagens numé-
ricas para calcular autovalores e autovetores das matrizes de Leslie, como também analisar
métodos numéricos mais eficientes ou técnicas de otimizagao para a resolucao de recorrén-
cias de Fibonacci generalizadas. Além disso, da mesma forma que foi obtido um resultado
fechado para a classe de matrizes de Leslie do tipo L([0,0, ...,0, f._1], [p1, P2, -, Pr—2]), é
possivel realizar um estudo procurando outras classes particulares de matrizes de Leslie

que seja possivel obter um resultado fechado através do método das diferencgas.
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Algoritmo 3 — Calculo do comportamento assintético da poténcia de uma matriz de
Leslie através de sua matriz diagonal.

Dados: Taxas de reproduciao f e sobrevivéncia p da espécie

Resultado: Comportamento assintético da matriz de Leslie @ = lim L™ ou matriz de propor¢do da
n—+000

populagao

inicio

para feR™ e pe R™ ! faca

Definir a matriz de Leslie L tal que L1 ; = fi, com¢=1,...,m, Liy1; =p;, comi=1,....m — 1,
e as demais entradas sdo nulas.;

L «— matriz de Leslie L(f, p);

Calcular os autovalores da matriz de Leslie . encontrando as raizes do polinémio caracteristico
dessa matriz.;

D «— vetor de autovalores de L;

Prosseguir para determinar os autovetores associados aos autovalores previamente calculados,
resolvendo a equacdo (L — A - I) - v = 0 para cada autovalor A.;

M «—— matriz de autovetores de L;

Calcular a matriz inversa da matriz de autovetores M .;

N— MY

se d = mdc{i,a; > 0} = 1 entdo

se A1 +...+ A,, =1 entao

Efetuar o célculo da n-ésima poténcia de cada autovalor, com n tendendo ao infinito.;

Construir uma matriz diagonal com as entradas provenientes das poténcias calculadas
dos autovalores.;

D" «— diag(DY, ..., D}});

Finalizar o cdlculo da matriz de Leslie elevada a poténcia n utilizando a férmula de
diagonalizacao: L™ = M - D" - N, onde M representa a matriz de autovetores e N é a
matriz inversa de M .;

Q<«— M- -D"-N;

fim

se Ay + ... + A, # 1 entao

Dividir o autovetor v associado com o autovalor real positivo A1 pela soma de suas

entradas, obtendo a proporcao de individuos por faixa de idade.;

Top «—— ﬁ, onde || o ||1 representa a norma 1 de um vetor dada pela soma de suas
V1|1

entradas;

fim

fim

se d = mdc{i,a; > 0} > 2 entéo

se A1 +...+ A,, =1 entao

Efetuar o cédlculo da d-n-ésima poténcia de cada autovalor, com n tendendo ao infinito.;
dn . dn

n—+00

Construir uma matriz diagonal com as entradas provenientes das poténcias calculadas

dos autovalores.;

D diag(D{", ..., DI,

. . . d
Determinar a matriz Q4 = lim L"%;
n—+40o
d
Q4 «— M - D" - N;
N . . d—1
Obter a sequéncia de matrizes Qg, ..., Q1 representando lim L" com
b b + b
n—+0o0
1 =0,...,d — 1, respectivamente.;

Qi =Qq-L' comi=0,...d—1;

fim
se Ay + ... + A,, # 1 entao
Calcular a proporgdo de individuos por faixa de idade para lim L% . 24 dado por

n—+40o0
@ . MD"™ M~z
Ty = lim 5
n——+o00 HManM_l . 1’0”1
x<d) MD* M - o com « suficientemente grande
- .

© M D4 M1 - z][1’ srande;

Obter a sequéncia de vetores de proporcéo sc(()g), . a:gé) representando lim Lt To,
n—+00

com | =0,...,d — 1, respectivamente.;

a:gg_l) =L -a:gg), coml=0,..d—1
fim
fim
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Algoritmo 4 — Calculo do comportamento assintético da ponténcia de uma matriz

de Leslie através da equagao de Fibonacci generalizada.

Dados: Taxas de reproduciao f e sobrevivéncia p da espécie
Resultado: Comportamento assintético da matriz de Leslie @ = lim L™ ou matriz de propor¢do da

inicio
para fe R™ epe R™ ! faca

fim

fim

n—+0
populagao

Definir a matriz de Leslie L tal que L1; = fi,Li+1,; = p; e as demais entradas nulas.;
L «— matriz de Leslie L(f, p);

Calcular os coeficientes da matriz companheira A.;

Al‘ <« P1° ... Pi—1" fi, com Al = f1 el = 2,.,.,m;

Calcular coeficientes w; utilizados para determinar as entradas da matriz procurada.;
Wi «—DPi* e Pm—1,comi=1..m—1ew,=1;

se d = mdc{i,a; > 0} = 1 entdo

se A1 +...+ A,, =1 entao
Calcular coeficientes I1.;

2.y

Iy «— —F————,coms=1,....m;
YNGR VR T
Determinar a matriz Q = lim L";
n— +0o0

Qi; «— I - %, comi=1,...,5ej=1...m
K2

fim

se A1 + ...+ A,, # 1 entao

Utilizar um algoritmo para determinar o valor do maior autovalor positivo A;.;

A1 «— maior autovalor positivo;

Calcular coeficientes I1.;

m a g
j=s )\Jt1
1

SILG D
1
Determinar a matriz de proporgao Q.;

L ws
e I, 2
Qi A o

I, «—

,com s =1,...,m;

‘Ij,comt=1,..,5ej=1,..,m
i

fim

se d = mdc{i,a; > 0} > 2 entéo

se A1 +...+ A,, =1 entao
Calcular coeficientes II.;

D aj
;nzl(j +1)-q
Calcular a matriz gq associada com lim L™

IIy «— ,com s =1,....,m;

n—+0o0
(qa)i,j «— d-11;, se j =i mod d e zero caso contrario;
Determinar a matriz Qq = lim L"d.;

n— +0o0

(Qa)i; «— % - (ga)i,; Obter a sequéncia de matrizes Qq, ..., @1 representando

1
lim ]L”d_l, com | = 0,...,d, respectivamente.;
n—+00
Qi =Qq-L", coml=0,..,4d,
fim
se A1 + ...+ A,, # 1 entao
Utilizar um algoritmo para determinar o valor do maior autovalor positivo A1 .;
A1 <— maior autovalor positivo;

Calcular coeficientes I1.;
m aj
j=s \J+1

1
ST )
1

. . . d
Calcular a matriz qq associada com lim L™
n—-+o0

(qa)s,j «— d-11;, se j =i mod d e zero caso contrario;

IIy «— ,com s =1,..,m;

. . . d
Determinar a matriz Q4 = lim L"%;
n— 400

Cws
(Qa)ij «— N UTJ (qd)i,5;

- . . d—1
Obter a sequéncia de matrizes Qg, ..., Q1 representando lim L"*"°, com
n— +0o0

1 =0,...,d — 1, respectivamente.;
Qi =Qq-L' comi=0,...d—1;
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ANEXO A - Cdédigo em Octave do calculo
da poténcia de matrizes de Leslie por distintos

métodos

Coédigo-fonte 1 — Codigo utilizado para o calculo de poténcia de matrizes de Leslie por

distintos métodos

clear all

clc

metodo = 2;

x0 = [10;10;10];

f = [0;4;3];

p = [0.5;0.25];
t = 3;

r = size(x0) (1) ;
=R (R

for k = 1:r-1
L(k+1,k) = p(k);

endfor

if metodo ==
disp("Metodo 1")
Lt = L7t
xt = Lt*x0
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endif

if metodo == 2 || metodo == 3 || metodo == 4
omega (r) 1;
for s = 1:r-1
omega(s) = 1;
for k = s:r-1
omega(s) = omega(s)*p(k);
endfor
endfor
H

A

diag (omega) ;
HxL*diag (1 ./ diag(H));

if metodo == 2
disp("Metodo 2")
At = [1;
for k = 1:r
V = eye(r)(l:r,r+1-k);
1:t

for j
aux = 0;
for i = 1:r
aux = aux + A(l,r+1-i)*V(r+1-1i);
endfor
V = [aux;V];
endfor
At = [V At];

endfor

At
Lt
Xt

At(1:r,1:1r);
diag (1 ./ diag(H))*Atx*H
Lt *xx0

endif

if metodo == 3
disp("Metodo 3")
pol = [1 -A(C1,:)];

raiz = roots(pol);
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[Vand] = Recorrencia(pol);
At = [1;
for i = 1:r
v = [];
for j = 1:r
aux = 0;

for k = 1:r
aux = aux + ((Vand\eye(r) (1l:r,i)) (k))*raiz(k) ~(t+]
-1);
endfor
V = [aux;V];
endfor
At = [V At];

endfor

Lt
Xt

diag (1 ./ diag(H))*Atx*H
Lt*xx0

endif

if metodo == 4
disp("Metodo 4")
At = [];

V = eye(r)(1l:r,1);
1:¢

for j
aux = O0;
for i = 1:r

aux + A(l,r+1-i)*xV(r+1-1);

aux
endfor
V = [aux;V];

endfor

At = [1;

for i = 1:r-1
aux = [];
for j =1

num = 0;

for k = 1:1

num = num + A(l,r-i+k)*V(t+1-j+k);
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endfor
aux = [num; auxl];
endfor
aux = [aux; eye(r)(l:r,r+1-1i)];
At = [aux At];
endfor
At [V At]J(1l:r,1:1);

Lt
Xt

diag (1 ./ diag(H))*Atx*H
Lt*x0

endif

endif

if metodo == 5
disp("Metodo 5")
[M D] = eig(L);
Lt M*x(D~t)*inv (M)
xt Lt*x0

endif
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ANEXO B - Coddigo em Octave do calculo do

comportamento assintotico da poténcia de uma

matriz de Leslie através de sua matriz diagonal

Coédigo-fonte 2 — Codigo utilizado para o célculo do comportamento assintético de

matrizes de Leslie através de sua matriz diagonal

clear all

clc

7|1x0 = [17;25;8;13];

Hh
I

[0;20;0;16];
[0.5;0.4;1.25];

ol
I

size(x0) (1) ;
[£f°];
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for k = 1:r-1
L(k+1,k) = p(k);

endfor

tic;
[M, D] = eig(L);

A = [f(1)];
for i = 1:r-1
cte = 1;

for j = 1:1

cte = ctexp(j);
endfor
A(i+1) = ctexf(i+1);
endfor
soma _mat A = 0;

for i = 1:size(A) (2)

soma _mat A = soma _mat A + A(i);
endfor
indice = [];

for k = 1:r
if A(k) > O

indice = [indice k];
endif
endfor
if size(indice) (2) == 1
d = indice;

else
d = gcd(num2cell (indice){:3});

endif

if d == 1

if soma mat A == 1
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printf(’caso 1\n’)

for 1 = 1:r
if abs(abs(D(i,i))-1) < 10°(-14)
Dn(i,i) = 1;
else
Dn(i,i) = 0;
endif

endfor

Q = M#Dn*xinv (M) ;

x_assint = Q*x0;

% a 0O+ ... + a {r-1} =/=1
else

printf (’caso 2\n’)
x_assint_prop = abs(M(:,1))/norm(M(:,1),1);
if abs(D(1,1)) > 1

printf (’Populacao tende ao infinito\n’)
else

printf (’Populacao tende a zero\n’)

endif

endif

%hod >= 2 % MDC >= 2

else

if soma_mat A == 1

printf (’caso 3\n’)
for i = 1:r
if abs(abs(D(i,i))-1) < 107(-14)
Dn (i,i) D(i,i)"d;
else
Dn(i,i)

0;
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endif

endfor
Q = M*Dnx*inv(M);
for k = 0:4-1

L_period(:,:,d-k)

x_assint (:,:,d-k)

Q*L7k;
L_period(:,:,d-k)*x0;

endfor

else

printf (’caso 4\n’)

for i = 1:r
if abs(D(i,i)) < 1
Dn(i,i) = 0;
else
Dn(i,i) = D(i,i) ~30;
endif
endfor
N = inv(M);
x_assint = M*Dn*N%*x0;

for k = 0:d-1
x_period(:,:,d-k) = (L k)*x_assint/sum((L"k)*x_assint);
endfor
endif

endif

tempo = toc;
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ANEXO C - Coédigo em Octave do calculo

do comportamento assintotico da poténcia de

uma matriz de Leslie através da equacao de

Fibonacci generalizada

Cédigo-fonte 3 — Codigo utilizado para o calculo do comportamento assintotico das

matrizes de Leslie através das equagoes de Fibonacci generalizada

clear all
2 |cl

7 |x0

f
P

Cc

= [17;25;8;13];
[0;20;0;16];
[0.5;0.4;1.25];

size(x0) (1) ;
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L = [f°];
for k = 1:r-1
L(k+1,k) = p(k);

endfor

tic;

omega(r) = 1;

for s = 1:r-1
omega(s) = 1;
for k = s:r-1

omega(s) = omega(s)*p(k);

endfor
endfor
A= [f(1)];
for i = 1:r-1
cte = 1;
for j = 1:1
cte = ctexp(j);
endfor

A(i+1) = ctexf(i+1);

endfor

soma_mat_A = O;
for i = 1:size(A) (2)

soma_mat_A = soma_mat_ A + A(i);
endfor
indice = [];

for k = 1:r
if A(k) > O

indice = [indice k];
endif
endfor

if size(indice) (2) == 1

d = indice;
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else

d = gcd(num2cell (indice){:});
endif
if d == 1

if soma_mat A == 1

printf (’caso 1\n’)

PI = [];
soma2 = 0;
for j = 1:r
soma2 = soma2 + j*xA(j);
endfor
for 1 = 1:r
somal = O;
for j = i:r
somal = somal + A(j);
endfor
PI(i) = somal/soma?2;
endfor
L _assint = [];
for i = 1:r

for j = 1:r
L_assint(i,j) = PI(j)*omega(j)/omega(i);
endfor

endfor

x_assint = L_assint*x0;

else

printf (’caso 2\n’)

lambda_1 = max(eig(L));
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PI = [];
soma2 = 0;
for j = 1:r
soma2 = soma2 + j*xA(j)/(lambda_17j);
endfor
for 1 = 1:r
somal = O0;
for j = i:r
somal = somal + A(j)/(lambda_17j);
endfor
PI(i) = somal/soma?2;
endfor
Q = [I;
for i = 1:r
for j = 1:r
Q(i,j) = (lambda_17(r-i))=*(PI(j)/(lambda_1"(r-j)))*
omega (j)/omega(i);
endfor
endfor
x_assint_prop = Q*x0./sum(Q*x0) ;
endif
else
if soma _mat_ A == 1
printf (’caso 3\n’)
PI = [1;
soma2 = 0;
for j = 1:r
soma2 = soma2 + j*xA(j);
endfor
for i = 1:r
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somal = O0;

for j i:r

somal = somal + A(j);
endfor
PI(i) = somal/soma?2;

endfor

1 = d;
for i = 0:r-1

for j = 0:r-1

if mod(i+l,d) == mod(j,d)
q(i+1,j+1) = d*PI(j+1);
else
q(i+1,j+1) = 0;
endif
endfor
endfor
L_assint = [];
for 1 = 1:r

for j = 1:r

L_assint(i,j) = q(i,j)*omega(j)/omega(i);

endfor

endfor

for k = 0:d-1
L_period(:,:,d-k)

X _assint (:,:,d-k)

L_assint*xL7k;

endfor

else

printf (’caso 4\n’)

lambda_1 = abs(max(eig(L)));

PI = [];

L_period(:,:,d-k)*x0;
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soma?2

for j
soma?2
endfor
for i =
somal
for j
soma
endfor
PI (1)

endfor

1 = d;
for i =

for j

0;
1:r
= soma2 + j*A(j)/(lambda_17j);

r
i:r

1 = somal + A(j)/(lambda_17j);

somal/soma?2;

O:r-1
O:r-1

if mod(i+l,d) == mod(j,d)

q(
else
q(
endi
endfor

endfor

L _assint
for i =
for j

L_as

i+1,j+1) d*PI(j+1);

i+1,3+0 0;

f

= [1;
1:r
= 1:r

sint (i, j) = (lambda_17(j-i))*q(i, j)*omega(j)/

omega (i) ;

endfor

endfor

for k =
L _peri
x_assi
(:,
endfor

endif

endif

0:d-1

od(:,:,d-k)
nt(:,:,d-k)
:,d-k)*x0) ;

L _assint*xL"k;

L_period(:,:,d-k)*x0./sum(L_period
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218

219 | tempo = toc;




