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Resumo

A presente proposta versa sobre o estudo dos efeitos de Goos-Hanchen na propagacao de
ondas sismicas em interfaces do tipo liquido-solido-liquido. Partimos dos conceitos basilares
das ondas do tipo P e S que se propagam em diferentes meios e, a partir das equagoes de
continuidade, determinamos as formas matriciais das equagoes de Zoeppritz em interfaces
do tipo liquido-sélido e sélido-liquido. Em seguida, recorremos a algumas manipulagoes
algébricas para determinar as respectivas expressoes que computam os coeficientes de
reflexdo e transmissao. Através da conservacao de energia, analisamos essas equagoes
tanto de forma analitica quanto numericamente. Apds isso, apresentamos um modelo
simplificado no qual propomos analisar o deslocamento de Goos-Hénchen para as ondas
primarias e secundarias refletidas nas interfaces liquido-solido-liquido, incluindo a analise
das multiplas reflexdes, em particular no caso da interferéncia entre a onda P e S que
dao origem a uma reflexdo. Nao obstante, no caso das reflexdes totais, propomos o estudo
do méaximo deslocamento, onde, apds o angulo critico, objetiva-se apresentar a expressao

analitica para este fenomeno.

Palavras-chave: Equacoes de Zoeppritz; Efeito Gooes-Hanchen; Ondas sismicas.



Abstract

This proposal deals with the study of Goos-Héanchen effects on the propagation of seismic
waves at liquid-solid-liquid interfaces. We start from the basic concepts of P and S waves
that propagate in different media and, based on the continuity equations, we determine
the matrix forms of the Zoeppritz equations at liquid-solid and solid-liquid interfaces.
We then resort to some algebraic manipulations to determine the respective expressions
that compute the reflection and transmission coefficients. Through conservation of energy,
we analyze these equations both analytically and numerically. After this, we present a
simplified model in which we propose to analyze the Goos-Hanchen displacement for the
primary and secondary waves reflected at the liquid-solid-liquid interfaces, including the
analysis of multiple reflections, in particular in the case of interference between the P wave
and S that give rise to reflection. However, in the case of total reflections, we propose the
study of the maximum displacement, where, after the critical angle, the objective is to

present the analytical expression for this phenomenon.

Keywords: Zoeppritz equations; Gooes-Hanchen effect; Seismic waves.
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Introducao

Uma onda sismica ¢ uma onda mecanica de energia acustica que se propaga
através da Terra ou de outro corpo planetario. Pode resultar de um terremoto (ou,
geralmente, um tremor), erup¢ao vulcanica, movimento de magma, um grande deslizamento
de terra e uma grande explosao feita pelo homem que produz energia actstica de baixa
frequéncia. A velocidade de propagagao de uma onda sismica depende da densidade e
elasticidade do meio, assim como do tipo de onda. Na geofisica, a refracdo ou reflexao de
ondas sismicas é utilizada para pesquisas sobre a estrutura interna da Terra. As vezes, o0s

cientistas geram e medem vibragdes para investigar estruturas rasas e subsuperficiais.

Dentre os muitos tipos de ondas sismicas, é possivel fazer uma distingao ampla
entre ondas corporais, que se propagam através da Terra, e ondas superficiais, que se
deslocam na superficie terrestre. As ondas superficiais decaem mais lentamente com a
distancia do que as ondas corporais, que se movem em trés dimensoes. O movimento
das particulas nas ondas superficiais é maior do que nas ondas corporais, entao as ondas

superficiais tendem a causar mais danos.

As ondas corporais viajam pelo interior da Terra ao longo de trajetérias
controladas pelas propriedades materiais em termos de densidade e médulo. A densidade
e o modulo, por sua vez, variam de acordo com a temperatura, composicao e fase do
material. Esse efeito se assemelha a refracao das ondas de luz. Dois tipos de movimentos
de particulas resultam em dois tipos de ondas corporais denominadas ondas Primarias
e Secundarias. Essa distingdo foi reconhecida em 1830 pelo matematico francés Siméon

Denis Poisson.

Atualmente, estudos da area de geofisica buscam compreender os perfis de velo-
cidades de diferentes camadas geoldgicas, de tal modo que, no presente estudo, assumimos
ja conhecido esse modelo através de velocidades modelos conhecidas. Portanto com base
nesse modelo buscamos estudar os fenomenos que ocorrem. Os principais trabalhos da
drea, nos quais este estudo se baseou, incluem o estudo de [23] , que utilizou a técnica
Schlieren para visualizar varia¢oes no indice de refracdo em meios liquido-sélido. Por outro
lado, em [27] os autores consideraram o efeito Goos-Hénchen na interpretagao de dados de
reflexdo em amplos dngulos para analises de NMO (Normal Moveout) e AVO (Amplitude
Versus Offset). Finalmente, em um estudo recente [19], foram fornecidas férmulas fechadas

para a fase de Goos-Hénchen, das quais determinam os deslocamentos laterais.

Entretanto, nos estudos consultados, nao encontramos pesquisas além daquelas
realizadas por [23], [27] e [19] que tenham investigado as interferéncias em multiplas reflexdes

e também que estudem os feitos de Gooes-Hanchen no caso de trés camadas do tipo liquido-
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solido-liquido. Dado o significado crucial do entendimento desses fendomenos, especialmente
pela hipotese de que tal compreensao fornecera informagoes sobre as camadas subsequentes,
no contexto de investigar a presencga de hidrocarbonetos nessas camadas, a escolha do
tema deste estudo é assim justificada. Portanto, nosso objetivo consistird em analisar
e compreender as equagoes de Zoeppritz para descrever a reflexdo de ondas sismicas
em interfaces liquido-sélido-liquido, avaliar os deslocamentos laterais e as amplitudes
resultantes das reflexdes, comparar os resultados obtidos com as equagoes de Zoeppritz com

os resultados numeéricos e descrever as multiplas reflexdes e suas respectivas interferéncias.

Para concretizar os objetivos deste estudo, organizamos cinco capitulos, sendo
que o primeiro denominamos de “Embasamento Teoérico”, onde apresentamos de forma

sucinta os conceitos essenciais necessarios para o desenvolvimento do estudo.

No segundo capitulo, intitulado “Forma Matricial das Equagoes de Zoeppritz”,
partimos das equagoes das ondas sismicas e aplicamos as condigoes de continuidade para
derivar as matrizes de Zoeppritz. Estas matrizes representam as relacoes matematicas
que permitem determinar os coeficientes de reflexao e transmissao em interfaces do tipo

liquido-sélido-liquido.

Posteriormente, no terceiro capitulo, validamos as férmulas obtidas no Capitulo

3 por meio da conservagao de energia, utilizando tanto métodos analiticos quanto numéricos.

No quarto capitulo, propomos um modelo de trés camadas, consistindo em
liquido-sélido-liquido e, investigamos multiplas reflexdes em interfaces de agua-granito-agua

e agua-granito-oleo.

Por fim, no quinto capitulo, exploramos o efeito Goos-Hénchen no contexto de
interfaces liquido-solido-liquido. Concluimos com a apresentacdo de nossas consideragoes

finais e a bibliografia consultada.
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1 Embasamento tedrico

No primeiro capitulo, dedicamo-nos ao estudo dos conceitos fundamentais que
sustentam este trabalho. Abordamos os métodos geofisicos, classificando-os e também
destacamos o método sismico que constitui a buissola usada para a realizacao deste trabalho,
os Principios de Huygens e Fermat e, a Lei de Snell, os quais servem como base nos capitulos

subsequentes.

1.1 Métodos geofisicos

H4 uma ampla variedade de métodos geofisicos empregados na obtencao de
informacoes acerca das estruturas internas da Terra. Esses métodos podem ser categorizados
em dois grupos distintos: aqueles que se valem dos campos naturais da Terra e aqueles

que demandam a introdugdo controlada de energia como descrito por Kearey [17].

1.1.1 Métodos potenciais

Os métodos que se apoiam nos campos naturais, conhecidos como Métodos
Potenciais, exploram os campos gravitacionais, magnéticos, elétricos e/ou eletromagnéticos
da Terra. Esses métodos visam detectar variacoes locais nesses campos que podem estar

associadas a estruturas geoldgicas de interesse.

1.1.2 Métodos artificias

Por outro lado, dispositivos como o radar de penetragao no solo, ou GPR (sigla
em inglés para Ground Penetrating Radar), geram um pulso eletromagnético local que, ao
se propagar pelo solo e ser refletido pelas varia¢oes do terreno, é entao capturado novamente
na superficie. Utilizando esses dados como base, é possivel criar uma representacao visual

das camadas superficiais da subsuperficie.

Para a investigacdo de profundidades da ordem de centenas de metros a
quilometros, a Sismica assume o papel de destaque como método geofisico lider. Nesse
método, ondas sismicas, sejam elas de pressao ou cisalhantes, sdo geradas e registradas. Ao
analisar o intervalo de tempo entre a emissao do pulso sismico e sua captura nos receptores,
juntamente com a medi¢ao das amplitudes dessas ondas, ¢ possivel criar imagens das

estruturas geologicas em profundidade com resolucao na ordem de dezenas de metros.

Enquanto os métodos potenciais oferecem informagoes em escalas amplas e,

sao operacionalmente mais simples, os métodos artificiais fornecem informagoes mais
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detalhadas e com uma resolucao superior. No entanto, isso vem acompanhado de custos

substanciais e desafios logisticos mais complexos.

Os diversos métodos disponiveis nao devem ser considerados como concorrentes,
mas sim como complementares. Atualmente, busca-se a integragao de diferentes métodos
geofisicos, como na combinag¢ao de dados de sismica com dados provenientes de fontes
eletromagnéticas controladas CSEM (do inglés Controlled Source Electro-Magnetic Data,
como referenciado por Constable e Srnka [7] e tambem exemplificado nos trabalhos de

Harris e MacGregor [12], ou Kwon e Snieder [18]).

1.2 Refracao e reflexao de ondas

Sempre que uma onda encontra uma transi¢do acentuada nas propriedades
elasticas dos materiais, como uma superficie que separa dois meios com impedancias
acusticas diferentes, uma parte da energia é refletida e permanece no meio, preservando sua
energia original. A outra parte da energia é refratada para dentro do segundo meio, com
uma mudanca abrupta na direcdo de propagacao. Na Figura 6 configura-se a representagao
visual dos fendmenos que ocorrem com as ondas longitudinais e transversais em uma

interface entre dois meios com diferentes propriedades eldsticas.

1.3 Sismica de reflexao

Na sismologia de reflexao, os sinais sao originados por fontes que geralmente se
encontram préximas a superficie e, em seguida, eles percorrem as camadas da Terra. O
modo como essa energia se propaga ¢ afetado pela variacao de densidade e modulo de Bulk
do meio, que, por sua vez, influenciam a velocidade de propagacao das ondas sismicas,
como detalhado em [17]. Sempre que uma onda sismica atinge uma fronteira entre areas
com diferentes densidades e/ou médulos de Bulk, uma fracdo da energia é transmitida
através dessa fronteira, enquanto outra parte é refletida. Além disso, parte da energia se
dissipa devido a atenuacao, muitas vezes na forma de calor, uma vez que o meio nao é
perfeitamente elastico. Na superficie, os sinais que foram refletidos sao registrados por

conjuntos de receptores.

Os receptores, por sua vez, capturam os sinais que os alcancam ao longo do
tempo, resultando no que ¢ conhecido como um traco sismico. Cada trago sismico é,
essencialmente, uma combinacao da resposta do meio a acao do pulso emitido pela fonte

sismica utilizada.

Excluindo qualquer consideracgao relativa a alteragao do pulso sismico durante
a sua propagacao, o registro sismico ¢é representado como a convolugao do pulso emitido

com uma série temporal denominada funcao de refletividade ou resposta impulsiva da
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Terra, conforme é explicado por Mousa e Al-Shuhail em [22]. A refletividade consiste em
uma sequéncia de picos, cada um deles com uma amplitude que reflete as discrepancias nas
propriedades do meio acima e abaixo da interface. Esses picos estdo situados no instante
correspondente ao tempo de transito de ida e volta, que equivale ao tempo de reflexao

desde a superficie até a interface.
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Figura 1 — Perfil de refletividade e de velocidade.

A Figura 1 representa um diagrama, na qual podemos observar um trago sismico
sintético gerado por meio do modelo de convolugao. No canto superior esquerdo, apresenta-
se um perfil da velocidade de propagagdo da onda em um meio onde as propriedades sao
exclusivamente dependentes da profundidade. No canto superior direito, visualizamos o
pulso sintético gerado pela fonte sismica. Na parte inferior esquerda, temos a representagao
da refletividade, relacionada ao tempo de ida e volta de uma reflexdo com afastamento
nulo, ou seja, quando a fonte e o receptor ocupam a mesma posi¢ao. Por fim, no canto
inferior direito, exibe-se o trago sismico sintético, produzido através da convolugao do

pulso com a refletividade.

Portanto, na Figura 1 exibe-se um trago sismico sintético modelado desta forma,
considerando diversas suposi¢oes. As seguintes hipéteses foram adotadas para gerar esta
figura, a primeira é do meio, o qual é tratado como unidimensional, com propriedades
variando apenas com a profundidade (meio 1D). A densidade é considerada constante e o
registro do sinal sismico é realizado no mesmo local onde o sinal foi emitido, resultando em
um traco de afastamento nulo. Além disso, a forma do pulso nao é alterada nas reflexdes e
transmissoes, nao havendo dissipacao de energia. Os coeficientes de reflexao e transmissao
sao aproximados com base no cenario de onda plana com incidéncia normal. Tal como
afirma [25], esta representacao aborda apenas reflexdes primdrias, desconsiderando outras

formas de ondas como, por exemplo, as reflexdes multiplas.

Como o impulso sismico nao é instantaneo, mas sim tem uma duracao finita,
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as reflexdes provenientes de interfaces geograficamente préximas podem se sobrepor no
registro temporal de um trago sismico (ver Figura 2). Esta limita¢ao da duracao do impulso
sismico restringe a resolugdo do método, isto é, a capacidade de diferenciar entre refletores
préoximos. O limite de resolugao de Rayleigh é determinado como sendo um quarto do
comprimento da onda dominante do impulso. Em outras palavras, conforme definido por
Rayleigh, se dois eventos estao separados por uma distancia menor do que A/4, onde A é o
comprimento de onda dominante do impulso, nao é mais possivel discernir uma mudanca

no impulso causada pelo segundo refletor apds o primeiro refletor.

Resultante
Eventos

Figura 2 — Ruido em sinais

Na Figura 2 temos trés situacoes onde dois pulsos proximos interagem. Nos
dois pulsos em vermelho mais a esquerda, a distancia entre eles é tal que na resultante
(em azul) é possivel distinguir claramente os dois eventos. Os dois pulsos mais a direita
estao tao préoximos que a resultante da interacao entre ambos nao permite distingui-los
mais, dando a impressao de que ha apenas um pulso gerado por um tnico evento. Os dois

pulsos centrais exibem um caso limite.

Devido a varios fatores, os dados sismicos estao frequentemente contaminados
com ruidos coerentes, como ondas de superficie, e ruidos incoerentes, como interferéncias
dos equipamentos de medi¢ao. A tarefa do processamento sismico é mitigar ao maximo
esses ruidos e estimar o pulso emitido pela fonte, a fim de eliminar sua influéncia nos dados,
obtendo assim, a estimativa mais precisa da impedancia (uma combinagao de densidade e

modulo de elasticidade) em cada interface entre as camadas da subsuperficie.

1.4 Ondas sismicas

A propagacao das ondas sismicas elasticas é influenciada pelos coeficientes de
compressibilidade e cisalhamento, juntamente com a densidade do meio de propagacao.

Essas ondas sismicas podem assumir formas superficiais ou volumétricas [17].

A amplitude de uma onda sismica decresce com o inverso da distdncia da
fonte, de maneira similar a qualquer outro tipo de onda que se propaga em um espago

tridimensional a partir de uma fonte pontual. A superficie em que todos os pontos
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apresentam o mesmo estado de vibracao é chamada de frente de ondas, e, em analogia
a Otica, a direcao perpendicular a frente de ondas é denominada raio sismico. Quando
nos afastamos uma pequena distancia r da fonte em um meio homogéneo, a frente de
ondas assume uma forma esférica, o que resulta em ondas esféricas se propagando. A
medida que aumentamos a distancia r da fonte, a curvatura da frente de ondas diminui,
e, assim, em distancias consideravelmente maiores da fonte, a frente de ondas pode ser
aproximada como uma superficie plana. Nesse caso, as ondas podem ser tratadas como
ondas planas. Essa simplificacao facilita a descricio do movimento harmonico da frente de

ondas, tornando-se uma abordagem 1til.

1.4.1 Ondas de volume

As ondas de volume, também conhecidas como ondas corporais (do inglés
'"Body Waves'"), se propagam no interior de um corpo tridimensional e podem ser de dois
tipos: ondas de compressao ou ondas cisalhantes. As ondas de compressao, frequentemente
chamadas de ondas P (do inglés "Primary Waves'), se propagam através de compressao
e expansao na dire¢ao de propagacao (ver Figura 3). J4 as ondas cisalhantes, também
chamadas de ondas S (do inglés "Secondary Waves') o movimento ocorre no plano da

frente de onda, ou seja, perpendicular a direcdo de propagacao da onda.

s Compressao —3

S Dilatacao _ ¢

=

Direcdo de propagacio

Figura 3 — Movimento das particulas provocado pela passagem das ondas P.

Quando as ondas transversais passam, os planos verticais do meio se movem
para cima e para baixo, resultando em variagoes na forma dos elementos adjacentes. A
velocidade de propagacao dessas ondas esta relacionada exclusivamente a rigidez do meio,
e em meios fluidos, onde a rigidez é nula, as ondas transversais nao se propagam. As ondas
transversais sao mais lentas do que as ondas longitudinais e, portanto, sao registradas
posteriormente, sendo conhecidas como ondas S. O movimento das particulas pode estar
polarizado no plano vertical (denominadas ondas SV) ou no plano horizontal (denominadas
ondas SH), conforme explicado em [21]. Outra caracteristica importante que diferencia as
ondas S das ondas P é que as ondas S nao se propagam em meios acusticos, como a agua,

por exemplo.
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Meio n3o perturbado

Direcao de propagacao

Figura 4 — Movimento das particulas provocado pela passagem das ondas S.

A velocidade de propagacao da onda P, que denominaremos como p, é determi-

K+3
p=4/= (L.1)

onde K é o médulo de Bulk, i é o modulo de cisalhamento e p é a densidade do meio. A

nada pela equacgao (1.1), dada por

velocidade da onda S, que denominamos por s, é calculada pela (1.2), a saber

s= JH (1.2)

Para fluidos, u é zero e, portanto, v é zero, ou seja, ondas S nao se propagam em
fluidos. Como todas essas constantes sdo positivas, ao comparar as (1.1) e (1.2), percebe-se

que vy, > vs.

Diante disso, apresentamos na Tabela 1 informagdes relativas as velocidades de

P e S e a densidade dos materiais.

Para sélidos consolidados temos, tipicamente, p ~ v/3s [17]. Portanto, é tarefa
do processamento sismico estimar a velocidade da onda P (p) e a velocidade da onda S
(s). A Tabela 1 apresenta valores tipicos de velocidade para diferentes tipos de meios de

propagacao.

Historicamente, apenas ondas P eram usadas no processamento, pois sua
aquisicdo é mais simples, utilizando apenas detectores que registram movimento e/ou
pressao na componente vertical. Tais receptores sao insensiveis a movimentos na horizontal
e, portanto, ndo podem registrar a chegada de uma onda S perpendicular a superficie.
Além disso, como a velocidade da onda P é maior do que a da onda S, é mais facil
identificar as ondas P em sismogramas, pois chegam primeiro. Como se nao bastasse, a

amplitude da onda P é maior que a amplitude da onda S.
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Material Onda P (m/s) | Onda S (m/s) | Densidade (p) (kg/m?)
Ar 343 N/A 1225
Agua 1450-1500 N/A 1000
Gelo 3400-3800 1700-1900 920
Oleo 1200-1250 N/A 950
Solo vegetal 300-700 100-300 1600
Areias secas 400-1200 100-500 1500
Areias grossas 1500-2000 400-600 1700
Giz 2300-2600 1100-1300 1900
Carvao 2200-2700 1000-1400 400
Sal 4500-5500 2500-3100 2200
Calcérios 3500-6000 2000-3300 2600
Dolomitas 3500-6500 1900-3600 2500
Granito 4500-6000 2500-3300 3000
Basalto 5000-6000 2800-2400 2900
Gnaisse 4400-5200 2700-3200 2600

Tabela 1 — Velocidades das ondas P e S e as respetivas densidades de diversos materiais

1.4.2 Ondas de superficie

Como o proprio nome sugere, as ondas de superficie se propagam na superficie
de um meio ou na interface entre duas camadas geologicas. Ondas Rayleigh se propagam na
superficie livre de sélidos, ou no contato entre dois meios com propriedades semelhantes e
estimulam as particulas do meio a moverem-se em oOrbitas elipticas num plano perpendicular
a superficie onde a propagacao ocorre. Além disso, a oscilagdo ocorre em sentido inverso
ao da propagacao da onda. Essa onda tem velocidade inferior a da onda S, sua amplitude
decai exponencialmente com a distancia abaixo da superficie e nao é dispersiva em meios
homogéneos (na pratica, a dispersdo é observada devido & variagao na velocidade de

propagagao no meio) [17].

No processamento sismico, as ondas Rayleigh sao conhecidas como “Ground
Roll” [25], e sdo responsaveis por "sujar'secoes sismicas de dados terrestres. Esse tipo de
onda, presente em levantamentos terrestres, mas nao em marinhos, ¢ uma das grandes
diferencas entre o processamento desses dois tipos de dados e representa uma dificuldade

adicional para o processamento de dados terrestres.

Em superficies acamadas, quando a velocidade da onda S aumenta de uma
camada mais rasa para uma mais profunda diretamente abaixo, outro tipo de onda
superficial, conhecida como onda Love, também é observada. Ondas Love sao ondas
cisalhantes polarizadas, onde as particulas oscilam em dire¢ao perpendicular a propagacao
da onda [17]. Este é um tipo de onda dispersiva e sua amplitude decai com a profundidade.

Ondas Love podem ser bastante prejudiciais a edificagoes.
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1.5 Raios

Um pulso sismico propagando-se a partir de uma fonte pontual, em um meio
isotropico e homogéneo, viajara com a mesma velocidade em todas as direg¢oes. Portanto,
a frente de onda, definida como o lugar geométrico de todos os pontos do espaco que sao
atingidos pelo pulso em um mesmo instante de tempo, é uma casca esférica centrada na
fonte (ver Figura 5). Os raios sismicos sdo as curvas definidas matematicamente (ou finos
tubos) pelas quais a energia se propaga. Em meios isotrépicos, os raios sdo perpendiculares
as frentes de onda. Raios podem também ser entendidos como os caminhos preferenciais

que a energia percorre para ir de um ponto a outro do espago [17].

Frente de onda

Raia

Figura 5 — Frente de onda e um raio

1.5.1 Atenuac3o da energia ao longo dos raios

A medida que o pulso se propaga, a energia original gerada pela fonte ¢
distribuida pela frente de onda que se expande. Em um meio homogéneo, a frente de onda
gerada por uma fonte pontual é uma casca esférica. A uma distancia r da fonte, a energia
original F esté distribuida sobre uma superficie de area 47r®. Logo, a energia em um
tubo de raio cai com 1/r*. Esse fendmeno ¢ conhecido como espalhamento geométrico da
energia ou divergéncia esférica. Portanto, as amplitudes de oscilagao da onda, que sao
proporcionais a raiz quadrada da energia, decaem com 1/r [17].Durante o processamento
sismico, fatores de correcao sao aplicados aos tracos sismicos com o intuito de mitigar esse
decréscimo de amplitude em virtude do espalhamento geométrico. Do contrario, reflexoes
mais profundas dificilmente seriam percebidas. Além da perda de energia por divergéncia
esférica, a onda, ao se propagar em um meio que nao é perfeitamente elastico, também

perde energia dissipada por friccao, por exemplo.
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1.5.2 Tipos de ondas em relacdo ao percurso

Podemos classificar as ondas também pelo percurso durante a propagacgao. A
onda registrada em um receptor, que tenha partido da fonte e nao tenha sofrido qualquer
reflexao, é denominada onda direta. Na sismologia convencional, onde tanto a fonte quanto
os receptores estao proximos da superficie, a onda direta contém pouca informacao e é
quase sempre ignorada durante o processamento sismico. Isso ja nao é o caso quando os

receptores estao em um pogo e a fonte na superficie (ou vice-versa).

Ondas registradas na superficie, que tenham sido refletidas uma tnica vez,
sao denominadas ondas de reflexdo priméaria, ou simplesmente primarias ( ver Figura 6).
Estas ondas sdo o principal instrumento de trabalho no processamento sismico, a ponto

de, muitas vezes, qualquer outra onda ser considerada indesejada.

Ondas que tenham refletido mais de uma vez antes de serem registradas na
superficie sdo denominadas ondas de reflexdao multipla, ou simplesmente multiplas (Figura
6). Essas ondas carregam consigo informagoes sobre regides mais extensas da subsuperficie
( Figura 6), no entanto, sao mais dificeis de serem compreendidas. Por isso, existem

métodos para atenua-las nos dados sismicos registrados.

Figura 6 — Representagao esquematica para diversos tipos de propagacao em funcao do
percurso dos raios.

Quando a fonte (ou o receptor) estd um pouco abaixo da superficie livre, um
tipo especial de multipla também é registrado, denominado "ghost"da fonte (ou do receptor).
Essa multipla caracteriza-se por uma reflexdao na superficie livre, logo apods sair da fonte
ou imediatamente antes de atingir o receptor. Como a fonte, mesmo quando enterrada,
esta relativamente proxima da superficie, os caminhos dos raios da reflexdao primaria e do

"ghost"diferem muito pouco.

Por consequéncia, ambas as reflexdes sao registradas quase no mesmo tempo de
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chegada, porém, com a fase trocada, como resultado da reflexdo na superficie livre. Sendo
assim, o "ghost"acaba comprometendo a qualidade do sinal da priméria de interesse, e uma

tarefa importante durante o processamento sismico é atenuar (ou deconvolver) o “ghost”.

Recentemente, as reflexdes miultiplas estdo ganhando destaque na pesquisa
em Geofisica, justamente pelo fato de iluminarem porg¢oes da subsuperficie que nao sao
atingidas por reflexdes primarias. Métodos tém sido propostos para utilizar ativamente a
informacao contida nas reflexdes multiplas como forma de melhorar a qualidade da imagem
obtida para a subsuperficie [5,8,16, 26, 28].

Figura 7 — lluminacao da subsuperficie por reflexoes primarias e por reflexdes multiplas.

A Figura 7 mostra um exemplo onde se compara a iluminagdo da subsuperficie
por reflexoes primarias e por reflexdes multiplas. Podemos ver uma pequena regiao de alta
velocidade no centro do modelo. Partindo da fonte representada pela estrela vermelha,
podemos identificar trés tipos de raios. Em preto, estao os raios de reflexdo primaria,
em vermelho, os raios de reflexdes multiplas de primeira ordem e, em azul, os raios de
reflexdes multiplas de segunda ordem. Observa-se que uma porgao significativamente maior

do refletor plano é atingida por reflexdes multiplas.

Por fim, cada vez que a onda atinge uma interface, também ha conversao de
modo, ou seja, independentemente da onda incidente, ao atingir a interface serao geradas
ondas P e S transmitidas e refletidas (a menos que o meio seja fluido). A este tipo de onda

da-se o nome de onda convertida P-S ou S—P.

1.6 Particdo de energia em uma interface

1.6.1 Principio de Huygens

Para uma introdugao eficaz ao principio de Huygens, é necessario esclarecer a

nocao de frentes de onda e raios. Uma frente de onda representa um conjunto de particulas
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(ou seja, pontos) que passam por movimentos semelhantes em um instante dado. Uma
captura instantanea da propagacao da onda em um momento especifico representa uma
frente de onda. Raios sao definidos como linhas normais a frente de onda (ou seja, apontam

na dire¢ao de propagacao).

(a) (b)

Figura 8 — O Principio de Huygens, raios perpendiculares as frentes de onda podem ser
retilineos (a) ou curvos (b). (a) Frentes de onda em um meio homogéneo. (b)
Frentes de onda em um meio heterogéneo. Figura retirada de [14].

O Principio de Huygens afirma que todos os pontos em uma frente de onda
podem ser considerados como fontes pontuais para a geracao de ondas secundarias. Apos
um intervalo de tempo ty, a nova posicao da frente de onda é a superficie tangente a
essas ondas [15]. Se aplicarmos esse principio a frente de onda no tempo to, conforme
mostrado na Figura 8, item (a), podemos construir a frente de onda no tempo ¢y + At.
Para simplificar, exibimos apenas a frente de onda das ondas P neste exemplo, visto que
ilustracoes semelhantes para ondas S podem ser repetidas simplesmente substituindo a
imagem das ondas P pela das ondas S. Na Figura 8, item (a), assumimos uma velocidade

constante das ondas P em todo o meio.

Este procedimento resulta na frente de onda no tempo t = ¢, + At. A Figura 8§,

item (b), ilustra o procedimento para um meio com velocidade variada.
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1.6.2 Principio de Fermat

Em um meio nao homogéneo (como o que discutiremos nesta subsegao), a forma
e/ou direcao das frentes de onda podem mudar com o tempo. Portanto, como os raios sao

perpendiculares as frentes de onda, seus caminhos também mudardao com o tempo.

O Principio de Fermat, também conhecido como o Principio do Tempo Estaci-
onario, nos permite prever o caminho dos raios sob essas circunstancias. Ele afirma que o
caminho da onda entre quaisquer dois pontos fixos é aquele ao longo do qual o tempo de
viagem ¢ o extremo de todos os caminhos possiveis. Por exemplo, o raio que segue um
caminho de tempo minimo (ou seja, o caminho que permitird que a frente de onda se mova
de A para B no menor tempo possivel, conforme descrito na Figura 9) é um extremo de
todos os caminhos possiveis. Neste exemplo, porque assumimos uma velocidade constante,
podemos ver claramente que o raio deve seguir uma linha reta, pois é aquela para a qual o

tempo de viagem é um extremo (minimo).

Y

- 1.5 km

1.5km

Min | Max

Figura 9 — O Principio de Fermat, varios caminhos possiveis conectam o ponto A ao ponto
B. Por defini¢ao, o caminho do raio é o caminho perpendicular as frentes de
onda. Neste caso, a linha reta entre A e B é o caminho 6timo do raio. Figura
retirada de [14].
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1.7 Lei de Snell

Consideremos um modelo composto por dois meios infinitamente homogéneos
e isotropicos, separados por uma superficie horizontal. Este modelo é conhecido como
“modelo de dois meios espagosos”, no qual cada meio representa um meio espaco. Na Figura
10, estamos considerando a interface sélido-solido, onde a onda P e a onda S se propagam

completamente.

P Y1 1 Rpp P (21 o1 # Rsp

Figura 10 — Lei de Snell e propagacao das ondas P e S quando a fonte emite uma onda P
na interface sélido-sélido

Suponha que uma fonte explosiva, conforme mostrado na Figura 11, gera uma
onda P que se propaga na metade superior do espago. Quando consideramos os caminhos
da onda, cada um vindo de A e, apds reflexao, indo para B, apenas um caminho pode
realmente ser seguido pelas frentes de onda nos meios homogéneos. De acordo com o
Principio de Fermat, este caminho é mais curto do que qualquer outro caminho possivel, é

o caminho correspondente ao menor tempo de viagem.

1.7.1 Lei de Snell na interface liquido-liquido

Agora, vamos usar o principio de Fermat para derivar a relacdo entre o angulo

de incidéncia e o dngulo de reflexao.
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Vamos nos referir a h; como a distdncia do ponto A a interface entre os dois
meios espagosos e hy como a distancia do ponto B para a interface entre os dois meios
espagosos. A partir da constru¢ao na Figura 11 e do Teorema de Pitdgoras, podemos
determinar que o caminho total, de A até o ponto de reflexao na interface entre os dois

meios espacosos e dai para B, tem o comprimento

Meio 2 77777 °" T > D2, P2
j '@ZJ T[SoLi]

Figura 11 — Lei de Snell para o caso em que a velocidade do segundo meio é menor que a
do primeiro meio (py < p1)

o(x) = /a2 + h2+ /(L) — x)? + h2, (1.3)

E durante esse percurso, a onda P leva o seguinte tempo

F— i) = 42 (1.4)

Dessa forma, a partir das Equagoes (1.3) e (1.4) temos que

2 2 I — 2 2
t=t(:v)=\/x +h1+\£( x)+h1,
1

onde p; e ps sao as velocidades da onda P do primeiro e segundo meio, respectivamente.

Pelo Principio de Fermat, vamos derivar e igualar a zero, obtendo

L —
dt _ x T _0 (15)

dx piA/ 22 + h? _pl\/(L’—x)Q—i-h% ’
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e, utilizando a relagao que se segue

" x y L' —x
Sen = —F/—= € Senyi, = s
' x? + hi ' V(L —z)2+ B3

onde 1, refere-se ao angulo que a onda refletida forma em relagdo a normal, chegamos

que

sent;,  seniy, sent;  senty,
— O = —

y4! b1 y4! Y41

Y

ou seja

seny, = sen ou seja Yy = YPq,. (1.6)
b1 p1

Por outro lado, vemos que o tempo necessario para a onda fazer a tragetoria

de A ate C' é dada por
x? + h? (L —x)?+ h3
t = + . 1.7
\/ p \/ p3 (L7)

Novamente pelo Principio de Fermat, diferenciando a Equagao (1.7), obtemos

dt €T L—=x

dr pNa?+ 12 po/(L—z)? + 13 -

e, usando as identidades

0, (1.8)

x L—=x
senyY; = ———— e

Va?+h? ez = V(L —2)2+ h?’

vemos que

4 b2 D1 P2

seny;  seniy seny;  seniy
— O = —

)

e finalmente, temos a seguinte relagao

seny;  senyy o seny;  py
= u ==—.
P1 P2 sentyy  po

(1.9)

A expressdo (1.9), comumente utilizada para descrever esse fendomeno, é conhe-
cida como Lei de Snell. Se py é menor que p;, o raio das ondas transmitidas se curva em
direcdo a normal (ou seja, 1y < 1), enquanto que, se p; é maior que py (ou seja, P = 1h1),

ele se curva para longe da normal, como ilustrado na Figura 10. Quando ¥ — 90°, a onda
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é refratada ao longo da interface em vez de ser transmitida para o segundo meio. A partir

desse ponto, as ondas nao sao mais transmitidas para o meio inferior, dai,

sen¢1cr sen90°

1
= = — portanto, Yy = sen * <p1> . (1.10)
b1 D2 b2 D2

Conforme ilustrado nas Figuras 10 e 11, a Lei de Snell prevé o angulo critico a

partir do qual tais refragoes ocorrem.

1.7.2 Lei de Snell na interface sélido-sdlido

No caso anterior, assumimos que as velocidades das ondas S em ambos os
meios semi-infinitos sdo zero, em outras palavras, esses meios nao suportam ondas S. Aqui,
generalizamos a Lei de Snell para casos em que as velocidades das ondas S nao sao nulas.
Vamos considerar dois meios s6lidos semi-infinitos. Suponha que a fonte explosiva gere
uma onda P que se propaga através do meio superior. Quando a onda atinge a interface
entre os meios ela ¢ dividida em duas ondas refletidas (P e S) e duas ondas transmitidas (P
e S). Os trajetos dessas ondas sdo descritos na Figura 10. Usando o Principio de Fermat,
pode-se verificar que a Lei de Snell também se aplica a reflexao e transmissao de ondas S

a partir da onda P incidente. As novas relagoes sao

seny _n o seny _n

(1.11)
senys  Sg senyy  Si

Os angulos da onda S refletida, ¢1, e da onda S transmitida, @9, sdo definidos
na Figura 10. Vimos na descricdo anterior que, quando s — 90°, a Lei de Snell prevé
o angulo critico a partir do qual ocorrem refracdes das ondas P. No caso elastico, um
segundo angulo critico pode ocorrer quando s — 90°. A Lei de Snell, conforme expressada

na Equacao (1.11), prevé outro dngulo critico a partir do qual ocorrem tais refragoes das

Yrorp = sen” ! (p1> e Uiyg = sen ! (131) : (1.12)

D2 S2

ondas S, assim

Observe que se 9 = 1., nenhuma energia de onda S pode penetrar, e,
consequentemente, a energia incidente é refletida de volta para o meio superior. Além
disso, observe que .. € sempre menor que pi..g¢ porque py > So. Além disso, se sy < sq,

o segundo angulo critico, 1.5, N0 ocorre.

Da mesma forma, uma onda sismica incidente S da origem a ondas P refletidas

e transmitidas, assim como a ondas S refletidas e transmitidas, com as seguintes relacoes

senyq S1 Sengy; S1 senyq S1
= e = = e = =

(1.13)

senps - S2 senyy P2 senyy  py
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Além dos dois angulos criticos seguintes correspondentes aos casos em que

e — 90° e g — 90°, ou seja

Olerp = sen <Z) . Qlers = sen ! (2) . Pler = sen ! (;1) . (1.14)

Um terceiro angulo critico ocorrera quando ¢, — 90°, devido a p; ser sempre

maior do que s;. Portanto, a forma generalizada da Lei de Snell é

senyy;  sentys  senw;  sengps

y4! D2 S1 S2
onde
= S8 (1.16)
41

Entretanto, k£ é o pardmetro de raio sismico ou a componente horizontal de velocidade. A

componente vertical da velocidade da onda P, por exemplo, é dada pela Equagao (1.16).
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2 Equacoes de Zoeppritz

Neste capitulo recorremos as equagoes de continuidade para determinar as
formas matriciais das equagoes de Zoeppritz em interfaces liquido-sélido-liquido. A partir
delas, encontramos as respectivas formas fechadas para os coeficientes de reflexao e

transmissao

2.1 Forma matricial das equacoes de Zoeppritz

A anélise dos coeficientes de reflexao e transmissdo em ondas sismicas P e S é
realizada sob a suposicao de que essas ondas podem ser tratadas como ondas planas. Quando
ocorre uma descontinuidade entre dois meios elasticos surgem tensdes de compressao e
cisalhamento. Ao atingirem a interface que separa esses meios, tanto as ondas P quanto

as S sao refletidas e transmitidas para longe da interface.

Dois métodos classicos sao comumente empregados na sismologia para obter
os coeficientes de reflexdo e transmissao em ondas planas. Como citado [19], em 1899,
Knott desenvolveu tais coeficientes ao introduzir amplitudes potenciais desconhecidas nas
condicoes de continuidade. Posteriormente, em 1919, Zoeppritz apresentou um conjunto de
coeficientes muito semelhantes, utilizando amplitudes de deslocamento como amplitudes

potenciais desconhecidas.

Este estudo adotara a notagao e a abordagem matricial fundamentada no
método de Zoeppritz, conforme detalhado na obra de referéncia de Tkelle e Amundsen [14] .
Nessa abordagem, as amplitudes potenciais das ondas P e S sao substituidas por amplitudes
potenciais multiplicadas por suas respectivas velocidades. Isso possibilita o tratamento

simultaneo das ondas P e S incidentes. As expressoes para as ondas incidentes sao

Pine = p1exp [iw (yseny); + z coshy — pait)/ p1] @.1)

Sine = $1exp [iw (ysengpy + z cos 1 — s1t)/ $1]-

Em (2.1), Pinc representa a onda P incidente, e Sine representa a onda S
incidente. Ambas as ondas sdo descritas como fungdes exponenciais complexas, onde p; e s;
sao as velocidades das ondas P e S, respectivamente, 1, e ¢y sdo os angulos de incidéncia

das ondas P e S, w é a frequéncia angular e t é o tempo.

Portanto o plano yz, em que z representa o eixo perpendicular a interface
que separa o meio 1 do meio 2, conforme representado na Figura 11, é escolhido como
o plano de incidéncia [14]. Essa sele¢do nos permite representar a onda sonora incidente

que contém uma combinacao («, 5) de ondas P e S enquanto se propaga no meio 1. Essa



Capitulo 2.  Equacdes de Zoeppritz 35

Rsp

P Rps

Figura 12 — Combinacao linear das ondas refletidas em um meio sélido-solido.

representacao € expressa matematicamente pela combinacao linear
aPine + BSINC- (2.2)

Na Equagao (2.2), os coeficientes « e f desempenham um papel fundamental na determina-
¢ao da proporcao de cada onda na combinacao. O coeficiente « corresponde a contribuicao
da onda P, enquanto o coeficiente 3 esta associado a contribui¢ao da onda S. Sendo valores
reais, esses coeficientes determinam a intensidade relativa de cada onda na onda sonora

incidente.

As ondas Pinc e Sine representam, respectivamente, as ondas P e .S incidentes
no meio 1, antes que a combinagao linear ocorra. A expressao (2.2) é de grande relevancia
para entender a interacao das ondas incidentes no meio 1 e para estudar as caracteristicas
resultantes da onda sonora incidente. Através dessa combinagao é possivel analisar como
as ondas P e S se comportam e interagem a medida que se propagam no meio 1, sendo os
coeficientes «v e [ cruciais para ajustar a combinacao das ondas, influenciando a amplitude

e a intensidade de cada componente na onda resultante Figura 12. Além disso, as expressoes
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P1

b
(0) Tss
P2

Figura 13 — Combinacao linear das ondas transmitidas em um meio sélido-sélido

para as ondas refletidas sao

Prer = p1(aRpp + fRsp) exp [iw (ysenyy, — zcos g — pit)/ p1] (2.3)

Srer = s1(aRps + BRss) exp [iw (yseng; — z cos 1 — s1t)/ $1]-

Na Equagao (2.3) as ondas refletidas sao representadas por Prgr € SrEr.
Igualmente, essas ondas sao descritas como fung¢des exponenciais complexas. Aqui, Rpp,
Rsp, Rps e Rss sao os coeficientes de reflexdo que representam as amplitudes das ondas
refletidas em relagao as ondas incidentes. O termo («Rpp + SRgp) descreve a combinacao
linear das ondas refletidas P e o termo (aRpg + SRgs) descreve a combinacao linear
das ondas refletidas S tal como representado na Figura 13. Esses coeficientes de reflexao

dependem das propriedades dos meios em ambos os lados da interface.
A seguir, descrevemos as expressoes matematicas para as ondas transmitidas
(Prra e STra) ap0s a incidéncia na interface

Prra = p2(aTpp + BTsp) exp [iw (ysenthy + 2 cos g — pat) /pa] (2.4)

Stra = S2(aTps + fTss) exp [iw (ysenps + z cos o — Sat) /sa] .
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Avancando no meio 2, encontramos as velocidades (p2,12) € (S2,p2), que
descrevem as ondas P e S transmitidas, respectivamente. Os subindices presentes nos
coeficientes de reflexao e transmissao identificam se a onda incidente é P ou S, enquanto o
segundo subindice indica se a onda é refletida ou transmitida. A presenca do sinal negativo
na fase das ondas refletidas indica que elas se propagam em sentido oposto ao eixo z. As

equacoes que descrevem os angulos de reflexao e transmissao sao baseadas na Lei de Snell

seny;  senw;  senyy  sens

h S1 D2 S9

(2.5)

Nas Figuras 10 e 11 apresentamos uma representacao esquematica das ondas
acusticas incidentes, refletidas e transmitidas em interfaces entre sélido-solido e liquido-

liquido.

Como as velocidades sao previamente conhecidas e os angulos sao determinados
pela Lei de Snell, o foco dos cédlculos recai exclusivamente sobre os coeficientes de reflexao
e transmissao. Esses coeficientes sao derivados a partir da condicao de continuidade do
deslocamento e do estresse na interface. Essencialmente, em termos dos potenciais de onda,

isso implica na manutencao da continuidade das seguintes fungoes

P, + 5, (2.6)
(2B, + Syy — S:2) (2.7)
)‘(pyy + PZZ) + ZM(PZZ + Syz)a (28)

onde p1 = ps* e A = p(p? — 25%), com p sendo a densidade do meio e s (respectivamente, p)

representando a velocidade da onda S (respectivamente, P).

A seguir, vamos aplicar essas equacoes de continuidade em diferentes interfaces

do tipo liquido-sélido e sélido-liquido, considerando diferentes tipos de ondas incidentes.

2.1.1 Interface Liquido 1-Sélido 2

Como afirmamos no capitulo anterior, em um liquido, a onda S nao se propaga.
Portanto, na interface liquido-solido, realizaremos os calculos para encontrar as matrizes

de Zoeppritz apenas para o caso em que a onda incidente é do tipo P

Para simplificar os calculos, quando lidamos com a interface do tipo liquido-
sélido, as Equagoes (2.1), (2.3) e (2.4) podem ser expressas de forma mais concisa, com

a=1,0=0,s =¢; =0, como representamos no Sistema (2.9).

]NC = P[p17¢1,2]
REF = REUSAplp, y, —z]
TRA = Tg}ilSOQ]P[pg, o, 2] + TI[DLSHSQ]S[SQ, ©a, 2. (2.9)
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Assim, ao aplicar a primeira equacao de continuidade (2.6) obtemos

Pz[ph 1?1, Z] + R%zialsoz]Pz[pb P, —Z] = 1[31}1’1802]3[]92, 1/127 Z] + Tg:qﬂSOQ]Sy[Sz, P2, Z]7
(2.10)

recorrendo ao sistema de equagoes (2.9) e realizando as derivadas, levando em conta a

Equagao (2.10) temos

cos 1y — R%}i)lSoﬂ cos )y = Eﬁ}s‘ﬁ] cos 1y + TI[;LSEISOZ] senys. (2.11)

Isolando o termo sem coeficiente de reflexao e transmissao chegamos a seguinte

equagao
cos oy REESOH 4 cogapy THAS 4 genop, THESH = cosqpy. (2.12)
A segunda equagao de continuidade, conforme dada em (2.7), toma a seguinte
forma .
201 Py [p1, 11, 2] + 20 Riyp ™ ]Pyz[p171/}17 —2]
= 112 (2TH > P, [pa, 10, 2] (2.13)

+ Tha'58, (55,00, 2] — Tha" S, [52, 02, 2]).

sendo 1, = p157 = 0, pois, 51 = 1 = 0. Ao fazermos as derivadas das equacoes em (2.9) e,

tendo em conta a Equagdo (2.13) escrevemos

828611277/127—}[3];;1802] — D2 COS 2902T1[3L§1802] = 0. (2.14)

A terceira equagao de continuidade (2.8), quando a escrevemos para a interface

liquido-sélido é

>\1<Pyy[291,1/11, z] + P..p1, 1, 2]) + 2p1 P.2[p1, 91, 2]

+ Rip N (P [pr, tr, —2] + Poclpr, o1, —2]) + 2 Ripp ™2 P [py, v, —2]
JLI;ISOQ])Q(Pyy[Pm o, Z] + Pzz[an s, Z])

2 (THR P pa, 12, 2] + Th P Pyulsa, 0, 2]), (2.15)

sabendo que p; = p1s> = 0, pois, s; = ¢ = 0. Dai, isolando os termos sem coeficiente de

reflexao e transmissao, segue que

[Li1So2

LilSo2 Li1So2
—p1P1 RPP [ ] [ ]

] + pap2 COS (pQTPP + pQSQSGHQ@QTPS = p1P1- (216)

Com isso, as equagoes dadas em (2.12), (2.14) e (2.16) podem ser escritas na

forma matricial que segue
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N[Li1So2] g[LilSo2] _ B[LilSoQ]’ (2_17)

A[LilSo2]

onde M52 ¢ yma matriz de coeficientes, é um vetor de variaveis desconhecidas

e B892l ¢ ym vetor de termos independentes, ou seja
cos Y COS o sens REDL}} So2] cos Y
0 Sosenthy  —pocos 2y | | THAS | = 0 |, (2.18)
[LilSo2]
—p1P1 P2p2 COS 20y pasasenys ) \Tpg p1p1
cos Y1 coS Yo sens
Mpllitse2] 0 S9sen2ihy  —po COS 209
—p1P1 P2P2 COS 22 pPasasenps,
e

R%g sl cos Yy
A[LilSOQ] _ Tg}i)lSoQ] : B[LilSo2] _ 0
LilSo
Tz[asl 7 P1P1

Para obter os coeficientes de reflexao e transmissao, a partir da matriz (2.18), é

necessério inverter a matriz M52 Fazendo algumas manipulacoes algébricas concluimos
que
pllilsoz] _ P2€08 1 (p3 cos? 29 + s2sen29hysen2py) — p1p1 P2 COS Py
pre P2 cos Uy (p3 cos? 2, + s3sen2ihgsenps) + p1p1p2 COS Py
T[LilSo2] _ 2p1p1p2 €os Y1 cos 29
rr P2 cos 1 (ps cos? 2y + sisen2ihpsen2ps) + prp1pa Cos Yo
i1S0 2p189p1 cOSYPrsen2
TI[DI?S 2] P152P1 ( (B (2.19)

P2 o8 Uy (p3 cos? 29 + s3sen2ihgsenpy) + p1p1pPa COS Py
As equagdes dadas em (2.19) representam os coeficientes de reflexdo e trans-

missao na interface do tipo liquido-soélido.

2.1.2 Interface sélido 2 - liquido 3 para incidéncia de uma onda P

Considerando, como foi explicado com detalhes no Capitulo 1, que em meio

liquido a onda S nao se propaga, temos assim o = 1, =0, s3 = 0 e p3 = 0, logo, as



Capitulo 2.  Equacdes de Zoeppritz 40

Equagoes (2.1), (2.3) e (2.4) podem ser escritas de forma compacta, como segue

INC = P[p%w% ]
REF = RS Ppy, ipy, —2] + RES*S[s5, 09, —2]
TRA = TSI Plpg s, 2].
(2.20)

Com a primeira equacao de continuidade, que faz referéncia a Equacao (2.6),

podemos expresséa-la nas interfaces solido-liquido da seguinte forma

P.[pa, 9, 2] + Rip ¥ P, [pg, 102, —2] + REGVIS, [55, 09, —2]
= TEPUPIP [pg, 403, 2]. (2.21)

Derivando as equagoes dadas em (2.20), substituindo na Equacao (2.21) e
isolando os termos independentes dos coeficientes de reflexao e transmissao, concluimos
que, para este tipo de interface, a primeira equacao de continuidade é escrita da seguinte
maneira

[So2Li3P]

So2Li3P [So2Li3P
COS@Z)QRPP [So2Li3P] 02Li3P]

— senps Rpg + cos ¢3TPP = cos 1. (2.22)

Por outro lado, a segunda equagao de continuidade, referente a equagao (2.7),

pode ser expressa da seguinte maneira, tendo em vista a continuidade do deslocamento

2#2 [p27 ), ] + QMQRSEQLBP yz [p2, o, —Z]
+ 12 RS, (2, 09, — 2] — S..[52, 99, —2])
= 2M3T][DS}(D)2L13P] Pyz [p?n 1/}37 Z] (223)

Sabendo que uz = pgs?,) = (0 pois s3 = 0 e, ao isolar o termo independente e

dividir ambos os lados da equagao por s, concluimos que

S95en20py RSP 10y cos 20, RESHF] — g sen2uy. (2.24)

No que diz respeito a terceira equacao de continuidade, conforme apresentado

na Equacao (2.8), ao assumirmos as defini¢oes das poténcias da seguinte maneira

)\ ( yy[p%w% ] + Pzz[p?aw%z]) + 2H2Pzz[P2:¢2>Z]
[So2Li3P]

+ 2M2Rp5 Syz[5279027 —z]
+ /\2R1§12’2L13P (Pyy P2, 1/}27 Z] + Pzz[p27 1/}27 ]) (225)
+ 2 2R1§;2L13P PZZ[p27 ¢27 - ] +2 QRPS§2L13P]SyZ[S27 P2, —Z]

= )\ST][DS};)2L13P (Pyy[p3,1/)3, ] + zz[p3ar¢)3a ])7
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e derivando as equagoes dadas em (2.20) e fazendo as substitui¢oes necessarias em (2.25),

obtemos

So2Li3P So02Li3P So2Li3P
—pP2P2 COS 2(,02RE3; i3P] + p28286H2Q02R53§ 1 + p3p3TI[:'F? ] = pP2P2 COS 2Q02 (226)
Essa andlise demonstra que, ao considerarmos um cenario de interface sélido-
liquido com uma onda incidente do tipo P, podemos representar as condi¢des de continui-
dade sob a forma de matrizes, conforme detalhado em (2.17), resultando em uma equagao
matricial especifica, como ilustrado na Equagao (2.27), dai

[So2Li3P]

COS o —senys  cosYs Rpp coS Y
Sosen2i)y D2 COS 2(9 0 RE§§2“3P] = | sgsen2iyy |- (2.27)
[So2Li3P]
—pP2P2 COS 2¢09  pasasen2yps  pP3p3 Tpp p2p2 COS 201

Formando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguida por algumas

manipulacoes algébricas temos

[So2Li3P] _ P2 COS 7/13(—]93 cos? 209 + SESGHQ%SGH?(PQ) + p3p2p3 COS Py

R
PP p2 €08 P3(p3 cos? 29 + s3sen2irsen2ips) + papaps cos Py
R[sozLi3P] _ 2papas2sen2ipg cOs 2pg COS Py
Ps p2 €08 P3(p3 cos? 29 + s3sen2irsen2ips) + p3paps cos Py
, 22 2
T}[DSISQL 3P] P23 COS P €OS 29 (2.28)

P2 cos t(p3 cos? 2, + s3sen2iasenips) + pspaps cos

Em (2.28) apresentamos a matriz de Zoeppritz para a interface do tipo sélido-

liquido, na qual a onda incidente é do tipo P.

2.1.3 Interface sélido 2 - liquido 3 para incidéncia de uma onda S

Para a interface do tipo sélido-liquido, na qual a onda incidente é do tipo S,
temos as condi¢bes a = 0, § =1, s3 =0, e 3 = 0. Com isso, as equagoes descritas em
(2.1), (2.3) e 2.4 podem ser resumidas no seguinte sistema

]NC = 5[827 P2, Z]
REF = RSB Py by, —2] + RS 55, 09, —2]
TRA = TESP 38 plps 43, 2] (2.29)

De modo analogo, ao recorrermos a primeira equacao de continuidade que

representamos em (2.6), podemos traduzi-la da seguinte forma

Sy[327 Y2, Z] + RE;QLigs]Pz [p2> ), —Z] + RE§2Li38]Sy[32> P2, —Z] = £%2L138]PZ[P3, s, Z]
(2.30)
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E se derivarmos as equagoes dadas em (2.29), coadjuvando com a primeira

equacao de continuidade, segue que

c0s 1 RESZI) _ gon o) RESTHIS] 4 o 4y TESH5] — sengp, . (2.31)

Recorrendo a segunda equacao de continuidade, conforme representamaos em

(2.7), e as derivadas das equagdes do Sistema (2.29), obtemos

QNQR,[S'SlgzLiSS]Pyz[an ¢27 _Z] + M?(Syy[s% Y2, Z] - 522[827 Y2, Z])

+ 12 RSy (52, 02, —2] — Sia[s9, 2, —2]) (2.32)

So2Li3S
= N3T£P2L3 ]Pyz[pl’nw&z]a

Fazendo alguns calculos algebricos para o cenario solido-liquido, no qual a onda

incidente é do tipo S, a segunda equacao de continuidade assume a seguinte forma

SQSGD2@2R§E2L13SJ + Py cos 2¢2R§§2M38] = —Py COS 2. (2.33)

Para a terceira equacao de continuidade, conforme apresentada em (2.8), no

cenario em analise, temos

Mo RSP, [pa, 02, —2] + Pua[pa, tha, —2])
+ 2po P, [p2, 1o, —Z]R[SS;%BS] (2.34)
+ 2u2(Syz[52, 2, 2])
+ 22 R55 1S 52, 02, ]

= A3T]L%’)2L138] (Pyy[p& ¢3> Z] + PZZ[pZS? ¢3> Z])

So2Li3S
+ 2#3T£P2L3 ]Pzz[p37w37 2]7

como ju3 = p3s3 = 0, pois, s3 = 0 seque que no caso slido-liquido em que a onda incidente
¢é do tipo S, a terceira equagao de continuidade nos leva a seguinte equagao
So2Li3S So2Li3S S02Li3S
— pPaPa COS QQOQREQJSQ 8y pgpgsen2cp2R[S§2 581y pgpgTéf?Q 581 P2P2sen2ps. (2.35)
Portanto, as equacoes para o caso de uma onda incidente S em um meio
solido-liquido, descritas em (2.31), (2.33) e (2.35), podem ser expressas na forma de uma

matriz como na Equagdo (2.17), resultando, assim, no sistema de equagao matricial abaixo

oS o —senpy  cos s R[gfws] seny,
S95en25 Pa COS 2009 0 RE?LBS] = | —pacos2p, |. (2.36)

—p2P2 COS 209 PaSoseN2ws  P3ps TS[S;QLBS] pPap2sen2p,
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Formando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguida por algumas

manipulacoes algébricas, temos

plSo2Liss] _ 2p9Sapasen2pg cos 2y coS Y3
" p2 cos Y3(p3 cos? 2 + s3sen2ihpsen2eps) + p3paps cos Py

plSo2Liss] _ p2 €08 13 (—p3 cos? 2, + s3sen2ihpsenps) — P3Paps COS Py
o8 P2 €08 P3(p3 cos? 2py + s3sen2ihpsen2ips) + p3paps cos Py

[So2Li3S] 22892 COS Posen2¢po
Tsp = 53 5 . (2.37)
p2 €08 3(p3 cos? 23 + sssen2yseneps) + p3paps cos Py

A Equagao (2.37) representa o sistema matricial de Zoeppritz para a interface

liquido-sélido quando a onda incidente ¢é do tipo S.

2.1.4 Interface sélido 2 - liquido 1 para incidéncia de uma onda P

Considerando como foi explicado no caso de interface sélido 2 - liquido 3 para
incidéncia de uma onda P, o que difere, neste caso, é o segundo meio, visto que a onda esta
retornando e o meio pelo qual a onda pode refletir é o primeiro liquido. Diante disso, todos
os calculos efetuados neste caso sao validos, trocando 3 por 1 e p3 por p;. Portanto,

segue que

INC = Plps, 1y, 2]
REF = RESYIPIP[p,y apy, —2] + REZHPIS sy, 00, —2]
TRA = TSI Pp, 4y, 2]
(2.38)

E, aplicando as equagoes de continuidade (2.6), (2.7) e (2.8), obtemos o sistema

matricial que se segue

cos 1y —seny,  cosis REEQLH] oS 1y
S95en21y Pa COS 2009 0 RE?LH] = | sosen2iyy |. (2.39)
[So2Li1]
—p2P2 COS 22 PaSasen2ys  P1P1 Tpp p2p2 COS 21

Dai, formando a matriz dos cofatores e realizando a transposicao, seguida por

algumas manipulacoes algébricas chegamos que
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R[SOQLHP] _ pacos ¢1(—p§ cos? 2y + s%sen2¢gsen2g02) + p1p2p1 COS Py
rr P2 cos 1 (p5 cos? 2y + sisen2ihpsen2ps) + prpapr cos Yo

RlSo2LIP] _ 2papasasen2ipy cos 29 oS Py
s p2 cos Py (p5 cos? 2y + s3sen2ihpsen2ps) + prpapr COS Yo
02Li 2092 2
T][DSP2L 1P] pap3 COS P €OS 20y (2.40)

 p2cos i (p3 cos? 20y + s3sen2iasenips) + pipapr cos

Na Equagao (2.40) apresentamos os coeficientes de reflexao e transmissao na
matriz de Zoeppritz para a interface do tipo sélido 2 - liquido 1, na qual a onda incidente

é do tipo P.

2.1.5 Interface sélido 2 - liquido 1 para incidéncia de uma onda S

Analogamente, considerando como foi explicado no caso de interface sélido 2 -
liquido 3 para incidéncia de uma onda S, o que difere neste caso é o segundo meio, visto
que a onda esta incidindo e refletindo no meio solido 2 e se transmitindo no meio liquido
1. Diante disso, todos os calculos efetuados neste caso sao validos, trocando 13 por 1, e p3
por p;. Portanto, segue que para a interface do tipo solido 2 - liquido 1, na qual a onda

incidente é do tipo .S, temos

INC = S[sq, 2, 2]
REF = REZMSIP[py, by, —2] + RS S[s5, 09, —2]
TRA = TEPHSIplp, oy, 2]. (2.41)

Ao recorrermos as equagoes de continuidade que representamos em (2.6), (2.7)

e (2.8), podemos traduzi-las da seguinte forma

[So2Li1S]

coS s —senys cos Yy Rép senys
Sosen2i)y D2 COS 29 0 R§§2Lils] = | —pacos2ps |. (2.42)
[So2LilS]
—paP2 COS 2y pasasen2ps  p1py Tsp p2p2sen2ps

Portanto, formando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguido

por algumas manipulacoes algébricas, temos
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plSo2Liis] _ 2p989pasen2ipy COS 29 COS Y3
P P2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3sen2ipsen2py) + pipapicosiy

piSozLits] _ pa 08 3(—p3 cos? 20y + s2sen2ihesen2ips) — p1Pap1 COS Yo
59 P2 €os Yy (p3 cos? 2y + s3senipysen2ps) + p1papr COs Yo

lSo2Lils] _ 22822 COS Posen2ps

= . 2.43
5P P2 cos Yy (p3 cos? 2y + s3senipysen2ps) + p1papr €O Yo (2.43)

A Equagao (2.43) representa o sistema matricial de Zoeppritz para a interface

liquido-sélido quando a onda incidente ¢é do tipo S.
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3 Conservacao de energia

No presente capitulo estudamos os coeficientes de energia de Knott, obtidos
através dos coeficientes de reflexao e transmissao apresentados no Capitulo 2. Por meio da
conservacao de energia mostramos que nas trés regioes de incidéncia, delimitadas pelos

angulos criticos, a energia se conserva.

3.1 Regioes de incidéncia

O coeficiente de reflexao é um parametro que descreve a quantidade de uma
onda sismica refletida por uma descontinuidade no meio de transmissao. E definido como a
razao entre a amplitude da onda refletida e a onda incidente. Analogamente, o coeficiente
de transmissao representa a fracdo de energia transmitida para outro meio. A seguir,

estudamos a conservagao de energia em uma interface do tipo liquido-sélido-liquido.

O nosso estudo da conservacao de energia vai singir-se na primeira, segunda e
terceira regioes identificadas como I, II e III, respectivamente. Em termos de extensao, as

regides sao identificadas pela relagao abaixo (3.2)

™
0< w{” < arcsin 2 < wg”] < arcsin 2t < w{”” < —.
P2 2 2

(3.1)

Quando ¥y = g, de acordo com a Lei de Snell obtemos seny; = PL por outro

P2
T
lado, se o = 5 entao, ¢ = ]2, ou seja, no contexto de duas interfaces temos dois angulos
S2
criticos, dados por
1. = arcsin by 9. = arcsin ey (3.2)

D2 S2

Portanto, vamos demonstrar que a Lei de Conservacao de Energia é valida nas

diferentes regioes.

3.2 Interface liquido 1 - sélido 2

No capitulo anterior mostramos que, no contexto de uma interface liquido-
sélido, os coeficientes sdo precisamente determinados pela Equacao (2.19). Portanto, os

coeficientes de Knott associados a eles sao
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E[LilSoQP] _ [Pz oS Y1 (p§ cos” 2¢5 + s%seanzsen&pz) — P1P1P2 COS Yo ] 2

REF(P) p2 cos Py (p3 cos? 2y + s3sen2ipsen2ps) 4 p1pipe oS P
E[TLéf(o;f] _ P2P2COS o l ~ 2P1p1p22005 1 cos 209 r
p1p1 €os 1 | pa cos (P35 cos? 29 + s38en2ihosen2ps) + p1p1P2 COS o
E[TLP;;SF;)P] _ P282COS ¥y [ . 2p1 32p12 08 11sen2iyy r '
p1P1 cos Yy | pa cos 1 (p3 cos? 2¢y + s3seninsenps) + p1p1pa COS Yo

(3.3)

3.2.1 Primeira regido de incidéncia

Na primeira regiao de incidéncia, onde 0 < zp{” < arcsin &, quando tanto o
angulo 15 quanto o angulo ¢, sdo ntimeros reais, ocorre um fen()menopiQnteressante. Nessa
situacao, observamos o surgimento de uma onda P refletida que se propaga na dire¢ao
oposta, além de duas ondas P e S transmitidas que se propagam para a frente. Essas
ondas sao fundamentais para a compreensao dos coeficientes de energia de Knott, que
desempenham um papel crucial na analise dos fenémenos sismicos. Portanto, podemos
concluir que a Lei da Conservagao de Energia é valida nessa primeira regiao, nos pontos

de reflexao e de transmissao, ou seja, é valida a Equagao (3.4), dada por

{10 2 COS i1So 2 S9 COS i1So 2
[R%;S 2P]] n pap2 oS Py [T[L 18 2P]] n P252 COS P2 [T[L 18 2P]] —1, (3.4)

=1
p1P1 COS Uy rr p1P1 COS Uy s
Para simplificar os célculos, usando a equagao (3.4), podemos observar que o

denominador é dado por

2
[p2 cos 1 (p5 cos” 2, + s35en21)95en20) + p1p1Pa COS 1/12] ) (3.5)

Podemos, entao, realizar manipulagoes algébricas no numerador para verificar
se ele é igual ao denominador. Segue-se que o numerador da Equagao (3.4) pode ser escrito

como

2
[pg cos Y1 (p3 cos® 2, + s55en2¢hpsen2¢y) — p1p1Pa COS wg]
n pP2p2 COS Py

p1p1 cos Yy
P252 COS Y2

p1P1 COS Py
2
= [PQ cos Yy (pg cos’ 2¢9 + SgSGHQT/&SGnQ%) + p1p1P2 COS %]

(2p1p1p2 cOS Py cOS 2¢05)°

(201 S2P1 COS ¢1S€n2¢2)2

Portanto, o numerador ¢é igual ao denominador. Assim, a Lei de Conservagao

de Energia é satisfeita e, podemos escrever
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[Li1S02P] [Li1S02P] [Li1S02P]
EREF(P) + ETRA(P) + ETRA(S) =1 (3-7)
Vemos que, da Equagao (3.3), quando 9, supera o primeiro angulo critico, ou

seja, Y1 > 1., temos a segunda regiao.

3.2.2 Segunda regido de incidéncia
b1

A segunda regido de incidéncia para o caso liquido-sélido é arcsin ~— < /! <
b2

. D .
arcsin —. Como cos? 1), = 1 — sen®), podemos obter cos 1), da seguinte forma
S2

2
cos iy = 4/1 — sen?¢hy = \/1 - (?sen@bl) , (3.8)

sendo que na regiao II, temos sent); > ]2, entdo, da Equacao (3.8) segue que
b2

2
COS 1y = i\/(?semﬂl) — 1 = 1| cos |, (3.9)
1

entdo, teremos a primeira e a terceira equagao do sistema dado em (3.3). No entanto,

fazendo a substituigdo cos iy = i| cos |, obtemos

2

pltisoer] _ | p2cos 1 (p3 cos? 29 + 1253senty | cos alsen2py) — ipy p1pa| cos o]
REF(P) pa 08 1 (p3 cos? 2, + 1253senthy| cos a|sen2py) + p1p1pai| cos s

4ip159p1 cOS 1Py | cOS Py |senty

plLi1So2P] _ P252 COS P2

TRA(S) p1D1 COS Yy | pa cos Uy (p3 cos? 29 + 1253senthy| cos alsen2ps) + p1p1pai| cos ty|

(3.10)

E ocorre que, na segunda regiao de incidéncia ¢é valida a Lei de Conservacao de

Energia e, a partir da Equacgao (3.10), escrevemos

; 2 S COS ; 2
‘R%PISOQP]‘ n P252 P2 ‘T[L 1302P]’

=1, 3.11
p1P1 Cos Yy ps ( )

e, para provar isso, basta vermos que o denominador da Equagao (3.11) é

2

‘Pz cos 11 (p5 cos” 20y + 2s35ent)a| cos Po[sen2eps) + pipipa| cos ||, (3.12)

e o numerador da Equagao (3.11) é dado por
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. . 2

’pg cos Y1 (p3 cos® 2, + 253sen)y| cos P|sen2py) — ip1p1pa| cos ng
P2S52 COS Yo
p1P1 COS Yy

2
= ‘Pz cos Yy (p% cos” 297 + 23§Sen¢2’ oS a]sen2¢ps) + p1p1p2| cos Py H )

(4ipy1s9py cos | cos 2/12|sen¢2)2 (3.13)

sendo que o denominador e o numerador da Equagao (3.11) sdo iguais. Entao, concluimos

que

[Li1So2P] [Li1S02P]
EREF(P) + ETRA(S) =1 (3.14)
Vemos que, da Equacgao (3.3), quando 1, supera o segundo angulo critico, ou

seja, Y1 > 1o, temos a terceira regiao.

3.2.3 Terceira regidao de incidéncia

. . P ‘o . D1 T
A terceira regido de incidéncia para o cendrio em que arcsin — < ! < 5
52

apresenta angulos totalmente complexos. No Sistema (3.3) ficamos unicamente com sua

primeira equagao. Tomando cos 1y = i| cos | e sengy = i|senps| temos

plLi1So2P] p2 COS Yy (p% cos? 209 — s§|sen2¢25en2<p2|) — ip1p1P2| cos s ?
REF(P) pa cos Uy (P cos? 2y — s3|sen2iasen2ps|) + ip1p1pa| cos s|

—1. (3.15)

Em suma, na interface liquido-solido, temos as trés regides. E a conservacao de
energia é preservada em todas elas. Na Figura 14, visualizamos as trés regioes, separadas

pelos angulos criticos.

3.3 Interface sélido 2 - liquido 3 para incidéncia de uma onda P

Os coeficientes de reflexao e transmissao para o caso sélido-liquido, quando
a onda incidente é do tipo P, sdo dados pela Equacao (2.28). Consequentemente, os

respectivos coeficientes de energia de Knott assumem a forma
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Figura 14 — Conservacao de energia no caso de transicao liquido-sélido
2
plso2LisP] _ P2 co8 Y3 (—p3 cos? 2y + ssen2ihasenips) + p3papz cos Yo
REF(P) p2 cos P3(p3 cos? 2y + s3sen2ipsen2p;) + papaps Cos P
E[802L13P] _ 52C08 P9 2papasasenipy cos 203 oS Y3
REF(S) P2 COS Py | pa cos P3(p3 cos? 20y + s3sen2ibosen2ips) + p3paps cos o
2
pISo2LisP] _ P33 COS V3 225 €08 Yy cOS 29
TRA(P) PaDa COS Yy | pa cOS 3 (p3 cos? 29 + s3sen2¢hgsen2ps) + p3paps COS Py
(3.16)

Dessa forma, pretendemos mostrar que, para este cenario, a Lei de Conservacao

[ R[So2Li3P]

PP

|+

S§3 COS Y2
P2 COS Yy

R

[So2Li3P]
PS

|+

p3P3 COS 13 [
— |1pp

[802L13P]] 2 1
p2p2 COS Yy ’

E notamos que na Equagao (3.17) o denominador é dado por

2
[ 2 cos ¥3(p3 cos® 25 + s3sen2hasenips) + papaps cos |,

e o numerador é

de Energia é valida. Na primeira regiao, onde todos os angulos sdo reais, temos que

(3.17)

(3.18)
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2

[pg cos Vg (—p2 cos® 20y + sasen2ipgsenp;) + papaps COS @Dg‘
S9 COS Y2
P2 COS Py

n pP3D3 COS Y3

P22 COS 3
2
= [p2 cos h3(p5 cos® 20y + sysen2upsen2¢y) + pspaps cos s |

(2p2pasasen2iy cos 25 cos 13)*
(3.19)
(20215 €S ¢ OS 2¢02)°

Note que, pela Lei de Snell 2s9sent)s = 2pasenys. Isso prova que o denominador
e o numerador da equagao da conservacao de energia no caso sélido-liquido, dada em

(3.17), sao iguais, pelo que

[So2Li3P] [So2Li3P] [So2Li3P]
EREF(P) EREF(S) ETRA(P) =1 (3.20)

Portanto, na Equagao (3.20), superando o primeiro angulo critico, 1., 0 ¥ é

So2Li3P] | pa[So2LisP So2Li3P]

complexo e, nao teremos EP[{EF( 9) TRA(P) I Consequentemente, nao teremos EﬁEF( Py

Assim, conclui-se que no caso sélido-liquido, quando a onda incidente é do tipo P, a

incidéncia ocorre somente na regiao I.

T
10p=mmemmemmaa }
O ELSoLiP] |
5 REF (P) !
© |
5 EISOLiPI !
g TRA(S) |
3 08F ,
B |
e} |
—— I
3 |
w |
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2 |
[ |
= )
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o |
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Figura 15 — Conservacao de energia no caso de transicao solido-liquido incidente P

3.3.1 Interface sélido 2 - liquido 3 para incidéncia de uma onda S

Para o cenario s6lido-liquido, no qual a onda incidente é do tipo S, os coeficientes
de reflexdo e transmissdo sao dados pela Equagao (2.37). Consequentemente, as respectivas

equacoes de energia sao
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2

pplSo2Liss] _ P2 COS g 2p282p2sen2pa oS 23 COS Y3

REFP) - sy cos ©a | p2 cos Y3 (p3 cos? 2, + s35en20h98en22) + pP3Paps COS Yo
plSo2Liss] _ | P2 COS g (—p? cos® 20y + s2sen2ihysenpy) — papaps cos iy |
HEE(S) p2 COS Y3 (P% cos? 2¢9 + s3sen2i)asenepy) + pspaps COS o
plSo2Liss] _ p3P3 COS Y3 22892 COS Pasen2ipy 2
TRA(P) P18 COS | pa cO8 3(p3 cos? 29 + s3sen29h9sen2ps) + p3pPaps COS Yo

(3.21)

3.3.2 Primeira regido de incidéncia

Tal como referimos no caso liquido-sélido, na interface solido-liquido quando a

- , . . . x S P I . D1
onda incidente é do tipo S, a primeira regiao de incidéncia é onde 0 < 1Z)£ I < arcsin 2%,

P2
Nesta regiao temos,
cos 02Li35]72 02Li35172 cos 02Li35]72
P2 cOS Yy [Rgssz 35]] N [R§S2L 33]] | Psbs V3 [TS[%QL 35]] _1 (3.22)
§2 COS P2 P2S2 COS Y3
E, portanto, pela Equacao (3.22), vemos que o denominador é
2 2 2 2
|92 cos 13 (3 cos? 205 + sysen2ypsen2ipy) + papaps cos sl (3.23)
e o numerador na Equagao (3.22) é
P2 COS 'QZ)2 2
D (2/0282}?286112%’2 COS 2(3 COS ¢3)
S9 COS g
2
+ }02 cos P3(—pj cos” 2y + shsen2ihpsen2ips) — papaps cOs 152’ (3.24)

n P3P3 COS 3
P2S52 COS P2

2
= [pQ cos P3(p3 cos® 20y + sa5en2ihpsen2ipy) + papaps COS %] )

(2/02 SgP2 COS ¢2S€H2902)2

Isso conclui que o denominador é igual ao numerador, o que nos leva a seguinte

equagao

So2Li3S S02Li3S So2Li3S
EP[{EF(P)] + EIE{EF(S) ] + E[TRA(P)] =1 (3.25)

Portanto, a partir da Equagdo (3.22), quando v supera 15 a onda responsavel

pelo coeficiente de energia de Knott E}[{SE?{?)S] nao se propaga, originando a segunda regiao.
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3.3.3 Segunda regido de incidéncia

. c oA o s , . N
A segunda regido de incidéncia para o caso sélido-liquido é arcsin ~— < /! <

D2
arcsin 2X. Como cos? Py = 1 — sen?¢)y, tal como na Equacio (3.9), segue que, cos, =
S2
2
Z\/ (msenl/)l) — 1 =i|cosy|. Entretanto, os coeficientes de energia de Knott EF[{S};)?(“;?’)S]
2
plSo2Liss] - ,
TRA(P) S0 reescritos como seguem

. . 2
lso2Liss] _ ip3paps| cos a| + po cosh3(p3 cos® 20y — 2is3| cos s |senihasen2ypy)

REF(S) i pspaps| cos ta| + pa cos 1hs(p3 cos? 20, + 2is3| cos 1hy|senthysen2ep,)

plSo2Li3s] _ p3P3 COS 3 4ipysapa| cos Pnlseniy cos o

TRA(P)

P15 COS Py | ip3paps| cos Py + py cos 3 (p3 cos? 2y 4 2is3| cos 1ha[senthysen2ep;)
(3.26)
A conservacao de energia agora esta garantida por
o2Li 2 COs o2Li 2
‘Rgss oL 33]‘ L P3Ps V3 ‘TS[IS3 2L 35]‘ _1 (3.27)

P252 COS P2

Por conseguinte, vemos que o denominador da Equagao (3.25) é dado na

Equagao (3.28), como segue
|ipspaps| cos | + pa cos (3 cos? 20, + 2is3| cos Pssemibasen2p,) . (3.28)
e o numerador ¢ dado por

. . 2
’zp3p2p3| coS o] + pa cos Y3 (pj cos® 205 — 2is3| cos %‘SGH%SGHQ%)‘

n P3P3 COS 3
P2S52 COS P2

= [ipapaps] cos P + py cos P3(p5 cos” 2ps + 2is3| cos Palsenpuseneps )|

(4ipasaps| cos Yofsenip; cos 902>2 : (3.29)

Entao, o denominador e o numerador da Equagao (3.27) sao iguais. Portanto,

S02Li3S So2Li3S
Er[{EF(S) = E[TRA(P)] =1 (3.30)

Como podemos ver, se ¥; supera o segundo angulo critico ¥s., o angulo s
torna-se complexo e nao teremos todos os coeficientes de reflexdo e transmissao na terceira

regiao.
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Figura 16 — Conservacao de energia no caso de transicao sélido-liquido incidente S

No caso de uma interface solido 2 - liquido 1, quando a onda incidente é do
tipo P ou S, a conservacao de energia também é verificada, bastando, neste caso, ter em
consideracao que o segundo meio é o liquido 1. Portanto, todos os célculos feitos sao

validos, trocando os parametros do liquido 3 pelos do liquido 1.
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4 Miultiplas reflexoes e interferéncias

Neste capitulo descrevemos o modelo estudado neste trabalho. Comegamos apre-
sentando os angulos criticos, seguido da geometria do problema e, finalmente, descrevemos

as reflexdes e transmissoes nas interfaces do tipo dgua-granito-agua e agua-granito-oleo.

4.1 Angulos criticos na interface liquido-sélido-liquido

Para o estudo de multiplas reflex6es pretendemos analisar situacoes em que
dois refletores estao envolvidos. No presente trabalho nosso modelo proposto é do tipo
liquido-sélido-liquido, onde, por simplificacao, consideramos a homogeneidade de cada

camada. Sendo assim, a Lei de Snell para esse contexto segue abaixo

seny;  senyy  seny,  senis

= = = , (4.1)
P1 P2 S2 p3
da Equacao (4.1) podemos escrever
seny, = &senwg = &senm = &senwg. (4.2)
P2 52 Ps

T
Entretanto, na Equacao (4.2) temos que, quando 1y = 5 entao, nao teremos

. P Y4 . . D
a onda P se propagando no segundo meio, dai, seny; = —, ou seja, ¢ = arcsin(—). De
P b2 pr
[ ~ 1 o . 1
modo andlogo, nao teremos a onda S se senty); = —, 0 que implica ; = arcsin (—).
52 52

Portanto, conforme mencionado anteriormente, o terceiro meio é constituido
por um liquido. Sendo assim, a transmissao s6 ocorre na onda P naquele meio e, apds o
primeiro angulo critico, nao teremos a propagac¢ao no terceiro meio. Dessa forma, temos

apenas dois angulos criticos descritos como segue

Modelo Angulos Criticos
. D1 . D
arcsin — | arcsin —
P2 S2
Agua/granito/dgua 15.73 30.08
Agua/granito/éleo

Tabela 2 — Angulos criticos em interface liquido-sélido-liquido
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4.2 A Geometria do problema

Na Tabela 3 descrevemos as coordenadas dos pontos representados na Figura
18. Elas sao a base para a montagem do programa computacional que permite visualizar

as reflexoes a partir da origem O.

’ Nome \ O Ponto ‘
| Onda incidente(I) \ (—dytgi)y, dy) |
Onda P transmitida no segundo meio (P) (datgi)e, —ds)
Onda S transmitida no segundo meio (S) (datgps, —ds)
Reflexao(S) da (S) no segundo meio (Dy) (2datges, 0)
Reflexao(P) da Sy no segundo meio (Dj) (datgepr + tgie, 0)
Reflexao(S) da P no segundo meio (Dj) (datgpr + tgihs, 0)
Reflexao(P) da Py no segundo meio (Dy) (2datgr)s, 0)
Ry (ditgyy, di)
R2 (Zdztg(PQ + dltglpl, d1>
Rs (da(tgp2 + tgya) + ditgir, di)
R4 (2d2tg¢2 + dltgd)l, dl)
A onda transmitida no terceiro meio vindo de P (E;) | (datgps + dstgis, —(ds + d3))
A onda transmitida no terceiro meio vindo de S (Ey) | (datgwe + dstgips, —(ds + d3))

Tabela 3 — Tabela dos pontos da visualizagdo geométrica do problema

Perante os pontos da Tabela 3, construimos o modelo como representado na

Figura 17, valido para interfaces do tipo liquido-sélido-liquido.

A Figura 17 é a representacao geométrica dos modelos dgua/granito/agua e
dgua/granito/éleo. Esses modelos presumem que as velocidades e densidades de cada meio
sdo conhecidas. Conforme descrito nas Equacoes (3.30) e (4.2) e, de forma concisa na
Tabela 2, onde os angulos criticos do modelo sao detalhados, procedemos a analise do
comportamento das multiplas reflexdes quando a onda P é enviada, temos imediatamente

na primeira interface a reflexdo primaria (R;). No segundo meio, a onda é transmitida
[So2Li3] [So2Li3] po[S02Li3]

Li1S02 Li1S02 .
como THA15 ¢ TS o quais, por sua vez, refletem como RES2HH RISo2Es] - plyo2Lis)
So2Li3 . . N . .
e RED o ], respectivamente, dando origem as multiplas reflexdes Ry, R3 e Ry. Investigamos

esses cenarios para diferentes valores de )1, tais como, 57, 10°, 20°, 25°, 35° e 45°, levando

em conta os angulos criticos.

Portanto, dos graficos apresentados nas Figuras 18 e 19, observamos um com-
portamento semelhante, no qual, a onda P quando enviada para se propagar nas interfaces
subsequentes se subdivide em duas outras ondas, sendo a onda P e a onda S, com as
velocidades 15 e @9, respectivamente. Teoricamente, a reflexdo primaria R, e as multiplas

reflexoes Ry, R3 e Ry sdo todas visiveis quando ¢y < 9.1, conforme mostrado nos gréaficos
(a) e (b).

Quando v atinge 1.1, ou seja, Y. < Y1 < Yo, OCOITE qUE P9 atinge o maximo,
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-20

Fluxo de energiadaondaPe S
Interface liquido-sélido-liquido

=30 =
D 20 40 60 a0

Angulos Incidentes (Graus)

Figura 17 — Reflex6es multiplas em camadas do tipo liquido-sélido-liquido.

resultando na onda P nao se propagando, consequentemente, ndao teremos as reflexoes R

e R4, como ilustrado nos graficos (c) e (d).

Finalmente, quando ¥y > 1. temos que ¢y atinge o méaximo, resultando na
onda S nao se propagando e, como consequéncia, nao teremos a reflexdo multipla Rs, ou
seja, estaremos perante a reflexao total. A fonte emite uma onda e é refetida completamente,

conforme apresentado nos graficos (e) e (f).

Quando uma onda atravessa uma fronteira entre dgua-granito-agua ou agua-
granito-6leo, com diferentes indices de refragao, geralmente ela se divide em duas novas
ondas: uma refletida e outra refratada. Isso sempre acontece, exceto no caso de reflexao
interna total. A reflexdo interna estda sempre presente, sem excecoes, mesmo quando a
onda atinge a fronteira diretamente. No entanto, o mesmo nao ¢ verdadeiro para a onda

refratada.

A reflex@o interna total ocorre apenas quando o meio de origem é “opticamente
mais denso”, ou seja, tem um indice de refragao maior. O angulo de refragdo no meio
“opticamente menos denso” é maior do que o angulo de incidéncia no meio “mais denso”,
mas seu valor nao pode ser maior do que 90 graus. Assim, a férmula funciona até dar
respostas reais em todos os outros casos, ou seja, a partir de um angulo de incidéncia
maior que o “critico”, ocorre a reflexao interna total e toda a energia da onda incidente é
refletida. Para angulos menores que o critico, quanto menor o angulo, maior a energia da

onda refratada.
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4.2.1 Modelo Agua-Granito-Agua

No modelo agua-granito-agua consideramos que a primeira camada ¢é constituida
por adgua, com uma velocidade de onda P de 1494.33m/s. A segunda camada é composta
por granito, com velocidades de ondas P e S de 5510.42m/s e 2981.93m /s, respectivamente.
Por fim, a terceira camada é novamente formada por dgua, mantendo a mesma velocidade

de onda P que a primeira camada, ou seja, 1494.33m/s.

10 10
wi=5 wi=10°

0 0
w2=18° 2=39°

~10p -10
92=10° 92=20°

—20 -20
@3=5° w3=10°

-30 -30

40 60 80

R1 fz w1=20° R1 fz w1=25°
0 o

2=43° : 2-57°

- S - \s
5\. w3=20° \{1 w325
0 1 N N -0 N . N N

(c) | @

Rt R1

@1=35° @1=45°

(e) ()
Figura 18 — Multiplas reflexoes para diferentes angulos de 11 na interface do tipo dgua/-

granito/dgua (a), (b) sao reflexdes para vy < 9.1, (¢), (d) para ¥ < 11 < e,
e (e)v (f) para 1/}1 > wc2~
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4.2.2 Modelo Agua-Granito-Oleo

No modelo dgua-granito-6leo consideramos que a primeira camada é composta
por dgua, com uma velocidade de onda P de 1494.33m/s. A segunda camada é feita de
granito, com velocidades de ondas P e S de 5510.42m/s e 2981.93m/s, respectivamente.

Por fim, a terceira camada é constituida por 6leo, com uma velocidade de onda P de

1294.77m /s

10 v 10

T*‘ T wi=5 wi=10°
\

0 ok D34 D4 0
H w2=18° w2=39°

10 -10
; 02-10° 92=20°

-20 SIF -20
i‘ k y3=4° 3=8°

[E2
-30 L - - - -30

40 60 80

r — r 10 r r -
R1 fz w1=20° R1 fz w1=25°
0 o

2=43° : 2-57°

- S B S
&‘ @317 \{. wa=21°
30 1 " " 30 " . " "

(c) | @

Rt R1

@1=35° @1=35°

(e) ()

Figura 19 — Multiplas reflexoes para diferentes angulos de 11 na interface do tipo dgua/-
granito/dleo. (a), (b) sdo reflexdes para ¥y < ., (¢), (d) para ¥ < 11 < e,
e (e)v (f) para 1/}1 > wc2~
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4.2.3 Comportamento das reflexdes

Na secao anterior foram apresentados graficos das reflexdes em trés regioes
de incidéncia e em diferentes interfaces. Conforme descrito no modelo, observamos as
quatro reflexdes que denominamos como Rp, Ry, R3 e R4. Nosso objetivo neste caso é
plotar as reflexdes para compreender o comportamento do fluxo de energia nas trés regioes

de incidéncia.

1.0} ' '
REGIAO Il

X osf
o
(Y I U
X 1 |
Q@ ' '
&5 | |
< O6f ' |
'c 1 1
o : |
E’) 1 1
@ : |
c 1 1
w o4} . '
3 I . :
o REGIAO| ' REGIAOI !
5 ! !
E 1 1

0.2 : :

0.0 - ; 1 1 1

0 20 40 60 80

Angulos Incidentes (Graus)

Figura 20 — Reflexdo R; representada nas trés regioes de incidéncia. Nos casos de dgua/-
granito/dgua e dgua/granito/éleo observa-se o mesmo comportamento.

4.3 Estudo analitico

Como podemos observar pela Figura 20, R, estd nas trés regioes. Faremos
entao um estudo analitico para determinar os pontos nos quais R, Ry, R3 e R4 tomam

quando 1, assume angulos criticos.

Comecemos no caso em que ¥; = 0°. Pela Lei de Snell é facil inferir que

P9 = g = 13 = 0°. Sendo assim, temos que

2 2 . 2
Ry — Png P1P1P2 _ P2P2 — P1P1 (43)
p2p3 + p1P1P2 p2p2 + P11
por outro lado, note que
R2 _ |T1[)I_S:i1802]‘2 . ‘R[SSSOQLB} ‘2 . ‘TS[i,(QLiH ‘2 (44)

dai, temos que T}[)IgﬂSOQ] = 0, pelo que concluimos que Ry = 0.
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1.0} 4
(a) REGIAO | AMPL[30000]

0.8F .

Agua/Granito/Agua

— Agua/Granito/Oleo

0.2F

Fluxo de Energia da Reflexao R,

0.0 L
0

Angulos Incidentes (Graus)

1.0F -
(b) REGIAO II AMPL[60]

0.8F
— Agua/Granito/Oleo

osl Agua/Granito/Agua

0.4

0.2

Fluxo de Energia da Reflexdo R,

16 18 20 22 24 26 28 30

0.0

Angulos Incidentes (Graus)

Figura 21 — Reflexdo R, nas diferentes regides de incidéncia. Em (a) temos o fluxo de
energia refletido na primeira regido e em (b) na segunda regiao de incidéncia.

Similarmente, observe que

Li1So2 So2LLi3 So2Lil Li1S02 So2Li3 So2Lil
R3 = |T1Ls ] 'R[SP I 1[>P ] +T1[>P ] 'Rgs . S[P ]|2 (4.5)

[LilSo2] _ R[SS§2L13] _ R§§2L13] _ Ts[iOQLﬂ]

pela condi¢ao dada segue que Tpg = 0, com isso,

concluimos que R3 = 0.

Finalmente,
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Figura 22 — Reflexdo R3 em (a), onde vemos que o fluxo de energia é maior em comparagao
com Ry em (b). As duas representagoes referem-se a primeira regiao.

LilSo2 So2Li3 So2Lil
Ry = [T %12 - | RSP e 2 (4.6)

em que nenhuma das partes é nula e, quando considerada a condicao dada, temos
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2p1p1p2 ?

pP1P1P2 + P2P2
2/)2]9%
P23 + P3p2p3
P1P3p1p2(—D3p2 + Papsps)
(p1p2p1 + D3p2)2(P3p2 + Pap3ps)

Ry =

2
. ‘—PQP% + p3p2p3

pap3 + p3paps
2

(4.7)

- 1]

Simplificando a Equacao (4.7), conclui-se que

2 2
P1P2p1P2 (p2P2 - p3P3)

4.8
(p1p1 + P2p2)*(P2p2 + P3p3) (48)

Ri - 16|

Agora, faremos o estudo no caso em que ¥, = 1.1, onde Y. é o angulo critico.

Quando isso ocorre, pela Lei de Snell, vemos que senyy, = 1 e cos iy = 0.

Portanto, na relacao de R;, se tomarmos senys = 1 e cos 1, = 0 nota-se que
R, atinge o maximo, ou seja, R; = 1.

Por outro lado, Rs, conforme dado pela Equacao (4.4), para senyy, = 1 e

cos 1y = 0, temos que TS[%O%H] = 0 e, dai, segue que Ry = 0.

Analogamente, para Rj3, conforme a Equagao (4.5) e pela condi¢ao dada temos

[So2Lil] [So2Lil]
e Tgp

que Tpp sao nulos, consequentemente Rz = 0.

E, no caso de Ry, tal como escrevemos na Equacao (4.6), tem-se que Tﬁfﬂm] =0,

portanto, R4 = 0.

Finalmente, para 1 = 9. temos que senypy = 1 e cos ¢y = 0, imediatamente,
R; =1e Ry = 0. Sendo assim, tomando os valores tedricos das velocidades e densidades
de cada meio, conforme apresentados na Tabela 1, analiticamente e de forma resumida,
apresentamos as amplitudes que Ry, Ry, R3 e R4 atingem quando ; assume 0° e o0s

angulos criticos (ver a Tabela 4).

Agua/Granito/Agua
Angulo R Ry Rs Ry
P =0° 0.660 0 0 0.076
1 = Ya 1 0 0 0
wl = ¢C2 1 0 0 0
Agua/Granito/Oleo
Angulo R Rs Rs Ry
P =0° 0.660 0 0 0.086
Y1 = Ya 1 0 0 0
¢1 = ¢c2 1 0 0 0

Tabela 4 — Tabela das reflexdes nos angulos criticos do modelo apresentado
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Os resultados obtidos no estudo analitico naturalmente coincidem com os
apresentados nos graficos anteriores. No entanto, observamos que, para visualizar as
Figuras 21 e 22 foi necessario adicionar fatores multiplicativos de 30000 e 60 para a
primeira e a segunda regiao de incidéncia no caso de R,, e fatores de 10 para Rz e Ry,

respectivamente.
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5 Efeito Goos-Hanchen

Este capitulo aborda o efeito Goos-Hénchen, iniciando com uma breve nota
historica e contextualizagao do fendmeno. Em seguida, utilizamos o formalismo do pacote
de ondas, através da integracdo gaussiana, para determinar como uma reflexao da origem
a um deslocamento lateral. Aplicando este formalismo, estudamos o efeito Goos-Hénchen
na interface liquido-solido-liquido, com énfase na primeira das quatro reflexdes examinadas

no capitulo anterior..

5.1 Introducao histérica

O efeito Goos-Hanchen é um fenémeno 6ptico onde a luz linearmente polarizada
experimenta um deslocamento lateral (paralelo ao plano de incidéncia) ao ser totalmente
refletida. Esse efeito ndo é previsto pela Optica geométrica e foi primeiramente observado

por Goos e Hanchen em 1947. Tal como representamos na Figura 23.

Na reflexao total da luz, uma onda evanescente aparece no meio de menor
indice de refragao. Essas ondas evanescentes, juntamente com o efeito de interferéncia
entre as ondas incidente e refletida no meio de maior indice de refragao, sdo responsaveis
pelo deslocamento lateral da luz refletida. Este fenomeno foi observado experimentalmente

pela primeira vez em 1947 pelos fisicos Goos e Hénchen e foi explicado teoricamente por

P2, P2

(a) z

h 4

Figura 23 — Propagagao da onda no regime de reflexao primaria (a) e total (b). Em (b),
dg g representa o deslocamento de Goos-Héanchen, descrito por Goos e Hénchen
em 1947, conforme explicado em [10].
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Kurt Artmann em 1948, utilizando o método da fase estacionaria [4].

No caso da mecanica quantica nao relativistica, o deslocamento de Goos-
Hénchen estéd associado com o “delay time” [20]. Neste contexto, destacamos o trabalho de
Renard [24], no qual ele obteve expressoes para o deslocamento lateral, tanto para ondas

de luz na optica classica, quanto para ondas associadas a particulas na mecanica quantica.

Estudos tedricos e experimentais tém sido realizados sobre o deslocamento de
Goos-Hanchen. A comegar por Artmann, que foi o primeiro a obter expressoes analiticas e
observar que estas apresentavam um comportamento infinito na incidéncia critica. Muitas
tentativas foram realizadas para resolver esse problema do infinito [6,24]. Horowitz e
Tamir [13] obtiveram uma expressdo para o deslocamento utilizando a aproximagao de

Fresnel. A expressao obtida é valida para angulos de incidéncia proximos ao angulo critico.

Além disso, existem dificuldades experimentais para medir tal deslocamento. O
processo de medi¢ao do deslocamento de Goos-Hanchen é, em geral, uma tarefa dificil,
pois, trata-se de um deslocamento da ordem do comprimento de onda da luz. Muitas
técnicas foram utilizadas para medir esse deslocamento, dentre elas destacamos a técnica
de multiplas reflexdes [10] e a técnica de interferéncia entre feixes, que pode ser entendida
como uma medida fraca éptica. Esta técnica é um analogo 6ptico da medida fraca quantica,
conceito introduzido por [1]. A técnica de interferéncia permite amplificar o efeito de

Goos-Hénchen, sendo valida apenas no regime de reflexao interna total.

Ao longo dos anos, o deslocamento de Goos-Héanchen tem sido objeto de
consideraveis estudos, nao apenas pela sua importancia nas propriedades fundamentais
da luz, mas, também, por suas aplicagoes em muitas areas da fisica, tais como, actstica,

fisica de plasmas [11] e mecéanica quantica [29].

Nesta dissertacao analisaremos o efeito de Goos-Hanchen para ondas refletidas
em interfaces do tipo liquido-sélido-liquido e homogéneas. Em tal andalise, utilizaremos
uma técnica de calculo empregada em problemas de mecanica quantica, com base nos
artigos [9] e [19].

5.2 Integracao Gaussiana

Durante a ocorréncia de reflexao total, Hermann Fritz Gustav Goos e Hilda
Lindberg-Hénchen descobriram experimentalmente um deslocamento lateral do feixe
refletido. Eles também conseguiram, de forma fenomenoldgica, derivar as expressoes
para esse deslocamento. Em reconhecimento aos seus descobridores esse fenémeno foi

denominado deslocamento de Goos-Hanchen.

Hilda obteve seu titulo de doutora em 1943 na Universidade de Hamburgo, sob

a orientacao de Fritz Goos, com a dissertagao intitulada “Penetracao da luz totalmente
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refletida em um meio raro”.

Seu trabalho resultou na publicacdo de um artigo na revista alema Annalen der

Physik em 1947, intitulado “Novo e fundamental experimento sobre reflexao total” [10].

Em 1948, Von Kurt Artmann apresentou a primeira derivagao tedrica desse
fenémeno [4]. Utilizando as equagoes de Fresnel, Artmann identificou uma diferenga de
fase entre os feixes incidente e refletido no regime de reflexao total. Ele propos duas
expressoes diferentes para esse fendmeno, uma para ondas polarizadas P e outra para

ondas polarizadas S (com o campo magnético perpendicular ao plano de propagacao).

Em 1949, Goos e Hénchen conduziram novos experimentos e confirmaram que

o deslocamento lateral depende da polarizacao da luz [4].

Nesta secao, vamos explorar a ideia de Artmann utilizando o formalismo que
sera empregado nesta dissertagao. Consideramos uma distribuicdo gaussiana angular

centrada em 1)1, dada por

G(@U - @/)1) =

ka (w - w1)2(kw0)2—| ) (51)

N 4

Do Capitulo 1 sabemos que a onda plana incidente do tipo P é representada
por,

Pine = p1exp [iw (yseny) + z cos ) — pit) /p1], (5.2)

sendo que, na andlise que estamos a fazer, a parte temporal nao interfere, dai reescrevemos

a Equagao (5.2) como segue,

Pine = prexp [ik (yseny + 2 cosy)], (5.3)

w . s . .
onde k£ = —. Usaremos o desenvolvimento em séries de Taylor até a segunda ordem de
1 ~ /7
seny e cosvy em relacao ao ponto 1, que é constante, uma vez que este representa o
pico da distribuicao gaussiana e o angulo de incidéncia da onda P. Por outro lado, wy

reperesenta a largura do pacote. Diante disso, a integral que o representa ¢ dada por

JHO exp [— W= ¢1i2(kwo)2 exp (ik(yseny) + z cosv))) dip, (5.4)
onde,
seny) = senthy + (¢ — 1) coshy — Wsenwl
costp = costr — (1 — pr)senth — LY cosy,

2
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Meio 2 -

h 4

Figura 24 — Rotacao dos eixos devido a mudanca de dire¢do de propagacao

pelo que,

yseny—z cos 1 = ysen); +2z cos Py + (1 —iy ) (y cos Yy —zsengbl)—w (ysenipy+z cos ).
(5.5)

Quando a onda atinge a interface e é refletida, os eixos de referéncia podem ser

rotacionados devido a mudanga na direcdo da propagacao da onda sismica.

Da Figura 24 temos o sistema que segue,
ZZ _ | cos Y —sen | |y , (5.6)
Z seny;  cos Yy z

7 = y cos iy — zseny

portanto,

Z = yseny; + z cos Yy

e, da Equacgao (5.5) temos

yseny) — zcosh) = Z + (Y — 1)y — w_z—¢ﬂ22 (5.7)

Com isso, a integral Gaussiana dada em (5.4) pode ser rescrita como

+o
U(5,2) = N f ¢~ R ks ik 0142 g (5.8)
—0
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- k dip(k 2
Seja u = W, dai, du = wfﬁwo), o que implica dy = ]X;Odu e,
2
também, (¢ — ) = \f . Logo
wo
+00 (F2)2 (k)2 i 52k -
V(g,2) = Ne”“?—\/§ [‘ AT RN GED gy

k‘wo J—oo

A2 (TP 2 BN B2 52
e V2 [T a2 By i) fe

= Ne 2k duy ) (59)
ka J—0
= Neikgﬁ FOO 6_(%+ikj(2) )U2ei(%§)g“du
ka J—o0
Partindo de (5.9), considere 5 = 4 / u dai, df = 4/ du ou
. dp
seja, du = e além disso, u = —— . Portanto,
Al + ZW ) + Z@
V28§
“’0 /%+7' 22
\11(972 Zk \/ kw dﬁ

04/ 3 + Zm f
- +oo —,82+z 2vkg
— Nelkz 2\/> . A /kw +27,z d/B
VEkwd +2iz - (5.10)
—(B—i 2vVkg 2 -2
— Neik? 2\/E +ooe 8 4/kwg+2i§) e_UmgyTiz“)dﬁ
VEkwd + 21z J-
2
~ﬂ 71'67 (kw%i%i) )
N kwd + 2iz

5.2.1 Método da fase estacionaria

Portanto, como podemos ver na Equagao (5.10), isso deu origem a uma fase de g.
Entretanto, estamos introduzindo uma distribui¢ao angular real, G(1, 1), centrada em 1)y,
o angulo de incidéncia de um feixe éptico. Essa distribuicao angular permite determinar o
comportamento dos pacotes de ondas incidentes e refletidas por meio de integrais, tal como
foi feito em (5.4), de tal modo que, a onda incidente, quando considerada a distribuigao,

toma a seguinte forma

f“’o dG (1, 1) exp [ik(yseny) + z cos )], (5.11)

—00

e, para a onda refletida segue

[ v 6w 0) RO explibtysenss — = coni)], (5.12)
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onde R(v) é o coeficiente de Fresnel para a onda refletida, obtido resolvendo a equagao de

Maxwell e impondo as condigoes de continuidade.

E, para o nosso caso, conforme descrito por [19], vamos utilizar o chamado

M¢étodo da Fase Estaciondria, que estima a propagacao do feixe sem que seja necessario

resolver as integrais (5.11) e (5.12). Portanto, partimos da ideia de que, assintoticamente,

quando a fase é suficientemente grande, de modo a gerar oscila¢des rapidas, entao, as

contribuigoes do integrando sdo anuladas, exceto nos pontos onde a derivada da fase é
nula, ou seja, nos pontos estacionarios,

0

0 (kyseny + z cos w)] =0 = Yinc = 2tgY1.

=11

Por outro lado, quando o coeficiente de reflexao é complexo, tal como discutido
no capitulo anterior nas regioes II e III, temos |R(¢))| exp|i®ey ()] e, portanto, a fase
espacial da onda refletida ganha uma fase adicional. E; usando o método de fase estacionaria,

encontramos

0

0
7[k(ysen77/} — 2 COS ¢) + (PGH(¢>]¢=¢1 =0 = Yref = —tg¢12 - kmjw[wéGH(¢)]wl7

oY

2T
onde, k = % No entanto, o deslocamento lateral da onda sismica refletida é proporcional a

1 0
—®i |y, representa

k cos i [(71/1

o deslocamento de Goos-Hanchen. Em geral, para ondas incidente, refletida e transmitida,

k. E, portanto, —ztgy; é a parte geométrica, ao passo que, —

temos,

ztgyyy  Onda incidente
Yy =4 —ztgy; Onda refletida (5.13)
2tgy  Onda transmitida.

No caso de ondas sismicas em interfaces liquido-sélido-liquido, ocorre a reflexao
da onda P. Neste contexto, o deslocamento lateral é associado & onda compressional (P) e

é denominado (PGH), conforme apresentado em (5.14), dai

p1 0Pgu
wcosy Oy

No caso de termos sélido-liquido, além do deslocamento da onda compressio-

Yot = —2tgin — (5.14)

nal (P), teremos também o deslocamento da onda cisalhante (SGH). Neste contexto, o

deslocamento é computado conforme apresentado em (5.15) e dado por

(S) 1 0Pan

— —2top, — . 5.15
Y, S P (5.15)

Portanto, o deslocamento lateral das ondas refletidas P e S, quando a onda

enviada é do tipo S e P, é encontrado nas seguintes regioes, respectivamente
.51 S1 . D1 ™
arcsin — < ] < —, arcsin — < ] < —. (5.16)
D2 21 D2 2
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Para o nosso modelo, interessa-nos unicamente a condi¢cao da onda P.

5.3 Deslocamentos laterais

No nosso modelo, discutido no capitulo anterior, temos as reflexoes Ry, Ro, R3
e Ry. Destas, R3 e R4 nao originam deslocamento, uma vez que sé sao visiveis na primeira
regiao, onde todos os angulos sao reais. Por outro lado, Ry é real na primeira regiao, mas
torna-se complexa na segunda. Todavia, para conseguirmos visualiza-la, é necessaria uma
grande amplificacao. Diante disso, vamos focar nossa atencao no deslocamento lateral de

Goos-Hénchen para R;.

R, _ P2cos 1 (p5 cos? 29 + s3sen29h9sen2¢py) — P11 P2 COS Py (5.17)
' p2 cos Y1 (p3 cos? 29 + s3sen2ipsengs) + p1p1ps cos o’ '

Portanto, tal como discutido em [19], de forma direta temos que

. -0 0Pqn
In Ry =1 —i—In Ry = .
n 1 - Zawln 1 (,}wl

Entretanto, dado o que foi apresentado na Equacao (5.14), segue que o deslo-

(5.18)

camento lateral pode ser visualizado graficamente por
1 In R1

Qo = .
T costr

(5.19)

5.3.1 Estimativa do maximo

Dado que a R; é uma expressao bastante complicada, existe um trabalho feito
por De Leo e Krauss (ver [19]), onde os autores observaram que o maximo de (5.17) ocorre
quando consideramos que o denominador (D) da fase dada em (5.34) é anulado. Ou seja,
quando o deslocamento GH, representado matematicamente em (5.47), atinge seu maximo.

Isso é claramente ilustrado na Figura 25.

No cendrio dgua/granito/dgua, para a ocorréncia de reflexao total interna,
ou seja, angulos de incidéncia superiores a 30,08°, observamos, apés o segundo angulo
critico, a presenca de um angulo de incidéncia que maximiza o deslocamento lateral. Esse
fenémeno ocorre quando a velocidade da onda P, no liquido, supera a velocidade da onda

P (e, consequentemente, da onda S).

E interessante notar que a reflexao total ocorre quando duas condicdes sao
simultaneamente satisfeitas: dois angulos criticos surgem e, o angulo de incidéncia esta
na terceira regiao de incidéncia, onde o adngulo é maior que o segundo angulo critico
(ver as Figuras 25, 26 e 27). Em comparagao com o caso 6ptico, ocorre um fenémeno

completamente novo: a presenca de um maximo logo apds o segundo angulo critico. Dali,

P35 cos® 20y = 55 |sen2ipseneps| (5.20)
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Figura 25 — Representacao grafica do deslocamento lateral de Goos-Hénchen da fungao Ry

e, levando em conta as equagoes dadas em (5.28) e (5.29), segue que

22 3 2 2
P [1 - 2(8286111/}1) ] = 482]29286r12¢1\/(82sem/11) —1\/(msem/11) -1, (5.21)
P P1 P1 P1

52
1

Defina p := b2 (ou py = pp1) € s := (ou sy = sp;). Portanto, a Equacao
p

1
(5.21) pode ser reescrita como

2 2 2
P [1 - 2(ssenw1)2] = 4s3psen21/11\/<ssem/zl) —1\/<psen¢1) —1, (5.22)

Vamos introduzir uma nova variavel, dada por z = seny. Dai, a Equacao

(5.22) se torna
P’ [1 — 252:15]2: 483]737\/(82:6 — 1) \/(]9296 - 1>, (5.23)

e, elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

4
pt [1 - 232:17] = 165°p*2? <s2x - 1) (pr — 1), (5.24)

fazendo algumas manipulagoes algébricas da equagao (5.24) chegamos a

165° (p2 - 82) z° + 8s* (282 - 3p2)x2 +8s’p*x —p* = 0. (5.25)
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Ou seja, de (5.25) obtemos um polinémio de grau 3 que nos permite calcular,
no cenario liquido/sélido, o angulo de incidéncia no qual o deslocamento lateral de GH é
maximizado. Para uma interface dgua/granito, pelos valores dos parametros pi, ps € o,
temos que p ~ 3.68 e s ~ 1.99. Entretanto, o polinémio (5.25) fornece uma solugao real
em = ~ 0.2915. Consequentemente, o angulo de incidéncia que maximiza o deslocamento

lateral de GH é encontrado quando,

M) — aresin 4/0.2915 = 32.67°

A divergéncia no angulo critico e a descontinuidade entre a regiao anterior
e posterior a incidéncia critica foram recentemente discutidas e solucionadas na optica,
utilizando o formalismo do pacote de ondas dados [2] e [3]. Além disso, foi demonstrado

que a analise de onda plana permanece valida fora da regiao critica.

Nessa abordagem, a fase no integrando pode ser aproximada usando o método
da fase estacionaria, permitindo que a integral seja resolvida analiticamente [3]. Esse
fendmeno também se aplica claramente as ondas sismicas. Portanto, a andlise de onda
plana apresentada neste trabalho fornece resultados precisos para angulos de incidéncia

fora das regioes criticas.

Casos de particular interesse sao aqueles em que ocorre reflexdo total de uma
unica onda. Nessas situa¢oes encontramos um maximo apés o segundo angulo critico,
esse efeito é intensificado no cendrio liquido/sélido. Como mencionado anteriormente, a
andlise de onda plana é valida fora da regiao critica. Assim, o maximo obtido na analise
de onda plana também é aplicavel a pacotes de ondas com uma cintura de feixe wg, desde
que, o angulo critico, o angulo maximo, as velocidades, a frequéncia e a cintura do feixe

satisfacam certas condigoes, como as que seguem na Equagao (5.26).

M) S aresin hhy v (5.26)
S9 WWo

Note que, da desigualdade (5.26), podemos obter wy como segue:
D1

w [w%ma"] — arcsin (%)] '

As ondas sismicas volimicas tém, na sua origem, uma vasta gama de frequéncias.

wo > (5.27)

Todavia, devido a atenuacao sofrida durante a propagacao, as mais pronunciadas tém

frequéncias entre 0,5 e 20 Hz.

5.4 Maximo pela derivada de R;

De (5.17) sabemos que os angulos ¥ e s sao relacionados pelo angulo de

incidéncia v pela Lei de Snell, tal como descrevemos na Equacao (3.30), na qual podemos

by @, onde (pg > s3) temos

59 P2

Ver que na regiao senty; >
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2 2
COS g = \/1 - (stenwl) = i\/(tﬁsenwl) —1 =] cos ps|, (5.28)
b p1
p ’ p ?
costpy = A1 — <QSenw1) =1 <QSenw1) —1 =] cos s, (5.29)
P1 P1

Portanto, na Equagao (5.17), quando considerada na tereceira regiao, basta

tomar a Equagao (5.29) e, dai, a reflexdo que pretendemos estudar o deslocamento é dada

por

R — p2 cos 1 (p3 cos? 2p, + s3sen2ihpsen2ipy) — ip1pipa| cos s (5.30)

P2 cos 1y (p3 cos? 29 + s3sen2insenpsy) + ip1 1P| cos |’

Vamos considerar, neste caso, N = —ipip1ps cos g, D1 = pgpg cos Y cos? 2p9 €

Dy = pass cos hrsen2isen2py. Dai, podemos reescrever a Equacdo (5.30) como segue

D —1iN
Ry = —— 5.31
LT DN (5.31)
onde D = Dy + Dy e, além disso, D, N € R. Logo,
Ry = e %®, (5.32)
e o argumento de (5.32) é dado por
N
® = —2arct — 5.33
arctan {D] : (5.33)
pelo que
—ip1P1P2 COS Py
® = —2arct . 5.34
arctatt p2 cos 1y (P cos? 2y + sgsen2wgsen2g02)] (5:34)

Como o deslocamento de Goos-Hénchen é dado pela derivada da fase, teremos

que derivar a Equacao (5.33). Assim, a derivada parcial de ® em relac¢ao a 1, é dada por

—_ N'D— D'N
)

50 T (5.35)

e, para facilitar nossos célculos, aplicamos a Lei de Snell, o que nos permite escrever

0 0
senpy = 2sen@Z)l = oS 902ﬂ = %2 ¢os Y = grr _ 2008 wl, (5.36)
P 01 ; 01 p1coss
0 0
senty = @senwl — oS 2 ﬁcoswl — W2 _ p2costh (5.37)

yai 57% N yai G - p1COSYy
Portanto, tal como definimos a derivada da fase na Equacgao (5.35), note que
dcosthy dcos? (2p9) Osen(2py)  dsen(2is)

Y ) €
o 0 0 0ty
Equacoes (5.36) e (5.37), segue que

precisaremos computar . Tendo em conta as
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0 cos 1y 0y P2 COS Yy D2
= —sen —= = ——t cos Y, 5.38
r (2 51/21 %pl co8 U P gio (00 ( )
0 cos? 2¢y (9 S9 COS 1y
= —2c0s 2wssen2 = —sendp2— 5.39
5% 72 w2 5@/}1 7l P11 $2 ( )
4
— 922 s, (5.40)
D1 COS P2
2
Len 2 cOoS 24 - 2(3— = CcoS 2y - ZQCOS 2
a¢1 a¢1 pl COSs @2 (5 41)
_ 952098 22 cos | |
P1 COS P2
0sen2i)s 6w Do COS Y
= Cos 2 0s 2 2—= 5.42
5% Vo2 a% Va- D1 COS g ( )
2
_ gP2 0% Vs cos . (5.43)

P1 COS Py

Feito isso, vamos derivar N, D e Dy em relagao a ;. Dali,

0 coS 1y
Ot

N' = —ipipips = iplppo?tgng cos Py = Z'P1p%tg¢2 cos Py (5.44)
1

5
Dy = paps [—sem/)l cos” (202) — 2 cos (2ip2)sen(2ps) - 2 i  cos ¢1]

U1
2 4
— pop? [_32sen( 72) cos? 1), — cos® (2902)senw1] : (5.45)
p1 COSP2
259 sen(4
= —p2p3 [ 52 sen(dpy) cos ¢y + cos” (2@2)tg¢1] cos ¢
p1 COSP2

0
D), = pys3 {—sen%sen(?gpg)sen@d)g) + 2 cos (2@2)ﬂ

0, sen2iy cos Y

+2 cos (21)9) Z

= pys’ [ COS:{;I sen(2pq)sen(21y) cos ¥y + 2 cos (2p9) —

sen2s cos 7,01]

S3 COS Yy
P1 COS P2

sen2t)y cos

5.46
P2 cos Yy (5.46)
sen2py cos Y
D1 COS Py

= D255 {—tgwlsen(Zgog)sen@wg) + 2

| gP2cos (219)
p1 cos iy

+2 cos (21h9) —

S9 08 (29)
P1 COS @2

sen21), cos Y

sen2ps cos wl} cos 1

Levando em consideracao as Equagoes (5.44), (5.45) e (5.46) quando aplicadas
m (5.35), o deslocaemto lateral de GH de R; para esta nova forma analitica é dado pela

Figura 27.
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Figura 26 — Representacao grafica do deslocamento lateral de Goos-Hanchen da funcao
analitica encontrada através da derivada da fase de R;

Portanto, em geral, vemos que o deslocamento de GH da R, pode ser visualizado

graficamente e representado pelas relagoes dadas a seguir

i OlnR
B cos iy O0Yn
GHshift = "y N,D - D,N
GH = 2= e

(5.47)

5.4.1 Equacdo do maximo

A expressao para o deslocamento de GH, dada em (5.35), é de grande impor-
tancia, pois, com ela nos permite computar o maximo do deslocamento. Dai, computando
a segunda derivada, temos

(N'D — D'N)*(D* + N?) — (D? + N?)(N'D — D'N)
(D? + N?)
= [(N'D)' = (D'N)|(D* + N*) = [(D*) + (N*)]|(N'D — D'N) (5.48)
= (N"D' — D"N')(D* + N*) — 2D*D'N' + 2D(D')®*N — 2N(N')>D + 2N*N'D’
= (N"D' — D"N')(D* + N*) + 2N'D'(N* — D*) + 2ND[(D')* — (N)*] = 0

O nosso entendimento, neste contexto, pode ser observado a partir da Figura
(27). Vemos que o maximo do deslocamento de GH ocorre apds o segundo angulo critico,

de tal forma que podemos estimar que o maximo esteja a 3 graus apds o angulo critico.
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Figura 27 — No caso dgua/granito/dgua, para reflexdo total interna, ou seja, angulos de
incidéncia maiores que ., apdés o segundo angulo critico, observamos a
presenca de um angulo de incidéncia que maximiza o deslocamento lateral.

Portanto, ao converter este angulo em radianos, obtemos aproximadamente 0.05, o que é

muito pequeno. Sendo assim, faz sentido realizar a expansao de Taylor para o angulo.
sen (g, + ) = senthey cos § + send cos ey = oS d
cos (o2 + 0) = cos(the2) cos(d) — sen(t)e2)sen(d) = —sen(d).

A expansao de Taylor de cos(d) até a segunda ordem em torno de § = 0 é dada
por
52
NH~1——
cos(0) 5

Por outro lado, a expansao de Taylor de —sen(d) até a segunda ordem em torno
ded=0¢
sen(d) ~ 0.

5.4.2 Analogia com problemas de tunelamento

Um outro ponto de vista do trabalho apresentado seria olhar sob o ponto de
vista de tunelamento quantico. Portanto, como mostrado na Figura 28, no estudo realizado
nesta dissertacao, consideramos que o tamanho do pacote de ondas é suficientemente

menor em comparagao com o das camadas. Na Figura 28(a), representamos este caso.
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R1

Figura 28 — Representacao do modelo sob a perspectiva de barreira de potencial, que
origina o tunelamento quantico.
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Na Figura 28(b), diminuimos o tamanho da camada do segundo meio e observamos que
a distancia entre as reflexdes Ry, Ry, R3 e Ry diminui em relagao ao normal. Estamos,
portanto, sugerindo que, em algum momento, teremos apenas uma reflexao e parte dela
sera transmitida para o meio seguinte, considerando que estamos diante de uma barreira

de potencial.
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6 Consideracoes finais

O estudo do deslocamento de Goos-Hénchen tem sido uma fonte continua de
entusiasmo na comunidade de 6tica. Desde a primeira evidéncia experimental apresentada
por Goos e Hanchen em 1947, os principais interesses tém sido a compreensao teérica do
fendmeno e a possibilidade de encontrar expressoes analiticas para prever os deslocamentos
laterais. Em 1948, Artmann forneceu a primeira féormula analitica, baseada no método da
fase estacionaria. Ele observou que, quando a luz ¢ totalmente refletida, o coeficiente de

reflexdo se torna complexo e a fase adicional é responsavel pelo deslocamento.

Embora seja verdade que a abordagem de onda plana contenha divergéncias que
s6 podem ser removidas usando o formalismo do pacote de ondas dado em [2], é importante
lembrar que, fora da regiao critica, a abordagem de onda plana fornece resultados em total

concordancia com aqueles obtidos usando pacotes de ondas.

Nesse intuito, utilizando ondas planas e o método da fase estaciondria, apre-
sentamos uma analise detalhada dos deslocamentos laterais das ondas P refletidas nas
interfaces liquido/sélido/liquido e, estamos confiantes de que, assim como é feito na ética, as
divergéncias em angulos criticos podem ser posteriormente removidas tratando o problema

dentro do formalismo do pacote de ondas.

O efeito Goos-Hénchen é um fendmeno da otica classica, no qual, um feixe
de luz refletido em uma superficie é deslocado espacialmente como consequéncia de sua
breve penetragao através da superficie antes de ser refletido de volta. O mesmo fenémeno
ocorre para ondas acusticas, onde, devido a estrutura matricial das equagoes de Zoeppritz,
geralmente sao encontrados dois angulos criticos. Nos dados sismicos, ao contrario do que
ocorre na Otica, uma reflexdao total pode ocorrer também para coeficientes de reflexao reais.

Nesse caso, nenhum deslocamento lateral é observado na onda refletida.

Tal como vemos quando considerado no modelo apresentado nesta disertacao,
temos trés regioes de incidéncia com carateristicas distintas em termos de fluxo de energia
refletida e transmitida, sendo que, na primeira regiao onde ¥ < 1., todas as relfexdes
sao visiveis e, nesta regiao, todos os angulos de incidéncia sdo reais e, quando 1), atinge
Ye1, OU seja, Yo < Py < e, OCOrTE qUE Y9 atinge o maximo, resultando na onda P nao
se propagando, consequentemente, nao teremos as reflexdes R3 e R4, como ilustrado nas
Figuras 18 e Figura 19 graficos (c) e (d). Agora, quando ¢ > 1., ocorre que 9 atinge
o maximo, resultando entdao na onda S nao se propagando e, como consequéncia, nao
teremos a reflexdo multipla R, sendo assim, estaremos perante a reflexao total, ou seja, a
fonte emite uma onda e é refletida completamente, conforme apresentado nas Figuras 18 e

Figura 19 nos graficos (e) e (f).
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Os principais objetivos do estudo apresentado nesta disertacao sdo: oferecer uma
introdugao matematica formal bésica ao efeito Goos-Hénchen na andlise de dados sismicos,
resolver as equacoes de Zoeppritz, fornecer explicitamente a fase complexa dos coeficientes
de reflexdo na interface liquido/sélido/liquido, a partir da qual o deslocamento lateral
pode ser calculado usando o método da fase estacionaria e, finalmente, encontrar a equagao
polinomial que permite prever o angulo de incidéncia que maximiza o deslocamento lateral

do efeito Goos-Héanchen, conforme a Equagao (5.25).

Normalmente, as analogias entre diferentes sistemas fisicos ajudam a aumentar
a compreensao do fendmeno estudado e, as vezes, abrem portas para novos efeitos e desafios.
O estudo do efeito Goos-Héanchen para ondas actisticas é um exemplo intrigante disso.
Claramente, ainda existem varias questoes em aberto, como uma férmula fechada para o
deslocamento lateral maximo, a analise do deslocamento para incidéncia critica e a quebra

de simetria perto da regiao critica.

Enquanto o deslocamento espacial do efeito Goos-Hanchen ocorre essencial-
mente devido a fase do coeficiente de reflexao de Fresnel, o efeito angular esta principal-
mente ligado a sua amplitude. A quebra de simetria na distribuicdo do nimero de onda
do feixe 6ptico, induzida pelo coeficiente de Fresnel, causa a variacao angular [3]. Esse
fendmeno também pode ser observado em ondas aciisticas quando o coeficiente de reflexao

de Zoeppritz muda rapidamente.

Um ponto de interesse particular seria examinar a influéncia das ondas de
Rayleigh em feixes actsticos em interfaces liquido-sélido, considerando o feixe refletido de
duplo pico recentemente discutido em 6ptica [3].Uma outra abordagem deste estudo seria,
neste caso, estudar o modelo sob o ponto de vista de barreira de potencial. Considerando,
neste caso, que o w, que representa a largura da onda envolvida, é maior o suficiente que
as camadas propostas no modelo, seria necessario abordar o problema como sendo um

efeito tunel.

A importancia deste estudo esta centrada na possibilidade de o efeito Goos-
Hénchen melhorar os dados de aquisi¢ao sismica. O deslocamento lateral fornece informa-
¢oes a priori de uma regiao que a reflexdo normal, prevista pela lei de Snell classica, nao
abrange. Portanto, é importante obter os deslocamentos de Ry na segunda regiao, uma vez
que este é o resultado de multiplas reflexdes nas diferentes interfaces, o que proporciona

informagoes da terceira camada.
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APENDICE A - Forma matricial das

equacoes de Zoeppritz

A.1 Interface Liquido 1 - Sélido 2

[NC = P[plawlaz]
REF = Ripp**" Plpy, b1, —7]
TRA = TI[;L;IS&P Plpa, o, 2] + TPL§1802P]S[82, 2, 2], (A1)

P, + S,

Derivando as equagoes dadas em (A.1), tendo em conta a primeira equacao de

continuidade, temos

Pz[ph Y1, ] + R;}}SOQP z[p1,¢17 —Z] = Tg;ISOQP]Pz[pz, Yo, ] + Tgé,IISOQP]Sy[Sz, ¥2, Z],
(A.2)
dai, de (A.2) segue

[LilSo2P @Z) [LilSo2P]
1

cos by — RIL TPP lLi1So2P]

cos g + Tpg senys (A.3)

Isolando o termo sem coeficiente de reflexao e transmissdo da Equagao (A.3)

chegamos a
cos ¢ RIESOPPL o qpy TIHSOPP) | gon o, THISO2PT — o5 4py. (A.4)
(2P + Syy — S2)
2 P, p1, ¥, 2] + 2#13%}180%] yz[plﬂ/fh —z]
= 12 (2Tp 5 VP, o, s, 2] (A.5)

+ Tha 1S, 59, 09, 2] — Tha "5, 52, s, 2]),

sendo p; = p1s7 = 0, pois, s; = p = 0. Ao fazermos as derivadas de (A.1) e, tendo em

conta a Equagao (A.5), escrevemos

PP D2 PS 5o
&se QwQTI[JI}iIS&P] M2 cos 2 2T][DI§1802P]
p2 S92

il50 2-32
/)2 P52 2w2TPL}318 2P]  P2-52

D2 S2

[LilSo2P]
= s2sen2yyTpp

0 = 1o (QT[L“SOQP]SGH%COS% | rlLitSo2P] sen?(py — cos? @2)

cos 2902T1[31§1802P]

— PoSg COS Q@QT}[}’SHSOQP], (A.6)
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assim isso concluimos que

[LilSo2P]

$95en20p TEASO?F] _ ) cos 20, THESOPFT — (A7)

MNPy + P..) + 2u(P., + Sy2)

M(Pyylpr, 1, 2] + Pe[p1, i, 2]) + 2p1 Poz[p1, ¥1, 2]

+ RJEJIJISOQP M (Pyylp1, Y1, —2] + Pezpr, 1, —2]) + 2,U1R1£1131802P P..[p1,¢1, —2]

= TPI};ISOQP Ao yy[p2, Vo, 2] + P..[p2, 2, 2])

+ 20s(Tpp ™™ Poalpa, . 2] + Tpg ™ a2, 2. 2]). (A8)

Sabendo que j; = p1s: = 0, pois, s; = ¢ = 0, podemos escrever

)\1(Pyy[p1a U, 2] + P..p1,n, 2]) + RJEDISOQP )\1<Pyy[pla U1, —z] + Pa[p1, 1, —2])
= TPL;S&P Ao (Pyy[p2, V2, 2] + P.zp2, ¢, 2])
+ 2 (T}[DI—}IESOQP] zz [p27 ¢27 ] + T][DISSEISO2P] Pyz [827 ©Y2, Z]) (Ag)

Derivando (A.1) e substituindo em (A.9) temos
A <sen2w1 + cos? ¢1> N )\IR%SSOZP] (sen21/11 + cos? 1[)1>

b1 Y4
1S0 sen®1y + cos? {1902P] COS Sensy CoS
_ pjLiso2r]y < Uy %) o <T[L 1802P] ¢2) o < ©2 @2) .
b2 P2 S2
(A.10)
Agora, aplicando propriedades trigonométricas em (A.10) segue que
A [LilSo2P] Ao 2 plLilso2P] | 2 [LilSo2P]
—(1+ Rpp )= =+ =—cos’y | Tpp + sen2902T , (A.11)
p1 P2 P2
note que
A 2 _ 942 2
Moy —2s1) gy s (A12)
P1 P1 y41
A 2 2 252 20452
Az, 22 M2 cos? by = p2(p3 s3) n P25 cos2 s
b2 P2 P2 P2
_ p2ps _ 2ps53 20252 cos® iy
b2 P2 P2

2 s
= p2D2 — P “Zsen 1/)
P2

= papa — 2papasen’

= papa(l — 25@H2902)

= papa(cos? s — sen’(ps)

= PP COS 20y (A.13)
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M2 P2S§
—=sen2py = —=sen2py = PrSasenys. (A.14)
S9 S9

Isolando os termos sem coeficiente de reflexdo e transmissao obtemos

[Li1So2P]

—pip1 Ry p + papa COS (pgT]g}iISﬂP] + pQSQSen2<p2TJg§IS°2P] = pip1. (A.15)

A partir do que fora desenvolvido até agora, notamos que, as igualidades dadas
em (A.4), (A.7) e (A.15) dao origem ao sistema

cos Y REDL;} SOl cosahT ][DL]?S(QP] + sen, T’ Ej;ls‘)zp] = cosy
SQSGH@Z)QT}[;I}SSOZP] —  pgCOs 2902T1[3L511502P] = 0 ,
—pip1 R%Jijl ey P22 COS SOQTJ[DL;ISOQP] + /?2528€D2902T1[:I§1802P] = P
(A.16)
cuja equacao matricial é dada por
M[LilSoQP]A[LilsoZP] _ B[LilSoZP] (Al?)
cos Yy cos Uy sen¢; RIES02F] cos Yy
0 Sosenthy  —pocos 2y | | TEASOHT | = 0o |- (A.18)
[Li1S02P]
—p1P1 P2p2COS 2y pasasenyps /) \Tpg p1p1
cos Yy coS Y9 senys
MEiSe2P] 0 S9sen2yhy  —pg COS 209

—p1P1 P2P2 COS2ps  PaSasenp;

lLi1So2P]
PP
A[LilSo2P] _

TI[JI;1S02P]
Y
TI[DLSﬂsoQP]

cos Y
plLilso2P] _ 0

p1P1

det MILi1SO2P] _ (oo $98eN21)y  —Po COS 29
P2P2 COS 209 PaSaSen2ipy

0 —Pa COS 209
— COS o
—p1p1 P2Sgsen2p;

0 2
+ senyps 82801129 : (A.19)
—piP1  P2S2sen2p
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dai, partindo da Equagao (A.19) temos
det MIF1S02P] — (g (5 (pgsgserﬁd)gsen?wg + pgpg cos? 24,02) + p1p1p2sen2ys cos Py + p1p1Seseniy
= coS Y12 (S%SQD2¢QSGH2§02 + pg cos? 2(,02) + p1p1P2 COS Yy (cos 2¢9 +

= coS Y1 P2 (sgsen2wgsen2902 + p3 cos® 2902) + p1p1p2 COS Yy, (A.20)

Montando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguida por

algumas manipulacoes algébricas, obtemos

det M[LilSOQP]Adj I:M[LiISOZP]:I _

P2 (pg cos 29 + s%seanpg) P22 (sent)y cos 2y — cos asen2ps ) —Po COS g
P1P1D2 COS 2¢09 P1P1SENYy + P2Sg COS Prsen2p; P2 COS 1y COS 29
pP1P1S28en21)y P1P1 COS WYy — Paia COS P71 COS 29 S9 COS P15en2)y
(A.21)

Da (A.21) resulta que

TI[DI;ilsozP] — det MILiLS02P] A g5 [M[L11802P]] ) 0 (A.22)
[Li1S02P]
Tps prpi-

Finalmente, resolvendo a Equagao (A.22) segue

[LitSo2p] _ P2 CoS Y1 (ph cos”® 2ipp + s3sen2ipsen2ps) — p1pipa cos iy

R
PP P2 co8 1 (p3 cos? 2 + s3sen2ihgsenps) + p1p1p2 COS Yy
plLilSo2pP] _ 2p1p1p2 COS Py €OS 203
rr p2 cos 1 (p3 cos? 2y + s3sen2ipsen2p;) + pipipe COS Py
ilSo 2 2
TI[prgls 2P] p1S2P1 COS P1sen2i)y (A.23)

 pacos iy (p3 cos? 20, 4 s3sen2insen2py) + p1pips oSy

A.2 Interface Sélido 2 - Liquido 3 para Incidéncia P

INC = Plp, s, 2]
REF = REDL;:SO]P[Z?Q, Yo, —z] + REDS?LEP]S[S% ©a, —2]
TRA = Thp Plps, s, 2],
(A.24)

P, + S,

P, [an o, Z] + REDS;ZLBP]PZ [P2> o, —Z] + REDS?LBP] Sy [327 P2, —Z] = TJ[DSEQLBP]PZ [p3> s, Z]>

(A.25)
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Derivando a Equacao (A.24) temos

cos Py — cos 1/)2RE§;2L13P] + senchREDS?LBP] = cos 3T LS;,DQLBP]. (A.26)

Isolando os termos independentes dos coeficientes de reflexdo e transmissao,

concluimos que
cos @DQREDS;QLBP] — SengOQRE;’QLi?’P] + cos z/ngj[DSﬁzLigp] = cos 5. (A.27)

N(ZP’!/Z + Syy — SZZ>

2015 P, [pa, 2, 2] + 22 R ¥ P, [po, 1y, — 2]

+ ;LQRE:SgQLiSP](Syy[S?? $2; _Z] - Szz[32> ¥2; _Z])
= 2/,L3T][DS;2L13P] Pyz [pg, ’(pg, Z] . (A28)

Derivando a Equagao (A.24) e realizando as substitui¢oes necessérias, obtemos

sents cos Yo 1sen; cos ¥y

91 9, plSo2LisP
M D2 H2lrpp D2
; sen?yy — cos?
n M2REDS§2L 3P] ( P2 - ‘P2>
2

[So2Li3P] sent)z cos |3

= 2112 Tpp s ) (A.29)

sendo que puz = ,035% = 0, pois, s3 = 0. Portanto, ao isolar o termo independente e dividir

ambos os lados da equagao por sq, concluimos que
szseHQwQREIgzLi?’P] + po cOS 24,02R5§§2Li3P] = $95en21s. (A.30)

)‘(Pyy + PZZ) + QN(PZZ + SyZ)

Xo(Pyylp2; V2, 2] + Poz|p2, 2, 2]) + 2p2 Py [p2, ¢, 2]

+ QMQRE;QLBP] Syz [SQv Y2, — ]

3\, RlSo2LisP] - P _ (A31)
+ Aalvpp ( yy[p27¢27 Z] + zz[p27'€/}2, Z]) :
+ 2M2RE§1%2L13P] P..[p2, o, —2] + 2N2RE§§2L13PJ Sy:z[52, 02, —2]

= )\3T]LS](3)2L13P] (Pyy[p:‘w ¢3, Z] + Pzz[p37 w?n Z])

Derivando a Equagao (A.24) e fazendo as substituigdes necessarias em (A.31)

obtemos

02Li A 2 02Li 3 02Li
1+ RE;L BP]) <2 n 2H2COS wz) _ QuQWR[S 2Li3P] _ %TI[DSP% 3P] (A.32)

b2 b2 S2 Ps b3
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cos? 1y

D2

A
Note que (2 + 29 ) = paP2 COS 2¢9, assim como mostramos em casos
D2

analogos acima, dai, segue que

Papa OS2 + papa 08 20a R — pysasen2pa Rig ) = pypsThp 1), (A.33)
pelo que
— pP2P2 COS 2(,02RE§1(;2L13P] + pQSQSeH2g02RE:S»;2L13P] + p3p3T1£S£2Li3P] = pP2P2 COS 2@2 (A34)

De (A.24),(A.30) e (A.34) escrevemos o sistema matricial que segue.

cos 1y —sengy  costs) [ RIS oS 1y
S95en2 Pa COS 2009 0 RE’?LBP] = | sosen2iyy |. (A.35)
[So2Li3P]
— P22 COS 209 PaSosen2ys  P3P3 Trp P2P2 COS 201

Vamos computar o determinante da matriz dada em (A.35). Dal,

) Cos 2 0
det Mf[S02Li3P] _ oo Wy P2 P2
p2528€n20y  P3pP3

So98€en21y 0
+ sengpsq
—pP2p2COS 2 P3P3

Sosen? cos 2
+ cos 3 25en 22 b2 72 (A.36)
—pP2P2 COS 202 PasSasen2ps

det (MBS = 5y pyps cos s cos 2,
+ p3p3sesen2iosenys
+ cos s (pgsgseDngsenQ@Q + prg cos? 2g02)
= P9 COS Y3 (s%seangseanz + p3 cos® 2<p2)

S9 sen?
+ p3pPaps3 COS Yo (cos 209 + o2 ¥2 seng02>
Do COS Yo

= po COS Y3 (s%senZ@/)gsenZgoQ + p% cos? 2@2)
+ p3p3p3 €OS P, (A.37)

Formando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguida por algumas

manipulacoes algébricas, temos

det M[SoQLi?)P]Adj [M[SOQLBP]] _

P3P2P3 COS 209 P252 COS P3sen2py + p3pssenyy  —py COS 205 COS Y3
— P3S2p3sen2yy P2p2 COS 3 COS 209 + p3pP3 COS o S98en21Pg oS 3
pa(p5 cos? 29 + s3sen2io5en20y)  pasa(senidy cos 2y — cos Pasenips) Do COS Yy

(A.38)
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donde segue que

R[P§1032Li3p] Ccos wQ

REE;QLiSP] _ det MISO2LiBPIT Carso [ M[502L13P]] | sosen2yy, |, (A.39)
[So2Li3P]

I p2p2 COS 21

Portanto, a solucao de (A.39) é a seguinte

plSo2Lisp] _ P2 COS Y3(—p5 cos® 209 + s3sen2ihoseneps) 4 p3paps COS Py
P P2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3sen2yhpsen2py) + p3paps cos Py

plSo2LisP] _ 2papasasenihy cos 2y cos Yo
Ps P2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3sen2yhpsen2py) + p3paps cOs Py
o2Li 2 2 2
T][DSPQL 3P] _ . P2D5 ZOS o €08 2¢09 ( A 40)
p2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3senipsen2ps) + papaps cos Pa
A.3 Interface Sélido 2 - Liquido 3 Incidéncia S
[NC = 5[52790272]
REF = RSPy 4y, —2] + RSP Ss,, 0, —2]
TRA = TESY S plps s, 2], (A.41)

P, + S,

Sy[527 ©2, Z] + R?gzLi3S]Pz [p27 ¢27 _Z] + R§§2Li38]sy[527 Y2, _Z] = 5[‘33(’)2LBS]PZ[p37 ¢3> Z]7

(A.42)
Derivando a Equacao A.41 obtemos
seny, — cos w2R§§2Li3S] + sen¢2R§§2Li38] = cos ¢3T5[§§2L138], (A.43)

Dai, isolando o termo independente dos coeficientes de reflexdao e transmissao,

concluimos que
Ccos %R[SSS%BS] - sengpgR[SnggS] + cos 3T S[%’QLBS] = senys. (A.44)

(2P, + Syy — S:2)

2U2R§;2L138]Pyz[p27 w27 _Z] + MQ(Syy[S% P2, Z] - Szz[527 P2, Z])
+ MQR§§2L13S](Syy[827 ¥2; _Z] - 522[327 ¥2; —Z]) (A45)

= /~L3T£'SI;)2Ligs] Pyz [p37 w?n Z] .
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Levando em consideracao as equagoes dadas em (A.41) e, combinando-as com

a Equagao (A.45), temos

[So2Li3S
2Rsp Ip P, p2, 2, —2] + pa(Syyls2, @2, 2] — Szz[S2, p2, 2])
+ 2B (S 52, 02, —2] = Seals1, 02, =)
= &(sen 09 — cos” )
s
_ &(ZSGH(,DQ COS P2 R§122L138]
D2
+ ?(Serﬂ 02 — cos? ) RE98§2L13S]
2
_ H2 coS 29 — &SGDZ@1R§£2L13S]
52 D2
_ 2 s 2, RIS
s 55 (A.46)
= p28 p25 [So2Li3S]
N c0s 2(05 — ——2sen? wo RSP
52 b2
2
P25y €08 2609 Rgg;zm%]
82
52
= 59C0S 2Py — 786112%0 R[802L13S]
P2
— $9C08202 R SSgQLI:aS]
= Pg COS 209 — Sosen2po R 5122&35]
— pycos 2R SS§2L138]

= 0.

Isso demonstra que, para o cenario sélido-liquido, no qual a onda incidente é

do tipo S, a segunda equagao de continuidade assume a seguinte forma

[So2Li3S] SO2L13S]

Sosen2ps Rep + p1 cos 2pa RG —P2 COS 2¢s. (A.47)

)‘(Pyy + P..) +2u(P.. + SyZ)

A2RES*S;2L13S](Pyy [p2, Vo, —2] + P..[p2, 2, —2])
+ 20 Pz [p2, o, —2) RGp ) (A.48)
+ 2412(Syz[52, 2, 2])
+ 25 Rs S . [52, 0, 7]

= )‘3T1LS§2L13S]< Pyy[ps, 3, 2] + Pz[pa, i, 2])

+ 2usTHPSI P [y s, 2],
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como 3 = p;;s% = 0, pois, s3 = 0 segue que
[So2Li3S]
)\QRPS (Pyy[p%w%_z] +PZZ[p27w27_Z])
+ 242 P, [pa, o, —Z]RESZLBS]

+ 2p2(Sy:[52, @2, 2]) ; (A.49)

+ 2p2 RE:,SQJZLBS] SyzS2, P2, —2]

= N TSNPy [ps, s, 2] + Pu[ps, 3, 2])
e, portanto, simplificando (A.49) temos

A 2 o2Li
(2 + 2 cos? ¢2> R§P2L 3]
P2 P2

2 2 02Li
+ %(seng@ cos ) — %(sempg cos gog)R?SQL 5] (A.50)
2 2

)\ o2Li
= p—g(senwg + cos wg)TgD 2LisS]
3

Como mostramos em casos anteriores que

A 2
<2 + 2 o2 @/)2) = paP2 COS 2¢9

b2 D2
2 52
ﬂ(sen% COSp2) = &Selﬁsﬁz = mSelr12902 = p2Sasen2ips, (A.51)
S2 59 S9
Ao pa(p?—2s2 P2
A2 (P3 3)=p33=p3p3
p3 p3
podemos escrever
P2P2 COS 2@2RE§£QLBS] + papasen2py — P2P2SGH29023£~S§2L138] = ,03P3T5[~%2Li3s]‘ (A.52)

Finalmente, isolando o termo independente dos coeficientes de reflexdo e trans-
missao, concluimos que, no caso sélido-liquido em que a onda incidente ¢ do tipo S, a
terceira equacao de continuidade nos leva a seguinte equagao

[So2Li3S] S02Li39]

—papa cOS 2903 R p + p2p286n2<p2REgS + p3p3T£%2L13S] = poposen2yy.  (A.53)
dai segue que
COS Py —senyy  coss RE]IS%BS] senps
S98en2tg D2 COS 209 0 RE;QLBS] = | —pacos2ps |. (A.54)
[So2Li3S]
—P2aP2 COS 2y pasasen2yps  P3p3 Tsp p2p2sen2p;

Vamos computar o determinante dessa matriz. Assim, obtemos

. cOs 2 0
det M[S02Li3s] _ g Wy P2 P2
p2S2Sen2ys  P3p3

2 0
+ sengps SoSen2yz (A.55)
—pP2P2 COS 202 P3p3

So8€en21) P2 COS 209
+ cos Y3
—pPaP2 COS 209 PaSasen2po
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det (MB3238) — popops cos 1y cos 2,
+ p3pzsesen2irsenys
+ cos 3 (,028386112@/1256112902 + pgpg cos? 2g02)

= g COS U (s%senQ@Z)gsenQ@g + pg cos? 2902) (A.56)

S9 sen2
+ p3paps3 COS Yo (cos 29 + 22 ¥ sempg)
P2 COS Yo

= P9 COS Y3 (s%seangsenQQ@ + p3 cos® 2g02)
+ p3paps €OS Pa,

Formando a matriz de cofatores e realizando a transposicao, seguida por algumas

manipulacoes algébricas, temos

det Mg1Se2Li3s] Adj [ M[SoQLiSS]] _

P3P2P3 COS 209 P252 COS P3sen2py + pap3Senyy  —pa COS 2 COS Y3
— pP3Sap3sen2yy P22 COS WYy COS 20y + Paps COS Yo S98en21)g coS Y3
pa(p5 cos? 29 + s3sen2i)o5en20y)  pasa(senids cos 2y — cos Pasenips) Pa COS g
(A.57)

De (A.57) podemos escrever

S02Li38]
Rl
spP

Sens
R§§2Li38] — det MfISo2Li3S] Adj [ M[So2Li3S]] | —pacos2ps | ( A 58)
[So2Li3s]
Tsp p2ap2asen2ps
pelo que,
plSo2Liss] _ 2p289p9sen2(py cos 29 COS V3
SP =

 pacos U3(p3 cos® 20y + s3senunsen2py) + pspaps cos

plSozLiss) _ P2 Cos 3 (—p3 cos® 2y + s3senihasenps) — papaps COS s

5 - P2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3sen2isen2py) + p3paps cos Py
02Li 2 cos 19sen2
Té[s)zL 38] _ P252P2 asen2epy (A.59)

P2 cos 3(p3 cos? 2y + s3sen2insen2ps) + papaps cos Py

As equagbes de Zoeppritz nos casos de solido 2-liquido 1, com onda incidente
P e S, é calculada da mesma forma que no caso de sélido 2-liquido 3, simplesmente

substituindo ps, ps e 13 por py, p1 € ¥y, respectivamente.
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APENDICE B — A conservacio de energia

B.1 Interface Liquido 1 - Sélido 2

2
p2 €08 11 (P3 cos” 25 + s35en21)95en2¢05) — P1P1P2 COS Yo

p2 €08 11 (P3 cos? 25 + s3sen2thosen2py) + p1p1pPa COS Yo
2p1p1p2 €OS Py COS 209

p2 €08 Y1 (p3 cos? 29 + s3sen2insen2ps) + p1pipPe COS Py
2p152p1 cOS Prsen2iy

p2 cos 11 (p3 cos? 2, + s3sen2ihysen2yp;) + prp1pz €O Yo

[LiSoP]
EREF(P) =

pILiSoP] _ P2P2 COS [
TRAM) T p1py cos

plLiSoP] P252 COS P2
TRAS) p1P1 COS Py

2

(B.1)

B.1.1 Primeira regiao de incidéncia

2

2 N
L P2P2cOS Yy ‘T[L&ﬂ ~1. (B.2)

2 p282CO8 py )T[LiSo]
p1P1 COS Yy Br

p1P1 COs Y bs

LiSo
Ry

Da Equacgao (B.2), temos o denominador,

2
’P2 cos 11 (p5 cos” 2y + s5sen2¢asenipy) + p1p1ps Cos 1/12} : (B.3)

Da Equagao (B.2) o numerador é dado por
2
‘02 oS 1 (Pg cos” 2¢y + S%SQHQ%SGHQ%) — P1P1p2 COS ¢2|
n pPap2 €COS Py

p1P1 cos Yy
P252 COS Y2

p1P1 COs Yy

(2p11p2 cO8 4Py COS 2¢p5)? (B.4)

(2p159p1 cos Pysen2yy)”.

Podemos manipular algebricamente a Equacao (B.4), dai, obtemos
2

‘;02 cos 1y (p5 cos” 2 + shsen2yasen2ps) + p1p1pa CoS 1/)2’

— 4p1pap1p2 €OS Py COS Py (pg cos” 2y + sgsen2¢25en2<p2)

+ 4p1pap1p2 cos Py cos Pop; cos” 2 (B.5)

52 sen?2q)
+ 41 pap1pa €OS Py €OS Py (pz COS P2 2)

2
= |P2 cos 1y (p5 cos” 205 + shsen2unsen2ps) + p1p1pa COS %‘

O resultado dado em (B.5), junto ao fato de que
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s3 sen?2yy S5 2sent)g cos Yy
= —= CO0S pgsen2YPy —— =
P2 o8 Uy P2 oS Uy
3
S
= 2 cos pasen2hy2sent)y
P2

2 52
sysen2i(2 cos <P2PQSGH¢2) ’ (B.6)

= s55en21p5(2 cos o 2sempg)
D2

= 525602105 (2 cos pasenys)

= sgseHQwQSeHQ@
nos permite concluir que
[LilS02P] [LilS02P] [LilS02P]
EREF(P) + ETRA(P) + ETRA(S) =1 (B.7)

B.1.2 Segunda regido de incidéncia

| p2cos i (ph cos® 20y + 12s3sen)s| cos Py|sen2eps) — ip1p1pa| cos Py 2

| pa cos (p3 cos? 2y + 12538en1)s| cOS Wa|sen2ips) + p1p1pai| cos |
4ip159p1 cOS 1P | cOS g |senty

LilSo2P
EI[E{EF(CI)D) ]

plLi1So2P] P252 COS P2

TRAGS) " pipycosahy | pa cos by (p3 cos? 20, + 12s3sen1)y| cos s |sen2ws) + prp1pai| cos |
(B.8)
Na segunda regiao temos,
is0] |2 82 COS P2 | [LiSo] |2
RlLiSell” | P252CO8Pa ‘T[ — 1. B.9
Rl e (B.9)

O denominador é dado por (B.3) e o numerador da equagao (B.9) é dado por

. . 2
’P2 cos Yy (Pg cos’ 209 + z2s§sem/z2| cos g |sen2py) — ip1p1pa| cos wzH

B.10
P2y T8 (4ip15ap1 cos 1| cos 1y |sen¢2)2 ( )
p1p1 COS Yy
A Equagao (B.10) pode ser reescrita da seguinte forma,
(pap? cos 1y cos® 2p5)?
+ (2 cos 11 2535ent| cos Pp|sen2py — ip1p1pa| cos Pn)? (B.11)
P22 B8 2 1602 523 cos® | cos® dhfsen’ups.
p1P1 COS Yy
Fazendo algumas manipulagoes algébricas em (B.11) segue que
(pap3 cos iy cos® 2p7)?
+ (p2 cos Py 2s7sents | cos alsen2ps — pypipa] cos gal)?
P252 COS P2 (B.12)

1602537 cos® ¢y | cos? iz |sen®ehy
p1p1 Ccos Yy

2
= ‘;02 cos 1y (pj cos® 2pa + 2s3senthy| cos Pa]sen2eps) + p1p1pa| cos s H :
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O resultado na Equacao (B.12) é dado pelo fato de que
16259 cos gogplplsg cos @Z)lsen2¢2| cOoS Vo |2 = 8p252 COS g02p1p1332 Cos ¢1sen¢gseng@2%| COS g |2
2
= 8/71/)21?1]925% cos Psen2¢pasents| cos ¢2|2
(B.13)
e também

(p2 cos w12s§senw2\ cos Po|sen2¢py) — p1p1p2| cos w2|)2
= (pa cos Y1 2s35embs| cos Yalsen2ps) + p1pipa| cos Pal)?. (B.14)
— 8p1p2p1P2 Sg cos Y1sen2posents| cos 1y |2

Isso prova que o denominador e o numerador da Equagao (B.9) sdo iguais.

Entao, concluimos que

[Li1S02P] [Li1S02P]
EREF(P) +ETRA(S) =1 (B.15)

B.1.3 Terceira regido de incidéncia

2

P2 cos 1 (p3 cos? 20y — s3|sen2insen2ips|) — ipypipa| cos vy| _1 (B.16)

E[LiSo] :
p2 cos 1y (P} cos? 29 — s3|sen2iasen2ips|) + ip1p1p2| cos o]

REF(P)

B.2 Interface Sélido 2 - Liquido 3 para Incidéncia P

2
P2 cos 3 (—p3 cos? 205 + s3senipsenipy) + papaps cos Py

P2 €08 P3(p3 cos? 2y + s3sen2ihpsen2ips) + p3paps cos Uy

[So2Li3P]
EREF(P) =

2papaSasen2i)y cos 29 COS Y3

[lS02Li3P] S2 COS P2
P2 cos P3(p3 cos? 2py + s3sen2ynsen2py) + pzpaps cos Yo

REF() T s cos

2

22 €08 1y cOs 20 (B.17)

P2 cos P3(p3 cos? 2y + s3sen2ynsen2ps) + papaps cos Yo

plSo2Li3P] _ P3P3 COS V3
TRA(P) p2p2 COS Py

02Li3P1|2  S3COS 02Li3P1|? COS 02Li3P1|2
‘Rggsz SP]‘ L 53C0S¥a ‘REDSS% 3P]‘ " P3P3 COS Y3 ‘TI[DSPQL 3P]‘ ~ 1.
P2 COS g p2p2 COS Py

Notamos que em (B.18) o denominador é dado por

2
’/)2 cos P3(p5 cos” 2y + s5sen2¢asenipy) + P3paps COS ¢2} (B.18)

’

e o numerador é
2

|2 cos 13 (—p3 cos® 203 + shsen2ihasenipy) + pspaps cos |
S9 COS P2
D2 COS 9
n p3P3 COS Y3

p2p2 COS Py

(2p2pasasen21y cos 25 cos P3)? (B.19)

(2215 cOs Py oS 202
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Fazendo algumas manipulagoes algébricas na Equacao (B.19), temos
2
|2 cos s (p3 cos” 25 + sysen2psen2ps) + pspaps cos Y|
— 4py cos P33 cos® 2pq( py oS 3s55en2thgsen2(ps + p3paps cOS Ys)
+ 4p§p23256n¢gsen2@/)g cos? Y3 cos? 2(p9 €OS Yo

+ 4pap3paps €O Y3 cos Paps cos® 2,

2
= |p2 cos P3(p3 cos® 20y + s35en29hpsen2ipy) + p3pPaps COS ¢2‘ (B.20)
Isso prova que,
So2Li3P So2Li3P So2Li3P
EIE{EF(P) I EIE{EF(S) he E[TRA(P)] =1 (B.21)
B.3 Interface Sélido 2 - Liquido 3 para Incidéncia S
fplSo2Lias] _ P2€C0S (0 2pa82p2sen2pa oS 23 COS Y3 ?
REF(P) 59 COS (g | pa €OS P3(p3 cos? 29 + s38en2t9sen2ps) + pP3pap3 COS Py
plSo2Li3s] _ | P2 COS 3(—p3 cos® 2py + s3sen2ihasenpy) — p3paps COS s ?
REF(S) p2 cos P3(p3 cos? 2y + s3sen2ypsen2py) + papaps cos Yo
[So2Li3s] _ P3D3 COS 3 22592 COS asen2¢py ? B.99
ETRA(P) = 2 2 2 ( : )
P182 COS Pa | pa cOs P3(p3 cos? 29 + s3sen2ihasen2py) + pspaps COS oy
B.3.1 Primeira regidao de incidéncia
COS i35]|? 351 |2 coS oLil 2
y2) o ’R§£QL 35]‘ n ‘RgsgzL 38]‘ n P3P3 V3 ‘TSDL] 1 (B.23)
S92 COS P2 P2S52 COS Yo
Portanto, pela Equagao (B.23), vemos que o denominador é
2
|2 cos 13 (p3 cos® 25 + shsen2ehpsen2eps) + pspaps cos ol (B.24)
e o numerador na Equagao (B.23) é
P2 COS Uy 5
—————(2paS2pasen2py cos 2pq cos P3)
S9 COS P2
2
+ ‘pg cos Yy (—p3 cos® 20y + s2sen2th9sen2ipy) — pPaPaps COS wg‘ (B.25)

CcoS
I P3P3 3 (

22592 COS Ppsen2ipy ).
P252 COS P2
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Fazendo manipulagoes algébricas na Equagao (B.25), obtemos
2
|2 cos (P cos” 25 + sysen2ihpsen2ps) + papaps cos Y|
— 4py cos 3555en2thgsen2s; ( py oS P33 cos? 29 + p3paps COS P3)
+ 4p332pgsen@/}22 coS g cos? 29 cos? P3sen2ps

+ 4pap3papsSap22senthy cos g CoS Pasen2py
= |P2 cos 3 (p% cos” 299 + s%senQ%sechpz) -+ p3p2ps COS ¢2‘2 (B.26)

Isso conclui que o denominador ¢ igual ao numerador, pelo que obtemos

S02Li38 So2Li38 So2Li38
E%{EF(P)] + EIE{EF(S) = E[TRA(P)] =1 (B.27)

B.3.2 Segunda regido de incidéncia

2

plso2Liss] _ ip3pap3| cos a| + pg cos 3(p3 cos? 2y — 2is3| cos Py|senibosen2ips)
REF(S) ip3p2p3| cos a| + pg cos 3(p3 cos? 2y + 2is3| cos Py|senihosen2ips)

E[So2Li3S] __ P3Ps3 COS 3 4ipysapa| cos Palseney cos o

TRA(P)

 p182.C0S @3 | ip3paps| cos o] + pa cos Y3 (p cos? 20y + 2is3| cos s |sentosenips )
(B.28)
A conservacao de energia agora esta garantida por
o2Li 2 COs o2Li 2
‘Rgss 2L SS]‘ n P3P3 V3 ‘TSE 2L 35]‘ 1 (B.29)

P2S52 COS P9

Por conseguinte, vemos que o denominador da Equacao (B.29) é dado na

Equacao (B.24). O numerador é,

. . 2

]@p3p2p3| cos U] + pa cos V3 (p3 cos® 2py — 2is3| cos 1y \sen@/)gsen&pg)‘

n pP3P3 COS Y3
P252 COS Q2

(B.30)
(4ipasapa| cos Pa[senyps cos 902)2 .

Reescrevendo a Equacao (B.30) temos

. . 2

!zp3p2p3| cos Y| + pa cos s (p5 cos? 2, — 2is3| cos wg\senwgsechpQ)‘

, P3Ps c0s V3
P282 COS Pg

. . 2
= [ipapaps| cos Y| + py cos Y3 (p5 cos® 20 — 2is3| cos Yolsentbosen2¢py )|

22,2 .2 2 2
165555 €os™ Pha[senpy cos™ pg

(B.31)

+ 162 p352p5p3 08 P3| cos” h|sen®ipg cos g
= |ipspaps| cos s| + ps cos 1/13(p§ cos? 2, + 22’53\ oS a|senthysen2¢s) |2.
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Portanto, o resultado dado em (B.31) segue pelo fato de que

|ipspaps| cos Wa| + pa cos i (pj cos® 2y — 2is3| cos Py[sentysenips) [
= (p2 cos3p; cos® 2p2)” + (p3paps| cos | — 2ps cos 1383| cos s [senipasen2ep,)?

(B.32)
= (p2 cos3p3 cos® 2p2)” + (p3paps| cos | + 2ps cos 1383| cos o [senibosen2ep,)?
— 8p2p3Pa3Ss cos P3| cos® g |sen2posenty
Além disso, pela Lei de Snell, escrevemos
16p2352p3p3 €O 13| cos” 1ha|sen’ g cos
s
= 8pap3papssy cos Ps| cos? 1y |2sen?? cos cpgp—Q cos 1y, (B.33)
2

= —8pap3pap3ss cos | cos® Pylsen2pysenty

Entao, na Equacao (B.32), provamos que o denominador e o numerador da

Equacao (B.29) sao iguais, donde obtemos

[So2Li3S] [So2Li3S]
Erpr(sy + Errap) = 1 (B.34)

A conservagao de energia nos casos de solido 2 - liquido 1, com onda incidente
P e S, é calculada da mesma forma que no caso de sélido 2 - liquido 3, simplesmente

substituindo ps, p3 e 13 por py, p1 e Yy, respectivamente.
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