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Resumo

Nesta tese de doutorado, inicialmente introduzimos os espaços de modulação-Lorentz e

obtemos algumas propriedades algébricas, propriedades de inclusão com espaços clássicos,

interpolação e ação de alguns operadores sobre tais espaços, com destaque para os ope-

radores do tipo composição. Em seguida estudamos a existência e unicidade de soluções

nesses espaços para uma classe de equações elípticas não-lineares em todo R
n, onde as

não-linearidades dependem da solução u e seu gradiente via a composição com uma função

g. Exemplos de não-linearidades que vamos cobrir são uρ, |u|ρ, |∇u|ρ, entre outras funções

de u satisfazendo condições em suas séries de potências ou do tipo Lipschitz. Em particular,

valores grandes de ρ serão cobertos. Além disso, obtemos algumas propriedades para as

soluções, isto é, dependendo dos dados, soluções podem ser distribuições homogêneas,

radialmente simétricas ou positivas.

O segundo problema trata-se de um problema de fronteira no semi-espaço R
n
� para uma

classe de equações elípticas não-homogêneas com condições de fronteira não-lineares. Dentro

do domínio há uma ação de uma não-linearidade que depende de derivadas fracionárias.

Obtemos resultados de existência, unicidade, regularidade e simetria via uma abordagem

não-variacional que consiste em um argumento de contração em espaços do tipo Chamin-

Lerner definidos a partir dos espaços de Fourier-Besov e espaços fracionários do tipo

Fourier-Sobolev. Assim, os resultados fornecem uma nova escala de espaços no contexto de

EDPs elípticas, a qual nos leva a novas classes de soluções, potenciais e termos forçantes,

bem como cobrem potências super-críticas na fronteira e no interior do domínio.

Palavras-chave: Equações elípticas não-lineares; Existência de solução (Equações dife-

renciais parciais); Regularidade (Equações diferenciais parciais); Espaços de modulação-

Lorentz; Espaços de Fourier-Besov.



Abstract

In this doctoral thesis, we introduce the modulation-Lorentz spaces and give some algebraic

properties, inclusions with classic spaces, interpolation and the action of some operators on

those spaces, with emphasis on composition-type operators. Then we study the existence

and uniqueness of solutions in those spaces to a class of nonlinear elliptic equations in R
n,

where the nonlinearities depend on the solution u and its gradient via the composition

with a function g. Examples of nonlinearities that we are going to cover are uρ, |u|ρ, |∇u|ρ,
among other functions of u (and its gradient) satisfying conditions in their power series

or of Lipschitz-type. In particular, large values of ρ are covered by results. Moreover,

we obtain some properties of the solution, that is, it can be an homogeneous, radially

symmetric or positive distribution, depending on the data.

The second problem considered by us is a boundary value problem in the half-space R
n
� for

a class of nonhomogeneous elliptic equations with nonlinear boundary conditions. Within

the domain there is an action of a nonlinearity that depends on fractional derivatives. We

obtain results on existence, uniqueness, regularity and symmetry via a non-variational

approach that consists in an argument of contraction in spaces of Chamin-Lerner based

on spaces of Fourier-Besov and fractional Fourier-Sobolev types. Thus, the results provide

a new scale of spaces in the context of elliptic PDEs, which leads us to new classes

of solutions, potentials and forcing terms, as well as cover super-critical powers on the

boundary and interior of the domain.

Keywords : Nonlinear elliptic equations; Existence of solution (Partial differential equa-

tions); Regularity (Partial differential equations); Modulation-Lorentz spaces; Fourier-Besov

spaces.
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Introdução

O estudo de equações diferenciais parciais elípticas e de problemas elípticos

com condições de fronteira não-lineares são amplamente estudados devido ao seu grande

interesse matemático em si e a suas aplicações em várias áreas da ciência. Esta classe de

equações tem sido abordada por meio de diferentes técnicas, por exemplo, mencionamos

os métodos variacionais que tem um papel histórico de destaque (veja, e.g., [43, 48,55]).

Nesta tese, estudaremos dois problemas elípticos não-lineares não-homogêneos

sendo um definido em todo o espaço R
n e outro um problema de valor de fronteira (P.V.F.)

no semi-espaço R
n
�. Pontuando em uma perspectiva geral, utilizaremos uma abordagem

não-variacional onde o estudo de existência e propriedades qualitativas são realizados

com base na seguinte tríade: formulação integral baseada nas correspondentes funções de

Green; espaços funcionais críticos; e argumentos de contração. Tal tipo de abordagem foi

utilizada em [16], [25] e [26] para estudar soluções de certas classes de problemas elípticos

não-homogêneas em todo o espaço R
n.

Para problemas de valor de fronteira (P.V.F.), este tipo de abordagem foi

utilizada em [23] para obter existência e unicidade para a equação de Laplace no semi-

espaço R
n
� com uma condição de contorno de Robin super-crítica (em relação a métodos

variacionais). Em [12,13], para estudar P.V.F. não-homogêneos em R
n
� do tipo$&% �∆u � A1u

ρ � V1u , em R
n
�

B1

Bu
Bη �B2u � gpx1q � V2px1qu� A2u

q , em R
n�1,

(1)

os autores consideraram os espaços PMa � tu P S 1pRnq : û P L1
locpRnq, ess sup

ξPRn

|ξ|a|ûpξq|  
�8u e utilizaram a transformada de Fourier nas n� 1 primeiras variáveis para desenvolver

uma formulação integral equivalente do problema. Aqui, inspirado por [12, 13], vamos

utilizar esse argumento para obter uma formulação integral para o P.V.F. que estudaremos.

Em nosso primeiro problema, consideramos a seguinte classe de equações

elípticas não-lineares

p�∆qα
2 u � V pxqu� gpu,∇uq � f , em R

n, (2)

onde p�∆qα
2 é o Laplaciano fracionário, g : R�R

n ÝÑ R é uma função satisfazendo certas

condições e que indica o perfil não-linear de (2), e o potencial V e o termo forçante f são

dados que podem ser funções singulares, por exemplo, singularidades de power-type.

Inicialmente iremos estudar funções g dependentes apenas de u, porém iremos

também considerar casos de (2) com g dependendo de ∇u. Alguns exemplos de não-

linearidades que iremos tratar são uρ, u|u|ρ�1, |u|ρ e |∇u|ρ e funções gpuq satisfazendo
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gp0q � 0 e certas condições em suas séries de potências, ou um certo tipo de regularidade

no espírito Lipschitz. Em particular, valores grandes de ρ serão cobertos.

No estudo de (2), introduzimos um tipo de espaço de modulação baseado

na norma dos espaços de Lorentz, a saber os espaços de modulação-Lorentz (inspirados

naqueles espaços de Feichtinger [21]), detalhes mais abaixo), que denotaremos por Mp,r
q,s .

Esses espaços nos permitem considerar potenciais V e termos forçantes f singulares e

obter propriedades para as soluções como invariância sobre rotações e positividade, desde

que tenhamos f e V com as mesmas propriedades.

Espaços de modulação foram inicialmente introduzidos por Feichtinger em [21],

assumindo integrabilidade para a transformada de Fourier de distribuições temperadas.

Seu apelo é devido ao fato de que eles podem efetivamente capturar a concentração de uma

distribuição de tempo-frequência. Os espaços de modulação são baseados nos espaços de

Lebesgue ou Fourier-Lebesgue, porém eles são mais flexisíveis na medida em que permitem

um controle separado da regularidade local e do decaimento no infinito de uma função,

para mais detalhes veja [22,32]. Os espaços de modulação M s
p,q são um caso particular dos

espaços de modulação-Lorentz quando p � r e mostraremos que várias de suas propriedades

básicas também são válidas para Mp,r
q,s com os ajustes necessários.

Para α � 2, f � 0 e não-linearidades do tipo u|u|ρ�1 em (2), temos a equação

�∆u � V pxqu� u|u|ρ�1 , em R
n, (3)

a qual tem sido abordada em vários trabalhos, em diferentes tipos de domínios, princi-

palmente usando-se espaços de Sobolev e uma abordagem variacional, os quais levam a

restrição 1   ρ ¤ n� 2

n� 2
; veja, por exemplo, [3, 17–19] (e suas referências) onde os autores

consideram potenciais do tipo Hardy.

Para 1   ρ   8 com ρ � n� 2

n� 2
, se considerarmos V � 0 em (3), usando

identidades do tipo Pohozaev mostra-se que a equação não possui soluções positivas

em H1pRnq (ver [15, pág. 514]). Quando considera-se o caso crítico variacional, isto é,

ρ � n� 2

n� 2
existem soluções positivas em D1,2pRnq para n ¥ 3 e nos casos n � 3, 4

essas soluções não pertencem a H1pRnq. Além disso, em domínios suaves limitados e

estrelados temos a existência de soluções positivas em H1 se, e somente se, ρ é subcrítico

1   ρ   n� 2

n� 2
. Esses resultados motivam o estudo da equação não-homogênea (2) que

cubram em particular potências super-críticas. De fato, obtemos resultados para (2) em

todo range 2 ¤ ρ   8 e, mais geralmente, para não-linearidades gpuq podendo ter diversos

tipos de crescimento, tais como, crescimentos exponenciais.

Em [16], os autores estudaram a equação não-homogênea

Lu � uρ � V pxqu� fpxq , em R
n, (4)
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onde L pode ser uma classe ampla de operadores do tipo multiplicadores de Fourier.

Exemplos do operador L são o menos Laplaciano, biharmônico e operadores de ordem

fracionária. Eles consideraram (4) em espaços de pseudomedidas PMa, assumiram ρ inteiro

com ρ ¡ n

n�m
, onde m é a ordem do operador L, e cobriram casos em que f e V têm

infinitas singularidades, mudam de sinal, oscilam no infinito e são medidas. Por sua vez,

em [26], estudou-se a existência de soluções para a equação

�∆u � u|u|ρ�1 � V pxqu� fpxq , em R
n, (5)

uÑ 0 quando |x| Ñ 8,
com n ¥ 3 e ρ ¡ n

n� 2
, nos espaços Hk � tu mensurável : sup

xPRn

|x|k|upxq|   8u. Os

espaços PMa, Hk e os espaços de modulação-Lorentz não possuem uma relação de inclusão,

o que nos permite considerar classes de V e f diferentes daquelas em [16,26].

Em conexão com o problema (2), a presença de termos não-lineares envolvendo

o gradiente introduz novas dificuldades quando combinados com domínios ilimitados, pois

impedem o uso de várias técnicas tais como teoria de Leray-Schauder, métodos variacionais,

argumentos de compacidade, teorema do ponto fixo de Banach em espaços de Sobolev,

entre outras técnicas e argumentos. Em [51], usando um argumento de sub-super solução

combinado com um de perturbação, os autores mostraram existência de soluções inteiras

para o problema

�∆u� hpxq|∇u|ρ � bpxqgpuq , u ¡ 0 em R
n,

onde lim
|x|Ñ8

upxq � 0 e ρ P r1, 2q, em um espaço de funções localmente Holder contínuas.

Como observado em [11] e [34], frequentemente, o uso de técnicas baseadas em princípios

do máximo requerem que a não-linearidade g cresça no máximo quadraticamente com

relação ao gradiente. Por exemplo, tal restrição aparece nos trabalhos [2, 6, 14, 39] mas

foi contornada em [40] para o caso de uma equação logística com |∇u|ρ, ρ ¡ 1, em

domínios limitados, combinando métodos de bifurcação e C1-estimativas a priori. Para

mais resultados sobre problemas elípticos com não-linearidades envolvendo o gradiente,

veja [29,52] e suas referências. Em nossos resultados, além de abordar (2) via um argumento

de contração e o framework dos espaços de modulação-Lorentz, conseguimos cobrir o caso

α � 2 com não-linearidades |∇u|ρ para 2 ¤ ρ   8, veja (3.19) e Teorema 3.18, página 95.

Em nosso segundo problema, consideramos a classe de equações elípticas não-

lineares com condições de contorno de Neumann não-lineares$&% �∆u � K1pBβuqa , em R
n
�

Bu
Bη � V px1qu�K2u

b � fpx1q , em R
n�1,

(6)

onde u é definida em R
n
�, vamos indicar u � upx1, xnq com x1 P R

n�1 e xn ¡ 0 , n ¥ 3, η é

o vertor normal exterior a fronteira de R
n
�, K1, K2 são constantes e Bβ é definido a partir



Introdução 15

da transformada de Fourier nas n� 1 primeiras váriáveis como

pBβuq^px1, xnq � p2π|x1|qβppuqpx1, xnq.
Analisaremos a existência e unicidade de soluções para (6) em um espaço do tipo Chamin-

Lerner baseado nos espaços de Fourier-Besov. Aqui investigaremos também a regularidade

da solução obtida, e buscaremos condições para que a solução obtida pertença a certos

espaços de Fourier-Sobolev H1,s, o que naturalmente fornecerá mais regularidade para a

solução. Provaremos também que a solução obtida possui a propriedade de invariância

em relação a rotações em torno do eixo txn � 0u. Cabe também pontuar que trocando a

condição de fronteira de Neumann pela condição de fronteira de Robin podemos, atráves

do mesmo método, provar a existência e unicidade de solução do problema (6). Os espaços

de Fourier-Besov, bem como algumas de suas extensões (e.g., espaços de Fourier-Besov-

Morrey), têm sido utilizados na análise de alguns modelos em dinâmica dos fluídos e

equações parabólicas (veja, e.g., [4, 27,35,36,38,41] e suas referências).

Como mostrado em [35], os espaços de Fourier-Besov FBa
p,q são equivalentes aos

espaços PMa quando tomamos p � q � 8. Note também que o P.V.F. (6) com β � 0 é

equivalente ao P.V.F. (1) com V1 � 0. Então, nessas condições nossos resultados estendem

aqueles de [13] e cobrem novas classes de potenciais e termos forçantes.

Problemas envolvendo potenciais e não-linearidades tanto na fronteira quanto

dentro do domínio vem sendo amplamente estudados. Por exemplo, em [10], os autores

estudaram o P.V.F. $&% �∆u � auρ , em R
n
�

� Bu
Bxn � buq , em R

n�1,
(7)

onde n ¥ 3, a ¥ 0, b ¥ 0, ρ � pn� 2q
pn� 2q e q � n

pn� 2q , e descreveram todas as soluções

não-triviais e não-negativas. Para o caso b � 0 e 1   q   n

n� 2
, Hu em [33] provou que

(7) não possui soluções clássicas não-negativas. Em [23] os autores abordaram o P.V.F.$&% �∆u � 0 , em R
n
�

Bu
Bη � λu � u|u|ρ�1 � fpxq , em R

n�1,
(8)

onde através de argumentos de ponto fixo nos espaços D1,ppRn
�q X LqpRn

�q foi mostrada a

existência de solução e propriedades como positividade, homogeneidade e invariância em

relação a rotações em torno do eixo txn � 0u, dependendo das propriedades de f . Em [1],

de Almeida e Lima estenderam os resultados de [23] para o framework dos espaços de

weak-Morrey.

Em comparação com a literatura existente, consideramos um problema em R
n
�

com uma não-linearidade envolvendo uma derivada fracionária e obtemos uma teoria de
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existência e unicidade em uma nova escala de espaço no contexto de EDPs elípticas, os quais

carregam uma noção diferente de regularidade. Além disso, os resultados fornecem novas

classes de soluções, potenciais e termos forçantes, bem como cobrem casos de potências

super-críticas na fronteira e (quando β � 0) no interior.

Esta tese está organizada como segue. O Capítulo 1 é composto por preliminares

contendo definições, conceitos e alguns resultados prévios necessários ao desenvolvimento

do texto. Nele são relembrados definições e notações de espaços de Lebesgue e algumas

ferramentas básicas como a convolução e a transformada de Fourier. Apresentamos também

as definições e propriedades dos espaços de Lorentz e Lp-fraco que são relevantes para o

estudo dos espaços de modulação-Lorentz. Relembramos a classe de Schwartz a partir da

qual pudemos definir e estudar propriedades das distribuições temperadas, do Laplaciano

fracionário e dos multiplicadores de Fourier. São definidos também os espaços de Besov,

usando a decomposição de Littlewood-Paley (Seção 1.7), que são úteis por sua relação

com os espaços de modulação. Finalmente, na última seção são relembrados os espaços

de Fourier-Besov, FBs
p,q, a partir do qual definiremos o espaço que será utilizado para

analisar o P.V.F. (6). Nesta mesma seção, apresentamos algumas propriedades dos espaços

do tipo Fourier-Sobolev fracionário H1,s, onde estudaremos a regularidade da solução.

O Capítulo 2 é dedicado à definição e estudo de propriedades dos espaços de

modulação-Lorentz. Para definir esses espaços é necessário a definição de um operador de

decomposição k, usando a transformada de Fourier e uma partição da unidade obtida

com translações de uma função suave. São provadas inclusões contínuas entre os próprios

espaços de modulação-Lorentz, propriedades álgebricas do espaço e uma inclusão do tipo

Sobolev (Seção 2.1). Em seguida, apresentamos estimativas para alguns operadores, tais

como o operador convolução e o operador dilatação, e apresentamos um resultado de

interpolação complexa para os espaços Mp,r
q,s (Seção 2.2). Mostramos também a relação

entre os espaços de modulação-Lorentz e alguns espaços clássicos como os espaços de

Besov (Seção 2.3). Finalmente, na Seção 2.4, estudaremos a ação do operador composição

f ÞÑ gpfq para dois casos, o primeiro para funções g pertencentes a classe Lipµ e o segundo

para funções g que podem ser escritas como séries de potências. As estimativas obtidas

nesta seção serão importantes para obter estimativas da formulação integral e então os

resultados de existência e propriedades qualitativas de soluções de (2).

No Capítulo 3, apresentamos o estudo da equação (2). Iniciamos o capítulo

fazendo uma análise de escalonamento para a equação (Seção 3.1). Em seguida, enunciamos

dois resultados de existência e unicidade obtidos para (2), além disso mostramos que as

soluções obtidas dependem continuamente dos dados f e V (Seção 3.2). Na Seção 3.3,

apresentamos lemas com estimativas linerares e não-lineares nos espaços de modulação-

Lorentz necessários para a demonstração dos resultados. De posse dessas estimativas,

provamos os dois resultados mencionados acima (Seção 3.4). Para finalizar, nas duas
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últimas seções, são estudadas algumas propriedades das soluções obtidas e analisamos

separadamente alguns casos particulares de (2) com não-linearidades g de interesse no

estudo de EDP’s elípticas não-lineares.

Finalmente, no Capítulo 4 apresentamos a análise do P.V.F. (6). Inicialmente

utilizando a transformada de Fourier, obtemos uma formulação funcional para (6), bem

como definimos e obtemos algumas propriedades dos espaços do tipo Chemin-Lerner

Lr
dFB

s
p,q. Na Seção 4.1, apresentamos a análise de escalonamento para (6). Em seguida,

enunciamos os resultados de existência, unicidade e regularidade. Para o estudo da regula-

ridade definimos o espaço H1,s
d (Seção 4.2). Em seguida, provamos algumas estimativas

preliminares nos espaços Lr
dFB

s
p,q e H1,s

d (Seção 4.3). Nas duas últimas seções, apresentamos

as demonstrações dos primeiros resultados enunciados e um resultado de simetria axial.
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1 Preliminares

Neste capítulo introduziremos alguns espaços de funções e propriedades básicas

que serão importantes na demonstração dos resultados principais dessa tese. A teoria de-

senvolvida nesse capítulo foi tirada principalmente de [49] e [31] que podem ser consultados

para mais detalhes. Outras bibliografias que foram utilizadas serão citadas em cada uma

das seções.

1.1 Espaços Lp, a Transformada de Fourier e as funções Beta e

Gamma

Várias propriedades de funções podem ser estudadas a partir da integrabilidade.

Por isso é importante estudar os espaços de Lebesgue, o qual denotamos por Lp, que é

formado por funções cujo módulo elevado a p é integrável. Nesta seção daremos a definição

formal dos espaços e enunciaremos algumas propriedades.

Definição 1.1. Seja pX,M, µq um espaço de medida e 0   p ¤ 8. O espaço Lp �
LppX,M, µq é o conjunto de todas as classes de µ-equivalência de funções reais M-

mensuráveis f tais que |f |p é integrável com relação a µ sobre X. Em Lp definimos

‖ f ‖p�
�»

X

|f |pdµ

 1

p

, se 0   p   8
e

‖ f ‖8� ess sup|f | � infta ¥ 0;µptx P X; |fpxq| ¡ auq � 0u , se p � 8.

Exemplo 1.2. Seja X � Z
n, M � ℘pZnq o conjunto das partes de Z

n e µ a medida da

contagem definida a seguir. Se E PM então µpEq é o número de elementos de E, caso E

seja finito, e µpEq � 8 se E é infinito.

Assim, para 0   p   8 obtemos o espaço LppZn,M, µq, o qual denotaremos por

lppZnq, que nada mais é que o espaço de sequências takukPZn de números reais com índices

em Z
n, tais que a norma

‖ takukPZn ‖lp�
�¸
kPZn

|ak|p
� 1

p

é finita.

Por simplicidade denotaremos lppZnq apenas por lp.

Observação 1.3. Nesse trabalho vamos sempre usar X � R
n, µ a medida de Lebesgue em

R
n e M a σ-álgebra dos conjuntos Lebesgue mensuráveise e por simplicidade denotaremos

o espaço LppRn,M, µq por Lp.
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A seguir enunciaremos algumas propriedades dos espaços Lp.

Proposição 1.4. (i)(Desigualde de Holder) Sejam f P Lp e g P Lq com p ¡ 1 e
1

p
� 1

q
� 1.

Então fg P L1 e vale a seguinte desigualdade

‖ fg ‖1¤‖ f ‖p‖ g ‖q .

(ii)(Desigualdade de Minkowski) Seja 1 ¤ p ¤ 8. Se f, g P Lp então f � g P Lp
e vale

‖ f � g ‖p¤‖ f ‖p � ‖ g ‖p .

Proposição 1.5. (i) Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8 tais que
1

p
� 1

q
� 1. Se f P Lp e g P Lq então

f � g é limitada e uniformemente contínua.

(ii) Sejam 1   p, q   8, f P Lp e g P Lq. Então f � g P C0pRnq.
(iii)(Desigualdade de Young) Sejam 1 ¤ p, q, r ¤ 8 tais que

1� 1

r
� 1

p
� 1

q
.

Se f P Lp e g P Lq então f � g P Lr e vale

‖ f � g ‖r¤‖ f ‖p‖ g ‖q .

Definição 1.6. Seja α ¡ 0. Definimos a função Kα : Rn � t0u ÝÑ R por

Kαpxq � 1

|x|α .

Proposição 1.7. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para Lp) Sejam 1   p, q   8
e 0   α   n tais que α � np1� 1

q
� 1

p
q. Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ Kα � f ‖p¤ C ‖ f ‖q,

para toda f P Lq.

Apesar de a transformada de Fourier em R
n ser motivada pelas séries trigono-

métricas, trataremos aqui apenas o caso R
n, ao invés de trabalhar com funções periódicas.

Inicialmente definiremos o conceito para funções em L1 e a partir daí podemos definir

para espaços mais gerais.

Definição 1.8. Seja f P L1. Definimos a transformada de Fourier de f , denotada por pf
como pfpξq � »

Rn

e�2πix�ξfpxqdx.
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A proposição a seguir coleta uma série de propriedades básicas da transformada

de Fourier. Em particular, observe sua relação com o operador de convolução e seu caráter

especial de transformar diferenciação em multiplicação por polinômios.

Proposição 1.9. Sejam f, g P L1. Valem as seguintes propriedades:

(i) f P C0pRnq e ‖ pf ‖8¤‖ f ‖1 .

(ii) pτyfq^pξq � e�2πiξy pfpξq e τηp pfqpxq � pe2πiηξfq^pxq.
(iii) pf � gq^ � pfpg.
(iv) Se xαf P L1, para |α| ¤ k, então pf P CkpRnq e vale

Bα pf � rp�2πixqαf s^ ,

onde xα � xα1

1 . . . xαn

n e Bα pf � p B
α1

Bxα1

1

q . . . p B
αn

Bxαn
1

q pf , com α � pα1, . . . , αnq P pNY 0qn.

(v) Se f P CkpRnq, Bαf P L1, |α| ¤ k, e Bαf P C0pRnq, então

pBαfq^pξq � p2πiξqα pfpξq.
Definição 1.10. Definimos a transformada de Fourier inversa f_, de uma função f por

f_pξq �
»
Rn

e2πix�ξfpxqdx .

Podemos extender a definição da transformada de Fouirer para os espaços Lp,

onde relembramos uma desigualdade importante a qual enunciaremos a seguir.

Proposição 1.11. (Desigualdade de Hausdorff - Young). Se f P Lp com 1 ¤ p ¤ 2, e
1

p
� 1

p1
� 1, temos que

‖ pf ‖p1¤‖ f ‖p .

Para finalizar essa seção iremos dar uma breve definição das funções Beta e da

função Gamma.

Definição 1.12. (i) Para um número complexo z com parte real positiva definimos a

função Gamma por

Γpzq �
» �8

0

tz�1e�tdt.

(ii) Dados z, w números complexos com parte real positiva, definimos a função Beta por

βpz, wq �
» 1

0

tz�1p1� tqw�1dt.

Observação 1.13. A função Γ é analítica no semiplano Repzq ¡ 0 e vale:

βpz, wq � ΓpzqΓpwq
Γpz � wq .
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1.2 Espaços Lp-fraco

Nesta seção vamos introduzir os espaços Lp-fracos e dar algumas de suas

propriedades e relações com os espaços de lebesgue. Para mais informações e demonstrações

ver [42].

Definição 1.14. Sejam pX,A, µq um espaço de medida e f uma função A-mensurável em

X. A função distribuição, Df , da função f , é definida por

Df pλq � µptx P X : |fpxq| ¡ λu,

para todo λ ¥ 0

Lema 1.15. Seja pX,A, µq um espaço de medida e f uma função A-mensurável satisfa-

zendo

µptx P X : |fpxq| ¡ λuq ¤ pC
λ
qp,

para algum C ¡ 0. Então

inftC ¡ 0 : Df pλq ¤ pC
λ
qpu � sup

λ¡0

λpDf pλqq
1

p .

Definição 1.16. Seja 0   p   8. O espaço de Lebesgue fraco, denotado por Lpp,8qpX,A, µq
ou simplesmente Lpp,8qpXq, é definido pelo conjunto de todas as funções mensuráveis f

tais que

‖ f ‖Lpp,8q�‖ f ‖p,8� sup
λ¡0

λpDf pλqq
1

p   8.

Observação 1.17. (i) O Lema acima nos da duas normas equivalentes para o espaço

Lpp,8q.

(ii) Quando X � R
n, µ for a medida de lebesgue e A for a coleção de conjuntos

lebesgue mensuráveis, denotaremos o espaço de Lebesgue fraco simplismente por Lpp,8q.

Nos proximos resultados enunciaremos algumas propriedades importantes do

espaços Lp-fraco, onde consideramos pX,A, µq espaço de medida.

Proposição 1.18. Para todo 1 ¤ p ¤ 8 temos Lp � Lpp,8q, sendo a inclusão contínua.

Observação 1.19. Lp � Lpp,8q. De fato, basta definir fpxq � x
� 1

p em p0,�8q. Assim,

f P Lpp,8q mas f R Lp.

Proposição 1.20. Seja 1 ¤ p   q ¤ 8, f P Lpp,8q X Lpq,8q. Então f P Lr para todo

p   r   q e vale

‖ f ‖r¤
�

r

r � p
� r

q � r



‖ f ‖

1
r�

1
q

1
p�

1
q

p,8 ‖ f ‖

1
p�

1
r

1
p�

1
q

q,8 . (1.1)
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Proposição 1.21. Seja E � X um subconjunto de medida finita. Então

(a) Para q   p temos»
E

|fpxq|qdµ ¤ p

p� q
µpEq1� q

p ‖ f ‖p,8 , @f P Lpp,8qpXq.

(b) Se µpXq   8 e q   p então

Lpp,8qpXq � Lpq,8qpXq. (1.2)

Definição 1.22. Seja 1 ¤ p   8 e escolha r P R tal que 0   r   p e definimos

‖ f ‖�p,8� sup
0 µpEq 8

µpEq 1

p
� 1

r

�»
E

|f |rdµ

 1

r

,

para toda f P Lpp,8qpXq.

Proposição 1.23. Seja f P Lpp,8q. Então

‖ f ‖p,8¤‖ f ‖�p,8¤ p p

p� r
q 1

r ‖ f ‖p,8 . (1.3)

Proposição 1.24. Sejam 1 ¤ p0   p   p1   8 tais que

1

p
� 1� θ

p0

� θ

p1

,

para algum θ P r0, 1s. Se f P Lpp0,8qpXq X Lpp1,8qpXq então

‖ f ‖p,8¤‖ f ‖1�θ
p0,8‖ f ‖θp1,8 . (1.4)

1.3 Espaços de Lorentz

Antes de introduzir os espaços de Lorentz vamos precisar definir algumas

ferramentas importantes para seu estudo. Nesta seção, a menos que menção contraria,

estaremos considerando pX,A, µq um espaço de medida e FpX,Aq o conjunto de funções

A-mensuráveis em X. A teoria apresentada nesta seção teve como principal fonte [42].

Definição 1.25. (Função Rearranjo) Seja f P FpX,Aq. A função rearranjo decrescente

de f , denotada por f�, é definida por

f�ptq � inftλ ¥ 0;Df pλq ¤ tu, (1.5)

tomando como convenção infpHq � 8.

Observação 1.26. (i) f�p0q �‖ f ‖8 para toda f P L8.

(ii) f�pDf pλqq ¤ λ.
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Definição 1.27. Seja f P FpX,Aq, denotamos por f�� o duplo rearranjo descrescente da

função f, definido por

f��ptq � 1

t

» t
0

f�psqds, (1.6)

para t ¡ 0.

Definição 1.28. Para qualquer f P FpX,Aq e p, q P r1,8s definimos$''&''%
‖ f ‖pp,qq��

�» 8

0

pt 1

pf�ptqqq dt
t


 1

q

, se q   8
‖ f ‖pp,qq�� sup

t¡0
t

1

pf�ptq , se q � 8.
(1.7)

Os funcionais ‖ � ‖pp,qq� são funções a valores não negativos definidos de FpX,Aq em

r0,8s. Posteriormente veremos que esses valores serão importantes na teoria dos espaços

de Lorentz.

Observação 1.29. (i) Note que para q � 8 temos que ‖ � ‖pp,8q� coincide com a norma

definida para o espaço Lp-fraco, isto é, ‖ � ‖pp,8q��‖ � ‖p,8.

(ii) Para todo p ¥ 1 temos que ‖ � ‖pp,pq� coincide com a norma do espaço de

lebesgue Lp.

A proposição a seguir nos da algumas propriedades desses funcionais.

Proposição 1.30. Sejam p, q, r P r1,8s e f P FpX,Aq.
(a) Se q   r então

‖ f ‖pp,rq�¤
�
q

p


 1

q
� 1

r

‖ f ‖pp,qq� . (1.8)

(b)

‖ f � g ‖pp,qq�¤ 2
1

p p‖ f ‖pp,qq� � ‖ g ‖pp,qq�q. (1.9)

(c) ‖ f ‖pp,qq�� 0 ô f � 0 q.t.p.

Vemos pela proposição anterior que esses funcionais não são sempre bons

candidatos para definir uma norma, porem como veremos a seguir serão equivalentes a

norma que definiremos para os espaços de Lorentz. Antes de definir os espaçõs vamos

considerar a seguinte relação de equivalência em FpX,Aq

f � g ô f � g q.t.p.

Escrevemos

rf s � tg P FpX,Aq; f � g q.t.p.u,
para denotar a classe de equivalência de f . Para facilitar a escrita usaremos simplesmente

f para representar a classe rf s. Agora podemos finalmente definir os espaços de Lorentz.



Capítulo 1. Preliminares 24

Definição 1.31. Sejam 1 ¤ p   8 e 1 ¤ q ¤ 8, o espaço de Lorentz, denotado por

Lpp,qqpX,A, µq, é definido por

Lpp,qqpX,A, µq � tf P FpX,Aq; ‖ f ‖pp,qq  8u,

onde $''&''%
‖ f ‖pp,qq�

�» 8

0

pt 1

pf��ptqqq dt
t


 1

q

, se q   8
‖ f ‖pp,qq� sup

t¡0
t

1

pf��ptq , se q � 8.
(1.10)

Para facilitar a escrita denotaremos o espaço de Lorentz por Lpp,qqpXq. Quando estivermos

trabalhando em R
n com a medida de Lebesgue usaremos simplesmente Lpp,qq.

Observação 1.32. O funcional ‖ � ‖pp,qq define uma norma em Lpp,qqpX,A, µq. Mais ainda,

pLpp,qqpX,A, µq, ‖ � ‖pp,qqq é um espaço de Banach.

Agora enunciaremos um importante lema que nos da uma inclusão entre espaços

de Lorentz.

Lema 1.33. (Calderón) Sejam 1   p   8 e 1 ¤ q   r ¤ 8 e f P Lp,qpXq. Então

‖ f ‖pp,rq¤
�
q

p


 1

q
� 1

r

‖ f ‖pp,qq . (1.11)

O próximo resultado nos dara relações importantes entre a norma do espaço de

Lorentz, a norma dos espaços de Lebesgue, a quasi-norma definidas nos espaços Lp-fraco e

os funcionais ‖ � ‖pp,qq� .

Proposição 1.34. Sejam 1   p ¤ 8, 1 ¤ q ¤ 8 e f P FpX,Aq. Então

(a)

‖ f ‖pp,qq�¤‖ f ‖pp,qq¤ p

p� 1
‖ f ‖pp,qq� . (1.12)

(b)

‖ f ‖p¤‖ f ‖pp,pq¤ p

p� 1
‖ f ‖p . (1.13)

(c)

‖ f ‖pp,8q�¤‖ f ‖pp,8q¤
�
q

p


 1

q

‖ f ‖pp,qq . (1.14)

Observação 1.35. (i) Vemos pelo item (a) da proposição que o espaço Lpp,qqpXq estária

bem definido usando o funcional ‖ � ‖pp,qq�, o que facilita os cálculos ja que ele em geral é

mais fácil de se trabalhar do que a norma ‖ � ‖pp,qq devido sua definição.

(ii) O item pbq nos mostra que a norma ‖ � ‖pp,pq é uma norma equivalente a

‖ � ‖p nos espaços de Lebesgue.
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(iii) Pela equivalência das normas mostradas na proposição podemos concluir

que o espaço de Lorentz Lpp,qqpXq quando q � 8 equivale ao espaços Lp-fraco estudado na

seção anterior.

A seguir iremos enunciar dois resultados que serão muito úteis na demonstração

das propriedades do espaços de Modulação-Lorentz, os quais iremos tratar no próximo

capítulo. A prova dos resultados segue das desigualdade conhecidas para os espaços Lp e

aplicando o Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz (conforme [31], pág. 56).

Proposição 1.36. (Desigualdade de Holder generalizada) Seja fj P Lppj ,qjqpXq, para

j � 1, . . . , k, onde 1 ¤ pj   8 e 1 ¤ qj ¤ 8. Sejam p e s tais que

1

p
�

ķ

j�1

1

pj
,
1

s
¤

ķ

j�1

1

qj
e s ¥ 1.

Então

‖
k¹
j�1

fj ‖pp,sq¤ Cpp1q
k¹
j�1

‖ fj ‖ppj ,qjq,

onde Cpp1q é uma constante dependendo de p1.

Proposição 1.37. (Desigualdade de Young para espaços de Lorentz) Sejam 1   p1, p2   8,

1 ¤ q1, q2 ¤ 8, r e s ¥ 1 tais que

1

r
� 1 � 1

p1

� 1

p2

e
1

s
¤ 1

q1

� 1

q2

.

Se f P Lpp1,q1qpXq e g P Lpp2,q2qpXq então f � g P Lpr,sqpXq e vale

‖ f � g ‖pr,sq¤ C ‖ f ‖pp1,q1q‖ g ‖pp2,q2q,

onde C � Cprq é uma constante positiva dependendo de r.

Proposição 1.38. (Desigualdade de Hausdorff-Young para espaços de Lorentz) Seja

1   p   2. Então

‖ pf ‖pp1,qq¤‖ f ‖pp,qq,

para toda f P Lpp,qq.

Proposição 1.39. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para espaços de Lorentz)

Sejam 1   p, q   8, 1 ¤ r ¤ 8 e 0   α   n tais que α � np1 � 1

q
� 1

p
q. Então existe

C ¡ 0 tal que

‖ Kα � f ‖pp,rq¤ C ‖ f ‖pq,rq,

para toda f P Lpq,rq.
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Proposição 1.40. (Desigualdade do Tipo Minkowiski para espaços de Lorentz, ver [9])

Seja f uma função mensurável, não negativa em R
n � R

n. Suponha que 1   p   s ¤ 8 e

para quase todo y P R
n a função

fypxq � fpx, yq P Lpp,sq.

Seja F pxq �
»
Rn

fpx, yqdy com x P R
n. Então

‖ F ‖pp,sq¤ Cp,s

»
Rn

‖ fy ‖pp,sq dy,

onde

Cp,s �
�p
s

	 1

s

�
p1

s1


 1

s1

.

Para finalizar esta seção introduziremos o operador maximal de Hardy-Littlewood

e provaremos sua limitação nos espaços de Lorentz.

Definição 1.41. Seja f P L1
loc. Então definimos o operador maximal de Hardy-Littlewood,

denotado por Mf , por

Mfpxq � sup
r¡0

1

|Bpx, rq|
»
Bpx,rq

|fpyq|dy,

para todo x P R
n. Temos

Mfpxq ¥ |fpxq|,
para quase todo ponto x P R

n.

Proposição 1.42. Seja 1   p ¤ 8 e 1 ¤ r ¤ 8. Então

‖ Mf ‖pp,rq¤ C ‖ f ‖pp,rq, (1.15)

para toda f P Lpp,rq.

Demonstração:

Conforme o Teorema 1, página 13 em [47] sabemos que

‖ Mf ‖p¤‖ f ‖p,

para toda f P Lp.
Assim, o resultado segue aplicando o teorema de Interpolação de Marcinkiewicz.

�
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1.4 A classe de Schwartz, distribuições temperadas e o Laplacioano

fracionário

Para estender o conceito de transformada de Fourier para distribuições primeiro

precisamos definir uma classe de funções-teste onde a transformada tem boas propriedades.

O conteúdo desenvolvido nesta seção foi em grande parte retirado de [31].

Definição 1.43. Seja S o conjunto de funções f P C8pRnq, tais que

ραβpfq � sup
xPRn

|xαBβf |   8,

para quaisquer multi-índices α � pα1, . . . , αnq e β � pβ1, . . . , βnq, ou seja, é o conjunto das

funções infinitamente diferenciáveis, tais que, qualquer derivada decai mais rapidamente

do que qualquer polinômio. Este conjunto é conhecido como classe de Schwartz.

A proposição a seguir nos dá algumas propriedades importantes do espaço S e

dos operadores definidos anteriormente nesse espaço.

Proposição 1.44. (i) A transformada de Fourier é um homeomorfismo de S em S.

(ii) Se f, g P S então f � g P S.

(iii) O espaço C8
c pRnq, das funções infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto, é denso em S.

As propriedades da transfromada de Fourier dadas em 20 são válidas para

funções de S. Podemos destacar também as seguintes propriedades:

(i) Seja δtpfq � fpt�q. Então

pδtpfqq^ � t�nδ�tp pfq.
(ii) Seja A uma matriza ortogonal e ξ um vetor coluna. Então

pf � Aq^pξq � pfpAξq.
O espaço dual S 1 formado por todos os funcionais lineares contínuos em S é

chamado espaço das distribuições temperadas.

Podemos estender vários conceitos definidos até agora para o conjunto S 1

de distribuições temperadas. A seguir, mostraremos como estender os operadores de

convolução e a Transformada de Fourier que serão mais utilizados no presente trabalho.

(I) Transformada de Fourier: Seja u P S 1. A transformada de Fourier de u,

denotada por û, é uma distribuição temperada definida por

pupϕq � uppϕq , @ϕ P S.
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(II) Operador Convolução: Sejam u P S 1 e f P S. Se f̃ :� fp�xq então o

produto de convolução de u e f é uma distribuição temperada definida por

u � fpϕq � upf̃ϕpxqq , @ϕ P S.

Para finalizar essa seção iremos dar uma breve introdução aos operadores

Laplacianos fracionários, que nos serão úteis para estudar as equações elípticas no capítulo

3 dessa tese.

Relembremos o operador Laplaciano

4 � B2
1 � . . .� B2

n,

que pode atuar sobre funções ou distribuições temperadas. Se f pertence a S ou S 1 temos

a seguinte identidade

p�4 fq^pξq � 4π2|ξ|2 pfpξq.
Motivado por essa identidade podemos definir o operador Laplaciano fracionário p�4q z

2

com z P C. Mais precisamente, se f P S temos

p�4q z
2 fpxq � pp2π|ξ|qzp pfqpξqq_pxq , @x P R

n,

e estendemos de maniera usual para S 1.

A grosso modo o operador p�4q z
2 age como uma derivada de ordem z, quando

z P N. Se z é complexo e Repzq   �n a função | � |z não é localmente integrável em R
n e

então o operador pode não estar bem definido. Neste caso para que a definição funcione

precisamos acrescentar a hipótese de pf se anular suficientemente longe da origem.

Observe ainda que a família de operadores p�4qz satisfaz a propriedade de

semigrupos

p�4qzp�4qw � p�4qz�w,
em S. O operador p�4q z

2 é dado pela convolução com a transformada de Fourier inversa

de p2πqz| � |z que é dada por

p2πqzp|ξ|zq_pxq � p2πqz π
�z
2 Γpn�z

2
q

πpn�zq
2

Γp�z
2
q |x|

�z�n,

que em geral é no sentido de distribuição.

1.5 Multiplicadores de Fourier

Nesta seção vamos definir os multiplicadores de Fourier e veremos algumas de

suas propriedades nos espaços de Lebesgue e Lorentz. A teoria apresentada nessa seção foi

retirada de [49].
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Definição 1.45. Sejam Ω um subconjunto compacto de R
n, 0   p ¤ 8 e M P S 1 tal que

M_ P L1. Dizemos que M é um multiplier de Fourier para LΩ
p , se existe uma constante

C ¡ 0 tal que

‖ M_ pf ‖p¤ C ‖ f ‖p , @f P LΩ
p .

A próxima proposição nos dá uma propriedade interessante dos multiplier de

Fourier.

Proposição 1.46. Seja Ω e Γ subconjuntos compactos de R
n. Seja 0   p ¤ 8 e p̃ �

mint1, pu. Então, existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ rM pf s_ ‖p¤ C ‖ M_ ‖p̃‖ f ‖p ,

para toda f P LΩ
p e toda M P S 1 com M_ P LΓ

p̃ .

Para enunciar o lema central dessa sessão precisamos introduzir um espaço de

funções muito utilizado no estudo de edp’s.

Definição 1.47. Seja s P R. Definimos o espaço normado Hs
2pRnq por

Hs
2pRnq � tf P S 1pRnq; ‖ f ‖Hs

2
  8u,

onde a norma ‖ � ‖Hs
2

é dada por

‖ f ‖Hs
2
�‖ p1� xq s

2 pfpxq ‖2 .

Novamente usaremos a notação Hs
2 para indicar Hs

2pRnq.

Observação 1.48. (i) Algumas vezes, esses espaços são denotados por W s
2 � Hs

2 , cha-

mados espaços de Sobolev-Slobockey, se s ¥ 0. Se s � m P N então os espaços W s
2 são os

espaços de Sobolev usuais, isto é,

Wm
2 � tf P S 1; ‖ f ‖Wm

2
  8u,

onde

‖ f ‖Wm
2
�
� ¸
|α|¤s

‖ Bαf ‖2

� 1

2

.

(ii) Se s0 ¡ s1, então vale a seguinte inclusão contínua

Hs0

2 � Hs1

2 .

Além disso, H0
2 � L2.
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Finalmente, o lema a seguir nos dá uma estimativa para os multipliers de Fourier

em espaços de Lebesgue, a qual será útil para a demonstração de algumas estimativas de

operadores em espaços de modulação.

Lema 1.49. (Ver [49] seção 1.5.2, pág. 26) Sejam Ω um subconjunto compacto de R
n e

0   p ¤ 8. Seja também σp � n

�
1

mint1, pu �
1

2



. Se s ¡ σp então existe uma constante

C ¡ 0 tal que

‖ pM pfq_ ‖p¤ C ‖ M ‖Hs
2
‖ f ‖p, (1.16)

para toda f P Lp com supppfq � Ω.

Proposição 1.50. Sejam Ω um subconjunto compactos de R
n e 1 ¤ p, r ¤ 8. Se s ¡ n

2
então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ pM pfq_ ‖pp,rq¤ C ‖ M ‖Hs
2
‖ f ‖pp,rq, (1.17)

para toda f P Lpp,rq com supp pf � Ω.

Demonstração: Seja 0   σ   p. Pelo Lema anterior temos

‖ pM pfq_ ‖pσ,8q¤‖ pM pfq_ ‖σ¤‖ M ‖Hs
2
‖ f ‖σ , @f P LΩ

σ

e

‖ pM pfq_ ‖p8,8q¤‖ pM pfq_ ‖8¤‖ M ‖Hs
2
‖ f ‖8 , @f P LΩ

8.

Assim, aplicando o Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz (conforme [31], pág. 56)

ontemos o resultado desejado.

�

1.6 Decomposição de Littlewood-Paley e os espaços de Besov

Nesta seção vamos construir a decomposição de Littlewood-Paley e definir os

clássicos espaços de Besov. A teoria desenvolvida nessa seção foi retirada em sua maioria

de [45].

Lema 1.51. Existe uma função φ P S satisfazendo

(i) 0 ¤ pφ ¤ 1 , @ξ P R
n.

(ii) suppppφq � tξ P R
n; 2�1 ¤ |ξ| ¤ 2u.

(iii) Se φjpξq � 2jnφp2jξq para cada j P Z, então¸
jPZ
pφjpξq � 1 , @ P R

n � t0u.

Chamaremos a função φ de função base.
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O lema anterior nos permite definir os operadores da decomposição diádica e a

partir deles definir a decomposição de Littlewood-Paley.

Definição 1.52. Seja f P S 1. Para cada k P Z, definimos os k-blocos diádicos ∆k e os

operadores "cut-off"de frequência Sk da seguinte forma

∆kf � φk � f

e

Skf �
ķ

j��8
∆jf .

A partir dos operadores acima obtemos a decomposição a seguir.

Proposição 1.53. Seja f P S 1. Para qualquer N P Z, temos que

f � SNf �
¸
j¥N

∆jf em S 1.

Esta igualdade é chamada decomposição de Littlewood-Paley de f . Além disso, se lim
NÑ8

SNf �
0, obtemos a igualdade

f �
¸
jPZ

∆jf ,

a qual chamamos decomposição homogênea de Littlewood-Paley.

Agora, de posse dos operadores de decomposição, podemos definir os espaços

de Besov.

Definição 1.54. Sejam 1 ¤ q, σ ¤ 8 e s P R. Definimos os espaços de Besov Bs
q,σpRnq

como

Bs
q,σpRnq � tf P S 1pRnq; ‖ f ‖Bs

q,σ
  8u,

onde $'''&'''%
‖ f ‖Bs

q,σ
�
� 8̧

k�0

2ksσ ‖ ∆kf ‖σq

� 1

σ

, se σ   8

‖ f ‖Bs
q,σ
� sup

kPN
t2ks ‖ ∆kf ‖qu , se σ � 8.

Por simplicidade, vamos denotar os espaços de Besov Bs
q,σpRnq apenas por Bs

q,σ.

A partir da decomposição de Littlewood-Paley, podemos também definir os

espaços de Besov homogêneos que são denotados por 9Bs
q,σpRnq. Considere o conjunto

9S 1pRnq � tf P S 1; pDα pfqp0q � 0,@αu .
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Definição 1.55. Sejam 1 ¤ q, σ ¤ 8 e s P R. Definimos os espaços de Besov Homogêneos
9Bs
q,σpRnq como

9Bs
q,σpRnq � tf P 9S 1pRnq; ‖ f ‖

9Bs
q,σ
  8u,

onde $'''&'''%
‖ f ‖

9Bs
q,σ
�
� 8̧

k��8
2ksσ ‖ ∆kf ‖σq

� 1

σ

, se σ   8

‖ f ‖
9Bs

q,σ
� sup

kPZ
t2ks ‖ ∆kf ‖qu , se σ � 8.

A proposição a seguir nos traz algumas propriedades básicas dos espaços Bs
q,σ.

Para demosntração e mais detalhes ver [45].

Proposição 1.56. (i) S � Bs
q,σ � S 1.

(ii) Se 1 ¤ q, σ   8 então S é denso em Bs
q,σ.

(iii)Sejam 1 ¤ p, q1, q2 ¤ 8, s P R e δ ¡ 0. Então

Bs�δ
p,q1

� Bs
p,q2

.

(iv) Sejam 1 ¤ q1, q2 ¤ 8, 1 ¤ σ ¤ 8 e s1, s2 P R, tais que

s1 � n

p1

� s2 � n

p2

,

então

Bs1

q1,σ
� Bs2

q2,σ
.

1.7 Espaços de Fourier-Besov e H1,s

Nesta seção vamos intriduzir os espaços onde iremos estudar a existência e

a regularidade de nosso problema de fronteira. A teoria desenvolvida aqui foi baseada

em [41] e [12].

Definição 1.57. Seja φ P SpRnq satisfazendo as seguintes propriedades:

0 ¤ pφpξq ¤ 1 , @ξ P R
n

supppφpξq � tξ P R
n ; 2�1 ¤ |ξ| ¤ 2u

e ¸
jPZ
pφj � 1 , @ξ P R

n � t0u

onde φjpxq � 2jnφp2jxq. Para s P R e 1 ¤ p, q ¤ 8 o espaço de Fourier-Besov, denotado

por FBs
p,q, é definido pelo conjunto de todas as distribuições temperadas f P S 1 tal quepf P L1

locpRnq e

‖ f ‖FBs
p,q

:�‖ t2sj ‖ pφj pf ‖LppRnqu ‖lqpZq .
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Proposição 1.58. (i) Considere S 1 com a topologia forte. Então

S � FBs
p,q �

S 1

P
,

onde P é o anel de polinômios no corpo C em n variáveis.

(ii) pFBs
p,q, ‖ � ‖FBs

p,q
q é um espaço de Banach.

�

Definição 1.59. Para cada k P Z definimos o k-bloco diádico, denotado por ∆k e o

operador de baixa-frequencia, denotado por Sk, por

∆k � φk � f e Skf �
ķ

j��8
∆jf,

para toda f P S 1.

Proposição 1.60. (i) {p∆j∆kfq � 0 se |j � k| ¥ 3.

(ii)supp {pSk�3∆kfq � tξ P R
n ; 2k�1 ¤ |ξ| ¤ 2k�1u.

(iii) Sejam f, g P S 1

P
. Então

f �
¸
jPZ

∆jf

e ¸
jPZ

Sj�3f∆jg converge em
S 1

P
.

�

Definição 1.61. Para cada f, g P S 1

P
vale

fg �
¸
jPZ

Sj�3f∆jg �
¸
jPZ

Sj�3g∆jf �
¸
j,kPZ

¸
|j�k|¤2

∆kf∆jg

e essa igualdade é conhecida como paraproduto de Bony.

Para finalizar as preliminares vamos definir e dar algumas propriedades dos

espaços H1,spRnq que são definidos por

H1,s � tf P S 1; ‖ f ‖H1,s  8u,

com a norma

‖ f ‖Hs�‖ p1� |x|sq pfpxq ‖1 .

Este espaço tem propriedades que serão do nosso interesse, as quais enunciaremos a seguir.
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(i) Existe uma constante C ¡ 0 tal que, se s, t ¥ 0 então

x�ysx�ys ¤ Cx�ys�t.

(ii) Seja uj P H1,s para j � 1, ...,m. Então

‖ xξys fm
j�1 uj ‖1¤ C

m¹
j�1

‖ uj ‖H1,s .

(iii) Se s ¥ t então H1,s � H1,t.
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2 Espaços de modulação-Lorentz

Neste capítulo vamos mostrar algumas propriedades de espaços de modulação-

Lorentz e suas relações com alguns espaços importantes como o espaço de Besov. A

constante C denota uma constante estritamente positiva que pode mudar de linha para

linha ou mesmo em cada linha.

2.1 Definição e propriedades dos espaços M p,r
q,s pR

nq

Definição 2.1. Seja Qk o cubo unitário de centro k P Z
n. Logo tQkukPZn constitui uma

decomposição de R
n. Considere φ P SpRnq, φ : Rn ÝÑ r0, 1s uma função suave satisfazendo

φpξq � 1 se |ξ| ¤ 1

2
e φpξq � 0 se |ξ| ¥ 1. Seja φk uma translação da φ, isto é,

φkpξq � φpξ � kq , k P Z
n.

Considere

ϕkpξq � φkpξq°
jPZn φjpξq

e assim

suppϕk � tξ P R
n; |ξ � k| ¤ ?

nu e
¸
kPZn

ϕkpξq � 1 , @ξ P R
n.

Definimos o operador k por

kpfq � pϕkxpfqq_, (2.1)

para toda f P S 1. Para 1 ¤ p, r, q ¤ 8 e �8   s   8, definimos o Espaço de modulação-

Lorentz, Mp,r
q,s pRnq, como

Mp,r
q,s pRnq � tf P S 1pRnq; ‖ f ‖Mp,r

q,s pRnq  8u,

onde

‖ f ‖Mp,r
q,s pRnq�

$'''&'''%
�¸
kPZn

xkysq ‖ kf ‖qpp,rq

� 1

q

, 1 ¤ q   8

sup
kPZn

xkys ‖ kf ‖pp,rq , q � 8,

com o símbolo xky representando o peso p1� |k|2q 1

2 .

Observação 2.2. (i) O espaço Mp,r
q,s pRnq é um espaço de Banach (ver [5] Lema 2.2).

(ii) Em espaços de modulação-Lorentz, vale a seguinte desigualdade

‖ kf ‖pp2,rq¤ C ‖ kf ‖pp1,rq , k P Z
n , 0   p1 ¤ p2 ¤ 8 e 1 ¤ r ¤ 8. (2.2)
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onde C ¡ 0 não depende de k. De fato, seja ϕ P C8
c pRnq tal que ϕ � 1 em uma vizinhança

de tξ P R
n : |ξ � k| ¤ ?

nu. Assim,

p kfq^ � ϕp kfq^ ñ kf � pϕq_ � kf

Tome q P R tal que
1

q
� 1

p1

� 1� 1

p2

. Note que, como ϕ P SpRnq então ϕ_ P Lpq,8q.

Agora, aplicando a desigualdade de Young para os espaços de Lorentz(Ver

página 25) obtemos,

‖ kf ‖pp2,rq � ‖ pϕq_ � kf ‖pp2,rq

¤ C ‖ pϕq_ ‖pq,rq‖ kf ‖pp1,rq

¤ C ‖ kf ‖pp1,rq ,

com C ¡ 0 dependendo apenas de p1, p2, q e r.

(ii) Seja χ a função característica do conjunto tk P Z
n; |k| ¤ 3

?
nu e denotemos

χpkq � χk. Nos resultados desse capítulo sempre que utilizarmos χk estaremos nos referindo

a função assim definida.

Exemplo 2.3. Seja α ¡ 0 e considere o espaço Mp,8
q,s pRnq com p ¥ 2, s P R, 1 ¤ q ¤ 8.

Então

| � |�α PMp,8
q,s , (2.3)

desde que $'''&'''%
qpα � nq � n� 1   0 , se s � 0, q   8
s   npq � 1q

q
� α � 1

q
, se s P R

�, q   8
α   n , se s � 0 e q � 8.

Seja k P Z
n e 1   r   p1 tal que

rpα � nq � n ¥ 0

Aplicando a desigualdade de Hausdorff-Young para Lp-fraco (ver página 25) obtemos

‖ k| � |�α ‖pp,8q � ‖ rϕkp| � |�αq^s_ ‖pp,8q

¤ C ‖ ϕk| � |α�n ‖pp1,8q

� C sup
0 |E| 8

|E| 1

p1
� 1

r

�»
E

|ϕk| � |α�n|r

 1

r

¤ C sup
0 |E| 8

|E| 1

p1
� 1

r

�»
EXBpk,?nq

| � |rpα�nq

 1

r

¤ C

$'''''&'''''%

�p3?nqrpα�nq�n
rpα � nq � n



sup

0 |E| 8
|E XBpk,?nq| 1

p1 , |k| ¤ 3
?
n

p|k| � ?
nqα�n sup

0 |E| 8
|E XBpk,?nq| 1

p1 , |k| ¡ 3
?
n e α   n

p|k| � ?
nqα�n sup

0 |E| 8
|E XBpk,?nq| 1

p1 , |k| ¡ 3
?
n e α ¡ n,
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Primeiro suponha q � 8, s � 0 e α   n. Logo

sup
kPZn

‖ k| � |�α ‖pp,8q ¤ C � sup
|k|¡3

?
n

|Bpk,?nq| 1

p1 p|k| � ?
nqpα�nq

  8.
Agora, para q   8 temos

‖ | � |�α ‖q
M

p,8
q,s

¤ Cp
¸

|k|¤3
?
n

xkysq|Bpk,?nq| q

p1

�
¸

|k|¡3
?
n

xkysq|Bpk,?nq| q

p1 p|k| � ?
nqqpα�nqq

¤ C

�� ¸
|k|¤3

?
n

xkysq �
¸

|k|¡3
?
n

xkysqp|k| � ?
nqqpα�nq

�
,
onde C ¡ 0 não depende de k.

Se s � 0 então como

qpα � nq � n� 1   0

temos

‖ | � |�α ‖q
M

p,8
q,0

¤ C �
¸

|k|¡3
?
n

p|k| � ?
nqqpα�nq

  8.
Agora suponha s ¡ 0. Tome β ¡ 1 tal que

β   1

s
rnpq � 1q

q
� α � 1

q
s.

Logo

lim
mÑ8

m

pm�?
nqβ � 0

e então podemos tomar M P N tal que

M ¡ 3
?
n e m ¤ Cpm�?

nqβ , @m ¥M.

Assim¸
|k| M

xkysq �
¸

|k|¥M
xkysqp|k| � ?

nqqpα�nq ¤ CpC1 �
¸

|k|¥M
p|k| � ?

nqβsq�qpα�nq

  8.

Para o caso s   0 basta tomar β P R tal que

β ¡ maxt1, 1

s
rnpq � 1q

q
� α � 1

q
su

e de maneira análoga ao caso s ¡ 0 obtemos que

‖ | � |�α ‖Mp,8
q,s
  8.
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�

Os dois primeiros resultados nos mostram que a norma definida para os espaços

de Modução-Lorentz não depende da partição escolhida e nos trás algumas inclusões

básicas entre esses espaços. Resultados análogos para espaços de Modulação foram feito

em [37].

Proposição 2.4. Sejam tϕku e tψku satisfazendo as condições da definição 2.1. Então

tϕku e tψku definem semi-normas equivalentes em Mp,r
q,s .

Demonstração: Primeiramente, observamos a seguinte identidade que segue

das propriedades da transformada de Fourier,

pm pfq_pxq � e2πixkrmp� � kqpe�2πikyfpyqq^s_pxq. (2.4)

Denotemos por conveniência,

ϕ
kf � rϕk pf s_ e ψ

k f � rψk pf s_
Para cada k P Zn fixo temos,

‖ ϕ
kf ‖pp,rq¤ C

¸
iPZn

‖ ψ
k�ip ϕ

kfq ‖pp,rq χk�i

Mas pela identidade (2.4),

‖ ψ
k�ip ϕ

kfq ‖pp,rq�‖ rϕkp� � kqψk�ip� � kqpe�2πiykfpyqq^s_ ‖pp,rq

Assim, aplicando (1.17), obtemos

‖ ψ
k�ip ϕ

kfq ‖pp,rq ¤ C ‖ ϕ ‖Hσ
2
‖ rψk�ip� � kq {fp� � kqs_ ‖pp,rq

¤ C ‖ ψ
k�if ‖pp,rq

Logo, �¸
kPZn

xkysq ‖ ϕ
kf ‖qpp,rq

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkysq
�¸
iPZn

‖ ψ
k�if ‖pp,rq χk�i

�q� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkysq ‖ ψ
k f ‖qpp,rq

� 1

q

De maneira análogo provamos a desigualdade contrária, concluíndo assim a equivalência.

�
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Proposição 2.5. Sejam 1 ¤ p, p1, p2, q, q1, q2, r ¤ 8 e s, s1, s2 P R. Então, temos as

seguintes inclusões contínuas:

(i) Se p1 ¤ p2 , q1 ¤ q2 e s1 ¥ s2, então

Mp1,r
q1,s1

pRnq ãÑMp2,r
q2,s2

pRnq. (2.5)

(ii) Se q1 ¥ q2 e s1 � s2 ¡ np 1

q2

� 1

q1

q, então

Mp,r
q1,s1

pRnq ãÑMp,r
q2,s2

pRnq. (2.6)

Demonstração:

Demonstração de (i) Por (2.2) temos,

‖ kf ‖pp2,rq¤ C ‖ f ‖pp1,rq

Logo, como s1 ¥ s2, podemos estimar

xkys2 ‖ kf ‖pp2,rq¤ xkys1 ‖ kf ‖pp1,rq ,

e então

‖ xkys2 ‖ kf ‖pp2,rq‖lq2¤‖ xkys1 ‖ kf ‖pp1,rq‖lq2 .

Desde que lq1 � lq2 , para q1 ¤ q2,

‖ xkys2 ‖ kf ‖pp2,rq‖lq2¤ C ‖ xkys1 ‖ kf ‖pp1,rq‖lq1 .

Ou seja,

‖ f ‖Mp2,r
q2,s2

¤ C ‖ f ‖Mp1,r
q1,s1

.

Demonstração de (ii) Pela desigualdade de Holder para os epaços de Lorentz

(Ver página 25), temos que

‖ f ‖Mp,r
q2,s2

�
�¸
kPZn

xkys2q2 ‖ kf ‖q2

pp,rq

� 1

q2

�
�¸
kPZn

pxkys1 ‖ kf ‖pp,rq xkys2�s1qq2

� 1

q2

¤
�¸
kPZn

xkys1q1 ‖ kf ‖q1

pp,rq

� 1

q1

�¸
kPZn

xky
ps2�s1qq1q2

q1�q2

� q1�q2

q1q2

� ‖ f ‖Mp,r
q1,s1

�¸
kPZn

xky
ps2�s1qq1q2

q1�q2

� q1�q2

q1q2

.
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Agora, observe que ¸
kPZn

xky
ps2�s1qq1q2

q1�q2 À
8̧

i�0

xiyn�1� ps2�s1qq1q2

q1�q2 ,

e a série do lado direito é convergente para s1 � s2 ¡ np 1

q2

� 1

q1

q. Assim,

‖ f ‖Mp,r
q2,s2

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q1,s1

.

�

Como visto nas preliminares, os espaços de Besov possuem propriedades impor-

tantes de inclusões continuas com os espaços S e S 1 como foi provado em [49]. Para espaços

de modulação-Lorentz podemos com algumas adaptações obter as seguintes inclusões:

Proposição 2.6. Sejam 1 ¤ p, r ¤ 8,1 ¤ q ¤ 8 e s P R. Então

(i) Se r ¥ p então SpRnq ãÑMp,r
q,s .

(ii)Mp,r
q,s ãÑ S 1pRnq

Demonstração: (i) Seja

PNpφq � sup
ξPRn

p1� |ξ|qN
Ņ

k�0

|pφpξq| ,

com N P N qualquer. Conforme [49] PNpφq é uma semi-norma em SpRnq. Por (2.6) temos:

Mp,r
8,s0

ãÑMp,r
q,s , se s0 � s ¡ n

q

Assim é suficiente considerarmos apenas o caso q � 8.

Seja

PNpφq � sup
ξPRn

p1� |ξ|qN
Ņ

k�0

|pφpξq| ,

com N P N, semi-normas em SpRnq. Dada f P SpRnq aplicando (1.11) e (1.13), temos

‖ kf ‖pp,rq � ‖ rϕk pf s_ ‖pp,rq

¤ C ‖ rϕk pf s_ ‖pp,pq

¤ C ‖ rϕk pf s_ ‖p

¤ C ‖ p1� | � |qM rϕk pf s_ ‖8,

para M P N suficientemente grande.
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Mas,

‖ p1� | � |qM rϕk pf s_ ‖8 ¤
M̧

j�0

‖ p d
j

dξj
rϕk pf sq_ ‖8

¤ C

M̧

j�0

‖
dj

dξj
rϕk pf s ‖1

¤ C sup
ξPRn

p1� |ξ|q2
8̧

j�0

���� djdξj rϕkpξq pfpξqs
����

¤ C

�
sup
ξPRn

p1� |ξ|q2�s
M̧

j�0

|p pfqpjqpξq|�

�
�

sup
ξPsuppϕk

p1� |ξ|q�s
M̧

j�0

|ϕpjqk pξq|
�

¤ Cp1� |k|q�sPNpfq,

com N ¥ maxtk, 2� su.
Logo,

‖ kf ‖pp,rq¤ Cp1� |k|q�sPNpfq , @k P Z
n.

Então tomando a norma em l8pZnq obtemos,

‖ f ‖Mp,r
8,s
¤ CPNpfq.

(ii) Seja f P Mp,r
q,s . Dado ψ P S denotemos por fpψq o valor do funcional f

aplicado em ψ, aplicando (1.11) e a desigualdade de Holder obtemos

|fpψq| � |
¸
kPZn

pϕk pfq_p¸
jPZn

pϕk�j pψq_χk�jq|
¤ C

¸
kPZn

¸
jPZn

‖ kf ‖p8,8q‖ k�jψ ‖1 χk�j

¤ C
¸
kPZn

¸
jPZn

‖ kf ‖pp,rq‖ k�jψ ‖1 χk�j

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s

�¸
kPZn

xky�s
¸
jPZn

‖ k�jψ ‖p1,1q χk�j

� 1

q1

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s

‖ ψ ‖M1,1

q1,�s

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s
,

já que pelo item (i) temos que S ãÑM
1,1
q1,�s. Portanto, f P S 1.

�

Propriedades de produto são importante para o estudo de equações. Para os

espaços de modulação existem propriedades interessantes para limitar a norma do produto
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como pode ser visto em [37]. De forma análoga podemos lidar com o produto nos espaços de

modulação-Lorentz e dar condições para que esse espaço seja uma álgebra multiplicativa.

Proposição 2.7. (Estimativa do Produto) Sejam 1 ¤ p0, r0, q0, pi, qi, ri ¤ 8, para j �
1, . . . ,m, m P N, s ¥ 0. Suponha que

m̧

i�1

1

pi
� 1

p0

,
1

r0

¤
m̧

i�1

1

ri
e

m̧

i�1

1

qi
� m� 1� 1

q0

.

Então

‖
m¹
i�1

ui ‖Mp0,r0
q0,s

¤ C

m¹
i�1

‖ ui ‖Mpi,ri
qi,s

. (2.7)

Demonstração: Mostraremos o resultado para m � 2 e o caso m ¡ 2 segue

por indução. Usando as propriedades da partição da unidade obtemos,

kfg �
¸
i,jPZn

kp if jgqχk�i�j.

Assim, utilizando (1.17) e a desigualdade de Holder, temos

‖ kfg ‖pp0,r0q ¤ C
¸
i,jPZ,

‖ kp if jgq ‖pp0,r0q χk�i�j

¤ C
¸
i,jPZn

‖ if jg ‖pp0,r0q χk�i�j

¤ C
¸
i,jPZn

‖ if ‖pp1,r1q‖ jg ‖pp2,r2q χk�i�j.

Então

‖ fg ‖Mp0,r0
q0,s

�
�¸
kPZn

xkysq0 ‖ fg ‖q0

pp0,r0q

� 1

q0

¤ C

�¸
kßZn

� ¸
i,jPZn

xkys ‖ if ‖pp1,r1q‖ jg ‖pp2,r2q χk�i�j

�q0
� 1

q0

¤ Cp
¸
kPZn

p
¸
i,jPZn

p1� |k � i� j|qs ‖ if ‖pp1,r1q

� ‖ jg ‖pp2,r2q χk�i�jqq0q 1

q0

� C

�¸
kPZn

� ¸
i,jPZn

|i|s ‖ if ‖pp1,r1q‖ jg ‖pp2,r2q χk�i�j

�q0
� 1

q0

� C

�¸
kPZn

� ¸
i,jPZn

|j|s ‖ if ‖pp1,r1q‖ jg ‖pp2,r2q χk�i�j

�q0
� 1

q0

�: I � II � III.
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Calculemos separadamente estimativas para (I), (II) e (III). Aplicando a desi-

gualdade de Young, temos

I ¤ C

�¸
kPZn

�¸
µPZn

¸
jPZn

p1� |µ� j|qs ‖ k�µf ‖pp1,r1q‖‖ jg ‖pp2,r2q χµ�j

�q0
� 1

q0

¤ C

�¸
kPZn

‖ kf ‖q1

pp1,r1q

� 1

q1

�¸
kPZn

�¸
jPZn

‖ jg ‖pp2,r2q p1� |k � j|qs
�q2

χk�j

� 1

q2

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1

q1,0
‖ g ‖Mp2,r2

q2,0

�¸
kPZn

p1� |k|qsχk
�

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2
q2,s

e

II ¤ C

�¸
kPZn

�¸
µPZn

p1� |k � µ|qs ‖ k�µf ‖pp1,r1q
¸
jPZn

‖‖ jg ‖pp2,r2q χµ�j

�q0
� 1

q0

¤ C

�¸
kPZn

p1� |k|qsq1 ‖ kf ‖q1

pp1,r1q

� 1

q1

�¸
kPZn

�¸
jPZn

‖ jg ‖pp2,r2q

�q2

χk�j

� 1

q2

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2

q2,0

�¸
kPZn

χk

�
¤ C ‖ f ‖Mp1,r1

q1,s
‖ g ‖Mp2,r2

q2,s

De maneira analoga a prova da estimativa de (II), provamos que

III ¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2
q2,s

.

Logo,

‖ fg ‖Mp0,r0
q0,s

¤ CpI � II � IIIq
¤ C ‖ f ‖Mp1,r1

q1,s
‖ g ‖Mp2,r2

q2,s
.

�

Proposição 2.8. Sejam 1 ¤ p, r, q ¤ 8 e s ¡ n

q1
. Então

‖ fg ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ f ‖Mp,r

q,s
‖ g ‖Mp,r

q,s
. (2.8)

Demonstração: Note que

1

2p
� 1

2p
� 1

p
,

1

r
¤ 1

r
� 1

r
,

1

1
� 1

q
� p2� 1q � 1

q
e s ¡ p1� 1

q
q.
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Assim, de maneira análoga ao feito na demonstração de (2.7) e utilizando (2.5), (2.6)

obtemos

‖ fg ‖Mp,r
q,s

¤ Cp‖ f ‖M2p,r
q,s

‖ g ‖M2p,r
1,0

� ‖ g ‖M2p,r
q,s

‖ f ‖M2p,r
1,0
q

¤ Cp‖ f ‖Mp,r
q,s

‖ g ‖Mp,r
1,0
� ‖ g ‖Mp,r

q,s
‖ f ‖Mp,r

1,0
q

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s

‖ g ‖Mp,r
q,s
.

�

Inclusões do tipo sobolev são muito úteis e aparecem no estudo de propriedades

de diversos espaços clássicos, em [45] essas inclusões são provadas para espaços de Besov e

espaços de Triebel-Lizorkin. O resultado a seguir mostra que esse tipo de inclusão também

é valida para os espaços Mp,r
q,s .

Proposição 2.9. Sejam 1 ¤ p0   p1 ¤ 8, 1 ¤ r0 ¤ r1 ¤ 8 , 1 ¤ q ¤ 8, s1, s0 P R tais

que

s0 � n

p0

� s1 � n

p1

Então

Mp0,r0

q,s0
ãÑMp1,r1

q,s1
(2.9)

Demonstração: Seja p2 ¡ 1 tal que
1

p1

� 1

p0

� 1

p2

�1. Aplicando a desigualdade

de Young temos

‖ f ‖Mp1,r1
q,s1

�
�¸
kPZn

xkys1q ‖ kf ‖qpp1,r1q

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkys1q
¸
jPZn

‖ pϕk�jϕk pfq_ ‖qpp1,r1q χk�j

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkys1q
¸
jPZn

‖ ϕ_k�j ‖qpp2,8q‖ kf ‖pp0,r0q χk�j

� 1

q

.

Analisemos separadamente ‖ ϕ_k�j ‖pp2,8q. Se p2 ¡ 2 aplicando a Desigualdade de Hausdorff-

Young obtemos

‖ ϕ_k�j ‖pp2,8q ¤ C ‖ ϕ_k�j ‖p2

¤ C ‖ ϕk�j ‖p1
2

� C

�»
Rn

|ϕpx� pk � jqq|p12dx

 1

p1
2

� C

�»
Bp0,1q

|ϕp?nxq|p12p?nqndx

 1

p1
2

¤ Cp?nqnp1� 1

p2
q

¤ Cxkynp1� 1

p2
q
,
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com C ¡ 0 suficientemente grande não dependendo de k.

Agora, se p2   2 aplicando (1.4) e a desigualdade de Hausdorff-Young temos

‖ ϕ_k�j ‖pp2,8q ¤ C ‖ ϕ_k�j ‖
2

p2
�1

1 ‖ ϕ_k�j ‖
2� 2

p2

2

¤ C ‖ ϕk�j ‖
2� 2

p2

2

¤ Cp?nqn
2
p2� 2

p2
q

¤ Cxkynp1� 1

p2
q
,

com C ¡ 0 suficientemente grande não dependendo de k.

Logo

‖ f ‖Mp1,r1
q,s1

¤ C

�¸
kPZn

xkyps1�n� n
p2
qq

‖ kf ‖qpp0,r0q
¸
jPZn

χk�j

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkys0q ‖ kf ‖qpp0,r0q

� 1

q

� C ‖ f ‖Mp0,r0
q,s0

�

2.2 Ação de alguns operadores e Interpolação

Iniciaremos essa seção com dois resultados importantes sobre a ação de convo-

luções nos espaços Mp,r
q,s .

Proposição 2.10. Sejam s P R e 1 ¤ p, r, q, p1, p2, r1, r2, q1, q2 ¤ 8 tais que

1

p1

� 1

p2

� 1

p
� 1 ,

1

r
¤ 1

r1

� 1

r2

,
1

q1

� 1

q2

� 1

q
.

Então

‖ f � g ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ f ‖Mp1,r1

q1,s
‖ g ‖Mp2,r2

q2,0
. (2.10)

para toda f PMp1,r1

q1,s
e g PMp2,r2

q2,0
. Além disso, se s ¡ 0 então

‖ f � g ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ f ‖Mp1,r1

q1,s
‖ g ‖Mp2,r2

q2,s
, (2.11)

para toda f PMp1,r1

q1,s
e g PMp2,r2

q2,s
.
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Demonstração: Para cada k P Z
n temos

kf � g � pϕkpf � gq^q_

� pϕk pfpgq_
�
�
ϕk pf ¸

iPZn

ϕk�ipg�_

χk�i

� pϕk pfq_ ��¸
iPZn

pϕk�ipgqχk�i�_

,

em suppϕk. Assim, aplicando a desigualdade de Young (ver página 25) vemos que

‖ kf � g ‖pp,rq¤ C ‖ kf ‖pp1,r1q
¸
iPZn

‖ k�ig ‖pp2,r2q χk�i.

Agora utilizando a desigualdade de Holder (Ver página 25) obtemos

‖ f � g ‖Mp,r
q,s

�
�¸
kPZn

xkysq ‖ f � g ‖qpp,rq

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

�
xkys ‖ kf ‖pp1,r1q

¸
iPZn

‖ k�ig ‖pp2,r2q χk�i

�q� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkysq1 ‖ kf ‖q1

pp1,r1q

� 1

q1

�
�¸
kPZn

¸
iPZn

‖ k�ig ‖q2

pp2,r2q χk�i

� 1

q2

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2

q2,0
.

Agora, se s ¡ 0 então de (2.5) segue que

‖ f � g ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2

q2,0

¤ C ‖ f ‖Mp1,r1
q1,s

‖ g ‖Mp2,r2
q2,s

.

�

Definição 2.11. Para 0   γ   n definimos o operador

Tγfpxq � �
»
Rn

fpyq
|x� y|γ dy � Vγ � fpxq,

com Vγpxq � �|x|�γ, para toda f P SpRnq. Podemos extender o operador T para o espaço

S 1pRnq fazendo

xTγf, ϕy � xf, Tγϕy,
para toda f P S 1 e para toda ϕ P S.
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Proposição 2.12. Sejam 0   γ   n, 1 ¤ r, q ¤ 8, s P R e 1   p1   p2   8 com

1

p1

� γ

n
� 1 � 1

p2

.

Então

‖ Tγf ‖Mp2,r
q,s

¤ C ‖ f ‖Mp1,r
q,s

, (2.12)

para toda f PMp1,r
q,s .

Demonstração: Para cada k P Z
n, aplicando a desigualdade de Hardy-

Littlewood-Sobolev para espaços de Lorentz (ver página 25), obtemos

‖ kTγf ‖pp2,rq � ‖ pϕkpVγ � fq^q_ ‖pp2,rq

� ‖ pϕkxVγ pfq_ ‖pp2,rq

� ‖ Vγ � p kfq ‖pp2,rq

¤ C ‖ kf ‖pp1,rq .

Assim

‖ Tγf ‖Mp2,r
q,s

�
�¸
kPZn

xkysq ‖ kf ‖qpp2,rq

� 1

q

¤ C

�¸
kPZn

xkysq ‖ kf ‖qpp1,rq

� 1

q

� C ‖ f ‖Mp1,r
q,s

.

�

Em espaços como espaço de Besov e espaços de Triebel-Lizorkin o estudo do

parâmetro s foi feito em [45] através do estudo do operador Bk. No próximo resultado mos-

tramos como esse operador afeta o parâmetro nos espaços Mp,r
q,s e nos da uma desigualdade

que será útil ao trabalharmos as não-linearidades das equações que iremos trabalhar no

capítulo 3.

Proposição 2.13. Sejam 1 ¤ p, r, q ¤ 8 e s P R. Para k � 1, 2, . . . , n o operador

diferencial Bk � Bxk
: Mp,r

q,s ÝÑM
p,r
q,s�1 é contínuo.

Demonstração: Para cada j P Z
n fixo temos que

jBkf � pϕjpBkfq^q_

� pϕjξk pfq_
�
�
ϕj
¸
iPZn

ϕj�iξk pfχj�i�_

�
�¸
iPZn

ϕj�iξkχj�i

�_

� p jfq.
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Assim, aplicando a desigualdade de Young obtemos

‖ Bkf ‖Mp,r
q,s�1

¤ C

�¸
jPZn

xjyqps�1q ‖

�¸
iPZn

ϕj�iξkχj�i

�_

‖qp1,8q‖ jf ‖qpp,rq

� 1

q

� C

�¸
jPZn

‖

�¸
iPZn

xjy�qϕj�iξkχj�i
�_

‖qp1,8q pxjysq ‖ jf ‖qpp,rqq
� 1

q

.

Note agora que, se α � pδijqnj�1 então

pϕj�iξkq_pxq � pϕj�iξkq^p�xq � 1

2πi
Bαyϕj�ip�xq.

Além disso, xjy�qyϕj�i P SpRnq, para todo i, j P Z
n. Logo, existe N P N tal que

|Bα
�¸
iPZn

xjy�qyϕj�iχj�i� p�xq| ¤ Cp1� |x|q�N e
»
Rn

p1� |x|q�N   8,

com C independente de i e j.

Assim

‖

�¸
iPZn

xjy�qϕj�iξkχj�i
�_

‖p1,8q ¤ ‖

�¸
iPZn

xjy�qϕj�iξkχj�i
�_

‖1

¤ ‖ p1� |x|q�N ‖1

  8.

Portanto

‖ Bkf ‖Mp,r
q,s�1

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s
. (2.13)

�

Definição 2.14. Seja λ ¡ 0. Definimos o operador dilatação por

Uλfpxq � fpλxq.

O efeito da dilatação na norma dos espaços é muito importante nos estudo de

EDP’s, em [54] é mostrado a limitação do operador Uλ para os espaços de α-Modulação.

Aplicando algumas ideias lá desenvolvidas podemos análisar como o operador Uλ age nos

espaços de modulação-Lorentz.

Lema 2.15. (Ver [44] pág. 16) Sejam 1 ¤ p ¤ 8, s ¡ 0 e λ ¡ 0. Então existe uma

constante C ¡ 0 tal que

C�1λ
�n
p p1^ λsq ‖ f ‖Hs

p
¤‖ Uλf ‖Hs

p
¤ Cλ

�n
p p1_ λsq ‖ f ‖Hs

p
. (2.14)
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Proposição 2.16. Sejam 1 ¤ p, r, q ¤ 8, s P R e s0 ¡ n

2
, λ ¡ 0. Então existe uma

constante C ¡ 0 tal que

‖ Uλf ‖Mp,r
q,s
¤ Cλ

�np 1

p
� 1

2
� s

nqp1_ λs0qp1_ λ�nq1� 1

q ‖ f ‖Mp,r
q,s
. (2.15)

Demonstração: Denotemos por k,λ o operador pseudo-diferencial com sím-

bolo ϕkpλ�q. Para cada l P Z
n definimos o conjunto

Λpl, λq � tk P Z
n : k,λ lf � 0u.

Como suppϕkpλ�q � λ�1suppϕk podemos considerar que o número de elementos de Λpl, λq
não supera 1_ λ�n. Além disso, para k P Λpl, λq temos

λplj �
?
nq   pkj �

?
nq , pkj �

?
nq   λplj �

?
nq, (2.16)

para j � 1, . . . , n.

Logo, podemos ver que

k P Λpl, λq ô l P Λpk, lq

e

xly ¨ 1_ λ�1 ô xky ¨ 1_ λ.

Considere o conjunto

R
n
j � tx P R

n : |xi| ¤ |xj|, i � 1, . . . , j � 1, j � 1, . . . , nu.

Se xly " 1_ λ�1, sem perda de generalidade, podemos assumir que l pertence a algum R
n
j

quando lj ¡ 0, para algum j. Por (2.17) vemos que

xky © λxly.

Já se lj   0 para todo j, utilizando (2.17)� p�1q, obtemos o mesmo resultado. Reciproca-

mente, para k P Λpl, λq X R
n
j por (2.17) temos

xky ¨ λxly.

Então concluímos que

xky � λxly.
Note ainda que aplicando mudança de variáveis obtemos

p kUλfqpxq � p k,λfqpλxq,

para todo x P R
n.
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Assim, para cada k fixo, aplicando (1.17) e (2.14) temos que

‖ kUλ ‖pp,rq ¤ λ
�n

p ‖ k,λfp�λq ‖pp,rq

¤ Cλ
�n

p

¸
lPΛpk,λq

‖ k,λ lf ‖pp,rq

¤ Cλ
�n

p

¸
lPΛpk,λq

‖ pϕkqλ ‖Hs
2
‖ lf ‖pp,rq

¤ Cλ
�n

p
�n

2 p1_ λs0q
¸

lPΛpk,λq
‖ lf ‖pp,rq .

Logo

‖ Uλf ‖q
M

p,r
q,s

¤ Cλ
�nqp 1

p
� 1

2
qp1_ λs0qq

¸
kPZn

xkyqs
� ¸
lPΛpk,λq

‖ lf ‖pp,rq

�q

¤ Cλ
�nqp 1

p
� 1

2
q�qsp1_ λs0qqp1_ λ�nqq�1

¸
kPZn

� ¸
lPΛpk,λq

xlyqs ‖ lf ‖qpp,rq

�
¤ Cλ

�nqp 1

p
� 1

2
� s

nqp1_ λs0qqp1_ λ�nqp1� 1

q qq ‖ f ‖q
M

p,r
q,s
.

Portanto

‖ Uλf ‖Mp,r
q,s
¤ Cλ

�np 1

p
� 1

2
� s

nqp1_ λs0qp1_ λ�nqp1� 1

q q ‖ f ‖Mp,r
q,s
.

�

Definição 2.17. Seja b P R. Definimos o operador de Bessel e denotamos Jb, o operador

pseudo-diferencial dado por

pJbfq^pξq � xξyb pfpξq,
para todo ξ P R

n.

Sabemos que para espaços de Besov vale JbpBs
p,qq � Bs�b

p,q , como foi provado

em [45]. Vamos mostrar que a ação do operador nos espaços de modulação-Lorentz é

similar. Para isso precisaremos de alguns resultados preliminares que serão dados a seguir.

Lema 2.18. (Ver [7])Existe uma partição da unidade tϕkukPZn satisfazendo a definição

2.1 (ver página 35) e tal que

|Bβϕk| ¤ Cβ,

para todo multi-índice β e k P Z
n, com Cβ independente de k.

Proposição 2.19. Sejam L o maior inteiro anterior a
n

2
e σ P CLpRnq tal que

|Bβσpξq| ¤ Cxξyb�|β|ρ,

para |β| ¤ L, b P R e 0 ¤ ρ ¤ 1. Seja T um multiplicador de Fourier dado por

pTfq^ � σ pf .
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Então podemos extender T para um operador limitado

T : Mp,r
q,s ÝÑM

p,r
q,s�b,

para s P R, 1   p   8 e 1 ¤ r, q ¤ 8.

Demonstração: Seja tϕku uma partição da unidade como no Lema anterior.

Para cada k P Z
n definimos

Ψk �
¸
k1PZn

ϕkχk�k1 .

Assim

|BβΨkpξq| ¤ C , @ξ P R
n,

com C ¡ 0 independente de k.

Defina

σkpξq � xky�bσpξqΨkpξq.
Temos

|Bβσkpξq| ¤ xky�b
¸
γ¤β

�
β

γ



|Bγσpξq||Bβ�γΨkpξq|

¤ Cxky�b
¸
γ¤β

xξyb�|γ|ρ

¤ Cxky�bxξyb.

com C dependendo apenas de β.

Mais ainda, para ξ P suppΨk temos

xky � xξy e |ξ � k|n ¤ C|Bpk,Rq| � ?
n
n
,

com R � 3
?
n, e então

1 ¤ C|ξ � k|�|β|.
Logo

|Bβσkpξq| ¤ C

¤ C|ξ � k|�|β|.

Agora aplicando o Teorema de Hormander-Michlin para multiplicadores de Fourier (con-

forme [30]), aplicado para σ̃kpξq � σkpξ � kq, vemos que σk se extende a um multiplicador

limtiado em Lp com 1   p   8, como limitação independente de k. Daí, aplicando o

Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz (conforme [31], pág. 56) podemos extender

para Lpp,rq.
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Logo, como Ψkpξq � 1 em suppϕk, temos

‖ pϕkσ pfq_ ‖pp,rq ¤ ‖ pxkybσkϕk pfq_ ‖pp,rq

¤ Cxkyb ‖ pϕk pfq_ ‖pp,rq .

Finalmente

‖ Tf ‖q
M

p,r
q,s

�
¸
kPZn

xkyqs ‖ pσϕk pfq_ ‖qpp,rq

¤ C
¸
kPZn

xkyqps�bq ‖ pϕk pfq_ ‖qpp,rq

� C ‖ f ‖q
M

p,r

q,s�b

.

�

Corolário 2.20. Sejam b P R, 1   p   8, 1 ¤ r, q ¤ 8 e s P R. Então, JbpMp,r
q,s q �M

p,r
q,s�b,

no sentido que

‖ f ‖Mp,r
q,s
�‖ Jbf ‖Mp,r

q,s�b
, (2.17)

para toda f PMp,r
q,s .

Demonstração: Aplicando a proposição anterior para T � Jb e T � J�b
temos que os operadores

Jb : Mp,r
q,s ÝÑM

p,r
q,s�b

e

J�b : M
p,r
q,s�b ÝÑMp,r

q,s

são limitados. Assim dada f PMp,r
q,s temos que

‖ Jbf ‖Mp,r

q,s�b
¤ C ‖ f ‖Mp,r

q,s
.

Por outro lado, como pJbq�1 � J�b então

‖ f ‖Mp,r
q,s

� ‖ pJbq�1Jbf ‖Mp,r
q,s

� ‖ J�bJbf ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ Jbf ‖Mp,r

q,s�b
.

Assim, obtemos o resultado.

�

Agora vamos fazer um estudo da interpolação complexa para os espaços Mp,r
q,s .

Assim como feito para espaços de α-Modulação em [54] obteremos um resultado similar.
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Definição 2.21. (1) Seja S � tz P C : 0   Repzq   1u um subconjunto de C. Dizemos

que uma função f : S ÝÑ S 1pRnq é analítica se:

(i)@z P S , fpzq P S 1pRnq
(ii)@ϕ P SpRnq com suporte compacto, pϕ pfpx, zqq_ é uma função uniformemente

contínua e limitada em R
n � S.

(iii)@ϕ P SpRnq com suporte compacto, pϕ pfq_px, zq é analítica em S para todo

x fixo em R
n

Denotamos por ApS 1pRnq o conjunto de todas funções S 1pRnq-analíticas.

(2) Sejam A0 e A1 espaços quase-Banach e 0   θ   1. Definimos o espaço

F pA0, A1q � tϕpzq P ApS 1pRnq : ϕpl � itq P Al, l � 0, 1, @t P R

e ‖ ϕpzq ‖F pA0,A1q  8u,
onde

‖ ϕpzq ‖F pA0,A1q� max sup
l�0,1;tPR

‖ ϕpl � itq ‖Al
.

A partir desse espaço podemos definir o seguinte espaço:

pA1, A0qθ � tf P S 1pRnq : Dϕpzq P F pA0, A1q; f � ϕpθq
e ‖ f ‖pA0,A1qθ  8u,

onde

‖ f ‖pA0,A1qθ� inft‖ ϕpθq ‖F pA0,A1q: ϕpθq � f, ϕ P F pA0, A1qu.

A seguir enunciaremos alguns resultados sobre os espaço definidos acima que

podem ser encontrados em [54] para mais detalhes.

Proposição 2.22. O espaço ppA0, A1qθ, ‖ � ‖pA0,A1qθq é quase-Banach.

Proposição 2.23. Para toda f P pA0, A1qθ temos que

‖ f ‖pA0,A1qθ� inftsup
tPR

‖ ϕpitq ‖1�θ
A0

sup
tPR

‖ ϕp1� itq ‖θA1
: ϕpzq P F pA0, A1q, ϕpθq � fu.

Proposição 2.24. Seja T um operador multilinear contínuo de

A
p1q
0 � A

p2q
0 � . . .� A

pmq
0 em B0

e de

A
p1q
1 � A

p2q
1 . . .� A

pmq
1 em B1,
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satisfazendo

‖ T pf p1q, . . . , f pmqq ‖B0
¤ C0

m¹
j�1

‖ f pjq ‖
A
pjq
0

e

‖ T pf p1q, . . . , f pmqq ‖B1
¤ C0

m¹
j�1

‖ f pjq ‖
A
pjq
1

,

para toda f pjq P Apjq
0 X A

pjq
1 . Então T é contínuo de pAp1q

0 , A
p1q
1 qθ � . . .� pApmq

0 , A
pmq
1 qθ

em pB0, B1qθ com norma no máximo C1�θ
0 Cθ

1 , desde que 0 ¤ θ ¤ 1.

Antes de enunciarmos e provarmos a propriedade de interpolação precisaremos

de dois lemas que serão essenciais na demonstração, os quais enunciaremos a seguir.

Lema 2.25. (Lema das três linhas de Doestsch, ver [45] pág. 194) Seja θ P p0, 1q. Então

para toda função analítica F em S e contínua em S, satisfazendo

sup
zPS

e�a|Impzq| log |F pzq|   8

para algum a P p0, πq, temos

|F pθq| ¤
�»

R

|F pitq|µ0ptq
1� θ

dt


1�θ �»
R

|F p1� itq|µ1ptq
θ

dt


θ
onde µ0 e µ1 são definidas por

µ0 � senpπθq
2rcoshpπtq � cospπtqs e µ1ptq � senpπθq

2rcoshpπtq � cospπtqs
com, ‖ µ0 ‖1� 1� θ e ‖ µ1 ‖1� θ. Em particular,

|F pθq| ¤ sup
tPR

|F pitq|1�θ sup
tPR

|F p1� itq|θ

O próximo lemas nos dara uma desigualdade importante baseada em funções

maximais definidas a partir da partição da unidade tϕkukPZn . Para isso precisaremos da

seguinte definição:

Definição 2.26. Seja b ¡ 0 e f P SpRnq. Para cada k P Z
n definimos a função maximal,

pϕkfq�b pxq � sup
yPRn

| kfpx� yq|
1� |y|b ,

para todo x P R
n.

Observação 2.27. Note que pϕkfq�b pxq ¥ kfpxq para todo x P R
n.
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Lema 2.28. Sejam 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8 e b ¡ 1

mintp, qu . Então:

‖ pϕkfq�b ‖pp,rq¤ C ‖ kf ‖pp,rq (2.18)

para toda f P Lpp,rq e k P Z
n.

Demonstração: Como p kfq^ tem suporte compacto, aplicando o Teorema

1.4.1 em [49] obtemos que

‖ pϕkfq�b ‖σ¤ C ‖ kf ‖σ,

para todo σ ¡ 0. Logo, basta aplicarmos o Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz e

concluímos o resultado.

�

Proposição 2.29. (Interpolação Complexa) Sejam 1 ¤ p, p0, p1   8, 1 ¤ r, r0, r1, q, q0, q1 ¤
8 e 0   θ   1 tais que

s � p1� θqs0� θs1 ,
1

p
� 1� θ

p0

� 1

p1

,
1

r
¤ 1� θ

r0

� θ

r1

,
1

r
¤ 1� θ

r0

� θ

r1

,
1

q
� 1� θ

q0

� θ

q1

.

Além disso, se r � 8 então r0 � r1 � 8 e se r   8 então

r

p
¤ mintr0

p0

,
r1

p1

u.

Nestas condições vale que

pMp0,r0

q0,s0
,Mp1,r1

q1,s1
qθ �Mp,r

q,s .

Demonstração: Primeiramente iremos provar que

Mp,r
q,s � pMp0,r0

q0,s0
,Mp1,r1

q1,s1
qθ.

Para tal basta provar que existe φpzq P ApS 1pRnq tal que

φpθq � φp�, θq � f e ‖ φpl � itq ‖Mpl,rl
ql,sl

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s

, l � 0, 1.

Seja z P S, escrevemos

spzq � p1� zqs0 � zs1 ,
1

ppzq �
1� z

p0

� z

p1

,
1

qpzq �
1� z

q0

� z

q1

.

Tome ψk :�
¸
lPZn

ϕlχk�l e então segue que ψk � 1 em suppϕk. Para toda f PMp,r
q,s , definimos

φpx, zq �
¸
kPZn

�
ψk

�
xkys�spzq ‖ kf ‖

1� p

ppzq

pp,rq p kfq
p

ppzq


^�_
pxq.

Assim

φpzq P ApS 1pRnq e φpθq � φp�, θq � f.
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Considere z � it. Para cada j P Z
n temos que

jφpx, itq ¤ C
¸
kPZn

xkys�spitq ‖ kf ‖
1� p

ppitq

pp,rq rϕjψkp kfq
p

ppitq q^s_pxqχk�j

¤ C
¸
kPZn

xkys�spitq ‖ kf ‖
1� p

ppitq

pp,rq

»
Rn

rpϕjq_ � pψkq_spyq

� pp kfq
p

ppitq qpx� yqdyχk�j
¤ C

¸
kPZn

xkys�spitq ‖ kf ‖
1� p

ppitq

pp,rq rpϕkfq�b pxqsRep
p

ppitq
q

»
Rn

|pϕq_ � pϕq_pyq|p1� |y|bqRep p

ppitq
q
dyχk�j

¤ C
¸
kPZn

xkys�spitq ‖ kf ‖
1� p

ppitq

pp,rq rpϕkfq�b pxqsRep
p

ppitq
q
χk�j,

para todo x P R
n com a constante C ¡ 0 independente de k, j e z. Tomando a norma do

espaço Lpp0,r0q e aplicando (2.18) e (1.11) obtemos

‖ jφp�, itq ‖pp0,r0q ¤ C
¸
kPZn

xkyReps�spitqq ‖ kf ‖
Rep1� p

ppitq
q

pp,rq ‖ pϕkfq�b pxqsRep
p

ppitq
q ‖pp0,r0q

¤ C
¸
kPZn

xkys�s0 ‖ kf ‖
1� p

p0

pp,rq ‖ pϕkfq�b pxq ‖
p

p0

pp, r0p

p0
q χk�j

¤ C
¸
kPZn

xkys�s0 ‖ kf ‖pp,rq χk�j,

onde b é um número real tal que b ¡ 1

mintp, qu . Tome q̃ tal que

1� 1

q0

� 1

q̃
� 1

q
.

Agora, multiplicando a desigualdade por xjys0 ,tomando a norma de lq0 e aplicando a

desigualdade de Young para séries concluímos que

‖ φp�, itq ‖Mp0,r0
q0,s0

¤ C

�¸
jPZn

xjys0q0

�¸
kPZn

xkys�s0 ‖ kf ‖pp,rq χk�j

�q0
� 1

q0

¤ C

�¸
jPZn

�¸
kPZn

xkys ‖ kf ‖pp,rq χk�j

�q0
� 1

q0

¤
�¸
jPZn

χj

� 1

q̃
�¸
jPZn

xjysq ‖ jf ‖qpp,rq

� 1

q

¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s
.

De maneira análoga mostramos a desigualdade para z � 1� it.

Reciprocamente, vamos mostrar que pMp0,r0

q0,s0
,Mp1,r1

q1,s1
qθ � Mp,r

q,s . Dada f P
pMp0,r0

q0,s0
,Mp1,r1

q1,s1
qθ, se φ P ApS 1pRnq é tal que φpθq � f , aplicando o Lema das três linhas de
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Doetsh obtemos duas funções positivas u0pθ, tq e u1pθ, tq em p0, 1q � R satisfazendo

| kf | ¤
�»

R

kϕpitqµ0pθ, tq
1� θ

dt


1�θ �»
R

kϕp1� itqµ1pθ, tq
θ

dt


θ
,

com
1

1� θ

»
R

µ0pθ, tqdt � 1

θ

»
R

µ1pθ, tqdt � 1.

Agora, aplicando a norma de Lpp,rq na desigualdade acima e utilizando as desigualdades de

Holder e do tipo Minkowski (Ver página 26), temos

‖ kf ‖pp,rq ¤ ‖

»
R

kφpitqµ0pθ, tq
1� θ

dt ‖1�θ
pp0,r0q‖

»
R

kφp1� itqµ1pθ, tq
θ

dt ‖θpp1,r1q

¤
�»

R

‖ kφpitq ‖pp0,r0q
µ0pθ, tq
1� θ

dt


1�θ

�
�»

R

‖ kφp1� itq ‖pp1,r1q
µ1pθ, tq
θ

dt


θ
.

Assim, aplicando a desigualdade de Holder para séries obtemos

‖ f ‖q
M

p,r
q,s

¤
¸
kPZn

xkysq
��»

R

‖ kφpitq ‖pp0,r0q
µ0pθ, tq
1� θ

dt


1�θ�q

��»
R

‖ kφp1� itq ‖pp1,r1q
µ1pθ, tq
θ

dt


θ�q

.

Então

‖ f ‖Mp,r
q,s

¤
�¸
kPZn

xkys0q0

�»
R

‖ kφpitq ‖pp0,r0q
µ0pθ, tq
1� θ

dt


q0

� 1�θ
q0

�¸
kPZn

xkys1q1

�»
R

‖ kφp1� itq ‖pp1,r1q
µ1pθ, tq
θ

dt


q1

� θ
q1

¤ sup
tPR

‖ ϕpitq ‖1�θ
M

p0,r0
q0,s0

sup
tPR

‖ ϕp1� itq ‖θ
M

p1,r1
q1,s1

.

Logo, pela definição de ínfimo concluímos que

‖ f ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ f ‖pMp0,r0

q0,s0
,M

p1,r1
q1,s1

qθ .

Portanto pMp0,r0

q0,s0
,Mp1,r1

q1,s1
qθ �Mp,r

q,s .

�
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2.3 Relações entre espaços clássicos e o espaço M p,r
q,s

Nesta seção vamos obter relações entre os espaços de modulação-Lorentz e

espaços de Sobolev generalizado e espaços de Besov. Para espaços de Modulação essas

inclusões foram estudadas em [53] e várias das ideias la desenvolvidas podem ser aplicadas

para nosso espaço.

Definição 2.30. Para cada k P Z
n definimos Qk como o cubo unitário de centro em k.

Lema 2.31. Seja 1 ¤ q ¤ 8,2 ¤ r ¤ 8 e s P R. Então

‖ f ‖M2,r
q,s
¤ C

�¸
kPZn

xkysq ‖ χQk
pf ‖q2

� 1

q

. (2.19)

Demonstração: Aplicando (1.11), (1.13) e a desigualdade de Hausdorff-Young

(ver página 25) temos

‖ kf ‖p2,rq ¤ ‖ kf ‖p2,2q

¤ C ‖ kf ‖2

¤ C ‖ ϕk pf ‖2

¤ C
¸
iPZn

‖ χQk�i
pf ‖2 χk�i,

para todo k P Z
n.

Tomando a norma em lqpZnq obtemos o resultado.

�

Proposição 2.32. Sejam 1 ¤ p, r, q ¤ 8 e s P R. Temos:

(i) Se s ¡ n

�
1

q
� 1

2



, r ¥ 2 e 0   q   2 então

HspRnq ãÑM
2,r
q,0 pRnq (2.20)

(ii) Se 1 ¤ q ¤ 2, 1   p   2 e s ¡ 0 então

Mp,r
q,s pRnq ãÑ HspRnq (2.21)

(iii) Se s   n

�
1

q
� 1

2



, 2   q ¤ 8 e 1   p   2 então

M
p,r
q,0 pRnq ãÑ HspRnq (2.22)
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Demonstração: Primeiramente vamos demonstrar (2.20). Observe que existe

no máximo Opin�1q elementos k P Z
n tais que

|k1| � . . .� |kn| � i .

Utilizando (2.19) e a desigualdade de Holder para séries, obtemos

‖ f ‖q
M

2,r
q,0

¤ C

�¸
kPZn

‖ χQk
pf ‖q2

�

¤ C

�¸
kPZn

p1� |k|q�sq ‖ p1� |ξ|2q s
2χQk

pf ‖q2

�

¤ C

�¸
kPZn

p1� |k|q�2sq

2�q

� 2�q

2

�¸
kPZn

‖ χQk
p1� |ξ|2q s

2 pf ‖2
2

� q

2

¤ C

� 8̧

i�0

¸
|k|�i

p1� |k|q�2sq

2�q

� 2�q

2

�¸
kPZn

‖ χQk
p1� |ξ|2q s

2 pf ‖2
2

� q

2

¤
� 8̧

i�0

p1� iq�2sq

2�q
�1�n

� 2�q

2

‖ f ‖qHs .

Como s ¡ n

�
1

q
� 1

2



então

� 8̧

i�0

p1� iq�2sq

2�q
�1�n

� 2�q

2

  8,

e assim

‖ f ‖M2,8
q,0
¤ C ‖ f ‖Hs .

Agora provemos (2.21). Utilizando (1.1), (1.2), a desigualdade de Hausdorff-

Young e (1.14), temos

‖ f ‖Hs ¤ C
¸
kPZn

‖ ϕkp1� |ξ|2q s
2 pf ‖2

2

¤ C
¸
kPZn

p1� |k|q2s ‖ ϕk pf ‖2
2

¤ C
¸
kPZn

p1� |k|q2s ‖ ϕk pf ‖

1� 2

p1

1� 1

p1

p1,8q‖ ϕk pf ‖

1

1� 1

p1

pp1,8q

¤ C
¸
kPZn

p1� |k|q2s ‖ ϕk pf ‖2
pp1,8q

¤ C
¸
kPZn

p1� |k|q2s ‖ kf ‖2
pp,8q

¤ C
¸
kPZn

p1� |k|q2s ‖ kf ‖2
pp,rq

¤ C ‖ f ‖2
M

p,r
q,s
.
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Assim

‖ f ‖Hs¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,s
.

Finalmente provemos (2.22). De forma análoga aos cálculos feitos acima obtemos

‖ f ‖Hs¤ C ‖ f ‖Mp,r
2,s
.

Como s   n

�
1

q
� 1

2



e q ¡ 2 então por (2.6) temos que

M
p,r
q,0 ãÑM

p,r
2,s

e assim

‖ f ‖Hs¤ C ‖ f ‖Mp,r
q,0
.

�

Proposição 2.33. Sejam 1 ¤ p, r ¤ 8, 0   q ¤ 8, s P R e ε ¡ 1.

(i) Se q   1 então

M
p,r
q,0 ãÑ B0

εp,q. (2.23)

(ii) Se q ¥ 1 então

M
p,r

q,np1� 1

q q ãÑ B0
εp,q. (2.24)

(iii) Se 1 ¤ q   2 e r ¥ 2 então

B
np 1

q
� 1

2
q

2,q ãÑM
2,r
q,0 . (2.25)

(iv) Se 2 ¤ q ¤ 8 e r ¥ 2 então

M
2,r

q,np 1

2
� 1

q q ãÑ B0
2ε,q. (2.26)

Demonstração: Seja ak � p2k�1 �?
nq _ 0, bk � 2k�1 �?

n. Como

suppϕi � tξ P R
n : |ξ � i| ¤ ?

nu e suppδk � tξ P R
n : 2k�1 ¤ |ξ| ¤ 2k�1u,

temos que

∆kp ifq � 0 , |i| R rak, bks.
Além disso, podemos observar que o anel tξ P R

n : ak ¤ |ξ| ¤ bku contém no máximo

Op2knq cubos unitários.
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Primeiramente mostremos (2.23). Agora, utilizando (1.17), (1.1), (2.2) e (1.11),

obtemos

‖ ∆kf ‖qεp ¤
� ¸
iPZn,|i|Prak,bks

‖ ∆kp ifq ‖εp

�q

¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks
‖ if ‖qεp

¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks

���‖ if ‖

1
εp�

1

pε�1qp
1
p�

1

pε�1qp

pp,8q ‖ if ‖

1
p�

1
εp

1
p�

1

pε�1qp

ppε�1qp,8q

��

q

¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks
‖ if ‖qpp,8q

¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks
‖ if ‖qpp,rq .

Então, somando em k, concluímos

‖ f ‖B0
εp,q
¤ C ‖ f ‖Mp,r

q,0

Agora mostremos (2.24). Analogamente ao feito em (i) obtemos

‖ ∆kf ‖qεp ¤
� ¸
iPZn,|i|Prak,bks

‖ ∆kp ifq ‖εp

�q

¤
¸

iPZn,|i|Prak,bks
2knpq�1q ‖ ∆kp ifq ‖qεp

¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks
2knpq�1q ‖ if ‖qpp,rq .

Observe que, para |i| P rak, bks temos 2k v |i|, com C ¡ 0 independente de k e i. Logo

‖ ∆kf ‖qεp¤ C
¸

iPZn,|i|Prak,bks
xiynpq�1q ‖ if ‖qpp,rq .

Tomando a norma em lqpZq obtemos

‖ f ‖B0
εp,q
¤ C ‖ f ‖Mp,r

q,np1� 1
q q
.

Finalmente provemos (2.24). Utilizando (2.19), para algum L P N suficiente-
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mente grande, temos

‖ f ‖q
M

2,r
q,0

¤ C

�� ¸
|k|¤2L

‖ χQk
pf ‖q2 �

8̧

k�L

¸
iPZn,|i|Prak,bks

‖ χQi
pf ‖q2

�

¤ C

��‖ f ‖q2 �
8̧

k�L
2knp1�

q

2
q
� ¸
iPZn,|i|Prak,bks

»
Rn

|χQi
pf |2dx� q

2

�

¤ C

�
‖ f ‖q2 �

8̧

k�L
2
knp 1

q
� 1

2
qq ‖ χp2k�2,2k�1q pf ‖q2

�
¤ C ‖ f ‖q

B
np 1

q�
1

2q
2,q

.

A demostração de (2.26) segue com raciocínio análogo ao feito para (2.25).

�

Proposição 2.34. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8, q ¡ p^ p1 e ε ¡ 0. Então

M
p,8
q,σpp,qq ãÑ B0

εp,q, (2.27)

onde σpp, qq � max

"
0, n

�
1

p^ p1
� 1

q


*
.

Demonstração: Utilizando (2.24) e (2.26) obtemos,

Mp,8
8,n ãÑ B0

εp,8 , 1 ¤ p ¤ 8

M
2,8
q,np 1

2
� 1

q
q ãÑ B0

2ε,q , 2 ¤ q ¤ 8.
Tomando p � 1, 2,8 e q � 8 temos que

M1,8
8,n ãÑ B0

ε,8, (2.28)

M
2,8
8,n

2

ãÑ B0
2ε,8 (2.29)

e

M8,8
8,n ãÑ B0

8,8. (2.30)

Agora, aplicamos a propriedade de Interpolação Complexa (ver página 55) da seguinte

forma


 Para 1   p   2, utilizamos (2.28), (2.29) e escolhemos θ � 2

p
� 1.


 Para p ¡ 2, utilizamos (2.29), (2.30) e escolhemos θ � 2

p
.
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obtendo assim, em ambos os casos, a seguite inclusão contínua

M
p,8
8, n

p^p1
ãÑ B0

pε,8 , 1 ¤ p ¤ 8. (2.31)

Além disso, novamente aplicando (2.24),(2.26) e (2.5), temos

M
1,8
1,0 ãÑM

p,8
1,0 ãÑ B0

pε,1 , 1 ¤ p ¤ 8 (2.32)

e

M
2,8
2,0 ãÑ B0

2ε,2. (2.33)

Para concluir a demonstração vamos analisar separadamente três condições

para p e q.


 Caso 1: 1   p   q   2

Tomando p � 1 em (2.32) e utilizando (2.33), (2.5) obtemos

M
1,8
1,σpp,qq ãÑ B0

ε,1

e

M
2,8
2,σpp,qq ãÑ B0

2ε,2.

Aplicando a propriedade de Interpolação complexa nas inclusões acima, sendo para θ � 2

q
�1

nos espaços a esquerda e θ � 2

p
� 1 a direita temos que

M
q,8
q,σpp,qq ãÑ B0

εp,p.

Mas lp � lq e por (2.2) segue que

M
p,8
q,σpp,qq ãÑM

q,8
q,σpp,qq ãÑ B0

pε,p ãÑ B0
pε,q.


 Caso 2: q ¡ p ¡ 2

Por (2.31), (2.33) e (2.5) temos

M
8,8
8, n

p^p1
ãÑ B0

8,8

e

M
2,8
2, n

p^p1
�n

2

ãÑ B0
2ε,2.

Aplicando a propriedade de Interpolação complexa para, θ � 2

p
nos espaços a esquerda e

θ � 2

p
a direita, obtemos

M
q,8
q,σpp,qq ãÑ B0

pε,p.
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Então analogamente ao feito no caso 1 obtemos (2.27).


 Caso 3: q ¡ 2 ¡ p ¡ 1

Seja 1   δ   p. Aplicando a propriedade de Interpolação complexa para (2.32)

e (2.33), sendo θ � 2

p
� 1 nos espaços a esquerda e θ � 2

δ
� 1 a direita, obtemos

M
p,8
p,0 ãÑ B0

δε,δ.

Assim, aplicando novamente interpolação para a inclusão acima e (2.31), temos

M
q,8
q,σpp,qq ãÑ B0

pε,p,

e de maneira análoga aos casos anteriores obtemos (2.27).

�

Proposição 2.35. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8, s P R e ε ¡ 1. Então

M
p,8
q,s�σpp,qq ãÑ Bs

pε,q. (2.34)

Demonstração: De maneira análoga as inclusões (2.24) e (2.26) provamos

que

M
p,8
q,s�np1� 1

q
q ãÑ Bs

εp,q

e

M
2,8
q,s�np 1

2
� 1

q
q ãÑ Bs

2ε,q , 2 ¤ q ¤ 8.

Assim, basta seguir o raciocínio da proposição anterior e obtemos o resultado

desejado.

�

Lema 2.36. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8 e s P R. Então

B
s�n

q
p,q ãÑMp,8

q,s . (2.35)

Demonstração: Seja L ¡ 0 suficientemente grande. Temos¸
kPZn

xkysq ‖ kf ‖qp,8 ¤ C
¸

|k|¤2L

xkysq ‖ kf ‖qp

� C

8̧

j�L

¸
|k|Pr2j�1,2jq

xkysq ‖ kf ‖qp

�: CpI � IIq.
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Analisando (I) vemos que

I ¤
¸

|k|¤2L

L�1̧

j�0

xkysq ‖ k∆jf ‖qp

¤ C
¸

|k|¤2L

L�1̧

j�0

2jsq ‖ ∆jf ‖qp

¤ C ‖ f ‖qBs
p,q
.

Como o conjunto tk P Z
n : |k| P r2j�1, 2jqu tem no máximo Op2jnq elementos

podemos ver que

II ¤ C

8̧

j�L

¸
|k|Pr2j�1,2jq

xkysq ‖ k

4̧

l��4

∆j�lf ‖p

¤ C

8̧

j�L
2jsq2nj

�
4̧

l��4

‖ ∆j�lf ‖p

�q

¤ C

4̧

l��4

8̧

j�L
2
jqps�n

q
q ‖ ∆j�lf ‖qp .

Então

‖ f ‖Mp,8
q,s

¤ C ‖ f ‖Bs
p,q
�C

�
4̧

l��4

8̧

j�L
2
jqps�n

q
q ‖ ∆j�lf ‖qp

� 1

q

¤ C ‖ f ‖
B

s�n
q

p,q

�C
4̧

l��4

� 8̧

j�L
2
jqps�n

q
q ‖ ∆j�lf ‖qp

� 1

q

¤ C ‖ f ‖
B

s�n
q

p,q

.

�

Proposição 2.37. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8 e s P R. Então

Bs�τpp,qq
p,q ãÑMp,8

q,s , (2.36)

onde τpp, qq � max

"
0, n

�
1

q
� 1

p_ p1


*
.

Demonstração: Consideraremos apenas o caso s � 0 pois para s � 0 o

raciocínio é análogo. Vamos dividir a demonstração em quatro casos.


 Caso 1: 1   p   q   2

Utilizando (2.25), (2.35) e as propriedade de inclusão dos espaços de Besov (ver

página 32) obtemos

B
n
2

1,1 ãÑM
1,8
1,0
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e

B

n
q �

n
2

2� 2
q

2,2 ãÑ B0
2,2 ãÑM

2,8
2,0 .

Aplicando a propriedade de Interpolação Complexa, com θ � 2

q
� 1 nos espaços a esquerda

e θ � 2

p
� 1 a direita, temos

B
2n
q
�n

q,q ãÑM
p,8
p,0 . (2.37)

Como p   q então pelas propriedades de inclusão dos espaços de Besov

B
np 1

p
� 1

q
q� 2n

q
�n

p,q ãÑ B
2n
q
�n

q,q . (2.38)

Além disso, lp � lq e então

M
p8
p,0 ãÑM

p,8
q,0 (2.39)

Assim, unindo (2.37), (2.38) e (2.39) obtemos o resultado.


 Caso 2: 1   q   p   2

Por (2.25), (2.35) obtemos

B
n
2

1,1 ãÑM
1,8
1,0

e

B

n
q �

n
2

2� 2
p

2,2 ãÑ B0
2,2 ãÑM

2,8
2,0 .

Aplicando a propriedade de Interpolação Complexa, com θ � 2

p
� 1 nos espaços a esquerda

e θ � 2

q
� 1 a direita, temos

B
n
q
� n

p1

p,p ãÑM
q,8
q,0 .

Mas, lq � lp e por (2.5) segue que

B
n
q
� n

p1

p,q ãÑ B
n
q
� n

p1

p,p ãÑM
q,8
q,0 ãÑM

p,8
q,0 .


 Caso 3: 1   p   2   q

Seja δ ¡ 0 tal que

1   δ   q1   2 e 1   δ   p   2.

Por (2.25), (2.35) obtemos

B
n
2

1,1 ãÑM
1,8
1,0

e

B0
2,2 ãÑM

2,8
2,0
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. Aplicando interpolação, para θ � 2

p
� 1 nos espaços a esquerda e θ � 2

δ
� 1, e utilizando

(2.5) temos que

B0
p,q ãÑ B0

p,p1 ãÑM
δ,8
δ1,0 ãÑM

p,8
q,0 .

Se q ¡ p1 então τ � 0 e segue o resultado. Caso contrário, pelas propriedades de inclusão

de espaços de Besov temos

B
n
q
� n

p1

p,q ãÑ B0
p,q ãÑM

p,8
q,0 .


 Caso 4: p ¡ 2

Neste caso temos p_ p1 e assim analisando separadamente os casos

1   p1   q   2 , 1   q   p1   2 e 1   p1   2   q,

com o mesmo raciocínio dos casos 1,2 e 3 obtemos o resultado.

�

2.4 Operador composição

Nesta seção estamos interessados em estudar a composição de uma função

g : RÑ R com uma distribuição f P S 1. Esse tipo de operador foi estudado para espaços

de Besov-Triebel-Lizorkin em [44] e baseado na teoria la desolvida podemos analisar o

operador em espaços de Modulação-lorentz. Para isso vamos precisar impor sobre f a

condição de que ela seja uma função f : Rn Ñ R, distribuições desse tipo são conhecidas

como distribuições regulares. Denotaremos o conjunto das distribuições f PMp,r
q,s tais que

f é uma distribuição regular por M
p,r
q,s, neste espaço consideraremos a norma ‖ � ‖Mp,r

q,s
já

definida anteriormente.

2.4.1 As classes Lipµ e o operador I
µ
k

Nosso objetivo será calcular uma estimativa para o operador composição f ÞÝÑ
gpfq com g P Lipµ nos espaços M

p,r
q,s. Esse tipo de estimativa foi calculada em [44] para

espaçõs de Besov e poderemos aplicar algumas ideias lá desevolvidas para nosso espaço.

Mas para isso vamos precisar de algumas definições e resultados preliminares que podem

ser encontrados em [44, pág. 316].

Definição 2.38. Sejam µ ¡ 0, N P N e 0   α ¤ 1 tais que µ � N � α. Definimos o

seguinte espaço de funções:

Lipµ � tf P CN,locpRq; f pjqp0q � 0, j � 1, . . . , N e sup
t0�t1

|f pNqpt1q � f pNqpt0q|
|t0 � t1|α   8u .
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Considere também

‖ f ‖Lipµ�
N�1̧

j�0

�
sup
t�0

|f pjqptq|
|t|µ�j



� sup

t0�t1

f pNqpt1q � f pNqpt0q|
|t0 � t1|α .

Observação 2.39. (i) ‖ � ‖Lipµ não define uma norma, mais usaremos a mesma notação

de norma.

(ii) Se f P Lipµ então ‖ f ‖Lipµ  8.

(iii) O espaço Lipµ não é monotono com respeito a µ, isto pode ser visto do

fato de que fptq � |t|µ P Lipµ mas f R Lippµ� εq para todo ε ¡ 0.

Lema 2.40. Seja G P CN,locpRq para algum N P N, com G P Lipα para algum 0   α ¤ 1.

Se µ � N � α então:

HNptq � Gptq �
Ņ

j�1

Gpjqp0q
j!

tj P Lipµ

Em particular, se G P C8pRq então HN P Lipµ para todo µ tal que N   µ ¤ N � 1 e para

todo N fixo.

Agora vamos definir o operador Iµk e obter uma estimativa para ele no espaço

M
p,8
q,s .

Definição 2.41. Sejam k P Z
n, µ ¡ 0 e f P Lmaxt1,µu

loc . Definimos o operador Iµk por:

I
µ
k pxq �

»
|z|¤xky

|fpx� zq � fpxq|µdz

para todo x P R
n.

Para estimar este operador precisaremos de uma norma equivalente para M
p,8
q,s

baseada em funções maximais definidas a partir da partição da unidade tϕkukPZn .

Definição 2.42. Seja b ¡ 0 e f P SpRnq. Para cada k P Z
n definimos a função maximal,

pϕkfq�b pxq � sup
yPRn

| kfpx� yq|
1� |y|b ,

para todo x P R
n.

Observação 2.43. Note que pϕkfq�b pxq ¥ kfpxq para todo x P R
n.

Proposição 2.44. (Ver [50])Sejam 0   p   8, 0   q, r ¤ 8 e b ¡ n

mintp, qu . Então

‖ txkys ‖ pϕkfq�b ‖p,ru ‖lq (2.40)

é uma norma equivalente a ‖ � ‖Mp,r
q,s

em Mp,r
q,s .
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De posse desse resultado podemos calcular a estimativa do operador Iµk .

Lema 2.45. Sejam 1   p   8, 1 ¤ q, r ¤ 8, s P R e µ ¡ 0 tais que

0   s   µ

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ txky�s�n ‖ Iµk f ‖p,rukPZn ‖lq¤ C ‖ f ‖µ
M

pµ,rµ

qµ, n
µ

(2.41)

para toda f P Lmaxt1,µu
loc com

fp�q �
¸
jPZn

jfp�q em L
µ
loc

Demonstração: Provaremos apenas o resultado para q   8. O caso q � 8 é

analogo, apenas com as modificações necessárias.

Vamos dividir a demonstração em dois passos.

Passo1: Para cada h P R
n definimos:

∆m
h fpxq �

m̧

l�0

�
m

l



fpx� pm� lqhq , m � 1, 2, . . .

Para cada k P Z
n e |h| ¤ xky temos

|∆1
hrϕk�m pf s_pxq| �

����� 1̧

l�0

p�1qlrϕk�m pf s_px� p1� lqhq
�����

¤ 2 sup
|y|¤xky

|rϕk�m pf s_px� yq|.

Mas para y P Bpk,?nq e b ¡ 0 sabemos que

C
xkyb

1� |y|b ¥ 1,

com C dependendo apenas de n e b. Assim

|∆1
hrϕk�m pf s_pxq| ¤ Cxkyb sup

yPBpk,?nq

rϕk�m pf s_px� yq|
1� |y|b

¤ Cxkybpϕk�mfq�b pxq , @m P Z
n

Passo2: Pela definição de f temos

xky�s�n ‖ Iµk f ‖pp,rq� xky�s ‖

»
|z|¤xky

�����∆1
z

�¸
jPZn

rϕk�j pf s_pxq�
�����
µ

dz ‖pp,rq .
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Agora como s ¡ 0 podemos escolher λ, a e ε em R tais que

0   λ   1 , a ¡ n

µmintp, qu e µ
�
s

µ
� ap1� λq



¥ 2ε ¡ 0.

Logo, utilizando a estimativa do Passo 1 e a função maximal de Hardy-Little-Wood

obtemos:»
|z|¤xky

�����∆1
z

�¸
jPZn

rϕk�j pf s_pxq�
�����
µ

dz ¤
¸
jPZn

xkyε
»
|z|¤xky

|∆1
zrϕk�j pf s_pxq|µdz

¤
¸
jPZn

xkyε
�

sup
|y|¤xk�jy

|∆1
zrϕk�j pf s_px� yq|

�µp1�λq

�
�»

|z|¤xk�jy
|∆1

zrϕk�j pf s_pxq|µλ

¤

¸
jPZn

xkyεxk � jynpMp|∆1
zrϕk�j pf s_p�q|µλqpxq �

xkyaµp1�λqpϕk�jfq�apxqµp1�λq.

Aplicando a desigualdade de Holder (ver página 25) e (1.15) temos

xky�s�n ‖ Iµk f ‖pp,rq ¤ C
¸
jPZn

xkyε�aµp1�λq�s ‖ Mp|xk � jyn
µ rϕk�j pf s_p�q|µλq �

pxk � jyn
µ pϕk�jfq�aqµp1�λq ‖pp,rq

¤ C
¸
jPZn

xkyε�aµp1�λq�s ‖ |xk � jyn
µ rϕk�j pf s_|µλ ‖p p

λ
, r

λ
q �

‖ pxk � jyn
µ pϕk�jfq�aqµp1�λq ‖p p

1�λ
, r

1�λ
q

¤ C
¸
jPZn

xkyε�aµp1�λq�s ‖ xk � jyn
µ rϕk�j pf s_ ‖µλppµ,rµq �

‖ xk � jyn
µ pϕk�jfq�a ‖

µp1�λq
ppµ,rµq .

Agora, aplicando as desigualdades de Young (ver página 25), de Holder para

séries e (2.40) obtemos

‖ txky�s�n ‖ Iµk f ‖pp,rqukPZn ‖lq ¤ C
¸
jPZn

xjyε�ap1�λq�s ‖ txkynλ ‖ kf ‖µλppµ,rµqukPZn ‖
l

q
λ
�

‖ txkynp1�λq ‖ pϕkfq�a ‖
µp1�λq
ppµ,rµqukPZn ‖

l
q

1�λ

¤ C ‖ f ‖µ
M

pµ,rµ

qµ, n
µ

¸
jPZn

xjyε�ap1�λq�s.

Mas

ε� aµp1� λq � s   �n,
e então ¸

jPZn

xjyε�ap1�λq�s   8.
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Portanto

‖ txky�s�n ‖ Iµk f ‖pp,rqukPZn ‖lq¤ C ‖ f ‖µ
M

pµ,rµ

qµ, n
µ

.

�

De posse dos resultados feitos até aqui podemos podemos finalmente calcular a

estimativa para o operador f ÞÝÑ Gpfq com G P Lipµ.

Teorema 2.46. Sejam µ ¡ 1, 1   p   8, 1 ¤ r ¤ 8 e s P R satisfazendo

0   s   mintn
p
, µ,

n

2
u , µ

�
n

p
� s



  n

t � n

s� µ
�
n
p
� s
	 e

n

µ
  s

Considere também G P Lipµ. Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ Gpfq ‖Mt,r
1,s
¤ C ‖ f ‖µ

M
p,r
1,s

‖ G ‖Lipµ, (2.42)

para toda f P M
p,8
1,s .

Demonstração: Vamos dividir a demonstração em 3 passos.

Passo 1: Seja µ � N �α, com N P N e 0   α ¤ 1. Usando expanção de Taylor

obtemos

rϕk pf s_pyq �
»
Rn

pϕkq_py � xq
�
N�1̧

l�0

Gplqfpyq
l!

ļ

j�0

�
l

j



p�1ql�jpfpxqqjpfpyqql�j

�
dx�

»
Rn

pϕkq_py � xq
�

1

pN � 1q!
» fpxq
fpyq

pv � fpyqqN�1GpNqpvqdv
�
dx

�:

�
N�1̧

l�0

ļ

j�0

T1,k,l,jpyq
�
� T2,kpyq.

Agora nos passos 2 e 3 iremos calcular separadamente estimativas para T1,k,l,j

e T2,k.

Passo 2: Para cada 0   j   l ¤ N , aplicando desigualdade de Holder e (1.11)

temos que

‖ T1,k,l,j ‖pt,rq ¤ C ‖

»
Rn

pϕkq_py � xqGplqpfpyqqpfpxqqjpfpyqql�jdx ‖pt,rq

¤ C ‖ G ‖Lipµ‖

»
Rn

pϕkq_py � xqpfpxqqj|fpyq|µ�jdx ‖pt,rq

¤ C ‖ G ‖Lipµ‖ |f |µ�j ‖pp1,8q‖ pϕkq_ � f j ‖pp2,rq

¤ C ‖ f ‖µ�jpp1pµ�jq,rq‖ pϕkq_ � f j ‖pp2,rq
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onde
1

t
� 1

p1

� 1

p2

. Podemos escolher:

1

p1

� pµ� jqpn
p
� sq

n
e

1

p2

� s� jpn
p
� sq

n

Assim,usando a Inclusão de Sobolev para espaços modulação-Lorentz (ver (2.9)) temos

que

‖ f ‖pp1pµ�jq,rq ¤ C
¸
kPZn

‖ kf ‖pp1pµ�jq,rq

� C ‖ f ‖
M

p1pµ�jq,r
1,0

¤ C ‖ f ‖Mp,r
1,s
,

já que
n

p1pµ� jq �
n

p
� s e p ¤ p1pµ� jq.

Logo obtemos

‖ xkys ‖ T1,k,l,j ‖pt,rq‖l1pZnq¤ C ‖ f ‖µ�j
M

p,r
1,s

‖ f j ‖Mp2,r

1,s
. (2.43)

Afirmação: ‖ f j ‖Mp2,r

1,s
¤ C ‖ f ‖j

M
p,r
1,s

. De fato, mostraremos o resultado para j � 2 e para

j ¡ 2 basta aplicar indução. Seja σ P R tal que

1

p2

� 1

p
� 1

σ
.

De maneira análoga a demonstração da Estimativa do Produto obtemos:

‖ f 2 ‖Mp2,r

1,s
¤ C ‖ f ‖Mp,r

1,s
‖ f ‖Mσ,r

1,0
.

Mas

n

p
�
�
n

p
� s



¤
�
n

p
� s



�
�
n

p
� s



� s

� n

p2

� n

p
� n

σ
.

E então utilizando a inclusão de Sobolev para Espaços de modulação-Lorentz,

‖ f ‖Mσ,r
1,0
¤ C ‖ f ‖Mp,r

1,s

Portanto

‖ f 2 ‖Mp2,r

1,s
¤ C ‖ f ‖Mp,r

1,s
‖ f ‖Mσ,r

1,0

¤ C ‖ f ‖2
M

p,r
1,s
.
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Agora, utilizando a afirmação em (2.43) obtemos

‖ xkys ‖ T1,k,l,j ‖pt,rq‖l1pZnq¤ C ‖ f ‖µ
M

p,r
1,s
. (2.44)

Suponha j � 0. Então aplicando (1.11) obtemos

‖ T1,k,l,0 ‖pt,rq ¤ C ‖

»
Rn

pϕkq_py � xqG
plqpfpyqq
|fpyq|µ�l |fpyq|

µ ‖pt,rq

¤ Cϕkp0q ‖ G ‖Lipµ‖ pϕkq_ � |f |µ ‖pt,rq

¤ Cϕkp0q ‖ G ‖Lipµ‖ |f |µ ‖pt,rq

¤ Cϕkp0q ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µptµ,rµq

¤ Cϕkp0q ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µ
M

µt,r
1,0

¤ Cϕkp0q ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µ
M

µt,r

1, s
µ

.

Mas, como t � n

s� µpn
p
� sq então

n

µt
� s

µ
� n

p
� s e µt ¥ p.

Logo ¸
kPZn

xkys ‖ T1,k,l,0 ‖pt,rq ¤ C ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖Mµt,r

1, s
µ

¤ C ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µ
M

p,r
1,s
,

concluindo assim o passo 2.

Passo 3: Neste passo vamos lidar com o termo T2,k. Temos

|
» fpxq
fpyq

pv � fpyqqN�1GpNqpvqdv| � |
» fpxq
fpyq

pv � fpyqqN�1pGpNqpvq �GpNqpfpyqqdv

�pfpxq � fpyqqN
N

GpNqpfpyqq|

¤ C ‖ G ‖Lipµ p
» fpxq
fpyq

|v � fpyq|N�1�αdv

� |fpyq � fpxq|µ
N

tq

¤ C ‖ G ‖Lipµ
|fpxq � fpyq|µ

µ
� |fpxq � fpyq|µ

N
.

Assim

‖ T2,k ‖pt,rq¤ C ‖ G ‖Lipµ‖

»
Rn

pϕkq_py � xq|fpxq � fpyq|µdx ‖pt,rq (2.45)

Pelas propriedades da partição da unidade tϕkukPZn temos:

|pϕkq_pzq| � |pϕq_pz � kq|
¤ C|pϕq_pzq|
¤ Cp1� |z|q�N ,
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onde C não depende de k e N é um número natural qualquer. Logo, utilizando essa

propriedade em (2.45) e aplicando a desigualdade de Young para séries obtemos

‖ txkys ‖ T2,k ‖pt,rqukPZn ‖l1 ¤ C
¸
kPZn

xkys ‖

»
|z|¤xky

p1� |z|q�N |fpyq � fpy � zq|µdz �
¸
jPZn

»
xky¤|z|¤xk�jy

p1� |z|q�M |fpyq � fpy � zq|µdz ‖pt,rq

¤ C
¸
kPZn

xkys ‖ Iµk ‖pt,rq �
¸
kPZn

xkys
¸
jPZn

xky�Nxk � jyM

‖ Iµk�j ‖pt,rq

¤ C ‖ txkys ‖ Iµk ‖pt,rqukPZn ‖l1 �

C

�¸
kPZn

xkyps�Nq
��¸

kPZn

xkyM ‖ Iµk ‖pt,rq

�
.

Tome s0, s1   µ, N,M P N tais que

s � n� s0 , s�N   �n e M � n� s1.

Assim ¸
kPZn

xkyps�Nq   8,

e podemos aplicar (2.41) e (1.11) obtendo

‖ txkys ‖ T2,k ‖pt,rqukPZn ‖l1 ¤ C ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µ
M

tµ,rµ

µ, n
µ

¤ C ‖ G ‖Lipµ‖ f ‖µ
M

p,r
1,s
,

já que tµ ¥ p, µ ¥ 1 e
n

µ
¤ s.

Finalmente, unindo as estimativas obtidas nos passos 2 e 3 obtemos o resultado

desejado.

�

2.4.2 Composição com séries de potência

Nesta sub-seção vamos considerar g : RÑ R tal que

gpxq �
8̧

j�1

ajx
j, (2.46)

para todo x P R, onde
8̧

j�1

ajx
j é uma série de potências com raio de convergência

0   σ ¤ 8.

Vamos calcular duas estimativas para gpfq em espaços de modulação-Lorentz

que serão essenciais para a demonstração dos teoremas de existência e unicidade no capítulo

3.
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Lema 2.47. Sejam 1 ¤ p   8, 1 ¤ r, q ¤ 8 e s ¥ 0. Assuma ainda que s ¡ n

q1
, se q ¡ 1.

Para toda f P M
p,r
q,s com ‖ f ‖Mp,r

q,s
  σ temos que

gpfq �
�8̧

j�1

ajfj PMp,r
q,s

e existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ gpfq ‖Mp,r
q,s
¤ C

8̧

j�1

|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s
, (2.47)

com C independente de f .

Demonstração: Note que nas condições do lema, segue de (2.7) e (2.8) que

o espaço Mp,r
q,s é uma álgebra multiplicativa. Logo, para cada j ¥ 1

‖ ajf
j ‖Mp,r

q,s
� |aj| ‖ f j ‖Mp,r

q,s

¤ C|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s
.

Assim �8̧

j�1

‖ ajfj ‖Mp,r
q,s
¤ c

�8̧

j�1

|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s
.

Como ‖ f ‖Mp,r
q,s
  σ então a série

�8̧

j�1

|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s

é convergente, o que implica que a série
�8̧

j�1

ajf
j

é absolutamente convergente em Mp,r
q,s .

Como o espaço Mp,r
q,s é um espaço de Banach segue que a série

�8̧

j�1

ajfj

é convergente em Mp,r
q,s e então

gpfq �
�8̧

j�1

ajf
j PMp,r

q,s .

Agora provemos (2.47). Para cada N P N temos que

‖
Ņ

j�1

ajf
j ‖Mp,r

q,s
¤

Ņ

j�1

|aj| ‖ f j ‖Mp,r
q,s

¤ C

8̧

j�1

|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s
.



Capítulo 2. Espaços de modulação-Lorentz 76

Fazendo N tender a infinito, como
Ņ

j�1

ajf
j converge para gpfq em Mp,r

q,s , obtemos

‖ gpfq ‖Mp,r
q,s
¤ C

8̧

j�1

|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,s
.

�

Lema 2.48. Sejam 1   p ¤ 8, 1 ¤ r, q ¤ 8 e s ¥ 0. Assuma ainda que s ¡ n

q1
, se q ¡ 1.

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ gpuq � gpvq ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ u� v ‖Mp,r

q,s

� 8̧

j�1

j�1̧

l�1

|aj| ‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s

�
, (2.48)

para todas u, v P M
p,8
q,s com ‖ u ‖Mp,r

q,s
, ‖ v ‖Mp,r

q,s
  σ.

Demonstração: Para cada j ¥ 1 temos

ajpxj � yjq �
j�1̧

l�0

ajpx� yqxj�1�lyl

para todo x, y P R. Assim
�8̧

j�1

j�1̧

l�0

ajpx� yqxj�1�lyl

é absolutamente convergente para x, y P p�σ, σq.
Agora aplicando (2.7) e (2.8) temos que

‖ ajpuj � vjq ‖Mp,r
q,s

¤ C|aj| ‖
j�1̧

l�0

pu� vquj�1�lvl ‖Mp,r
q,s

¤ C|aj|
j�1̧

l�0

‖ u� v ‖Mp,r
q,s

‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s
.

Assim de maneira análoga ao lema anterior obtemos que
8̧

j�1

ajpuj � vjq

converge em Mp,r
q,s . Além disso

gpuq � gpvq �
8̧

j�1

ajpuj � vjq.

Agora, para cada N P N temos

‖
Ņ

j�1

ajpuj � vjq ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
q,s

Ņ

j�1

|aj|
j�1̧

l�0

‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s
,

e fazendo N tender a infinito obtemos (2.48)

�
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3 Equações Elípticas não-lineares em

espaços de modulação-Lorentz

Considere a equação

p�∆qα
2 u � V pxqu� gpu,∇uq � f (3.1)

com n ¥ 3, 0   α   n e g : R � R
n ÝÑ R com condições adicionais a serem dadas

posteriormente. Primeiramente vamos considerar a equação (3.1) no caso em que a função

g depende apenas de u, isto é, gpu,∇uq � g̃puq. Posteriormente, na última seção deste

capítulo, estudaremos alguns casos da equação (3.1) com g dependendo de ∇u. Por

conveniência, vamos representar g̃puq por gpuq.
Procedendo formalmente e aplicando o operador p�∆q�α

2 na equação acima,

obtemos que se u é solução da equação então u satisfaz a equação integral

u � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s


. (3.2)

Se u satisfizer a equação (3.2) dizemos que u é uma solução integral da equação

(3.1).

3.1 Análise de Escalonamento

Considere o operado Ψ definido por

Ψpuq � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s


. (3.3)

Seja wpxq � λaupλxq com λ ¡ 0 e a P R. Suponha inicialmente que g é homogênea de

grau ρ. Então �
1

| � |n�α � gpwq


pxq �

»
Rn

1

|x� y|n�α gpλ
aupλyqqdy

�
»
Rn

1

|x� y|n�αλ
aρgpupλyqqdy

�
»
Rn

1

|x� λ�1z|n�αλ
ρa�ngpupzqqdz

� λaρ�n

λ�n�α

»
Rn

1

|λx� z|n�α gpupzqqdz

� λaρ�α
�

1

| � |n�α � gpuq


pλxq.
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Agora suponhamos que V é homogênea de grau b. Assim�
1

| � |n�α � V p�qw


pxq �

»
Rn

1

|x� y|n�αV pyqλ
aupλyqqdy

�
»
Rn

1

|x� y|n�αλ
a�bV pλyqupλyqdy

�
»
Rn

1

|x� λ�1z|n�αλ
a�b�nV pzqupzqdz

� λa�b�n

λ�n�α

»
Rn

1

|λx� z|n�αV pzqupzqdz

� λa�b�α
�

1

| � |n�α � V p�qu


pλxq.

Para finalizar se f é homogênea de grau r P R então de maneira análoga aos cálculos feitos

acima concluímos que�
1

| � |n�α � f


pxq � λ�r�α

�
1

| � |n�α � f


pλxq.

Para determinarmos o índice de escalonamento da nossa equação precisamos

que r, b, ρ, a e α satisfação as seguintes condições

�r � α � aρ� α e aρ� α � a� b� α.

Daí, segue que

r � �aρ e b � ap1� ρq.
Assim

Ψpwq � Cλaρ�α
�

1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s


pλ�q.

Finalmente fazemos

a � aρ� αñ a � �α
1� ρ

.

Logo, definindo

uλp�q � λ
α

ρ�1upλ�q,
tem-se que se u é solução de (3.2) então uλ também é, desde que V seja homogênea de

grau �α, g seja homogênea de grau ρ e f seja homogênea de grau
�αρ
ρ� 1

.

3.2 Resultados de existência e unicidade

Teorema 3.1. Sejam n ¥ 3, 1   p   8, 1 ¤ r ¤ 8, s P R, ρ ¡ 2 e 0   α   n

satisfazendo

0   s   mintα, ρ� 1u , ρpn
p
� sq   n ,

n

ρ
  s , s ¤ n

p
� α

ρ� 1
e
n

α
¥ p. (3.4)
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Considere g P Lipρ em (3.1). Então, existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f P
M

np

n�αp
,r

1,s e V P M

n
α
,r

1,s satisfazem

‖ f ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

¤ δ1 e ‖ V ‖
M

n
α ,r

1,s

¤ δ2

então existe uma única u P B � tu P M
p,r
1,s ; ‖ u ‖Mp,r

1,s
¤ εu solução integral de (3.1).

Além disso, a solução u depende continuamente de f e V , isto é, se u1, u2 P B são

soluções integrais de (3.1) obtidas através de f1, V1 e f2, V2, respectivamente, então existem

constantes positivas η, γ independentes de fi, Vi e ui tais que

‖ u1 � u2 ‖B¤ γ ‖ f1 � f2 ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

�η ‖ V1 � V2 ‖
M

n
α ,r

1,s

. (3.5)

Observação 3.2. Podemos utilizar este resultado para a função gpxq � |x|ρ, obtendo

existência e unicidade de solução para a equação

p�∆qα
2 u � V pxqu� |u|ρ � f , em R

n.

A seguir apresentamos resultados para uma classe de não-linearidades que

permite somas infinitas de potências; mais precisamente, consideramos não-linearidades

do tipo composição gpuq com condições sobre a série de Taylor de g.

Teorema 3.3. Sejam n ¥ 3, 1   p ¤ 8, 1 ¤ r, q ¤ 8, s ¥ 0 e 0   α   n. Assuma

também que s ¡ n

q1
quando q ¡ 1. Considere g dada por

gpxq �
8̧

j�1

ajx
j,

onde
8̧

j�1

ajx
j é uma série de pontência com raio de convergência 0   σ ¤ 8. Então,

existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f, V P M
p,8
q,s satisfazem

‖ f ‖Mp,8
q,s
¤ δ1 e ‖ V ‖Mp,8

q,s
¤ δ2

então existe uma única u P B � tu P Mp,r
q,s ; ‖ u ‖Mp,r

q,s
¤ εu solução integral de (3.1).

Além disso, a solução u obtida depende continuamente de f e V , isto é, se u1, u1 P B
soluções brandas de (3.1) obtidas através de f1, V1 e f2, V2, respectivamente, então existem

constantes positivas η, γ independentes de fi, Vi e ui tais que

‖ u1 � u2 ‖X¤ η ‖ f1 � f2 ‖Mp,r
q,s
�γ ‖ V1 � V2 ‖Mp,r

q,s
. (3.6)

Observação 3.4. Podemos utilizar este resultado para as funções gpxq � xex, gpxq � senx

e gpxq � x cosx. Este resultado cobre também os casos em que g é uma função polinomial,

em particular podemos destacar o caso em que gpxq � xm com m P N, isto é, a equação

p�∆qα
2 u � V u� um � f , em R

n, (3.7)
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com 0   α   n e m P N. Pelo Teorema 3.3 obtemos uma única u P tv PMp,r
q,s ; ‖ v ‖Mp,r

q,s
¤ εu

solução integral de (3.7). Note ainda que o resultado obtido se aplica para o caso m ¡ n� 2

n� 2
,

caso considerado super-crítico quando se obtem a solução por métodos variacionáis e como

veremos na seção 3.5 a solução obtida será positiva quado V e f forem positivas.

3.3 Estimativas para os termos da formulação integral (3.2)

Lema 3.5. Sejam 1   p ¤ 8, 1 ¤ r, q ¤ 8, s ¥ 0 e 0   α   n. Assuma também que

s ¡ n

q1
quando q ¡ 1.

(i) Se V PM
n
α
,r

1,s então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖
1

| � |n�α � V p�qpu� vq ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ V ‖

M
n
α ,r

1,s

‖ u� v ‖Mp,r
1,s
. (3.8)

para toda u, v PMp,r
1,s .

(ii) Se V PMp,r
q,s então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖
1

| � |n�α � V p�qpu� vq ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ V ‖Mp,r

q,s
‖ u� v ‖Mp,r

q,s
. (3.9)

para toda u, v PMp,r
q,s .

Demonstração: Primeiro mostremos a estimativa (3.8). Aplicando (2.12) e

(2.7) temos

‖
1

| � |n�α � V p�qpu� vq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖ V p�qpu� vq ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

¤ C ‖ V ‖
M

n
α ,r

1,s

‖ u� v ‖Mp,r
1,s
.

Agora provemos (3.9). Por (2.11),(2.3), (2.8) obtemos

‖
1

| � |n�α � V p�qu ‖Mp,r
q,s

¤ ‖ | � |α�n ‖M1,8
8,0

‖ V p�qpu� vq ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ V ‖Mp,r
q,s

‖ u ‖Mp,r
q,s
.

�

Lema 3.6. Sejam 1   p ¤ 8, 1 ¤ r ¤ 8, s ¥ 0, 0   α   n e ρ ¡ 2. Considere também

g P Lipρ.
(i) Se

0   s   mintn
p
, ρu , ρpn

p
� sq   n ,

n

ρ
  s e s ¤ n

p
� α

1� ρ
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então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖
1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
1,s
¤ C ‖ g ‖Lipρ‖ u ‖Mp,r

1,s
, (3.10)

para toda u P M
p,r
1,s.

(ii) Se

0   s   mintα, ρ� 1u , pρ� 1qpα � sq   n ,

n

ρ� 1
  s e

n

α
¥ p

então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖
1

| � |n�α � pgpuq � gpvqq ‖Mp,r
1,s
¤ C ‖ g ‖Lipρ‖ u� v ‖Mp,r

1,s

�
‖ u ‖Mp,r

1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s

	ρ�1

.

(3.11)

para toda u, v P M
p,r
1,s.

Demonstração: Primeiro provemos (i). Aplicando (2.12), (2.2) e (2.42) temos

que

‖
1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
1,s

¤ ‖ gpuq ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

¤ C ‖ gpuq ‖Mt,r
1,s

¤ C ‖ g ‖Lipρ‖ u ‖ρ
M

p,r
1,s
,

onde t � n

s� ρpn
p
� sq .

Agora provemos (ii). Como g P Lipρ então g1 P Lippρ� 1q e vale que

gpuq � gpvq �
» 1

0

pu� vqg1ptpu� vq � vqdt.
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Assim, aplicando (2.12), (2.7), (2.2) e (2.42) obtemos

‖
1

| � |n�α � pgpuq � gpvqq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖ gpuq � gpvq ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

� ‖

» 1

0

pu� vqg1ptpu� vq � vqdt ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

¤ C

» 1

0

‖ pu� vqg1ptpu� vq � vq ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

dt

¤ C

» 1

0

‖ u� v ‖Mp,r
1,s

‖ g1ptpu� vq � vq ‖
M

n
α ,r

1,s

dt

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
1,s

» 1

0

‖ g1ptpu� vq � vq ‖
M

t̃,r
1,s

dt

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
1,s

�
» 1

0

�
‖ tpu� vq ‖

M
n
α ,r

1,s

� ‖ v ‖
M

n
α ,r

1,s


ρ�1

dt

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
1,s

�
‖ pu� vq ‖

M
n
α ,r

1,s

� ‖ v ‖
M

n
α ,r

1,s


ρ�1

¤ ‖ u� v ‖Mp,r
1,s

�
‖ u ‖Mp,r

1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s

	ρ�1

,

onde t̃ � n

spρ� 1qpα � sq .

�

Lema 3.7. Sejam 1   p ¤ 8, 1 ¤ q, r ¤ 8 e s ¥ 0. Assuma támbem que s ¡ n

q1
se q ¡ 1.

Considere também uma função g dada por

gpxq �
8̧

j�1

ajx
j,

onde
8̧

j�1

ajx
j é uma série de potência com raio de convergência σ ¡ 0. Existe uma constante

C ¡ 0 tal que

‖
1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
q,s
¤ C

8̧

j�1

‖ u ‖j
M

p,r
q,s

(3.12)

e

‖
1

| � |n�α � pgpuq � gpvqq ‖Mp,r
q,s
¤ C ‖ u� v ‖Mp,r

q,s

� 8̧

j�1

j�1̧

l�1

‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s

�
, (3.13)

para toda u, v P M
p,r
1,s tais que ‖ u ‖Mp,r

q,s
, ‖ v ‖Mp,r

q,s
  σ.
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Demonstração: Aplicando (2.10),(2.3),(2.47) temos

‖
1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ | � |α�n ‖M1,8
8,0

‖ gpuq ‖Mp,r
q,s

¤ C

8̧

j�1

|aj| ‖ u ‖j
M

p,r
q,s

¤ C

8̧

j�1

‖ u ‖j
M

p,r
q,s
.

O que conclui a primeira estimativa. Agora, segue de (2.10), (2.3) e (2.48) que

‖
1

| � |n�α � pgpuq � gpvqq ‖Mp,r
q,s

¤ ‖ | � |α�n ‖M1,8
8,0

‖ gpuq � gpvq ‖Mp,r
q,s

¤ C

8̧

j�1

‖ uj � vj ‖Mp,r
q,s

� C

8̧

j�1

‖ pu� vq
j�1̧

l�0

uj�1�lvl ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
1,s

� 8̧

j�1

j�1̧

l�1

‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s

�
,

provando assim a segunda estimativa.

�

3.4 Demonstração dos Teoremas 3.1 e 3.3

Primeiro demonstremos o teorema 3.1. Vamos considerar o operador Ψ como

Ψpuq � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s


,

com 0   α   n e g P Lipρ. Precisamos mostrar que ΨpBq � B e que ele é uma contração

em B. Antes de iniciar a demonstração vale salientar que os indíces satisfazerem as

condições (3.4) implica na validade das condições necessárias para aplicar (3.10) e (3.11).

Sejam também ε, δ1, δ2 ¡ 0 tais que

ε   1

2
ρ

ρ�1C
1

ρ�1

, δ2 ¤ 1

2C
� p2εqρ�1 e δ1 � δ2ε ¤ ε

C
� ερ (3.14)

onde C é a maior constante obtida nas estimativas (3.10), (3.11), (3.8), (3.11) e (3.14).

Aplicando (3.8), (3.10) e utilizando (3.14), dada u P B obtemos

‖ Ψpuq ‖B ¤ C

�
‖

1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
1,s
� ‖

1

| � |n�α � V p�qu ‖Mp,r
1,s
� ‖

1

| � |n�α � f ‖Mp,r
1,s

�
¤ C

�
‖ g ‖Lipρ‖ u ‖ρ

M
p,r
1,s
� ‖ V ‖

M
n
α ,r

1,s

‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ f ‖

M

np
n�αp

,r

1,s



¤ Cpερ � δ2ε� δ1q
¤ ε.
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Logo, Ψpuq P B e assim concluímos a primiera parte da demonstração. Agora mostremos

que Ψ é uma contração em B. Dadas u, v P B usando (3.8), (3.11) e (3.14) temos que

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖B ¤ C

�
‖ V pu� vq ‖

M

np
n�αp

,r

1,s

� ‖ gpuq � gpvq ‖
M

np
n�αp

,r

1,s



¤ Cp‖ V ‖

M
n
α ,r

1,s

‖ u� v ‖Mp,r
1,s

� ‖ u� v ‖Mp,r
1,s
p‖ u ‖Mp,r

1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
qρ�1q

¤ Crp2εqρ�1 � δ2s ‖ u� v ‖B

¤ 1

2
‖ u� v ‖B .

Assim, Ψ é uma contração em B. Portanto, aplicando o Teorema do Ponto fixo de Banach

existe uma única u P B tal que Ψpuq � u, isto é,

u � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s



e então u é solução integral de (3.1). Analogamente ao feito acima podemos ver que

‖ u1 � u2 ‖B ¤ Cp‖ V1 � V2 ‖
M

n
α ,r

1,s

‖ u1 ‖B � ‖ V2 ‖
M

n
α ,r

1,s

‖ u1 � u2 ‖B

� ‖ u1 � u2 ‖B p‖ u1 ‖B � ‖ u2 ‖Bq� ‖ f1 � f2 ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

q

¤ Cpε ‖ V1 � V2 ‖
M

n
α ,r

1,s

�δ2 ‖ u1 � u2 ‖B �p2εqρ�1 ‖ u1 � u2 ‖B

� ‖ f1 � f2 ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

q

Assim

r1� Cpδ2 � p2εqρ�1qs ‖ u1 � u2 ‖B¤ Cε ‖ V1 � V2 ‖
M

n
α ,r

1,s

�C ‖ f1 � f2 ‖
M

np
n�αp

,r

1,s

.

Como

Cpδ2 � p2εqρ�1q ¤ 1

2
,

então tomando

η � Cε

1� Cpδ2 � p2εqρ�1q e γ � C

1� Cpδ � p2εqρ�1q
obtemos a dependência da solução de f e V .

Finalmente provemos o Teorema 3.3. Considere agora o operador Ψ com

0   α   n e g sendo dada por

gpxq �
8̧

j�1

ajx
j

onde
8̧

j�1

ajx
j é uma série de potência com raio de convergência 0   σ ¤ 8. Vamos mostrar

que ΨpBq � B e que ele é uma contração em B. Sejam ε, δ1, δ2 ¡ 0 tais que

ε   max σ, 1 ,
1

1� ε
� δ2ε� δ1 ¤ ε

C
e

ε

p1� εq2 � δ2 ¤ 1

2C
, (3.15)
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onde C ¡ 0 é a maior constante obtida nas estimativas (3.8), (3.12), (3.9) e (3.13).

Aplicando (3.9) e (3.12) obtemos

‖ Ψpuq ‖B ¤ C

�
‖

1

| � |n�α � gpuq ‖Mp,r
q,s
� ‖

1

| � |n�α � V p�qu ‖Mp,r
q,s
� ‖

1

| � |n�α � f ‖Mp,r
q,s

�
¤ C

� 8̧

j�1

‖ f ‖j
M

p,r
q,s
� ‖ V ‖Mp,r

q,s
‖ u ‖Mp,8

q,s
� ‖ f ‖Mp,r

q,s

�

¤ C

�
δ1 � δ2ε�

8̧

j�1

εj

�

¤ C

�
1

1� ε
� δ2ε� δ1

�
¤ ε.

Logo, Ψpuq P B e assim concluímos a primiera parte da demonstração. Agora mostremos

que Ψ é uma contração em B. Dadas u, v P B usando (3.9) e (3.13) temos que

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖B ¤ C ‖ | � |α�n ‖M1,r
8,0

�
‖ V pu� vq ‖Mp,r

q,s
� ‖ gpuq � gpvq ‖Mp,r

q,s

�
¤ Cp‖ V ‖Mp,r

q,s
‖ u� v ‖Mp,r

q,s

�
8̧

j�1

j�1̧

l�1

‖ u ‖j�1�l
M

p,r
q,s

‖ v ‖lMp,r
q,s

‖ u� v ‖Mp,r
q,s
q

¤ C ‖ u� v ‖B

�
δ2 �

8̧

j�1

pj � 1qεj�1

�

¤ C ‖ u� v ‖B

�
ε

p1� εq2 � δ2

�
¤ 1

2
‖ u� v ‖B .

Assim, Ψ é uma contração em B. Portanto, aplicando o Teorema do Ponto fixo de Banach

existe uma única u P B tal que Ψpuq � u, isto é,

u � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s



e então u é solução integral de (3.1). Para a dependencia contínua de f e V note que

‖ u1 � u2 ‖B ¤ Cp‖ V1 � V2 ‖Mp,r
q,s

‖ u1 ‖B � ‖ V2 ‖Mp,r
q,s

‖ u1 � u2 ‖B

� ‖ u1 � u2 ‖B

� 8̧

j�1

j�1̧

l�1

‖ u1 ‖j�1�l
M

p,r
1,s

‖ u2 ‖lMp,r
q,s

�
� ‖ f1 � f2 ‖Mp,r

q,s
q

¤ Cpε ‖ V1 � V2 ‖Mp,r
q,s
�
�
δ2 � ε

p1� εq2



‖ u1 � u2 ‖B � ‖ f1 � f2 ‖Mp,r
q,s
q.

Assim

r1� Cpδ2 � ε

p1� εq2 s ‖ u1 � u2 ‖B¤ ε ‖ V1 � V2 ‖Mp,r
q,s
� ‖ f1 � f2 ‖Mp,r

q,s
.
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Como

Cpδ2 � ε

p1� εq2 q ¤
1

2
,

então tomando

γ � ε

1� Cpδ2 � ε
p1�εq2 q

e η � 1

1� Cpδ � ε
p1�εq2 q

obtemos o resultado.

3.5 Propriedades da solução

Nos próximos resultados obteremos algumas propriedades das soluções obtidas

nos teoremas de existência e unicidade. As propriedades são válidas para os dois casos

g P Lipρ e g como série de potência, desde que as condições necessárias para a existência das

soluções e as hipóteses sobre g sejam satisfeitas, porém nas demonstrações trabalharemos

apenas o caso g P Lipρ já que para o outro caso a prova é análoga apenas com as

modificações necessárias.

Definição 3.8. Uma distribuição u P S 1 é dita homogênea de grau a se

xu, φpxqy � taxu, tnφptxqy , @x P R
n � t0u e t ¡ 0,

para toda φ P S.

Teorema 3.9. (Homogeneidade) Suponha que g é homogênea de grau ρ, V é homogênea

de grau �α e f é homogênea de grau
�αρ
ρ� 1

. Então a solução u é homogênea de grau
�α
ρ� 1

.

Demonstração: Considere a sequência de Picard

u1 � C
1

| � |n�α � f

uj � Ψpuj�1q,
para j � 2, 3, . . .. Sabemos que uj Ñ u em Mp,r

q,s . Como f é homogênea então

u1pxq � λ
αρ

ρ�1
�α
Cp 1

| � |n�α � fqpλxq,

para todo λ ¡ 0 e para todo x P R
n � t0u

Agora, usando que g e V támbem são homegêneas, como feito na seção de

Análise de Scalling, obtemos

u2pxq � λ
α

ρ�1u2pλ�q.
Demaneira análoga, utilizando indução sobre j mostramos que

ujp�q � λ
α

ρ�1ujpλ�q,
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para todo j, ou seja, uj é homogênea de grau
�α
ρ� 1

.

Agora, como Mp,r
q,s ãÑ S 1 então uj Ñ u em S 1 e

xuj, φy � λ
�α
ρ�1 xuj, λnφpλ�qy , x P R

n � t0u , λ ¡ 0

então

xu, φy � lim
jÑ8

xuj, φy

� λ
�α
ρ�1 lim

jÑ8
xuj, λnφpλ�qy

� λ
�α
ρ�1 xu, λnφpλ�qy , @λ ¡ 0 , x P R

n � t0u,
para toda φ P S. Assim, u é homogênea de grau

�α
ρ� 1

.

�

Definição 3.10. Dizemos que uma distribuição u é radial se

xu, φy � xu, φ � τy,
para toda φ P S e para toda τ rotação no R

n que deixe a origem fixa, ou seja, τ pertencente

ao conjunto de matrizes ortogonais de R
n, o qual denotamos por SOpRnq.

Teorema 3.11. (Simetria radial) Suponha que g,f e V são distribuições radiais. Então a

solução u é radial.

Demonstração: Considere a seguência de Picard

u1 � C
1

| � |n�α � f

uj � Ψpuj�1q,
para j � 2, 3, . . ..

É fácil ver que u1 é radial. Agora, como produto, convolução e composição de

funções radiais então

u2 � C
1

| � |n�α � rV u1 � gpu1q � f s
é radial. Com esse raciocínio e aplicando indução sobre j temos que uj é radial para todo

j.

Seja τ P SOpRnq. Logo, como para toda φ P S tem-se φ � τ P S então

xu, φ � τy � lim
jPÑ

xuj, φ � τy
� lim

jPÑ
xuj, φy

� xu, φy.
Portanto, u é radial.
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�

Agora vamos mostrar que a solução obtida no teorema de existência e unicidade

também satisfaz (3.1) no sentido de distribuições.

Teorema 3.12. Seja u solução integral de (3.1) obtida no teorema 3.1. Então

p�∆qα
2 u � V pxqu� gpuq � f

vale no sentido de distribuições.

Demonstração: Seja φ P C
8
0 . Temos que

xupxq, p�∆qα
2ϕy � xC

»
Rn

1

|x� y|n�α pgpuq � V u� fqpyqdy, p�∆qα
2ϕy

�
»
Rn

�
xC 1

|x� y|n�α , p�∆qα
2ϕpxqy



pgpuq � V puqfqpyqdy

�
»
Rn

xδy, ϕypgpuq � V ufqpyqdy

�
»
Rn

ϕpyqpgpuq � V u� fqpyqqdy
� xgpuq � V u� f, ϕy.

Logo

xp�∆qα
2 u, ϕy � xgpuq � V u� f, ϕy,

para toda ϕ P C8
0 . Assim, u satisfaz (3.1) no sentido de distribuições.

�

Definição 3.13. Uma distribuição u é dita não-negativa se

xu, φy ¥ 0,

sempre que φ ¥ 0 em R
n.

Teorema 3.14. (Positividade) Suponha que g ¥ 0 em R, V e f distribuições não-negativas.

Então u é não-negativa. Mais ainda, se f é positiva então u é positiva.

Demonstração: Considere a seguência de Picard

u1 � C
1

| � |n�α � f

uj � Ψpuj�1q,
para j � 2, 3, . . ..



Capítulo 3. Equações Elípticas não-lineares em

espaços de modulação-Lorentz 89

É fácil ver que u1 é não-negativa. Agora, como produto, convolução e composição

de funções não-negativas são não-negativas então

u2 � C
1

| � |n�α � rV u1 � gpu1q � f s

é não-negativa. Com esse raciocínio e aplicando indução sobre j temos que uj é não-negativa

para todo j. Assim

xu, φy � lim
jÑ8

xuj, φy
¥ 0,

pois xuj, φy ¥ 0, para toda φ ¥ 0 e para todo j.

Portanto, u é não-negativa. Agora suponha f positiva. Como u satisfaz (3.2)

temos

u � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuq � f s


.

Sendo f positiva temos que

p 1

| � |n�α � fq

é positiva. Como
1

| � |n�α � rV pxqu� gpuqs é não-negativa segue que u é positiva.

�

3.6 Análise de outros casos de não-linearidades gpu,∇uq

Nesta seção iremos abordar outros três casos de não-linearidades, separados

em sub-seções e denominados Caso 1, Caso 2 e Caso 3. No primeiro vamos considerar

gpxq � x|x|ρ�1, onde, utilizando uma particularidade dessa não-linearidade e a estimativa

da composição com funções Lippρ� 1q em espaços de modulação-Lorentz, conseguiremos

obter a existência de solução. Nos últimos dois casos, vamos considerar não-linearidades

dependendo de ∇u que não foram cobertas nos resultados das seções precedentes.

3.6.1 Caso 1

Considere gpxq � x|x|ρ�1. Neste primeiro caso vamos analisar a equação

p�∆qα
2 u � V u� u|u|ρ�1 � f , em R

n, (3.16)

com n ¥ 3, 0   α   n e ρ ¡ 2.

Considere

Ψpuq � Cn
1

| � |n�α � rV u� u|u|ρ�1 � f s
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e Mp,r
1,s com 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8 e s ¥ 0.

Neste caso vamos usar uma obordagem diferente da usada caso geral para

estimar o operador Ψ. Utilizando (2.10) e (2.3) podemos calcular as estimativas necessárias

para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach sem impor condições sobre α o que

aumenta o range do resultado de existência que vamos obter. Então se u P M
p,r
1,s aplicando

(2.12), (2.3), (2.7),(2.5) e (2.42) obtemos

‖ Ψpuq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖
1

| � |n�α ‖M1,8
8,0

r‖ V u ‖Mp,r
1,s
� ‖ u|u|ρ�1 ‖Mp,r

1,s
� ‖ f ‖Mp,r

1,s
s

¤ Cr‖ V ‖M2p,r
1,s

‖ u ‖M2p,r
1,s

� ‖ u ‖M2p,r
1,s

‖ |u|ρ�1 ‖M2p,r
1,s

� ‖ f ‖Mp,r
1,s
q

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,s

‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ u ‖M2p,r

1,s
‖ |u|ρ�1 ‖Mt,r

1,s
� ‖ f ‖Mp,r

1,s
q

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,s

‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ u ‖ρ

M
p,r
1,s
� ‖ f ‖Mp,r

1,s
q,

onde t � n

s� ρpn
p
� sq e desde que

0   s   mintn
p
,
n

2
, ρ� 1u, pρ� 1qpn

p
� sq   n e

n

ρ� 1
  s. (3.17)

Agora se u, v P M
p,r
1,s temos que

u|u|ρ�1 � v|v|ρ�1 �
» 1

0

pρqpu� vq|tpu� vq � v|ρ�1dt

e assim de maneira análoga ao feito na primeira estimativa obtemos

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖Mp,r
1,s

¤ C
�

‖ V pu� vq ‖Mp,r
1,s
� ‖ u|u|ρ�1 � v|v|ρ�1 ‖Mp,r

1,s

	
� C

�
‖ V pu� vq ‖Mp,r

1,s
� ‖

» 1

0

ρpu� vq|tpu� vq � v|ρ�1dt ‖Mp,r
1,s



¤ C ‖ V ‖Mp,r

1,s
‖ pu� vq ‖Mp,r

1,s

�
» 1

0

‖ pu� vq ‖Mp,r
1,s

‖ |tpu� vq � v|ρ�1 ‖Mt,r
1,s
dt

¤ C ‖ pu� vq ‖Mp,r
1,s
p‖ V ‖p,r1,s

�
» 1

0

pt ‖ u� v ‖Mp,r
1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
qρ�1dtq

¤ ‖ pu� vq ‖Mp,r
1,s
C
�

‖ V ‖p,r1,s �p‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
qρ�1

	
,

desde que (3.17) seja satisfeito.

De posse dessas estimativas obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.15. (Existência e unicidade) Sejam n ¥ 3, 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8, s P R,

ρ ¡ 2 e 0   α   n satisfazendo (3.17). Então, existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se

f, V PMp,r
1,s satisfazem

‖ f ‖Mp,r
1,s
¤ δ1 e ‖ V ‖Mp,r

1,s
¤ δ2

então existe uma única u P B � tu PMp,r
1,s ; ‖ u ‖Mp,r

1,s
¤ εu solução integral de (3.16).
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Demonstração: De forma análoga as demonstrações dos Teoremas 3.1 e 3.3

aplicando as estimativas obtidas acima, mostramos que Ψ é uma contração em B e então

pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach obtemos o resultado desejado.

�

3.6.2 Caso 2

Considere uma função g dada por

gpxq �
8̧

j�1

a2jx
2j,

onde
8̧

j�1

a2jx
2j é uma série de potência com raio de convergência 0   σ ¤ 8. Vamos

considerar a seguinte equação

p�∆qα
2 u � V u� gp|∇u|q � f , em R

n, (3.18)

com n ¥ 3, 0   α   n. Seja 1 ¤ p   8, 1 ¤ r, q ¤ 8 e s ¥ 0. Considere o operador Ψ

definido por

Ψpuq � C

�
1

| � |n�α � rV pxqu� gp|∇u|q � f s


,

com u P M
p,r
q,s.

Suponha que q � 1 e s ¡ 1. Dada u P M
p,r
1,s, aplicando (2.10) temos

‖ Ψpuq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖
1

| � |n�α ‖M1,8
8,s

r‖ V u ‖Mp,r
1,0
� ‖ gp|∇u|q ‖Mp,r

1,0
� ‖ f ‖Mp,r

1,0
s

Mas

gp|∇u|q �
�8̧

j�1

a2j|∇u|2j,

e então tomando f �
ņ

i�1

pBxi
uq2, segue de (2.5), (2.7) e (2.13) que

‖ a2j|∇u|2j ‖Mp,r
1,0

� |a2j| ‖ f j ‖Mp,r
1,0

¤ C|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
1,0

¤ C|aj|p
ņ

i�1

‖ Bxi
u ‖2

M
p,r
1,s�1

qj

¤ C|aj|pC1

ņ

i�1

‖ u ‖2
M

p,r
1,s
qj

¤ C|aj|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s�1
q2j,
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para todo j ¥ 1. Assim

�8̧

j�1

‖ a2j|∇u|2j ‖Mp,r
1,0
¤ C

�8̧

j�1

|a2j|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
q2j,

e com raciocínio análogo a (2.47) temos que gp|∇u|q PMp,r
1,0 e vale a estimativa

‖ gp|∇u|q ‖Mp,r
1,0
¤ C

�8̧

j�1

|a2j|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
q2j,

desde que
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
  σ.

Logo, aplicando (2.3), (2.5) e (2.7) obtemos

‖ Ψpuq ‖Mp,r
1,s

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,0

‖ u ‖Mp,r
1,s
�

�8̧

j�1

|a2j|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
q2j� ‖ f ‖Mp,r

1,0
s,

desde que 1   s   α � 1

2
.

Agora, dados u, v P M
p,r
1,s de forma análoga ao feito acima e utilizando o

raciocínio de (2.48) mostramos que

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
1,s
r‖ V ‖Mp,r

1,0
�

8̧

j�1

2j�1̧

l�1

|a2j|p
a
nC1

� ‖ u ‖Mp,r
1,s
q2j�1�lp

a
nC1 ‖ v ‖Mp,r

1,s
qls,

desde que
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
,
a
nC1 ‖ v ‖Mp,r

1,s
  σ.

Utilizando as duas estimativas obtidas para Ψ obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.16. (Existência e unicidade) Sejam n ¥ 3, 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8, s P R e

0   α   n. Assuma ainda que 1   s   α � 1

2
.

Existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f, V P M
p,r
1,0 satisfazem

‖ f ‖Mp,r
1,0
¤ δ1 e ‖ V ‖Mp,r

1,0
¤ δ2

então existe uma única u P B � tu PMp,r
1,s ; ‖ u ‖Mp,r

1,s
¤ εu solução integral de (3.18).

Demonstração: Usando as estimativas obtidas acima e seguindo o raciocínio

da demonstração do Teorema 3.3 temos que Ψ é uma contração em B e o resultado segue

do Teorema do Ponto fixo de Banach.

�
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Agora consideremos q ¡ 1 e s ¡ 0 tais que

n

q1
� 1   s   α � 1

2
e q   n.

Dada u P M
p,r
1,s aplicando (2.10) temos

‖ Ψpuq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖
1

| � |n�α ‖M1,8
8,s

r‖ V u ‖Mp,r
q,0
� ‖ gp|∇u|q ‖Mp,r

q,0
� ‖ f ‖Mp,r

q,0
s.

Tome w ¡ n

q1
tal que s ¡ w � 1. Para cada j ¥ 1 aplicando (2.5), (2.7) e (2.13) obtemos

‖ a2j|∇u|2j ‖Mp,r
q,0

¤ |a2j| ‖ f j ‖Mp,r
1,w

¤ C|aj| ‖ f ‖j
M

p,r
q,w

¤ C|aj|p
ņ

i�1

‖ Bxi
u ‖2

M
p,r
1,w
qj

¤ C|aj|pC1

ņ

i�1

‖ u ‖2
M

p,r
1,w�1

qj

¤ C|aj|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

1,s
q2j

e então �8̧

j�1

‖ a2j|∇u|2j ‖Mp,r
q,0
¤ C

�8̧

j�1

|a2j|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

q,s
q2j.

Com raciocínio análogo a (2.47) temos que gp|∇u|q PMp,r
q,0 e vale a estimativa

‖ gp|∇u|q ‖Mp,r
q,0
¤ C

�8̧

j�1

|a2j|p
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

q,s
q2j,

desde que
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

q,s
  σ. Além disso, dados u, v P M

p,r
1,s de forma análoga ao feito

acima e utilizando o raciocínio de (2.48) mostramos que

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖Mp,r
q,s

¤ C ‖ u� v ‖Mp,r
q,s
r‖ V ‖Mp,r

q,0
�

8̧

j�1

2j�1̧

l�1

|a2j|p
a
nC1

� ‖ u ‖Mp,r
q,s
q2j�1�lp

a
nC1 ‖ v ‖Mp,r

q,s
qls,

desde que
a
nC1 ‖ u ‖Mp,r

q,s
,
a
nC1 ‖ v ‖Mp,r

q,s
  σ.

De posse das estimativas calculadas acima obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.17. (Existência e unicidade) Sejam n ¥ 3, 1 ¤ p   8,1 ¤ q, r ¤ 8, s P R e

0   α   n. Assuma ainda que
n

q1
� 1   s   α � 1

2
e q   n.

Existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f, V P M
p,r
q,0 satisfazem

‖ f ‖Mp,r
q,0
¤ δ1 e ‖ V ‖Mp,r

q,0
¤ δ2

então existe uma única u P B � tu PMp,r
q,s ; ‖ u ‖Mp,r

q,s
¤ εu solução integral de (3.18).
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3.6.3 Caso 3

Neste último caso vamos analisar a seguinte equação

p�∆qα
2 u � V u� |∇u|ρ � f , em R

n, (3.19)

com n ¥ 3, 0   α   n e ρ ¡ 2. Considere

Ψpuq � Cn
1

| � |n�α � rV u� |∇u|ρ � f s

e M
p,8
1,s com 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8 e s ¥ 0. Então se u P M

p,8
1,s temos que

|∇u|ρ � p
ņ

i�1

pBxi
uq2q ρ

2

e aplicando (2.12),(2.3), (2.7),(2.13),(2.5) e (2.42) obtemos

‖ Ψpuq ‖Mp,r
1,s

¤ C ‖
1

| � |n�α ‖M1,8
8,s

r‖ V u ‖Mp,r
1,0
� ‖ |∇u|ρ ‖Mp,r

1,0
� ‖ f ‖Mp,r

1,0
s

¤ Cr‖ V ‖M2p,r
1,0

‖ u ‖M2p,r
1,0

� ‖ |
ņ

i�1

pBxi
uq2| ρ

2 ‖Mt,r
1,s�1

� ‖ f ‖Mp,r
1,0
s

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,0

‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖

ņ

i�1

pBxi
uq2 ‖

ρ

2

M
p,r
1,s�1

� ‖ f ‖Mp,r
1,0
q

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,0

‖ u ‖Mp,r
1,s
�p

ņ

k�1

‖ Bku ‖Mp,r
1,s�1

qρ� ‖ f ‖Mp,r
1,0
q

¤ Cr‖ V ‖Mp,r
1,0

‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ u ‖ρ

M
p,r
1,s
� ‖ f ‖Mp,r

1,0
q,

onde t � n

ps� 1q � ρ
2
pn
p
� ps� 1qq e desde que

0   s� 1   mintn
p
,
n

2
,
ρ

2
u, ρ

2
pn
p
� ps� 1qq   n e

2n

ρ
  ps� 1q e s   α � 1

2
. (3.20)

Agora se u, v P M
p,r
1,s de maneira análoga ao feito na primeira estimativa obtemos

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖Mp,r
1,s

¤ C
�

‖ V pu� vq ‖Mp,r
1,0
� ‖ |∇u|ρ � |∇v|ρ ‖Mp,r

1,0

	
¤ C

�
‖ V ‖p,r1,0‖ u� v ‖Mp,r

1,s
� ‖ |∇u|ρ � |∇v|ρ ‖Mt,r

1,s�1

	
.

Como gp�q � | � | ρ

2 P Lipρ
2

então de maneira análoga ao feito no caso geral segue que

‖ |∇u|ρ � |∇v|ρ ‖Mt,r
1,s�1

¤ C ‖ p
ņ

i�1

pBxi
uq2q � p

ņ

i�1

pBxi
vq2q ‖Mp,r

1,s�1

� p‖
ņ

i�1

pBxi
uq2 ‖Mp,r

1,s�1
� ‖

ņ

i�1

pBxi
vq2 ‖Mp,r

1,s�1
q ρ

2
�1

¤ Cp‖ u ‖2
M

p,r
1,s
� ‖ v ‖2

M
p,r
1,s
q ρ

2
�1

� p
ņ

i�1

‖ Bxi
pu� vq ‖Mp,r

1,s�1
‖ Bxi

pu� vq ‖Mp,r
1,s�1

q

¤ Cp‖ u ‖2
M

p,r
1,s
� ‖ v ‖2

M
p,r
1,s
q ρ

2
�1p‖ u ‖Mp,r

1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
q

� ‖ u� v ‖Mp,r
1,s
.
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Logo

‖ Ψpuq �Ψpvq ‖Mp,r
1,s

¤ ‖ u� v ‖Mp,r
1,s
Cp‖ V ‖p,r1,0 �p‖ u ‖Mp,r

1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
q ρ

2
�1

� p‖ u ‖Mp,r
1,s
� ‖ v ‖Mp,r

1,s
qq,

desde que (3.20) seja satisfeito.

De posse dessas estimativas obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.18. (Existência e unicidade) Sejam n ¥ 3, 1 ¤ p   8,1 ¤ r ¤ 8, s P R,

ρ ¡ 2 e 0   α   n satisfazendo (3.20). Existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f, V PMp,r
1,0

satisfazem

‖ f ‖Mp,r
1,0
¤ δ1 e ‖ V ‖Mp,r

1,0
¤ δ2

então existe uma única u P B � tu PMp,r
1,s ; ‖ u ‖Mp,r

1,s
¤ εu solução integral de (3.19).

Demonstração: Analogamente aos teoremas de existência anteriores aplicando

as estimativas mostramos que Ψ é uma contração em B e então pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach obtemos o resultado desejado.

�
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4 Problema de Valor de Fronteira em R
n
� em

Espaços de Fourier-Besov

Dada uma função u definida em R
n
� vamos indicar u � upx1, xnq com x1 P R

n�1

e xn ¡ 0. Inicialmente consideraremos o seguinte problema de fronteira:$&% �∆u � K1pBβuqa , em R
n
�

Bu
Bη � V px1qu�K2u

b � fpx1q , em R
n�1,

(4.1)

onde n ¥ 3, a, b são números inteiros positivos, η é o vertor normal exterior a fronteira de

R
n
�, K1, K2 são constantes e Bβ é definido a partir da transformada de Fourier nas n� 1

primeiras variáveis por

pBβuq^pξ1, xnq � p2π|x1|qβppuqpξ1, xnq,
para todo xn ¡ 0 e ξ1 P R

n�1.

Para obter uma formulação funcional adequada em variáveis de Fourier, vamos

proceder de forma semelhante à [12] e [13] onde os autores estudaram uma classe de PVF

em R
n
� no contexto dos espaços PMa.

Procedendo de maneira formal podemos aplicar a transformada de Fourier, nas

n� 1 primeiras variáveis, em (4.1) obtendo então$''&''%
�B

2ppuq
Bx2

n

pξ1, xnq � 4π2|ξ1|2ppuqpξ1, xnq � rK1pBβuqas^pξ1, xnq
Bppuq
Bxn pξ

1, 0q � rV up�, 0qs^pξ1q � pK2u
bq^pξ1, 0q � p pfqpξ1q. (4.2)

Note que o problema acima, para cada ξ1 fixo, se resume a uma EDO de segunda ordem

na variável xn em p0,8q com condições de fronteira em xn � 0. Resolvendo o problema

obtemos a seguinte equação integral equivalente a (4.2):

pupξ1, xnq � » 8

0

Gpξ1, xn, tqpK1pBβuqaq^pξ1, tqdt (4.3)

�Gpξ1, xn, 0qrpV up�, 0qq^pξ1q � pK2u
bq^pξ1, 0q � pfpξ1qs,

onde

Gpξ1, x, tq � e�2π|ξ1||x�t| � e�2π|ξ1||x�t|

4π|ξ1| ,

com ξ1 P R
n�1 � t0u, x ¥ 0 e t P R, G é a função de Green associada a (4.2) (ver [46] para

mais detalhes).
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Observação 4.1. Substituindo a condição de contorno de Neumann em (4.1) pela condição

de Robin Bu
Bη � λu � V px1qu�K2u

b � fpx1q,

obtemos de maneira análoga a equação integral (4.3) com uma nova função de Green G̃

dada por

G̃pξ1, x, tq � p2π|ξ1| � λqe�2π|ξ1||x�t| � p2π|ξ1| � λqe�2π|ξ1||x�t|

p8π2|ξ1|2 � λ|ξ1|q .

Pórem nos dois casos vale que

|Gpξ1, x, tq| ¤ 1

2π|ξ1|e
�2π|ξ1||x�t| e |G̃pξ1, x, tq| ¤ 1

2π|ξ1|e
�2π|ξ1||x�t|,

e dessa forma podemos de maneira análoga obter resultados para (4.1) nos dois casos.

Vemos pela equação obtida que é necessário estudarmos os valores na fronteira

de R
n
�. Mas como vamos trabalhar com espaços de funções de baixa regularidade e que em

geral não possuem traço, teremos que considerar u|Rn
�

e u|BRn
�

como funções independentes

e podemos então estudar a equação (4.3) da seguinte forma$'''''''&'''''''%

pu1pξ1, xnq �
» 8

0

Gpξ1, xn, tqpK1pBβu1qaq^pξ1, tqdt
�Gpξ1, xn, 0qrpV u2qpξ1qs^ � pK2u

b
2q^pξ1q � pfpξ1qspu2pξ1q �

» 8

0

Gpξ1, 0, tqpK1pBβu1qaq^pξ1, tqdt
�Gpξ1, 0, 0qrpV u2q^pξ1q � pK2u

b
2q^pξ1q � pfpξ1qs

(4.4)

Com regularidade suficiente teremos que u2 é o traço de u1 em BRn
�. Para facilitar o

tratamento de (4.4) vamos escrevê-lo na forma de uma equação funcional. Para isso,

definimos os seguintes operadores, via transformada de Fourier,

Ipu1, u2q � pI1pu1q, I2pu2qq com

pI1pu1q �
» 8

0

Gpξ1, xn, tqpK1pBβu1qaq^pξ1, tqdt

e (4.5)

pI2pu2q �
» 8

0

Gpξ1, 0, tqpK1pBβu1qaq^pξ1, tqdt

Npu1, u2q � pN1pu1q, N2pu2qq com

xN1pu1q � Gpξ1, xn, 0qpV u2q^pξ1q e xN2pu2q � Gpξ1, 0, 0qpV u2q^pξ1q (4.6)

T pu1, u2q � pT1pu1q, T2pu2qq com

pT1pu1q � Gpξ1, xn, 0qpK2u
b
2q^pξ1q e pT2pu2q � Gpξ1, 0, 0qpK2u

b
2q^pξ1q (4.7)
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Lpu1, u2q � pL1pu1q, L2pu2qq com

xL1pu1q � Gpξ1, xn, 0q pfpξ1q e xL2pu2q � Gpξ1, 0, 0q pfpξ1q (4.8)

Logo, podemos expressar (4.4) por meio da seguinte equação funcional

u � Ipuq �Npuq � T puq � Lpuq, (4.9)

onde u � pu1, u2q.
Agora vamos definir o espaço de funções onde iremos estudar a existência de

solução para (4.9). Para tal vamos precisar antes definir um novo espaço baseado nos

espaços de Fourier Besov (ver página 32):

Definição 4.2. Sejam s P R, 1 ¤ p, q, r ¤ 8 e d ¡ 0 e considere o espaço do tipo

Chemin-Lerner, Lr
dFB

s
p,q, formado pelas funções u mensuráveis tais que

‖ u ‖Lr
d
FBs

p,q
  8,

onde

‖ u ‖Lr
d
FBs

p,q
�

$'''&'''%
�¸
jPZ

2sjq ‖ xdn ‖ pφjpupξ1, xnq ‖LppRn�1q‖
q
Lrp0,8q

� 1

q

, se q   8

sup
jPZ

2sj ‖ xdn ‖ pφjpupξ1, xnq ‖LppRn�1q‖Lrp0,8q , se q � 8.

A seguir teremos duas proposições que serão muito importantes na demonstração

do resultado principal deste capítulo.

Proposição 4.3. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8, d ¡ 0 e s1, s2 P R com s1   s2. Então para todo

θ P p0, 1q temos

‖ � ‖
FB

p1�θqs1�θs2
p,q

¤‖ � ‖1�θ
FB

s1
p,q

‖ � ‖θ
FB

s2
p,q

(4.10)

e

‖ � ‖
L8

d
FB

p1�θqs1�θs2
p,q

¤‖ � ‖1�θ
L8

d
FB

s1
p,q

‖ � ‖θ
L8

d
FB

s2
p,q
. (4.11)

Demonstração: Vamos demonstrar a primeira estimativa e a segunda segue

de forma análogo. Para cada j P Z temos

2rp1�θqs1�θs2sjq ‖ pφjpu ‖qp� p2s1j ‖ pφjpu ‖pqp1�θqq � p2s2j ‖ pφjpu ‖pqθq.

Assim, aplicando a desigualdade de Holder para séries obtemos o resultado.

�
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Proposição 4.4. Sejam 1 ¤ p1, p2, q ¤ 8 com p1   p2, d ¡ 0 e s1, s2 P R tais que:

n� 1

p1

� s1 � n� 1

p2

� s2.

Então

FBs2

p2,q
� FBs1

p1,q
e L8

d FB
s2

p2,q
� L8

d FB
s1

p1,q
, (4.12)

sendo as inclusões contínuas.

Demonstração: Para a primeira inclusão veja [4]. A segunda segue direta-

mente da primeira e da definição do espaço.

�

Proposição 4.5. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8, s P R e d ¡ 0.

(i)(Ver [36]) Dada u P FBs
p,qpRn�1q definimos uλ � λγupλ�q. Se

s� γ � pn� 1q � pn� 1q
p

� 0 (4.13)

então

‖ u ‖FBs
p,q
À‖ uλ ‖FBs

p,q
À‖ u ‖FBs

p,q
.

(ii) Dada u P Lr
dFB

s
p,q definimos uλ � λγupλ�q. Se

s� γ � pn� 1q � pn� 1q
p

� d� 1

r
� 0 (4.14)

então

‖ u ‖Lr
d
FBs

p,q
À‖ uλ ‖Lr

d
FBs

p,q
À‖ u ‖Lr

d
FBs

p,q
.

Finalmente podemos definir nosso espaço de interesse para o estudo da equação

funcional. Para s1, s2 P R, d ¡ 0 e 1 ¤ p1, p2, q ¤ 8, definimos o espaço

X
s1,s2

p1,p2,q,d
� L8

d FB
s1

p1,q
� FBs2

p2,q
pRn�1q, (4.15)

com a norma

‖ pu1, u2q ‖Xs1,s2
p1,p2,q

�:‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,q

� ‖ u2 ‖FBs2
p2,q

. (4.16)

4.1 Análise de Escalonamento

Sejam w1pξ1, xnq � λγu1pλξ, λtq e w2pξ1q � λγu2pλξ1q com pu1, u2q solução de

(4.9). Formalmente, temos que
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I1pw1qpξ1, xnq � λapγ�βq�2I1puqpλpξ1, xnqq e I2pw2qpξ1q � λapγ�βq�2I2pu2qpλξ1q.
De fato, temos

rBβws^ � rBβws^pξ1, tq �
»
Rn�1

λ2pγ�n�1qppuqpλ�1ξ1 � λ�1y, λtqp2πq2β|ξ1 � y|β|y|β

� ppuqpλ�1y, λtqdy
� λ2pγ�n�1qp2πq2β

»
Rn�1

ppuqpλ�1ξ1 � z, λtq|ξ1 � λz|β|λz|β

� ppuqpz, λtqλn�1dz

� λ2pγ�n�1qλ2β�n�1rBβus^ � rBβus^pλ�1ξ1, λtq.
Então, com raciocínio análogo e aplicando indução sobre a obtemos

rpBβw1qas^pξ1, tq � λapγ�βq�n�1 � rpBβu1qas^pλ�1ξ1, λtq.
Logo

pI1pw1qpξ1, xnq �
» 8

0

Gpξ1, xn, tqpK1pBβw1qaq^pξ1, tqdt

� λapγ�βq�n�1

» 8

0

Gpξ1, xn, tqpK1pBβu1qaq^pλ�1ξ1, λtqdt

� λapγ�βq�n�1

» 8

0

λ�1Gpλ�1ξ1, λxn, sqpK1pBβu1qaq^pλ�1ξ1, sqλ�1ds

� λapγ�βq�n�1 pI1pu1qpλ�1ξ1, λxnq
e então aplicando a transformada de Fourier inversa obtemos a primeira igualdade. A

segunda segue de maneria análoga

Com raciocínio análogo ao feito acima podemos mostrar que

N1pw1qpξ1, xnq � λγ�h1�1N1pu2qpλξ1q e N2pw2qpξ1q � λγ�h1N1pu2qpλξ1q,

T 1
K2
pw1qpξ1, xnq � λbγ�1T 2

K2
pu2qpλξ1q e T 1

K2
pw2qpξ1q � λbγT 1

K2
pu2qpλξ1q

e

L1pw1qpξ1, xnq � λ�h2�1L1pu1qpλpξ1, xnqq e L2pw2qpξ1q � λ�h2�1L2pu2qpλξ1q,
desde que V e f sejam homogêneas de graus h1 e h2, respectivamente. Para obter o

escolamento da equação, precisaremos que

γ � apγ � βq � 2 � γ � h1 � 1 � bγ � 1 � �h2 � 1, (4.17)

ou, equivalentemente, basta tomar

γ � 2� aβ

a� 1
, h1 � �1, h2 � apβ � 1q � 1

a� 1
, pb� aqγ � aβ � 1. (4.18)

Portanto, sobre essas condições temos que

ppu1qλ, pu2qλq � λ
2�aβ

a�1 pu1pλ�q, u2pλ�qq
é solução de (4.9) sempre que pu1, u2q for solução.
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4.2 Resultados

4.2.1 Existência e unicidade

Sejam n ¥ 3, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, s1, s2 P R e d ¡ 0. Considere o espaço (ver página

99)

X � X
s1,s2

p1,p2,8,d. (4.19)

Sejam também a, b ¥ 2 números inteiros, β ¥ 0 e defina s̃, s P R por

s̃ � pn� 1q � n� 1

p1

� 1 e s � pn� 1q � pn� 1q
p1

� 1� 2� aβ

a� 1
. (4.20)

Teorema 4.6. Sejam n ¥ 3, a, b ¥ 2 números inteiros, com b ¥ a� 1

2
, e β ¥ 0 e γ ¡ 0

satisfazendo (4.18). Considere támbem 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, s1, s2 P R e d ¡ 0 tais que

pa� 1qd   1, d   2� β

a� 1
, s1 � d� pn� 1q

p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � γ,

s1 ¡ 2� pa� 1qd e s2 ¡ 2� ad.

Sejam s̃, s P R e X definidos como em (4.20) e (4.19), respectivamente.

Existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f P FBs
p2,8 e V P FB s̃

p2,8 satisfazem

‖ f ‖FBs
p2,8

¤ δ1 e ‖ V ‖FBs̃
p2,8

¤ δ2

então existe um único pu1, u2q P BX � tpu1, u2q P X ; ‖ pu1, u2q ‖X¤ εu solução da

formulação integral (4.9). Além disso, a solução pu1, u2q depende continuamente de f e

V , isto é, se pu1, u2q, pw1, w2q P BX soluções de (4.9) obtidas através de f1, V1 e f2, V2,

respectivamente, então existem constantes positivas η, ζ ¡ 0 independentes de fi, Vi, ui e wi

tais que

‖ u1 � u2 ‖X¤ ζ ‖ f1 � f2 ‖FBs
p2,8

�η ‖ V1 � V2 ‖FBs̃
p2,8

. (4.21)

Observação 4.7. Note que o Teorema 4.6 possui um range não-vazio para β ¥ 0. De

fato, utilizando (4.17) e (4.18), temos que

β � 2b� a� 1

b� 1
.

Se β ¡ 0 então b ¡ a� 1

2
e segue que 0   β   2. Dessa forma, podemos tomar d ¡ 0

satisfazendo

pa� 1qd   1 e d   2� β

a� 1
.

Considere n, p1, p2 tais que

pn� 1q � n� 1

p1

¡ a

�
2� β

a� 1
� d
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e

pn� 1q � n� 1

p1

¡ a

�
2� β

a� 1
� d



.

Logo, se s1 e s2 são tomados de forma que

s1 � d� pn� 1q
p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � γ,

com γ satisfazendo (4.17), então temos

s1 ¡ 2� pa� 1qd e s2 ¡ 2� ad,

garantindo assim que todas as condições do Teorema 4.6 sejam satisfeitas. Se β � 0

teremos b � a� 1

2
e neste caso escolhemos a ¥ 3 um número inteiro ímpar. Logo, de

forma análoga ao feito acima, tomando d ¡ 0 satisfazendo

pa� 1qd   1 e d   2

a� 1
,

podemos tomar s1 e s2 satisfazendo as condições do Teorema 4.6.

4.2.2 Regularidade

Para o estudo da regularidade da solução do problema (4.9) vamos precisar

definir outro espaço de funções. Considere o espço H1,s
d pRn

�q definido por

H
1,s
d � tf : p0,8q ÝÑ H1,spRn�1q Bochner mensurável ; ‖ f ‖H1,s

d
  8u,

onde

‖ f ‖H1,s

d
� ess sup

xn¡0
xdn ‖ p1� | � |sq pfpxn, �q ‖1 .

Finalmente, considere H1,s
d � H

1,s
d �H1,s com a norma

‖ pu1, u2q ‖
H

1,s

d
�‖ u1 ‖H1,s

d
� ‖ u2 ‖H1,s .

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.8. Seja s P R. Sobre as mesmas hipóteses do Teorema 4.1, suponha também

que a ¥ 4, b   a, β   1� ad e s ¥ β.

Existem ε ¡ 0 e δ1, δ2 ¡ 0 tais que, se f P FBs
p2,8 XH1,s e V P FB s̃

p2,8 XH1,s

satisfazem

‖ f ‖FBs
p2,8XH1,s¤ δ1 e ‖ V ‖FBs̃

p2,8XH1,s¤ δ2

então existe uma única solução pu1, u2q P B̃X � tpu1, u2q P X XH1,s
d ; ‖ pu1, u2q ‖X � ‖

pu1, u2q ‖
H

1,s

d
¤ εu da formulação integral (4.9). Mais ainda:

(i) Para cada xn ¡ 0 temos que u1p�, xnq P Crs�1�β�pa�1qds
0 pRn�1q.

(ii) u2 P Crs�1s
0 pRn�1q.
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4.3 Estimativas para os termos da formulação (4.9)

Considere os espaços

Y � L8
d FB

s1

p1,8 e Z � FBs2

p2,8. (4.22)

Observação: Sejam w, v P S 1 � P e 1 ¤ p ¤ 8 arbitrários. Pela fórmula do

paraproduto temos

wv �
¸
kPZ

Sk�3v∆kw �
¸
kPZ

Sk�3w∆kv �
¸
l,kPZ

¸
|l�k|¤2

∆lw∆kv

�: A1 � A2 � A3.

Então, para cada j P Z

‖ pφjpwvq^ ‖p¤‖ pφjxA1 ‖p � ‖ pφjxA2 ‖p � ‖ pφjxA3 ‖p .

Mas

suppxA1 � tξ1 P R
n�1 ; 2k�2 ¤ |ξ1|2k�2u

e

supp
¸

|l�k|¤2

pφl pw � pφkpv � tξ1 P R
n�1 ; 0   |ξ1|   2l�4u.

Assim

‖ pφjpwvq^ ‖p ¤
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
‖ pφlpv � pφk pw ‖p �

¸
|k�j|¤3

k�3̧

l��8
‖ pφl pw � pφkpv ‖p

�
¸

|j�l| 5

¸
|k�l|¤2

‖ pφl pw � pφkpv ‖p �
8̧

l�j�3

¸
|k�l|¤2

‖ pφl pw � pφkpv ‖p

�: B1 �B2 �B3 �B4.

Note que se considerarmos o produto zvw de forma análoga ao feito acima temos

‖ pφjpzvwq^ ‖p ¤
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
‖ pφlpz � pφkxvw ‖p �

¸
|k�j|¤3

k�3̧

l��8
‖ pφlxvw � pφkpz ‖p

�
¸

|j�l| 5

¸
|k�l|¤2

‖ pφlpz � pφkxvw ‖p �
8̧

l�j�3

¸
|k�l|¤2

‖ pφlpz � pφkxvw ‖p

�: B1 �B2 �B3 �B4.
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Agora

B1 �
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
‖ pφlpz � pφkxvw ‖p

¤
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8

¸
|m�k|¤3

m�3̧

η��8
‖ pφη pw � pφmpv ‖p

�
¸

|m�k|¤3

m�3̧

η��8
‖ pφηpv � pφm pw ‖p

�
¸

|k�m| 5

¸
|m�η|¤2

‖ pφeta pw � pφmpv ‖p �
8̧

m�k�3

¸
|η�m|¤2

‖ pφη pw � pφmpv ‖p

�: B1
1 �B2

1 �B3
1 �B4

1 .

Da mesma forma pode-se obter

Bi ¤ B1
i �B2

i �B3
i �B4

i ,

para i � 2, 3 e 4.

Lema 4.9. Sejam s1 P R, a ¥ 2 um número inteiro, 1   p1   8, d ¡ 0 e β ¥ 0 tais que

2� β

a� 1
� d ¡ 0, pa� 1qd   1, s1 ¡ 2� pa� 1qd

e

s1 � d� n� 1

p1

� pn� 1q � 2� aβ

a� 1
(4.23)

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ I1pu1q � I1pw1q ‖Y¤‖ u1 � w1 ‖Y

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
Y ‖ w1 ‖iY , (4.24)

para toda u1, w1 P Y .

Demonstração: Vamos supor inicialmente a � 2. Para cada j P Z temos

2s1j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, xn, tqrK1pBβu1q2q^ �K1pBβw1q2q^pξ1, tqdt ‖p1
¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t| ‖ pφjrBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^pξ1, tq ‖p1
dt.

Considerando w � Bβpu1 � w1qp�, tq, v � Bβpu1 � w1qp�, tq e p � p1 como na observação

feita na página 103, obtemos

2s1j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, xn, tqrK1pBβu1q2q^ �K1pBβw1q2q^pξ1, tqdt ‖p1
¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t|pB1 �B2 �B3 �B4qdt.
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Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B1dt ¤ C2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1
‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1

2kβ

¤ C2ps1�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�de�2π2j |xn�t|

�
¸

|k�j|¤3

2kr2�d�βs2kβ ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�2de�2π2j |xn�t|dt

�
¸

|k�j|¤3

2ps1�1qj2kr2�ds sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1
.

Vamos analisar separadamente a intregal. Note que, para M   1 vale

e�2π2j |xn�t|p2π|ξ1||xn � t|qM   1

e então:» 8

0

t�2de�2π2j |xn�t|dt ¤
» 8

0

t�2dp2π|ξ1||xn � t|q�Mdt

¤ C2�jM
�» xn

0

t�2dp|xn � t|q�Mdt�
» 8

xn

t�2dp|xn � t|q�Mdt



� C2�jMx1�d̃�M
n p

» 1

0

s�2dp|1� s|q�Mds

�
» 1

0

w2d�2�Mp|1� w|q�Mdwq
� 2�jMx1�M�2d

n pβp1� 2d, 1�Mq � βp2d�M � 1, 1�Mqq
¤ C2�jMx1�M�2d

n ,

onde usamos as seguintes mudanças de variáveis t � xns e t � xn

w
, e precisamos que

1 � 2d ¡ 0, 1 �M ¡ 0 e 2d �M � 1 ¡ 0 para que as funções Beta sejam convergentes.

Logo, tomando M � 2d� 1 � d, obtemos

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B1 ¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

x�dn
¸

|k�j|¤3

2ps1�1�Mqj2kr2�ds

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

x�dn
¸

|k�j|¤3

2ps1�1�Mqpj�kq2s1k

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1
.
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De forma análoga ao feito para B1 obtemos que

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B2 ¤ C2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1
‖ pφkpu1 � w1q^p�, tq ‖p1

2kβ

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

x�dn
¸

|k�j|¤3

2ps1�1�Mqpj�kq2s1k

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1
,

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B3 ¤ C2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|l�j| 5

¸
|k�l|¤2

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsk

� ‖ pφkpu1 � w1q^p�, tq ‖p1
‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1

2lβ

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

x�dn
¸

|l�j| 5

2ps1�1�Mqpj�lq2s1l

� sup
t¡0

td ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1
,

e

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B4 ¤ C2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|
8̧

l�j�3

¸
|k�l|¤2

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsk

� ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p1
‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1

2lβ

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

x�dn
8̧

l�j�3

2ps1�1�Mqpj�lq2s1l

� sup
t¡0

td ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p1
.

Logo, multiplicando por xdn, tomando o supremo em xn ¡ 0 nas estimativas,

tomando o supremo em j P Z e aplicando a desigualdade de Young no l8pZq obtemos

‖ I1pu1q � I1pw1q ‖Y ¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 � w1 ‖Y

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.

Note que o fato de

2� d� β ¡ 0 e s1 ¡ 2� d

é essencial para a convergência das séries nas estimativas envolvendo B1,B2 e B4.

Agora consideremos a � 3. Neste caso

pBβu1q3 � pBβw1q3 � Bβpu1 � w1qpBβu1q2 � Bβpu1 � w1qpBβu1qpBβw1q

�Bβpu1 � w1qpBβw1q2
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e assim

2s1j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, xn, tqrK1pBβu1q3q^ �K1pBβw1q3q^pξ1, tqdt ‖p1
¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t| ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1q2 ‖p1
� ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1qpBβw1q ‖p1

� ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβw1q2 ‖p1
dt �: p1q � p2q � p3q.

Calculemos uma estimava para p2q. Considere z � Bβpu1 � w1q, v � Bβu1, w � Bβw1 e

p � p1 na observação. Vamos estimar a parcela B1 e as outras parcelas podem ser estimadas

de forma análoga. Temos

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B1dt ¤ C2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|pB1
1 �B1

2 �B1
3 �B1

4qdt.

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma.

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B1
1dt ¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k|¤3

m�3̧

η��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

� ‖ pφη pu1 ‖p1
2mβ ‖ pφmxw1 ‖p1

dt

¤ C2ps1�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
» 8

0

t�3de�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

2kr1�d�
1

2
βs

m�3̧

η��8
2mr1�d�

1

2
βs

� sup
t¡0

td ‖ pφmxw1 ‖p1

¤ Cx1�3d�M
n ‖ u1 � w1 ‖L8

d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

¸
|k�j|¤3

� 2pj�kqps1�1�Mq2kr2�2d�1�Ms ¸
|m�k|¤3

2pk�mqs12ms1

� sup
t¡0

td ‖ pφmxw1 ‖p1
,

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B2
1dt ¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k|¤3

m�3̧

η��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

� ‖ pφηxw1 ‖p1
2mβ ‖ pφm pu1 ‖p1

dt

¤ Cx1�3d�M
n ‖ u1 � w1 ‖L8

d
FB

s1
p1,8

‖ w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�Mq2kr2�2d�1�Ms ¸
|k�m|¤3

2pk�mqs12ms1

� sup
t¡0

td ‖ pφm pu1 ‖p1
,
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2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B3
1dt ¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2j |xn�t|
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k| 5

¸
|η�m|¤2

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

� ‖ pφη pu1 ‖p1
2mβ ‖ pφmxw1 ‖p1

dt

¤ Cx1�3d�M
n ‖ u1 � w1 ‖L8

d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�Mq2kr2�2d�1�Ms ¸
|k�m| 5

2pk�mqs12ms1

� sup
t¡0

td ‖ pφmxw1 ‖p1
,

e

2ps1�1qj
» 8

0

e�2π2j |xn�t|B4
1dt ¤ Cx1�3d�M

n ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�Mq2kr2�2d�1�Ms
8̧

m�k�3

2pk�mqs12ms1

� sup
t¡0

td ‖ pφm pu1 ‖p1
.

De forma análoga estimamos B2,B3 e B4. Logo, basta tomarmos M � 1� 2d e obtemos

sup
jPZ

2ps1�1qj sup
xn¡0

xdn

» 8

0

e�2π2j |xn�t| ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1qpBβw1q ‖p1
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y ,

desde que

1� d� 1

β
2 ¡ 0 e s1 ¡ 2� 2d.

Seguindo o mesmo raciocínio provamos que

sup
jPZ

2ps1�1qj sup
xn¡0

xdn

» 8

0

e�2π2j |xn�t| ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1q2 ‖p1
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y

e

sup
jPZ

2ps1�1qj sup
xn¡0

xdn

» 8

0

e�2π2j |xn�t| ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβw1q2 ‖p1
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y .

Assim

‖ I1pu1q � I1pw1q ‖Y¤‖ u1 � w1 ‖Y

2̧

i�0

‖ u1 ‖2�i
Y ‖ w1 ‖iY .

Seguindo esse raciocínio e aplicando indução sobre a obtemos o resultado.



Capítulo 4. Problema de Valor de Fronteira em R
n

�
em Espaços de Fourier-Besov 109

�

Lema 4.10. Sejam s1, s2 P R, a ¥ 2 um número inteiro, 1   p1, p2   8, d ¡ 0 e β ¥ 0

tais que
2� β

a� 1
� d ¡ 0, pa� 1qd   1 , s2 ¡ 2� ad

e

s1 � d� n� 1

p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 2� aβ

a� 1
(4.25)

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ I2pu2q � I2pw2q ‖Z¤‖ u1 � w1 ‖Y

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
Y ‖ w1 ‖iY , (4.26)

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X.

Demonstração: Suponha inicialmente a � 2. Para cada j P Z temos

2s2j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, 0, tqrK1pBβu1q2q^ �K1pBβw1q2q^pξ1, tqdt ‖p2
¤ C2ps1�1qj

» 8

0

e�2π2jt ‖ pφjrBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^pξ1, tq ‖p2
dt.

Considerando w � Bβpu1 � w1qp�, tq, v � Bβpu1 � w1qp�, tq e p � p1 como na observação

feita na página 103 obtemos

2s2j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, 0, tqrK1pBβu1q2q^ �K1pBβw1q2q^pξ1, tqdt ‖p1
¤ C2ps2�1qj

» 8

0

e�2π2jtpB1 �B2 �B3 �B4qdt.

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB1dt ¤ C2ps2�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�2de�2π2jtdt
¸

|k�j|¤3

2kr2�d�βs

� 2kβ sup
t¡0

‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p2

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|k�j|¤3

2ps2�2�2dqpj�kq2krs2�ds sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p2
,

onde fazendo s � 2π2jt segue que» 8

0

t�2de�2π2jtdt ¤ C2jp2d�1qΓp1� 2dq ¤ C2jp2d�1q.
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2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB2dt ¤ C2ps2�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�2de�2π2jt
¸

|k�j|¤3

2kr2�d�βs

� 2kβ sup
t¡0

‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p2

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|k�j|¤3

2ps2�2�2dqpj�kq2krs2�ds sup
t¡0

td ‖ pφkpu1 � w1q^ ‖p2
,

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB3dt ¤ C2ps2�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�2de�2π2jt
¸

|l�j| 5

2kr2�d�βs

� 2kβ sup
t¡0

‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p2

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
¸

|l�j| 5

2ps2�2�2dqpj�kq2krs2�ds sup
t¡0

td ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p2
,

e

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB4dt ¤ C2ps2�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�2de�2π2jt
8̧

l�j�3

2lr2�d�βs

� 2lβ sup
t¡0

‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p2

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

�
8̧

l�j�3

2ps2�2�2dqpj�lq2lrs2�ds sup
t¡0

td ‖ pφlpu1 � w1q^ ‖p2
.

Logo, tomando o supremo em j P Z, aplicando a desigualdade de Young no

l8pZq e (4.12) obtemos

‖ I2pu2q � I2pw2q ‖Z ¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 � w1 ‖Y

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.

Note que o fato de

2� d� β ¡ 0 e s2 ¡ 2� 2d

é essencial para a convergência das séries nas estimativas envolvendo B1,B2 e B4. Suponha

agora a � 3. Assim

2s2j ‖ pφjpξ1q » 8

0

Gpξ1, 0, tqrK1pBβu1q3q^ �K1pBβw1q3q^pξ1, tqdt ‖p2
¤ C2ps2�1qj

» 8

0

e�2π2jt ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1q2 ‖p2
� ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1qpBβw1q ‖p2

� ‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβw1q2 ‖p2
dt �: p1q � p2q � p3q.
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Vamos estimar p2q. Considere z � Bβpu1�w1q, v � Bβu1, w � Bβw1 e p � p1 na observação.

Vamos estimar a parcela B1 e as outras parcelas podem ser estimadas de forma análoga.

Temos

2s2j

» 8

0

e�2π2jtB1dt ¤ C2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtpB1
1 �B1

2 �B1
3 �B1

4qdt.
Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB1
1dt ¤ C2ps2�1qj

» 8

0

e�2π2jt
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k|¤3

m�3̧

η��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

‖ pφη pu1 ‖p1

� 2mβ ‖ pφmxw1 ‖p2
dt

¤ C2ps2�1qj ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

» 8

0

t�3de�2π2jt

�
¸

|k�j|¤3

2kr1�d�
1

2
βs

m�3̧

η��8
2mr1�d�

1

2
βs sup

t¡0
td ‖ pφmxw1 ‖p2

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps2�2�3dq

�
¸

|m�k|¤3

2pk�mqp1�d�
β

2
�s2�2�3dq2mps2�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw1 ‖p2

,

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB2
1dt ¤ C2ps2�1qj

» 8

0

e�2π2jt
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k|¤3

m�3̧

η��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

‖ pφηxw1 ‖p1

� 2mβ ‖ pφm pu1 ‖p2
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps2�2�3dq

�
¸

|k�m|¤3

2pk�mqp1�d�
β

2
�s2�2�3dq2mps2�dq sup

t¡0
td ‖ pφm pu1 ‖p2

,

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB3
1dt ¤ C2ps2�1qj

» 8

0

e�2π2jt
¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsl

� ‖ pφlpu1 � u2q^ ‖p1

¸
|m�k| 5

¸
|η�m|¤2

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�βsη

‖ pφη pu1 ‖p1

� 2mβ ‖ pφmxw1 ‖p2
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps2�2�3dq

�
¸

|k�m| 5

2pk�mqp1�d�
β

2
�s2�2�3dq2mps2�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw1 ‖p2

,
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e

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2jtB4
1dt ¤ C ‖ u1 � w1 ‖L8

d
FB

s1
p1,8

‖ u1 ‖L8
d
FB

s1
p1,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps2�2�3dq

�
8̧

m�k�3

2pk�mqp1�d�
β

2
�s2�2�3dq2mps2�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw1 ‖p2

.

De forma análoga estimamos B2,B3 e B4. Logo, tomando o supremo em j P Z, aplicando

a desigualdade de Young no l8pZq e (4.12)

sup
jPZ

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2j

‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1qpBβw1q ‖p2
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y ,

desde que

1� d� 1

β
2 ¡ 0 e s2 ¡ 2� 3d.

Seguindo o mesmo raciocínio provamos que

sup
jPZ

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2j

‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβu1q2 ‖p2
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y

e

sup
jPZ

2ps2�1qj
» 8

0

e�2π2j

‖ pφjpξ1qBβpu1 � w1qpBβw1q2 ‖p2
dt

¤ C ‖ u1 � w1 ‖Y ‖ u1 ‖Y ‖ w1 ‖Y .

Assim

‖ I2pu2q � I2pw2q ‖Z¤‖ u1 � w1 ‖Y

2̧

i�0

‖ u1 ‖2�i
Y ‖ w1 ‖iY .

Seguindo esse raciocínio e aplicando indução sobre a obtemos o resultado.

�

Lema 4.11. Sejam s1, s2 P R, b ¥ 2 um número inteiro, 1   p1   8, d ¡ 0 e β ¥ 0 tais

que

s1 ¡ 1� d e s1 � d� n� 1

p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 1

b� 1
(4.27)

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ T1pu1q � T1pw1q ‖Y¤‖ u2 � w2 ‖Z

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
Z ‖ w2 ‖iZ , (4.28)

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X.
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Demonstração: Suponha inicialmente b � 2. Para cada j P Z temos

2s1j ‖ pφjpξ1qGpξ1, xn, 0qpK2pu2q2q^ � pK2pw2q2q^pξ1q ‖p1
¤ C2ps1�1qj

e�2π2jxn ‖ pφjrpu2 � w2qpu2 � w2qs^ ‖p1
.

Considerando w � u2 � w2, v � u2 � w2 e p � p1 como na observação feita na página 103

obtemos

2ps1�1qje�2π2jxn ‖ pφjrpu2 � w2qpu2 � w2qs^ ‖p1
� 2ps1�1qje�2π2jxn

p2π2jxnqd
p2π2jxnqd

� ‖ pφjrpu2 � w2qpu2 � w2qs^ ‖p1

¤ C2ps1�d�1qjx�dn pB1 �B2 �B3 �B4q.

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps1�1�dqjB1dt ¤ C2ps1�1�dqj ¸
|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p2
sl

‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p2

� ‖ pφkpu2 � w2q ‖p1

¤ C2ps1�1�dqj ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2k ‖ pφkpu2 � w2q^ ‖p1

¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2ps1�1�dqpj�kq2krs1�ds

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu2 � w2q^ ‖p1
,

2ps1�1�dqjB2 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2ps1�1�dqpj�kq2ps1�dqk

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu2 � w2q^ ‖p1
,

2ps1�1�dqjB3 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|l�j| 5

2ps1�1�dqpj�lq2ps1�dql

� sup
t¡0

td ‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p1
,

e

2ps1�1�dqjB4 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

8̧

l�j�3

2ps1�1�dqpj�lq2ps1�dql

� sup
t¡0

td ‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p1
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Logo, multiplicando por xdn, tomando o supremo em xn ¡ 0, tomando o supremo

em j P Z, aplicando a desigualdade de Young no l8pZq e (4.12) obtemos

‖ T1pu1q � T1pw1q ‖Y ¤ C ‖ u2 � w2 ‖Z‖ u2 � w2 ‖Z

¤ C ‖ u2 � w2 ‖Z p‖ u2 ‖Z � ‖ w2 ‖Zq,
desde que s1 ¡ 1� d.

Agora consideremos b � 3. Neste caso

2s1j ‖ pφjpξ1qGpξ1, xn, 0qrK2pu2q3q^ �K1pw2q3q^ ‖p1
¤ C2ps1�1�dqjx�dn

‖ pφjpu2 � w2qpu2q2 ‖p1
� ‖ pφjpu2 � w2qu2w2 ‖p1

� ‖ pφjpu2 � w2qpw2q2 ‖p1

�: p1q � p2q � p3q.
Calculemos uma estimava para p2q. Considere z � u2 � w2, v � u2, w � w2 e p � p1 na

observação (ver página 103). Vamos estimar a parcela B1 e as outras parcelas podem ser

estimadas de forma análoga. Temos

2ps1�1�dqjx�dn B1 ¤ C2ps1�1�dqjx�dn pB1
1 �B1

2 �B1
3 �B1

4q.
Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps1�1�dqjB1
1 ¤ C2ps1�1�dqj ¸

|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p2
sl

‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p2

�
¸

|m�k|¤3

m�3̧

η��8
2
rpn�1q� pn�1q

p2
sη

‖ pφη pu2 ‖p2
‖ pφmxw2 ‖p1

dt

¤ C2ps1�1�dqj ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

‖ u2 ‖FBs2
p2,8

�
¸

|k�j|¤3

2k
1

2

m�3̧

η��8
2m

1

2 sup
t¡0

td ‖ pφmxw2 ‖p1

¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

‖ u2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�dq

�
¸

|m�k|¤3

2pk�mqps1�d� 1

2
q2mps1�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw2 ‖p1

,

2ps1�1�dqjB2
1 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2

p2,8
‖ w2 ‖FBs2

p2,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�dq

�
¸

|k�m|¤3

2pk�mqps1�d� 1

2
q2mps1�dq sup

t¡0
td ‖ pφm pu2 ‖p1

,

2ps1�1�dqjB3
1 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2

p2,8
‖ u2 ‖FBs2

p2,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�dq

�
¸

|k�m| 5

2pk�mqps1�d� 1

2
q2mps1�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw2 ‖p1
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e

2ps1�1�dqjB4
1 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2

p2,8
‖ u2 ‖FBs2

p2,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps1�1�dq

�
8̧

m�k�3

2pk�mqps1�d� 1

2
q2mps1�dq sup

t¡0
td ‖ pφmxw2 ‖p1

.

De forma análoga estimamos B2,B3 e B4. Logo

sup
jPZ

sup
xn¡0

xdn2ps1�1�dqjx�dn ‖ pφjpu2 � w2qu2w2 ‖p1

¤ C ‖ u2 � w2 ‖Z‖ u2 ‖Z‖ w2 ‖Z ,

desde que s1 ¡ 1� d.

Seguindo o mesmo raciocínio mostramos a estimativa para p1q e p3q. Assim

‖ T1pu1q � T1pw1q ‖Y¤‖ u2 � w2 ‖Z

2̧

i�0

‖ u2 ‖2�i
Z ‖ w2 ‖iZ .

Seguindo esse raciocínio e aplicando indução sobre b obtemos o resultado.

�

Lema 4.12. Sejam s2 P R, b ¥ 2 um número inteiro, 1   p1   8, d ¡ 0 e β ¥ 0 tais que

s2 ¡ 1 e s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 1

b� 1
(4.29)

Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ T2pu2q � T2pw2q ‖Y¤‖ u2 � w2 ‖Z

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
Z ‖ w2 ‖iZ , (4.30)

para toda u2, w2 P Z.

Demonstração: Suponha b � 2. Para cada j P Z temos

2s2j ‖ pφjGpξ1, 0, 0qpK2pu2q2q^ � pK2pw2q2q^ ‖p1

¤ C2ps2�1qj ‖ pφjrpu2 � w2qpu2 � w2qs^ ‖p1
,

e assim com o mesmo raciocínio de (4.28) obtemos o resultado.

�
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Lema 4.13. Sejam s1, s2, s̃ P R, 1   p1, p2   8, d ¡ 0 tais que

s1 ¡ 1� d, s1 � d� n� 1

p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 1 e s̃ � pn� 1q � n� 1

p1

� 1 (4.31)

Seja V P FB s̃
p1,8. Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ N1pu1q �N1pw1q ‖Y¤‖ V ‖FBs̃
p1,8

‖ u2 � w2 ‖Z , (4.32)

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X.

Demonstração: Para cada j P Z temos

2s1j ‖ pφjGpξ1, xn, 0qpV u2q^�pV w2q^ ‖p1
¤ C2ps1�1�dqjx�dn ‖ pφjrV pu2�w2qs^ ‖p1

.

Considerando w � V , v � u2�w2 e p � p1 como na observação feita na página

103 obtemos

2ps1�1�dqjx�dn ‖ pφjrV pu2 � w2qs^ ‖p1
¤ C2ps1�d�1qjx�dn pB1 �B2 �B3 �B4q.

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2ps1�1�dqjB1dt ¤ C2ps1�1�dqj ¸
|k�j|¤3

k�3̧

l��8
2
rpn�1q� pn�1q

p2
sl

‖ pφlpV ‖p2
‖ pφkpu2 � w2q ‖p1

¤ C2ps1�1�dqj ‖ V ‖FBs̃
p2,8

¸
|k�j|¤3

2k ‖ pφkpu2 � w2q^ ‖p1

¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2ps1�1�dqpj�kq2krs1�ds

� sup
t¡0

td ‖ pφkpu2 � w2q^ ‖p1
,

2ps1�1�dqjB2 ¤ C ‖ u2 � w2 ‖FBs2
p2,8

¸
|k�j|¤3

2ps1�1�dqpj�kq2ps1�dqk sup
t¡0

td ‖ pφk pV ‖p1
,

2ps1�1�dqjB3 ¤ C ‖ V ‖FBs̃
p2,8

¸
|l�j| 5

2ps1�1�dqpj�lq2ps1�dql sup
t¡0

td ‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p1

e

2ps1�1�dqjB4 ¤ C ‖ V ‖FBs̃
p2,8

8̧

l�j�3

2ps1�1�dqpj�lq2ps1�dql sup
t¡0

td ‖ pφlpu2 � w2q^ ‖p1
.

Logo, multiplicando por xdn, tomando o supremo em xn ¡ 0, tomando o supremo

em j P Z, aplicando a desigualdade de Young no l8pZq e (4.12) obtemos

‖ N1pu1q �N1pw1q ‖Y ¤ C ‖ V ‖FBp2,s̃
‖ u2 � w2 ‖Z ,

desde que s1 ¡ 1� d.
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�

Lema 4.14. Sejam s1, s2 P R, 1   p1, p2   8, d ¡ 0 tais que

s2 ¡ 1, s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 1 e s̃ � pn� 1q � n� 1

p1

� 1 (4.33)

Considere s̃ definido como em (4.20). Seja V P FB s̃
p1,8. Então existe uma constante C ¡ 0

tal que

‖ N2pu2q �N2pw2q ‖Z¤‖ V ‖FBs̃
p1,8

‖ u2 � w2 ‖Z , (4.34)

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X.

Demonstração: Para cada j P Z temos

2s1j ‖ pφjGpξ1, 0, 0qpV u2q^ � pV w2q^ ‖p1
¤ C2ps1�1qj ‖ pφjrV pu2 � w2qs^ ‖p1

,

e então de forma análoga a (4.32) obtemos o resultado.

�

Lema 4.15. Sejam s1, s2 P R, 1   p1, p2   8,a ¥ 2,β ¥ 0, d ¡ 0 tais que

s1 � d� n� 1

p1

� s2 � pn� 1q
p2

� pn� 1q � 2� aβ

a� 1
(4.35)

e s � pn� 1q � pn� 1q
p1

� 1� 2� aβ

a� 1
.

Seja f P FBs
p1,8. Então existe uma constante C ¡ 0 tal que

‖ L1pu1q ‖Y¤‖ f ‖FBs
p1,8

(4.36)

e

‖ L2pu2q ‖Y¤‖ f ‖FBs
p1,8

(4.37)

para toda pu1, u2q P X.

Demonstração: Para cada j P Z temos

2s1j ‖ pφjGpξ1, xn, 0q pf ‖p1
¤ C2ps1�1�dqjx�dn ‖ pφj pf ‖p1

� C2sjx�dn ‖ pφj pf ‖p1

e

2s2j ‖ pφjGpξ1, 0, 0q pf ‖p1
¤ C2ps2�1qj ‖ pφj pf ‖p1

� C2sj ‖ pφj pf ‖p1
.

�
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Lema 4.16. Sejam β ¥ 0, s, s1 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a ¥ 2 um número inteiro e d ¡ 0.

Suponha que ad   1, s ¥ β e (4.23) sejam satisfeitas.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ I1pu1q � I1pw1q ‖H1,s

d
¤ C

1

R2�β�pa�1qd ‖ u1 � w1 ‖H1,s

d

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
H

1,s

d

‖ w1 ‖i
H

1,s

d

(4.38)

�p1�Rsq ‖ u1 � w1 ‖Y

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
Y ‖ w1 ‖iY ,

para toda u1, w1 P Y XH
1,s
d .

Demonstração: Suponha inicialmente a � 2. Temos

‖ I1pu1q � I1pw1q ‖H1,s

d
� ‖ p1� |ξ1|sq

» �8

0

Gpξ1, xn, tqrK1pBβu1q2 � pBβw1q2s^dt ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, xn, tqrK1Bβpu1 � w1q

� Bβpu1 � w1qs^dt|dξ1

�
»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, xn, tqrK1Bβpu1 � w1q

� Bβpu1 � w1qs^dt|dξ1

:� p1q � p2q.

Primeiro analisemos a integral (1). Temos

p1q ¤ Cp1�Rsq
»
|ξ1|¤R

¸
jPZ

» �8

0

| pφjGpξ1, xn, tqrBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^|dtdξ1

¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

» �8

0

‖ pφj2�je�2π2j |xn�t|rBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^ ‖p1
dt

� 2
rpn�1q� pn�1q

p1
sj
.

Tomando w � Bβpu1 � w1qp�, tq, v � Bβpu1 � w1qp�, tq e p � p1, como na observação feita

na página 103, para cada j fixo obtemos» �8

0

2�je�2π2j |xn�t|B1dt ¤ 2�s1jx�dn ‖ u1 � w1 ‖Y
¸

|k�j|¤3

2pj�kqps1�2�dq2ks1

� sup
t¡0

td ‖ xφkpu1 � w1q^ ‖p1

¤ C2�s1jx�dn ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.

De forma análoga estimamos B2, B3 e B4. Assim»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, xn, tqrK1Bβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^dt|dξ1
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¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q
¸

j¤1�log2 R

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�s1sj

¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.
Agora analisemos a integral p2q. Considere l � 1� β � pa� 1qd e então

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

» �8

0

e�2π|ξ1||xn�t|xξ1ys|rBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^|dtdξ1

¤ C
1

Rl�1

»
|ξ1|¡R

» �8

0

1

|xn � t|l�β xξ
1ys�β|rBβpu1 � w1qs^ � rBβpu1 � w1qs^|dtdξ1

¤ C
1

Rl�1

» �8

0

1

|xn � t|l�β ‖ xξ1ys�β|ξ1|βpu1 � w1q^ ‖1‖ xξ1ys�β|ξ1|βpu1 � u2q^ ‖1 dt

¤ C
1

Rl�1
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d

» �8

0

t�2d

|xn � t|l�β dt

¤ x�dn C
1

Rl�1
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 ‖H1,s

d
‖ w1 ‖H1,s

d
.

Logo, »
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, xn, tqrK1Bβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^dt|dξ1

¤ Cx�dn
1

Rl�1
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 ‖H1,s

d
‖ w1 ‖H1,s

d
,

e unindo as estimativas das duas integrais obtemos o resultado.

Para a ¥ 3 de forma análoga aplicando indução sobre a obtemos o resultado.

�

Lema 4.17. Sejam β ¥ 0, s, s1, s2 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a ¥ 2 um número inteiro e d ¡ 0.

Assuma que pa� 1qd   1, s ¥ β e (4.25) sejam satisfeitas.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ I2pu2q � I2pw2q ‖H1,s¤ C
1

R2�β�ad ‖ u1 � w1 ‖H1,s

d

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
H

1,s

d

‖ w1 ‖i
H

1,s

d

(4.39)

�p1�Rsq ‖ u1 � w1 ‖Y

a�1̧

i�0

‖ u1 ‖a�1�i
Y ‖ w1 ‖iY ,

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X XH1,s
d .
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Demonstração: Suponha a � 2. Temos

‖ I2pu2q � I2pw2q ‖H1,s

d
� ‖ p1� |ξ1|sq

» �8

0

Gpξ1, 0, tqrK1pBβu1q2 � pBβw1q2s^dt ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, 0, tqrK1Bβpu1 � w1q

� Bβpu1 � w1qs^dt|dξ1

�
»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, 0, tqrK1Bβpu1 � w1q

� Bβpu1 � w1qs^dt|dξ1

:� p1q � p2q.

Vamos analizar primeiro a integral (1). Temos

p1q ¤ Cp1�Rsq
»
|ξ1|¤R

¸
jPZ

» �8

0

| pφjGpξ1, 0, tqrBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^|dtdξ1

¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

» �8

0

‖ pφj2�je�2π2jtrBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^ ‖p2
dt

� 2
rpn�1q� pn�1q

p2
sj
.

Considerando w � Bβpu1 � w1qp�, tq, v � Bβpu1 � w1qp�, tq e p � p1, como na observação

feita na página 103, para cada j fixo obtemos» �8

0

2�je�2π2jtB1dt ¤ 2�s2j ‖ u1 � w1 ‖Y
¸

|k�j|¤3

2pj�kqps2�2�2dq2kps2�dq

� sup
t¡0

td ‖ xφkpu1 � w1q^ ‖p2

¤ C2�s2j ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.

De forma análoga estimamos B2, B3 e B4. Assim»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, 0, tqrK1Bβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^dt|dξ1

¤ Cp1�Rsq ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q
¸

j¤1�log2 R

2
rpn�1q� pn�1q

p2
�s2sj

¤ Cp1�Rsq ‖ u1 � w1 ‖Y p‖ u1 ‖Y � ‖ w1 ‖Y q.
Agora analisemos a integral p2q. Tome γ � 1� β � pa� 1qd. Então

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

» �8

0

e�2π|ξ1|txξ1ys|rBβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^|dtdξ1

¤ C
1

Rγ�1
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d

» �8

0

e�πRt

tγ�β�2d
dt

¤ C
1

R2�β�2d
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 ‖H1,s

d
‖ w1 ‖H1,s

d
.
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Assim, »
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sq
» �8

0

Gpξ1, 0, tqrK1Bβpu1 � w1qBβpu1 � w1qs^dt|dξ1

¤ C
1

R2�β�2d
‖ u1 � w1 ‖H1,s

d
‖ u1 ‖H1,s

d
‖ w1 ‖H1,s

d
,

e obtemos o resultado.

Para a ¥ 3 o resultado segue de maneira análoga aplicando indução sobre a.

�

Lema 4.18. Sejam s, s1, s2 P R, 1 ¤ p2, p2 ¤ 8, a ¥ 2 um número inteiro e d ¡ 0.

Considere s̃ como em (4.20). Suponha que ad   1 e (4.31) sejam satisfeitas. Seja V P
FB s̃

p2,8.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ N1pu1q �N1pw1q ‖H1,s

d
¤ C

1

Rd�1
‖ V ‖H1,s‖ u2 � w2 ‖H1,s (4.40)

�p1�Rsq ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X XH1,s
d .

Demonstração: Temos

‖ N1pu1q �N1pw1q ‖H1,s

d
� ‖ p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrV pu2 � w2qs^ ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

�
»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

:� p1q � p2q.

Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Temos

p1q ¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

‖ pφj2�je�2π2jxnrV pu2 � w2qs^ ‖p1
2
rpn�1q� pn�1q

p1
sj
.

Tomando w � V , v � u2 � w2 e p � p2, como na observação feita na página 103, para

cada j fixo obtemos

2�je�2π2jxnB1 ¤ 2�s1jx�dn ‖ V ‖FBs̃
p2,8

¸
|k�j|¤3

2pj�kqps1�d�1q2kps1�dq

� sup
t¡0

td ‖ xφkpu2 � w2q^ ‖p1

¤ C2�s1jx�dn ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z .
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De forma análoga estimamos B2, B3 e B4. Assim»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z
¸

j¤1�log2 R

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�s1sj

¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z .

Agora analisemos a integral p2q. Note que

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

e�2π|ξ1|xnxξ1ys|rV pu2 � w2qs^|dtdξ1

¤ x�dn C
1

Rd�1
‖ V ‖H1,s

d
‖ u2 � w2 ‖H1,s

d
.

Assim, »
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

¤ x�dn C
1

Rd�1
‖ V ‖H1,s

d
‖ u2 � w2 ‖H1,s

d
.

�

Lema 4.19. Sejam s, s1, s2 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a ¥ 2 um número interio e d ¡ 0.

Considere s̃ como em (4.20). Suponha que ad   1 e (4.33) sejam satisfeitas. Seja V P
FB s̃

p2,8.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ N2pu2q �N2pw2q ‖H1,s¤ C
1

R
‖ V ‖H1,s‖ u2 � w2 ‖H1,s (4.41)

�p1�Rsq ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z

para toda u2, w2 P Z XH1,s.

Demonstração: Temos

‖ N1pu1q �N1pw1q ‖H1,s � ‖ p1� |ξ1|sqGpξ1, 0, 0qrV pu2 � w2qs^ ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, 0, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

�
»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, 0, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

:� p1q � p2q.

Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Note que

p1q ¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

‖ pφj2�jrV pu2 � w2qs^ ‖p2
2
rpn�1q� pn�1q

p2
sj
.
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Considerando w � V , v � u2 �w2 e p � p2, como na observação feita na página 103, para

cada j fixo obtemos

2�jB1 ¤ C2�s2j ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z .

De forma análoga estimamos B2, B3 e B4. Assim»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, 0, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

¤ Cp1�Rsq ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z
¸

j¤1�log2 R

2
rpn�1q� pn�1q

p2
�s2sj

¤ Cp1�Rsq ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ u2 � w2 ‖Z .

Agora analisemos a integral p2q. Temos

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

xξ1ys|rV pu2 � w2qs^|dtdξ1

¤ C
1

R
‖ V ‖H1,s‖ u2 � w2 ‖H1,s

e então »
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, 0, 0qrV pu2 � w2qs^|dξ1

¤ C
1

R
‖ V ‖H1,s‖ u2 � w2 ‖H1,s .

�

Lema 4.20. Sejam s, s1, s2 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a, b ¥ 2 números inteiros e d ¡ 0.

Assuma que ad   1 e (4.27) sejam satisfeitas.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ T1pu1q � T1pw1q ‖H1,s

d
¤ C

1

Rl�1
‖ u2 � w2 ‖H1,s

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
H1,s ‖ w2 ‖iH1,s (4.42)

�p1�Rsq ‖ u2 � w2 ‖Z

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
Z ‖ w2 ‖iZ ,

para toda pu1, u2q, pw1, w2q P X XH1,s
d .

Demonstração: Suponha inicialmente b � 2. Temos

‖ T1pu1q � T1pw1q ‖H1,s

d
� ‖ p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrpu2q2 � pw2q2s^ ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

�
»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

:� p1q � p2q.
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Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Temos que

p1q ¤ Cp1�Rsq
»
|ξ1|¤R

¸
jPZ

| pφjGpξ1, xn, 0qrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

‖ pφj2�je�2π2jxnrpu2 � w2qpu2 � w2qs^ ‖p1
dt2

rpn�1q� pn�1q
p1

sj
.

Tomando w � pu2 � w2q, v � pu2 � w2q e p � p1, como na observação feita na página 103,

para cada j fixo obtemos

2�je�2π2jxnB1dt ¤ C2�s1jx�dn ‖ u2 � w2 ‖Z p‖ u2 ‖Z � ‖ w2 ‖Zq.

De forma análoga estimamos B2, B3 e B4. Assim»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ u2 � w2 ‖Z p‖ u2 ‖Z � ‖ w2 ‖Zq
¸

j¤1�log2 R

2
rpn�1q� pn�1q

p1
�s1sj

¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ u2 � w2 ‖Z p‖ u2 ‖Z � ‖ w2 ‖Zq.
Agora analisemos a integral p2q. Note que

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

e�2πRxnxξ1ysrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

¤ x�dn C
1

Rd�2
‖ u2 � w2 ‖H1,s‖ u2 ‖H1,s‖ w2 ‖H1,s ,

e assim »
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0qrpu2 � w2qpu2 � w2qs^|dξ1

¤ x�dn C
1

Rd�2
‖ u2 � w2 ‖H1,s‖ u2 ‖H1,s‖ w2 ‖H1,s .

De forma análoga aplicando indução sobre b obtemos o resultado para b ¥ 3.

�

Lema 4.21. Sejam s, s1, s2 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a, b ¥ 2 números inteiros e d ¡ 0.

Suponha que ad   1 e (4.29) sejam satisfeitas.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ T2pu2q � T2pw2q ‖H1,s¤ C
1

R
‖ u2 � w2 ‖H1,s

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
H1,s ‖ w2 ‖iH1,s (4.43)

�p1�Rsq ‖ u2 � w2 ‖Z

b�1̧

i�0

‖ u2 ‖b�1�i
Z ‖ w2 ‖iZ ,

para toda u2, w2 P Z XH
1,s
d .
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Demonstração: Análogo a estimativa (4.42).

�

Lema 4.22. Sejam β ¥ 0, s, s1, s2 P R, 1 ¤ p1, p2 ¤ 8, a ¥ 2 um número inteiro e d ¡ 0.

Considere s como em (4.20). Assuma que ad   1 e as condições (4.35) sejam satisfeitas.

Seja f P FBs
p2,8.

Então existem constantes C,R ¡ 0 tais que

‖ L1pu1q ‖H1,s

d
¤ C

1

Rd�2
‖ f ‖H1,s �p1�Rsq ‖ f ‖FBs

p2,8
(4.44)

e

‖ L2pu2q ‖H1,s¤ C
1

R
‖ f ‖H1,s �p1�Rsq ‖ f ‖FBs

p2,8
, (4.45)

para toda pu1, u2q P X XH1,s
d .

Demonstração: Temos

‖ L1pu1q ‖H1,s

d
� ‖ p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0q pf ‖1

¤
»
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0q pf |dξ1
�

»
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0q pf |dξ1
:� p1q � p2q.

Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Note que

p1q ¤ Cp1�Rsq
¸

j¤1�log2 R

‖ pφj2�je�2π2jxn pf ‖p1
dt2

rpn�1q� pn�1q
p1

sj

¤ p1�Rsqx�dn ‖ f ‖FBs
p2,8

,

e então »
|ξ1|¤R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0q pf |dξ1 ¤ Cp1�Rsqx�dn ‖ f ‖FBs
p2,8

.

Agora analisemos (2). Temos

p2q ¤ C
1

R

»
|ξ1|¡R

e�2πRxnxξ1ys| pf |dξ1
¤ x�dn C

1

Rd�2
‖ f ‖H1,s ,

e assim »
|ξ1|¡R

|p1� |ξ1|sqGpξ1, xn, 0q pf |dξ1 ¤ Cx�dn C
1

Rd�2
‖ f ‖H1,s .

De forma análoga provamos (4.45).

�



Capítulo 4. Problema de Valor de Fronteira em R
n

�
em Espaços de Fourier-Besov 126

4.4 Demonstração dos Teoremas 4.6 e 4.8

Considere os espaços Y, Z,X como definidos nas páginas 103 e 99. Defina os

operadores

Ψ1puq � I1puq �N1puq � T1puq � L1puq , @u P Y
e

Ψ2pvq � I2pvq �N2pvq � T2pvq � L2pvq , @v P Z.
Assim, podemos definir o operador Ψpu, vq � pΨ1puq,Ψ2pvqq em X (ver página 99) com

‖ � ‖X�‖ � ‖Xs1,s2

p1,p2,8,d
.

Primeiro provaremos o Teorema 4.6. Sejam ε, δ1, delta2 ¡ 0 tais que

aεa�1 � bεb�1   1

4C
, δ2 ¤ 1

4C
� aεa�1 � bεb�1 e δ1 � δ2ε ¤ ε

2C
� εa � εb. (4.46)

onde C ¡ 0 é a maior constante obtida nas estimativas (4.24) á (4.37). Precisamos

provar que ΨpBXq � BX e que Ψ é uma contração em BX . Sejam pu1, u2q, pw1, w2q P BX .

Aplicando (4.24) á (4.37) e (4.46) temos

‖ Ψpu1, u2q ‖X ¤ Cp‖ pu1, u2q ‖aX � ‖ pu1, u2q ‖bX � ‖ V ‖FBs̃
p2,8

‖ pu1, u2q ‖X

� ‖ f ‖FBs
p2,8

q
¤ Cpεa � εb � δ2ε� δ1q
¤ ε

2
.

Assim, Ψpu1, u2q � BX . Agora, segue de forma análoga que

‖ Ψpu1, u2q �Ψpw1, w2q ‖X ¤ C ‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖X p
a�1̧

i�0

‖ pu1, u2q ‖a�1�i
X

� ‖ pw1, w2q ‖iX �
b�1̧

i�0

‖ pu1, u2q ‖b�1�i
X ‖ pw1, w2q ‖iX

� ‖ V ‖FBs̃
p2,8

q

¤ ‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖BX
Cpδ2 �

a�1̧

i�0

εa�1 �
b�1̧

i�0

εb�1q

¤ 1

4
‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖BX

.

Então, Ψ é uma contração BX e pelo Teorema do Ponto fixo de Banach existe um único

pu1, u2q P BX tal que

Ψpu1, u2q � pu1, u2q.
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Portanto, pu1, u2q é uma solução de (4.9). Agora mostremos (4.21). De forma análoga ao

feito acima segue que

‖ Ψpu1, u2q �Ψpw1, w2q ‖X ¤ 4C ‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖X p
a�1̧

i�0

‖ pu1, u2q ‖a�1�i
X

� ‖ pw1, w2q ‖iX �
b�1̧

i�0

‖ pu1, u2q ‖b�1�i
X ‖ pw1, w2q ‖iXq

� C ‖ V1 ‖FBs̃
p2,8

‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖X �C ‖ w2 ‖Z

� ‖ V1 � V2 ‖FBs̃
p2,8

�C ‖ f1 � f2 ‖FBs
p2,8

¤ ‖ pu1 � w1, u2 � w2q ‖X 4Cp
a�1̧

i�0

εa�1 �
b�1̧

i�0

εb�1 � δ2q

� Cε ‖ V1 � V2 ‖FBs̃
p2,8

�C ‖ f1 � f2 ‖FBs
p2,8

.

Assim

r1� 4Cpδ2 � aεa�1 � bεb�1qs ‖ pu1, u2q � pw1, w2q ‖X¤ Cε ‖ V1 � V2 ‖FBs̃
p2,8

�C ‖ f1 � f2 ‖FBs
p2,8

e então tomando

η � Cε

1� 4Cpδ2 � aεa�1 � bεb�1q e ζ � C

1� 4Cpδ2 � aεa�1 � bεb�1q ,

obtemos a dependência da solução de f e V .

Agora provemos o Teorema 4.8. Seja l � 1�β�pa�1qd. Considere ε, δ1, δ2 ¡ 0

e R ¡ 1 tais que�
1

Rl�1
� 1

R2�β�ad � 2p1�Rsq
�
pa� 1qεa�1 �

�
1

R
� 1

R2
� 2p1�Rsq

�

ppb� 1qεb�1 � δ1 � δ2q ¤ 1

4C
, (4.47)

com ε e δ1, δ2 satisfazendo as condições (4.46). Da mesma forma que acima temos que

mostrar que ΨpB̃Xq � B̃X e que Ψ é uma contração em B̃X . Aplicando (4.38) á (4.45)

obtemos que

‖ Ψpu1, u2q ‖
H

1,s

d
¤ ε

2

e

‖ Ψpu1, u2q �Ψpw1, w2q ‖
H

1,s

d
¤ 1

4
‖ pu1, u2q � pw1, w2q ‖

H
1,s

d
,

para todos pu1, u2q, pw1, w2q P H1,s
d .

Então,

‖ Ψpu1, u2q ‖B̃X
¤ ε
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e

‖ Ψpu1, u2q �Ψpw1, w2q ‖B̃X
¤ 1

2
‖ pu1, u2q � pw1, w2q ‖B̃X

,

para todo pu1, u2q, pw1, w2q P B̃X , e o resultado segue do Teorema do Ponto fixo de Banach.

Para finalizar o teorema seja α um multi-índice qualquer. Sendo u � pu1, u2q a solução

obtida nos teoremas 4.6 e 4.8 sabemos que

pu1 � pI1pu1qq^ � pN1pu1qq^ � pT1pu1qq^ � pL1pu1qq^

e pu2 � pI2pu2qq^ � pN2pu2qq^ � pT2pu2qq^ � pL2pu2qq^.
Assim,

‖ rBαu1p�, xnqs^ ‖L1pRn�1q ¤ C ‖ | � ||α|ru1p�, xnqs^ ‖L1pRn�1q

¤
»
|ξ1|¤R

| � ||α|ru1p�, xnqs^dξ1 �
»
|ξ1|¡R

| � ||α|ru1p�, xnqs^dξ1.

De forma análoga ao feito nas estimativas (4.38) à (4.45) obtemos»
|ξ1|¤R

| � ||α|ru1p�, xnqs^dξ1 ¤ Cpu, V, fqx�dn
¸

j¤1�log2 R

2
jrpn�1q� pn�1q

p1
�s1�|α|s

� 2
jrpn�1q� pn�1q

p2
�s2�|α|s

¤ Cx�dn ,

desde que γ � d� |α| ¡ 0.

Agora analisemos a segunda parte da integral. Para a � 2, tomando l � 1�d�β,

de forma análoga ao feito em (4.38) para w1 � 0 obtemos»
|ξ1|¤R

| � ||α|rI1pu1qp�, xnqs^dξ1 ¤ C

»
|ξ1|¡R

xξ1ys
xξ1ys|ξ1|1�|α|

» �8

0

e�2π|ξ1||xn�t|

� |rBβpu1qBβpu1qs^|dtdξ1

¤ C
1

Rl�1�s�|α|

»
|ξ1|¡R

» �8

0

1

|xn � t|l�β xξ
1ys�β

� |rBβpu1qs^ � rBβpu1qs^|dtdξ1

¤ x�dn C
1

Rl�1�s�|α| ‖ u1 ‖2

H
1,s

d

,

desde que l � 1� s� |α| ¥ 0, ou seja, |α| ¤ 2� β � d� s. Seguindo o mesmo raciocínio

para a ¥ 2 temos»
|ξ1|¤R

| � ||α|rI1pu1qp�, xnqs^dξ1 ¤ Cx�dn C
1

Rl�1�s�|α| ‖ u1 ‖a
H

1,s

d

,

desde que |α| ¤ 2� β � pa� 1qd� s. Agora, de forma análoga ao feito acima e usando as

estimativas desenvolvidas em (4.39) á (4.45) para w2 � 0 obtemos»
|ξ1|¤R

| � ||α|rN1pu1qp�, xnqs^dξ1 ¤ Cx�dn C
1

Rd�1�s�|α| ‖ V ‖H1,s‖ u2 ‖H1,s ,
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»
|ξ1|¤R

| � ||α|rT1pu1qp�, xnqs^dξ1 ¤ Cx�dn C
1

Rd�2�s�|α| ‖ u2 ‖bH1,s ,

e »
|ξ1|¤R

| � ||α|rL1pu1qp�, xnqs^dξ1 ¤ Cx�dn C
1

Rd�2�s�|α| ‖ f ‖H1,s ,

supondo que |α| ¤ s�2�d. Assim, para cada xn ¡ 0 fixo temos que rBαu1p�, xnqs P L1pRn�1q
e consequentemente concluímos que u1p�, xnq P Crs�2�β�pa�1qds

0 pRn�1q.
Agora para u2 seguindo o mesmo raciocínio mostramos que

‖ rBαu2s^ ‖L1pRn�1q  �8,

desde que |α| ¤ s� 2� β � ad e |α| ¤ s� 1 . Dessa forma, como β   1� ad temos que

u2 P Crs�1s
0 pRn�1q e então conluímos a demonstração de (i) e (ii) do teorema 4.8.

4.5 Simetria axial

Nesta seção iremos demonstrar uma propriedade da solução obtida de (4.9).

Para isso, vamos considerar validas todas condições do Teorema 4.1 e 4.2 (ver página 101)

e iremos utilizar os operadores definidos na página 97 e o espaço

X � L8
d FB

s1

p1,8 � FBs2

p2,8pRn�1q

como definido na página 99.

Teorema 4.23. Suponha que f e V sejam radiais e seja u � pu1, u2q solução de (4.9)

obtida a partir de f e V . Então para toda rotação τ em torno do eixo txn � 0u, temos que

u � u � τ em X, ou seja, u é invariante sobre rotações em torno do eixo txn � 0u.

Demonstração: Primeiramente observamos que a função φ tomada na defini-

ção dos espaços de Fourier-Besov pode ser tomada sendo radial (ver [35]). Considere os

operadores

Ψ1puq � I1puq �N1puq � T1puq � L1puq
e

Ψ2pvq � I2pvq �N2pvq � T2pvq � L2pvq,
e a sequência de Picard

pu1
1, u

1
2q � pL1pu1

1q, L2pu1
2qq

e

puj1, uj2q � pΨ1puj�1
1 q,Ψ2puj�1

2 qq,
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para j � 2, 3, . . .. Como f é radial então pf também é radial. Além disso vale

Gpτpξ1q, x, tq � Gpξ1, x, tq,

para todo ξ1 P R
n�1, x ¥ 0 e t P R. Então

L1pu1
1qpτpξ1q, xnq � L1pu1

1qpξ1, xnq e L2pu1
2 � τqpξ1q � L2pu1

2qpξ1q,

para todo xn ¡ 0 e todo ξ1 P R
n�1. Logo

pu1
1qpτp�q, xnq � pu1

1qp�, xnq e pu1
2 � τqp�q � pu1

2qp�q,

para todo xn ¡ 0. Agora, como transformada de fourier de função radial é radial, multipli-

cação de funções radiais é radial, V é radial e

pBβu � τq^ � pBβuq^ � τ

temos que

pu2
1qpτp�q, xnq � pu2

1qp�, xnq e pu2
2 � τqp�q � pu2

2qp�q,
para todo xn ¡ 0.

Continuando com esse raciocínio e aplicando indução sobre j obtemos

puj1qpτp�q, xnq � pu2
1qp�, xnq e puj2 � τqp�q � pu2

2qp�q,

para todo xn ¡ 0 e para todo j P N.

Agora observe que, dada f P FBs
p,q, como φ é radial temos

‖ pφjpf � τq^ ‖p � ‖ p pφj � τqpf � τq^ ‖p

� ‖ p pφj � τqpf̂ � τq ‖p

� ‖ p pφj f̂q � τ ‖p

� ‖ pφj f̂ ‖p

e assim segue que ‖ f � τ ‖FBs
p,q
�‖ f ‖FBs

p,q
. Aplicando isso para a norma do espaço X

segue facilmente que

‖ pvpτp�q, �q, w � τq ‖X�‖ pv, wq ‖X ,

para toda pv, wq P X.
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Sabemos do teorema de existência e unicidade que a sequência de Picard puj1, uj2q
converge para pu1, u2q em X. Assim

‖ pu1, u2q � pu1pτp�q, �q, u2 � τq ‖X ¤ ‖ pu1, u2q � puj1, uj2q ‖X

� ‖ puj1, uj2q � pu1pτp�q, �q, u2 � τq ‖X

� ‖ pu1, u2q � puj1, uj2q ‖X

� ‖ puj1pτp�q, �q, uj2 � τq � pu1pτp�q, �q, u2 � τq ‖X

� ‖ pu1, u2q � puj1, uj2q ‖X

� ‖ rpuj1 � u1qpτp�q, p�qq, puj2 � u2q � τq ‖X

� 2 ‖ pu1, u2q � puj1, uj2q ‖X .

Fazendo j tender a infinito obtemos u � u � τ . Portanto, segue que u é invariante sobre

rotações em torno do eixo txn � 0u.

�
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5 Conclusão e algumas ideias para projetos

futuros

Para finalizar, vamos dar um apanhado geral dos resultados obtidos bem como

indicar possíveis investigações futuras para cada um dos problemas abordados. Nosso

primeiro problema abordado foi

p�∆qα
2 u � V pxqu� gpu,∇uq � f , em R

n, (5.1)

onde obtivemos a existência de solução nos espaços modulação-Lorentz Mp,r
q,s impondo

certas condições para os índices p, r, q e s. Tratamos inicialmente não-linearidades g

dependendo apenas de u. No Teorema 3.1 obtivemos a existência de solução integral no

espaço Mp,r
1,s para g P Lipρ, onde futuramente podemos investigar a existência de solução

para q ¡ 1. No Teorema 3.2 obtivemos a existência de solução integral no espaço Mp,r
q,s

para funções g que se escrevem como séries de potências com raio de convergência positiva.

Neste caso precisamos impor condições sobre os índices de forma que espaço Mp,r
q,s fosse

uma álgebra múltiplicativa, pois dessa forma conseguimos estimar as normas das potências

um conforme m tomava valores cada vez maiores. Seguindo essa linha, uma possibilidade

de investigação futura é estudar a existência de solução para o caso em que g é uma função

polinomial sem necessariamente impor que o espaço seja uma álgebra multiplicativa. Por

fim analisamos casos onde a não-linearidade g depende de ∇u e obtivemos nos Teoremas

3.16 e 3.17 a existência de solução integral para a não-linearidade gp|∇u|q para funções g

escritas como séries de potência de termos pares e por último no Teorema 3.18 a existência

de solução para a não-linearidade |∇u|ρ nos espaços Mp,r
1,s .

Nosso segundo problema abordado foi o P.V.F.$&% �∆u � K1pBβuqa , in R
n
�

Bu
Bη � V px1qu�K2u

b � fpx1q , in R
n�1,

(5.2)

onde usando algumas idéias desenvolvidas em [12,13] obtivemos uma formulação integral

equivalente a (5.2) aplicando a transformada de Fourier apenas nas primeiras n�1 variáveis.

Desta forma, usando argumentos de scalling e espaços críticos do tipo Chamin-Lerner

baseados nos espaços de Fourier-Besov, conseguimos obter no Teorema 4.6 a existência

e unicidade de solução para (5.2). Obtivemos também no Teorema 4.8 propriedades de

regularidade para a solução utilizando os espaços H1,s desde que os dados V e f fossem

suficientemente regulares. Utilizando essa abordagem podemos futuramente investigar

existência de soluções para P.V.F. poli-harmônicos com diferentes condições de fronteira.

Além de investigar a existência de soluções integrais para o P.V.F. (5.2) em outros espaços

baseados em variáveis de Fourier, tais como os espaços Fourier-Besov-Morrey.
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