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Resumo

Nesta tese de doutorado, inicialmente introduzimos os espacos de modulacao-Lorentz e
obtemos algumas propriedades algébricas, propriedades de inclusao com espacos classicos,
interpolacao e agao de alguns operadores sobre tais espagos, com destaque para os ope-
radores do tipo composi¢ao. Em seguida estudamos a existéncia e unicidade de solug¢oes
nesses espacos para uma classe de equacoes elipticas nao-lineares em todo R", onde as
nao-linearidades dependem da solucao u e seu gradiente via a composi¢ao com uma fungao
g. Exemplos de nao-linearidades que vamos cobrir sao u, |u|?, |Vu|?, entre outras fungoes
de u satisfazendo condigoes em suas séries de poténcias ou do tipo Lipschitz. Em particular,
valores grandes de p serdo cobertos. Além disso, obtemos algumas propriedades para as
solucgoes, isto ¢, dependendo dos dados, solu¢oes podem ser distribuicoes homogéneas,

radialmente simétricas ou positivas.

O segundo problema trata-se de um problema de fronteira no semi-espago R’ para uma
classe de equacoes elipticas nao-homogéneas com condigdes de fronteira nao-lineares. Dentro
do dominio ha uma acao de uma nao-linearidade que depende de derivadas fracionarias.
Obtemos resultados de existéncia, unicidade, regularidade e simetria via uma abordagem
nao-variacional que consiste em um argumento de contragao em espacos do tipo Chamin-
Lerner definidos a partir dos espacos de Fourier-Besov e espagos fracionarios do tipo
Fourier-Sobolev. Assim, os resultados fornecem uma nova escala de espagos no contexto de
EDPs elipticas, a qual nos leva a novas classes de solugoes, potenciais e termos forcantes,

bem como cobrem poténcias super-criticas na fronteira e no interior do dominio.

Palavras-chave: Equagoes elipticas nao-lineares; Existéncia de solu¢ao (Equagoes dife-
renciais parciais); Regularidade (Equagoes diferenciais parciais); Espacos de modulacao-

Lorentz; Espagos de Fourier-Besov.



Abstract

In this doctoral thesis, we introduce the modulation-Lorentz spaces and give some algebraic
properties, inclusions with classic spaces, interpolation and the action of some operators on
those spaces, with emphasis on composition-type operators. Then we study the existence
and uniqueness of solutions in those spaces to a class of nonlinear elliptic equations in R",
where the nonlinearities depend on the solution v and its gradient via the composition
with a function g. Examples of nonlinearities that we are going to cover are u”, |u|?, |Vu|?,
among other functions of u (and its gradient) satisfying conditions in their power series
or of Lipschitz-type. In particular, large values of p are covered by results. Moreover,
we obtain some properties of the solution, that is, it can be an homogeneous, radially

symmetric or positive distribution, depending on the data.

The second problem considered by us is a boundary value problem in the half-space R’} for
a class of nonhomogeneous elliptic equations with nonlinear boundary conditions. Within
the domain there is an action of a nonlinearity that depends on fractional derivatives. We
obtain results on existence, uniqueness, regularity and symmetry via a non-variational
approach that consists in an argument of contraction in spaces of Chamin-Lerner based
on spaces of Fourier-Besov and fractional Fourier-Sobolev types. Thus, the results provide
a new scale of spaces in the context of elliptic PDEs, which leads us to new classes
of solutions, potentials and forcing terms, as well as cover super-critical powers on the

boundary and interior of the domain.

Keywords : Nonlinear elliptic equations; Existence of solution (Partial differential equa-
tions); Regularity (Partial differential equations); Modulation-Lorentz spaces; Fourier-Besov

spaces.
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Lista de simbolos

Espaco de Lebesgue

Norma dos espacos de Lebesgue L
Espacgos LP-fracos

Norma dos espagos LP-fracos

Espaco de Lorentz

Norma dos espacos de Lorentz L®")
Espaco das sequéncias de niimero reais
Norma do espaco das séquencias de nimeros reais [”
Transformada de Fourier

Classe de Schwartz

Espacgo das distribuicoes temperadas
Suporte da funcao f

Espacos de Besov

Norma dos espacos de Besov

Espacgos de modulagao-Lorentz

Norma dos espagos de modulagao-Lorentz
Espacgos de Fourier-Besov

Norma dos espacos de Fourier-Besov
Laplaciano Fracionario

Espaco das fungoes localmente Holder Continuas até ordem N
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12

Introducao

O estudo de equagoes diferenciais parciais elipticas e de problemas elipticos
com condigoes de fronteira nao-lineares sdo amplamente estudados devido ao seu grande
interesse matematico em si e a suas aplicagoes em varias areas da ciéncia. Esta classe de
equagoes tem sido abordada por meio de diferentes técnicas, por exemplo, mencionamos

os métodos variacionais que tem um papel histérico de destaque (veja, e.g., [43,48,55]).

Nesta tese, estudaremos dois problemas elipticos nao-lineares nao-homogéneos
sendo um definido em todo o espago R"™ e outro um problema de valor de fronteira (P.V.F.)
no semi-espaco R’ . Pontuando em uma perspectiva geral, utilizaremos uma abordagem
nao-variacional onde o estudo de existéncia e propriedades qualitativas sao realizados
com base na seguinte triade: formulacao integral baseada nas correspondentes func¢des de
Green; espagos funcionais criticos; e argumentos de contracao. Tal tipo de abordagem foi
utilizada em [16], [25] e [26] para estudar solugdes de certas classes de problemas elipticos

nao-homogéneas em todo o espaco R".

Para problemas de valor de fronteira (P.V.F.), este tipo de abordagem foi
utilizada em [23] para obter existéncia e unicidade para a equagao de Laplace no semi-
espago R} com uma condigao de contorno de Robin super-critica (em relacdo a métodos

variacionais). Em [12,13], para estudar P.V.F. ndo-homogéneos em R’} do tipo

—Au= A’ +Viu , em R

0 1
Blﬁ—u + Bou = g(2') + Va(a)u + Aqu? , em R™ 1, (1)
n
os autores consideraram os espacos PM® = {u e S'(R") : 2 e L; (R"), ess sup |&|*|a(€)| <

£eR
+o0} e utilizaram a transformada de Fourier nas n — 1 primeiras varidveis para desenvolver

uma formulacdo integral equivalente do problema. Aqui, inspirado por [12,13], vamos

utilizar esse argumento para obter uma formulacao integral para o P.V.F. que estudaremos.

Em nosso primeiro problema, consideramos a seguinte classe de equacoes

elipticas nao-lineares
(=A)su =V (z)u+ g(u, Vu) + f , em R", (2)

onde (—A)2 é o Laplaciano fracionério, g : R x R* — R é uma funcao satisfazendo certas
condigoes e que indica o perfil ndo-linear de (2), e o potencial V' e o termo forgante f sdo

dados que podem ser fungoes singulares, por exemplo, singularidades de power-type.

Inicialmente iremos estudar fungdes g dependentes apenas de u, porém iremos
também considerar casos de (2) com g dependendo de Vu. Alguns exemplos de nao-

linearidades que iremos tratar sdo u”, ulul’™', Jul’ e |Vul|’ e funcdes g(u) satisfazendo
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g(0) = 0 e certas condigoes em suas séries de poténcias, ou um certo tipo de regularidade

no espirito Lipschitz. Em particular, valores grandes de p serao cobertos.

No estudo de (2), introduzimos um tipo de espago de modulagao baseado
na norma dos espagos de Lorentz, a saber os espagos de modulagao-Lorentz (inspirados
naqueles espagos de Feichtinger [21]), detalhes mais abaixo), que denotaremos por MP7.
Esses espacos nos permitem considerar potenciais V' e termos forcantes f singulares e
obter propriedades para as solugdes como invariancia sobre rotagoes e positividade, desde

que tenhamos f e V' com as mesmas propriedades.

Espagos de modulagao foram inicialmente introduzidos por Feichtinger em [21],
assumindo integrabilidade para a transformada de Fourier de distribui¢oes temperadas.
Seu apelo é devido ao fato de que eles podem efetivamente capturar a concentracao de uma
distribuicao de tempo-frequéncia. Os espagos de modulagao sao baseados nos espacgos de
Lebesgue ou Fourier-Lebesgue, porém eles sao mais flexisiveis na medida em que permitem
um controle separado da regularidade local e do decaimento no infinito de uma funcao,
para mais detalhes veja [22,32]. Os espagos de modulagao M, , sao um caso particular dos
espacos de modulagao-Lorentz quando p = r e mostraremos que varias de suas propriedades

basicas também sao validas para M} com os ajustes necessarios.

Para a = 2, f = 0 e nao-linearidades do tipo u|ul[’~' em (2), temos a equagao
—Au =V (z)u+uful!, em R, (3)

a qual tem sido abordada em varios trabalhos, em diferentes tipos de dominios, princi-

palmente usando-se espacos de Sobolev e uma abordagem variacional, os quais levam a

n -+ 2
restricao 1 < p < Y veja, por exemplo, [3,17-19] (e suas referéncias) onde os autores
n JE—

consideram potenciais do tipo Hardy.

+ 2
Para 1 < p < o0 com p # LQ, se considerarmos V' = 0 em (3), usando
n j—

identidades do tipo Pohozaev mostra-se que a equagao nao possui solugoes positivas
em H'(R™) (ver [15, pag. 514]). Quando considera-se o caso critico variacional, isto &,

n + . - .
existem solugdes positivas em DI’Q(R") para n = 3 e nos casos n = 3,4

p =

essas solucoes nio pertencem a H'(R™). Além disso, em dominios suaves limitados e

estrelados temos a existéncia de solucdes positivas em H' se, e somente se, p é subcritico
n+ 2 . L .

l<p< g Esses resultados motivam o estudo da equagao nao-homogénea (2) que

cubram em particular poténcias super-criticas. De fato, obtemos resultados para (2) em

todo range 2 < p < o0 e, mais geralmente, para nao-linearidades g(u) podendo ter diversos

tipos de crescimento, tais como, crescimentos exponenciais.

Em [16], os autores estudaram a equagao nao-homogénea

Lu=u’+V(z)u+ f(z), em R", (4)
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onde £ pode ser uma classe ampla de operadores do tipo multiplicadores de Fourier.
Exemplos do operador £ sao o menos Laplaciano, biharménico e operadores de ordem

fracionaria. Eles consideraram (4) em espagos de pseudomedidas PM*®, assumiram p inteiro

com p > , onde m é a ordem do operador L, e cobriram casos em que f e V tém
infinitas singularidades, mudam de sinal, oscilam no infinito e sdo medidas. Por sua vez,

em [26], estudou-se a existéncia de solugoes para a equagao
—Au = ulul '+ V(z)u+ f(z), em R, (5)

u — 0 quando |z| — o0,

n /7
comn =3ep > 5> 110S espacos H, = {u mensuravel : sup |z|*|u(z)| < o0}. Os
n— z€eR”™
espagos PM“, Hj. e os espagos de modulacao-Lorentz nao possuem uma relagao de inclusao,

o que nos permite considerar classes de V' e f diferentes daquelas em [16, 26].

Em conex@o com o problema (2), a presenca de termos nao-lineares envolvendo
o gradiente introduz novas dificuldades quando combinados com dominios ilimitados, pois
impedem o uso de varias técnicas tais como teoria de Leray-Schauder, métodos variacionais,
argumentos de compacidade, teorema do ponto fixo de Banach em espagos de Sobolev,
entre outras técnicas e argumentos. Em [51], usando um argumento de sub-super solugio
combinado com um de perturbacgao, os autores mostraram existéncia de solugoes inteiras
para o problema

—Au+ h(z)|Vulf =b(x)g(u) , u >0 em R",

onde k}\linoou(x) =0e pe[l,2), em um espago de fung¢oes localmente Holder continuas.
Como observado em [11] e [34], frequentemente, o uso de técnicas baseadas em principios
do maximo requerem que a nao-linearidade ¢ cresca no maximo quadraticamente com
relagdo ao gradiente. Por exemplo, tal restricao aparece nos trabalhos [2,6, 14, 39] mas
foi contornada em [40] para o caso de uma equacao logistica com |Vul?, p > 1, em
dominios limitados, combinando métodos de bifurcacio e C'-estimativas a priori. Para
mais resultados sobre problemas elipticos com nao-linearidades envolvendo o gradiente,
veja [29,52] e suas referéncias. Em nossos resultados, além de abordar (2) via um argumento
de contracdo e o framework dos espagos de modulacao-Lorentz, conseguimos cobrir o caso

a = 2 com nao-linearidades |Vu|f para 2 < p < o0, veja (3.19) e Teorema 3.18, pagina 95.
Em nosso segundo problema, consideramos a classe de equagoes elipticas nao-
lineares com condigoes de contorno de Neumann nao-lineares
—Au = K,(0°u)* , em R

0
877; = V(@) u+ K’ + f(z) , em R™

(6)

onde u ¢ definida em R, vamos indicar u = u(z', x,) com x’ € R ‘ez, >0,n=3, né

o vertor normal exterior a fronteira de R}, K, K sao constantes e 0% é definido a partir
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da transformada de Fourier nas n — 1 primeiras variaveis como
(0%u)" (2", 20) = (2r]a’])* (@)(2", 20)-

Analisaremos a existéncia e unicidade de solugoes para (6) em um espago do tipo Chamin-
Lerner baseado nos espagos de Fourier-Besov. Aqui investigaremos também a regularidade
da solugao obtida, e buscaremos condi¢oes para que a solucao obtida pertenca a certos
espacos de Fourier-Sobolev H'*, o que naturalmente fornecera mais regularidade para a
solugao. Provaremos também que a solugao obtida possui a propriedade de invariancia
em relacdo a rotagdes em torno do eixo {x, = 0}. Cabe também pontuar que trocando a
condicao de fronteira de Neumann pela condicao de fronteira de Robin podemos, atraves
do mesmo método, provar a existéncia e unicidade de solugao do problema (6). Os espagos
de Fourier-Besov, bem como algumas de suas extensoes (e.g., espagos de Fourier-Besov-
Morrey), tém sido utilizados na andlise de alguns modelos em dindmica dos fluidos e

equagoes parabdlicas (veja, e.g., [4,27,35,36,38,41] e suas referéncias).

Como mostrado em [35], os espagos de Fourier-Besov F B, , sdo equivalentes aos
espagos PM® quando tomamos p = ¢ = 0. Note também que o P.V.F. (6) com =0 ¢
equivalente ao P.V.F. (1) com V; = 0. Entdo, nessas condigoes nossos resultados estendem

aqueles de [13] e cobrem novas classes de potenciais e termos forcantes.

Problemas envolvendo potenciais e nao-linearidades tanto na fronteira quanto
dentro do dominio vem sendo amplamente estudados. Por exemplo, em [10], os autores
estudaram o P.V.F.

—Au =au” , em R’}
7
_;u =bu! , em R, (7)
Tp
(n+2) o

onden = 3,a = 0,b = 0,p = e descreveram todas as solugoes

€ - )

(n-2""" (-2

nao-triviais e ndo-negativas. Paraocasob=0e 1 < g < LQ, Hu em [33] provou que
n J—

(7) nao possui solugoes classicas nao-negativas. Em [23] os autores abordaram o P.V.F.

—Au=0 , emRY}
Ju -1 n-1
af+)\u=u|u|p + f(z) , em R*
Ui

(8)

onde através de argumentos de ponto fixo nos espagos D'P(R") n LI(R") foi mostrada a
existéncia de solucao e propriedades como positividade, homogeneidade e invariancia em
relagdo a rotagoes em torno do eixo {x, = 0}, dependendo das propriedades de f. Em [1],
de Almeida e Lima estenderam os resultados de [23] para o framework dos espagos de

weak-Morrey.

Em comparagao com a literatura existente, consideramos um problema em R}

com uma nao-linearidade envolvendo uma derivada fraciondria e obtemos uma teoria de
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existéncia e unicidade em uma nova escala de espaco no contexto de EDPs elipticas, os quais
carregam uma nocao diferente de regularidade. Além disso, os resultados fornecem novas
classes de solugoes, potenciais e termos forcantes, bem como cobrem casos de poténcias

super-criticas na fronteira e (quando § = 0) no interior.

Esta tese esta organizada como segue. O Capitulo 1 é composto por preliminares
contendo defini¢oes, conceitos e alguns resultados prévios necessarios ao desenvolvimento
do texto. Nele sao relembrados defini¢oes e notacoes de espagos de Lebesgue e algumas
ferramentas basicas como a convolucdo e a transformada de Fourier. Apresentamos também
as defini¢oes e propriedades dos espacos de Lorentz e LP-fraco que sao relevantes para o
estudo dos espacgos de modulagao-Lorentz. Relembramos a classe de Schwartz a partir da
qual pudemos definir e estudar propriedades das distribui¢oes temperadas, do Laplaciano
fracionario e dos multiplicadores de Fourier. Sao definidos também os espacos de Besov,
usando a decomposicao de Littlewood-Paley (Secao 1.7), que s@o uteis por sua relagao
com os espacos de modulagao. Finalmente, na tultima sec¢ao sao relembrados os espacos
de Fourier-Besov, F'B, , a partir do qual definiremos o espago que serd utilizado para

analisar o P.V.F. (6). Nesta mesma se¢ao, apresentamos algumas propriedades dos espagos

do tipo Fourier-Sobolev fracionario H'*, onde estudaremos a regularidade da solucao.

O Capitulo 2 ¢é dedicado a definicao e estudo de propriedades dos espacos de
modulacao-Lorentz. Para definir esses espacos é necessario a definicdo de um operador de
decomposicao [Jg, usando a transformada de Fourier e uma particao da unidade obtida
com translagoes de uma fungao suave. Sdo provadas inclusoes continuas entre os proprios
espacos de modulacao-Lorentz, propriedades algebricas do espago e uma inclusao do tipo
Sobolev (Secao 2.1). Em seguida, apresentamos estimativas para alguns operadores, tais
como o operador convolugao e o operador dilatacao, e apresentamos um resultado de
interpolagao complexa para os espacos M} (Secao 2.2). Mostramos também a relacio
entre os espagos de modulagao-Lorentz e alguns espagos classicos como os espagos de
Besov (Segao 2.3). Finalmente, na Se¢do 2.4, estudaremos a agao do operador composi¢ao
f — g(f) para dois casos, o primeiro para fungoes g pertencentes a classe Lipu e o segundo
para funcoes g que podem ser escritas como séries de poténcias. As estimativas obtidas
nesta secao serao importantes para obter estimativas da formulacao integral e entao os

resultados de existéncia e propriedades qualitativas de solugoes de (2).

No Capitulo 3, apresentamos o estudo da equagao (2). Iniciamos o capitulo
fazendo uma andlise de escalonamento para a equagao (Se¢ao 3.1). Em seguida, enunciamos
dois resultados de existéncia e unicidade obtidos para (2), além disso mostramos que as
solugoes obtidas dependem continuamente dos dados f e V' (Segdao 3.2). Na Secao 3.3,
apresentamos lemas com estimativas linerares e nao-lineares nos espagos de modulacao-
Lorentz necesséarios para a demonstracao dos resultados. De posse dessas estimativas,

provamos os dois resultados mencionados acima (Secao 3.4). Para finalizar, nas duas
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ultimas sec¢oes, sao estudadas algumas propriedades das solugoes obtidas e analisamos
separadamente alguns casos particulares de (2) com nao-linearidades g de interesse no

estudo de EDP’s elipticas nao-lineares.

Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos a andlise do P.V.F. (6). Inicialmente
utilizando a transformada de Fourier, obtemos uma formulagao funcional para (6), bem
como definimos e obtemos algumas propriedades dos espagos do tipo Chemin-Lerner
LyFB; . Na Secdo 4.1, apresentamos a andlise de escalonamento para (6). Em seguida,
enunciamos os resultados de existéncia, unicidade e regularidade. Para o estudo da regula-
ridade definimos o espago ’H;’S (Secao 4.2). Em seguida, provamos algumas estimativas
preliminares nos espacos Ly F'B) e Hcll’s (Segao 4.3). Nas duas ultimas segoes, apresentamos

as demonstracgoes dos primeiros resultados enunciados e um resultado de simetria axial.
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1 Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns espagos de fungoes e propriedades basicas
que serao importantes na demonstracao dos resultados principais dessa tese. A teoria de-
senvolvida nesse capitulo foi tirada principalmente de [49] e [31] que podem ser consultados
para mais detalhes. Outras bibliografias que foram utilizadas serao citadas em cada uma

das secoes.

1.1 Espacos L”, a Transformada de Fourier e as funcdes Beta e

Gamma

Vérias propriedades de fun¢oes podem ser estudadas a partir da integrabilidade.
Por isso é importante estudar os espagos de Lebesgue, o qual denotamos por L, que é
formado por fungoes cujo modulo elevado a p é integravel. Nesta se¢do daremos a definicao

formal dos espagos e enunciaremos algumas propriedades.

Defini¢ao 1.1. Seja (X, M, u) um espago de medida e 0 < p < o0. O espago LP =
LP(X, M, i) é o conjunto de todas as classes de p-equivaléncia de fungoes reais M-

mensurdveis f tais que | f|P € integravel com relag¢ao a p sobre X. Em LP definimos

1

. (JXIfV’du)P L se0<p<oo

| £ llo= ess suplf| = inf{a > 0; u({z € X; | f(x)| > a}) = 0} , se p = .

Exemplo 1.2. Seja X = 7", M = p(Z") o conjunto das partes de 7" e u a medida da
contagem definida a sequir. Se E € M entdo u(E) € o nimero de elementos de E, caso F

seja finito, e u(E) = oo se E € infinito.

Assim, para 0 < p < o0 obtemos o espago LP(Z", M, 1), o qual denotaremos por
[P(Z"), que nada mais é que o espago de sequéncias {ag}rezn de nimeros reais com indices

em 7", tais que a norma

| {artrezn [lv= (Z |ak|p>1’

kezn
¢ finita.

Por simplicidade denotaremos IP(Z") apenas por [P.

Observagao 1.3. Nesse trabalho vamos sempre usar X = R", u a medida de Lebesque em
R"™ e M a o-dlgebra dos conjuntos Lebesque mensurdveise e por simplicidade denotaremos
o espago LP(R™ M, p) por LP.
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A seguir enunciaremos algumas propriedades dos espagos L.

1 1
Proposicao 1.4. (i)(Desigualde de Holder) Sejam f € LP ege LY comp>1e —+— = 1.
P q

Entio fge L' e vale a sequinte desigualdade
I fa <l fllpll g llq -

(7i)(Desigualdade de Minkowski) Seja 1 < p < 0. Se f,g € LP entao f+ge LP

e vale

Hf+glp<l flp+ 1ol

Proposicao 1.5. (i) Sejam 1 < p,q < o0 tais que Zl) + i =1.Se feLP e ge L? entdio
f *g € limitada e uniformemente continua.

(ii) Sejam 1 < p,q < oo, fe LP ege L. Entao f*ge Cy(R").

(7ii) (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q,r < oo tais que

1

1+-=—+
r

==
|

Se felP? ege LY entao fxge L" e vale

I f g ll-<Il £ llpll g llq-

Defini¢ao 1.6. Seja o > 0. Definimos a fungao K, : R" — {0} — R por
1

Ko ()

Proposicao 1.7. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para LP) Sejam 1 < p,q < o0

e0<a<n tais que « =n(l — — + —). Entdo existe uma constante C' > 0 tal que
q9 P

| EKax fllp< C S g,

para toda f € LY.

Apesar de a transformada de Fourier em R"™ ser motivada pelas séries trigono-
métricas, trataremos aqui apenas o caso R", ao invés de trabalhar com fungoes periddicas.
Inicialmente definiremos o conceito para funcoes em L' e a partir dai podemos definir

para espagos mais gerais.

Definicao 1.8. Seja f € L'. Definimos a transformada de Fourier de f, denotada por ]?

como

for = | e,
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A proposigao a seguir coleta uma série de propriedades basicas da transformada
de Fourier. Em particular, observe sua relagao com o operador de convolucao e seu carater

especial de transformar diferenciacado em multiplicacao por polindmios.

Proposicao 1.9. Sejam f,g e L'. Valem as sequintes propriedades:
(i) f € Co@®") e || fllo<]l £ Il -
(i) (7,])(€) = eV F(€) e 7y () (@) = (77 )" (w).
(iii) (f 9)" = .
(iv) Se 2*f € L', para |a| < k, entdo fe C*(R") e vale

o f = [(—2miz)*f]"

~ aal [e70)

onde % = z{* ... x0" e 0° focoma=(ay,...,on) € (NUO)™.

n f_(am?l)(ﬁxff”)
(v) Se fe C*R™), “f e L', |a| <k, e 0*f € Co(R™), entdo

(0 F)N(€) = (2mi&)*F(€).

Definicao 1.10. Definimos a transformada de Fourier inversa f", de uma funcao f por
Q= | s

Podemos extender a definicao da transformada de Fouirer para os espagos L7,

onde relembramos uma desigualdade importante a qual enunciaremos a seguir.

Proposicao 1.11. (Desigualdade de Hausdorff - Young). Se f € LP com 1 < p <2, e

1
-+ — =1, temos que
p P

I F <[l F L -

Para finalizar essa se¢ao iremos dar uma breve definicdo das fungoes Beta e da

funcao Gamma.

Defini¢ao 1.12. (i) Para um nidmero complexo z com parte real positiva definimos a
funcao Gamma por

+o0
I'(z) = J t* e tdt.
0

(ii) Dados z,w nimeros complexos com parte real positiva, definimos a func¢io Beta por

1

Bz, w) j FY = 1)t

0

Observagao 1.13. A fungio I' é analitica no semiplano Re(z) > 0 e vale:
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1.2 Espacos LP-fraco

Nesta secao vamos introduzir os espacos LP-fracos e dar algumas de suas
propriedades e relagoes com os espagos de lebesgue. Para mais informacoes e demonstragoes
ver [42].

Defini¢ao 1.14. Sejam (X, A, u) um espago de medida e f uma fun¢io A-mensurdvel em
X. A funcao distribuicio, Dy, da funcdio f, é definida por

Dp(N) = p({z e X : | f(z)] > A},
para todo A = 0

Lema 1.15. Seja (X, A, u) um espago de medida e f uma funcio A-mensurdvel satisfa-

zendo
plre X - 1) > M) < (S

para algum C > 0. Entdo

S

inf{C' > 0: D()\) < (C) P} = ili%/\(Df()\)) :

Definigéo 1.16. Seja 0 < p < 0. O espago de Lebesgue fraco, denotado por L'P*) (X, A, )
ou simplesmente L®®) (X), é definido pelo conjunto de todas as fungoes mensurdveis f
tais que

1
I [z =l f llpeo=sup MDs (X)) < 0.
A>0

Observacao 1.17. (i) O Lema acima nos da duas normas equivalentes para o espago
L)

(11) Quando X = R", p for a medida de lebesque e A for a colegio de conjuntos

lebesgue mensurdveis, denotaremos o espaco de Lebesque fraco simplismente por L®™).

Nos proximos resultados enunciaremos algumas propriedades importantes do

espagos LP-fraco, onde consideramos (X, A, i) espago de medida.
Proposicdo 1.18. Para todo 1 < p < o0 temos LP < LP®) | sendo a inclusdo continua.

Observacgio 1.19. L? ¢ L®®) . De fato, basta definir f(x) = x7F em (0, +00). Assim,
feL®® mas f¢ LP.

Proposicido 1.20. Seja 1 < p < g < o0, f € LP® ~ L% Entgo f € L™ para todo

)
I £ lh< (_
r—p

p<r<q evale

1
T
q

1_1 1_
T q p
T 1 1
) TiEIRAI=E

(1.1)
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Proposicao 1.21. Seja £ < X um subconjunto de medida finita. Entao

(a) Para q < p temos
P g
| @ LB e € 200),
. _

(b) Se u(X) < o e q < p entdo
LP®)(X) c Le®)(X). (1.2)

Definicao 1.22. Seja 1 < p < o e escolha r € R tal que 0 < r < p e definimos

1

1_ . v

7= sup  p(E): (J ] du),
O<p(E)<w E

para toda f e L) (X).

3=

Proposicao 1.23. Seja f € L. Entdo
* b 1
IS lpco <l F 1150 (p_ 7 Mo - (1.3)

Proposicao 1.24. Sejam 1 < pg < p < p; < 0 tais que

1 1-6 0
= +

p Po P ’

para algum 0 € [0,1]. Se f e LPo®)(X) A LPL2)(X) entdio

1S o<l f Nlpmeoll f 1l 0o (1.4)

1.3 Espacos de Lorentz

Antes de introduzir os espacos de Lorentz vamos precisar definir algumas
ferramentas importantes para seu estudo. Nesta secao, a menos que menc¢ao contraria,
estaremos considerando (X, A, u) um espago de medida e F(X, A) o conjunto de fungdes

A-mensuréveis em X. A teoria apresentada nesta se¢ao teve como principal fonte [42].

Defini¢ao 1.25. (Fungao Rearranjo) Seja f € F(X, A). A fungdo rearranjo decrescente
de f, denotada por f*, é definida por

f*(t) = inf{\ = 0; Ds(\) < t}, (1.5)
tomando como convengdo inf(F) = co.

Observacgao 1.26. (i) f*(0) =|| f ||« para toda f € L™.
(i) [*(Dr(N) < A
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Defini¢ao 1.27. Seja f € F(X, A), denotamos por f** o duplo rearranjo descrescente da
funcao f, definido por

0 =1 | s (1.6
para t > 0.

Defini¢ao 1.28. Para qualquer f € F(X, A) e p,q € [1,0] definimos

0 d %
1 e = (f (tpf*(t))"t) seq<o

U (1.7)
I'f llpgye=suptr f*() , seq=o0.
t>0
Os funcionais || - ||(pq* s@o fungoes a valores nao negativos definidos de F(X,A) em

[0, 00]. Posteriormente veremos que esses valores serao importantes na teoria dos espagos

de Lorentz.
Observagao 1.29. (i) Note que para q = oo temos que || - ||(pw)* coincide com a norma
definida para o espago LP-fraco, isto €, || - ||(pcoy*=| - [|pco-

(71) Para todo p = 1 temos que || - ||ppyx coincide com a norma do espago de

lebesque LP.

A proposicao a seguir nos da algumas propriedades desses funcionais.
Proposigao 1.30. Sejam p,q,r € [1,0] e f € F(X, A).

(a) Se q < r entdo

3=

1_
q q
| £ llgmye< (p) 1 s - (1.8

(b) 1
| f4+9llma=< 220 f oo + | 9 llpao*)- (1.9)

() I fllpgx=0= f=0qtp.

Vemos pela proposicdo anterior que esses funcionais nao sao sempre bons
candidatos para definir uma norma, porem como veremos a seguir serao equivalentes a
norma que definiremos para os espagos de Lorentz. Antes de definir os espag¢ds vamos

considerar a seguinte relagao de equivaléncia em F(X, A)

f~9e f=gqtp
Escrevemos
[f1=1g€ F(X,A); f =g qtp},
para denotar a classe de equivaléncia de f. Para facilitar a escrita usaremos simplesmente

f para representar a classe [f]. Agora podemos finalmente definir os espagos de Lorentz.
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Definicao 1.31. Sejam 1 < p < w0 el < q < o0, o espaco de Lorentz, denotado por
LPD(X, A, ), é definido por

LP(X, A, 1) = {f € FOX A | f iy < 0}

onde

| £ = (F(tlf**(t))th); s g <o
(p,9) . 1 ; ; q (1‘10)
H f H(p,q): supﬁf**(t) , Seq = 0.
t>0

Para facilitar a escrita denotaremos o espago de Lorentz por L®9 (X). Quando estivermos

trabalhando em R™ com a medida de Lebesque usaremos simplesmente L9,

Observagio 1.32. O funcional || - ||.q) define uma norma em L9 (X, A, u). Mais ainda,
(LPD(X, A, 1), || - lpg)) € um espago de Banach.

Agora enunciaremos um importante lema que nos da uma inclusao entre espagos

de Lorentz.

Lema 1.33. (Calderén) Sejam 1 <p<w el <g<r<w e fe lPYX). Entao

3=

1_
q q
1 Nl (p) 17 o - (1.11)

O préximo resultado nos dara relagoes importantes entre a norma do espaco de
Lorentz, a norma dos espacos de Lebesgue, a quasi-norma definidas nos espacos LP-fraco e

os funcionais || - [[(p,q)*-
Proposigao 1.34. Sejam 1 <p< oo, 1 <g<w e fe F(X,A). Entao

(a)

p
I f o<l [ llpa< ] 1S Moy - (1.12)
(b) )
17 1<) £ N 525 17 - (113)
(c)
1
q q
15 N <l £ = (£)" 1 £l (114
Observacao 1.35. (i) Vemos pelo item (a) da proposigio que o espago LD (X) estdria
bem definido usando o funcional || - ||p.q%, 0 que facilita os cdlculos ja que ele em geral é
mais facil de se trabalhar do que a norma || - ||(p,q) devido sua definigao.
(i) O item (b) nos mostra que a norma || - ||pp) € uma norma equivalente a

| - |l, nos espagos de Lebesgue.
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(iii) Pela equivaléncia das normas mostradas na proposicao podemos concluir
que o espaco de Lorentz LP9 (X) quando q = oo equivale ao espagos LP-fraco estudado na

secao anterior.

A seguir iremos enunciar dois resultados que serdo muito tteis na demonstragao
das propriedades do espagos de Modulacao-Lorentz, os quais iremos tratar no préoximo
capitulo. A prova dos resultados segue das desigualdade conhecidas para os espagos L e

aplicando o Teorema de Interpolagdo de Marcinkiewicz (conforme [31], pag. 56).

Proposigao 1.36. (Desigualdade de Holder generalizada) Seja f; € L(pf’qf)(X), para

j=1,...,k, onde 1 <p; <o el <gq; <oo. Sejam p e s tais que

ROEEE I

j=1 Pj j=1 95

CnM—t

Entao i i
T o< CE TNl a
j=1 J=1

onde C(p') é uma constante dependendo de p'.

Proposicao 1.37. (Desigualdade de Young para espagos de Lorentz) Sejam 1 < py,ps < o0,

1<q,q0 <00, 7 es>=1 tais que

1 1 1 1 1 1
—+l=—+—e-<—+—.
r P1 D2 q1 q2

VA

Se fe LP)(X) e ge LP>2)(X) entio f+ge L")(X) e vale

H f*g ”(7‘,8)< C H f ||(p1#11)|| g H(I727q2)7
onde C = C(r) é uma constante positiva dependendo de 7.

Proposicao 1.38. (Desigualdade de Hausdorff-Young para espacos de Lorentz) Seja
1 <p< 2. Entao

I o<l f [l
para toda f € LP9.

Proposicao 1.39. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para espagos de Lorentz)
Sejam 1 < p,g <o, 1 <r<owel<a<n tais que « =n(l — — + —). Entao existe
C > 0 tal que “r

I Ko * [ llom< C LS lln,

para toda f e L7,
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Proposicao 1.40. (Desigualdade do Tipo Minkowiski para espacos de Lorentz, ver [9])
Seja f uma funcao mensurdvel, nao negativa em R"™ x R"™. Suponha que 1 <p<s<w e

para quase todo y € R" a fungdo

fy(@) = f(x,y) e LP).

Seja F(x) = f(z,y)dy com x € R". Entao
R

7 i< Cos |11 4yl

onde )

- 2)

Para finalizar esta se¢ao introduziremos o operador maximal de Hardy-Littlewood

e provaremos sua limitacao nos espagos de Lorentz.

Definicdo 1.41. Seja f € L. Entdo definimos o operador mazimal de Hardy-Littlewood,
denotado por M f, por

M f(x) = sup

: f
|/ (y)|dy,
r>0 |B(I7 7")| B(z,r)

para todo x € R". Temos

para quase todo ponto x € R".

Proposicao 1.42. Seja 1 <p <o el <r < o0. Entdo

| Mfllpn<C Il f o (1.15)

para toda f € LP7).

Demonstragao:

Conforme o Teorema 1, pagina 13 em [47] sabemos que

M A< o,

para toda f e L.

Assim, o resultado segue aplicando o teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz.
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1.4 A classe de Schwartz, distribuicoes temperadas e o Laplacioano

fracionario

Para estender o conceito de transformada de Fourier para distribui¢cdes primeiro
precisamos definir uma classe de fungoes-teste onde a transformada tem boas propriedades.

O contetdo desenvolvido nesta segao foi em grande parte retirado de [31].
Defini¢ao 1.43. Seja S o conjunto de fungoes f € C*(R™), tais que

pas(f) = sup [2%0° f| < oo,

zeRn”
para quaisquer multi-indices « = (aq, ..., ay) e B = (P1,...,0n), ou seja, € o conjunto das
funcoes infinitamente diferencidaveis, tais que, qualquer derivada decai mais rapidamente

do que qualquer polinomio. Este conjunto é conhecido como classe de Schwartz.

A proposicao a seguir nos da algumas propriedades importantes do espaco S e

dos operadores definidos anteriormente nesse espaco.

Proposicao 1.44. (i) A transformada de Fourier é um homeomorfismo de S em S.
(ii) Se f,ge€ S entio fxgeS.
(iii) O espago CP(R"), das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto, é denso em S.

As propriedades da transfromada de Fourier dadas em 20 sdo validas para

funcoes de §. Podemos destacar também as seguintes propriedades:

(i) Seja 6'(f) = f(t-). Entao
(@) =5 ().
(ii) Seja A uma matriza ortogonal e £ um vetor coluna. Entao
(f 0 4)"(€) = F(A¢).
O espaco dual S’ formado por todos os funcionais lineares continuos em S é

chamado espaco das distribuigoes temperadas.

Podemos estender varios conceitos definidos até agora para o conjunto S’
de distribui¢oes temperadas. A seguir, mostraremos como estender os operadores de

convolugao e a Transformada de Fourier que serao mais utilizados no presente trabalho.

(I) Transformada de Fourier: Seja u € 8. A transformada de Fourier de u,

denotada por @, é uma distribuicao temperada definida por

u(p) = u(@) , VpeS.
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(IT) Operador Convolugao: Sejam u € S’ e f € S. Se f := f(—z) entdo o

produto de convolugao de u e f é uma distribuicao temperada definida por
wx () = u(fe(x) , Vo e S.

Para finalizar essa secao iremos dar uma breve introducao aos operadores
Laplacianos fraciondrios, que nos serao uteis para estudar as equagoes elipticas no capitulo

3 dessa tese.

Relembremos o operador Laplaciano
N=F+...+02,

que pode atuar sobre func¢oes ou distribuicoes temperadas. Se f pertence a S ou S’ temos

a seguinte identidade
(=& )N = Ar*[Ef F(6).
Motivado por essa identidade podemos definir o operador Laplaciano fracionéario (—A)g

com z € C. Mais precisamente, se f € S temos

~

(—2)% f(x) = (@rle)* ()" (@) , Yz e R”,
e estendemos de maniera usual para S’.

A grosso modo o operador (—A)% age como uma derivada de ordem z, quando
z € N. Se z é complexo e Re(z) < —n a funcgao | - |* nao é localmente integravel em R" e
entao o operador pode nao estar bem definido. Neste caso para que a definicao funcione

precisamos acrescentar a hipdtese de f se anular suficientemente longe da origem.

Observe ainda que a familia de operadores (—A)* satisfaz a propriedade de
semigrupos

(=AY (=) = (=4),

em S. O operador (—A)é é dado pela convolugao com a transformada de Fourier inversa

de (2m)?| - |* que é dada por

(2m)* ()" (=) = (2n)" gz

que em geral é no sentido de distribuicao.

1.5 Multiplicadores de Fourier

Nesta se¢do vamos definir os multiplicadores de Fourier e veremos algumas de
suas propriedades nos espagos de Lebesgue e Lorentz. A teoria apresentada nessa secao foi
retirada de [49].
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Definicao 1.45. Sejam Q um subconjunto compacto de R", 0 < p < oo e M € S’ tal que

Q

ps SE€ existe uma constante

MY e L*. Dizemos que M é um multiplier de Fourier para L
C > 0 tal que
I MY fll<Cl fllp . YfelLy.

A préxima proposicao nos da uma propriedade interessante dos multiplier de

Fourier.

Proposicao 1.46. Seja Q) e I' subconjuntos compactos de R"™. Seja 0 < p < w0 e p =

min{l, p}. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

~

M < C MY Il f [l

para toda f € LS e toda M € 8" com M e Lg.

Para enunciar o lema central dessa sessao precisamos introduzir um espago de

fungoes muito utilizado no estudo de edp’s.

Defini¢ao 1.47. Seja s € R. Definimos o espago normado Hy(R™) por
H3(R") = {f € S'(R"); || f [[mg< o0},

onde a norma || - ||gs € dada por

I =l (U 2)2 f () [la -
Novamente usaremos a notagio H; para indicar Hy(R™).

Observagao 1.48. (i) Algumas vezes, esses espagos sio denotados por Wy = Hj, cha-
mados espacos de Sobolev-Slobockey, se s = 0. Se s =m e N entdo os espagos W5 sdo os

espacos de Sobolev usuais, isto €,
Wyt ={feS5 f llwp< oo},

onde

I f Ny = <Z Io*f ||2> :

|a|<s

(ii) Se so > s1, entdo vale a sequinte inclusao continua

S0 S1
H3 < H3'.

Além disso, HY) = L*.
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Finalmente, o lema a seguir nos d4 uma estimativa para os multipliers de Fourier
em espacos de Lebesgue, a qual sera 1til para a demonstracao de algumas estimativas de

operadores em espacos de modulagao.

Lema 1.49. (Ver [}9] secao 1.5.2, pdg. 26) Sejam Q um subconjunto compacto de R™ e

1 1
0 < p < . Seja também o, =n | ————— — = |. Se s > 0, entdo existe uma constante
min{l,p} 2
C > 0 tal que

~

(M) lp< C | M |

I, (1.16)

H;
para toda f € LP com supp(f) < Q.

n
Proposicao 1.50. Sejam € um subconjunto compactos de R™ e 1 < p,r < o0. Se s > 5

entao existe uma constante C' > 0 tal que

~

M) Npm< C M agll f g, (1.17)

para toda f € L®") com suppfc Q.

Demonstragao: Seja 0 < o < p. Pelo Lema anterior temos

fllo  VfelLy

~

| (M) Ny <Il (MF)” o<l M |

H3

~ ~

FF)Y Ny < L)Y Mool M Nzl f lloo  VF € L.

Assim, aplicando o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz (conforme [31], pag. 56)

ontemos o resultado desejado.

1.6 Decomposicao de Littlewood-Paley e os espacos de Besov

Nesta se¢ao vamos construir a decomposicao de Littlewood-Paley e definir os
classicos espagos de Besov. A teoria desenvolvida nessa secao foi retirada em sua maioria

de [45].

Lema 1.51. Existe uma fungdo ¢ € S satisfazendo
()0<p<1,VEeR"
(ii) supp(¢) < {€ e R™ 27! < |¢] <2}
(iii) Se ¢;(&) = 27" $(27€) para cada j € Z, entdo

16;(6) =1,V¥eR" —{0}.

JEZ

Chamaremos a funcao ¢ de fungdo base.
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O lema anterior nos permite definir os operadores da decomposicao diadica e a

partir deles definir a decomposi¢ao de Littlewood-Paley.

Definicao 1.52. Seja f € S’. Para cada k € Z, definimos os k-blocos diddicos A} e 0s

operadores "cut-off"de frequéncia Sy da sequinte forma

Apf=dr*f
¢ k
Skfz'Z Ajf.

A partir dos operadores acima obtemos a decomposicao a seguir.

Proposicao 1.53. Seja f € S'. Para qualquer N € Z, temos que

f=Svf+ D> AjfemS.
=N
Fsta igualdade é chamada decomposi¢do de Littlewood-Paley de f. Além disso, se Alfim Snf =
—0
0, obtemos a igualdade
f=20,
JEZ

a qual chamamos decomposicao homogénea de Littlewood-Paley.

Agora, de posse dos operadores de decomposi¢ao, podemos definir os espagos

de Besov.

Definicao 1.54. Sejam 1 < q,0 < o© e s € R. Definimos os espacos de Besov B;,U(R”)

como

B (R") ={feS'R"); || [ |

BS,J < OO},

onde

o

a0

Bj, = <Z 25| Apf HZ) . se o <o
=0

I f ]

1]

Bs .~ SUP{QkS | Axfllgd , seo=co.
keN

Por simplicidade, vamos denotar os espacos de Besov B;(,(R") apenas por B, .

A partir da decomposicao de Littlewood-Paley, podemos também definir os

espacos de Besov homogéneos que sao denotados por B;’O (R™). Considere o conjunto

. ~

S'(R") = {f € S (D*f)(0) = 0.¥a} .
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Definicao 1.55. Sejam 1 < q,0 < w0 e s € R. Definimos os espagos de Besov Homogéneos
B; (R™) como . .
B R") ={feSR");| [

B;g< OO},

onde

I/

1
w o
Bs, ( Z 2ke || Arf ||Z> , Se g <

k=—00

| f ||Bg(,: sup{2** || Apf [ls} . seo = oo.
’ keZ

A proposigao a seguir nos traz algumas propriedades basicas dos espacos By ,.

Para demosntracao e mais detalhes ver [45].

Proposicao 1.56. (i) Sc B, c §'.
(ii) Se 1 < q,0 < o entdo S € denso em B, .
(iii)Sejam 1 < p,q1,q2 < 00, se R e § > 0. Entao

Bs+§ c B

p,q1 Pq2°

(iv) Sejam 1 < q,q0 < 0, 1 <0 <0 e 51,50 € R, tais que

n n
S$1—— =8 — —,
b1 D2
entao
S1 S92
BQMT < BQ2,0‘

1.7 Espacos de Fourier-Besov e H%*

Nesta secao vamos intriduzir os espacos onde iremos estudar a existéncia e
a regularidade de nosso problema de fronteira. A teoria desenvolvida aqui foi baseada
em [41] e [12].

Defini¢ao 1.57. Seja ¢ € S(R") satisfazendo as sequintes propriedades:
0<dE)<1,VEeR"

suppd(€) = {€ e R™ ; 271 < |¢] < 2}

dg;=1,YEeR" — {0}

JEZ
onde ¢;(x) = 2""¢(2’x). Para se R e 1 < p,q < o o espago de Fourier-Besov, denotado
por F'B, . é definido pelo conjunto de todas as distribuicoes temperadas f € S’ tal que

1 ey, =029 1 &5 e} oz -
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Proposigao 1.58. (i) Considere 8’ com a topologia forte. Entio

S/
S
ScFB), c 5
onde P € o anel de polinomios no corpo C em n varidveis.
.. s .
(i) (F'B, ;|| - llrBs,) € um espaco de Banach.

Definicao 1.59. Para cada k € 7 definimos o k-bloco diddico, denotado por Ay e o

operador de baira-frequencia, denotado por S, por
k
Ap=duxfeSuf= Y Af,
J=—0

para toda f € S'.

Proposigao 1.60. (z)(A?A\kf) =0se|j—k|=3.
(i1)supp(Sp_sAnf) < {€ e R" ; 2571 < |¢] < 2k+1).

!

S
(iii) Sejam f,g € —. Entao

P
F=20f
JEZ
e
Sl
Z Si_sfAjg converge em —.
; P
JEZ

!/

)
Definicao 1.61. Para cada f,g € > vale

F9=).8afNg+ > SiagAif + > > ApfAsg
JEZ JEZ J,kEZ |j—K|<2
e essa iqualdade € conhecida como paraproduto de Bony.

Para finalizar as preliminares vamos definir e dar algumas propriedades dos

espacos H'*(R") que sdo definidos por
HY ={feS| f|lgs< o},

com a norma
[ =1+ [27) f () ]

Este espaco tem propriedades que serao do nosso interesse, as quais enunciaremos a seguir.
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(i) Existe uma constante C' > 0 tal que, se s,t = 0 entao
QOO
(ii) Seja u; € H"* para j = 1,...,m. Entdo

1€ @y uy h< CT T Iy [l -

J=1

(iii) Se s >t entdao H"* < H"'.
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2 Espacos de modulacao-Lorentz

Neste capitulo vamos mostrar algumas propriedades de espagos de modulacao-
Lorentz e suas relagées com alguns espacos importantes como o espago de Besov. A
constante C' denota uma constante estritamente positiva que pode mudar de linha para

linha ou mesmo em cada linha.

2.1 Definigdo e propriedades dos espacos M{";(R")

Definicao 2.1. Seja Q) o cubo unitdrio de centro k € Z". Logo {Qg}rezn constitui uma
decomposicao de R™. Considere ¢ € S(R™), ¢ : R" — [0, 1] uma fungdo suave satisfazendo

1
d(&) =1 se || < 5 € d(&) =0 se €| = 1. Seja ¢ uma translagio da ¢, isto é,

P(§) = o — k), keZ"

Considere

D (€)

S SR 3

e assim

supppr © {EER™E— k| < vnf e ). @r(§) =1, VEeR™

kezn

Definimos o operador Oy, por

—~

Ok (f) = (r())" (2.1)

para toda f € S'. Paral < p,r,q <o e —o0 < s < o0, definimos o Espaco de modulacdo-

Lorentz, M7 (R™), como
MpIR™) = {f € S"(R"); | f [lazzs(rny< o0},
onde

1

q

kY| Okf |If L 1<g<

| f ||M5’§(R”): <k§n< > || Oxf ||(p,7»)> 4q
supCk)” || O f Ny 5 @ = o0,
keZm

com o simbolo {k) representando o peso (1 + |k’|2)%.

Observagao 2.2. (i) O espago MP[(R") é um espago de Banach (ver [5] Lema 2.2).

(i) Em espagos de modulagao-Lorentz, vale a sequinte desigualdade

N

| Okf o< C || Ouf ) » KEZ" ,0<pr <py<0el<r<o. (2.2)
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onde C' > 0 nao depende de k. De fato, seja o € CX(R"™) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga
de {£ € R" : |€ — k| < /n}. Assim,
O f)" = e@f)" = 0uf = (p)" *Ouf

1 1 1
Tome q € R tal que = + — = 1+ —. Note que, como ¢ € S(R") entdo " € L%™),
q N P2

Agora, aplicando a desigualdade de Young para os espagos de Lorentz(Ver
pagina 25) obtemos,
10ef ey = 1(0)7 * 00 f llpam

Cl (»)

< ClBS Ml

N

com C' > 0 dependendo apenas de pi,ps,q € 1.

(ii) Seja x a fungdo caracteristica do conjunto {k € Z"™; |k| < 3v/n} e denotemos
X(k) = xk. Nos resultados desse capitulo sempre que utilizarmos x;, estaremos nos referindo

a funcao assim definida.

Exemplo 2.3. Seja o > 0 e considere o espagco MY (R") comp =2, seR, 1< q < 0.
Entao

|| e My, (2.3)
desde que
gla—n)+n—-1<0 ,ses=0,g<o0
—1 1
<M—a+f ,seseR* g <o
q q

a<n ,ses=0eq=0
SejakeZ" el <r <y tal que
rla—n)+n=0
Aplicando a desigualdade de Hausdorff-Young para LP-fraco (ver pagina 25) obtemos

IO 17 ey = I Teu(- 17 ooy
C I ul - 17" g o0y

1

L 1 a—nr \ "

C sup |EP (j el - | |)
0<|E|<w E

1 _1 %
< C suwp |E[777 f |- [t
0<|E|<w EnB(k,y/n)

. 7“(04 n) 1
((W ) sup | Bk, )7 k] <3y

N

CY—TL 0<|E|<w
< CA (|k| —v/n)*™™ sup |En B(k,v/n)|¥ lk|>3vVnea<n

0<|E|<w

(k| + vR)*™ sup |EnB(k,v/n)|7 k| >3vn ea>n,

\ 0<|E|<®
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Primeiro suponha ¢ = o0, s =0 e o <n. Logo

L a—n
sup || Ocl - |7 ey < O+ sup Bk, vn)|7 ([k] £ v/n)'*™™
kez™ |k|>3+/n

< o0.

Agora, para q < oo temos

17 e < CC Y5 BB, V)Y

|k|<3v/n
+ 2 RMBR, V)| (k] £ /n)" )
|k|>3+/n
A IR RO (TERVD LI ]
|k|<3v/n |k[>3v/n

onde C' > 0 ndo depende de k.

Se s =0 entdo como
gla—n)+n—-1<0
temos

-1 e s O DT (k| £ y/mysemm
" |k[>3y/7
< 0.

Agora suponha s > 0. Tome > 1 tal que

1 -1 1
sl Ly
S 4q 4q
Logo

lim — =
mEEDOn:tNﬁDB 0

e entao podemos tomar M € N tal que

M >3ynem<Clm+/n)’ , Ym= M,

Assim

3 B+ 3 Wk £ VA < OGN (k] £ vy
k<M k|=M k=M
< 00.

Para o caso s < 0 basta tomar 3 € R tal que

£ > max{1, i[n(qq—l) — o+ ;]}

e de maneira andloga ao caso s > 0 obtemos que

11172 g < o0.
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Os dois primeiros resultados nos mostram que a norma definida para os espacos
de Moducao-Lorentz nao depende da particao escolhida e nos tras algumas inclusoes
basicas entre esses espacos. Resultados analogos para espagos de Modulac¢ao foram feito
em [37].

Proposigao 2.4. Sejam {¢x} e {¢y} satisfazendo as condigoes da defini¢io 2.1. Entdo

{on} e {n} definem semi-normas equivalentes em MY

Demonstracao: Primeiramente, observamos a seguinte identidade que segue

das propriedades da transformada de Fourier,
(mf)”(x) = e [m(- + k)(e7>™™ f(y))"]" (x). (2.4)
Denotemos por conveniéncia,
7 f = [onf1” e OLF = [
Para cada k € Z" fixo temos,

152 o< C X 1K |

€L

(p,r) Xk—i
Mas pela identidade (2.4),

1T EE) N =1l [on( + R i+ R) e F ) T Moy

Assim, aplicando (1.17), obtemos

I G oy < Cllellagll [We—i(- + E)FC+ )] Nl
< C || Dqlf—z‘f ||(p7r)

Logo,

<Z</€>S" 1% f ||‘(’p,r>)q < C <Z</€>5q <Z [y T Xk—i) )

kezZm kezZm €L
1
q
< C (Z Gy | O f II?p,m)
keZm

De maneira analogo provamos a desigualdade contraria, concluindo assim a equivaléncia.
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Proposicao 2.5. Sejam 1 < p,p1,p2,q,q1,q2, 7 < o0 € 8,81,52 € R. Entao, temos as

sequintes inclusoes continuas:

(1) Se p1 < pa, 1 <@ €S = 9, entao

MV (R™) < MP2T (R™).

q1,51 q2,52
1
(ii) Se ¢ = q2 € s1 — $2 > n(— — —), entdo
Q2 41
q1751 (H§71) - jblg;jgz (Hg?l)'

Demonstracgao:

Demonstragio de (i) Por (2.2) temos,

| O f Nl ey < C 1 OF [y

Logo, como s; = s9, podemos estimar

K O f Narys B 1 Oef iy

e entao
| <% 1 B f M llioe <IECE™ 1 O f Nprm llzee -

Desde que "' < [*2, para ¢, < qa,

<R N Bt Nlpamllize < C N <D™ N Okf Nlprry e -

Ou seja,

I lazzr, < C AL Nz

92,82 41,51

(2.5)

(2.6)

Demonstragao de (i) Pela desigualdade de Holder para os epagos de Lorentz

(Ver pagina 25), temos que
1
q2
I F Nz, = | D2 R22 | Ouf | pr)>

keZm
1

= | 20 (& 18 Nl <k>8281)"2>(m

kezZm
1 q1=492
(sg—s1)q192 192
< [ D ®m Ol M) <Z<k> a1z )
kezZn keZ™

91—a92

s q9192
I £ llagzr, <2 T )) .
S1

kezn
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Agora, observe que

3 < S
kez™

- o 1 :
e a série do lado direito é convergente para s; — s3 > n(— — —). Assim,
42 G

IS Wy, < C S Nz, -

Como visto nas preliminares, os espagos de Besov possuem propriedades impor-
tantes de inclusoes continuas com os espagos S e 8’ como foi provado em [49]. Para espagos

de modulacao-Lorentz podemos com algumas adaptagoes obter as seguintes inclusoes:

Proposigao 2.6. Sejam 1 < p,r < 0,1 <qg< o e seR. Entao
(i) Ser = p entio S(R") — MP7.
(ii)Mg{ — S'(R")

Demonstracao: (i) Seja

P (¢) = sup(1 + [€]) Z

£eRn

com N € N qualquer. Conforme [49] Py(¢) é uma semi-norma em S(R"™). Por (2.6) temos:

n

MPT s MPT se 59— 8> —

0,80 q,5

Assim é suficiente considerarmos apenas o caso ¢ = o0

Seja
N

Py(¢) = sup(1+ )N D |o(

£eR™ k=0

com N € N, semi-normas em S(R"). Dada f € S(R") aplicando (1.11) e (1.13), temos

10:f lory = 1 [eef1Y o
< C | Teef1” lpw
< O f]vnp
< O @+ DMeef1 oo

para M € N suficientemente grande.
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Mas,
M 3 S &
A+ DY T oo < Z | (dﬁf [on 1) Il
M dj
< CZ déa][@k:f] [t
< Csup(1+[¢) de O )]‘
M
)2+
< C’<2§£ + [€]) :;: )
M
(éesup (1+&)~ Z 9)( >
< CQ+[k)™Pr(f),

com N = max{k,2 + s}.

Logo,
10:f o< CA+ k) Pn(f) , VE e Z".

Entao tomando a norma em [*(Z") obtemos,
1 < CP(S)-

(ii) Seja f e MP!. Dado ¢ € S denotemos por f(i) o valor do funcional f
aplicado em v, aplicando (1.11) e a desigualdade de Holder obtemos

@) = 1D (el (] (0rmgth) Xy

keZm JEL™
< O 106f ol Ox o [ X
kez™ jeZm
< C Z Z | O f ol Be—% I xa—
kezZ™ jerzm
1
q/
< O fllaer <Z</€>_S D[ =" [ Xk—j)
keZm JeZ™
< O f laze

< Ol gy

j4 que pelo item (i) temos que S — Mq1,,,175. Portanto, f e S'.
H

Propriedades de produto sdo importante para o estudo de equagoes. Para os

espacos de modulacao existem propriedades interessantes para limitar a norma do produto
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como pode ser visto em [37]. De forma andloga podemos lidar com o produto nos espagos de

modulacao-Lorentz e dar condigbes para que esse espaco seja uma algebra multiplicativa.

Proposicao 2.7. (Estimativa do Produto) Sejam 1 < po, 7o, qo, Pi, GisTi < 00, para j =

1,....,m, meN, s >0. Suponha que
1 11 o 1 o 1 1
Z—z—,—<2— e Z—zm—l—i——.
i=1 p’L pO TO i=1 T’L i=1 q% QO
Entao
m m
] Twi oo CT T 11w llagze - (2.7)
i=1 i=1

Demonstracao: Mostraremos o resultado para m = 2 e o caso m > 2 segue

por inducgao. Usando as propriedades da particao da unidade obtemos,

Okfg = Z O f5;.9) Xbe—i—j-

i,JEL™

Assim, utilizando (1.17) e a desigualdade de Holder, temos

106fg lpory < C D0 | De(@ifT59) lpouro) Xo—ing

©,JEZL>

< ¢ Z 1 2059 lpo,ro) Xn—i-j
i,JEL™

< C Y NG Nonrll 059 lipary Xiivs
i,JEL™

Entao

1

a0
I fg lazozo = (Z k™ |l fg I\E’So,m)>

kezZm
N
< C (Z ( Z <k>s ” Dif H(Plﬂ"l)“ ng ”(mﬂ’g) inj> )
KBZ \i,jezn
< O Z ( Z (L+ [k —i—j)° | Gif H(plﬂ"l)
kezZ™ i,jez™

1
1559 llpora) Xe—i—j) ™)™

w0\ 7
+ C <Z <Z 1 1 Gif Nl B9 Npora) sz'j) )

keZ™ \i,j€Z™

N

+ O<Z <Z 1 15 N orro ] D59 lpaura) Xk—i—j> )
keZ™ \i,jEZ™

= [ +I11+1I1.
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Calculemos separadamente estimativas para (I), (II) e (III). Aplicando a desi-
gualdade de Young, temos

1

o\ o
I < C(Z (Z D @ 1= 3D 1Ok o 1 59 Nparray Xui) )
keZ™ \ueZL™ jeZ™
1 1
H q2 2
< C (Z | O f II‘(];M)> <Z <Z 1559 lparay (1 + |k‘—jl)5> Xk—j)
kezZ™ kezZ™ \jezm™
< Ol g azy (Z (1+ |k|)SXk>
’ ’ keZn
< Cl S szl g lamere
e
N
II < C (Z (Z O 1) [y T S 1 = [ X#—j> )
keZ™ \uezZn JEZ™
ar @ a
< C (Z(1+|k|)sql [=rys H?;l,n)> (Z (Z (= H(mrz)) ij)
keZm™ kezn™ \jezn
< O gl g ez (Z Xk)
' keZn
< Ol Szl g lazere
De maneira analoga a prova da estimativa de (II), provamos que
HI <O f a9 lazere -
Logo,

I £g llagore < CU +1I+111)

< Ol

91,8

9 llagzare -
g M2,

[ |
Proposicao 2.8. Sejam 1 < p,r,q <o e s> Z Entao
I fgllvpe< C I f ezl g 1wz - (2.8)

Demonstracao: Note que

1 1

:l’g .
20 2p p'r r r 1 g q q
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Assim, de maneira andloga ao feito na demonstragao de (2.7) e utilizando (2.5), (2.6)

obtemos

/

I fo gy < CULS Mazerll 9 laszmr + 119 ngzer | £ llagzgy)
I F Mgl 9 aazs + W gz f o)
CALf szl g llarzy -

N

N

Inclusoes do tipo sobolev sao muito tteis e aparecem no estudo de propriedades
de diversos espagos classicos, em [45] essas inclusoes sao provadas para espagos de Besov e
espagos de Triebel-Lizorkin. O resultado a seguir mostra que esse tipo de inclusdo também

T o
¢ valida para os espagos M.

Proposicao 2.9. Sejam 1 < pg<p1 <0, 1 <rg<r<w,1<g< o, 51,5 €R tais

que
n n
So — — =81 — —
Po p1
Entao
MPwe — MP™ (2.9)
~ : 1 L1 . .
Demonstragao: Seja p, > 1tal que — = —+——1. Aplicando a desigualdade
P1 Po P2
de Young temos
@
IF e = { D5 N Of Il
kezZn
1
q
< c (2 & rson D) N0 xk_j>
kezZm JEL™
1
< C (Z <k>slq Z || ‘Pl\q/fj H((Ipz,oo)H Ok f H(po,m) Xk—j>
kezZm JEL™

Analisemos separadamente || ¢y ; [ (py,00)- S€ p2 > 2 aplicando a Desigualdade de Hausdorff-

Young obtemos

et oy < €l
< Cllerg ln,
= o[ @ o= ippias)”
- o[ o)
B(0,1)
n(1-L)
< oWt
< oy,
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com C' > 0 suficientemente grande nao dependendo de k.

Agora, se ps < 2 aplicando (1.4) e a desigualdade de Hausdorff-Young temos

_2
P2

v %71 v 2
o Pr—j 1 | Pr—j 2

| oi_j o)y <
92
< Cllerjlls ™
< C(yn)itn
n(l—i)
< Oy w7,

com C > 0 suficientemente grande nao dependendo de k.

Logo
1
H f HM;IS’ITI < C (Z <k>(51+n_5)q H Dkf H?po,ro) Z Xk])
kezn jezn
< C (Z 507 || O f ||<gp07m)>
kezZ™
= C| f [[amoro

9,50

2.2 Acao de alguns operadores e Interpolacao

Iniciaremos essa se¢ao com dois resultados importantes sobre a acao de convo-

A p?T
lugoes nos espagos M,/

Proposicao 2.10. Sejam se R e 1 < p,r,q,p1,D02,71,72, 1,2 < 0O tais que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—F—=—+41, - < —4+—, —4+ — = -
br p2 P r o n e Q1 q2 g
Entao
1> g e < C I F gV g llagzege - (2.10)

para toda f e MPU e ge M2g®. Além disso, se s > 0 entdo

‘ g HMpz,Tz, (211)

q2,s

1> g llagr < C N F gy

q1,s

para toda f € MPV™ e ge MP>T2,

q1,8 q2,8
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Demonstragao: Para cada k € Z" temos

(or(fxg)")”
= (oef9)"

= <90ku @ki@) Xk—i

iE€Z™

= (mf)”(Z(%@)xki) :

1EL™

Ok f *g

em suppyy. Assim, aplicando a desigualdade de Young (ver pagina 25) vemos que

| Bef * 9 < C Nl Bef ) Z | Be=ig [l pa,ra) Xoo—i-

€L

Agora utilizando a desigualdade de Holder (Ver pagina 25) obtemos

I f*glagr = <Z<k>sq ||f*9||?,r>>

kezn
N
< C (Z <<k>8 H Dkf ”(p177’1) Z ” Uk—ig “(p2$2) in> )
kezZ™ iE€L™
< C (Z Y || O f |‘(111)1’T1)>
keZm
1
a2
(Z Z H Diig H((I;W“z) in)
kezZ™ ieZ™

< C [zl g lageere
= / Myl 9 M2y

Agora, se s > 0 entao de (2.5) segue que

| fxgllazr < Cl fllamn

q1,S

< Ozl g ez -

q1,S q2;s

| g I[pgr2r
Mq2,0

Definicao 2.11. Para 0 < v < n definimos o operador

1) =+ [ LDy —ve ),

Rn |95 - y|7

com V() = £|z|™7, para toda f € S(R™). Podemos extender o operador T para o espago
S'(R™) fazendo
Iyfs ) =T,

para toda f € S’ e para toda p € S.
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Proposicao 2.12. Sejam 0 <y <n, 1 <r,q< 0, seR el <p; <py <0 com

1 v 1= 1
b1 n P2
Entao
| T f gz < C L Nlageyr,s (2.12)

para toda f e MPY".

Demonstragao: Para cada k € Z", aplicando a desigualdade de Hardy-

Littlewood-Sobolev para espagos de Lorentz (ver pagina 25), obtemos

IO Ny = (26 (Va % )™)Y Mg
I @V F) Nlpar)

| Vi, * (O f) ”(pw)

C 1l Tuf llgpr)

N

Assim

Q=

|| T’Yf ||]\/[5,23’T = <Z <k=>3q || Dkf ||((1p2,r)>

keZm
< C (Z k™ || O f Hzlpm>
keZ™
= C| [ llazy -

Em espacos como espago de Besov e espagos de Triebel-Lizorkin o estudo do
pardmetro s foi feito em [45] através do estudo do operador J;. No préximo resultado mos-
tramos como esse operador afeta o parametro nos espagos M, e nos da uma desigualdade
que sera util ao trabalharmos as nao-linearidades das equacoes que iremos trabalhar no

capitulo 3.
Proposicao 2.13. Sejam 1 < p,r,q < w0 e s € R. Para k = 1,2,...,n o operador

diferencial Oy = 0y, : MP, Mp’ € continuo.
k q,S ,5—1

Demonstracgao: Para cada j € Z" fixo temos que

Diokf = (%(@cf))

2 k

(¢
= (SDJ Z Q- ngfX] z)
1EL™

Z SDJ ’Lgka 1) *(Djf)-

iEZL™
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Assim, aplicando a desigualdade de Young obtemos

y 1
1 0f s, < C <Z<j>q<s_1) | (Z @j—z‘kaj—i) {100yl B f IIE’W))

JEL™ €L
= C <Z I <Z<j>_q90j—i§ka—i> {100y (G N T f H((]p,r))>
JEL™ €L

Note agora que, se a = (d;5)7_; entdo

(P1) (@) = (p3) (~0) = £ =0°G7( ).

Além disso, (j) ?p;—; € S(R™), para todo i, j € Z". Logo, existe N € N tal que

o <2<j>q@x“> (ol <Crf) Ve [ (rla) ™ <o,

i€z "

com C independente de i e j.

Assim
I <Z<j>_q80j—z‘fk><j—i> laey < | <Z<j>_q90j—i§k>(j—i> 11
1EL™ PEL™
< (@)™ [l
< 0.
Portanto
1 0cf lar < C IS lagzz - (2.13)

Definigao 2.14. Seja A > 0. Definimos o operador dilatagcdo por
Urf(z) = f(Az).

O efeito da dilatagao na norma dos espacos é muito importante nos estudo de
EDP’s, em [54] é mostrado a limitacao do operador U, para os espagos de a-Modulagao.
Aplicando algumas ideias 14 desenvolvidas podemos andlisar como o operador Uy age nos

espagos de modulacao-Lorentz.

Lema 2.15. (Ver [44] pdg. 16) Sejam 1 < p < 0, s > 0 e A > 0. Entao existe uma

constante C' > 0 tal que

CNT (AN N <l Unf lligs CAF (v X)) [ f o - (2.14)
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Proposigao 2.16. Sejam 1 < p,r,qg < 0, s € R e 59 > g, A > 0. Entao existe uma

constante C' > 0 tal que

LU Nlapr< CAGHE=2) (1w M) (1w X777 || f [lager - (2.15)

Demonstracao: Denotemos por O, , o operador pseudo-diferencial com sim-

bolo ¢k (A-). Para cada [ € Z" definimos o conjunto
A(l, )\) = {l{ eL": D]ﬁ)\le #* O}

Como supppy(A-) = A\ L suppp, podemos considerar que o ntimero de elementos de A(l, \)

nao supera 1 v A" ". Além disso, para k € A(l, ) temos

Al = v/n) < (kj +v/n) , (k; —vn) < A(l; +v/n), (2.16)

para j=1,...,n.

Logo, podemos ver que

ke AlLN) < Le Alk,1)

H=<1viltsesddy<lvA
Considere o conjunto
R}y ={reR": || < |z],i=1,...,5—1,j+1,...,n}

Se (> » 1 v A7, sem perda de generalidade, podemos assumir que I pertence a algum RY

quando [; > 0, para algum j. Por (2.17) vemos que

(ky = XI).

Jé se [; < 0 para todo j, utilizando (2.17) x (—1), obtemos o mesmo resultado. Reciproca-

mente, para k € A(l,\) n R} por (2.17) temos

kY < X).
Entao concluimos que
(k) ~ X1
Note ainda que aplicando mudanca de variaveis obtemos

OUN) () = (O f)(Ax),

para todo x € R".
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Assim, para cada k fixo, aplicando (1.17) e (2.14) temos que

IO Ny < A7 [5enfCN) o
< OMN% Z | Tk f o)

leA(k,\)
< Ch v Z | (i [1msll Cuf [l
leA(k,\)
< ONTPTE(UV ) Y (1T o -
leA(kN)

Logo

q
O Wy < C,\fnq(%+%)(1 v %) Z (kye ( Z | Cuf |]<p,r)>

keZm leA(k,\)

< C)\fnq(%+%)+qs(1 v A1 v )fn)qfl Z ( Z OE N Of ngn”))
keZr \leA(k,\)
< OxGER) (L xeyr(n v x0T g

p,r -
Mg

Portanto
1O Nlapr< O GH2) (10w A% (1w A 03 | f {lyger

Definicao 2.17. Seja b e R. Definimos o operador de Bessel e denotamos Jy,, o operador

pseudo-diferencial dado por
()" (&) =& F(©).
para todo £ € R™.

Sabemos que para espacgos de Besov vale Jb(B;’q) = B;;Jb, como foi provado

em [45]. Vamos mostrar que a acao do operador nos espacos de modulac¢ao-Lorentz é

similar. Para isso precisaremos de alguns resultados preliminares que serao dados a seguir.

Lema 2.18. (Ver [7])Eziste uma particao da unidade {©i}rezn satisfazendo a defini¢ao
2.1 (ver pdgina 35) e tal que

para todo multi-indice 3 e k € Z", com Cps independente de k.

Proposicao 2.19. Sejam L o maior inteiro anterior a g e o e CH(R™) tal que

0% (6)] < C& 1,
para |B| < L,beR e 0 < p< 1. SejaT um multiplicador de Fourier dado por

(TH" =of .
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Entao podemos extender T' para um operador limitado

T: MPT — MPT

q,5s—b>

para seR, 1 <p<wel <rqg< 0.

Demonstragao: Seja {¢;} uma particio da unidade como no Lema anterior.

Para cada k£ € Z" definimos
Uy, = Z Ok Xk—k'-

k'ezZn
Assim

07 Ti(§)] < O, VEER",
com C' > 0 independente de k.

Defina
i (€) = (k) "o (§)Wr(€).

Temos

ﬁa —b 6 Vo B—~
Pon)l < Z(v)w Ol w.(©)]

V<8

< ot Y

v<B
< Oy ™"
com C dependendo apenas de [3.

Mais ainda, para & € supp¥; temos
(ky ~ (&) e | — k" < C|B(k, R)| ~ V/n",
com R ~ 34/n, e entao
1<Ole -k

Logo

071 (&)] < C
< Cle -k

Agora aplicando o Teorema de Hormander-Michlin para multiplicadores de Fourier (con-
forme [30]), aplicado para 7 (§) = 0% (€ + k), vemos que oy, se extende a um multiplicador
limtiado em L” com 1 < p < o0, como limitacao independente de k. Dali, aplicando o
Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz (conforme [31], padg. 56) podemos extender

para L®™),
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Logo, como V(&) = 1 em suppyy, temos

I ko D) Nlow < | B owonf)” o
< O || (o) Il

D) -

Finalmente

ITF e = 3B 1| 0oeh) 11

keZm
< O S EE | @)L,
keZ™

— q
= CI S Wpr -
[ |

Corolario 2.20. Sejambe R, 1 <p <0, 1 <r,q <o eseR. Entdo, J,(MI]) = M}

qufby
no sentido que

I =l 3of g, 217)
para toda f € M.

Demonstracao: Aplicando a proposicao anterior para T = J, e T = J_,
temos que os operadores
Jo: My —> MPT

q7sib

. p,r p,r
Ty : MPT_, — M2

q

sao limitados. Assim dada f € M}{ temos que

I Tof laer < C U llaezs -

Por outro lado, como (J,) ' = J_; entdo

I f s = 1 ()™ o f lapr
| T oo f |laezr
Cl Iof e, -

AN

b

Assim, obtemos o resultado.
[ |

Agora vamos fazer um estudo da interpolagao complexa para os espagos MP.

Assim como feito para espagos de a-Modulagao em [54] obteremos um resultado similar.
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Defini¢ao 2.21. (1) Seja S = {z € C: 0 < Re(z) < 1} um subconjunto de C. Dizemos
que uma fungdo f: S — S'(R™) € analitica se:
(iNze S, f(z) e S'(R")

\%

(it)Vp € S(R™) com suporte compacto, ((pf(x, 2))Y é uma fungio uniformemente

continua e limitada em R™ x S.

~

(iit)Vp € S(R™) com suporte compacto, (pf)"(x,z) € analitica em S para todo

x fito em R"
Denotamos por A(S'(R") o conjunto de todas fungoes S'(R")-analiticas.

(2) Sejam Ay e Ay espagos quase-Banach e 0 < 0 < 1. Definimos o espago

F(Ag, Ay) = {p(2) € A(S'(R™) : (I + it) € Ay, 1 = 0,1,V € R

e |l ¢(2) llrao.an< o},

onde

I0(2) l[Fap.a)=max sup | (I +it) |4, -
1=0,1;teR

A partir desse espaco podemos definir o sequinte espago:

(A1, Ag)e = {f € S'(R™) : Jp(z) € F(Ag, A1); [ = ¢(6)
€ || f ||(A0,A1)9< OO}’
onde

| f llca0,4000= IEL]] ©(0) [[Fa0,41): ©(0) = £, 0 € F(Ag, A1)}

A seguir enunciaremos alguns resultados sobre os espaco definidos acima que

podem ser encontrados em [54] para mais detalhes.
Proposigao 2.22. O espagco ((Ao, A1)a, || - [[(40,41)) € quase-Banach.
Proposicao 2.23. Para toda f € (Ag, A1) temos que
I 5 Netoutny= infsup | o6t) 157 sup || o1+ i8) 15,5 (2) € F(o, 41),(6) = £}
Proposicao 2.24. Seja T um operador multilinear continuo de
AP AP x .. x AU em B,

e de
AW x AP x A em By,
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satisfazendo

1T, ) o< Co [ T Ny
=1

J

” T(f(l)a . af(m)) HBl< C’01_[ H f(]) HAgj)’

j=1

para toda 9 e AY) ~ AV, Entio T ¢ continuo de (ASY, A1)y x ... x (AJ™, AT™),

em (By, By)s com norma no mdzimo C3~°C?, desde que 0 <6 < 1

Antes de enunciarmos e provarmos a propriedade de interpolacao precisaremos

de dois lemas que serdo essenciais na demonstragao, os quais enunciaremos a seguir.

Lema 2.25. (Lema das trés linhas de Doestsch, ver [}5] pdg. 194) Seja 0 € (0,1). Entdo

para toda funcio analitica F' em S e continua em S, satisfazendo

supe Mm@l og |F(2)| < oo
z€S

para algum a € (0,7), temos

() < ( fR |F(¢t)|f°_(tgdt) - ( JR F(1+ it)|u19(t) dt)g

onde gy e py sao definidas por

sen ()
cosh(mt) + cos(t)|

sen(7f)
2|cosh(nt) — cos(nt

Mo =

e m(t) =
)] 2[
com, || po |[1=1—0 e || py ||1= 0. Em particular,
|F(0)| < sup |F(it)|* sup |F(1 + it)|°
teR teR
O préximo lemas nos dara uma desigualdade importante baseada em fungoes

maximais definidas a partir da particio da unidade {@y}rezn. Para isso precisaremos da

seguinte definicao:

Defini¢ao 2.26. Seja b >0 e f € S(R"). Para cada k € Z" definimos a fun¢io mazimal,

(e () = sup W

)

para todo x € R".

Observagao 2.27. Note que (prf);(x) = Opf(z) para todo x € R™.
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1
Lema 2.28. Sejam 1 < p<o0,l <r<ow eb>——— Entao:
min{p, q}
I kS5 lpn< C I Okf Nl (2.18)

para toda f € LP7) e ke Z".

Demonstragdo: Como (Onf)" tem suporte compacto, aplicando o Teorema
1.4.1 em [49] obtemos que
I (erf)y o< C 1l Oxf o,

para todo o > 0. Logo, basta aplicarmos o Teorema de Interpolagio de Marcinkiewicz e

concluimos o resultado.

Proposicao 2.29. (Interpolagao Complexa) Sejam 1 < p,po, p1 < 0, 1 < 7,70,71, ¢, Go, @1 <
we0<60<1 tais que

1 1- 1 1 1-6 6 1 1-60 6 1 1-60 6
s=(1—-0)sg+0s, , — = +—, - < +—, - < +—, - = + —.
p Po b T To ror To T o q do q1

Além disso, se r = o0 entdo rg =1, = 00 € ser < 0 entao

Nestas condicoes vale que
Po,To pP1,71 — p,T
(M, MPV g = MPY.

40,50 7 7 q1,51
Demonstragao: Primeiramente iremos provar que

M;’:;’ - (Mpo,ro Mplﬂ'l)a‘

40,50 q1,51

Para tal basta provar que existe ¢(z) € A(S'(R") tal que
9(0) = 6 0) = f & 6 +it) g < O I £ llaggs 1= 0,1

Seja z € S, escrevemos

1 1—=2 z 1 1—=2 z
s(z)=(1—2z)sg+ 28, —— = + ; =
p(2) P m q(2) qo ¢

Tome 1y, := Z @1Xk—1 € entao segue que ¢y = 1 em suppyy. Para toda f € MP¢, definimos
lezn

Waazzlmgmw@umﬂﬁﬁwﬂﬂ%)]<m
kezn

Assim

¢(z) € A(S'(R") e ¢(0) = ¢(-,0) = f.



Capitulo 2. Espagos de modulagao-Lorentz 56

Considere z = it. Para cada j € Z" temos que

Dig(a,it) < C Y Y™ | Ouf | prp)(”) [0k Ok f)70) "] () Xk—g

kezn

—s(7 1- I;t
< C ) B NG s

keZm™
<<Dkf>ﬁﬂ>< R
C Y EY O Ot 5 [n o))

keZ™

| e+ o)

N

| 1600 = @i+ ey

< O RO T 1l (e @] Ty,

kezn

para todo x € R" com a constante C' > 0 independente de k, j e z. Tomando a norma do
espaco LP0™) ¢ aplicando (2.18) e (1.11) obtemos

. e(s—si Re(lfp%) "
1550 i8) o) < C 25 KRR Tt oy ™| (@1 T |

keZm
5—50 17%%
< O YR T DS 2 N (orf)i(a )H zar) Xk
kezn
< C DTN Oef Ny Xnmis
keZm

onde b é um nimero real tal que b > . Tome ¢ tal que

min{p, q}
1 1 1
1+ - =>-4+=
@0 4 q

Agora, multiplicando a desigualdade por (j)* ,tomando a norma de [ e aplicando a
desigualdade de Young para séries concluimos que

1

6, it) llazoro c<2<j>soqo<2<k>“0 1 5f Ny x;”) )

JEZ™ keZ™

C (Z (Z Y B Ml ij) )
jezr \kezn

1

< (2 ) <2<j>squ an(,”)q

Cll gz

N

N

N

De maneira analoga mostramos a desigualdade para z = 1 + it.

; PO,T0 P11 P
Reciprocamente, vamos mostrar que (M, ase s M. 151)9 < MJy. Dada f €

(Moo MPUTY, Cse ¢ € A(S'(R™) é tal que ¢(f) = f, aplicando o Lema das tres linhas de

40,50 7 q1,51
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Doetsh obtemos duas fungoes positivas ug(6,t) e ui(6,t) em (0,1) x R satisfazendo

O f] < (J}R Dk@(it)'uf(f’;) dt>19 (JR (1 + it)'ul(g’t) dt>9,

1
| o0 t)dt = - | (0, B)dt = 1.

Agora, aplicando a norma de L™ na desigualdade acima e utilizando as desigualdades de

com

Holder e do tipo Minkowski (Ver pagina 26), temos

MO(Q t) 1(0,7)

N
15 oy < 1 | Suotin @ Eae 11 | ot +in2Gae 1,

-0
(J | Ok (it) | (poro) MO(Q et)dt)
([ 1506040 iy 220 0)
R 0

Assim, aplicando a desigualdade de Holder para séries obtemos

17 Mg < 2, 0™ <<J 1Tk (it) Nl oo ro) (fe)dtye)q

kezn

o\ 4
(( [ 10 +i0) 1y ) ) |
Entao
0 t q0 %
1 f e < [ 3y (f 1 Tk6) <_>dt)
kezn 0
o N\
(Z (kya (J | Orop(1 + it) H(pm) Ml(e’t)dt) )
kezn

< sup | p(it) ||Mpo o sup || (1 +it) [P
teR 151

Logo, pela definicao de infimo concluimos que

|| f HM;’:< C || f ||(Mp0 0 Mpl 7“1)9 .

40,80 741,51

Portanto (MPFor0, MPUI1)g < MPY.

40,50 ? q1,51
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2.3 Relagbes entre espacos classicos e o espaco M’

Nesta secao vamos obter relacoes entre os espagos de modulagcao-Lorentz e
espacos de Sobolev generalizado e espagos de Besov. Para espacos de Modulacao essas
inclusdes foram estudadas em [53] e vérias das ideias la desenvolvidas podem ser aplicadas

para nosso espaco.
Definicao 2.30. Para cada k € Z" definimos Q) como o cubo unitdrio de centro em k.
Lema 2.31. Seja 1 < g<00,2<r < weselR. Entdo

| £ llyze< © (Z & | xauf ||%> . (2.19)

kezZ™

Demonstracao: Aplicando (1.11), (1.13) e a desigualdade de Hausdorff-Young

(ver pagina 25) temos

N

1O f 22
CllOf |2
C [l rf |l2
C Z I XQk—i-]?HQ Xk—i>

€L

| Ok f 2

NN

N

para todo k € Z".

Tomando a norma em [?(Z") obtemos o resultado.

[
Proposicao 2.32. Sejam 1 < p,r,q < o0 e s € R. Temos:
(i)Ses>n(;—;),r>2 e0 < q <2 entio
HY(R") = M (R") (220)
(i) Se 1 <qg<2,1<p<2es>0 entdo
MPT(R™) — H*(R"™) (2.21)

11 )

171 (A n{—-———1_, g s O e P entao

(iii) Se s < 5 2<q< l<p<2ent
q

M (R") — H*(R") (2.22)
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Demonstracdo: Primeiramente vamos demonstrar (2.20). Observe que existe

no maximo O(i"') elementos k € Z" tais que
|ky| + ...+ |kn] =1 .

Utilizando (2.19) e a desigualdade de Holder para séries, obtemos

ct Xl meH%)

N

1 12
@0 keZm™

N

keZ™

Cl DL+ kD ) (1 |€|2)5><Qkf|\%>

2—q

C Z(1+|k|>‘2’“f> (Z [ ka<1+|s|2>3fu§>

<
kezm™ kezZ™
2—q g
S ST 202 712 ’
< O+ k)= Dl xa L+ IEPDEF I3
1=0 |k|=1 kezm
2—q
$ =PRI U
< [ D+ | f 1% -
i=0
(53) e
Como s >n| - — = ) entdo
q 2
2—q
o e 2
<Z<1+z'> Hn) <,
1=0

e assim

|/ g < C I f |

Agora provemos (2.21). Utilizando (1.1), (1.2), a desigualdade de Hausdorff-
Young e (1.14), temos

HS.

1fllme < €Y e+ [ePET I3
keZm™
< Y U+ R | o f I3
kezm
_%, 11
< ¢S+ e Il el i,
keZ™
< O U+ IR | ouf o
keZ™
< O D U+ KD 1 Tef ey
keZ™
< O+ [RY TS I
kezn
< C| f g
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Assim

I/

ms< C || f ez

Finalmente provemos (2.22). De forma andloga aos calculos feitos acima obtemos

I

< O f gz -

1 1 ~
Como s<n|-— 5)ed > 2 entao por (2.6) temos que
q

p?T p?r
M,y — Mj,

e assim

| < CHI S ATy -

Proposigao 2.33. Sejam 1 < p,r <o, 0<qg< 0, seR eec > 1.

(i) Se ¢ <1 entdo
’r 0
My — B, -

(ii) Se ¢ = 1 entdo

MPT s BY

in(1-2) = Bona
(iii) Se 1 < q <2 er>=2 entio
11

By g

(iv) Se 2 < qg< oo er =2 entdo

2, 0
Mans-3) = oo

Demonstracdo: Seja a; = (2871 — /n) v 0, b, = 2871 + \/n. Como
suppp; < {€€ R 1 |€ —i| < /n} e suppd, © {€ e R : 261 < |¢] < 281,

temos que

Ap(@f) =0, [i] & [ar, bi].

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Além disso, podemos observar que o anel {€ € R" : a; < |{| < by} contém no maximo

O(2") cubos unitarios.
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Primeiramente mostremos (2.23). Agora, utilizando (1.17), (1.1), (2.2) e (1.11),

obtemos

q
FARfIE, < ( > la@n Hap>

i€Z™,|il€[ak,bk]

i€Z™,|i|€[ax,bk]

11 11 q
ep  (e+l)p P_Ep
%_(Hll)p %_(HIDP

< C Z 15 Mooy " NG Ml (et 1ypro0)

i€Z™,|i|€[ak,bk]

< C Z [y

iEZn,‘i‘E[ak,bk]

DS (=7 A

iEZ",‘i‘E[(l]“bk]

N

Entao, somando em k, concluimos

IS s, , < C I f llwazg

€pP,q

Agora mostremos (2.24). Analogamente ao feito em (i) obtemos

AR E, < ( Y lha@) ||z-:p>

iEZ",‘i‘E[ak,bk]

< Y, 2OV AGH I

i€Z™,|il€[ak,bk]

<o Y o,

€2 |il€[ak,bk]

Observe que, para |i| € [ag, by] temos 2% « |i], com C > 0 independente de k e i. Logo

IAfIL<C > D af lIE,,

i€Z™,|i|€[a,br]

Tomando a norma em [?(Z) obtemos

I/

5, < C | f [lare
q,n l—a)

Finalmente provemos (2.24). Utilizando (2.19), para algum L € N suficiente-
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mente grande, temos

0
I ey < € Do Ixef B+ > lxedf 8

|k|<2L k=L ieZ™,|i|€[ax,b]

[e o]
FIES NS f o, fI2de
k=L 1YR”

iEZn7‘i‘e[ak7bk

N

N
Q

N

e o]
CLIFIg+ X 2D |y g II§>
k=L

¢ H f an(%_%) :

B2,q

AN

A demostragao de (2.26) segue com raciocinio andlogo ao feito para (2.25).

[
Proposicao 2.34. Sejam 1 <p,q< 0, g>pAp ec>0. Entdio
,0 0
Mga(p,Q) - Bap,q’ (2.27)
1 1
onde o(p,q) = max< 0,n - —— .
PAD q
Demonstracao: Utilizando (2.24) e (2.26) obtemos,
My = Bopo 1< p <0
27
Mq,:z%fé > Bgaq ,2< g < o0
Tomando p = 1,2,00 e ¢ = o temos que
My% — BY (2.28)
27
Mg’ = By o, (2.29)
e
MEw — Bgom. (2.30)

Agora, aplicamos a propriedade de Interpolagdo Complexa (ver pagina 55) da seguinte
forma

2
e Para 1 < p < 2, utilizamos (2.28), (2.29) e escolhemos 6§ = — — 1.
p

2
e Para p > 2, utilizamos (2.29), (2.30) e escolhemos 6 = —.
p
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obtendo assim, em ambos o0s casos, a seguite inclusao continua

o0
M2, — B

£,00 )
Tpap’ P,

1<p<oo. (2.31)

Além disso, novamente aplicando (2.24),(2.26) e (2.5), temos

M{S — MPE — B),,1<p<w (2.32)
e
M3 — B3, ,. (2.33)

Para concluir a demonstragao vamos analisar separadamente trés condi¢oes
para p e q.

eCaso ' 1<p<qg<?2

Tomando p = 1 em (2.32) e utilizando (2.33), (2.5) obtemos

1,00 0
Ml,o(p,q) - Bs,l

2,00 0
M2,0(p,q) - B2€»2'

2
Aplicando a propriedade de Interpolagdo complexa nas inclusoes acima, sendo para § = ——1
q

2 -
nos espacos a esquerda e § = — — 1 a direita temos que
p

M — B

9,0(p,q) ep,p°

Mas [P < 17 e por (2.2) segue que

MPO s MPO s BY < BO

¢,0(p,q) q,0(p,q) pe,p pe,q

e Caso 2: ¢q>p>2
Por (2.31), (2.33) e (2.5) temos

00,00 0
—>
M"Ovﬁ Baoeo

2,00 0
>
M27p:7.p, % 32872.

Aplicando a propriedade de Interpolacao complexa para, § = — nos espacos a esquerda e
p

2
0 = — a direita, obtemos

MY = By

4,0(p,q) pe,p*
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Entao analogamente ao feito no caso 1 obtemos (2.27).

e Caso3:q>2>p>1

Seja 1 < ¢ < p. Aplicando a propriedade de Interpola¢ao complexa para (2.32)

e (2.33), sendo 6 = — — 1 nos espagos a esquerda e § = 5 1 a direita, obtemos

P,0 0
M,y — B, 5.

Assim, aplicando novamente interpolacao para a inclusao acima e (2.31), temos

BO

pe,p?

M2

a.0(pq)

e de maneira andloga aos casos anteriores obtemos (2.27).

Proposicao 2.35. Sejam 1 < p,g< o0, se R eec > 1. Entdio

MPZ — B’

g,s+o(pa) > Ppea

Demonstragdo: De maneira andloga as inclusdes (2.24)

(2.34)

e (2.26) provamos

que
p,0 s
—>
q,s-‘rn(l—l) ng q
e
2,00 s
a,stn(3—1) = By 25 g0
Assim, basta seguir o raciocinio da proposi¢ao anterior e obtemos o resultado
desejado.

Lema 2.36. Sejam 1 < p,q < o0 e se R. Entao

s-‘r% P,
Bpg® — ]Wq’S )

Demonstragao: Seja L > 0 suficientemente grande. Temos

RN e < C DL RO N

keZr |k|<2L

+(JZZ

Jj=L |k|e[27-1,27)

= C+1I).

™| O f I

(2.35)
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Analisando (I) vemos que

L+1
I < )0 DXk Cul f g
|k|<2L j=0
L+1
< C ) 22”‘1!\Afllq
|k|<2Ll Jj
< OISl -

Como o conjunto {k € Z" : |k| € [2771,27)} tem no maximo O(2/") elementos

podemos ver que

I < CZ D IO Y] Apif Il

Jj=L |k|e[27-1,27) I=—4
0 q
< C ) Y (Z I A f Hp>
j=L l=—4
4 0 ' N
< O 2 A g
I=—4j=L

Entao

4 a0

I e < Ol S llsg, +C (Z 22T | A f HZ)

l=—4j=L

1

4 0 %
< Ol ey +C 2, <Z PUD || Ao f ||>

l=—4 \Jj=L

<

~

+7L .

Proposicao 2.37. Sejam 1 < p,q < o e s € R. Entao

B;;;T(m) s MP®

a5 >
1 1
onde T(p,q) = maX{O,n < — /) }
g pvp

Demonstracao: Consideraremos apenas o caso s

(2.36)

0 pois para s # 0 o

raciocinio é analogo. Vamos dividir a demonstracao em quatro casos.

eCaso ' 1 <p<qg<?2

Utilizando (2.25), (2.35) e as propriedade de inclusao dos espagos de Besov (ver

pagina 32) obtemos
By = My
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b |3
S

N

0 2,00
32,2 - 32,2 - M2,o .

QN

2
Aplicando a propriedade de Interpolagao Complexa, com 6§ = — — 1 nos espacos a esquerda
2

e 0 = — — 1 a direita, temos
p

2n

By " MPY. (2.37)
Como p < ¢ entao pelas propriedades de inclusao dos espacos de Besov

1 1 2n 2n
I_Lypz2n_p n_p
) q q

By > By - (2.38)
Além disso, [P < [ e entao
Mg%o — Mé),’go (2.39)
Assim, unindo (2.37), (2.38) e (2.39) obtemos o resultado.
eCaso2: 1 <qg<p<?2
Por (2.25), (2.35) obtemos

n

bl 1,00
E32 5

1,1 > M].,O

n
2

S5_2
-7 BO A [2,00
BQ,Z ? 2,2 > 2,0 -

v (3

2
Aplicando a propriedade de Interpolagao Complexa, com 6§ = — — 1 nos espagos a esquerda

e 6 = — — 1 a direita, temos
q

Mas, 19 < [P e por (2.5) segue que

L
q

prqp
eCaso3: 1<p<2<yq
Seja & > 0 tal que
l<d<qgd<2el<d<p<?.

Por (2.25), (2.35) obtemos
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2
. Aplicando interpolacdo, para § = — — 1 nos espacos a esquerda e § = — — 1, e utilizando
p

5
(2.5) temos que
0 0 6,00 ,00
Bp,q - Bp,p’ - M’,O - MtiO '
Se ¢ > p' entdao 7 = 0 e segue o resultado. Caso contrario, pelas propriedades de inclusao

de espacos de Besov temos
o

prq

s

0 p’w
- Bp,q - MfLO :
e Caso 4: p> 2

Neste caso temos p v p’ e assim analisando separadamente os casos
l<p<qg<2,l<qg<p<2el<p <2<y,

com o mesmo raciocinio dos casos 1,2 e 3 obtemos o resultado.

2.4 QOperador composicao

Nesta secdo estamos interessados em estudar a composicao de uma funcgao
g : R — R com uma distribuicao f € §’. Esse tipo de operador foi estudado para espacos
de Besov-Triebel-Lizorkin em [44] e baseado na teoria la desolvida podemos analisar o
operador em espacos de Modulacao-lorentz. Para isso vamos precisar impor sobre f a
condicao de que ela seja uma funcao f : R" — R, distribui¢des desse tipo sao conhecidas
como distribui¢oes regulares. Denotaremos o conjunto das distribuicdes f € MP tais que
f & uma distribuigao regular por M"{, neste espaco consideraremos a norma || - ||y jé

q?s )

definida anteriormente.

2.4.1 As classes Lipu e o operador I}

Nosso objetivo sera calcular uma estimativa para o operador composicao f ——
g(f) com g € Lipu nos espagos MP¢. Esse tipo de estimativa foi calculada em [44] para
espacos de Besov e poderemos aplicar algumas ideias 14 desevolvidas para nosso espaco.
Mas para isso vamos precisar de algumas defini¢es e resultados preliminares que podem

ser encontrados em [44, pag. 316].

Definicao 2.38. Sejam p >0, Ne N e 0 < a <1 tais que p = N + a. Definimos o

sequinte espaco de fungoes:

Lipyt = {f € CVoc(R); fO(0) = 0,j = 1,.... N e sup ) = [ D(b)]

< 0% .
to#t1 |t0 - tl|a }
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Considere também

N—1 i N o
I =S (Sup EAG )|) + sup F(ty) = f )(to)|'

j=o |t|‘u' J to#t1 |t0 - t1|a

Observagao 2.39. (i) || - ||Lipy nGo define uma norma, mais usaremos a mesma notagio

de norma.
(it) Se f € Lipu entao || f || Lipu<< .

(iii) O espago Lipu nao é monotono com respeito a i, isto pode ser visto do
fato de que f(t) = |t|* € Lipu mas f ¢ Lip(un — €) para todo € > 0.

Lema 2.40. Seja G € C™M'°(R) para algum N € N, com G € Lipa para algum 0 < a < 1.
Se = N + « entao:

N
G(J)
Hy Z tj € Lipu

Em particular, se G € C*(R) entdo Hy € sz,u para todo p tal que N < yu < N + 1 e para
todo N fizo.

Agora vamos definir o operador I} e obter uma estimativa para ele no espago

p7w
q,s *

Definigao 2.41. Sejam ke Z", p >0 ¢ f € praxthi Definimos o operador Il por:

loc
H@= [ e - s
|z|<Ck)
para todo x € R".

Para estimar este operador precisaremos de uma norma equivalente para Mlq”;’o

baseada em fungoes maximais definidas a partir da particdo da unidade {pg}rezn.

Defini¢ao 2.42. Seja b >0 e f € S(R"). Para cada k € Z" definimos a fun¢io mazimal,

* ] f _
(e () = sup |1f|y|y>|

)

para todo x € R".
Observagao 2.43. Note que (prf);(x) = Opf(z) para todo x € R™.

Proposicao 2.44. (Ver [50])Sejam 0 < p < o0, 0 < gq,r <o eb> L Entao
min{p, ¢}

Y N (e f )b Nlpar} s (2.40)

¢ uma norma equivalente a || - HM,?;! em MJ.
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De posse desse resultado podemos calcular a estimativa do operador I},

Lema 2.45. Sejam 1 <p< o0, 1 <q,r <o, se R e pu >0 tais que
O<s<upu

Entao existe uma constante C' > 0 tal que

HSE™ W IEF llordreze Nia< O L F o (2.41)

max{1,u}
loc

para toda f € L com

) = Z 0, f(-) em LI

JEZ™

Demonstracao: Provaremos apenas o resultado para ¢ < o0. O caso ¢ = o é

analogo, apenas com as modifica¢cbes necessarias.
Vamos dividir a demonstrag¢ao em dois passos.

Passol: Para cada h € R" definimos:

m

AP f(z) = (n;)f(er(m—l)h) cm=1,2,...

1=0
Para cada k € Z" e |h| < (k) temos

1

Z QOkerf ( (1 - l)h)

< 2 sup |[premf] (x — )|
\y|<<k>

Mas para y € B(k,+/n) e b > 0 sabemos que

k)’

L]y~

)

com C dependendo apenas de n e b. Assim

|A}11[90k+m]?]v($)| < CkY  sup [Prtmf] (xb—y)|
st L+

< O (pramf)i(@) , Ym e Z"

Passo2: Pela definicao de f temos

I

Ky NS Ny =Ry~ |l dz [|(pr) -

|2|<Ck)

A, (Z [sok+jflv(w)>

VIS/AL
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Agora como s > 0 podemos escolher A\, a e € em R tais que

O<)\<1,a>‘neu(s—a(l—)\)>>2€>0.
pmin{p, ¢} p

Logo, utilizando a estimativa do Passo 1 e a fung¢ao maximal de Hardy-Little-Wood

obtemos:
"
| Ai(Z[wmm ) SDNOS NENFNER RETTE
|z[<<k) jezr jezn EIXG)
m(1=X)
< 2R sup A e [l (2 —y)|
iz lyl<k+3)

. (J| | <(k+5) |Ai[<pk+Jf]v(x)|u)\
S+ T s 71 O @)

JEZ™

YO (g ().

N

Aplicando a desigualdade de Holder (ver pagina 25) e (1.15) temos
NI Nl < C D ROV M(KCk + 5% [onas /T (1) -

JEL™

(k+ 3 (2 H" ™ o)
< C Z<k>s+alt(l A)—s H |<]<] +]> [Skarjf] |,u)\ H (2.5)

JEL™

(< + 3w (ones DD N2y i)
< O ) (kyren=N=s <k+9>“[ 1 Wy

JEL™
. 1 A
I <k + 355 (g )2 IEE

Agora, aplicando as desigualdades de Young (ver pagina 25), de Holder para

séries e (2.40) obtemos

R N IEf N rezn e < C 3G I H{CRY™ 1 Onf gy oz N2

X
JEZ™

|| {<k>n(1 Y || (Sokf)a ||(pp r“)}keZ"
< C|f ||M5:,£u Z<j>6+a1 A)—

R I=VAL

1T—x

Mas
e+ap(l —X) —s < —n,

e entao

Z<j>a+a(lf)\)fs < 0.

jeZn
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Portanto
“ {<k>_s+n H qu ||(pr }keZ” “lq\ O || f ||Mpuw .

De posse dos resultados feitos até aqui podemos podemos finalmente calcular a

estimativa para o operador f — G(f) com G € Lipu.

Teorema 2.46. Sejam > 1, 1 <p<oo, 1 <r < o eseR satisfazendo

. n n n
0<s<m1n{,p,},u(—s> <n
p2 p

n n
t=——7Y9—~¢€—<3s5

s+ (f — s) K
Considere também G € Lipu. Entdo existe uma constante C' > 0 tal que
G Narer< C T Mager G i (2.42)

para toda f e MDY

Demonstragao: Vamos dividir a demonstracao em 3 passos.

Passo 1: Seja = N +a,com N e Ne 0 < a < 1. Usando expancao de Taylor
obtemos

l

Lo /1" () = LWV(@/—%)(Z Gl{(y)Z(l.)(—l)lﬂ<f<x>>f<f<y>>”> d +

j=0 \J

JL b= (g [, (o= s 6 e )
n‘Pk y—x (N—l)! f(y)v Y v)dv | dx

(; ;)Tm,l,j (y)> + 1o (y)-

Agora nos passos 2 e 3 iremos calcular separadamente estimativas para 71 ;

e T27]€.

Passo 2: Para cada 0 < j <[ < N, aplicando desigualdade de Holder e (1.11)

temos que

I Tineg llery < CU | (o) (g = 2)GOU WS @)Y (F))' 7 d Il

R

N

C Il G llzipll fRn(%)V(Z/ —2)(f@)Y[f I dz e

C Nl G llzamll 11 Mooyl (1) % £ Nl o)
C U Wity | 21) % £ g

N

AN
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1 1
onde n = — + —. Podemos escolher:

D1 P2

L =)= 1 st
- = e — = —
b1 n b2 n

Assim,usando a Inclusdo de Sobolev para espagos modulagao-Lorentz (ver (2.9)) temos

que
Il < C D5 156 lntusm
kezZm
= OIS llypyeore
< O ez,
ja que
T sepspiu—y)
— = ——sep<p(u—
nw—j) p

Logo obtemos

|| <k° || Tk,

’(t,r)||ll(Z”)< C || / “ﬁ/[_fj:H fj ||Mf’25”° :

(2.43)

Afirmacao: || f? ||Mf25”"< Clf ||§\/1{'5’“ De fato, mostraremos o resultado para j = 2 e para

j > 2 basta aplicar inducao. Seja o e R tal que

De maneira analoga a demonstracao da Estimativa do Produto obtemos:

12 Nagzzr < C NS Mg

F gy

Mas

=3
_I_
AN
TS
|
VA
S———
IN
AN
SRS
|
VA
—
+
AN
TS
|
VA
N———
_I_
Vo)

E entao utilizando a inclusao de Sobolev para Espacos de modulacao-Lorentz,

| £ iz < C L F g

Portanto

12 agzr < C L F llaapr Nl f ey

< Ol f e
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Agora, utilizando a afirmagdo em (2.43) obtemos
15" | Tunas e laam< C 1L £ W 241

Suponha j = 0. Entao aplicando (1.11) obtemos

I Tissollen < €1 [ 6= 0 s
< Coe(0) | G llzipull Cor)™ > LF1* [l
< Coe(0) | G [l zipull LAV Mty
< Cou(0) | G Nzipull £ 1y
< ConO) G Nlzpull £ [l ppes
< Con(0) | G lzippll S [y e.r
Mas, como t = ™ entdo
s+ u(3 —s)

n S n
———=——5sc¢cut=p.
ptopp
Logo
2B I Tukao lery < C NG Nzipull £ llary
kezn H
< CU G luall £ g

concluindo assim o passo 2.

Passo 3: Neste passo vamos lidar com o termo 75 ;. Temos

|- )Y 16wl = j Y HEN) - GO F)e
fw)
(z) = f(y)) (N)
T g r)
f(z)
< CUG (| o= sl ede
)
MRIUES (C1N
< C ” G ”Lipu |f($) — f(y)|“ + |f(.CL') — f(y)|“
L N
Assim
I ok e < C I G lLipyll Rn(%)v(y —2)|f(z) = fW)"dz | (2.45)
Pelas propriedades da partigdo da unidade {¢y}rezn temos:
[(er) " (2)] = ()" (z = k)]
< Cl(e)"(2)]
< C(1+ )N
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onde C' nao depende de k e N é um numero natural qualquer. Logo, utilizando essa

propriedade em (2.45) e aplicando a desigualdade de Young para séries obtemos

1KY | T e pnezn 0 < C D <k HJ (L + 12D () = fly + 2)"dz +

kezm

f (L4 12D M) = Fly— )Pzl
jezn k<2 <k—5)

< ORI Ny + D <k D RNk = )M
kezm kezn JEL™
|| Ilg—j ||(t,r)
< ORI e drezn o +

e(Zw)( i)

Tome s, 517 < p, N, M € N tais que

s=n—58,s—N<-neM=n-—s.

Assim

D Y < oo,

kezZ™
e podemos aplicar (2.41) e (1.11) obtendo

K™ | To Nty bhezn lo < C G lLipull f HMw w

< O G Nl £ e
n
1
Finalmente, unindo as estimativas obtidas nos passos 2 e 3 obtemos o resultado

jAquetu=p, p=1le— <s.

desejado.

2.4.2 Composicao com séries de poténcia

Nesta sub-se¢ao vamos considerar g : R — R tal que

x) = Z ;! (2.46)
=1

o0
para todo x € R, onde Z a;x’ é uma série de poténcias com raio de convergéncia
j=1
0<o <.
Vamos calcular duas estimativas para ¢g(f) em espagos de modulagao-Lorentz

que serao essenciais para a demonstragao dos teoremas de existéncia e unicidade no capitulo

3.
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n
Lema 2.47. Sejam 1 <p <o, 1 <r,q< 0 es = 0. Assuma ainda que s > — , se ¢ > 1.
q

Para toda f € Mg com || f |[apr< o temos que

+00
g(f) =, aif;e MY]
j=1
e existe uma constante C' > 0 tal que
1 9(f) llazzy < GZ a5l 11 £ 1 (2.47)

com C independente de f.

Demonstragao: Note que nas condigoes do lema, segue de (2.7) e (2.8) que

0 espago M}"; ¢ uma algebra multiplicativa. Logo, para cada j > 1

I ajfj ||M3j;;“ = |aj| I fj ||M};;§'

< Clagl | f e -

Assim
+o0 to )
2 lasf lar<e Y lasl | f 1er -
j=1 Jj=1 ’

Como || f ||azr< o entdo a série

+o0 )
Zl|aj| 1S e
J:

¢ convergente, o que implica que a série

+00

D aif

j=1
¢ absolutamente convergente em M.

Como o espaco M} ¢ um espago de Banach segue que a série

+00

Dlaif

j=1
¢ convergente em M; e entao

9(f) =D a;f" e MpY.

7j=1

Agora provemos (2.47). Para cada N € N temos que

N ‘ N .
| Zajfj [FYTSES Z laj| | 7 [ aee
j=1 J=1
0

CYlal Il f By -
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N

Fazendo N tender a infinito, como Z a;f? converge para g(f) em My,
j=1

Q0
190 gy < € 2o 1 £ g -

obtemos

n
Lema 2.48. Sejam 1 <p< 0,1 <r,q < o0 es > 0. Assuma ainda que s > — , se ¢ > 1.
4q

Entao existe uma constante C > 0 tal que

w j—1
j—1—1
| 9(u) = 9(0) s < C = gz (Z Sl I 7l v ||3w;,;> L4
=1

j=11=

para todas u,v € ME'E com || u |[per, pr< 0.

Demonstragao: Para cada j = 1 temos

j—1
aj(@’ —y') = ) aj(e —y)a? 7YY
1=0
para todo =,y € R. Assim
+o0j—1
CL](Z‘ o y)x’ lflyl
j=11=0

é absolutamente convergente para x,y € (—o,0).
Agora aplicando (2.7) e (2.8) temos que

7j—1
laj(w =) s < Clagl | Y (u =0} ™1 g
=0

e
< Clagl ) lu=wvllgs
1=0

wrr v ogrr -

Assim de maneira analoga ao lema anterior obtemos que

3o -0

Jj=1

converge em M7, Além disso

e8]
— ]
- a0 )

7j=1

Agora, para cada N € N temos
N j—1
—1-1
I Z% T— ) gr < Cllu—vlly Y3 lagl Do L el o gy
j=1 1=0

e fazendo N tender a infinito obtemos (2.48)
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3 Equacoes Elipticas nao-lineares em

espacos de modulacao-Lorentz

Considere a equagao

[

(=A)2u=V(x)u+ g(u, Vu) + f (3.1)

comn =3, 0<a<neg:RxR"— R com condigoes adicionais a serem dadas
posteriormente. Primeiramente vamos considerar a equagao (3.1) no caso em que a fungao
g depende apenas de u, isto é, g(u, Vu) = §(u). Posteriormente, na ultima secao deste
capitulo, estudaremos alguns casos da equacao (3.1) com g dependendo de Vu. Por

conveniéncia, vamos representar g(u) por g(u).

Procedendo formalmente e aplicando o operador (—A)_% na equacao acima,

obtemos que se u é solugao da equagao entao u satisfaz a equagao integral

1
u=C_C (| T * [V(z)u + g(u) + f]) ) (3.2)

Se u satisfizer a equagao (3.2) dizemos que u é uma solugdo integral da equagao
(3.1).

3.1 Analise de Escalonamento

Considere o operado ¥ definido por

1

U(u)=C (| yT=n * [V(z)u + g(u) + f]) ) (3.3)

Seja w(z) = ANu(Az) com A > 0 e a € R. Suponha inicialmente que g é homogénea de

grau p. Entao

(|-|1a*g(“’>) (@) = L g () dy

n |$ _ y|nfoz

1
= — Ag(u(\y))dy

_ JR b eeng(u(a))d

n | — ATlznme
Ao 1
- j g(u(=))dz

R™ |>\.T — Z|n7a

_ o (| _ |i_a . g(u)) (\z).
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Agora suponhamos que V é homogénea de grau b. Assim

<|.|}1Q*V(-)w) (z) = JRH év(y)A“U(Ay))dy

T _y|nfa

_ fR L e g)u(ry)dy

n |z =yl

_ fR b ey (Gyu(e)ds

P N T
)\a—b—n 1
= d
A—nta JRn | Az — Z|n7aV(z)u(z) -

_ pebea (| . |i_a *V(-)u> (\z).

Para finalizar se f é homogénea de grau r € R entdo de maneira andloga aos calculos feitos

acima concluimos que

(e =t) @ =37 (e =s) 0

Para determinarmos o indice de escalonamento da nossa equacao precisamos

que r, b, p,a e « satisfacao as seguintes condig¢oes
—r—a=ap—aeap—a=a—b—a.
Dai, segue que
r=—apeb=a(l—p).

Assim
W@0=CV““Q_ﬁQ*Uﬂwu+ﬂw+f0(k)

Finalmente fazemos

Logo, definindo
ur(-) = AeTu(\),

tem-se que se u é solugao de (3.2) entao uy também é, desde que V' seja homogénea de

grau —c«, g seja homogénea de grau p e f seja homogénea de grau

3.2 Resultados de existéncia e unicidade

Teorema 3.1. Sejamn > 3, 1l <p<ow, 1 <r<ow,seR, p>2cl<a<n

satisfazendo

0<s<min{a,p—1},p(ﬁ—s)<n,ﬁ<s,s<
p p

TS
)
|
—_
SRS
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Conszdere g € szp em (3.1). Entdo, existem ¢ > 0 e 01,05 > 0 tais que, se f €
M"*O"’ eV eMy Sr satisfazem

| fl e r\51€||V|| < 09

7?+a

entdo existe uma unica w € B = {u e M| u ||M{”;'< e} solugdo integral de (3.1).
Além disso, a solugdo u depende continuamente de f e V', isto €, se uj,us € B sdo
solugdes integrais de (3.1) obtidas através de f1, Vi e fa, Va, respectivamente, entio existem

constantes positivas n,y independentes de f;,V; e u; tais que

| ur —u [[B<y || f1 — fo | | V= Vo uE (3.5)

n+ap

Observagao 3.2. Podemos utilizar este resultado para a fungio g(x) = |x|?, obtendo

existéncia e unicidade de solugdo para a equagcao

(=A)2u =V (z)u+|ul’ + f, em R™.

A seguir apresentamos resultados para uma classe de nao-linearidades que
permite somas infinitas de poténcias; mais precisamente, consideramos nao-linearidades
do tipo composi¢ao g(u) com condigbes sobre a série de Taylor de g.

Teorema 3.3. Sejamn =23, 1 <p<ow, 1 <r,g< o, s=20e0 < a<n. Assuma

n
também que s > ? quando q > 1. Considere g dada por

o0
= d
x) = Za]x :
j=1

e}

onde Z a;x’ é uma série de ponténcia com raio de convergéncia 0 < o < 0. Entao,
j=1

exvistem € > 0 e 01,09 > 0 tais que, se f,V € M"Y satisfazem

|/ ”Mg’;;’~< dre |V \|M5;;f~< 2

entdo eriste uma tunica uw € B = {u € M| w [[ppr< €} solugdo integral de (3.1).
Além disso, a solugdo u obtida depende continuamente de f eV, isto €, se uj,u; € B
solugoes brandas de (3.1) obtidas através de f1,V1 e fo, Vo, respectivamente, entdo existem

constantes positivas 1,y independentes de f;,V; e u; tais que

lur = Ix<n [l fr = fo gy +7 11 V2= Va [lamy - (3.6)

Observacgao 3.4. Podemos utilizar este resultado para as fungoes g(x) = ze®, g(x) = senx
e g(x) = wcosx. Este resultado cobre também os casos em que g € uma fungao polinomial,

em particular podemos destacar o caso em que g(x) = ™ com m € N, isto €, a equagaio

(—=A)2u=Vu+u™+f, em R, (3.7)
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com 0 < a <n em e N. Pelo Teorema 3.3 obtemos uma tnica u € {v e MPJ; || v ||ypr< e}
n+ 2

)
n—2
caso considerado super-critico quando se obtem a solucao por métodos variaciondis e como

solugao integral de (3.7). Note ainda que o resultado obtido se aplica para o caso m >

veremos na se¢do 3.5 a solucao obtida serd positiva quado V' e f forem positivas.

3.3 Estimativas para os termos da formulacdo integral (3.2)

Lema 3.5. Sejam 1 <p< o, 1 <r,gq<o0,s>=0e0<a<n. Assuma também que

n
5> 7 quando q > 1.

(i) Se V € MES’T entdo existe uma constante C > 0 tal que

1

“ | . |nfa

*VO(u=0) lage<sCIV I, a0

: u—v HM{’: . (3.8)
para toda u,v € M{";.
(i) Se Ve MI'[ entdo eviste uma constante C' > 0 tal que

1

|| | . |nfa

* V) (u=0) lage< C IV gz

u—v ||M§;§' . (3.9)
para toda u,v € MP.

Demonstracdo: Primeiro mostremos a estimativa (3.8). Aplicando (2.12) e
(2.7) temos

1

H | . |n—a

V() (u=0) lupr < CIVO@=0) [

T
n+ap’
M,

< C| V. 2wl u—2v|ppr-
IV gl = g
Agora provemos (3.9). Por (2.11),(2.3), (2.8) obtemos
1 a—n
I BN VOulag: < 11" ez VO @ —=0) g

< OVl

w llarr -

N

Lema 3.6. Sejam 1 <p< o0, 1<r<w,s=0,0<a<nep>2. Considere também

g € Lipp.

(i) Se

0<s<min{ﬁ,p},p(ﬁ—s)<n,
p

<ses<

n n
P p l=p
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entdo existe uma constante C' > 0 tal que

1

|| | . |n7a

« 9(0) o< € 1 g loapoll w llper (3.10)

para toda u € MY,
(ii) Se

0<s<min{fa,p—1}, (p—1D(a—s) <n,
n n

—<Sse—2=p
p—1 «

entdo existe uma constante C' > 0 tal que

1 p
| e (9(w) = 9(0) larr< C 1l g llLippll w = v [[arpr (H  llagpr + | v szf;;)

(3.11)
para toda u,v € MY,

Demonstracgao: Primeiro provemos (i). Aplicando (2.12), (2.2) e (2.42) temos

que
1
I Te * 90 gy < N9 1
< Cllgw) g
< Ol g llzippll u ||7\/[{’;;7
n
onde t = m_

Agora provemos (ii). Como g € Lipp entao ¢’ € Lip(p — 1) e vale que

mw—gw>=j<u—w¢@w—vw+ww.

0
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Assim, aplicando (2.12), (2.7), (2.2) e (2.42) obtemos

1
| e * 0@ =90 gy < Cllo(w) = g() || on,.
1,s
1
= - t - + dt ne_ .
| O(U v)d (tH(u —v) + v) ||M17:ap
1
!
< C ) | (uw—v)g (t(u —v) + v) HM{}?‘;P dt
1
< O lu=vluglga=v) +o) ],z d
0 ’ 1,s
1
< Cllu=vlg [ 19—y +0) Iy do
< Cllu—v|lppr
1 p—1
[ (new=olge otz ) a
p—1
< Cllu=vllugs (I w=0) 1z +10l,2)
N
< Jw=v g (1wl + 1o les)”
~ n
onde t = .
s(p—1)(a—s)
[ |
Lema 3.7. Sejam 1 <p <o, 1 <q,r <o es>0. Assuma tdmbem que s > :;/ seq>1.

Considere também uma funcao g dada por

o0
- pd
x) = Z@]x :
Jj=1

e 0}
onde Z a;x’ € uma série de poténcia com raio de convergéncia o > 0. Existe uma constante

C >0 tal que
1
H | . |nfa *9g ||Mpr< OZ || u ||MP: (3.12)
e
1 o j—1 l
e
I T * (00 = 900D gz < € = gy (Z I s o \M:) - (313)
j=11=1

para toda u,v € MY’y tais que || u ||z,
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Demonstracao: Aplicando (2.10),(2.3),(2.47) temos
1 a—n
I BES xg() e < CIHT- " Mzl 9(w) s

O que conclui a primeira estimativa. Agora, segue de (2.10), (2.3) e (2.48) que

1 a—n
I R (9(w) =g()) gz < 1117 Mzl 9(w) = 9(0) llamzs

0
< CY W = gy
7=1
] j—1
= O =) > ey
=1 1=0

w j—1
j—1-1
< cuu—vuwg<zigﬂuw&%uvuhﬁ>,
J=1l=

provando assim a segunda estimativa.

3.4 Demonstracao dos Teoremas 3.1 e 3.3

Primeiro demonstremos o teorema 3.1. Vamos considerar o operador ¥ como

WW%=C<yﬁa*Ud@u+ﬂw+f0,

com 0 < « <n e g€ Lipp. Precisamos mostrar que ¥(B) < B e que ele é uma contragao

em B. Antes de iniciar a demonstragao vale salientar que os indices satisfazerem as
condigbes (3.4) implica na validade das condigoes necessérias para aplicar (3.10) e (3.11).
Sejam também ¢, 91, 09 > 0 tais que

1 1
Yater=1 %
onde C' é a maior constante obtida nas estimativas (3.10), (3.11
Aplicando (3.8), (3.10) e utilizando (3.14), dada u € B obtemos

1

1 1
RIOIE c[nyrka*gw>mqg+u|_Wﬂx*v«mnMﬁ~+nera*fuMg]

N
|
|

&

£ < (2e) M e dy + 0o < — —&” (3.14)

Z Q™

, (3.8), (3.11) e (3.14).

< (19 lusll 0 o+ 0V ol oz + 11,
< C(gp + (525 + (51)
< €.
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Logo, W(u) € B e assim concluimos a primiera parte da demonstragao. Agora mostremos

que ¥ é uma contragdo em B. Dadas u,v € B usando (3.8), (3.11) e (3.14) temos que

19 ¥ e < € (1Viu=0) 1 e+ 900 =901 2. )

n+ap’ M'n+ap T
1,s 1,s

< OV Iyl w=v g

b lu=o s Ol lher + 10 )™
< Ol P+ 8] |u—v|s

< Su-v]

< 2 u VI|B -

Assim, ¥ é uma contracao em B. Portanto, aplicando o Teorema do Ponto fixo de Banach

existe uma tnica u € B tal que ¥ (u) = u, isto é,

w=0 (e * W@+ gt +11)

e entao u é solugao integral de (3.1). Analogamente ao feito acima podemos ver que

fur—up |5 < C(IVi—=Vall asllulls+ 1 Vall zollu—us|s
M M.

’ A= Fll )

+ || ug —ug [|B ( Ml’f:ap’r

ClellVi=Vall 2 +02 || ur —uz |5 +(2e) 7 | ur —uz ||

+ [ fi—fe HM )

n+ap’
1,s

1,s

| ur |l + [Fu [l8)+

N

Assim

[1-C0:+ ) D] lus —uz [5< Ce | Vi = Va || 2 +C | i = o ||

Fop"
Mlns P
Como

C(0y + (26)71) <

Y

DO | —

entao tomando
Ce o — C
1— 00+ (200 7T 1=C6 + 20)7Y)

obtemos a dependéncia da solugao de f e V.

’r]:

Finalmente provemos o Teorema 3.3. Considere agora o operador ¥ com

0 < a<negsendo dada por

e8]
g(z) =) a;a
j=1

e e}
onde Z a]-xj ¢ uma série de poténcia com raio de convergéncia 0 < o < o0. Vamos mostrar
j=1
que ¥(B) < B e que ele é uma contracao em B. Sejam ¢, ;1,02 > 0 tais que
1 € € 1
e<maxo,l, —— +de+6 < = e + 0 < —, 3.15
l—e 2770 (1—e2 T 20 (3.15)
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onde C' > 0 é a maior constante obtida nas estimativas (3.8), (3.12), (3.9) e (3.13).

Aplicando (3.9) e (3.12) obtemos

1 1
RZONEEE [n| 900 gz + | T+ VO gy + 1l s fnwﬂ
< 0<Zuprwwuwmw +nfmp>
< c<51+525+zsﬂ>
1
< 0[1 ]
< e

Logo, W(u) € B e assim concluimos a primiera parte da demonstragdo. Agora mostremos

que ¥ é uma contragao em B. Dadas u,v € B usando (3.9) e (3.13) temos que

W) =¥@) s < CHT " ey (V@ =0) lagg + 1 9(u) = 9(v) lagy)
< CIV szl w—o [[ame
oo j—1
11
+ Z Z | u ||§wgr u—v|[yrr)
=111
w .
< Cllu—v|B [52 + Z(] — 1)8]_1]
=1
< Clu—vlp|—+6

< g lu=vlls.

Assim, U é uma contracao em B. Portanto, aplicando o Teorema do Ponto fixo de Banach

existe uma tnica u € B tal que ¥(u) = u, isto é,

w=0 ([ Vs 900 + 1)

e entdao u é solugdo integral de (3.1). Para a dependencia continua de f e V note que

fur—u |l < C(| Vi—Va|am: [zl wr = uz [

o j—1

11
+ [l ur —uz || (Z Z [RCR v (K Hiwg;;) + 0 o= o Iz
j=11=1 '
g
< CENVi=Vallugs + (00 ocgs ) N = el 0 o= o g
Assim
g
[1—C(d2 + a _5)2] | ur =g [[p<e || Vi=Vallprr + 1| fr = fo llamr -
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Como

entao tomando

- C(02 + ) 1- 00+ 1op)

obtemos o resultado.

3.5 Propriedades da solucao

Nos préximos resultados obteremos algumas propriedades das solugoes obtidas
nos teoremas de existéncia e unicidade. As propriedades sdo validas para os dois casos
g € Lipp e g como série de poténcia, desde que as condigoes necessarias para a existéncia das
solucoes e as hipdteses sobre g sejam satisfeitas, porém nas demonstragoes trabalharemos
apenas o caso g € Lipp ja que para o outro caso a prova ¢ analoga apenas com as

modificagdes necessarias.

Definicao 3.8. Uma distribuicio uw € S’ é dita homogénea de grau a se
(u, p(x)) = t%u, t"P(tz))y , Ve e R" — {0} et > 0,

para toda ¢ € S.

Teorema 3.9. (Homogeneidade) Suponha que g é homogénea de grau p, V' € homogénea

a
de grau —a e f € homogénea de grau pl Entao a solucao u é homogénea de grau

Demonstracao: Considere a sequéncia de Picard

1
up = C| |nfa * f
u; = W(uj-1),
para j = 2,3,.... Sabemos que u; — u em MP{. Como f ¢ homogénea entao
o 1
ui(z) = Ar=1 20 * f)(Ax),

e
para todo A > 0 e para todo x € R" — {0}

Agora, usando que g e V tambem sdo homegéneas, como feito na se¢do de
Analise de Scalling, obtemos

us(z) = ArTug(N).

Demaneira anéloga, utilizando indugao sobre j mostramos que

ui(-) = Ae Ty (A,
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p—1

Agora, como MP! — S entdo u; — uem S e

para todo j, ou seja, u; ¢ homogeénea de grau

Cuj, ) = A1 uy, N"p(X)y , w € R* — {0}, A > 0
entao

u, ¢)

lim (u;, ¢)

J—00

— Ao lim (uj, A"p(N-))
J—00

= A, N"(A\)) , YA > 0,z e R™ — {0},

para toda ¢ € S. Assim, u é homogénea de grau

Definicao 3.10. Dizemos que uma distribuicio u € radial se

<u7 ¢> = <u7 ¢o T>7

para toda ¢ € S e para toda T rotacio no R™ que deize a origem fiza, ou seja, T pertencente

ao conjunto de matrizes ortogonais de R", o qual denotamos por SO(R").

Teorema 3.11. (Simetria radial) Suponha que g,f e V sao distribui¢oes radiais. Entdo a

solucao u € radial.

Demonstracgao: Considere a seguéncia de Picard
1 . f

U = C(| . |n—a
uj = W(uj-1),

para j =2,3,....

E fécil ver que u; é radial. Agora, como produto, convolugdo e composicio de
fungoes radiais entao
1
Uy = CW * [Vug + g(u) + f]
¢ radial. Com esse raciocinio e aplicando inducao sobre j temos que u; ¢ radial para todo
j.
Seja 7 € SO(R"). Logo, como para toda ¢ € S tem-se ¢ o 7 € S entao
(u,pory = limuj, o)
je—
= limdu;, ¢)
= (u,9).

Portanto, u é radial.
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Agora vamos mostrar que a solugao obtida no teorema de existéncia e unicidade

também satisfaz (3.1) no sentido de distribuigoes.
Teorema 3.12. Seja u solugao integral de (3.1) obtida no teorema 3.1. Entdo
(—A)2u=V(x)u+g(w) + f

vale no sentido de distribuicoes.

Demonstracao: Seja ¢ € CJ°. Temos que

) (=B)F) = (O | (o) + Va Ny, () )

T — y|nfoc

- | (e

R™ T — y|n_a7

R

w@b)@@%ﬂdwﬂwwy

= [ 6 o9t + Vup)w)dy

JR™

[

— | ettat) + vu+ iy

_ Lg(u) + Vut .0,

Logo
{(=D)2u, ) = (g(u) + Vu+ f,¢),

para toda ¢ € Cy°. Assim, u satisfaz (3.1) no sentido de distribuigoes.

Definicao 3.13. Uma distribuicao u é dita ndo-negativa se
(u,¢) =0,
sempre que ¢ =0 em R".

Teorema 3.14. (Positividade) Suponha que g = 0 em R, V' e f distribuicoes nao-negativas.

Entdao u € nao-negativa. Mais ainda, se f € positiva entdo u € positiva.

Demonstracgao: Considere a seguéncia de Picard

para j =2,3,....
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E facil ver que u; é nao-negativa. Agora, como produto, convolugao e composi¢ao
de fungoes nao-negativas sao nao-negativas entao

1

| . |n—a

’UQ:C

* [V + g(ur) + f]

¢ nao-negativa. Com esse raciocinio e aplicando inducao sobre j temos que u; ¢ nao-negativa

para todo j. Assim
(w @) = lim<uy, )
= 0,
pois {uj, ¢) = 0, para toda ¢ > 0 e para todo j.

Portanto, u é nao-negativa. Agora suponha f positiva. Como u satisfaz (3.2)

temos

w=_C (| _ ﬁl_a « [V (@)u + glu) + f]) .

Sendo f positiva temos que
1
(| . |n—a o f)

é positiva. Como * [V(z)u + g(u)] é ndo-negativa segue que u é positiva.

| . |n7a

3.6 Analise de outros casos de n3o-linearidades g(u, Vu)

Nesta secao iremos abordar outros trés casos de nao-linearidades, separados
em sub-secoes e denominados Caso 1, Caso 2 e Caso 3. No primeiro vamos considerar
g(z) = z|z|’ !, onde, utilizando uma particularidade dessa ndo-linearidade e a estimativa
da composigao com fungdes Lip(p — 1) em espagos de modulagao-Lorentz, conseguiremos
obter a existéncia de solu¢ao. Nos tltimos dois casos, vamos considerar nao-linearidades

dependendo de Vu que nao foram cobertas nos resultados das se¢des precedentes.

3.6.1 Casol

Considere g(x) = x|x|*!. Neste primeiro caso vamos analisar a equacio
(=A)2u = Vu+ululf/~' + f, em R, (3.16)

comnz=3 0<a<nep>2.

Considere
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e M7 coml<p<wl<r<wes=0.

Neste caso vamos usar uma obordagem diferente da usada caso geral para
estimar o operador W. Utilizando (2.10) e (2.3) podemos calcular as estimativas necessérias
para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach sem impor condi¢bes sobre av o que
aumenta o range do resultado de existéncia que vamos obter. Entao se u € MY aplicando
(2.12), (2.3), (2.7),(2.5) e (2.42) obtemos

1

V() apr < C = laziee Ve llapr + ulal ™" [[ar + | f ]
< Cf|V ||M127;r|| U |l agzer + [l ||M122’T|| Jul?~! ||M127;r + | )
< CUIV Nlaggrllw llarpr + 1w ygze [ Ral”™ Haer + 10 F lazpr)
< OV sl llapy + 1w e + 11 ),
onde t " e desde que
n = u
st o5 =) !
n n n n
O<s<min{—, —,p—1 —1)(——9)< < s. 3.17
s mln{p,Q,p 5, (p )(p s) ne Ty (3.17)

Agora se u,v € M}f; temos que
1
ululft —vfp)t = J (p)(u —v)[t(u —v) +v|P'dt
0

e assim de maneira analoga ao feito na primeira estimativa obtemos

W (u) =) lyupr < C (H V(u=0) e + [Fulul™ = oo™ HM{';;)

1
= (C (H V(u — U) HMf; + || f p(u — U)|t(u — v) + U|p_1dt HM{’:)
0

< CIV gl (w—=) e

1
e |0 g = o) o g
< Cll =) llugs (I V I

1
b | ol 10 g
0

< =) s € (1V 185+ wlaggy + 10 D))
desde que (3.17) seja satisfeito.

De posse dessas estimativas obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.15. (Existéncia e unicidade) Sejamn >3, 1 < p < o0,l <r < o, s € R,
p>2e0<a<n satisfazendo (3.17). Entdo, existem € > 0 e 01,05 > 0 tais que, se
.V e MYy satisfazem

17 lhips< 6 e IV lapr< &

)T
S

entdo existe uma tnica u € B = {ue M{y; || u ||yrr< e} solugdo integral de (3.16).



Capitulo 3. Equacies Elipticas ndo-lineares em

espagos de modulacao-Lorentz 91

Demonstragao: De forma andloga as demonstracoes dos Teoremas 3.1 e 3.3
aplicando as estimativas obtidas acima, mostramos que ¥ é uma contracao em B e entao

pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach obtemos o resultado desejado.

3.6.2 Caso 2

Considere uma func¢ao ¢ dada por

ee}

g(x) = ) asa™,

=1

0

onde Z ana:QJ ¢ uma série de poténcia com raio de convergéncia 0 < o < co. Vamos
j=1
considerar a seguinte equagao

(=A)2u =Vu+g(|Vu|) + f , em R", (3.18)

comn =3, 0<a<n Sejal<p<o,1<rqg<ooes=0.Considere o operador ¥

definido por

1
¥) = € (s * Vs g9 + 11).
com u € Mp{.
Suponha que ¢ = 1 e s > 1. Dada v € MY, aplicando (2.10) temos
1

||na

| @) lypr < C lagser 1V lagzg + 1 gU57al) g + 1 f laar]

Mas
g(|Vul) Z ag;| Vul?,
e entao tomando f = Z(&xiu)Q, segue de (2.5), (2.7) e (2.13) que
i=1
Il agi|Vul? lapy = lags| | £ llaepz
Clag I f ey

n
C'|%‘|(Z | Oz, u ||?\4f;;_l)J

N

<
=1
< 0|a]|012||u||Mw>
< Clul(vaCh o laaer )%,
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para todo 7 = 1. Assim
+00 ) +00 A
D s [Vl [lapy < C 3 lagy | (3/nCh || w [lager)™,
Jj=1 Jj=1

e com raciocinio andlogo a (2.47) temos que g(|Vu|) € M7j e vale a estimativa

I g(Vul) llamg < CZ |az;|(v/nCy [ llapr)?,

desde que A/nCy || u [[prr<o.
Logo, aplicando (2.3), (2.5) e (2.7) obtemos

+o
19 @) e < CUV gl @ llaer + 3 lassl(W/nCr | w llamr)® + 1| f llarzg ],
j=1

a+1
5
Agora, dados u,v € MY} de forma andloga ao feito acima e utilizando o

desde que 1 < s <

raciocinio de (2.48) mostramos que

w 2j—1

I W) = 0() [l < Cllu=vlarr IV g + D5 X, lag|(v/nCr

71=11=1

I a1 /nCr [ 0 g ),
desde que 4/nC} || u HM{’,’Q A/nCy || v ||M1P;:< 0.

Utilizando as duas estimativas obtidas para U obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.16. (Ezisténcia e unicidade) Sejamn >3, 1 < p<ow,l <r<ow,seRe
a+1

0 < a<n. Assuma ainda que 1 < s <

Ezistem € > 0 e 01,05 > 0 tais que, se f,V € MYy satisfazem
15 e <dne IV iz < b
entdo existe uma tnica u € B = {ue€ M{y; || u ||yrr< €} solugdo integral de (3.18).

Demonstragao: Usando as estimativas obtidas acima e seguindo o raciocinio
da demonstracao do Teorema 3.3 temos que ¥ é uma contracao em B e o resultado segue

do Teorema do Ponto fixo de Banach.



Capitulo 3. Equacies Elipticas ndo-lineares em

espagos de modulacao-Lorentz 93

Agora consideremos ¢ > 1 e s > 0 tais que

n a+1
—+1l<s<

eq<n.

Q\

Dada v € M} aplicando (2.10) temos

1900 s < €l iz Dazr UVl + a9 g + 1 F g
Tome w > q— tal que s > w + 1. Para cada j > 1 aplicando (2.5), (2.7) e (2.13) obtemos
| agj[Vul? [lapr < lag [ 1] 7 [laeeer
< Clagl | f e
< cmui I Guyt 200
7
< Clag|( 012 Il B, )
< Clayl( \/701 (R Py

e entao

+a0 +a0
Do agi [ Vul [lapr< © Y las;|(v/nCry || w lagp)™
j=1 j=1

Com raciocinio andlogo a (2.47) temos que g(|Vul) € My e vale a estimativa
I g(Vul) llarg < CZ lazi| (v/nCr [ llaggs)?

desde que v/nCy || u [[apr< 0. Além disso, dados u,v € MY’y de forma andloga ao feito
acima e utilizando o raciocinio de (2.48) mostramos que

o 2j—1

I W) = 0) [z < Cllu=vlags IV lazg + D) ) lag|(v/nCr

=1 1=1

| w flaee) (A nCy | v agen)'],
desde que A/nCy || u [[ppr, v/nCy || v ||ypr< o

De posse das estimativas calculadas acima obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.17. (Existéncia e unicidade) Sejamn >3, 1 <p<o,l <q,r<o,seR e
+1

n o
0 < a <n. Assuma ainda que — +1 < s < eq<n.
q
Ezistem € > 0 e 01,05 > 0 tais que, se f,V € MYy satisfazem
I F < v e 1V g < 6

entdo existe uma tnica u€ B = {ue MY{; || u ||ypr< €} solugdo integral de (3.18).
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3.6.3 Caso 3

Neste tltimo caso vamos analisar a seguinte equagao
(=A)2u=Vu+ |Vulf + f, em R, (3.19)
comn =3, 0<a<nep>2 Considere

1

e MPP coml<p<wl<r<owesz=0. Entdao se u e MY temos que
1,s p ) 1,s

Vap = (Y0
=1
e aplicando (2.12),(2.3), (2.7),(2.13),(2.5) e (2.42) obtemos
0 (w) [[apr < Cl ||}“" e LE Ve llawy + 1 IV@l? lawg + 1 1]
< ClV el wllygzn + |Zn;(5mu)2|g g, + 1S llag ]
< CONV gl g + | i(%u)g e+ 117 llaszg)

n
< OV laaggll w lpr +C 1t g )7+ 11 £ lagey)
k=1

< OOV larggllw oy + 1 W + 11 F sz,

n
onde t = — e desde que
(s=1)+5(5-(s—1))
2 1
O<s—1<min{z,g,g},g(z—(s—l))<ne:<(3—1)es<a;. (3.20)

Agora se u, v € MY’; de maneira andloga ao feito na primeira estimativa obtemos
| W) = 0@) gy < C(1V=0) gy + | IVal = V0P laszy )

< C(IV IRl = lagg + 1190l = 90 e )

Como g(-)=|-| € Lz’pg entdo de maneira andloga ao feito no caso geral segue que
119l = 190 e < C I ) = (D0n0)?) sz,
i—1 i=1

3

n
p_
(1 D 20@e)® Naggr, + 1 D 2000)? llagpr )5
i=1 )

1

-
i

-1

(SIS

< C(lulfer + 1o 15
n
) (Z || aocz(u - U) ||Mf7’sr_1|| &xl (U + U) ||Mf,‘;'_1)
i1
p_
< C(lwlBer + 1o 3w (w lagr + 1o )

w—vllmpr-
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Logo

p_
10(uw) = C) lapr < [uw=vllape CUV RS+ w e + T o apr)2™

(e s + 1o laer)),
desde que (3.20) seja satisfeito.

De posse dessas estimativas obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.18. (Existéncia e unicidade) Sejamn >3, 1 < p < 0,1 <r < o, s € R,
p>2e0<a<n satisfazendo (3.20). Existem ¢ > 0 e 01,02 > 0 tais que, se f,V € M{}
satisfazem
< <<
| fllapr<dre |V [[upg< b2

entdo existe uma tnica u € B = {ue M{J; || u|[yrr< e} solugio integral de (3.19).

Demonstragao: Analogamente aos teoremas de existéncia anteriores aplicando
as estimativas mostramos que ¥ é uma contracao em B e entao pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach obtemos o resultado desejado.



96

4 Problema de Valor de Fronteira em R} em

Espacos de Fourier-Besov

Dada uma funcio u definida em R vamos indicar u = u(2’, z,,) com 2’ € R""!
e z, > 0. Inicialmente consideraremos o seguinte problema de fronteira:
—Au = K;(6°u)* | em R"

gz = V(@ )u+ K’ + f(z/) , em R"™,

(4.1)

onde n = 3, a,b sao nimeros inteiros positivos, 1 é o vertor normal exterior a fronteira de
R%, K, K5 sao constantes e 0% ¢é definido a partir da transformada de Fourier nas n — 1

primeiras variaveis por
(@) (€, 2a) = @r|2' ) (@)(, 20),

para todo x, >0 e £ e R"!.

Para obter uma formulagao funcional adequada em variaveis de Fourier, vamos
proceder de forma semelhante a [12] e [13] onde os autores estudaram uma classe de PVF

em R’ no contexto dos espagos PM*“.

Procedendo de maneira formal podemos aplicar a transformada de Fourier, nas

n — 1 primeiras varidveis, em (4.1) obtendo entao

0% (1)

— =2 () HAT P @) wn) = [K1(0%u)] (€', x0)
a(él) / / b / D/l (4.2)
aT,n(f ,0) = [Vu(-,0)]" (&) + (Kau”) " (£',0) + (/)(£)-

Note que o problema acima, para cada £ fixo, se resume a uma EDO de segunda ordem
na variavel z,, em (0,00) com condicoes de fronteira em x, = 0. Resolvendo o problema

obtemos a seguinte equacao integral equivalente a (4.2):

i) = [ G, D) € i (43)

0

+G(E, 0, ) [(Vau(-, 0)(€)) + (Kau?) (€', 0) + F(€)],

onde , y
e~ 2ml¢ |lz+t| | p—2m(¢[[a—1|

47 |€| ’
com & e R"™™ — {0}, x> 0eteRR, Géa funcio de Green associada a (4.2) (ver [46] para

mais detalhes).

G(&’? :'B7 t) =
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Observagao 4.1. Substituindo a condi¢io de contorno de Neumann em (4.1) pela condi¢io

de Robin

g + A u = V(2 u+ K + f(2),
n

obtemos de maneira andloga a equagio integral (4.3) com uma nova fung¢io de Green G

dada por

(27|¢| + Ne~ 2o+t 4 (27 [¢/| — N)e2mlle—
(B2’ + AlE)) '

G(gl’ z, t) =

Pérem nos dois casos vale que

1 / ~ 1 /
G ! Nl < —27|&'||z—t| G ! Nl < —27|&'||z—t|
| (£?x7 )| 27T|€/| € | (€’x7 )| 27_(_|€/|6 ?

™

e dessa forma podemos de maneira andloga obter resultados para (4.1) nos dois casos.

Vemos pela equagao obtida que é necessario estudarmos os valores na fronteira

de R’. Mas como vamos trabalhar com espacos de fungoes de baixa regularidade e que em

geral nao possuem traco, teremos que considerar Uy € Ujgrn COMO fungdes independentes

e podemos entao estudar a equagao (4.3) da seguinte forma

-

Bl = [ G @) (€
LG OV (€] + (Kou) (€) + F(€)
BA€) = | Gl 0000 ) (¢ 0t
FG(E,0,0) (Vi) (€) + (Kaub) (€) + F(€)]

(4.4)

Com regularidade suficiente teremos que uy € o trago de u; em JR'. Para facilitar o

tratamento de (4.4) vamos escrevé-lo na forma de uma equagdo funcional. Para isso,

definimos os seguintes operadores, via transformada de Fourier,

I(uy,ug) = (I (uq), I(uz)) com

ﬁ@ﬁszG@J%ﬂUQ@%ﬂﬂ%ﬂﬂﬁ

0

Bus) = [ G(€.0.0( (@))€ )
N1, us) = (N1 (u1), No(uz)) com
Ni(ur) = G(&, 20, 0) (Vo) (€) e Na(uz) = G(£,0,0) (V) (&)
T(uy,us) = (T1(u1), To(us)) com

Ti(w) = G(&', 20, 0)(Kyub) " (€) e To(u) = G(,0,0)(Kaub) " (&)

(4.5)

(4.6)
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L(uy,ug) = (Li(uy), La(ug)) com

~ ~

Li(w) = G20, 0)/(€) e Lo(uz) = G(£',0,0)f(¢)) (48)
Logo, podemos expressar (4.4) por meio da seguinte equacao funcional
u=1I(u)+ N(u) +T(u) + L(u), (4.9)

onde u = (uq, us).

Agora vamos definir o espago de fungoes onde iremos estudar a existéncia de
solugao para (4.9). Para tal vamos precisar antes definir um novo espago baseado nos

espagos de Fourier Besov (ver pagina 32):

Definicao 4.2. Sejam s € R, 1 < p,q,r < o0 e d > 0 e considere o espagco do tipo

Chemin-Lerner, LyF' B, ., formado pelas fungoes u mensurdveis tais que

| u Hﬁ;FB;,q< @,
onde

1

q

Z 2594 || 2 || 650", 2n) e @113 (0.00) , seq< oo

| u ||£gFB;q= JEL R
sup 2% || 2t || @50, wn) llon—)lliroey 5 se g = 0.
je

A seguir teremos duas proposi¢oes que serao muito importantes na demonstragao

do resultado principal deste capitulo.

Proposicao 4.3. Sejam 1 < p,q <00, d >0 e 51,59 € R com s1 < sy. Entao para todo
0 € (0,1) temos

I Upts esosa < gy I W (4.10)

gy o <l - I | W (4.11)

Demonstracao: Vamos demonstrar a primeira estimativa e a segunda segue

de forma analogo. Para cada j € Z temos
MO t0s2lia || Gy (|9 (297 || st [|,) - (227 || @ [,)".

Assim, aplicando a desigualdade de Holder para séries obtemos o resultado.



Capitulo 4. Problema de Valor de Fronteira em R’} em Espagos de Fourier-Besov 99

Proposicao 4.4. Sejam 1 < p1,p2,q < o0 com p; < pa, d >0 e s1,52 € R tais que:

n—1 n—1
+ S1 =
y41 P2

+ So.

Entao
FB? < FB}' eL7FB? < LIFB}!

P2,9 P1,9 p2,9 P1,9°

(4.12)

sendo as inclusoes continuas.

Demonstragdo: Para a primeira inclusdo veja [4]. A segunda segue direta-

mente da primeira e da definicdo do espaco.

|
Proposicao 4.5. Sejam 1 <p,q <o, seR ed> 0.
(i)(Ver [36]) Dada uwe FB; (R"') definimos uy = Nu(X-). Se
—1
sry—m—1)+0=Y g (4.13)
p
entao
lullrsy, <l ua lrsy, <l wllrs;, -
(i) Dada vwe LyF B, definimos uy = Nu(\-). Se
-1 1
s—i—v—(n—l)—i-(n )—d—fzo (4.14)
p r
entao

| wllerrms <l us leness <l wlleness, -

Finalmente podemos definir nosso espaco de interesse para o estudo da equagao

funcional. Para s1,s0 € R, d >0 e 1 < py,ps,q < 00, definimos o espago

Xovinaa = LEF By x FB3 (R, (4.15)
com a norma
| (1, u2) ||XZ%:;§7(1::|| U1 ||c;FB;},q + [ ue ||FBZ§7q : (4.16)

4.1 Analise de Escalonamento

Sejam wy (&', 2,) = Nur(A, M) e wa(E) = Nug(AE') com (uq,usz) solucao de

(4.9). Formalmente, temos que
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Bw)(€2) = MO L@AE 2) ¢ B(wa)(€) = X0 L) ()
De fato, temos
[07w]" * [Pw]*(€1) = f NOTED@ATIE = Ay M) Em) P =yl )
(%(A_ly, At)dy
A2<v—"+1>(2w)26f (@O =20l = A=l
(@) (z, M)\ dz :
= N0\ 0]« [Pu] N (AT ML),
Entao, com raciocinio andlogo e aplicando indugao sobre a obtemos

[(@%wn)*] (€, 8) = A7 = [(%un)] (A1 A0).

Logo

~

Li(w) (€, @)

LOO G(€,wn, t)(K1(07w1)*) " (', t)dt

Mo+l f G(E, ) (K1 (0%01)) (AN, M) dt
0

/\a(7+ﬂ)fn+1 J )flG()\*lf/, ALy, 5)(K1(55u1)a)/\()\*1§’, 5)/\*1(18
0

)\a(’er,B)*nfl]/'\l (ul) ()\715/’ )\xn)

e entdo aplicando a transformada de Fourier inversa obtemos a primeira igualdade. A

segunda segue de maneria analoga

Com raciocinio analogo ao feito acima podemos mostrar que

Ni(wi)(€, 2n) = N7 N (u2) (AE) e Na(wa)(€) = N7 Ny (ug) (AE),

Ty, (W) (€, 20) = X771, (u2) (AE') € T, (ws)(€) = AT, (u2) (AE)

Li(w) (€, 2n) = X" Li(un) (M€, ) € La(ws)(€) = A" Lo(us) ('),
desde que V' e f sejam homogéneas de graus h; e hs, respectivamente. Para obter o

escolamento da equacao, precisaremos que

y=a(y+p)—-2=v—h—1=by—1=—hy—1, (4.17)
ou, equivalentemente, basta tomar
2—ap a(f—1)—1
_ b= - (b—a)y = aB — 1. 1
g a_lahl 1, hy 0—1 ,(b—a)y=af -1 (4.18)

Portanto, sobre essas condi¢oes temos que

((un)xs (u2)a) = A= (ur (M), uz(A)

¢ solucao de (4.9) sempre que (uy, us) for solugao.
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4.2 Resultados

4.2.1 Existéncia e unicidade

Sejam n = 3, 1 < py,py < 0, 51,52 € Red > 0. Considere o espago (ver pagina
99)
X = X2 (4.19)

— “p1,p2,00,d°

Sejam também a, b > 2 ntimeros inteiros, 5 = 0 e defina §,5 € R por

—1 —1 2
ol ese@mon-n=H_y 298
D1 D1 a—1

§=(m—-1)— (4.20)

a+1
Teorema 4.6. Sejam n = 3, a,b = 2 numeros inteiros, com b > —5 ef=0ey>0

satisfazendo (4.18). Considere tdmbem 1 < py,pa < 00, $1,59 € R e d > 0 tais que
2-p (n—1) (n—1)

,s1—d+ = 59+ =(n-1) -1,
a_181 b1 . D2 (n )=

(a+1)d<1,d<

s51>2—(a—1)d e s5>2—ad.

Sejam 5,5 € R e X definidos como em (4.20) e (4.19), respectivamente.

Existem € > 0 e 61,09 > 0 tais que, se f € FB;’OO eVe Fng,oo satisfazem
I less, <0 e |V lrgs, , < 0a
entdo existe um unico (ui,us) € Bx = {(u1,u2) € X ; || (ur,u2) ||x< €} solugio da

formulagdao integral (4.9). Além disso, a solugao (uy,us) depende continuamente de f e
V', isto €, se (uy,us), (wy,wy) € Bx solugoes de (4.9) obtidas através de f1,Vi e fa, Vs,
respectivamente, entao existem constantes positivas n,( > 0 independentes de f;, Vi, u; e w;
tais que

uy —up Ix< Cll fr = fallpsg,, +0 1 Vi=Va llrs; (4.21)

P2, ’
Observacao 4.7. Note que o Teorema 4.6 possui uwm range ndao-vazio para 3 = 0. De

fato, utilizando (4.17) e (4.18), temos que

2b—a—1
= b—1

1
Seﬁ>0@ntdob>a+

satisfazendo

e seque que 0 < B < 2. Dessa forma, podemos tomar d > 0

2-p

a—1"

(a+1l)d<1led<

Considere n, py, pe tais que

(n—1)—”_1>a<2_f—d>

y41 a—
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(n—l)—n_1>a<2_ﬁ—d>.
y41 a—1

Logo, se s1 e sy sao tomados de forma que

(n—1) (n—l)_

= S9 +
y4 D2

S1 — d'+
com vy satisfazendo (4.17), entao temos
s51>2—(a—1)d e sy >2—ad,

garantindo assim que todas as condicoes do Teorema 4.6 sejam satisfeitas. Se f = 0
+1

teremos b = e neste caso escolhemos a = 3 um numero inteiro impar. Logo, de

forma andloga ao feito acima, tomando d > 0 satisfazendo

2
Nd<led< ——
(a+1)d<1le <7

podemos tomar sy e so satisfazendo as condicoes do Teorema 4.6.

4.2.2 Regularidade

Para o estudo da regularidade da solu¢ao do problema (4.9) vamos precisar

definir outro espaco de fungoes. Considere o esp¢o H, ;’S(Ri) definido por
Hy® = {f:(0,00) — H"“*(R""!) Bochner mensuréavel ; | f ||H;< w},

onde

1 f o= ess sup s | (L4 |- 1) f(za, ) s -
xn>0
Finalmente, considere H* = Hy® x H"* com a norma

| (u1,uz) HH;,S:H U1 HH;S sl KCH 7y

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.8. Seja s € R. Sobre as mesmas hipoteses do Teorema 4.1, suponha também
quea>=>4,b<a, B<1—ades=}.

Existem ¢ > 0 e 61,00 > 0 tais que, sefeFBf) NnHY eVeFB _~nHY

2,00 p2,00
satisfazem
I f ||F13,€2¢,qu1,s< oe ||V ||FB§2,WH118< 02
entdo existe wma unica solugio (uy,us) € By = {(ug,u2) € X n M1y ;|| (u1,u2) ||lx + |

(uy, us) ||H;,s< e} da formulagao integral (4.9). Mais ainda:

(i) Para cada x, > 0 temos que uy (-, x,) € Clet=p(a=)d] (R™H).

(i) us € CETH (R ).
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4.3 Estimativas para os termos da formulaczo (4.9)
Considere os espacos

Y = LPFB e Z = FB®

P1,90 p2,00°

(4.22)

Observacao: Sejam w,v € S — P e 1 < p < oo arbitrarios. Pela férmula do

paraproduto temos

wy = Z Sp_3vApw + Z Sr_3wARV + Z Z AjwAgv

ke ke LkeZ |l—k|<2
= A1 + AQ + A3.
Entao, para cada j € Z
I 65 (wo)™ [lp<ll @41 llp + [| 6542 llp + || &As I, -

Mas

suppA; < {¢' e R 252 < [¢/|2h+2)

(§
supp Y. Gl x G0 < (€ e R0 < [¢] < 27+,
lI—k|<2
Assim
. k—3 R R k—3 N N
I ojwo) I, < >, D, lod=and [l + >, >, |l ol x|,
lk—j|<3 1=~ |k—j|<3 I=—00
~ ~ w ~ ~
+ > > el + Y, Y, x|y
li—1]<5 |k—1|<2 I=j—3 |k—I|<2

= Bl+BQ+Bg+B4.

Note que se considerarmos o produto zvw de forma analoga ao feito acima temos

k—3 k—3
Fo;Gow) I, < X D) ldZxdwow |+ Y, D |l duow = 62 ||,

|[k—j|<3l=—00 |k—j|<3l=—00
~ o~ w —~ o~
+ 3 N NdExdwll,+ Y D I dE g |,
l7—1<5 [k—1|<2 1=j—3 |k—I|<2

= Bl+B2+Bg+B4.
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Agora

k-3
Bo= 3 Y ldzxdawl,

|k—j|<3l=—00
k=3 m—3 R .
< 2 2 2 lledondly
|k—j|<3 l=—00 |m—k|<3 n=—00

m—3 R N
2 2 e il

|m—k|<3n=—

0
D D N baa@ bl + Dy Y N G x 6D |y
|k—m|<5 |m—n|<2 m=k—3 [n—m|<2
=: B + B!+ B} + B}
Da mesma forma pode-se obter
B; < B} + B? + B} + B},
parat = 2,3 e 4.

Lema 4.9. Sejam s; € R, a = 2 um nidmero inteiro, 1 < p; <00, d >0 e =0 tais que

9 _
6—d>0, (a—1)d<1,s1>2—(a—1)d

a—1
e
s1—d+ np_l L mon- 2@—_@5 (4.23)
Entao existe uma constante C' > 0 tal que
a—1
| 11(u1) = L(wr) [ly <[} uy —wy [ly Z;] [ (15777 wn [y, (4.24)

para toda uy,wi €Y.

Demonstragao: Vamos supor inicialmente a = 2. Para cada j € Z temos

0

2 | (Ej@’)f G, 2, ) K1 (0%1)?)" = K1 (Pw1)2) " (€, 8)dt ||, < C2017 1

0

J 672ﬂ'2j|xn7t| “ @[56(% — wl)aﬁ(ul + wl)]/\(gl>t) ”Pl dt.
0

Considerando w = 8°(u; — wy)(-,t), v = 8°(uy + wy)(-,t) e p = p; como na observacio

feita na pagina 103, obtemos
o0

21 64€) | G m DK 1)) — Ka(@un ) (€ 0 [ < C20+

0

o} .
0
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Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

k—3
(s1-1)j ” 22 |zt (s1-1)j ” 22 |z, 1 [(n—1)— =1 4 g
2 e Bidt < C2 e Z Z 2 P

0 0 |k—j|<3l=—00

| du(ur — w)™ [yl Dk (1 + wi)™ |, 2%

e}
(s1—1)j . —d 2127 |z —t|
< (2 lur —wi ([ gepps, | £ % !

D =AM | Gy (uy + w)” |,

|[k—j|<3

w .
< C || Uy — Wy ||£§‘FB;i’% f t*2d6727r2j‘$n7t‘dt

Z 2(81—1)j2k[2_d] Sup td || ¢k‘(u1 + wl)/\ ||p1 °
P t>0

Vamos analisar separadamente a intregal. Note que, para M < 1 vale
e (2|, — ) < 1
e entao:

0 ) 0
J, Heeta < | e, - o)
0 0

< Cc27iM U t=2(|m, —t|)_Mdt+J t=2(|a,, —t|)_Mdt>

0 Tn
1

_ szMx;JM(f 5 2()1 — o) Mds
0

1
+ J w2d72+M(|1 _ w|)*de)
0

= 2 IMpl=M=2d(3(1 —2d 1 — M)+ B(2d + M — 1,1 — M))

< 027]M1’7117M72d,

onde usamos as seguintes mudancgas de variaveis t = x,5 e t = —, e precisamos que

w
1-2d>0,1—M>0e2d+ M —1 > 0 para que as funcoes Beta sejam convergentes.
Logo, tomando M + 2d — 1 = d, obtemos

o0
(s1—1)j —2m27 |z —1| _ —d (s1—1-M)jok[2—d]
2 e "B < O up —wy HﬁffFBZ},oo x, 2 2

0 lk—j]<3

sup t? || ¢r(ur + wi)” ||,
t>0

N

Cllu—wn llegrpy, 7l 3, 2o mM0—Hgok
d p1,%0
lk—j|<3

sup t* || @ (uy + wi)” |, -
t>0
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De forma andloga ao feito para B; obtemos que

k=3
2(8171)]’ JOO 6727r2j\xn7t\32 < 02(8171)]' Jw e*QﬂQj‘In*t‘ Z Z 2[(”‘1)_%_11)4‘5”

0 0 |k—j|<3l=—00

I ou(ur +wi)” flp, Il drlun = w1)" () [l 2%
< Cllu+w HL;FB;}m . Z o(s1—1=M)(j—k)9sik
k<3

sup t || or(wr — wi)" ||py,
t>0

. o ; . o ; (n—1)

2(51—1)J J 6—27F23\:vn—t|33 < 02(81—1)] J 6—27r2ﬂ\:cn—t| Z Z 2[(”—1)—T+ﬂ]k
0 0 1—j|<5 |k—1|<2

| @ (ur — wi)" (- 8) I, | 1y +wi)” [, 27

Cllur —wn ||deFB;;T z, Z 9(s1=1=M)(j=1)9s1l

li—jl<5

N

supt? || du(uy + wi)" |,
t>0

(s1=1)J " =212 |zn 1| (s1-1)j ” —2127 |z —t| S [(n—1)— =1 4 5]k
2 e B, < (C2 e Z Z 2 P1

0 0 l=j-3|k—1|<2
| bty — wi)" [py || du(ur + wi)” |, 27
(e8]
C H Uy — wy HE;‘FB;}’.L :L‘;d Z 9(s1=1=M)(j—1)9s1l
I=j 3

supt? || ¢y(uy + wi)" |lp, -
t>0

N

Logo, multiplicando por xi, tomando o supremo em x, > 0 nas estimativas,

tomando o supremo em j € Z e aplicando a desigualdade de Young no (*(Z) obtemos

| Li(w) = Li(wy) [y < Cflur —wy ||yl wr +wr [y

< Clluw—wly ([wlly + e [ly).

Note que o fato de
2—d—p>0es1>2—-4d

é essencial para a convergéncia das séries nas estimativas envolvendo By,B3 e By.

Agora consideremos a = 3. Neste caso
(66U1)3 - (5ﬂw1)3 = 5B(u1 — wl)(éﬂul)Z + 5’8(u1 - wl)(ﬁﬁul)(ﬁﬁwl)

—1—66 (Ul — wl) (8”811}1)2
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e assim
0

2 (€) [ G 1)) = K@) (€ 0ty €2

f el | 65(€10° (ur — wi) (0%un)? [y + | 65(€)0% (ur = w1)(0%ur) (2%wr) |,

0
+ [ 65(6)0° (ur = w) (@ wn)? [lp, dt =: (1) + (2) + (3).

Calculemos uma estimava para (2). Considere z = 0°(u; — wy), v = ’uy, w = ’w, e

p = p1 na observacao. Vamos estimar a parcela B; e as outras parcelas podem ser estimadas

de forma analoga. Temos

] ) [ )
2(s1=1) f e 2l Bydr < 02171 J e ?ln=U(B] + By + By + By)dt.
0 0

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma.

k=3
2(31—1)j J'OO 6_27r2j|zn—t|Bldt < 02(51_1)]. JOO 6—27T2j|mn—t\ Z Z 2[(n71),(np—11) +A)l
1 =

0 0 lk—j|<31=—

m—3
~ n—1)— =1
| dulur —u)® [l Y, D) 2D+

Im—k|<371=—00

H ¢na\1 le Qmﬁ H (bma)\l Hm dt

< 20 [y — H[lngB;i%H U1 H%‘FB;;I
0 m—3
J t73d672ﬂ'2j\xn7t\ Z 2k[17d7%6] Z 2m[17d+%5]
0 |k—j]<3 n=—00
supt? || G [lp,
t>0
< O M g —wy ||£d”4‘FB;%7T|| U1 ||LngB;;,,[ Z
lk—jl<3
2(j—k)(51—1—M)2k[2—2d—1—M] Z Q(k—m)512msl
|m—k|<3

supt? || ¢ 1 p,
t=>0

k—3
2(5171)j JOO e,2w2i|zn—t|B2dt < 02(8171”- J'OO 6727r2j\$n*t‘ Z Z 2[(71*1),(np711)+,3]l
1 x

0 0 |k—j|<3 ==

m—3
- 1) (1)
I dulur —u)™ [, Y. D] 2D+

|m—k|<31n=—00

I 6501 llpy 277 || Gmtin [l dt

1-3d—M
< — S s . s
< Cur, | ur —w; HchBp},‘,‘” w1 HLgFBp;TJ
Z 2(jfkr)(slflfM)2k[272d717M] Z 2(k7m)512m31
lk—j|<3 [k—m|<3

supt || om @ lp,
t>0
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k—3
(s1-1)j ” 202 |z —t| 23 (s1-1)j * 272 |2yt [(n—1)— =D 4 g
2 e Bidt < C2 e E E 2 P1

0 0 |k—j|<3 l=—00

~ 1) (=)
| du(ur —uz)"™ ||, Z Z ol =)=+l

|m—k|<5 |n—m|<2
I @ytis llp 277 || Gmin |l dt
Cay M L ug —wy Hz;;FB;;%H U1 ||£Z~‘FB;;.,J
Z 2(jfk)(slflfM)2k[272d717M] Z 2(k7m)512m51

lk—j|<3 |[k—m|<5

Suptd ” Qbm@/u\l ”pl?
t>0

N

w .
2(811)jJ0 €f2w2f|mn7t|Bildt < Cx}ldefM H Uy — wy HL(;’FBZ}IH Uy HEdfFB;}/

)
Z 2(jfk)(31flfM)Qk[272d717M] Z 2(k7m)312m81
k—j|<3 m=k—3

supt? || duutin |l -
t>0
De forma analoga estimamos Bs,Bs e By. Logo, basta tomarmos M = 1 — 2d e obtemos

0 ] N
sup 2077 sup f e len=tl || B ()0 (uy — 1) (%2 ) (0w || dt
0

JEZ Tn>0
< Cllu —wi [yl w [y][ w |y,

desde que

1
1—d—62>0681>2—2d.

Seguindo o mesmo raciocinio provamos que

) ) R
sup 2 sup xif e 2t 6,(€107 (uy — wi)(Pur)? ||y, dt
JEZ n>0 0

< Clluy —wy Iyl w lly]f wr lly

(S
sup 217 sup [ 505 s — ) (P
< Cllur=wr vl w vl w
Assim )
I 3Gen) = ) <l s = o D30 o

Seguindo esse raciocinio e aplicando indugao sobre a obtemos o resultado.
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Lema 4.10. Sejam s1, 82 € R, a = 2 um nimero inteiro, 1 < p1,ps <0, d>0e >0

tais que
2-p
—d>0,(a—1)d<1,ss>2—ad
a—1
‘ 1 1 2
ode "l oD gy 2298 (4.25)
D1 P2 a—1
Entao existe uma constante C > 0 tal que
a—1 A .
| Ia(uz) — Ip(wo) | z<|| wy —wi [ly D lua 577 wa |3, (4.26)
i=0

para toda (uy,us), (wy,ws) € X.

Demonstragao: Suponha inicialmente a = 2. Para cada j € Z temos

282j H Q/S\J(SI)J;] G(fla O’t)[Kl(aﬂul)Q)A - Kl(aﬂwl)Q)A(f/,t)dt ||p2< C’2(S1—1)j

j 6—27r2jt || @[56(7“ — wl)éﬂ(ul + wl)]A(§/7t) ||p2 dt.

0
Considerando w = 0°(u; — wy)(-,t), v = 8°(u; + wy)(-,t) e p = p; como na observagio

feita na pagina 103 obtemos

2 || qgj(fl)fo G(&,0,)[K1(0%u1)*)" — K1(0%w))?)" (&, t)dt ||, < O20271i

w .
J e *™Y( By + By + Bs + By)dt.
0

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

0 o0
2(82—1)j f 6—27r2thldt < 02(82—1)j || Uy — wy ||£;FB;1 ) J t—2d€—27r2jtdt Z 2k[2—d—ﬁ]
I

0 lk—jl<3
259 sup || @r(ug + wy)” [P
t>0
< Cllu—wiggrps,
Z 9(s2—2+2d)(j—k) 9k[s2+d] S}iﬁ) | gk(ul +w)" |ps

kjl<3

onde fazendo s = 272’t segue que

0
f 22t < CCND(1 — 2d) < 027D,
0
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0 ] ) 0 )
2(52—1)j f 6—27r2.7tB2dt < 02(32—1)] || Uy + wy ||L‘TFle ) f t—2d6—27r21t Z 2k[2—d—ﬁ]
0 e Jo lk—j|<3

2" sup || dplur — wi)" lp
t>0

N

Cllus+wi |l gzpps

Z 9 (s2=2+42d)(j—k) 9k[s2+d] Sup 4d | dr(ug — w;)" ||p27
Ik —l<3 =0

00 _ . o ]
o0 ("B < O s gy, [ M) 2
' 0

|i—j|<5

25 sup || u(ur +wi)” ||,
t>0

< Cllu—wgzrms,
Z 2(52—2+2d)(j—k’)2k[82+d] sup td || ngSl(ul + wl)A “pzv
s t>0

oe) 0 o8}
2(82_1)Jf Bt < OV L —wn | g J (et 3 2]
1,0
0 =53

27 sup || du(ur +wi)" ||,
t>0

N

Cllus—uws ||L§‘FB‘91

P1,%
Q0

9(s2-2+2d)(j—1) 9l[s2+d] sup 44 | b1(us +wi)™ [, -
1=j—3 t>0

Logo, tomando o supremo em j € Z, aplicando a desigualdade de Young no
[®(Z) e (4.12) obtemos

| Ta(us) — Io(ws) [z

N

Clluy —w [y wa+wr ly
< Ollu—wily (| un Iy + || wr ly).
Note que o fato de
2 d—fB>0es>2—2

é essencial para a convergéncia das séries nas estimativas envolvendo By,B5 e By. Suponha

agora a = 3. Assim

282j || Q’gj(gl)jo G(§/707t)[K1(66u1)3)/\ - K1(56w1)3)A(§,7t)dt ||p2< 02(52—1)j

J o227t I ggj(ﬁl)@ﬁ(lh —w)(%u1)? ||, + || qgj(f’)aﬁ(m — w1)(0%u) (0" wr) |,

+ 11 65(6)0° (wr = w1)(8Pwn)? ||y, dt =: (1) + (2) + (3).



Capitulo 4. Problema de Valor de Fronteira em R’} em Espagos de Fourier-Besov 111

Vamos estimar (2). Considere z = 8°(u; —w1), v = 8°u;, w = 0°w, e p = p; na observacao.
Vamos estimar a parcela B; e as outras parcelas podem ser estimadas de forma analoga.

Temos
Q0

22 J e P Bydt < €202 1 f e *™"(B) + By + By + By)dt.
0 0
Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

2(8271)]' Jw efQﬂthBlldt < 02(52—1) J — o720t Z Z 2 (n—1)— (n—11)+6]l
0

- a\<3l=oo

| du(ur — u2)" Iy, > Z ol 1)

|m—k|<3 n=—00

2" || Gmn ||, dt

) ~ .
N By

w .
< C2027 VT Ly — lezrps M ur ez, J t3dem2m 2
m—3
Z 2k d*gﬁ Z 2m1 d+i 501 Supt H ¢mW1 Hp2
lk—j|<3 n=—00
< Cllun—w ||£”FB;} N HL:;'FB;},% Z i—k)(s2—2+3d)

|k—jl<3
Z 2 (k—m)(1—d— +32 2+3d)2m(52+d)

Suptd H ¢m'L/U\1 Hp27
Im—k|<3 =0

(s2-1)7 fooe%%det < 02(521)]J —or2it Z Z olin— 1)- L g

‘k ]|<3 l=—

| dr(ur — ) Y }3 oltn=~

|m—Fk|<3n=—0%

2" || Gmtin I, dt

C up —wy H%FBSI | w; HmFle Z o(i—k)(s2—2+3d)
\k JI<3

o | Cbnwl 1

N

Z 2(14 m)(1—d— +52 2+3d)2m(52+d)

sup td ” Qbm{[l HP27
|k—m|<3 >0

2(52_1)j JOO 6—27T2th§)dt < CQ(SQ—I)JJ —_on2it Z Z 2 (n—1)— (n 1)+B]

0 |k—j|<31=—00

~ n—1)— =1 ~
I dilur —u)™ [y Y. > 25 g |,

Im—k|<5 |n—m|<2
28 || G

< Clluy—wy ”Lg“FB;}mH U1 ||£;§‘FB;;.[ Z QUM (22+30
k—jl<3

2 o(k—m)(1—d—5 +s2—2+3d) gm(s2+d) suptd I $m@ || pa s
>0

|k—m|<5



Capitulo 4. Problema de Valor de Fronteira em R’} em Espagos de Fourier-Besov

112

0 ] .
Q(sz—l)yf eVt Bt < O || u —wn ‘|E§FB;;W|| Uy ||L§FB;;% 2 9(i—k)(s2—2+3d)

0 |k—j|<3

o0
Z 2(k‘ m) 1 d— +82 2+3d)2m(52+d)
=k—

m 3

sup t || g1 ||, -
t>0

De forma analoga estimamos By,B3 e By. Logo, tomando o supremo em j € Z, aplicando

a desigualdade de Young no (*(Z) e (4.12)

Sug”s“”f e || 51(€"7° (ur — wn) (@) (@Pwn) ||, it
J€E 0

<O ur —wy |yl wr |ly]] wr [y,

desde que

1
1_d_52>0682>2_3d'

Seguindo o mesmo raciocinio provamos que

sup 2021 f 2 || §i(€)0% (ur — w1) (D) ||, dt

JEZ 0

< Cllu —wy Iyl w ]l wr lly

0 ‘ N
sup 202707 [ e || ()07 (ug — w1)(0%wr)? ||, dt
JEL 0
<O fu—wi lyllw [yl ws |y -
Assim

2

| Ia(uz) = Io(ws) |l2<|l wr —wy lly > [Fua 577w Il5 -
i=0

Seguindo esse raciocinio e aplicando indugao sobre a obtemos o resultado.

Lema 4.11. Sejam s1,s52 € R, b = 2 um numero inteiro, 1 <p; <o, d>0e [ >

que
—1 —1 1
zsg—i—L )z(n—l)—i
P1 P2 b—1

Entao existe uma constante C' > 0 tal que

n
s1>14+desy—d+

| T1(ur) = Ta(wr) [y <[ uz — w2 ||z Z | ug 157 wa ||,

para toda (uy,us), (wy,ws) € X.

0 tais

(4.27)

(4.28)
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Demonstragao: Suponha inicialmente b = 2. Para cada j € Z temos

951J || (gj(fl)G(fl,l’n,0)(K2(u2)2)/\ N (K2(w2)2)/\(£/) le< 02(31—1)3‘

67271'23.1‘71 H QZ;J[(UQ — ’LUQ)(UQ + w2)]/\ le .

Considerando w = us — wsy, v = us + wy € p = p; como na observagao feita na pagina 103
obtemos
(2729 x,)e
(2727 x,,)d
| @5l (u2 — wa) (uz + w2)]" [|p,
< 264 iy 4B, + By + By + By).

9(s1-1)j , =272 2 [ ggj[(m — ws) (s + wo)]" ||p1 = 9lsi=1)j,—2n2z,

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

k—3
) . (n—1) ~
207t < 020 T T AT Gy — ws)" [l

|k—j|<3 I=—c0
| or(uz +wa) [l

< OQ(Sl—l—d)j || Ug — W9 ||FB;§,¢ Z 2k H ggkz(UQ + w2)/\ ||p1
|k—j|<3
< C H U2 — W2 HFB;;% Z 2(31717d)(j7k)2k[81,d]
|k—j|<3

sup t || ¢r(uz + w2)" ||py,
t>0

2(51717d)j32 < C H Uy + W ||FB;§ ; Z 9(s1-1-d)(j—k)9(s1—d)k
|k—j]<3

sup t || dr(uz — w2)" |y
t>0

271y < Cfup—wy gy, Y, 207U
1—jl<5

Suptd H ¢l(u2 + wQ)A lev
t>0

0
2By < C g~ gy, D, 2070
s

sup t || ¢u(ua + w2)" ||y
t>0
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Logo, multiplicando por %, tomando o supremo em ,, > 0, tomando o supremo
em j € Z, aplicando a desigualdade de Young no [*(Z) e (4.12) obtemos
[ Ti(ua) = Ta(wr) ly < Clluz —wa 2] ue + w2 ||z

< Cllus —waflz (Juz |z + [l w2 [|2),

desde que s; > 1+ d.

Agora consideremos b = 3. Neste caso
29 || ()G, O)[ K (1)) = Ki(wa)*)" [l < C201 1 ige @

| d5(us — w2)(u2)? llp, + || 0 (s — wa)ugws [y + || d5(ua — wa)(ws)? |lp,
=: (1) + (2) + (3).
Calculemos uma estimava para (2). Considere z = ug — wy, v = ug, W = Wwe € p = p; Na
observagao (ver pagina 103). Vamos estimar a parcela B; e as outras parcelas podem ser

estimadas de forma analoga. Temos
201Dy i < 0211~y (Bl + B} + By + By).

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

)

k—3
2(5171751)]‘3% < 02(51717@]' Z Z 2[(71—1)—(”19—21

|k—j|<3l=—c0

l n A
VA @z — wo)” Iy,

m—3
nflf(n_l) T~ T~
SN 2T 6y | G Il dt

|m—k|<3 n=—00

< O2i—1=d) | us — wsy ||FB;§,%|| Uy || ppe2

P2,
L m—3 . R
D 2% D) 2 supt? || 6@ |y,
|k—j[<3 n=—0w t>0
< Cllug—wa|lppz [l w2 lpp2 > oiham1-d)

|k—j]<3
1 -~ ~
Z 9(k=m)(s1—d—3)9gm(s1—d) sup td || OmWa ||p1a
t>0

|m—k|<3

26171=Dig2 < O || uy — wo ||FB;§7@|| W ||FB;§7% Z 9(i—k)(s1—1—d)
|k—j|<3
D, A sup i | iy
t>0

|k—m|<3

261 1mDIpY < O || uy — wy sz M ue llrsss Z 2
ks
Z gUk=m)(si=d=5)gm(s1=d) qup 4 || 6,05 ||,
t>0

|k—m|<5
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261=1=igt < O || uy — wy HFBZ%,-D” s ”FB;;,L Z 9(j=k)(s1~1~d)

k—<3

e 0]
Z o(k=m)(s1—d—5)gm(s1—d) sup t | P llp: -
~ t>0

m 3

De forma analoga estimamos Bs,Bs e By. Logo

sup sup xle(Sl_l_d)jl";d | &5 (ug — wa)ugwy ||,
JEZ n>0

< Ol ug = wy Izl w2 [| 2]l w2 ||z,

desde que s; > 1 +d.

Seguindo o mesmo raciocinio mostramos a estimativa para (1) e (3). Assim

2

I Ty (ur) = Ty (wn) Iy <[l ua = wa [z Y [ uz 157 wa |l -
=0

Seguindo esse raciocinio e aplicando indugao sobre b obtemos o resultado.

Lema 4.12. Sejam sy € R, b = 2 um numero inteiro, 1 < p; < o0, d >0 e =0 tais que

n—1) 1
= —1 _—
P2 (n ) b—1

So>1¢esy+

Entdo existe uma constante C' > 0 tal que

b—1

| Ta(uz) — To(ws) [y <[l ua —ws [z > [ uz 157 w2 |y,
=0

para toda us, we € Z.

Demonstragao: Suponha b = 2. Para cada j € Z temos
27 || 9,G(&,0,0)(K2(u2))" — (K2(w2)*)" ||,

< 2527 1) || Qg\j[(UQ - w?)(u2 + w2)]A ||p1v

e assim com o mesmo raciocinio de (4.28) obtemos o resultado.

(4.29)

(4.30)
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Lema 4.13. Sejam s1,82,5€ R, 1 < p1,ps < 0, d > 0 tais que

1 1 1
o 1tds—d+ "t o Yy s m ey =y s
b1 P2 D1

Seja V e FB;LOO. Entao existe uma constante C > 0 tal que

| Ni(ur) — No(wr) [y <|| V lpps, || u2 —wo ||z, (4.32)

P1,%0

para toda (uy,us), (wy,ws) € X.

Demonstracao: Para cada j € Z temos

219 || 9y G, @, 0) (Viug) = (Vawg) " [l < C201 1 D d || GV (ug—w2)] ™ ||y

Considerando w = V', v = uy — wy € p = p; como na observagao feita na pagina
103 obtemos
201D | [V (g — ws) | ||y, < C2 W By + By + By + By).

Vamos analisar separadamente cada parcela da soma. Temos

k—3
' . n—1)— =1 ~ N
2(51717d)]81dt < 02(5171761)] Z Z 2[( 1) P2 IL H ¢ZV ”p2H ¢k(u2 - w2) le

|k—j|<3l=—00
< CQ(Sl—l—d)j || V ||FB£2,¢7 Z 2k || gbk(UQ _ w2)/\ ||p1
|[k—j|<3
< C || U — W2 ||FBZ§,YJ Z 2(51717d)(j*k)2k[817d]
lk—j|<3

sup t* || ¢r(u2 — wa)" [|py.
t>0

20171y < Cug —ws [lppp, Y, 20U D sup g || GV |,
k<3 =0

20 VBy < OV llesy,, )y 20790020 Y supt | Guluz = w)" |
li—j| <5 -

0
KT, < OV ey, ) 202 st | i ) ],
=53 -

Logo, multiplicando por %, tomando o supremo em x,, > 0, tomando o supremo

em j € Z, aplicando a desigualdade de Young no [*(Z) e (4.12) obtemos

Ug — W2 ||Z,

| Ni(u1) = Ni(wr) ly < C |V ||rs,, -

desde que s; > 1+ d.
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Lema 4.14. Sejam s1,82 € R, 1 < p1,ps < 00, d > 0 tais que

(n—l)_n_ Cled—(n— _n—l
p =(n—-1)—-1 (n—1) o

So > 1, 89+ —1 (433)

Considere § definido como em (4.20). Seja V' € Fthoo. Entao existe uma constante C' > 0

tal que
| Na(uz) — No(wa) [|2z<[| 'V [|pps

P1,%0

H U9 — W2 Hz, (434)

para toda (uy,us), (wy,ws) € X.

Demonstracao: Para cada j € Z temos
27 || ¢,G(¢,0,0)(Viuz) " — (Vaws)" [l < C2677 || [V (g —wa)] |y,

e entao de forma analoga a (4.32) obtemos o resultado.

[ |
Lema 4.15. Sejam s1,80 € R, 1 < py,ps < 00,0 = 2,8>=0, d> 0 tais que
—1 —1 2 —
qode il oD gy 2298 (4.35)
p1 P2 a—1
1 9 _
e§=(n—1)—M—1— aﬁ.
Y41 a—1
Seja f € FB;OO. Entao existe uma constante C' > 0 tal que
I LaCw) Iy <l £ s, , (4:36)
e
| La(u2) y<Il f llps3 (4.37)

P1,%

para toda (uy,us) € X.

Demonstragao: Para cada j € Z temos

29 || §;G(€, 20, 0)F ||,y < C2 g 4 @i f |,
= 292, || §if |ln

2529 || ;G(E,0,0)f [l,, < C262799 | 6, |,
C2 (| &3 f |l -
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, 8,81 €R, 1 < p,ps <00, a>=2 um numero inteiro e d > 0.

Lema 4.16. Sejam >0
s = [ e (4.23) sejam satisfeitas.

Suponha que ad < 1,

Entdo existem constantes C, R > 0 tais que

1 © a—1—1 1
I () = Liwn) e < C gz Il wn — wi g Z;) [l 152 M o e (438)

a—1

H(@ 4 R g —wy [ly D] 157w 15
=0

1,s
para toda uy,wn €Y N Hp”.

Demonstragao: Suponha inicialmente a = 2. Temos

+o0

I (un) = L(ws) e = 11+ |§'|S)J0 G(E', [ K (0%w)? — (0%wr)*]"dt |y

N

0
0% (uy + wy)]"dt|d¢’

1 s +oOG ! [ K10% (ug — wy

o] e |G a1 )
0% (uy + wy)] " dt|de’

= (1) +(2).

Primeiro analisemos a integral (1). Temos

J |(1 + |§I|S)J G(’Sla 5Un,t)[K156(U1 - wl)
I€'|<R

W < casmy| B GG DI (1 — 1) (s + )]t

l€'I<R jez, O

+c0 =N ) )
< CO+R) T | a2 b 3 — )0+ )]y

j<l+log, RY0
=Dy,
2[(n D=5

Tomando w = 8° (u; — wy) (-, ), v = °(u; + w;)(+,t) e p = p1, como na observagao feita

na pagina 103, para cada j fixo obtemos

+00 ) ) )
J 27j6727r23\xn7t\B1dt < 2751]x;d ” Uy — wy HY Z 2(]*k)(51*2+d)2kz51

0 |k—j]<3

sup t || ¢ (wr + wi)" ||y
t>0

< C2 M lur—wr [ly ([wlly + [ wn fly).

De forma analoga estimamos By, B3 e By. Assim

J | |(1 + |€/|S) f G(fla Ty t) [Klaﬁ(ul - wl)aﬁ(ul + wl)]Adt|d£’
¢'I<R

0
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oy (n—1) .
<C(1+ Rs)l’;d | ur —wi fly (| v |ly + || we |ly) Z oln=D===—s1lj
j<l+logy, R

<O+ Rz, lur —wi ly (e lly + [ wn fly).

Agora analisemos a integral (2). Considere [ =1 — 5 — (a — 1)d e entdo
1 e /
@ < g f || im0 = )2+ )t
|&'|>R

+o0 /
< Opm erpj t|l+5<§> T8 (uy = wi)]* % [07(ur + wy)]"|dEdE

< CRHlL W <€y P1E (ur = wi)™ 1all €€ €17 (un + up)™ [l dt
1 —+0o0 t_2d
< CW H Uy — Wy HH;S U1 + Wy HH;’S J;) Wdt
B 1
= %chlH | w1 —wy ||H}lvs|| U1 ||H;7SH w1 ||H;7s :

Logo,

+o0

L| A+ 1EP) [ G 2 D (1 — w1)0 (g + wr)] €’
>R 0

1
—d
<Oz, o

e unindo as estimativas das duas integrais obtemos o resultado.

[y —wy ([ gl [ sl wy ([ gs,

Para a > 3 de forma analoga aplicando indugao sobre a obtemos o resultado.

[ |
Lema 4.17. Sejam >0, s,51,5 € R, 1 < py,py < a = 2 um numero inteiro e d > 0.
Assuma que (a +1)d < 1,8 = 5 e (4.25) sejam satzsfeztas.
Entdo existem constantes C, R > 0 tais que
1 a—1
| Io(ug) — Iy(ws) [|gs< CRQ T || un = wi [ s dilw ’a S wn HHlS (4.39)
1=0

a—1

+H(1+ B [[ug —wn Iy Z [l (15w 11y

para toda (u1,us), (wy, ws) € X N Hy".
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Demonstragao: Suponha a = 2. Temos

| Lo(uz) = Ia(w2) flgpe = [ (1 + |§/|S)JO G(€,0,0)[K1(0%u1)? = (07w )*]"dt |
r 400
< (L +[€'%) G(&,0,6)[ K10 (uy — wr)
JIE|I<R 0
0 (uy + wy)] dt|de’
r 400
+ A+ i) [ 600K - w)
JIg'|>R 0

0 (uy + wy)] dt|d¢’
= (1) +(2).

Vamos analizar primeiro a integral (1). Temos

W < carr)| M GG 0,07 )PP (s + wn)] e’

|€'|<R jez, Y0

+00 N ) )
< C+R) > J | 6,277 207 (uy — w1) 0 (uy + wi)]" ||, dt
0

j<l+logy, R

oln=1)- 2015

p2

Considerando w = 0°(u; — w1)(-,t), v = 8 (uy + wy)(-,t) e p = p1, como na observacio
feita na pagina 103, para cada j fixo obtemos

+00 )
f 2—j€—27r23tB1dt < 2—52j ” U — wy HY Z 2(j—k)(82—2+2d)2kz(82+d)
0

|k—j|<3
supt? || gr(ur +wi)” |,
t>0

< C27% lug —wy |ly (|| w Iy + | wi [ly)-

De forma analoga estimamos By, B3 e By. Assim

400
j ) f G(E, 0, D[ F20" (ur — 1) (s + )] de|de
¢'N1<R

0

n— 7(77,71)75 .
<CO+ R Jur—wi [ly (Tu ly + wr ly) D 200 T
j<l+logy, R

SO+ R) Jur—w [ly (|| wally + []wr [ly)-

Agora analisemos a integral (2). Tome vy =1— 8 — (a + 1)d. Entao

(2) < Cll% f ’>RJO e’2ﬂ|£"t<§'>s|[86(u1 —wy)@% (uy + wy)]"|dtd€’

1 +o0 6777Rt
o st o [
1

< CW | uy —wy HH;’S

el e
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Assim,
+oo

j|a+wm G(E, 0, [ 510" (ur — 100)0" (s + )] d|dE
¢ >R

0

1
< O o = wr el o el wr g

e obtemos o resultado.

Para a > 3 o resultado segue de maneira andloga aplicando inducgao sobre a.

Lema 4.18. Sejam s,81,59 € R, 1 < pg,ps < 00, a = 2 um niumero inteiro e d > 0.
Considere § como em (4.20). Suponha que ad < 1 e (4.31) sejam satisfeitas. Seja V' €
FB?

p2,0°

Entao existem constantes C, R > 0 tais que

1

N (u1) = Ni(wn) (o< € gy |

| V ||H1,s

U — Wy || 1. (4.40)

A+ RV g, u— s |2

o0

para toda (u1,us), (wy, ws) € X N Hy".

Demonstracao: Temos

| Ni(ur) = Na(wn) (e = [F A+ [ET1)GE n, 0)[V (uz — w2)]" [

f (1 + [E1)GE s 2, O)[V (i — w)]* €’
|¢'|<R

AN

’ L’>R (14 [ET)GE s 2, O)[V (uz — w2)] " [dE]
= (1) +(2).

Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Temos

n i i A ne1)_ (=11
(1) < CA+R) Y 27 [V (uy — wn)]" |, 21 5V,

j<ltlog, R

Tomando w =V, v = us — wy € p = pg, como na observacao feita na pagina 103, para

cada j fixo obtemos

2 9e B < 27 ||V ||

PQ2,%0

Z 2(jfk)(517d71)2k(517d)
|k—j]<3
sup 4 || dx (us — wa)" |y
t>0

272, | V ||

P,

N

| ug —ws ||z .
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De forma andloga estimamos By, B3 e By. Assim

J§’<R |(1 + |€'|S)GY(€'7 T, 0) [V(u2 — U)Q)]A |d€l

<C(+ Rz, |V | pps

p2,%0

oy (n—1) .
| ug —ws ||z Z ln= D)= —saly
j<l+logy R

<O+ R, ||V lpss, M uz —ws |17

Agora analisemos a integral (2). Note que

1 ,
2) < C5 e 2T N[V (ug — w2)] | dtdE!
R Jig>r
_ 1
< $’ndCRd+1 || 4 ||H;S Uz — Wo ||H;5 :

Assim,
Jf’ R |(]- + |§/|5)G(€/7fljn7 0) [V(UQ _ w2)]/\|df/

1
Rd+1

< Csg 1V e

Ug — Wo ||H;a .

Lema 4.19. Sejam s,s1,89 € R, 1 < p1,po < 0, a = 2 um numero interio e d > 0.
Considere § como em (4.20). Suponha que ad < 1 e (4.33) sejam satisfeitas. Seja V €
FB;

p2,00°

Entao existem constantes C, R > 0 tais que

| Na(uz) = Na(ws) [|g1-< Cll% IV sl w2 — ws [[ s (4.41)
FA+ BNV gl w2 — w7
para toda uy, we € Z n HYS.
Demonstragcao: Temos
| Ni(ui) = Ni(wi) (e = | T+ [E])G(E,0,0)[V (w2 — w2)]" |h

N

fl£’|<R (1 +[E)G(E0,0)[V (uz — wo)]*|dE!

Fo 600V (e ws)) e
§'1>R

= (1) +(2).
Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Note que

(n

vy 1

(1) < CO+R) D 1627V (uz — w2)]" |lp, 277

j<l+log, R
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Considerando w =V, v = uy — w9 € p = py, como na observagao feita na pagina 103, para
cada j fixo obtemos

27B; < C2% ||V ||pps

pMH Uy —ws || 7 -

De forma analoga estimamos By, B3 e By. Assim

L'|<R A+ E1)G(E 0,0V (uz — wy)]"|de’

n— —M—s j
SCA+R) NV llpsg, N ua—wallz D) 2075 =2l

j<ltlog, R

<O+ RV llpp, Il uz—ws |1z

o0

Agora analisemos a integral (2). Temos

(2)

N

1 NS A !/
Cn E IV (ug — wy)] " [dtdg
lg'1>R
1
< -— 1,s
C= 1V ln

U2 — W2 HHl,s
e entao
j| (14 [€9)G(€,0,0)[V (us — w2)]*|dé
¢I<R

<OV

Ug — Wo ||H1,s .

Lema 4.20. Sejam s,s1,s9 € R, 1 < py,ps < 0, a,b = 2 numeros inteiros e d > 0.

Assuma que ad < 1 e (4.27) sejam satisfeitas.

Entao existem constantes C, R > 0 tais que

b—1

1 o
I Ty(ur) = Tawn) [l < CW | ug —wy || Z | us |55
=0

| wy ||%s (4.42)

b—1
H(L+ R g —wa Iz Y | ua 1577 wa [l
1=0

para toda (uy, us), (wy, ws) € X N Hy*®.

Demonstragao: Suponha inicialmente b = 2. Temos
I Ta(ur) = Ti(wy) llgre = | L+ [€1)G(E 20, 0)[(u2)* — (w2)*]" [
< J | [+ [E)G (S, zn, 0)[(un — w2) (2 + ws)] " |dE
¢'|<R

+‘Lﬂm+wmaﬂ%mmrwmwﬂwww
= (D)+(2).
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Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Temos que

(1) < C(1+R) J;<Rj§|¢] (€, 20, 0)[(uz — ws) (w2 + ws)]"|dE”

JEZ

i J n—1)— =17,
< COA+R) D) |27 ™o (uy — wy) (ug + ws)]* |, a2V Y,

j<l+log, R

Tomando w = (ug — wy), v = (ug + wy) € p = py, como na observagio feita na pagina 103,

para cada j fixo obtemos
27 Bidt < C27 W (| uy —wy |7 (|| us ||z + || w2 [12).

De forma analoga estimamos By, B3 e By. Assim

J|§’|<R |(1 + |€’|5)G(€/, Tns O)[(u2 — w2)(u2 + wZ)]/\ |d£l

(n 1)

<O+ R)x, " | ug —ws ||z (|| uz ||z + || w2 ||2) Z iD= aily
j<l+logy R
<C(+ Rz, [ us —wa ||z (|| uz |z + [| wa |1 2)-

Agora analisemos a integral (2). Note que

1
(2) < Cp e 2T (ug — w) (ug + wo) | |d€!
|§’|>R
< 7dCRd+2 H Ug — W2 HHl,s U9 HHl,s Wa HHI,S,

e assim

J|§’|>R |(1 + |5’|5)G(€/, Tns O)[(u2 — w2)(u2 + wZ)]/\ |d£l

w2 HHI,S .

H Ug — W2 HHl,s (5) HHl,s

Rd+2

De forma analoga aplicando indugao sobre b obtemos o resultado para b > 3

Lema 4.21. Sejam s,s1,s9 € R, 1 < p1,pa < 0, a,b = 2 numeros inteiros e d > 0.

Suponha que ad <1 e (4.29) sejam satisfeitas.

Entdo existem constantes C, R > 0 tais que

1 b—1 By '
I To(uz) = Ta(wa) [|are< O || uz — w2 [l D0 1571 wa (s (4.43)
=0

b—1
+1L+ R [Juz—ws |z Y w15 ws |15,
=0

1,s
para toda ug, wy € Z N Hy".
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Demonstracao: Analogo a estimativa (4.42).

Lema 4.22. Sejam =0, 5,581,520 € R, 1 < py,ps < a = 2 um numero inteiro e d > 0.

Considere s como em (4.20). Assuma que ad <1 e as condz’gées (4.35) sejam satisfeitas.
Seja f € FB

PQOO

Entao existem constantes C, R > 0 tais que

I Lo (un) o< Cmgg | s +(+ B2 S Dl (4.44)

Rd+2
1 S
Il Lo(uz) o< C 1 f e + (1 B N f llpsg, (4.45)
para toda (uy,us) € X N Hy".

Demonstracao: Temos

I Li(ua) e = 1A+ IE)GE 20, 0)f b
[ 1a+iemcie. e
|g'|<R

N

b6 0l
&'>R
= (1) +(2).

Vamos analizar separadamente as integrais (1) e (2). Note que

(1) < CO+R) Y g2 f ], 2l oy,
j<l+logy, R
< W+ R ey,
e entao
0+ [€1)G (€ 2, 0)fldg" < COL+ B2z || £ llpg, , -

§'I<R
Agora analisemos (2). Temos

1 —27Rx R
() < Op | ey, flag
|£’|>R
< 27Oy 1 f N

e assim

[l 0+ )G 0 < €0 g 1 e

Rd+2

De forma andloga provamos (4.45).
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4.4 Demonstracao dos Teoremas 4.6 e 4.8

Considere os espagos Y, Z, X como definidos nas paginas 103 e 99. Defina os

operadores
\Ijl('LL) = [1(U) + Nl('U/) + Tl('LL) + Ll(U) s YueVY

Uy(v) = Ir(v) + No(v) + To(v) + Lo(v) , Vv € Z.

Assim, podemos definir o operador ¥ (u,v) = (V;(u), ¥o(v)) em X (ver pagina 99) com

51,52 .
p2,%0,d

- 1lx=1 - llx

Primeiro provaremos o Teorema 4.6. Sejam ¢, 01, delta, > 0 tais que

1 1
a—1 b—1 < a—1 b—1 b
as + be <—4O 62\—40—% + be e 01 + e < —20—5 — e (4.46)

onde C' > 0 ¢é a maior constante obtida nas estimativas (4.24) & (4.37). Precisamos
provar que ¥(Bx) < Bx e que ¥ é uma contragao em Bx. Sejam (uq, us), (wy,wy) € By.

Aplicando (4.24) & (4.37) e (4.46) temos

IO u2) x < O (ua,u2) 115 + 1| (uayuz) 5 + 1V s, || (o u2)

+ [ f HFBE%W)

< O(e" 4+ &% + dye + 6y)
£

< -

2

Assim, W (uy,up) € Bx. Agora, segue de forma andloga que

a—1
| U (u, uz) = U(wy,wo) |x < C || (wr —wi,up —wa) Ix O] 1| (wr,ug) 5
=0
b—1 A
I (wr,wa) s + X5 1 (s, uz) 15 (wrwa) [l
=0
+ [V rgs, )

N

| (ug —wy,ug —ws) ||y C (52—1—28“ 1—1—25” )

1
< 1 I (Ul — Wy, Uz —w2) ||BX .

Entao, ¥ é uma contracao By e pelo Teorema do Ponto fixo de Banach existe um tnico
(u1,us) € Bx tal que
\I/(ul, UQ) = (ul, Ug).
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Portanto, (u;,us2) é uma solugao de (4.9). Agora mostremos (4.21). De forma andloga ao

feito acima segue que

a—1
| (ur,u2) = W(wy,we) |x < AC || (ug — wyup —ws) Ix O] 1] (ur,ua) 5
=0
. bil . .
I (wr,wa) [+ D01 (u ) (1577 (wn,wa) [)
=0

+ C Vi lless, Nl (ur —wi,up —ws) [[x +C || w2 ||z

| Vi—Vs ”FB,SZQ@ +C || f1 = f2 HFBf,Qm

a—1 b1
< | (ur —wr,up —ws) ||x 40(2 g4 Z b1y 52)
1=0 =0

b Ce | Vi—Vallrgs,, +C | i~ fo llpsg, ,

Assim
[L —4C (0 +ac™" + 0" ] || (ur,uz) — (wi,w2) [|x< Ce | Vi = Va |lppg,

+C [ i = fallpss,
e entao tomando

_ Ce o= C
1 —4C(0y + as® L + beb—1) 1 —40(6y + ag® 1+ bed 1)’

n

obtemos a dependéncia da solugao de f e V.

Agora provemos o Teorema 4.8. Seja l = 1— 5 — (a—1)d. Considere ¢,01,02 > 0
e R > 1 tais que

1 1 S a—1 1 1 S
[RMJFRQﬁad+2(1+R)](a—1)e +[R+RQ+2(1+R)]
1
— 1)t < — 4.47
(0= D" +6+0) < 1, (4.47)

com € e d1,dy satisfazendo as condigbes (4.46). Da mesma forma que acima temos que
mostrar que U(By) © By e que ¥ é uma contracdo em By. Aplicando (4.38) 4 (4.45)
obtemos que

|0 (1, 02) [l <

DO | ™

1
11 1) = W) e ] Co12) = (10 02) e
para todos (uy, us), (wy, wy) € Hy®.

Entao,

| W(ur,u) |5, <€
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1
2
para todo (uy,us), (w1, wy) € By, e o resultado segue do Teorema do Ponto fixo de Banach.

| Wlur, uz) — W(wy, ws) (|5, < 5 || (w1, u2) — (w1, w2) || 5,

Para finalizar o teorema seja o um multi-indice qualquer. Sendo u = (uy,uz) a solugao

obtida nos teoremas 4.6 e 4.8 sabemos que

iy = (I(u1)" + (Ni(ui))® + (To(ur))" + (Li(ur))”

Uy = (Io(ug))" + (Na(u2))” + (Ta(ug))" + (La(uz))".

Assim,
) ooy < €l fingeos
S R TS T I BT
l€'l<R &'=R

De forma andloga ao feito nas estimativas (4.38) a (4.45) obtemos

if(n—1)— 2= ¢ 1o
f |-|‘a|[u1(-,xn)]Ad§’ < OV, f)l,r—Ld Z oil(n—1)==5= —s1-+]al]
<R j<l+logs R

- (n—1)

L il o]

< Cz

desde que v —d + || > 0.

Agora analisemos a segunda parte da integral. Para a = 2, tomando | = 1—d— {3,

de forma andloga ao feito em (4.38) para w; = 0 obtemos
&y T oot
O e B = I
L'<R B =g €31 Jg
1107 (u1)0” (ua)]*|dtdg’

< C L - L "\s=h
< g |yl Fm©
1[0° (u)]" % [0° (un)]" | dtde’

_ 1
< J}ndCW H Ul ||i[;,s,

desde que [ + 1+ s — |a] = 0, ou seja, |a] <2 — F —d + s. Seguindo o mesmo raciocinio

para a = 2 temos
@ A _ 1 "
L<R| NN () 2a)] M < Coy O | e

desde que |o| <2 - — (a—1)d + s. Agora, de forma analoga ao feito acima e usando as

estimativas desenvolvidas em (4.39) & (4.45) para wy = 0 obtemos

@ A _ 1
fl I ) < o e 1V

U2 HHLSa
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o 5 _ 1
L<R| NN () ()] ' < O O 1

' _ 1
[l 1L )} € U e

supondo que |a| < s+2+d. Assim, para cada r,, > 0 fixo temos que [0%u; (-, 7,,)] € L' (R™ 1)

e consequentemente concluimos que (-, x,) € 00“2 fla=D) ](Rn .

Agora para uy seguindo o mesmo raciocinio mostramos que
(0% N
RS L e—

desde que |a| < s+2—pF —ade |a| <s+ 1. Dessa forma, como < 1 — ad temos que

uy € CEHY (R™ 1) e entdo conluimos a demonstracao de (i) e (ii) do teorema 4.8.

45 Simetria axial

Nesta secao iremos demonstrar uma propriedade da solucao obtida de (4.9).
Para isso, vamos considerar validas todas condi¢oes do Teorema 4.1 e 4.2 (ver pagina 101)

e iremos utilizar os operadores definidos na pagina 97 e o espaco

X =LYFB  x FB2 (R™)

p1,%0 p2,0
como definido na péagina 99.

Teorema 4.23. Suponha que f eV sejam radiais e seja u = (uy,uz) solugio de (4.9)
obtida a partir de f e V. Entao para toda rotagao T em torno do eizo {x, = 0}, temos que

u=wuoT em X, ou seja, u € invariante sobre rotagoes em torno do eizo {x, = 0}.

Demonstragao: Primeiramente observamos que a funcao ¢ tomada na defini-
¢ao dos espagos de Fourier-Besov pode ser tomada sendo radial (ver [35]). Considere os
operadores

Uy (u) = I (u) + Ny(u) + Th(u) + Ly (u)

Uy (v) = I(v) + No(v) + To(v) + La(v),
e a sequéncia de Picard

(ur,up) = (L1 (uy), La(uy))

(ul, up) = (U1 (uf ™), Ua(uh ™)),
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para 7 = 2,3,.... Como f é radial entao ]? também é radial. Além disso vale

G(7(¢), z,t) = G(¢, 2, 1),

para todo £ e R" ',z > 0 e t € R. Entao

Li(up)(7(8'), @n) = Li(u) (€', 2a) € La(uy 0 7)(€') = La(uz)(€),

para todo z,, > 0 e todo & € R"!. Logo

(un)(7(), 2n) = (1) (-, 2a) € (uy 0 7)() = (u3)(),

para todo x,, > 0. Agora, como transformada de fourier de funcao radial é radial, multipli-

cagao de fungoes radiais ¢é radial, V' é radial e
(Puor) = (u)" o

temos que
(W)(7(-), ) = (u) (- 20) € (uz 0 7)(-) = (u3) (),
para todo z,, > 0.

Continuando com esse raciocinio e aplicando indugao sobre j obtemos

(W)(7(),n) = (W) (s 2a) € (uh 0 7)() = (u3)(),
para todo x,, > 0 e para todo j € N.

Agora observe que, dada f € F'B; , como ¢ ¢ radial temos

7q’

1 (65 07)(f o)™ I,
= | (@jor)(for)ll,
= | @ F) o7

= ¢ I

1 65 (f o)

e assim segue que || f o7 |[rps =| f |[F5s, Aplicando isso para a norma do espago X

segue facilmente que
| (w(r(),-)swer) |lx=[ (v,w) [x,

para toda (v, w) € X.
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Sabemos do teorema de existéncia e unicidade que a sequéncia de Picard (ui, u3)

converge para (u,us) em X. Assim

| (ur; uz) = (ua( (), ), uz 0 7) Ix

+ A

_l’_

_l’_

Fazendo j tender a infinito obtemos u = u o 7. Portanto, segue que u é invariante sobre

rotagoes em torno do eixo {x, = 0}.
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5 Conclusao e algumas ideias para projetos

futuros

Para finalizar, vamos dar um apanhado geral dos resultados obtidos bem como
indicar possiveis investiga¢oes futuras para cada um dos problemas abordados. Nosso

primeiro problema abordado foi
(—A)%u =V(x)u + g(u, Vu) + f, em R", (5.1)

onde obtivemos a existéncia de solugao nos espagos modulagao-Lorentz MJ¢ impondo
certas condigoes para os indices p,r,q e s. Tratamos inicialmente nao-linearidades g
dependendo apenas de u. No Teorema 3.1 obtivemos a existéncia de solu¢ao integral no
espago M7, para g € Lipp, onde futuramente podemos investigar a existéncia de solugao
para ¢ > 1. No Teorema 3.2 obtivemos a existéncia de solucao integral no espago M;
para fungdes g que se escrevem como séries de poténcias com raio de convergéncia positiva.
Neste caso precisamos impor condigoes sobre os indices de forma que espago M}; fosse
uma algebra multiplicativa, pois dessa forma conseguimos estimar as normas das poténcias
u"™ conforme m tomava valores cada vez maiores. Seguindo essa linha, uma possibilidade
de investigacao futura é estudar a existéncia de solugao para o caso em que g é uma funcao
polinomial sem necessariamente impor que o espago seja uma algebra multiplicativa. Por
fim analisamos casos onde a nao-linearidade g depende de Vu e obtivemos nos Teoremas
3.16 e 3.17 a existéncia de solugao integral para a nao-linearidade g(|Vul) para fungoes g
escritas como séries de poténcia de termos pares e por ultimo no Teorema 3.18 a existéncia
de solucao para a nao-linearidade [Vu|” nos espacos M7, .
Nosso segundo problema abordado foi o P.V.F.
—Au = K;(8°u)* |, inR"
g:; = V(@ )u+ K’ + f(z) , in R"™

onde usando algumas idéias desenvolvidas em [12,13] obtivemos uma formulagao integral

(5.2)

equivalente a (5.2) aplicando a transformada de Fourier apenas nas primeiras n— 1 variaveis.
Desta forma, usando argumentos de scalling e espagos criticos do tipo Chamin-Lerner
baseados nos espacos de Fourier-Besov, conseguimos obter no Teorema 4.6 a existéncia
e unicidade de solugao para (5.2). Obtivemos também no Teorema 4.8 propriedades de
regularidade para a solucdo utilizando os espacos H'* desde que os dados V e f fossem
suficientemente regulares. Utilizando essa abordagem podemos futuramente investigar
existéncia de solugoes para P.V.F. poli-harmonicos com diferentes condi¢oes de fronteira.
Além de investigar a existéncia de solugoes integrais para o P.V.F. (5.2) em outros espagos

baseados em variaveis de Fourier, tais como os espagos Fourier-Besov-Morrey.
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