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Resumo

Neste trabalho, inicialmente, temos como objetivo apresentar um estudo detalhado sobre
a derivada fracionaria (-Hilfer em escalas temporais, abordando algumas propriedades
classicas encontradas na literatura. Em particular, discutimos alguns casos a partir da
escolha da funcao ((-). Além disso, apresentamos alguns exemplos e comentérios sobre
as dificuldades encontradas quando trabalhamos com operadores fracionarios em escalas
temporais. Por outro lado, motivado pela derivada fracionaria (-Hilfer em escalas temporais
e por um problema de Cauchy classico, apresentamos uma versao fraciondria em escalas
temporais com a condi¢ao inicial em termos da integral fracionaria de Riemann-Liouville
com respeito a fungao ((-). Nesse sentido, por meio da teoria de pontos fixos, investigamos

a existéncia, unicidade e controlabilidade de solu¢oes do problema fracionario proposto.

Palavras-chave: Derivada fracionaria (-Hilfer, Escalas Temporais, Equagoes Diferenciais

Fracionarias, Existéncia e Unicidade, Controlabilidade.



Abstract

In this work, initially, we aim to present a detailed study on the (-Hilfer fractional derivative
on times scales, addressing some classic properties found in the literature. In particular, we
discuss some cases based on the choice of the function ((-). Furthermore, we present some
examples and comments about the difficulties encountered when working with fractional
operators on times scales. On the other hand, motivated by the (-Hilfer fractional derivative
on temporal scales and by a classical Cauchy problem, we present a fractional version on
temporal scales with the initial condition in terms of the Riemann-Liouville fractional
integral with respect to the function ((-). In this sense, through the theory of fixed points,
we investigate the existence, uniqueness and controllability of solutions to the proposed

fractional problem.

Keywords: (-Hilfer Fractional Derivative, Time Scales, Fractional Differential Equations,

Existence and Uniqueness, Controllability.
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Introducao

O que é uma integral fracionaria? O que é uma derivada fracionaria? Em outras
palavras, mais precisamente, o que é o calculo fracionario e, por que estuda-lo? O estudo
de operadores nao-locais do tipo fracionario possui uma longa tradi¢do, motivada tanto
pela curiosidade matematica quanto por aplicagdes no mundo real. Em 30 de Setembro de
1695, uma audaciosa e profética resposta, dava-se inicio ao calculo de ordem nao inteira,
popularizado como célculo fracionario (MILLER; ROSS, 1993). Historicamente, o célculo
fracionario teve inicio através de uma carta entre Leibniz e seu amigo 1’Hospital, a qual
continha uma questao envolvendo uma possivel generalizacao da derivada de ordem inteira.
A priori, Leibniz nao tinha uma resposta concreta sobre o questionamento, no entanto,
uma resposta corajosa e clara, afirmando que um dia “essa fracao”, iria gerar varias
consequéncias importantes. Hoje, podemos notar a importancia do calculo fracionéario
em intmeras areas, desde problemas envolvendo questoes analiticas, até questoes sobre
modelagem matemética (BAYOUR; TORRES, 2016; CHIDOUH et al., 2017; KHAN et al.,
2022; MATAR et al., 2021; SOUSA; OLIVEIRA; MAGNA, 2017; TUAN; MOHAMMADI;
REZAPOUR, 2020).

O calculo fracionario é uma generalizagao da diferenciagao e integracao ordinaria
para ordem arbitraria (ndo inteira). O assunto é tao antigo quanto o célculo da diferenciacao
e remonta a época em que Leibniz, Gauss e Newton inventaram esse tipo de célculo.
Durante trés séculos, a teoria do calculo fracionario se desenvolveu como um campo
puramente teodrico, ttil apenas para matematicos. Hoje em dia, o calculo fracionério atrai
muitos cientistas e engenheiros. Existem diversas aplicagoes deste fendmeno matematico
em mecénica, fisica, quimica, teoria de controle e assim por diante (HERRMANN, 2011;
OLDHAM; SPANIER, ; PODLUBNY, 1998). Apés esse episodio, que a maioria dos autores
considera o nascimento do calculo fracionario, varios matematicos famosos contribuiram
para o desenvolvimento do céalculo fracionario (HILFER, 2000; MILLER; ROSS, 1993;
SAMKO, 1993): Abel, Fourier, Liouville, Grinwald, Letnikov, Caputo, Riemann, Riesz,

dentre outros.

E natural utilizar equagoes diferenciais, sejam elas ordinarias ou parciais, para
descrever fené6menos naturais. No entanto, nao é trivial e muito menos simples obter
sucesso. Dentre um dos motivos, é a quantidade de parametros envolvidos no sistema, e
outras questoes de cada fendmeno envolvido. Nesse sentido, uma forma de tentar minimizar
tal problema, é usar a ferramenta “calculo fracionario”, uma vez que hoje é um campo de
pesquisa bem consolidado com muitas aplicacoes em diversas areas do conhecimento, o

que é interessante e importante por apresentar resultados mais refinados e condizentes com

a realidade (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; LAKSHMIKANTHAM; LEELA;
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DEVI, 2009; OSLER, 1971; OSLER, 1970; SOUSA et al., 2021; SOUSA; FREDERICO:
OLIVEIRA, 2020; SOUSA; OLIVEIRA; MAGNA, 2017).

Nos tultimos anos, as aplicagoes via derivadas fracionarias tem chamado a
aten¢ao de iniimeros pesquisadores, de diversas areas do conhecimento, particularmente
durante os dois anos em que o mundo enfrentou a pandemia do COVID-19 (TUAN;
MOHAMMADI; REZAPOUR, 2020). Nesse sentido, entra o papel fundamental dos
modelos utilizando equagoes diferenciais fracionarias, ou seja, tentar melhorar e fornecer
resultados mais préximos da realidade quando comparado ao caso classico. Em 2022 Khan et
al. (KHAN et al., 2022) discutiram um interessante trabalho sobre um modelo matemaético
fracionario de tuberculose na China e apresentaram simula¢oes numéricas que mostram
a aplicabilidade dos esquemas. No mesmo ano, Etemad et al. (ETEMAD et al., 2022),
usando a derivada fracionéria de Caputo, investigaram um modelo do virus AHIN1/09.
E notével a importncia e as consequéncias que as equacoes diferenciais que envolvem
derivadas fracionarias fornecem quando usadas para discutir problemas tedricos e praticos.
Para outros trabalhos interessantes que discutem fenémenos naturais, veja (MATAR et
al., 2021; MOHAMMADI et al., 2021) e as referéncias neles contidas. Embora seja uma
area bem consolidada, existem ainda iniimeros problemas em aberto e caminhos a serem
desvendados (AGHAYAN; ALFI; MACHADO, 2021a; AGHAYAN; ALFI; MACHADO,
2021b; HASSANI; MACHADO; MEHRABI, 2021; LOPES; MACHADO, 2021). Um
caminho de pesquisa que recentemente tem despertado o interesse de alguns matematicos
consiste em investigar o calculo fracionario em escalas temporais (AHMADKHANLU;
JAHANSHAHI, 2012; AMMI; TORRES, 2018; BELAID et al., 2019; BENKHETTOU;
HAMMOUDI; TORRES, 2016; KUMAR; MALIK, 2019; KUMAR; MALIK, 2021; MALIK;
KUMAR, 2020; TORRES, 2021; WILLIAMS, 2012; YAN; SUN; HAN, 2016; ZHU; WU,
2015).

Uma escala de tempo (ou escala temporal) é qualquer subconjunto fechado
nao vazio em R. A teoria das escalas temporais é uma area de pesquisa relativamente
nova, introduzida no doutorado de Stefan Hilger em 1988 (HILGER, 1988). Seu objetivo
era unificar a teoria das equacgoes de diferencas e a teoria das equagoes diferenciais.
Desde entao, tem sido extensivamente estudada em varios aspectos por varios autores
(BOHNER; GUSEINOV, 2007; BOHNER; PETERSON, 2001a; BOHNER; PETERSON,
2003; HILGER, 1990; PETERSON; THOMPSON, 2006; THOMSON;, 2008). Por outro
lado, Bastos em sua tese de doutorado, dedicou-se a discutir a ideia de unificar o cdlculo
fracionario e o calculo em escalas temporais. Recentemente, V-derivadas, A-derivadas e
calculo fracionério simétrico em subconjuntos fechados nao vazios em R, foram introduzidos
e desenvolvidos em (BENKHETTOU; CRUZ; TORRES, 2015; BENKHETTOU; CRUZ;
TORRES, 2016a). Especialmente, em (BENKHETTOU; HASSANI; TORRES, 2016),
quando Nadia Benkhettou, Salima Hassani e Delfim F. M. Torres apresentaram um calculo

fracionario de escala temporais adaptavel, que forneceram uma extensao natural do calculo
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conformavel, diferente das abordagens realizadas nos trabalhos (BENKHETTOU; CRUZ;
TORRES, 2015; BENKHETTOU; CRUZ; TORRES, 2016a).

Em 2007, Atici e Eloe investigaram o g-célculo fracionéario em escalas temporais
quantica (ATICI; ELOE, 2007). Os autores apresentaram um estudo sobre algumas
propriedades do g-calculo fracionario e investigaram a transformada ¢-Laplace. Em 2011,
Bastos et al. (BASTOS, 2011) investigaram uma classe de derivadas fraciondrias em escalas
temporais usando a transformada de Laplace inversa. O estudo das integrais fracionarias
(-Riemann-Liouville em relacdo a uma funcao ¢ em escalas de tempo foi iniciado por
Mekhalfi e Torres em 2017 (MEKHALFI; TORRES, 2017). Eles introduziram operadores
fracionarios generalizados em escalas de tempo de uma fungao em relagao a outra funcao
¢, além de realizar algumas aplicagoes as equacoes dinamicas. Em 2018, Harikrishnana
et al. (HARIKRISHNANA; M.; KANAGARAJAN, 2018) propos o operador fracionario

(-Hilfer em escalas temporais dado por
TAGP g ) = T T AT g ) 1)

d

comy=a+pBn—a)e’A= - (HARIKRISHNANA; M.; KANAGARAJAN, 2018). No
T

entanto, Sousa et al. (SOUSA et al., 2023) notaram que a Eq.(1) nao estava bem definida,

isto é, de acordo a definicdo da derivada fracionaria (-Hilfer. Ao invés de considerar

A d

TAC = | =57 |, os autores consideraram TA = — 0 que é um erro. Basta notar que o
¢4 (x) dr

termo TA = — é inconsistente, escolhendo T = R e 3 — 0 ou 3 — 1, para o qual nio

;
se obtém a derivada fracionaria (-Riemann—Liouville ou a derivada fracionaria (-Caputo,

conforme desejado.

A seguir vamos descrever de forma suscinta cada capitulo a fim de tornar claro

quais sao os objetivos abordados neste trabalho.

No Capitulo 1, vamos apresentar alguns conceitos fundamentais de espagos de
fungdes e suas respectivas normas. Por outro lado, discutimos os conceitos de transformada
de Laplace e do produto de convolugao. Nesse sentido, uma classe de fungoes especiais e
comentarios, sao apresentados. Faremos, também, o estudo das integrais e derivadas em
escalas temporais, de modo particular, apresentaremos algumas propriedades que sao de

suma importancia para a elaboragao deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentaremos uma estrutura para o calculo fracionario com
respeito a outra fungao ((-). Para isso, primeiramente, abordaremos o conceito fundamen-
tal de integral fracionaria (-Riemann-Liouville & esquerda e apresentamos alguns casos
particulares, isto é, Riemann-Liouville, Riemann, Liouville e Hadamard. Por outro lado, in-
troduzimos a fun¢ao @, ¢(-), que contém como caso particular, a fungao de Gel’fand-Shilov
e discutimos propriedades fundamentais para a integral fracionaria (-Riemann-Liouville.

Nesse sentido, a transformada de Laplace da integral fracionaria de Riemann-Liouville é
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calculada, em particular, alguns resultados que envolvem as fungoes de Mittag-Leffler e de
Wright e, exemplos de fungao poténcia sao abordados. Por outro lado, motivados pelas
integrais fracionarias (-Riemann-Liouville e as derivadas fracionaria de Hilfer, apresen-
tamos um estudo sobre a derivada fracionaria (-Hilfer e propriedades. Nessa sequéncia,
alguns casos particulares e discussdes envolvendo a derivada fracionaria de Caputo, em
particular, sobre o calculo das fun¢oes de Mittag-Leffler e Wright, sao apresentadas. Por
fim, apresentamos outros resultados envolvendo a derivada fracionaria (-Hilfer e alguns

exemplos, bem como discussoes pertinentes dos resultados estudados.

Na literatura existem varios trabalhos (dissertagoes e teses) envolvendo abor-
dagens sobre os Capitulo 1 e Capitulo 2. O trabalho aqui realizado, é o primeiro que tera
uma abordagem sobre derivada fracionaria (-Hilfer em escalas temporais em universida-
des brasileiras. Assim, destacamos que os principais objetivos deste trabalho podem ser

descritos nos seguintes capitulos:

Primeiramente, no Capitulo 3, apresentamos uma extensao para a derivada
fracionaria (-Hilfer no sentido de escalas temporais e discutimos algumas propriedades
essenciais na formulagdo de uma derivada fracionaria. Além disso, algumas propriedades
para a integral fracionaria (-Riemann-Liouville sdo fornecidas. Em particular, investigamos
a regra de Leibniz, a transformada de Laplace e integracao por partes para as integrais e
derivadas fracionarias em escalas temporais, respectivamente no sentido de (-Riemann-
Liouville e (-Hilfer. Durante o capitulo, sempre procuramos deixar claro, alguns pontos
essenciais que diferenciam as derivadas fracionarias classicas e as derivadas fracionarias

em escalas temporais.

Um dos problemas ao trabalhar com solugoes de equagoes diferenciais fraciona-
rias em escalas temporais, é a restricao de resultados, uma vez que a area ainda estd em
construcao. Por exemplo, resultados de existéncia, unicidade, estabilidade e controlabili-
dade de solugoes de equagoes diferenciais fraciondrias, impedem discutir problemas mais
sofisticados. A fim de contribuir e fornecer novos resultados sobre equacoes diferenciais
fraciondrias em escalas temporais, Sousa et al. (SOUSA et al., 2023), consideraram uma

nova classe de equagoes diferenciais fracionarias em escalas temporais dadas por

FAGy(t) = 9Ty —a) ftLy(1),  tel01]=J<T,
Mo y(0) =0,

(2)

onde TAgf ;C(') ¢ a derivada fracionéaria de (-Hilfer em escalas temporais de ordem «

0<a<l),etipp0<pf<lef:JxT— R éuma fungio rd-continua. Além
BT (o, — «
disso, ¢"(a,y — ) = loéz((x?fyﬁy— a))

v = a+ B(1 — a), sdo as fungoes Beta em escalas temporais e a fungdo Beta classica,

, onde Bgl(a,'y—a) e Bla,7y—a) com 0 <a<1,

respectivamente.

O Capitulo 4 é dedicado a investigar resultados de existéncia e unicidade de
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solugoes para o Problema (2). Em outras palavras, estamos interessados na discussao dos

seguintes resultados:

Teorema 1. Suponha que J = [0,1] € T. Entao, o Problema (2) tem uma solugio inica
em J se a funcio f(t,y(t)) € uma fungio continua densa d direita para o qual existe M > 0

tal que |f(t,y(t))| < M em J e a condicao de Lipschitz

[f(t.z) = f{t,y)| < L]z —y|
vale para algum L > 0 e para todo te J e x,y € R.

Teorema 2. Suponha que f:J xR — R seja uma fungdo continua densa a direita tal
que exista M > 0 com |f(t,y)| < M para todo t € J,y € R. Entdo, o Problema (2) tem

solucao em J.

No entanto, antes de abordar os principais resultados do Capitulo 4, vamos
provar que discutir a solugdo do problema fracionario de valor inicial Problema (2), é
equivalente a fazer uma abordagem sobre a sua equacao integral. Para obter as provas
dos Teorema 32 e Teorema 33, faremos o uso de resultados discutidos nos capitulos
anteriores, em particular, do teorema de Arzela-Ascoli. Além disso, faremos comentarios
sobre alguns casos particulares e exemplos a partir da escolha dos parametros «, 3;( e da
fungao f(-,y(-)).

Até o Capitulo 4, tivemos interesse em investigar a existéncia e unicidade
de solugbes para o Problema (2). No entanto, fomos motivados a estudar mais uma
propriedade relacionada ao Problema (2), isto é, a controlabilidade de solugoes. Para isso,
adicionaremos um operador B e uma fun¢ao de controle v no Problema (2), o que resulta

em

T A.fB5¢
{ Apy y(t) 3)

g' (v —a) (f(ty(t) + Bu(t)),  tel0,1]=JcT,
"I y(0) =0,

onde B : R — R é assumido como um operador linear limitado e a fungao de controle u
pertence a L?(J,R). As demais condicdes sobre o Problema (3), sio as mesmas impostas

para o Problema (2). Além disso, vamos considerar as seguintes hipdteses:
(A1) Seja f: J x T — R uma fungdo continua a direita.

(Ay) Existe M > 0 em [0,1] = J < T tal que |f(t,y(t))] < M.

(As) Seja D = {x € Cr(J,R) : [z]e,_, < p}.

(A4) O operador linear #u : L*(J,R) — R definido por

1 ! A a—1
Wit = =y ), SO0 = ) (Bu) () A
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tem operadores invertiveis limitados (#4u) ', que assumem valores em L*(J,R), Ker/#,,
e existem constantes positivas My, tais que | (#4)~"| < My . Também, B é um operador

continuo de R em R e existe uma constante positiva Mp tal que |B| < Mp.

Por fim, o Capitulo 5, é destinado a apresentar um estudo sobre a controla-
bilidade de solugdes do Problema (3). Para isso, utilizaremos novamente uma equacao
integral equivalente ao Problema (3). Em outras palavras, estamos interessados no seguinte

resultado:

Teorema 3. Se todas as condigoes (A1)-(A4) sao satisfeitas, entdo o Problema (3) é

controlavel em J, desde que

(¢(1) = ¢(0)) =P
9" (v =L 1=y (a+1)

Bii(y—1,1-7)
B(y—1,1—7)

<1 (4)

onde g*(y — 1,1 —7) := comO<a<l,vy=a+p(1l-a).

De modo geral, deve-se notar que os resultados apresentados neste trabalho,
sao interessantes e nao triviais mesmo nos casos particulares de: (i) a derivada fracionaria
¢-Hilfer (obtida escolhendo T = R); (ii) o caso classico de ordem inteira (obtido com
T = Rea = 1); e (ili) o cdlculo da escalas temporais padrao (obtido considerando
a = 1). Além disso, para escolhas particulares concretas da fungdo ¢, obtemos novas
formulagoes envolvendo derivadas fracionarias em escalas temporais. Isso abre novas
direcoes de investigacao e discussao. Finalizamos o trabalho com comentarios sobre os

resultados apresentados e trabalhos futuros para um possivel doutorado.
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1 Conceitos Preliminares

1.1 Espacos de Funcoes

No presente capitulo, estamos interessados em apresentar alguns conceitos
fundamentais de espagos de fungoes e suas respectivas normas. Por outro lado, discutimos
os conceitos de transformada de Laplace e do produto de convolucao. Nesse sentido, uma
classe de funcgoes especiais e comentarios sao apresentados. Além disso, abordamos o
estudo das integrais e derivadas em escalas temporais, de modo particular, apresentaremos

algumas propriedades que sdo de suma importancia para a elaboracao deste trabalho.

Definigao 1. (SOUSA; LIMA; TAVARES, 2023) Seja {2 um conjunto mensurdvel com
1 < p < . Denotamos por LP(£2) o espago das fungoes p-integraveis no sentido de

Lebesgue, dado por

L”(!?)={f:!2—>R: L|f<t>|pdt<oo},

i, = ([ 1£or dtf’.

Definicao 2. (SOUSA; LIMA; TAVARES, 2023) Denotamos o espago L™ ((2) das fungies

reais mensuraveis limitadas, dado por

munido da norma

LOO(Q)z{f:Q—ﬁR: sup|f(t)|p<oo},
tef?

munido da norma
Il = suplf ()F"
tef?

Sejam [a,b] (0 < a < b < o) um intervalo finito sobre o semiecixo R* e
C([a,b],R), AC"([a,b],R), C"([a,b],R), o espago das fungdes continuas, absolutamente

continuas n-vezes, diferenciavelmente continuas n-vezes sobre [a, b], respectivamente.

Definicdo 3. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018b; SOUSA; KUCCHE; OLIVEIRA, 2019) A

norma do espago das fungoes continuas f sobre [a,b]| € definida por

HfHC[a,b] = max | f (¢)].

te[a,b]

Definicao 4. O espago das funcoes absolutamente continuas n-vezes é dado por

AC™[a,b] = {f : [a,b] > R; Ve AC ([a,b])}.
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Definigao 5. O espaco ponderado C., (([a,b],R) das fungoes f sobre (a,b] € definido por

Cyc ([a,0] ,R) = {f : (a,b] = R; (C(H) =¢(a))" f () € Clab]}, 0<y <1

com a norma

[£lle, canrzy = 1€ #) = C(@)" f (D)l opap = max [(C () = C(a)” £ (2)]-

te|a,b]

Definigdo 6. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018b; SOUSA; KUCCHE: OLIVEIRA, 2019) O
espago ponderado C7.-([a,b], R) das funcoes f sobre (a,b] ¢ definido por

te ([a, 0], R) = {f : (a,0] = R; f(t) e C" " [a,b]; f™ (1) € Chelab]}, O<y <1

com a norma

n—1
HfHC;‘QJa,b] = kz_;) Hf(k)HC[a,b] + Hf(n)HC,y;C[a,b] :

Para n = 0, temos, C) ([a,b],R) = C, ([a,b] ,R).
Note que, C7.-(a,b) = AC"[a,b] e C

71;@‘[@’ b] < an;c[a>b] com(0<y <yn<l

v
Agora consideremos a transformada de Laplace, que é uma ferramenta muito

poderosa para resolver equacoes diferenciais. Sua descoberta é atribuida ao matematico
francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827).

Definigao 7. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Seja f : [0,0) — R uma fungio de valores
reais e ( uma funcao crescente tal que ((0) = 0. Entao a transformada de Laplace da
funcao f com respeito a ¢ € definida por

0

LA} = F(s) = f e ¢ (1) f(t)dt (1.1)

0

para todo s € C' tal que a integral é convergente. Aqui Z;(-) denota a transformada de

Laplace com respeito a funcao C, que chamamos de transformada generalizada de Laplace.

Note que, escolhendo a fungao ((t) = t na Eq.(1.1), obtemos a transformada

de Laplace classica dada por (JARAD; ABDELJAWAD, 2020)
Q0
LU} = F(s) = | et (12)
0

Corolério 1. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se f(t) é uma fungdo cuja transformada

de Laplace classica é F(s), entio a transformada de Laplace generalizada da fungdao

foC=f(((t)) também é F(s):
L] = F(s) = Zf(C(1)] = F(s).
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O objetivo de introduzir a transformada de Laplace generalizada foi pela
necessidade de obter uma solucao analitica para equagoes diferenciais fracionarias lineares

que envolvem a funcao (.

Definigao 8. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Uma fungio f : [0,00) — R ¢é dita ser de
ordem ((t)-exponencial se existem constantes nao-negativas M, c, T tais que |f(t)] < Me®®

parat = T.

Teorema 4. (JARAD; ABDELJAWAD, 2020) Se f : [a,0) — R é uma fungao continua
por partes e é de ordem ((t)-exponencial, entdo sua transformada generalizada de Laplace

existe para s > c.

Uma das ferramentas mais importantes, associadas a transformada de Laplace,
é o produto de convolucao entre fungdes definidas em intervalos finitos I = [0, 7] < [0, o),
que é um caso particular de produtos de composicao considerados pelo matematico italiano
Vito Volterra (1860-1940). Este é um produto de convolugao bastante comum na teoria

das equagdes integrais de Volterra de primeiro tipo (ver por exemplo (ASANOV, 1998)).

Definicao 9. (KREYSZIG, 1991) Seja 7 € (0,0) e considere duas fungées mensurdveis
f:[0,7] > R eg:[0,7] > X onde X € um espaco de Banach. Definimos a convolugdo

em [0, 7] entre as fungoes f e g como

t
(f=g)(t) = J f(t—s)g(s)ds, para todo t € |0, ]
0
sempre que a integral acima existir.

Observagao 1. (KREYSZIG, 1991) Seja 7 € (0,0). Considere as fungdes mensurdveis
frg:10,7] > R eh:[0,7] > X. Assumindo que todas as integrais existem, podemos

provar que

1 fxg=g=[.
2. (fxg)=h=g=(f=h).

Teorema 5. (KREYSZIG, 1991) Sejam f : RY - R e g : Rt — R fungoes do tipo

exponencial. Entdo, a funcdo f+¢g:RT — X € do tipo exponencial.

A seguir, um resultado sobre medida de nao compacidade, importante da

discussao de problemas de controlabilidade de solugoes.

Lema 1. (SOUSA; BENCHOHRA; N’GUEREKATA, 2020) Sejam Q1 e Qs dois conjuntos

limitados no espaco de Banach X. Entdo:

1. u(Q1) = 0 se e somente se Q1 é compacto.
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2. u(Q1) = p(Qn).
8. Q1 < Qa implica que p(Q1) < p(Q2).

4o (@1 + Q2) < p(Qr) + Q).

1.2 Funcoes Especiais

As fungoes especiais desempenham um papel fundamental na matematica e
na fisica, de modo especial, no calculo fracionario. As aplicagoes envolvendo tais fungoes
tém sido alvo de estudo no campo das equagoes diferenciais fracionarias e aplicagoes.
Esta fungdo transcendental, chamada fungao gama e representada por I'(x), despertou
o interesse de alguns dos mateméaticos mais proeminentes de todos os tempos. A sua
histéria, nomeadamente documentada por Philip J. Davis (1923 - hoje) num artigo, ver
(DAVIS, 1959), que lhe valeu o Prémio Chauvenet de 1963, reflete muitos dos principais

desenvolvimentos na matematica desde o século XVIII.

Motivados, essencialmente, pelo sucesso das aplicagoes das fungoes de Mittag-
Leffler em diversas areas da ciéncia e da engenharia, discutimos este assunto apenas para
as versoes de um e dois parametros e alguns comentarios relevantes. Durante as ultimas
duas décadas, esta funcao ganhou destaque apods cerca de nove décadas de sua descoberta
pelo matematico sueco Magnus Gustaf (Gosta) Mittag-Leffler (1846-1927).

Definigao 10. (OLIVEIRA, 2005) (Fungao Gama) Definimos a fun¢io gama pela sequinte
integral impropria
o0
I'(z) = f e it dt
0
para x et reais, exceto os inteiros negativos.

Note que I'(z + 1) = (), x € Z% . Em particular se z = n um inteiro nao
negativo, entdao vale I'(n + 1) = nI'(n) = nl, ja que I'(1) = 0! = 1 (OLIVEIRA, 2005).

Observamos que outra funcao matemaética 1til no calculo fracionario é a funcao
Beta. Esta funcao foi descoberta e estudada pelo matematico e fisico suico Leonard Euler
(1707-1783) e pelo matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833) ha mais de 200
anos e recebeu o nome do matemaético, fisico e astronomo francés, Jacques Philippe Marie
Binet (1786-1856). A importancia desta funcao reside no fato de partilhar uma forma
caracteristicamente semelhante a integral fracionaria de muitas fungoes, particularmente

polinémios da forma .

Definigao 11. (OLIVEIRA, 2005) (Funcao Beta) A fun¢do beta é definida através da

integral dada por
1
B(p,q) = f =11 — )7 Ldt, onde p >0, ¢ > 0.
0
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Esta fungao satisfaz as seguintes propriedades: B(p,q) = B(q,p) e B(p,q) =

A funcao Mittag-Leffler emerge naturalmente na solucao de equagoes integrais
de ordem fracionaria e equagoes diferenciais de ordem fracionaria. Especialmente, ela é
relevante nas investigagoes que envolvem a generalizacao fracionaria da equagao cinética,
passeios aleatérios, voos de Levy, transporte superdifusivo e no estudo de sistemas comple-
x0s (GORENFLO et al., 2014; GORENFLO; MAINARDI, 2012). Aqui vamos apresentar
a definicao da funcao de Mittag-Leffler classica em forma de somatério. No entanto, o
comportamento assintotico das fungoes de Mittag-Leffler desempenha um papel crucial na
interpretacao da solugao de diversos problemas fisicos relacionados a reacao fracionaria, re-
laxacao fracionaria, difusdo fraciondria e reacao-difusao fracionaria em sistemas complexos.
Para uma leitura mais detalhada sobre outras formulacoes das funcoes de Mittag-LefHer,

veja os trabalhos (IKEHATA, 2004; MACROBERT, 1955; PARIS, 2002).
A funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro E,(¢), com « € C, onde Re(a) > 0
¢ dada por (IKEHATA, 2004; MACROBERT, 1955; PARIS, 2002)

Eq(t) = ];)F(ali_i_m' (1.3)

Tomando « = 1 na Eq.(1.3), temos a fungao exponencial, como caso particular, isto é,
El (t) = €t.

Vale ressaltar que, embora a fungdo de Mittag-Leffler E, (%) seja uma generali-
zagdo da funcao exponencial, existe um problema quando envolve o conceito de semigrupo,
isto é, e'e® = €', No caso, para a funcdo de Mittag-Leffler, ndo podemos garantir que
Eo(t)Eq(s) = Eo(t + s) (PENG; LI, 2010). Uma forma de tentar contornar tal problema,
¢ utilizar aproximagao via integrais (PENG; LI, 2012).

Definicao 12. (IKEHATA, 2004; MACROBERT, 1955; PARIS, 2002) a fun¢ao de Mittag-
Leffler de dois parametros E, (t), o, B € C com Re(a)) > 0 e Re(f) > 0, é dada por
IS
Eos(t) = >, ———- (1.4)
= I'ak + B)
Quando 5 = 1, temos E, 1 () = E,(¢). Existem outras formulagoes de funcoes de

Mittag-Leffler, de trés, quatro e multi-parametros, que podem ser discutidas e consultadas

nos trabalhos (GORENFLO et al., 2014; TEODORO, 2014).

Outro tipo de fungao especial ¢ a funcao de Wright.

Defini¢ao 13. (WRIGHT, 1933; WRIGHT, 1935a; WRIGHT, 1935b) Sejam A > —1 e
pe C. A fungio de Wright, denotada por Wy ,(2), € dada pela representacao em série
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complezxa e convergente em todo o plano complexo

Zn

W u(z) = Z m

n=0

Definigao 14. (MAINARDI, 2022) Seja a € (0,1). A fungao de Mainardi (M,(z)) € dada

por

My(2) = W—ml—a(z)'

Finalmente apresentamos algumas propriedades da funcao Mainardi e a relaci-
onamos com a funcao Mittag-Lefler. O seguinte resultado também pode ser encontrado
em (NETO, 2013).

Proposigao 1. Sejam a € (0,1), =1 <r,0, A >0 e z€ C. A fungio de Mainardi M,(z)

tem as sequintes propriedades:

1. M,(t) =0, para todo t = 0.

2 LOO £ M, (£)dt = Im

3. L(atMy(t))(2) = Eqal(—2).
4. L (Ma(t))(2) = Ea(—2).

5. Lot~ TN () (N) = e

Demonstragio. Veja (GORENFLO; MAINARDI, 2012; MAINARDI, 2022). 0

1.3 Integral e Derivada em Escalas Temporais

O célculo em escalas de tempo foi introduzido para unificar a anélise continua
e discreta (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PETERSON,
2001b). Como normalmente esperado, quando generalizamos alguma teoria, perdemos
algumas propriedades interessantes. Um dos conceitos basicos com os quais os pesquisadores
devem se preocupar ao lidar com equagoes diferenciais, calculo variacional e assim por
diante, em escalas de tempo, ¢ a regra da cadeia. Uma escala de tempo é um subconjunto
fechado arbitrario e nao vazio de R. Assim, os niimeros reais e os nimeros naturais sao
exemplos de escalas de tempo. Nesta secao, estamos interessados em realizar um estudo
detalhado sobre derivadas e integrais em escalas temporais, e discutir algumas propriedades,
exemplos e comentarios. O objetivo é elucidar uma parte dessa teoria, antes de iniciar a

abordagem do tema central deste trabalho.
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Definicdo 15. (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PE-
TERSON, 2001b) Uma escala temporal T € um subconjunto fechado arbitrario ndo vazio

dos numeros reais.

Definicao 16. (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PE-
TERSON, 2001b) Para £ € T, define-se o operador de salto para frente o : T — T

por
o) =inf{seT:s>¢}.

Definicdo 17. (\GARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PE-
TERSON, 2001b) O operador de salto para tras p: T — T é definido por

p(&) =sup{seT: s<¢(&}.

Segundo Bastos (BASTOS, 2012), temos a seguinte classificacdo de pontos: um
ponto ¢t € T é chamado denso a direita, se o(t) = ¢; disperso a direita, se o(t) > t; denso
a esquerda se p(t) = t ou disperso a esquerda se p(t) < t. Um ponto t é dito isolado se
p(t) <t < o(t) edenso se p(t) =t = o(t).

Ao longo deste trabalho, fazemos a suposicao geral de que a e b sdo pontos em

T. Muitas vezes assumimos a < b. Definimos entao o intervalo [a, b] em T por

[a,0] :={teT: a<t<b}.

Intervalos abertos e intervalos semiabertos sao definidos de acordo. Note que
[a,b]F = [a,b] se b for denso & esquerda e [a,b]* = [a,b) = [a, p(b)] se b for disperso a

esquerda.

Além disso, definimos o(max T) = max T, se max T é finito e, p(min T) =

min T, se existe um finito min T.

Para 0 < v < 1 definimos o espaco ponderado C_, ¢(J, R) das fungoes continuas
f no intervalo finito J = [0, 1] < T dada por (SOUSA et al., 2023)

Cioncl0,1] = { £ (0,1] = R (C() = (007 (1) e ([0, 1]) }
I£esctor = IC(E) = C(O)' ™ F By

Definicio 18. (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PE-
TERSON, 2001b) (Funcao Beta em escala temporal) Definimos a fungao Beta em escala
b

temporal por ng(p, q) = f (s —a)T'(b— s As, para p,q > 0.

a
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Proposicdo 2. (\GARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PETER-
SON, 2001b) A fungao Bf’b(p, q) satisfaz a desigualdade ng(p, q) = B(p,q)(b—a)PT?!
para p,q > 0, onde B(p,q) é a fun¢ao Beta classica.

A derivada faz uso do conjunto T*, que é a derivada temporal T da seguinte

forma: se T tem M méximo & esquerda, entao T" := T\{M}; caso contrario, T" := T.

Definigao 19 (Delta derivada). (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010;
BOHNER; PETERSON, 2001b) Admita que f : T — R ¢ uma funcdo e seja t € T*. Entdo
definimos {2 sendo um niimero (desde que exista) com a propriedade que, dado qualquer

e > 0, existe uma vizinhanga U de t, isto é, U = (t — 6,t + 0) n'T para algum 6 >, tal que
Lf(o(6) — F(s)] — FA(E)(o(s) — )] < £]o(t) — 5|, para todo s € U

Chamamos de f4, a delta derivada da funcéo f em t.

Além disso, dizemos que f é delta diferencigvel sobre T* desde que f* exista
para todo t € T*. A funcdo f2 : T¥ — R é entdo a delta derivada de f sobre T*.

Exemplo 1. (BOHNER; PETERSON, 2001b) Se f : T — R ¢ definido por f(t) = «
para todo t € T, onde o € R € uma constante, entdo fA(t) = 0. Isto é claro, porque para

qualquer € > 0, temos
[f(a(t)) = f(s)] = 0(c(s) —=t)| = o —al = 0 < elo(t) —s|, para todo s e U,
vale para todo € > 0.

A seguir, apresentaremos dois resultados que geram algumas importantes e

luteis propriedades sobre a derivada.

Teorema 6. (BOHNER; PETERSON, 2001b) Admita que f,g: T — R sdo diferencidveis

em t € T". Entdo
1. A soma f+¢g:T — R é diferencidqvel em t com
(f +9)2(t) = f2(t) + g7 (1)
2. Para qualquer constante o, o f : T — R € diferencidvel em t com
(af)2(t) = af2(1).
3. O produto f.g: T — R € diferencidvel em t com

(f.9)2(8) = fA(0)g(t) + fo(t)g™(2).
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4. Se f(t)f(a(t)) # 0, entdo ch ¢ diferencidvel em t com

A O
() N TONIC(0),

5. Se g(t)g(a(t)) # 0, entdao ! ¢ diferencidavel em t e
g

(f)A (t) = fAg(t) — f(t)g2(t)
g 9(t)g(a(t))
Teorema 7. (BOHNER; PETERSON, 2001b) Admita que f : T — R é uma funcao e

seja t € T*. Entdo, temos:

1. Se f ¢ diferenciavel em t, entdo f é continua em t.

2. Se f € continua em t et € espalhado a direita, entdo f é diferencidvel em t com

onde p(t) = o(t) —t.

3. Se f € denso a direita, entao [ € diferencidvel em t se, e somente se, o limite

o 10 = 1)

sot t—5

existe como um numero finito. Neste caso

£3(0) — 1 T 1),

s—t t— s

4. Se [ € diferencidvel em t, entdo
Fa(t)) = f(t) + ult)f2().

A seguir, vamos apresentar um exemplo interessante sobre alguns casos parti-

culares, a partir da escolha de T.
Exemplo 2. Considere os dois casos T =R e T = Z. Assim, temos;

1. Se T =R, entao Teorema 7.(3) garante que f : R — R € diferencidvel em t € R

se, e somente se,

f0) =ty T =19

, existe
s—t t—s

isto é, se f € diferencidvel (no sentido ordindrio) em t. Neste caso, temos que

) =t L =IE) )

s—t t—s
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2. Se T =7, entio o Teorema 7.(2) garante que f : Z — R € delta diferencidvel em

teZ com

ap S @) = f(t) _ fE+1) - f()
f2 (@) () = 1 = ft+1) = f{t) = Af(?)

onde A € o operador de diferenca a direta usual definido pela ultima equacao acima.

A seguir vamos apresentar alguns resultados para a delta derivada. No entanto,
nao faremos suas respectivas provas, mas podem ser consultadas no trabalho (BOHNER;
PETERSON;, 2001b).

Teorema 8. (BOHNER; PETERSON, 2001b)(Regra da Cadeia) Admita que g : R — R
é continua, g : T — R € delta diferencidvel sobre T*, e f : R — R. Entdo, existe ¢ no

intervalo real [t,o(t)] com
(fo9)2(t) = f'(g(e))g™(t).
Outra versao para a regra da cadeia serd apresentada no seguinte teorema.

Teorema 9. (BOHNER; PETERSON, 2001b)(Regra da Cadeia) Seja f : R — R continu-
amente diferencidavel e suponha g : T — R ¢ delta diferencidvel. Entdo, fog: T — R é

delta diferencidvel e a formula

o @)= [ £lote) + mutgwpanf 520
é vdlida.
Teorema 10. (BOHNER; PETERSON, 2001b)(Teorema do Valor Médio) Sejam f e g
funcoes reais definidas sobre T, ambas diferencidveis em D. Entdo
|f2(t)] < g (t), para todo t € D
implica
1f(s) — f(r)] < g(s) —g(r), para todo 7,s € T, r < s.

Teorema 11. (BOHNER; PETERSON, 2001b)(Férmula de Leibniz) Seja S,ﬁ”) o conjunto
que consiste em todas as strings possiveis de comprimento n, contendo exatamente k vezes

oen—Fk vezes A. Se
f2 existe para todo A e S,g”)
entao

Fo* =D D )™
k=0

AeS](C")

para todo n € N.
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Os resultados apresentados acima, sao todos no contexto de escalas temporais
T. No entanto, podemos escolher T = R e obter os classicos resultados discutidos em R.
No Capitulo 4, vamos discutir uma versao de derivada fracionaria em escalas temporais

que detém de uma ampla classe de possiveis casos particulares.

Antes de iniciar a discussao da integral em escalas temporais, introduzimos os

seguintes conceitos.

Definigao 20. (BOHNER; PETERSON, 2001b) Uma fung¢io f : T — R é chamada
reqularizada desde que seus limites do lado direito existam (finitos) em todos os pontos
densos a direita em T e seus limites do lado esquerdo existam (finitos) em todos os pontos

densos a esquerda em T.

Definigdao 21. (BOHNER,; PETERSON, 2001b) Uma fung¢io f : T — R é chamada
rd-continua desde que seja continua em pontos densos a direita em T e seus limites do
lado esquerdo existam (finitos) em pontos densos a esquerda em T. O conjunto de fungoes

rd-continuas f serd denotado neste trabalho por

Ord = Crd(T) = Crd(T)R>'

O conjunto de fungoes f : T — R que sao diferenciaveis e cuja derivada é

rd-continua é denotada por

Cﬁd = Cﬁd(T) = Cq}d(T:R)'

Agora, vamos apresentar a integral em escalas temporais.

Definigao 22. (AGARWAL; BOHNER, 1999; ANASTASSIOU, 2010; BOHNER; PETER-
SON, 2001b) Seja [a,b] um intervalo limitado fechado em T. Uma fung¢io F : [a,b] — R
¢ chamada de antiderivada delta da fungdo f : [a,b) — R desde que F' seja continua em
[a,b], delta diferencidvel em [a,b), e F2(t) = f(t) para todo t € [a,b). Entdo, definimos a
integral A de f por

b
f f(t)At := F(b) — F(a).

Algumas propriedades sobre a integral em escalas temporais sdo apresentadas

a seguir.

Teorema 12. Se a,b,c,e T, «a e R e f, g€ C,q, entio

b

b b
. f (F(t) + g(t)) At = f f(H)At + f g(t) At;

a a
b
a

2. f (af)(t)AtzaLb F(£)At;



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 26

rb a
3 hﬂmm:—LfmAu

rb c b
4Jf@m:JmMHJﬂWM

rb

b
5 | jTU(O)gA(Uzﬁt:=(fg)G0(fg)ﬁw‘f FA(0)g(H) At

rb

b
o | f(ﬂgA(ﬂéﬁ==(fgﬂb)—(fgxa)—-f FA()glo(0) At;

ra
7. J At = 0.

a

Demonstragio. Veja (BOHNER; PETERSON, 2001b). m

Proposicao 3. Suponha que a,be T, a <b e f(t) sejam continuos em [a,b]. Entao,
b b
|, rat=to@ —ar@ | rwa

Demonstragio. Veja (BOHNER; PETERSON, 2001b). ]

Proposicao 4. Suponha que T seja uma escala de tempo e f seja uma funcao continua

crescente em [a,b]. Se F' € a extensao de f ao intervalo real [a,b] dado por

s) se seT,
P(s) = {f()
Ft) se se(to() &,

entao

b b
JNMKJHWt
Demonstragio. Veja (BOHNER; PETERSON, 2001b). O

Para finalizar, a secao, as definicbes de transformada de Laplace em escala

temporais e sua inversa, sao apresentadas.

Definigao 23. (MEKHALFI; TORRES, 2017) Para f : T — R, a escala temporal ou
transfomada generalizada de f, denotado por *.Z[f] ou F(z), ¢ dada por

Tfm@=ﬂ@:fﬂM%Mu
onde (1) = co.(t,0) (¢C°(1) = eau(0(1))), isto ¢

TXM@=H@:£W@%WMN-
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Teorema 13. (MEKHALFI; TORRES, 2017)(Inversao da transformada) Suponha que
F(z) seja analitica na regiao Re,(z) > Re,(c) e F(z) — 0 como |z| — o0 nesta regido.
Além disso, suponha que F(z) tem um nimero finito de polos regressivos de ordem fi-
nita {z1, 2, ..., %} € Fr(2) € a transformada da funcio f(t) em R que corresponde d
transformada F(z) = Fr(z) de f(t) em T. Se

c+100 5
f | F(2)||dz] < o0,

c—100
entao

f(t) = Zn: Res,_,.e,(t,0)F(z)

i=1

tem transformada F(z) para todo z com Re(z) > c.

O mesmo comentério realizado para a derivada em escala temporal quando
T = R, também é valido para a integral. Isto é,se T =R, f : R — R ¢é integravel em ¢t € R

se, e somente se, f é integravel (no sentido ordinario) em ¢.
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2 Calculo (-Fracionario

A motivacao para escrever este capitulo, vem da derivada fracionaria (-Hilfer de
ordemn—1 < a <netipo0 < [ < 1, introduzida em 2018 por Sousa e Oliveira (SOUSA;
OLIVEIRA, 2018a). O objetivo é apresentar de forma sucinta uma breve introducao aos
operadores fraciondarios que envolvem a funcao implicita denominada ¢. Além disso, a partir
da escolha da funcao ¢ e dos parametros, como « e 3, é possivel obter uma ampla classe
de operadores fraciondarios (integrais e derivadas) ja existentes na literatura. Geralmente,
as particulares escolhas, sdo de fungdes conhecidas como ((t) = t, ((t) = t” com p > 0
e ((t) = In(t). No entanto, é possivel formular novas versdes de operadores fracionarios
e discutir as propriedades de tais operadores e verificar se sao importantes ou nao para
seus objetivos. Por exemplo, quando queremos discutir problemas de difusao envolvendo a
variavel temporal, a derivada fracionaria que melhor se encaixa, é a de Caputo, dado que
a derivada fracionaria de Caputo de uma funcao constante é zero e as condigoes iniciais
envolvendo a equacao diferencial fracionaria sao usuais e, quando queremos trabalhar na
variavel espacial, a derivada fracionaria de Riesz é a melhor devido suas propriedades
relacionadas a transformada de Fourier. As demais sao tanto importantes quantos essas
mencionadas. Outro exemplo, é a derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov, uma vez
que é a melhor indicada para trabalhar com problemas numéricos, pois sua formulagao
foi introduzida a partir de uma série, permitindo uma aproximacao numérica da derivada
onde o trucamento é obtido rapidamente. Cada derivada fracionaria tem sua peculiaridade
e importancia. Nesse sentido, apresentaremos algumas propriedades, exemplos e aplicacoes,

a fim de elucidar as defini¢cbes apresentadas.

2.1 Integral Fracionaria (-Riemann-Liouville

Nesta secao, estamos interessados em apresentar o conceito de integral fracio-
naria (-Riemann-Liouville e alguns resultados interessando oriundos do calculo fracionario.
Além do anterior, a transformada de Laplace da integral fracionaria de Riemann-Liouville
é calculada, em particular, alguns resultados que envolvem as func¢oes de Mittag-Leftler e

de Wright e exemplos de funcao poténcia sdo abordados.

Primeiramente, vamos apresentar a definicdo da integral fracionaria (-Riemann-

Liouville.

Definicao 24. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Seja (a,b) (—o0 < a < b < o)
um intervalo finito ou infinito da reta real, R, a > 0 e f € L*((a,b),R). Sejam ((t) uma
fungao crescente e mondtona positiva sobre (a,b], com a derivada continua ('(t) sobre

(a,b). A integral fraciondria d esquerda de uma funcao f, de ordem «, com respeito a
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outra fungao ¢ sobre [a,b] é dada por

! " — () f(r)dr
o) e -cor e 21)

a;¢ -
]a+f(t> T T

A integral fraciondria (-Riemann-Liouville a direita define-se de modo andlogo.

Note que a partir da escolha de ((t) = ¢ na Eq.(2.1), temos a integral fracionaria

de Riemann-Liouville.

Defini¢ao 25. (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006) Sejam [a,b] (—o0 < a <
b < ) um intervalo finito sobre o eivo real R e f € L*([a,b] ,R). A integral fraciondria
de Riemann-Liouville a esquerda de ordem o, com o > 0, € definida por
1 t
RLTI® (1) = F(oz)L (t—7)""f(r)dr, t>a. (2.2)
Escolhendo a fungao ((t) =t e a = —c0, substituindo na Eq.(2.1), obtemos a

integral fracionaria de Liouville, dada por

0= | =T e

I'(a)

Tomando ((t) = t e a = £ na Eq.(2.1), obtemos a integral fracionaria de

Riemann, dada por

RIF () = pioy | @ @ e

Por outro lado, para ((t) = Int na Eq.(2.1), temos a integral fracionaria de

Hadamard, dada por

Hre () = Fia) fi(mj)al f(r)dr.

a

Agora, escolhendo a = 0 na Eq.(2.2), temos

1

) =" I ) = f (t— 1) f (r) dr. (2.3)

Existem outras formulagoes de integrais fracionarias que podem ser consultados
nos trabalhos (ERDéELYT, 1975; KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; OLIVEIRA;
MACHADO, 2014). Tais formulagoes de integrais fraciondarias, sdo casos particulares da
integral fracionaria (-Riemann-Liouville, e para uma leitura mais detalhada, sugerimos as
seguintes referéncias (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; SOUSA; OLIVEIRA,
2018a).
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2.1.1 Teoremas e Propriedades

Considere a seguinte funcao, fundamental para a propriedade de semigrupo,

)t
boct)=1 T@ 70 (2.4)
0,t<0

onde ((-) é um fungdo crescente e mondtona positiva. Em particular, para ((¢) = ¢ na
Eq.(2.4), obtemos a fungdo de Gel’fand-Shilov (OLIVEIRA, 2014).

Utilizando convolucao de fungoes (DEBNATH; BHATTA, 2014) e a Eq.(2.4),

temos

B ()5 g (1) = foga—ﬂ@mm

1t o1
- ) €O = e mar (2.

Tomando g(t) = ¢'(t) f(t) na Eq.(2.5), segue que

P (0 (COF0) = F7 | (O =)™ f(r)ar

= I3Ef(t). (2:6)

Por outro lado, para ((t) = t na Eq.(2.6), obtemos a seguinte convolugao e

consequentemente, a integral fracionaria de Riemann-Liouville

B )+ (F0) = i | =7 rar

= I(()X+f(t)-

Propriedade 1. (Linearidade) Sejam f,g € L'([a,b],R) tais que evistam as integrais

fraciondrias IS f(-) e I%Cg(-) com a > 0. Se B,y € R com >0,y > 0, entio
IS (B (8) + Ag (£) = BIEEf (1) + Mg (8). (2.7)
Demonstragio. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). ]

Propriedade 2. (Semigrupo) Sejam IS¢ f(-), IZC f(-) integrais fraciondgrias ¢-Riemann-

Liouville de ordem « e [3, respectivamente, com o« > 0, § > 0, entao
IS FOOITE F(8) = TS FOOISE () = T f (). (2.8)
Demonstracio. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). [

Teorema 14. Seja f(t) € L'((a,0),R) e ((t) uma fungio crescente e monétona positiva

tal que exista o operador Ig‘ff(t) coma>0et>a, entdo

IEE[C@) FO] = COLSEF() — alsT £(0).
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Demonstragio. Veja (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). O

Teorema 15. Seja f € L'((0,0),R) tal que exista a integral fraciondria I, f(-) com

a >0, entdao
F(s)

SO[

L5, f ()] =

onde s >0 e F(s) € a transformada de Laplace da fungio f(t).

Y

Demonstragio. Veja (TEODORO, 2014). O

Teorema 16. Suponha o >0, >0, v> 0 e be R. Entdo usando a representacao em

série e a integral fraciondria de Riemann-Liouville, temos
I§ 0 Eg sy (b7) =t Eg agy (027) (2.9)

onde E, ,(-) € a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros.

Em particular, se b # 0 e o = 3, temos

1o g, () = L (B () -
0+ oy - b a,y ]’1 (,y) :
Demonstragio. Veja (OLIVEIRA, 2014; GORENFLO et al., 2014). O

Teorema 17. Suponha > —1, v e R, a > 0 e b e R. Entdo, usando a representacao em

série e a integral fraciondria de Riemann-Liouville, temos
IS0 "Wy (bt7) =t W 0 (087),
onde W, ,(-) € a fung¢do de Wright.

Demonstragio. Veja (GORENFLO et al., 2014). m

2.1.2 Caso particular: Poténcia

Sejam o > 0 e § > 0. Se f(z) = (¢ (z) — ¢ (a))*", entdo

10 = s () - Cla)

(v +0)
Alguns casos particulares.

1. Tomando ((t) = t, temos

50 = i

ta+6—1
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2. Para ((t) = Int, temos

I F(0) = s e

3. Escolhendo § = 1, temos
tO{
I f(t) = —— .

Observacao 2. Na literatura existem inumeras definicoes de integrais fraciondrias que
foram introduzidas ao longo desses ultimos anos, em particular, diversas propriedades
foram apresentadas conforme destacadas nos trabalhos. A integral fraciondria ¢-Riemann-
Liouville conforme apresentada nessa subsecao, ela admite uma ampla classe de casos
particulares, a partir da escolha da funcao (. Além disso, todas as propriedades dos seus
respectivos casos particulares, também sdao vdlidas. Para maiores detalhes, veja (SOUSA;

OLIVEIRA, 2018a).

Teorema 18. Seja a € (0,1). A integragao por partes para a integral fraciondria (-

Riemann-Liouville é dada por

b b
a;¢ — / a;¢ ¢ (t)
[ emysma- [ oo mne (50

onde ('(t) # 0, para todo t € [a,b].

Por fim, apresentaremos dois resultados de suma importancia na discussao da

regra de Leibniz generalizada.

Lema 2. Seja (a,b] com —0 < a < b < w0 sendo um intervalo em R, a > 0 e ¢ () uma

fungao ndao-decrescente positiva em A, cuja derivada é continua em (a,b). Entao,

J%ﬂw=i(7f)ﬂww“@‘“mwn (2.10)

I'la+n+1)

onde f™ ¢ a n-ésima derivada de ordem inteira e t > a.

Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2019). O

Lema 3. Seja (a,b] com —o0 < a < b < w0 sendo um intervalo em R, a > 0 e () uma
fungdo nao-decrescente e positiva em A, cuja derivada é continua em (a,b). A integral

fraciondria do produto de duas fungoes é dada por
= a
«; - a+k;
I (fg) (8) = ), FO @) 1555 (1)
k=0 k
onde f%) ¢ a k-ésima derivada de ordem inteira e t > a.

Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2019). O
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2.2 Derivada Fracionaria (-Hilfer

O objetivo desta secao, é realizar um estudo sobre a derivada fracionaria (-Hilfer
e propriedades (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). Nesse sentido, abordaremos alguns casos
particulares e discussoes envolvendo a derivada fracionaria de Caputo, em particular, sobre
o calculo das fungoes de Mittag-Leffler e Wright. Por fim, apresentamos outros resulta-
dos envolvendo a derivada fracionaria (-Hilfer e alguns exemplos, bem como discussoes

pertinentes dos resultados estudados.

Conforme discutiremos no Capitulo 3, a derivada fracionaria (-Hilfer, serviu
como motivagao para a elaboracao de outro operador fracionario em outro contexto. Entao,

para tais fins, vamos primeiramente apresentar sua respectiva defini¢ao.

Defini¢ao 26. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a) Sejan —1 <a <n comneN, I = [a,b]
um intervalo tal que —0 < a < b < o e f,( € C"([a,b],R) duas fungoes tais que ¢ é
crescente e C'(t) # 0, para todo t € I. A derivada fraciondria C-Hilfer & esquerda T2 ()
de ordem « e tipo 0 < B < 1, é definida por

HORH f (1) = 10 (Cl(t)jt)ﬂ A (1) (211)

Como podemos notar, no Capitulo 1 ndo apresentamos os espagos ponderados
envolvendo a derivada fracionaria (-Hilfer, uma vez que ainda nao tinhamos definido.
Nesse sentido, a fim de tornar consistente e bem estruturado o trabalho, apresentaremos

tais definigoes.

Definigao 27. (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a) Sejam 0 < a <1 e 0 < 5 < 1. O espago
ponderado Cg‘;’f([a, b],R) € definido por

“Clab] = {f e Coclab] s DI f e Crclasbl},
comy=a+ (1l —a).
Definigao 28. Seja 0 < v < 1. O espago ponderado Ci;? [a,b] € definido por
1 [ab] = {f € Coclab] s "D f € Cocfa b},
comy=a+B(1—a).

Note que, das Eq.(27) e Eq.(28) concluimos que C’i;? [a,b] < C’?f [a, D]
(SOUSA; OLIVEIRA, 2018a).

A derivada fraciondria (-Hilfer Eq.(2.11), pode ser escrita da sequinte forma

HRPCf (t) = LD (1) (2.12)
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com vy = a+ B(n—a), IJ7%() dado pela Eq.(2.1) e DYE(-) a derivada fraciondria
(-Riemann-Liouville. A defini¢io da derivada fraciondria (-Hilfer a direita, define-se de

modo andlogo.

Note que, tomando o limite « — n~, n € N, em ambos os lados da Eq.(2.11),
obtemos
D"f(t) = lim "D f (1),
isto é, a e-nésima derivada.

Alguns casos particulares serao apresentados, a partir da derivada fracionaria -
Hilfer (ALMEIDA, 2017; KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; SOUSA; OLIVEIRA,
2018a).

o A derivada fracionaria {-Riemann-Liouville, segue do limite g — 0, em ambos os

lados da Eq.(2.11) e é escrita como

1d
¢’ (t) dt
onde I77%¢(.) 6 dada pela Eq.(2.1) (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

D70 = (G 0, (213)

o A derivada fraciondria ¢-Caputo, segue do limite f — 1 na Eq.(2.11) e é escrita como

. of 1 d\"
CDECf(t) = I — t 2.14
ar [ () = Loy ot f@), (2.14)
onde I”7*(.) é dada pela Eq.(2.1) (ALMEIDA, 2017).

A derivada fracionaria de Riemann-Liouville, segue da escolha de ((t) = ¢ e do limite

B — 0 na Eq.(2.11) e é escrita como

(0% d " n—o
Dt = () s o), 2.15)
onde I]“(-) é dada pela Eq.(2.3) (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

o A derivada fracionéria de Caputo a esquerda, segue da escolha de ((t) = t e tomando

o limite § — 1 na Eq.(2.11), e é escrita como

‘g s 0 -1 () 10 (2.16)

onde I/7%(-) é dada pela Eq.(2.3) (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Além disso, se o = 0, temos D? . =1, onde I é operador identidade.

Para as defini¢oes das respectivas derivadas fracionarias a direita, isto é, das
Eq.(2.13), Eq.(2.14), Eq.(2.15) e Eq.(2.16), sugerimos as referéncias (ALMEIDA, 2017;
SOUSA; OLIVEIRA, 2018a).
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Observacao 3. Outra maneira de escrever os operadores fraciondrios com respeito a

funcao ¢, € através de relagoes de conjugacao, isto €, da sequinte forma
RL RL —1
ey = Qcoggli 0@

RL DC QC RL Da o le

C o C a —
Dy = Qc oG Dr 0 Q7

onde Q¢ € o operador de composicio a direita com (:
Qc(f) = [o(, ouseja (Qcf)(t) = f(C()). (2.17)

Os operadores fracionérios apresentados na Observagao Eq.(3), sdo muito
importantes na discussao de propriedades da transformada de Fourier com respeito a

fungao implicita ¢, de modo especial, na formulagdo do Laplaciano fracionario generalizado.

2.2.1 Teoremas e Propriedades

A seguir alguns resultados para a derivada fracionaria (-Hilfer a esquerda.
Para uma leitura sobre os resultados a direita, veja (ALMEIDA, 2017; OLIVEIRA, 2014;
GORENFLO et al., 2014; ISHTEVA, 2005; TEODORO, 2014; SOUSA; OLIVEIRA, 2018a;
SOUSA; OLIVEIRA, 2019).

Propriedade 3. (Linearidade) Sejamn—1<a<n,neN,0< <1 e\ ¢eR. Sejam
fr9 € CI:([a,b],R) tais que existam Aol r(y e 192 y(.). A derivada fraciondria

(-Hilfer é um operador linear, isto €,

TDEICIN (1) + 09 ()] = XTI (1) + 6 1D g (1). (2.18)

Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). ]
Propriedade 4. Sejamn —1<a<n,neN,0< < 1e feC](a,b],R), temos

MG I f (1) = £ (1) (2.19)
Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). ]

Note que, ao escolher a funcao ((¢) = Int e tomando o limite 5 — 0, em ambos
os lados da Eq.(2.19), obtemos a indentidade para a derivada fracionaria de Hadamard.
Por outro lado, escolhendo ((t) = t e tomando o limite § — 1, em ambos os lados da

Eq.(2.19), obtemos a identidade para a derivada fracionaria de Caputo.

No estudo da derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville, a lei dos expoen-
tes nem sempre é valida (OLIVEIRA, 2014). Por outro lado, o Teorema 19 garante a lei

dos expoentes para a derivada fracionaria de Caputo, com algumas condig¢oes convenientes.
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Teorema 19. Sea <b e f e C"([a,b],R) para algum n € N. Além disso, sejam a > 0 e
B >0, tal que exista algum € N com |l < k e 3,8+ a € [l —1,1]. Entdo, vale

D5, DL () = D).
Demonstragio. Veja (OLIVEIRA, 2014). O

Corolario 2. Seja f € C’Z"l[a,t) tal que fi = 0,1,2,...,n — 1 sdo de ordem (-
exponencial. Seja ™ wma funcio continua por parte no intervalo [a,T]. Entao, a trans-

formada de Laplace generalizada de fI™ (t) existe e

n—1

LA (0} (5) = 8" LA L)} (5) = D 8" (M) (a). (2.20)
k=0
Demonstracio. Veja (JARAD; ABDELJAWAD, 2020). O

O préximo passo, é apresentar a transformada de Laplace da derivada fracionaria

de Caputo sera discutida a seguir.

Teorema 20. Sejamn —1 < a <n, ne N e a fungio f(-) tal que ezista C@&f(‘). A

transformada de Laplace da derivada de Caputo é dada por

n—1
LDt 0] = " Z[f 0] = 25" 0 (0).
k=0
Demonstragio. Veja (OLIVEIRA, 2014). O

A ideia do proximo resultado, é apresentar uma propriedade importante no
estudo de equagoes diferenciais que envolve derivadas fracionarias, nesse caso particular, a

derivada fracionaria (-Hilfer que tem importancia na solucdo de modelos de crescimento
populacional (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a; SOUSA; OLIVEIRA, 2019).

Lema 4. Dado A > 0, n—1 < a <ne0 < f < 1. Considere a fungio f(t) =
Eo (A (C () — ¢ (a))®), onde E, (+) é a fungdo de Mittag-Leffler de um parametro. Entdio,

HORI L (1) = Af (1) (2.21)
Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). ]

Note que, para a = 1 na fun¢do de Mittag-LefHler de um parametro, temos a
funcio exponencial f(t) = e™. Nesse sentido, segue que é solucio da Eq.(2.21), no caso

classico.

Para um estudo mais detalhado da derivada fracionaria (-Hilfer, propriedades,

teoremas e generalizagoes, pode-se encontar na referéncia (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a).
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A seguir, apresentamos dois exemplos, o primeiro emvolvendo a fun¢ao poténcia
generalizada envolvendo a fungdo ((t) e o segundo sobre o calculo da fun¢ao constante.
Além do anterior, comentarios sobre as diferencas entre as derivadas fracionéarias de Caputo

e Riemann-Liouville, sao apresentados. Veja também outros exemplos sobre propriedades
de derivadas fracionarias (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

Lema 5. Dado 6 € R, considere a funcio f(t) = (C(t) — ¢ (a))’", onde & > n. Entdo,

paran—1<a<nel<p<1, temos

. I (9) o
HyeuBiC _ _ d—a—1 2.22
LS (1) = 5 (€)= C (@) (2.22)
Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). O]

Para ((t) = t e no limite § — 1, em ambos os lados da Eq.(2.22), obtemos
(TEODORO, 2014)

“Qsft) = I ') et (2.23)

(0 —a)

E natural pensar que a derivada de uma constante ¢ zero. No entanto, a partir
da introducao do calculo fracionario, essa afirmacao depende do tipo de derivada fracionaria.
Vide por exemplo, na escolha de ((t) = ¢, § = 1 e aplicando o limite 5 — 0, temos

t—a
Dy l=———
T r(1-a)
ou seja, nao € zero

Por outro lado, para k € R, temos
“Ps k=0, a>0.

Neste caso, usando a derivada de Caputo Eq.(2.16), obtemos como resultado zero.

Até o momento, apresentamos a definicdo da derivada fracionaria (-Hilfer
e algumas propriedades béasicas, a saber: linearidade, caso inteiro, identidade e lei dos

expoentes.

Mas o que de fato é uma derivada fraciondria? Existe algum critério para
classificar se um determinado operador é fracionario ou nao? Diante do exposto sobre a
derivada fracionaria (-Hilfer, podemos considerar ser um operador fracionario? Em 2015,
Tenreiro e Ortigueira (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015), propuseram o critério para

classificar se um operador é considerado fracionario, ou seja:

1. A derivada fracionéaria é um operador linear;

2. A derivada fracionaria de ordem zero de uma funcdo é a prépria funcio, D' f(t) =

f@);
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3. Quando a ordem é um inteiro, a derivacao fracionaria deve produzir o mesmo

resultado da derivacao ordinaria;
4. A lei dos expoentes, D*DP f(t) = D™ f(t), é satisfeita para a <0 e 8 < 0;

5. Vale a generalizacao da regra de Leibniz,

Z ( ) (D Fg(t)- (2.24)

No entanto, existem derivadas que sdo consideradas fracionarias mas nao
satisfazem o critério, por exemplo, a de Caputo. Mas ¢ uma das mais importantes. Nesse
sentido, em 2019 Sousa e Oliveira (SOUSA; OLIVEIRA, 2019) propuseram a chamada
regra de Leibniz tipo I e II que abrange praticamente todas as formulacoes de derivadas

fracionarias. As duas versoes da regra de Leibniz tipo I e II, sao apresentadas a seguir.

Teorema 21. (Regra de Leibniz tipo I). Seja 0 < a < 1, A = [a,b] (-0 < a < b < ) um
intervalo, ¢ € C' (A, R) uma fungdo crescente tal que ¢’ (t) # 0 parate A e f,g€ C(AR).

Entao, temos

I—om—o \ m—1
RS €\ etk x) o () — ¢ a))*™"
kz_;) ( k > Ia-‘r (Cb)f (a’) F(ﬁ(l—a))
(2.25)
Demonstracio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2019). ]

Teorema 22. (Regra de Leibniz tipo II). Seja 0 < o < 1, A = [a,b] um intervalo
(—o<a<b<w), (eC(AR) uma fungio nio-crescente tal que ¢’ (t) # 0 parate A, e
f,g€ C(AR). Entao, temos que

m=0

o0
HpaC (f Z( ) 7™ (8) BRI (1) + 2, B, 0)
(2.26)

com

e¢] B . éia
24(c Z( )Iﬁi’ffg(a) (19 (1) — 1 (@) gf)(ﬁ ¢ <a>6>) |

Demonstracao. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2019). ]
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Teorema 23. Seja ((-) uma fungio mondtona crescente e positiva sobre o intervalo
I = [a,b] e com derivada continua ¢'(-) # 0 sobre (a,b). Se 0 <a <1 e0< <1, entio

| DRI (1) 6 (1) dt = |

a a

b

¢’ (t)

para qualquer ¢ € C* e ¢ € C satisfazendo as condicdes de contorno ¢ (a) = 0 = ¢ (b).

e ()¢ (1) TDEe <¢ (t>) dt (2.27)

Demonstracio. Veja (SOUSA; LIMA; TAVARES, 2023). O

2.3 (-Riemann-Liouville x (-Caputo x (-Hilfer

Vamos aqui, apresentar algumas relagoes de algumas derivadas fracionarias

com respeito a funcao ( e, consequentemente, alguns casos particulares.

Note que,

axC 1 d\" noiC 1 d\" _ O pac
D0 = (o) B0 # 15 (i) £ = D@, @2s)

Para ((t) = t e tomando o limite § — 0 e § — 1, nos lados direito e esquerdo

da Eq.(2.28), nesse sentido, temos

D)= () msr e £ (5) 10 = oo,

Agora, tomando f(t) = t*', a > 0et > 0, segue que I[§, Dy, t* ' = 0e Dy, I5,t* 1 = >,

O Teorema 24, é uma relacdo entre as derivadas fracionarias de Caputo e
Riemann-Liouville, no caso particular {(t) = t. E possivel obter outras relacdes a partir

da escolha da fungao ((¢).

Teorema 24. Se f € C"([a,b],R) e a > 0, entao

o N 1
CDaffa):Daf[ Z,; ¢ () S (@)
k
Wm._ (1 d
omJes (<'<t>dt)'
Demonstragio. Veja (ALMEIDA, 2017). O

Uma relagao interessante motivada pelo Teorema 24, é dada por (OLIVEIRA,

2014)
n—1 k—o
o  Cpa t (k)
Dy, f(t) = “Dg, f(t) +];]F<k_a+ 1>f (0). (2.29)
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A derivada fracionéaria (-Hilfer Eq.(2.11) com a seguinte fungao

g(t) = Iéf:ﬂ)(n_a);cf (t), pode ser escrita da seguinte forma

HrouB5¢ _ n—pC 1 i "
©a+ f(t)_‘[a-‘r (C/(t) dt) g<t)7

com g = n(l — ) + fa. Também, temos a opc¢ao de escrever em termo da derivada

fracionaria (-Caputo, isto é,
TR f(t) = “Ditg(t)
= D | )] (2.30)

com pu =n(l—p) + pa.

Por fim, para finalizar o capitulo, uma relagao entre as derivadas fracionarias,

(-Hilfer e ¢-Riemann-Liouville.

Teorema 25. Sejan—1<a<n,neNe0< <1 SefeCl([a,b],R), entdo

) n—pB(n—a); —B)(n—a): n—l t) — k Dg?(
HQUPCf (1) = Do | [P p () Z (€ <<a>]3! $4f (@)

v=a+ k- a).

Demonstragio. Veja (SOUSA; OLIVEIRA, 2018a). O
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3 Derivada Fracionaria (-Hilfer em Escalas

Temporais

A teoria de operadores fracionarios €, de fato, de suma importancia e de grande
relevancia para as diversas areas do conhecimento. Ao longo dos tltimos anos, propor
novos operadores fracionarios, muitas vezes motivados por problemas fisicos ou nao, tem
sido alvo de estudo e tem chamado aten¢do, ndo somente pelo seu efeito de memoria, por
possibilitar generalizagoes de operadores, mas por descrever melhor fendmenos reais em
suas analises. No entanto, ao propor um novo operador fracionario, é essencial que sua
defini¢ao seja bem fundamentada e respaldada por propriedades basicas. Além disso, é
importante que ele seja acompanhado de aplicagoes que elucidem sua importancia. Partindo
de uma equagao dindmica linear, Bastos et al. (BASTOS; TORRES, 2011) introduziram
a noc¢ao de derivada de ordem fracionaria em escalas temporais, envolvendo resultados
analogos discutidos para operadores de Riemann-Liouville em escalas temporais (BASTOS,
2012; BASTOS; FERREIRA; TORRES, 2010; BASTOS; FERREIRA; TORRES, 2011).
Nesse contexto, apos esse trabalho pioneiro, o estudo do célculo fracionario em escalas
temporais tornou-se um tema de pesquisa popular. Para mais detalhes consulte (BAYOUR;
TORRES, 2016; BENKHETTOU; CRUZ; TORRES, 2016b; BENKHETTOU; CRUZ;
TORRES, 2015; NWAEZE; TORRES, 2017) e suas referéncias.

Por outro lado, quando o assunto é aplicacao real, mencionamos o estudo
de canais ionicos de calcio que sao retardados com injecao de quelante de calcio Acido
Etilenoglicol Tetra-acético (GAO, 2013). Na verdade, intimeras aplicagoes fisicas de pro-
blemas de valor inicial fraciondrio em diferentes escalas temporais (SUN; ABDELJAWAD;
ALZABUT, 2013). Por exemplo, equagoes diferenciais fracionarias que governam o com-
portamento de materiais viscoeldsticos com memoria e o fendmeno de fluéncia foram
propostas em (CHIDOUH et al., 2017) para a escala temporal continua T = R; equagoes
de diferencas fraciondrias em temporais discretas T = hZ, com h > 0, ou T = ¢%, com
relevancia na descri¢ao de diversos fendmenos fisicos, sao estudadas em (ABDELJAWAD:
BALEANU, 2011; MOHAN, 2014). Existem inimeras aplicagoes envolvendo problemas
de derivadas fracionarias em escalas temporais. No entanto, nao é tarefa simples e facil,
saber qual melhor derivada fracionaria em escala temporal para utilizar na formulagao de
um problema fisico. Nesse sentido, em 2023, Sousa et al. (SOUSA et al., 2023) motivados
pela derivada fracionaria (-Hilfer e pela derivada em escalas temporais, unificaram as duas
areas, propuseram uma nova derivada e estenderam alguns resultados. Neste capitulo,
dedicamos a discutir cuidadosamente a formulagao do operador fracionario (-Hilfer em

escalas temporais e algumas propriedades de suma importancia para a continuacao deste



Capitulo 3. Derivada Fraciondria (-Hilfer em FEscalas Temporais 42

trabalho.

Antes de apresentar a definicdo de derivada fracionaria (-Hilfer em escalas
temporais, precisamos apresentar o conceito de integral fracionaria (-Riemann-Liouville

introduzida por Mekhalfi e Torres em (MEKHALFI; TORRES, 2017).

Defini¢ao 29. (MEKHALFI; TORRES, 2017) Sejam T wma escala temporal, [a,b]
um intervalo de T e f uma fungao integravel em [a,b]. Além disso, seja ( uma fungio
mondtona crescente tendo uma derivada delta ¢2 com CA(t) # 0 para qualquert € [a,b]
com 0 < a < 1. Entao, a integral fraciondria (-Riemann-Liouville em escala temporal de

ordem « da fungao f em relagdo a ¢ € definida por
) = oy | €O =) () (31)

A primeira observacao a ser feita em relacao a Eq.(3.1), é que ao tomar T = R,

obtemos a defini¢do da integral fracionaria (-Riemann-Liouville (Veja Definigao 24).

Definigao 30. (SOUSA et al., 2023) Sejan — 1 < a < n com n € N. Suponha que T
seja uma escala temporal, [a,b] um intervalo de T e f,{ € C"([a,b]) sejam duas fungies
tais que € uma fungdo mondtona crescente tendo uma derivada delta (2 com (2 (t) # 0

para todo t € [a,b]. A derivada fraciondria (-Hilfer em escala temporal de ordem « e tipo
0< B <1 é€dada por

T Aa.B5¢ TAn—e) A (n)’ﬂ‘n'yC
Azt s ="y ) (32)

comy =a+ [(n—a).

Observacgao 4. Tomando o limite § — 0 em ambos os lados da Eq.(3.2), obtemos a

derivada fraciondria (-Riemann—Liouville em escala temporal dada por

(n)
Rar0 - () O (3.3)

Observagao 5. Tomando o limite f — 1 em ambos os lados da Eq.(3.2), temos a

derivada fraciondria C-Caputo em escala temporal dada por

pastso - " () 50, (3.4
¢A(t)
Observagao 6. Note que Eq.(3.2) pode ser escrito como

TADTCf(t) = "I LU AT F(1)

TAZICf(t) = GA I f(1)

comy=a+B(n—a)ep=n(l—p)+Ba, onde "I () e &, AVE() sdo definidas por
Eq.(3.1) e Eq.(3.3), respectivamente.
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Observacgao 7. Com escolhas particulares de ¢ obtemos uma ampla classe de derivadas
fraciondrias em escalas temporais. Por exemplo, consideremos a derivada fraciondria

C-Hilfer em escala temporal e fungio k(t) = T]L(llfﬁ)(n_a);gf(t). Neste caso, temos

. A N\™
s - () s

com p=n(l—p) + Ba.

Observacgao 8. FEscolhendo T = R, temos uma ampla classe de casos particulares como
ja discutido para a derivada fraciondria (-Hilfer. Além disso, um caso cldssico, é dado

quando o =1 e ((t) = t, obtemos a derivada cldssica.

Antes de passar para o estudo de algumas propriedades basicas, vale ressaltar
que o estudo de operadores fracionarios em escalas temporais, perdem algumas propriedades
conforme vamos destacar a seguir. Tais propriedades, dependendo do tipo de problema

que estamos interessados em discutir, é necessario impor alguma condigao.

Proposicao 5. Para qualquer funcoes integraveis f,g em |a,b], a integral fraciondria

(-Riemann—Liouville em escalas temporais satisfaz
TEE T () + dag(t) = MTIEETF(E) + XTI T ()

onde A, A € R.

A partir da escolha da fungao ((-), temos que a Proposigao 5, é vilida para

todos seus respectivos casos particulares.

O proximo resultado é sobre a integral fraciondria (-Riemann-Liouville que nao

satisfaz a soma de poténcia.

Proposi¢ao 6. Para qualquer fungdio integravel f em [a,b], a integral fraciondria (-

Riemann—Liouville em escalas temporais satisfaz
I IS () = TR ()

para qualquer o, 3 > 0.

Demonstracdo. Usando Eq.(3.1) da Definigdo 29, temos
T
- [ o - o (TH?fh@))As
- F(la ftcﬂ<s><<<t>—<< (5 | Aoee - g sm1ar) as
~ v | [ e - o e - oy e aras
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Agora, trocamos a ordem de integracao do teorema de Fubini para obter
R IO
~ i | ([ 26060 - e - o1 as) s an
L@)r(B) J. \J-
¢(s) —g(7)
¢(t) —g(7)

As; quando s — 7 temos r — 0; e quando s — t temos r — 1. Entao,

Fazendo a mudanca de variavel r = , 7€ R, temos

A
OEG

L ()

rar ), L <1 M)Mw”ms]f (AT
= T3 :t [Ll(l — )TNt T) Ar] f (1) AT

- L [ana j (1) — g() 1A () £ (r) Ar

)-JO a

B
1l B) !
s

(C(t) = g(r)) I (n) f (1) Ar

\%

(C(t) = g(m)* P T) f (1) A,

onde ¢*(t,7) == (C(t) — g(7)*7'¢H(T)(C(s) — g(7)) e
¢t ) = (C(1) = g(r) T CAT)C(E) = g(r)rTH(C(E) — g(r)) "

A prova estd completa. [

Como acabamos de provar, o operador integral fracionario em escalas temporais
nao satisfaz a soma de poténcia. Nesse sentido, a pergunta natural que surge ¢ a seguinte:
serd se existe uma funcao peso gT(a, B)T que o torna possivel essa igualdade, isto é,
Tpose T]Ifff(t) =g (a, B)T]Igiﬁ;cf(t)? A resposta, é dada pela seguinte observacao.

Observagao 9. Assumindo a primeira parte da prova do Teorema 6, temos

L) =m0 - o) ) (A

_ B(’])T,l (Oé, 5) 1 Jt
B(a,B) I'(a+B)
= g"(a, )L f (1),

(C(t) = g(r)) ™I () f (1) Ar

a

_ B(rl)r,l(avﬁ)

onde B(a, B) é a fungio Beta cldssica e g" (o, 3) Bla.f)
a,

Como consequéncia da Observagdo 9, tomando T = R, temos 1% I f (t) =
]ICYJF/B%CJL‘ t
ar S (D).
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Lema 6. Sejan —1 < v < n et e Cfa,b]. Entio, "3 f(a) = hm TICF(t) =
n—1<vy<a.

Demonstracio. Primeiro, temos que "I Cf( t) € C,a,b] é limitado. Desde que f € C,]a, b],
entdo ((x) — ((a))? f(t) é continua sobre [a, b] e entao
€)= @y o <ar = 1ol <[ - ¢a)

t € [a,b], para alguma constante positiva M. Tomando T]Igf (1) em ambos os lados da
Eq.(3.5), temos

M, (3.5)

TELH)| < ) - Ca) 7| M

- M G - G
Como v < a, o lado direito tende para 0 assim como t tende para a+. Portanto,
tem-se
I3 f(a) = Jim TIEEF(1) =
e o resultado esta provado. O

Teorema 26. Sejam 0 < o < 1 e ¢ mondtonos com uma derivada delta ¢2 com CA(x) #0
para todos x € [a,b]. A integral fraciondria (-Riemann—Liouville em escalas temporais é

um operador limitado dado por

Tye;¢

[ o < ol
com L =
Demonstrag¢io. Usando Eq.(3.1) da Definigao 29 e Proposicao 4, segue que

g — max [(¢(e) - ¢(@)" I f(2)

z€[a,b]

= max
z€[a,b]

< max |(((z) - C(@) f(z)] '1 f " A () — C(s)* As

z€[a,b]

(Ca) - <<a>>vf(1a) f " AW — C() () As

1
- Wlew 7 f CAE)(CB) — ((s)™ As

(@)
[ flle..c (€)=
I'a) a
_ (C(b) _ C(a))a Hf”
I(a+1) e

= Llfle,e

N
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A seguir vamos apresentar a integral fracionaria (-Riemann-Liouville em escalas
temporais em termos de somatorio, a fim de discutir a integral fracionaria do produto de

duas funcgoes.

Lema 7. Seja T uma escala de tempo, (a,b] com —o0 < a < b < o um intervalo em R,
a >0, e ((x) seja uma fungdo mondtona crescente e positiva no sentido A cuja derivada

é continua em (a,b]. Entado,

T]I:ff(x) _ Z (_na) fA(n)(l’) (C(l’) — C(a))oﬂrn (36)

I'a+n+1)
onde fA(n)(-) ¢ a enésima derivada em escalas temporais T e x > a.

Demonstracao. Vamos considerar f da seguinte forma
o rAn)
[7 (@ n
10 = 3 TPty -y (5.7)
n=0 '

Tomando "I (-) em ambos os lados de Eq.(3.7), temos

TS f@) = f&(t)(c(a:)—c(t))a1f<t>At

(a+n).

2 A (@) (1) () = ¢(a))orn
B Z n! o) INa+n+1) I

Levando em conta a identidade

() = 7o

temos

(%) - C2telarn _ Clrarn

Iri+a)l'(n+1) @I (n+1)"

Concluimos que

i) = 5, (20) 20l

n=0

e a prova esta completa. O

Agora, apresentamos a regra de Leibniz associada a integral fracionaria (-

Riemann-Liouville em escalas temporais.
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Teorema 27. Seja T uma escala de tempo, (a,b] com —0 < a < b < 0 um intervalo
de R, o > 0, e ((t) seja uma fungdo mondtona crescente e positiva no sentido A cuja
derivada € continua em (a,b]. A integral fraciondria esquerda do produto de duas fungoes
¢ dada por

0

o (k) o
Lm0 = Y A 0,
k=0

k 7/ 7/ . . .
onde fA( ) ¢ a k-ésima derivada em escalas temporais T et > a.

Demonstragio. Sejam f e h satisfazendo a condigdo do Lema 7. Entao, de Eq.(3.6) segue

que
Tyo; o > - (m) (C(t) B C(a))a+m
sum - 3 (0 )umn GEnT
Usando a regra de Leibniz,
(PR = 3 AP s )
k=0

commeNe f heC™([a,b]), segue que

"I (fR)(2) i ( ) i <ﬂ;) FA®) () A0 (C(t) = ¢(a))*™™

k=0 I'a+m+1)
- B ()G

k m=k

—Q
m
)

Considerando n = m — k e usando a identidade

L) () - ()

obtemos
axC N0 pam N [\ (R Ak, (C() — Ca)) R
LR = ];)f <t)nz_;)(n—l—k>< k )h ®) INa+n+k+1)
N A () N (la R A, (G — C(a)) R
B kZ—Of W k),;)( n )h (t)F(a+n+k:+1)
- 3 ‘,f‘)fﬂ“”(tﬂﬂzi’“h(t)
k=0
e a prova esta completa. O

Os resultados discutidos acima sao validos quando escolhemos T = R, pois ja
sao conhecidos. O que vale destacar é que podemos escolher uma ampla classe de possiveis
resultados como casos particulares, sem restrigir a T = R, isto é, basta escolher uma funcao
¢(+), como ja observamos em outras ocasites. Existem outras propriedades para a integral
fracionaria (-Riemann-Liouville, no entanto, precisamos antes apresentar o conceito de

derivada fracionaria (-Hilfer e discutir algumas propriedades.
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Proposicao 7. Seja 0 <a<1e0<p<1. Entdo,

(1) TAZFC (M) + Aah(t)) = MTAZLCF(t) + MTAZR(L), onde M1, s € R.
@By o T'(9) (a1
(2) TARTCE) — Ca)) Tt = TG—a) (C(t) = Cla)’ ™, > 1.

Demonstragio. (1) Usando o fato de que TAZPCf(t) = TIT% T, AYEF(t) e porque

TI() e B AVE() sdo lineares, temos que A% (.) também ¢ linear.

(2) Lembrando que §; AT2((t) - ¢(a)"" = F(J;(f)co (C(t) = ¢(a)) e
e -1 = & — (la))ret
LEC) = )™ = Fr gy €0 = <™,

obtemos

TATPEC) - Cla) T = TET AT - (@)

T e (€0 - @)
I'(5) —a+
= m@(t) = ((a))’ ot
Portanto, a prova esta completa. O

Observacgdo 10. Em particular, dado 1 < k € N, e como § > 1, temos TAZC(¢(t) —
k! .

C(a))* = W(C(t)—((a))k*a. Por outro lado, para 1 > k € Ny, temos TAZ(¢(t)—
—1-—«

¢(a)* = 0.
Teorema 28. Se f € C"[a,b],n—1<a<n, e0<p <1, entdo
"ETAE () = gM (v —a)g (v —non—y)f(t

5 (C(r) = Ca)™F At—k) penn:
_ gT(O‘W_O‘)l;(C](ﬂ(?Y _i{(—:)l) fCA( )T]IZ+%C (a).

Demonstragio. Usando a identidade
G TIRES(1) = g7 (0, B)TIEC A (1), (3.8)
temos
IS TASPC () = g7 (0 — @) I R ATE (1) (3.9)

com v = a + (n — «). Realizando a integragdo por partes n-vezes, temos

n o ’y—k‘
T B AKAO = 67— =0 - 3 S 2 )
k=1
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Usando Eq.(3.8) e Eq.(3.9), concluimos que

TR TALPC ) = gM(a,y — Oé)gT(v —n,n— v)f(t)

T vl 1;1 iy - k:+1) fc( I f (),

onde A"

2= () o
g (p,q) = Bg%(p,f)]) e Bgl(p, q) e B(p,q) sao as fungoes Beta em escalas temporais e a
funcao Beta clgéscjica. Nesse sentido, a prova esta concluida. ]
Observagao 11. 1. Tomando n =1 no Teorema 28, temos

ANt = g% (v —a)g (v — L1 =) f(t)
(C(z) = ¢la)

. 1- ’Y§
9" (07— 0) R T A a),
2. Tomando T = R no Teorema 28, temos
18 A (1) = (o) - SO piocpg

I'(v)

Proposicao 8. Para qualquer fungao integravel h em [a,b] tem-se
FAGPCTICF(t) = g (v —mym — ) f(1).

Demonstracao. Pela definicao de TAZ‘f;C(-)7 e usando a Proposicao 6, Lema 6 e Teorema

28, podemos escrever

TATIE () = I R AL ()

i (€(t) — ¢(a))

~ F(’y—kll) f(nkT]In ’}’Cf()

g (v =n,n—7)f(t) -

= ¢"(v—nn—f()
A prova estd completa. O
Observacdo 12. Escolhendo T = R na Proposicdo 8, obtemos A% TV f(t) = f(t).

Teorema 29. A derivada fraciondria (-Hilfer em escalas temporais é um operador limitado

para todosn —1 <a<nel< <1 com

B

Cye

v,<
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Demonstragio. Lembrando que TAZS f(2) = TIT* T AYC f(x), temos

- g )]

HRLAsz o
< Th—a) gg% J ¢( —¢(1)) At‘

(C(b)—f( )) T A%
S (v—a)F(v—a) eS|

An)

(SORSC) el P I LUV
< (Ol e | [ A0 - g0y
_ () ~ ¢(a)™ [
S (=)=l (n =Ny —a) cr

0 que comprova o resultado pretendido. O

Teorema 30. Seja f € C'([a,b]), «=0,5 >0 e 0 <3< 1. Entdo,
FAVTCLE () = 97 (1 - a,0) g (v — oy = LTS ()
coma =6 = 0.

Demonstracio. Comegamos notando que

A0 = (i ) T A

(2(z) (3.10)
= §7(1— 0,8) "I f (1),
Usando a relagao
TATCS () =TI R AR (1)
com v = a+ (1 —a) e Eq.(3.10), temos que
AP = T AT )
= gT(]_—O[,(S) gT( YooY 5) 27 “ 54f<t)a

o que prova a igualdade pretendida. O

Para finalizar o capitulo, vamos abordar o conceito de transformada de Laplace
em escalas temporais e a integragdo por partes apenas para a integral fracionaria (-

Riemann-Liouville.
Seja p € R(T,R). Definimos a func¢ao exponencial por

ep(t,s) = exp (r Tp(r) (p(T))AT) .

a
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Definicao 31. Seja f,( : T — R tal que ¢ é uma fungdo crescente ndao negativa com
¢(0) = 0. Entao, a transformada generalizada de escala de tempo de f em relagio a ¢ €

definida por .
TLIf)(2) = F(z) = f FOCAMC ()AL,

onde C(C(t)) = es=(C(t),0) (¢7(C(1)) = eo=(a(C(2))), isto ¢,

R  HOCAWens (0 () AL

A seguir, provamos uma férmula de integracdo por partes para a integral

fracionaria (-Riemann-Liouville em escalas de tempo.

1 1
Teorema 31. Sejaa>0,p,g=1le—-—+—-<1+a,ondep#1eq=1+n no caso em
P q

1
que — + — =1+ a. Além disso, temos
b q

TIE(L) = {f f =g, g€ Ly(a,b) ).

A seguinte formula de integragdo por partes é vdlida: se p € L,(a,b) e ¢ € Ly(a,b), entdo

[ (rzsom )ewar = [ s e () a

onde (2(t) # 0 para todo t € (a,b).

Demonstragio. Se ¢ € Ly(a,b) e ¢ € L,(a,b), entdo, de Eq.(3.1) da Definigao 29, segue

que
[ (zsom )etmar = (5 [ o0 - o omas)pwa
rb 1 b A ol
- [ [ e0t0ee - coromar
— * A Tre;¢ ¢<t>
- [omenrme (52 a

Duas consequéncias importantes do Teorema 31 sao:

1. Para T = R, obtemos o caso classico fracionario.

2. Quando ((t) = t, obtemos uma versao em escalas temporais fraciondria.

Claro, é ampla a classe de possiveis casos particulares que podemos discutir.
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Finalizamos, esse capitulo com os objetivos alcancados. Todos os resultados
existentes na literatura que envolvem a derivada fracionaria (-Hilfer em escalas temporais,
sem resume ao trabalho realizado por Sousa et al. (SOUSA et al., 2023). Como o trabalho
foi publicado em 2023, existem algumas propriedades e problemas em aberto. Por outro
lado, no proximo capitulo, faremos utilizaremos as ideias discutidas aqui, para investigar a

existéncia e unicidade de solu¢oes para um problema de valor inicial.
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4 Equacoes Diferenciais Fracionarias: Existén-

cia e Unicidade

Neste capitulo, vamos apresentar os resultados de existéncia e unicidade de
solugoes para o Problema (2) introduzido via derivada fracionaria (-Hilfer em escalas
temporais. Para obter os resultados, faremos o uso de resultados discutidos nos capitulos
anteriores, em particular, do teorema de Arzela-Ascoli. Nesse sentido, faremos comentarios

sobre alguns casos particulares e exemplos a partir da escolha dos parametros «, 3, e da
funcao f(-,y(-))-

Antes de abordar os principais resultados, vamos provar que discutir a solucao

do Problema (2) é equivalente a abordar sua equagao integral.

Lema 8. Seja0<a<1,J< T, e f:JxR—R. Dizemos que y(t) é uma solugao do

Problema (2) se, e somente se, esta fungdo é uma solugdo de

= ! L s — () f(s,y(s))As
W) = i ), COCO =) A (@)
onde g* (v — 1,1 — ) := Bl;ziv—_llil—_vg) com~y=a+ [(1—a).

Demonstragio. Aplicando o operador TIF¢(-) em ambos os lados da Eq.(2), usando a

condicao inicial e o Teorema 28, temos

W) = o |, OO =) T A (42

Por outro lado, aplicando o operador TAZ7(-) em ambos os lados de Eq.(4.2),

e usando a Proposicao 8, obtemos

. . 1 !
TAQ’B’Cyt = TAO"B’C< JCAS C(t) — C(s)* (s, y(s As)
e = A (s [ - (o s e
Agora, tomando "Iy~ "“(-) em ambos os lados da Eq.(4.2) e usando o Lema 6,
obtemos T]I(l)_wcy(()) = 0. Assim, completamos a prova. ]

A seguir vamos fazer observacoes de suma importancia sobre o Lema 8.

Observacao 13. Como visto no Capitulo 3, algumas propriedade de operadores fraciond-

ri0s nao sao mais vdalidas quando trabalhadas em escalas temporais. O problema se estende
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para as equagoes diferenciais quando se pretende abordar sua equacao integral conforme o
Lema 8. Para obter Eq.(4.1), a condigao inicial do nosso Problema (2), deve ser nula,

caso contrdario nao seria possivel.

Observacao 14. Qutro ponto que merece destaque, é que para T = R, temos a equacdo
integral, bem como o Problema (2) na versio da derivada fraciondria (-Hilfer. Para esse
tipo de problema, ndo necessariamente precisamos impor que a condi¢ao inicial seja nula

ou encontrar uma melhor condicao que satisfaca a equacao integral.

Teorema 32. Suponha que J = [0,1] € T. Entdo, o Problema (2) tem uma solug¢do inica
em J se a fungdo f(t,y(t)) é uma fungdo rd-continua para o qual existe M > 0 tal que
\f(t,y(t)| < M em J e a condi¢ao de Lipschitz

[f@tx) = [ty < L]z —y]

vale para algum L > 0 e para todo te€ J e x,y € R.

Demonstracao. Seja S o conjunto de fungdes continuas densas e J < T. Para y € S, defina

ol = sup I(C(8) = ¢(O) (Bl

Observe que S é um espago de Banach. Defina o subconjunto S¢(p) e o operador

O por
Sc(p) = {we St lale, . <)
e - 1 1 tAs (e f s (s .
O) = == 7 |, S = ) (s s
respectivamente.

Usando a Proposicao 3, temos

(€(t) = <)~

g (7—11— )F(a J
ol R

(C() = ¢(0) O E)] = — ()" f (s, y(5)) As

o= 1_ = (5 (o) s

(@)
(¢(t) — (o))
o f CA)(CH) — C(s)* As.

g (v -1, 1—

N

Desde que ¢2(s)(¢(t) — ¢(s))*! seja uma fungao crescente, pela Proposigio

4. segue que

fo ) = () As < f C'()(G(t) = () ds.
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Consequentemente, temos

(C(t) -
gty — 1, 1_ 0
M t -
T (-1, 1—7)F(Oé) (()_C(O»
(€(1) = ¢(0)) At
M I'a+1) ’

() = ¢(0) 7O y(1))] C’ ((s))* tds

—~
CIJ

N

SN—
J\

isto é,
(C(1) = ¢(0)—#u-)
gy L1 =) (a+1)

”@yHCk%g <M

Agora, considere

(C(1) = ¢(oyr-rpima
g (v =1L 1=y (a+1)

p=M

Temos que © é um operador de S¢(p) para S¢(p). Além disso, para z,y € S¢(p),

obtemos

(@) - ())1 ”(@fv t) — Oyt ))H

() a-l — f(s,y(s s
SO [ C6)(600) (61" (s (5) = syl
o — ol - 0
< L ) JC ~ )T As
e = yloy_. (6(t) = C(0)"
< L 9(7_11_ Fa f( C(s))*ds
B e R (<) R {0 i
g'(v =11 =) () o

(¢(1) = ¢(0))*
g"(y L1 =y (a+1)

N

Iz = yles .. (4.3)

Aplicando o sup para t € [0,1] de ambos os lados de Eq.(4.3) e usando a

definicdo da norma no espacgo ponderado, temos

(¢(1) —¢(0)~
H@.’E - @yHCk—y,c <L gT('}/ —1,1— ’)/)F(Oé T 1) HLL' - yHCI—'y,C' (44)

g (C) = C0)”

g (y=L1=y(a+1)
a existéncia e unicidade desejada de solugdo para o Problema (2). O

< 1, entao temos uma contragao e assim obtemos

Observagao 15. 1. Tomando o limite 5 — 0 em Problema (2), obtemos um problema de
derivada fraciondria (-Caputo em escalas temporais. Usando o Teorema 32, uma solugdo

para tal problema existe e é unica.
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2. Tomando B — 1 no Problema (2), obtemos um problema correspondente em
escalas temporais no sentido da derivada fraciondria ¢-Riemann-Liouville. Nas condigcoes

do Teorema 32, concluimos que tal problema admite uma solucao unica.

3. A partir da escolha de ((-), obtemos uma ampla classe de casos particulares
para o Problema (2), para os quais nosso Teorema 32 fornece uma condi¢io suficiente

para a existéncia de uma solucao unica.

4. Além disso, também vale destacar que tomando T = R, temos o resultado

valido para a teoria de operadores fraciondrios (-Hilfer.

Teorema 33. Suponha que f:J x R — R seja uma funcio continua densa a direita tal
que exista M > 0 com |f(t,y)| < M para todo t € J,y € R. Entdo o Problema (2) tem

solugao em J.

Demonstracao. A prova deste resultado sera discutida em quatro etapas.
Etapa 1: © ¢ continua.

Considere a sequéncia y, tal que y, — y em C(J,R). Entao, para cada t € J,

segue que

€0 <) (©(n)e) - o))
((8) — ()1 f o

gt (v - 1,1 —V)F(Of

SOR0) Sl

(- 11— )I(a) f <
8

= C()* S (s,9a(s)) — f(5,y(5))|As

— () Sup|f(s,yn(s)) — f(s,y(s))|As

= GO = FCOD e [ eaay e - ctenet ae

R j ) — () A

_ W) = Syl

< MEBN I [yt - gl
I£Com)) = FC00)

HC1 7.¢ B o
T 1) = CO)

Como f é uma funcdo continua, obtemos que

() = <)
1O = Ol S LT M@

Hf(?yn()) - f('ay('))HCl—%C —0

as n — oo.
Etapa 2: A aplicagdo © leva conjuntos limitados em conjuntos limitados em C(J, R).

Para isso, basta mostrar que para qualquer p, existe uma constante positiva ¢

tal que para cada y € B, = {y € C1_,¢(J.R) : [y|c,_ . < p} temos |Oyllc, . < L.
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Na verdade, por hipotese, para cada t € J temos

(¢(t) = ¢(0))'~

[(C®) = o) oY) < f CH)(C(E) = C() 7 £ (5,9(s))] As

ECE—
(¢(8) — C(0) o
s MgT(v—l 1—7)F(04 fC 2
(C() — ¢C(0) o
< M T JC s
< M (1) — ¢(0)) 40

g'(y =L 1= (e + 1)

>

Etapa 3: A aplicagdo © envia conjuntos limitados em conjuntos equicontinuos de C'(J,R).
Sejam t1,ty € J, t; <ty e B, um conjunto limitado de C(.J,R) como na Etapa

2, e y € B,. Entao, temos que

I(@y)(tg) (@y) t1)]

(o)

< _1 O [ 1 (s, ()l s
- e f C2(5)(C(ta) — ()| (5))| A

< A= COR 2 cai(gth) — G = (ele) — 6o ) s

A= COR [ et - o)

< a0 - ) = (6t = 6o s
e = COR s P et - o

< L CORT ) — ey + (60 = O - (606 — GO
w1 W ZCOR ) — e

T () — SO Gt) — 0D (¢l ()]

M

x o ((C(t) = €(0)" = (C(E2) = €(0)*) =0

com t; — ty. Nesse sentido, temos que o operador © : Ci_.¢(J,R) — Ci_(J,R) é
continuo e completamente continuo (consequéncia das Etapas 1 a 3 e Teorema de
Arzela-Ascoli).

Etapa 4: O conjunto 2 = {y € C(J,R) : y = A\O(y); 0 < A < 1} é limitado.
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Seja y € (2. Entao, y = A\O(y) para algum 0 < A\ < 1. Assim, para cada t € J,

resulta que

1

) =\
y() gT(v—1,1—

NI () JO C2(s)(C(t) = ()™ f(s,y(s))As

Assim, concluimos através da estimativa na Etapa 2. Nesse sentido, @ possui
um ponto fixo, portanto uma solugdo para o Problema (2) (consequéncia do teorema do
ponto fixo de Schauder). O

Exemplo 3. Considere f(t,y(t)) =1—y(t), 5 =1 e ((t) =t no Problema (2), temos o

sequinte caso particular dado por

{TA6“+y(t) =g (a,1-a)(1—yt), tel01]=JcT,

4.5
y(O) =0, ( )

onde "AS, (+) € a derivada fraciondria de Caputo em escalas temporais de ordem 0 < o < 1.
Por outro lado, basta tomar T = R e, assim teremos o exemplo para a derivada fraciondria

de Caputo cldssica.

Exemplo 4. Considere f(t,y(t)) = y(t), 5 =1 e ((t) =t" com p > 0 no problema Eq.(2),

temos o sequinte caso particular dado por

{TA&y(t) =g (a,1—a)y(t), tel0,1]=J<T, (46)

y(0) = 0,

onde "AS, () € a derivada fraciondria de Caputo-Katugampola em escalas temporais de
ordem 0 < o < 1. Por outro lado, basta tomar T = R e, assim teremos o exemplo para a

derivada fraciondria de Caputo-Katugampola cldssica.

Por fim, vamos apresentar um exemplo envolvendo o caso da derivada classica

em escalas temporais.

Exemplo 5. Considere f(t,y(t)) = y*(t), a =1 e {(t) =t no problema Eq.(2), temos o

sequinte caso particular dado por

{TA0+y(t) =g (1,0)y*(t),  tel0,1]]=J<T, (4.7)

y(0) =0,

onde T Ay, (+) € a derivada em escalas temporais.

Motivados pelos Teorema 32 e Teorema 33, segue que as Eq.(4.5), Eq.(4.6) e
a Eq.(4.7) dos exemplos acima, admitem uma tinica solugdo. Para outros casos particulares,

basta escolher 3, a, ¢ e a fungao f(t,y(t)).
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5 Controlabilidade de Solucoes

A teoria de controle é uma area da matematica aplicada que desenvolve a
analise e o projeto de sistemas de controle, ou seja, sistemas em que a acdo de uma
entrada pode influenciar na obtencao de um comportamento desejado. O conceito de
controlabilidade, introduzido por Kalman (KALMAN, 1960), foi inicialmente utilizado

para o estudo de controle 6timo.

Este capitulo é destinado a abordar a controlabilidade das solugoes para o
Problema (3). Para isso, inicialmente, apresentamos o conceito de controlabilidade e a

equagao integral equivalente ao problema a ser discutido.

Definigao 32. Dizemos que o Problema (3) € controldvel em J se, para qualquer valor
inicial yo e qualquer valor final y, existe uma func¢do continua densa a direita por partes

ue L*(J,U) tal que a solugio y do Problema (3) satisfaz y(1) = 4.

Assim como utilizamos uma equacao integral para discutir a existéncia e
unicidade de solugoes, seguiremos o mesmo caminho agora para obter a controlabilidade

de solucoes. Entao, temos o seguinte resultado.

Teorema 34. Uma funcgio f € C(J,R) é uma solugio do Problema (3) se, e somente se,

essa fungdo € uma solugdo da sequinte equagcao integral

W) = e ) CEE0 = ) () + (Bu)(s) s

te[0,1]=JcT.

Demonstragio. Aplicando o operador I3 (-) de ambos os lados do Problema (3), usando

a condicio inicial "I 4(0) = 0 e 0 Teorema 28, temos

1
t frm—
y(t) g (y—1,1—

N .
DT (@) Lg (s)(C(E) = €))7 (F(5,9(5) + (Bu)(s) As. (5.1)

Por outro lado, aplicando o operador TA$*(-) em ambos os lados da Eq.(5.1),

e usando a Proposicao 8, obtemos
FA ()
_ T paB%¢ 1 tAS — (N f(s,y(s u)(s S
Sl [ 260 - o1 + (Bu)as)

g"(y =1L, 1 =) () Jo
= f(t,y)) + (Bu)(?).

Entfo, tomando "I; "(-) em ambos os lados da Eq.(5.1) e usando o Lema 6,

temos "I, "“y(0) = 0. A prova estd completa. O
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Lema 9. Admita que as condigoes (A1)—(Ay) sejam satisfeitas e y(0) € R um ponto
arbitrario. Entdo, a solugio y(t) do Problema (3) em [0,1] é definida pela funcio de

controle

olt) = 012 | = s [ 60— o s

€ [0,1]. Além disso, a fungao de controle u(t) tem uma estimativa ||u(t)| < M, onde

M
v=1L1=-9I(a+1)

(€(t) = ¢(0))".

= || +
| g% (

Demonstragdo. Seja y(t) uma solugao do Problema (3) em [0, 1] < T definida pela Eq.(4.2).

Entao, temos

o0 = e | 6 =1 [£(s,y(s)) + (Bu) (5)] As
- fc )" (5, y(5) As
NPaemy 1 J& ) B(#a)!

@) f CAEC) - C(é))a‘lf(&y(&))A&]As

Y1 —
l g (7—1 1—v

o —— j ¢ )" F (5. y(s) As
) [ng e —— f 3 O 16 v(e) ¢
= U

Nesse sentido, temos a seguinte estimativa

w1 = [0 (0= e [ €26 s 0(s) 25
< 10 (1l + T 11_7 j HE6(0) — 66 (s, s
< i (Il + 11— j ¢3(s) i)
< 345l + 1,]14— e [ - <<5>>a—1d3)
= i (Il + e G0 - o))
— M
Portanto, a prova esté completa. 0

Agora, temos condigbes provar que a solugao do Problema (3) é controlével.
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Teorema 35. Se todas as condigoes (A1)-(Ag) sdo satisfeitas, entao o Problema (3) é

controldvel em J, desde que

(1) — ¢(o)y 40—
Tl et " (5:2)

Bi,(y—1,1—7)
B(y-1,1-7)

onde g*(y — 1,1 —7) := com0<a<l vy=a+p(l-a).

Demonstragio. Considere o subconjunto D¢ s < Cy_, ¢(J,R) dado por:

DC75 = {ﬂj € Cl—’%C(J’ R) : HZEHCI—’Y,C < 6}

Definimos o operador K : D¢ 5 — D¢ s como

1 t
(Ky)(t) = J ¢2(s)(C(t) = C() " (F(s,y(s)) + (Bu)(s)) As.
= Tt i=r@ by ( )

Note que o operador K é bem definido e os pontos fixos de K sao solugoes
do Problema (3). De fato, x € D5 é uma solugdo do Problema (3) se, e somente se, é
uma soluc¢ao da equacao do operador x = Kx. Portanto, a existéncia de uma solugao do
Problema (3) é equivalente a determinar a constante positiva § tal que K tem um ponto

fixo em D¢ 5. Decompomos o operador K em dois operadores K; e Ky, K = K; + K; em

D¢ 5, onde
= ! t As —((s))* ' Bu(s)As € =Jc
(K)) = =y | OO =) Buls)ds, te0.1] =TT
1 ! A a—1
(Ka)(0) = =577 | €0 = <) Fsvu(s) As

Etapa 1: O operador K; é uma aplicacao de D; s em si mesmo. Para cadate Jex € D¢ g,
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segue do Lema 9 que

[(g(t) = C(0) 7 (Ky)(#)]

I IO RS i VU
- s | e - dor e a

(€0 = CON™ "ot — eten Bl A
< s | e - o) Bl 14

Co-go S — o0
< O [ e - el

<l 11_”“%1)<<<s>—<<o>>a>As

(¢(1) )1 ? M e

s QT(W—l I—W)F(Oz) MWMB<|y1|+gT(7—1,1—7)F(a+1)(<<1> C(O))>

C’( )(C(t) = ¢(s))"ds

_ -y M o
S Fh-T1-ylaey M (‘yl‘ NN IR R )
)

<

o

Y

o que implica que |K1y|c, . < 6. Assim, K; é uma aplicacdo de D¢ s em si mesmo.

Etapa 2: O operador K é continuo. Seja {y,,} uma sequéncia em D, 5 satisfazendo y,, — y

conforme n — o. Entdo, para cada t € J, temos que

|(€t) = €)= ((Kagm) (1)~ (Kan)(0)]

C

€0~ CON [ o
OO [ E€0) = 66 () — Fls. ()14
€ - oy [
< O €~ ) Sl
_ 1-B(1—a)
< 170 = 1yl oD =CO)

g" (= L1=NI(a+1)
Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, sabemos que || Ksy,, —
Kaylle,_, . — 0 quando n — 0. Isso significa que K3 é continuo.

Etapa 3: Agora provamos que Ks(D¢s) < D¢ s. Esse resultado é provado por contradigao,

supondo que existe uma funcao 1(-) € D¢ s tal que |[(Kay)|c,_, . > d. Assim, para cada
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t € J temos

0 < (€)= C0) " (Kam)()]

s ng_“_o . fC " £(s,m(s))] As
gT(f(—)l T @) f ¢()(C(E) — C())* (s, m(s) s
(C(1) = ¢(0))-80-2)
g (v=11=9(a+1)

~

<

Dividindo ambos os lados por ¢, e tomando o limite conforme K — oo, temos

(¢(1) = ¢(0)) =Pt
g (v =L 1=y (a+1)

> 1,

o que contradiz a desigualdade (5.2). Isso mostra que K5(D¢s) < D .

Etapa 4: Agora mostramos que K3(D¢s) ¢ limitado e equicontinuo. Da Etapa 3, é claro

que K3(D¢s) é limitado. Resta provar que Ky(D¢ ) é equicontinuo. De fato, temos
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conforme t; — t;. Segue que |Koy — K1y|c,_, , — 0 conforme t; — ¢;. Assim, temos que

K5(De ) é equicontinuo.

Como consequéncia das Etapa 2 e Etapa 4, e fazendo o uso do Teorema de
Arzela-Ascoli, temos que K5 é compacto. Nesse sentido, novamente usando as Etapa 1,
Etapa 4 e o Lema 1, concluimos que K = K; + K5 é continuo e leva conjunto limitado
em conjunto limitado. Além disso, u(Kz(DC,(;)) = 0 dado que K5(D¢s) é relativamente
compacto. Segue da inclusio Ki(D¢s) < D¢ s e da igualdade p1(K>(Des)) = 0 que

1(K(Des)) < p(Ki(Des)) + p(K2(Des)) < pu(Des)

para todo conjunto limitado D;s de Ci_, (J,R) com pu(D¢s) > 0. Dado K(D¢s) < D s
para o conjunto convexo, fechado e limitado D¢ s of Ci_, ((J,R), todas as condi¢oes do
teorema do ponto fixo de Sadovskii (veja (LIU et al., 2005)) sao satisfeitas e concluimos
que o operador K tem um ponto fixo z € D, s que é uma solugdo do Problema (3) com

y(1) = y;. Portanto, o Problema (3) é controlavel em J. O
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6 Conclusoes e Proxima Etapa

Neste trabalho, apresentamos detalhadamente um estudo sobre a derivada
fracionaria (-Hilfer em escalas temporais e discutimos propriedades importantes no calculo
fracionario. Cumpre salientar, que ao longo do trabalho, procuramos sempre destacar a
relevancia e importancia dos resultados, de modo especial, deixar claro que na teoria classica
do calculo fracionario diversos resultados sao validos, no entanto quando envolve a teoria
de analise em escalas temporais, isso nem sempre acontece. Isso ficou claro no Capitulo
3. Por outro lado, motivados pela derivada fracionaria (-Hilfer em escalas temporais,
apresentamos uma nova classe de equacgoes diferenciais fraciondrias e investigamos a
existéncia e unicidade de solugoes por meio de resultados classicos da teoria e do teorema
de Arzela-Ascoli. No entanto, para isso notamos que trabalhar com equacao integral é
equivalente a abordar diretamente o problema. Nesse sentido, comentarios e discussoes de
alguns casos particulares foram apresentados. Por fim, discutimos a controlabilidade de
solugoes para o Problema (3), de modo analogo ao Capitulo 4, utilizando a equagao integral
correspondente ao problema. Entretanto, nesse caso, investigamos a controlabilidade de

solugao, através do teorema do ponto fixo de Sadovskii.

Desse modo, esperamos que o estudo apresentado neste presente trabalho, possa
contribuir para o desenvolvimento de novos resultados, gerando assim o crescimento dessa
nova area envolvendo o calculo fracionario em escalas temporais, em especial, envolvendo
as equacoes diferenciais. Para trabalhos futuros, podemos pensar em discutir dependéncia

continua dos dados iniciais e atratividade de solugoes para o Problema (2).
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