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Resumo

Nesta dissertacédo temos como objetivo estudar o esquema singular de folheacoes
por curvas. De forma mais especifica, queremos encontrar casos em que o esquema
singular determina a folheac¢éo unicamente, isto €, folheacoes com o mesmo esquema
singular sdo isomorfas. Também queremos estudar folheacdes em P?, com o objetivo
de encontrar condicdes para quando um subesquema 0-dimensional de P? é 0 esquema
singular de uma folheacéo e se existe um subesquema do esquema singular que
determina completamente a folheacéo.

Palavras-chave: Distribuicées. Folheacoes. Esquema Singular.



Abstract

In this dissertation, our aim is to study the singular scheme of foliations by curves.
More specifically, we aim to identify cases where the singular scheme uniquely
determines the foliation, meaning that foliations with the same singular scheme are
isomorphic. We also aim to study foliations on P?, with the goal of finding conditions
for when a 0-dimensional subscheme of P? is the singular scheme of a foliation and
whether there exists a subscheme of the singular scheme that completely determines
the foliation.

Keywords: Distributions. Foliations. Singular Scheme.
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Introducao

A teoria de folheacoes se tornou uma area da matematica aproximada-
mente em 1940, com os trabalhos de Ehresmann e Reeb iniciado com [Ehresmann e
Reeb 1944]. A ideia inicial dessa teoria era juntar topologia diferencial com equa-
coes diferenciais ordinarias. Uma folheacdo é uma decomposicdo da variedade em
subvariedades de mesma dimenséao utilizando submersoes. O nicleo dos diferenciais
dessas submersoes define um subfibrado do fibrado tangente da variedade, ou seja,
uma distribuicao. Pelo teorema de integrabilidade de frobenius, obtemos condicoes
suficientes e necessarias para uma distribuicao ser uma folheacéo:

Teorema (Frobenius). Uma distribuicdo T' < T X define uma folheacdo, se e somente
se, [T, T]cT.

Essa teoria se desenvolveu muito rapido com o passar dos anos. Na geome-
tria algébrica, a definicao foi modificada um pouco, no qual foi considerado subfeixes

do feixe tangente, ndo necessariamente subfibrados.

A unicidade do esquema singular foi inicialmente estudada em [Gomez-
Mont e Kempf 1989], onde os autores mostraram que o esquema singular de folhea-
coes por curvas com singularidades isoladas quando reduzido é tinico. Em [Campillo
e Olivares 1999], foi demonstrado que a hipétese do esquema singular ser reduzido
pode ser descartada. Em [Giraldo e Pan-Collantes 2010] foi considerado o caso de
folheacdes de codimensdo 1 em P? e no trabalho mais recente [Araujo e Corréa
2014], foi estudado o caso de morfismos de feixes localmente livres mais gerais, com
aplicacgoes a distribuicoes de codimenséo 1 em P".

No primeiro capitulo, vamos introduzir conceitos basicos de geometria
algébrica que iremos utilizar ao longo deste texto, que serao as classes de Chern
e estabilidade de feixes. Os conceitos que utilizaremos e néo estao na dissertacao,
se encontram nos 3 primeiros capitulos de [Hartshorne 2013]. Para as classes de
Chern, a principal referéncia que vamos utilizar sera [Eisenbud e Harris 2016], e
para estabilidade de feixes usaremos [Okonek et al. 1980] e [Huybrechts e Lehn
2010].

No segundo capitulo, definiremos os principais conceitos desta dissertacao.
Vamos definir distribuigoes e folheacoes utilizando a teoria de feixes, mostrando al-
gumas propriedades basicas delas. Para distribuicées, vamos seguir [Calvo-Andrade,
Corréa e Jardim 2020]. Seguiremos [Corréa, Jardim e Marchesi 2023] para folheacoes
por curvas e [Brunella 2015] para folheacées em superficies.
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No terceiro capitulo, temos como objetivo encontrar casos em que o es-
quema singular de uma folheacao por curvas com singularidades isoladas determina
completamente a folheacéao, isto é, folheacdes com mesmo esquema singular serao
iguais. Seguiremos [Campillo e Olivares 2003] e [Araujo e Corréa 2014].

No quarto capitulo, trataremos de folheacdes em P? com dois objetivos.
Um deles sendo condicoes suficientes e necessarias para quando um subesquema 0-
dimensional de P? seja o esquema singular de uma folheacéo. O outro serd encontrar
um subesquema do esquema singular de uma folheacao que determina completa-
mente a folheacdo. Para o primeiro objetivo utilizamos [Campillo e Olivares 2001] e
no segundo seguiremos [Campillo e Olivares 2007].

No dltimo capitulo, mostraremos uma aplicacéo a teoria de c6digos. Vamos
considerar cédigos em P? sobre um corpo finito, avaliados nos pontos singulares de
uma folheacéo e com isso obtemos a dimenséao do c6digo e um valor minimo da sua
distancia, sendo 1til para a construcao de cédigos com uma distancia minima fixada.
Neste capitulo, seguiremos o artigo [Campillo, Farran e Pisabarro 2007].
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1 Preliminares

1.1 Introducao as classes de Chern

Nesta secdo queremos construir as classes de Chern de um feixe localmente
livre e mostrar algumas aplicac¢es. Iremos utilizar as referéncias [Fulton 2013],
[Eisenbud e Harris 2016] e [Vainsencher 2012].

1.1.1 Anel de Chow

Para d > 0 e X um esquema, vamos denotar Z;(X) o grupo abeliano livre
gerado pelas subvariedades fechadas irredutiveis de X de dimenséao d. Os elementos
de Z;(X) serdo chamados de d-ciclos. Os ciclos sdo escritos da forma a = Z n;Y;

onde Y; sdo subvariedades de dimensao d e n; € Z. Dessa forma, temos um grupo
dim(X)

graduado pela dimenséo Z(X) = P Zi(X).
d=0

Também é 1til considerar o ciclo associado a um subesquema fechado. Se Z
é um subesquema fechado de dimenséo r em X, sejam Y7, ...,Y; as suas componentes
irredutiveis que possuem dimenséo r, definimos o ciclo associado a Z por Z n;Y;,
onde n; é o comprimento do anel local O,, do ponto genérico y; de ¥; em Z.

Para constuirmos o grupo de chow, precisamos de uma relacéo de equiva-

léncia entre ciclos.

Definicao 1.1. Seja Rat(X) < Z(X) o subgrupo gerado pelas diferencas da forma
(W ({to} x X)) = (W~ ({t1} x X)),

onde ty,t, € P* e W é uma subvariedade de P' x X que ndo estd contida em nenhuma
fibra {t} x X. Dizemos que dois ciclos sdo racionalmente equivalentes se sua diferenca

pertence a Rat(X).

Definicao 1.2. O grupo de Chow de X € o quociente
A(X) = Z(X)/Rat(X),

cujos elementos sdo classes de ciclos modulo equivaléncia racional. Se Y € Z(X) é

um ciclo, denotamos por [Y]| € A(X) a sua classe de equivaléncia.

Também teremos uma graduacéo para o grupo de Chow.
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Proposicao 1.3. Seja X um esquema, entdo o grupo de chow de X é gradudado pela

dimensdo
dim(X)

AX) = @D AuX),

onde Ay (X) é o grupo das classes de equivaléncia racional dos d-ciclos.

Demonstracdo. Se W < P! x X é uma variedade irredutivel que no est4 contida
em nenhuma fibra, entdo em um aberto afim W n (A' x X) < W e o esquema
W~ ({to} x X) é definido pelo anulamento de um tnico divisor ndo nulo ¢ — ¢, assim
as componentes possuem todas codimensédo 1 em /. Consequentemente, todas as
variedades na equivaléncia racional definida por I/ possuem a mesma dimenséao.

Logo temos uma graduacao pela dimenséo. O

Agora, para construirmos o anel de Chow, precisamos de um produto em
A(X) e para tal serdo necessarios as préximas definicdes.

Definicao 1.4. Seja X uma variedade suave irredutivel e A, B subvariedades. Dize-

mos que A e B sdo transversaisem pe A n B se
T,A+T,B=T,X.

Dizemos que A e B sdo genericamente transversais se forem transversais no ponto

genérico de cada componente irredutivel de A n B.

Podemos estender essa terminologia para ciclos, dois ciclos A = 2 n;A; e
B = Z m; B; s@o genericamente transversais se cada A; é genericamente transversal

a cada B;.

Ser genericamente transversal implica que a intersec¢ao tera codimenséao
esperada, isto é, cada componente tera codimenséo codim(A) + codim(B). Para A, B

genericamente transversais e irredutiveis, definimos

[AL[B] = [A ~ B].

Podemos generalizar o produto acima para ciclos: considere dois ciclos o =
Z niA; e 3= Z m;B; genericamente transversais, assim A; e B; sdo genericamente
transversais. Definimos
[a].[8] = > nimy[Ai 0 Bj]
12

Teorema 1.5 (Moving Lemma). Seja X uma variedade suave quase projetiva. Entdo:

(i) Para cada o, € A(X), existem A, B € Z(X) genericamente transversais tais
que a = [A] e 5 = |B].
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(ii) A classe |[A n B] é independente da escolha dos ciclos Ae B.

Demonstracdo. A demonstraciao do teorema se encontra em [Fulton 2013, Secao
11.4] ou [Eisenbud e Harris 2016, Apéndice A]. H

O teorema acima garante que temos um produto bem definido em A(X), ja
que o produto ndo depende do representante. Dessa forma, A(X) é um anel graduado

comutativo, associativo e com unidade a classe fundamental [X].

Escrevendo A”(X) = A,,_,(X), ou seja, trocado dimensao por codimenséo,
entdo nosso produto ird somar os graus A?(X) x A (X) — AP"/(X) e assim vamos
considerar a graduacéo

Pela definicdo, ja podemos descrever algumas componentes do anel:

(i) Se X é irredutivel, entdo A°(X) é gerado pela classe fundamental [X], con-
siderando X como uma subvariedade de codimensio 0 de si mesmo. Assim
ANX) = Z.

(ii) A'(X) é gerado por classes de divisores de Weil. Como X é suave, sdo divi-
sores de Cartier. Nesse caso, equivaléncia racional sera equivaléncia linear.
Consequentemente A'(X) = Pic(X).

(iii) A™(X) é gerado por classes de pontos. Dois pontos P e () vao ser racionalmente
equivalentes se existir uma cadeia de curvas (ndo necessariamente racionais)
em X, na qual a intersecao delas liga os pontos P e Q.

(iv) A%X) =0, parad > dim(X).

Exemplo 1.6 (Espaco Afim). A(A") = Z.[A"].

Seja Y < A" uma subvariedade propria e considere coordenadas » =

(z1,...,2,) de forma que a origem ndo pertenca a Y. Seja
W' = {(t,tz) e (AN\{0}) x A" | ze Y} = V({f(z/t) | f(2) se anula em Y'})

A fibra de W’ em um ponto t € A"\{0} serd tY, isto é, a imagem de Y pelo automorfismo
de A" dado por multiplacacdo por t. Seja W < P' x A" o fecho de W' em P* x A™. Note
que como W' é irredutivel, W também serd. A fibra de W em t = 1 é apenas Y, por
outro lado, como a origem ndo pertence a Y, existe polinémio g(z) que anula em Y e
possui termo constante ndo nulo c. A funcdo G(t,z) = g(z/t) em (A"\{0}) x A" extende
para uma funcdo em P' x A™ com valor constante c na fibra do infinito. Portanto a

fibra de W no infinito é vazia, ou seja, Y € racionalmente equivalente a zero.
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1.1.2 Propriedades do anel de Chow

Para calcular o anel de Chow, temos resultados semelhantes a sequéncia

de Mayer-Vietoris e da excisao.

Teorema 1.7. Seja X um esquema.

1. (Mayer-Vietoris) Se X, e X, sdo subesquemas fechados de X, entdo existe uma

sequéncia exata a direita

A(X) 0 Xp) — A(X)) @ A(Xs) — A(X; U Xs) — 0.

2. (Excissdo) Se Y < X é um subesquema fechado e U = X\Y € o seu complemento,
entdo a inclusdo e restricdo de ciclos da uma sequéncia exata a direita

A(Y) - A(X) — A(U) — 0.

Uma outra ferramenta que podemos utilizar é a estratificacdo de um

esquema X.

Definicao 1.8. Seja X um esquema e U = {U;} uma cole¢do de subesquemas local-
mente fechados de X. Dizemos que U é uma estratificacdo de X, se a unido disjunta
de U for X e o fecho de cada U, é unido de alguns U;. A estratificacdo é afim quando
cada U; € isomorfo a um espaco afim, e quase-afim quando for isomorfo a um aberto
afim.

Teorema 1.9. Seja X um esquema que admite uma estratificac@o quase-afim U =
{U;}. Entao A(X) é gerado pelas classes [U;]. Ainda mais, se a estratificacdo for afim,

entdo [U;] formam uma base de A(X) como um Z-modulo livre.

Demonstracdo. A demonstracéo se encontra em [Eisenbud e Harris 2016, Proposicao
1.17]. O

Quando X for uma variedade projetiva suave sobre um corpo algebrica-
mente fechado, por [Eisenbud e Harris 2016, Proposicao 1.21], temos uma dnica
funcao bem-definida

deg: A"(X)—>1Z

no qual leva um 0-ciclo na soma dos seus coeficientes. Assim, ndo fazemos distinc¢éo
entre ¢,(€) e deg(c,(£)), quando rk(€) = dim(X).

Exemplo 1.10 (Espaco Projetivo). A(P") = Z[H]/H"", onde H € A'(P") é a classe
de hiperplano.
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De fato, seja {p} c P' — --. = P" os subespacos. Temos a estratificacdo afim
U; = PA\P'™, aplicando o Teorema 1.9 vemos que A*(P") é gerado pela classe P"F,
portanto é gerado por (n— k)-plano L — P". Do mapa grau, obtemos que A"(P") >~ 7Z, e
como um (n — k)-plano L intersecta um k-plano M em um tnico ponto, multiplicacdo
por [M] induz um mapa sobrejetivo A*(P") — A™(P"). Consequentemente, A*(P") =~ Z
para cada k. Um (n — k)-plano L — P" é a intersecdo transversal de k hiperplanos,

assim
(L] = H*
Por tltimo, como uma subvariedade X — P" de dimensdo n — k e grau d intersecta

um k-plano transversalmente em d pontos, temos que deg([X] - H"*) = d. Como
deg(H") = 1, concluimos que [X]| = dH".

Uma udltima definicdo importante sobre o anel de Chow para definirmos
as classes de Chern sera o pull-back dos ciclos, gerado por um morfismo entre

variedades.

Definicao 1.11. Seja f: Y — X um morfismo de variedades suaves. Dizemos que

uma subvariedade A c X é genericamente transversal a f, se a pré-imagem f~'(A) é
reduzida e codimy (f*(A)) = codimx (A).

Teorema 1.12. Seja f: Y — X um morfismo de variedades suaves. Entdo existe um
tinico mapa de grupos f*: AYX) — AYY), tal que quando A — X for uma variedade

genericamente transversal a f, temos

Demonstracdo. A demonstracéo se encontra em [Eisenbud e Harris 2016, Teorema
1.23]. O

1.1.3 Classes de Chern

Dado £ um feixe localmente livre de posto » em X, vamos definir as classes
de Chern de £ como elementos c;(£) € A*(X), seguindo o préximo teorema:

Teorema 1.13. Existe uma tinica maneira de associar a cada feixe localmente livre £
em uma variedade projetiva suave X a classe c¢(E) = co(E) +c1(E) + -+ ¢, (€) € A(X)

de uma maneira que:

(i) Para cada feixe invertivel L = Ox (D), a sua classe de Chern serd ¢(L) =1+ D,
com ci(L) = D.

(ii) Se sy, ..., s._; sGo secoes globais de & e o seu lugar de degeneracdo Z onde sdo

linearmente dependentes possui codimensao i, entdo c¢;(€) = [Z] € A'(X).
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(iii) (Formula de Whitney) Se

for uma sequéncia exata curta de feixes localmente livres em X, entdo temos
que ¢(F) = c(E)c(G).

(iv) Se p: Y — X for um morfismo de variedades suaves, entdo

Note que do item (i7), se s for uma secéo global de £ com Z esquema de
zeros de codimenséo r, entdo ¢,.(€) = [Z].

Corolario 1.14. Suponha que £ é a soma de feixes invertiveis L; ou de forma mais

geral possui uma filtracdo cujos quocientes sdo feixes invertiveis L;. Entdo
(&) = el = [+ er(£2)).
Demonstracdo. Basta aplicar a formula de Whitney repetidas vezes. H

Teorema 1.15 (Splitting Principle). Qualquer propriedade que é valida para classes
de chern de feixes localmente livres que se decompde como soma de feixes invertiveis,

¢ valido no caso geral.
O Teorema 1.15 facilita muito encontrar propriedades para o calculo das
classes de Chern. E uma consequéncia imediata do préximo teorema.

Teorema 1.16. Seja X uma variedade suave e £ um feixe localmente livre de posto
r em X. Entdo existe uma variedade suave Y e um morfismo ¢: Y — X com as
seguintes propriedades:
1. O pullback o*: A(X) — A(Y) € injetivo;
2. O pullback ¢*& adimite uma filtracdo
0250C51C~--C8T,1C8T:gp*5
de subfeixes localmente livres & < p*E, cujos quocientes &;/E;_1 sdo feixes inver-
tiveis.
A construcéo das classes de Chern no Teorema 1.13 e a demonstracao do
Teorema 1.16, podem ser encontradas em [Eisenbud e Harris 2016][Sec¢ao 5.3].

Antes de considerarmos as propriedades gerais, tome £ e M feixes inver-
tiveis, entdo temos a identidade,

61<E®M) = 01(£> + Cl(M)

que segue do item (i) no Teorema 1.13. Considere £ localmente livre de posto r:
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* Entdo ¢;(£) = 0 para i > r. De fato, suponha que & = (‘Bﬁi com L; feixe
invertivel, entdo ¢(L;) = 1+ ¢1(L;) e

r

(&) =+ e(Ly)

i=1

nao possui termos com grau maior que r.

* ¢;(E%) = (—1)'¢;(€) paracada i = 1,...,r. Suponha que £ = ) £; com L; feixe
invertivel, entédo ¢(L;) = 1 + ¢ (L;),

&) =[] +al) =] -alc)

e consequentemente ¢;(£*) = (—1)'c;(€).

* ¢ (det(€)) = 1(€), onde det(€) = /\8. Suponha que £ = (P £L; com L; feixe
invertivel, entéo det(€) = X) L; e

ci(det(€)) = Y i (L) = c1(€).

Proposicao 1.17. Considere £ um feixe localmente livre de posto r e L um feixe
invertivel em uma variedade projetiva suave X. Entdo

(E®L) = i (T N l> a(E)er (L),

= \p—l

T
Demonstracdo. Primeiro, vamos supor que £ = @ M,;, onde M, sao feixes invertiveis
=0
e seja a; = c;(M;) € A(X). Consequentemente

r

(&) =] [+ ).

i=0
Isso implica que as classes de Chern de £ sdo dadas pelos polindmios simétricos
elementares em «;, ou seja,

all)=o +ag+-+

CQ(S) = Z OéiOéj

(&) = aras ... q,.

Denotando a primeira classe de chern 8 = ¢;(£) e como £E® L = P M; ® L, pela
i=0
formula de Whitney

T

(€@L) =[]0+ ai+B) (1.1)

1=0
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Portanto, podemos expressar o produto como um polindémio em [ e pelos polinémios

simétricos elementares em «;. Segue que

T

al(E®L)=) (i +B)=c1(E) +rei(L)

=0
HERL) = Z (i + B)(ay + B)

— Z Ozz‘Oéj + (7” — 1)520&1 + (T)B2
1<i,j<r =0 2

= (E) + (r — Der(L)er (E) + (72") 1 (L)?.

Para o caso geral, basta considerarmos (1.1) e pegar os termos de grau [ nos «; e 0s

termos de grau p — [ em [

T

[Ja+ai+8) = > (1+8) ..o

=0 1<t <<y <r
=Y a1+ sy
l
L]

Exemplo 1.18. No espaco projetivo P, ja foi mostrado no Exemplo 1.10 que A(P") =
Z[H]/H""', onde H representa a classe de um hiperplano. Considere o feixe invertivel
Opn(1). Assim,

c1(Opn (1)) = H € AY(P").

Da mesma forma,
c1(Opn(d)) = d.H € A*(P").

Agora considere a sequéncia de Euler
0 —> Opn —> Opa (1)@ — TP" — 0.

Como c¢(Opn) = 1 e ¢(Op(1)®") = (1 + H)"*', pela formula de Whitney
c(Opn (1)) = ¢(Opn )c(TP") = ¢(TP")

e, consequentemente,
¢(TP™) = (1 + H)"*'.

De forma mais explicita,

co(TP") — (” ! 1) HE e AF(P). (1.2)
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Exemplo 1.19. Considere X uma variedade suave projetiva e o seu feixe tangente
TX = QY. Pelas propriedades das classes de Chern

A(TX) =—c1(Qx) = —c1(det Qx) = —c1(wx).

Portanto ¢,(TX) = —Kx € A(X), onde Kx é o divisor canénico. Se X, for uma
hipersuperficie de grau d em P", entdo o seu feixe canénico serd wx =~ Ox(d—n—1)e
portanto

c(TXy) = —c1(Ox(d—n—1)) = (n+1—d)he AYX), (1.3)

onde h=H | X, € a restricdo do hiperplano em X,.

Exemplo 1.20. Seja X uma hipersuperficie de grau d em P?. Considere a sequéncia
conormal

0— TX — TP — Ox(d) — 0.

x
Pelo Exemplo 1.18, sabemos que c¢(TP?| ) = (1+h)* e ¢(Ox(d)) = 1+dh, onde h = H|

é a restricdo da classe hiperplano e deg(h?) = d. Pela formula de Whitney:

o(TP?| ) = ¢(Ox(d))c(TX).
Segue que:
c(TX) = (1+h)*1+dh)" = (1+4h+6R*(1 —dh + d*h?)
=1+ (4 —dh+(6—4d+d*).
Portanto:

ca(TX) = (4—dhe A(X),
c(TX) = (6 —4d + d*)h* € A*(X).

1.2 Conceitos de feixes

Nesta secao, introduziremos algumas propriedades e definicdes sobre
feixes que vamos utilizar ao longo deste texto, principalmente no préximo capitulo, e
que néo estao contidas nos 3 primeiros capitulos de [Hartshorne 2013]. As principais
referéncias que usaremos serao [Huybrechts e Lehn 2010] e [Okonek et al. 1980].

1.2.1 Conceitos gerais

Definicao 1.21. Seja F um feixe coerente em um esquema X. Definimos o conjunto
de singularidades do feixe F por:

S(F) = {x € X | F, néo é livre sobre Ox . }.
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Note que, o conjunto S(F) também é dado por
S(F) = | JSupp(€at'(F, Ox)). (1.4)
i=1

Dessa forma, o feixe F é localmente livre em X\S(F'). Supondo que X € irredutivel,

definimos o posto do feixe por

rk(F) = rk (]—"‘X\S(H) .

Definicao 1.22. Um feixe coerente F em um esquema X é livre de tor¢do, se cada F,
é um Ox ,-mddulo livre de torcdo, i.e, fa = 0com f e Ox, e ac F,implica que f =0
ou a = 0.

Corolario 1.23. O conjunto de singularidades de um feixe livre de tor¢do S(F) possui
codimensdo > 2.

Demonstracdo. A demonstracio se encontra em [Okonek et al. 1980, Pagina 75]. [

Definicao 1.24. Um feixe coerente F em um esquema X € dito reflexivo, se o mapa

natural F — F** for um isomorfismo.

Uma observacéo importante é que o mapa F — F** é injetivo, se e somente
se, F é livre de torcgao.

Proposicao 1.25. Se um feixe coerente F em um esquema integral noetheriano pode

ser colocado em uma sequéncia exata curta

onde & é localmente livre e G é livre de tor¢do, entdo F é um feixe reflexivo.

Demonstracdo. Suponha que existe um sequéncia exata

com & localmente livre e G livre de tor¢ao. Entao F € livre de torcao, e como o nicleo
do mapa natural 7 — F** é o subfeixe de torcdo de F, entdo o mapa é injetivo.
Por outro lado, £ é localmente livre, por isso também é reflexivo, assim F** < £.
Consequentemente, o quociente 7**/F, que é um feixe de torcao, é um subfeixe de G
que é livre de torcao. Logo, o quociente é nulo e, assim, F é reflexivo. O]

Até o final dessa sec¢éo, vamos considerar que X é uma variedade projetiva
suave sobre um corpo algebricamente fechado.

Lema 1.26. Todo feixe reflexivo de posto 1 em X é localmente livre.
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Demonstracdo. A demonstracéo pode ser encontrada em [Hartshorne 1980, Proposi-
céo 1.9] ou [Okonek et al. 1980, Lema 1.1.15] O

Definicao 1.27. Seja F um feixe livre de torcdo de posto r em X. Definimos o deter-

det(F) - ( /\]—“)

que pelo Lema 1.26 serd um feixe invertivel, ou seja, det(F) € Pic(X).

minante de F por:

Com a definicdo acima, dado um feixe livre de torcao F, definimos a sua
primeira classe de Chern por c¢;(F) = c¢;(det(F)). Também, temos as seguintes

propriedades do determinante:

1. det(£*) = det(E)*
2. Dada uma sequéncia exata
0—F —&—G—0,
temos isomorfismo det(£) =~ det(F) ® det(G).

Lema 1.28. Todo feixe livre de torcao de posto 1 em X ¢é isomorfo ¢ um feixe de ideais

torcido por um feixe invertivel.

Demonstracdo. Considere £ um feixe livre de torcéo de posto 1. Como £ € livre de
tor¢do, entdo o mapa £ — £** é injetivo. Assim, temos um sequéncia exata

0— & E > Qe — 0.

Pelo Lema 1.26, sabemos que £** é localmente livre, assim temos uma nova sequéncia
exata
0 —ERE — Ox — Qg — 0. (1.5)

Portanto, temos um quociente Ox — Q¢. Porém, o tinico quociente que Ox admite
sao feixes estruturais de subesquemas, ou seja, Q¢ = Oz para algum Z < X. De
(1.5), obtemos que E ® E* = 7. Logo, £ 27, ® L, onde L € Pic(X).

]

Lema 1.29. Seja Z < X um subesquema de codimensdo > 2 e L € Pic(X). Entdo,
temos o isomorfismo det(Z; ® L) =~ L.

Demonstracdo. Considere a sequéncia exata

0—>Iz—>Ox—>Oz—>0.
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Tensorizando-a por £ e tomando o determinante
L =det(L) =det(Z; ® L) ®det(Oz ® L).

Como Supp(Oz ® L) possui codimensdo > 2, por [Huybrechts e Lehn 2010, 1.1.17]
segue que det(O; ® L) = Ox. Logo,

det(ZZ X ﬁ) =~ L.

O

Outro resultado que vamos utilizar sera a formula de Bott no espaco
projetivo [Okonek et al. 1980, Pagina 4] :

( _k _1
(S—i-n )(8 >, parap=0, 0<k<nes>k
S k
n 1, paras=0e0<k=p<n
WP %0 ()) = 3 /g ik /s — 1
( )( >7 parap=n, 0<k<nes<k-—n
-5 n—=k
0, caso contrario

\

onde denotamos Q. = A"(Qp-).

1.2.2 Feixes p-estaveis

Nosso objetivo sera encontrar uma maneira de calcular quando um feixe
é simples, isto é, ndo possui endomorfismo néo-trivial. Para tal, vamos utilizar o
conceito de estabilidade de um feixe.

Definicao 1.30. Seja £ um feixe livre de tor¢do em X e H um divisor amplo. Entdo
definimos a inclinacdo de £ com respeito a H por

_ deg(ai(F) - H"Y)
rk(F)

o (F)

Neste texto, ndo queremos enfatizar a dependéncia do divisor amplo H,
portanto denotamos a inclinacdo simplesmente por u(F). No caso X = P", entdo H

sera a classe hiperplana.

Definicao 1.31. Dizemos que um feixe coerente F é u-estavel, se para cada subfeixe
F' < Feom 0 < rk(F') < rk(F), temos que p(F') < pu(F). Também, serd p-semiestdvel
se (i(F') < pu(F).

Lema 1.32. Seja ¢: £ — & um morfismo ndo-nulo. Se um dos feixes for p-estavel e

w(&r) = (&), entdo ¢ € um monomorfismo ou genericamente um epimorfismo.
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Demonstragdo. A imagem [ = Im(¢) < & é um quociente livre de tor¢do de £ com

rk(7) > 0, pois ¢ é ndo-nulo. Se
rk(I) <rk(&) e rk(I) <rk(&),
entao teriamos que

u(l) < p(&:) = p(&r) < p(l), se & é p-estavel;
p(l) < u(&) = p(&) < p(l), se & é pu-estavel.

Ambos sdo absurdos. Consequentemente, temos que
rk(I) =rk(&) ou rk(I) =rk(&).

No primeiro caso, ¢ sera um monomorfismo. No dltimo caso, ¢ sera um epimorfismo
em X\S(coker(¢)). O

Corolario 1.33. Seja ¢: & — & um morfismo ndo-nulo entre feixes ji-semiestdveis
com rk(&)) = k(&) e ¢1(&1) = c1(&;). Se um dos feixes for u-estdvel, entdo ¢ é um

isomorfismo.

Demonstracdo. Pelo lema anterior, temos que ¢ é um monomorfismo e portanto
det(¢): det(&;) — det(&;) também serda. Como ¢i(€;) = ¢1(&:), entdo det(¢p) sera um
isomorfismo e consequentemente ¢ também sera. [

Proposicao 1.34. Seja £ um feixe u-estavel. Entdo £ é um feixe simples, isto é,
End(€) ~ k.

Demonstracdo. Seja ¢: £ — £ um endomorfismo néo-nulo, e x € X. Considere o
isomorfismo nas fibras ¢(z): £(z) — £(r), como k é algebricamente fechado, tome
A € k um autovalor ndo-nulo do isomorfismo ¢(x). Definimos a aplicacao

¢ — Nidg

que sera um isomorfismo ou aplicacdo nula. Como X é um autovalor, a aplicagao

acima néo pode ser um isomorfismo. Logo, obtemos o resultado. O

Podemos verificar se um feixe é u-estavel pelo quociente, seguindo o pré-
ximo teorema.

Teorema 1.35. Seja £ um feixe livre de torcao em X. Entdo & é u-estdvel (semiestdvel),
se e somente se, (1(G) > (&) (u(G) = u(€)) para cada quociente livre de tor¢do £ — G
com 0 < rk(G) < rk(&).
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Demonstracdo. A demonstracéo se encontra em [Okonek et al. 1980, Teorema 1.2.2].
O

Proposicao 1.36. Seja £ um feixe livre de tor¢do. Entdo £ é u-(semi) estdvel, se e

somente se, £* for j-(semi) estduvel.

Demonstracdo. Suponha que £ nao é pu-estavel. Pelo Teorema 1.35, existe um quoci-
ente £ — G com G livre de tor¢éo e 11(G) < u(€). Dualizando o morfismo do quociente,
temos G* — &% e u(G*) = u(€*) pois u(E*) = —u(€), assim £* néo é u-estavel.

Agora, suponha que £* nao é u-estavel. Novamente temos um quociente
E* — G livre de torcao, tal que 1(G) < p(E*). Obtemos mapa ¢ : G* — £**, denotando
K :=ker(¢) e Z := Im(¢), temos um diagrama:

0 K g* 7z 0
Ll
0 & e Q¢ 0

Como £ é livre de torcao, temos que Supp(Z) < Supp(Q¢) possui codimenséo > 2.
Consequentemente, 1(G*) = u(K). Logo, u(€) < u(G*) = u(K), ou seja, £ nao é
u-estavel. O

Exemplo 1.37. O feixe tangente de uma hipersuperficie X, de grau d em P> é u-estduvel
quando d > 3 e Pic(X,) = Z.

De fato, é mais simples mostrarmos que o seu dual Qx, é p-estdvel e conse-

quentemente T X, também sera, pela Proposicdo 1.36. Utilizando 1.3 sabemos que
ca1(Qx,) = —c1(TXy) = (d—4)h e AY(Xy)

e que ()x, possui posto 2. Entdo a inclinac@o serd

d—4

plOx,) =

Para um feixe L < Qx, de posto r = 1, temos que L =~ Ox(k), ou seja, c1(L) =
c1(Ox(k)) = kh. Como deg(h*) = d, sua inclinacdo serd

_ deg(ci(£) - h)

r

u(L) = kd

Note que dar um morfismo Ox(l) — §)x, € @ mesma coisa que dar uma se¢Go ndo nula
de H°(X,,Qx,(—1)) e, como 2 = min{l € Z | H°(X4,Qx,(l)) # 0}, a maior inclinacdo
possivel para L seria k = —2. Porém, como d > 3, entdo

d—4
p(L) = —2d < 5 1(2x,)

Logo Qx, € u-estavel e consequentemente o seu dual T X,; também sera.
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2 Folheacoes

Neste capitulo, daremos uma introducao dos conceitos basicos da teoria
de distribuicoes e folheacoes na geometria algébrica. Seguimos as referéncias [Calvo-
Andrade, Corréa e Jardim 2020], [Corréa, Jardim e Marchesi 2023] na parte de
distribuicoes e folheacoes por curvas e [Brunella 2015] para folheacoes em superfi-

cies.

2.1 Distribuicoes

Seja X uma variedade projetiva suave de dimensdo n sobre um corpo

algebricamente fechado k.

Definicao 2.1. Uma distribui¢cdo F de dimensdo p (ou codimensdo n — p) em X é

definida por uma sequéncia exata curta,
0—Tr5TX — Nr—0 (2.1)

onde T'r é um feixe coerente de posto p, e N é um feixe livre de tor¢do de posto n — p.

Chamamos Nz e Tr de feixe normal e feixe tangente da distribuicao F,
respectivamente. Também, chamamos o dual N de feixe conormal. Uma propriedade
imediata que segue da Proposicdo 1.25, é que o feixe tangente Tr de qualquer

distribuicao F é reflexivo.

Definicao 2.2. Dizemos que duas distribuicées F e F' definidas por ¢: Tr — TX e
o' Ty — TX, respectivamente, sdo isomorfas se existir um isomorfismo 3 : Tr — Tr

tal que o' o 3 = .

Podemos definir uma distribuicao por uma sec¢éo global da seguinte forma.
Considere F uma distribuicao de dimensao p em X dada pelo mapa ¢: T — T X.
Tomando a poténcia exterior maxima /A’ ¢: det(Tx) — A" T X, obtemos uma segéo
induzida wr € H° (X, AN'TX ® det(T;)*) .

Agora, considere um isomorfismo 3: T — T entre duas distribuicoes F
e 7', tomando a poténcia exterior maxima A”(¢') o det(3) = APp. Como det(Tr) =~
det(7’x ), entdo det(3) = \id para algum ) € k*, e consequentemente AP(y) = A AP (¢').
Dessa forma, temos igualdade nas secoes globais wr = Awx. Portanto, toda classe
de isomorfismo de distribuicées de dimenséao p em X, induz um elemento de

p
PH(X, \ TX ® det(TF)*)
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que sera o espaco das distribuicoes de dimenséo p em X. A construcéo acima pode

ser feita de uma forma dual, utilizando o isomorfismo candnico

p
/\TX;Q}"’@w}, paral <p<mn,

onde wy é o feixe canénico e Oy ? = A" " Qx. Dessa forma, temos igualdade
p
PHY(X, \ TX ® det(TF)*) = PH'(X, Q% " ® det(Nr)). (2.2)

Construimos o esquema singular de uma distribuicdo de dimenséo p, por
considerando o mapa dual ¢*: 0x — 7> e tomando a poténcia exterior maxima
AP(*): Q% — det(Tx)*, a imagem de tal morfismo sera um feixe de ideais 7, torcido
por det(7x)*, onde Z — X é um subesquema fechado que sera o esquema singular
da distribuicéo, assim Z = Sing(F).

Uma secdo w e H(X, 0y ? ® L) define uma distribuicio de dimenséo p e
com det(Nx) = L, se para p € X\Sing(w) existe uma vizinhanca U de p e 1-formas
aq,...,0n—p em U tais que

|

L IARREA e T

Nesse caso, dizemos que w é localmente decomponivel fora do lugar singular, ou
simplesmente LDS.

Como T'X é localmente livre, sabemos que £xt?(TX,Ox) = 0 para todo
g = 1. Portanto, ao dualizar a sequéncia exata (2.1), obtemos isomorfismos

Ext!(Tr, Ox) = Ext™ (N£,Ox), paraq > 1 (2.3)

Uma outra observacdo que fazemos é que, o esquema singular Sing(F) sempre

coincide com o conjunto singular do feixe normal Nz, seguindo (1.4).

Proposicao 2.3. Seja F uma distribuicdo de dimensdo pem X. Se T'r for localmente
livre, entdo o esquema singular Z de F coincide como conjunto com o lugar de

degeneracdo de .

Demonstracdo. Se T'r for localmente livre, entao £xt!(T#, Ox) = 0 para todo ¢ > 1,
portanto dos isomorfismos (2.3) obtemos que £zt?(Nz, Ox) = 0 para ¢ > 2. Por (1.4)

n

Slﬂg(N}‘) = U Supp(gxtq(N;, O_)())

q=1
= Supp(é'xtl (N]:, Ox))

= {xz € X | ¢(x) néo é injetivo}
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2.1.1 Distribuicoes de codimensao 1

Vamos considerar o caso de distribui¢oes de dimensao p =n — 1 em X, ou
seja, codimenséao 1. Entao, o feixe normal Nz é livre de torcéo e possui posto 1. Logo,
pelo Lema 1.28, Nr 7, ® L, onde L € Pic(X) e Z c X sera o esquema singular da
distribuicao.

Uma distribuicao F em X de codimenséao 1, sera definida por uma sequén-

cia exata curta

e nesse caso L = wy ® det(7x)*. Assim, por (2.2), como p = n — 1, uma distribuicéo
de codimenséo 1 define uma secéo global w € H(X,Qx ® w% ® det(Tx)*), ou seja,
we H(X,Qx ® L), e secdes multiplas vdo definir distribuicdes isomorfas. Note
que N é localmente livre e pela notacdo acima N7 =~ £*, assim podemos definir a
distribuicdo pelo mapa Nz — Qx.

Lema 2.4. Seja F uma distribuicdo de codimensdo 1. Se T’ ¢ localmente livre, entdo
0 esquema singular possui codimensdo pura 2.
Demonstracdo. Seja F uma distribuicdo de codimensao 1 em X e Z o seu esquema
singular. Como 7'+ é localmente livre, entdo sabemos que

E.Z‘tq(T}‘, Ox) = 0, para g = 1.
Do isomorfismo (2.3) e utilizando que N =7, ® L,

Ext'(Z5,0x) =0, para g > 2.

Da sequéncia exata,

0—>Iz—>OX—>Oz—>O,

obtemos que,
Ext™™(Oz, Ox) = Eat'(Iy,Ox), paraq > 1,

ou seja,
Ext?'(Oz,0x) =0, para ¢ > 3.

Por [Huybrechts e Lehn 2010, Proposi¢ao 1.1.10], como O é puro, entao Z possui
codimenséao pura 2. O

2.2 Folheacoes

Definicao 2.5. Uma folheagdo F de dimensdo pem X é uma distribuicdo de dimens@o

p integravel, isto €, uma distribuicdo

0—Tr5TX — Nr—0
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na qual o feixe tangente é fechado pelo colchete de Lie para campos vetoriais, ou seja,
[o(TF), p(TF)] = o(TF).

Podemos verificar a diferenca entre distribuicoes e folheacgoes pela condicao
de integrabilidade de w € H°(X, Q' @ det(Nz)). A condicdo de integrabilidade pode
ser descrita da seguinte forma: Seja U — X um aberto e w € ['(U,Q%). Para p €
U\Sing(w) existe uma vizinhanca V € p, com V < U e 1-formas n;,...,n, € I'(V,Qx)
tal que

w‘vznl/v--Ank.

Assim, w satisfaz a condigao de integrabilidade, se e somente se,
dnj Am A A =0

paracada j=1,... k.

2.2.1 Folheacdes por curvas

Considere F uma distribuicao de dimensao 1 em X. Entao, T'r é reflexivo
e possui posto 1, pelo Lema 1.26, segue que Tr é localmente livre. A sua imagem
sera gerada localmente por um tnico campo vetorial e portanto seu colchete de Lie
sera nulo, logo a distribuicdo é integravel. Vamos chamar de folheacao por curvas

uma distribuicao de dimenséo 1.

Definicao 2.6. Uma folheacdo por curvas F em X € definida por uma sequéncia
exata
0—L—>TX —Nr—0 (2.5)

onde L € Pic(X) e Nx é um feixe livre de tor¢do de posto n — 1.

Uma folheacéo por curvas F, definida por £ — T'X, vai induzir uma se¢ao
ndo-nula wr € H*(X,TX ® L*). Secdes muiltiplas, vao definir folheacdes por curvas
isomorfas. Dessa forma, o espacgo de folheagdes por curvas com feixe tangente L sera

PHY(X, TX ® L*). (2.6)

O esquema singular da folheacédo F coincidira com o esquema de zeros da secao
wr, que sera relembrado na Secdo 3.1. Também podemos aplicar a Proposicéo 2.3 e
assim sabemos que Sing(F) possui codimenséo > 2 pelo Corolario 1.23.

A relacio entre o feixe tangente e o normal se da tomando o determinante
na sequéncia exata
det(Nr) =~ wy ® L*.

Portanto, o mais interessante seria estudar folheacdes por curvas com feixe tangente
fixado.
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Lema 2.7. Seja F uma folheacgdo por curvas em uma variedade projetiva suave X.

Se N3 é localmente livre, entdo o esquema singular possui codimensdo pura 2.
Demonstracdo. A demonstracao é analogo ao caso do Lema 2.4. O

Dada uma folheacao por curvas F com feixe tangente L e secédo associada
ve H' (X, TX ® £*). Vamos dizer que F possui singularidades isoladas quando
o esquema singular Sing(F) for 0-dimensional. Nesse caso, vamos denotar com
letra minudscula sing(F) a quantidade de pontos no esquema singular, contando as
multiplicidades.

2.3 Folheacdes de (Co)dimensdo 1 em P"

Ja vimos que o feixe tangente de uma folheacao por curvas é um feixe
invertivel, e como Pic(P") =~ Z, entédo T =~ Op. (k) para algum k € Z. Pelo dual da
sequéncia de Euler:

0 —> Opn —> Opn (1) — TP" — 0. (2.7

Ao tomar a cohomologia na sequéncia exata, e utilizando os anulamentos da coho-
mologia do feixe estrutural torcido de P" [Hartshorne 2013, Capitulo 3; Teorema
5.1], obtemos que

—1 =min{k e Z | H*(P", TP"(k)) # 0). (2.8)

Definicao 2.8. Uma folheacdao por curvas de grau r em P", é definida por um morfismo

@: Opn(—r + 1) — TP".

Dessa forma, uma folheagao por curvas de grau r é definida por uma sec¢éo
global de H°(P", TP"(r — 1)), que por (2.8) é garantido que r > 0. Pela sequéncia (2.7)

0 — HOP", Opa(r — 1)) —> H(P", Opn (1))@ — HO(B", TP"(r — 1)) —> 0.

O ultimo mapa é sobrejetivo, assim toda secdo de H°(P", TP"(r — 1)) é imagem de
uma secdo de H°(P", Opx (r))®"™!, ou seja, toda folheacéo por curvas de grau r em P"
pode ser definida por um campo vetorial homogéneo afim

n+1 a

V= Vg

i=1
onde cada V; € H°(P", Op»(r)) é um polinomio homogéneo de grau r. Dois campos V/
e V' definem a mesma folheacdo, se a sua diferen¢a pertence ao ntcleo do dltimo
mapa, que é igual a imagem do primeiro mapa (campo radial), dessa forma

V-V'=g.nR,
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onde g € H°(P", Opn(r — 1)) é um polindmio homogéneo de graur —le R = > x;

oz,

é o campo radial.

Proposicao 2.9. Seja F uma folheacdo por curvas de grau r = 0 em P" com singula-

ridades isoladas. Entdo,

sing(F)=r"+r""" 4+ +r+1.

Demonstracdo. Considere v € H°(P", TP"(r — 1)) a secfo associada a folheacdo F.
Seja Z o esquema de zeros de v, que também sera o esquema singular de 7. Como Z

é 0-dimensional, ou seja, possui codimenséao n, entao pelo Teorema 1.13
(TP (r — 1)) = [Z].

Dessa forma, deg(c,(TP"(r — 1))) sera a quantidade de pontos, contando as multi-
plicidades. Utilizando o Exemplo 1.18, proposicdo 1.17 e que deg(H") = 1, temos

que
sing(F) = deg(c,(TP"(r — 1))) = Z (Z : i) ci(TP™) ey (Opn(r — 1))
n ‘ — 1) (1 n+l _
S (T ey
= 1 r—1 r—1
=r"+r" b+ L

O

Uma distribuicdo F de codimenséo 1 possui feixe conormal N5 invertivel,

assim Ny =~ Opn (k) para algum k € Z. Pela sequéncia de Euler:
0 —> Qpn —> Opn (1) — Opn — 0 (2.9)
e 0 mesmo processo do feixe tangente
2 =min{k e Z | H*(P", Qpn (k) # 0).

Definicao 2.10. Uma distribuicdo de codimensdao 1 e grau r em P" é definida por
um morfismo
SD: O]Pm(—'r' — 2) - Q]}Dn.

Também serd definida por uma secéo global de H°(P", Qp. (r + 2)). Para
r > 0, temos a sequéncia exata

0 —> H°(P", Qpn(r +2)) —> HY(P", Opn(r + 1))®"* — HO(P", Opn(r + 2)) — 0.

Consequentemente, toda secdo global de H°(P", Qp-(r + 2)) induz uma tnica secdo
de H(P", Opn(r + 1))®""!  que pertence ao nicleo do tltimo mapa, sendo contracio
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pelo campo radial. Em outras palavras, podemos representar uma distribuicdo de
codimenséo 1 e grau r, por uma 1-forma afim

n+1

w = Z Azdxz,
=1

onde cada A; é um polinémio homogéneo de grau r + 1 e que tal forma satisfaz a
condicao de Euler (nucleo da contracao)

Arxy + Apg + - + Appipyr = 0.

Uma distribuicdo como acima sera uma folheacéo se a 1-forma w satisfaz a condigéo

de integrabilidade, ou seja, w € integravel se e somente se
w A dw = 0.

Temos um teorema especifico que garante quando uma distribuicéo néo sera folhea-
cao.
Teorema 2.11. Seja F uma distribuicdo de codimensdo 1 em P? de grau r > 0 com

T localmente livre. Se Sing(F) for suave e conexo, entdo F ndo € integrdvel.

Demonstracdo. A demonstracio se encontra em [Calvo-Andrade, Corréa e Jardim
2020, Teorema 3.11]. O

Agora, considere X — P" uma hipersuperficie suave de grau d com
Pic(X) =~ Z. Vamos relacionar distribui¢ées de codimensédo 1 em X com as em
P". Dada a sequéncia exata

0 — Opn(—d) — Opn — Ox — 0,
tensorizando-a por ()p» temos uma nova sequéncia exata

0—> Q]}Dn(—d) —> Q]P?n —> Q]pn

|, — 0.

Relacionando a sequéncia anterior com a sequéncia normal de X,

[x — Qx —0,
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obtemos o seguinte diagrama em P"

o (~d)

Q[Pn

0 —— Ox(—d) — Qpn|, — Qx —— 0

X

0

Pelo lema da serpente, podemos completar o diagrama acima da seguinte forma:

0 0
0 —— Q]}Dn(—d) — Q[pm(—d) — 0
0 K Qpn —— Qx —— 0

O objetivo é saber se temos um mapa sobrejetor H°(P", Qpn (1)) — H°(X,Qx(1)) para
qualquer [ € Z. Para tal, vamos utilizar a sequéncia exata da primeira coluna para
calcular a cohomologia feixe K (/) e da segunda linha para garantir a existéncia do
mapa. Assim, considere:

0— Qpu(l —d) — K(I) — Ox (1 —d) — 0.
Tomando a cohomologia
oo — H°(P", Ox(l — d)) — H*(P",Qpn(l —d)) — H'(P", K(])) — 0.

Pela férmula de Bott, sabemos que H'(P", Qpx(I—d)) = O paral # de H*(P",Qpn) = k.
Consequentemente, H'(P", K(I)) = 0 para [ # d. Agora, considere

0— K(I) — Qpn(l) — Qx () — 0,
tomando a cohomologia e considerando [ # d,

0 — H°(P", K(1)) — H°(P", Qpn(l)) — H'(P",Qx (1)) — H'(P", K(I)) = 0.
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Consequentemente, temos um mapa sobrejetor H°(P", Qpn (1)) — H°(X,Qx(l)) para
[ # d. Como uma distribuicédo de codimenséo 1 e grau r em P" é definida por uma
segio w € H(P", Qpn(r + 2)) e uma distribui¢io de codimenséo 1 e grau r em X sera
uma secdo w’ € H*(X,Qx(r + 2)). Logo, temos um mapa sobrejetor

HO(P", Qpn (r + 2)) — H°(X, Qx(r + 2)) para todo r # d — 2.

Proposicao 2.12. Seja X — P" uma hipersuperficie suave de grau d, com Pic(X) = Z.
Entao, toda distribuicdo de codimensdo 1 e graur # d — 2 em X é a restricdo de uma

distribuicdo de codimensdo 1 e mesmo grau em P".

2.4 Folheacoes em superficies

Nesta secao, introduziremos as notacdes e propriedades de folheacgoes por
curvas em superficies, ou seja, em variedades de dimensao 2. Nesse caso, as tinicas
distribuices possiveis sao folheacoes por curvas que também terdo codimenséo 1.

Utilizando a teoria que definimos nas se¢des anteriores,

Definicao 2.13. Uma folheacdo F em uma superficie S, é definido por uma sequéncia
exata
0—Tr—TS—1I;,00L—0,

onde Tr, L € Pic(X) e Z é 0 esquema singular de F.

A principal relacdo entre os feixes 7+ e L se da pelo isomorfismo
ws=Tr®L" (2.10)

onde wg é o feixe canénico da superficie.

Sabemos que Z possui codimensao > 2, assim temos duas possiveis si-
tuacoes: 7 = (J que sera chamada de folheacdo regular ou Z é um esquema 0-

dimensional.

Proposicao 2.14. Seja F uma folheagcdo em uma superficie S. Entao, temos a
igualdade
sing(F) = a1(Tr)e1(TF) + ei(Tr)er(ws) + co(T'S).

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.13, sabemos que uma secdo s € H°(S, 7S ® £L*) com
singularidades isoladas possui esquema de zeros equivalente a ¢, (7S ® L*). Pela
Proposicéo 1.17,

(TS ® L*) = e1(L¥)er (L) + 1 (LH)er(TS) + eo(TS)
= cl(C)cl(C) + cl(ﬁ)cl(wg) + CQ(TS)
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No caso em que £ = T, entdo Z(s) = Sing(F), consequentemente,
sing(F) = a1(Tr)er(Tr) + ei(Tr)er(ws) + eo(T'S).

]

Uma consequéncia imediata da proposicdo acima, é que se F for uma

folheacéo regular, entédo
C1 (T]:)CI(T]-‘) + C1 (T]_‘)Cl (OJS> + CQ(TS) =0
Temos alguns exemplos de superficies que ndo admitem folheacoes regulares:

Exemplo 2.15. Considere S = P?. Da Proposicdo 2.9, uma folheacdo de graur = 0 em

P? possui > + r + 1 singularidades. Logo, toda folheacdo em P? possui singularidades.

Exemplo 2.16 (Superficie K3). Suponha que S é uma superficie K3, ou seja, wg =~ Og
e H'(S,Og) = 0. Em [Huybrechts 2016, Pagina 13], utilizando Teorema de Hirze-
bruch—Riemann—Roch ¢é obtido que c»(T'S) = 24, além disso

c1(wg) = 1(Og) = 0.
Considere F uma folheacdo em S. Entdo
c1(Tr)e1(Tx) + c1(TF)er(ws) + ea(TS) = ¢y (TF)* + 24 # 0
Logo, toda folheacdo em uma superficie K3 possui singularidades.
Uma classificac@o de folheacdes regulares em superficies complexas com-
pactas foi feita em [Brunella 1997]. Uma superficie S admitir uma folheacéo regular,

impoe restricoes topolégicas. Assim, estamos mais interessados nas singularidades
do que na falta delas.

Considere o caso em que Pic(S) =~ Z. Definimos o ntimero 75 por
7s :=min{k € Z | H°(S,TS(k)) # 0}, (2.11)

ou seja, para k < 7g temos que H°(S,T'S(k)) = 0. Portanto, vamos definir o feixe
tangente de uma folheacdo em S por T = Og(—r — 75) e assim a se¢o associada
ve H°(S,TS(r + 75)) estara definida para r > 0. Do isomorfismo (2.10), temos

N]: = T;—@C«);
=~ OS(T + Ts) ® OS(—KS).

Definicao 2.17. Seja S uma superficie com Pic(S) =~ Z. Uma folheacdo de grau r em
S é definida por uma sequéncia exata curta

0—>OS(—T’—7'5) —>TS—>Iz(T+T5—K5) —>O,

onde Z é o esquema singular.
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Exemplo 2.18. Considere X uma hipersuperficie de grau d = 4 em P?, com Pic(X) =~
Z. Portanto, seu feixe canonico serd wx = Ox(d —4) = Ox e pela sequéncia exata

0— O[PB(—4) — OPB — OX — 0

obtemos que H'(X,0x) = 0, ou seja, X serd uma superficie K3. Do isomorfismo
TX =~ Qx Qux =y, garantimos que Tx = 2. Assim, uma folheacdo F de grau r em

X é definida pela sequéncia exata
0— Ox(—r—2) —TX — Ty(r+2) —0

Do Exemplo 2.16 e que deg(h®) = 4, onde h = H

«» 0btemos que

sing(F) = c1(TF)* + 24 = c1(Ox(—r — 2))* + 24
=4(—r—2)2 +24 =4(r +2)* + 24
= 4r? + 167 + 40

ou seja, uma folheacdo de grau r possui 4r* + 16r + 40 pontos singulares.
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3 Folheacoes determinadas unicamente pelo

esquema singular

Neste capitulo, estudaremos os casos em que o esquema singular deter-
mina completamente a folheacéo por curvas, ou seja, duas folheagoes por curvas com
0 mesmo esquema singular serao isomorfas e portanto vao definir a mesma classe

no espaco das folheacdes por curvas (2.6).

3.1 Zeros de secoes

Seja £ um feixe localmente livre em um esquema X e considere x € X um

ponto qualquer. Vamos chamar a fibra de £ em x o k(x)-espaco vetorial £(x), onde
E(x) = Efm & = & Rox, k().

Se U < X é um conjunto aberto contendo x e s € ['(U, £) é uma sec¢éo sobre U, vamos

denotar por s(z) a imagem do germe s, € &, na fibra £(x).

Definicdo 3.1. Seja £ um feixe localmente livre em um esquema X e seja s € H(X, E)

uma secdo global. Definimos o conjunto de zeros de s por

Z(s) ={xe X |s(x) =0}

Note que o conjunto Z(s) é um conjunto fechado de X e podemos definir
uma estrutura canénica de esquema. Podemos ver uma secéo global s € H’(X, &) =~
Hom(Oyx, £) como um morfismo de Ox-médulos s: Ox — £. Considerando o mapa
dual

s &% - Oy,
a imagem de s* é um feixe de ideais de Ox. Tal feixe de ideais é associado a Z(s) que
pela relacdo 1-1 entre subesquemas fechados e feixes de ideais, obtemos que Z(s)
possui uma estrutura de subesquema fechado.

3.2 Secoes com singularidades isoladas

Nesta secao vamos seguir os resultados do artigo [Campillo e Olivares
2003]. Dizemos que uma secdo s € H(X, ) de um feixe localmente livre possui
singularidades isoladas, se o seu esquema de zeros Z(s) é O-dimensional. Também,
fixado um feixe amplo £ e £ localmente livre, vamos utilizar a notagéo £(r) = £ L®"
parar > 0e E(r) = E® (L*)®" para r < 0.
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Teorema 3.2. Seja X uma variedade projetiva suave de dimensdo n > 2, com um
feixe amplo L e seja £ um feixe localmente livre de posto n. Existe um inteiro r, tal

que, para cada r = r(, temos que

Dada uma secdo global s € H'(X, £(r)) com singularidades isoladas:

1. Uma secdo global s' € H°(X,E(r)) satisfaz Z(s') 2 Z(s) se e somente se s' = ¢(s),

-
para algum endomorfismo ¢ € H'(X,£ ® £*) = End(£).

2. Em particular, se £ for simples, entdo Z(s') 2 Z(s) se e somente se s' = \s para
algum ) € k*. Portanto, a classe [s] € P(H°(X,E(r))) é unicamente determinada

pelo seu esquema singular.

Demonstracdo. Fixe s € H°(X,£(r)) com singularidades isoladas e considere o com-

plexo de Koszul
OX — OZ — 0

Ci —

Jz — 0

associado a Z = Z(s). Que é dado por um complexo de feixes

2 - oy 20, —0

0— A& (—nr) 2 5 N\ (-2r) 5 &5 () o (3.1)
Z—>

Como Z possui codimensao n, o complexo sera exato. Agora, considere C, ® £(r)
obtido tensorizando a sequéncia (3.1) por £(r). Para simplificar a notacédo, vamos

denotar .

ng/\g*(—qr)(@é’, para ¢=1,...,n;
com isso,
q q
Gi(r) =/\5*®8(r—qr) =/\5*((1—q)7‘)®5, para ¢=1,...,n.

Em particular, G'(r) = £*(—r)Q&(r) = £*®E = G'. Também, como O, RE(r) = £(r)|,

(feixe restrito ao esquema 7), segue que C, ® £(r) é da seguinte forma
0—G"(r) ... G%r) 3 E*QED E(r) 2 E(r)], — 0. (3.2)
Podemos quebar a sequéncia exata acima em sequéncias exatas curtas
0— K%r) — E(r) 2> 5(7“)’2 — 0, para p = 0;

0— K'(r) —&E®EDHK(r) — 0, para p=1;
0— KP(r) — GP(r) 2 KP~Y(r) — 0, para p=2,...,n—2;

0— G"(r) — G" '(r) 2= K" 2(r) — 0, para p=n—1;
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identificando os feixes X" '(r) e G"(r) pelo mapa injetivo s,. A parte relevante da
sequéncia exata da cohomologia associada para p = 0, é dada por

0 — HO(X,K°(r)) — HO(X,E(r) 2 HO(X,E(r)] ) — ... (3.3)

para p = 1, por

0 — HY(X, K (r) —H(X, £* ® &) s HO(X, K°(r)) 2 (3.4)
2 HYX, K () ——HY (X, E* @ &) —> H'(X,K%(r)) —> ... (3.5)

para2 < p<n— 2, por

e BRI — HPRX G0 s o ) B (38)
B2 (XK () — B G0 s e ) B @)
s (XK (1) — (X, GP() — BV () — . (3.8)

por dltimo, para p = n — 1, por

n—3
6n 1

H"3(X, K" 2(r)) == (3.9)

sn73
o H'H(X, G (r) — H' (X, G (r) =
n—3 Sn—2 5"_2

= H"3(X,G"(r)) — H" *(X,G"'(r)) =5 H" *(X,K"%(r)) =5  (3.10)

6n72
= X, G (r)) — H"H(X, 6" (r) — H" Y (X, K" %(r)) — ... (3.11)
Para provarmos a afirmacdo 1, seja s’ € H°(X, £(r)) um secdo global tal que Z(s') 2
Z(s). Por construcido, ambas as sec¢des s, s’ pertencem ao niicleo do mapa sg em (3.3).
Como o mapa s? em (3.4) é da forma s)(p) = ¢(s), é suficiente mostrar que existe
um inteiro 7, tal que s; é um isomorfismo para cada r > ry. De (3.4), essa condic&o é

equivalente a
H°(X,K'(r)) = H'(X,K'(r)) =0, paraalgum r > 7.

Perseguindo os diagramas nas sequéncias (3.6) e (3.9), a condigdo acima é valida, se

existe um ry tal que
HP(X,GYr)) =0, para r>19, 2<qg<n,q—2<p<gq-— L (3.12)

A existéncia de um r, é garantida por [Hartshorne 2013, Capitulo 3 Proposicéo 5.3].
Com isso demonstramos a afirmacéo 1 e a afirmacao 2 é uma consequéncia direta
de 1. O

Note que o teorema acima é valido para qualquer feixe localmente livre
de posto igual a dimensao da variedade. Em particular, podemos aplica-lo ao caso
em que a secdo define uma folheacfo por curvas, ou seja, £ = TX e Tr = (L®)*
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Corolario 3.3. Seja X uma variedade projetiva suave com feixe tangente simples e
L um feixe amplo. Existe um inteiro r, tal que para cada r > ro, dada uma folheacdo
por curvas F com Tr = (L®")* e singularidades isoladas, se existe F' outra folheacéo

por curvas com mesmo feixe tangente tal que Sing(F') = Sing(F), entao F' = F.

Vamos encontrar o valor de ry no caso em que X = P", assim £ = Opx(1).
Note que, a demonstracéo do Teorema 3.2 pode ser resumida em garantir o anula-
mento da cohomologia em (3.12).

Proposicao 3.4. Seja n > 2. Seja G(r) = (A Qpn) @ TP*((1 — ¢)r), onde r > 1e
1 < ¢ < n. Entdao H*(P",G%(r)) = 0 se p < q, exceto H*(P",G*(r)) que é 1-dimensional.

Demonstracdo. Primeiro, o feixe tangente TP" é u-estavel e consequentemente é
simples, segue que

H(P",G(r)) = H(P", Qp» ® TP") =~ End(TP") = £k,
ou seja, H'(P",G'(r)) é 1-dimensional. Agora, vamos mostrar o anulamento das
outras cohomologias. Considere a sequéncia de Euler

0 —> Opn —> Opa (1)@ — TP" — 0.
Tensorizando a sequéncia por Qf.((1 —¢)r),onder >0e2<g<n
0— Q8. ((1 = g)r) — Qu((1 = g)r + )" — G7(r) — 0.
Tomando a cohomologia
= HP(P", Q. (1= q)r + 1) — HP(P",G(r)) — HP (P, Qo (1 — q)r)) — ...

Pela formula de Bott, os termos da esquerda e direita se anulam quando 1 < p < ¢—1,
2 < g<nep< q. Assim, precisamos verificar apenas os casos p =0e p =¢— 1 com

2<qg<n.Parap =0,
HO(anQI%n((l —q)r+1)) =0, pois (1 —g)r +1 <gq,
H'(P", 0. ((1—q)r)) = 0, pois 2 < g < n.

Logo,
HO(P" Gi(r)) =0, para2<qg<ner > 1.

Parap=q—1,
HTY P Q. (1—¢q)r+1)) =0, para2 < g < n,
HIYP", Q. ((1 —q)r)) =0, pois (1 —q)r # 0.

Logo,
H ' (P",Gi(r)) =0, para2 < g<ner =1,

e com isso terminamos. O]
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Na Definicédo 2.8, uma folheacgao por curvas em P" sera uma secéo global
de H°(P", TP"(r — 1)) e ndo de H°(P", TP"(r)). Assim, o r, obtido acima serd r, = 2

ao invés de 1.

Teorema 3.5. Seja n > 2 e F uma folheacdo por curvas de grau r > 2 com sin-
gularidades isoladas em P". Se F' for outra folheacdo por curvas de grau r com
Sing(F’) = Sing(F), entdo F = F.

O caso r = 0 também € valido no teorema acima, pela Proposicédo 2.9 uma
folheacéo de grau r = 0 possui apenas 1 ponto singular. Fixando um ponto p € P" a
unica folheacdo singular somente nesse ponto sera o campo radial saindo dele.

3.3 Esquema singular em hipersuperficies

Seguindo o artigo [Araujo e Corréa 2014], temos um teorema mais forte
generalizando o Teorema 3.2, no qual néo se reduz apenas ao caso de singularidades

isoladas e do posto do feixe ser igual a dimensao da variedade.

Teorema 3.6. Seja X uma variedade projetiva suave, £ e G feixes localmente livres
em X de posto e e g, respectivamente. Seja p: £ — G um morfismo genericamente
sobrejetivo, denote w, € H’ <X N (EF)® det(g)) a secdo global associada e Z o seu

esquema de zeros. Suponha que sdo validas as condicoes:

® 7 possui codimensdo pura ¢ — g + 1;

* paracadaic{l,...,e—g}

g+t

(X, /g\(g*) ® \E®S(GY) = 0.

Se w e H° (X, N(E*) ® det(Q)) tal que w|, = 0, entdo existe um endomorfismo
a € End(/\g(E*)) tal que w = o o w,.

Demonstracdo. Seja w, € H'(X, \’(£*) ® det(G)) a secdo global associada ao mor-
fismo sobrejetivo genérico ¢: £ — G, e Z o seu zero esquema. A condicdo de que
7 possui codimenséo pura ¢ — g + 1 permite que consideremos a resolucédo de
Eagon-Northcott de O, [Eisenbud 2013, A.2.6]. Tensorizando a sequéncia por
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A/ (E*) ® det(G), obtemos

e e—1
0— /g\(s*) ® \E® Se—y(G*) — /g\ EN® N\E®Sey1(G*) — ...

+1
--—»/g\ ®g/\5®g*—>/\5*®/\5—>
o /\ ) ® det(G /\(5*)®det(g) —0

Z

Definindo M; := AY(£*) ® A" ® S;_,(G*) para g < i < ¢, podemos quebar a sequén-
cia acima em sequéncias exatas curtas

0— Mg —> Moy —> Foy — 0; (3.13)

00— «Fi—g-i-Q - Mz - Jri—g-&-l — 0; (3.14)

0— Fp — M, — F — 0; (3.15)

0— F —> /\ ) ® det(G) —> /\(5*) ®det(G)| — 0. (3.16)
Z

Por suposi¢do w € H’(X, \’(£*) @ det(G)) é tal que w|, = 0. Segue
da dltima sequéncia que w vem de um elemento de H"(X, F;). Vamos mostrar
que H'(X,F,) = 0. Assim, a sequéncia (3.15) implica que existe um elemento
aeEnd(A(€)*) = HY (X, N E)*@ AN E) = H' (X, M,) tal que w = a o w,,.

Por suposicao
H'(X,M,;) =0
paral < i < e—g. Aplicando cohomologia na sequéncia (3.14), os anulamentos acima

garantem que temos inclusoes
Hi(Xa Fiq1) © HHl(Xa Fit2)

paral < i < e — g — 2. Por outro lado, aplicando cohomologia na sequéncia (3.13),
temos
H 9 YX, F._,) = 0.

Por inducéo descendente, obtemos que H'(X, F;) = 0, e consequentemente temos o
resultado. n

Podemos utilizar o Teorema 3.6 no dual do morfismo que define uma fo-
lheacdo p: T — T X, para obter condi¢oes de quando o esquema singular determina
a folheacdo. Vamos considerar o caso de uma superficie S. Assim, uma folheacédo F
sera definida pelo mapa dual Q¢ — L£* com L € Pic(S).
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Teorema 3.7. Seja S uma superficie com feixe tangente simples e seja ¢*: Qg — L*
uma folheacdo em S, denote w, € H°(S, TS ® L*) a secdo global associada e Z o seu
esquema singular. Suponha que sdo validas as condicées:

* 7 possui codimensdo pura 2 (singularidades isoladas);

e HY(S,TSQuws® L) =0,

Se w e H°(S, TS ® L*) é tal que w‘Z = 0, entdo existe \ € k* ~ End(TS) tal que

W= Aw.

Como todas as folheacoes que possuem singularidades em uma superficie
tem singularidades isoladas, entdo na pratica o que sera preciso fazer para verificar se
o esquema singular determina a folheacéo, é garantir o anulamento da cohomologia.

Exemplo 3.8. Considere X uma hipersuperficie de grau d > 3 em IP? tal que Pic(X) =
7. Do Exemplo 1.37, sabemos que o feixe tangente é ji-estdvel e consequentemente serd
simples. Uma folheagdo em X terd feixe tangente L € Pic(X), assim L =~ Ox(—r — 7x)

para r = 0 e 7x definido em (2.11). Da sequéncia exata normal:

0— TX — TP?| — Ox(d) —> 0 (3.17)

x

obtemos que Tx = —1. O feixe canénico serd wx = Ox(d — 4), portanto o anulamento
da cohomolgia do Teorema 3.7 serd

H (X, TX®O0x(d—4)Q@Ox(—r —7x)) = H (X, TX(d—4—7—7x)) =0

Tensorizando a sequéncia 3.17 por Ox(d —4 —r — 7x ), denotando | :=d —4—r —7x e

tomando cohomologia
- — HY(X,0x(d+1)) — H' (X, TX(l)) — H'(X,TP?| (I)) — 0

Se considerarmos que 2d — 4 — tx < r, entdo H°(X,Ox(2d —4 —r — 7x)) = 0. Dessa
forma, garantimos os isomorfismos

H' (X, TX(d—4—r—7x)) = H'(X,TP*| (d— 4 —r — 7))
~ 0Y(X, st‘X(r +7x))=0parar+7x #0

O segundo isomorfismo é consequéncia da dualidade de Serre [Hartshorne 2013,
Capitulo 3; Corolario 7.7]. Como d > 3, entdo 2 < 2d — 4 < r + 7x, assim r + 7x # 0.

Dessa forma, seguindo a Definicdo 2.17 e pelo Teorema 3.7 obtemos o
seguinte resultado.
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Corolario 3.9. Seja X uma hipersuperficie suave em P* de grau d > 3 e com Pic(X) =~
7. Entdo, toda folheacdo de grau r > 2d — 3 — 7x € determinada unicamente pelo seu
esquema singular.

Seguindo o Exemplo 2.18, quando d = 4, temos que 7x = 2, assim toda
folheacéo de grau r > 3 é determinada unicamente pelo esquema singular.

Note que o Exemplo 3.8 concorda com o Corolario 3.3, e obtemos o valor
explicito para quando a folheacédo comeca a ter esquema singular uinico. Note que, o
Teorema 3.7 nao garante nada quando r < 2d — 4 — 7.

Uma outra aplicacdo do Teorema 3.6, seria garantir que distribuicoes
de codimensao 1 e grau > 1 com singularidades isoladas em P", sdo determinadas
unicamente pelo esquema singular, demonstrado em [Araujo e Corréa 2014, Teorema
1.4].
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4 Esquema singular de folheacoes em P?

4.1 Folheacdes em P?

Seguindo a Secdo 2.3, uma folheacdo de grau r > 0 em P? é definida por um
morfismo ¢: Op2(—7 + 1) — TP?, que define uma segéo global w, € H°(P?, TP?(r —1)).

Podemos representar a se¢éo w,, por um campo vetorial

Ulei—i—Vgi—i—VgQ@z
ox oy ,

onde Vi, Vs, V5 sdo polindmios homogéneos de grau . Uma folheacdo em P? também
possui codimenséo 1, assim sera definida por um morfismo ¢: Opz(—r — 2) — Qps,
que define uma secéo global w, € H"(P? Qpz(r + 2)). Podemos representar a se¢fio wy,
por uma 1-forma polinomial homogénea

Q = Adx + Bdy + Cdz, 4.1)
que satisfaz a condicao de Euler
tA+yB + zC =0,

onde A, B, C' sdo polindmios homogéneos de grau r + 1, que nao possuem componentes
em comum. Temos compatibilidade na defini¢cdo do grau pelo isomorfismo natural
Qp> = TP? @ w2 e pelo fato que wp2 = Op2(—3), assim TP?*(r — 1) = Qp2(r + 2), para
r e 7.

0 0 0
Dado um campo vetorial v = V) P + VQ@ + V},a definindo uma folheacéo,
podemos recuperar a 1-forma (4.1) por
de dy dz
Q=det| 2z y =z
Vi Vo V3

Teorema 4.1. Seja F uma folheacdo de grau r > 0 em P? e I, o feixe de ideais do

esquema singular Z = Sing(F). Para cada s > 0 temos que

0, ses<r
WP Iy(s)) = (t+1)(t+3),ser+1<s=r+1+t<2r

1
§(s+1)(s+2)—(r2+r+1), se s > 2r
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Demonstracdo. Considere o complexo de Koszul da secdo associada a folheacao
we H'(P* TP?*(r — 1)), que serd uma sequéncia exata:

0— /Z\(TIP’Q(r —1)Y) — (TP*(r — 1)) — I, — 0;
0 —> Op2(—2r — 1) —> Qp2(1 — 1) —> T, —> 0.
Torcendo a sequéncia exata por Op:2(s) e tomando cohomologia
0 — H°(P?, Op2(s + (—2r — 1))) —> H°(P?, Qp2(s + (1 — 1)) —> H°(P* I (s)) — 0.

Claramente, se s < r, entdo h"(P? Z(s)) = 0. Vamos supor agorar+1 < s = r+1+t <
2r,ouseja,s=r+1+tcom(0<t<r—1:

0 — H(P?, Op2(t — 1)) —> HO(P?, Qpa(t + 2)) — H(P?,I(s)) — 0.

Entdo, pela formula de Bott, h°(P?, T(s)) = h°(P? Qp2(t + 2)) = (¢t + 1)(¢ + 3). Por

altimo, vamos supor que s > 2r. Entéo,

RO(P? Z4(s)) = h°(P?, Qp2(s + (1 — 1)) — h°(P?, Op2(s + (—2r — 1)))

_ (S:f@?; 1) <s+(1;r)—1> - (2+s+(2—27«_1))

=(s—r4+2)(s—1)—(s+1-=2r)(2-2r)/2
=5 —2sr + 72 + 25— 2r — (=287 + 5%/2 + 5/2 — 1 + 2r7)
=52/2+3s2—(rP+1r)=(s+1)(s+2)/2—(r*+r+1).

Com isso terminamos a demonstracéo. O

Uma demonstracéo alternativa pode ser encontrada em [Campillo e Oliva-
res 2001, Teorema 3.2], no qual utilizam o Teorema de Cayley-Bacharach e polaridade
de uma folheacéo, que sera definida na préxima secéo.

Dada uma folheacgao F de grau r definida pela 1-forma w = Adz+ Bdy+Cdz,
pelo teorema acima sabemos a dimenséo de H°(P?, Z,(s)). Agora, queremos encontrar
os geradores desse espaco vetorial.

Considere R = k[z,y, z] o anel de polindmios e a sua graduacdo R = (—D R,
s=0

(definimos R, = 0 para s < 0). Seja I = AR+ BR+ CR o ideal homogéneo gerado por
A,B,Cesejal = @IS a sua graduacédo,onde I, = 0ses <reparas =r+1+t(t > 0)

s=0

temos que I, = AR, + BR; + CR;.

Teorema 4.2. Seja 7 o feixe de ideais do esquema singular da folheacdao F. Entao,

usando a notagdo acima, obtemos que
HOY(P? I,(s)) = I,

para cada s = 0.
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Demonstracdo. Primeiro, como H°(P?,7,(s)) > I,, para mostrarmos a igualdade

basta mostrar que possuem a mesma dimenséo.

Seja s = r+1+tcomt > 0. Considere o submédulo homogéneo M = (P M,
s=0
do R-médulo livre R®?, gerado pelas triplas (z,y, 2) e (U, V,W). Entéo
(x,y,2).Ri_1, se 0<t<r—1

(x,y,2).Ri1+ (U V,W).R,_,, set=>r.

Mt:

Disso obtemos um complexo de espacos vetoriais
0— R 1 @PR_. 5 RP® L M, —0 (4.2)
no qual os mapas sao dados por

o(F,G) = (z,y,2).F + (U V,W).G, onde Fe R,_1eGe R,
(L, M,N) = LA+ MB + NC, onde L, M,N € R,.
Note que Im(¢) = M, < ker(v)). Vamos mostrar que o complexo (4.2) é uma sequéncia

exata. Primeiro, claramente o mapa v é sobrejetivo e o mapa ¢ sera injetivo ja que a

matriz <(x] vz ) possui posto 2. Tome (L, M, N) € ker(¢), entéo

vV W
L M N
det |z y =2 [=0.
u v w

Assim, existem formas primas P, T, (Q tal que
P(L,M,N)+T.(z,y,2z) +Q.(UV,W) =0,

com deg(P) = deg(T) + 1 —t = deg(Q) + r — t. Como as triplas A, B,C e x,y, 2
ndo possuem fator em comum, P divide ambos 7' e (). Segue que deg(P) = 0 e
consequentemente (L, M, N) € Im(¢). Logo o complexo é uma sequéncia exata e
tomando a dimenséo segue que

(t+1)(t+3),se0<t<r—1
dim(Zy) = < 1
§(s+1)(s+2)—(r2+r+1), set>r.

]

Com esse resultado, note que H"(P*, Z,(r + 1)) possui dimensdo 3 e A, B, C
séo geradores, ou seja, sdo uma base do espaco vetorial. Com o préximo lema auxiliar,
vamos mostrar que essa serd a unica base de H(P* Z,(r + 1)) que define uma
folheacao no sentido de (4.1).



Capitulo 4. Esquema singular de folheacoes em P> 47

Lema 4.3. Seja F uma folheacdo em P? definida pela 1-forma w = Adx + Bdy + Cdz.
Entao:

1. (i) SeD|AeD | B, entdo D = \z para algum \ € k*;
(ii) Se D | Ae D | C, entdo D = \y para algum ) € k*;
(iii) Se D | Be D | C, entdo D = \x para algum \ € k™.

2. A, B e C sao linearmente independentes.

Demonstracdo. Para a parte 1, podemos assumir que D é irredutivel. Suponha que
D|AeD| B, portanto A = A;D e B = B,D. Aplicando a condicédo de Euler

0=2A+yB+2C = D(zA; + yB)) + 2C = D(zA; + yB;) = —zC.

Consequentemente D | z ou D | C, como A, B e C ndo possuem componentes em
comun, D né&o pode dividir C' e assim segue que D = \z para algum ) € £*. Os outros
dois casos sdo iguais.

A parte 2, segue do Teorema 4.2 no caso t = 0, ou seja, s = r + 1. O

Proposicio 4.4. Seja F uma folheacdo em P? de grau r > 2 definida pela 1-forma
w = Adx + Bdy + Cdz. Entdo, A, B,C é a unica base (a menos de multiplo) de
H°(P* Z;(r + 1)) que satisfaz a condicdo de Euler.

Demonstragao. Seja {A’, B',C'} uma outra base satisfazendo a condi¢édo de Euler
zA' +yB' + 2C" = 0.

Vamos mostrar que isso implicaria que A" = AA, B’ = A\B, ¢/ = \C para algum

A € k*. Para tal, note que existe uma matriz néo-singular M = (a;;); j—12.3 tal que

/

A @11 a2 i3 A
N

B |=1aa azxn a3 B
lA

C 31 dzz G33 C

Queremos mostrar que M = A\Id, para algum )\ # 0. A partir da igualdade acima

A, CLHA + algB + CL130
B/ = CL21A + CZQQB + aggc
C’ as1 A + ase B + assC

Pela condicéo de Euler para {A, B, C}, obtemos que 2C' = —xA — yB, consequente-
mente

2zA" = (a112)A + (a122) B + a13(2C) = (a112)A + (a122) B + ay3(—2A — yB)
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= (a112 — a137)A + (@122 — a13y) B
2B = (a212)A + (a02)B + a3(2C) = (a212)A + (a22)B + as3(—1rA — yB)
= (ag12 — agsw)A + (a2 — asy)B
2C" = (as12)A + (a322) B + as3(2C) = (a312)A + (as22) B + ags(—xvA — yB)
= (as12 — aszx) A + (aspz — assy)B.
Agora, vamos aplicar essas igualdades na condicdo de Euler

TA'+yB + 20" =0

z(zA) + y(zB') + 2(2C") =0

QA+Q'B =0,
onde
Q = —(1131’2 — A237Y -+ (CLH — CL33)ZE‘Z + as1yz + CL3122
Q' = —a13zy + arprz + (ax — as3)yz — g3y’ + azaz®.

E suficiente provar que ambos Q e Q' sdo nulos, pois assim a;; = O0Oparai # je
a1 = agy = asz, portanto M = Ald para A € k* (M é nao-singular). Note que se
mostrarmos que sdo multiplos um do outro, e pelo fato que A, B sao linearmente

independetes, entio
0=QA+QB=QA+XNB) — Q=Q =0.

Resumindo, para mostrar que sdo nulos, vamos mostrar que sdo multiplos um do
outro. Temos também que Q' | QA e Q | Q'B, nosso objetivo agora é mostrar que
essas condicdes implicam que

QQou@[AeQ[Q ouQB

Note que se @ e ) sdo irredutiveis, entdao obtemos o resultado automaticamente.
Suponha que Q = L1y e Q' = L} L), entédo o resultado também segue igual ante-
riormente se L; { L; para i,j = 1,2. Sem perda de generalidade, se L} = L, entéo
teriamos pela equacdo QA+ Q'B = 0 que A e B possuem uma componente em comun
degraur+1—1=r>2,0que é um absurdo.

Agora, se Q' 1 Q entdo Q 1 ', assim A = Q'A’ e B = QB' para algum A’ e B’ de grau

r+1—2=r—1, porém isso implicaria que
0=QA+Q'B=QQA+QQB =QQA +B) — A =-B

ou seja, A e B possuem uma componente em comun de grau » — 1 > 1. Isso pode
ocorrer quando » = 2 (para r > 3 ja obtemos o resultado final por contradicéo) e
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nesse caso A = —\2Q’ e B = \;2Q). Para terminar, basta aplicar essas igualdades
na condicdo de Euler

0=x2A+yB+ 20 = 2(—\zQ + \iyQ + C) = C = N\ (—2Q" + yQ)

C = )\12(—61121'2 + (a11 — agg)l'y — 322 + a21y2 + aglyz).

Com isso, A, B e C possuem componente em comum, o que é um absurdo. Assim, @
e Q' sdo multiplos um do outro e consequentemente sdo nulos. Logo, M = \Id para
algum \ € £*. O

A interpretacéo do resultado acima é o caso particular do Teorema 3.5
para P2, Pois, dada uma folheacéo F de grau r > 2 em P? com esquema singular Z,
se existisse uma outra folheacdo F' distinta de F cujo esquema singular fosse Z,
entdo teriamos uma outra base de H°(P?,Z,(r + 1)) que satisfaz a condicéo de Euler

e pela proposicéo acima néao existe.

Exemplo 4.5. Um exemplo mostrando que no caso r = 1 ndo temos o mesmo resultado

€ a seguinte 1-forma:
Oy = yzdx — trzdy + (t — 1)xydz para cada t € k\{0, 1}.

Assim, para cada t € k\{0, 1} temos uma folhea¢do F; que possui esquema singular
com suporteem [1:0:0], [0:1:0], [0:0: 1] e que ndo sdo iguais. Logo, obtemos um
familia de folheacées distintas com o mesmo esquema singular.

4.2 Polaridade de uma folheacao

Uma folheacdo F em P? pode ser vista como, para ¢ ¢ Sing(F) podemos
atribuir a direcéo 7,L onde L é a folha de F que passa por ¢q. Note que dar uma
direcéo tangente em um ponto ¢ é a mesma coisa que dar uma reta projetiva que
passa por ¢, assim uma folheac¢do em P? consiste em atribuir uma reta L, = L,(F)
para cada ¢ € P*\Sing(F). O mapa racional

d = Op: P? -—» P2
dado por
q— [Alqg) - B(q) : C(q)]
que envia ¢ ¢ Sing(F) para o ponto de P? correspondendo a reta L,. Tal mapa é

chamado de mapa polar de F. Alguns autores também chamam de mapa de Gauss
da folheacéo.

Definicao 4.6. Seja f: X — S um morfismo entre esquemas. A fibra esquematica

em s € S é o produto fibrado X; = X xg Spec(k(s)), onde k(s) é o corpo residual.



Capitulo 4. Esquema singular de folheacoes em P> 50

Dada F uma folheacéo de grau r definida por um mapa racional ®: P? --»
P? e uma reta ¢ € P? definida por ¢ = {ax + by + ¢z = 0}, a sua fibra esquematica
serd ®*( = {aA + bB + ¢C = 0}. Assim, a fibra esquematica de retas em P sdo
curvas de grau r + 1 em P>. Para ¢ = (a : b : ¢) € P?, denotaremos as curvas por
P, = ®*(azx + by + cz = 0) para cada ponto ¢ € P?, incluindo as singularidades. A
curva P, é chamada de polaridade de ¢ relativa a 7 e sempre temos que ¢ pertence
ao suporte de P,. Assim, o mapa

q— B

é linear no sentido que, como os P, formam um sistema linear de dimenséo 2 de
curvas de grau r + 1 (chamado de rede), é um isomorfismo projetivo. A rede das
curvas polares (F,),p: relativas a 7 é chamada de rede polar relativa a F e sera
denotada por A = A(F).

Note que para cada g € P?, o suporte da polaridade P, consiste dos pontos
singulares da folheacdo (ja que Sing(F) é exatamente os pontos de base da rede),
junto com os pontos ¢’ ¢ Sing(F) tais que ¢ € L,,.

Tome dois pontos distintos ¢, ¢’ € P? e L a reta que liga eles. Existem duas
possibilidades:

1. Se L é uma reta invariante por F, entdo as polaridades de cada ponto em L
contém L e ¢ envia L a um ponto.

2. Se L néo é invariante, entdo as polaridades P, e P, se encontram em r pontos
distintos dos pontos de base.

(i) Se L é genérica, entéo os r pontos sédo todos distintos.

(ii) Se L nao é genérica, entao os pontos na intersecéo fora dos pontos de base,
contado com multiplicidades, é menor ou igual a r se L n Sing(F) = & e
estritamente menor que r se L n Sing(F) # .

em ambos os casos, o suporte de P, n P, esta contido em L u Sing(F).

Definicao 4.7. Seja I' um esquema 0-dimensional com anel de coordenadadas afins
A(T). SejaT" = T um subesquema fechado e I+ = A(T') o seu ideal. O esquema residual

I'de I" em I' é 0 esquema definido pelo ideal

IF// = Ann(lp) .

Quando consideramos o caso em que I' é uma intersecédo completa local,
temos que It = Ann(Ir) e a propriedade ¢(I") + ¢(I'") = ¢(T"), onde ¢ é o comprimento
do esquema.
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Seja F uma folheacédo de grau r > 0, entdo o esquema singular I'y =
Sing(F) esta contido na intersecdo completa I' = P, n P, de duas curvas polares
genéricas, e serd residual a um subesquema I'; que serd o complemento na intersecéo.
Um fato importante a se considerar é que

(1) =4T) = Lo) = (r+ 1> = (" +r+1)=r

Podemos tomar coordenadas [z, y, z] de P? de forma que a reta L é dada por z = 0
e nao contém singularidades de 7. Em termos da 1-forma, isso significa que as

polaridades P, e P, sdo dadas por A e B, respectivamente.

Com a construcéo acima, podemos estudar o esquema singular de uma

folheacdo em P? pelo seguinte teorema.

Teorema 4.8 (Cayley-Bacharach). Seja X, e X, curvas em P? de grau d; e d,, respec-
tivamente, e suponha que o subesquema I' = X, n X, é 0-dimensional. Seja I'ye I';
subesquemas de I residuais um ao outro e defina e := dy + dy — 3. Se s < e é um inteiro
ndo nulo, entdo a dimensdo da familia de curvas de grau s contendo I'y (modulo
aquelas contendo todo T') € igual a falha de I'1 em impor condicées independentes em

curvas de grau complementar e — s. Em outras palavras
hO(P27IF0<S)) - hO<P27IF(5)) = hl(IPQ?IFl (6 - S))

Demonstracdo. A demonstracédo se encontra em [Eisenbud, Green e Harris 1996,
Teorema CB7]. O

4.3 Esquemas de P*

Nesta secdo, queremos dar condicoes suficientes e necessarias para que
um subesquema 0-dimensional de P? seja o esquema singular de uma folheacio,
seguindo [Campillo e Olivares 2001, Secéo 4]. Iremos utilizar a notacéo ¢(J) = ¢(Z),
onde /(Z) é o comprimento do esquema 0-dimensional Z e J é seu feixe de ideais.

Proposicao 4.9. Sejar > 1eseja J < Op: o feixe de ideais de um subesquema fechado
de comprimento r* + r + 1. Entdo, J é o feixe de ideais do esquema singular de uma
folheacdo de grau r, se e somente se, existirem 3 formas linearmente independentes
A,B,C e H'(P?, J(r + 1)) sem fator em comum e 3 formas linearmente independentes
L,M,N € H°(P? Op:(1)) tais que LA+ MB + NC = 0.

Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema 3.5 para o caso particular de P? e
da condicdo de Euler, que as condicoes sio necessarias. Para mostrarmos que séo
suficientes, tome coordenadas X,Y, 7 talque L = X, M = Y N = Z. A condicao



Capitulo 4. Esquema singular de folheacoes em P> 52

XA+YB+ ZC = 0mostra que a 1-forma 2 = Adx + Bdy + Cdz define uma folheacéo
F de grau r, com a propriedade que o feixe de ideais J; do esquema singular esta
contido em 7. Como ¢(Jy) = (T ), entdo J = Jo. O

Proposicao 4.10. Seja s > 0 e t inteiros, e seja J < Op2 o feixe de ideais de um
subesquema fechado com comprimento ((J) = s + 1 + t. Entdo h'(P?, J(s)) < t se
t=0,eh'(P*J(s)) =0set<0.

Demonstragdo. Primeiro, note que se J < J' com ((J) = ((J') + 1, entdo da sequén-
cia exata

O—)j—)j/—)Q—)()’

obtemos que 0 < h'(P?, J') < h'(P?, J) < h'(P?, J') + 1. Assim, é suficiente provar a
proposicao para o caso /(J) = s + 1.

Vamos provar que h'(P?, 7 (s)) = 0 para /(J) = s + 1 por inducéo em s.
Para s = 0 a afirmacéo é clara. Agora, para a parte indutiva, tome 7 < Op2 com
comprimento /(J) = s + 1, onde s > 1 e tome a cadeia de ideais:

jzjocjlzjlc“'stHZOP%

tal que ¢(J;.1) = ((J;)—1. Como ¢(J’) = s, pela hipétese indutiva h'(P?, J'(s—1)) = 0,
o que significa que 7' impde condi¢des independentes em curvas de grau s — 1, ou,

em outras palavras, para cada i > 1 as inclusdes
HO(P*, Ji(s — 1)) = HY(P?, Jini(s — 1))

sdo estritas. Podemos escolher F; € H°(P?, J;(s — 1)) tal que F; ¢ H°(P?, Jiy1(s — 1)),
para i > 1. Entéo, se L é uma forma linear cujo suporte ndo encontra Supp(J’),
obtemos que F;.L € H°(P?, Ji(s)) e F;.L ¢ H°(P?, J;41(s — 1)) e consequentemente .7’
impde condicdes independentes em formas de grau s. Para ver que h'(P?, J(s)) = 0,
é suficiente provar que H°(P?, J(s)) c H°(P?, J'(s)) é uma inclusdo estrita. Para tal,
como /(J) = ((J') + 1, segue que ((J,) = {(J,) para cada ponto p € Supp(J), exceto
em um dnico ponto ¢ onde /(J,) = ((J,) + 1, e aqui / representa o comprimento do
ideal no anel local. Afirmamos que em um anel local noetheriano (R, m) e um ideal
J < Rcom /((J) = j, entdom! — J.

De fato, se j = 1 entéo a afirmacao é verdadeira. Suponha que é valido
para cada J' com ¢(J') < j e seja J com /(J) = j. Sem’ ¢ J, entdo {(J +m’) < j e pelo
hipérese indutiva m’~! < J +m’. Consequentemente, também temos m’~! = J +m/™
paracadat > 0. Aplicando o Teorema de Krull, m’ ™' < n,>q(J+m’*™") = J, contradicdo

com a suposicao inicial. Logo demonstramos a afirmacao.

~ . / s / ~ !z
Com a afirmacéo, seja s, = {(J,). Como m* c J, entdo J, é gerado por
polinémios de grau < s, em coordenadas afins em ¢. Também, 7, — 7, é uma incluséo
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estrita, existe uma forma de grau s, F, € H(P*, J,(s,)) com F, ¢ H*(P* 7,(s,)). Por
outro lado, para p # ¢ e p € Supp(J), temos que m*” < J, = J,, assim podemos
encontrar uma forma F, € H(P? J,(s,)) tal que F, nfo encontra q. Entdo segue
que F = F,. [][ F, e H(PJ'(s)) e F ¢ H(P* J(s)). Com isso, termina a

peSupp(J)
demonstracao. O]

Lema 4.11. Seja r > 2, e seja J < Op2 o feixe de ideais de uma interse¢do completa
local de comprimento ((J) = r* + r + 1 e assuma que existam duas formas A, B €
H°(P* J(r +1)). Entdo h°(P*, J(r +2)) < 8.

Demonstracdo. Seja I' o subesquema dado pela intersecéo das curvas definidas por
Ae B, esejaJ = Ann(J/Jr) o residual de J em Jr. Sabemos que ((J’) = r. Pelo
Teorema de Cayley-Bacharach e a proposicédo acima (aplicado & 7' e t = 2):

RYP? T (r +2)) = h°(P?, J'(r — 3)) — h°(P?, Jr(r — 3)) = h°(P?, J'(r — 3))
RYP? T (r — 3)) + h°(P?, Opa(r — 3)) — r

< 2+ h°(P%, Opa(r — 3)) — 1~

Assim, h'(P*, J(r + 2)) = h'(P?, T (r + 2)) + h°(P?, Op2(r +2)) — (r* +r + 1) <8. [

Teorema 4.12. Seja r > 2, e seja J < Op: o feixe de ideais de uma intersecdo completa
local de comprimento ((J) = > + r + 1. Entdo J é o feixe de ideais Jr, do esquema
singular T'y = Sing(F) de uma tnica folheacdo F de grau r em IP?, se e somente se as

duas condigées sao validas:

(i) h°(P?, J(r+1)) = 3, e as formas em H°(P? J(r + 1)) ndo possui fator em comum.

(ii) h°(P*, J'(r)) = 0 para cada feixe de ideais J' > J com comprimento ((J') =

r2+'r.

Demonstragdo. Se J = Jr,, entdo ja obtemos a condigéo (i) do Teorema 4.1. Para
ver a condicdo (ii) é valida, assuma o contrario h°(P*, 7'(r)) # 0 e {(J') = 7> +r
para algum J' > J. Tome uma forma ndo-nula D em H°(P?, 7'(r)). Como J é uma
intersecdo completa local, entéo o residual de 7' em I'y, é o subesquema reduzido
cujo suporte é um unico ponto g € Supp(J) = Sing(F). Podemos tomar coordenadas
[X,Y, Z] de forma que ¢ = [0,0, 1], entdo o subesquema residual possui feixe de
ideais M,, cuja fibra em ¢ sdo os germes em ¢ das curvas dadas pelas equacdes X
e Y. Isso implica que XD,Y D € H°(P* J(r + 1)), assim as trés formas dadas por
A =YD,B'= -XD,C" = 0 formam uma solucio em H’(P? J(r + 1)) da condicéo
de Euler. Porém, sabemos pela Proposicdo 4.4 que tal solugéo é inica (a menos de

multiplo escalar), e consiste em trés forma de grau r + 1 que séo k-linearmente
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indepedentes. Logo, obtemos um absurdo e consequentemente a condicéo (ii) é
valida.

Para mostrarmos a volta, suponha que J satisfaz (i) e (i7). Segue da
condicdo (i), que podemos tomar trés formas linearmente independentes A, B,C €
H°(P?, J(r 4+ 1)) sem fator em comun. Pelo Lema 4.11, existem trés formas lineares
L,M,N e H°(P* Op:(1)), ndo sendo todas simultaneamente zero, tal que LA+ M B +
NC = 0. Afirmamos que as formas L, M, N sido linearmente independentes e com a

Proposicéo 4.9 terminamos a demonstracao.

Vamos demonstrar que a afirmacéo é valida. Suponha o contrario, que a
dimenséao do espaco gerado por L, M, N possui dimensédo 1 ou 2. Se a dimenséo for
1, digamos que L é o gerador, entdo M = AL e N = ulL, para A, u € k, disso obtemos
que L(A + AB + uC) = 0, em contradicdo com o fato que A, B, C sdo linearmente
independetes. Se a dimenséo for 2, digamos que L e M sdo os geradores, assim
N = AL + uM, para A, u € k e implica que

LA + MB =0,

onde A’ = A+ \C, B' = B+ uC € H°(P?, J(r + 1)). A relacéo acima implica que,
existe um forma de grau r néo nula tal que A’ = MD, B’ = —LD. Seja g € P* o
tinico ponto na intersecdo das retas L e M. Se ¢ ¢ Supp(J), entdo D € H°(P? J(r))
e consequentemente D e H°(P? J'(r)), para qualquer feixe J' > J com /(J') =
r? + r, em contradicdo com o item (ii). Portanto ¢ € Supp(J), porém nesse caso
D e H°(P*, J'(r)), onde J' é o residuo em J do feixe de ideais reduzido M, com
suporte em ¢. Como J é uma intersecio completa local, entédo ((J') = r* + r +
1—¢(M,) = r* + r, novamente uma contradi¢io com o item (ii). Logo, provamos a

afirmacao e consequentemente o teorema. 0

Lema 4.13. Seja j > 0e A, B',C’ formas linearmente independentes de grau j + 1,
sem fator em comum. Seja J' o feixe de ideais gerado localmente pelos germes dessas
formas em cada ponto de P*. Entdo temos que ((J') < j* 4+ j + 1.

Demonstracdo. Seja Jr o feixe de ideais das intersecao de duas curvas genéricas
na rede gerada pelas curvas de equagoes A', B, C'. Seja J" o residual de J' em Jr.
Temos que h°(P*, J'(j + 1)) = 3 e,

hO(P*, (5 + 1)) = B (P%, T (5 + 1)) + B°(P2, Op2(j + 1)) — U(Tr) + £(T"),
e pelo Teorema de Cayley-Bacharach
WP T'(5+ 1)) = R°(P%, J"(j — 2)) = ' (P?, J"(j — 2)) + 1° (P, OR(j — 2)) — £(T").

Segue das relacdes acima que, h'(P?, 7"(j —2)) = 1 e consequentemente /(") > j,
pela Proposicéo 4.10. Isso prova que /(J') < j* + j + 1. ]
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Teorema 4.14. Seja r > 2, e seja J < Op: 0 feixe de ideais de uma intersecdo completa
local de comprimento ((J) = r* +r + 1. Entdo J é o feixe de ideais Jr, do esquema
singular T'y = Sing(F) de uma tnica folheacdo F de grau r em P?, se e somente se as

duas condigées sao validas:

i) h°(P*, J(r+1)) = 3,

(ii) h°(P? Jj(r —j)) = 0 para cada j com 0 < j < r, e cada feixe de ideais J; > J
com comprimento ((J]) = (r — j)(r +j + 1).

Demonstracdo. Se J = Jr, para alguma folheacao F, entdo a condicéo (i) é valida
e para j = 0 a condicdo (i7) é valida. Falta mostrar que a condicéo (ii) é valida
para 0 < j < r. De forma contrario, suponha que existe um forma nao-nula D €
H°(P*, J/(r—j)), para algum 7/ > J com {(J]) = (r—j)(r+j+1) com0 < j < r. Seja
P uma polaridade genérica no sentido que néo possui componentente em comum
com a curva () definida por D. Para cada ¢ € Supp(J;), como os germes em ¢ das
equacdes locais de P e () pertencem a jj/ , temos que a multiplicidade da intersecao
de P e Q em ¢ é pelo menos igual a /(J] ). Fazendo ¢ variar em Supp(J;), obtemos
que a intersecéo é pelo menos igual a ((J;) = (r — j)(r +j+1) > (r — j)(r + 1), 0 que
é uma contradicdo ao Teorema de Bezout. Logo a condigao (i) é valida.

Agora suponha que as condicoes (i) e (ii) sdo validas para 7. O resultado
segue do Teorema 4.12, se mostrarmos que P(H°(P?, 7(r + 1))) ndo possui curva no
lugar de base. Como feito no Teorema 4.12, vamos usar (i) e (i7) e o caso j = 0 para
obtermos 3 formas linearmente independentes A, B, B € H°(P?, 7(r + 1)) e 3 formas
linearmente independentes L, M, N € H°(P?, Op(1)) tal que

LA+ MB + NB = 0.

Se A, B, C sao possuem fator em comum, entdo terminamos. Caso contrario, seja D
o maior divisor comum dessas formas. Observe que seu grau deve ser r — j, para
0O<j<requeA=DA B=DB, C=D(C, para algumas formas A, B',C’ de grau
j+1.Seja J' o feixe de ideais associado a A’, B',C’, pelo Lema 4.13 /(J') < j° +j + 1.
Agora seja J" o residual de 7 em 7' + J. Como J é uma intersecéo completa local,
obtemos que /(J") = r* +r+1—(j*+j+1) = (r—5)(r +j+1). Considere um feixe de
ideais 7] > J" com {(J]) = (r — j)(r + j + 1). Entéo temos que D € H*(P*, J"(r — j))
por construcéo e consequentemente D e H°(PP?, Jj(r —j)), o que é uma contradicio

com (7). Logo, terminamos a demonstracao. O

Podemos interpretar o teorema acima como: Dado um esquema zero di-
mensional Z c P?, que é uma intersecéo completa local e possui r* + r + 1 pontos
contados com multiplicidade. Entédo Z sera o esquema singular de uma folheacéao
em P?, se e somente se:
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(i) existem pelo menos 3 curvas de grau r + 1 sem componentes em comum que

passam em Z,

(ii) para cada subesquema Z' < Z com (r — j)(r + j + 1) pontos, ndo existe curva
de grau r — j que passa por Z’,onde 0 < j < r.

4.4 Subesquema especial

No Teorema 3.5 mostramos que dada uma folheacédo com singularidades
isoladas F de grau r > 2 em P?, o seu esquema singular Z = Sing(F) é tnico. Um
nova pergunta que surge com esse resultado, é se existe um subesquema 7’ < Z que
define F. Para encontrarmos esse subesquema, precisamos demonstrar condicoes

para Z' definir F.

Lema 4.15. Seja F uma folheacdo de grau r > 2 em P? com singularidades isoladas.
Se 7' é um subesquema fechado de Z = Sing(F) tal que h°(P?, I, (r + 1)) = 3, entdo
7' determina F.

Demonstracdo. Da inclusao Z, c 7, obtemos um mapa injetivo
HO(]P’2,IZ(7“ +1)) — HO(]P’Q,IZr(?“ +1))

entre espacos vetoriais de mesma dimenséo, ou seja, € um isomorfismo. Consequen-
temente, os coeficientes A, B, C' da 1-forma que define F pertence & H°(P?, Z, (r +1)).
Logo 7' define F. O

Proposicao 4.16. Seja F uma folheacdo com singularidades isoladas e grau r > 2
em P2. Seja Z um subesquema fechado de Sing(F) e Z' o seu subesquema residual
em Sing(F). As seguintes condigoes sdo equivalentes:

(i) h°(P*,Iy(r +1)) =3,
(i) h*(P*, Zz(r +1)) = 6(Z) + 3 — Npyy,

(iii) h'(P?, Iz (r —3)) =0,

onde N; = h°(P? Op:(35)) = (‘] J2r 2).

Demonstracdo. Tomando a cohomologia na sequéncia exata associada a 7, temos
RO(P*, Zy(r + 1)) = Y (P*, Z;(r + 1)) + Noy1 — £(2).
Disso segue as equivaléncias entre (i) e (i7). Para 7/,

RO(P*, Z(r —3)) = h'(P*, Zy(r — 3)) + N,_3 — £(Z).
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Considere Z” o residual de Z na intersecéo de duas curvas polares I' = P, n P,. Por
construcéo Z” consiste em Z’ e r pontos alinhados na reta no infinito. Pelo Teorema
de Cayley-Bacharach

W (P2, I (r + 1)) = h%(P?, Zyu(r — 2)) — hO(P2, Iy (r — 2)) (4.3)
= h' (P, Zyn(r —2)) = h°(P*, Iz (r — 3)). (4.4)

O anulamento de h°(P?, Zr(r — 2)) decorre do fato que I' é a intersecdo completa de
duas curvas de grau r + 1 e portanto temos a seguinte sequéncia exata

0— Op2(—’f’ —1—r— 1) I 0]}»2(—7” — 1) @O]Pﬁ(—?” — 1) —>Ip _—> 07
tensorizando ela por Op:(r — 2)
0 — Op2(—1 —4) — Op2(—3) ® Op2(—3) — Zr(r — 2) — 0.

Tomando cohomologia, obtemos que h°(P? Zr(r — 2)) = 0. Juntando (4.3) com as
sequéncias associadas a Z e 7’

RO(P?, Ty(r + 1)) = W' (P2, Zz(r + 1)) + Npyy — 4(Z)

h*(P*, Zz/(r = 3)) + Ny1 — U(Z)

= D' (P*, Zyr(r = 3)) + Npg — L(Z') + Npyy — £(Z)
h( (r—3))+

Com isso temos a equivaléncia entre (i) e (ii7). O

Agora, queremos aplicar a proposi¢céo acima ao caso {(Z) = M, = 2( r+5)

Lema 4.17. Seja F uma folheacdo com singularidades isoladas e grau r > 2 em P2
Seja Z um subesquema fechado de Sing(F) com ((Z) = M, e Z' o seu subesquema
residual em Sing(F). As seguintes condigées sdo equivalentes:

(i) h°(P*,Iy(r +1)) =3,
(ii) h*(P?,Zz(r +1)) =0,
(iii) h'(P?, Iz (r —3)) =0,

(iv) h°(P*, Iz (r —3)) = 0.

Demonstracdo. A equivaléncia dos 3 primeiros itens segue diretamente da Proposi-

cdo 4.16. A equivaléncia de (7ii) e (iv) ocorre por
hO(P?, Ty (r — 3)) = h*(P*, Z(r — 3)) + N,_3 — £(Z")

junto com o fato que ¢/(Z') = r* + 7+ 1— M, = N,_3. O
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Uma observacéo importante é a de que a condigao (ii) acima diz que Z
impoe condicoes independentes em formas de grau r + 1. Agora, o resultado principal:

Teorema 4.18. Seja F uma folheacdo com singularidades isoladas e grau r > 2
em P?, com esquema singular reduzido I'y = Sing(F). Entdo, existe um subesquema
fechado Z de T'y com ((Z) = M, e tal que h'(P*,Z;(r + 1)) = 0. Consequentemente, Z
determina a folheacdo F.

Demonstracdo. Seja I, o feixe de ideais de I'y. Como h°(P?, Zy(r+1)) = 3, da sequéncia
exata

0—> Ty —> Opz —> Op, —> 0

1
obtemos que h'(P?, Zy(r + 1)) = 5(7‘ —2)(r — 1) = N,_3. Isso significa que I'; impde

Nr+1—3=r2+r+1—NT_3:g(r+5)

condicdes em formas de grau r + 1 e que precisamente NN, 3 delas sdo linearmente
dependentes. A existéncia do subesquema Z segue de um argumento de algebra
linear: como I'; é reduzido, o seu suporte possui 7>+ + 1 pontos fechados distintos, no
qual cada ponto gera uma condicéo linear nos /N, coeficientes do espaco de formas
de grau r + 1. O posto desse sistema de equacoes é g(r + 5), consequentemente existe
um subconjunto do nimero de condi¢cdes que sédo linearmente independentes (e cujo
resto das condicoes sdo dependentes) no espaco das formas de grau r + 1. Assim,
existe subesquema Z — I'y cujo suporte possui g(r + 5) pontos fechados distintos que
impde condigdes indepedentes em formas de grau r + 1. Portanto, h' (P?, Z,(r+1)) = 0

e pela equivaléncia do Lema 4.17 garantimos que Z determina F. H

O teorema acima garante que sempre existe um subesquema com menos
pontos que Sing(F) (quando reduzido) que determina completamente a folheacéo.
Porém, ndo garantimos que tal subesquema é minimal, ou seja, ndo podemos afirmar
se existe ou nao um subesquema menor que o obtido acima definindo F. Em [Cam-
pillo e Olivares 2021] os autores mostraram que nem toda folheacdo admite um
subesquema minimal.
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5 Cdédigos em singularidades de folheacoes

Neste capitulo, mostraremos uma aplicacdo da Teoria de Folheacoes em
P? feita no capitulo anterior, para a Teoria de Cédigos. De forma resumida, vamos
considerar cédigos avaliados nos pontos singulares de folheacoes, seguindo a artigo
[Campillo, Farran e Pisabarro 2007].

5.1 Introducao

Considere F um corpo finito com ¢ elementos e n > 0. Sejam P,,..., P,
pontos no plano afim A? = F? racionais sobre F' e m > 0 um inteiro. Vamos denotar
F[z,y]<m o espaco vetorial dos polindmios em duas variaveis com coeficientes em F

e grau menor ou igual a m. Considere o mapa
E: Flz,yl<m — F"

dado por

Codigos corretores de erros lineares, ou simplesmente cédigos, sdo os
subespacos vetoriais C' de F" para algum n > 0, definimds pela imagem do mapa
E. Os elementos de F" sdo chamados palavras no alfabeto F. O c6digo dado pela
imagem do mapa F é chamado de cédigo de avaliacdo de polindmios de grau até m
nos pontos Py, ..., P,.

Os principais parametros associados a um cédigo C' sédo o seu comprimento
n = n(C), sua dimensdo £ = K(C) e sua distancia minima d = d(C). O valor de n
é apenas o comprimento das palavras consideradas. O valor de k é a dimenséo de
C' como espaco vetorial. O inteiro d é o menor dos valores d(x,y), com x e y sendo
palavras distintas em C e d(—, —) representa a distancia de Hamming, isto é, o
numero de lugares em que as palavras sao distintas.

A Geometria Algébrica fornece técnicas para obter codigos adequados.
Consiste em considerarmos uma variedade projetiva suave X sobre F', um divisor
F-racional G e um conjunto de pontos racionais de X que nao estdo no suporte de
G. Entao, o cddigo serda a imagem do mapa de avaliagdo nos pontos considerados
das fungdes no espaco vetorial £(G). Para cédigos deste tipo, que sdo chamados
de cédigos AG, estimativas para a dimensao k sdo muitas vezes encontradas na
Geometria Algébrica. Porém, estimativas para a distdncia minima d existem em

poucos casos. O caso mais relevante seria o cédigo geométrico de Goppa, isto €, um
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codigo AG em que X é uma curva projetiva e nesse caso temos as estimativas

k>deg(G)+1—g
d = n —deg(G),

onde g é o género da curva. Estimativas para a distancia minima de c6digos AG em
variedades com dimensao maior que 1 é um problema em aberto.

Cédigos de avaliacédo definidos no comeco, sao cédigos AG em que a va-
riedade é o plano projetivo P?, o divisor sera mH, com H a reta no infinito e con-
siderando os pontos afins P, como pontos de avaliacdo. Neste caso, teriamos que
L(mH) = F|z,y]<n € 0o mapa de avaliacdo sera F.

Vamos considerar cédigos de avaliacdo em conjuntos de pontos singulares
de uma folheacdo no plano projetivo e obter estimativas para a distancia minima
desses codigos, dando origem a construcio de novos cédigos com distancia minima
designada.

Seja V}, o espaco vetorial dos polindmios homogéneos em F[z,y, z| de grau
k, onde F' corpo finito com ¢ elementos. Considere pontos distintos P;,..., P, em
P? que sdo racionais sobre F. Definimos Wy (P,,...,P,) = {f € Vi | f(P) =0, i =
1,...,n}, que é um subespaco vetorial ja que f(F;) = 0 impoe condicoes lineares em
Vi. Vamos denotar por s (P, . .., P,) o nimero de condic¢oes linearmente dependentes
nos f(P;) = 0 definindo W (P, ..., P,). Entao temos que

Hm(Wi(Pr, ..., P)) — su(P,..., Py = dim(V;) — n. (5.1)

Se H, e H, sédo hipersuperficies de graus d; e ds, respectivamente, que se
intersectam em d = d,d, F-pontos racionais distintos P, ..., P;, entdo o Teorema de
Cayley-Bacharach fornece uma férmula que é tutil para calcular os valores de s, em
subconjuntos dos pontos acima. Entao para n < d;d;

dim(Wk'(Pn—i-la SR >Pd)) - dlm(Wk’(Ph .. '7Pd>> = Sk(Pl) .. '7PTL)7 (52)
onde ¥ =d; +dy —3—k,dadoque 0 < k <d; +dy — 3.

Em geral, precisamos considerar um subesquema zero dimensional de P?,
dado por um feixe de ideais Z, < Op: tal que ¢(Z;) = ¢(Z) é finito. O subesquema Z
associado a 7, sera o sistema de pontos e podemos definir W (Z) e si(Z) como acima.

Se 7, o Ir, onde I' é a intersecdo completa de duas curvas de graus d,
e do, dadas pelas equacdes F; e Fy. Seja 7’ o residual de Z em I'. Dessa forma, as
equacoes (5.1) e (5.2) ficam da seguinte forma

dim(Wi(2)) — su(2) = dim(V3) — ()
dlm(Wk/<Z/)) — dlm(Wk/(F)) = Sk(Z),
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onde k' =d; +dy — 3 — k.

Podemos traduzir as equacoes acima utilizando cohomologia. Note que
H(Tz(k)) = Wi(Z), H'(P?, Op2(k)) = Vi e Y (T2 (k)) = si(2).
Proposicao 5.1. Para qualquer sistema de pontos Z e k > 0 um inteiro, temos

BT ) - W T k) = BEIEED gz

Proposicao 5.2. Se Z é um subesquema de uma intersecao completa I de duas
curvas de grau d, e d,, e Z' é o complemento de Z em T, entdo para 0 < k < d, +dy — 3
temos

W(Zz (k') = B°(Zo(K')) = b (Z4(K)),

onde k' =dy +dy —3 — k.

Note que, a Proposicéao 5.1 é simplesmente a aplicacdo da cohomologia na
sequéncia exata

0—7Z;, — Op— 0z — 0
e que ((Z) = h°(P?, O4(k)). A Proposic¢do 5.2 é o Teorema de Cayley-Bacharach.

Seja F' um corpo finito com ¢ elementos e (x : y : z) coordenadas homogé-
neas do plano projetivo P? sobre F. Como j4 foi visto, uma folheacédo de grau r > 0
em P? é dada por uma 1-forma Q = Adz + Bdy + Cdz (a menos de um multiplo em
F*), onde A, B e C sao polinomios homogéneos de grau r + 1 sem fatores em comum
que satisfazem a condicao de Euler Az + By + Cz = 0.

Vamos demonstrar um teorema sobre o esquema singular de uma folhea-

cdo em P?, que vai auxiliar na préxima secéo.

Teorema 5.3. Seja F uma folheacdo de grau r > 1 e Z o seu esquema singular. Entdo

1. Para qualquer j, 1 < j < r — 2 e cada ideal J com T, < J tal que ((J) =
(r +1)(r — j), temos que h°(P*, T (r — j)) = 0;

2. Para cada ideal J com Ty = J com ((J) = (r + 2), temos que h°(P?, J (1)) = 0;

3. Para cada ideal J com I, = J com ((J) = (r + 1), temos que h°(P?, 7(1)) =0
ou Z(J) pertence ¢ uma reta invariante por F.

Demonstracdo. Assuma que C' é um divisor de grau r — j dado por um elemento
néo-nulo de H°(P? J(r — j)), onde Z(J) é um subesquema de Z(7) tal que /(J) =
(r 4+ 1)(r — j). Tome um ponto geométrico p € Supp(C) que néo estd em Z(Z). Entdo
os elementos da rede polar passando por p formam um leque (sistema de dimensé&o
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1), que é livre de curvas de base ou possui uma reta L como curva de base (nesse

caso o leque consiste de exatamente as polaridades dos pontos em L).

Primeiro, suponha que C é irredutivel. Entédo a curva C e uma polaridade
genérica P do leque se intersectam propriamente exceto se C = L é uma reta
invariante. Se C' ndo é uma reta invariante, o Teorema de Bezout implica que
(r +1)(r — j) é o maximo de pontos (contando multiplicidades) que pertencem a
intersecao de C' e P. Em outras palavras, o esquema definido pela intersecao das
curvas possui comprimento (r + 1)(r — j). Como pe C' n P, temos (r + 1)(r —j) + 1
pontos, aqueles em Z(7) junto com os em P, pertencendo a intersecdo de C e P. Isto
é uma contradicao, portanto tal C' néo existe. Se, caso contrario, C' = L é uma reta
invariante, aplicando o mesmo argumento a intersecédo de L com uma polaridade
genérica da rede, encontrariamos pelo menos r + 1 pontos de Z(Z) pertencendo a L.

Agora, suponha que C é redutivel. Entao o mesmo argumento funciona
quando C nao possui uma reta invariante como componente. Se C' possui retas
invariantes como componentes, entdo novamente aplicando o argumento para as
componentes de C' chegamos a conclusio que C nao existe. Sera 6bvio se alguma
componente de C' ndo for uma reta invariante. Caso C s6 possua retas invariantes
como componentes, entdo a intersecdo de duas delas sera um ponto singular de F, e
consequentemente no maximo 2r + 1 < 2(r + 1) pontos de Z(Z) podem pertencer a
unido das duas retas. Se C' possui apenas uma componente multipla que é uma reta
invariante L, entdo L pode intersectar uma polaridade genérica da rede polar no
maximo em 7 + 1 pontos singulares, assim C néo pode conter (r + 1)(r — j) pontos de
Z(Z), sendo r — j o grau de C.

A colecgdio de fatos acima mostra que h°(P?, J(r —j)) = Ocaso 1 < j <1 —2
el(J)=(r+1)(r—j)ouj=r—1e Z(J) pertence a uma reta projetiva invariante
de F, e que h°(P?, 7(1)) = 0 se £(J) = r + 2. Isso prova o teorema. O

5.2 Resultados

Considere F uma folheacdo de grau r > 2 em P?, sobre um corpo finito F
com ¢ elementos. Vamos supor que o esquema Sing(F) = Z é reduzido e racional
sobre F, assim o seu suporte contem r? + r + 1 pontos distintos de P e todos séo
racionais sobre F'. Esta suposicdo implica que » < ¢, e que o nimero de pontos
racionais é dado por ¢*> + ¢ + 1. Vamos denotar por P,,..., P, os pontosem Z n A% e |
a cardinalidade de Z n H, com H a reta no infinito z = 0. Assim,

rPHr+l=n+l

Seja m um inteiro que satisfaz 1 < m < 2r —2 e denote por E,, = E,,(F, H)
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o cédigo AG, dado pela avaliacdo de funcoes em L(mH) = F[z,y]<, nos pontos

racionais P, ..., P,. Em outras palavras, F,, é a imagem do mapa linear
E: Flz,yl<m — F"

dado por

Utilizando a geometria do esquema singular de 7, obtemos férmulas para
a dimensao do cédigo F,, e limites para a distAncia minima. Note que o comprimento
n dos cédigos é dado por n = 7* + 7+ 1 —1 > r?, do fato que I < r + 1 pelo Teorema
5.3. Vamos denotar N, = h°(P? Op:(s)) = (s + 1)(s + 2)/2,

Teorema 5.4. Com as suposicées e notagoes como acima, obtemos que

Ny, paral<m<r—1
k(Em):
Np—(m—r)m—r+2)—max(0,l+m+1—2r), parar < m < 2r — 2

Demonstragdo. Primeiro, se 1 < m < r — 1 entdo o mapa F : F|x,y|<,, — F" sera
injetivo, pois caso contrario teriamos uma curva C de grau m que passa por n > r>
pontos de Z = Sing(F), o que contradiz o Teorema 5.3 (note que r > 2). Isto implica

que k(E,,) = Np,.

Agora, se r < m < 2r — 2, denote por J o ideal dos pontos P, ..., P, e por
J' o ideal dos pontos em Z n A%, Como Ker(E) = H°(P?, 7(m)), entdo

k(Em) = Ny = BB, T (m)) = n — 1 (T (m)),

onde a ultima igualdade segue da Proposicéo 5.1. Pelo Teorema de Cayley-Bacharach
aplicado ao complemento na intersecdo completa de duas polaridades genéricas da
rede, junto com o Teorema 5.3 obtemos que

RY(P?, T (m)) = RO(P*, J"(2r —m — 1)) = h°(P?, 7' (2r — m — 2)),

onde J" representa o residual de Z(J) na intersecdo nas polaridades genéricas. A
ultima igualdade segue do fato que Z(J") = Z(J') u Z*, onde Z* é o conjunto de r
pontos que pertencem a uma reta, levando em conta que 2r —m —1 < r. Da sequéncia
exata de Z(7J'), deduzimos

RO(P, J'(2r —m —2)) = Y (P%, J'(2r —m —2)) + Noy_po — L.
Como os pontos em Z(J') sdo pontos distintos em uma reta, entéo

R P T (2r —m —2)) =0
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sel<2r—-m-—1,e
RYP* T'(2r —m —2)) =1—(2r —m — 1)
sel > 2r —m — 1. Juntando essas igualdades, obtemos que

k(Ey) =n—h' (P>, J(m)) =n—h"P* T (2r —m—2))
n+l—N2r_m_2—max(O,l+m+1—27“)

Ny —(m—r)(m—r+2) —max(0,l +m+1—2r).

Teorema 5.5. Com as suposicoes e notacées como acima, obtemos que

r

r? —1, param = 1
(r+1)(r—m)—10+2, para2<m<r—1
3

2r—m—1l, parar<m<2r—2sel<2r—m-—1

2r—m—1, parar<m<2r—2sel=>2r—-m-—1

Demonstracdo. Se w(e) = d(e,0) denota o peso da palavra ¢, note que como o cédigo
é linear, a distancia minima ser4 igual ao minimo dos valores w(¢) com ¢ variando

por todas as palavras ndo-nulas em F,,.

Primeiro, assuma que 1 < m < r — 1. Se w = w(e) para uma palavra
nao-nula ¢, entéo existe um divisor C' de grau m passando por n — w pontos de Z (7).
Do Teorema 5.3, segue que teriamosn —w < (r+1)msem >2en—w <r + 1 se
m = 1. Por isso, obtemos a estimativa d(E,) = 1> —le d(E,,) = (r + 1)(r —m) — 1 + 2
para2 <m <.

Agora, assuma que r — 2 < m < 2r — 2. Prosseguimos da seguinte forma:
se encontrarmos um inteiro positivo d tal que para cada ideal X com J < K e
((K) = n—d+1 temos que h° (P2, KC(m)) = h°(P?, 7 (m)), entdo teriamos que d(E,,) = d.
De fato, a prova da afirmacao anterior segue do fato que, cada vez que um divisor
de grau m passa pelos n — d + 1 pontos de Z(J), entdo também tera que passar por
todos os P, e portanto o peso de todas as palavras sera pelo menos d.

Da mesma forma que na demonstracao anterior, podemos traduzir o
problema utilizando esquemas residuais da seguinte forma: se encontrarmos um
inteiro positivo d tal que para cada ideal X' comZ < XK' <« J' e ¢(K') = d -1+
temos que h'(P?, J'(2r — m — 2)) = h'(P?, K'(2r — m — 2)), entdo d(E,,) > d. Se
[ = 2r —m — 1, entdo os divisores de grau 2r — m — 2 contendo Z(.7') devem conter
a reta H, consequentemente a condicao da afirmacéao significa que os pontos em
Z(Ann(J'/K')) devem impor condi¢des independentes em divisores de grau 2r —m—3,
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isso é sempre garantido para valores de dcom d—1 < 2r—m—2,ou seja, d < 2r—m—1.
Se | < 2r —m — 1, entdo temos h'(P?, J'(2r — m — 2)) = 0, assim a afirmacfo sera
RY(P* K/ (2r —m — 2)) = 0, 0 que é garantidosed — 1 +1 < 2r —m — 2 + 1, ou seja,
d < 2r —m — [. Isso completa a prova do teorema. H

Uma observacao importante de se fazer é que essa cota que tivemos para
a distancia minima pode ser melhorada em alguns casos particulares. Por exemplo,
tomem =2r —4comr >4el<2r—m—1=3,(ouseja,l =0,1,2) e pelo Teorema
5.5, d(E,,) = 4 — l. Se assumirmos que ndo existe reta passando por 3 dos r* +r + 1
pontos, entdo para todo X' > J’ com ((K') = 5 temos h'(P?, K'(2)) = 0 (nesse caso
2r —m — 2 = 2). Assim, a condicéo de d no Teorema 5.5 funciona com 5 =d — 1 + [
e, consequentemente, d > 6 — [. Nesse caso, n = > + r + 1 — [, e pelo Teorema 5.4 a
dimensao do cédigo sera k = r* + r — 5. Portanto, o cédigo satisfaz k + d = n.

Por outro lado, tomando m = 2r —5comr >5el > 2r—m —1=4, (ou
seja, 4 < | < r + 1) e pelo Teorema 5.5, d(F,,) > 4. Se assumirmos novamente
que néo existe uma reta passando por 3 dos r*> + r + 1 — [ pontos singulares afins,
entdo h'(P? K*(2)) = 0 para todo XK' > J com /(K*) = 5 (aqui 2r —m — 3 = 2 e
K* = Ann(K'/J")). Nesse caso, d — 1 = 5 e portanto d = 6 é um limite inferior para a
distancia minima. Também, como n = r* + 7 + 1 — [ e pelo Teorema 5.4 a dimenséo

do cédigo sera k = r? + r — 5 + [, novamente temos que k + d = n.

O maior grau possivel da folheacao cujos pontos singulares que estamos
considerando sera r = ¢, relembrando que ¢ é o nimero de elementos do corpo F.
Nesse caso, a folheacao tera como esquema singular todos os pontos racionais no
plano projetivo. Tal folheacao, sera definida pela 1-forma

Q=ye(y"™" =27 )dr + za(217 = 2 )dy + ay(2® — y ) dz

Por dltimo, a principal aplicacdo do Teorema 5.5 é fabricar cédigos com
uma distancia minima ja predeterminada. Assim, fixando d(C') podemos construir
C variando os paramétros do Teorema 5.5, ou seja, variando ¢, r,[ e m.
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