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Resumo

Esta dissertacao aborda o problema de projeto de controladores dependentes
de estados para sistemas dindmicos afins com comutagao a tempo continuo com restri¢oes
de tempo de permanéncia. A primeira parte deste texto introduz ao leitor os principais
conceitos e resultados da area. Em sequéncia, a formulacdo mateméatica do problema é
apresentada, junto a sua motivacgao fisica. Entao, os fundamentos sobre existéncia, unici-
dade e analise de estabilidade sao desenvolvidos, partindo de sistemas dinamicos continuos
até os sistemas dindmicos chaveados. A partir disso, as principais contribui¢oes do tra-
balho sao exploradas. Em particular, a adigao de restricoes de tempo de permanéncia
¢é propriamente tratada. Por fim, exemplos académicos na area de eletronica de potén-
cia ilustram a teoria desenvolvida, e sao contrastados com outros resultados obtidos da

literatura.

Palavras-chaves: Sistemas de comutacao, sistemas dinamicos, estabilidade, eletronica

de poténcia.



Abstract

This dissertation addresses the problem of designing state-dependent con-
trollers for conti- nuous-time switched affine dynamical systems with dwell time con-
straints. The first part of this text introduces the reader to the main concepts and results
of the area. Next, the mathematical formulation of the problem is presented, together with
its physical motivation. Then, the fundamentals of existence, uniqueness and stability
analysis are developed, starting from continuous dynamical systems to switched dynami-
cal systems. From that, the main contributions of the work are explored. In particular, the
addition of dwell-time constraints is properly treated. Finally, academic examples in the
area of power electronics illustrate the theory developed, and are contrasted with other

results obtained in the literature.

Keywords: Switching systems, dynamical systems, stability, power electronics.



“Olhar para o céu e ver suas infinitas estrelas nos faz pensar: por que a raca humana
acha que ela € grande coisa?”

(Calvin e Haroldo)
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1 Introducao

Sistemas chaveados constituem uma classe especial de sistemas hibridos, ca-
racterizados por terem um numero finito de subsistemas e uma regra que orquestra a
comutacao entre eles. Uma das caracteristicas intrinsecas destes sistemas é a possibili-
dade de estabilizar trajetérias, mesmo se todos os subsistemas forem instaveis. Assim,
ao se projetar uma regra de comutacao adequadamente, é esperado que se garanta es-
tabilidade em malha fechada, e, se a regra for estritamente consistente, até melhore o
desempenho global quando comparado a cada subsistema isoladamente (DEAECTO et
al., 2013). Muitos problemas em engenharia com dindmicas complexas podem ser mode-
lados como sistemas chaveados, que sdo responsaveis por uma ampla gama de aplicagoes,
como, eletrénica de poténcia (DEAECTO et al., 2010), controle automotivo e aeroespacial
(BAILO-CAMARA et al., 2008), sistemas controlados por redes (SOUZA et al., 2014),
entre outros. Essa flexibilidade é o principal fator que torna os sistemas chaveados um
importante tépico na literatura cientifica nas tltimas décadas. O leitor pode se direcionar
para (LIBERZON, 2003; SUN; GE, 2005) e suas referéncias para uma visao geral da érea.

Dentro desta subclasse, os sistemas chaveados afins tem grande importancia
para aplicagoes em conversores de poténcia CC-CC (CARDIM et al., 2009). Cada subsis-
tema apresenta um termo afim constante, o que cria um conjunto de pontos de equilibrio
no espaco de estados de grande interesse. Sendo assim, um dos maiores problemas na
area é encontrar um conjunto de pontos de equilibrio atingiveis e projetar uma regra de
comutagao que governe as trajetorias de estado para um ponto desejado. Existem alguns
resultados neste topico para sistemas a tempo continuo. Em particular, em (DEAECTO et
al., 2010), este problema é resolvido utilizando as chamadas fungées de Lyapunov. A prin-
cipal desvantagem gerada por estas condi¢oes de projeto é a ocorréncia de um fenémeno
indesejado chamado chattering, caracterizado pelo chaveamento arbitrariamente rapido e
que, por conta deste fator, pode causar dano em componentes de dispositivos fisicos. Este
problema é considerado em apenas algumas referéncias da literatura, como (EGIDIO; DE-
AECTO, 2019; SOUZA et al., 2017; DEAECTO; GEROMEL, 2017). Em (DEAECTO;
GEROMEL, 2017), por exemplo, utiliza-se uma abordagem de amostragem dos dados
para contornar o problema. Este método, porém, impoe uma restricao adicional: que o
periodo de amostragem seja igual ao periodo de tempo de permanéncia. Isto leva a uma

consideravel redugao da generalidade da regra de comutacao a ser projetada.

O principal objetivo desta dissertacdo ¢ o projeto de uma regra de estabi-

lizacdo sem chattering, dependente do estado, para sistemas dindmicos afins chaveados
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inspirado nas abordagens (SOUZA et al., 2014; ARTAXO et al., 2023; ALLERHAND;
SHAKED, 2013). A regra de comutagao a ser projetada deve também satisfazer restri-
¢oes de tempo de permanéncia e atingir um desempenho desejado. Para isso, a regiao
de atracao é aproximada como um conjunto elipsoidal de volume minimo. Além disso, é
garantido a existéncia de um conjunto positivamente invariante exponencialmente estavel.
Ambos os resultados sao modelados como problemas de otimizacao com restri¢oes expres-
sas em termos de desigualdades matriciais lineares (DMLs)!'. Uma importante distingao
desta abordagem é que o tempo de permanéncia e o periodo de amostragem nao requerem

igualdade. A relaxacao apresentada neste trabalho, entao, necessita de novos métodos.

1.1 Notacao Matematica

A notagao utilizada é padrao. Os simbolos N, R e R, denotam os conjuntos
dos naturais, reais e reais nao-negativos, respectivamente. O conjunto (N) = {1,..., N} é
composto pelos primeiros N ntimeros naturais. O ortante nao negativo do R™ ¢ denotado
por R? := {z € R" : x > 0}. A norma Euclidiana usual em R" é denotada por || - || e,

para algum x € R" e algum X C R", define-se:
dist(z, X) = inf ||y — x||.
ist(z,X) = Inf |y — ]|

Dado um conjunto X, seu fecho é denotado por X e sua fronteira por 9X. O conjunto
das matrizes reais m x n é denotado por R™*™ e o conjunto dos vetores coluna reais n-
dimensionais é denotado por R”. Para qualquer matriz X € R™*" XT ¢ R"™™ refere-se a
sua transposta. Para qualquer matriz simétrica X = X' € R™" X = 0 (X = 0) denota
que X é definida positiva (semi-definida positiva), e (x) refere-se a cada respectivo bloco
simétrico. O cone das matrizes definidas positivas de ordem n ¢ referido por S'}. O espectro
de uma matriz quadrada X € R™*" é denotado por o(X). A matriz X € R™*" é: Hurwitz,
se a maxima parte real dos seus autovalores é negativa, i.e., maxye,(x) R(A) < 0; Schur,
se 0 maximo autovalor em modulo esta contido na bola unitaria em torno da origem,
i.e., max.c,(x) |2| < 1; e Metzler, se as entradas da nao-diagonal sao nao-negativas, i.e.,

x;; > 0 para ¢ # j.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Os capitulos deste trabalho estao estruturados da seguinte forma:

Capitulo 2: Neste capitulo, os fundamentos de existéncia, unicidade e analise

de estabilidade sao desenvolvidos, partindo dos sistemas dinamicos continuos até os sis-

L ou, em inglés, LMIs (Linear Matriz Inequalities).
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temas dinamicos chaveados. Isso se faz necessario para garantir que as solugoes estejam

bem postas para o problema que desejamos modelar.

Capitulo 3: Neste capitulo, sdo apresentadas as consideragoes fisicas que mo-
tivam a adicao de restrigbes de tempo de permanéncia, bem como a formulacdo mate-
matica que modela os casos a tempo continuo, discreto e com restricoes de tempo de

permanéncia.

Capitulo 4: Este ¢é o primeiro capitulo de projeto da dissertacao. Primeiro, sao
considerados os problemas de realimentacao a tempo continuo e a tempo discreto. Depois,

estes resultados sao generalizados para adicionar as restricoes de tempo de permanéncia.

Capitulo 5: Neste ultimo capitulo, os resultados apresentados sao aplicados
a exemplos numéricos. Em particular, sdo considerados conversores CC-CC, que natural-

mente sdo sistemas afins chaveados.

Conclusao: Por fim, as principais contribui¢oes da dissertacao sao retomadas

e perspectivas de pesquisas futuras apresentadas.

Apéndice A: Este apéndice é dedicado aos resultados auxiliares em analise

matricial. Em especial, para o tratamento de desigualdades matriciais lineares.

Apéndice B: Este apéndice é dedicado aos resultados em andlise real. Em
particular, na teoria de medida, que é utilizada de forma auxiliar durante a prova de boa

colocacao das solugoes de sistemas com descontinuidades.
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2 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo, sao desenvolvidos os fundamentos de existéncia, unicidade e
dependéncia das solugbes para as equagoes diferenciais ordinarias que modelam os siste-
mas dindmicos de interesse. Em particular, parte-se do caso a tempo continuo, dado que,
por hipétese, os subsistemas que compoem um sistema dinamico chaveado nao apresen-
tam descontinuidades. Depois, tais resultados sao generalizados para considerar descon-
tinuidades de medida nula com relacao a variavel independente de tempo e saltos com
relacao a varidavel dependente de estados. Estas descontinuidades aparecem naturalmente
nos conversores de eletronica de poténcia, dado a presenca de chaves no estado sélido que
alteram a topologia do circuito ativo e sao de grande interesse, pois permitem a existéncia

de modos deslizantes.

Ao se considerar o problema de projeto de controladores com realimentacgao de
estados para tais dispositivos, deve-se ressaltar que a presenca de uma tensao de entrada
constante caracteriza os sistemas dinamicos como afins. Isto dificulta o atingimento de
pontos de equilibrio desejados pelo projetista, o que faz necessario definir os conceitos
de estabilidade tanto para pontos, quanto para conjuntos invariantes. Ainda, como serao
impostas restri¢coes de tempo de permanéncia, dadas as caracteristicas fisicas de sistemas
elétricos (ou mecénicos), serd necessario complementar as defini¢goes com a caracterizagao

das trajetérias de um dado sistema como finalmente limitadas.

2.1 Sistemas Continuos

Primeiro, parte-se de uma pergunta elementar no contexto de equacoes di-
ferenciais: “Quando uma equagdo diferencial tem solucoes? E, se estas existem, quantas
serd@o?”. Assim, para introduzir uma resposta, considere a seguinte equacao diferencial

Y )

ordinaria de primeira ordem:
i(t) = f(t,x(t)), (2.1)

com f : U — R" sendo uma funcdo continua em algum aberto &« € R"*!. A partir
dos préximos teoremas, serd provada a existéncia de solucdes para tal equacdo, mesmo
exigindo que x(ty) = x, com (o, xg) € U, ou seja, para o seu problema de valor inicial
(PVI). Note que isto ndo necessariamente ¢ algo trivial. Ainda, serd adotado que f* :

7(0) — ~(t) é o fluxo do sistema dindmico, tal que (t) é uma solugdo para o PVI e

E interessante ressaltar que, ainda que o caso de primeira ordem possa parecer
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trivial, é possivel demonstrar que equagoes de ordem superior podem ser reduzidas ao
caso de primeira ordem (KHALIL, 2002), o que justifica fortemente o estudo do problema

em questao.

Teorema 2.1 (Teorema de Peano) Suponha que f é continua emt e x(t). Entao, para
todo (tg,x0) € U existe algum intervalo aberto I e alguma solugio vy : I — R"™ da equagao

diferencial (2.1) com to € I e y(ty) = xo.

Prova O leitor pode-se referir a (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.1.

Exemplo 2.1 O Teorema 2.1 garante a existéncia de solugoes exigindo apenas a conti-
nuidade da funcio f(t,z), porém ndo nos diz quantas sio. Como exemplo, considere a

sequinte equacao diferencial com condicao de valor inicial:
i(t) = (2()3,  2(0) = 0. (2.2)

Note que a fungio f(t,x) é continua em seus argumentos, assim, garante-se que existe
alguma solugdo para o PVI. Pode-se verificar que tanto x1(t) = (2t/3)*/2, como x5(t) = 0,

satisfazem tanto a equagao diferencial quanto a condicao de valor inicial.

A nao unicidade de solu¢oes, como visto no exemplo 2.1, nos motiva a segunda
pergunta fundamental: “Quando um sistema dinamico tem solugdo unica?”. O Teorema
de Picard-Lindelof, que serd enunciado a seguir, garante a unicidade com uma condigao
adicional de regularidade sobre a funcao f(t,z). A saber, a continuidade Lipschitz em

relagdo a variavel dependente x(t) localmente.

Defini¢ao 2.1 Uma fungio f : U — R™ € dita localmente Lipschitz-continua em x(t)
se, para todo (tg,xo) € U, existem 0 = (tg,z9) > 0 e L = L(tg,x0) > 0, tais que
Bs(1y) X Bszg) CU e a sequinte desigualdade:

(8 21) = (&, w2) || < Loy — a2l (2.3)

¢ walida para todo t € Bjuy)y e quaisquer x1,%s € Bs(,). Ainda, se (2.3) é vdlido para

qualquer (t, 1), (t,x2) € U, entdo a fungdo é dita globalmente Lipschistz-continua.

Teorema 2.2 (Teorema de Picard) Suponha que f :U — R" é continua em t e local-

mente Lipschitz em x. Entdo, as sequintes afirmagoes sao validas:

e para todo (to,xo) € U existe algum intervalo aberto I e alguma solugao v : I — R”

do problema de valor inicial (2.1) tal que to € I e y(ty) = xo;
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e sey i Iy = R" ey Iy — R” sio solugoes do problema de valor inicial (2.1) e

existe tg € 11 N Iy tal que v1(to) = Y2(to) entao v1(t) = vo(t) para todo t € Iy N Is.

Prova O leitor pode-se referir a (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.2.

Exemplo 2.2 Considere a sequinte equacao diferencial com condicao de valor inicial:

i(t) = -2, 2(0) = —1. (2.4)
A fungio f(t,x) = —x? € localmente Lipszchitz para todo x € R. A solugdo tinica é:
1
t) = —— 2.9
o) = (25)

e estd definida apenas para o intervalo t € [0,1). Quando t — 1, x(t) deiza qualquer

conjunto compacto. Este fenomeno é denominado de escape em tempo finito.

A existéncia de uma solucao local tinica nao é suficiente para determinar a sua
extensao para todo o R", como visto no exemplo 2.2. Assim, ao se considerar diferentes
dominios que tenham alguma interseccao, pode-se ordenar parcialmente as diferentes so-
lugoes obtidas para determinar aquela que existe por mais tempo. E, a partir da exigéncia

de maior regularidade sobre a func¢ao f(t,x), provar que esta existe globalmente.

Defini¢ao 2.2 Dado uma equagao diferencial na forma de (2.1), entao, defina:
S(to,xo) = {7y : 1 = R" : v € solugio de (2.1) com condicio inicial y(ty) = xzo}. (2.6)
Assim, dados dois elementos ~v1,7vs € S(to, xo), diz-se que:
7 < 72, se, e somente se, Iy C Iy e y1(t) = y2(t) para todo t € I. (2.7)

Em particular, < é um relacao de ordem parcial, pois pode acontece que nem v; < Yo nem
Yo < 1 ocorra. Entao, diz-se que v é solugdo mazximal se v é um elemento maximal de

S(to, xo), ou seja, ndao existe 5 € S(tg, xg) tal que v <7 e 5 # 7.

Lema 2.1 Seja vy : (a,b) € R" uma solugao mdzimal de R™ num dominio U. Entao:

(t,v(t)) — oU, quandot — a out — b. (2.8)

Teorema 2.3 Suponha que f : U — R™ € continua em t e globalmente Lipschitz em x,
com constante L. Entao, as solugoes maximais para (2.1) estio definidas em toda reta R.

Além disso:
V0.0 () = Ve B < €N Jarg = o] (2.9)
em que Yy w0 (1) € Yoy (t) SG0 as solugoes maximais com condigoes iniciais Vi, z,(to) = o

€ Vo0 (to) = Yo, respectivamente.
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Prova O leitor pode-se referir a (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.3.

Sendo assim, para que um problema de valor inicial na forma de (2.1) tenha
solugdo global a fungdo f(t,z) necessariamente precisa ser continua em ¢ e globalmente
Lipschitz-continua em z(t). Ainda, é possivel estabelecer uma relacdo de dependéncia

continua entre as solugoes e sua condi¢ao de valor inicial e parametros.

Teorema 2.4 Seja V um aberto em R"Pt e GV = R, (t,x, 1) = G,(t,x) uma fun-
¢ao continua emt e i, e localmente Lipschitz-continua em x. Entdo, para todo (to, zo, po) €

V, existe p > 0 tal que:

e para todo (t,7, 1) € B,(to) x B,(x0) X By(io), 0 dominio da solugio ;5 , da equagio

diferencial (2.1) com condigdo inicial v;z ,(t) = T contém o intervalo [t — p,t + p];

e a fungdo (t,1,T, 1) — iz, (t) € continua no dominio:

D={(tLz,p):tef—pi+p ez u € B,lt)x By(xo) x B,(uo)}. (2.10)

Prova O leitor pode-se referir & (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.4.

Por fim, também pode-se estabelecer uma dependéncia com relacao a regula-

ridade das solugoes, como enunciado a seguir.

Teorema 2.5 Seja V um aberto em R™™PH ¢ G : V — R, (t,x,u) — G,(t,x) wma
fungdo de classe C*~! na varidveis (t,z,u) e de classe C* nas varidveis (z,u). Entdo,

para todo (tg, xo, po) € V, existe p > 0 tal que:

e a fungio (t, ) = v,(t) € de classe C* em [to — p,to + p] X B,(po);

e para cada jt € B,(1o), a fungdo t — 0,7,(t) € solugio da equagdo diferencial linear:
Z = 0, Gty (1)) + 0uG ot 1u(t)), (2.11)

para Z € R™ ¢ condicio inicial Z(ty) = 0.

Prova O leitor pode-se referir a (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.5.
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2.2 Sistemas Continuos por Partes

Os sistemas dinamicos chaveados apresentam naturalmente descontinuidades
em suas solugoes, tal que os resultados classicos apresentados na se¢do anterior nao sao
suficientes nem mesmo para garantir a existéncia de solugoes. Uma primeira generalizagao
do Teorema de Peano pode ser obtida ao se relaxar a condigao da solugao () em ser

continuamente diferencidvel.

Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria de primeira ordem:

i(t) = f(t2(0)), (2.12)

com f:U — R™. Seria possivel encontrar uma fungao y(t) definida em um intervalo real,

tal que:
Y(t) = ft, (1)), (2.13)
¢ valido para todo t, com excegdo em um conjunto de medida nula? Para contornar tal

problematica de descontinuidade com relagao a variavel depende ¢, Carathéodory buscou

utilizar fung¢des absolutamente continuas que sao Lebesgue integraveis.

Definicao 2.3 Seja D um intervalo em R. Uma funcao f:U — R € dita absolutamente

continua se, para cada € > 0, existe um 6 > 0, tal que:

> (g — 1) <6, (2.14)

k

entao,

S (flyr) — flag)) <e (2.15)

k

Definicao 2.4 As sequintes afirmacoes sdo definicoes equivalentes:

e f € absolutamente continua;

e f tem uma derivada f' Lebesque integravel para quase todo ponto e:
f@) = fl@)+ [ Fat, o€ b (2.16)
e cxiste uma fungao Lebesque mensurdvel g em [a,b] tal que:

f(x) = fla) + / " g(t)dt, Vo € [a,bl; (2.17)

Note que, se (2.16) e (2.17) sdo satisfeitas, entdo necessariamente g = f’ para
quase todo ponto. Além disso, a equivaléncia entre a primeira afirmagao e (2.17) é conhe-

cida como o teorema fundamental do calculo integral de Lebesgue.
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3.0 A

2.5

2.0 A

fix)

L5 A

1.0 1

0.5 1

-10.0 =7.5 -5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Figura 2.1 — Funcao absolutamente continua.

Exemplo 2.3 Para verificar a propriedade global da Definicao 2.3, considere a sequinte

fungdo absolutamente continua:
ft,x) = [a] 2. (2.18)

Seu grdfico estd representado na figura 2.1. Note que, ao redor de x = 0, f(t,x) nao
¢ diferencidvel e as suas derivadas laterais ndao existem. Ainda, a continuidade absoluta
implica a continuidade (local) no sentido usual, mas nao a sua continuidade Lipschitz

global.

Teorema 2.6 (Teorema de Carathéodory) Seja f(t,z) : U — R"™ com U : |t —
to] < a x |x — x| < b, para a,b > 0, e suponha que seja mensurdvel em t, para cada x
fixado, e continua em x, para cada t fizado. Se existir uma fungdo g(t) Lebesque integrdvel

no intervalo |t — to| < a tal que:
[f(t )l <g(t), () el, (2.19)

entao existe uma solugao Y(t) para a equagao diferencial (2.1) no sentido estendido em

algum intervalo |t — to| < b, satisfazendo y(to) = xo.

Prova O leitor pode-se referir & (CODDINGTON; LEVINSON;, 1955) para a prova do

Teorema 2.6.

Por mais que o Teorema de Carathéodory tenha sido de grande importancia

historica, principalmente por utilizar conceitos de teoria da medida para generalizar os
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resultados classicos que utilizavam a integracao usual de Riemann, este resultado também

é insuficiente para modelar sistemas chaveados. Tais sistemas apresentam uma regra de

comutagao que determina a ativagdo de um subsistema. Sendo assim, a fungdo f(t,z) é

multi-valorada e descontinua com relacao a varidvel dependente de estados x(t). Usual-

mente pede-se que a func¢ao de comutagao seja semi-continua superior.

Defini¢ao 2.5 Defini-se a distancia p = p(Cy, Cs) entre dois conjuntos Cy,Cy C R™ por:

p(Cy, Cy) = sup dist(x, Cy).

zeCq

(2.20)

Note que, em geral, a distdncia p ndo é simétrica, i.e., p(Cy, Cy) # p(Cy, Ch),

como pode-se visualizar na figura 2.2.

e m—

Figura 2.2 — Exemplo de nao simetria para a distancia p.

Defini¢ao 2.6 Uma fungio f : R*™ — OB multivalorada € dita semi-continua supe-

rior em um ponto (t*,z*) € R" se (t,x) — (t*,z*) implicar que:

p(f(t, @), f(t"27)) = 0.

(2.21)
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Exemplo 2.4 Considere a sequinte funcao multi-valorada semi-continua superior:

1, x>0,
f(x) = sign(z) =  —1, x <0, (2.22)
—1,1], z=0.

Seu grdfico esta representando na figura 2.5. Para o caso mais simples em que considera-se

a defini¢ao apenas para fungoes univocas bastava definir f(x) =1, quando x = 0.

1.00 4 ==~ flx) =sign(x) | L e e e m e
—fix) E[-1,1]
0.75 1
0.50
0.25 4

2 0.00+
—0.25 ~

—0.50 ~

—0.75 A

=100 ==———————————— " {1 1 o,

—16.0 7.5 -5.0 =2.5 0.0 2:5 5.I0 7.5 lCI‘.O
Figura 2.3 — Fun¢ao multi-valorada semi-continua superior.

Note que ¢é possivel modelar um sistema chaveado como a uniao por partes de
sistemas continuos. Deste modo, o interesse é definir os critérios de regularidade para que
existam solugoes. Ademais, como sera considerado no capitulo 4, para se fazer o projeto

da funcao de comutacao ¢é necesséria a existéncia de modos deslizantes.

Definicao 2.7 Um sistema dinamico continuo por partes é dado pelo conjunto finito de

equacoes diferenciais ordindrias, tal que:
(t) = filz,p), VreS, (2.23)

em que U;S; = D C R" e cada S; é ndo vazio. A interse¢io X;; := SN gj € ou uma
variedade de dimensio R™™" na fronteira 0S; e dS;, ou um conjunto vazio. Cada campo
de vetores f; € continuo em relagdo a x e . Em particular, cada fluzo ¢; estd bem definido

nos dois lados da fronteira 0S;.
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Figura 2.4 — Modos deslizantes atrativos e repulsivos ao redor da regiao de deslizamento.

Definicao 2.8 O grau de suavidade em um dado ponto xg para um conjunto de chave-
amento ¥;; de um sistema dindmico continuo por partes na forma de (2.23) é a maior
ordem 1 tal que a expansdo em série de Taylor de ¢;(t, o) e de ¢;(t, xg) com respeito a t,
avaliada em t = 0, coincidem até os termos O(t"~1). Isto é, a primeira derivada parcial

nao nula com respeito a t da diferenca [¢;(t, xo) — ¢;(t, o)||i=0 € de ordem r.

Defini¢ao 2.9 Uma fronteira descontinua ¥;; € dita uniformemente descontinua em al-
gum dominio D se o grau de descontinuidade do sistema é o mesmo para todo ponto
x € ¥;; N D. Ainda, é dita uniformemente descontinua com grau m se a primeira deri-
vada parcial f; — f; avaliada em %;; € de ordem m — 1. Note que, se f; — f; # 0 para

x € X5 N D entao o grau de suavidade ¢ um, e o sistema € dito de Filipov.

Exemplo 2.5 Considere um sistema dinamico continuo por partes geral com uma unica
fronteira ¥ que pode ser escrita como o conjunto nulo de uma fun¢io suave h(x), na
forma de:

i(t) = fitt.@), h(@) >0, (2.24)

fa(t,x), h(xz) <O,
em que fi(z) = fo(z) se h(z) = 0.

Definicao 2.10 A regidgo de deslizamento de um conjunto descontinuo de um sistema
dindmico na forma de (2.24) com grau um de suavidade uniforme é dado pela por¢ao de
h(x) para qual:

(hef1) - (haf2) <O. (2.25)

Ou seja, h, f1 (componente de f; normal a h) tem sinal oposto a h, fa. Logo, a fronteira é
simultaneamente atrativa, ou repulsiva, dos dois lados. Note que, na maioria dos casos de
interesse, a superficie de deslizamento é atrativa, como pode ser visualizado na figura 2.4,

dado que se mover com modos deslizantes repulsivos nao é possivel para tempo t € R...
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Existem diversas abordagens que definem o movimento deslizante sobre a su-
perficie (BERNARDO et al., 2008). A principal delas foi proposta por Filipov, tal que,
para o sistema dindmico continuo por partes na forma de (2.24), o vetor de deslizamento

f12 € tomado como a seguinte combinagdao convexa:

fio =1 =N fi+ \fa, (2.26)

com 0 < A < 1. O resultado pode ser generalizado para sistemas com N equagoes, de

forma que se define um sistema dinamico continuo por partes via inclusoes diferenciais:
& = fit,z), (2.27)

para um dado vetor A € A, sendo:

N
A={AeRYA>0NDY_ N\ =1}, (2.28)

i=1

ou seja, um simplex unitario padrao de dimensao N — 1.

Teorema 2.7 Seja f(t,x) : U — R™ uma fungio semi-continua superior em cada ponto

do conjunto U definindo como:
U:={(t,z) eR"™ |t —ty| < a ez — x0| < b} (2.29)

em que a,b € Ry, tg € R e xg € R™. E, suponha que f(t,x) seja ndo vazia, compacta e
conveza para (t,x) € U. E, existe K > 0 tal que p(0, f(t,x)) < K para (t,x) € U. Entio,
existe x : R — R"™ absolutamente continua e definida pelo menos em [ty — o, tg + «f, com

a =min{a,b/K}, tal que x(ty) = x¢ € a inclusao:
i(t) = £(t,2) (2.30)

¢ vadlida para quase todo em [ty — a, ty + .

Prova O leitor pode-se referir a (FILIPPOV, 1967) para a prova do Teorema 2.7.

2.3 Analise de Estabilidade de Lyapunov

A andlise de estabilidade tem suas origens nas investiga¢oes sobre o movi-
mento de corpos celestes. O astrénomo francés Laplace, no final do século XVIII, e seu
contemporaneo Lagrange, ja discutiam aspectos relacionados a estabilidade no contexto
da mecanica celeste, onde pequenas perturbacoes nas orbitas dos planetas podiam ter

efeitos significativos. No final do século XIX, Henri Poincaré aprofundou essa analise ao
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demonstrar que, em sistemas dinamicos como o problema dos trés corpos, a evolucao

orbital pode ser altamente sensivel as condigoes iniciais (DARRIGOL, 2005).

Nesta secao, serao introduzidos conceitos sobre analise de estabilidade para
sistemas dindmicos continuos no sentido de Lyapunov pelo método indireto (KHALIL,
2002). Esta abordagem permite fazer uma anédlise qualitativa sobre as trajetérias do sis-
tema sem necessitar explicitamente de suas solugoes ou de alguma aproximagao. Para

isto, considere um sistema dindmico da seguinte forma:

(t) = f(t,x), (2.31)

em que f :[0,00) x D — R" é uma fungao localmente Lipschitz, com D C R". Note
que as propriedades de regularidade sobre a fungdo f(¢,x) sdo exigidas para garantir a

existéncia e unicidade das solugoes, como vistas no Teorema de Picard.

Em seguida, pode-se comegar definindo aquele que talvez seja o objeto de maior

interesse para a analise de estabilidade: o ponto de equilibrio.

Defini¢ao 2.11 (Ponto de Equilibrio) Considere o sistema dindmico dado por (2.31),
entdao, um ponto de equilibrio (ou ponto fixo) do sistema dinamico é um ponto z, € R"
tal que:

ft,ze) =0, VteR. (2.32)

Portanto, um ponto de equilibrio é aquele em que a taxa de variagao do sistema
é zero, ou seja, a solucao do sistema dinamico nao se altera em .. Os pontos de equilibrio
apresentam grande importancia na analise qualitativa. E ao redor da dinamica local de um
ponto de equilibrio em que existem alteracoes significativas das trajetorias do sistema. As-
sim, pode-se demonstrar, através do Teorema do Fluxo Tubular, que, qualquer trajetéria

longe dos pontos de equilibrio, localmente nao sera significativamente deformada.

Teorema 2.8 Seja xg € U um ponto reqular de um campo de vetores f : U — R™ de classe
Ck. Entdo existem € > 0, uma vizinhanca W de xo e um difeomorfismo h : (—e,€)* — W

de classe C* tal que h(0) = xy e a aplicagdo:
(—€,6) > R",  t— h(t, &, ..., &), (2.33)

¢ solugao da equagio diferencial na forma de (2.1), quando f(t,x) = f(z), para todo

(&,...,&,) € (—e,6)" L,

Prova O leitor pode-se referir a (VIANA; ESPINAR, 2022) para a prova do Teorema
2.8.
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Figura 2.5 — Fluxo tubular.

Existem diversos conceitos de estabilidade para sistemas dinamicos, sendo as-
sim, faz-se necessario explicitar qual abordagem esté sendo utilizada. A principal defini¢ao
de interesse neste trabalho serd a caracterizagao de pontos de equilibrio e conjuntos posi-

tivamente invariantes como exponencialmente estaveis.

Definigao 2.12 O ponto de equilibrio x. = 0 é dito globalmente uniformemente assinto-
ticamente estdvel (GUAE)" se, para cada € > 0, existe 6 = §(e) > 0, independente de t,
tal que:

llz(to)|| <6 = ||z(t)|]| <e, Vt>ty>0, (2.34)

¢ valido para lim.— ., d(e) = oo e, para cada par de nimeros positivos n e c, existe
T =T(n,c) >0, tal que:

lz@)[| <n, VE=to+T(n,c), Vl(t)ll <ec (2.35)

Definicao 2.13 O ponto de equilibrio x. = 0 é dito exponencialmente estavel se existirem

constantes c, k e X tal que:
lz(@®)] < Klleto)lle™ ), V|z(to)|| < ¢ (2.36)

e dito globalmente exponencialmente estivel (GEE)? se a desigualdade ¢é satisfeita para

qualquer estado inicial z(ty).

E possivel redefinir tal conceito de estabilidade GUAE em sua forma cldssica
utilizando fungdes de comparacao de classe K e ICL. Isto ¢ interessante para dar defini¢oes
mais transparentes de estabilidade quando uma dada soluc¢ao z(t), comecando em z(ty),
depender de ambos t e t5. Ou seja, para garantir que a estabilidade assintdtica seja

uniforme com relacao a t.

ou, em inglés, UGAS (Uniformly Globally Asymptotically Stable).

2 ou, em inglés, GES (Gloabally Exponentially Stable).
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Defini¢ao 2.14 Uma fungio continua « : [0,a) — [0,00) é dita pertencente a classe K
se é estritamente crescente e a(0) = 0. Ainda, se a = 00 e a(r) — oo quando r — oo,

entdo é dita pertencente a classe K.

Definicao 2.15 Uma fungdo continua [ : [0,a) x [0,00) — [0,00) € dita pertencente a
classe KL se, para cada s fixado, B(r, s) é pertencente a classe KC com respeito a r e, para
cada r fizado, o mapeamento B(r,s) € decrescente com respeito a s e B(r,s) — 0 quando

S — OQ.

Exemplo 2.6 Considere as fungoes de comparacao:

e Fungio de classe K: a(t) = tan™!(t).
e Fungdo de classe Koo: a(t) = t°, para ¢ > 0.

e Fungdo de classe KL: B(x,t) = x/(kxt + 1), para k > 0.

Sendo assim, pode-se provar a equivaléncia entre a definicdo de um ponto de
equilibrio GUAE em sua forma classica da Definicao 2.12 com sua defini¢ao utilizando

fungoes de comparagao, tal que enuncia-se o lema a seguir.

Lema 2.2 O ponto de equilibrio z. = 0 do sistema dindmico na forma de (2.31) é dito

globalmente uniformemente assintoticamente estavel se:
lz(@)]| < Bllz(to)ll. T —to), VE<to <0, V]az(to)] <c, (2.37)

¢ vdlido para qualquer condigao inicial x(ty).
Prova O leitor pode-se referir a (KHALIL, 2002) para a prova do Lema 2.2.

Para provar a estabilidade previamente apresentada de um dado ponto de
equilibrio sera utilizado o conceito de fungao candidata de Lyapunov. Os teoremas que
utilizam fungoes candidatas de Lyapunov dao condicoes suficientes de estabilidade. Ainda,
nao existe garantia de existéncia ou unicidade global para as mesmas. Sendo assim, encon-
trar uma funcao candidata de Lyapunov é um desafio complexo. Para sistemas mecanicos,
ou elétricos, usualmente, a fungao candidata de Lyapunov V (¢, x) representa a sua energia
total. Matematicamente, serd exigido que a funcao seja definida positiva (V' (t,z) > 0), e

que sua derivada temporal seja definida negativa (V (¢,z) < 0).
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Teorema 2.9 Seja x. = 0 um ponto de equilibrio para o sistema dindmico na forma de
(2.31) e D C R™ um dominio contendo a origem. Seja V : [0,00) X D — R uma fungdo

continuamente diferencidavel tal que:

Wi(x) < V(t,x) < Wy(x), (2.38)
ov. oV
E + %‘f(t, it) g —Wg(l‘), (239)

para qualquer t € Ry e qualquer x € D, em que W; sao fungoes matriciais definidas
positivas em D, com i = 1,2,3. Ainda, ser e c sao escolhidos tal que B, = {||z|| <r} € D

e ¢ < minj,— Wi(z), entao toda trajetoria comecada em {x € B,|Wy(x) < c} satisfaz:
[z[|(t) < B(lz(to)ll,t —to), V>t >0, (2.40)

para alguma fungao B de classe KL. Finalmente, se D = R" e Wi(x) é radialmente

ilimitada, entdo x. é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.
Prova O leitor pode-se referir a (KHALIL, 2002) para a prova do Teorema 2.9.

Exemplo 2.7 Considere o sequinte sistema dinamico com condi¢ao de valor inicial:
x(t) = —10x(t), x(0) =1, (2.41)

tal que se quer caracterizar a estabilidade do ponto de equilibrio x. = 0. Assim, seja a
funcio candidata de Lyaunov quadrdtica V(t,z) = (1/2)x*(t), que é definida positiva e

radialmente ilimitada. Entao, sua derivada ao longo de x(t) é:

V(t,z) = @(t)z(t) = —102%(t) < 0, (2.42)
para qualquer x(t) € R. Logo, pelo Teorema 2.9, a origem é GUAE e sua trajetdria estd

representada na Figura 2.6.

Uma funcao V (¢, x) que satisfaz o teorema 2.9 ¢ dita funcdo de Lyapunov. A
superficie V(t,xz) = ¢, para algum ¢ > 0, é dita superficie de Lyapunov, ou curvas de
nivel da funcdo de Lyapunov, como representada na figura 2.7. A condicao de V (t,z) < 0
claramente garante que, quando uma trajetéria atinge uma curva de nivel V (t, ) = ¢, ela
entra no conjunto Q. = {x € R"|V({,2) < ¢} e nunca saird novamente. Tais conjuntos

sao caracterizados como positivamente invariantes, pela defini¢do a seguir.

Defini¢ao 2.16 Seja x(t) uma solu¢do para o sistema dindamico na forma de (2.31). Um
ponto p € dito ponto limite positivo de x(t) se existe uma sequéncia unica {t,}, com

{t,} — o0 quando n — oo, tal que x(t,) — p. O conjunto de todos os pontos limite
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Figura 2.6 — Simulacao de um sistema globalmente uniformemente assintoticamente esta-

vel (GUAE).
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Figura 2.7 — Curvas de nivel de uma funcao de Lyapunov.

positivos de x(t) é denominado conjunto limite de x(t). Um conjunto X € dito conjunto
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invariante com respeito a (2.31) se:
z(0) e X = z(t) e X,Vt € R. (2.43)

Ou seja, se uma solugdo pertence a X em um dado instante de tempo, entdo esta solugdo
pertencerd a X para todo tempo futuro e passado. Em particular, X € dito um conjunto

positivamente invariante se:
z(0) e X, z(t) e X,Vt > 0. (2.44)

Também € dito que z(t) se aproxima de X quando t se aproxima do infinito, e para cada

€ > 0 existe T' > 0 tal que:

dist(x(t),X) <e, Vt>T. (2.45)

Como sera desenvolvido no proximo capitulo, nem sempre sera possivel estabi-
lizar um sistema dindmico afim chaveado exatamente em um ponto de equilibrio desejado.
Assim, serd necessario apresentar novas definicbes que enfraquecem a nocao de estabili-
dade para um ponto, a saber, a limitacao e a estabilidade de um conjunto positivamente

invariante.

Definicao 2.17 Um ponto de equilibrio x., = 0 € dito globalmente uniformemente final-
mente limitado (GUFL)® com limitante final b, se existirem constantes positivas b e c,
independentes de ty > 0, e para cada a € (0,¢), existe T = T(a,b) > 0, independente de
to, tal que:

lz(to)|| <a = |lz(®)|| <b, VYt>to+T, (2.46)

¢ valido para qualquer a arbitrariamente grande.

Teorema 2.10 Seja D C R™ um dominio que contém a origem e V : [0,00) x D — R

uma fungdo continuamente diferencidvel tal que:

ar(x) < V(t,z) < as(z), (2.47)
O I f(t.) < ~Wi(a) V] = 0, (2.48)
para qualquer t € Ry e qualquer x € D, em que oy e s sao fungoes de classe K e W3 é
uma funcao matricial definidas positivas em D. Tome r > 0 tal que B, C D e suponha
que:
p < ayt(aq(r)). (2.49)
3 ou, em inglés, UGUB (Uniformly Globally Ultimate Bounded).
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Figura 2.8 — Simulacao de um sistema globalmente uniformemente finalmente limitado

(GUFL).

Entao, existe uma fungao 5 de classe KL para toda condi¢io inicial x(to), satisfazendo
llz(to)|| < a3'(ai(r)), e T > 0 (independente de z(ty) e i) tal que a solugio do sistema

dinamico na forma de (2.31) satisfaz:
z(to)ll < B(lx(to)ll,t —to), Vie<t<t+T, (2.50)
le(t)] < a5 (en(), Ve to+T. (251)

Ainda, se D = R" e «ay pertence a classe de fungoes Ko, entdo tais desigualdades sdo

validas para qualquer condigao inicial z(ty), sem restrigio em quao grande j seja.
Prova O leitor pode-se referir a (KHALIL, 2002) para a prova do Teorema 2.10.

Exemplo 2.8 Considere o sequinte sistema dinamico com condicao de valor inicial:

t(t) = —10x(t) — sin(10t), x(0) = 1. (2.52)

As definigoes de estabilidade e limita¢ao apresentadas exibem comportamentos
qualitativos distintos. As Figuras 2.6 e 2.8 ilustram distintas trajetorias. Caso o sistema
dindmico seja GUAE, as trajetérias dos estados tenderao ao ponto de equilibrio para toda
condicgao inicial. J&, caso o sistema dinamico seja GUFL, a convergéncia para a origem nao

¢é garantida, podendo apenas garantir a convergéncia em tempo finito para um limitante
final.

Portanto, com a limitagao, é possivel obter um limitante superior entre um

ponto atingivel e um ponto desejado. Assim, o projetista pode alterar tal majorante
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conforme as especificidades de desempenho do projeto. Uma questao natural é como

encontrar tal limitante a partir de fungoes de Lyapunov.

Definigao 2.18 Um conjunto fechado positivamente invariante X é dito assintoticamente

estdvel se, para cada € > 0, existe § > 0 tal que:
z(0) € Bs = z(t) € B, VYt>0, (2.53)

e lim;—y o, = dist(z(t),X) = 0.

Definicao 2.19 O conjunto positivamente invariante X é dito globalmente uniforme-

mente exponencialmente estdvel se existir ¢,d > 0 tal que:

dist(z(t),X) < ce Mdist(2(0),X), V¢ e R,. (2.54)
Alguns comentarios sobre as defini¢oes de estabilidade apresentadas:

o A convergéncia exponencial para um conjunto positivamente invariante na dina-
mica do estado também garante que a dindmica do estado seja globalmente uni-
formemente finalmente limitada, conforme definido em (KHALIL, 2002), ou uma
estabilidade pratica, conforme definido em (EGIDIO; DEAECTO, 2019).

o A estabilidade da dindmica do estado pode ser prontamente relacionada a conver-
géncia da dinamica de estado do sistema dindmico para um limite definido em torno

de um dado ponto de equilibrio z, € X,.

o A regiao de atracdo de um conjunto positivamente invariante X, denotado por Rx,
é definida como o conjunto de todas as condigOes iniciais o € R™ cujas solugdes
associadas x(t), t € Ry, convergem para X. Assim, nesta definigdo, Rx = R"\ X

para um atrator UES.
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3 Apresentacao do Problema

O objetivo deste capitulo é introduzir as consideragoes fisicas, bem como a mo-
delagem matematica, que embasam a adigao de restricoes de tempo de permanéncia para
o projeto de fungao de comutacao em sistemas dinamicos afins chaveados. Primeiro, serd
explicitada a formulacdo matematica que modela o caso a tempo continuo, que natural-
mente apresenta o fendmeno de chattering. Depois, as modelagens para duas estratégias
que contornam tal problematica sao apresentadas: a tempo discreto e a tempo continuo
com restri¢goes de tempo de permanéncia. Sendo que a tultima apresenta desempenho su-
perior ao ser menos restritiva com relagao ao projeto da fungao de comutacao, como seréa
desenvolvido no capitulo 4. Por fim, é feita uma breve discussao sobre as limitagoes de

sistemas elétricos e mecanicos quando submetidos aos sinais descontinuos.

3.1 Sistemas a Tempo Continuo

Um sistema dinamico afim chaveado a tempo continuo, com funcao de comu-

tagado e respectivas condigoes iniciais, é dado por:
%(t) = Ag(t)iC(t) + bg(t), .T(to) = Xy, O'(to) = 0y. (31)

Uma esquematizacao de tal sistema esta apresentada na Figura 3.1. Para um dado vetor
A € A, e, assumindo que A, tenha posto completo, se ndo houver restricbes de tempo
de permanéncia por meio de chattering, pode-se atingir o seguinte conjunto de pontos de
equilibrio de Filippov (FILIPPOV, 1967):

Xe = {2, € R"|z, = —A}'by}, (3.2)

com Ay = SN, N4, by = SN, \ib; e A definido como (2.28). Naturalmente, uma questio
que surge ¢ determinar se, para um dado ponto x* existe A\*, tal que x* € X.. Este
problema pode ser eficientemente resolvido aplicando o complemento de Schur em || Ayz*+

byl|? < p. De fato, se a solugao 6tima de:

arg | min_ /i (3.3)
*

5.8, H > 0. (3.4)
A/\.’L'* + b)\ I

for tal que pu* ~ 0, entdo \* € A é tal que, 2* ~ A'by- € X,.

Com o objetivo de estabilizar o sistema em um ponto de equilibrio desejado z,,

pode-se definir o erro como £(t) = x(t) — x., o que implica que £(t) = @(t). Substituindo
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Figura 3.1 — Esquematica de sistemas chaveados.

no sistema afim, obtém-se:

E(t) = Aoy (E() + &) + bo(r) = Aon€(t) + Loy, (3.5)

com @U(t) = Ag(t)xe -+ ba(t)-

3.2 Sistemas a Tempo Discreto

Para o caso de um sistema dinamico afim chaveado a tempo discreto, com

funcao de comutagao e respectivas condigoes inicias, tem-se:

iC[k' + 1] = Ag[tk}x[/{] + bo[tk}; Ty = .T[to], Op — O'[to]. (36)

E possivel obter o sistema discreto (3.6) a partir do sistema a tempo con-
tinuo (3.10) aplicando um trem de impulsos em conjunto com um segurador de ordem
zero (SOZ) (CHEN, 1999). Para o caso em que a amostragem ¢é periddica, o tempo de

discretizacao é h =ty — tp > 0,Vk € N. Assim, as matrizes discretas sao:
A hoa
Ahi = eh i, bhi :/ €T ibid’?—, (37)
0

para cada i € (IN). Caso A; tenha posto completo, entdo a integral matricial é by, =
(Api — DA b,

Note que, diferentemente do caso a tempo continuo, os pontos de equilibrio de

cada subsistema sao dados por:
X, = {z. € R"w. = —(I — A;))"'b;,Vi € (N)}. (3.8)

nao havendo garantia de estabilidade assintdtica para a combinacdo convexa dos pontos,

mesmo assumindo que A; seja Schur. Isto segue devido ao periodo de amostragem limitar
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a funcao de comutagao, levando, no melhor dos casos, & uma estabilidade préatica (XU;
ZHAI, 2005), i.e., a existéncia de um limitante superior para a distdncia entre o ponto

atingivel e o ponto de equilibrio desejado.

Com o objetivo de estabilizar o sistema em um ponto de equilibrio desejado
Ze, pode-se definir o erro como ¢[k| = z[k] — x., o que implica que {[k+ 1] = z[k+ 1] — z..

Substituindo no sistema afim, obtém-se:
Ek + 1] = At (§[K] + ze) + bojty] — Te = Agit)E[K] + Lojty) (3.9)

com ‘ga[tk} = (Aa[tk} - I)xe + ba[tk]'

3.3 Sistemas a Tempo Continuo com RestricGes de Tempo de Per-

maneéncia

Um sistema dinamico chaveado afim a tempo continuo, com funcao de comu-

tagao e respectivas condigoes iniciais, é representado por:

.Z‘(t) = Aa(t)x(t) + bg(t), .T(t()) = 2o, U(to) = 0p. (310)

Pode-se adicionar restrigoes de tempo de permanéncia 0y := tp — tp_1,k €
N, em que a sequéncia de tempos de chaveamento (¢;)reny é formada pelos tempos em
que o(ty) # o(tx). Dependendo do tipo da aplicagdo, pode-se considerar uma das trés

restricoes de tempo de permanéncia:

o Tempo de permanéncia fixos: Neste caso, cada subsistema i € (V) é associado a

algum tempo de permanéncia fixo h; > 0, isto ¢, oy = h,(,) para todo k € N;

o Tempo de permanéncia minimo: Ao invés de fixar tempos de permanéncia, algumaa
aplicagoes apenas requerem que a funcao de comutacao fique ativada em algum
subsistema ¢ € (N) por, pelo menos, um tempo de permanéncia minimo 7; > 0.

Neste caso, 0y > T,(,) para todo k € N;

e Tempo de permanéncia limitado: Uma generalizacao ¢ incluir limitantes superiores
e inferiores nos tempos de permanéncia, isto é, 6, € [T,(1,), Vo(t,)] € Valido para todo
k € N. Note que este caso inclui o primeiro quando 7; = v;, e o segundo quando

v; — oo para todo i € (N);

Todos os casos apresentados anteriormente associam cada subsistema a um
conjunto de tempos de permanéncia admissiveis A;. Assim, 0 € Ao (t;) deve ser valido

para todo k € N.
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Como apresentado anteriormente neste capitulo, os sistemas fisicos de interesse
apresentam limitagoes de operacao que, se nao respeitados, podem levar a danos ou falhas
de equipamentos. Sendo assim, a restricao de tipo minimo é a que garante a protecao dos

dispositivos em aplicagoes reais e sera adotada nas provas de estabilidade.

Note que este tipo de restricio garante uma generalidade maior da regra de
comutagado em comparacao com a simples discretizagao. Primeiro, porque o tempo de
permanéncia minimo pode ser mantido distinto para cada subsistema, ao contrario do
caso discretizado em que precisa-se adotar um passo de tempo como um miltiplo entre
os tempos de permanéncia minimos de cada subsistema, levando a um grande esforgo
computacional. Segundo, porque, apds o tempo de permanéncia, a funcao de comutacao
sera avaliada em um conjunto nao enumeravel de instantes de tempo, o que usualmente
leva a um aumento de desempenho nas métricas de projeto do controlador. A Figura 3.2

esquematiza a segunda motivacao.

- 1 . e — = AT

- 1 — i

- 1 1 ! —m

olt)

-1 —— T

Figura 3.2 — Esquemaética do chaveamento a tempo continuo com restri¢des de tempo de
permanéncia minimos.

Com o objetivo de estabilizar o sistema em um ponto de equilibrio desejado .,
pode-se definir o erro como £(t) = x(t) — ., o que implica que &(t) = @(t). Substituindo

no sistema afim, obtém-se:

E(t) = Ay (E(t) + e) + bo(ry = Ao&(t) + Lo, (3.11)
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3.4 Consideracoes Fisicas

3.4.1 Sistemas Elétricos

Os conversores CC-CC desempenham um papel fundamental na eletronica
moderna, permitindo a conversao eficiente de niveis de tensdao continua para atender as
necessidades de diversos dispositivos e sistemas, desde eletronicos portateis até aplica-
¢oes industriais e veiculares (BAILO-CAMARA et al., 2008). Sua origem remonta aos
primeiros reguladores lineares, mas seu desenvolvimento acelerou com a introdugao dos
conversores chaveados na década de 1950, impulsionado pelo avanco da eletronica de
poténcia e a crescente demanda por eficiéncia energética. Com a evolugdo dos semicon-
dutores e técnicas de controle, os conversores CC-CC tornaram-se essenciais em fontes

de alimentacao, sistemas fotovoltaicos, carregadores de baterias, entre outras aplica¢oes

(ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2020).

Para motivar a discussao em sistemas elétricos, considere um conversor CC-CC
de tipo buck-boost, como representado na Figura 3.3. Tal circuito tem objetivo de manter
constante, baixar ou elevar uma tensao de entrada u. A partir da teoria linear de circuitos

(leis de Kirchoff), obtém-se a seguinte relagdo para tensao de saida V' e sua respectiva

corrente I:
. 1/C, S(t) =0,
V = —LV—l— / Q , (3.12)
RC 0, S(t)=1,
) —V/L, S(t)=0,
jo Bl VI *) (3.13)

L w/L,  S(t) =1,

em que C,u, L e R sdo valores positivos que representam a capacitancia, tensdo de en-
trada, indutancia e resisténcia dos componentes, respectivamente. Ainda, S(t) representa
a posicao da chave, tal que para o valor zero a chave estd aberta, e para o valor um a

chave estd fechada.

Dada uma tensao de referéncia V,.(t) que se deseja rastrear, entdao, é o projeto
adequado da regra de comutagao S(t) que mitigara o erro entre a tensao de saida V() e
a desejada V,.(t).

A estratégia mais usual para o projeto do controlador em conversores CC-CC é
utilizar a modulagao de largura de pulso (MLP) !, fixando uma frequéncia de chaveamento
f que altera o tempo da chave ligada D. A partir de um comparador, entre a tensao de

saida com um sinal periédico no formato dente de serra, define-se a seguinte regra de

1 ou, em inglés, pulse-width modulation (PWM).
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Figura 3.3 — Topologia do conversor CC-CC tipo buck-boost.

comutagao S(t):
0, V>V.(1),
S(t) = (3.14)
1, V<V.(1).

Por mais que a estratégia ingénua do controlador MLP seja simples e ampla-
mente utilizada sabe-se que a regra de comutacao usualmente apresenta o chaveamento
arbitrariamente rapido (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2020), fenémeno denominado por
chattering. Em componentes elétricos, o efeito do chattering é altamente indesejado, pois
pode levar a consideravel perda de desempenho e, em tultimas consequéncias, a queima

dos dispositivos.

Para compreender a perda desempenho, dada uma alta frequéncia de chave-
amento, pode-se comecar analisando o tempo de recuperacao do diodo. Tal dispositivo,
junto a um transistor, formam a chave no estado sélido responsavel pela escolha do sub-
sistema ativo. A curva caracteristica de um diodo no periodo de desligamento da chave é

dada pela Figura 3.4.

Ao aplicar uma corrente reversa no diodo, a corrente chega ao valor zero e
o dispositivo continua conduzindo no sentido contrario durante um tempo t;, dado a
presenca de cargas armazenadas na camada de esgotamento. Ainda, existe um tempo
ty em que as cargas sao removidas da camada do semicondutor. Portanto, o tempo de

recuperacao 1" é dado pela soma entre os tempos ¢, e ts.

Para a escolha do tipo de transistor utilizado em um dado conversor CC-CC,
deve levar-se em consideragao a corrente, tensao e frequéncia de chaveamento dimensiona-
das para o circuito. A Figura 3.5, retirada de (SuT6; NAGY, 2007), apresenta um resumo

atual das capacidades dos dispositivos semicondutores de poténcia.

Pode-se exemplificar o comportamento de um transistor durante o chavea-
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Figura 3.4 — Desligamento caracteristico de um diodo de poténcia: Variacao da corrente
acima; Variagao da tensao ao meio; Variagao da poténcia abaixo.
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Figura 3.5 — Capacidades dos dispositivos semicondutores de poténcia.
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mento considerando a curva caracteristica de um BJT de poténcia para diferentes cargas,

representado na Figura 3.6.

t [s] t [s]

Tensfo[V]  rereeee- Corrente [A] Tensdo[V]  creeeeees Corrente [A]

Figura 3.6 — Variacao da tensao e corrente durante o desligamento de um BJT de poténcia
para: Carga indutiva na figura a esquerda; Carga resistiva na figura a direita.

E possivel verificar que o tipo de carga externa determina o tempo de saturagao
do transistor, tal que, para a carga resistiva, ha um tempo maior de recuperacao. Note
que é usual nos conversores CC-CC fazer a transicao entre cargas indutivas e resistivas,
como exemplificado no conversor de tipo buck-boost. Assim, para minimizar perdas de
chaveamento no BJT, deve-se aplicar inicialmente uma corrente alta para que o tempo
de subida seja rapido e, em seguida, segurar a corrente como constante por um tempo no

estado de saturacao, minimizando o tempo em que a carga resistiva esta ativa.

Levando em consideracao o comportamento completo da chave, diodo e tran-
sistor, pode-se tracar a Figura 3.7, em que a eficiéncia do conversor atinge um maximo

para um valor critico de frequéncia de chaveamento.

O estudo detalhado dos comportamentos fisicos de cada dispositivo esta fora
do escopo deste trabalho, mas, a partir da breve discussao feita, fica evidente a necessidade

de se adicionar restri¢oes de tempo de permanéncia nos modelos para controle.

3.4.2 Sistemas Mecanicos

Os sistemas mecanicos também podem ser modelados como sistemas continuos
por partes ou como sistemas dinamicos chaveados. Alguns exemplos bem estabelecidos
(BERNARDO et al., 2008) incluem: o oscilador com fricgao seca, o oscilador bilinear, os
controladores por modos deslizantes, entre outros. Como o foco dos exemplos numéricos
presentes neste trabalho é para conversores CC-CC, serao apenas pontuadas algumas con-
sideragoes praticas que podem ocorrer nos atuadores mecanicos na presenca do fenémeno

de chattering. A saber:

« A primeira questdo a se considerar é a saturagdo do sinal de controle (OGATA,

2010). Isto significa que a dindmica dos atuadores mecanicos (valvulas pneumaticas,
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Figura 3.7 — Curva de eficiéncia versus frequéncia de chaveamento.

pistoes hidraulicos, interruptores eletromecénicos, etc.) nao respondem rapido o
suficiente para o projeto de controle estipulado, levando a perda de desempenho,

inatividade ou instabilidade;

« A segunda questao a se considerar é a fadiga dos elementos de maquina que compdem
os atuadores mecanicos. Cada material apresenta um limite de deformagao eléstica,
tal que para tensoes elevadas os materiais apresentam alteragoes permanentes da
sua microestrutura (CALLISTER, 2007). Com grandes frequéncias de chaveamento,

os sinais descontinuos podem levar a fratura dos equipamentos;

o A terceira questao a se considerar é a amplificacdo da vibracao nos dispositivos.
Os atuadores mecanicos apresentam frequéncias de ressonancia que, a partir de
chaveamentos rapidos, pode-se transferir energia cinética as estruturas para além
das cargas especificadas, potencialmente os danificando (MYKLESTAD, 2018).



43

4 Controle de Sistemas Afins Chaveados

Neste capitulo, sera desenvolvida a andlise de estabilidade para sistemas dina-
micos afins chaveados considerando os trés tipos de modelagem apresentadas no capitulo
anterior, a saber: a tempo continuo, a tempo discreto e a tempo continuo com restri¢oes
de tempo de permanéncia. Para o primeiro caso, os resultados de (DEAECTO et al.,
2010) serao reproduzidos considerando sistemas entrada-estado. Para o segundo caso, se-
rao reproduzidos os resultados obtidos em (EGIDIO; DEAECTO, 2019). E, para o terceiro
caso, os resultados apresentados sao inéditos e considerados como a principal contribuicao

tedrica deste trabalho.

4.1 Sistemas a Tempo Continuo

A primeira abordagem considerada neste texto é baseado na func¢ao candidata

de Lyapunov V : [tg, 00) — R, dado pela quadratica:
V(t) =& (t)XE), (4.1)
e na regra de comutagao o(t) : [tg,00) — (N) de tipo minimo:

o(t) = arg min €7 (1) X A£(t) + €7 () X ¢;. (4.2)

i€(N)

Com as nogoes de estabilidade estabelecidas e a regra de comutagao definida

pode-se enunciar o teorema a seguir.

Teorema 4.1 Dado um sistema dindmico na forma de (3.5) com ¢ = 0, se existirem

A € A e uma matriz definida positiva X € S, tais que:
AL X + XAy <0, (4.3)

entdo, a fungao de comutagdo o(t), definida em (4.2), assequra que o ponto de equilibrio

xe = 0 € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova Analisando a estabilidade do sistema (3.5) via fun¢do candidata de Lyapunov,
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como definida em (4.1), tem-se que:

V(t) = €M) XE®) + T (1) XE(R) (4.4)

= (Ae(t) T XE() + €T ()X (Apn€(1)) (4.5)

= () (A X + X Ag)E(1) (4.6)

= Inin E() (AT X + X A)E() (4.7)

= min £(1)T (AT X + X A)E() (4.8)

<0, (4.9)

é valido Vx # 0, tal que z € R™. O

Este resultado pode ser generalizado para conter o termo afim, de forma que

pode-se enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Dado um sistema dindmico na forma de (3.5) e um ponto de equilibrio x.,

se existirem A € A e uma matriz definida positiva X € ST, tais que:

ALX + XA, <0, (4.10)
A)\l'e + b>\ =0 (411)

entdo, a fungao de comutagdio o(t), definida em (4.2), assequra que o ponto de equilibrio

Ze € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova Analisando a estabilidade do sistema (3.5) via fun¢do candidata de Lyapunov,

como definida em (4.1), tem-se que:

V(t) =" () XE) + €T (1) XE() (4.12)

= (Ao)&(t) + o) T XE() + €T ()X (Agé(t) + Log)) (4.13)

= &) T (Ag X + X Ag())E(t) + 2,y XE(T) (4.14)

= r&l]% E0)T (A X + X A)E() +20] XE(t) (4.15)

= min £(1)T (AT X + X A)E(r) + 26 Xe(t) (4.16)

<0, (4.17)

é valida para todo x # 0, tal que x € R™. O

Esta prova conclui os resultados de controle para sistemas afins chaveados
a tempo continuo sem restricoes de tempo de permanéncia. Assim, ao se utilizar esta

abordagem, serda notado a presenca de chattering. Com a simples adigao da restrigao
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(4.11), foi possivel passar do caso linear para o afim, retomando que, por definicao, lo) =
Agt)Te + o). Ainda, ao se considerar a medicao de uma saida, seria possivel calcular um
custo garantido relacionado ao projeto da fungao de comutacao. Como neste trabalho serdao
considerados apenas resultados para entrada-estado, referimos o leitor & (DEAECTO et

al., 2010), em que esta extensao é considerada.

4.2 Sistemas a Tempo Discreto

A segunda abordagem é baseada na funcao candidata de Lyapunov de tipo

minimo V' : N — R, , dada por:

VI = min €7 X4, (4.18)

Note que as curvas de nivel da funcao de Lyapunov garantem a existéncia de um conjunto

positivamente invariante, na forma:
N N

V= Vi = J{¢k] € R™IET[RIXGER] < ry <7}, (4.19)
i=1 i=1

com 7 = maX;e(n) 7. A existéncia de um conjunto positivamente invariante garante que
todas as trajetorias que entram no conjunto V, em um dado instante de tempo K > 0,

permanecem no mesmo Vi, > K, com k£ € N.

Com base na funcao candidata de Lyapunov definida acima, pode-se formular

a regra de comutacao o[k| : N — (N):

o[k] = arg iy &' K] X € [K]. (4.20)

Com as nogoes de estabilidade estabelecidas e a regra de comutagao definida

pode-se enunciar o lema a seguir.

Lema 4.1 Dado um sistema dindmico afim na forma de (3.9) e um respectivo ponto de
equilibrio x., se existirem uma matriz definida positiva W € S}, fungoes matriciais suaves

X; 0 [0,7] = ST, um vetor w = We, e escalares a; > 0, tais que:

o; X; * * *
0 1 * *

- 0, (4.21)
OéZXzAl OézXZEZ OziXi *
w —w 0o W

entdo, a fungao de comutacio olk| dependente de estado assequra que x. é globalmente

uniformemente estdvel para todo § ¢ &, tal que:
€ = {¢[k] € R"|(E[k] — ) "W(E[K] — ) < 1}, (4.22)

centrado em ¢ = W tw.
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Prova Analisando a estabilidade via variacao entre instante de tempo da funcao candi-

data de Lyapunov:

AVIE] = V[k + 1] — V[k] (
= (ALK + 6) T X (A[k] + ) — €T [R] X € [K] (4.24

ETIRI(AT X3 A; — Xi)ELk] + 20] X Allk] + 0] Xt (

ETIK]S:E (k] + 2L E[K] + p; (

com —S; = AiTXZ-Ai — X, LiT = @XZAZ- e p; = E?Xi&-. Assim, definindo o conjunto
X = Uf\il &; em que:

& ={(¢[k] — ;)T Si(€[k] — i) < L] S7'Li + pi}, (4.27)

tem-se que AV [k] < 0 para todo £[k] ¢ X. Isto implica que X é um conjunto de atragao.
Porém, como X é nao convexo, torna-se dificil minimiza-lo. Sendo assim, pode-se contornar
tal fato encontrando o menor elipsoide que majora tal conjunto via S-procedure. Ainda,

performando o complemento de Schur com relagao as duas tdltimas linhas e colunas de

(4.21), obtém-se:
W *
<
[—CTW " We — 1]

com «; > 0. Em ambos os lados, pré multiplicando por [{

S,L' *
, (4.28)
~L{ —pi

T 1] e p6s multiplicando pelo

seu transposto, obtém-se:

—V(t) = ai(€T ()Si(t)E(t) — 2Li(H)E() + i)
> (ET(WE) — 2" WE(t) + ¢ We — 1)
((€(t) =) TW(E(t) =) = 1)
Isto implica que AV[k] < —K[k] com K[k] = (£[k] — ¢) "W (£[k] — ¢) — 1. Note que, para
todo £[k] ¢ € = {£[k] € R™|(E[k] — o) TW (K] —¢) <1} = K[k] >0 = AV[k] <0.

Ou seja, ¢ um conjunto de atracao convexo, logo, é possivel minimizé-lo. 0

Vv

O melhor conjunto de atragdo que satisfaz as condi¢oes do lema 4.1 pode ser
obtido minimizando seu volume (BOYD et al., 1994), tal que é equivalente ao problema
de otimizagao:

W)I(Izlbfual —1In(det (W)), Vie (N), (4.29)

sujeito a restricao (4.21).
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Teorema 4.3 Dadas as matrizes X;, e os escalares o, (15, do Teorema 4.21. Se existirem

escalares r,a; > 0, tais que:

S; * * *
0 * *
" (4.30)
CYleAZ azngz OéiXi *
X; 0 0 X,

entdo, a funcio de comutagio olk] com realimentagao de estados assequra que o conjunto
V, dado por (4.19), é um conjunto positivamente invariante globalmente uniformemente

finalmente limitado.

Prova Pela prova do lema 4.1, sabe-se que:
AVI[k] = T [K]SE[K] + 2L E[K] + pi. (4.31)

Entao, definindo um conjunto positivamente invariante V a partir das curvas de nivel da

funcao de Lyapunov, obtém-se:

Xi *
0 -—r

5 ox ] , (4.32)

<
} _LzT —Pi

com 7 sendo o raio do conjunto V. Em ambos os lados, pré multiplicando por [¢T 1] e

p6s multiplicando pelo seu transposto, obtém-se:

—r < =& [FX&[K] + (€T [kISi€ (k] — 2L] (T)ELR] — po)
— —&T[K) X[k — AV]E)
< —& [KXi&i[k].

Isto mostra que r > &' [k]X;&[k] = V[k]. Portanto, as solugoes do sistema considerado

serao globalmente uniformemente finalmente limitadas. O

O melhor conjunto positivamente invariante que satisfaz as condi¢oes do Te-
orema 4.3 pode ser obtido minimizando seu raio, tal que é equivalente ao problema de
otimizagao:

r*=inf r, 1€ (N), (4.33)

YiXi
sujeito as restri¢oes (4.30).
4.3 Restricoes de Tempo de Permanéncia

Esta secao apresenta os principais resultados do trabalho. Nela, o problema de

projetar um controlador sem chattering e dependente do estado ¢ desenvolvido a partir



Capitulo 4. Controle de Sistemas Afins Chaveados 48

de uma func¢ao de Lyapunov de tipo minimo (SOUZA et al., 2014). Assim, ao considerar
sistemas dinamicos afins chaveados com restricao de tempo de permanéncia, primeiro, serd
provada a existéncia de estados que convergem uniformemente exponencialmente para o
ponto de equilibrio desejado por meio de uma aproximagao do seu conjunto de atracao.
Depois, a partir das curvas de nivel da fun¢do de Lyapunov, serd provada a existéncia
de um conjunto positivamente invariante uniformemente exponencialmente estavel, que
assegura que todas as solugoes eventualmente entram em um conjunto compacto sem que

o deixem apos.
Definindo a func¢ao candidata de Lyapunov por partes V' : R, — R, de tipo
minimo dada por:

V(t) _ fT(t)XO’(t)(t - tk)g(t)v te [tlﬁtk + T)> (434>

§TXo(T)EWR), L€ b+ 7 trp),
com tg1—tg > 7o, k € N, para fungoes matriciais suaves definidas positivas X; : [0, 7;] —
S, i € (N) a serem determinadas. Além disso, as curvas de nivel de V' podem ser usadas

para determinar um conjunto positivamente invariante (KHALIL, 2002) da forma:

=1

com V; := {&(t) e R™ | T (H)X,£(t) <}, em que X; € ST e r € R sdo tais que:

E)TXa(1)E(t) <€) x€(t) <7 (4.36)

Agora, introduzindo a regra de comutacao dependente do estado a ser proje-

tada. Primeiro, defini-se a fun¢ao multivalorada:

B(€,1) = {J € (N) | €7X;(0)¢ < &' Xi(m)g}-

Esta fungao auxiliar permite a defini¢ao recursiva da regra de comutagao o. De fato, dado
um tempo de comutagao ¢, e um subsistema ativo associado () = o, 0 proximo tempo

de comutacao é:

ther = _inf  {t | S (&), on) # 0},

tztk‘i"ro'k
o primeiro tempo admissivel no qual ocorre uma diminui¢do na funcao de Lyapunov na
comutagao. Portanto, a fun¢do de comutagao o : R, — (N) é dada por:

Ok, te t 7t )
oty =14 " e ) (4.37)

01 € B(E(tkt1), 0x)s = try1,
para k € N. Sempre que X(§(tg+1), 0x) tem mais de um elemento, uma escolha tipica para
ory1 ¢ dada por
Ok+1 € argmin " (trr) X5 (0)€(trs)- (4.38)
Ok
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Com as nocoes de estabilidade estabelecidas e a regra de comutacgao definida,

o seguinte lema pode ser enunciado.

Lema 4.2 Dado um sistema dinamico afim definido em (3.11) e seja z. € X, um ponto de
equilibrio desejado. Sejam também dados os tempos minimos de permanéncia Ty, ..., TN >
0. Se existir uma matriz definida positiva W € STy, fungoes matriciais suaves X; : [0, 7;] —

ST, um vetor w € R™ e escalares o, 3, juj; > 0, i, j € (N), tais que:

[ OéZ(SZ(t)) * *
ai(=LI(t)) 1 % |>=0,1i€(N), (4.392)
I —w W
[ Bi(Ri(m)) o+ &
Bi(—L](r;)) 1 x| >=0,i€e(N), (4.39D)
%4 —w W
sejam vdlidos, com
Sit) = —(Xilt) + AT Xu() + Xi(1) Ay, (4.39)
Ru(t) = —(ATX(0) + X0A) + 3 i (X,(0) — X (0), (4.394)

e L] (t) = ¢] X;(t), para i € (N), entdo, para qualquer condigdo inicial x(0) = x¢, a
fungdo de comutagao dependente de estados o definida em (4.37) garante que a dindmica

do erro satisfaca:

@I < me™[I€(0)]]. (4.40)

para algum k,6 > 0, para todo t € R, tal que £(t) ¢ €, com
¢ = {&(t) e R|(E() — ) TW(E(H) — o) <13, (4.41)

em que ¢ = W lw. Ou seja, o estado converge uniformemente exponencialmente para x.

fora do conjunto €.

Prova Observe primeiro que (4.39a) e (4.39b) sao equivalentes, pelo Complemento de

Schur, a:
w Si(t
N PP B PPy (4.42)
—c"W ¢"We—-1 —L[(t) 0
e
|74 * Ri(m;) x| .
: i€ (N, 4.43
[—CTW c"We— 1] =0 —L] (1:) O] W) (4.43)
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respectivamente. Como X; sdo fungoes suaves definidas em um conjunto compacto, existe

um ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que:

W+ 200X (t ] Si(t

F200X(E) e S (4.44)
W ¢'We—1] —L[(t) 0
W+ 28:6X (¢ ] R;

PR x| g | T (4.45)
W ¢'We—1] —L/ (1) 0

¢ vélido para todo i € (V).

Seja V' a funcdo quadratica definida em (4.34) e seja (t;)ren uma sequéncia
de tempos de comutagdo. Suponha que &(t;) ¢ € para algum k € N. Note que, para
t e [tk,tk + Tgk)i

V(1) = 267 ()Xo, (t = ti)E(t) + €T (1) X, (t — t)E(D)
= &1 (1) (=50, (1))E(1) + 2L, (1E(H), (4.46)
com S,, e L, conforme definido anteriormente. Portanto, pré e pés-multiplicando as

desigualdades em (4.44) por [€T 1] e por sua transposta, respectivamente, e usando (4.46),

pode-se concluir que:

= — (£S5, (DE() — 2L, (HE())
< - wwfm—MWaHJm»nwwm
< —a; (&) = o) TW(E®) — ) — 1) — 20V (8). (4.47)

Portanto, se {(t) ¢ €&, segue que:
V(t) < =20V (t) < 0. (4.48)

Além disso, pela desigualdade de Gronwall-Bellman (KHALIL, 2002), a fungao de Lya-
punov satisfaz:
V(t) < e PV (1),

para todo t € [ty, t + 75, ) tal que £(t) ¢ €.

Agora, analisando V em ¢t = t,+7,,. Se ty41 = tx+7,,, a definicao de o implica
que V(ty + 75,) = V(tiq1) < V(tr,,). Agora, se tyyq > ty + 7,,, tem-se que analisar o
intervalo [ty +7,,, ti+1). Assumindo que (¢t +75,) ¢ €, segue que, parat € [ty +7,,, tpt1):

V(t) :é (t)XO'k (Tak) ( ) + gT(t)Xak (TUk)é(t)

= &' () He (X0, (75,) Ao,) E(1) + 205, Xo, (75, )€(1)
<& (O)(—Ro, (15,))E(1) + 2L, (7, )8 (1), (4.49)
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com R,, e L, definidos anteriormente. A tltima desigualdade decorre da definicao de
o, como &(t)X;(0)E(t) > &(t) X, (75,)E(t) é valida para todo j € (IN) sempre que t €
[tk +To, s ter1). Como antes, pré e pés-multiplicamos (4.45) por [¢" 1] e por sua transposta,

respectivamente, e usando (4.49), pode-se concluir que:

) < — (£T Ry, (75,))E(t) — 2Lak(%k)£(t>) (4.50)
< ﬁok (ETOWE() — 2T WER) + ¢ We —1) —20V(t)
< =B, ((E(t) — ) TW(E(t) — ¢) — 1) = 26V (t). (4.51)

Portanto, como antes, segue-se que V(t) < =20V (t) < 0 e:
V(t) < e 2O Otme))y (4 4 oy ), (4.52)

para todo t € [ty + 7, tk11) para o qual £(t) ¢ €.
Combinando os limites apresentados anteriormente, para algum £(0) ¢ €:

V(t) < eV (0), (4.53)

enquanto {(t) ¢ €. Entao, dado que X; sdo fungoes matriciais definidas positivas limitadas,
existem constantes positivas k; e ko (HORN; JOHNSON, 2012) tais que:

killE@I1” < € (1) Xi(1)8(t) < Rall€(D)]], (4.54)

é valido para todo t € [0,7;], todo i € (N), e qualquer £(t) € R"™. Assim, segue-se que

€I < we [, (4.55)
para todo t € R, tal que £(t) ¢ & com k = y/kok; ', em que k; e ko sdo constantes

positivas que satisfazem (4.54). O

Note que, de (4.39), € é um conjunto convexo que limita o atrator nao convexo:

- @1 Ei) . @1 R’) (4.56)

dado pela uniao dos 2N elipsoides:

= {eer | () S0 — (1) <
< ()" Sit)mit), t € 0,71}, (4.57)
Fo= {¢ € R | (=) Ru(m)(§ — 1) < v Rilrw (1.58)

para o qual p;(t) = S;(t)7'Li(t) e v; = Ri(:)"'L;(7;). O limite convexo ¢, portanto,

necessario para minimizar o volume de E.
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Esta aproximacgao convexa permite minimizar seu volume. De fato, o melhor
conjunto convexo que satisfaz as condigoes do Lema 1 é aquele com o menor volume
possivel (BOYD et al., 1994), levando ao seguinte problema de otimizagao:

inf { —In (det (W) (4.39)}, (4.59)

W, X ,w,0,Bi, 15
que é convexo para um conjunto fixo de escalares «;, 3;, ;.

O teorema a seguir € o principal resultado deste capitulo. Ele fornece um atra-
tor UES para (3.11) com a fungao de comutacao o desenvolvida no Lema 4.2 explorando

os conjuntos de niveis da fun¢ao de Lyapunov.

Teorema 4.4 Dado o sistema dinamico afim definido em (3.11) e sejam dadas as matri-
zes X;(t) € [0, 7], e os escalares o, B;, pji, do Lema 4.2. Sejam também dados os tempos
de permanéncia minimos Ty, ...,y > 0. Se existem matrizes definidas positivas X;, e

escalares r,v;,0; > 0, tais que

X~ Xi(t) = 0, i € (N), (4.60a)
i Si(t) — X,

65i(0) =0, e (N), (4.60D)
L)

_eiRi(Ti> - X

=0, i € (N), 4.60c

é vdlido, com S;, R;(7;), L;, i € (N, como antes, entio a fun¢io de comuta¢io dependente
do estado o definida em (4.37) garante que o conjunto positivamente invariante V, dado

por (4.35), é um atrator UES para S.

Prova Observe, primeiramente, que as condigoes (4.60) garantem que

X, (t ; Si(t

&) = S =i (t) , (4.61)
0 - 0 —r —L () 0

Xi(ri) * < X, * <0, Z; * | (4.62)
L 0 T 0 T —Li(Ti)T 0

vale para todo t € [0, 7;] e todo i € (N). Essas desigualdades implicam que V D E.

Serd demonstrado que V é positivamente invariante. Seja £(¢) € V para algum
t € Ry. Se &(t) ¢ E, entdo, do Lema 4.2, tem-se que V (t) < 0, implicando que ¢ é atraido
para a origem.

Agora, considerando o caso em que £(t) € E e, considerando primeiro o caso

em que £(t) ¢ E,, parat € [ty + 7o, ) ou que £(t) ¢ F,, para t € [ty + 75, , tkr1). Em
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ambos os casos, do Lema 4.2, também temos que V (t) < 0, implicando que £(t) é atraido
para a origem. Agora, para o caso em que {(t) € E,, et € [ty, tx + 75,), (4.57) implica
que:

E(t) " (=So (D)E() + 2Lo, (1) TE(E) 2 0. (4.63)

Entéao, de (4.60a) e (4.60b), segue-se que pré e pés-multiplicando essas desigualdades por

(€7 1] e por sua transposta, respectivamente, obtém-se:

| \/

§(1) X0, 8(8) = Yo (§(1) " S (DE(1) — 2Ly, (1) TE(1))
£(t) X0, E(1).

v

Isso mostra que r > &, (s)"X,,&, (s) > V(s) vale para qualquer tempo futuro s neste

intervalo de tempo. Agora, se t € [t + 7,tr41) € &(t) € Fy,, (4.58) implica que:

()" (=R (70,))8() + 2Lo, (75,) T€(1) > 0.

Como antes, essa desigualdade, junto com (4.60a) e (4.60c), implica que r > &,, (5) " X4, &5, (5)
> V(s) vale para qualquer tempo futuro s neste intervalo de tempo. Como em qualquer
tempo de comutacgao a funcao de Lyapunov diminui, segue-se que V é um conjunto posi-

tivamente invariante.

Além disso, dado que X; sdo fung¢oes matriciais positivas definidas limitadas,

existem constantes positivas kq e ko, tais que ki < ks e:

killE@I1” < € (1) Xa(0)8(t) < RallE(D)]I, (4.64)

é valido para todo t € [0, 7;], todo i € (N) e qualquer £(t) € R™. Agora, note que, para
qualquer condicdo inicial & = &£(tg) € V, o ponto & situado na fronteira do conjunto

positivamente invariante V que esta mais proximo de &, é tal que:

1 1t

I
leoll* = 7 = -8 %8 = LRI (1.65)

Assim, ||€]| < ]|l para todo t € R, com 1 = y/koki' > 1. Portanto, a distancia de uma

condicao inicial para o conjunto invariante é tal que

dist(&o, V) = lI&o — &Il = (n — D[ &oll- (4.66)

Finalmente, podemos combinar este resultado com o limite fornecido pelo Lema 4.2 para

concluir que:

dist(&(t), V) < E(@)] < we™[l&oll < ce™"dist (&, V), (4.67)

é valido para todo t € Ry, para qualquer condi¢do inicial £(0) = & € R", em que
c=r(n—1)"4 O
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O melhor conjunto positivamente invariante que satisfaz as condi¢oes do Te-
orema pode ser obtido minimizando seu raio, de modo que seja equivalente ao problema

de otimizagao convexo:

r* = inf {r

7i,0i,%4

(4.60)}.

4.3.1 Detalhes de Implementacao

Esta breve subsecao discute algumas consideragoes praticas e numéricas nas
condicoes de projeto da funcao de comutagao apresentadas nesta secdo. Para esta discus-

sao, o foco sera no aspecto das formulacoes diferenciais para as condigoes de projeto.

Primeiro, note que as condi¢oes do Teorema 1 sdo nao convexas, pois envolvem
produtos das variaveis {X;, a;, 8;, i1;:}. Uma maneira de contornar esta dificuldade (4.59)
envolve uma busca de N? — N elementos na matriz de multiplicadores, além de 2N
escalares positivos. Sem perda de generalidade, pode-se assumir um dos escalares livres
iguais a um, ie., a1 =1 e oy = o/ay,Vi € (N)\{1}. Ainda, é possivel considerar uma
solugdo sub-6tima para o problema e fixar todos os escalares livres iguais a um, i.e.,
a; = 1,Vi € (N). Assim, para o caso de N = 2, resta apenas uma busca bidimensional, o

que simplifica substancialmente o problema.

No entanto, mesmo quando esse conjunto de parametros decorrentes do S pro-
cedure sao fixados, as desigualdades matriciais lineares diferenciais (DMLDs)! presentes
em (4.59) sao dependentes do tempo. Estas, podem ser eficientemente resolvidas tomando
a fungdo matricial de Lyapunov por partes e reformulando suas condi¢des como desigual-
dades matriciais lineares (DMLs), como na abordagem desenvolvida em (ALLERHAND;
SHAKED, 2013), tal que a discretizagao segue como:

7k+15A £k A X + + X Al <0, (4.69)

comi€ (N), k=1,2,.... Ked=m7/K.

Uma outra abordagem possivel é tomar as fun¢des matriciais como uma fungao
polinomial e utilizar a otimizagdo de soma de quadrados (SdQ)? (PAPACHRISTODOU-
LOU et al., 2013). Assim, em qualquer um dos casos, as DMLDs podem ser eficientemente

resolvidas para os parametros fixos.

Se a condicao inicial do subsistema ativo oy = o(ty) € (N) for considerada

desconhecida, entao, para uma dada condigao inicial & = £(ty) € R™, pode-se considerar:

ou, em inglés, DLMIs (Differential Linear Matriz Inequalities).
ou, em inglés, SoS (Sum-of-Squares).

2
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Ainda, é possivel considerar a condigao inicial £ como desconhecida. Para tal questao,

observe que a desigualdade a seguir:

&0 Xoo(to)&o = tr(&) Xoy (t0)0) (4.71)
< tr( X, (to))] |l (4.72)

é valida, como uma consequéncia do teorema de Rayleigh-Ritz (HORN; JOHNSON, 2012).

Neste caso, o traco de X,,(to) se torna a func¢ao objetivo.
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5 Exemplos Numéricos

Neste capitulo, serao apresentados exemplos numéricos que validam a teoria de
controle desenvolvida até entao para os sistemas dinamicos afins chaveados. Em particular,
foram selecionados dois tipos de modelos: os sistemas que possuem uma propriedade
matematica que ilustra alguma das caracteristicas da estratégia proposta; e, os sistemas
com propriedades fisicas relevantes na area de eletronica de poténcia, que naturalmente

sao descritos por sistemas dindmicos afins chaveados.

5.1 Sistema Instavel

Como primeiro exemplo numérico, considere o sistema estudado em (EGIDIO;
DEAECTO, 2019), que define um sistema afim chaveado a tempo continuo composto de

N = 2 subsistemas instéveis, com estados © = [, x2], dados por:

(5.8 —5.9] [0 ]
Al - 5 bl - 5 (51)
—4.1 —4.0] |—2]
(0.1 —0.5] 2]
Ay = , by = , (5.2)
—0.3 —5.0] | 2
e condigoes inciais g = [—10, 5] e 09 = 1. Nesta referéncia, os autores resolvem um caso

especial com periodo de amostragem uniforme igual ao tempo de permanéncia, tal que
h = 1 = 0.5. Essa imposicao leva a um elipsoide com volume Vol(&) = 19.54, conjunto
invariante com raio r* = 6.48 e volume Vol(V) = 28.23, um resultado relativamente

conservador.

Deste modo, o objetivo é estabilizar o sistema ao redor da origem x, = [0, 0],
sendo que este ponto nao pertence ao conjunto X., o que normalmente nao é adotado na
literatura por sua dificuldade. Para evitar chattering, aplicou-se a formulacao proposta
no presente trabalho, tempo de permanéncia 7, = 7, = 0.5, e periodo de amostragem
das DMLDs igual a d = 7/8. O projeto da fungao de comutagao o(t) foi realizado por
meio da resolugdo do problema (4.59) com os pardmetros jis = 102 e p1o; = 1071, Por
simplicidade, assumiu-se a; = 3; = 1,7 = 1,2. A simulacdo no intervalo ¢ € [0, 30], com

perfodo de amostragem h = 1073, estd ilustrada na Figura 5.1.

Com estes pardmetros, os resultados obtidos sao: volume do elipsoide Vol(€) =
4.64, raios do conjunto invariante r* = 5.23 e volumes Vol(V;) = 3.62 e Vol(Vy) =

2.93. Este fato mostra que o desempenho nao é bruscamente comprometido ao se impor
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Figura 5.1 — Estados do sistema.
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Figura 5.2 — Fun¢ao de comutacao.

restricoes de tempo de permanéncia para evitar chaveamento, providenciado que essas
novas restrigoes sao adequadamente consideradas, o que é o caso sempre que as técnicas

desenvolvidas neste trabalho sao adotadas.
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— x(t)

x2(t)
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x1(t)

Figura 5.3 — Plano de fase.

5.2 Conversores tipo Choppers

O segundo exemplo numérico se concentra na aplicacao da teoria desenvolvida
para o principal conversor CC-CC nao isolado, a saber: o conversor de tipo buck-boost,
como estudado em (DEAECTO et al., 2010). A topologia de circuito apresenta uma
fonte de tensao constante na entrada, o que caracteriza o sistema dindmico como afim,
e apresenta um transistor, o que define o sistema dinamico como chaveado, contendo
dois subsistemas (N = 2) distintos. Em cada instante de tempo a regra de comutagao
o(t) decidird qual subsitema serd ativado para compor a evolu¢ao dos estados z(t) =
lir,vc], sendo iy a corrente no indutor e ve a tensdo no capacitor. Ainda, como uma
distin¢ao da abordagem original, e considerando a limitagao pratica de chaveamento destes
dispositivos, serao consideradas restricoes de tempo de permanéncia minimo em cada
subsistema 7;, com i € (N), ap6s os chaveamentos. Serao considerados os seguintes valores
de parametros apresentados na tabela 5.1, com u sendo a fonte de tensao, R, a resisténcia
do indutor, L a indutancia do conversor, C' a capacitancia do conversor e R a resisténcia

da carga.
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Quantidade | Valor | Unidade
u 100 \Y
Ry, 2 Q
L 500 wH
C 470 i
R 50 Q

Tabela 5.1 — Tabela de parametros dos conversores CC-CC.

5.2.1 Conversor Buck-Boost

A topologia do conversor buck-boost estd esquematizada na figura 5.4. Sua

realizacao no espago de estados, com = = [ig, v¢], é dada por:

—R;/L 0 —Ry/L —1/L 1/L 0
Al = ) = ) = 3 BQ = .
0 —1/RC 1/C  —-1/RC 0 0
(5.3)
O conjunto dos pontos de equilibrio atingiveis é:
Xe = {(i¢,ve) : 0 € ve < Rig,v? + (R R)i? — (Ru)i, + uv, = 0}. (5.4)

Note que usualmente a resisténcia da carga é muito maior que a resisténcia do indutor,

i.e., R >> Ry. Pode-se visualizar X, na Figura 5.5.

S D

Figura 5.4 — Esquematica do conversor buck-boost.

O objetivo é estabilizar o sistema ao redor do ponto de equilibrio z. = [3.06, 80].
Para as condigbes iniciais dos estados e fun¢ao de comutagao foram fixadas xo = [0,0] e
oo = 1, respectivamente. E os parametros fisicos seguiram a tabela 5.1. Para evitar o efeito
indesejado de chattering, foi aplicada a formulacao proposta no presente trabalho, tempo
de permanéncia 71 = 7, = 107°, e perfodo de amostragem das DLMIs igual a d = 7/10.
O projeto da fungdo de comutagao o(t) seguiu o lema 4.2, tal que foi performado um

grid search bidimensional, encontrando g2 = 107 e g, = 10'°. Por simplicidade, foi
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Figura 5.5 — Pontos de equilibrio atingiveis do conversor buck-boost

adotado a; = ; = 1, com ¢ = 1,2. A simulacdo no intervalo ¢ € [0,0.1], com periodo de

amostragem h = 1079, est4 ilustrada na figura 5.6 e a sua respectiva funcao de comutacao

em 5.7.
/"-—— — xi(t)
320 Lt X}{ﬂ
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Figura 5.6 — Estados do sistema.
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Figura 5.7 — Funcao de comutacao.

5.3 Motor de Corrente Continua

Para o terceiro exemplo numérico, serd considerada a aplicacao da teoria de-
senvolvida em um sistema fisico com objetivo de controlar a velocidade de um motor
CC, como estudado em (DEAECTO; GEROMEL, 2017). O dispositivo completo é cons-
tituido por uma fonte de voltagem CC constante, um conversor de poténcia do tipo
Buck-Boost como atuador, e um motor conectado a uma carga com momento de inércia
constante, como pode ser visualizado na Figura 5.8. Note que, pelo atuador ser um con-
versor de tipo chopper, naturalmente se define um sistema dinamico afim chaveado, como
discutido no exemplo numérico anterior. A realizacdo no espago de estados, com estados
x = [ig,im,vc,w], tal que iy é a corrente no indutor, i,, a corrente de armadura, ve a

corrente no capacitor e w a velocidade angular do motor, é dada por:

“R,JL 0 0 0 E/L
0 -R,,/L,, —1/L,, —K/L,, 0
A = / / / by = , (5.5)
0 1/C 0 0 0
0 K/J 0 —b/J 0
“R.JL 0 /L0 0
0 -R,,/L,, —1/L,, —K/L,, 0
4y — / / L) o, 219 (5.6)
1/c 1/C 0 0 0
0 K/J 0 —b/J 0

em que F é fonte de tensao, Ry, , C' e L sdo, respectivamente, a resisténcia, capacitancia

e indutancia do conversor, R,, e L,, sao, respectivamente, a resisténcia e indutancia do
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motor, K é a constante do motor, J é o momento de inércia do motor mais a carga e b é

o atrito viscoso.

> <

Ry,

© L = [

Figura 5.8 — Esquematica do motor de corrente continua alimentado por um conversor
tipo buck-boost.

Nesta referéncia, os autores resolvem um caso especial de amostragem uni-
forme igual ao tempo de permanéncia, tal que 1/T = 1/7 = 1[kHz]. Uma métrica de
desempenho pratica é calcular o erro relativo de um estado no infinito em relagao ao
ponto de equilibrio desejado. Considerando que o estado de interesse é w, i.e., a veloci-
dade de rotacao do motor, pode-se definir w., = limy—., w(t). Assim, o erro relativo é
Erel(w) = (Woo — we)/we, se we # 0. Usualmente, é importante que o erro relativo nao
exceda em 5% para todas as velocidades de operagao, enquanto a restri¢ao na frequéncia

de chaveamento ¢ relativamente pequena.

Quantidade Valor Unidade
E 10 \Y
Ry 1.5 Q
C 2.2 mF
L 50 mH
R, 4.45 Omega
L, 35 mH
K 8.40 mV /s
J 2.98 kgm?
b 91.10 x 107% | Nms/rad

Tabela 5.2 — Tabela de parametros do sistema.

O objetivo ¢ estabilizar o sistema ao redor do ponto de equilibrio w,, tal que,
para o vetor A = [A;,1 — A;] com valor \; = 0.2, obtém-se, w, = —30.45. Para as
condigbes iniciais dos estados e funcao de comutagao foram fixadas zq = [0,0,0,0] e
o9 = 1, respectivamente. E os parametros fisicos seguiram a tabela 5.2. Para evitar o efeito
indesejado de chattering, foi aplicada a formulagao proposta no presente trabalho, tempo
de permanéncia 7, = 7, = 1072, e periodo de amostragem das DLMIs igual a d = 7/3. O
projeto da fungao de comutacao o(t) seguiu o teorema 1, tal que foi performado um grid

search bidimensional, encontrando 15 = 107 e 9, = 10'°. Por simplicidade, foi adotado
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a; = f; = 1,i = 1,2. A simulagao no intervalo ¢ € [0,200], com periodo de amostragem

h = 1073, est4 ilustrada na Figura 5.9.
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Figura 5.9 — Estados do sistema.
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Figura 5.10 — Func¢ao de comutacao.

Com estes pardmetros, os resultados obtidos sao: volume do elipsoide Vol(€&) =

6.34 e erro relativo E,q(w) = 2.04%. Portanto, o controlador apresentado estd dentro das

normas praticas de implementacao e pode ser utilizado em aplicagoes reais, sendo uma
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alternativa aos controladores classicos de tipo modulagao de largura de banda usualmente

utilizado para conversores CC-CC.
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6 Conclusao

Neste trabalho, novas condig¢oes para o projeto de uma regra de comutac¢ao com
realimentacao de estados para sistemas dindmicos afins chaveados que satisfazem restri-
¢oes de tempo de permanéncia foram consideradas. Para isso, a estratégia de minimizar
o volume de um conjunto elipsoidal que contém o conjunto de atracao de interesse foi
utilizada. Esta é expressada em termos de uma fun¢ao de Lyapunov por partes, que leva
a um problema de otimizacao convexo. Ainda, a partir das curvas de nivel da funcao de
Lyapunov, provou-se a existéncia de um conjunto positivamente invariante, tal que as tra-
jetorias do sistema foram caracterizadas como uniformemente exponencialmente estaveis.
Exemplos académicos ilustraram a validade da teoria e seus resultados foram comparados
com outros da literatura. Em termos tedricos, os resultados obtidos podem futuramente

ser generalizados para:

» Sistemas afins com saltos;

» Sistemas afins variantes no tempo;

Adocao de métricas Hy e Hoo de desempenho;

e Sistemas afins nao lineares.
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APENDICE A - Resultados Auxiliares em

Analise Matricial

Este apéndice é dedicado aos resultados presentes na literatura em analise
matricial que sao utilizados para o desenvolvimento da dissertagao. Os resultados foram
retirados de (BOYD et al., 1994).

A.1 Desigualdades Matriciais Lineares

Uma desigualdade matricial linear ¢ dada por:

m
F(z):=Fy+ )Y _ x;F;, >0, (A.1)

i=1
em que ¥ € R" ¢é a variavel e F; = FI € R™™ sio funcgdes matriciais simétricas, com
i =0,...,m. Note que, pela desigualdade, F(z) é definida positiva; caso a desigualdade
seja nao estrita, entdo F'(x) serd semi-definida positiva. Portanto, a LMI é um conjunto
convexo de restrigoes para a variavel x, i.e., x = {z|F(x)}; tal que este é equivalente a
um conjunto de n desigualdades polinomiais, i.e., os menores principais lideres de F(z)

devem ser positivos.

Um dos resultados essenciais utilizados para a convexificacao de desigualdades
matriciais é o lema do complemento de Schur, que serd enunciado no lema a seguir. Porém,

para provar tal lema, se faz necessario provar a congruéncia de matrizes.

Lema A.1 (Congruéncia de Matrizes) Duas matrizes simétricas Q, R € S™ sdo con-
gruentes se existir P € R™™ ndo singular tal que Q = PTRP. Se Q e R sdo congruentes,

entdo (Q > 0 se, e somente se, R > 0.

Prova Seja R > 0, entdo Vo # 0 é valido que 27 Rz > 0, por definicio. Considere
y = P~ 'z, tal que xRz = y" PTRPy = yTQy > 0 é valido Vy # 0. O que implica que
@ > 0. Note que a volta é analoga. O

Assim, segue a enunciagao e prova do lema do complemento de Schur.

Lema A.2 (Complemento de Schur) Dadas as dimensoes n,m € N*, cada um dos

conjuntos definidos pelas desigualdades matriciais:

Si={XeS,ZeS, Y eR™: Z>YTX'Y} (A.2)
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ou
Se={X€eS,ZeS, Y eR™: X >YZ 'Y} (A.3)

e equivalente ao conjunto descrito por:

Y

SCZ{XGSZ,ZGSZ‘,YGR”W:
* Z

> 0} . (A.4)

Prova Nesta demonstracao apenas sera provado que S; = S., uma vez que a demonstra-

¢ao do segundo caso ¢ analoga. Para tanto, basta observar que a identidade:

I XY
0 I

X Y
*x J

X 0
*x S

(A.5)

I 0
YIX-t 1

com S = Z — YTX~'Y é valida. Logo, por congruéncia, a desigualdade que define S, é

valida, se, e somente se, X > 0e S > 0 e, portanto, disto decorre que S; = S.. O

Outro resultados utilizado que fornece condigoes sob as quais uma desigual-
dade quadratica particular é uma consequéncia de outra desigualdade quadratica é o

S-procedure, que esta enunciado no lema a seguir.

Lema A.3 (S-procedure) Considere fungoes quadrdticas F; : R" — R, tal que:
Fi(x)=a"Ax + 20z +¢;, i=0,...,p, (A.6)
em que A; = AT, E, dada a sequinte condigio:
Fo(x) >0, Vuz, (A.7)
tal que F(x)q0y > 0. Assim, se existirem Ty 0y € Ry, tal que:
p
Fy(z) =Y mFi(z) >0, (A.8)
i=1

entdo, (A.7) € vdlida.

Prova Assuma que (A.8) é vélido para algum 7; > 0. Logo, para todo x, tal que

Fiqoy(x) > 0, segue que:
P
i=1

mostrando que Fy(z) > 0 também é valido. O
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E um fato nao trivial que, quando p = 1, o converso é valido, dado que existe um z tal
que Fi(xo) > 0.

O problema de aproximacao de algum subconjunto do R” como um elipsoide
surge em diversos contextos. Para dissertacao em questao, esta técnica é um passo essencial
para a prova de estabilidade de sistemas afins chaveados quando se considera restri¢oes
de tempo de permanéncia. A estratégia utilizada formula o problema de aproximacgao

externa, que serd apresentada a seguir.
Um elipsoide £ pode ser representado como:
E={z|T(z) <0}, T=a"Az+2"z+c, (A.10)

em que A =AT > 0e bTA71b — ¢ > 0 (0 que assegure que £ é um conjunto nio vazio e

nao reduz a um tnico ponto). Se volume é dado por:

vol(€) = \/Bdet((bTA-1b — ) A1), (A.11)

com (3 sendo uma constante dependente da dimensao. Também é possivel representa-lo
como a imagem da bola unitaria sobre uma transformacao afim com matriz simétrica

semi-definida positiva:
E={z|(x —2.)"P2(x — x.)} = {Pz + 2||2]| < 1}, (A.12)

em que P = PT > 0. Note que estd representacdo é unica e o volume do elipsoide serd, pro-
porcional a det(P). Assim, é possivel converter entre as duas representagoes apresentadas.
Tal que de (A.10) para (A.12), tem-se:

P=\bTA-1b—cA™V? .= —A"". (A.13)

E, analogamente, de (A.12) para (A.10), tem-se:
A=P2 b=-P?%, c=z'P %z, —1 (A.14)

Portanto, a aproximagao externa consiste em buscar o menor elipsoide &, tal

que cobre a uniao de p elipsoides, ou seja:
p
i=1
que sera equivalente ao seguinte problema de otimizagcao.
Lema A.4 (Aproximacao elispoidal externa) Dados p elipsoides &i,...,E,. Se, e

somente se, existirem escalares nao negativos 7, € Ry, tal que sejam solucdo para o

problema:
inf  log det At (A.16)
0
sujeito a  Ap > 0, (A.17)

entdo, o elipsoide Ey cobrird a unido dos p elipsoides.
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Prova Considere um elipsoide & com varidveis Ay, by e ¢, tal que (A.15) é valido. Isto
s6 é verdade se, e somente se, para cada i, todo z tal que T;(z) < 0 satisfaz Tp(x) < 0.

Por S-procedure isto é verdade se, e somente se, existirem escalares nao negativos 7; € R,

tal que:
To(z) —7Ty(x) <0, i=1,...,p. (A.18)
Ou, equivalentemente,
Ao bo A b
—T; <0, 2=1,...,p. A.19
bl e vl ¢ ( )

Como a representacgao elipsoidal é homogénea, é possivel adotar uma normalizagdo con-

veniente, considerando ¢y = bl A71hy — 1. Assim:

A bo
BT BT A by — 1

A; b

| S0 =L (A.20)

Entao, aplicando o lema de Schur, obtém-se:

Ag by 0 A; b 0
w1 o | =7 |bf ¢ 0] L0, i=1,...,p. (A.21)
0 by —A 0O 0 O

Portanto, a desigualdade sera valida quando Ag > 0, e o menor elipsoide pode ser obtido
minimizando seu volume. Dado que foi adotada uma normalizacao, o volume do elipsoide
normalizado serd proporcional a vol(&) = y/det(Ay'). Para convexificar o volume basta

aplicar a funcao logaritmica, o que leva ao problema de otimizagdo (A.16). O
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APENDICE B - Resultados Auxiliares em

Analise Real

Este apéndice é dedicado aos resultados presentes na literatura em analise real
que sao utilizados para o desenvolvimento da dissertacao. Os resultados foram retirados
de (COHN, 1980).

B.1 Teoria da Medida

Definicao B.1 (U-Algebra) Seja X um conjunto qualquer. A colecio de subconjunto
de X, denominada conjunto de poténcia P(X), € uma o-dlgebra A em X se satisfaz as

sequintes propriedades:

r e A;
e para cada conjunto A que pertence a A o conjunto A° pertence a A;

e para cada sequéncia infinita {A;} dos conjuntos que pertencem a A o conjunto

U2, A, pertence a A;

e para cada sequéncia infinita {A;} dos conjuntos que pertencem a A o conjunto

N2, A; pertence a A.

Entao, a o-algebra em X ¢ a familia de subconjuntos de X que contém X e
é fechada pelo complementar, pela formacao de unides enumeraveis, e pela formacao de
intersec¢oes enumeraveis. Além disso, a menor o-algebra em X para uma dada familia

de subconjuntos F que inclui F é tnica e é dita o-algebra gerada por F, denotada por

o(F).

Em particular, a o-algebra de Borel em R"™ é gerada pela cole¢gdo dos subcon-
juntos abertos em R™, e é denotada por B(R"). Para o caso em que n = 1, usualmente se

escreve B(R).

Defini¢ao B.2 (Funcao Mensuravel) Seja X um conjunto, e seja A a o-dlgebra ge-
rada em X . Uma funcao p em que o dominio é a o-dlgebra A e que os valores pertencem

a meia reta estendida [0, 400] € dita aditivamente contdvel, ou o-aditiva, se:

1t (@1 Ai) = gu(Ai), (B.1)
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para cada sequéncia infinita de conjuntos disjuntos {A;} pertencentes a A. Uma medida

em A € uma fungao p : [0, 400] que satisfaz (&) = 0 e é o-aditiva.

Defini¢ao B.3 (Medida de Lebesgue Exterior) Para cada subconjunto A de R seja
Ca o conjunto de todas as sequéncias infinitas {(a;, b;)} de intervalos abertos limitados
tais que A C U2, (a;, b;). Entao, \* : P(R) — [0, +00] € definida deizando N*(A) ser o
infimo do sequinte conjunto:

> (b — a;) : {(ai, b))} € Ca}. (B.2)

)

Note que este conjunto de somas é nao vazio, e que o infimo do conjunto
consistindo de +00 é apenas +00. A restricdo da medida de Lebesgue exterior para B(R)
(ou B(R™)) é chamada de medida de Lebesgue, e é denotada por .

A medida externa de Lebesgue associa a cada subintervalo de R seu tamanho,
e cada subintervalo de R" seu volume. Ainda, pode-se provar que tal medida é invariante

por translagoes.

Defini¢ao B.4 (Funcao Lebesgue Mensuravel) Seja (X,.A) um espago mensurdvel,
e seja A os subconjuntos de X que pertencem a A. Uma fungio f: A — [—o0, 00| € dita

mensurdvel com respeito a A se satisfaz a sequinte relagdo:

para cada nimero real t o conjunto {x € A: f(x) <t} pertence a A.

No caso em que X = R" a funcao é dita mensurdvel com respeito a B(R™), ou
apenas Borel mensuravel. E é claro que toda fun¢ao Borel mensuravel em R™ é Lebesgue
mensuravel. Fungoes Lebesgue mensuraveis formam a classe de fungoes para as quais a

integracao de Lebesgue esta bem definida.
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