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Resumo

Esta dissertagdo apresenta uma introducao a teoria de rough paths. O objetivo principal
é desenvolver um método alternativo a analise estocastica. Para isso, trabalharemos
com uma nocao de integral que estende a teoria de Young, permitindo, assim, o estudo
das propriedades de equacgoes diferenciais associadas a essa nova abordagem. Com as

ferramentas obtidas podemos utilizé-las sobre processos estocésticos.

Palavras-chave: Rough paths. Anélise estocastica. Integral de Young. Equacgoes diferen-

ciais.



Abstract

This text is an introduction to the theory of rough paths. The objective here is to develop
an alternative method to stochastic analysis. To achieve this, we will work on a new
notion of integral that extends the oung’s theory, thus allowing the study of properties of
differential equations associated with this new approach. Once obtained, we can use these

tools over stochastic processes.

Keywords: Rough paths. Stochastic analysis. Young integral. Differential equations.
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Lista de simbolos

Norma a-Hoélder
Espaco de fungoes n-continuamente diferenciaveis

Espaco de fungdes n-continuamente diferenciaveis como todas as deriva-

das limitadas

Norma definida por | f||, + |Df|, + -+ D" fl,

Espaco de fungoes a-Holder

Espago de fungoes a-Holder de dois parametros

Espaco de fungoes p-integraveis

Espaco de a-rough paths

Espaco de a-rough paths fracamente geométricos

Espaco de a-rough paths geométricos

Espaco de a-rough paths reduzidos

Simplexo definido por {(s,t) € [0,T]* : s < t}

Semi-norma homogénea do espago ¢ definida por || X||, + 4 /(X[
Pseudo-métrica nao-homogénea definida por | X — Y|, + |X = Y]|,,
Espaco de a-rough paths controlados por X

Semi-norma em 23" definida por ||Y’||, + HRYHQOC

Operador que codifica a distancia entre rough paths controlados por X
e X definido por HY — Y/HQ + HRY ~ R

2

Variacao quadratica
Covariacao quadratica

Colchete de um rough path reduzido
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Introducao

Um Pouco de Histéria e Motivacao Para o Estudo

Historicamente, a analise de equagoes diferenciais tem se mostrado de grande
valor, pois, além de ser um topico fascinante, também possui aplicacao direta em diversas

outras areas do conhecimento. Tradicionalmente, uma equacao diferencial é da forma

L u(t) = Flu(e)) o)

para z(t) um caminho continuamente diferenciavel e f : R® — L (Re,Rd) um mapa

suficientemente regular. Intimeros resultados formam um catdlogo extenso para a teoria.

Com o advento da integral de Riemann-Stieltjes, conseguimos falar de equagoes
diferenciais dirigidas por caminhos menos regulares (com variagao limitada). Agora, para
X:[0,T]>Vef:W—L(V,W),dizemos que Y : [0,7] — W é solucao da equacao

diferencial (no sentido Riemann-Stieltjes)

{dY = f(Y)dX,
Yo = %o,

se, para todo t em [0, 7]
¢
Y=+ | f00)ax.
0

Problemas aparecem quando estudamos o Teorema da Continuidade de Kolmogorov. Com
ele, temos a garantia da existéncia do Movimento Browniano B. No entanto, obtemos que
os caminhos de B sdo quase sempre a-Holder para todo o € (1/3,1/2). O que claramente

foge do escopo da teoria riemanniana.

Com isso em mente, o texto visa abordar as teorias que ajudaram a diminuir
ainda mais a regularidade requerida para este tipo de equacao. A primeira delas seria a
desenvolvida por Young. Nesta podemos trabalhar com equagoes dirigidas por um caminho
com regularidade « € (1/2,1]. Embora extremamente ttil, ainda é insuficiente para uma
aplicacdo em andlise estocastica. E a principal teoria abordada no texto que é a de rough
paths. Nela podemos abaixar nosso « para (1/3,1/2], de modo que esta possa ser aplicada

para os caminhos do Movimento Browniano.

No que segue, o texto sera principalmente baseado no livro A Course on Rough
Paths: With an Introduction to Regularity Structures de Martin Hairer e Peter K. Friz (ver

[FH20]), sempre usando as notas de aula de Andrew L. Allan (ver [All]) como apoio.
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Notacdes Frequentemente Usadas

Neste texto, embora nao seja necessario, para todos os resultados considere
(Vi I-l,) e (W, |-|l,;;) como espacos de Banach reais com dimenséo finita. Em muitos casos
podemos considerar a dimensao infinita, de modo que a demonstracdo nao se altere, mas
como nosso objetivo final sao os resultados estocasticos, nao ha necessidade para nos

preocuparmos com espagos muito abstratos.

Ainda no contexto acima, trabalharemos bastante com o espaco de transfor-
magoes lineares, onde a norma associada serd sempre a de operador, dado T' € L (V, W),

escrevernos

Tv
T, = sup [Tv]y =sup | HW
veV:|vly, =1 veV ”UHV

Outro espago importante serd o produto tensorial. Se {e;} e {f;} bases ortonormais de V" e

W, entao para x = Z a; je; ® f; defina a norma do tensor por

%,
2| = Z Oézz,j
1,7

veja que se = v@w, entdo |z| = ||[v]|;, |w];,. Embora a norma dependa da base escolhida,

esta escolha nao serd relevante ao longo do texto.

Em V®V, defina § como a tinica transformacao linear tal que f(v®@w) = w®w

para todo v, w € V. Entao defina respectivamente os espacos simétrico e antissimétrico por
Sym?*(V) ={re VRV :0x)=1a}e Anti*(V)={re VRV :0(x) = —z}

veja que para todo xr € V® V temos

r="2 +26(:c) + 2 —20(37) e Sym*(V) + Anti*(V).

Como z € Sym?*(V) n Anti*(V) temos = = 0(z) = —v = x = 0, entdo
VRV =Sym*(V)® Anti*(V).

Além disso denotamos as projecoes por

Sym(z) = 954_2(9(1:) e Anti(x) =

r —0(x)
—

Se a funcao f : V — W é n vezes continuamente diferenciavel, dizemos que
feC"(V,W), se além disso temos

[flep = max{[fl,, [Dfl - ID"fll} < o0

escrevemos f € C7'(V,W). Pego apenas que o leitor preste atengdo para o caso de n =1,

escrevemos C'! para funcoes continuamente diferencidveis e C' ou C* para funcoes 1-Holder.
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Neste texto escrevemos f(x) = O(]z|), se existe constante C' tal que |f(x)| <
C|z| para todo z < 1, formalmente conhecido como notacao big O. Da mesma forma,
escrevemos f(z) = o(x) se para toda constante C' existe ¢ > 0 tal que para todo |z| < ¢

temos a desigualdade |f(z)| < C|x|.

Trabalharemos com muitas estimativas do tipo f(x) < Cg(x), entdao por
simplicidade, peco para que o leitor considere sem perda de generalidade sempre que
C > 1, a menos que seja dito o contrario. Neste mesmo contexto muitas vezes a constante
C sera dependente de alguma varidvel, se por exemplo f(z) < (1+7%)g(z) < Cg(x), entao
representamos a dependéncia por C' = C(«a, T). Por tltimo, se f(z) < Cg(x) dizemos que
C = C(T) pode ser tomado uniformemente sobre T' < a se existe constante C’ tal que

para todo T' < a a seguinte desigualdade vale f(x) < C'g(x).

Em muitas demonstragoes precisaremos de particoes da reta, para s < t dizemos
que uma particio 7 denotard tanto o conjunto finito {s =tg <t; < -+ <ty_1 <ty = t},
como também serd usado para denotar a familia de intervalos {[t;,t;41]: i =0,--- , N — 1}.
E neste caso escrevemos 7 € D([s,t]). Além disso, dizemos que o calibre de uma partigao
¢ |m| := max; (t;41 — t;). Em muitos casos trabalharemos com caminhos X : [0,7] — V e
escrevemos a diferenca em dois pontos como X, := X; — X, para s,t € [0,T]. Por dltimo

escrevemos |li|m0 Z f(u,v) = a, se para toda sequéncia de partigoes (m,) < D([s, t]) tal
e [u,v]er
que lim |mn| = 0, temos que lim Z f(u,v) = a.

[u,v]emn
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1 Conceitos Basicos

Neste capitulo serdo apresentadas as principais defini¢oes e conceitos que
utilizaremos ao longo do texto. Nosso principal objetivo aqui é desenvolver uma teoria
capaz de integrar caminhos que, para a teoria de Young, nao sao suficientemente regulares.
Para isso precisamos nocao de regularidade bem definida, que no nosso caso sera a norma
a-Hélder, e de representantes (suficientemente regulares) desses caminhos irregulares, estes

serao os rough paths.

1.1 Regularidade Holder

Todos os resultados serdao baseados na regularidade Holder, entdao embora
simples, essa se¢ao serd de grande importancia. Uma observacao é que muitos (se nao
todos) resultados podem ser adaptados para p-varia¢ao, tomando os devidos cuidados com

respeito a condi¢ao de continuidade.

Definigao 1.1. Seja (V|- |v) e (W,]| - |w) espagos de Banach reais e f : V' — W uma

funcao. Se

HfH = sup ’f(y) - f(x)‘W < o0
T aayev ly — x|¢

para « € [0, +0) dizemos que f é a-Holder e escrevemos f e C*(V, W).

Observacao 1.2. Se a > 0, é imediato que f é continua. Dado ¢ > 0 se tomarmos

6= (I f1 e
ly—al <0 = [fy) = f@)] <|floly —2|* <|fl 0% =e

No caso de @ = 1 recuperamos a nogao de fungio Lipschitz. Para o > 1 e X : [0,T] — R,
suponha | X |, = M < co. A partir de agora, para s,t € [0,7'] denote X; — X, por X,,.
Dado 0 < s < ¢ < T considere a particio 7 := {t, ;= kN '(t —s)+s:k=0,---N—1} €
D([s,t]), entao

N-1 N-1
1 Xotl < D0 Xt | < ) Mltir — tx|* < MN((t = 5)/N)* = M(t — s)*N'™.
k=0 k=0

Como a estimativa vale para todo N temos | X, ;| = 0, isto é, X é constante.

Observagao 1.3. Paraa < e X : [0,T] — V, vale a desigualdade

X X 1
IXI, = sup e =

- < || X, TP,
sete0,1] |t — 8% seefor) |t — 8|° [t — s]oF 115

em outras palavras temos C® < C®.
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Vamos ver que a inclusdo acima é de fato estrita.

Exemplo 1.4. Considere X : [0,1] — R dado por X; = t“, para algum « € (0, 1), observe
que para todo 0 < s <t < 1 como 0 < 1—s/t <1, temos |1 —s/t|* = |1 — s/t| e
11— (s/t)*] < |1 —(s/t)|, entdo
s L= (sl _JL— s/t _
t—sle [1=(s/D)]* 1=/t

| o

1 — |X|, <1

|t =0l
mas veja que para todo € > 0

“]

Se s = 0, é facil ver que = 1, entdo | X, = 1. A conta acima mostra que X € C%,

.t =0 o1
lim ——— = lim — = 400,

t—0 ’t — 0|O‘+5 t—0 t€

isto é, X ¢ C**=.

Observagio 1.5. Seja f € C*(V,W) e g € C°(W,U), entdo para todo = # y

[fogty) = Fog@)] < Iflala) —g@)* < Ifla 91§ ly =2 = [f o gllag < 1] 9l

isto é, foge C*(U,V). Mais do que isso, esta inclusdo é 6tima, no sentido que nao
podemos garantir que a composi¢do pertenca a C? para algum ~ > «f. Utilizando o

exemplo passado para criar um contra exemplo, considere f(t) = t* e g(t) = t°, entdo
fog(t) =t istoé fogeC¥\C.

Agora sera apresentado um lema que serd utilizado no Teorema de Lyons
referente a integrais rough, além disso é um resultado interessante sobre o comportamento

local de fungoes a-Holder.

Lema 1.6. Seja a € (0,1], h>0e Z:[0,T] = V um caminho tal que

Zs
12, = sup 2

s<t:|t—s\§h’t - 3|a

Entao
1Z]|, <M (1v2r*'T %),

Zs
Demonstracao. Vamos mostrar que |t| ’t||a é menor ou igual a M (1 v 2h0"1T1’a). O caso
—s

|t — s| < h é imediato por hipétese. Suponha entdo que h > |t — s|, defina t; = (s + hi) A t
it — s |t — s

parat =0, --- , N. Veja que SN<1+ e t;y1 —t; < h para todo i. Entao

N—-1 N—-1
|Z87t| < Z |Zti7ti+1| S Z M|ti+1 - ti|a
i=0 i=0

< NMh® < h°M (1 + |tzs|>

=h* M (h+ |t —s]) < 2h* M|t — s|.
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Portanto
1Z]|, <M (1v2r* 1T %),

1.2 Rough Paths

Como queremos desenvolver uma teoria deterministica da analise estocastica,
estamos preocupados especialmente com uma regularidade que inclua o Movimento Browni-
ano. O Teorema da Continuidade de Kolmogorov, assegura que um Movimento Browniano
é quase sempre a-Hoélder para todo a € (1/3,1/2). E como a teoria de Young cobre o caso

a € (1/2,1], nos limitaremos a estudar o caso de o € (1/3,1/2].

Outra observacao é que como quase todos os resultados mais importantes do
texto requerem compacidade, nos limitaremos a caminhos definidos em intervalos fechados.

Mas nada nos impede que a definicao seja sobre dominios ilimitados.

Defini¢do 1.7. Sejam a € (1/3,1/2], X : [0,T] -V e X:[0,T]* - V ®V, entdo o par
X = (X, X) é um «a-Hélder rough path se:

. HXst V®2
i) | X|a<0e |X|gg:= sup ———— < ©
) H HOé || HQOt ste[0T] |t _ S|2a ’

ii) (Relagao de Chen) X; = X, ,, + X+ + X5 ® Xus para todo s,u,t € [0,T].
Escrevemos entao ([0, T], V) como o espago de a-rough paths em V. Dizemos que X é
o levantamento de X.

Notacao 1.8. Como veremos na préxima observacao as vezes nos ajuda em pensar o

levantamento com o dominio em um simplexo denotado por
Nor ={(s,t)e[0,T]?:0<s<t<T}.
Observacao 1.9. Veja que, tendo em vista a Relagdo de Chen, de imediato ja podemos
inferir algumas propriedades do nosso levantamento.
a) Primeiramente como para todo ¢ € [0,7"] temos X;; = 0 entdo

e =X + X4 + X @ Xy = X4 = 0.

b) Outra propriedade é que embora o dominio seja [0, T]?, X é unicamente determinado

por seu valor sobre Ag 7, pois
Xpt =X + X + X s @ Xt
como X;; =0e Xgp = — X5

Xt,s = _Xs,t + Xs,t ® Xs,t'
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c) Mais do que isso, basta sabermos os valores de t — (X, Xo;), pois
Xop =Xos + Xt + Xos X5y = X = Xo — Xos — Xos @ Xt
Neste sentido, um rough path X; := (X, Xo,) ¢ de fato um caminho em V@ (V V).

Observacao 1.10. Seja (X, X) um a-rough path e F': [0,7] - V ® V uma funcio de
classe C?®. Se Xs,t = X, + Fi 4, entao a dupla (X, §§) caracteriza um a-rough path. As
condicoes de regularidade sdo imediatas. . a Relagdo de Chen ¢ conferida com uma conta
rapida

Xs,t = Xs,t + Fs,t
= Xs,u + Xu,t + Xs,u ® Xu,t + Fs,u + Fu,t
= Xs,u + Xu,t + Xs,u ® Xu,t~

Alternativamente considere (X, X) e (X, X) € €%([0,T],V). Defina G := XX,
aplicando a Relacao de Chen
Gs,t = Xs,t - §~§s,t
= Xs,u + Xu,t + Xs,u ® Xu,t - Xs,u - §~§u,t - Xs,u ® Xu,t
- GS’u + Gu,t‘
Em particular G5; = Gy —Go s, que significa que G representa incrementos de um caminho
t— G07t.

Obtemos entao uma relacao biunivoca, o que essencialmente significa que para
todo a-rough path (X, X) o levantamento X determina todos os levantamentos possiveis,
a menos da soma de incrementos de um caminho F € C?®. De imediato vemos que o

levantamento nunca seré unico.

Embora no geral uma nocao de levantamento canonico nao esteja bem definida,

para caminhos mais regulares temos uma escolha natural.

Definicao 1.11. Dado um caminho X de regularidade Lipschitz, sabemos que X €

C*([0,T],V) para todo « € (1/3,1/2]. Definimos o levantamento candnico como

t
Xs,t = J Xs,r ®dX7‘7
onde a integral em questao ¢ a de Riemann-Stieltjes.

Observagao 1.12. Com relagdo ao tensor dentro da integral veja que

¢ ij & t
Y,®dX, | = lim Ve ® X, | = lim Yi®X!, = J YidX7.
(J ) <|ﬂ.|4}0 Z 5 ’ > Z E )

m|—0
s ! [u,v]en s
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Vamos mostrar que o levantamento canonico de fato induz um rough path.

Observe que o objeto acima satisfaz a condicao de regularidade, pois

t
‘Xs,t’ = J Xs,r ®er = hmO Z Xs,u®Xu,v
s Il [u,v]em
< lim | Xow ® Xuw = lm - > [ Xl [ Xl
|7|—0 |7r|—0
[u,v]em [uvler

< lm > oL X o = ol € 21X [ Xy - 8
T [u,v]em

— Xy <0,

isto ¢, X € C** para todo a € (1/3,1/2]. E a Relacdo de Chen vale, uma vez que

rt

Xs,t = XS,T ® dXT

rt t
= Xr®er_sz®er
J;t S

= XT‘ ® er - Xs ® Xs,t - Xu ® Xu,t + Xu ® Xu,t

ru t

= Xr®dX7" + J Xr®dX7‘ _X3®Xs,u _Xu®Xu,t +Xs,u®Xu,t
J;u h t

= Xs,r ® er + J Xu,r ® er + Xs,u ® Xu,t

Js

= Xs,u + Xu,t + Xs,u & Xu,t-

]

Defini¢ao 1.13. Em €*([0,7],V) podemos definir a semi-norma [|X||, = [X|o +
V|| X|24. Esta norma ¢ dita homogénea, no sentido que dado o operador dilatagao associado
a A € R dado por §,(X, X) := (AX, >X) temos que [|5,(X)],, = MIX][,-

Veja que para todo para (X,X), onde X e X sdo constantes temos que a

(X, X)|[, = 0, entao [|-||, é apenas uma semi-norma.

Definigao 1.14. Dados X,Y € €([0,7],V) definimos a pseudo-métrica ndo-homogénea

pa(X,Y) i= X = Vo + [X = V.

1.3 Rough Paths Geométricos

Como queremos desenvolver uma teoria de integracao, queremos que de alguma
forma ela se assemelhe com o célculo de primeira ordem. Lembre-se que para X : [0,T] — V,
Y :[0,T] — £ (V, W) dois caminhos de regularidade Lipschitz e 7 € D([s, t]) uma partigao
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qualquer para 0 < s <t < T, entao

Z YuXu,v+ Z Yu,va: Z YuXu,v+Yu,va

[uvler [uvlem [uvler

= D, YX, - Y.X,

[u,v]en

= (YX)s,t'

Aplicando o limite sobre qualquer sequéncia de partigoes tal que |m,| — 0 temos a

propriedade
t t
f Y, dX, + J dY, X, = 1 X; - Y, X,

S S

comumente conhecida como integracao por partes. Com ela em mente, veja que o levanta-

mento canonico X é tal que
2Sym(Xsﬁt)i’j = ;]t + Xilt
= f X!, dX] + f X!, dX}
+ o 3 o o o
= J X, dX) + J XldX; — XX, — XIX;,
= XiX? - XX - X(X{, - XIX,
= X! X7,
Este calculo motiva as seguintes definigoes.
Definigao 1.15. Seja a € (1/3,1/2] e X = (X, X) € €°([0,T],V). Se
Sym(Xsy) = ;Xs,t ® Xst,
dizemos que X ¢ fracamente geométrico e escrevemos X € 6,*([0,T],V).
Defini¢ao 1.16. Dado X = (X, X) um a-rough path. Se existe sequéncia X" = (X", X") €
¢*(]0,T],V) tal que
i) X" é continuamente diferenciavel por partes;
ii) X" é o levantamento canonico;
i) pa (X, X") 2225 0.
Dizemos que X é geométrico e escrevemos X € Cﬁgo’a([(), T],V).

Observacao 1.17. De imediato, como toda funcao continuamente diferenciavel satisfaz a
integracao por partes, sabemos que todo a-rough path geométrico é fracamente geométrico.

Além disso é possivel observar que para todo 1/3 < a < 8 < 1/2

¢2([0,T],V) = €*([0,T], V) < €([0,T], V),
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onde a inclusao é estrita e podemos considerar V' com dimensao infinita. Caso o leitor se

interesse sobre, recomendo a leitura de [GNS22].

1.4 Rough Paths em Grupos de Lie

Embora os objetos acima ja estejam bem definidos, pode ser interessante
entender os rough paths como caminhos em certos espagos algébricos. O objetivo principal
desta se¢do é demonstrar como a teoria especializada para o caso « € (1/3,1/2] esta de

acordo com a teoria geral.

Definicao 1.18. Dado V' espago vetorial sobre R (no nosso caso de dimensao finita),

definimos a dlgebra tensorial truncada de V', como o espago
T*(V)=ReVae(VeV)
munido do produto
(a,b,¢)® (a, 5,7) = (aa,af + ab,ay + b® B + 7c).
Escrevemos também T2(V) = {(a,b,c) € T*(V) : a = n}.

Observagdo 1.19. Entendemos entdo um a-rough path como X, ; = (1, X, X, ;) € TE(V),

de modo que a Relacido de Chen se encaixe perfeitamente com a definicao do produto
KXo Xyt = (1, Xou + Xty Xoo + Xyt + Xo @ X)) = (1, X, X p) = Xt
Observagao 1.20. Dado (1,b,¢) € TZ(V)
(L,b,e)® (1, -b,b®b—2¢c) = (1,-b,b®b—c)® (1,b,¢) = (1,0,0)

e como (1,0,0) é o elemento neutro de T¢(V) temos que (1,b,¢)”" = (1,-b,b® b — ¢),
portanto TZ(V) é um grupo.

Definigdo 1.21. Em T77(V) podemos definir a norma
1
X = 5 (N(X) + N(X), onde N(Lbe) = max{yb|, «/2]c|}.

E portanto a distancia
ix.Y) - X @ Y.

Proposicao 1.22. i) Se (X,X) e ([0, T],V), entdao o caminho
t— Xy = (1, Xoy, Xoy) € TE(V)

¢ a-Holder com respeito a métrica d;
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i) Set — X, é a-Holder, entio (X,X) e €*([0,T],V), onde (1, X,;, Xs;) = X, ' ®@X,.
Demonstracao. i) Dado 0 < s <t < T, veja que

X' @X; = (1, —Xos, Xo0.s ® Xo.s — Xo.s) @ (1, X0, Xo4)

= (1, X0+ — Xos, Xos ®Xos — Xos — Xo,s ®Xor + Xoy)
(1 Xs,ta XO,t - XO,S - XO,s - ®Xs,t)
= (

1 Xs,tuxs,t) = Xs,t

onde na tultima passagem foi utilizada a Relagao de Chen. Com uma conta rapida

vemos que
-1

(Xgl ® Xt) = (17 _Xs,t7 Xs,t ® Xs,t - Xs,t)

como

Xt S NX 1t = 81% [ Xoe ® Xl S IXIG 1= 5P e [Xoal < IXgq [¢ — 5™

-1

temos que N (XS_1 ®Xt) N (XS_1 ®Xt) < Clt — s]?, isto é,

d(X, X1) _

[t — s
Concluindo que X é de fato a-Holder.

ii) E imediato que se X for a-Hélder entdo X e X possuem a regularidade desejada,

pois
1
SV X X)) < 1L X Xl = X7 @ X < X, [t = 5]

entao,
[ Xoal < 20X, [t =5 e [Xoel < 2X[3 [t = s[*.

Por ultimo a Relacdo de Chen é obtida pelo produto

(1, X4, Xs4) = Xs_l RX; = Xs_l ® X, @X;1 ® Xy
= (17 Xs,U7 X&u) ® (L Xu,ta Xu,t)
= (17 Xs,t> Xs,u + Xu,t + Xs,u & Xu,t)-

Portanto (X, X) € €([0,T],V).

Definicao 1.23. Definimos também trés operadores importantes:

1
i) log(1,b,c) = <O,b,c— 2b®b>;
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1
ii) exp(0,b,c) = (1,b,c + 2b®b);
iii) (Colchete de Lie) Para b,y € V, definimos [b,y] =bQ@y—yR@be VR V.

Observagao 1.24. Como uma conta rapida conseguimos a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff

1 1
exp(0,b,c) ® exp(0,y, z) = <1,b,c+ 2b®b) ® <l,y,z+ 2y®y>
1 1

= <1,b+y,z+2y®y+c+ 2b®b+b®y>

1
= (1,b+y,c+z+2(y®y+b®b+2b®y+y®b—y®b)>

1 1
= (1,b+y,c+z+2[b,y]+2(b+y)®(b+y))

1

= exp <O,b+y,c+z+2[b,y]>

Definigao 1.25. Para [V, V] denotando o fecho do conjunto spang{[v,w] e V®V :v,w €
V'} definimos a dlgebra de lie

g?(V)=Ve[V.V]c (V).
E definimos também o grupo de lie
G*(V) = exp (g*(V)) = TE(V).

Observagao 1.26. Como nesse texto s6 serao trabalhados espagos de dimensao finita
temos que [V, V] = Anti(V ® V). Seja 0 : VRV — V ®V a aplicagdo linear tal que
f(v®w) = w®v para todo v, w € V. Veja que para todo [v, w] € [V, V] temos 0([v, w]) =
O(v@uw—w®v) =w®v—vQuw = —[v,w], isto é, [v,w] € Anti(V ®V). Alternativamente,
se x € Anti(V ® V') entdo = = Z a;i(e;®ej —e;®e;) = Z a; e e € [V, V].
irj ]

Observacao 1.27. Veja que G*(V) é de fato um grupo, pois exp(0,0,0) = (1,0,0) é o
elemento neutro. Dado (0,y,2) e V@ (V® V), temos

1
cap0.9.2) @0, 3. ~) = eap (0.~ 2 =2+ 4l =] ) = (1,0.0)

obtemos o mesmo resultado para exp(0, —y, —z) ® exp(0,y, z). Apenas resta mostrar que
G*(V) é fechado pelo produto, mas ¢ imediato da formula que calculamos. Dados b,y € V

ec, ze|V,V], temos

1
61’])(0, b7 C) ®€1’p(0,y, Z) = exp (O7b + y,c + 2= §[b> y]) € BI‘p(V@ [‘/7 V])
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Proposicao 1.28. i) Se (X,X) € €,*([0,T],V), entdo o caminho
t— Xy = (1, Xo¢, Xo,)
estd em G*(V).
it) Se t — X, € G*(V) € a-Hélder, entio (X,X) e € ([0,T],V), onde (1, X, X,y) =
X' ®X,.

Demonstra¢io. Em ambos os casos a regularidade ja foi conferida na Proposigao (1.22)

1 1
i) Como Sym(Xyy) = 5 X ® Xy temos que X, =2 X, @ X, € Anti(VRV) = [V, V],
com isso em mente, veja que

1
X; = (1, X0, Xo) = exp (OyXO,hXO,t - §X0,t ® XO,t) eexp(V@I[V,V]) = Gz(v)
ii) Alternativamente,

1
exrp (07 Xs,ta Xs,t - §Xs,t ® Xs,t) = (1, Xs,t; Xs,t) = Xs_l ® X € exp(V ® [V> V]))7

1
como o operador exp é injetor X, — §Xs’t ® Xs1 € Anti(V ® V') o que significa que

1
Sym(Xs4) = §Xs,t ® X¢, concluindo assim que (X, X) € €.*([0,T], V). |

Com essa proposicao podemos definir um dos objetos mais importantes da
teoria de rough paths generalizada. Mesmo que em nosso texto ele nao seja utilizado,

escolho introduzi-lo caso o leitor se interesse pela analise de caminhos mais irregulares
(< 1/3).
Definigdo 1.29. Para N e N, s < t € [0,T] e € C™([0,T],V). Definimos o mapa

N
assinatura (de ordem N) como S™(z),; € P V', onde a k-ésima casa é dada por

1=0
t e 9
SN(x)];t—f J J dz,, @dr,, ® - Q@ dz,, .

Observacgao 1.30. Como no nosso texto nos limitaremos a N = 2, temos uma forma

explicita para a assinatura, dada por

t
Sz(aj)s,t = (17 xs,taJ Ts,r ® dwr) .

Além disso a Proposicio (1.28) nos diz que S*(-),, : C"P([s,t],V) — G*(V).

O que nos motiva para uma ultima definicao, a norma de Carnot-Carathéodory.
Novamente, um objeto crucial para anélise de caminhos de menor regularidade, porém

para nés nao sera importante.
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Definicao 1.31. Dado g € G*(V), escrevemos a norma de Carnot-Carathéodory como
1 .
fole: =t { [ a1l € €2([0,11.7) ¢ 5% =
0

Por fim, opto por nao trazer com grandes detalhes estes resultados para o texto,
mas conseguimos obter uma caracterizacao interessante para os rough paths fracamente
geométricos. Caso o leitor se interesse, recomendo a leitura dos Apéndices (A.1) e (A.2).
Além disso o capitulo 7 e 8 de [FV10] estd muito bem escrito desenvolve de maneira

extensa esse carater algébrico da teoria.
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2 Movimento Browniano como Rough Path

Como no capitulo passado definimos rough paths como caminhos, de forma
trivial podemos estender a definicdo para processos estocasticos apenas adicionando o
aspecto probabilistico sobre os caminhos. O objetivo deste capitulo entao é apresentar a

nocao de movimento Browniano como rough path e garantir que este objeto existe e esta
bem definido.

2.1 Critério de Kolmogorov

Antes de tudo, temos uma definicao natural.

Definigao 2.1. Seja (€2,P) um espago de probabilidade e uma familia
{X(w) = (X(w), X(w)) € €°([0,T], V) : we Q}
entdo dizemos que X.(-) é um a-rough path aleatério.

Assim como o movimento Browniano tradicional, precisamos de um teorema
anadlogo ao Critério de Kolmogorov para garantir a existéncia de um movimento Browniano

como rough path.
Teorema 2.2 (Critério de Kolmogorov). Seja X := (X, X) um a-rough path aleatorio,

1
onde ¢ =2, 8> — e C constante tal que para todo s,t € [0,T] temos
q

HXS,t”Lq < C|t - S|ﬁ e HXS,t La/2 < C’|15 - S|257 (21)

Entdo para todo a € [0, 8 — 1/q) existe uma modificacio X := (X,X) de X e varidveis
aleatérias K, € LY e K, € LY? dependendo de « tais que para todo s,t € [0,T1]:

[Xor(w)] < Kot —s|* e [Xou(w)] < Ka(w)t = s

Em particular, se B —1/q > 1/3 temos que para todo o em (1/3, 5 — 1/q) a modificacio X

em um a-rough path aleatorio.

Demonstragdo. Vamos assumir sem perda de generalidade que 7' = 1, defina a sequéncia

de particoes diddicas m, := {k27"; k =0,1,...,2" — 1} e as varidveis aleatorias

K, = Itnax|Xt’t+27n| e Ky :i=max|X;; o-n|.
ETn temy
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Entao
E Z |Xt t4+2— n| Cq|77n’13q — 0‘12 n(Bg—1)
tem, | n|
Kil<E Z |Xt,t+2—n|% < ﬁC’%|7rn|25g = O3 nBa-1),
temn Tn

onde a segunda desigualdade de cada linha é uma aplicagdo direta da hipétese (2.1).

Fixe s <tem:= U m, € m € N tal que |71 < t— s < |m,|. Entéo [s,t)
n=0
pode ser escrito como uniao disjunta de intervalos com extremos em U T, onde temos

n>m
no maximos 2 intervalos no mesmo 7,. Podemos definir a particio s <7 < --- <7y =1

tal que 7; € U Ty

n>m
Segue que
| Xl < ol |Xsn+1| S Z [ Xririn | < Z Ky,
=0 n=m+1
— N—-1
‘X87t| = XTi:TiJrl + XS,Ti ®X7'z‘77'i+1 < Z (|XT¢,7'@'+1’ + ‘XS,Ti XTin'L+1|)
- i=0

N
N-1
< Z X | oax ‘Xs Ti

N—
Z Xoimipal
i=0 j=0
2
<2 )] Kn+< > Kn> .

n=m-+1 n=m+1

A partir dai, usando que |t — s| > |m,11], temos a estimativa a-Holder

[ Ko < )] L 2K, < )] 2Kn 22

|t - 8|a n=zm+1 |7T"+1‘a n>m+1 | n| n=0

[
n

Com K, definido podemos avaliar sua norma

Z | n|a l/q Z | n|a’ n‘ﬁ /g _ 22C2na IB+1/q)

n=0 n=0 n=0

| Kalze =

n=0

onde na segunda de&gualdade usamos novamente a hipétese (2.1). Como o <  — 1/q

temos que a norma ¢ finita, isto é, K, € L.
Da mesma forma temos

2
| Xt 2K, 2K, )
|t—s|2a< 2] . Z o | SKat K

n=m+1 |7Tn+1|2a n=m+1 |7T"+1|

aqui K, := 2 Z | ’2 , entao
n

n=0

‘K HLq/2 Z

n=0

ERY2 < 3

n=0

|7Tn\25 2/ < Z 20 22Me=B+1/a)

| ’fl|2a n=0

| |20¢
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onde na segunda desigualdade usamos mais uma vez a hipétese (2.1). E como a—5+1/q < 0
temos que a norma é finita, isto ¢, K, € L2, Em particular esse argumento nos da que

| X o, [IX]2a < 00 quase sempre.

Agora vamos estender o argumento para todo [0, 1]. Para cada ¢ € [0, 1] tome
uma sequéncia (t) < 7w tal que t;, — t. Como X e a-Holder em 7 defina X, = ]}im X, -
—00

Pelo Lema de Fatou temos
1X; — Xy e < liminf | X, — X[ 10 <liminf C|t — t,]® =0,
k—o0 k—0o0

entdo X; = X, quase sempre, isto ¢, X ¢ de fato uma modificacdo de X. Além disso, para

qualquer s,t € [0, 1] e quaisquer sequéncias em 7 tais que sy — $ e tx — ¢ temos
< _ . . a o
[ Xl = Jim [Xo o | < lm Kofty — sg[* = Kot — s[*.

Veja que pelo mesmo argumento, se t = s mesmo que (si) e (tx) sejam sequéncias diferentes
klim Xs, = klim Xi,, 0 que significa que X, ndo depende da escolha de (tx) que fizemos no
—00 —00
inicio deste paragrafo.
Similarmente, para qualquer par 0 < s < t < 1 escolha sequéncias (si) e
(ty) tais que s, /" s ety \, t e defina XSJ = klim X
—00

S < s <t <t temos

Usando a Relacao de Chen e

Skilk

Xskytk = Xsk,s + Xs,tk + Xsk,s ® Xs,tk

= Xsk,s + Xs,t + Xt,tk + Xs,t ® )(t,t;C + Xsk,s ® Xs,tk'
Entao

HXsk,tk - XS,tHLq/2 = HXS;C,S + Xt,tk + Xs,t ® Xt,tk + XS;C,S ® Xs,tk HLq/2
< Xsslpare + 1Xet oo + 1 Xsell o 1 Xl o + 1 X sl o [ X el 1o
< Cls — s + Clt — tu|*" + C?|s — t|°|t — t4|” + C?|s1, — 5|°|s — t1|°

k=0 .

Usando o lema de Fatou novamente e a estimativa acima temos

k—in

Hgs,t - Xs,tHLq/Q < hm lﬁg HXsk,tk - XS,t”Lq/Z = O,

entao Xs,t = X, quase sempre. Da mesma forma
|§§S,t| = kll—I}C}O |Xsk,tk| < kh_)HOlOKa“k — Sk|2a = Ka|t — 8|2a

mostrando que X;; nao depende da escolha das sequéncias. |
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2.2 Movimento Browniano Como Rough Path

Definicao 2.3. Dado B um movimento Browniano, definimos os levantamentos

t t
Eg? = f Bs,'r X dBr € ]Bittmt = J BSJ« ® OdBT,

S S

onde a primeira integral representa a integral de It0 e a segunda a de Stratonovich.

Proposicdo 2.4. Dado B um movimento Browniano ¢ B = (B,B™), entdo para todo o

em (1/3,1/2) temos que B € um a-rough path aleatério a menos de modificacio.

Demonstragio. O resultado sai diretamente do Critério de Kolmogorov (Teorema (2.2)),

entao basta verificar as hipoteses do teorema.

o Primeiramente, vamos verificar a Relacao de Chen

Bs,u + Bu,t + Bs,u ® Bu,t = Bs,u + Bu,t + Bu ® Bu,t - Bs ® Bu,t

t U

=Bs,u+Bu,t+J Bu®dB,,—J B, ® dB,
ru b t ’ t U

- | Bs,r®dBr+f Bw®dBr+f Bu®dBT—J B, ® dB,
ru U t U

:,J BT®dBT—J Bs®dBT+J BT®dBT—J B, ® dB,
:t s u s

= J Bs,r ® dBr = Bs,t;

S

e Norma L? de By,

HBS,t

= [t = s["2Bi| , = 1Bal o It = 5]

” Iz

« Norma L%? de B,., aqui vamos usar a Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

(Teorema (A.3)) para obter nossa estimativa. Para isso, lembre-se que a integral de

. ~t
[t6 é martingale e sua variagao quadratica é dada por lj B, ®d BT] =\ | Bs,r|2d7‘,
S

t Js

t
J \BS,T|2dr

sup !Bs,r\"/2] < Coplt — s|”

entao

q/47]

t
J Bs,r & dBr

s

q/2
E[|Bs:|"?] =E < CypE

< Cq/Q‘t — S‘q/4E

re[s,t]

o que implica que |B, |, . < Cs‘/q]t — 5.

Entao com = 1/2 e ¥q = 2 as hip6teses do teorema sao validas temos que B € € (a

menos de uma modifica¢ao) Ya € [0,1/2). |
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Observagdo 2.5. B"® nao é geométrico. Utilizando a férmula de It6 utilizando d; ; para

denotar a funcao delta de Dirac, temos

Onf(By) = 5i,kB£,t + 5j,ch§,t7

f:BteRd'_)Béth7t€R:> ;
7 Oxaf (Bt) = 61100 + 050

Entao
. vt ) o 1t o 1 o

B.,Bl, =0+ J B! ,.dB] + J B! .dB] + 2[ d[B,B’] + 2f d|B’,B']

— B + B = B;',th,t — B, BY]

s

= Bi,th,t — (t — s)5z~7j

s,t

= Sym (Bs,t) 7é Bs,t ® Bs,t'

[

Antes de fazermos o mesmo para o levantamento de Stratonovich, lembre se

que para N semimartingale continuo e M semimartigale, temos que vale a seguinte férmula

t t
1
f M, o dN, = f MdN, + 5 [M.N],.
0 0

A |
Entdo temos que B} = BLY + §[B , B+, onde
([B, Blss)™ := [B', B']s; = (t — )0, ;¢; @ ¢; € RT @ R

Proposicao 2.6. Dado B um movimento Browniano e B = (B,IB%S”‘”), entdo para todo o

em (1/3,1/2) temos que B € um a-rough path geométrico a menos de modificagdo.

Demonstragao. e Relacao de Chen:
|
Bg,ttrat = IB%E? + 5[37 B]s,t
. . 1
= B, + B, + Bou ® Buy + 5[ B, Bl
Strat 1 Strat 1 1
= Bs,u - §[B>B]s,u +B - §[B7B]u7t +Bs,u®Bu7t + §[BaB]s,t

u,t
= Bgzat + BE?{at + Bs,u ® Bu,t;
 J& argumentamos na Proposigao (2.4) que B é a-Holder a menos de modificagao;
e Se definimos ¢ : (s,t) € Ap — (t — 5)d; je; ® e; € R @ RY, temos que

|5 1-2 : 1-2
Oloa = sup ———< sup (t—s) e e =T"d < w©
H H2 s<te[0,T7] |t - 8|2a s<te[0,T]( ) ; H H

E pela Proposicao (2.4) temos que B ¢ 2a-Holder a menos de modificacio, temos
que Bt — B 4 ¢ admite modificacdo 2a-Holder;



Capitulo 2. Movimento Browniano como Rough Path 29

o Agora para a parte geométrica

[Strat; ij | gStrat ji _ [pltds ij | ;[Bi7 Bj]s,t LBIOs B ;[Bj7 Bl
— B i 4 B i 4 [T Bj]&t
= BBl — B, B']sy + [B', B’
= Bé,th,t
= Sym (Bfftrat) = B ® By

Portanto, com os argumentos acima temos que Bt e ¢, a menos de modifi-

cagao. |
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3 Integral Rough

Neste capitulo iremos dar significado a integracao sobre rough paths. Para
isso, precisaremos de uma ferramenta que garanta a convergéncia de somas de Riemann
suficientemente regulares, além de uma classe de objetos para os quais a no¢ao de integragao
sobre rough paths seja bem definida. Além disso, sera apresentado o Teorema de Gubinelli,
que garante a existéncia da integral. Em seguida, exploraremos diversos resultados que

serao de fundamental importancia para equagoes diferenciais.

Nota 3.1. A partir daqui é necessario que o leitor se atente com respeito ao modo como as
constantes aparecerem em nossas estimativas. Em particular, precisamos tomar o devido
cuidado com relacao ao carater uniforme da dependéncia sobre T' < 1, uma vez que essa
propriedade serd essencial para a garantia de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes

diferenciais.

3.1 Sewing Lemma

Nesta secao iremos trabalhar uma das principais ferramentas da teoria. O
Sewing Lemma, acima de tudo, é uma abstragdo da nog¢ao de integracao riemanniana.
Intuitivamente, queremos que uma funcao de dois parametros, suficientemente regular,
possa ser descrita (a menos de um termo com ordem 1+ ¢) como a diferenca dos valores de
um caminho. Além disso, a ordem do erro assegura a convergéncia de somas riemannianas,

que em nosso contexto traz uma nocao de integral.

Notacao 3.2. Seja £/ Banach, dada uma funcao definida em um simplexo Z: Ajg 7 — E,

para todo 0 < s < u <t < 7T escrevemos 0= ¢ i= Sst — Ssu — St

)

Teorema 3.3 (Sewing Lemma). Seja (E,|-|) um espago Banach e Z: A — E um
mapa continuo tal que
025 00| < At — s|'** (3.1)

para constantes ¢ > 0 e A = 0. Entdo existe unico caminho IZ : [0, T] — E que satisfaca
IEO =0e
T2, — Eoy] < CAJt — s|'*® (3.2)

para alguma constante C' = C(e). Além disso,

IE,,; = hmo Z S (3.3)

658 u ~ .
Observagao 3.4. A Hipétese (3.1) e |02, := sup 0% < 0 530 equivalentes. Em

s<u<t’t - S’lJrE
particular podemos tomar A = |02, ..
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Nota 3.5. A demonstragao a seguir foi, em sua maior parte, baseada no texto do Allan
(ver [All]), com excegdo do argumento que garante a aditividade de I, o qual foi adaptado
da ideia apresentada por Denis Fayel presente em [FLO6, pg3]. Além disso, utilizaremos
a notagao de Hairer (ver [FH20]), uma vez que ela comunica melhor a propriedade de

continuidade do mapa Z.

Demonstracao. Em resumo, a prova consistird em avaliar as somas sobre uma sequéncia
de partigoes pré estabelecida. Utilizando a completude de E provaremos que a sequéncia
das somas parciais converge. Mostraremos por tanto que este limite define um caminho
que satisfaz as Propriedades (3.2) e (3.3).

Dado (s,t) € Agr, considere m, := {t = s+i27"(t—s)| ¢ =0,---,2"} a
sequéncia de parti¢oes diddicas de [s,t], tal que o mesh é |m,| = 27"|t — s|. Defina

27 —1

n
I = Z SN

Se u é o ponto médio do intervalo [¢]', 7, ], temos

2" —1

n n+1 __ -
Ist - Ist Z 5&—4tf,u?,t?+1a

o que implica

2n—1 2" —1 1
n n+1 — +e
‘I — I Z ‘5“'5 wttiy Z )“twrl t;
=0
2n—1

_ >\|t— S|1+z—: Z an(lﬂ-:) _ /\|t— 8|1+627n5.
Com isso temos também que

0 [0s} kas k
n n+1 o1+ —n(l+e) _ _ o1+ —®©
E ‘Ist I < At —s|7F E 2 =\t — s 51 —5= 0,

o que em particular mostra que a sequéncia (I;‘t) ¢ Cauchy. Como FE ¢é Banach, sabemos

que esta sequéncia converge e dizemos que
n
I = hngO I,

Por eliminacao telescopica

—ke

< At — 5079 2

L1 = L

ee}
n n+1
2 [st_[st

em particular temos que a convergéncia é uniforme sobre (s,t). Além disso,

1
1-2

Lo — Ese| = [y — 12| < — At —s|', (3.4)
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1
que na notagao de (3.2) escrevemos C' = o= Como = é continuo, temos que I" é

continuo. Isso com conjunto com o fato da convergéncia ser uniforme, temos que / também

é continuo.

Veja que pela defini¢ao I é semi-aditiva, no sentido que para todo u ponto médio

de [s,t] temos ];f:“l =1}, + 1, e quando n — oo temos I ; = Iy, + I, ;. Agora queremos

estender esta igualdade para todo u = [s,t] que pode ser escrito como s + %(t — s) para
keNei=0,---,k. Paraisso, vamos provar que [ é o inico mapa semi-aditivo que satisfaz
|Iss — 24| < C|t — s|'"® para C uma constante qualquer. Suponha v outro mapa com as
propriedades citadas e defina w,; = I,; — v, tal que |wss] < |Ls| + |vs] < Ot — s|'*5,

usando essa estimativa em conjunto com a semi-aditividade de w temos
l4+eg—¢
|ws e < [wsul + [wur| < Clt = 5|72

repetindo o argumento iterativamente (tomando novamente os pontos intermediarios de
cada intervalo) obtemos

lwss| < C|t — s|'T277e

para todo n € N, o que em particular significa que w = 0, ou seja, I é tnico.
0
Considere um k € N, entdo para ¢; = s + —(t — s) defina

k

k—1

Ust = Z [Civci+1'

1=0

Veja que se k = 2m, entao

m—1
Ust = Z ]Ci15i+1 + Z ]Ci,Ci+1 = Usu + Uy,
=0

=m

onde a ultima igualdade obtemos usando a semi-aditividade de I, para que os indices

dentro dos somatoério se alinhem com o modo que definimos v. Similarmente, se k = 2m + 1

m—1 k
Usit = 2 Teeiir + Lep e T Z Iejein
=0 i=m+1
m—1 k
= Z Ici,Cz'+1 + ]Cm,u + Iu76m+1 + Z Icz',ciﬂ
=0 i=m+1

= Vs + Uypt-

Além disso, com uma conta rapida vemos que

k—1 k—1
ES,t - EciycH»l = Z 5ECi,Cz‘+1yt < (k - 1))“t - S‘H_E’
=0 1=0
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entao
k—1
Vst — sl = | ) Leiesyr — st

=0
k—1 - -

< szcz+1 Z Scicipa| T Z =cicivl “St
=0 i=0 i=0
k—1

=) 1+¢

< |]C¢,Ci+1 - “Ci,ci+1‘ + (k - 1))‘|t - S|

=0

< Ot — s|'*e,

para algum C' constante. Pela unicidade estabelecida, temos que v = I. O que mostra que

Iy = I, + I, para todo u da forma s + (t — s). Note que o conjunto de pontos desta
forma sdo densos em [s,t] pela continuidade de I podemos estender essa igualdade para
todo u € [s,t].

Uma vez que temos essa propriedade podemos definir ZZ,; := I; de modo que
I=s; = Iy e T=) = 0. E substituindo em (3.4) obtemos (3.2). Veja também que pelo

argumento de unicidade de I obtemos a unicidade de Z=.

Por tltimo considere qualquer particdo m = {s =ty <t; < -+ <ty =t} €

D([s,t]) para (s,t) € Agr, utilizando novamente eliminagao telescopica

E I‘:‘tivtiJrl T St tig

A NZI
- tiv1 — t;
L =27 i=0

|t - S||7T|Ev

N

1—2—¢
entao

lim Zuw = LZg 4.
|7r‘*>0 k) I’
[u,v]er

Lema 3.6. Defina C3°([0,T], E) como o conjunto de fungies = : Agr — E tal que
o = |Ely +I0Z]5 < o0, para 0 < a <1 < 3. Entdo o mapa T : C3° ’([0,T],E) —

‘ ‘

C*([0,T], E) ¢ linear e continuo.

Demonstragao. Primeiro trataremos da linearidade, veja que para z, y € Co([0,T], E) tais

que [0z 4, [|6y[; < o0 e para A € R observe que

‘)\Ixs,t + Iys,t - )\xs,t - ys,t‘ < ‘)\Ixs,t - )\xs,t| + ’Iys,t - ys,t’
< NCy (6] g |t = s + Co Syl 4 It — 5]°
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e XZxy + Zyy = 0. Logo por unicidade temos que Z(Azx + y) = \Zz + Zy.

Veja que para a linearidade e para o lema nao exigimos a regularidade a-Holder,
j4 para a continuidade precisaremos. E direto por (3.2) que o mapa esta de fato bem
definido, pois para = € C3°([0,T], E)

’IEs,t’ < ’IEs,t - Es,t| + ’Es,t’
< C 024 [t = sI” + =], It — 5]

< (eTP== oz, + |21, ) It - sl
Por tltimo considere =, A € C3?([0,T], E), entdo

T2 — Ty = |TZ6; — Say + Sy + TAgs — Dy + Ayl
S|NTZst —TAst — Zst — Dt + |Zst + At
SIZE-A)sp = (E = A)sel +[Es + Asy
<G 02 = 0A| 4t = s|” + |2 = A, [t — 5],

para alguma constante C; = C((). Entao

7=~ TA|, < TP |02 — 64, + |2~ Al,, < C[E - Al, .

onde a constante C' pode ser tomada como Cy(1 + T77%). [

Para ilustrar o poder do Sewing Lemma, iremos demonstrar o Teorema de
Young-Loéve. Observe que o teorema que originalmente possui uma demonstragao extensa
e trabalhosa, agora torna-se um corolario. Para uma abordagem completa do teorema é
recomendada a leitura de [FV10, ch6].

Teorema 3.7 (Young-Loéve). Sejam X € C*([0,T],V) e Y € C*([0,T], L (V,W)) com a,
B e (0,1] e+ B > 1. Entao a integral definida por

t
J Y,dX, == lim > Y, X, (3.5)

m|—0
0 Il [u,vlem

existe para todo t € [0,T], onde m sao partigoes tomadas sobre o intervalo [0,t]. Além disso

temos a estimativa

t
f YidX, = YiXyo| < C IV, 1 X, [t — s+ (3.6)

s

para todo (s,t) € Aogr e alguma constante C' := C(a + ).
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Demonstragao. Defina Z;; := Y, X, entao para todo 0 < s <u <t < T temos

0t = Zst — Esu — Sut
=Y X5 — YiXsu — YuXuy
=Y Xy — YVuXuy
= (Vs = Yu) Xup = —YouXuy
= [0Zsut] = [YsuXusl
< Yl gp [ Xl
<|Ylglu—sl” |1X1, [t —ul®
1Y lg 1X 1, 18— s]+7.

N

t

Como a+ (8 > 1 podemos aplicar o Sewing Lemma, que garante a existéncia de J Y, dX, =

et = ‘li|rn0 Yy Xyp. Além disso, aplicando (3.2) com A = ||V, |X], obtemos
e [uv]en
exatamente (3.6). [

Agora sera apresentado uma estimativa que codifica estabilidade da Integral
de Young. Esse proximo resultado sera usado no comego do Capitulo 6 para garantir a

existéncia de solugao de equacgoes diferenciais no sentido de Young.
Proposicio 3.8. Sejam X, X € C*([0,T],V) e Y, Y € C*([0,T],L(V,W)) para «,
g€ (0,1] tal que a + > 1. Entdo

0

0 <0 (1% = Yol + [y = ¥1,) 10 + (%] + [71,) [ - X],)

(07

para alguma constante C' = C(«, 5, T) que pode ser tomada uniformemente sobre T < 1.

Demonstragio. Para E,, 1= Y, X, , € 2., 1= Y, X, definar A, , — Z,, — Zy, tal que

|5As,u,t| = ‘5Es,u,t - 5és,u,t| = ’Y:e,uXu,t - S}s,u)?u,t’
< HY:@,U - Y/'s,uHOp |Xu,t| + H}N/S,UHOP ‘Xu,t - Xu,t‘
< (JY = V], 1%L, + 71,1 = X1, ) 1t = sle+?.

Aplicando o Sewing Lemma, obtemos ZA, a estimativa
T80~ B < G (¥ = P, 11, + ¥, 1 - X],) It s+
e as somas de Riemann

w|—0

t t
Iy = lim [u%]ﬂ Ay =1lim > (E,0—Eu) = f Y,dX, — J Y,dX,.
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Além disso,
Yoo = VoXoa| < [V = V[, IX1, 1t = sl + |7, X = X[ = sl
< (o= Yol + 72|y =¥, ) 1X10 + (%] + 77 [¥],) |X = X[, ) £ = sl

Juntando tudo temos

t t

s

S|ZAs: — Age| + | As

< Co (¥ = Y1 1X0 + V], X = X, ) e = sl
s (o= ol + 72 |y = 71, ) IXT + ([F6] + 7|71, ) X = X[, ) e = sl
Entao

t t
J Y.dX, —f V4%,

s

< (oYl + [y = ¥],) 1],

«

(6] + 1¥],) 1x - X,)

onde a constante C' pode ser tomada como (1 + Cp)(1 + T%). Observe que C pode ser

tomada uniformemente sobre T' < 1. [ |

3.2 Rough Paths Controlados

Veja que s6 precisamos definir = de modo que 625, = O(|t — s|'*¢) para
assegurar a convergéncia das somas riemannianas. Mas veja que no caso de Young o
que garante a aplicacdo do Sewing Lemma é o fato de a + f > 1, entdo nao temos a
garantia da existéncia de integrais do tipo f F(X,)dX, para por exemplo F : R - R
Lipschitz e X € C*(R,R) com a < 1/2. Com o objetivo de estender o alcance de objetos
integraveis iremos introduzir um conceito que nos ajudara futuramente com o problema

da regularidade.

Definigao 3.9. Se X € C*([0,T],V) dizemos que Y € C*([0,T],W) é controlado por X
se existe Y/ € C*([0,T], £ (V,W)) tal que existe um resto R*, onde

Yoo = Y{Xou + R,

com |RY |2 < oo. Entdo dizemos que o par (Y,Y’) € 23([0,T], W) é um rough path

controlado e dizemos que Y’ é a Derivada de Gubinelli de Y com respeito a X.
Nota 3.10. Em 2% podemos definir a seminorma
[V, Y[x20 == [Y '] + | B 2.

Observagao 3.11. Utilizando as estimativas do Lema (3.18) temos que (F(X), DF(X)) €
710, T), L(V,W)).
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Definigdo 3.12. Dado X = (X,X) € €*([0,T],V), (Y,Y') € 22 ([0,T],L(V,W)) e

s < t contidos em [0, T'] dizemos que a integral rough existe se o limite

t
J Y,dX, := lim (YiXuo + YIX00), (3.7)

existe independente da escolha da sequéncia de partigoes (m,,) € D([s,t]) tal que |m,| — 0.

Como estudado anteriormente, sabemos que é suficiente que a soma das regula-
ridades seja maior que 1 para que a Integral de Young exista. No caso de caminhos menos
regulares, precisamos de um termo extra que ird atuar como regularizador, aqui no caso

temos Y/X,; para assegurar a convergéncia.

Teorema 3.13 (Gubinelli). Seja T' > 0, seja X = (X,X) € €*([0,T],V) para algum
a>1/3e (YY) e 22 ([0,T],L(V,W)). Entio existe C := C(a) tal que

i) Existe a integral definida em 3.7;

it) Para todo s <t € [0,T] temos a estimativa

t
J VodX, = Yo Xor = ViXoi| < C(IX], [RY |, + 1Ko [YIIE = 5P (3.8)

s

iii) O mapa de D3 ([0, T], L (V,W)) para 23([0,T],W) dado por (Y,Y') > (Z,2') :=

(J Y,.dX,.,Y | € mapa linear continuo entre espagos de Banach e temos a estimativa
0
12, 2" x 20 < [V o+ 1Y oo Xl + CT(1X N [R5 + XK Y710 (3.9)

Demonstragao. Nosso objetivo aqui é usar o Sewing Lemma. Para isso, defina =;; :=

Y;Xs,t + Y;/Xs,b Veja que

0Zsut = YiXot — ViXo0 — Yo Xu: + ViXg — ViXg 0 — YoXy s
=YXy — YauXus + Y (Xgp — Xu) = ViXyy
= —YeuXut + Y (Xus + Xsu ® Xoy) — Vi Xy
= —VouXup + V(X ® Xoy) — VI, Xy
= —(You = YiXou) Xus — Y, Ky
= _Rquu,t - Y;/,uXu,t7

onde na terceira igualdade utilizamos a Relacdo de Chen. Observe também que na quarta
igualdade identificamos o operador Y] de L(V @V, W) em L (V,L(V,W)). Entao as
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hipéteses do Sewing Lemma sdo verificadas, uma vez que

|5Es7u7t| < HRzuHop |X'u,,t| + HYS,auHop |X“’t|

N

|RY [, = s X 1t —ul® + Y7 = 8] X g [t — ul*
(IR [y 15X o+ 1Y 1K ) £ = 5]
— [0Z]g0 < [BY g0 1X o + 1Yl X, -

N

t

Como resultado, garantimos a existéncia de J
S

Y,dX, =I5, = lim > Y, X, ,+Y/X,,
=0 u,v]em

e por (3.1) obtemos a Estimativa (3.9).

Agora para iii), veja que = € CS', pois
Ztl < NY oo 1X o [t = 81"+ 1Y g XK [ =P < (1Y 1o [ X o + T NY o 1K) 8= 5[

Pelo Lema (3.6) sabemos que | Z||, < . Como definimos Z' = Y também ¢é direto
que |Z'|, < oo. Resta provar que R? possui regularidade 2, para isso veja que Rit =
Zs1 — Ys X4, entao por (3.9) temos

‘RsZ,t‘ S |R5Z,t — Y{Xa| + VX,

Zst = YoXo = VX gl + [Vl [Xgq [t = s*

C (R oy 1K o+ 1Yo 1K) 1 = 8% + 1Y) [X g It — 522
= |R?|,, < OT* (|RY |, 1 X0 + 1Yo [Xll0) + 1Yl 1Kl 20,

N

N

mostrando assim que (Z, Z') é de fato um elemento de 25*([0, 7], W). Além disso, com

uma conta rapida temos

HZ7 Z/HX,QQ = HZ,HO& + HRZHQa
<Yl + CT* ([RY o 1 X o + 1Yo 1K 20) + 1Y 10 1K

A continuidade serd demonstrada na préxima se¢do, mais precisamente é

corolario imediato do Teorema (3.25). |

Observagdo 3.14. Se (X,X) € €*([0,T],V), (Y,Y") € 2 ([0,T],L (V.W)) e (Z,2") €
D ([O, T],V) para V, V e W espacos de Banach. Pelo Teorema (3.3) podemos definir

¢
f YudZu = IEs,ta onde Eu,v = YuZu,v + YU/,Z{LXU,'U (310)

Aqui h&d um cuidado a ser tomado com os dominios. Identificamos Z!, €
L(V,V) com o operador v @ w — v ® Zyw em L (VQV,VQV) e identificamos Y, €
L (V, L (V, W)) de forma canonica em L (V RV, W)

—
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Veja que

YiZor =Yl —YuZuy = —YsZuy — YuZuy = —YsuZuy
Y[ Z Xy = Y] Z X5 = YV Zi Xy = Y Z(Xsy — Xsu) — Y3 Z, X
= Y] Z(Xup + X ® Xuy) = VuZ, Xy
=Y{Z (X5 ® Xup) = (Y'Z')5uXus,

entao

0Zut = —YouZup + Y ZU( Xeu ® Xut) = (V' Z') 50X
= —(Y/Xu+ RY) Zuy + Y. ZU( X @ Xup) — (V' Z') 50X
= VX (Z, Xus + R.) — RY\ Zuy + Y] ZU( X0 ® Xuy) — (Y'Z') 50Xy
= Y XouZy Xy + YIXu R — RY, Zuy + YIZU( X ® Xug) = (V' Z') 50Xy
= Y7 (Xeu ® Xuy) + Y X R, — R Zuy — (V' Z') s u Xt

reforcando que estamos abusando a notacao de Y’ e Z’, uma vez que na tltima linha
alternamos os espacos que essas aplica¢oes atuam no primeiro termo da soma. Desta forma

podemos calcular sua norma

‘K,Z;,U(XS,UC@XILJ)‘ < HYZ”
‘Y;/Xs,uRZt‘ < HY;/Xs,u’

u,

‘R}ef,uzu’t‘ < HRiuHop|

Y12 Kt — V2Kt < IV | 20Kt = 20Kl + 1V, = Vil 122K
Yo | 2Kl + Ve, 12

Zi

lop [ X ® Xl < Y10 1Z7] 11X [ — s

RZHZoz ‘t o 5‘30‘

Op’

op | Bt < Y20y [ Xl [RE] < Y] 1X]
Zu7t| < HRYHQQ HZHa |t - S|3a

op‘ OlH

< Yo 12710 1K ey + 1Y 1270 1K 50 )18 = 17

s|3a

Se denotarmos respectivamente os elementos que multiplicam [t — por \; para i €

{1,2,3,4} temos entao que
||6Es,u,tH < (/\1 + )\2 + )\3 + )\4)|t - S|3a7

o que garante que podemos usar o Sewing Lemma. Além disso o lema também nos da a

estimativa

t
f YadZy — ViZoy = Y!Z/X0t| <C v+ da+ N+ ) i — s (3.11)

s

O

Observacdo 3.15. Dadas duas funcoes com dois pardmetros =, = € CQB com [ > 1 tais
que |25, — Z,4| = O(|t — 5/7), entdo os mapas gerados pelo Sewing Lemma sdo iguais, i.e.,

— —
— — —
—_— —_—
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De fato, considere uma partigao qualquer 7 € D([0,T]), entao

Z B — Zup| < Z Clu—v =C Z lu —v| - |u— v

[uv]er [u,v]em [u,v]em
<C > Ju—v|- |7t = T,
[u,v]er

isto é, Z B0 — Zuwl = O(|7)*Y) = Z B — o] ——— = O portanto 7= = TZ.
[u,0]er [u,v]en

Alternativamente, se |Z,, — Z,,] = o(|t — s|) o resultado continua sendo o

mesmo, pois dado C' << 1 existe § tal que para todo |v — u| < ¢ temos a desigualdade

1240 — Auy| < Clv —ul, entdo se escolhemos uma partigao w5 € D([0,7]) de tal forma

que |ms| < & obtemos

Z Eun — Suw 2 Clu —v| <

[u,v]ems [u,v]ems

como o argumento vale para qualquer C' temos novamente que lim Z w0 — Zuw] — 0,
=0 [uv]em

portanto 7= = I=. ]
Observacdo 3.16. Para um caminho Lipschitz X € C™([0, 7], V) temos o levantamento

canoénico X, = f X ®dX,. Considere agora um caminho Y € C*([0,T], £ (V,W)) para

algum « € (1/3,1/2), entdo para qualquer caminho Y’ € C*([0,T], L(V ® V,W)) tal que
(V,Y") e 232([0,T], L (V,W)) defina Z,, = Y, X,., (veja que é exatamente a funcio que
pelo Sewing Lemma nos dd a Integral de Riemann) e A, , = YV, X, + Y, X,,, (a fungdo
que define a integral (3.7)). Veja que

t
[ 1=t 3 (Xl < i Xy o=l = X b= s

0
[uv]er Il [u,v]er

entao temos

Xs,t = s,r

t
| < f X., ®dX,|

t t
_ j X 4] < X I — 5] f 14X,

2
< HXth |t — 5|27

isto €, |2 — A,

¢ = V!X, = O(]t — s]?), usando a observacio passada temos que a
t

t
Integral de Riemann-Stieltjes de fato coincide com a rough, isto é, J Y. dX, = | Y.dX.

S
Exemplo 3.17. Na tultima observacao ¢ importante que o levantamento seja o canonico,

caso o contrario os resultados podem ser diferentes, vejamos um exemplo onde isso acontece.
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Considere o € (1/3,1/2], f um caminho de classe C**([0,T],V ® V) e X,
X e ¢([0,T],V) tal que X; = X; e Xy = Xyy+ for. Se (Y, Y') e 232([0,T], L (V,W)) =
7% ([0, T), £ (V,W)), entao

T 5 T T
| viax, = | vax, « | v,
0

0 0

onde a segunda integral ¢ de Young.

De fato, ¢ facil ver que os espacos coincidem pois se (Y,Y’) € 23, entdo
Ry =You = Y{Xoo = Y!for = Ry, = Yifuu
e tomando a norma temos
[RY [l < TR [0 + 1Y 1o 1f -

Veja que por Gubinelli as integrais de Y com respeito a X e X existem, entéo

T
[ v = i ¥ vin
0 Il [u,v]er
= lim DY fuw + YKy = VX + Yo Xy — Yo X0
= [wvler
= lim YoXuw + Y (fuo +Xyo) — lim YoXuo + YiXos
|7|—0 [UUZ]@T ’ (f ’ ’ ) |7|—0 [u;]er ’ ’

T B T
= f Ker - J Y7‘er7
0 0

onde a primeira igualdade é valida pois a + 2a > 1 entdo podemos aplicar a Integral de
Young. ]

Agora sera apresentado um resultado que pode ser interessante em certos casos.

O Teorema de Lyons no nosso contexto é uma aplicagao direta do Teorema de Gubinelli.

Lema 3.18. Dada func¢io F .V — L(V,W) de classe C?, (X,X) em €*([0,T],V) para
algum o € (1/3,1/2). Defina Y, := F(X,), Y/ := DF(X,) e R, := Y, — Y/X,, entio
Y)Y eC* e RY eC®™ ¢

[Yla < [IDF|oo]X]a

V'] < |D*F]n] Xl

1
|BY o < SID*Fllo| X5

Demonstragio. Como F é de classe C? entdo F e DF sao Lipschitz e temos as estima-

tivas |F(X)s| < |IDF| o] Xssll € |[DF(X)ssl < |D*F| | Xst]- Aplicando elas de forma
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respectiva temos

F(X)s X,
1P = sup Xl o yppy, Xl ppy ),
s<te[0,T] ’t_5| s<te[0,T] |t_ ‘
DF s X
IDF(X)a = sup W2FEEd g popy, el _ypepy ix),
s<te[0,T] ’t_5|a s<te[0T] | |a

Pelo resto de Taylor, para todo s < t € [0,T] existe £ € [0, 1] tal que
F(X,) = F(X.) + DF(X,) Xy + 3 DF(X, + €X,0)(Xor, Xo0)
— |RY| = [gDF(X, + €X0) (Xt Xor)| < 3 IDPF el Xol
— R} o < g IDF o X2,
|

Definic¢ao 3.19. Dado X = (X,X) € °([0,T],V), F: V — L(V,W) e s < t contidos

em [0, 7] dizemos que a integral rough de I1-forma existe se o limite

T
J F(X,)dX, = lim Y F(X,) Xy, + DF(X,)X0, (3.12)
0 " [u,v]emn

existe independente da escolha da sequéncia de partigoes (m,) € D([0,77]) tal que |m,| — 0.

Teorema 3.20 (Lyons). Seja X = (X,X) € €%([0,T],V) coma > 1/3 e F :V —

L (V,W) de classe Cf, entio a integral rough definida em (3.12) existe e temos a estimativa

< C|Fcz (IX15 + 1 X o X 2a) [t — s[>
(3.13)

t
f F(X,)dX, — F(X,)X,, — DF(X,)X,,

s

para alguma constante C = C(«a). Além disso, temos

| Fovax,

< Gl Flgg (X, v IXIE") (3.14)

[0

para alguma constante Cy = C1(T, «).

Demonstragdio. Utilizando o Lema (3.18) temos que (F(X), DF(X)) € 23([0,T], W).
Com isso o Teorema de Gubinelli garante a existéncia da integral e a Estimativa (3.9) em

conjunto com o Lema (3.18) temos

t
J F(X,)dX, — F(X,)X,, — DF (X)X,

S

< o (10, 3 1DFIL X2 + ¥l 10°F 151, ) 1 o

< CIFlez (1X[18 + 1X ol X2a) [t — s>
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Para (3.14) s6 precisamos aplicar a desigualdade triangular sobre (3.13)

[ Fexax,

s

N

t
J F(X,)dX, — F(X)Xs: — DF(Xs)Xs | + |F(Xs) X5t + DF (X)X 4

s

< O Fllez (IX15 + 1XJalXl2a) [t = sI** + [ Fllgz 1 X, [t = sI% + 1 Fll 2 1X]q [t = s|*
a 2 a 3 a
< 20| Fllea (IXlo ¢ = sl* + IXG1E = s* + IIX5 1 = s1*) -

-1/

Considere p = ||X]||, e h = p~ /. Entao para todo par s < t tal que t —s < h, em

particular p'/|t — s| < 1, disso sabemos que
| Zoal < 2C|Fllca (plt — s|” + palt — s|** + Pt — s|*) < 2C' | Fcp 3plt — s|*.
Em outras palavras, [Z], , < 6C HF”cg p. Entao aplicando o Lema (1.6) temos
|Z]l, < 6C [Flez2p (1 v 20 T) S O [[Fllea (p v P,

onde a constante O pode ser tomada como 12C(1 + T)* . |

3.3 Estabilidade da Integral Rough

Essa se¢ao terd como objetivo desenvolver algumas ferramentas que serao

utilizadas para estabelecer resultados referentes a equagoes diferenciais.

Para falar de estabilidade precisamos de alguma nocao de distancia no espago
trabalhado. No nosso caso queremos medir a distancia de dois caminhos controlados por
caminhos diferentes, com objetivo de obter algum tipo de continuidade do mapa solucao

de equagoes diferenciais (veja o Teorema (6.8)).

Definigdo 3.21. Sejam X = (X,X), X = (X,X) € €*([0,T],V), (Y, Y") € 22%([0, T], W)
e (Y,Y") e 2%([0,T],W), entdo definimos

dy 300 (VY37 V") = [Y = Y]|0 + |RY = R g0

~ . ~ , , : !
Observagao 3.22. Veja que dy 5, ndo ¢ exatamente uma métrica, uma vez que (Y,Y")
e (Y,Y’) ndo estao no mesmo espago. E mesmo se estivessem (no caso de X = X), d ndo

consegue diferenciar (Y,Y”) de (Y + ¢X, Y’ + ¢) para qualquer ¢ constante.

Agora veja que para X = (X, X) € ¥“ fixo podemos definir o mapa
ix (YY) e D3 — (Y RY) e C* @ C3~.

Veja que se fixarmos também Yy = £ temos que tx é injetivo, uma vez que se tx(Y,Y") =
1x(Y,Y"), entdo

Y;f :€+Y;/X0’t+Ré/7t :f"i_}}t/XO,t +R(})~it = Y/t
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Desta forma podemos entender dy g o, (Y,Y';V,Y") como [|lex (Y, V") = tx(Y,Y")] 24 que

¢ uma seminorma.

Observacgao 3.23. Dados f,ge L(V,W) e x,y € V temos

[fx = gylw = [fz = fy + fy—zylw < |flo 12 = ylv + 1f = gl lylv- (3.15)

Peco para que o leitor sempre tenha essa estimativa em mente, uma vez que ela serd muito

utilizada daqui para frente.

Agora sera apresentado um teorema rapido que nos ajudara nos ultimos resul-

tados deste texto.

Teorema 3.24. Nas condigdes da Definicio (3.21), se os valores |Yy|, |Y'|w, | X, |YZ],

Y|, | X|la sdo limitados por R temos a sequinte estimativa
|V = Yo < Cr (|1X = Xa + Y5 = Yg| + T%dx 5 50 (Y. YV, Y))

Para alguma constante Cg := C(R).

Demonstragio. Para algum s,t € [0, T] considere a norma

Yoo = Youl = [V X+ RY, - VX - R
< V= VI Xl + V] X = Xl + |RY, — R,
<Y = Vo] X falt = | + [V ]| X = Xalt = s|* + | R = BY [lalt — s>,
onde usamos a eq. (3.15) para obter a segunda linha. Segue entdo que
[Y = Vo < 1Y = Vo] X + [V o] X = X[ + T B = B
(Y5 = Y5l + 7Y = Y'[a) [ X[la + [V oo X = X o + T |RY = RY |26
(Y5 = Y5l + 7Y = Y']la) R+ R|X = Xa + T*|R" = R |20
C (X = Xla + Y7 = 5| + Ty 300 (Y. Y'Y, V7)),

NN

N

onde C pode ser tomado como R + 1. [ |

Com esse resultado estabelecido, iremos agora para o teorema principal desta

secao.

Teorema 3.25 (Estabilidade da Integral Rough). Sejam X = (X,X), X = (X,X) €
([0, T, V), (Y,Y") e 23([0,T], L (V,W)) e (Y,Y") € 2%([0,T], L (V,W)) tais que os
valores |Yy |+ Y, Y| a2ar pa(0, X), Y3 +IY, Y |la2a € pa(0,X) sdo limitados por M. Defina
(2,2') = (J YdX,Y) e 222([0,T|,W) e (Z,7') := U Y/df(,f/) e 2%([0,T],W).
Entao valem 0?3 sequinte estimativas "
dy 390 (2,2',2,2") < Coy(1+ T*) (po(X, X) + [Yy = V5| + T%x 550 (Y, Y5V, V7)),
(3.16)



Capitulo 3. Integral Rough 45

1Z = Zla < Cas(1+ T2 (pa(X, K) + Yo — V| + Vg — Vil + i g0 (V, Y57, 77)),
(3.17)

para alguma constante Cyy := C (M, ).

Demonstragio. Para obtermos (3.16) precisamos estimar Y — Y|, + |RZ — RZHQQ. Por

(3.24) o primeiro termo ja estd estimado, entao basta verificar o segundo termo. Vejamos

t
Rit = Lsit — Z;Xs,t = J YdX — YsXs,t = IEs,t - Es,t + ng/Xs,ta
s

onde =, := Y, X, + Y, X;,;. Analogamente obtemos a igualdade com os elementos com til.

Para que a notacao fique menos carregada defina A := = — =. Entao temos que

’Rjt — RZ| < |(TA)se — Al + [y = ViRos| < CI0A[ o [t — 5P + [VIXye — VIR,
(3.18)

onde na segunda desigualdade utilizamos (3.2). Agora s6 nos resta abrir os termos da

estimativa

Esut 1= (YeXor = YiXow — YuXuy) + (VX — VX, — YV, Xy 4)
= —YouXus — Y, X + YI(Xou ® Xot)
= —(You + VX 0) Xue — Y] X
= R} Xut — Y] Xy
0Zgus = —RY Xup — V! Koupo

Usando 6A = 6= — §= obtemos

Y ¥ Y
|6AS,U¢| < ‘Rs,uXU,t - Rs,uXuyt

+ ‘Ys/,uXU,t - Ys/,uXU,t‘
< ‘R{u
< (&

+ Y =Y 1K) [t = s

|Xu,t| + ‘Y/s/,u‘ ‘X%t - Xu,t‘ + ‘Y/s/,u - Ys/,u‘ ’Xut|

Kt = K| + |, — RY,

|X - x|, +|R" = BY| X, + V], X~ X]
2c « 2a @ « 201

< (M[X = X|,+|R" =R M+M|K=X],, + |V =], M) - s
<M (pa(X,X) + dx 500 (Y, Y5V,Y)) Jt — s
— 043, < M (pa(X, X) + dy 590 (.Y Y,Y7))
Além disso, vale também
‘Y;/Xs,t - }N/:g/Xs,t‘ < ‘Y:g/’ ‘Xs,t - Xs,t‘ + |Yg/ - }N/:g/‘ ‘Xs,t‘
<Y g [X = Xy, £ = 8P+ Y7 = ¥ Xy, 2= s
< (MQA+TY)|X- XHM +|Y - Y’HOO M) |t —s[*
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Aplicando essas estimativas em (3.18) temos

|RZ = RZ|  <CoT |08 + 1Yl X = X, + [¥" = V] [X],
<CoT*M (Pa(X, X) + dx %20 (Y, Y'Y, Y//))
+ M ((1+ 1) [X=X],, + (Y5 - Y| + T [y' = Y7] )
<CoM [T* (pa(X,X) + dy 500 (Y, Y}V, Y))
+ (1 4+ T")pa(X,X) + Yy = Yy + Ty 500 (Y. Y5V, Y7))]
<C(1+T%) (|5 = 5| + pa(X,X) + Ty 550 (Y, Y3V, V),
onde C' = 2C,M

Para (3.17) basta aplicar (3.16) na estimativa do Teorema (3.24) lembrando
queZ =Y elZ =Y

1Z = Z|oa < Cr (| X = X, + Yo = V0| + Tdx 500 (2,2 2, 2"))
< Cu(1+ T (Yo = Yo| + Y5 = V5| + pa(X,X) + dy 500 (V.Y V,Y)),

onde C); pode ser tomado como Cr(1 + Cyy). [ |

3.4 Sewing Lemma Estocastico

Agora iremos trabalhar com uma versao aprimorada do Sewing Lemma tradici-
onal introduzida em [Lé20]. A ideia principal é desenvolver uma ferramenta que assegure a
convergéncia das somas de Riemann para processos estocasticos suficientemente regulares.

E como recompensa obtemos demonstracoes rapidas para objetos da teoria classica.

Antes de apresentar o lema, vamos desenvolver uma estimativa que sera usada

durante a demonstracao. Seja (2, F, (F;),_; . P) um espaco de probabilidade filtrado,

-----

Zi,...,Z, uma sequéncia finita de varidveis aleatérias L™ = L™(Q, F,P) para algum
m € [2,00) com valores em R? tais que, para cada i, as varidveis Zi,...,Z;_; sejam

Fi-mensuraveis. A partir de agora, denote E[ - |F;] por E;[ - |.

Definimos

:Zn]ZZ zn:Ez zn:Z ]EZ =: 51+ 5.

i=1 i=1 =1

Para S; nao temos muito o que fazer, entdao considere a estimativa

n
1Stz < D NEZil
=1
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Veja que S, é um martingale, no sentido que

Ex[S2] = Ey [Zn: (Z; — EzZz)] - Zn: (ExZ; — ExE; Z;)

k—2 n
(BxZi — BkBiZi) + > (BaZi — BxEiZ;)
i=1 i=k—1
k—2 n
=Y (Zi-BiZ)+ Y. (BiZi —ErZy)
i=1 i=k—1
k—2
=) (Zi—E:Z)

Por Burkholder (Teorema (A.3)) temos

zan E;Z;)

n 7|
(Z 1Z; - Eizz-|2> ,
i=1
aplicando a desigualdade de Minkowski duas vezes

n 3
<Cn (Z 12 = EiZi@m)

i=1

1
< Cnm (Z (1Zill g + IIEZ-Zi|Lm)2> :

-

3=

52l m =

Lm/2

usando por tultimo a propriedade de contragao da esperanca condicional,

n 3
[Sa]l pm < 2C0m (Z Zilim)
=1

Assim temos uma boa estimativa para S, dada por

n n %
[Szm < D IEZill m +2Cim <Z |Zi||im> : (3.19)
i=1

i=1
Teorema 3.26 (Sewing Lemma Estocéstico). Seja (Q F, (‘Ft)tEOT ]P’) um espaco de
probabilidade filtrado e = : Ajg ) — L™ um mapa continuo com m = 2, tal que para todo
s<t, 255 =0 eZ,; € F-mensurdavel. Suponha também A\, s = 0 e e1,e5 > 0, onde as
sequintes inequagoes valem para todo s <t
IEs0Z st < A1]t — 8] (3.20)
10 gt < Aalt — 5|27 (3.21)
Entao, a menos de modificacio, existe inico processo estocdstico Fi-adaptado e
L™ -integravel IZ = (IZ),cpopy tal que ITEq =0 e

HIEs,t - Es,tHLm < /\101|t — S|1+€1 + )\202|t - S|%+62 (322)
|Es (TZ51 — Zst) | pn < MChJt — s' (3.23)
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para duas constantes Cp; = C1(e1) e Cy = Cy(eq).

Além, disso, para todo par (s,t) € Aoy, temos que

LTNDIES < (3.24)
[u,v]er

Observagao 3.27. Observe que se assumirmos (3.20) a Propriedade (3.21) é equivalente a

10Z 0t — Be0Zaut] o < Aalt — 5|27 (3.25)

Demonstracio. Aqui a estratégia é exatamente a mesma da demonstracao do Sewing
Lemma, porém precisamos tomar os devidos cuidados com os aspectos estocasticos da

nossa nova fungao =.

Fixe um intervalo [s,¢] < [0,T]. Denote por (m,) < D([s,t]) a sequéncia de

particoes diddicas. Para cada n > 0, definimos

L= Z St
st z"L+1

Considerando novamente u como o ponto intermedidrio de [¢7,t7,,], temos

2" —1
n n+1l __
Ist Ist - Z 6‘—'t ug t g
2" —1 2" —1
= D, EpdSpare, + ) (fﬁt?um — B0 up ml)
i=0 i=0
_.Qn n
I Sl + S2 .

Pela Estimativa (3.19) sabemos que

2" -1

HSILHLW < Z HEt;L(SE’t?7“?7t?+1
=0

Lm

2m—1
1551 m < 2 (Z H5~tw wha )

Usando as Hipdteses (3.20) e (3.21) temos

[ I

2" —1 2" —1
I58m < 0 35 [ =1 = Al o 3 2700 < etz
=0

[N

1
2n—1 on_1 1
193] 1m < 2CmAa (Z [t — t?‘lwgz) = 20, Dot — 5|2+ <Z 2_"(1+262))
=0 i=0

= 20, \o|t — s|2te227 e

Entao
|12, = 1Y < Mt = s|'F5127790 4 20, Mgt — s[3 o227,
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Segue que a sequéncia (Igﬂt)n> | ¢ de Cauchy entdo o seguinte limite existe em L™

Loy = lim I3,
e satisfaz
0 —ke —ke
Ap27FE 20, Ag27 72
k +1 1 1+ m/\2 +
[ 1 <;€HI§3 < gy = s Sl s
isto é, a convergéncia ¢ uniforme. De imediato temos
1 2C
HIS,t = HIst SJHLW < Alm‘t 5’1+€1 + )\Qﬁ| 3‘24‘82

que conclui o argumento para a Estimativa (3.22). E como [Zt ¢ Fi-mensuravel entao I,

também tem que ser. Além disso, uma vez que E;S5 = 0 temos
E, [Ift — IS”;H] = E, [ST + 53] = E,ST,

que implica

o0 0
1B ot = Eatll g < D [Bs [12 = I = D 1BaST
n=0 n=0
X 1
< X ISFlun < Mgl = o
n=

Como I"™ : Ajgr) — L™, é continua e a convergéncia I', — I ; ¢ unifome.
Entao segue que I : A — L™ é uma fungao continua.

Semelhante a demonstracao do Sewing Lemma, iremos usar a mesma técnica
para mostrar que I é aditiva. Por brevidade, como alguns argumentos sao idénticos, pularei

alguns detalhes ja trabalhados. Por construcao, sabemos que I é semi-aditiva. Mais do

que isso é (a menos de modificacdo) a tnica fungao semi-aditiva tal que

||[5,t - Uil pm < AlCl‘t - $|1+81 + )\202|t S|2+62
= < _ o|1lter
S s s
HE ([St ‘—‘St)HLm x AlCl‘t S’

Suponha que v : Ajgr} — L™ é uma funcao semi-aditiva que satisfaz as inequagoes acima.

Defina wy¢ := I, — vs4. Entao

<Ot — s|7*¢

|E, (ws,t)l\m < Clt —s|'**

para todo 0 < s <t < T de modo que |t — s| < 1, para & = max{ej,e5} > 0 e alguma
constante C' = C(&).
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Se fixarmos (s,t) € Ag . Para n suficientemente grande (de modo que |m,| =
27"(t — s) < 1 considere n-ésima parti¢ao diddica de [s,t]. Entao pela semi-aditividade

temos
n_1

Wsit = Z (wtz ’t2+1>

i=0
Aplicando a Estimativa (3.19) temos

=

2" —1

wse| pm < Z HEt;l (wtf,t?H) HLm +2Cn (Z Hwty,tgl
=0

o que implica

2" —1 on_q
Jweil e < Clt = s+ Y 27059 4 9C, Ot — 5|5+ ( 3 2—n(l+2é)>

=0 =0

=

< (éyt — s+ 20,0t — s\%+€) 9,

Se n — o0, temos |wsy|,..» = 0, portanto v é uma modificagao de /. Considerando o
argumento ja trabalhado na demonstracao do Sewing Lemma a unicidade de I garante

sua aditividade (ver pag. 32).

Podemos entao definir 7=, := Iy, e temos que

I:*s,t = [O,t - [O,s = Ist

)

Em particular 7=y = 0, Z=, é F;-mensuravel e L™-integravel.
Por tltimo, dado (s,t) € Ajo,r] considere 7 = {s =ty <t <--- <ty =t} uma
particao qualquer de [s, t]. Entao usando

N—-1

Dot — Z Stisticn Z (I‘:'tiatiJrl - :ti,tiﬂ)

1=0

em conjunto com a Estimativa (3.19) e as Hipdteses (3.20) e (3.21) temos

N—

1 N—-1 5
Z HEtz (I“tz tig1 :‘ti,ti+1) HLm +2C, Z HI:‘ti7ti+1 T Stitig HLm
1=0 =0

Lm

=

1
N-1 N-1 3
< Z MG [t — 877 + 20, <2 ACF [tivr — a7 + X303 [tir — ti’1+262>
1=0 i=0

N-1 N-1 3
Z tivr — til [T + (Z [t =t |72 4 [t — ) |7T|2€2)
i=0 i=0

|w|—0
S

= C (Il + Jal3*er + e ) =5,
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onde €' = (A101 420, (A2C2 + Agcg)%). Disso deduzimos que lim > Z,, = =,

|| =0

em L™, [ |

Observagao 3.28. O lema assegura a convergéncia L™ das somas, entdo como resultado

temos também a convergéncia em probabilidade.

Como prometido, agora serd apresentado dois teoremas importantes para a

teoria estocastica, mas agora com demonstracoes simples.

Teorema 3.29 (Integral de Itd). Seja B um movimento Browniano em R? e f : R — R®

uma aplicagio de classe C° para algum B € (0,1]. Entdo a Integral de It6 definida por

T

[uvler

existe. Além disso a integral € um processo martingale.

Demonstragio. A demonstracao é uma aplicagao direta do lema. Defina =, ; = f(B;)Bsy,

temos entao

5Es,u,t = f(Bs) ® Bs,t - f(Bs) ® Bs,u - f(Bu) ® Bu,t = _f(B)s,u ® Bu,t
veja que

Hf(B)s,u ® Bu,tHTm <E [’f(B)s,u ® Bu,t|m] =K Uf(B)s,u " ’Bu,t|m]
<E[LA15 1Boal™ 1Bugl™ | < 1715 E|1Bou™ | E1Buil™]

< 15 | Bosall s | Butll om

assim, concluimos que

m — ”f”ﬁ ”Bs,u”gmﬁ HBU,t”Lm
< £l 1B s [ = 8172 | B o [ = ]2
<[ £llg 1Bl Gms | Bullpm [t = s]/2+27

_
(=

Além disso, com uma conta rapida obtemos

Es[f(B)s,u ® Buﬂf] = ]Es [.f(B)&u] ®E[Bu,t] = Es[f(B)s,u] ® 0 = 0

Com isso, aplicamos o teorema para g5 = /2, Ay = |/f|4 |By[7 s | Billjm € A = 0.
Como consequéncia temos que a integral esta bem definida. Também temos as seguintes

estimativas

< C | fll5 1Bl s | Bl o [t — s[/2572
rm

f f(Br) ® dBT - f(Bs> ® Bs,t
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l

t
isto é, E [J f(B)® BT] = (0 quase sempre. Em particular, esta ultima identidade garante

— O’
Lm

—E%£NM®&]

Lm ‘

E%fﬂ%@&—ﬂ@@&q

a propriedade martingale da integral. |

Teorema 3.30 (Variagao Quadratica). Seja M um martingale L* integrdvel e Fy-adaptado

em R, Assuma também que para todo s < u <t
1
[ My @ Myl 2 < CJt = 27
para constantes C' e € > 0. Entdo existe a variacao quadrdtica definida por

M|, = P-lim My & M, .
[ ]t |7r|_>0 [u;]Ew 7 7

Além disso, M @ M — [M] é martingale.
Demonstragao. Mais uma vez, o resultado é aplicagao direta do lema. Defina =;,; :=
Ms,t ® Ms,t- Entao
5Es,u,t = Ms,t ® Ms,t - Ms,u ® Ms,u - Mu,t & Mu,t
= (Ms,u + Mu,t) ® (Ms,u + Mu,t) - Ms,u ® Ms,u - Mu,t ® Mu,t
= Ms,u ® Mu,t + Mu,t & Ms,u-

Da hipdtese temos
168 0usl,» < 20t — s]7%=.
Além disso
IIE13555'5,u,t = EsMs,u ® IE:s]\Ju,t + ]EsMu,t ® ]EsMs,u = 07

o que garante que podemos aplicar o lema para A\; = 0. Entao definimos

[M], := IZ, = lim M,y ® M,

t 7|0

[uv]er

de modo que [M]y=0e
I[M]z = Mag ® Mol < Clt = 5|3+

Além disso,

IEs [[M]st — (Mgy @ Mgy) ]|, =0 = Eg[M]sy = E; [M,; ® M| quase sempre.
Utilizando a propriedade Ej [M;tMgt] = [E, []\/[;]\LJ — M.M]] obtemos
B [Myy @ My = B [M M, ] = By [M{M] — M{M]] = B, [M, @ M, — M, ® M,]"”.
Entao

E[M]sy = Es [M; ® My — M, @ My] — E, [[M]; — My ® M;] = [M], — M, ® M,
isto ¢, [M] — M ® M ¢é martingale. [
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4 |Integral Rough Estocastica

Neste capitulo iremos juntar os resultados do Capitulo 2 com os do Capitulo 3.
De imediato ja temos que os levantamentos de It6 e Stratonovich satisfazem caminho a
caminho as condi¢oes do Teorema de Gubinelli, entdo a existéncia da integral é obtida.

Além disso, apresentaremos a equivaléncia entre as integrais estocasticas com a rough.

4.1 Integral Estocastica

Como estabelecido no Capitulo 2, dado um movimento Browniano B : € x
[0,T] — R? podemos considerar o par B = (B, B"®) que ¢, a menos de modificagao, um
a-rough path quase sempre. Em outras palavras, existe conjunto N; tal que para todo
w € Nf o caminho B(w) estd em €*([0,T],R%) e P(N;) = 0. No que segue considere

N; < ) conjuntos mensuraveis de medida nula.

Proposicao 4.1. Assuma (Y (w),Y'(w)) € 25, ([0,T], £ (RY,R%)) pra todo w € N3.
Defina N3 := Ny u Ny. Entao a integral rough

T
f Y (w)dB,(w) = lim > VB, + Y,Bi,

0
0 Il [u,v]er

T

existe para todo w € N3. Escrevemos o processo estocdstico resultante como f YdB. Além
0
disso, se Y,Y' sdo processos adaptados, entdo quase sempre

T T
J YdB :J YdB.
0 0

Demonstragio. A existéncia da integral é garantida pelo Teorema (3.13).

Para provar a equivaléncia entre as integrais lembre-se que para qualquer
sequéncia de partigoes m, € D([0,T]) definimos a integral de It6 como
T
f YdB =P-lim ' Y,B,,. (4.1)

n— 00
0 [u,v]emn

Dado que a convergéncia é em probabilidade, sabemos que, a menos de subsequéncia,
temos também a convergéncia quase sempre, digamos em Nj. Defina agora N5 = N3 U Ny.
Nosso objetivo é mostrar que as integrais coincidem quase sempre neste conjunto. Comece

supondo que existe M > 0 tal que sup |Y'(w)|,, < M. Veja que em N

weN§

T T
> Y;Bu,ﬁf YrdBr—f Y,dB,
0 0

[

[uv]emn
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e com uma conta rapida para todo u < v < s < t temos que

E[Y’U{BU,U ’ Ys,Bs,t] [E[YéBu,v ’ YSIIBgs,tLFS]]

E
E [YJBu,v ’ YS,E[BSJ|~FS]]
0,

onde o produto denotado ¢ o produto interno usual e a tltima igualdade obtemos pois By

¢ martingale, portanto E[B,|F;] = B, s = 0. Veja entao que para todo m € D([0,T])

Z YSIBSJ = Z E[’YZBSJ‘Q]'

[s,t]em [s,t]em

2

E

Usado E[|B,|*] < C|t — s|* (provado na Proposicio (2.4)) temos

2

E[l Y VB, [= ) E[|Y;Bu,v|2]<oM2 M ol sP < OMTIxl,  (42)
[u,v]er [u,v]er [u,v]er
o que implica
2
EllY VB, | T%o0

[uv]em

Em particular, temos que Z Y,/B,., — 0 quase sempre em Nf, isto é, as integrais de
[u,v]er
fato coincidem com probabilidade 1.

Agora para o caso geral sup ||Y'(w)|,, = o0. Defina para todo M > 0 o tempo
weNE

de parada
(W) =T ~ninf{t € [0,T] : |Y/(w)| = M}.
Podemos entao aplicar o mesmo argumento para os processos (Y')™ e B™ para garantir

que

™ ™ TM TM
f Y,dB, :f Y™ B = f Y™MAB™ = J Y,dB,.

0 0 0 0
Por tltimo veja que 7 (w) — T a medida que M — 0. [

B Strat

Proposicao 4.2. Nas mesmas suposicoes da proposicao anterior, se B = , garantimos
T

as existéncia da integral rough YdB. Além disso se Y, Y' forem processos adaptados,

0
a covariagdo quadrdtica de'Y com B existe e quase sempre

T T
J YdB:f Y odB.

0 0

. 1
Demonstragio. Como BSY™ = BL'Y + f,;, onde f(t) = 5(25 — 5)1 temos

Sym (Bif;at) = Sym (IB%??) + ;(t —s) = ;stt ® Bs
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Como Y, = V!B, + RY,

Yy1Bsy = Y!By @ Byy + RY Byy = 2Y/Sym (BLY) + Y/(t — s)I + R),By, (4.3)

R 1
Se definirmos S, ,, 1= Sym (BE%) = i(Bu’v ® By, — (v —u)I), podemos aplicar o mesmo
argumento da ultima proposicao. Veja que

E 28| F,] =E[BL, B, — (v — u)d;;|F]

sei=j =>E[( )].7-'] (v—u)=0
sei#j = E|[B] Bl |F] =
entao para u < v < s <t
E[YiSuw  YiSsi] = E[E [YySuo - Y{Sss| Fol] = E[YySuo - Y/E[Ss| Fs]] = 0

Avaliando a norma L? como em (4.2), obtemos |h‘m Y/Su., — 0 quase sempre. Veja
170 L fer
também que
T
|h‘m0 Y (v—u)l = f Y dr.
| O

[u,v]er

Por ltimo,

2, RiuB.

[u,v]em

<R[, I1Ble Y 1t — 8P < |RY|,, 1Bl TlrPe M=% 0. (4.4)

[u,v]er

Aplicando os ultimos dois argumentos em (4.3) com a defini¢do de covariacao quadratica
temos

<Y,B>r:= lim Z YMBM:J Y'dr

\ﬂ%

Aplicando o Exemplo (3.17) temos

T T X 1 T
f Y;dBStrat _ J Y;«dBItO + = f der
0 0 2 0

e usando a proposicao passada conseguimos garantir a igualdade das integrais

T T 1 T
f Y, dBStrat — f Y.dB + 5 <Y,B>r= f Y, 0 dB,.
0 0 0

4.2 Foérmula de Ité Para Rough Paths

Do Teorema (3.20), concluimos que se V =R% W = R, X = (X,X) é a-rough
pathe G € C’,? (Rd, L (]Rd, ]Re)) entao
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Como V®V = Sym?(V) @ Anti*(V), temos
X = Sym(X) + Anti(X) =: S + A,
de modo que o segundo termo da soma é
DG(X,)Xy = DG(X,)Sus + DG(X,) A, .

Observe que se G = DF para alguma funcio F : R? — R, entdo DG = D*F é tal que
D?*F(v; ®vy) = D*F(vy ®vy). Disso, para todo i, j € {1,...,d}, usando a simetria de DG
e a antissimetria de A temos

DG(X,)Ai, = DG(X,) — Afi, = ~DG(X, )4

U,

isto ¢ DG(X,)A,, = 0. O que significa que para uma fungdo que gradiente outra a parte

antissimétrica de X nao tem influéncia nenhuma na integral.

Definigdo 4.3. Dizemos que X = (X,S) é um a-rough path reduzido e que X €
€*([0,T],V) se S toma valores em Sym?(V) e:

i) (Relagdo de Chen Reduzida) Ss; — Ssu — Sut = Sym(Xs, ® Xus);

ii) | X|a e |S|2a sao finitas para algum a > 1/3.

Veja que todo a-rough path X = (X, X) induz um reduzido definindo S =

Sym(X). Além disso, dado caminho X € C'“ definimos o levantamento canénico para um

a-rough path reduzido por S = - X, ; ® X, ;. Assim como no caso padrao de rough paths

2
esse levantamento nao ¢ tnico. O seguinte lema nos da uma caracterizacao de todos os

possiveis levantamentos.

- 1
Lema 4.4. Seja X € C* um caminho com a € (1/3,1/2]. Defina S = §Xs’t ® X4, entao:

i) (X,S)e %

it) Para todo caminho v € C** ([0,T], Sym®(V)) a perturbacio de S definida por S, :=

1 1
Ss,t + 5(775 - 78) = i(Xs,t ®Xs,t + ’75,15) é t(ll que (X7 S) € cgra;

iit) Por wltimo, todo a-rough path reduzido € dessa forma.

— — 1
Demonstracio. i) a) Sst—Ssu—Sut = i(Xs’t Xt — Xsu ® Xg oy — Xt ® Xoyt) =

1 1
i(Xs,t ®X5,u + Xs,t ®Xu,t - Xs,u ®Xs,u - Xu,t ®Xu,t) = §(Xu,t ®Xs,u =+ Xs,u ®

Xu,t) = Sym(Xs,u ®Xu,t)u
b) X € C%e|[S|aa = [X]alX]a < .
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.. . & 1
11) a) Ss,t - Ss,u - Su,t = Ss,t - Ss,u - Su,t + 5(73,1‘ — Vs,u — f)/u,t) = Ss,t - Ss,u - Su,t =
Sym(Xs,u ® Xu,t);

b) [Sloa < [[S[2a + [7]2a < oo
iii) Dado S tal que (X,S) € €, defina v; := 2S,; — X1 ® X, entao:

a) [vlza < I12S]2a + | X ® X |20 < o0;

b) Como para todo s,t € [0,7] temos que Ss; e X+ ® X, assume valores em

Sym?*(V') que é subespaco vetorial de V ® V, entdo 7., € Sym?*(V)

Observe que esse lema, em outras palavras, nos diz que fixado caminho X € C*
h& uma correspondéncia biunivoca entre levantamentos para rough paths reduzidos e

caminhos 2a-Hélder em Sym?(V).

Definigao 4.5. Dado X = (X, S) € €, definimos

[X] . [O,T] — Sym2(V), t— [X]t = XO,t ®XO,t - 2S0,t

Veja que [X] e C** e

[ X5t = X0t ® Xos — 2SS0 — Xo,s ® Xo,s + 250 5
:XO,S ® XO,s + XO,S ® Xs,t + Xs,t ® XO,S + Xs,t & Xs,t
— X0s® Xos —2(Sot — So.5)

1
:XO,S ® Xs,t + Xs,t ® XO,s + Xs,t ® Xs,t -2 (Ss,t + i‘sym(XO,s ® Xs,t))

:XO,S ® Xs,t + Xs,t ® XO,S + Xs,t ® Xs,t - 2Ss,t - XO,s & Xs,t - Xs,t & XO,S
At ® Xs,t - ZSs,t

dessa conta temos que [X];; = [X]or — [X]o.s

Proposigdo 4.6 (Férmula de Itd para Rough Paths). Seja F e C3(V,W) e X = (X,S) €
¢>([0,T],V) para algum o > 1/3. Entao, para todo t € [0,T)]:

F(X,) = F(X,) + f t DF(X,)dX, + ;f D*F(X,)d[X],, (4.5)

onde a primeira integral se refere a integral de 1-forma e a sequnda é uma integral de

Younyg.
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Demonstragio. Primeiramente considere o caso geométrico S = S, entdao [X] = 0. Usando

soma telescopica e série de Taylor temos que:

F(X) = F(Xo) = Y, F(X,) = F(X,)

[uvler
1
Z Xo) Xuw + 2D2F(Xu)(Xu,v ® Xyw) +7(lv—ul)
[uvlem
= Y| DF(X,)Xyy+ D*F(X,)Su, + r(jv —ul), (4.6)
[uvler

onde r(Jv — u|) é o resto de Taylor. Entao quando |7| — 0 temos que Z r(jv—u|) — 0,

[w,v]er

t
que aplicando na equagdo obtemos F'(X;) — F(Xo) = J DF(X,)dX,.
0

Agora para o caso ndo geométrico, considere S = S + [X]/2. Como F € C}
sabemos que D?F é Lipschitz em conjunto com X € C® temos D?*F o X € C*. Como

[X] € C** podemos aplicar Young para garantir a convergéncia

> D2R(X,) X, T f DPR(X,)d[X],.

[uvler

Continuando (4.6) temos:

Z DF(X,)Xuw + D*F(X,)Suu + D*F(X,)[X]uw/2 + 7(Jv — ul)

U’UETI’

- L DF(XT)er+Lt D?F(X,)d[X],.

Coroléario 4.7. Em particular, a proposi¢io anterior vale para qualquer a-rough path (ndo

necessariamente reduzido) se definirmos o colchete como [X]; = Xo ® Xo — 25ym(Xo )
Demonstragio. Considere S, := Sym(X,,) e X = (X,S), entao pela proposicio temos
t 5 1 t 5
F(X)o: = f DF(X,)dX, + QJ D?*F(X,)d[X],.
0 0

Para o segundo termo é suficiente observar que [X] = [X]. Para a primeira integral
usamos o fato de D?*F(X,,) ser uma transformacdo linear simétrica para afirmar que
D*F(X,) (Su» ® Anti(X,,)) = D*F(X,)Sy., entdo

J DF(X. = lim DF(X,) Xy, + D*FS,,
Il [u,v]er
|h‘m0 DF(X ) Xuw + D*°FX,,

JDF
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Juntando tudo temos
t 5 1 t 5 t 1 t
F(X)o: = J DF(XT)dXT—I—QJ D2F(X,,)d[X]T = J DF(XT)er+2J DQF(XT)d[X]T.
0 0 0 0
[ |

Exemplo 4.8. Veja que podemos obter a féormula de Ito tradicional deste resultado,
considere o movimento Browniano como rough path B = (B, B) com o levantamento de

[t6. Como

| t ot BBl _t5,, BB —t6,
QSg’isz;dBivth{LdB;: g

0 0 2 2 ‘= BB - [B", 5],

temos que
[B]:’ = B),B], — 2S¢’ = [B', B],.
Isso em conjunto com o teorema e o fato de que a integral de Itd coincide quase sempre

com a rough temos
¢ t
F(B) = F(Bo) + | DF(B)AB.+ | D*F(B)[BI
0 0

= () + [ DE@AB, + [ DF(B)B B,

4.3 Férmula de Ito Follmer

Definicao 4.9. Seja sequéncia de particoes encaixadas (m,) € D([0,77]) tal que |m,| — 0.
Entao dizemos que a fun¢ao X : [0,7] — R? tem variacdo quadratica finita no sentido de
Follmer ao longo de (7,,) se para todo t € [0,7] e 1 < i,j < d existe o limite

_ X7

u/\t)'

— Xt

unt

[X7, X7], == lim (X

vAt

)(le)/\t
Observe que por definigdo a variacdo quadratica é simétrica, dizemos que [X, X] é o

caminho resultante em Sym?(R?).

Lema 4.10. Seja X : [0,T] — R? com variacdo quadrdtica finita no sentido de Féllmer

ao longo de (m,). Entdo:

i) t — [ X, X]: € de variagao limitada em [0,T];

i) Se t — [X,X], for continua, entdo para toda funcio G : [0,T] — L(R? @ R? R)
continua temos:

t

lim [ ]Z G(u)( Xy ® Xuy) = fo G(r)d[X, X],.
U |ETY; u<t
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Demonstragdo. i) Para facilitar a notagdo escreva [X'] := [X', X'], usando ab =

ii)

1
§(a+b)—a2—b2:

'

unt

XX~ T ) (X,
[u,v]emn

= lim Z ; ((Xl + Xj)v/\t - (XZ + Xj)UAt)2

)(XZAt - X’i/\t)

n—00
[u,v]emn

— Xt

- (Xé/\t u/\t)2 - (X’g/\t - X’i/\t)Q

=[X"+ X7], — [X'], — [X7],

Como as componentes deste tltimo termo sao mondtonas, temos que cada uma tem
variacao limitada e soma de fungoes de variagao limitada tem variagao limitada.
Portanto, como [X*, X7] € C'™" para todo i, j, temos que [X, X] possui variacio

limitada.

Suponha g € C([0,T],R) e Y de variagao quadratica finita com ¢ — [Y]; continuo.

t
Afirmagao: lim Z gu)Y7, = f g(r)d[Y],.
0

[uv]emn; u<t

De fato, p, = Z 5UYuQ,U define uma medida finita sobre [0,¢) entdo de
[u,v]emn;u<t
imediato temos

t
S gu)Y?, = f o(P)dpin(r).
[uv]emn: u<t 0

Considere agora a funcao distribuicao acumulada

Fus) = ma([0s) = Y ¥2,

[u,w]emn;u<s

Veja que para todo s < t, pela continuidade de Y temos

lim F,(s) = lim (Yyrs — Yuns)? = Y2

n—aoo n—0o0 Un,t

T 2 _
i Y (VoY - YL
[uv]emn [u,v]emy,

onde u,, = max{u € m,|u < t}. Pela continuidade de [Y], temos que a convergéncia
pontual de F,, para [Y], garante a convergéncia fraca das medidas u, para d[Y]s.

Entao,
t t

iy Y gVE, = Jiny | o0)du) = [ oy,

n—oo
[uv]emn;u<t 0

Veja entao que para toda componente Gﬁj com1<1i,j<del<k<e, podemos
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aplicar a afirmacao para concluir nosso resultado

Z Gf,j(“)‘)(ii,vquL‘,v

[u,v]emn; u<t

= ¥ Gl (G0 XL - (L2 - (L)

[u,v]emn;u<t
t 1 ) . t ) t .
= f Gii(r)d (2[XZ + Xj]r> - J Gr(r)d[X"], — J GY(r)d[X7],
0 0 0
t
= L GY(rd[ X', X7],,

onde o ultimo passo obtemos pela bilinearidade da integral de Riemann-Stieltjes.

|
Veja que se reajustarmos as somas na féormula de 1t6 obtemos

F(X)o: = L DF(X)dX, + | L DPR(X,)d[X],

1 2 2
_ JEEIO[ ] (DF(X,) Xy + D*F(X,)Su.) +[ §] D2F(X.)[X]un
u,v|emy, u,vlemr

= lim DF (X)) Xy + D*F(X,)(Sun + [X]un)
[u,v]emy,

~ lim Y. DF(Xu) Xy + D*F(X.)(Xuy ® Xuo)
[u,v]emn

n—0o0

t
~ lim DF(Xa)Xon + J D2F(X,)d[X, X],.
0

[w,v]emn

¢
Entao se definirmos f DF(X)dX = lim 2 DF(X,)X,, temos a féormula de It6-
0

n—o
[u,v]emn

Follmer para todo X continuo de variacao quadratica finita e continua, dada por
t 1 t
F(X;) = F(Xo) + f DF(X,)dX, + 2J D*F(X,)d[X, X],.
0 0

Uma ultima observacao é que a férmula depende da sequéncia de parti¢es escolhida.
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5 Operacoes em Rough Paths Controlados

Comecamos agora o capitulo mais técnico do texto. Nosso principal objetivo
aqui é estabelecer uma noc¢ao de composicao de fungoes sobre rough paths controlados e

criar ferramentas que nos ajudarao na analise de equagoes diferenciais.

5.1 Equivaléncia das Integrais

Nesta secao vamos utilizar das ferramentas ja estabelecidas pra tracar uma
relacao entre as nogoes de integrais ja trabalhadas. Primeiramente vamos definir um objeto

sai naturalmente dos resultados do capitulo 3.

Definicdo 5.1. Se (X,X) € €*([0,T],V) e (Y,Y") € 232([0,T],W), entdo o rough path
associado & (Y,Y') é (Y,Y) tal que

t
Y, = f Y,,®dY, =TI=,,, onde Z,,=Y,®Yo+ (V@Y Xuo.  (5.1)

S

A integral em questao é a definida em (3.10).

Observacgao 5.2. Veja que o par definido acima é de fato um a-rough path, uma vez que em
(3.11) temos que |Yy; — (Y, @ Y/)X, 4| = O(|t — 5/**) e como |(Y! @ Y) X4 = O(|t — s|**)
sabemos que |Y||,, < c. Além disso, a Relagao de Chen é obtida de forma natural como

no caso da Integral de Riemann

U t
Ys,u + Yu,t + }/s,u ® Yu,t = J }/s,r ® dY:r + J Yu,'r ® d}/r + }/;,u & Yu,t

S u

t t

K@dY},—J\ Yu®dY;"+sz,u®Yu,t

u

ru u
= K@dYT—J

Js S

rt

= K“@dx"*n@y;,u*Yu®yu,t+yts,u®yu,t
Jr:et

= Yr®dYr—Ys®YL,t=J

Js S
r‘t

= Y:s,r ® dY;” = Ys,t-

Js

Proposi¢ao 5.3. Sejam (X,X) em €°([0,T],V), (Y,Y') em 25([0,T],V) e (Y,Y) €
¢*([0,T),V) o rough path associado. Se (Z,2') € 2*([0,T],L (V,W)), entio (Z,Z')
definido por Z = Z e Z' = Z'Y" pertence a 22([0,T)], L (V,W)). Além disso,

t t
f Z,dY, = J Z.dY,,

S S

Ys®dn+f

u

t t

Yr®dYT—J Y, ®dY,

s

onde a integral da esquerda é a definida em (3.10) e a da direita é a integral rough
controlada de (3.7).
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Demonstragio. E direto que Z € C%, uma vez que Z = Z. Além disso

(ZY sl < |2 Yol + 1201V < (127, 1Y o + 1 2] 1Y TN = 81 = 2], < o2

< 00, vejamos

Para terminar a prova da primeira afirmacao basta provar que HRZ
2c

Zos = Zoy = ZYos + RZ, = ZL(Y!X,, + RY,) + R,

— (R4 < |2+ [RE] < (121, 1R L, + [R7] ) e s

Agora resta demonstrar a segunda afirmacao, para isso defina =, , 1= Z,Y,, +
ZIY Xyw € Ay y = ZUYW + Z’Yw. Entao temos

Bar = Dail = |2V + Z0Y Xu = ZuYaw — ZiY 00|
= |2V + ZYY X = ZiYuw — 2oV 00|
=|ZY Y Xuw — Z,Y 0|
< |2 1YaYuXKuo = Yl

que pela Observacao (5.2) sabemos que é O(|t — s|>*). Pela Observacao (3.15) temos

t t
f Z,dY, =T=,, = TA,; = J Z,dY,.

S S

5.2 Composicao de Funcoes em Rough Paths Controlados

Definicdo 5.4. Sejam W e W dois espacos Banach e ¢ : W — W uma aplicacao de classe
C2%. Se X e C*([0,T],V) e (Y,Y') e 23([0,T], W). Entdao a composicio ¢ denotada por

(e(Y),0(Y)): = (oY1), Dp(Y)Y/).

Observacgao 5.5. Veja que por Taylor p(Y)s; = Do(Y;)Ys + r(Ys:) para r(h) = O(|h]).
Como Y,; = Y/ X, + R}, temos que

O(Y)sr = Do(Ys)YI X, + DSO(Ys)RsY,t +r(Yee) = (V)Xo + RE, (5.2)

onde Rf, = DSO(Ys)R};t +7(Ysr)-

Vejamos agora que esse par é de fato um caminho controlado. Além disso

teremos uma estimativa que sera ttil para a resolucao de equagoes diferenciais.

Lema 5.6. Nas condicoes da Definigio (5.4) e assumindo que |Yg| + [Y, Y|y ,, < M,

para alguma constante M. Temos que
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i) (0(Y),o(Y)) é um elemento de 23([0,T],W);

it) Existe constante Cor = C(a,T), para o > 1/3 tal que

le(¥), (Y ) 520 < CarM |@llcz (14 [X[) (Y51 + V.Y x50),  (5:3)

onde a constante Cor = C(a,T) pode ser tomada de forma uniforme sobre T < 1.

Demonstragio. i) Como ¢ € Cf por Taylor (Y)s; = Dp(Y,)Y., + (V) tal que

r(h) = O(|h]), o que em particular implica que
r(Yen)l < C el < OV, [t = s
Usando isso obtemos
[P(Y)sil < [Do(Ys)Yorl < Dl [V, |t — s < o0
usando a mesma estimativa de r s6 que agora para Dy temos

|o(Y)L,| = [De(Y2)Y{ — Do(Y)Y/]
< [De(Y)| Y], + 1Do(Y sl Y]]
< ([Dgllp 1Yl + DoY) 1Y ) 1E = 51
< (D@l 1Y Nl + [ D% , 1Y 1o 1Y )18 = 51

Por tltimo temos que RY, = o(Y)s: — Do(Ys)Y{Xss = o(Y)ss — Dp(Yy)Ysr +
Do(Y,)R!

<, €ntao

’R t| [(Y)st — Dp(Ye) Y| + ’DQO R?:t

1
< §D2S0( ) (Y t®Yst)+7“2( st

+ [ De(Yo) Ry,
1
< (3106l IV + Dol IRV, ) 1=

Unindo (V)| 4, |R?] 5, < o0 com (5.2) temos que (o(Y),p(Y)') € Z5([0,T], W).

i) Usando [V, < [V, 1X], + |8 |, 1V, < Y]+ T%[¥], ¢ as estimativas
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calculadas acima temos
le(¥)s (Y ) 20 = oY) o + 157724
< D@l 1Yo + [ D], 1Y Nl 1Yl + ; |D?¢], Y15 + 1Dl | RY |,
<lelez (V1o + (Y 1X 0 + [ B ]50) 1Y
V11X, + R, + |77,
<lpleg (V121X o+ B |y 1Y + Y12 IXRE 4+ 207, 1, | R,
R+ 1YY 20
< lplep (14 1X012 (20Y1 + 3 |RY |y 1YLy + [R5, + 1, 20
< Iplos (14 1X1,)2 (2% + 47 5 Y7L, + 272 Y| + 3 BY |, 193]
T2 RY [y, 1Y, + [BY [, + 1V Y )
< o llop (1+ 1X1,02 (51 QY5+ 1YY ) + 1YY P+ 1, 50
< Cagr lellcg (1+ 1X1)% (1+ G119, Y Lz ) (16 + 1YY 20 )
onde a constante C, r pode ser tomada como 4(1 + T%)2.

O seguinte exemplo foi retirado do texto do Hairer (ver corolario 7.4 em [FH20]).
Embora o autor ndo dé atencao para o resultado (até chegando a pular a demonstragao),
julgo importante menciona-lo, uma vez que ele ilustra uma consisténcia com o calculo de

primeira ordem.
Exemplo 5.7 (Regra de Leibniz). Seja X e C*([0,T],V) e (Z,2') € 23([0,T],V),
(Y,Y") e 23([0,T], £ (V,W)). Com uma conta simples temos
(YZ)sy =YsZsy+ Yer1Zs + Y1 Zsy

= Yu(ZXoo + RY) + (VIXoy + By Zo + YarZa

= (YoZ\ Xy + VX Z,) + (YR, + Z,RY, + Y1 Zsy)

= (YZ), X, + RY.
Basta agora calcular as normas

(Y 2)L,| < [ViZ) ~ Vo2l + V{2 — Y. 2]

s,t

S| Z 4| + 1Yaul 1Z2) + |Youl 1Ze] + Y[ | Zs 4]

S (Y 1270 + Y1 12000 + 1Y Moo 1200 + 1Y N 12100) 1€ = 817
|RYZ| < YAl [RZ,| + | Zs| |RYL| + [Yaul | Zss]

< (Y1, | By, + 121 |RY |, + 1YL 121,) 18— s>

Em outras palavras (YZ,YZ' +Y'Z) e 23([0,T], W).
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5.3 Estabilidade da Composicao

Agora apresentaremos um lema que servira de ajuda na demonstracao o teorema

principal desta secao.

Lema 5.8. Seja f : W — W wuma fungio de classe CF, entdo existe constante C' =
Clo, T, | flp) tal que

) = )|, <c @+ 1y, +[Y],) (Yo - Yo| + [y = Y] ) (5.4)

para todo Y, Y € C*. Além disso, a constante C' pode ser escolhida uniformemente sobre
T <1

Demonstragio. Por simplicidade defina 0;(r) := Y, +7(Y,—Y,) parar € [0,1] e puy = Y,-Y,,
veja que |6,(r)| < |Yy| + [V;]. Entéo

((FOY) = F(Y))su] = L Df(Y: +r(Y; = Yi))dr — L Df(Y, +r(Y, = Y,))dr

< f DF(0,(r)) e — DF(0,(r))pae] dr
< j DF O] l1sa] + DS O(r)) — DF(O,()] 12|

1
< f IDF 1 ltal + 1D F iy 6s] L]
0

< e (ttael + (Yadl + Vel 12
<z (el + (Y Lo+ 2] ) Ureo) 1t = 51

Como [, < lual + T ], temos que

[FO) = F ), < I flez (el + Y o + 1Y) kol + T ull)
< fllep A+ Y1+ Y] ) (ol + (1 +T%) )
< [ flep 0+ T+ Y], + V] kol + )

Na notagdo do lema C' = Hf”cg (1 + 7). Veja que caso T < 1 podemos tomar C' =

2[fllce- u
Teorema 5.9 (Estabilidade da Composicio). Sejam dois caminhos X, X € C*([0,T],V),
tal que (Y,Y') € 232([0,T],W), (Y,Y") € 22([0,T],W) e considere ¢ € Ci(W,W). Se
Xl 151+ 1Y, + [BY],, e Y5] +

HY/’H& + HRYH sao limitadas por alguma constante M. Entdao
2«

além disso assumirmos que as grandezas | X|,,

dX,f(,Qoe (QO(Y)7 SO(Yya ()O(y)u 90(?)/)
<O (¥~ Vol + ¥ = T3] + X — K, + dygan (RYS V) (55)
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para alguma constante C' = C(a, T, s, M), que pode ser tomada uniformemente sobre
Plcs

<1

Demonstracao. Assim como o outro Teorema da Estabilidade da Integral, iremos estimar

le(Y) - cp(f/)'Ha e |R¢ — R?||,, . Para o primeiro

(e(Y) = p(V)) st! = |De(Y2)Y] = Do(Y1)Y/ — De(Y)Y{ + Dep(Y,)Y/|
= |De(Y)(Y! = Y)) + (Dp(Ys) — Dp(Y))Y — Dp(Yo)(Y{ = YY)
—(Dp(Y;) = Dop(Y,))Y/|
< [De(V) (Y] = Y/) = Do(Y,)(Y] = Y])| + |(D(Y;) — Dp(Y1))Y/
—(Dg(Ys) — Dp(Y.))Y/|
< DY), [V, = YL, + 1 Dp(Yy) = Do(Yy)],, [Y7 = VY|
+ [(Dp(Yy) = Dp(Y)], [Ve4] + [ (D Yt) DsD(Yt) — (Dg(Ys) = De(Y2))|, [Y]
< (1Dl [Y' = Y[, + 1D, [Y' = Y[, + [De(Y) = DoY), [Y'],
+[Dp(Y) = DoY), [Y'] ) It s

Y, — 375|, 0 que em parti-

Usando ¢ € C} podemos inferir ’Dgp — Do(Y;)|| < IDElly,
cular nos garante |Dep(Y. H ngHCbg Iy — ?HOO. Entao

le() = oM, <lelles [Y' = V'], + leles [Y' =Y, + lelloa [Y = Y], [V],
+[De(Y) = DoY), (IY] + T [¥7],)
<llos [Y' = Y|, + lelea [Y" =Y o + lellos [Y = Y], M
+ |Do(Y) = Do(Y)||, (M +T*M)
< leles [V = VI, + Il (15 = Yol + T2 v = V| )
+ [@llog M ([Yo = Yo + TV = Y] ,) + [De(Y) = DY), (M + T M)

<O (Yo =Ygl +[Y =Y + Y = Yo| + Y = Y|, + [De(Y) = Dp(Y)],) |
onde €y := i3 (1 + T%)M. Podemos usar a (5.4) para justificar que
[De(Y) = Dp(¥)], < Co (Yo - Yo + [Y = Y] )
para Cy = Ca(ar, T, 9]¢ . M) uniforme sobre 7' < 1. Entao
le(¥) = e(V)], < CiC: (1Yo = Y5l + Y = ¥, + ¥5 = Yo  + Y = ¥7[).
E o Teorema (3.24) para a estimativa

[V - 7], < O (1 K[, + 15~ T3l + Ty g0 (VV5V.77).
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onde C3 = C3(M). Juntando tudo temos
le(¥) =), < G (Vo = Y| + [V =V + V7= Y5 + 1" = V7] )
< OC (Yo = Y5I + 75 = Y| + [y =V,
+Cs (X = X[, + V0= Y0| + T g 20 (VY3 V,17)))
< O [V Yol ¥ T+ [ — K], + dr s (V. Y5V, F)
onde C' = C1CyC5(1 + T), em particular C' = C(a, T, HSOHCg , M) é uniforme sobre T' < 1.

Agora para o segundo termo

|R?, — RE,)| = |@(Y)sy — Do(Y)Y. Xy — p(Y)ss + Dp(Y,)Y! X, |
(V)i — Dp(Yy)(Yay — RY,) — o(V)sr + Dso@)(?st ~RY))

< “P(Y)s,t - DSD(Ys)Yst - SO(Y)st + DSO Y)RZt - D@(K)R;/,t .

Usando o Teorema Fundamental do Célculo duas vezes temos
1,1
oV )oi — DplY)Yar = J f Do (Y, + r1raYa ) (Yar ® Yar)radradr,
0 Jo
entao

1,1
f D*(Y, + 1179V, 1) (Y ® Yoy )ridraydry (5.6)

J J D*o(Yy + 1179 ) (Yay @ Yo )ridrodry | + ‘D(p th Dgp(ﬁ)RZt

J J |D*o(Yy + riraYs )Y — D2p(Y, + 1Y) Y. 22| rydrodry

+ D) RY, - DoV RL|. (5.7)

Veja que

‘DQSO(YS + 7“17“23/5,75))/3%2 — D%p(Y, + rlm?;,t)ﬁ%
< | D¥o(Y, + riraYay)|, VS - VE?
+ [ D*(Ys + riraYsy) — D*p(Y, + hrgys,t)”ap ‘1732
<[ D%, [V = V| + | D2, [Vs = Vo + rirs(Vey = Vi) [V
<[l Y = YE| + Il (Y5 = Vil + Y2 = Fal) Ve

— J J |D2 Y +7’17“2Y;t)y DZ(,O(Y +T’17“2Y;t st |T’1d7"2d’f'1

< [ (1oleg v = 7220+ Vol 2 = ¥ [eof?) s

<1/2 (Iplles [V = V2| + I@lp 2[Y = ¥, ¥l
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que voltando na ultima Equagao (5.7) temos
‘Rf,t - Rf,t‘ <1/2 (”‘PHCg ‘}/S%Q - ?5%2\ + ||90Hcg 2 HY - Y/HOO ‘ﬁtf)

+ ‘DSD(YsN Rsy,t - Rf,t th

+ |Dp(Y,) = Dop(Yy)]

< 1/2 (Iplleg (Yol [Var = ol + [Yau = Tal [Fol) + Il 2 |Y = ¥, Vo)

Y Y Y
Rs,t - Rs,t Rs,t

+lelles [Ye — Y

-
<lplleg (V1Y = 71, + ¥ = P90, + v = 71, 1712

+‘RY—R’7

L[] e o5

Usando Y], < |[Y'|, |X], +T*|R"|,, e considerando |[Y,, < [Yo| + Y], T* < M(1+

T) temos

182, — RE| < ey (1Yo 1X00 + T [BY |y + V7], | X, + T

R ) =71,
+ (Yo — Yo + Ty = Y[) ()Yl X, + T |RY],.)"
R =R,y =[BT, )1e—spe
2a 2a
< lpleg (MP(1+T%) + TOM + M*(1+T°) + TM) |[Y =V,
+ (Yo - Yo + T [y = Y[,) (M1 +T%) + T° M)

+|RY = RY| Yo = Vo M+ Ty = V], M) - s
< lollep MAA+T) Y =V, +4M* 1+ T (Yo - Yo + [Y —Y],)
+ HRY - RYHQ + M1+ T%) [V = o) |t = sl

<G (Y =7, + Yo—To| + [ = BY| )= s>,

onde podemos tomar Cy = Hcp||0§, 4M*(1 4 T*)3. Por tltimo usando o Teorema (3.24) mais

)

< Co (05 (1% — X, + ¥~ Vol + dy a0 (V.Y 7. 7))

)

< O (¥~ Tol + 55— 53]+ X~ X[, + dy g0 (VYT F))

uma vez para HY — YHQ temos que

|72 = B2, < O (| =V, + [¥o = ¥o| + | R — R”

+[Yo - Yol + R — B

onde podemos tomar C' como 2C5C3(1+T), assim mantendo a uniformidade da constante
sobre T < 1. |

Tendo em vista o Teorema de Gubinelli (3.13) e o Lema (5.6) , se f €
CEW, L (V,W)) entdo

(YV.Y) e 23([0.T], W) = (f(V), f(Y)) € Z5([0,T], W).
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O que nos motiva para o préoximo lema.

Lema 5.10 (Estabilidade da Integral da Composicio). Seja o € (1/3,1/2] e X, X €
¢*([0,T],V). Dado (Y,Y') € 23¢([0,T),W), (Y,Y') € 22([0,TL,W) e f : W —
Xl DEI+ 1YY x 0

e ‘370’} + Hf/, Y//Hfma sao limitadas por alguma constante M. Entdo:

L (V,W) de classe Cy. Suponha também que as grandezas | X|,,,

i) Vale a sequinte estimativa

[f(V) = fFV)], < C (Yo - Yo| + |yg = V5| + | X — X,
+T%y 300 (V.Y Y,Y) 5

i) Se R' € o resto de (J f(Y)TdXT,f(Y)) e R' de <f f(f/)rdfir,f();)), entao
0 0
|R = R <O (Yo = To| + [¥g = ¥5] + pal(X,X) + Ty g, (Y, VY, 7))

para alguma constante C' = C(o, T, | f| s, M) que pode ser tomada uniformemente sobre
b

T<1.

Demonstragao. i) Veja que
IVl < 1Yl 1X 0o + T | RY [, < MP(14+T%) + T°M < 2M*(1 4 T°).
Usando o Lema (5.8) temos

(Y + V) (Yo = Yol + [y =Y7,)

IF07) = F)la < C
<G (Y% -Yo| + Y -Y],),

onde Cy = Cy(1+4M(1+7%)). Denotando dy g 5, (Y, Y"; Y, Y’) por d, pelo Teorema

(3.24) temos a estimativa
[V = 7], < Cur (1¥§ ~ ¥ + X — X, + 7).
entao
1)~ £, < G (¥ — Yol + Cug (1§~ 53] + X - X, + 7°a))
< C (%~ Tl +|v§ ~ V3] + |X — X, + T°a)
e como Cy pode ser tomado uniformemente em T < 1, C' = CyC\ também pode.

ii) Pelo Teorema (3.25), denotando dy g5, (F(Y), F(Y); f(Y), f(Y)') por dy sabemos
que
< Ou(L+T%) (|f(V)o = F(YV)o] + pa(X,X) + dy) .

2c
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Pelo Teorema (5.9) temos
dy < Co ([Yo = Yol + |[Yg = V5| + | X = X, +d).
Observe também que
[F(Y)o = F(V)o| = [DF(Yo)Yg — Df(Yo)Yy|
< IDFY0)l,, Y5 = Yo| + [ DF (Vo) = DFYD)],, [¥5

IDf(Yo)lop [Yo = Yo| + D fly, [Yo — Yol [¥5]
< flleg M (Y5 = V| + Yo — Ta)

A

Entao juntando as estimativas, obtemos
|77 =R < Cn+1) (Iflep M (Y5 = Y] + %o = o) + pa(X, X)
+TCo ([Yo = Yol + [¥§ = ¥g| + | X = X[, + d))
C (Yo — Yo| + [Y§ — Y| + pa(X, X) + Td),

onde podemos considerar C' = 2C),(1 + Hf”cg)M(l + T%)Cy. Como Cj pode ser
tomado uniformemente em 7' < 1 e C); depende apenas de M, a uniformidade de C'

sobre T' < 1 é garantida.
|

5.4 Uma Outra Formula de 1t

Com as ferramentas estabelecidas nesse capitulo podemos melhorar um pouco

a Formula de It6 (4.5). Vamos direto para o resultado

Proposicdo 5.11. Sejam F : V — W um mapa de classe C}, um a-rough path X =
(X,X) e €*([0,T],U) e um par (Y,Y") e 22*([0,T],V) tal que

Yer =YX +Y"'X, + Tsy + O(|t — 8|), (5.9)

onde (Y',Y") e 23([0,T], L (U,V)). Entdo

F(Y;) = F(YO)+£ DF(YT)Y/dXTJrLt DF(E)dFT+;Lt D*F(Y,)(Y]®Y})d[X]. . (5.10)

Demonstracao. Pela tltima Formula de 1t6 (Proposigao (4.6)) sabemos que

PWou= fim, 3 (DF(G)¥ow+ DFOYur) + i, 33 DF()Y L
[uv]em Il [u,v]er

onde pela Defini¢ao (5.1) temos

Yu,v:f Yo, ®dY, o [Yuu— (V!®Y)Xus| = Oflu— 1)),
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isto é, Yy, = (Y, ®Y,))X,., + O(Ju — v|). Veja que

Yo ® Yoo = (Yo Xy + Ry ) ® (YiXu, + Ry )
=Y/ X0y ®Y Xyo+ (V)X ®RL, + R, ,®Y,X,, +R.,®RY,)
= (Yy ®Y,) X ® Xy + O(Ju —v)),
2Sym(Y,,) = 2Sym(Y, ® Y. Xy,) + 2Sym(O(jv — ul))
= (Y, ®Y)2Sym(X,,) + O(|v —ul).

Entao calculando o colchete temos

[Y]u,v = Yu,v ® Yu,v - QSym<Yu,v)
= (Y, QY)) (Xuw® Xuw — 2Sym(Xy)) + O(Jv — ul)
= (Y; ®Y,)[X]uw + O(Jv — ul).

Agora usando a nova expressao do colchete, o fato Y, , ~ (Y, ® YL{)XM e somando e
subtraindo DF(Y,)Y,' X, , chegamos em

F(Y)o, = lim > (DF(Y,) (Yo — Yy Xuy) + DF(Y,)Y)X,,

=0 [u,v]em
+D?F(Y,) (Y. @YX, +‘hm0 Z D*F(Y,)(Y! @Y [X]uw
UUETF
:lli‘m Z DF(Y,)Y!Xyo + (DF(Y,)Y! + D*F(Y,) (Y. Q@ Y)Xun
u’v em
+ lim D*F(Y,)Ty, + lim D*F(Y,) (Y. @Y [X]
Jim U;EW |W|H0[u%]ﬁ (Ya)( )[X]a,

t t
:f DF(Y,)Y dX, + f DF(Y,)dl, + J D*F(Y,)(Y, ® Y,)d[X].,
0 0 0
onde a segunda igualdade utilizamos a Hip6tese (5.9). [

Observagao 5.12. Veja que pela Hipotese (5.9) do teorema passado, temos em particular

que
t

Voo =l 3 ¥iXow+ V/%uu+ T = f Y/dX, + Ty, (5.11)
=0 [uv]en 0

onde a integral é de rough path controlado.

Observacao 5.13. Veja que a volta também é verdadeira, no sentido que se assumirmos
(5.11) temos por (3.8) que

t
f YIdX, — V!X, — Y'X,,| = O(lt — s)).

S

Yo — Doy = VI Xo = VK| = O(Jt = s]),

isto é, Yy =Y, Xo; + Y Xss 4+ Tsy + O(|t — s|) que é precisamente (5.9). Ambas sdo de

grande importancia no contexto de equagoes diferenciais.
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6 Equacoes Diferenciais Rough

Com a integral bem definida e todas as ferramentas ja provadas, podemos ir

para a parte principal da teoria.

6.1 Equacoes Diferenciais de Young

Nesta secao, serao apresentados os resultados classicos da teoria de Young.
Como a teoria de rough paths visa ampliar a de Young, é importante que o leitor tenha
esses resultados em mente, a fim de poder compara-los com os apresentados nas segoes

seguintes.

Definigao 6.1. Se X : [0,T] -V, f: W — L(V,IW) e £ € W. Entao dizemos que
Y :[0,7) = W é solugdo para a Fquagao Diferencial de Young (EDY)

{dY = f(Y)dX,

Ve (6.1)

t
se para todo t < 7 temos Y; = £ + J f(Y,)dX,, no sentido de Young.
0

Além disso, se a solugao estd bem definida para todo 7 € [0, 7], dizemos que a

solucao é global no tempo.

Observacao 6.2. Os principais teoremas do texto estao limitados para um dominio

compacto. Mas a definigdo pode ser estendida para um dominio [0, +0).

Vamos direto para o teorema principal.

Teorema 6.3. Dado 3 € (1/2,1] ¢ X € C°([0,T],V). Seja f € CZ (W, L(V,W)) e uma
condigio inicial € € W. Entdo existe unica solugio Y € C°([0,T],W) para a Equagdo (6.1).

Além disso, a solugao € global no tempo.

Demonstracao. Para esta prova iremos replicar o argumento conhecido por Iteragoes de
Picard. A ideia é mostrar que um operador em um espago de Banach apropriado possui

um unico ponto fixo e que este ponto é exatamente a solu¢ao da EDY.

Para todo a € (1/2, 5] e Y caminho a-Hélder, temos f(Y.) € C* (W, L (V,W)).
Além disso, pelo Teorema (3.7) a integral f f(Y,)dX, existe e possui regularidade «.
0
Entao defina o mapa M, : C*([0,t], W) — C([0,t], W) por

M(Y). = € + Lf(}@)dxr.
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Considere C*([0,t], W) como {Y‘[o g Y€ ce(o, 11, W)} Defina também a bola
B, = {Y € Ca([O’tLW) Yo=¢e HYHa < 1}7

que é um subconjunto fechado de um espago de Banach, portanto também é Banach.
Com o objetivo de aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, queremos mostrar que
existe t suficientemente pequeno de modo que B; é um invariante de M; e que M, é uma

contracao.

Primeiramente para a invariancia, dado Y € By, temos [f(Yo)| < | f]cz e

[F Vel < [ fllip Vel < [ fllez 1YL 18 =8I = [F V) ]a < 1 fllcz -

Usando a estimativa do Teorema (3.7) em combinagdo com a desigualdade triangular

temos

j FY)AX,| < CLE) o 1K [0 — w2 + | F(Ya) X

<O fllea 1X o v = ul* + [ f (V) o 1 X J0 = ul®

para alguma constante C' = C'(a + ), entao

L V)X,

< Ol X0 (# + 1)

a,[0,t]
<C Hf”cg HXHB,[O,T] (1t + 1)

Como C' nao depende de ¢, existe # suficientemente pequeno tal que [My, |, 0] < 1-
Além disso, veja que a escolha de ty foi independente de Y e . Como My, (Y )y = £ temos
que My, (By,) < By,.

Para a contracao, considere Y, Y € B,. Usando a Proposicio (3.8) temos

[MY) = MY, g = H L V)X, - L (V,)dX,

a,[0,t]

<O <Hf(Y) - f(ff)Ha,[o,t] HX“a,[o,t]) :
para Cy = C(a, f3,t), uniforme sobre ¢t < 1. O Lema (5.8) nos da

[MY) = M) oy < O+ 1Y oo + 1V aporc) 1Y = Yo 1K o
< 301Gy Y — f”Ha,[o,t] 1 X N o
< 301Gy Y - f/Ha,[o,t] 1 X 15,009 87
para Cy = C(a, t, | f|| 03)7 que também pode ser tomado uniformemente sobre ¢ < 1. Entao
existe t; < {to A 1} tal que

1

HMtl(Y) — Mtl(i})Ha,[O,tl] < 92 HY ~Y Ha,[o,tl] )
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Isto é, M, é uma contragao em B,.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe inico ponto fixo Y de M;, em

B:,. Veja que Y é tal que

Yi=M,(Y) =&+ L [(Y)dX,

que é precisamente a definicao de solucao da EDY. Além disso, como a escolha de t; foi
independente de £, podemos repetir iterativamente o argumento para a condicao inicial Y3, .
Concatenando os caminhos obtenho uma soluc¢ao Y definida em [0, 7']. Entao obtemos uma

solugdo Y € C*([0,T], W), mas veja que novamente usando a estimativa de Young-Loéve

t
Youl = ff(Yr)er S CIF M) 1X g1t = 87 + | £ (V) Xl

< Cfllp 1XNs 1t = s+ 1F (V) [ XN 1t — 517
< CIfllep 1X0s (It = 17 + [t = s17) ,

entao
[Ylg < Clifllez 1X] (1 +T%).

Concluindo que Y esta de fato em C?([0, T], W). Por tiltimo, veja que o argumento oferecido
sobre as bolas unitarias é o suficiente para garantir a unicidade sobre todas as fungoes de
regularidade 3. Uma vez que, se existe outra solucdo Y € C” para todo a € (1/2, ) temos
que [V, 1o <177 [, 0.0 entdo para t < (b2 A [¥]}77) temos que

Y/‘[O,t] =M,(Y) = Y/‘ [0,]°

Novamente repetindo o argumento iterativamente sobre as condig¢oes iniciais conseguimos

obter a igualdade em [0,T']. Concluindo assim o argumento da unicidade da solugao. W

6.2 Equacoes Diferenciais Rough

Definicao 6.4. Se X = (X,X) € €*([0,T],V), f : W — L(V,W) e £ € W. Entao
dizemos que (Y,Y”) € 23 ([0,7), W) é solucdo para a Equagio Diferencial Rough (EDR)

{dY — f(V)dX, 62)

Yo=¢

t

se para todo t < 7 temos Y; = & + f f(Ys)dXs, onde f(Y) na integral representa o par
0

(f(Y)e, f(Y)y) = (f(Yo), DF(YV))Y/) € 25 ([0, 7). L (V. W)).

Além disso, se a solucgao (Y,Y”) estd definida para todo 7 € [0,T], de forma
que (Y,Y") e 232([0,T], W), dizemos que a solugdo é global no tempo.
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Teorema 6.5. Dado E€ W, fe C3(W,L(V,W)) e X e € (R,,V) com B e (1/3,1/2],
entdo existe um tnico rough path controlado (Y,Y") em 23 ([0,7), W) que ¢ solugio da
EDR (6.2), de tal forma que Y’ = f(Y). Além disso, as solugoes sao globais no tempo.

Observacao 6.6. Observe que para equagoes rough precisamos de um grau a mais de

diferenciabilidade em comparacao ao caso de Young.

Demonstracdo. Assim como o Teorema de Picard-Lindelof, que garante existéncia e unici-
dade para equacoes diferenciais ordinarias, utilizaremos o mesmo método iterativo pra
provar a existéncia e unicidade no nosso contexto. O método consiste em definir um
mapa, no nosso caso My, de modo que pontos fixos sao solugoes para nossa EDR. Em
seguida, mostraremos que ele esta bem definido e é uma contracao, podendo assim aplicar

o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Antes de comegarmos demonstragao restrinja o dominio de X para [0, 1]. Isso
sera util para aplicacao das ferramentas que calculamos ao longo do texto e no final nao

mudara o resultado pois obteremos solugoes globais.

Vamos avaliar possiveis solu¢des com regularidade menor, para isso considere
a € (1/3,8], de modo que X € ¢” < €°. Veja que para toda solucio (Y,Y') € 22,
podemos garantir que (Y,Y") € .@)2(5 ([0,1], W) uma vez que

Vaal < ¥l | Xl + | RS,
<[Vl Xl g It = s + |RY |, 1t — s

entao
IVl < 1Yl 1X] 5+ |BY,, < .

Como f e Cp entdo Y’ = f(Y) e C°. E usando X € C5” temos

|Re| = [Ver = YIXol

J FOV)AX, — F(Y)Xos

J f(Y;“>er - f(}/s)Xs,t - f(Y);Xs,t + |f(Y);Xs,t‘

< O (X0 BRIy, + 1K £ YY) 1= 5P+ 1YY g X5 [ = 51,

onde no ultimo passo usamos o Teorema (3.13). Como 3« > 2 temos que ”RYHm < o0.

Pelo Lema (5.6) sabemos que para todo par (Y,Y") € 23%([0,1], W)

(f(Y)e f(Y)) := (f(¥0), DF(YV)Y/) € Z3([0, 1], L (V, W)
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t
e a existéncia da integral J f(Y),dX, é garantida pelo Teorema (3.13). Como prometido,

defina ’
MT(Y7 Y/) : .@)Q(Q([O,T],W) - )Q(Q([OaT]:ﬁ(Va W))

) — (e [ 100% 1)

aqui estamos restringindo os caminhos em [0, 1] para [0, 7], onde T' < 1. Dentro do espago

(6.3)

de rough paths controlados que satisfazem (Y,Y")q = (&, f(£)) um ponto fixo de My ¢é
a solucao da nossa EDR. De forma mais clara, estudaremos a atuacao do mapa Ms no

conjunto

7%, ={(Y.Y) e ([0, T, W) : Yo =€ e Yy = f(&)}.

Como 25 com a norma (Y,Y") — [Yo| +|Yy| +]Y, Y| x5, ¢ Banach, entdo nosso subespaco
também é. A partir de agora para essa demonstracao apenas trabalharemos com o subespaco

definido (uma vez que o espago inteiro nao nos interessa).

Para prosseguir com a demonstracao precisamos restringir um pouco mais nosso
espago. Defina By como a bola unitaria fechada em volta de ¢ — (£ + f(£)Xos, f(§)). Isto
é, Br é todo par (Y,Y’) em .@)25‘5 tal que

Yo — &l + Y5 = FIOI+ Y = (€ + f(§)Xo,.), Y/ = f(E)x 00 < 1.

Como fixamos as condi¢oes iniciais os dois primeiros termos sao nulos. Além disso, veja

que
(Y - (5 + f(é)X))&t = Ist — f(g)Xs,t
= Y;/Xs,t + RZt - f<€>Xs,t
= (Y] = f(€)Xss + Ry,
entao

Y= €+ F()X0), Y = f©) 00 = IV = F©)la + [B |0 = 1Yo + [BY],, -
Juntando tudo temos que
Br = {(¥,Y) € Z3([0,T). W) : Yo = Y5 = (&) e |V, ca0 < 1}
Veja também que para todo (Y,Y”) em Br
Yol + 1YY |y o0 < [f(E)] +1 =M€ [1,+0). (6.4)
Com nossos objetos principais definidos, vamos mostrar que para 7T suficiente-
mente pequeno My é invariante em Br (M (Br) < Br). No que segue, para evitar que

a notacao fique muito carregada, C representara de diversas constantes diferentes, mas

sempre em funcao de «, T', X e X. Tomaremos também a devida cautela para que C' possa
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ser escolhida de forma uniforme sobre 7" < 1 (sera importante). Usando a Estimativa (5.3)
do Lema (5.6) temos

17O £ e < OM [ F e (V51 + 1YY 2 - (6.5)

Defina por RM7 e RY os restos associados, respectivamente, a Mz (Y,Y") e (f(Y), f(Y)).
Aplicando (3.8)

|RT| = Y,)dX, — f(Y) X,

(Y;")er - f(Y:s)Xs,t - f(Y) Xst + |f( ) st|

CUX N B g + 1Y I 1K a0)1E = 8P+ V) o 1Ky £ = s

Como T' < 1 temos [|f(Y)'], < [f(Y)ol + [f(Y)],, entdo

[ M (Y, Y’)me < [fW)a + CT* (X o [ R + 1F XY o Xl a0) + 1YY oo X5

< |y (HXH [B g + 1F ) o XK + )0l 1K e + 1F VY o 1X20)
<[ fX)o + C(FEN+ 1F XY o+ B h0) (X + 1K) -
Usando | X|, + |X],, < 777 1X1 5 + T HXHw e ajustando a constante na tltima

passagem, obtemos

MY Y Y < OV + C (101 100, Y o) (TP 10,

T2 x5
<UD+ C (FOW+ 1FE) SO | p0) T2 (1] + 11K5)
<L)+ C (PO + 1P SO ) T (6.6)
Além disso, temos
£ < 1y 1Y ] (6.7)
LFY)ol = [DFY)Y5| < [DF(Y0)l,, Y5 = IDF YO, LFEOI < [ fley - (6.8)

E calculando uma ultima estimativa antes de provarmos a invariancia
Yool = ¥ X0 + Ry
<Yl I X1t = 517 + | BT It — s>
< (151 + T Y1) IX] g1t = sl” + | R 5 It — s>
ComoT <lef—a<atemosT*< T/
Y], < (5] + Y] ) 1X ], 777 + |RY,, T
< [0%31 + Y1) 1T + [, ] 75

< [M 1X], + 1] Th-e, (6.9)
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Aplicando (6.7), (6.8) e (6.5) em (6.6)

M2 (YY) 0 < 1)+ C (FO0] + 1A, £ a0 ) T
< Ufleg IV o+ C (1712 + CM | flleg (1¥51+ 1YY | ca0) ) TH

<11y (MIX1 +1) + M (151 +171p M) 772,

onde na ultima desigualdade usamos (6.4) e (6.9). Veja que em todas as passagens

mantivemos a uniformidade de C' com relagdo a T' < 1. Em outras palavras,
HMT(Ya Y/)”X,2a = O(Tﬁia)

entdo existe Tj suficientemente pequeno tal que [|Mr,(Y,Y")|y,, < 1 para todo (Y,Y”)
em Bry,. Concluimos que My, é invariante sobre By,. Observe que durante a nossa escolha
de Tj foi independente de €.

Para a segunda parte do teorema, queremos mostrar que existe t tal que M,
é uma contracdo de B,. Veja que para todo t € (0,Ty] se (Y,Y") e (Y,Y") € B, podemos
aplicar o Lema (5.10). Levando em conta Yy = Yj, Yy = Y] e X = X obtemos

MY, Y') = Mo(YY")| 5 < OT %y 500 (VY Y,Y).

Como C' pode ser escolhido de forma uniforme sobre T' < 1, existe T} € (0, Tp] pequeno o

suficiente de modo que

<! I(V,Y') = (Y,Y

HMTl (Y7 Y,) - MTl (377 Yl) HX,2a,[0,T1] 2

)HX,a,[O,Tl] ’
isto é, para todo t € (0,7}] temos M, (B;) < B;. Concluindo o argumento da contragao.

Veja que pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, My, admite tinico ponto
fixo em Br, que é por defini¢do a solugao da EDR definida em [0, 7;]. Como ja dito, a
escolha de T} foi independente de £. Entao, uma vez que temos a solu¢ao podemos repetir
o argumento para condigao inicial Y7,. Concatenando os caminhos obtemos uma solucao
definida em [0, 277]. Tterativamente repetimos o argumento de modo que o dominio da

solucdo seja [0, 1].

Por tltimo, observe que a unicidade nas bolas de 23 nos garante a unicidade
em 237, Suponha (Y,Y") a solucio construida e (Z, Z') uma solucao (como ja provado em
fo([(), T],W), para algum 7' < 1), entdo para qualquer a € (1/3, 3)

||Z> Z/HX,Za;[s,t] = ”Z/”a;[s,t] + HRZHQQ;[s,t]
< |t - S|B_a HZ/Hﬁ;[s,t] + |t - s|2(5—04) HRZH2,B;[s,t]
<t—s/*|Z Z/HX,QB;[s,t]
<|t—s|"]2,2

X2500,1]>
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isto é, existe ¢ suficientemente pequeno tal que para todo intervalo [s,t] tal que |t —s| < §
”Z7 Z,||X,2a;[s,t] <1

o que significa que (Y,Y")| . = (Z,2")|,_,,. Entdo temos que (Y,Y") = (Z, Z"). [

[s,t] [s,]

Observagao 6.7. No teorema passado, a condigdao Y’ = f(Y) é importante para a
unicidade da solucao, uma vez que se nao for o caso podemos ter infinitas solugoes.

Vejamos em um exemplo simples, considere X um caminho Lipschitz e defina com a
t
integral de Riemann-Stieltjes o levantamento canonico X,; = | X, ® dX,. Seja entao Y

o caminho que é a solugdo tnica de dY = f(Y)dX dada condigao inicial Yy = £ no sentido
de Riemann. Veja que por estimativas de EDO temos que Y também é Lipschitz, entao

para qualquer escolha de Y’ € C* temos que
RY| = Var = YIXoul < (1Y 5+ 1Y) X 01t — 522

que em outras palavras significa que (Y,Y”) € 9)258 . Pelo mesmo argumento, como f é de
classe C® temos que f(Y) é Lipschitz, portanto qualquer escolha de f(Y) € €7 gera um
par (f(Y), f(Y)) e 25, Por iiltimo veja que pela Observacio (3.16)

Y; :§+L f(Y)Ter :§+J0f<y)rdxr

para quaisquer pares (Y,Y") e (f(Y), f(Y)'), em outras palavras temos infinitas solugdes.

6.3 Continuidade do Mapa Solucao

Teorema 6.8. Para f: W — L(V,W) de classe Cy, X e X dois a-rough paths em V.
Considere (Y, f(Y)) € 25([0,1], W) a tnica solu¢do da EDR

{dY — f(YV)dX;
Yo =¢.

Seja similarmente (Y, f(Y)) a (inica) solugio da EDR dirigida X, com a condicio inicial
Yo =& Se [IX]l, |

|XH|a < M, entao temos a sequinte estimativa

dx % 90 (Y, FY)Y, f(?)) < Cu (‘5 — &+ pa(X, X)) (6.10)

e também

[Y = Yo < Cur (€ = €] + pa(X. X)) (6.11)

para alguma constante C = C(M, o, T, f).
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Demonstragio. Lembre-se que construimos a solucao (Y, f(Y)) de EDR como ponto fixo

do operador

M(Y,Y") Uf )X, f(Y. )) (2,7 e 9%
similarmente

Mp(Y,Y') = Uf YaX, f(Y. )) = (Z,7") e 9%
Usando o Lema (5.10) temos

dX,X,Qa (Y>f( ); Y f(?)) - dXX2a (Z z' Z Z/)

C1 ([Yo = Yol + Y5 — Y’I +pa(X.X) + dy 500 (VY V,V7))
(

(

N

o ‘5 6} ‘f )“f‘ﬂa(X X)+dXX2a (YY/ YY))
Ci (1€ +1I\£—£\+pa X, X) + dy 00 (Y, Y5V, Y"))
Co (‘5 - f} + pa(X, X) + dx % 20 (Y, Y Y/J}/)) .

N

N

Como C5 pode ser tomado uniformemente sobre 7" < 1 podemos considerar 1" pequeno o
1
suficiente de modo que CyT < 7 Usando isso em conjunto com o fato que Y' = f(Y) e

Y’ = f(Y) temos
. 5 . 1 .
dX,X,Qa (Y7 f(Y)7 Y> f(Y)) < 02 (|§ - 5‘ + pa(X> X)) + §dX,X,2a (Y7 f(Y)7 Y7 f(Y))
Ed dX,X',2a (1/7 f(Y>? }77f<}7)) < 202 (’6 - é‘ + pa(Xv X)) )
que ¢ exatamente a Estimativa (6.10).

Para (6.11), usando o Teorema (3.24) junto com a estimativa calculada acima,
temos
[V =P, = O (¥ = T3]+ [ = X1, + Ty g (V2. 77))
<O (V) =Yg+ X = X, +TCur (€ = €] + pa(X,X)))
<O (T Chur + 1) (€ = €] + pa(X, X)) .

6.4 Propriedade de Fluxo de EDRs

Nesta se¢ao veremos um resultado importante para a teoria, mas escolho deixa-
lo sem demonstragao, uma vez que esta é trabalhosa e sai um pouco do escopo do texto.
Para o leitor interessado, recomendo a leitura do capitulo 11 de [FV10], onde o teorema

que aqui serd citado ¢ um caso particular (o € (1/3,1/2]) dos Teoremas 11.12 e 11.13.

Nas tltimas se¢oes vimos que se f : R — L (Re, Rd), entao existe nica solugao
para a EDR
{dY — f(YV)dX
Yo=¢



Capitulo 6. Equagdes Diferenciais Rough 82

Denote-a por 75 (0,&; X);. O mapa £ — w5 (0, X). é chamado de fluzo associado a

EDR. De imediato temos um fluxo inverso para todo £, dado por

m(5(0,& X))t =7 (0,6 X(- — 1))

Daqui queremos saber se 75 (0,&; X); tem uma dependéncia suave de &.

Notacao 6.9. Paratodo 1 <n <dek = (k,---,k,) € {1,---,e}" denote por D* as
an

derivadas —————.
Oy * &xkn

Teorema 6.10. Sejam a € (1/3,1/2] e X, X € ¢ Se f R — L (R°,R?) de classe
C3™ entdo os fluzos associados possuem reqularidade Cyp™™ sobre a condigdo inicial &,
assim como seu inverso. Além disso, para todo M > 0 existem constantes C' e K que

dependem apenas de M e ”fHCg-%—n tais que

sup [ D¥r)(0,€,X). — DFr)(0,€,X).|

&eRd

sup | D) (0,€,X) |
£eRd

| < Opa(X.X)

a,[0,t

o,[0,¢] < K.

FEssas desigualdades também valem para o fluzo inverso.

6.5 Equacoes Diferenciais Rough Estocasticas

Para esta secao iremos utilizar dos resultados do capitulo 4 e através deles
aplicar os teoremas de existéncia, unicidade e continuidade caminho a caminho, assim

obtendo solugoes fortes para nossas equagoes diferenciais.

Teorema 6.11. Seja (2, F, (Fi)efo,r],P) um espago de probabilidade filtrado. Se f €
C3RRY), ae (1/3,1/2) e € € L*(Q,R?). Seja B um movimento Browniano em R?

i) Para B" e €“([0,T],R%) a tnica solu¢io (Y (w),Y'(w)) de

{dY(w)t = f(Y(w),)dB™(w),,
Y(w)o = &(w)

¢ tal que Y é uma solugao forte da equacao diferencial estocdstica de Ito

{czYt = f(Y,)dB,,
Yo =¢&;

i) Similarmente, para B e ¢2([0, T],R?) a dnica solugio (Y (w),Y'(w)) de

{dY(w)t = [(Y (w))dB*" ™ (w),,
Y (w)o = &(w)
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¢ tal que Y € uma solugdo forte da equagao diferencial estocdstica de Stratonovich

{dm = f(Y}) o dB,
Yy =&

Demonstragcao. Como as integrais de [t e de Stratonovich sao adaptadas a filtracao gerada
por B, entdo de imediato temos que B™ e BS"* sio o(B,, : 0 < u < r)-mensurdveis. Segue

entao que

o (BB :0<u<r<t)=0c(B,:0<u

N

t)=0 (BB 0<u<r<t).

Como temos a continuidade do mapa de solugao no caso rough temos que a solugao (Y, Y”)
também ¢é adaptada a filtracao natural gerada por B. E para concluir o argumento, pelas

Proposigoes (4.1) e (4.2) temos a igualdade da integrais. Entao
t . t
Vim gt [ 0B ¢+ | Fv)aB, on
0 0

Y=g+ f FOG)dBE — ¢ 4 j F(¥,) 0 dB,.
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APENDICE A - Apéndices

Teorema A.1 (Chow). Para todo g € R @ [R? R?] ewiste v € C"([0, 1], R?) tal que

S%(V)o1 = exp(g).

Em particular,
G*(R?) = S* (C™([0,1],RY), , -

Teorema A.2 (Aproximacao Geodésica). Para todo par (X,X) e ‘595([0, T],R%), ewiste

sequéncia de caminhos Lipschitz X" : [0, T] — R? tal que, sobre a norma de Carnot-

Carathéodory,
Jir{.lo S*(X™)or = (1, Xoyg, Xo4) uniformemente em [0, T]
e supl| X", X*l5 < CYIX Xl

Teorema A.3 (Burkholder-Davis-Gundy). Para qualquer 1 < p < o0, X um martingale

local com Xo = 0 e 7 um tempo de parada, existem constantes positivas c,, C, tais que
GE[[X]2?] <E[(X7)] < GE[[X]?]

aqui [X] denota a variagio quadrdtica de X e X := sup|X;|.

EES
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