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Resumo

Esta dissertação apresenta uma introdução à teoria de rough paths. O objetivo principal

é desenvolver um método alternativo à análise estocástica. Para isso, trabalharemos

com uma noção de integral que estende a teoria de Young, permitindo, assim, o estudo

das propriedades de equações diferenciais associadas a essa nova abordagem. Com as

ferramentas obtidas podemos utilizá-las sobre processos estocásticos.

Palavras-chave: Rough paths. Análise estocástica. Integral de Young. Equações diferen-

ciais.



Abstract

This text is an introduction to the theory of rough paths. The objective here is to develop

an alternative method to stochastic analysis. To achieve this, we will work on a new

notion of integral that extends the oung’s theory, thus allowing the study of properties of

differential equations associated with this new approach. Once obtained, we can use these

tools over stochastic processes.

Keywords: Rough paths. Stochastic analysis. Young integral. Differential equations.
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Introdução

Um Pouco de História e Motivação Para o Estudo

Historicamente, a análise de equações diferenciais tem se mostrado de grande

valor, pois, além de ser um tópico fascinante, também possui aplicação direta em diversas

outras áreas do conhecimento. Tradicionalmente, uma equação diferencial é da forma

d

dt
yptq < fpyptqq

d

dt
xptq

para xptq um caminho continuamente diferenciável e f : R
e Ñ L

`

R
e,Rd

˘

um mapa

suficientemente regular. Inúmeros resultados formam um catálogo extenso para a teoria.

Com o advento da integral de Riemann-Stieltjes, conseguimos falar de equações

diferenciais dirigidas por caminhos menos regulares (com variação limitada). Agora, para

X : r0, T s Ñ V e f : W Ñ L pV, W q, dizemos que Y : r0, T s Ñ W é solução da equação

diferencial (no sentido Riemann-Stieltjes)

#

dY < fpY qdX,

Y0 < y0,

se, para todo t em r0, T s

Yt < y0 `

ż t

0

fpYrqdXr.

Problemas aparecem quando estudamos o Teorema da Continuidade de Kolmogorov. Com

ele, temos a garantia da existência do Movimento Browniano B. No entanto, obtemos que

os caminhos de B são quase sempre α-Hölder para todo α P p1{3, 1{2q. O que claramente

foge do escopo da teoria riemanniana.

Com isso em mente, o texto visa abordar as teorias que ajudaram a diminuir

ainda mais a regularidade requerida para este tipo de equação. A primeira delas seria a

desenvolvida por Young. Nesta podemos trabalhar com equações dirigidas por um caminho

com regularidade α P p1{2, 1s. Embora extremamente útil, ainda é insuficiente para uma

aplicação em análise estocástica. E a principal teoria abordada no texto que é a de rough

paths. Nela podemos abaixar nosso α para p1{3, 1{2s, de modo que esta possa ser aplicada

para os caminhos do Movimento Browniano.

No que segue, o texto será principalmente baseado no livro A Course on Rough

Paths: With an Introduction to Regularity Structures de Martin Hairer e Peter K. Friz (ver

[FH20]), sempre usando as notas de aula de Andrew L. Allan (ver [All]) como apoio.
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Notações Frequentemente Usadas

Neste texto, embora não seja necessário, para todos os resultados considere

pV, }¨}V q e pW, }¨}W q como espaços de Banach reais com dimensão finita. Em muitos casos

podemos considerar a dimensão infinita, de modo que a demonstração não se altere, mas

como nosso objetivo final são os resultados estocásticos, não há necessidade para nos

preocuparmos com espaços muito abstratos.

Ainda no contexto acima, trabalharemos bastante com o espaço de transfor-

mações lineares, onde a norma associada será sempre a de operador, dado T P L pV, W q,

escrevemos

}T }op :< sup
vPV :}v}V <1

}Tv}W < sup
vPV

}Tv}W

}v}V

.

Outro espaço importante será o produto tensorial. Se teiu e tfju bases ortonormais de V e

W , então para x <
ÿ

i,j

αi,jei b fj defina a norma do tensor por

|x| <

d

ÿ

i,j

α2
i,j

veja que se x < v b w, então |x| < }v}V }w}W . Embora a norma dependa da base escolhida,

esta escolha não será relevante ao longo do texto.

Em V bV , defina θ como a única transformação linear tal que θpv bwq < w bv

para todo v, w P V . Então defina respectivamente os espaços simétrico e antissimétrico por

Sym2pV q < tx P V b V : θpxq < xu e Anti2pV q < tx P V b V : θpxq < ´xu

veja que para todo x P V b V temos

x <
x ` θpxq

2
`

x ´ θpxq

2
P Sym2pV q ` Anti2pV q.

Como x P Sym2pV q X Anti2pV q temos x < θpxq < ´x ùñ x < 0, então

V b V < Sym2pV q ‘ Anti2pV q.

Além disso denotamos as projeções por

Sympxq <
x ` θpxq

2
e Antipxq <

x ´ θpxq

2
.

Se a função f : V Ñ W é n vezes continuamente diferenciável, dizemos que

f P CnpV, W q, se além disso temos

}f}Cn
b

:< max t}f}8 , }Df}8 , ¨ ¨ ¨ , }Dnf}8u ă 8

escrevemos f P Cn
b pV, W q. Peço apenas que o leitor preste atenção para o caso de n < 1,

escrevemos C1 para funções continuamente diferenciáveis e Clip ou C1 para funções 1-Hölder.
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Neste texto escrevemos fpxq < Op|x|q, se existe constante C tal que |fpxq| ď

C|x| para todo x ď 1, formalmente conhecido como notação big O. Da mesma forma,

escrevemos fpxq < opxq se para toda constante C existe δ ą 0 tal que para todo |x| ă δ

temos a desigualdade |fpxq| ă C|x|.

Trabalharemos com muitas estimativas do tipo fpxq ď Cgpxq, então por

simplicidade, peço para que o leitor considere sem perda de generalidade sempre que

C ě 1, a menos que seja dito o contrário. Neste mesmo contexto muitas vezes a constante

C será dependente de alguma variável, se por exemplo fpxq ď p1`T αqgpxq ď Cgpxq, então

representamos a dependência por C < Cpα, T q. Por último, se fpxq ď Cgpxq dizemos que

C < CpT q pode ser tomado uniformemente sobre T ď a se existe constante C 1 tal que

para todo T ď a a seguinte desigualdade vale fpxq ď C 1gpxq.

Em muitas demonstrações precisaremos de partições da reta, para s ă t dizemos

que uma partição π denotará tanto o conjunto finito ts < t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN´1 ă tN < tu,

como também será usado para denotar a família de intervalos trti, ti`1s : i < 0, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u.

E neste caso escrevemos π P Dprs, tsq. Além disso, dizemos que o calibre de uma partição

é |π| :< maxi pti`1 ´ tiq. Em muitos casos trabalharemos com caminhos X : r0, T s Ñ V e

escrevemos a diferença em dois pontos como Xs,t :< Xt ´ Xs para s, t P r0, T s. Por último

escrevemos lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

fpu, vq < a, se para toda sequência de partições pπnq Ă Dprs, tsq tal

que lim
nÑ8

|πn| < 0, temos que lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

fpu, vq < a.
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1 Conceitos Básicos

Neste capítulo serão apresentadas as principais definições e conceitos que

utilizaremos ao longo do texto. Nosso principal objetivo aqui é desenvolver uma teoria

capaz de integrar caminhos que, para a teoria de Young, não são suficientemente regulares.

Para isso precisamos noção de regularidade bem definida, que no nosso caso será a norma

α-Hölder, e de representantes (suficientemente regulares) desses caminhos irregulares, estes

serão os rough paths.

1.1 Regularidade Hölder

Todos os resultados serão baseados na regularidade Hölder, então embora

simples, essa seção será de grande importância. Uma observação é que muitos (se não

todos) resultados podem ser adaptados para p-variação, tomando os devidos cuidados com

respeito à condição de continuidade.

Definição 1.1. Seja pV, | ¨ |V q e pW, | ¨ |W q espaços de Banach reais e f : V Ñ W uma

função. Se

}f}α :< sup
x‰yPV

|fpyq ´ fpxq|W
|y ´ x|αV

ă 8

para α P r0, `8q dizemos que f é α-Hölder e escrevemos f P CαpV, W q.

Observação 1.2. Se α ą 0, é imediato que f é contínua. Dado ε ą 0 se tomarmos

δ < p}f}´1

α εq1{α

|y ´ x| ă δ ùñ |fpyq ´ fpxq| ď }f}α |y ´ x|α ă }f}α δα < ε.

No caso de α < 1 recuperamos a noção de função Lipschitz. Para α ą 1 e X : r0, T s Ñ R,

suponha }X}α < M ă 8. A partir de agora, para s, t P r0, T s denote Xt ´ Xs por Xs,t.

Dado 0 ď s ă t ď T considere a partição π :<
 

tk :< kN´1pt ´ sq ` s : k < 0, ¨ ¨ ¨ N ´ 1
(

P

Dprs, tsq, então

|Xs,t| ď
N´1
ÿ

k<0

|Xtk,tk`1
| ď

N´1
ÿ

k<0

M |tk`1 ´ tk|α ď MNppt ´ sq{Nqα < Mpt ´ sqαN1´α.

Como a estimativa vale para todo N temos |Xs,t| < 0, isto é, X é constante.

Observação 1.3. Para α ă β e X : r0, T s Ñ V , vale a desigualdade

}X}α < sup
s‰tPr0,T s

|Xs,t|

|t ´ s|α
< sup

s‰tPr0,T s

|Xs,t|

|t ´ s|β
1

|t ´ s|α´β
ď }X}β T β´α,

em outras palavras temos Cβ Ă Cα.
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Vamos ver que a inclusão acima é de fato estrita.

Exemplo 1.4. Considere X : r0, 1s Ñ R dado por Xt < tα, para algum α P p0, 1q, observe

que para todo 0 ď s ă t ď 1 como 0 ă 1 ´ s{t ă 1, temos |1 ´ s{t|α ě |1 ´ s{t| e

|1 ´ ps{tqα| ă |1 ´ ps{tq|, então

|tα ´ sα|

|t ´ s|α
<

|1 ´ ps{tqα|

|1 ´ ps{tq|α
ď

|1 ´ s{t|

|1 ´ s{t|
< 1 ùñ }X}α ď 1.

Se s < 0, é fácil ver que
|tα ´ 0α|

|t ´ 0|α
< 1, então }X}α < 1. A conta acima mostra que X P Cα,

mas veja que para todo ε ą 0

lim
tÑ0

|tα ´ 0|

|t ´ 0|α`ε
< lim

tÑ0

1

tε
< `8,

isto é, X R Cα`ε.

Observação 1.5. Seja f P CαpV, W q e g P CβpW, Uq, então para todo x ‰ y

|f ˝ gpyq ´ f ˝ gpxq| ď }f}α |gpyq ´ gpxq|α ď }f}α }g}α

β |y ´ x|αβ ñ }f ˝ g}αβ ď }f}α }g}α

β

isto é, f ˝ g P CαβpU, V q. Mais do que isso, esta inclusão é ótima, no sentido que não

podemos garantir que a composição pertença à Cγ para algum γ ą αβ. Utilizando o

exemplo passado para criar um contra exemplo, considere fptq < tα e gptq < tβ, então

f ˝ gptq < tαβ, isto é f ˝ g P CαβzCγ.

Agora será apresentado um lema que será utilizado no Teorema de Lyons

referente à integrais rough, além disso é um resultado interessante sobre o comportamento

local de funções α-Hölder.

Lema 1.6. Seja α P p0, 1s, h ą 0 e Z : r0, T s Ñ V um caminho tal que

}Z}α,h :< sup
săt:|t´s|ďh

|Zs,t|

|t ´ s|α
ď M

Então

}Z}α ď M
`

1 _ 2hα´1T 1´α
˘

.

Demonstração. Vamos mostrar que
|Zs,t|

|t ´ s|α
é menor ou igual a M

`

1 _ 2hα´1T 1´α
˘

. O caso

|t ´ s| ď h é imediato por hipótese. Suponha então que h ě |t ´ s|, defina ti < ps ` hiq ^ t

para i < 0, ¨ ¨ ¨ , N . Veja que
|t ´ s|

h
ď N ď 1 `

|t ´ s|

h
e ti`1 ´ ti ď h para todo i. Então

|Zs,t| ď
N´1
ÿ

i<0

|Zti,ti`1
| ď

N´1
ÿ

i<0

M |ti`1 ´ ti|
α

ď NMhα ď hαM

ˆ

1 `
|t ´ s|

h

˙

< hα´1Mph ` |t ´ s|q ď 2hα´1M |t ´ s|.
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Portanto

}Z}α ď M
`

1 _ 2hα´1T 1´α
˘

.

1.2 Rough Paths

Como queremos desenvolver uma teoria determinística da análise estocástica,

estamos preocupados especialmente com uma regularidade que inclua o Movimento Browni-

ano. O Teorema da Continuidade de Kolmogorov, assegura que um Movimento Browniano

é quase sempre α-Hölder para todo α P p1{3, 1{2q. E como a teoria de Young cobre o caso

α P p1{2, 1s, nos limitaremos a estudar o caso de α P p1{3, 1{2s.

Outra observação é que como quase todos os resultados mais importantes do

texto requerem compacidade, nos limitaremos a caminhos definidos em intervalos fechados.

Mas nada nos impede que a definição seja sobre domínios ilimitados.

Definição 1.7. Sejam α P p1{3, 1{2s, X : r0, T s Ñ V e X : r0, T s2 Ñ V b V , então o par

X < pX,Xq é um α-Hölder rough path se:

i) }X}α ă 8 e }X}2α :< sup
s‰tPr0,T s

}Xs,t}V b2

|t ´ s|2α
ă 8;

ii) (Relação de Chen) Xs,t < Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,t para todo s, u, t P r0, T s.

Escrevemos então C
αpr0, T s, V q como o espaço de α-rough paths em V . Dizemos que X é

o levantamento de X.

Notação 1.8. Como veremos na próxima observação as vezes nos ajuda em pensar o

levantamento com o domínio em um simplexo denotado por

∆0,T <
 

ps, tq P r0, T s2 : 0 ď s ď t ď T
(

.

Observação 1.9. Veja que, tendo em vista a Relação de Chen, de imediato já podemos

inferir algumas propriedades do nosso levantamento.

a) Primeiramente como para todo t P r0, T s temos Xt,t < 0 então

Xs,t < Xs,t ` Xt,t ` Xs,t b Xt,t ùñ Xt,t < 0.

b) Outra propriedade é que embora o domínio seja r0, T s2, X é unicamente determinado

por seu valor sobre ∆0,T , pois

Xt,t < Xt,s ` Xs,t ` Xt,s b Xs,t

como Xt,t < 0 e Xs,t < ´Xt,s

Xt,s < ´Xs,t ` Xs,t b Xs,t.
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c) Mais do que isso, basta sabermos os valores de t ÞÑ pXt,X0,tq, pois

X0,t < X0,s ` Xs,t ` X0,s b Xs,t ùñ Xs,t < X0,t ´ X0,s ´ X0,s b Xs,t.

Neste sentido, um rough path Xt :< pXt,X0,tq é de fato um caminho em V ‘ pV bV q.

Observação 1.10. Seja pX,Xq um α-rough path e F : r0, T s Ñ V b V uma função de

classe C2α. Se X̃s,t :< Xs,t ` Fs,t, então a dupla pX, X̃q caracteriza um α-rough path. As

condições de regularidade são imediatas. E a Relação de Chen é conferida com uma conta

rápida

X̃s,t < Xs,t ` Fs,t

< Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,t ` Fs,u ` Fu,t

< X̃s,u ` X̃u,t ` Xs,u b Xu,t.

Alternativamente considere pX,Xq e pX, X̃q P C
αpr0, T s, V q. Defina G :< X´X̃,

aplicando a Relação de Chen

Gs,t < Xs,t ´ X̃s,t

< Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,t ´ X̃s,u ´ X̃u,t ´ Xs,u b Xu,t

< Gs,u ` Gu,t.

Em particular Gs,t < G0,t ´G0,s, que significa que G representa incrementos de um caminho

t ÞÑ G0,t.

Obtemos então uma relação biunívoca, o que essencialmente significa que para

todo α-rough path pX,Xq o levantamento X determina todos os levantamentos possíveis,

a menos da soma de incrementos de um caminho F P C2α. De imediato vemos que o

levantamento nunca será único.

Embora no geral uma noção de levantamento canônico não esteja bem definida,

para caminhos mais regulares temos uma escolha natural.

Definição 1.11. Dado um caminho X de regularidade Lipschitz, sabemos que X P

Cαpr0, T s, V q para todo α P p1{3, 1{2s. Definimos o levantamento canônico como

Xs,t :<

ż t

s

Xs,r b dXr,

onde a integral em questão é a de Riemann-Stieltjes.

Observação 1.12. Com relação ao tensor dentro da integral veja que

ˆ
ż t

s

Yr b dXr

˙i,j

<

˜

lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Yξ b Xu,v

¸i,j

< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y i
ξ b Xj

u,v <

ż t

s

Y i
r dXj

r .
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Vamos mostrar que o levantamento canônico de fato induz um rough path.

Observe que o objeto acima satisfaz a condição de regularidade, pois

|Xs,t| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

Xs,r b dXr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Xs,u b Xu,v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

|Xs,u b Xu,v| < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

|Xs,u| |Xu,v|

ď lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

}Xs,¨}8 }X}lip |v ´ u| ď 2 }X}8 }X}lip |t ´ s|

ùñ }X}
2α ă 8,

isto é, X P C2α para todo α P p1{3, 1{2s. E a Relação de Chen vale, uma vez que

Xs,t <

ż t

s

Xs,r b dXr

<

ż t

s

Xr b dXr ´

ż t

s

Xs b dXr

<

ż t

s

Xr b dXr ´ Xs b Xs,t ´ Xu b Xu,t ` Xu b Xu,t

<

ż u

s

Xr b dXr `

ż t

u

Xr b dXr ´ Xs b Xs,u ´ Xu b Xu,t ` Xs,u b Xu,t

<

ż u

s

Xs,r b dXr `

ż t

u

Xu,r b dXr ` Xs,u b Xu,t

<: Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,t.

l

Definição 1.13. Em C
αpr0, T s, V q podemos definir a semi-norma |||X|||α :< }X}α `

a

}X}2α. Esta norma é dita homogênea, no sentido que dado o operador dilatação associado

à λ P R dado por δλpX,Xq :< pλX, λ2
Xq temos que |||δλpXq|||α < λ|||X|||α.

Veja que para todo para pX,Xq, onde X e X são constantes temos que a

|||pX,Xq|||α < 0, então |||¨|||α é apenas uma semi-norma.

Definição 1.14. Dados X, Y P C
αpr0, T s, V q definimos a pseudo-métrica não-homogênea

ραpX, Yq :< }X ´ Y }α ` }X ´ Y}2α.

1.3 Rough Paths Geométricos

Como queremos desenvolver uma teoria de integração, queremos que de alguma

forma ela se assemelhe com o cálculo de primeira ordem. Lembre-se que para X : r0, T s Ñ V ,

Y : r0, T s Ñ L pV, W q dois caminhos de regularidade Lipschitz e π P Dprs, tsq uma partição
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qualquer para 0 ď s ă t ď T , então
ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v `
ÿ

ru,vsPπ

Yu,vXv <
ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v ` Yu,vXv

<
ÿ

ru,vsPπ

YvXv ´ YuXu

< pY Xqs,t.

Aplicando o limite sobre qualquer sequência de partições tal que |πn| Ñ 0 temos a

propriedade
ż t

s

YrdXr `

ż t

s

dYrXr < YtXt ´ YsXs,

comumente conhecida como integração por partes. Com ela em mente, veja que o levanta-

mento canônico X é tal que

2SympXs,tq
i,j :< X

i,j
s,t ` X

j,i
s,t

<

ż t

s

X i
s,rdXj

r `

ż t

s

Xj
s,rdX i

r

<

ż t

s

X i
rdXj

r `

ż t

s

Xj
r dX i

r ´ X i
sX

j
s,t ´ Xj

s X i
s,t

< X i
tX

j
t ´ X i

sX
j
s ´ X i

sX
j
s,t ´ Xj

s X i
s,t

< X i
s,tX

j
s,t.

Este cálculo motiva as seguintes definições.

Definição 1.15. Seja α P p1{3, 1{2s e X < pX,Xq P C
αpr0, T s, V q. Se

SympXs,tq <
1

2
Xs,t b Xs,t,

dizemos que X é fracamente geométrico e escrevemos X P C
α
g pr0, T s, V q.

Definição 1.16. Dado X < pX,Xq um α-rough path. Se existe sequência X
n < pXn,Xnq P

C
αpr0, T s, V q tal que

i) Xn é continuamente diferenciável por partes;

ii) X
n é o levantamento canônico;

iii) ραpX, X
nq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Dizemos que X é geométrico e escrevemos X P C
0,α
g pr0, T s, V q.

Observação 1.17. De imediato, como toda função continuamente diferenciável satisfaz a

integração por partes, sabemos que todo α-rough path geométrico é fracamente geométrico.

Além disso é possível observar que para todo 1{3 ă α ă β ď 1{2

C
β
g pr0, T s, V q Ă C

0,α
g pr0, T s, V q Ă C

α
g pr0, T s, V q,
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onde a inclusão é estrita e podemos considerar V com dimensão infinita. Caso o leitor se

interesse sobre, recomendo a leitura de [GNS22].

1.4 Rough Paths em Grupos de Lie

Embora os objetos acima já estejam bem definidos, pode ser interessante

entender os rough paths como caminhos em certos espaços algébricos. O objetivo principal

desta seção é demonstrar como a teoria especializada para o caso α P p1{3, 1{2s está de

acordo com a teoria geral.

Definição 1.18. Dado V espaço vetorial sobre R (no nosso caso de dimensão finita),

definimos a álgebra tensorial truncada de V , como o espaço

T 2pV q < R ‘ V ‘ pV b V q

munido do produto

pa, b, cq b pα, β, γq < paα, aβ ` αb, aγ ` b b β ` γcq.

Escrevemos também T 2
npV q < tpa, b, cq P T 2pV q : a < nu.

Observação 1.19. Entendemos então um α-rough path como Xs,t < p1, Xs,t,Xs,tq P T 2
1 pV q,

de modo que a Relação de Chen se encaixe perfeitamente com a definição do produto

Xs,u b Xu,t < p1, Xs,u ` Xu,t,Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,tq < p1, Xs,t,Xs,tq < Xs,t.

Observação 1.20. Dado p1, b, cq P T 2
1 pV q

p1, b, cq b p1, ´b, b b b ´ cq < p1, ´b, b b b ´ cq b p1, b, cq < p1, 0, 0q

e como p1, 0, 0q é o elemento neutro de T 2
1 pV q temos que p1, b, cq´1 < p1, ´b, b b b ´ cq,

portanto T 2
1 pV q é um grupo.

Definição 1.21. Em T 2
1 pV q podemos definir a norma

|||X||| <
1

2

`

NpXq ` NpX´1q
˘

, onde Np1, b, cq < max
!

|b|,
a

2|c|
)

.

E portanto a distância

dpX, Yq <
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX
´1 b Y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ.

Proposição 1.22. i) Se pX,Xq P C
αpr0, T s, V q, então o caminho

t ÞÑ Xt < p1, X0,t,X0,tq P T 2
1 pV q

é α-Hölder com respeito à métrica d;



Capítulo 1. Conceitos Básicos 20

ii) Se t ÞÑ Xt é α-Hölder, então pX,Xq P C
αpr0, T s, V q, onde p1, Xs,t,Xs,tq < X

´1
s b Xt.

Demonstração. i) Dado 0 ď s ă t ď T , veja que

X
´1
s b Xt < p1, ´X0,s, X0,s b X0,s ´ X0,sq b p1, X0,t,X0,tq

< p1, X0,t ´ X0,s, X0,s b X0,s ´ X0,s ´ X0,s b X0,t ` X0,tq

< p1, Xs,t,X0,t ´ X0,s ´ X0,s ´ bXs,tq

< p1, Xs,t,Xs,tq < Xs,t

onde na última passagem foi utilizada a Relação de Chen. Com uma conta rápida

vemos que
`

X
´1
s b Xt

˘´1
< p1, ´Xs,t, Xs,t b Xs,t ´ Xs,tq

como

|Xs,t| ď }X}α |t ´ s|α, |Xs,t b Xs,t| ď }X}2

α |t ´ s|2α e |Xs,t| ď }X}
2α |t ´ s|2α

temos que N
`

X
´1
s b Xt

˘

, N
`

X
´1
s b Xt

˘´1
ď C|t ´ s|α, isto é,

dpXs, Xtq

|t ´ s|α
ď C.

Concluindo que X é de fato α-Hölder.

ii) É imediato que se X for α-Hölder então X e X possuem a regularidade desejada,

pois

1

2
Np1, Xs,t,Xs,tq ď |||p1, Xs,t,Xs,tq||| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX
´1
s b Xt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ ď }X}α |t ´ s|α

então,

|Xs,t| ď 2 }X}α |t ´ s|α e |Xs,t| ď 2 }X}2

α |t ´ s|2α.

Por último a Relação de Chen é obtida pelo produto

p1, Xs,t,Xs,tq < X
´1
s b Xt < X

´1
s b Xu b X

´1
u b Xt

< p1, Xs,u,Xs,uq b p1, Xu,t,Xu,tq

< p1, Xs,t,Xs,u ` Xu,t ` Xs,u b Xu,tq.

Portanto pX,Xq P C
αpr0, T s, V q.

Definição 1.23. Definimos também três operadores importantes:

i) logp1, b, cq <

ˆ

0, b, c ´
1

2
b b b

˙

;
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ii) expp0, b, cq <

ˆ

1, b, c `
1

2
b b b

˙

;

iii) (Colchete de Lie) Para b, y P V , definimos rb, ys < b b y ´ y b b P V b V .

Observação 1.24. Como uma conta rápida conseguimos a fórmula de Baker-Campbell-

Hausdorff

expp0, b, cq b expp0, y, zq <

ˆ

1, b, c `
1

2
b b b

˙

b

ˆ

1, y, z `
1

2
y b y

˙

<

ˆ

1, b ` y, z `
1

2
y b y ` c `

1

2
b b b ` b b y

˙

<

ˆ

1, b ` y, c ` z `
1

2
py b y ` b b b ` 2b b y ` y b b ´ y b bq

˙

<

ˆ

1, b ` y, c ` z `
1

2
rb, ys `

1

2
pb ` yq b pb ` yq

˙

< exp

ˆ

0, b ` y, c ` z `
1

2
rb, ys

˙

Definição 1.25. Para rV, V s denotando o fecho do conjunto spanRtrv, ws P V b V : v, w P

V u definimos a álgebra de lie

g
2pV q < V ‘ rV, V s Ă T 2

0 pV q.

E definimos também o grupo de lie

G2pV q < exp
`

g
2pV q

˘

Ă T 2
1 pV q.

Observação 1.26. Como nesse texto só serão trabalhados espaços de dimensão finita

temos que rV, V s < AntipV b V q. Seja θ : V b V Ñ V b V a aplicação linear tal que

θpv b wq < w b v para todo v, w P V . Veja que para todo rv, ws P rV, V s temos θprv, wsq <

θpv bw ´w bvq < w bv ´v bw < ´rv, ws, isto é, rv, ws P AntipV bV q. Alternativamente,

se x P AntipV b V q então x <
ÿ

i,j

αi,jpei b ej ´ ej b eiq <
ÿ

i,j

αi,jrei, ejs P rV, V s.

Observação 1.27. Veja que G2pV q é de fato um grupo, pois expp0, 0, 0q < p1, 0, 0q é o

elemento neutro. Dado p0, y, zq P V ‘ pV b V q, temos

expp0, y, zq b expp0, ´y, ´zq < exp

ˆ

0, y ´ y, z ´ z `
1

2
ry, ´ys

˙

< p1, 0, 0q

obtemos o mesmo resultado para expp0, ´y, ´zq b expp0, y, zq. Apenas resta mostrar que

G2pV q é fechado pelo produto, mas é imediato da formula que calculamos. Dados b, y P V

e c, z P rV, V s, temos

expp0, b, cq b expp0, y, zq < exp

ˆ

0, b ` y, c ` z ´
1

2
rb, ys

˙

P exppV ‘ rV, V sq
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Proposição 1.28. i) Se pX,Xq P C
α
g pr0, T s, V q, então o caminho

t ÞÑ Xt < p1, X0,t,X0,tq

está em G2pV q.

ii) Se t ÞÑ Xt P G2pV q é α-Hölder, então pX,Xq P C
α
g pr0, T s, V q, onde p1, Xs,t,Xs,tq <

X
´1
s b Xt.

Demonstração. Em ambos os casos a regularidade já foi conferida na Proposição (1.22)

i) Como SympXs,tq <
1

2
Xs,t bXs,t temos que Xs,t ´

1

2
Xs,t bXs,t P AntipV bV q < rV, V s,

com isso em mente, veja que

Xt < p1, X0,t,X0,tq < exp

ˆ

0, X0,t,X0,t ´
1

2
X0,t b X0,t

˙

P exppV ‘ rV, V sq < G2pV q

ii) Alternativamente,

exp

ˆ

0, Xs,t,Xs,t ´
1

2
Xs,t b Xs,t

˙

< p1, Xs,t,Xs,tq < X
´1
s b Xt P exppV ‘ rV, V sqq,

como o operador exp é injetor Xs,t ´
1

2
Xs,t b Xs,t P AntipV b V q o que significa que

SympXs,tq <
1

2
Xs,t b Xs,t, concluindo assim que pX,Xq P C

α
g pr0, T s, V q.

Com essa proposição podemos definir um dos objetos mais importantes da

teoria de rough paths generalizada. Mesmo que em nosso texto ele não seja utilizado,

escolho introduzi-lo caso o leitor se interesse pela análise de caminhos mais irregulares

pα ă 1{3q.

Definição 1.29. Para N P N, s ă t P r0, T s e x P Clippr0, T s, V q. Definimos o mapa

assinatura (de ordem N) como SN pxqs,t P
N
à

i<0

V bi, onde a k-ésima casa é dada por

SN pxqk
s,t <

ż t

s

ż rk

s

¨ ¨ ¨

ż r2

s

dxr1
b dxr2

b ¨ ¨ ¨ b dxrk
.

Observação 1.30. Como no nosso texto nos limitaremos a N < 2, temos uma forma

explícita para a assinatura, dada por

S2pxqs,t <

ˆ

1, xs,t,

ż t

s

xs,r b dxr

˙

.

Além disso a Proposição (1.28) nos diz que S2p¨qs,t : Clipprs, ts, V q Ñ G2pV q.

O que nos motiva para uma última definição, a norma de Carnot-Carathéodory.

Novamente, um objeto crucial para análise de caminhos de menor regularidade, porém

para nós não será importante.
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Definição 1.31. Dado g P G2pV q, escrevemos a norma de Carnot-Carathéodory como

}g}C :< inf
"
ż 1

0

|dγr| : γ P Clippr0, 1s, V q e S2pγq0,1 < g

*

Por fim, opto por não trazer com grandes detalhes estes resultados para o texto,

mas conseguimos obter uma caracterização interessante para os rough paths fracamente

geométricos. Caso o leitor se interesse, recomendo a leitura dos Apêndices (A.1) e (A.2).

Além disso o capítulo 7 e 8 de [FV10] está muito bem escrito desenvolve de maneira

extensa esse caráter algébrico da teoria.
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2 Movimento Browniano como Rough Path

Como no capítulo passado definimos rough paths como caminhos, de forma

trivial podemos estender a definição para processos estocásticos apenas adicionando o

aspecto probabilístico sobre os caminhos. O objetivo deste capítulo então é apresentar a

noção de movimento Browniano como rough path e garantir que este objeto existe e está

bem definido.

2.1 Critério de Kolmogorov

Antes de tudo, temos uma definição natural.

Definição 2.1. Seja pΩ,Pq um espaço de probabilidade e uma família

tXpωq < pXpωq,Xpωqq P C
αpr0, T s, V q : ω P Ωu ,

então dizemos que X¨p ¨ q é um α-rough path aleatório.

Assim como o movimento Browniano tradicional, precisamos de um teorema

análogo ao Critério de Kolmogorov para garantir a existência de um movimento Browniano

como rough path.

Teorema 2.2 (Critério de Kolmogorov). Seja X :< pX,Xq um α-rough path aleatório,

onde q ě 2, β ą
1

q
e C constante tal que para todo s, t P r0, T s temos

}Xs,t}Lq ď C|t ´ s|β e }Xs,t}Lq{2 ď C|t ´ s|2β, (2.1)

Então para todo α P r0, β ´ 1{qq existe uma modificação X̃ :< pX̃, X̃q de X e variáveis

aleatórias Kα P Lq e Kα P Lq{2 dependendo de α tais que para todo s, t P r0, T s:

|X̃s,tpωq| ď Kαpωq|t ´ s|α e |X̃s,tpωq| ď Kαpωq|t ´ s|2α.

Em particular, se β ´ 1{q ą 1{3 temos que para todo α em p1{3, β ´ 1{qq a modificação X̃

em um α-rough path aleatório.

Demonstração. Vamos assumir sem perda de generalidade que T < 1, defina a sequência

de partições diádicas πn :< tk2´n; k < 0, 1, . . . , 2n ´ 1u e as variáveis aleatórias

Kn :< max
tPπn

|Xt,t`2´n | e Kn :< max
tPπn

|Xt,t`2´n |.
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Então

ErKq
ns ď E

ÿ

tPπn

|Xt,t`2´n |q ď
1

|πn|
Cq|πn|βq < Cq2´npβq´1q

ErK
q

2
n s ď E

ÿ

tPπn

|Xt,t`2´n |
q

2 ď
1

|πn|
C

q

2 |πn|2β
q

2 < C
q

2 2´npβq´1q,

onde a segunda desigualdade de cada linha é uma aplicação direta da hipótese (2.1).

Fixe s ă t P π :<
8
ď

n<0

πn e m P N tal que |πm`1| ă t ´ s ď |πm|. Então rs, tq

pode ser escrito como união disjunta de intervalos com extremos em
ď

nąm

πn, onde temos

no máximos 2 intervalos no mesmo πn. Podemos definir a partição s ă τ1 ă ¨ ¨ ¨ ă τN < t

tal que τi P
ď

nąm

πn.

Segue que

|Xs,t| ď max
0ďiďN

|Xs,τi`1
| ď

N´1
ÿ

i<0

|Xτi,τi`1
| ď 2

ÿ

něm`1

Kn

|Xs,t| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

i<0

Xτi,τi`1
` Xs,τi

b Xτi,τi`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
N´1
ÿ

i<0

`

|Xτi,τi`1
| ` |Xs,τi

||Xτi,τi`1
|
˘

ď
N´1
ÿ

i<0

|Xτi,τi`1
| ` max

0ďiăN
|Xs,τi

|
N´1
ÿ

j<0

|Xτi,τi`1
|

ď 2
ÿ

něm`1

Kn `

˜

2
ÿ

něm`1

Kn

¸2

.

A partir daí, usando que |t ´ s| ą |πn`1|, temos a estimativa α-Hölder

|Xs,t|

|t ´ s|α
ď

ÿ

něm`1

1

|πn`1|α
2Kn ď

ÿ

nąm`1

2Kn

|πn|α
ď Kα :< 2

ÿ

ně0

Kn

|πn|α
.

Com Kα definido podemos avaliar sua norma

}Kα}Lq <

›

›

›

›

›

2
ÿ

ně0

Kn

|πn|α

›

›

›

›

›

Lq

ď
ÿ

ně0

2

|πn|α
|ErKq

ns|1{q ď
ÿ

ně0

2C

|πn|α
|πn|β´1{q <

ÿ

ně0

2C 2npα´β`1{qq,

onde na segunda desigualdade usamos novamente a hipótese (2.1). Como α ă β ´ 1{q

temos que a norma é finita, isto é, Kα P Lq.

Da mesma forma temos

|Xs,t|

|t ´ s|2α
ď

ÿ

něm`1

2Kn

|πn`1|2α
`

˜

ÿ

něm`1

2Kn

|πn`1|α

¸2

ď Kα ` K2
α

aqui Kα :< 2
ÿ

ně0

Kn

|πn|2α
, então

}Kα}Lq{2 ď
ÿ

ně0

2

|πn|2α
|EKq{2

n |2{q ď
ÿ

ně0

2C

|πn|2α
|πn|2β´2{q ď

ÿ

ně0

2C 22npα´β`1{qq,
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onde na segunda desigualdade usamos mais uma vez a hipótese (2.1). E como α´β`1{q ă 0

temos que a norma é finita, isto é, Kα P Lq{2. Em particular esse argumento nos da que

}X}α, }X}2α ă 8 quase sempre.

Agora vamos estender o argumento para todo r0, 1s. Para cada t P r0, 1s tome

uma sequência ptkq Ă π tal que tk Ñ t. Como X e α-Hölder em π defina X̃t :< lim
kÑ8

Xtk
.

Pelo Lema de Fatou temos

}X̃t ´ Xt}Lq ď lim inf
kÑ8

}Xtk
´ Xt}Lq ď lim inf

kÑ8
C|t ´ tk|β < 0,

então X̃t < Xt quase sempre, isto é, X̃ é de fato uma modificação de X. Além disso, para

qualquer s, t P r0, 1s e quaisquer sequências em π tais que sk Ñ s e tk Ñ t temos

|X̃s,t| < lim
kÑ8

|Xsk,tk
| ď lim

kÑ8
Kα|tk ´ sk|α < Kα|t ´ s|α.

Veja que pelo mesmo argumento, se t < s mesmo que pskq e ptkq sejam sequências diferentes

lim
kÑ8

Xsk
< lim

kÑ8
Xtk

, o que significa que X̃t não depende da escolha de ptkq que fizemos no

início deste parágrafo.

Similarmente, para qualquer par 0 ă s ď t ă 1 escolha sequências pskq e

ptkq tais que sk Õ s e tk Œ t e defina X̃s,t :< lim
kÑ8

Xsk,tk
. Usando a Relação de Chen e

sk ď s ď t ď tk temos

Xsk,tk
< Xsk,s ` Xs,tk

` Xsk,s b Xs,tk

< Xsk,s ` Xs,t ` Xt,tk
` Xs,t b Xt,tk

` Xsk,s b Xs,tk
.

Então

}Xsk,tk
´ Xs,t}Lq{2 < }Xsk,s ` Xt,tk

` Xs,t b Xt,tk
` Xsk,s b Xs,tk

}
Lq{2

ď }Xsk,s}
Lq{2 ` }Xt,tk

}
Lq{2 ` }Xs,t}Lq }Xt,tk

}
Lq ` }Xsk,s}

Lq }Xs,tk
}

Lq

ď C|s ´ sk|2β ` C|t ´ tk|2β ` C2|s ´ t|β|t ´ tk|β ` C2|sk ´ s|β|s ´ tk|β

kÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Usando o lema de Fatou novamente e a estimativa acima temos

›

›X̃s,t ´ Xs,t

›

›

Lq{2
ď lim inf

kÑinfty
}Xsk,tk

´ Xs,t}Lq{2 < 0,

então X̃s,t < Xs,t quase sempre. Da mesma forma

|X̃s,t| < lim
kÑ8

|Xsk,tk
| ď lim

kÑ8
Kα|tk ´ sk|2α < Kα|t ´ s|2α

mostrando que X̃s,t não depende da escolha das sequências.
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2.2 Movimento Browniano Como Rough Path

Definição 2.3. Dado B um movimento Browniano, definimos os levantamentos

B
Itô
s,t :<

ż t

s

Bs,r b dBr e B
Strat
s,t :<

ż t

s

Bs,r b ˝dBr,

onde a primeira integral representa a integral de Itô e a segunda a de Stratonovich.

Proposição 2.4. Dado B um movimento Browniano e B < pB,BItôq, então para todo α

em p1{3, 1{2q temos que B é um α-rough path aleatório a menos de modificação.

Demonstração. O resultado sai diretamente do Critério de Kolmogorov (Teorema (2.2)),

então basta verificar as hipóteses do teorema.

• Primeiramente, vamos verificar a Relação de Chen

Bs,u ` Bu,t ` Bs,u b Bu,t < Bs,u ` Bu,t ` Bu b Bu,t ´ Bs b Bu,t

< Bs,u ` Bu,t `

ż t

u

Bu b dBr ´

ż u

s

Bs b dBr

<

ż u

s

Bs,r b dBr `

ż t

u

Bu,r b dBr `

ż t

u

Bu b dBr ´

ż u

s

Bs b dBr

<

ż u

s

Br b dBr ´

ż u

s

Bs b dBr `

ż t

u

Br b dBr ´

ż u

s

Bs b dBr

<

ż t

s

Bs,r b dBr <: Bs,t;

• Norma Lq de Bs,t,

}Bs,t}Lq <
›

›|t ´ s|1{2B1

›

›

Lq < }B1}Lq |t ´ s|1{2;

• Norma Lq{2 de Bs,t, aqui vamos usar a Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

(Teorema (A.3)) para obter nossa estimativa. Para isso, lembre-se que a integral de

Itô é martingale e sua variação quadrática é dada por
„
ż ¨

s

Bs,r b dBr



t

<

ż t

s

|Bs,r|2dr,

então

E
“

|Bs,t|
q{2
‰

< E

«

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

Bs,r b dBr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q{2
ff

ď Cq{2E

«

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

|Bs,r|2dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q{4
ff

ď Cq{2|t ´ s|q{4
E

«

sup
rPrs,ts

|Bs,r|q{2

ff

ď C2
q{2|t ´ s|q{2

o que implica que }Bs,t}Lq{2 ď C4{q
q |t ´ s|.

Então com β < 1{2 e @q ě 2 as hipóteses do teorema são validas temos que B P C
α (a

menos de uma modificação) @α P r0, 1{2q.
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Observação 2.5. B
Itô não é geométrico. Utilizando a fórmula de Itô utilizando δi,j para

denotar a função delta de Dirac, temos

f : Bt P R
d ÞÑ Bi

s,tB
j
s,t P R ùñ

#

BkfpBtq < δi,kB
j
s,t ` δj,kBi

s,t,

B2
k,lfpBtq < δi,kδj,l ` δj,kδi,l.

Então

Bi
s,tB

j
s,t < 0 `

ż t

s

Bi
s,rdBj

r `

ż t

s

Bj
s,rdBi

r `
1

2

ż t

s

d
“

Bi, Bj
‰

r
`

1

2

ż t

s

d
“

Bj, Bi
‰

r

ùñ B
i,j
s,t ` B

j,i
s,t < Bi

s,tB
j
s,t ´

“

Bi, Bj
‰

s,t
< Bi

s,tB
j
s,t ´ pt ´ sqδi,j

ùñ Sym pBs,tq ‰ Bs,t b Bs,t.

l

Antes de fazermos o mesmo para o levantamento de Stratonovich, lembre se

que para N semimartingale contínuo e M semimartigale, temos que vale a seguinte fórmula
ż t

0

Mr ˝ dNr <

ż t

0

MrdNr `
1

2
rM, N st .

Então temos que B
Strat
s,t < B

Itô
s,t `

1

2
rB, Bss,t, onde

prB, Bss,tq
i,j

:< rBi, Bjss,t < pt ´ sqδi,jei b ej P R
d b R

d.

Proposição 2.6. Dado B um movimento Browniano e B < pB,BStratq, então para todo α

em p1{3, 1{2q temos que B é um α-rough path geométrico a menos de modificação.

Demonstração. • Relação de Chen:

B
Strat
s,t < B

Itô
s,t `

1

2
rB, Bss,t

< B
Itô
s,u ` B

Itô
u,t ` Bs,u b Bu,t `

1

2
rB, Bss,t

< B
Strat
s,u ´

1

2
rB, Bss,u ` B

Strat
u,t ´

1

2
rB, Bsu,t ` Bs,u b Bu,t `

1

2
rB, Bss,t

< B
Strat
s,u ` B

Strat
u,t ` Bs,u b Bu,t;

• Já argumentamos na Proposição (2.4) que B é α-Hölder a menos de modificação;

• Se definimos φ : ps, tq P ∆T ÞÑ pt ´ sqδi,jei b ej P R
d b R

d, temos que

}φ}2α < sup
sătPr0,T s

}φs,t}

|t ´ s|2α
ď sup

sătPr0,T s
pt ´ sq1´2α

d
ÿ

i<1

}ei b ei} < T 1´2αd ă 8

E pela Proposição (2.4) temos que B
Itô é 2α-Hölder a menos de modificação, temos

que B
Strat < B

Itô ` φ admite modificação 2α-Hölder;
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• Agora para a parte geométrica

B
Strat; i,j ` B

Strat; j,i < B
Itô; i,j `

1

2
rBi, Bjss,t ` B

Itô; j,i `
1

2
rBj, Biss,t

< B
Itô; i,j ` B

Itô; j,i ` rBi, Bjss,t

< Bi
s,tB

j
s,t ´ rBi, Bjss,t ` rBi, Bjss,t

< Bi
s,tB

j
s,t

ùñ Sym
`

B
Strat
s,t

˘

< Bs,t b Bs,t

Portanto, com os argumentos acima temos que B
Strat P C

α
g a menos de modifi-

cação.
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3 Integral Rough

Neste capítulo iremos dar significado à integração sobre rough paths. Para

isso, precisaremos de uma ferramenta que garanta a convergência de somas de Riemann

suficientemente regulares, além de uma classe de objetos para os quais a noção de integração

sobre rough paths seja bem definida. Além disso, será apresentado o Teorema de Gubinelli,

que garante a existência da integral. Em seguida, exploraremos diversos resultados que

serão de fundamental importância para equações diferenciais.

Nota 3.1. A partir daqui é necessário que o leitor se atente com respeito ao modo como as

constantes aparecerem em nossas estimativas. Em particular, precisamos tomar o devido

cuidado com relação ao caráter uniforme da dependência sobre T ď 1, uma vez que essa

propriedade será essencial para a garantia de existência e unicidade de soluções de equações

diferenciais.

3.1 Sewing Lemma

Nesta seção iremos trabalhar uma das principais ferramentas da teoria. O

Sewing Lemma, acima de tudo, é uma abstração da noção de integração riemanniana.

Intuitivamente, queremos que uma função de dois parâmetros, suficientemente regular,

possa ser descrita (a menos de um termo com ordem 1 ` ε) como a diferença dos valores de

um caminho. Além disso, a ordem do erro assegura a convergência de somas riemannianas,

que em nosso contexto traz uma noção de integral.

Notação 3.2. Seja E Banach, dada uma função definida em um simplexo Ξ : ∆r0,T s Ñ E,

para todo 0 ď s ď u ď t ď T escrevemos δΞs,u,t :< Ξs,t ´ Ξs,u ´ Ξu,t.

Teorema 3.3 (Sewing Lemma). Seja pE, | ¨ |q um espaço Banach e Ξ : ∆r0,T s Ñ E um

mapa contínuo tal que

|δΞs,u,t| ď λ|t ´ s|1`ε (3.1)

para constantes ε ą 0 e λ ě 0. Então existe único caminho IΞ : r0, T s Ñ E que satisfaça

IΞ0 < 0 e

|IΞs,t ´ Ξs,t| ď Cλ|t ´ s|1`ε (3.2)

para alguma constante C < Cpεq. Além disso,

IΞs,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Ξu,v. (3.3)

Observação 3.4. A Hipótese (3.1) e }δΞ}
1`ε :< sup

săuăt

|δΞs,u,t|

|t ´ s|1`ε
ă 8 são equivalentes. Em

particular podemos tomar λ < }δΞ}
1`ε.
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Nota 3.5. A demonstração a seguir foi, em sua maior parte, baseada no texto do Allan

(ver [All]), com exceção do argumento que garante a aditividade de I, o qual foi adaptado

da ideia apresentada por Denis Fayel presente em [FL06, pg3]. Além disso, utilizaremos

a notação de Hairer (ver [FH20]), uma vez que ela comunica melhor a propriedade de

continuidade do mapa I.

Demonstração. Em resumo, a prova consistirá em avaliar as somas sobre uma sequência

de partições pré estabelecida. Utilizando a completude de E provaremos que a sequência

das somas parciais converge. Mostraremos por tanto que este limite define um caminho

que satisfaz as Propriedades (3.2) e (3.3).

Dado ps, tq P ∆0,T , considere πn :< ttn
i < s ` i2´npt ´ sq| i < 0, ¨ ¨ ¨ , 2nu a

sequência de partições diádicas de rs, ts, tal que o mesh é |πn| < 2´n|t ´ s|. Defina

In
s,t <

2n´1
ÿ

i<0

Ξtn
i

,tn
i`1

.

Se un
i é o ponto médio do intervalo rtn

i , tn
i`1s, temos

In
s,t ´ In`1

s,t <
2n´1
ÿ

i<0

δΞtn
i

,un
i

,tn
i`1

,

o que implica

ˇ

ˇIn
s,t ´ In`1

s,t

ˇ

ˇ ď
2n´1
ÿ

i<0

ˇ

ˇ

ˇ
δΞtn

i
,un

i
,tn

i`1

ˇ

ˇ

ˇ
ď

2n´1
ÿ

i<0

λ
ˇ

ˇtn
i`1 ´ tn

i

ˇ

ˇ

1`ε

< λ|t ´ s|1`ε
2n´1
ÿ

i<0

2´np1`εq < λ|t ´ s|1`ε2´nε.

Com isso temos também que

8
ÿ

n<k

ˇ

ˇIn
s,t ´ In`1

s,t

ˇ

ˇ ď λ|t ´ s|1`ε
8
ÿ

n<k

2´np1`εq < λ|t ´ s|1`ε 2´kε

1 ´ 2´ε

kÑ8
ÝÝÝÑ 0,

o que em particular mostra que a sequência
`

In
s,t

˘

é Cauchy. Como E é Banach, sabemos

que está sequência converge e dizemos que

Is,t :< lim
nÑ8

In
s,t.

Por eliminação telescópica

ˇ

ˇIs,t ´ Ik
s,t

ˇ

ˇ <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n<k

`

In
s,t ´ In`1

s,t

˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď λ|t ´ s|p1`εq 2´kε

1 ´ 2ε
,

em particular temos que a convergência é uniforme sobre ps, tq. Além disso,

|Is,t ´ Ξs,t| <
ˇ

ˇIs,t ´ I0
s,t

ˇ

ˇ ď
1

1 ´ 2´ε
λ|t ´ s|1`ε, (3.4)
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que na notação de (3.2) escrevemos C <
1

1 ´ 2´ε
. Como Ξ é contínuo, temos que In é

contínuo. Isso com conjunto com o fato da convergência ser uniforme, temos que I também

é contínuo.

Veja que pela definição I é semi-aditiva, no sentido que para todo u ponto médio

de rs, ts temos In`1
s,t < In

s,u ` In
u,t e quando n Ñ 8 temos Is,t < Is,u ` Iu,t. Agora queremos

estender esta igualdade para todo u < rs, ts que pode ser escrito como s `
i

k
pt ´ sq para

k P N e i < 0, ¨ ¨ ¨ , k. Para isso, vamos provar que I é o único mapa semi-aditivo que satisfaz

|Is,t ´ Ξs,t| ď C|t ´ s|1`ε para C uma constante qualquer. Suponha v outro mapa com as

propriedades citadas e defina ws,t < Is,t ´ vs,t tal que |ws,t| ď |Is,t| ` |vs,t| ď C|t ´ s|1`ε,

usando essa estimativa em conjunto com a semi-aditividade de w temos

|ws,t| ď |ws,u| ` |wu,t| ď C|t ´ s|1`ε2´ε

repetindo o argumento iterativamente (tomando novamente os pontos intermediários de

cada intervalo) obtemos

|ws,t| ď C|t ´ s|1`ε2´nε

para todo n P N, o que em particular significa que w = 0, ou seja, I é único.

Considere um k P N , então para ci < s `
i

k
pt ´ sq defina

vs,t <
k´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
.

Veja que se k < 2m, então

vs,t <
m´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
`

k
ÿ

i<m

Ici,ci`1
< vs,u ` vu,t,

onde a última igualdade obtemos usando a semi-aditividade de I, para que os índices

dentro dos somatório se alinhem com o modo que definimos v. Similarmente, se k < 2m ` 1

vs,t <
m´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
` Icm,cm`1

`
k
ÿ

i<m`1

Ici,ci`1

<

˜

m´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
` Icm,u

¸

`

˜

Iu,cm`1
`

k
ÿ

i<m`1

Ici,ci`1

¸

< vs,u ` vu,t.

Além disso, com uma conta rápida vemos que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ξs,t ´
k´1
ÿ

i<0

Ξci,ci`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k´1
ÿ

i<0

δΞci,ci`1,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pk ´ 1qλ|t ´ s|1`ε,
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então

|vs,t ´ Ξs,t| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
´ Ξs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k´1
ÿ

i<0

Ici,ci`1
´

k´1
ÿ

i<0

Ξci,ci`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k´1
ÿ

i<0

Ξci,ci`1
´ Ξs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
k´1
ÿ

i<0

ˇ

ˇIci,ci`1
´ Ξci,ci`1

ˇ

ˇ ` pk ´ 1qλ|t ´ s|1`ε

ď C|t ´ s|1`ε,

para algum C constante. Pela unicidade estabelecida, temos que v = I. O que mostra que

Is,t < Is,u ` Iu,t para todo u da forma s `
i

k
pt ´ sq. Note que o conjunto de pontos desta

forma são densos em rs, ts pela continuidade de I podemos estender essa igualdade para

todo u P rs, ts.

Uma vez que temos essa propriedade podemos definir IΞt :< I0,t de modo que

IΞs,t < Is,t e IΞ0 < 0. E substituindo em (3.4) obtemos (3.2). Veja também que pelo

argumento de unicidade de I obtemos a unicidade de IΞ.

Por último considere qualquer partição π < ts < t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN < tu P

Dprs, tsq para ps, tq P ∆0,T , utilizando novamente eliminação telescópica
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

IΞs,t ´
N´1
ÿ

i<0

Ξti,ti`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

i<0

IΞti,ti`1
´ Ξti,ti`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
λ

1 ´ 2´ε

N´1
ÿ

i<0

|ti`1 ´ ti|

ď
λ

1 ´ 2´ε
|t ´ s||π|ε,

então

lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Ξu,v < IΞs,t.

Lema 3.6. Defina Cα,β
2 pr0, T s, Eq como o conjunto de funções Ξ : ∆0,T Ñ E tal que

}Ξ}α,β :< }Ξ}α ` }δΞ}β ă 8, para 0 ă α ď 1 ă β. Então o mapa I : Cα,β
2 pr0, T s, Eq Ñ

Cαpr0, T s, Eq é linear e contínuo.

Demonstração. Primeiro trataremos da linearidade, veja que para x, y P C2pr0, T s, Eq tais

que }δx}β, }δy}β ă 8 e para λ P R observe que

|λIxs,t ` Iys,t ´ λxs,t ´ ys,t| ď |λIxs,t ´ λxs,t| ` |Iys,t ´ ys,t|

ď |λ|C1 }δx}β |t ´ s|β ` C2 }δy}β |t ´ s|β
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e λIx0 ` Iy0 < 0. Logo por unicidade temos que Ipλx ` yq < λIx ` Iy.

Veja que para a linearidade e para o lema não exigimos a regularidade α-Hölder,

já para a continuidade precisaremos. É direto por (3.2) que o mapa está de fato bem

definido, pois para Ξ P Cα,β
2 pr0, T s, Eq

|IΞs,t| ď |IΞs,t ´ Ξs,t| ` |Ξs,t|

ď C }δΞ}β |t ´ s|β ` }Ξ}α |t ´ s|α

ď
´

CT β´α }δΞ}β ` }Ξ}α

¯

|t ´ s|α.

Por último considere Ξ, ∆ P Cα,β
2 pr0, T s, Eq, então

|IΞs,t ´ I∆s,t| < |IΞs,t ´ Ξs,t ` Ξs,t ` I∆s,t ´ ∆s,t ` ∆s,t|

ď |IΞs,t ´ I∆s,t ´ Ξs,t ´ ∆s,t| ` |Ξs,t ` ∆s,t|

ď |IpΞ ´ ∆qs,t ´ pΞ ´ ∆qs,t| ` |Ξs,t ` ∆s,t|

ď C1 }δΞ ´ δ∆}β |t ´ s|β ` }Ξ ´ ∆}α |t ´ s|α,

para alguma constante C1 < Cpβq. Então

}IΞ ´ I∆}α ď C1T
β´α }δΞ ´ δ∆}β ` }Ξ ´ ∆}α ď C }Ξ ´ ∆}α,β ,

onde a constante C pode ser tomada como C1p1 ` T β´αq.

Para ilustrar o poder do Sewing Lemma, iremos demonstrar o Teorema de

Young-Loéve. Observe que o teorema que originalmente possui uma demonstração extensa

e trabalhosa, agora torna-se um corolário. Para uma abordagem completa do teorema é

recomendada a leitura de [FV10, ch6].

Teorema 3.7 (Young-Loéve). Sejam X P Cαpr0, T s, V q e Y P Cβpr0, T s, L pV, W qq com α,

β P p0, 1s e α ` β ą 1. Então a integral definida por

ż t

0

YrdXr :< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v (3.5)

existe para todo t P r0, T s, onde π são partições tomadas sobre o intervalo r0, ts. Além disso

temos a estimativa
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

YrdXr ´ YsXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C }Y }β }X}α |t ´ s|α`β (3.6)

para todo ps, tq P ∆0,T e alguma constante C :< Cpα ` βq.
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Demonstração. Defina Ξs,t :< YsXs,t, então para todo 0 ď s ď u ď t ď T temos

δΞs,u,t < Ξs,t ´ Ξs,u ´ Ξu,t

< YsXs,t ´ YsXs,u ´ YuXu,t

< YsXu,t ´ YuXu,t

< pYs ´ YuqXu,t < ´Ys,uXu,t

ùñ |δΞs,u,t| < |Ys,uXu,t|

ď }Ys,u}
op

|Xu,t|

ď }Y }β |u ´ s|β }X}α |t ´ u|α

ď }Y }β }X}α |t ´ s|α`β.

Como α`β ą 1 podemos aplicar o Sewing Lemma, que garante a existência de
ż t

s

YrdXr :<

IΞs,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v. Além disso, aplicando (3.2) com λ < }Y }β }X}α obtemos

exatamente (3.6).

Agora será apresentado uma estimativa que codifica estabilidade da Integral

de Young. Esse próximo resultado será usado no começo do Capítulo 6 para garantir a

existência de solução de equações diferenciais no sentido de Young.

Proposição 3.8. Sejam X, X̃ P Cαpr0, T s, V q e Y , Ỹ P Cβpr0, T s, L pV, W qq para α,

β P p0, 1s tal que α ` β ą 1. Então

›

›

›

›

ż ¨

0

YrdXr ´

ż ¨

0

ỸrdX̃r

›

›

›

›

α

ď C
´´

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

β

¯

}X}α `
´

ˇ

ˇỸ0

ˇ

ˇ `
›

›Ỹ
›

›

β

¯

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

para alguma constante C < Cpα, β, T q que pode ser tomada uniformemente sobre T ď 1.

Demonstração. Para Ξu,v :< YuXu,v e Ξ̃u,v :< ỸuX̃u,v definar ∆u,v ´ Ξu,v ´ Ξ̃u,v, tal que

|δ∆s,u,t| <
ˇ

ˇδΞs,u,t ´ δΞ̃s,u,t

ˇ

ˇ <
ˇ

ˇYs,uXu,t ´ Ỹs,uX̃u,t

ˇ

ˇ

ď
›

›Ys,u ´ Ỹs,u

›

›

op
|Xu,t| `

›

›Ỹs,u

›

›

op

ˇ

ˇXu,t ´ X̃u,t

ˇ

ˇ

ď
´

›

›Y ´ Ỹ
›

›

β
}X}α `

›

›Ỹ
›

›

β

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

|t ´ s|α`β.

Aplicando o Sewing Lemma, obtemos I∆, a estimativa

|I∆s,t ´ ∆s,t| ď C0

´

›

›Y ´ Ỹ
›

›

β
}X}α `

›

›Ỹ
›

›

β

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

|t ´ s|α`β

e as somas de Riemann

I∆s,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

∆u,v < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

`

Ξu,v ´ Ξ̃u,v

˘

<

ż t

s

YrdXr ´

ż t

s

ỸrdX̃r.
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Além disso,
ˇ

ˇYsXs,t ´ ỸsX̃s,t

ˇ

ˇ ď
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8
}X}α |t ´ s|α `

›

›Ỹ
›

›

8

›

›X ´ X̃
›

›

α
|t ´ s|α

ď
´´

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` T β
›

›Y ´ Ỹ
›

›

β

¯

}X}α `
´

ˇ

ˇỸ0

ˇ

ˇ ` T β
›

›Ỹ
›

›

β

¯

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

|t ´ s|α.

Juntando tudo temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

YrdXr ´

ż t

s

ỸrdX̃r

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |I∆s,t ´ ∆s,t| ` |∆s,t|

ď C0

´

›

›Y ´ Ỹ
›

›

β
}X}α `

›

›Ỹ
›

›

β

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

|t ´ s|α`β

`
´´

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` T β
›

›Y ´ Ỹ
›

›

β

¯

}X}α `
´

ˇ

ˇỸ0

ˇ

ˇ ` T β
›

›Ỹ
›

›

β

¯

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

|t ´ s|α.

Então
›

›

›

›

ż t

s

YrdXr ´

ż t

s

ỸrdX̃r

›

›

›

›

α

ď C
´´

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

β

¯

}X}α

`
´

ˇ

ˇỸ0

ˇ

ˇ `
›

›Ỹ
›

›

β

¯

›

›X ´ X̃
›

›

α

¯

,

onde a constante C pode ser tomada como p1 ` C0qp1 ` T βq. Observe que C pode ser

tomada uniformemente sobre T ď 1.

3.2 Rough Paths Controlados

Veja que só precisamos definir Ξ de modo que δΞs,u,t < Op|t ´ s|1`εq para

assegurar a convergência das somas riemannianas. Mas veja que no caso de Young o

que garante a aplicação do Sewing Lemma é o fato de α ` β ą 1, então não temos a

garantia da existência de integrais do tipo
ż

F pXrqdXr para por exemplo F : R Ñ R

Lipschitz e X P CαpR,Rq com α ď 1{2. Com o objetivo de estender o alcance de objetos

integráveis iremos introduzir um conceito que nos ajudará futuramente com o problema

da regularidade.

Definição 3.9. Se X P Cαpr0, T s, V q dizemos que Y P Cαpr0, T s, W q é controlado por X

se existe Y 1 P Cαpr0, T s, L pV, W qq tal que existe um resto RY , onde

Ys,t < Y 1
s Xs,t ` RY

s,t

com }RY }2α ď 8. Então dizemos que o par pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q é um rough path

controlado e dizemos que Y 1 é a Derivada de Gubinelli de Y com respeito a X.

Nota 3.10. Em D
2α
X podemos definir a seminorma

}Y, Y 1}X,2α :< }Y 1}α ` }RY }2α.

Observação 3.11. Utilizando as estimativas do Lema (3.18) temos que pF pXq, DF pXqq P

D
2α
X pr0, T s, L pV, W qq.
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Definição 3.12. Dado X < pX,Xq P C
α pr0, T s, V q, pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, L pV, W qq e

s ă t contidos em r0, T s dizemos que a integral rough existe se o limite

ż t

s

YrdXr :< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pYuXu,v ` Y 1
uXu,vq, (3.7)

existe independente da escolha da sequência de partições pπnq P Dprs, tsq tal que |πn| Ñ 0.

Como estudado anteriormente, sabemos que é suficiente que a soma das regula-

ridades seja maior que 1 para que a Integral de Young exista. No caso de caminhos menos

regulares, precisamos de um termo extra que irá atuar como regularizador, aqui no caso

temos Y 1
sXs,t para assegurar a convergência.

Teorema 3.13 (Gubinelli). Seja T ą 0, seja X < pX,Xq P C
αpr0, T s, V q para algum

α ą 1{3 e pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, L pV, W qq. Então existe C :< Cpαq tal que

i) Existe a integral definida em 3.7;

ii) Para todo s ă t P r0, T s temos a estimativa

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

YrdXr ´ YsXs,t ´ Y 1
sXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cp}X}α

›

›RY
›

›

2α
` }X}

2α }Y 1}αq|t ´ s|3α; (3.8)

iii) O mapa de D
2α
X pr0, T s, L pV, W qq para D

2α
X pr0, T s, W q dado por pY, Y 1q ÞÑ pZ, Z 1q :<

ˆ
ż ¨

0

YrdXr, Y

˙

é mapa linear contínuo entre espaços de Banach e temos a estimativa

}Z, Z 1}X,2α ď }Y }α ` }Y 1}8 }X}
2α ` CT αp}X}α

›

›RY
›

›

2α
` }X}

2α }Y 1}αq. (3.9)

Demonstração. Nosso objetivo aqui é usar o Sewing Lemma. Para isso, defina Ξs,t :<

YsXs,t ` Y 1
sXs,t, veja que

δΞs,u,t < YsXs,t ´ YsXs,u ´ YuXu,t ` Y 1
sXs,t ´ Y 1

sXs,u ´ Y 1
uXu,t

< YsXu,t ´ YuXu,t ` Y 1
s pXs,t ´ Xs,uq ´ Y 1

uXu,t

< ´Ys,uXu,t ` Y 1
s pXu,t ` Xs,u b Xu,tq ´ Y 1

uXu,t

< ´Ys,uXu,t ` Y 1
s pXs,u b Xu,tq ´ Y 1

s,uXu,t

< ´pYs,u ´ Y 1
s Xs,uqXu,t ´ Y 1

s,uXu,t

< ´RY
s,uXu,t ´ Y 1

s,uXu,t,

onde na terceira igualdade utilizamos a Relação de Chen. Observe também que na quarta

igualdade identificamos o operador Y 1
s de L pV b V, W q em L pV, L pV, W qq. Então as
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hipóteses do Sewing Lemma são verificadas, uma vez que

|δΞs,u,t| ď
›

›RY
s,u

›

›

op
|Xu,t| `

›

›Y 1
s,u

›

›

op
|Xu,t|

ď
›

›RY
›

›

2α
|u ´ s|2α }X}α |t ´ u|α ` }Y 1}α |u ´ s|α }X}

2α |t ´ u|2α

ď
`›

›RY
›

›

2α
}X}α ` }Y 1}α }X}

2α

˘

|t ´ s|3α

ùñ }δΞ}
3α ď

›

›RY
›

›

2α
}X}α ` }Y 1}α }X}

2α .

Como resultado, garantimos a existência de
ż t

s

YrdXr :< IΞs,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v`Y 1
uXu,v

e por (3.1) obtemos a Estimativa (3.9).

Agora para iiiq, veja que Ξ P Cα
2 , pois

|Ξs,t| ď }Y }8 }X}α |t´s|α `}Y 1}8 }X}
2α |t´s|2α ď p}Y }8 }X}α ` T α }Y 1}8 }X}

2αq |t´s|α.

Pelo Lema (3.6) sabemos que }Z}α ă 8. Como definimos Z 1 < Y também é direto

que }Z 1}α ă 8. Resta provar que RZ possui regularidade 2α, para isso veja que RZ
s,t <

Zs,t ´ YsXs,t, então por (3.9) temos

ˇ

ˇRZ
s,t

ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇRZ
s,t ´ Y 1

sXs,t

ˇ

ˇ ` |Y 1
sXs,t|

ď |Zs,t ´ YsXs,t ´ Y 1
sXs,t| ` }Y 1}8 }X}

2α |t ´ s|2α

ď C
`›

›RY
›

›

2α
}X}α ` }Y 1}α }X}

2α

˘

|t ´ s|3α ` }Y 1}8 }X}
2α |t ´ s|2α

ùñ
›

›RZ
›

›

2α
ď CT α

`›

›RY
›

›

2α
}X}α ` }Y 1}α }X}

2α

˘

` }Y 1}8 }X}
2α ,

mostrando assim que pZ, Z 1q é de fato um elemento de D
2α
X pr0, T s, W q. Além disso, com

uma conta rápida temos

}Z, Z 1}X,2α < }Z 1}α `
›

›RZ
›

›

2α

ď }Y }α ` CT α
`›

›RY
›

›

2α
}X}α ` }Y 1}α }X}

2α

˘

` }Y 1}8 }X}
2α .

A continuidade será demonstrada na próxima seção, mais precisamente é

corolário imediato do Teorema (3.25).

Observação 3.14. Se pX,Xq P C
αpr0, T s, V q, pY, Y 1q P D

2α
X

`

r0, T s, L
`

V , W
˘˘

e pZ, Z 1q P

D
2α
X

`

r0, T s, V
˘

para V , V e W espaços de Banach. Pelo Teorema (3.3) podemos definir

ż t

s

YudZu < IΞs,t, onde Ξu,v :< YuZu,v ` Y 1
uZ 1

uXu,v. (3.10)

Aqui há um cuidado a ser tomado com os domínios. Identificamos Z 1
u P

L
`

V, V
˘

com o operador v b w ÞÑ v b Z 1
uw em L

`

V b V, V b V
˘

e identificamos Y 1
u P

L
`

V, L
`

V , W
˘˘

de forma canônica em L
`

V b V , W
˘



Capítulo 3. Integral Rough 39

Veja que

YsZs,t ´ YsZs,u ´ YuZu,t < ´YsZu,t ´ YuZu,t < ´Ys,uZu,t

Y 1
s Z 1

sXs,t ´ Y 1
s Z 1

sXs,u ´ Y 1
uZ 1

uXu,t < Y 1
s Z 1

spXs,t ´ Xs,uq ´ Y 1
uZ 1

uXu,t

< Y 1
s Z 1

spXu,t ` Xs,u b Xu,tq ´ Y 1
uZ 1

uXu,t

< Y 1
s Z 1

spXs,u b Xu,tq ´ pY 1Z 1qs,uXu,t,

então

δΞs,u,t < ´Ys,uZu,t ` Y 1
s Z 1

spXs,u b Xu,tq ´ pY 1Z 1qs,uXu,t

< ´pY 1
s Xs,u ` RY

s,uqZu,t ` Y 1
s Z 1

spXs,u b Xu,tq ´ pY 1Z 1qs,uXu,t

< ´Y 1
s Xs,upZ 1

uXu,t ` RZ
u,tq ´ RY

s,uZu,t ` Y 1
s Z 1

spXs,u b Xu,tq ´ pY 1Z 1qs,uXu,t

< ´Y 1
s Xs,uZ 1

uXu,t ` Y 1
s Xs,uRZ

u,t ´ RY
s,uZu,t ` Y 1

s Z 1
spXs,u b Xu,tq ´ pY 1Z 1qs,uXu,t

< ´Y 1
s Z 1

s,upXs,u b Xu,tq ` Y 1
s Xs,uRZ

u,t ´ RY
s,uZu,t ´ pY 1Z 1qs,uXu,t,

reforçando que estamos abusando a notação de Y 1 e Z 1, uma vez que na última linha

alternamos os espaços que essas aplicações atuam no primeiro termo da soma. Desta forma

podemos calcular sua norma

ˇ

ˇY 1
s Z 1

s,upXs,u b Xu,tq
ˇ

ˇ ď }Y 1
s }op

›

›Z 1
s,u

›

›

op
|Xs,u b Xu,t| ď }Y 1}8 }Z 1}α }X}2

α |t ´ s|3α

ˇ

ˇY 1
s Xs,uRZ

u,t

ˇ

ˇ ď }Y 1
s Xs,u}

op

ˇ

ˇRZ
u,t

ˇ

ˇ ď }Y 1
s }op |Xs,u|

ˇ

ˇRZ
u,t

ˇ

ˇ ď }Y 1}8 }X}α

›

›RZ
›

›

2α
|t ´ s|3α

ˇ

ˇRY
s,uZu,t

ˇ

ˇ ď
›

›RY
s,u

›

›

op
|Zu,t| ď

›

›RY
›

›

2α
}Z}α |t ´ s|3α

|Y 1
uZ 1

uXu,t ´ Y 1
s Z 1

sXu,t| ď }Y 1
u}op |Z 1

uXu,t ´ Z 1
sXu,t| ` }Y 1

u ´ Y 1
s }op |Z 1

sXu,t|

< }Y 1
u}op

ˇ

ˇZ 1
s,uXu,t

ˇ

ˇ `
›

›Y 1
s,u

›

›

op
|Z 1

sXu,t|

ď p}Y 1}8 }Z 1}α }X}
2α ` }Y 1}α }Z 1}8 }X}

2αq|t ´ s|3α.

Se denotarmos respectivamente os elementos que multiplicam |t ´ s|3α por λi para i P

t1, 2, 3, 4u temos então que

}δΞs,u,t} ď pλ1 ` λ2 ` λ3 ` λ4q|t ´ s|3α,

o que garante que podemos usar o Sewing Lemma. Além disso o lema também nos dá a

estimativa
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

YudZr ´ YsZs,t ´ Y 1
s Z 1

sXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C pλ1 ` λ2 ` λ3 ` λ4q |t ´ s|3α. (3.11)

l

Observação 3.15. Dadas duas funções com dois parâmetros Ξ, Ξ̃ P Cβ
2 com β ą 1 tais

que |Ξs,t ´ Ξ̃s,t| < Op|t ´ s|βq, então os mapas gerados pelo Sewing Lemma são iguais, i.e.,

IΞ < IΞ̃.
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De fato, considere uma partição qualquer π P Dpr0, T sq, então

ÿ

ru,vsPπ

|Ξu,v ´ Ξ̃u,v| ď
ÿ

ru,vsPπ

C|u ´ v|β < C
ÿ

ru,vsPπ

|u ´ v| ¨ |u ´ v|β´1

ď C
ÿ

ru,vsPπ

|u ´ v| ¨ |π|β´1 < CT |π|β´1,

isto é,
ÿ

ru,vsPπ

|Ξu,v ´ Ξ̃u,v| < Op|π|β´1q ùñ
ÿ

ru,vsPπ

|Ξu,v ´ Ξ̃u,v|
|π|Ñ0
ÝÝÝÑ 0, portanto IΞ < IΞ̃.

Alternativamente, se |Ξs,t ´ Ξ̃s,t| < op|t ´ s|q o resultado continua sendo o

mesmo, pois dado C ăă 1 existe δ tal que para todo |v ´ u| ă δ temos a desigualdade

|Ξu,v ´ ∆u,v| ď C|v ´ u|, então se escolhemos uma partição πδ P Dpr0, T sq de tal forma

que |πδ| ă δ obtemos

ÿ

ru,vsPπδ

|Ξu,v ´ Ξ̃u,v| ď
ÿ

ru,vsPπδ

C|u ´ v| ď CT,

como o argumento vale para qualquer C temos novamente que lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

|Ξu,v ´ Ξ̃u,v| Ñ 0,

portanto IΞ < IΞ̃. l

Observação 3.16. Para um caminho Lipschitz X P Clippr0, T s, V q temos o levantamento

canônico Xs,t <

ż t

s

Xs,r b dXr. Considere agora um caminho Y P Cαpr0, T s, L pV, W qq para

algum α P p1{3, 1{2q, então para qualquer caminho Y 1 P Cαpr0, T s, L pV b V, W qq tal que

pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, L pV, W qq defina Ξu,v < YuXu,v (veja que é exatamente a função que

pelo Sewing Lemma nos dá a Integral de Riemann) e ∆u,v < YuXu,v ` Y 1
uXu,v (a função

que define a integral (3.7)). Veja que

ż t

s

|dXr| < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

|Xu,v| ď lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

}X}lip |v ´ u| < }X}lip |t ´ s|,

então temos

|Xs,t| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

Xs,r b dXr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

s

|Xs,r b dXr|

<

ż t

s

|Xs,r| |dXr| ď }X}lip |t ´ s|

ż t

s

|dXr|

ď }X}2

lip |t ´ s|2,

isto é, |Ξs,t ´ ∆s,t| < |Y 1
sXs,t| < Op|t ´ s|2q, usando a observação passada temos que a

Integral de Riemann-Stieltjes de fato coincide com a rough, isto é,
ż t

s

YrdXr <

ż t

s

YrdX.

Exemplo 3.17. Na última observação é importante que o levantamento seja o canônico,

caso o contrário os resultados podem ser diferentes, vejamos um exemplo onde isso acontece.
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Considere α P p1{3, 1{2s, f um caminho de classe C2αpr0, T s, V b V q e X,

X̃ P C
αpr0, T s, V q tal que X̃t < Xt e X̃s,t < Xs,t `fs,t. Se pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, L pV, W qq <

D
2α
X̃

pr0, T s, L pV, W qq, então

ż T

0

YrdX̃r <

ż T

0

YrdXr `

ż T

0

Y 1
r dfr,

onde a segunda integral é de Young.

De fato, é fácil ver que os espaços coincidem pois se pY, Y 1q P D
2α
X , então

R̃Y
s,t < Ys,t ´ Y 1

s Xs,t ´ Y 1
s fs,t < RY

s,t ´ Y 1
s fs,t

e tomando a norma temos

›

›R̃Y
›

›

2α
ď
›

›RY
›

›

2α
` }Y 1}8 }f}

2α .

Veja que por Gubinelli as integrais de Y com respeito a X e X̃ existem, então

ż T

0

Y 1
r dfr :< lim

|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
ufu,v

< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
ufu,v ` Y 1

uXu,v ´ Y 1
uXu,v ` YuXu,v ´ YuXu,v

< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v ` Y 1
upfu,v ` Xu,vq ´ lim

|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuXu,v ` Y 1
uXu,v

<

ż T

0

YrdX̃r ´

ż T

0

YrdXr,

onde a primeira igualdade é valida pois α ` 2α ą 1 então podemos aplicar a Integral de

Young. l

Agora será apresentado um resultado que pode ser interessante em certos casos.

O Teorema de Lyons no nosso contexto é uma aplicação direta do Teorema de Gubinelli.

Lema 3.18. Dada função F : V Ñ LpV, W q de classe C2
b , pX,Xq em C

αpr0, T s, V q para

algum α P p1{3, 1{2q. Defina Ys :< F pXsq, Y 1
s :< DF pXsq e RY

s,t :< Ys,t ´ Y 1
s Xs,t então

Y, Y 1 P Cα e RY P C2α e

}Y }α ď }DF }8}X}α

}Y 1}α ď }D2F }8}X}α

}RY }2α ď
1

2
}D2F }8}X}2

α

Demonstração. Como F é de classe C2
b então F e DF são Lipschitz e temos as estima-

tivas }F pXqs,t} ď }DF }8}Xs,t} e }DF pXqs,t} ď }D2F }8}Xs,t}. Aplicando elas de forma
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respectiva temos

}F pXq}α < sup
sătPr0,T s

}F pXqs,t}

|t ´ s|α
ď sup

sătPr0,T s
}DF }8

}Xs,t}

|t ´ s|α
< }DF }8}X}α,

}DF pXq}α < sup
sătPr0,T s

}DF pXqs,t}

|t ´ s|α
ď sup

sătPr0,T s
}D2F }8

}Xs,t}

|t ´ s|α
< }D2F }8}X}α,

Pelo resto de Taylor, para todo s ă t P r0, T s existe ξ P r0, 1s tal que

F pXtq < F pXsq ` DF pXsqXs,t `
1

2
D2F pXs ` ξXs,tqpXs,t, Xs,tq

ùñ
ˇ

ˇRY
s,t

ˇ

ˇ <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2
D2F pXs ` ξXs,tqpXs,t, Xs,tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2
}D2F }8}Xs,t}

2
α

ùñ }RY
s,t}2α ď

1

2
}D2F }8}X}2

α.

Definição 3.19. Dado X < pX,Xq P C
αpr0, T s, V q, F : V Ñ L pV, W q e s ă t contidos

em r0, T s dizemos que a integral rough de 1-forma existe se o limite

ż T

0

F pXrqdXr :< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

F pXuqXu,v ` DF pXuqXu,v (3.12)

existe independente da escolha da sequência de partições pπnq P Dpr0, T sq tal que |πn| Ñ 0.

Teorema 3.20 (Lyons). Seja X < pX,Xq P C
αpr0, T s, V q com α ą 1{3 e F : V Ñ

L pV, W q de classe C2
b , então a integral rough definida em (3.12) existe e temos a estimativa

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

F pXrqdXr ´ F pXsqXs,t ´ DF pXsqXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C}F }C2

b

`

}X}3
α ` }X}α}X}2α

˘

|t ´ s|3α

(3.13)

para alguma constante C < Cpαq. Além disso, temos

›

›

›

›

ż ¨

0

F pXrqdXr

›

›

›

›

α

ď C1}F }C2

b

´

|||X|||α _ |||X|||1{α

α

¯

, (3.14)

para alguma constante C1 < C1pT, αq.

Demonstração. Utilizando o Lema (3.18) temos que pF pXq, DF pXqq P D
2α
X pr0, T s, W q.

Com isso o Teorema de Gubinelli garante a existência da integral e a Estimativa (3.9) em

conjunto com o Lema (3.18) temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

F pXrqdXr ´ F pXsqXs,t ´ DF pXsqXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C0

ˆ

}X}α

1

2

›

›D2F
›

›

8
}X}2

α ` }X}
2α

›

›D2F
›

›

8
}X}α

˙

|t ´ s|3α

ď C}F }C2

b

`

}X}3
α ` }X}α}X}2α

˘

|t ´ s|3α.
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Para (3.14) só precisamos aplicar a desigualdade triangular sobre (3.13)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

F pXqrdXr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

F pXrqdXr ´ F pXsqXs,t ´ DF pXsqXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |F pXsqXs,t ` DF pXsqXs,t|

ď C}F }C2

b

`

}X}3
α ` }X}α}X}2α

˘

|t ´ s|3α ` }F }C2

b
}X}α |t ´ s|α ` }F }C2

b
}X}

2α |t ´ s|2α

ď 2C }F }C2

b

`

|||X|||α|t ´ s|α ` |||X|||2α|t ´ s|2α ` |||X|||3α|t ´ s|3α
˘

.

Considere ρ < |||X|||α e h < ρ´1{α. Então para todo par s ă t tal que t ´ s ă h, em

particular ρ1{α|t ´ s| ď 1, disso sabemos que

|Zs,t| ď 2C }F }C2

b

`

ρ|t ´ s|α ` ρ2
α|t ´ s|2α ` ρ3|t ´ s|3α

˘

ď 2C }F }C2

b
3ρ|t ´ s|α.

Em outras palavras, }Z}α,h ď 6C }F }C2

b
ρ. Então aplicando o Lema (1.6) temos

}Z}α ď 6C }F }C2

b
ρ
`

1 _ 2hα´1T 1´α
˘

ď C1 }F }C2

b

`

ρ _ ρ1{α
˘

,

onde a constante C1 pode ser tomada como 12Cp1 ` T q1´α.

3.3 Estabilidade da Integral Rough

Essa seção terá como objetivo desenvolver algumas ferramentas que serão

utilizadas para estabelecer resultados referentes à equações diferenciais.

Para falar de estabilidade precisamos de alguma noção de distância no espaço

trabalhado. No nosso caso queremos medir a distância de dois caminhos controlados por

caminhos diferentes, com objetivo de obter algum tipo de continuidade do mapa solução

de equações diferenciais (veja o Teorema (6.8)).

Definição 3.21. Sejam X < pX,Xq, X̃ < pX̃, X̃q P C
αpr0, T s, V q, pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, W q

e pỸ , Ỹ 1q P D
2α
X̃

pr0, T s, W q, então definimos

dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘

:< }Y 1 ´ Ỹ 1}α ` }RY ´ RỸ }2α.

Observação 3.22. Veja que dX,X̃,2α não é exatamente uma métrica, uma vez que pY, Y 1q

e pỸ , Ỹ 1q não estão no mesmo espaço. E mesmo se estivessem (no caso de X < X̃), d não

consegue diferenciar pY, Y 1q de pY ` cX, Y 1 ` cq para qualquer c constante.

Agora veja que para X < pX,Xq P C
α fixo podemos definir o mapa

ιX : pY, Y 1q P D
2α
X ÞÑ pY 1, RY q P Cα ‘ C2α

2 .

Veja que se fixarmos também Y0 < ξ temos que ιX é injetivo, uma vez que se ιXpY, Y 1q <

ιXpỸ , Ỹ 1q, então

Yt < ξ ` Y 1
t X0,t ` RY

0,t < ξ ` Ỹ 1
t X0,t ` RỸ

0,t < Ỹt.
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Desta forma podemos entender dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘

como }ιXpY, Y 1q ´ ιXpỸ , Ỹ 1q}α,2α que

é uma seminorma.

Observação 3.23. Dados f, g P L pV, W q e x, y P V temos

|fx ´ gy|W < |fx ´ fy ` fy ´ xy|W ď }f}op |x ´ y|V ` }f ´ g}op |y|V . (3.15)

Peço para que o leitor sempre tenha essa estimativa em mente, uma vez que ela será muito

utilizada daqui para frente.

Agora será apresentado um teorema rápido que nos ajudará nos últimos resul-

tados deste texto.

Teorema 3.24. Nas condições da Definição (3.21), se os valores |Y 1
0 |, }Y 1}8, }X}α, |Ỹ 1

0 |,

}Ỹ 1}8, }X̃}α são limitados por R temos a seguinte estimativa

}Y ´ Ỹ }α ď CR

`

}X ´ X̃}α ` |Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

Para alguma constante CR :< CpRq.

Demonstração. Para algum s, t P r0, T s considere a norma

|Ys,t ´ Ỹs,t| < |Y 1
s Xs,t ` RY

s,t ´ Ỹ 1
s X̃s,t ´ RỸ

s,t|

ď |Y 1
s ´ Ỹ 1

s | ¨ |Xs,t| ` |Ỹ 1
s | ¨ |Xs,t ´ X̃s,t| ` |RY

s,t ´ RỸ
s,t|

ď }Y 1 ´ Ỹ 1}8}X}α|t ´ s|α ` }Ỹ 1}8}X ´ X̃}α|t ´ s|α ` }RY ´ RỸ }2α|t ´ s|2α,

onde usamos a eq. (3.15) para obter a segunda linha. Segue então que

}Y ´ Ỹ }α ď }Y 1 ´ Ỹ 1}8}X}α ` }Ỹ 1}8}X ´ X̃}α ` T α}RY ´ RỸ }2α

ď
`

|Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` T α}Y 1 ´ Ỹ 1}α

˘

}X}α ` }Ỹ 1}8}X ´ X̃}α ` T α}RY ´ RỸ }2α

ď
`

|Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` T α}Y 1 ´ Ỹ 1}α

˘

R ` R}X ´ X̃}α ` T α}RY ´ RỸ }2α

ď C
`

}X ´ X̃}α ` |Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

onde C pode ser tomado como R ` 1.

Com esse resultado estabelecido, iremos agora para o teorema principal desta

seção.

Teorema 3.25 (Estabilidade da Integral Rough). Sejam X < pX,Xq, X̃ < pX̃, X̃q P

C
αpr0, T s, V q, pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, L pV, W qq e pỸ , Ỹ 1q P D

2α
X̃

pr0, T s, L pV, W qq tais que os

valores |Y 1
0 |`}Y, Y 1}α,2α, ραp0, Xq, |Ỹ 1

0 |`}Ỹ , Ỹ 1}α,2α e ραp0, X̃q são limitados por M . Defina

pZ, Z 1q :<

ˆ
ż ¨

0

Y dX, Y

˙

P D
2α
X pr0, T s, W q e pZ̃, Z̃ 1q :<

ˆ
ż ¨

0

Ỹ dX̃, Ỹ

˙

P D
2α
X̃

pr0, T s, W q.

Então valem as seguinte estimativas

dX,X̃,2α

`

Z, Z 1; Z̃, Z̃ 1
˘

ď CM p1 ` T αq
`

ραpX, X̃q ` |Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

(3.16)
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}Z ´ Z̃}α ď CM p1 ` T αq2
`

ραpX, X̃q ` |Y0 ´ Ỹ0| ` |Y 1
0 ´ Ỹ 1

0 | ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

(3.17)

para alguma constante CM :< CpM, αq.

Demonstração. Para obtermos (3.16) precisamos estimar }Y ´ Ỹ }α ` }RZ ´ RZ̃}2α. Por

(3.24) o primeiro termo já está estimado, então basta verificar o segundo termo. Vejamos

RZ
s,t < Zs,t ´ Z 1

sXs,t <

ż t

s

Y dX ´ YsXs,t < IΞs,t ´ Ξs,t ` Y 1
sXs,t,

onde Ξs,t :< YsXs,t ` Y 1
sXs,t. Analogamente obtemos a igualdade com os elementos com til.

Para que a notação fique menos carregada defina ∆ :< Ξ ´ Ξ̃. Então temos que
ˇ

ˇ

ˇ
RZ

s,t ´ RZ̃
s,t

ˇ

ˇ

ˇ
ď |pI∆qs,t ´ ∆s,t| `

ˇ

ˇY 1
sXs,t ´ Ỹ 1

s X̃s,t

ˇ

ˇ ď C }δ∆}
3α |t ´ s|3α `

ˇ

ˇY 1
sXs,t ´ Ỹ 1

s X̃s,t

ˇ

ˇ ,

(3.18)

onde na segunda desigualdade utilizamos (3.2). Agora só nos resta abrir os termos da

estimativa

δΞs,u,t :< pYsXs,t ´ YsXs,u ´ YuXu,tq ` pY 1
sXs,t ´ Y 1

sXs,u ´ Y 1
uXu,tq

< ´Ys,uXu,t ´ Y 1
s,uXu,t ` Y 1

s pXs,u b Xu,tq

< ´pYs,u ` Y 1
s Xs,uqXu,t ´ Y 1

s,uXu,t

< ´RY
s,uXu,t ´ Y 1

s,uXu,t

δΞ̃s,u,t < ´RỸ
s,uX̃u,t ´ Ỹ 1

s,uX̃u,t.

Usando δ∆ < δΞ ´ δΞ̃ obtemos

|δ∆s,u,t| ď
ˇ

ˇ

ˇ
RỸ

s,uX̃u,t ´ RY
s,uXu,t

ˇ

ˇ

ˇ
`
ˇ

ˇỸ 1
s,uX̃u,t ´ Y 1

s,uXu,t

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇ

ˇ
RỸ

s,u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX̃u,t ´ Xu,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇ

ˇ
RỸ

s,u ´ RY
s,u

ˇ

ˇ

ˇ
|Xu,t| `

ˇ

ˇỸ 1
s,u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX̃u,t ´ Xu,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇỸ 1
s,u ´ Y 1

s,u

ˇ

ˇ |Xu,t|

ď
´›

›

›
RỸ

›

›

›

2α

›

›X̃ ´ X
›

›

α
`
›

›

›
RỸ ´ RY

›

›

›

2α
}X}α `

›

›Ỹ 1
›

›

α

›

›X̃ ´ X
›

›

2α

`
›

›Ỹ 1 ´ Y 1
›

›

α
}X}

2α

˘

|t ´ s|3α

ď
´

M
›

›X̃ ´ X
›

›

α
`
›

›

›
RỸ ´ RY

›

›

›

2α
M ` M

›

›X̃ ´ X
›

›

2α
`
›

›Ỹ 1 ´ Y 1
›

›

α
M
¯

|t ´ s|3α

ď M
`

ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

|t ´ s|3α

ùñ }δ∆}
3α ď M

`

ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

Além disso, vale também

ˇ

ˇY 1
sXs,t ´ Ỹ 1

s X̃s,t

ˇ

ˇ ď |Y 1
s |
ˇ

ˇXs,t ´ X̃s,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
s ´ Ỹ 1

s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX̃s,t

ˇ

ˇ

ď }Y 1}8

›

›X ´ X̃
›

›

2α
|t ´ s|2α `

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8

›

›X̃
›

›

2α
|t ´ s|2α

ď
`

Mp1 ` T αq
›

›X ´ X̃
›

›

2α
`
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8
M
˘

|t ´ s|2α
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Aplicando essas estimativas em (3.18) temos
›

›

›
RZ ´ RZ̃

›

›

›

2α
ďC0T

α }δ∆}
3α ` }Y 1}8

›

›X ´ X̃
›

›

2α
`
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8

›

›X̃
›

›

2α

ďC0T
αM

`

ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

` M
`

p1 ` T αq
›

›X ´ X̃
›

›

2α
`
`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α

˘˘

ďC0M
“

T α
`

ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

`
`

p1 ` T αqραpX, X̃q `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘‰

ďCp1 ` T αq
`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

onde C < 2C0M .

Para (3.17) basta aplicar (3.16) na estimativa do Teorema (3.24) lembrando

que Z 1 < Y e Z̃ 1 < Ỹ

}Z ´ Z̃}α ď CR

`›

›X ´ X̃
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T αdX,X̃,2α

`

Z, Z 1; Z̃, Z̃ 1
˘˘

ď CM p1 ` T αq2
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

onde CM pode ser tomado como CRp1 ` CM q.

3.4 Sewing Lemma Estocástico

Agora iremos trabalhar com uma versão aprimorada do Sewing Lemma tradici-

onal introduzida em [Lê20]. A ideia principal é desenvolver uma ferramenta que assegure a

convergência das somas de Riemann para processos estocásticos suficientemente regulares.

E como recompensa obtemos demonstrações rápidas para objetos da teoria clássica.

Antes de apresentar o lema, vamos desenvolver uma estimativa que será usada

durante a demonstração. Seja pΩ, F , pFiqi<1,...,n ,Pq um espaço de probabilidade filtrado,

Z1, . . . , Zn uma sequência finita de variáveis aleatórias Lm < LmpΩ, F ,Pq para algum

m P r2, 8q com valores em R
d tais que, para cada i, as variáveis Z1, . . . , Zi´1 sejam

Fi-mensuráveis. A partir de agora, denote Er ¨ |Fis por Eir ¨ s.

Definimos

S :<
n
ÿ

i<1

Zi <
n
ÿ

i<1

EiZi `
n
ÿ

i<1

pZi ´ EiZiq <: S1 ` S2.

Para S1 não temos muito o que fazer, então considere a estimativa

}S1}Lm ď
n
ÿ

i<1

}EiZi}Lm .
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Veja que S2 é um martingale, no sentido que

EkrS2s < Ek

«

n
ÿ

i<1

pZi ´ EiZiq

ff

<
n
ÿ

i<1

pEkZi ´ EkEiZiq

<
k´2
ÿ

i<1

pEkZi ´ EkEiZiq `
n
ÿ

i<k´1

pEkZi ´ EkEiZiq

<
k´2
ÿ

i<1

pZi ´ EiZiq `
n
ÿ

i<k´1

pEkZi ´ EkZiq

<
k´2
ÿ

i<1

pZi ´ EiZiq .

Por Burkholder (Teorema (A.3)) temos

}S2}Lm < E

«ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i<1

pZi ´ EiZiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

mff 1

m

ď CmE

»

–

˜

n
ÿ

i<1

|Zi ´ EiZi|
2

¸m
2

fi

fl

1

m

,

aplicando a desigualdade de Minkowski duas vezes

Cm

›

›

›

›

›

n
ÿ

i<1

|Zi ´ EiZi|
2

›

›

›

›

›

1

2

Lm{2

ď Cm

˜

n
ÿ

i<1

}Zi ´ EiZi}
2

Lm

¸ 1

2

ď Cm

˜

n
ÿ

i<1

p}Zi}Lm ` }EiZi}Lmq2

¸ 1

2

,

usando por último a propriedade de contração da esperança condicional,

}S2}Lm ď 2Cm

˜

n
ÿ

i<1

}Zi}
2

Lm

¸ 1

2

.

Assim temos uma boa estimativa para S, dada por

}S}Lm ď
n
ÿ

i<1

}EiZi}Lm ` 2Cm

˜

n
ÿ

i<1

}Zi}
2

Lm

¸ 1

2

. (3.19)

Teorema 3.26 (Sewing Lemma Estocástico). Seja
´

Ω, F , pFtqtPr0,T s ,P
¯

um espaço de

probabilidade filtrado e Ξ : ∆r0,T s Ñ Lm um mapa contínuo com m ě 2, tal que para todo

s ď t, Ξs,s < 0 e Ξs,t é Ft-mensurável. Suponha também λ1, λ2 ě 0 e ε1, ε2 ą 0, onde as

seguintes inequações valem para todo s ď t

}EsδΞs,u,t}Lm ď λ1|t ´ s|1`ε1 (3.20)

}δΞs,u,t}Lm ď λ2|t ´ s|
1

2
`ε2 (3.21)

Então, a menos de modificação, existe único processo estocástico Ft-adaptado e

Lm-integrável IΞ < pIΞtqtPr0,T s tal que IΞ0 < 0 e

}IΞs,t ´ Ξs,t}Lm ď λ1C1|t ´ s|1`ε1 ` λ2C2|t ´ s|
1

2
`ε2 (3.22)

}Es pIΞs,t ´ Ξs,tq}
Lm ď λ1C1|t ´ s|1`ε1 (3.23)
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para duas constantes C1 < C1pε1q e C2 < C2pε2q.

Além disso, para todo par ps, tq P ∆r0,T s, temos que

lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Ξu,v < IΞs,t. (3.24)

Observação 3.27. Observe que se assumirmos (3.20) a Propriedade (3.21) é equivalente à

}δΞs,u,t ´ EsδΞs,u,t}Lm ď λ2|t ´ s|
1

2
`ε2 . (3.25)

Demonstração. Aqui a estratégia é exatamente a mesma da demonstração do Sewing

Lemma, porém precisamos tomar os devidos cuidados com os aspectos estocásticos da

nossa nova função Ξ.

Fixe um intervalo rs, ts Ď r0, T s. Denote por pπnq Ă Dprs, tsq a sequência de

partições diádicas. Para cada n ě 0, definimos

In
s,t <

2n´1
ÿ

i<0

Ξtn
i

,tn
i`1

.

Considerando novamente un
i como o ponto intermediário de

“

tn
i , tn

i`1

‰

, temos

In
s,t ´ In`1

s,t <
2n´1
ÿ

i<0

δΞtn
i

,un
i

,tn
i`1

<
2n´1
ÿ

i<0

Etn
i
δΞtn

i
,un

i
,tn

i`1
`

2n´1
ÿ

i<0

´

δΞtn
i

,un
i

,tn
i`1

´ Etn
i
δΞtn

i
,un

i
,tn

i`1

¯

<: Sn
1 ` Sn

2 .

Pela Estimativa (3.19) sabemos que

}Sn
1 }Lm ď

2n´1
ÿ

i<0

›

›

›
Etn

i
δΞtn

i
,un

i
,tn

i`1

›

›

›

Lm

}Sn
2 }Lm ď 2Cm

˜

2n´1
ÿ

i<0

›

›

›
δΞtn

i
,un

i
,tn

i`1

›

›

›

2

Lm

¸ 1

2

Usando as Hipóteses (3.20) e (3.21) temos

}Sn
1 }Lm ď λ1

2n´1
ÿ

i<0

ˇ

ˇtn
i`1 ´ tn

i

ˇ

ˇ

1`ε1 < λ1|t ´ s|1`ε1

2n´1
ÿ

i<0

2´np1`ε1q < λ1|t ´ s|1`ε12´nε1

}Sn
2 }Lm ď 2Cmλ2

˜

2n´1
ÿ

i<0

ˇ

ˇtn
i`1 ´ tn

i

ˇ

ˇ

1`2ε2

¸ 1

2

< 2Cmλ2|t ´ s|
1

2
`ε2

˜

2n´1
ÿ

i<0

2´np1`2ε2q

¸ 1

2

< 2Cmλ2|t ´ s|
1

2
`ε22´nε2

Então
›

›In
s,t ´ In`1

s,t

›

›

Lm
ď λ1|t ´ s|1`ε12´nε1 ` 2Cmλ2|t ´ s|

1

2
`ε22´nε2 .
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Segue que a sequência
`

In
s,t

˘

ně1
é de Cauchy então o seguinte limite existe em Lm

Is,t :< lim
nÑ8

In
s,t

e satisfaz

›

›Is,t ´ Ik
s,t

›

›

Lm
ď

8
ÿ

n<k

›

›In
s,t ´ In`1

s,t

›

›

Lm
ď

λ12
´kε1

1 ´ 2´ε1

|t ´ s|1`ε1 `
2Cmλ22

´kε2

1 ´ 2´ε2

|t ´ s|
1

2
`ε2 ,

isto é, a convergência é uniforme. De imediato temos

}Is,t ´ Ξs,t}Lm <
›

›Is,t ´ I0
s,t

›

›

Lm
ď λ1

1

1 ´ 2´ε1

|t ´ s|1`ε1 ` λ2

2Cm

1 ´ 2´ε2

|t ´ s|
1

2
`ε2

que conclui o argumento para a Estimativa (3.22). E como In
s,t é Ft-mensurável então Is,t

também tem que ser. Além disso, uma vez que EsS
n
2 < 0 temos

Es

“

In
s,t ´ In`1

s,t

‰

< Es rSn
1 ` Sn

2 s < EsS
n
1 ,

que implica

}Es rIs,t ´ Ξs,ts}Lm ď
8
ÿ

n<0

›

›Es

“

In
s,t ´ In`1

s,t

‰›

›

Lm
<

8
ÿ

n<0

}EsS
n
1 }Lm

ď
8
ÿ

n<0

}Sn
1 }Lm ď λ1

1

1 ´ 2´ε1

|t ´ s|1`ε1

Como In : ∆r0,T s Ñ Lm, é contínua e a convergência In
s,t Ñ Is,t é unifome.

Então segue que I : ∆r0,T s Ñ Lm é uma função contínua.

Semelhante à demonstração do Sewing Lemma, iremos usar a mesma técnica

para mostrar que I é aditiva. Por brevidade, como alguns argumentos são idênticos, pularei

alguns detalhes já trabalhados. Por construção, sabemos que I é semi-aditiva. Mais do

que isso é (a menos de modificação) a única função semi-aditiva tal que

}Is,t ´ Ξs,t}Lm ď λ1C1|t ´ s|1`ε1 ` λ2C2|t ´ s|
1

2
`ε2

}Es pIs,t ´ Ξs,tq}
Lm ď λ1C1|t ´ s|1`ε1

Suponha que v : ∆r0,T s Ñ Lm é uma função semi-aditiva que satisfaz as inequações acima.

Defina ws,t :< Is,t ´ vs,t. Então

}ws,t}Lm ď C̃|t ´ s|
1

2
`ε̃

}Es pws,tq}
Lm ď C̃|t ´ s|1`ε̃

para todo 0 ď s ď t ď T de modo que |t ´ s| ă 1, para ε̃ < maxtε1, ε2u ą 0 e alguma

constante C̃ < Cpε̃q.
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Se fixarmos ps, tq P ∆0,T . Para n suficientemente grande (de modo que |πn| <

2´npt ´ sq ă 1 considere n-ésima partição diádica de rs, ts. Então pela semi-aditividade

temos

ws,t <
2n´1
ÿ

i<0

´

wtn
i

,tn
i`1

¯

Aplicando a Estimativa (3.19) temos

}ws,t}Lm ď
2n´1
ÿ

i<0

›

›

›
Etn

i

´

wtn
i

,tn
i`1

¯›

›

›

Lm
` 2Cm

˜

2n´1
ÿ

i<0

›

›

›
wtn

i
,tn

i`1

›

›

›

2

Lm

¸ 1

2

,

o que implica

}ws,t}Lm ď C̃|t ´ s|1`ε̃
2n´1
ÿ

i<0

2´np1`ε̃q ` 2CmC̃|t ´ s|
1

2
`ε̃

˜

2n´1
ÿ

i<0

2´np1`2ε̃q

¸ 1

2

ď
´

C̃|t ´ s|1`ε̃ ` 2CmC̃|t ´ s|
1

2
`ε̃
¯

2´nε̃.

Se n Ñ 8, temos }ws,t}Lm < 0, portanto v é uma modificação de I. Considerando o

argumento já trabalhado na demonstração do Sewing Lemma a unicidade de I garante

sua aditividade (ver pag. 32).

Podemos então definir IΞt :< I0,t e temos que

IΞs,t < I0,t ´ I0,s < Is,t

Em particular IΞ0 < 0, IΞt é Ft-mensurável e Lm-integrável.

Por último, dado ps, tq P ∆r0,T s considere π < ts < t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN < tu uma

partição qualquer de rs, ts. Então usando

IΞs,t ´
N´1
ÿ

i<0

Ξti,ti`1
<

N´1
ÿ

i<0

`

IΞti,ti`1
´ Ξti,ti`1

˘

em conjunto com a Estimativa (3.19) e as Hipóteses (3.20) e (3.21) temos
›

›

›

›

›

IΞs,t ´
N´1
ÿ

i<0

Ξti,ti`1

›

›

›

›

›

Lm

ď
N´1
ÿ

i<0

›

›Eti

`

IΞti,ti`1
´ Ξti,ti`1

˘›

›

Lm ` 2Cm

˜

N´1
ÿ

i<0

›

›IΞti,ti`1
´ Ξti,ti`1

›

›

2

Lm

¸ 1

2

ď
N´1
ÿ

i<0

λ1C1 |ti`1 ´ ti|
1`ε1 ` 2Cm

˜

N´1
ÿ

i<0

λ2
1C

2
1 |ti`1 ´ ti|

2`2ε1 ` λ2
2C

2
2 |ti`1 ´ ti|

1`2ε2

¸ 1

2

ď C̃

¨

˝

N´1
ÿ

i<0

|ti`1 ´ ti| |π|ε1 `

˜

N´1
ÿ

i<0

|ti`1 ´ ti| |π|1`2ε1 ` |ti`1 ´ ti| |π|2ε2

¸ 1

2

˛

‚

< C̃
´

|π|ε1 ` |π|
1

2
`ε1 ` |π|ε2

¯

|π|Ñ0
ÝÝÝÑ 0,
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onde C̃ <
´

λ1C1 ` 2Cmpλ2
1C

2
1 ` λ2

2C
2
2 q

1

2

¯

. Disso deduzimos que lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Ξu,v < IΞs,t

em Lm.

Observação 3.28. O lema assegura a convergência Lm das somas, então como resultado

temos também a convergência em probabilidade.

Como prometido, agora será apresentado dois teoremas importantes para a

teoria estocástica, mas agora com demonstrações simples.

Teorema 3.29 (Integral de Itô). Seja B um movimento Browniano em R
d e f : Rd Ñ R

e

uma aplicação de classe Cβ para algum β P p0, 1s. Então a Integral de Itô definida por

ż T

0

fpBrq b dBr < P-lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

fpBuq b Bu,v

existe. Além disso a integral é um processo martingale.

Demonstração. A demonstração é uma aplicação direta do lema. Defina Ξs,t < fpBsqBs,t,

temos então

δΞs,u,t < fpBsq b Bs,t ´ fpBsq b Bs,u ´ fpBuq b Bu,t < ´fpBqs,u b Bu,t

veja que

}fpBqs,u b Bu,t}
m

Lm ď E r|fpBqs,u b Bu,t|
ms < E r|fpBqs,u|m |Bu,t|

ms

ď E

”

}f}m

β |Bs,u|mβ |Bu,t|
m
ı

ď }f}m

β E

”

|Bs,u|mβ
ı

E r|Bu,t|
ms

ď }f}m

β }Bs,u}mβ

Lmβ }Bu,t}
m

Lm

assim, concluímos que

}δΞs,u,t}Lm < }f}β }Bs,u}β

Lmβ }Bu,t}Lm

ď }f}β }B1}β

Lmβ |u ´ s|β{2 }B1}Lm |t ´ u|1{2

ď }f}β }B1}β

Lmβ }B1}Lm |t ´ s|1{2`β{2

Além disso, com uma conta rápida obtemos

EsrfpBqs,u b Bu,ts < EsrfpBqs,us b ErBu,ts < EsrfpBqs,us b 0 < 0.

Com isso, aplicamos o teorema para ε2 < β{2, λ2 < }f}β }B1}β

Lmβ }B1}Lm e λ1 < 0.

Como consequência temos que a integral esta bem definida. Também temos as seguintes

estimativas
›

›

›

›

ż t

s

fpBrq b dBr ´ fpBsq b Bs,t

›

›

›

›

Lm

ď C }f}β }B1}β

Lmβ }B1}Lm |t ´ s|1{2`β{2
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e
›

›

›

›

Es

„
ż t

s

fpBrq b Br ´ fpBsq b Bs,t

›

›

›

›

Lm

<

›

›

›

›

Es

„
ż t

s

fpBrq b Br

›

›

›

›

Lm

< 0,

isto é, Es

„
ż t

s

fpBrq b Br



< 0 quase sempre. Em particular, esta última identidade garante

a propriedade martingale da integral.

Teorema 3.30 (Variação Quadrática). Seja M um martingale L4 integrável e Ft-adaptado

em R
d. Assuma também que para todo s ď u ď t

}Ms,u b Mu,t}L2 ď C|t ´ s|
1

2
`ε

para constantes C e ε ą 0. Então existe a variação quadrática definida por

rM st < P-lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Mu,v b Mu,v.

Além disso, M b M ´ rM s é martingale.

Demonstração. Mais uma vez, o resultado é aplicação direta do lema. Defina Ξs,t :<

Ms,t b Ms,t. Então

δΞs,u,t < Ms,t b Ms,t ´ Ms,u b Ms,u ´ Mu,t b Mu,t

< pMs,u ` Mu,tq b pMs,u ` Mu,tq ´ Ms,u b Ms,u ´ Mu,t b Mu,t

< Ms,u b Mu,t ` Mu,t b Ms,u.

Da hipótese temos

}δΞs,u,t}L2 ď 2C|t ´ s|
1

2
`ε.

Além disso

EsδΞs,u,t < EsMs,u b EsMu,t ` EsMu,t b EsMs,u < 0,

o que garante que podemos aplicar o lema para λ1 < 0. Então definimos

rM st :< IΞt < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Mu,v b Mu,v

de modo que rM s0 < 0 e

}rM ss,t ´ Ms,t b Ms,t}L2 ď C̃|t ´ s|
1

2
`ε.

Além disso,

}Es r rM ss,t ´ pMs,t b Ms,tq s }
L2 < 0 ùñ Es rM ss,t < Es rMs,t b Ms,ts quase sempre.

Utilizando a propriedade Es

“

M i
s,tM

j
s,t

‰

< Es

“

M i
t M

j
t ´ M i

sM
j
s

‰

obtemos

Es rMs,t b Ms,ts
i,j < Es

“

M i
s,tM

j
s,t

‰

< Es

“

M i
t M

j
t ´ M i

sM
j
s

‰

< Es rMt b Mt ´ Ms b Mssi,j
.

Então

EsrM ss,t < Es rMt b Mt ´ Ms b Mss ùñ Es rrM st ´ Mt b Mts < rM ss ´ Ms b Ms,

isto é, rM s ´ M b M é martingale.
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4 Integral Rough Estocástica

Neste capítulo iremos juntar os resultados do Capítulo 2 com os do Capítulo 3.

De imediato já temos que os levantamentos de Itô e Stratonovich satisfazem caminho a

caminho as condições do Teorema de Gubinelli, então a existência da integral é obtida.

Além disso, apresentaremos a equivalência entre as integrais estocásticas com a rough.

4.1 Integral Estocástica

Como estabelecido no Capítulo 2, dado um movimento Browniano B : Ω ˆ

r0, T s Ñ R
d podemos considerar o par B < pB,BItôq que é, a menos de modificação, um

α-rough path quase sempre. Em outras palavras, existe conjunto N1 tal que para todo

ω P N c
1 o caminho Bpωq está em C

αpr0, T s,Rdq e PpN1q < 0. No que segue considere

Ni Ă Ω conjuntos mensuráveis de medida nula.

Proposição 4.1. Assuma pY pωq, Y 1pωqq P D
2α
Bpωq

`

r0, T s, L
`

R
d,Re

˘˘

pra todo ω P N c
2 .

Defina N3 :< N1 Y N2. Então a integral rough

ż T

0

YrpωqdBrpωq < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

YuBu,v ` Y 1
uBu,v

existe para todo ω P N c
3 . Escrevemos o processo estocástico resultante como

ż T

0

Y dB. Além

disso, se Y, Y 1 são processos adaptados, então quase sempre

ż T

0

Y dB <

ż T

0

Y dB.

Demonstração. A existência da integral é garantida pelo Teorema (3.13).

Para provar a equivalência entre as integrais lembre-se que para qualquer

sequência de partições πn P Dpr0, T sq definimos a integral de Itô como
ż T

0

Y dB < P-lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

YuBu,v. (4.1)

Dado que a convergência é em probabilidade, sabemos que, a menos de subsequência,

temos também a convergência quase sempre, digamos em N c
4 . Defina agora N5 < N3 Y N4.

Nosso objetivo é mostrar que as integrais coincidem quase sempre neste conjunto. Comece

supondo que existe M ą 0 tal que sup
ωPNc

5

}Y 1pωq}8 ď M . Veja que em N c
5

ÿ

ru,vsPπn

Y 1
uBu,v Ñ

ż T

0

YrdBr ´

ż T

0

YrdBr
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e com uma conta rápida para todo u ă v ď s ă t temos que

ErY 1
uBu,v ¨ Y 1

sBs,ts < E rErY 1
uBu,v ¨ Y 1

sBs,t|Fsss

< E rY 1
uBu,v ¨ Y 1

sErBs,t|Fsss

< 0,

onde o produto denotado é o produto interno usual e a última igualdade obtemos pois Bs,¨

é martingale, portanto ErBs,t|Fss < Bs,s < 0. Veja então que para todo π P Dpr0, T sq

E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

rs,tsPπ

Y 1
sBs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl <
ÿ

rs,tsPπ

E

”

|Y 1
sBs,t|

2
ı

.

Usado Er|Bs,t|
2s ď C|t ´ s|2 (provado na Proposição (2.4)) temos

E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
uBu,v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl <
ÿ

ru,vsPπ

E

”

|Y 1
uBu,v|

2
ı

ď CM2
ÿ

ru,vsPπ

|t ´ s|2 ď CM2T |π|, (4.2)

o que implica

E

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
uBu,v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl

|π|Ñ0
ÝÝÝÑ 0.

Em particular, temos que
ÿ

ru,vsPπ

Y 1
uBu,v Ñ 0 quase sempre em N c

5 , isto é, as integrais de

fato coincidem com probabilidade 1.

Agora para o caso geral sup
ωPNc

5

}Y 1pωq}8 < 8. Defina para todo M ą 0 o tempo

de parada

τM pωq :< T ^ inftt P r0, T s : |Y 1
t pωq| ě Mu.

Podemos então aplicar o mesmo argumento para os processos pY 1qτM e B
τM para garantir

que
ż τM

0

YrdBr <

ż τM

0

Y τM
r dB

τM
r <

ż τM

0

Y τM
r dBτM

r <

ż τM

0

YrdBr.

Por último veja que τM pωq Ñ T a medida que M Ñ 8.

Proposição 4.2. Nas mesmas suposições da proposição anterior, se B < B
Strat, garantimos

as existência da integral rough

ż T

0

Y dB. Além disso se Y , Y 1 forem processos adaptados,

a covariação quadrática de Y com B existe e quase sempre

ż T

0

Y dB <

ż T

0

Y ˝ dB.

Demonstração. Como B
Strat
s,t < B

Itô
s,t ` fs,t, onde fptq <

1

2
pt ´ sqI temos

Sym
`

B
Strat
s,t

˘

< Sym
`

B
Itô
s,t

˘

`
1

2
pt ´ sqI <

1

2
Bs,t b Bs,t
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Como Ys,t < Y 1
s Bs,t ` RY

s,t

Ys,tBs,t < Y 1
s Bs,t b Bs,t ` RY

s,tBs,t < 2Y 1
s Sym

`

B
Itô
s,t

˘

` Y 1
s pt ´ sqI ` RY

s,tBs,t (4.3)

Se definirmos Su,v :< Sym
`

B
Itô
u,v

˘

<
1

2
pBu,v b Bu,v ´ pv ´ uqIq, podemos aplicar o mesmo

argumento da última proposição. Veja que

E
“

2S
i,j
s,t|Fs

‰

<E
“

Bi
u,vBj

u,v ´ pv ´ uqδi,j|Fs

‰

se i < j ùñ E

”

`

Bi
u,v

˘2
|Fs

ı

´ pv ´ uq < 0

se i ‰ j ùñ E
“

Bi
u,vBj

u,v|Fs

‰

< 0

então para u ă v ď s ă t

E rY 1
uSu,v ¨ Y 1

sSs,ts < E rE rY 1
uSu,v ¨ Y 1

sSs,t|Fsss < E rY 1
uSu,v ¨ Y 1

sE rSs,t|Fsss < 0.

Avaliando a norma L2 como em (4.2), obtemos lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
uSu,v Ñ 0 quase sempre. Veja

também que

lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
upv ´ uqI <

ż T

0

Y 1
r dr.

Por último,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ru,vsPπ

RY
u,vBu,v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
›

›RY
›

›

2α
}B}α

ÿ

ru,vsPπ

|t ´ s|3α ď
›

›RY
›

›

2α
}B}α T |π|3α´1 |π|Ñ0

ÝÝÝÑ 0. (4.4)

Aplicando os últimos dois argumentos em (4.3) com a definição de covariação quadrática

temos

ă Y, B ąT :< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Yu,vBu,v <

ż T

0

Y 1
r dr

Aplicando o Exemplo (3.17) temos
ż T

0

YrdB
Strat <

ż T

0

YrdB
Itô `

1

2

ż T

0

Y 1
r dr

e usando a proposição passada conseguimos garantir a igualdade das integrais
ż T

0

YrdB
Strat <

ż T

0

YrdB `
1

2
ă Y, B ąT <

ż T

0

Yr ˝ dBr.

4.2 Fórmula de Itô Para Rough Paths

Do Teorema (3.20), concluímos que se V < R
d, W < R

e, X < pX,Xq é α-rough

path e G P C2
b

`

Rd, L
`

R
d,Re

˘˘

então
ż

GpXqdX «
ÿ

ru,vsPπ

GpXuqXu,v ` DGpXuqXu,v.
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Como V b V < Sym2pV q ‘ Anti2pV q, temos

X < SympXq ` AntipXq <: S ` A,

de modo que o segundo termo da soma é

DGpXuqXu,v < DGpXuqSu,v ` DGpXuqAu,v.

Observe que se G < DF para alguma função F : Rd Ñ R
e, então DG < D2F é tal que

D2F pv1 b v2q < D2F pv2 b v1q. Disso, para todo i, j P t1, . . . , du, usando a simetria de DG

e a antissimetria de A temos

DGpXuqAi,j
u,v < DGpXuq ´ A

j,i
u,v < ´DGpXuqAi,j

u,v,

isto é DGpXuqAu,v < 0. O que significa que para uma função que gradiente outra a parte

antissimétrica de X não tem influência nenhuma na integral.

Definição 4.3. Dizemos que X < pX, Sq é um α-rough path reduzido e que X P

C
α
r pr0, T s, V q se S toma valores em Sym2pV q e:

i) (Relação de Chen Reduzida) Ss,t ´ Ss,u ´ Su,t < SympXs,u b Xu,tq;

ii) }X}α e }S}2α são finitas para algum α ą 1{3.

Veja que todo α-rough path X < pX,Xq induz um reduzido definindo S <

SympXq. Além disso, dado caminho X P Cα definimos o levantamento canônico para um

α-rough path reduzido por S <
1

2
Xs,t b Xs,t. Assim como no caso padrão de rough paths

esse levantamento não é único. O seguinte lema nos dá uma caracterização de todos os

possíveis levantamentos.

Lema 4.4. Seja X P Cα um caminho com α P p1{3, 1{2s. Defina S <
1

2
Xs,t b Xs,t, então:

i) pX, Sq P C
α
r ;

ii) Para todo caminho γ P C2α
`

r0, T s, Sym2pV q
˘

a perturbação de S definida por Ss,t :<

Ss,t `
1

2
pγt ´ γsq <

1

2
pXs,t b Xs,t ` γs,tq é tal que pX, Sq P C

α
r ;

iii) Por último, todo α-rough path reduzido é dessa forma.

Demonstração. i) a) Ss,t ´ Ss,u ´ Su,t <
1

2
pXs,t b Xs,t ´ Xs,u b Xs,u ´ Xu,t b Xu,tq <

1

2
pXs,t b Xs,u ` Xs,t b Xu,t ´ Xs,u b Xs,u ´ Xu,t b Xu,tq <

1

2
pXu,t b Xs,u ` Xs,u b

Xu,tq < SympXs,u b Xu,tq;

b) X P Cα e }S}2α < }X}α}X}α ă 8.
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ii) a) Ss,t ´ Ss,u ´ Su,t < Ss,t ´ Ss,u ´ Su,t `
1

2
pγs,t ´ γs,u ´ γu,tq < Ss,t ´ Ss,u ´ Su,t <

SympXs,u b Xu,tq;

b) }S}2α ď }S}2α ` }γ}2α ă 8.

iii) Dado S tal que pX, Sq P C
α
r , defina γs,t :< 2Ss,t ´ Xs,t b Xs,t, então:

a) }γ}2α ď }2S}2α ` }X b X}2α ă 8;

b) Como para todo s, t P r0, T s temos que Ss,t e Xs,t b Xs,t assume valores em

Sym2pV q que é subespaço vetorial de V b V , então γs,t P Sym2pV q

Observe que esse lema, em outras palavras, nos diz que fixado caminho X P Cα

há uma correspondência biunívoca entre levantamentos para rough paths reduzidos e

caminhos 2α-Hölder em Sym2pV q.

Definição 4.5. Dado X < pX,Sq P C
α
r , definimos

rXs : r0, T s Ñ Sym2pV q; t ÞÑ rXst :< X0,t b X0,t ´ 2S0,t

Veja que rXs P C2α e

rXss,t < X0,t b X0,t ´ 2S0,t ´ X0,s b X0,s ` 2S0,s

<X0,s b X0,s ` X0,s b Xs,t ` Xs,t b X0,s ` Xs,t b Xs,t

´ X0,s b X0,s ´ 2pS0,t ´ S0,sq

<X0,s b Xs,t ` Xs,t b X0,s ` Xs,t b Xs,t ´ 2

ˆ

Ss,t `
1

2
SympX0,s b Xs,tq

˙

<X0,s b Xs,t ` Xs,t b X0,s ` Xs,t b Xs,t ´ 2Ss,t ´ X0,s b Xs,t ´ Xs,t b X0,s

<Xs,t b Xs,t ´ 2Ss,t

dessa conta temos que rXss,t < rXs0,t ´ rXs0,s

Proposição 4.6 (Fórmula de Itô para Rough Paths). Seja F P C3
b pV, W q e X < pX,Sq P

C
α
r pr0, T s, V q para algum α ą 1{3. Então, para todo t P r0, T s:

F pXtq < F pX0q `

ż t

0

DF pXrqdXr `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrXsr, (4.5)

onde a primeira integral se refere à integral de 1-forma e a segunda é uma integral de

Young.
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Demonstração. Primeiramente considere o caso geométrico S < S, então rXs = 0. Usando

soma telescópica e série de Taylor temos que:

F pXtq ´ F pX0q <
ÿ

ru,vsPπ

F pXvq ´ F pXuq

<
ÿ

ru,vsPπ

DF pXuqXu,v `
1

2
D2F pXuqpXu,v b Xu,vq ` rp|v ´ u|q

<
ÿ

ru,vsPπ

DF pXuqXu,v ` D2F pXuqSu,v ` rp|v ´ u|q, (4.6)

onde rp|v ´ u|q é o resto de Taylor. Então quando |π| Ñ 0 temos que
ÿ

ru,vsPπ

rp|v ´ u|q Ñ 0,

que aplicando na equação obtemos F pXtq ´ F pX0q <

ż t

0

DF pXrqdXr.

Agora para o caso não geométrico, considere S < S ` rXs{2. Como F P C3
b

sabemos que D2F é Lipschitz em conjunto com X P Cα temos D2F ˝ X P Cα. Como

rXs P C2α podemos aplicar Young para garantir a convergência

ÿ

ru,vsPπ

D2F pXuqrXsu,v
|π|Ñ0
ÝÝÝÑ

ż t

0

D2F pXrqdrXsr.

Continuando (4.6) temos:
ÿ

ru,vsPπ

DF pXuqXu,v ` D2F pXuqSu,v ` D2F pXuqrXsu,v{2 ` rp|v ´ u|q

<

ż t

0

DF pXrqdXr `

ż t

0

D2F pXrqdrXsr.

Corolário 4.7. Em particular, a proposição anterior vale para qualquer α-rough path (não

necessariamente reduzido) se definirmos o colchete como rXst < X0,t b X0,t ´ 2SympX0,tq

Demonstração. Considere Ss,t :< SympXs,tq e X̃ < pX, Sq, então pela proposição temos

F pXq0,t <

ż t

0

DF pXrqdX̃r `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrX̃sr.

Para o segundo termo é suficiente observar que rXs < rX̃s. Para a primeira integral

usamos o fato de D2F pXuq ser uma transformação linear simétrica para afirmar que

D2F pXuq pSu,v ‘ AntipXu,vqq < D2F pXuqSu,v, então
ż t

0

DF pXrqdX̃r < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

DF pXuqXu,v ` D2FSu,v

< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

DF pXuqXu,v ` D2FXu,v

<

ż t

0

DF pXrqdXr.
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Juntando tudo temos

F pXq0,t <

ż t

0

DF pXrqdX̃r `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrX̃sr <

ż t

0

DF pXrqdXr `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrXsr.

Exemplo 4.8. Veja que podemos obter a fórmula de Itô tradicional deste resultado,

considere o movimento Browniano como rough path B < pB,Bq com o levantamento de

Itô. Como

2S
i,j
0,t <

ż t

0

Bi
udBj

u `

ż t

0

Bj
udBi

u <
Bi

tB
j
t ´ tδi,j

2
`

B
j
t Bi

t ´ tδj,i

2
< Bi

tB
j
t ´

“

Bi, Bj
‰

t

temos que

rBsi,j
t < Bi

0,tB
j
0,t ´ 2S

i,j
0,t <

“

Bi, Bj
‰

t
.

Isso em conjunto com o teorema e o fato de que a integral de Itô coincide quase sempre

com a rough temos

F pBtq < F pB0q `

ż t

0

DF pBsqdBs `

ż t

0

D2F pBsqdrBss

q.s.
< F pB0q `

ż t

0

DF pBsqdBs `

ż t

0

D2F pBsqd rB, Bss .

4.3 Fórmula de Itô Föllmer

Definição 4.9. Seja sequência de partições encaixadas pπnq P Dpr0, T sq tal que |πn| Ñ 0.

Então dizemos que a função X : r0, T s Ñ R
d tem variação quadrática finita no sentido de

Föllmer ao longo de pπnq se para todo t P r0, T s e 1 ď i, j ď d existe o limite

rX i, Xjst :< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pX i
v^t ´ X i

u^tqpXj
v^t ´ X

j
u^tq.

Observe que por definição a variação quadrática é simétrica, dizemos que rX, Xs é o

caminho resultante em Sym2pRdq.

Lema 4.10. Seja X : r0, T s Ñ R
d com variação quadrática finita no sentido de Föllmer

ao longo de pπnq. Então:

i) t ÞÑ rX, Xst é de variação limitada em r0, T s;

ii) Se t ÞÑ rX, Xst for contínua, então para toda função G : r0, T s Ñ LpRd b R
d,Req

contínua temos:

lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn; uăt

GpuqpXu,v b Xu,vq <

ż t

0

GprqdrX, Xsr.
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Demonstração. i) Para facilitar a notação escreva rX is :< rX i, X is, usando ab <
1

2
pa ` bq ´ a2 ´ b2:

rX i, Xjst < lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pX i
v^t ´ X i

u^tqpXj
v^t ´ X

j
u^tq

< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

1

2

`

pX i ` Xjqv^t ´ pX i ` Xjqu^t

˘2

´ pX i
v^t ´ X i

u^tq
2 ´ pXj

v^t ´ X
j
u^tq

2

<rX i ` Xjst ´ rX ist ´ rXjst

Como as componentes deste último termo são monótonas, temos que cada uma tem

variação limitada e soma de funções de variação limitada tem variação limitada.

Portanto, como rX i, Xjs. P C1-var para todo i, j, temos que rX, Xs possui variação

limitada.

ii) Suponha g P Cpr0, T s,Rq e Y de variação quadrática finita com t ÞÑ rY st contínuo.

Afirmação: lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn; uăt

gpuqY 2
u,v <

ż t

0

gprqdrY sr.

De fato, µn :<
ÿ

ru,vsPπn; uăt

δuY 2
u,v define uma medida finita sobre r0, tq então de

imediato temos
ÿ

ru,vsPπn: uăt

gpuqY 2
u,v <

ż t

0

gprqdµnprq.

Considere agora a função distribuição acumulada

Fnpsq :< µnpr0, ssq <
ÿ

ru,vsPπn; uďs

Y 2
u,v.

Veja que para todo s ă t, pela continuidade de Y temos

lim
nÑ8

Fnpsq < lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pYv^s ´ Yu^sq2 ´ Y 2
un,t < lim

nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pYv^s ´ Yu^sq2 < rY ss,

onde un < maxtu P πn|u ă tu. Pela continuidade de rY ss temos que a convergência

pontual de Fn para rY ss garante a convergência fraca das medidas µn para drY ss.

Então,

lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn; uăt

gpuqY 2
u,v < lim

nÑ8

ż t

0

gprqdµnprq <

ż t

0

gprqdrY sr.

Veja então que para toda componente Gk
i,j com 1 ď i, j ď d e 1 ď k ď e, podemos



Capítulo 4. Integral Rough Estocástica 61

aplicar a afirmação para concluir nosso resultado

ÿ

ru,vsPπn; uăt

Gk
i,jpuqX i

u,vXj
u,v

<
ÿ

ru,vsPπn; uăt

Gk
i,jpuq

ˆ

1

2
pX i

u,v ` Xj
u,vq2 ´ pX i

u,vq2 ´ pXj
u,vq2

˙

<

ż t

0

Gk
i,jprqd

ˆ

1

2
rX i ` Xjsr

˙

´

ż t

0

Gk
i,jprqdrX isr ´

ż t

0

Gk
i,jprqdrXjsr

<

ż t

0

Gk
i,jprqdrX i, Xjsr,

onde o último passo obtemos pela bilinearidade da integral de Riemann-Stieltjes.

Veja que se reajustarmos as somas na fórmula de Itô obtemos

F pXq0,t <

ż t

0

DF pXrqdXr `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrXsr

< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

pDF pXuqXu,v ` D2F pXuqSu,vq `
ÿ

ru,vsPπ

D2F pXuqrXsu,v

< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

DF pXuqXu,v ` D2F pXuqpSu,v ` rXsu,vq

< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

DF pXuqXu,v ` D2F pXuqpXu,v b Xu,vq

< lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

DF pXuqXu,v `

ż t

0

D2F pXrqdrX, Xsr.

Então se definirmos
ż t

0

DF pXqdX < lim
nÑ8

ÿ

ru,vsPπn

DF pXuqXu,v temos a fórmula de Itô-

Föllmer para todo X contínuo de variação quadrática finita e contínua, dada por

F pXtq < F pX0q `

ż t

0

DF pXrqdXr `
1

2

ż t

0

D2F pXrqdrX, Xsr.

Uma última observação é que a fórmula depende da sequência de partições escolhida.
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5 Operações em Rough Paths Controlados

Começamos agora o capítulo mais técnico do texto. Nosso principal objetivo

aqui é estabelecer uma noção de composição de funções sobre rough paths controlados e

criar ferramentas que nos ajudarão na análise de equações diferenciais.

5.1 Equivalência das Integrais

Nesta seção vamos utilizar das ferramentas já estabelecidas pra traçar uma

relação entre as noções de integrais já trabalhadas. Primeiramente vamos definir um objeto

sai naturalmente dos resultados do capítulo 3.

Definição 5.1. Se pX,Xq P C
αpr0, T s, V q e pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, W q, então o rough path

associado à pY, Y 1q é pY,Yq tal que

Ys,t :<

ż t

s

Ys,r b dYr < IΞs,t, onde Ξu,v < Yu b Yu,v ` pY 1
u b Y 1

uqXu,v. (5.1)

A integral em questão é a definida em (3.10).

Observação 5.2. Veja que o par definido acima é de fato um α-rough path, uma vez que em

(3.11) temos que |Ys,t ´ pY 1
s b Y 1

s qXs,t| < Op|t ´ s|3αq e como |pY 1
s b Y 1

s qXs,t| < Op|t ´ s|2αq

sabemos que }Y}
2α ă 8. Além disso, a Relação de Chen é obtida de forma natural como

no caso da Integral de Riemann

Ys,u ` Yu,t ` Ys,u b Yu,t <

ż u

s

Ys,r b dYr `

ż t

u

Yu,r b dYr ` Ys,u b Yu,t

<

ż u

s

Yr b dYr ´

ż u

s

Ys b dYr `

ż t

u

Yr b dYr ´

ż t

u

Yu b dYr ` Ys,u b Yu,t

<

ż t

s

Yr b dYr ´ Ys b Ys,u ´ Yu b Yu,t ` Ys,u b Yu,t

<

ż t

s

Yr b dYr ´ Ys b Ys,t <

ż t

s

Yr b dYr ´

ż t

s

Ys b dYr

<

ż t

s

Ys,r b dYr < Ys,t.

Proposição 5.3. Sejam pX,Xq em C
αpr0, T s, V q, pY, Y 1q em D

2α
X pr0, T s, V q e pY,Yq P

C
αpr0, T s, V q o rough path associado. Se pZ̃, Z̃ 1q P D

2α
Y pr0, T s, L

`

V , W
˘

q, então pZ, Z 1q

definido por Z < Z̃ e Z 1 < Z̃ 1Y 1 pertence à D
2α
X pr0, T s, L

`

V , W
˘

q. Além disso,
ż t

s

ZrdYr <

ż t

s

Z̃rdYr,

onde a integral da esquerda é a definida em (3.10) e a da direita é a integral rough

controlada de (3.7).
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Demonstração. É direto que Z P Cα, uma vez que Z < Z̃. Além disso

ˇ

ˇpZ̃ 1Y 1qs,t

ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇZ̃ 1
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇY 1
s,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇZ̃ 1
s,t

ˇ

ˇ |Y 1
s | ď p

›

›Z̃ 1
›

›

8
}Y 1}α `

›

›Z̃ 1
›

›

α
}Y 1}8q|t ´ s|α ùñ }Z 1}α ă 8

Para terminar a prova da primeira afirmação basta provar que
›

›

›
RZ̃

›

›

›

2α
ă 8, vejamos

Zs,t < Z̃s,t < Z̃ 1
sYs,t ` RZ̃

s,t < Z̃ 1
spY 1

s Xs,t ` RY
s,tq ` RZ̃

s,t

ùñ
ˇ

ˇRZ
s,t

ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇZ̃ 1
sR

Y
s,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇ

ˇ
RZ̃

s,t

ˇ

ˇ

ˇ
ď
´

›

›Z̃ 1
›

›

8

›

›RY
›

›

2α
`
›

›

›
RZ̃

›

›

›

2α

¯

|t ´ s|2α

Agora resta demonstrar a segunda afirmação, para isso defina Ξu,v :< ZuYu,v `

Z 1
uY 1

uXu,v e ∆u,v :< Z̃uYu,v ` Z̃ 1
Yu,v. Então temos

|Ξs,t ´ ∆s,t| <
ˇ

ˇZuYu,v ` Z 1
uY 1

uXu,v ´ Z̃uYu,v ´ Z̃ 1
uYu,v

ˇ

ˇ

<
ˇ

ˇZ̃uYu,v ` Z̃ 1
uY 1

uY 1
uXu,v ´ Z̃uYu,v ´ Z̃ 1

uYu,v

ˇ

ˇ

<
ˇ

ˇZ̃ 1
uY 1

uY 1
uXu,v ´ Z̃ 1

uYu,v

ˇ

ˇ

ď
›

›Z̃ 1
›

›

8
|Y 1

uY 1
uXu,v ´ Yu,v|

que pela Observação (5.2) sabemos que é Op|t ´ s|3αq. Pela Observação (3.15) temos

ż t

s

ZrdYr < IΞs,t < I∆s,t <

ż t

s

Z̃rdYr.

5.2 Composição de Funções em Rough Paths Controlados

Definição 5.4. Sejam W e W dois espaços Banach e ϕ : W Ñ W uma aplicação de classe

C2
b . Se X P Cαpr0, T s, V q e pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, W q. Então a composição é denotada por

pϕpY q, ϕpY q1qt < pϕpYtq, DϕpYtqY
1

t q.

Observação 5.5. Veja que por Taylor ϕpY qs,t < DϕpYsqYs,t ` rpYs,tq para rphq < Op|h|q.

Como Ys,t < Y 1
s Xs,t ` RY

s,t temos que

ϕpY qs,t < DϕpYsqY 1
s Xs,t ` DϕpYsqRY

s,t ` rpYs,tq < ϕpY q1
sXs,t ` R

ϕ
s,t, (5.2)

onde R
ϕ
s,t < DϕpYsqRY

s,t ` rpYs,tq.

Vejamos agora que esse par é de fato um caminho controlado. Além disso

teremos uma estimativa que será útil para a resolução de equações diferenciais.

Lema 5.6. Nas condições da Definição (5.4) e assumindo que |Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α ď M ,

para alguma constante M . Temos que
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i) pϕpY q, ϕpY q1q é um elemento de D
2α
X pr0, T s, W q;

ii) Existe constante Cα,T < Cpα, T q, para α ą 1{3 tal que

}ϕpY q, ϕpY q1}X,2α ď Cα,T M }ϕ}C2

b
p1 ` }X}αq2p|Y 1

0 | ` }Y, Y 1}X,2αq, (5.3)

onde a constante Cα,T < Cpα, T q pode ser tomada de forma uniforme sobre T ď 1.

Demonstração. i) Como ϕ P C2
b por Taylor ϕpY qs,t < DϕpYsqYs,t ` rpYs,tq tal que

rphq < Op|h|q, o que em particular implica que

|rpYs,tq| ď C |Ys,t| ď C }Y }α |t ´ s|α

Usando isso obtemos

|ϕpY qs,t| ď |DϕpYsqYs,t| ď }Dϕ}8 }Y }α |t ´ s|α ă 8

usando a mesma estimativa de r só que agora para Dϕ temos

ˇ

ˇϕpY q1
s,t

ˇ

ˇ < |DϕpYtqY
1

t ´ DϕpYsqY 1
s |

ď |DϕpYtq|
ˇ

ˇY 1
s,t

ˇ

ˇ ` |DϕpY qs,t| |Y 1
s |

ď p}Dϕ}8 }Y 1}α ` }DϕpY¨q}α }Y 1}8q|t ´ s|α

ď p}Dϕ}8 }Y 1}α `
›

›D2ϕ
›

›

8
}Y }α }Y 1}8q|t ´ s|α.

Por último temos que R
ϕ
s,t < ϕpY qs,t ´ DϕpYsqY 1

s Xs,t < ϕpY qs,t ´ DϕpYsqYs,t `

DϕpYsqRY
s,t, então

ˇ

ˇR
ϕ
s,t

ˇ

ˇ ď |ϕpY qs,t ´ DϕpYsqYs,t| `
ˇ

ˇDϕpYsqRY
s,t

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2
D2ϕpYsqpYs,t b Ys,tq ` r2pYs,tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇDϕpYsqRY
s,t

ˇ

ˇ

ď

ˆ

1

2

›

›D2ϕ
›

›

8
}Y }2

α ` }Dϕ}8

›

›RY
›

›

2α

˙

|t ´ s|2α.

Unindo }ϕpY q}α, }Rϕ}
2α ă 8 com (5.2) temos que pϕpY q, ϕpY q1q P D

2α
X pr0, T s, W q.

ii) Usando }Y }α ď }Y 1}8 }X}α `
›

›RY
›

›

2α
, }Y 1}8 ď |Y 1

0 | ` T α }Y 1}α e as estimativas



Capítulo 5. Operações em Rough Paths Controlados 65

calculadas acima temos

}ϕpY q, ϕpY q1}X,2α < }ϕpY q1}α ` }Rϕ}
2α

ď }Dϕ}8 }Y 1}α `
›

›D2ϕ
›

›

8
}Y }α }Y 1}8 `

1

2

›

›D2ϕ
›

›

8
}Y }2

α ` }Dϕ}8

›

›RY
›

›

2α

ď }ϕ}C2

b

`

}Y 1}α ` p}Y 1}8 }X}α `
›

›RY
›

›

2α
q }Y 1}8

`p}Y 1}8 }X}α `
›

›RY
›

›

2α
q2 `

›

›RY
›

›

2α

˘

ď }ϕ}C2

b

´

}Y 1}
2

8 }X}α `
›

›RY
›

›

2α
}Y 1}8 ` }Y 1}

2

8 }X}2

α ` 2 }Y 1}8 }X}α

›

›RY
›

›

2α

`
›

›RY
›

›

2

2α
` }Y, Y 1}X,2α

¯

ď }ϕ}C2

b
p1 ` }X}αq2

´

2 }Y 1}
2

8 ` 3
›

›RY
›

›

2α
}Y 1}8 `

›

›RY
›

›

2

2α
` }Y, Y 1}X,2α

¯

ď }ϕ}C2

b
p1 ` }X}αq2

´

2 |Y 1
0 |

2
` 4T α |Y 1

0 | }Y 1}α ` 2T 2α }Y 1}
2

α ` 3
›

›RY
›

›

2α
|Y 1

0 |

`T α
›

›RY
›

›

2α
}Y 1}α `

›

›RY
›

›

2

2α
` }Y, Y 1}X,2α

¯

ď Cα,T }ϕ}C2

b
p1 ` }X}αq2

´

|Y 1
0 | p|Y 1

0 | ` }Y, Y 1}X,2αq ` }Y, Y 1}
2

X,2α ` }Y, Y 1}X,2α

¯

ď Cα,T }ϕ}C2

b
p1 ` }X}αq2

´

1 ` |Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α

¯´

|Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α

¯

,

onde a constante Cα,T pode ser tomada como 4p1 ` T αq2.

O seguinte exemplo foi retirado do texto do Hairer (ver corolário 7.4 em [FH20]).

Embora o autor não dê atenção para o resultado (até chegando a pular a demonstração),

julgo importante mencioná-lo, uma vez que ele ilustra uma consistência com o cálculo de

primeira ordem.

Exemplo 5.7 (Regra de Leibniz). Seja X P Cαpr0, T s, V q e pZ, Z 1q P D
2α
X pr0, T s, V q,

pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, L

`

V , W
˘

q. Com uma conta simples temos

pY Zqs,t < YsZs,t ` Ys,tZs ` Ys,tZs,t

< YspZ 1
sXs,t ` RZ

s,tq ` pY 1
s Xs,t ` RY

s,tqZs ` Ys,tZs,t

< pYsZ
1
sXs,t ` Y 1

s Xs,tZsq `
`

YsR
Z
s,t ` ZsR

Y
s,t ` Ys,tZs,t

˘

<: pY Zq1
sXs,t ` RY Z

s,t .

Basta agora calcular as normas
ˇ

ˇpY Zq1
s,t

ˇ

ˇ ď |YtZ
1
t ´ YsZ

1
s| ` |Y 1

t Zt ´ Y 1
s Zs|

ď |Yt|
ˇ

ˇZ 1
s,t

ˇ

ˇ ` |Ys,t| |Z 1
s| `

ˇ

ˇY 1
s,t

ˇ

ˇ |Zt| ` |Y 1
s | |Zs,t|

ď p}Y }8 }Z 1}α ` }Y }α }Z 1}8 ` }Y 1}8 }Z}α ` }Y 1}α }Z}8q |t ´ s|α;
ˇ

ˇRY Z
s,t

ˇ

ˇ ď |Ys|
ˇ

ˇRZ
s,t

ˇ

ˇ ` |Zs|
ˇ

ˇRY
s,t

ˇ

ˇ ` |Ys,t| |Zs,t|

ď
`

}Y }8

›

›RZ
›

›

2α
` }Z}8

›

›RY
›

›

2α
` }Y }α }Z}α

˘

|t ´ s|2α.

Em outras palavras pY Z, Y Z 1 ` Y 1Zq P D
2α
X pr0, T s, W q.
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5.3 Estabilidade da Composição

Agora apresentaremos um lema que servirá de ajuda na demonstração o teorema

principal desta seção.

Lema 5.8. Seja f : W Ñ W uma função de classe C2
b , então existe constante C <

Cpα, T, }f}C2

b
q tal que

›

›fpY¨q ´ fpỸ¨q
›

›

α
ď C

`

1 ` }Y }α `
›

›Ỹ
›

›

α

˘ `ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

(5.4)

para todo Y , Ỹ P Cα. Além disso, a constante C pode ser escolhida uniformemente sobre

T ď 1.

Demonstração. Por simplicidade defina θtprq :< Ỹt `rpYt ´Ỹtq para r P r0, 1s e µt < Yt ´Ỹt,

veja que |θtprq| ď |Yt| ` |Ỹt|. Então

ˇ

ˇpfpY q ´ fpỸ qqs,t

ˇ

ˇ <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

DfpỸt ` rpYt ´ Ỹtqqdr ´

ż 1

0

DfpỸs ` rpYs ´ Ỹsqqdr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0

|Dfpθtprqqµt ´ Dfpθsprqqµs| dr

ď

ż 1

0

|Dfpθtprqq| |µs,t| ` |Dfpθtprqq ´ Dfpθsprqq| |µs| dr

ď

ż 1

0

}Df}8 |µs,t| ` }Df}lip |θs,t| |µs| dr

ď }f}C2

b

`

|µs,t| ` p|Ys,t| ` |Ỹs,t|q |µs|
˘

ď }f}C2

b

`

}µ}α ` p}Y }α `
›

›Ỹ
›

›

α
q }µ}8

˘

|t ´ s|α.

Como }µ}8 ď |µ0| ` T α }µ}α temos que

›

›fpY q ´ fpỸ q
›

›

α
ď }f}C2

b

`

}µ}α ` p}Y }α `
›

›Ỹ
›

›

α
qp|µ0| ` T α }µ}αq

˘

ď }f}C2

b
p1 ` }Y }α `

›

›Ỹ
›

›

α
qp|µ0| ` p1 ` T αq }µ}αq

ď }f}C2

b
p1 ` T αqp1 ` }Y }α `

›

›Ỹ
›

›

α
qp|µ0| ` }µ}αq

Na notação do lema C < }f}C2

b
p1 ` T αq. Veja que caso T ď 1 podemos tomar C <

2 }f}C2

b
.

Teorema 5.9 (Estabilidade da Composição). Sejam dois caminhos X, X̃ P Cαpr0, T s, V q,

tal que pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q, pỸ , Ỹ 1q P D

2α
X̃

pr0, T s, W q e considere ϕ P C3
b pW, W q. Se

além disso assumirmos que as grandezas }X}α,
›

›X̃
›

›

α
, |Y 1

0 | ` }Y 1}α `
›

›RY
›

›

2α
e
ˇ

ˇỸ 1
0

ˇ

ˇ `
›

›Ỹ 1
›

›

α
`
›

›

›
RỸ

›

›

›

2α
são limitadas por alguma constante M . Então

dX,X̃,2α

`

ϕpY q, ϕpY q1; ϕpỸ q, ϕpỸ q1
˘

ď C
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

(5.5)
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para alguma constante C < Cpα, T, }ϕ}C3

b
, Mq, que pode ser tomada uniformemente sobre

T ď 1.

Demonstração. Assim como o outro Teorema da Estabilidade da Integral, iremos estimar
›

›ϕpY q1 ´ ϕpỸ q1
›

›

α
e
›

›Rϕ ´ Rϕ̃
›

›

2α
. Para o primeiro

ˇ

ˇpϕpY q ´ ϕpỸ qqs,t

ˇ

ˇ <
ˇ

ˇDϕpYtqY
1

t ´ DϕpỸtqỸ
1

t ´ DϕpYsqY 1
s ` DϕpỸsqỸ 1

s

ˇ

ˇ

<
ˇ

ˇDϕpYtqpY 1
t ´ Ỹ 1

t q ` pDϕpYtq ´ DϕpỸtqqỸ 1
t ´ DϕpYsqpY 1

s ´ Ỹ 1
s q

´pDϕpYsq ´ DϕpỸsqqỸ 1
s

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇDϕpYtqpY 1
t ´ Ỹ 1

t q ´ DϕpYsqpY 1
s ´ Ỹ 1

s q
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇpDϕpYtq ´ DϕpỸtqqỸ 1
t

´pDϕpYsq ´ DϕpỸsqqỸ 1
s

ˇ

ˇ

ď }DϕpYtq}op

ˇ

ˇY 1
s,t ´ Ỹ 1

s,t

ˇ

ˇ ` }DϕpYtq ´ DϕpYsq}op

ˇ

ˇY 1
s ´ Ỹ 1

s

ˇ

ˇ

`
›

›pDϕpYtq ´ DϕpỸtqq
›

›

op

ˇ

ˇỸ 1
s,t

ˇ

ˇ `
›

›pDϕpYtq ´ DϕpỸtq ´ pDϕpYsq ´ DϕpỸsqq
›

›

op

ˇ

ˇỸ 1
s

ˇ

ˇ

ď
`

}DϕpY q}8

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α
` }DϕpY q}α

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8
`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

8

›

›Ỹ 1
›

›

α

`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α

›

›Ỹ 1
›

›

8

˘

|t ´ s|α.

Usando ϕ P C3
b podemos inferir

ˇ

ˇDϕpYsq ´ DϕpỸsq
ˇ

ˇ | ď }Dϕ}lip

ˇ

ˇYs ´ Ỹs

ˇ

ˇ, o que em parti-

cular nos garante
›

›DϕpY¨q ´ DϕpỸ¨q
›

›

8
ď }ϕ}C3

b

›

›Y ´ Ỹ
›

›

8
. Então

›

›ϕpY q ´ ϕpỸ q
›

›

α
ď }ϕ}C3

b

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α
` }ϕ}C3

b

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8
` }ϕ}C3

b

›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

›

›Ỹ 1
›

›

α

`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α

`ˇ

ˇỸ 1
0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Ỹ 1
›

›

α

˘

ď }ϕ}C3

b

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α
` }ϕ}C3

b

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

8
` }ϕ}C3

b

›

›Y ´ Ỹ
›

›

8
M

`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α
pM ` T αMq

ď }ϕ}C3

b

›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α
` }ϕ}C3

b

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α

˘

` }ϕ}C3

b
M

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α
pM ` T αMq

ď C1

`

|Y0 ´ Y 1
0 | `

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α
`
›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α

˘

,

onde C1 :< }ϕ}C3

b
p1 ` T αqM . Podemos usar a (5.4) para justificar que

›

›DϕpY q ´ DϕpỸ q
›

›

α
ď C2

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

para C2 < C2pα, T, }ϕ}C3

b
, Mq uniforme sobre T ď 1. Então

›

›ϕpY q ´ ϕpỸ q
›

›

α
ď C1C2

`

|Y0 ´ Y 1
0 | `

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α

˘

.

E o Teorema (3.24) para a estimativa

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
ď C3

`›

›X ´ X̃
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,
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onde C3 < C3pMq. Juntando tudo temos

›

›ϕpY q ´ ϕpỸ q
›

›

α
ď C1C2

`

|Y0 ´ Y 1
0 | `

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α

˘

ď C1C2

`

|Y0 ´ Y 1
0 | `

ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›Y 1 ´ Ỹ 1
›

›

α

`C3

`›

›X ´ X̃
›

›

α
`
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘˘

ď C
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

onde C < C1C2C3p1 ` T αq, em particular C < Cpα, T, }ϕ}C3

b
, Mq é uniforme sobre T ď 1.

Agora para o segundo termo

ˇ

ˇR
ϕ
s,t ´ R

ϕ̃
s,t

ˇ

ˇ <
ˇ

ˇϕpY qs,t ´ DϕpYsqY 1
s Xs,t ´ ϕpỸ qs,t ` DϕpỸsqỸ 1

s X̃s,t

ˇ

ˇ

<
ˇ

ˇ

ˇ
ϕpY qs,t ´ DϕpYsqpYs,t ´ RY

s,tq ´ ϕpỸ qs,t ` DϕpỸsqpỸs,t ´ RỸ
s,tq

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇϕpY qs,t ´ DϕpYsqYs,t ´ ϕpỸ qs,t ` DϕpỸsqỸs,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇ

ˇ
DϕpYsqRY

s,t ´ DϕpỸsqRỸ
s,t

ˇ

ˇ

ˇ
.

Usando o Teorema Fundamental do Cálculo duas vezes temos

ϕpY qs,t ´ DϕpYsqYs,t <

ż 1

0

ż 1

0

D2ϕpYs ` r1r2Ys,tqpYs,t b Ys,tqr1dr2dr1,

então
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

ż 1

0

D2ϕpYs ` r1r2Ys,tqpYs,t b Ys,tqr1dr2dr1 (5.6)

´

ż 1

0

ż 1

0

D2ϕpỸs ` r1r2Ỹs,tqpỸs,t b Ỹs,tqr1dr2dr1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
ˇ

ˇ

ˇ
DϕpYsqRY

s,t ´ DϕpỸsqRỸ
s,t

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0

ż 1

0

ˇ

ˇD2ϕpYs ` r1r2Ys,tqY
b2

s,t ´ D2ϕpỸs ` r1r2Ỹs,tqỸ
b2

s,t

ˇ

ˇ r1dr2dr1

`
ˇ

ˇ

ˇ
DϕpYsqRY

s,t ´ DϕpỸsqRỸ
s,t

ˇ

ˇ

ˇ
. (5.7)

Veja que

ˇ

ˇD2ϕpYs ` r1r2Ys,tqY
b2

s,t ´ D2ϕpỸs ` r1r2Ỹs,tqỸ
b2

s,t

ˇ

ˇ

ď
›

›D2ϕpYs ` r1r2Ys,tq
›

›

op

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ

`
›

›D2ϕpYs ` r1r2Ys,tq ´ D2ϕpỸs ` r1r2Ỹs,tq
›

›

op

ˇ

ˇỸ b2
s,t

ˇ

ˇ

ď
›

›D2ϕ
›

›

8

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ `
›

›D2ϕ
›

›

lip

ˇ

ˇYs ´ Ỹs ` r1r2pYs,t ´ Ỹs,tq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2

ď }ϕ}C3

b

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ ` }ϕ}C3

b

`ˇ

ˇYs ´ Ỹs

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇYt ´ Ỹt

ˇ

ˇ

˘ ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2

ùñ

ż 1

0

ż 1

0

ˇ

ˇD2ϕpYs ` r1r2Ys,tqY
b2

s,t ´ D2ϕpỸs ` r1r2Ỹs,tqỸ
b2

s,t

ˇ

ˇ r1dr2dr1

ď

ż 1

0

ż 1

0

´

}ϕ}C3

b

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ ` }ϕ}C3

b
2
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2
¯

r1dr2dr1

ď 1{2
´

}ϕ}C3

b

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ ` }ϕ}C3

b
2
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2
¯
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que voltando na última Equação (5.7) temos
ˇ

ˇR
ϕ
s,t ´ R

ϕ̃
s,t

ˇ

ˇ ď 1{2
´

}ϕ}C3

b

ˇ

ˇY b2
s,t ´ Ỹ b2

s,t

ˇ

ˇ ` }ϕ}C3

b
2
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2
¯

` |DϕpYsq|
ˇ

ˇ

ˇ
RY

s,t ´ RỸ
s,t

ˇ

ˇ

ˇ
`
ˇ

ˇDϕpYsq ´ DϕpỸsq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
RỸ

s,t

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1{2
´

}ϕ}C3

b
p|Ys,t|

ˇ

ˇYs,t ´ Ỹs,t

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇYs,t ´ Ỹs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇq ` }ϕ}C3

b
2
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

ˇ

ˇỸs,t

ˇ

ˇ

2
¯

` }ϕ}C3

b

ˇ

ˇ

ˇ
RY

s,t ´ RỸ
s,t

ˇ

ˇ

ˇ
` }ϕ}C3

b

ˇ

ˇYs ´ Ỹs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
RỸ

s,t

ˇ

ˇ

ˇ

ď }ϕ}C3

b

´

}Y }α

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

›

›Ỹ
›

›

α
`
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

›

›Ỹ
›

›

2

α

`
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α
`
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

›

›

›
RỸ

›

›

›

2α

¯

|t ´ s|2α. (5.8)

Usando }Y }α ď }Y 1}8 }X}α ` T α
›

›RY
›

›

2α
e considerando }Y }8 ď |Y0| ` }Y }α T α ď Mp1 `

T αq temos
ˇ

ˇR
ϕ
s,t ´ R

ϕ̃
s,t

ˇ

ˇ ď }ϕ}C3

b

´´

}Y 1}8 }X}α ` T α
›

›RY
›

›

2α
`
›

›Ỹ 1
›

›

8

›

›X̃
›

›

α
` T α

›

›

›
RỸ

›

›

›

2α

¯

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

`
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘ `

}Y 1}8 }X}α ` T α
›

›RY
›

›

2α

˘2

`
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α
`
›

›Y ´ Ỹ
›

›

8

›

›

›
RỸ

›

›

›

2α

¯

|t ´ s|2α

ď }ϕ}C3

b

``

M2p1 ` T αq ` T αM ` M2p1 ` T αq ` T αM
˘ ›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

`
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` T α
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘ `

M2p1 ` T αq ` T αM
˘2

`
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α
`
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇM ` T α
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
M
¯

|t ´ s|2α

ď }ϕ}C3

b

`

2M2p1 ` T αq
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
` 4M4p1 ` T αq3

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

`
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α
` Mp1 ` T αq

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ

¯

|t ´ s|2α

ď C2

´

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α

¯

|t ´ s|2α,

onde podemos tomar C2 < }ϕ}C3

b
4M4p1 ` T αq3. Por último usando o Teorema (3.24) mais

uma vez para
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
temos que

›

›Rϕ ´ Rϕ̃
›

›

2α
ď C2

´

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
`
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α

¯

ď C2

`

C3

`›

›X ´ X̃
›

›

α
`
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

`
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›

›
RY ´ RỸ

›

›

›

2α

¯

ď C
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

,

onde podemos tomar C como 2C2C3p1`T αq, assim mantendo a uniformidade da constante

sobre T ď 1.

Tendo em vista o Teorema de Gubinelli (3.13) e o Lema (5.6) , se f P

C2
b pW, L pV, W qq então

pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q ùñ pfpY q, fpY q1q P D

2α
X pr0, T s, W q.
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O que nos motiva para o próximo lema.

Lema 5.10 (Estabilidade da Integral da Composição). Seja α P p1{3, 1{2s e X, X̃ P

C
αpr0, T s, V q. Dado pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, W q, pỸ , Ỹ 1q P D

2α
X̃

pr0, T s, W q e f : W Ñ

L pV, W q de classe C3
b . Suponha também que as grandezas }X}α,

›

›X̃
›

›

α
, |Y 1

0 | ` }Y, Y 1}X,2α

e
ˇ

ˇỸ 1
0

ˇ

ˇ `
›

›Ỹ , Ỹ 1
›

›

X̃,2α
são limitadas por alguma constante M . Então:

i) Vale a seguinte estimativa

›

›fpY q ´ fpỸ q
›

›

α
ď C

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α

`T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

;

ii) Se RI é o resto de

ˆ
ż ¨

0

fpY qrdXr, fpY q

˙

e RĨ de

ˆ
ż ¨

0

fpỸ qrdX̃r, fpỸ q

˙

, então

›

›

›
RI ´ RĨ

›

›

›

α
ď C

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

para alguma constante C < Cpα, T, }f}C3

b
, Mq que pode ser tomada uniformemente sobre

T ď 1.

Demonstração. i) Veja que

}Y }α ď }Y 1}8 }X}α ` T α
›

›RY
›

›

2α
ď M2p1 ` T αq ` T αM ď 2M2p1 ` T αq.

Usando o Lema (5.8) temos

}fpY q ´ fpY q}α ď C1

`

1 ` }Y }α `
›

›Ỹ
›

›

α

˘ `ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

ď C2

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α

˘

,

onde C2 < C1p1`4Mp1`T αqq. Denotando dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘

por d, pelo Teorema

(3.24) temos a estimativa

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
ď CM

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` T αd

˘

,

então

›

›fpY q ´ fpỸ q
›

›

α
ď C2

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ ` CM

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` T αd

˘˘

ď C
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` T αd

˘

e como C2 pode ser tomado uniformemente em T ď 1, C < C2CM também pode.

ii) Pelo Teorema (3.25), denotando dX,X̃,2α

`

fpY q, fpY q1; fpỸ q, fpỸ q1
˘

por df sabemos

que
›

›

›
RI ´ RĨ

›

›

›

2α
ď CM p1 ` T αq

`ˇ

ˇfpY q1
0 ´ fpỸ q1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` df

˘

.
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Pelo Teorema (5.9) temos

df ď C0

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` d

˘

.

Observe também que

ˇ

ˇfpY q1
0 ´ fpỸ q1

0

ˇ

ˇ <
ˇ

ˇDfpY0qY 1
0 ´ DfpỸ0qỸ 1

0

ˇ

ˇ

ď }DfpY0q}op

ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›DfpY0q ´ DfpỸ0q
›

›

op

ˇ

ˇỸ 1
0

ˇ

ˇ

ď }DfpY0q}op

ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` }Df}lip

ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇỸ 1
0

ˇ

ˇ

ď }f}C3

b
M

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ

˘

.

Então juntando as estimativas, obtemos
›

›

›
RI ´ RĨ

›

›

›

2α
ď CM p1 ` T αq

´

}f}C3

b
M

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ

˘

` ραpX, X̃q

`T αC0

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` d

˘˘

ď C
`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` T αd
˘

,

onde podemos considerar C < 2CM p1 ` }f}C3

b
qMp1 ` T αqC0. Como C0 pode ser

tomado uniformemente em T ď 1 e CM depende apenas de M , a uniformidade de C

sobre T ď 1 é garantida.

5.4 Uma Outra Fórmula de Itô

Com as ferramentas estabelecidas nesse capítulo podemos melhorar um pouco

a Fórmula de Itô (4.5). Vamos direto para o resultado

Proposição 5.11. Sejam F : V Ñ W um mapa de classe C3
b , um α-rough path X <

pX,Xq P C
αpr0, T s, Uq e um par pY, Y 1q P D

2α
X pr0, T s, V q tal que

Ys,t < Y 1
s Xs,t ` Y 2

Xs,t ` Γs,t ` Op|t ´ s|q, (5.9)

onde pY 1, Y 2q P D
2α
X pr0, T s, L pU, V qq. Então

F pYtq < F pY0q`

ż t

0

DF pYrqY 1
r dXr `

ż t

0

DF pYrqdΓr `
1

2

ż t

0

D2F pYrqpY 1
r bY 1

r qd rXsr . (5.10)

Demonstração. Pela última Fórmula de Itô (Proposição (4.6)) sabemos que

F pY q0,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

`

DF pYuqYu,v ` D2F pYuqYu,v

˘

` lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

D2F pYuqrYsu,v,

onde pela Definição (5.1) temos

Yu,v <

ż v

u

Yu,r b dYr e |Yu,v ´ pY 1
u b Y 1

uqXu,v| < Op|u ´ v|q,
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isto é, Yu,v < pY 1
u b Y 1

uqXu,v ` Op|u ´ v|q. Veja que

Yu,v b Yu,v < pY 1
uXu,v ` RY

u,vq b pY 1
uXu,v ` RY

u,vq

< Y 1
uXu,v b Y 1

uXu,v `
`

Y 1
uXu,v b RY

u,v ` RY
u,v b Y 1

uXu,v ` RY
u,v b RY

u,v

˘

< pY 1
u b Y 1

uqXu,v b Xu,v ` Op|u ´ v|q,

2SympYu,vq < 2SympY 1
u b Y 1

uXu,vq ` 2SympOp|v ´ u|qq

< pY 1
u b Y 1

uq2SympXu,vq ` Op|v ´ u|q.

Então calculando o colchete temos

rYsu,v :< Yu,v b Yu,v ´ 2SympYu,vq

< pY 1
u b Y 1

uq pXu,v b Xu,v ´ 2SympXu,vqq ` Op|v ´ u|q

< pY 1
u b Y 1

uqrXsu,v ` Op|v ´ u|q.

Agora usando a nova expressão do colchete, o fato Yu,v « pY 1
u b Y 1

uqXu,v e somando e

subtraindo DF pYuqY 2
u Xu,v chegamos em

F pY q0,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

pDF pYuqpYu,v ´ Y 2
u Xu,vq ` DF pYuqY 2

u Xu,v

`D2F pYuqpY 1
u b Y 1

uqXu,v

˘

` lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

D2F pYuqpY 1
u b Y 1

uqrXsu,v

< lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

DF pYuqY 1
uXu,v ` pDF pYuqY 2

u ` D2F pYuqpY 1
u b Y 1

uqqXu,v

` lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

D2F pYuqΓu,v ` lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

D2F pYuqpY 1
u b Y 1

uqrXsu,v

<

ż t

0

DF pYuqY 1
udXu `

ż t

0

DF pYuqdΓu `

ż t

0

D2F pYuqpY 1
u b Y 1

uqdrXsu,

onde a segunda igualdade utilizamos a Hipótese (5.9).

Observação 5.12. Veja que pela Hipótese (5.9) do teorema passado, temos em particular

que

Y0,t < lim
|π|Ñ0

ÿ

ru,vsPπ

Y 1
uXs,u ` Y 2

u Xu,v ` Γu,v <

ż t

0

Y 1
udXu ` Γ0,t, (5.11)

onde a integral é de rough path controlado.

Observação 5.13. Veja que a volta também é verdadeira, no sentido que se assumirmos

(5.11) temos por (3.8) que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

Y 1
udXu ´ Y 1

s Xs,t ´ Y 2
s Xs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

< Op|t ´ s|q,

|Ys,t ´ Γs,t ´ Y 1
s Xs,t ´ Y 2

s Xs,t| < Op|t ´ s|q,

isto é, Ys,t < Y 1
s Xs,t ` Y 2

s Xs,t ` Γs,t ` Op|t ´ s|q que é precisamente (5.9). Ambas são de

grande importância no contexto de equações diferenciais.
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6 Equações Diferenciais Rough

Com a integral bem definida e todas as ferramentas já provadas, podemos ir

para a parte principal da teoria.

6.1 Equações Diferenciais de Young

Nesta seção, serão apresentados os resultados clássicos da teoria de Young.

Como a teoria de rough paths visa ampliar a de Young, é importante que o leitor tenha

esses resultados em mente, a fim de poder compará-los com os apresentados nas seções

seguintes.

Definição 6.1. Se X : r0, T s Ñ V , f : W Ñ L pV, W q e ξ P W . Então dizemos que

Y : r0, τq Ñ W é solução para a Equação Diferencial de Young (EDY)
#

dY < fpY qdX,

Y0 < ξ
(6.1)

se para todo t ă τ temos Yt < ξ `

ż t

0

fpYrqdXr, no sentido de Young.

Além disso, se a solução está bem definida para todo τ P r0, T s, dizemos que a

solução é global no tempo.

Observação 6.2. Os principais teoremas do texto estão limitados para um domínio

compacto. Mas a definição pode ser estendida para um domínio r0, `8q.

Vamos direto para o teorema principal.

Teorema 6.3. Dado β P p1{2, 1s e X P Cβpr0, T s, V q. Seja f P C2
b pW, L pV, W qq e uma

condição inicial ξ P W . Então existe única solução Y P Cβpr0, T s, W q para a Equação (6.1).

Além disso, a solução é global no tempo.

Demonstração. Para está prova iremos replicar o argumento conhecido por Iterações de

Picard. A ideia é mostrar que um operador em um espaço de Banach apropriado possui

um único ponto fixo e que este ponto é exatamente a solução da EDY.

Para todo α P p1{2, βs e Y caminho α-Hölder, temos fpY¨q P Cα pW, L pV, W qq.

Além disso, pelo Teorema (3.7) a integral
ż ¨

0

fpYrqdXr existe e possui regularidade α.

Então defina o mapa Mt : Cαpr0, ts, W q Ñ Cαpr0, ts, W q por

MtpY q¨ < ξ `

ż ¨

0

fpYrqdXr.
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Considere Cαpr0, ts, W q como
!

Y
ˇ

ˇ

r0,ts
: Y P Cαpr0, T s, W q

)

. Defina também a bola

Bt < tY P Cαpr0, ts, W q : Y0 < ξ e }Y }α ď 1u,

que é um subconjunto fechado de um espaço de Banach, portanto também é Banach.

Com o objetivo de aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, queremos mostrar que

existe t suficientemente pequeno de modo que Bt é um invariante de Mt e que Mt é uma

contração.

Primeiramente para a invariância, dado Y P Bt, temos |fpY0q| ď }f}C2

b
e

|fpYs,tq| ď }f}lip |Ys,t| ď }f}C2

b
}Y }α |t ´ s|α ùñ }fpY q}α ď }f}C2

b
.

Usando a estimativa do Teorema (3.7) em combinação com a desigualdade triangular

temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż v

u

fpYrqdXr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C }fpY q}α }X}α |v ´ u|2α ` |fpYuqXu,v|

ď C }f}C2

b
}X}α |v ´ u|2α ` }fpY q}8 }X}α |v ´ u|α

para alguma constante C < Cpα ` βq, então
›

›

›

›

ż ¨

0

fpYrqdXr

›

›

›

›

α,r0,ts

ď C }f}C2

b
}X}α,r0,ts ptα ` 1q

ď C }f}C2

b
}X}β,r0,T s tβ´α ptα ` 1q .

Como C não depende de t, existe t0 suficientemente pequeno tal que }Mt0
}α,r0,t0s ď 1.

Além disso, veja que a escolha de t0 foi independente de Y e ξ. Como Mt0
pY q0 < ξ temos

que Mt0
pBt0

q Ă Bt0
.

Para a contração, considere Y , Ỹ P Bt. Usando a Proposição (3.8) temos

›

›MtpY q ´ MtpỸ q
›

›

α,r0,ts
<

›

›

›

›

ż ¨

0

fpYrqdXr ´

ż ¨

0

fpỸrqdXr

›

›

›

›

α,r0,ts

ď C1

´

›

›fpY q ´ fpỸ q
›

›

α,r0,ts
}X}α,r0,ts

¯

,

para C1 < Cpα, β, tq, uniforme sobre t ď 1. O Lema (5.8) nos dá

›

›MtpY q ´ MtpỸ q
›

›

α,r0,ts
ď C1C2p1 ` }Y }α,r0,ts `

›

›Ỹ
›

›

α,r0,ts
q
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α,r0,ts
}X}α,r0,ts

ď 3C1C2

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α,r0,ts
}X}α,r0,ts

ď 3C1C2

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α,r0,ts
}X}β,r0,ts tβ´α,

para C2 < Cpα, t, }f}C2

b
q, que também pode ser tomado uniformemente sobre t ď 1. Então

existe t1 ď tt0 ^ 1u tal que

›

›Mt1
pY q ´ Mt1

pỸ q
›

›

α,r0,t1s
ď

1

2

›

›Y ´ Ỹ
›

›

α,r0,t1s
.
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Isto é, Mt1
é uma contração em Bt1

.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe único ponto fixo Y de Mt1
em

Bt1
. Veja que Y é tal que

Yt < Mt1
pY qt < ξ `

ż t

0

fpYrqdXr

que é precisamente a definição de solução da EDY. Além disso, como a escolha de t1 foi

independente de ξ, podemos repetir iterativamente o argumento para a condição inicial Yt1
.

Concatenando os caminhos obtenho uma solução Y definida em r0, T s. Então obtemos uma

solução Y P Cαpr0, T s, W q, mas veja que novamente usando a estimativa de Young-Loéve

|Ys,t| <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

fpYrqdXr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C }fpY q}α }X}β |t ´ s|α`β ` |fpYuqXu,v|

ď C }f}C2

b
}X}β |t ´ s|α`β ` }fpY q}8 }X}β |t ´ s|β

ď C }f}C2

b
}X}β

`

|t ´ s|α`β ` |t ´ s|β
˘

,

então

}Y }β ď C }f}C2

b
}X}β p1 ` T αq.

Concluindo que Y está de fato em Cβpr0, T s, W q. Por último, veja que o argumento oferecido

sobre as bolas unitárias é o suficiente para garantir a unicidade sobre todas as funções de

regularidade β. Uma vez que, se existe outra solução Ỹ P Cβ para todo α P p1{2, βq temos

que
›

›Ỹ
›

›

α,r0,ts
ď tβ´α

›

›Ỹ
›

›

β,r0,ts
, então para t ď pt1 ^

›

›Ỹ
›

›

1{pβ´αq

β
q temos que

Ỹ
ˇ

ˇ

r0,ts
< MtpỸ q ùñ Ỹ

ˇ

ˇ

r0,ts
< Y

ˇ

ˇ

r0,ts
.

Novamente repetindo o argumento iterativamente sobre as condições iniciais conseguimos

obter a igualdade em r0, T s. Concluindo assim o argumento da unicidade da solução.

6.2 Equações Diferenciais Rough

Definição 6.4. Se X < pX,Xq P C
αpr0, T s, V q, f : W Ñ L pV, W q e ξ P W . Então

dizemos que pY, Y 1q P D
2α
X pr0, τq, W q é solução para a Equação Diferencial Rough (EDR)

#

dY < fpY qdX,

Y0 < ξ
(6.2)

se para todo t ă τ temos Yt < ξ `

ż t

0

fpYsqdXs, onde fpY q na integral representa o par

pfpY qt, fpY q1
tq :< pfpYtq, DfpYtqY

1
t q P D

2α
X pr0, τq, L pV, W qq.

Além disso, se a solução pY, Y 1q está definida para todo τ P r0, T s, de forma

que pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q, dizemos que a solução é global no tempo.
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Teorema 6.5. Dado ξ P W , f P C3
b pW, L pV, W qq e X P C

βpR`, V q com β P p1{3, 1{2s,

então existe um único rough path controlado pY, Y 1q em D
2β
X pr0, τq, W q que é solução da

EDR (6.2), de tal forma que Y 1 < fpY q. Além disso, as soluções são globais no tempo.

Observação 6.6. Observe que para equações rough precisamos de um grau a mais de

diferenciabilidade em comparação ao caso de Young.

Demonstração. Assim como o Teorema de Picard-Lindelöf, que garante existência e unici-

dade para equações diferenciais ordinárias, utilizaremos o mesmo método iterativo pra

provar a existência e unicidade no nosso contexto. O método consiste em definir um

mapa, no nosso caso MT , de modo que pontos fixos são soluções para nossa EDR. Em

seguida, mostraremos que ele está bem definido e é uma contração, podendo assim aplicar

o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Antes de começarmos demonstração restrinja o domínio de X para r0, 1s. Isso

será útil para aplicação das ferramentas que calculamos ao longo do texto e no final não

mudará o resultado pois obteremos soluções globais.

Vamos avaliar possíveis soluções com regularidade menor, para isso considere

α P p1{3, βs, de modo que X P C
β Ă C

α. Veja que para toda solução pY, Y 1q P D
2α
X ,

podemos garantir que pY, Y 1q P D
2β
X pr0, 1s, W q uma vez que

|Ys,t| ď }Y 1
s }op |Xs,t| `

ˇ

ˇRY
s,t

ˇ

ˇ

ď }Y 1}8 }X}β |t ´ s|β `
›

›RY
›

›

2α
|t ´ s|2α

então

}Y }β ď }Y 1}8 }X}β `
›

›RY
›

›

2α
ă 8.

Como f P C3
b então Y 1 < fpY q P Cβ. E usando X P C2β

2 temos

ˇ

ˇRY
s,t

ˇ

ˇ < |Ys,t ´ Y 1
s Xs,t|

<

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

fpYrqdXr ´ fpYsqXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

<

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

fpYrqdXr ´ fpYsqXs,t ´ fpY q1
sXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |fpY q1
sXs,t|

ď C
`

}X}α

›

›RfpY q
›

›

2α
` }X}

2α }fpY q1}α

˘

|t ´ s|3α ` }fpY q1}8 }X}
2β |t ´ s|2β,

onde no último passo usamos o Teorema (3.13). Como 3α ą 2β temos que
›

›RY
›

›

2β
ă 8.

Pelo Lema (5.6) sabemos que para todo par pY, Y 1q P D
2α
X pr0, 1s, W q

pfpY qt, fpY q1
tq :< pfpYtq, DfpYtqY

1
t q P D

2α
X pr0, 1s, L pV, W qq
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e a existência da integral
ż t

0

fpY qrdXr é garantida pelo Teorema (3.13). Como prometido,

defina
MT pY, Y 1q : D

2α
X pr0, T s, W q ÝÑ D

2α
X pr0, T s, L pV, W qq

pY, Y 1q ÞÝÑ

ˆ

ξ `

ż ¨

0

fpY qrdXr, fpY¨q

˙ (6.3)

aqui estamos restringindo os caminhos em r0, 1s para r0, T s, onde T ď 1. Dentro do espaço

de rough paths controlados que satisfazem pY, Y 1q0 < pξ, fpξqq um ponto fixo de MT é

a solução da nossa EDR. De forma mais clara, estudaremos a atuação do mapa MT no

conjunto

D
2α
X,ξ <

 

pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q : Y0 < ξ e Y 1

0 < fpξq
(

.

Como D
2α
X com a norma pY, Y 1q ÞÑ |Y0|`|Y 1

0 |`}Y, Y 1}X,2α é Banach, então nosso subespaço

também é. A partir de agora para essa demonstração apenas trabalharemos com o subespaço

definido (uma vez que o espaço inteiro não nos interessa).

Para prosseguir com a demonstração precisamos restringir um pouco mais nosso

espaço. Defina BT como a bola unitária fechada em volta de t ÞÑ pξ ` fpξqX0,t, fpξqq. Isto

é, BT é todo par pY, Y 1q em D
2α
X,ξ tal que

|Y0 ´ ξ| ` |Y 1
0 ´ fpξq| ` }Y¨ ´ pξ ` fpξqX0,¨q, Y 1

¨ ´ fpξq}
X,2α

ď 1.

Como fixamos as condições iniciais os dois primeiros termos são nulos. Além disso, veja

que

pY ´ pξ ` fpξqXqqs,t < Ys,t ´ fpξqXs,t

< Y 1
s Xs,t ` RY

s,t ´ fpξqXs,t

< pY 1
s ´ fpξqqXs,t ` RY

s,t

então

}Y¨ ´ pξ ` fpξqX0,¨q, Y 1
¨ ´ fpξq}

X,2α
< }Y 1 ´ fpξq}α `

›

›RY
›

›

2α
< }Y 1}α `

›

›RY
›

›

2α
.

Juntando tudo temos que

BT <
!

pY, Y 1q P D
2α
X pr0, T s, W q : Y0 < ξ, Y 1

0 < fpξq e }Y, Y 1}X,2α ď 1
)

.

Veja também que para todo pY, Y 1q em BT

|Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α ď |fpξq| ` 1 <: M P r1, `8q. (6.4)

Com nossos objetos principais definidos, vamos mostrar que para T suficiente-

mente pequeno MT é invariante em BT (MT pBT q Ă BT q. No que segue, para evitar que

a notação fique muito carregada, C representará de diversas constantes diferentes, mas

sempre em função de α, T , X e X. Tomaremos também a devida cautela para que C possa
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ser escolhida de forma uniforme sobre T ď 1 (será importante). Usando a Estimativa (5.3)

do Lema (5.6) temos

}fpY q, fpY q1}X,2α ď CM }f}C2

b

´

|Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α

¯

. (6.5)

Defina por RMT e Rf os restos associados, respectivamente, a MT pY, Y 1q e pfpY q, fpY q1q.

Aplicando (3.8)

ˇ

ˇRMT
s,t

ˇ

ˇ <

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

fpYrqdXr ´ fpYsqXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

fpYrqdXr ´ fpYsqXs,t ´ fpY q1
sXs,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |fpY q1
sXs,t|

ď Cp}X}α

›

›Rf
›

›

2α
` }fpY q1}α }X}

2αq|t ´ s|3α ` }fpY q1}8 }X}
2α |t ´ s|2α.

Como T ď 1 temos }fpY q1}8 ď |fpY q1
0| ` }fpY q1}α, então

}MT pY, Y 1q}X,2α ď }fpY q}α ` CT αp}X}α

›

›Rf
›

›

2α
` }fpY q1}α }X}

2αq ` }fpY q1}8 }X}
2α

ď }fpY q}α ` C
`

}X}α

›

›Rf
›

›

2α
` }fpY q1}α }X}

2α ` |fpY q1
0| }X}

2α ` }fpY q1}α }X}
2α

˘

ď }fpY q}α ` C
`

|fpY q1
0| ` }fpY q1}α `

›

›Rf
›

›

2α

˘

p}X}α ` }X}
2αq .

Usando }X}α ` }X}
2α ď T β´α }X}β ` T 2pβ´αq }X}

2β e ajustando a constante na última

passagem, obtemos

}MT pY, Y 1q}X,2α ď }fpY q}α ` C
´

|fpY q1
0| ` }fpY q, fpY q1}X,2α

¯´

T β´α }X}β

`T 2pβ´αq }X}
2β

¯

ď }fpY q}α ` C
´

|fpY q1
0| ` }fpY q, fpY q1}X,2α

¯

T β´α
´

}X}β ` 1 }X}
2β

¯

ď }fpY q}α ` C
´

|fpY q1
0| ` }fpY q, fpY q1}X,2α

¯

T β´α. (6.6)

Além disso, temos

}fpY q}α ď }f}C1

b
}Y }α ; (6.7)

|fpY q1
0| < |DfpY0qY 1

0 | ď }DfpY0q}op |Y 1
0 | < }DfpY0q}op |fpξq| ď }f}2

C1

b
. (6.8)

E calculando uma última estimativa antes de provarmos a invariância

|Ys,t| <
ˇ

ˇY 1
s Xs,t ` RY

s,t

ˇ

ˇ

ď }Y 1}8 }X}β |t ´ s|β `
›

›RY
›

›

2β
|t ´ s|2α

ď p|Y 1
0 | ` T α }Y }αq }X}β |t ´ s|β `

›

›RY
›

›

2β
|t ´ s|2α.

Como T ď 1 e β ´ α ă α temos T α ď T β´α

}Y }α ď p|Y 1
0 | ` }Y }αq }X}β T β´α `

›

›RY
›

›

2β
T α

ď
”

p|Y 1
0 | ` }Y }αq }X}β `

›

›RY
›

›

2β

ı

T β´α

ď
”

M }X}β ` 1
ı

T β´α. (6.9)
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Aplicando (6.7), (6.8) e (6.5) em (6.6)

}MT pY, Y 1q}X,2α ď }fpY q}α ` C
´

|fpY q1
0| ` }fpY q, fpY q1}X,2α

¯

T β´α

ď }f}C1

b
}Y }α ` C

´

}f}2

C1

b
` CM }f}C2

b

´

|Y 1
0 | ` }Y, Y 1}X,2α

¯¯

T β´α

ď
”

}f}C1

b

´

M }X}β ` 1
¯

` CM
´

}f}2

C1

b
` }f}C2

b
M
¯ı

T β´α,

onde na última desigualdade usamos (6.4) e (6.9). Veja que em todas as passagens

mantivemos a uniformidade de C com relação a T ď 1. Em outras palavras,

}MT pY, Y 1q}X,2α < OpT β´αq

então existe T0 suficientemente pequeno tal que }MT0
pY, Y 1q}X,2α ď 1 para todo pY, Y 1q

em BT0
. Concluímos que MT0

é invariante sobre BT0
. Observe que durante a nossa escolha

de T0 foi independente de ξ.

Para a segunda parte do teorema, queremos mostrar que existe t tal que Mt

é uma contração de Bt. Veja que para todo t P p0, T0s se pY, Y 1q e pỸ , Ỹ 1q P Bt podemos

aplicar o Lema (5.10). Levando em conta Y0 < Ỹ0, Y 1
0 < Ỹ 1

0 e X < X̃ obtemos

›

›MtpY, Y 1q ´ MtpỸ , Ỹ 1q
›

›

X,2α
ď CT αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘

.

Como C pode ser escolhido de forma uniforme sobre T ď 1, existe T1 P p0, T0s pequeno o

suficiente de modo que

›

›MT1
pY, Y 1q ´ MT1

pỸ , Ỹ 1q
›

›

X,2α,r0,T1s
ď

1

2

›

›pY, Y 1q ´ pỸ , Ỹ 1q
›

›

X,α,r0,T1s
,

isto é, para todo t P p0, T1s temos Mt pBtq Ă Bt. Concluindo o argumento da contração.

Veja que pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, MT1
admite único ponto

fixo em BT1
que é por definição a solução da EDR definida em r0, T1s. Como já dito, a

escolha de T1 foi independente de ξ. Então, uma vez que temos a solução podemos repetir

o argumento para condição inicial YT1
. Concatenando os caminhos obtemos uma solução

definida em r0, 2T1s. Iterativamente repetimos o argumento de modo que o domínio da

solução seja r0, 1s.

Por último, observe que a unicidade nas bolas de D
2α
X nos garante a unicidade

em D
2β
X . Suponha pY, Y 1q a solução construída e pZ, Z 1q uma solução (como já provado em

D
2β
X pr0, T s, W q, para algum T ď 1), então para qualquer α P p1{3, βq

}Z, Z 1}X,2α;rs,ts < }Z 1}α;rs,ts `
›

›RZ
›

›

2α;rs,ts

ď |t ´ s|β´α }Z 1}β;rs,ts ` |t ´ s|2pβ´αq
›

›RZ
›

›

2β;rs,ts

ď |t ´ s|β´α }Z, Z 1}X,2β;rs,ts

ď |t ´ s|β´α }Z, Z 1}X,2β;r0,T s ,
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isto é, existe δ suficientemente pequeno tal que para todo intervalo rs, ts tal que |t ´ s| ă δ

}Z, Z 1}X,2α;rs,ts ď 1

o que significa que pY, Y 1q
ˇ

ˇ

rs,ts
< pZ, Z 1q

ˇ

ˇ

rs,ts
. Então temos que pY, Y 1q < pZ, Z 1q.

Observação 6.7. No teorema passado, a condição Y 1 < fpY q é importante para a

unicidade da solução, uma vez que se não for o caso podemos ter infinitas soluções.

Vejamos em um exemplo simples, considere X um caminho Lipschitz e defina com a

integral de Riemann-Stieltjes o levantamento canônico Xs,t <

ż t

s

Xs,r b dXr. Seja então Y

o caminho que é a solução única de dY < fpY qdX dada condição inicial Y0 < ξ no sentido

de Riemann. Veja que por estimativas de EDO temos que Y também é Lipschitz, então

para qualquer escolha de Y 1 P Cβ temos que

ˇ

ˇRY
s,t

ˇ

ˇ < |Ys,t ´ Y 1
s Xs,t| ď p}Y 1}

2β ` }Y 1}8 }X}
2βq|t ´ s|2β

que em outras palavras significa que pY, Y 1q P D
2β
X . Pelo mesmo argumento, como f é de

classe C3 temos que fpY q é Lipschitz, portanto qualquer escolha de fpY q1 P C
β gera um

par pfpY q, fpY q1q P D
2β
X . Por último veja que pela Observação (3.16)

Yt < ξ `

ż t

0

fpY qrdXr < ξ `

ż t

0

fpY qrdXr

para quaisquer pares pY, Y 1q e pfpY q, fpY q1q, em outras palavras temos infinitas soluções.

6.3 Continuidade do Mapa Solução

Teorema 6.8. Para f : W Ñ L pV, W q de classe C3
b , X e X̃ dois α-rough paths em V .

Considere pY, fpY qq P D
2α
X pr0, 1s, W q a única solução da EDR

#

dY < fpY qdX;

Y0 < ξ.

Seja similarmente pỸ , fpỸ qq a (única) solução da EDR dirigida X̃, com a condição inicial

Ỹ0 < ξ̃. Se |||X|||α,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇX̃
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α
ď M , então temos a seguinte estimativa

dX,X̃,2α

`

Y, fpY q; Ỹ , fpỸ q
˘

ď CM

`

|ξ ´ ξ̃| ` ραpX, X̃q
˘

(6.10)

e também

}Y ´ Ỹ }α ď CM

`

|ξ ´ ξ̃| ` ραpX, X̃q
˘

(6.11)

para alguma constante C < CpM, α, T, fq.
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Demonstração. Lembre-se que construímos a solução pY, fpY qq de EDR como ponto fixo

do operador

MT pY, Y 1q <

ˆ
ż ¨

0

fpY qdX, fpY¨q

˙

<: pZ, Z 1q P D
2α
X ,

similarmente

MT pỸ , Ỹ 1q <

ˆ
ż ¨

0

fpỸ qdX̃, fpỸ¨q

˙

<: pZ̃, Z̃ 1q P D
2α
X .

Usando o Lema (5.10) temos

dX,X̃,2α

`

Y, fpY q; Ỹ , fpỸ q
˘

< dX,X̃,2α

`

Z, Z 1; Z̃, Z̃ 1
˘

ď C1

`ˇ

ˇY0 ´ Ỹ0

ˇ

ˇ `
ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

ď C1

`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇfpξq ´ fpξ̃q
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

ď C1

`

|fpξq ` 1|
ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

ď C2

`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q ` dX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

.

Como C2 pode ser tomado uniformemente sobre T ď 1 podemos considerar T pequeno o

suficiente de modo que C2T
α ď

1

2
. Usando isso em conjunto com o fato que Y 1 < fpY q e

Ỹ 1 < fpỸ q temos

dX,X̃,2α

`

Y, fpY q; Ỹ , fpỸ q
˘

ď C2

`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q
˘

`
1

2
dX,X̃,2α

`

Y, fpY q; Ỹ , fpỸ q
˘

ùñ dX,X̃,2α

`

Y, fpY q; Ỹ , fpỸ q
˘

ď 2C2

`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q
˘

,

que é exatamente a Estimativa (6.10).

Para (6.11), usando o Teorema (3.24) junto com a estimativa calculada acima,

temos
›

›Y ´ Ỹ
›

›

α
ď C1

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` T αdX,X̃,2α

`

Y, Y 1; Ỹ , Ỹ 1
˘˘

ď C1

`ˇ

ˇY 1
0 ´ Ỹ 1

0

ˇ

ˇ `
›

›X ´ X̃
›

›

α
` T αCM

`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q
˘˘

ď C1 pT αCM ` 1q
`ˇ

ˇξ ´ ξ̃
ˇ

ˇ ` ραpX, X̃q
˘

.

6.4 Propriedade de Fluxo de EDRs

Nesta seção veremos um resultado importante para a teoria, mas escolho deixa-

lo sem demonstração, uma vez que esta é trabalhosa e sai um pouco do escopo do texto.

Para o leitor interessado, recomendo a leitura do capítulo 11 de [FV10], onde o teorema

que aqui será citado é um caso particular (α P p1{3, 1{2s) dos Teoremas 11.12 e 11.13.

Nas últimas seções vimos que se f : Re Ñ L
`

R
e,Rd

˘

, então existe única solução

para a EDR
#

dY < fpY qdX,

Y0 < ξ
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Denote-a por πpfqp0, ξ; Xqt. O mapa ξ ÞÑ πpfqp0, ξ; Xq¨ é chamado de fluxo associado à

EDR. De imediato temos um fluxo inverso para todo ξ, dado por

πpfqp0, ξ; Xq´1
t < πpfqp0, ξ; Xp¨ ´ tqqt.

Daqui queremos saber se πpfqp0, ξ; Xqt tem uma dependência suave de ξ.

Notação 6.9. Para todo 1 ď n ď d e k < pk1, ¨ ¨ ¨ , knq P t1, ¨ ¨ ¨ , eun denote por Dk as

derivadas
Bn

Bxk1
¨ ¨ ¨ Bxkn

.

Teorema 6.10. Sejam α P p1{3, 1{2s e X, X̃ P C
α
g . Se f : Re Ñ L

`

R
e,Rd

˘

de classe

C3`n
b , então os fluxos associados possuem regularidade C1`n

b sobre a condição inicial ξ,

assim como seu inverso. Além disso, para todo M ą 0 existem constantes C e K que

dependem apenas de M e }f}C3`n
b

tais que

sup
ξPRd

›

›Dkπpfqp0, ξ, Xq¨ ´ Dkπpfqp0, ξ, X̃q¨

›

›

α,r0,ts
ď CραpX, X̃q

sup
ξPRd

›

›Dkπpfqp0, ξ, Xq¨

›

›

α,r0,ts
ď K.

Essas desigualdades também valem para o fluxo inverso.

6.5 Equações Diferenciais Rough Estocásticas

Para esta seção iremos utilizar dos resultados do capítulo 4 e através deles

aplicar os teoremas de existência, unicidade e continuidade caminho a caminho, assim

obtendo soluções fortes para nossas equações diferenciais.

Teorema 6.11. Seja pΩ, F , pFtqtPr0,T s,Pq um espaço de probabilidade filtrado. Se f P

C3
b pRe,Rdq, α P p1{3, 1{2q e ξ P L2pΩ,Req. Seja B um movimento Browniano em R

d

i) Para B
Itô P C

αpr0, T s,Rdq a única solução pY pωq, Y 1pωqq de

#

dY pωqt < fpY pωqtqdB
Itôpωqt,

Y pωq0 < ξpωq

é tal que Y é uma solução forte da equação diferencial estocástica de Itô

#

dYt < fpYtqdBt,

Y0 < ξ;

ii) Similarmente, para B
Strat P C

α
g pr0, T s,Rdq a única solução pY pωq, Y 1pωqq de

#

dY pωqt < fpY pωqtqdB
Stratpωqt,

Y pωq0 < ξpωq
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é tal que Y é uma solução forte da equação diferencial estocástica de Stratonovich

#

dYt < fpYtq ˝ dBt,

Y0 < ξ.

Demonstração. Como as integrais de Itô e de Stratonovich são adaptadas à filtração gerada

por B, então de imediato temos que B
Itô e B

Strat são σpBu : 0 ď u ď rq-mensuráveis. Segue

então que

σ
`

Bs,B
Itô
s,r : 0 ď u ď r ď t

˘

< σpBu : 0 ď u ď tq < σ
`

Bs,B
Strat
s,r : 0 ď u ď r ď t

˘

.

Como temos a continuidade do mapa de solução no caso rough temos que a solução pY, Y 1q

também é adaptada à filtração natural gerada por B. E para concluir o argumento, pelas

Proposições (4.1) e (4.2) temos a igualdade da integrais. Então

Yt < ξ `

ż t

0

fpYrqdB
Itô
r < ξ `

ż t

0

fpYrqdBr ou

Yt < ξ `

ż t

0

fpYrqdB
Strat
r < ξ `

ż t

0

fpYrq ˝ dBr.
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APÊNDICE A – Apêndices

Teorema A.1 (Chow). Para todo g P R
d ‘ rRd,Rds existe γ P C lippr0, 1s,Rdq tal que

S2pγq0,1 < exppgq.

Em particular,

G2pRdq < S2
`

C lippr0, 1s,Rdq
˘

0,1
.

Teorema A.2 (Aproximação Geodésica). Para todo par pX,Xq P C
β
g pr0, T s,Rdq, existe

sequência de caminhos Lipschitz Xn : r0, T s Ñ R
d tal que, sobre a norma de Carnot-

Carathéodory,

lim
nÑ8

S2pXnq0,t < p1, X0,t,X0,tq uniformemente em r0, T s

e sup
ně1

|||Xn,Xn|||β ď C|||X,X|||β.

Teorema A.3 (Burkholder-Davis-Gundy). Para qualquer 1 ď p ă 8, X um martingale

local com X0 < 0 e τ um tempo de parada, existem constantes positivas cp, Cp tais que

cpE
“

rXsp{2
τ

‰

ď E rpX˚
τ qps ď CpE

“

rXsp{2
τ

‰

aqui rXs denota a variação quadrática de X e X˚
t :< sup

sďt
|Xs|.
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