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Resumo

Nesta dissertacao sao apresentados os estudos realizados na area de teoria da medida, com
o objetivo de elaborar intervalos de confianca aleatorizados baseados no lema de Neyman-
Pearson, de forma a torna-los mais abrangentes para distribui¢oes que nao atendem
as condigoes de regularidade. Isto é alcancado utilizando a definicao de intervalos de
confianca fuzzy. Esses intervalos sao comparados com os métodos descritos na literatura
para distribui¢des conhecidas como a normal, binomial e Poisson. Os resultados mostram
que, em situagoes de alta varidncia, os novos intervalos apresentam um melhor resultado.
Além disso, por meio desses intervalos, é possivel calcular o limite inferior para o tamanho
esperado, demonstrando que eles apresentam o menor valor maximo de tamanho esperado

para uma observacao de ensaio de Bernoulli.

Palavras-chave: Intervalos de confianca. lema de Neyman-Pearson. Teoria da medida.

Tamanho esperado. Logica fuzzy.



Abstract

This dissertation presents studies carried out in the area of measure theory, with the aim
of developing randomized confidence intervals based on the Neyman-Pearson lemma, in
order to make them suitable for distributions that do not satisfy the regularity conditions.
This is achieved using the definition of fuzzy confidence intervals. These intervals are
compared with the methods described in the literature for known distributions such as
normal, binomial and Poisson. The results show that, the new intervals presents a better
result in situations of high variance. Furthermore, through these intervals, it is possible
to calculate the lower limit for the expected length, demonstrating that they present the

lowest maximum value of expected length for single Bernoulli trial.

Keywords: Confidence intervals. Neyman—Pearson lemma. Measure theory. Expected

length. Fuzzy logic.
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1 Introducao

A construcao de intervalo de confianga é um tépico inicialmente proposto em
LaPlace (1820), com o desenvolvimento de um intervalo de confianga para o pardmetro
que representa a proporcao de sucessos de uma distribuicao binomial. O intervalo proposto
possui um estimador pontual para a propor¢do (proporgao amostral) como centro e

comprimento proporcional ao erro padrao do estimador.

Entretanto, a construcao de um intervalo de confianca para parametros de
uma distribuicao discreta pela definicao dada pode apresentar problemas pois sua taxa
de cobertura pode nao se igual ao nivel de confianca desejado. Uma abordagem que foi
adotada é de considerar que essa taxa também possa ser superior ao valor de referéncia.
Em Agresti e Coull (1998) é mostrado que essa abordagem gera intervalos maiores, se
comparados aos métodos assintéticos, em que a taxa de cobertura se aproxima do nivel de
confianca a medida que o tamanho da amostra aumenta. Esses intervalos sao adequados
para amostras com tamanho maior que um certo valor, para nao possuir uma taxa de

cobertura muito inferior ao nivel de confianca.

Uma forma de contornar esse problema é utilizar intervalos de confianca
aleatorizados, propostos inicialmente em Stevens (1950), ou a abordagem apresentada por
Geyer e Meeden (2005) de intervalo de confianga fuzzy. Ambos os casos possibilitam a
obtencao de taxa de cobertura igual ao nivel de confianca. O segundo método se baseia
no teste de hipétese nao viesado uniformemente mais poderoso e na definicdo de fungao
de pertinéncia da légica fuzzy. Uma comparacao desse com outros presentes na literatura

pode ser encontrada em Holladay (2019).

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver um método de intervalo de
confianca fuzzy baseado no lema de Neyman-Pearson de hipdtese simples de tal forma
que o mesmo esteja definido para qualquer familia paramétrica de distribui¢oes e tenha
um menor tamanho esperado em um valor especifico se comparado a qualquer outro
método. Foi possivel determinar um limite inferior para o tamanho esperado. Além disso,
o estimador proposto foi calculado para as distribui¢cbes normal, binomial e Poisson e

comparado com outros presentes na literatura.
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1.1 Definicoes

Nesta secao apresentaremos defini¢des disponiveis na literatura de intervalos de
confianga e suas modificagbes, e o critério de comparacao entre eles de tamanho esperado.

Primeiramente vejamos algumas definigoes presentes em Mood, Graybill e Boes (1974).

Definicao 1. (Intervalo de Confianga) Dado Xj, ..., X,, uma amostra aleatéria da
densidade f ;6 , com o pardmetro que determina a distribuicao § ©, uma funcao
conhecida ¢ : © , e T} ty Xq1,..., X, e T ty Xq,..., X, duas estatisticas
satisfazendo 17 T3 de tal forma que Py T} ¢ 0 15 v, onde v nao depende de 6,
entao o intervalo aleatério Tp,7> ¢é chamado de intervalo de 100v% de confianca para
t 0 ; v é chamado de nivel de confianca; e T e T sao chamados de limite inferior e limite
superior, respectivamente, para ¢ 6 . O intervalo observado t1,t5 do intervalo aleatério

Ty, T também é chamado de intervalo de 100v% de confianca para ¢ 6 .

Essa definicdo prevé uma estimacao do valor da funcdo no verdadeiro valor
do parametro ¢ 6 , por exemplo poderia ser a média de uma distribuicao definida por
miultiplos parametros, nesse texto exemplificaremos os métodos no caso uniparamétrico,

ou seja, quando ¢t 8 A e O

Defini¢ao 2. (Tamanho Esperado) Dado Xj, ..., X,, uma amostra aleatéria da den-
sidade f ;0 ,com 6 ©O,::0 , e o intervalo de 100v% de confianca para ¢ 7
dado por T Xi,....X, ,T5 X4,..., X, , entdao a funcao TE 6 Ey Ty Xq,..., X,

T X1,...,X,, ¢ o tamanho esperado do intervalo de confianca.

Outro conceito utilizado para se determinar intervalos de confianca se da pela

sua dualidade com teste de hipotese com Hy : 0 7 contra Hy : 0 .

Para denotar um teste de hipodtese utilizaremos o simbolo T, e no caso de
hipotese nula Hy : § 7 contra Hy : # 7 denotaremos o teste como Y., para enfatizar

que para cada 7 temos um teste de hipétese diferente.

Os conceitos utilizados nesse texto referentes a teste de hipdtese sao de regiao
de rejeicao, fungdo poder, teste uniformemente mais poderoso, teste nao enviesado e teste

nao enviesado uniformemente mais poderoso.

Definigao 3. (Regiao de rejeicao) A regiao de rejeicdo de um teste de hipdtese T com
hipotese nula Hy é um conjunto Cy €2 que define o teste T pelo seguinte procedimento,

dado que o valor X  x é observado, se rejeita Hy se x  Cy e nao se rejeita Hy se x Cy.

Definicao 4. (Fungao poder) A fungao poder de um teste de hip6tese T com hipétese
nula Hy é a uma fungao 7y : © 0,1 dada pela probabilidade de rejeitar Hy dado que

a distribuicdo da amostra é definida pelo parametro  ©.
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Definicao 5. (Teste uniformemente mais poderoso) Um teste T com hipétese nula
Hy:0 ©gcontra H : 0 © Oy ¢é chamado de teste uniformemente mais poderoso

(UMP) de tamanho « se e somente se

supmy T @ a,e
T O

Ty T my T paratodoT © O,

para qualquer teste de hipétese T com tamanho menor ou igual a a.

Para encontrar o teste UMP no caso de hipoteses simples, ou seja Hy : 0 79
contra Hy : 6 71, se utiliza o lema de Neyman—Pearson, para hipdteses compostas um
teste com essa caracteristica pode nao existir, uma alternativa utilizada é restringir os

testes de hipdteses para os que sao nao enviesados.

Definicao 6. (Teste ndo enviesado) Um teste T com hipétese nula Hy : 0 Oq contra

H,:0 ©; énao enviesado se e somente se

sup my T inf my 7 .
T Qg T 1

Definicao 7. (Teste ndo enviesado uniformemente mais poderoso) Um teste nao
enviesado T com hipotese nula Hy : 0 ©g contra Hy : 0 © Oy é chamado de teste

nao enviesado uniformemente mais poderoso (UMPU) de tamanho « se e somente se

supmy T a,e
T O

T T my T paratodoT © O

para qualquer teste de hipétese T com tamanho menor ou igual a a.

Observe que podemos obter um teste de hipdtese de tamanho « para testar
Hy:0 7 contra Hy : 0 7 utilizando um intervalo de confianca com nivel de confianga

1 «a definindo a seguinte regiao de rejeicao, Cy, x QTyx Ty, x T .

O processo inverso é obtido de forma similar, tendo a questdo que nem sempre
se obtém um intervalo, e portanto se necessita expandir a definicao de para conjunto de

confianca.

Outra questao presente na literatura se refere a impossibilidade de obter um
teste de tamanho exatamente igual a o para distribuigoes discretas, uma forma de contornar

isso é utilizando testes aleatorizados.
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Definicao 8. (Teste de hipdtese aleatorizado) Um teste de hip6tese aleatorizado é
definido pela sua probabilidade de rejeitar Hy dado que X  z foi observado, dado pela

funcao ¢ : Q 0,1 denominada por funcao de rejeicao.

Com a dualidade entre intervalos de confianga e teste de hipotese é possivel
obter intervalos de confianca aleatorizados, como descrito em Geyer e Meeden (2005), que
devido a baixa adesdo desses métodos aleatorizados por se obter resultados diferentes para

os mesmos dados apresentam uma nova abordagem utilizando légica fuzzy.

A ideia é definir a regiao de rejeicaio Cy como um conjunto fuzzy com fungao de
pertencimento sendo a funcao de rejeicdo ¢. No caso do intervalo de confianca aleatorizado
associado ao teste se utiliza a definicao da regiao de nao rejeicao, dado pelo complementar
da regiao da rejeicao, com funcao de pertencimento ¢» 1 ¢. Com as ideias apresentadas

no artigo desenvolvemos as seguintes defini¢oes.

Definicao 9. (Intervalo de Confianca Fuzzy) Dado © um espago paramétrico,
Q, A, T um espaco de probabilidade para todo 7 © e~ 0,1 o nivel de confianca

desejado, a fungao de pertinéncia ao intervalo ¢ : 2 © 0,1 A-mensuravel com

UV Twdp wT ~ define um intervalo de confianca fuzzy de 100v% de confianca.
Q

Defini¢ao 10. (Tamanho Esperado Fuzzy) Dado © um espago paramétrico, o es-
paco de probabilidade Q, A, 7 paratodoT © e~ 0,1 o nivel de confianca
desejado, um espaco de medida O, O,r que define o tamanho no conjunto © e a fun-

¢ao de pertinéncia ao intervalo ¢ que define um intervalo de confianca fuzzy, a funcao

TE ¢,0,v  Ey Y 17w dv T € o tamanho esperado do intervalo de confianga fuzzy.
e

1.2 Métodos existentes

Nesta secao apresentaremos métodos disponiveis na literatura para obtencao
de intervalos de confianca para a média da distribuicdo normal com variancia conhecida,
proporcao da distribui¢ao binomial, média da distribui¢ao Poisson e desenvolvidos para

distribui¢oes pertencentes a familia exponencial uniparamétrica.

1.2.1 Método padrao para distribuicao normal com variancia conhecida

Sejam X7, , X, amostra aleatéria de tamanho n com distribui¢ao normal
com média p e varidncia conhecida 0, 0 0 e X a média amostral, entdo um intervalo

de confianca de nivel 100v% para p é dado por

: (1.1)
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1
em que 2 14 é o quantil com it de probabilidade acumulada para a distribui¢cao normal

padrao. Para mais detalhes, ver Mood, Graybill e Boes (1974).

Sua fungao de pertinéncia fuzzy é definida por

0, sert X Zi, Uf
T on
N T X 1, seX Zia o T X Zi, o
2 n 2 n
0, serT X Zi, Uf.
T on
1.2.2 Método de Agresti-Coull
Seja X uma variavel aleatoria com distribui¢do binomial com n ensaios e

probabilidade de sucesso p 0,1 , entdo um intervalo de confianga de nivel 100v% para p

¢ dado por
5 Zu — — Zu — —
p —= pl psp —= pl p (1.2)
n n
1 zi 1~
emquen n Zi..p — X 22 e/ 1 é o quantil com —5 de probabilidade
2 n

acumulada para a distribuicdo normal padrao. Para mais detalhes, ver Agresti e Coull
(1998).

Sua fung¢ao de pertinéncia fuzzy é definida por

AR
0, seT D - pl p
n
AC X ~ ZlT’Y = = - ZlTv ~ ~
YT 1, sep ~— pl p T P = pl p
n n
AR
0, seT p - pl p
n

1.2.3 Método Score

Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao Poisson com média A 0,

entdo um intervalo de confianca de nivel 100v% para A é dado por
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1
em que 2 14 é o quantil com it de probabilidade acumulada para a distribui¢cao normal

padrao. Para mais detalhes, ver Holladay (2019).

Sua func¢ao de pertinéncia fuzzy é definida por

71, Zi

0, ser X 22 ZIT'y X 42
T e X = Zi, X " r X i Zi, X "
’ 2 = 4 2 = 4

Z3 Z3

0, set X 22 ZlTw X 42 .

1.2.4 Método de Geyer-Medeen

Definido por Geyer e Meeden (2005) para o caso de uma variavel aleatéria X
definida pela funcao de densidade f ;6 pertencente a familia exponencial uniparamétrica,
com estatistica suficiente T X , trata-se da transformacao do teste de hipétese nao
viesado uniformemente mais poderoso (UMPU, sigla em inglés) para um intervalo de
confianca, no caso uma distribui¢ao continua. De forma mais geral, é definido no artigo

como um intervalo de confianca fuzzy.

O método ¢é definido em torno da fungao de pertinéncia fuzzy ¢, referente ao
conjunto de rejeicao do teste de hipétese UMPU, de Hy: 6 7 contra Hy : § 7. Porém,
para poder compara-lo aos outros métodos utilizaremos funcio de pertinéncia fuzzy %

referente ao conjunto de néo rejeicio definido por ™ 1 ¢,

0, seTw
ap, seT w o
Tw 1, seC; Tw Oy
g, seT w Cy
0, seT w Cs.

Os valores oy, ag, C7 e Uy sao obtidos pelas igualdades E; wGM X, T v e
E.T X M X, 1 vE, T X . No caso de X ser uma variavel aleatoéria discreta as
seguintes equagoes podem ser utilizadas para se obter os valores de a1 e as em funcao
de C, Cy e 7. Considerando p E, T X ,p, P T X Ci,po P TX Cs
p2 PCy TX Cyemp ETXIco, TX | temos

7Oy p miz  Copio
p Co Oy

ypo Ch mi2  CiDio
p2 Co (4 '

aq
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Os valores sdo obtidos ao se encontrar os valores de C e Cy que fazem aq, as
0,1 . O algoritmo para realizar esse processo e obter 1/“M est4 implementado para o caso
da distribui¢do binomial na fun¢do umpu.binom do pacote ump de Geyer e Meeden (2017)
para a linguagem de programacao desenvolvida por R Core Team (2019). Para o caso da

distribuicao Poisson, foi utilizado o processo descrito no Algoritmo 1.

No caso da distribuicao normal com variancia conhecida, o intervalo pelo
método de Geyer-Medeen coincide com o método padrao descrito anteriormente, por esse
também se tratar da transformacao do teste UMPU em intervalo de confianga por meio

de sua regiao de nao rejeicao.

O método descrito por Geyer e Medeen é o uniformemente mais poderoso dentre
os métodos nao enviesados A abordagem que sera desenvolvida a seguir visa nao restringir
os métodos, alterando o critério a ser considerado baseado no trabalho de Neyman e
Pearson (1933) sobre o conceito de testes uniformemente mais poderosos (UMP) e como
calcula-los no caso de hipdteses simples, definiremos o critério de minimizacao similar ao
erro do tipo 2, mas restrito a um valor especifico o © como hipotese nula. Além disso,

utilizaremos uma versao mais abrangente do lema, conforme descrito em Shao (2003).
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Algoritmo 1 — Calculo do ¥ 7 w do método descrito por Geyer-Medeen no
caso de distribuicao discreta

Data: valoresde v 0,1, w Qe7 O eoespaco de probabilidade Q, A, P,
pertencendo a familia exponencial uniparamétrica que define a variavel
aleatéria discreta X e a estatistica suficiente T' X

Result: M 7w

erroy 1;

erroy 1;

erro 1;

1 E.TX

t T X w

Cy s

Cy H I;

aq 1,

(6%)] 1;

while true do

D1 PTX (O

D2 P,T X Oy

P12 P.C, TX (Cy

mio ET T X Icl,Cg T X )

v Cy mia 022912'

’

651

)
p Cy Oy
o Yo Gy mis  Cipia
2 )
p2 Cy O
1
erroq 5 Qg
1
E€rros [6%) 57
erro max errop, errog ;

1
if erro = then

if ¢ () then

| return 0

else if t () then

| return oy

else if C; t (5 then

| return 1

else if t (5 then

| return as

else

| return 0

end
else if erro; erros then
‘ 4 C7 sgn erro; ;
else
‘ Cy Cy sgn errog ;
end

end
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2 Método de minimizacao

Dado um espago paramétrico ©, seja 2, A, u 7 um espaco de probabilidade
indexado por 7 ©. A ideia é fixar um valor de referéncia o ©, e dado esse obter uma
fungdo ¢, : 2 © 0,1 que minimize a probabilidade de nao rejeitar 7 considerando a

distribuicao associada a o como verdadeira, para um 7 0.

Note que para 1, ser um intervalo de confianga, a probabilidade de nao rejeitar
7 considerando a distribuicao associada a 7 como verdadeira tem de ser superior ou igual

a v, para todo 7 ©. Esse valor é a restricao da minimizagao.

Podemos escrever a restricao no conjunto em que avaliaremos os ), ou seja,

queremos minimizar ¢ Tw dp wo paraty ., em que
Q

~ v:Q O 0,1 7 © 97 Ae Yr1wdpwr v (2.1)
Q

2.1 Versao nao paramétrica

Primeiramente vamos apresentar a versao nao paramétrica do teorema de

interesse.

Teorema 1. Sejam Q, A, u e Q, A v dois espagos de probabilidade, e v 0,1 o nivel
de confianca desejado, defina

Vs v 01 v Ae Ywdpw 7y,
Q

o conjunto das fungoes A-mensurdveis com tazra de cobertura superior a . Temos que

existe 1 v, i tal que para todo vl

Y w dv v w dv.
Q Q

Antes de provar o teorema, vejamos uma motivagao para utilizacao da fungao
de pertinéncia fuzzy em intervalos de confianca, através da visualizacao do funcionamento

do método por meio do problema da mochila e algumas de suas propriedades.

2.1.1 O problema da mochila

O problema da mochila, também conhecido como Knapsack problem, possui
varias formulagoes na literatura. Vamos considerar nesse texto a seguinte formulagao,

considere uma colecao de n objetos numerados de 1 a n, sendo que o objeto ¢ possui os
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valores de peso e valor dados por w; e v; respectivamente, com ¢ 1,...,n, e uma mochila
capaz de carregar um subconjunto desses objetos, de tal forma que a soma dos pesos dos
objetos selecionados nao ultrapasse o limite de peso maximo de W. O objetivo é encontrar
um subconjunto dos objetos que possua a maior soma dos valores de tal forma que nao

supere a capacidade méaxima de peso da mochila W.

Considere z; 0,1 como uma variavel que indica se o objeto 7 estd na
n n

mochila. O problema pode ser formulado como minimizar v;x; restritoa  w;x; W,
i1 i1

cuja solugao exata pode ser obtida calculando todas as combinagoes possiveis. Porém,

dependendo dos pesos, valores e o total de objetos isso pode ser inviavel, e neste caso,

pode-se utilizar programacao dinamica.

Se a condicao z; 0,1 for relaxada para x; 0,1, a solugao pode ser
descrita de forma simples. Além disso, essa nova condigao pode ser interpretada como a
possibilidade de selecionar apenas uma parte do objeto, de tal forma que o valor e o peso
sejam proporcionais da totalidade do objeto selecionado Dantzig (1957). Um exemplo de
solugdo pode ser visualizada na Figura 1, a qual contém o grafico de dispersao do valor
pelo peso dos objetos, a semirreta divide os objetos em 3 grupos, os acima do segmento,
os abaixo e os contidos, que serdao chamados de A, B e C respectivamente. A solugao é
dada colocando na mochila todos os pontos acima, e parte dos contidos, de tal forma que

o peso total da mochila seja igual ao limite de peso.
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10

valor

peso

Figura 1 — Exemplo da solugao grafica descrita em George B. Dantzig (1957) para o
problema da mochila

Comece com a semirreta com origem em 0,0 e inicialmente paralela ao eixo
do valor, ou seja todos os objetos estao B. Em seguida rotacionar a semirreta no sentido
horario, até essa conter pelo menos um objeto e sua interseccao com a semirreta antes
da rotacao seja apenas a origem, os objetos contidos na semirreta estao no conjunto C,
agora avaliar se a soma dos pesos dos objetos em A  C' é superior a W, se nao, continuar
a rotacionar a semirreta, fazendo com que os objetos em C' passem para A, se sim parar o

Processo.

Com os conjuntos A, B e C, a solugao pode ser obtida adicionando os objetos

de A na mochila, os em B néao serao adicionados na mochila, os objetos em C serao

W Wa

parcialmente adicionados, com a proporc¢ao de , com W, sendo a soma dos pesos

c
dos objetos em A e W sendo a soma dos pesos dos objetos em C', podemos escrever a
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solugao da seguinte forma.

,se i A

7 0 ,se 1 B (2.2)
W Wa se i C
WC ) Y

parat 1,2, .. n.

Agora vejamos porque esse método maximiza a soma dos valores. Sem perda

. . . ~ (%51 V2

de generalidade, considere que os objetos sao numerados de tal forma que — —
w1 %)

Up 1

Un, . A .

—. Seja 0; o angulo formado entre o segmento de reta que liga os pontos
Wp, 1 W,

w;,v; e 0,0 e o eixo dos valores, e 6 o angulo formado entre a semirreta obtida na

solugao e o eixo dos valores, obtendo as seguintes igualdades 2.3.

A i 1,2,..n 6, 0
B i 1,2...m 6, 6 . (2.3)
C 7 1,2,...,n 01 0
1
Y 1

Note que 0; arctan , como a funcao arctan x é crescente e x

W;
, . - 1
¢é decrescente para valores positivos, a funcao arctan x é decrescente, e portanto a

rotacao necessaria para a semirreta conter o objeto ¢ ¢ inversamente proporcional ao seu
1

.Y .
valor da razao —. Considere o valor r  tg 6
w

valores em (2.3), obtendo os conjuntos descritos em (2.4). A saber,

, podemos fazer a substituicao desses

(%

A i 1,2,..n — |
%
. Vg
B i 1,2,.n — r (2.4)
Wi
C i 1,2,..n 2y
W;
Como — I . temos que
w1 Wo Wp 1 W,
A 1,2,...,,minC 1,
B maxC 1,...,n , . (2.5)
C o 1,2,...n Yo, minC, ..., max C .
Wy
Para provar que xi,...,z, definido por (2.2), (2.3) e (2.4) maximiza a soma

dos valores condicionado pela soma dos pesos ser inferior a W, mostraremos que para
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n n n
qualquer yi,...,Yn 0,1 ", que satisfaga  w;y; W teremos que  vy; VT,
il i1 i1
n
ouseja  v; T; Y; 0. Note que
i1
n
Ui % %
Vi Ty Yi —W; Ty Y —W; Ty Y; —W; Ty Y - (2.6)
i1 A Wi c Wi B Wi

A ideia é utilizar as definigoes dos conjuntos A, B e C' presentes em (2.4) para

. Uj
estabelecer restrigoes para os valores de —:
Wi

e Parai Atemosquex; 1 y; eportantoz; y; 0. Além disso, em A temos
V4 V4
que — re portanto —Zwi T Y; TW; Ty Y -
w; A w; A
o Para¢ B temos quex; 0 y; e portanto z; y; 0. Além disso, temos que
V; U;
— 1 e portanto —W; Ty Y; TW; Ti Y -
W; B w; B

. V;
e Parai C temos — 7.
wy

Portanto, temos a seguinte inequacao

(% (% Vi
Wi Ti Y Wi Ti Y Wi Ty Y
a Wi c Wi B Wi
TW; T; Y Tw; Ty Y TW; T Y
A C B
r Wi Ty Yj Wi i Y Wi Ty Y
A C B
n
r Wi Ty Y
v 1
n n
T wT; WY - (2.7)
i1 i1
n n
Pelas defini¢oes de z; e y; temos que  w;x; We wyy; W e portanto
i1 i1
n n n
Vi Ty Y W;T; w;y; 0.
i1 il i1

A relacao desse resultado com o Teorema 1 se d& por enxergar essa formulagao do

w
problema da mochila como um caso especifico no qual (2 1,2,3,..n,y 1 ——
w " i 1 Wi
. 7 . 7 .
com [ 1% ———ev 1 ——— Nesse caso 0 ¢ 1@ 1z

i 1 Wi i 1Yi
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2.2 Demonstracao do Teorema 1

A parte principal dessa demonstracao se baseia na divisao do espaco amostral
2 em quatro conjuntos disjuntos similarmente ao que foi visto na Se¢ao 2.1.1. O aumento
das particoes se deve a necessidade de incluir um termo para conter a parte singular da
decomposicao de Lebesgue de v por p. Os conjuntos D e D sao definidos de forma que,
existem medidas v, e vy tais que para O €2, v; O vD O evy O v D¢ O,

com 1q o € Vo M.

De acordo com o Teorema de Radon-Nikodym, como v,  pu, temos que

d
existe uma funcao % Q) 0, de tal forma que
1L
d
vy O 2, dp w
o du

dV2 , - , . A
como m ¢ uma fun¢ao mensuravel em um espago de medida, podemos vé-la como uma
14

.y ;o .1 ~ S - dvy
variavel aleatoria Y, para utilizar notagoes de variaveis aleatorias, Y w

— w
dp
Com essa notacao temos a definicdo da funcao de probabilidade acumulada

0.

Fy PY y ., esua inversa a funcao quantilica @) : 0,1 0, definida por
Qp infx p Fx

Com base nisso, dado um ~v 0,1 , definimos os seguintes conjuntos
A, Y Qn

B, Y Qv .,
Cy Y Qv

Observe que A, B,,C,,D A, /A, B, C, D QuA, ~vyepbB,

1 7.
Dadoum v 0,1 , definimos a funcao ¢ : €2 0,1 da seguinte forma
,se w o A,
0 ,s¢e w B, D,
w A 2.8
v TRy ,se w CyepnC, 0 (2:8)
n Gy
0 se w CyepnC, 0.
Observe que ¢ v, it , pois ¢ é A-mensuravel por se tratar de uma fungao

A-simples, e ¢ w dp w 7 como visto em (2.9). Assim,
Q
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Vv owdp w
Q
YV owdp w Vv owdp w Vv owdp w
A, B, cy
A
dpw 0 TR dp w
Ay o, MG
v ouA,
A w C
Y U C’Y Y
A,y p A
v (2.9)
Agora mostraremos que para todos Yyl
Y w dv w Y o wdvw,
Q Q

ou seja, mostraremos que Y w Y w dv w 0.
Q

Primeiramente, fagamos a divisao de 2 em A., B, C, e D na integral e como
v w Oparaw Dovalory w ¢ w U w 0, e portanto o valor da integral

em €2 é maior do que o valorem A, B, (C, D¢ Neste caso,

Yw Y wdrvw Yw Y wdrvw,
Q Ay
Yw Y wdrw, (2.10)
B"/
Yw Y wdrw.
c,

Utilizando a propriedade da derivada de Radon-Nikodym X w podemos re-
escrever uma integral de um conjunto contido em D na medida v como uma integral do

mesmo conjunto na medida u da seguinte forma.

Yw Y wdrw Xw Yvw Y wdpw
A, A,

Yvw Y wdrvw Xw Yvw ¢ wdupw
B, B,

Yw Y wdrvw Xw Yvpw ¢ wdpw
c, c,



Capitulo 2. Meétodo de minimiza¢do 26

e paraw A, temosy w 1 Y w eportantoy w Y w 0,

e paraw B,temosvY w 0 Y w eportantorp w Y w 0.

Além disso, pela definicao dos conjuntos A, Y Q~v ,B, Y Qv
eC, Y (@~ ,temos

Yw vw Y w dpw Q v Yw Y ow dpw, (2.11)
A, A,

Yw Yvw Y wdpw Q ~ Yw Y ow dpw, (2.12)
B, B,

Yw Yvw ¢ wdpw Q v Yvw Y wdpw . (2.13)
o, o,

Note que pela definicdo de D e D° temos u D 0 e portanto somando as
equagoes (2.11)—(2.13) obtemos

XwYvw Y wdpw Qr Yw Y ow dpw. (2.14)
De Q

Para finalizar a demonstragao basta mostrar que ) Yw Y ow dpw
Q
0,como @~ 0Oe v, it sua taxa de cobertura é superior ao nivel de confianca +,

enquanto a de ¢y ¢ igual a 7, portanto ¥ w du v owdp w Ywdu v o 0.
Q Q Q

2.2.1 Interpretacoes

Para criar o intervalo de confianca aleatorizado utilizamos algumas interpreta-
coes do Teorema 1, podendo ser visto como um teste de hipétese com hipoteses simples,
com Hy : i descrevendo a distribuicao dos dados contra H; : v descrevendo a distribuicao
dos dados. Podemos parametrizar essas medidas em uma familia paramétrica mantendo a

propriedade de ser o teste UMP como visto anteriormente.

Considere o espaco paramétrico © e os valores o e 7 O, escrevendo as
medidas de probabilidade associadas como o e u 7 , respectivamente. Podemos obter
a funcao de pertinéncia dado o juntando a fungoes indexadas por 7 definida como a funcao
minimizadora 1_ : §2 0,1 com v_ Yo T o pu T ev p o definindo
Yo Tw Y. w ,eportanto i, e, ¢ UMP para  o.

Teorema 2. Sejam © um espaco paramétrico, A, u T um espaco de probabilidade

para todo T O, e~y 0,1 o nivel de confianca desejado. Seja

. Pp:Q O 0,1 7 © v 71 éAB e YvTwdpwrt v
Q
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o conjunto das fungoes A-mensurdveis com tazxa de cobertura superior a . Temos que

dado um o © existe 1) ~ tal que para todo v .,

Y Twdp wo YV Twdu wo .
Q Q
Este teorema possui menos condi¢oes que o Lema de Neyman-Pearson, mas
em troca a propriedade de unicidade é perdida. No caso andlogo do problema da mochila,
a troca do problema de intervalo de confianca para intervalo de confianca fuzzy possibilita
escrever a solucao do problema em torno da avaliagao da derivada de Radon-Nikodym, a

tornando mais simples.
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3 Exemplos de funcoes de pertinéncia de in-

tervalos de confianca fuzzy

Em seguida exemplificaremos o processo de obter a funcao de pertinéncia fuzzy
1, do método descrito no Teorema 2 por meio das regices A,, B,, C, e D para cada 7, e
compararemos com outros métodos descritos na literatura para as distribuicoes Normal,

Binomial e Poisson.

3.1 Distribuicao Normal

Considere o caso de n observacoes independentemente distribuidas com
distribuicao normal com média § © e desvio padrao ¢ 0 conhecido. Neste caso,
Q " A B ", amedida de Lebesgue A : B " 0, e

n 1
wAb 2mo® 2 exp 5w 01w 01 d)\w .
A 20
Neste caso, D¢ ". Além disso,
d
Y w po w
du 1
1 t t
exp 55 w ol w ol w T1'w 71
20
exp i o Twl exp — 0 T2
o2 202

Para definir os conjuntos A., B, e C, é possivel calcular a funcao quantil de
vy Doy ¥
Y em v o ) v, mas é mais facil encontrar uma equivaléncia aos conjuntos Y Q@ v ,

Y Qv e Y @~ utilizando uma variavel aleatéria auxiliar.

t 2
Definindo a variavel aleatéria pela funcao X w —temos X N T1,—
n n
no 9 2
eY w exp — o0 TnX w exp 257 o T1° ,para o T podemos reescrever
o o
o? 0
como X w — I Yw — note que a funcao é crescente em X w para
no T

o 7 e decrescente se 0 T, entao dividiremos em dois casos e escrevemos os conjuntos

A, B, C, em fungao de X.
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Casol:0 T

2 2
« A, Y Qn ~ 7 nmy 27 o In Q ~ —
no T 2 no T 2
2
X o In Q v — ,
no T 2
o? o T o? o T
e B, Y Qv ——— InY In @ ~
no T 2 no T 2
2
X mQy -,
no T 2
o? o T o? o T
e C, Y Qv InY In @ ~
no T 2 n o 2
2
X 72 m Qv ° T
no T 2
Note que essas defini¢oes implicam que P C, 0, pois X tem distribuicao
Normal e a probabilidade acumulada em um ponto ¢é igual a 0, com isso P A, v
e P B, 1 ~, além disso a funcao quantil de X pode ser escrita em fungao do
2 2
valoraianv 2 T ecomo P X 07111@7 0 ~ entao
no T no T 2
o2 o T
Qxy ——h@n
no T 2
o? o
Como X N 71,— temosque@x y T Z,—— e portanto
n n
o o
. A,y X T Z’Yiﬁ T X nyiﬁ y
o o
. B’y X T Z’Yiﬁ T X Z’Yiﬁ s
o o
L] ny X T Z'\/iﬁ T X Z'Yiﬁ

Portanto para o 7

o
1 ,s¢e 7 =z y—— € 0 T,
n
@Z}G%T o
0 ,se 7 x Z,—= eo T
n
Caso2:0 T
2 2
e« A, Y Qn ? my 2.7 In Q ~ —
no T 2 no T 2
2
X c In Q v ° T,
no T 2
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2 2
B Y Q~ — 7 nmy 27 ’  moy 2T
no T 2 no T 2
2
X c In Qv ° T,
no T 2
o? o T 2 o T
e C, Y Qn~n InY In @ ~
no T 2 n o 2
2
X In Q v °_T
no T 2

De forma similar ao caso anterior essas defini¢oes implicam que P C, 0, e

PA, ~yePB, 1 r,além dissoa funcao quantil de X pode ser escrita em fungao
2
T ecomo P X aianv ° T
o T 2

do valor Uian'y 1 v
no T

2

entao Qx 1 07111@7 —
no T 2
2
Como X N T,U— temos que Q@x 1 7 A vi T Zvif e
n n n
portanto
o o
. A,y X T Z’Yiﬁ T X Z’Yiﬁ s
o o
. BA/ X T Z'Yiﬁ T X Z’Yiﬁ s
o o
° Ofy X T Z’}’iﬁ T X Z'Yiﬁ

Portanto para o 7

1 ,se 7 o Z,
Vo T, T
0 ,se 7 =z 2,

@
Q
=

:\‘q:\‘q
D
Q
\]

Juntando os dois casos, obtemos a seguinte funcao de pertinéncia fuzzy do

método descrito

o
1 ,s¢e 7 o Z,— eo T
n
o
Yo T, T 1 ,s¢e 7 o Z,— eo T
n
0 , caso contrario.
2 o2
1 ,ser min o,xr 4, — ,max o,x Z, —
n n

0 , caso contrario.
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Para comparar os resultados utilizaremos o intervalo de confian¢a comumente

utilizado dado por

w'l o? w'l o2
1 ,sert — Ly —,— v —
Y TWw n 2 n-n 2 n

0 , caso contrario.

Em ambos os casos as fungdes podem ser escritas como uma funcao da estatistica
t
w'l .
r —— ede 7, e assumem apenas os valores 0 ou 1, e portanto em ambos se encaixam
n
no caso classico de intervalos de confianga, devido a isso é possivel visualizar ¥, e ¢ em
. . w' .
um grafico com os eixos representando — e 7 e pela regiao onde se assume o valor 1 de
n

acordo com a Figura 2.
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0O=(o0, 0)
ps=(0,0+2Z.* /Vn)
p,=(0,0° Z.* /Vn)
Funcoes
fiX=2+Z+ /4N
fyX=s+ Z /4N
f3X=* + Z(es1)/2* [¥N
fyX=** Z(es1)j2* [¥N

Figura 2 — Fungoes 1), (painel esquerdo supelior) e Y (painel direito superior). A regido
colorida indica os valores onde a funcao vale 1, fora na regiao em branco a
funcao vale 0, em pontilhados temos retas que definem a fronteira dessa regiao.
No painel inferior temos a sobreposicao dessas regioes.

3.2 Distribuicao Normal com média limitada

Considere o exemplo anterior fazendo a seguinte modificacdo no espago para-
métrico © = [a,b] € R, com essa modifica¢ao a nova funciao de pertinéncia para o método

padrao ¥™V* tem o mesmo valor que ¥ para 7 € [a, b].

Nesse caso a Figura 3 mostra a regiao de confianca para o caso do espaco

paramétrico ser limitado.
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[t
- . x =
b e (%)= NL(. X)=1
Pontos
0O=(o0, 0)
ps=(0,0+2Z.* /Vn)
p,=(0,0° Z.* /Vn)
. Funcoes
fiX=2+Z+ /4N
fyX=s+ Z /4N
f3X=* + Z(es1)/2* [¥N
fyX=** Z(es1)j2* [¥N

-1
Figura 3 — Funcdes ), (painel esquerdo) e ¢/ (painel direito). A regido em azul indica
a regiao onde o valor das funcoes é 1, fora da regiao vale 0, em pontilhados
temos retas que definem a fronteira dessa regiao.

3.3 Distribuicao Binomial

Considere o caso de uma amostra aleatéria de tamanho 1 com distribuicao
binomial com pardmetros n e # € © = (0, 1). Neste caso, temos 2 = {0,1,2,...,n}, A=

P(R2), a medida de contagem # : P(2) — [0, ] e

(DMI — )" “lg(w)d#(w) = )] (Dml _ g,

weA

u(a0) - |

A

Como (n)ﬂ“’(l —60)"% > 0 para todo 0 > 0 e w € () temos que D° = Q e
w

podemos obter
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d
Y w 'qu
du 1
w 1 w
° 1 o" T 1 = 7
1 o T
o 1 7“1 o"
1 o 7 1 7

Para definir os conjuntos A,, B, e C,, é possivel calcular a funcao quantil de
Y em v o ) 7, mas é mais facil encontrar uma equivaléncia aos conjuntos Y @ v

Y Qv e Y @~ utilizando uma variavel aleatoria auxiliar.

Definindo a varidvel aleatéria pela funcao X w wtemos X Bi 7,n e

X w n
o 1 71 1 o

Y w 7 | ,parao Teo,7 0,1 podemos reescrever como

o T

InY w nln -2 o

X w 0 — , note que a funcgao é crescente em Y w para o T e

n —_—

1 o7

decrescente se o 7, entao dividiremos em dois casos e escrevemos os conjuntos A, B,

C, em funcao de X.

Casol: 7 o

InY w nln 2 In Q v nln -2
'A Y 1 7 1 7
hen 2 oL
In Q v nlnif
e
InY w nln 12 In @ ~ nln 12
e« B Y 1 7 1 7
e o MEe—
1 o
v In Q v nln 2
O
InY w nln -2 In Q v nln 12
e (O Y 1 7 1 7
e T T
1 o
¥ In Q v nln -2
In %557

Como X  Bi 7,n temos que Qx 7 0,..omn ep 0,...,Qx~y 1 7 v
ep 0,...,Qx v T 7, pelas defini¢des de A, e B, temos que
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In nln 2
.PX Q,y ol‘rlT 1 -

In =T

Portanto podemos definir os conjuntos como A, X Qx v , B, X Qx7v e
07 X QX ~

Utilizando a relacao entre a probabilidade acumulada da distribui¢cao binomial
b1 b g
0

1 a
gt 11 b ldt

e a funcao beta regularizada definida por I z,a,b , temos

*[n 07"'7QX’7 17 1 IT,QX’)/?n QXP)/ 1 v, €

e W 07"'aQX YT 1 I TaQX Y 17” QX 8 -

Essas inequacoes sao equivalentes a

T ]11 77@)(77” QX’Y 176

T ]11 77@)(7 17” QX/Y

Como a parte direita das inequacoes pode ser escrita em funcdode I ' 1 ~,i,n i 1,
com i (Qx v para o superior e ¢ (x v 1 para o inferior, por ser uma funcao
crescente em funcao de i, podemos definir QQx + da seguinte forma,

Qx~y supi 0,1,2,..,n 7 I'1 ~in i 1

Em outras palavras, temos que Qx v ise, esomentese, I 11 ~,in i
1 v I'1 ~,4 1,n i.Nessacondicio temos as definicoes dos conjuntos A,
0,1,...,« 1,B, v 1,0 2,...,n eC, i ,eportanto pp A, T 1 Iren @ 1
n
epnCyt ™1 7" ¢ trocando o valor de ¢ por w é possivel escrever a funcao
w

1Y, Tw para o caso T o presente em 3.1.

1 se 7 Il oyw 1In w,
" 0 se 7 Il qywn w 1, (3.1)
o T W :
v 1 ITrwn w 1 r I'1l ~ywn w 1,
, se
"rwl Tnow r I'1 yw In w.

w

Essa funcao é nao decrescente em relacao a 7 com w fixado, por se tratar do
caso T o temos que a fungdo de pertinéncia fuzzy do método descrito é nao decrescente

em 7 até o valor o.
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= 5 5

E ce T+1(e,e,ne e +1) I

| s (e |

o . :
(100, nes +1) "(1e o0 +1,ne )

Figura 4 — Funcao de pertinéncia fuzzy do método desenvolvido pelo valor de T para o
caso binomial com 7 < o.

Caso2: T >0

In(Y) —nln (=2 In ~nln (1=
. B’]r = [Y = Q(F}()] = | (l]j (L;E)I_T) (Q(IZ)()L 1—T)( l_T):|
In(Q(y)) — nln (§=2)
|X 0 (%,57) } ’

Como X ~ Bi(7,n) temos que Qx(7) € {0, ...,n} e u({0,...,Qx(v) —1}|7) <~
e u({0,...,Qx(7)}|7) = 7. pelas defini¢des de A, e B, temos que
[ In(Q(7)) —nln(1=2) ]
1—7

e« P|X > ) <, e

e PlX <
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Portanto podemos definir os conjuntos como A, X Qx1 ~ ,B,
X Qx1 v eC, X @x1 v

Utilizando a relagao entre a probabilidade acumulada da distribuicao binomial
Jtet1 b ta
gte 11ttt

e a funcao beta regularizada definida por I z,a,b , € a definicao de

®x v temos

s W 07aQXl 7 L r 1 ]T7QX]- RN QXl Y 1 1 7, €

[ 07"'7QX 1 T 1 I T:QX 1 v 17” QX 1 Y 1 -

Essas inequacoes sao equivalentes a

e T ]177QX1 DAL QXl Y ]-7e

e I'yQx1 v Lin Qx1 v

Como a parte direita das duas inequagoes pode ser escritas em fungdo com
respeitoaide ] ' y,i,n i 1,comi @Qx 1 v paraosuperiorei Qx 1 ~ 1
para o inferior, por ser uma funcao crescente em fungao de i, podemos definir Qx 1 v

da seguinte forma: Qx 1 v supi 0,1,2,.n 7 I '7in i 1

Em outras palavras temos que Qx 1 7 i se e somente se I ' v,i,n
11 T I '~,i 1,n 4. Nessa condicdo, temos as definicdes dos conjuntos

A, v 1,7 2,..,n ,B, 0,1,...,¢1 1 eC, i ,eportantop A, 7 I Ti,m i 1

n . , , ~
epn C, T ™1 7" ¢ trocando o valor de ¢ por w é possivel escrever a funcao
w

1, Tw para o caso T o presente em (3.2).

0 cse 7 I l'yw o 1n w,
1 cse I 'ywn w1,
Wy T W i (3.2)
v I 1t,wn w 1 T I " vwu,n w 1,
, se
Pl e T I'yw 1,n w.

Essa fungao é nao crescente em relagdo a 7 com w fixado, por se tratar do caso
7 o temos que a fun¢ao de pertinéncia fuzzy do método descrito é nao crescente em 7

apos o valor o.
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*o(tl*)

Figura 5 — Funcao de pertinéncia fuzzy do método desenvolvido pelo valor de T para o
caso binomial com 7 > o.

Juntando os dois casos, a fungao 1, é obtida conforme (3.3). A funcao é nao

decrescente até o e nao crescente apods esse valor se avaliado em relacao a 7 com w € o

fixos, como exemplificado na Figura 6.

Yo(T|w) = <

vy—I(ryw+1,n—w)

O

y—1+I(T,w,n—w+1)

O -

b

b

1

se

se

se

se

se

se

e

e

< I y,w,n—w+1),

T > o,
>I1'1-vyw+ln—w),
T < o,

> I y,w+1,n—w),

T > o,
r<I'(1-ywn—w+l),

T < 0,

(7> IYy,w,n—w+1),

T< I Y y,w+1,n—w),

T = 0,

( >I1'1-vywn—w+l),

T<I ' (1-7y,w+1,n—w),

T < 0.

(3.3)
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T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I
0 010203040506070809 1 0 01020304050607 0809 1 0 010203 040506 07 08 09 1
- - -

Figura 6 — Funcao de pertinéncia fuzzy 1,(7|w) no caso da distribui¢ao binomial com
n = 10 e 0 = 0.2 para o painel da esquerda, o = 0.5 para o painel central e
0 = 0.8 no painel da direita.

A principal caracteristica dessa funcao é que é de que seu limite a esquerda ou
seu limite a direita em o é igual a 1, com uma descontinuidade em o para w distante do
valor |o(n + 1)|, contendo apenas valores inferiores a o se w < |o(n + 1)|, e apenas valores

superiores a o se w > |o(n + 1)|.
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| ______
- =10 — i :
i
- -
. A
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1 .
g N
- =8 |
!
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n:?— ’I \
Ir LY
n:6— s ~
/
o . B
o+ =5 4
“':" A
” Y
« =4 - ‘
[ —— \
':3_ ’ \\
S—— N
II' |
n:2_ i
P -7
e =1 — 1 ]
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""" i
e =0 |
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: — . (.|.)
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0 0.1 0.2 0.3 04 5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7 — Fungoes de pertinéncia fuzzy o5 e ¥*¢ com o nivel de confianca v = 0.95

para a distribuicao binomial com n = 10.
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Figura 8 — Funcoes de pertinéncia fuzzy vos e ™ com o nivel de confianca v = 0.95
para a distribuicao binomial com n = 10..

Comparando com outros métodos para distribuicao binomial, as Figuras 7 e
8, mostram que em ambos os casos o método descrito é melhor do que os outros para os
valores de w em que esse nao apresenta uma descontinuidade em o, por apresentar menores
valores que o outros para todo 7 € [0, 1|, mas para os outros valores de w apresenta um

pior desempenho a medida que w de distancia de |o(n + 1)].

3.4 Distribuicao Poisson

Considere o caso de uma observacao com distribuicao de Poisson com parametro

B € © = (0,20). Neste caso, temos (! = N, A = P(N), a medida de contagem # : P(N) —
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0, e
90w 90w
w A0 ¢ log wd# w ¢ .
4 w! oo W
09w
Como ' 0 para todo 8 0Oew temos que D° e podemos obter
w!
d
Y w i w
du 7
o T % “
e —
-

Para definir os conjuntos A, B, e C, é possivel calcular a funcao quantil de
Y em v o ) 7, mas é mais facil encontrar uma equivaléncia aos conjuntos Y @ v ,

Y @Q~v eY (@~ utilizando uma variavel aleatéria auxiliar.

Definindo a variavel aleatéria pela funcao X w  w temos X  Poisson T
o Xw

eY w e °7 — , para o T e o,7 0 podemos reescrever como X w
o 7 ImYw

| ] , note que a funcao ¢é crescente em Y w para o 7 e decrescente se
no Int

o T, entdo dividiremos em dois casos e escrevemos os conjuntos A, B,, C, em funcao
de X.

Casol: 7 o

o 7 InYw o 7 In
A Y Qn @
lno InTt lno InTt
x o7 In @ ~ ’
Ino InTt

o 7T ImYw o T In@Q~n
e B Y
7 @ Ino InTt Ino Int

vy o7 In @ v
lno InTt

o 7 ImYw o 7 In@Q~

. C, Y @~

vy o7 In @ v
lno In7

lno InTt lno InTt

Como X  Poisson 7 temos que Qx 7y epn 0,...Qx~y 1 7 ~ve
i 0,...,Qx v T 7, pelas defini¢des de A, e B, temos que

px o7 In @ v
Ino In7

7, €
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o 7 InQ~
Ino InTt

e P X

Portanto podemos definir os conjuntos como A, X Qx~v ,B, X (Q@x~v e
C’y X QX Y
Utilizando a relagdo entre a distribuicao de Poisson e a distribuicao qui-

quadrado, temos

- 2Qx"/1 z
0,.Qxy 17 1 Az e
e u 0,...,Qx 20x 7 2Q ’
027 T =5
- 2Qx721 z
€T 2 e 2 dA
e pu 0,..,Qx vy T 1 0 92X Sp 2Qxq 2 v

Essas inequacgoes sao equivalentes a

2
* T Xo@x .1 oy

2
* T Xoxny 21 4

Com Xg,y sendo a fungdo quantilica da distribui¢ao qui-quadrado com ¢ graus
de liberdade em func¢ao de v, como a parte direita das inequagoes podem ser escritas em
funcao de Xgu 4, com i Qx 7y paraosuperiorei Qx 7y 1 para o inferior, por ser

uma funcao crescente em funcao de i, podemos definir ) x v como

Qx Y suwpi T X3y -

Em outras palavras, temos que Qx v i se, e somente se, X3 y T
X 21 ~- Nessa condigdo, temos as definigoes dos conjuntos A, 0,1,...,« 1,8,
7 1 7-7_]' 7'7_1'
i 1,0 2,0 eC i, eportanto p A, T i epC,1 T Trocando
io J !

o valor de i por w é possivel escrever a fungdo ¥, T w para o caso T o presente em (3.4)

dado por

2
1 ,se 7 x5, 91 s

2
0 ,se 7 ¥
’ 2w,1 v
Yo 7w e (3.4)
i 0 4l 2 2
o Tow 1 8€ Xow1 v T Xow 21 4

w!

Essa funcao é nao decrescente em relagdo a 7 com w fixado, por se tratar do
caso T o temos que a fungdo de pertinéncia fuzzy do método descrito é nao decrescente

em 7 até o valor o.
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*o(tl*)

2, 1e- 2042, 1+

Figura 9 — Funcao de pertinéncia fuzzy do método desenvolvido pelo valor de T para o
caso Poisson com 7 < o.

Caso2: T >0

=V < Qe = | - |

x> o @),

Ino—InT

- [ o)

lx<o—r+1n<czm>]j

lno—InT

. O~ Y = Q()] - lo— 7+ In(Y(w)) _o-T+ ln(Q(”y))]

lno—InT lno—InT

. lX: 0—T+1H(Q(T))].

lno—InT

Como X ~ Poisson (1) temos que Qx(7) € Ne u({0,..,Qx(v) — 1}|7) < ve
1({0, ..., Qx(7)}|T) = 7, pelas defini¢des de A, e B, temos que

. PlX> 0—T+1H(Q(”}’))] <7 e

Ino—InT ’
plx o omTrm@eN]
Ino—InT

Portanto podemos definir os conjuntos como A, = [X > Qx(1-v)], B, = [X < Qx(1—7)]
e 0y =[X=0Qx(1-7)]
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Utilizando a relagdao entre a distribuicao de Poisson e a distribuicao qui-

quadrado, temos

0 1 1 1 e dA 1
e 0,...,Qx Y T 0 2%(%]? 2QX21 v * 7o
- 0x 1 v 2 1 =z
. X 2 € 2 dA 1
0@ty b e g s Y !

Essas inequacgoes sao equivalentes a

2
T XoQx 1 v

2
T XoQx1 vy 2

onde Xg,y é a funcdo quantilica da distribui¢ao qui-quadrado com ¢ graus de liberdade em
fungao de . Como a parte direita das inequagoes pode ser escrita em fungao de Xgm, com
1 @x 1 ~ paraosuperiorei Qx 1 ~ 1 para o inferior, por ser uma funcao

crescente em funcao de i, podemos definir Qx 1 ~ como

Qx1 ~ supi T X3,

Em outras palavras, temos que Qx 1 7 1 se, e somente se, X%m
T X5 5~ Nessa condigao, temos as definigoes dos conjuntos A, 1 1,0 2,...,
7 e 7-7_]' e 7',7_1'

B

. 0,1,..,t1 1 eC, i, e portanto u A, T 1 epnCyT

il |
io J 7!
Trocando o valor de i por w é possivel escrever a fungao 1, 7w para o caso 7 o presente

em (3.5), temos

2

1 ,S€ T X

2

0 se T

Yo T W o Xow 2.7 (3.5)
1 w e T
Y i 0 4l 2 2
e Trw , S€ X2w,7 T X2w 2,y

w!

Essa fungao é nao crescente em relacao a 7 com w fixado, por se tratar do caso
7 o temos que a fun¢ao de pertinéncia fuzzy do método descrito é nao crescente em 7

ap6s o valor o.
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*o(tl*)

Figura 10 — Funcao de pertinéncia fuzzy do método desenvolvido pelo valor de 7 para o
caso Poisson com 7 > o.

Juntando os dois casos, a fungao 1, é obtida conforme (3.6), a fungao é nao
decrescente até o e nao crescente apods esse valor se avaliado em relacao a 7 com w e o

fixos, como exemplificado na Figura 11.

2
1 ,se 7> Xyio1 €T <0
2
1 ,se T<xy,€T>0
2
0 ,s¢ T< X1 ,€6T<0
0 ,se 7>2 eT >0
Po(T|w) = 1 ;o Xow+2sy (3.6)
o o Zﬁu‘—l e Tt
vy i=0 4l 2 < +2
e—TTW , S€ XQw,l—']r <T=s X2w+2,1—7 ET <0
w!
o W E—T.r‘i
Y1+ Y05 2 a2 .
e—TTw , 8€ XQw,']r T= X2w+2,']r eT 0.
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T

LI
019 57 95 133 1741 019 57 95 133 171 018 57 95 133 171

Figura 11 — Fungao de pertinéncia fuzzy 1,(7|w) no caso da distribuigdo de Poisson com
o = 4 para o painel da esquerda, o = 8 para o painel central e 0 = 12 no
painel da direita.

A principal caracteristica dessa funcao é que, seu limite a esquerda ou seu
limite & direita em o é igual a 1, com uma descontinuidade em o para w distante do valor
lo(n + 1), contendo apenas valores inferiores a 0 se w < |o(n + 1)|, e apenas valores

superiores a o se w > |o(n + 1)|.
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| | | | | | | |
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0] 1.9 3.8 5.7 7.6 9.5 11.4 13.3 15.2 17.1 19

Figura 12 — Funcoes de pertinéncia fuzzy 135 e 1/° com o nivel de confianca v = 0.95 para
a distribuicao de Poisson.
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< ()
:
|
-
“

. ‘\
. :3 — ! b
r' N
- — — by
=4 | N
!
|
=1 R
N
— i
£=0 c
I . -0 '%(hﬂ')
| - M)
[ [ T [ [ [ [ [ [ [ [
0=4
0 1.9 3.8 57 76 9.5 114 13.3 15.2 171 19

Figura 13 — Funcoes de pertinéncia fuzzy ¥ss e ¥“™ com o nivel de confianca v = 0.95
para a distribuicao de Poisson.

Comparando com outros métodos para distribuicao Poisson, as Figuras 12 e 13
mostram que, em ambos os casos o0 método descrito é melhor do que os outros para os
valores de w em que esse nao apresenta uma descontinuidade em o, por apresentar menores
valores que o outros para todo 7 € [0, 1|, mas para os outros valores de w apresenta um

pior desempenho a medida que w de distancia de |o(n + 1)].
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4 Tamanho Esperado

Dado um espago de medida ©,O,r , o tamanho esperado de uma funcao

1 T w com respeito a medida v é dado por TE 1,0, v Y T1Twdpwédv T, se
0 Q

Y 7Twdy w6 éO mensuravel,
Q

Corolario 1. Dados as condicoes e definicoes dados no Teorema 1, considere o espago de

medida ©,0O,v de tal forma que, para todo o ©,
0,7 Yo Tw dp w, 0
Q

¢ O-mensurdvel. Seja o subconjunto . de . definido por

~ v, 0T V17w dp w, @ éO-mensurdvel
Q
e definindo a funcao TE 0,1 :© . 0, por
TE 6,9 Y T1Twdp w8 dv T,
e Q
temos que para todo vy 0,1 e © existe ~ tal que

TE 0, TFE 0,¢ , para todo ¥ 5

Demonstragao:

Da demonstracao anterior temos que ¢ Tw Yy Tw dp w, 0 0, portanto
Q

VTw YpgTwdpw,0dvrT 0
e

Y Twdp w8 dv T Vo Tw dp w,0 dv T
e Q e Q
TE 0,9 TFE 0,1y .

Dessa demonstracao temos que o valor TE 0,1, ¢é o limite inferior das fungoes

de tamanho esperado para as funcoes de pertinéncia presentes em escrito como

Yo

n Ao v AT Qy ydv T
S}
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4.1 Exemplos de tamanhos esperados

A fim de comparar o tamanho esperado dos métodos, utilizaremos a medida de

Lebesgue por ser a definicao de tamanho de intervalo convencional.

Nesses exemplos utilizaremos a propriedade da troca da ordem de integracgao,
devido ao teorema de Tonelli-Fubini considerando a medida A A no caso da distribuicao

normal, e # )\ nos outrosw. Assim,

TE 0,4 V1w dp w0 dv T Y 1Twdry T dp w, 6
e 9 Q e

Além disso para distribuicao normal as formulas podem ser obtidas de forma
explicita, enquanto para as distribuicoes Binomial e Poisson, as mesmas sao obtidas de

forma numérica.

4.1.1 Distribuicao Normal

A seguir, avaliaremos a probabilidade do conjunto gerado pelo método conter

7 dado que a distribuigdo é dada por 6 ,ouseja Y Tw dy w b .

Q
t o2
Como — N #,— temos que
n n
T 0
P nT Zy ,se T o0
Yo Tw dp w6 - g 0
Q d n Z, ,se T o0
o
‘ 6 6
VN rwdpwd D nl Zy 1 & i Zy 1,
Q o 2 o 2
z ) 1,2
onde ¢ z 2w 2exp 5 d\ z .

Com essas desigualdades é possivel estabelecer para que valores de 7 e 6, v, é
menor que " em relacdo a probabilidade do conjunto gerado pelo método conter 7 dado

que a distribuicao é dada por u 6 . Neste caso,

Vo TwW dp w6 YN rwdpwd ,se o T Bouo T 6
Q Q

Vo Tw dp w6 VN rwdpwd se 6 7

Q Q

Yo Tw dp w0 YN rwdpwb S cec.

Q Q
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Para simplificar as contas consideramos que v > 0.5, com isso temos que Z, > 0,
o? o?

e portanto o — Z.],\/— <o+ Z.Y\/—. Neste caso, o tamanho esperado das fungoes 1, e
n n

YN sao dados por

S m+ iz, - Cym

TE(,,6,)) = jjmﬁwwwmﬁm=V—ww+

onde f(x) = z®(x) + (v2m) ! exp(—%xg)? e

TE",0,)) J J Wo(T|w)dp(w]0)dA(T) _2\/"223_

(O —
o \ /
< —
[e]
ge]
D
()
0 | eeeceeccececece e e e st e - - - - --—-—---
o
o ®
N
c
©
§
|_
o — = = Limite inferior
'n
— -N. - JE—
TE( L ).2
’n
= TE(+g, =, =
D —

Figura 14 — Tamanho esperado multiplicado por \/ — no caso da distribui¢ao normal com
o

pardmetros de média @ e variAncia o2, para 1" e 1,. A curva preta pontilhada
apresenta o Limite Inferior, A se refere a medida de Lebesgue.
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A Figura 16 apresenta o tamanho esperado bem como o limite inferior dado

2
por TE v, 0.N 2 f Z, .
n

4.1.2 Distribuicao Normal com média limitada

Neste exemplo sera calculado o tamanho esperado do intervalo de confianca

para a média # da distribuicdo normal no caso ¢  a,b , a b, isto é, sabe-se que a média

¢ limitada. Em ambos os casos, primeiramente calcularemos ¢ 7w d\ 7 separando

S}
em regiodes para em seguida integra-lo pela medida 6 .
Para v, temos que
o
Yo TW dA T ly 22, wb o lgzeoe,z<c wo Zy— w
@ n n n n
o
1, Z,= W 0 G 1, ZyTb Z,o W W0 Zviﬁ
Utilizando as as igualdades
R x? =2 x? 22 22
2t exp —dr Dz e rexp — dr exp —=  exp =2,
2 ° 2 2 2
o valor de TE 1,,0, A ¢é obtido pela seguinte expressao
n o
TE 1,,0, X b ol & —0b Z,— 0
0 n
n o
o a®—a Z,— 0
o n _
o n o n o
0 o Zy— & —0b Z,— 0 ®—o Z,— 0
n o n o n
o n o n o
— X — 0 Z,— 0? ex — b Z,— 0°2
2mn P 552 7on P 202 T n
o n o n o
o Zy— 0 ®—o0 Z,— 0 ® —oa Z,— 0
n o n o n
o n o n o
—— ex —a Z,— 0? ex — 0 Z,— 0?2
2mn P95 T n P55 T n
o
Para ¥V temos que dividir em dois casos, referentes a a  Z1 —— b
. n
o o o
Zli'y = c a Zu — b Zu —.
2 n 2 n 2 n
Caso 1:
o o
Sea Zi,— b Zi,——, temos que
T n T n
NL g
VY TwdAN T lazy you 2, , 2 W W a Zi,—
o = " = " o 2 n
e Ziagh 2 W MpTs




Capitulo 4. Tamanho Esperado

o4

Assim,
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o n o 9
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n g
T ep b i, g2
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2 2
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O limite inferior é dado por

TE 1,6, \ b o1 o —b z-Z 0
o n
0 a@—na Zvi 0
o n
o n o
y— O — b Z,— 0 1
T on o Ton 7
o Z? n o 5
— = — b Z,— 0
orm ¥ 2 BP9 Ton
o n o
Z,— b — Z,— 0
7 s ¢ TR
o n o 72
o P 202 ¢ T 0 P

A Figura 15 apresenta os tamanhos esperados calculados pelo método proposto
o
e pelo método disponivel na literatura para diferentes valores dos erros padroes —, a
n

o .
saber, — 1 10,1 6,1 3,1 . E possivel observar diferencas entre os comportamentos
n

dos tamanhos esperados para os diferentes erros padroes considerados. Além disso, o
método proposto apresentou melhor desempenho em relacao ao método da literatura para
maiores valores do erro padrao, isto é, apresentou tamanhos esperados menores. Observa-se
ainda que a medida que o erro padrao diminui, o comportamento do método proposto
se aproxima do comportamento obtido para o tamanho esperado da média sem restricao

apresentado no exemplo anterior.
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Figura 15 — Tamanho esperado no caso da distribuicao normal com parametros de media
p € [0,1] e variAncia o2, para YT e 1), com 0 = 0.5. A curva preta pontilhada
apresenta o Limite Inferior obtido por T'E (6, 1y, A), A se refere a medida de

Lebesgue, em cada painel é utilizado um valor diferente de

4.1.3

Neste exemplo apresentamos o calculo do tamanho esperado do intervalo para
a proporgao # da distribuigdo binomial pelo método proposto para o € {0,0.5,1} e pelos
métodos de Geyer-Meeden e de Agresti-Coull. Importante destacar que neste caso os

calculos foram realizados numericamente, de modo a obter a Figura 16 para n = 10.

Distribuicao Binomial
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A B — = Limite Inferior
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Figura 16 — Tamanho esperado no caso binomial com parametro n = 10 e 6, para 5
métodos discutidos, sendo 3 deles referentes a v, para 01 = 0.1, 0o = 0.5 e
03 = 0.9, ¥M e A% A curva preta pontilhada apresenta o Limite Inferior

obtido por T'E(0, 1y, A), A se refere a medida de Lebesgue.

Pela Figura 16, podemos observar que o método proposto tangencia o limite
inferior para # = 0. A medida que 8 se distancia de o, o método apresenta aumento do
tamanho esperado. Além disso, no caso em que o = 0.5, os tamanhos esperados do método
proposto sao mais proximos dos métodos disponiveis na literatura, entretanto, a medida
que f se aproxima das extremidades, o tamanho esperado do método proposto aumenta,

ao passo que os tamanhos esperados dos métodos usuais diminuem.

Um caso interessante ocorre para n = 1, em que todas as fungdes de tamanhos
esperados sao funcoes lineares e por serem necessariamente superiores ou iguais ao limite
inferior, os maximos do tamanho esperado em relagao a 6 para os diferentes métodos sao

maiores ou iguais ao obtido pelo método proposto para o = 0.5, como pode ser observado
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na Figura 17.
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Figura 17 — Tamanho esperado no caso binomial com parametro n = 1 e 8, para 1, com
o = 0.5. A curva preta pontilhada apresenta o Limite Inferior obtido por

TE(0,19, A), A se refere a medida de Lebesgue.

4.1.4 Distribuicdo de Poisson

Neste exemplo calculamos os tamanhos esperados para o intervalo de confianca
para a média # da distribuicao de Poisson pelo método proposto e pelos métodos de
Geyer-Meeden e Score. Assim como no caso da distribuicao binomial, os tamanhos foram
calculados numericamente e sao apresentados na Figura 18. Pela figura, observamos que o
método proposto tangencia o limite inferior para 6 = o0, como nos demais exemplos. Além
disso, o método apresenta melhor desempenho para valores de 8 proximos a o em relacao

aos métodos usuais. Especificamente para o = 5, o tamanho esperado obtido pelo método
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proposto é proximo aos tamanhos calculados pelos métodos considerados para 6 proximos

de zero.
—
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Figura 18 — Tamanho esperado no caso Poisson com parametro 6, para 5 métodos discuti-
dos, sendo 3 deles referentes a 1, para 0, = 0, 0, = 5 € 03 = 10, ¥ e 5. A
curva preta pontilhada apresenta o Limite Inferior obtido por T'E(, g, A), A
se refere a medida de Lebesgue.
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5 Consideracoes Finais

A presente dissertacao teve como objetivo principal propor um novo método
para construcao de intervalos de confianca fuzzy com base no Lema de Neyman-Pearson

para hipdteses simples.

O desempenho do método proposto foi analisado na construcao de intervalos
para a média da distribuicao normal, proporg¢ao da distribui¢do binomial e para a média da

distribuicao de Poisson e comparado com métodos usuais para obtencao de tais intervalos.

No caso das distribuigbes discretas consideradas (binomial e Poisson), o método
proposto apresentou melhor desempenho em termos de tamanho esperado do intervalo
obtido em relacdo aos métodos considerados, especificamente nos cenarios em que a
literatura descreve que o métodos usuais nao sao apropriados para aplicacao, levando-se

em consideracao a taxa de cobertura dos intervalos.

Ao considerar a distribuicdo normal, o método proposto apresentou melhor
desempenho no contexto em que a média é limitada e a varidncia é grande em relacao ao
tamanho do suporte da média. Ja no caso em que a média nao é limitada, o método nao

apresentou desempenho competitivo em relacdo ao método padrao.

A abordagem considerada pode ser utilizada na avaliacao de casos em que nao
se pretende utilizar a abordagem fuzzy nem a aleatorizada, como mostrado no caso da
distribuicao binomial com n 1. A definicdo de um limite inferior do tamanho esperado

possibilita fazer demonstragoes envolvendo o espaco dos intervalos de confianca.
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