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Resumo

Este trabalho investiga formulacées H'-conformes do método de elementos finitos para a
solucao do problema de Poisson em grafos. A pesquisa abrange tanto aspectos tedricos
quanto computacionais, adaptando conceitos de calculo diferencial em curvas para o
contexto de redes e apresentando uma metodologia numérica precisa e robusta para sua
aproximacao, baseada no Método dos Elementos Finitos. O estudo introduz uma formulacao
variacional primal para grafos, discute o método de Galerkin aplicado a essa formulagao
e procede com a construcao de espacos de elementos finitos polinomiais por partes para
a representacao da solugao aproximada. Além disso, a abordagem proposta é validada
por meio de testes numéricos, analisando a convergéncia e aplicando o modelo a grafos de
diferentes condicoes de contorno. O estudo também considera o acoplamento entre dominios

bidimensionais e grafos, expandindo a aplicabilidade da metodologia desenvolvida.

Palavras-chave: Elementos Finitos; Grafos; Andlise Numérica; Problema de Poisson;

Acoplamento de Dominios.



Abstract

This work investigates H'-conforming formulations of the finite element method for solving
the Poisson problem on graphs. The research encompasses both theoretical and compu-
tational aspects, adapting concepts of differential calculus on curves to the context of
networks and presenting a precise and robust numerical methodology for their approxi-
mation, based on the Finite Element Method. The study introduces a primal variational
formulation for graphs, discusses the Galerkin method applied to that formulation, and
proceeds with the construction of piecewise polynomial finite element spaces for represent-
ing the approximate solution. Additionally, the proposed approach is validated through
numerical tests, analyzing convergence and applying the model to graphs of different
boundary conditions. The study also considers the coupling between two-dimensional

domains and graphs, expanding the applicability of the developed methodology.

Keywords: Finite Elements; Graphs; Numerical Analysis; Poisson Problem; Domain

Coupling,.
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Introducao

A modelagem matematica de problemas em dominios de grafos é uma ferramenta
poderosa para a compreensao e simulacao de sistemas complexos em diversas areas da
ciéncia e da engenharia. Grafos sdo estruturas compostas por vértices conectados por
arestas [12] e oferecem uma representagao simplificada e eficiente de redes, permitindo
a andalise de fendmenos que envolvem interconexoes e fluxos. Entre as aplicagoes mais
notaveis estao a simulacao de érgaos humanos, como o sistema circulatério ou nervoso
[19, 20, 7, 9]; e a andlise de escoamento em fraturas geoldgicas [27], onde o grafo pode
modelar fissuras em rochas porosas. Esses problemas frequentemente envolvem a solucao
de equagoes diferenciais parciais (EDPs) em dominios que podem ser representados por

grafos, o que exige a adaptacao de métodos numéricos tradicionais para essas estruturas.

Neste trabalho, focamos no desenvolvimento de um modelo para resolver a
equacgao de Poisson em grafos. Esta é uma EDP fundamental que surge em diversos
contextos fisicos, como modelagem de fluxos de fluidos em meios porosos [29] (lei de
Darcy), transferéncia de calor [2] (equagao do calor) e potencial elétrico [30] (derivado das
equagoes de Maxwell). Em geral, a equagao de Poisson em grafos aparece naturalmente em
problemas onde o dominio de interesse pode ser representado por uma rede de conexoes
unidimensionais, como no caso de escoamento em tubulacoes, redes de transporte, ou
mesmo sistemas bioldgicos. A solucao dessa equacao em grafos requer a adaptagao de
métodos numeéricos para dominios unidimensionais, mas com a complexidade adicional

imposta pela estrutura de rede.

Para a resolugao numérica do modelo matemaético, utilizamos o Método dos
Elementos Finitos [3]. Dentre as diferentes formulagdes existentes, tais como as formulagoes
mistas [24] e hibridas [25], decidimos empregar uma formulagao primal [3], que transporta
o simples arcabouco de problemas variacionais em espacos de Sobolev H' para o contexto
dos grafos. A formulac¢ao primal é especialmente apropriada para problemas que requerem
a continuidade da solucao, tal como ocorre em escoamentos em redes ou na distribuicao de
potencial em sistemas elétricos. Para adaptar a teoria tradicional de elementos finitos para
a aplicacao em grafos, é necessario expandir conceitos de geometria diferencial, como a
definicao de gradientes e divergentes em curvas e grafos. Em particular, a ideia de derivada
direcional ao longo de uma aresta de um grafo é crucial para a formulacao do problema
variacional. Além disso, a técnica de integracao por partes em grafos, que é uma extensao
da formula classica utilizada em dominios continuos, desempenha um papel essencial na
derivacao da formulacao fraca da equacao de Poisson. Esta dissertacao discute e apresenta
em detalhe esses conceitos com o propédsito de fornecer uma fundamentagao teérica robusta

para a aplicacdo do método de elementos finitos em grafos. Salientamos que o emprego do
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método de elementos finitos em grafos possui literatura recente e é um topico de interesse

crescente em areas da computagao cientifica [14].

O texto esta organizado em ordem crescente de complexidade, comegando com
os fundamentos matematicos necessarios para a compreensao do problema em situagoes
tradicionais, passando pela adaptagao desses conceitos para curvas e, posteriormente,
grafos, e culminando na aplicagdo do método para resolver a equacao de Poisson em grafos.

A seguir, apresentamos um resumo dos capitulos que compoem este estudo.

No Capitulo 1, revisamos os conceitos tradicionais de espacos de Hilbert,
formulagoes variacionais e método de Galerkin. Discutimos, também, o método de elementos
finitos, com énfase em sua aplicacao para problemas unidimensionais e bidimensionais. Esse
capitulo serve como base tedrica para os desenvolvimentos posteriores, introduzindo as
ferramentas matematicas necessarias para a formulacao e anélise do problema de Poisson

em grafos. Para esse capitulo, utilizamos principalmente as referéncias [4, §].

Em seguida, no Capitulo 2, adaptamos os conceitos de calculo diferencial
para curvas planas a partir dos trabalhos [6, 26], definindo operadores como gradiente
e divergente em variedades unidimensionais, visando estendé-los posteriormente para
dominios interconectados (grafos). Discutimos também a parametrizagdo de curvas e a
definicao de espacos funcionais apropriados, como H'(A) e H(div, A), que serdo utilizados

posteriormente.

No Capitulo 3, estendemos os conceitos do Capitulo 2 para grafos, definindo
medidas, espacos funcionais apropriados e operadores diferenciais em dominios ramificados.
Apresentamos também a férmula de integracao por partes em grafos, que é fundamental
para a formulacao variacional do problema de Poisson. Os conceitos aqui estudados sao
extraidos e adaptados de [6, 26, 12, 15].

No capitulo seguinte, utilizamos os conceitos introduzidos no Capitulo 3, e
tomamos inspiragao na estrutura definida a modelos hibridos delineada em [15] para obter
a formulagao variacional primal do problema de Poisson em grafos e discutimos a aplicacao
do método de Galerkin para sua discretizagao. Também demonstramos a existéncia e
unicidade da solugao usando o teorema de Lax-Milgram e discutimos as condigoes de
contorno de Dirichlet e Neumann no contexto de grafos. Esse capitulo estabelece as bases

tedricas para a implementagao numérica do método de elementos finitos.

No Capitulo 5 detalhamos a implementacao do método de elementos finitos
para grafos, adaptando o trabalho realizado em [15], incluindo a construcao de espagos
de aproximagcao e a montagem do sistema linear associado. Apresentamos também testes
numéricos que demonstram a eficicia do método, com énfase na taxa de convergéncia e na
precisao das solugoes obtidas. Discutimos ainda a aplicagao do método para diferentes

configuragoes de grafos e condigdes de contorno, de modo a verificar alguns conceitos
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fisicos como conservacao de massa e queda de potencial. Para esses testes, foi realizada
uma implementagao computacional utilizando a linguagem de programacao Python [23].
Nos programas, foram utilizadas as bibliotecas Numpy [17], para a criagdo e manipulagao
de arrays, assim como a solucao de sistemas lineares para estas estruturas; Scipy [28], para
o propésito de integragdo numérica e Matplotlib [18] para as varias representagoes gréficas

que disponibilizamos no texto.

Por fim, no Capitulo 6, temos a culminacao de todo o trabalho realizado até
entao, onde combinamos os conceitos estabelecidos nos Capitulos 2 a 5 com a estrutura
exposta no Capitulo 1, para criar um problema simplificado de acoplamento entre um grafo
e um dominio bidimensional. Essa configuragao é particularmente relevante para aplicagoes
como a modelagem de escoamento sanguineo em érgaos, em que o grafo representa os
dutos arteriais e o dominio bidimensional representa o meio poroso dos érgaos no qual o
sangue escoa. Essa abordagem permite a simulagao de problemas mais complexos, onde a
interacao entre diferentes escalas espaciais é critica. A mesma metodologia computacional
presente no Capitulo 5 foi empregada para os testes nesse capitulo. Aproveitamos para
destacar que o problema de acoplamento de dominios unidimensionais com dominios
de dimensao maior foi abordado de maneira mais exaustiva, inclusive com métodos de

remogao de singularidades, nas referéncias [16, 13, 19, 9].

Ao longo deste trabalho, procuramos detalhar a construcao de um método
numérico eficiente para resolver a equagao de Poisson em grafos, estabelecendo uma base
tedrica sélida que permita a extensao desses conceitos para outras aplicagoes. Acreditamos
que a abordagem aqui apresentada pode ser util em diversos contextos, desde a modelagem
de redes biologicas até a simulacdo de escoamentos em meios porosos. A escolha da
formulagao primal, aliada a adaptacao de conceitos de geometria diferencial, proporciona
uma ferramenta versatil e robusta para a analise de problemas complexos em grafos.
Esperamos que este trabalho contribua para o avanco da pesquisa nessa area, abrindo

caminho para novas aplicagoes e desenvolvimentos tedricos.



15

1 Fundamentos Matematicos

Este capitulo contém um sumaério da teoria classica de problemas de Poisson
em dominios Q C R%, com dimensio d = 1 ou 2, passando pela sua formulacio variacional
primal e resultados de existéncia e unicidade. Em seguida, os mesmos resultados sao
estendidos para suas versoes discretizadas de Galerkin usando o método de elementos
finitos, incluindo estimativas de erro e resultados numéricos de verificagao das taxas de

convergéncia. Indicamos os livros [4, 10] como principais referéncias para este estudo.

1.1 Alguns Espacos de Hilbert

Seja 0 C R um dominio limitado com fronteira Lipschitz 992 e normal exterior

unitaria n. Inicialmente, consideramos o espago de Lebesgue
LX) ={q: Q=R : /q2d9<oo}. (1.1)
Q
Esse é um espacgo de Hilbert, com o produto interno

(P, @) 20 z/gpqu Vpe L* Q)

€ norma L
2
Ipllzee) = ( /. IpI* dQ2 Vp,q € L*(Q).
Q

Portanto, verifica-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(p, Q>L2(Q) < ||p||L2(Q)||Q||L2(Q) Vp,q € Lz(Q)-

O espacgo
HY(Q) ={q € L*(Q) : Vpe [L*(Q)]"}

tem um papel destacado no estudo deste capitulo. E um espaco de Hilbert com produto

interno o
p aq 1
P q) =P, q)r2 + = 5 VP,QEH Q
e = 00w+ () ©)

paraocasod=1e

dp Oq op Oq 1
g ) 2r A i v HY(Q
(P Dm) = (0, Q)2 + <8$1, 3x1>L2(Q) + (81’2’ 312) e p,q € H (Q)

para o caso d = 2. Esse espago também possui norma associada

@ 2

Wl = Wl + [ L] vrem@

L*(Q)



Capitulo 1. Fundamentos Matemdticos 16

no caso unidimensional e

1Pl = \/HPH%Q(Q) + ||vp||[2L2(Q)P Vpe H'(Q)

no caso bidimensional, onde

HY(O).
B, Vpe H (Q)

\VA _
VDl [r2 @2 ‘ H s

L2 LZ

Um fato conhecido sobre fungdes p € H*(Q) (ver, por exemplo, [4]) assegura a
existéncia de um operador de trago Yop = ploa, cuja imagem define um espago normado
denotado por HY2(9Q) c L*(99), de tal forma que

[ho@)ll200) S [Pl @) (1.2)

em que o simbolo < indica que a desigualdade é satisfeita a menos de uma multiplicacao
por uma constante. O espaco dual de H/2(9Q) é denotado por H~2(99).

Outra propriedade de importancia é a conhecida Desigualdade de Poincaré.
Suponha que I'p C 02 tem medida nao nula e seja Hy () = {p € H'(Q);%(p)|r, = 0}.

Entao existe uma constante C'p, que depende apenas de €2, tal que (ver [10], Lema 2.3):
OP”pH2L2(Q) < “VpH[QLQ(Q)]Qv Vp € Hy p(Q). (1.3)

No caso de dominios convexos e I'p = 99, resulta que Cp = 1o ', dq sendo o didmetro
de Q [22]. No entanto, determinar Cp em dominios de geometria genérica ndo é uma
tarefa facil. Em certas circunstancias, podem-se obter estimativas para Cp numericamente,
utilizando a relacdo dessa constante com o menor autovalor do Laplaciano em (2, como

proposto em [21].

Nas aplicagoes do presente estudo, também é til ter em mente o espago vetorial
de Hilbert
H(div; Q) = {u € [L*(Q)]? : divu € L*(Q)},

com produto interno
(u, V) g(dgivie) = (U, V)22 + (divau, dive) 2 g) Vu,v € H(div; Q)

€ norma

lallaey = gy + [divulfag,.  Vue H(div;0)

Para fungoes vetoriais w € H(div;(2) é possivel definir o trago normal u - n|gq,

o qual resulta ser uma funcdo escalar pertencente a H~Y/ 2(0Q). Sendo assim, para fungoes

q € H'(Q) e u € H(div;Q), faz sentido considerar a integral / qu - nfpno ds como o
Q

produto de dualidade entre o traco de ¢ e o trago normal de w sobre 0f).
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Recordemos agora a regra usual de integracao por partes valida para func¢oes

de vérias varidveis, extraida do Lema 2.1.1 de [4].

Integracdo por partes: dadas fungdes ¢ € H'(Q) e u € H(div; Q), verifica-se que

/Q(dlvu)qu:/mqu-nds—/ﬂu-quQ. (1.4)

1.2 Problema de Poisson e sua Formulacao Variacional Primal

Seguindo a metodologia delineada em [3], sejam f € L*(©2) um termo de fonte,

k(x) uma fungdo escalar limitada e estritamente positiva, com
0 < Rinf < K(x) < Kgyp < 00

e assuma uma dada particao da fronteira 0Q = I'p Uy, em que I'p N Ty = 0. Por
simplicidade, assume-se que I'p tem medida nao nula, onde se impoe condi¢ao de Dirichlet
homogénea. Sobre I'y considera-se uma condi¢do de contorno de Neumann definida por

uma dada funcgao 0y : 'y — R.

Sendo assim, consideramos o seguinte problema:

Problema P FEncontrar uma funcao p : Q — R tal que

—div (kVp) = f, em €2, (1.5a)
p=0, sobre I'p, (1.5b)
kVp-n =0y, sobre I'y. (1.5¢)

Para descrever a formulacao variacional primal deste problema de Poisson, tomamos
H 37FD (Q2) como o espago de fungdes em que a solugao serd procurada. Devido as propriedades
do operador de traco, este é um subespaco fechado de H'(f2), logo, é de Hilbert. Agora,
multiplicando a equagdo (1.5a) dos dois lados por uma fungao teste ¢ € H&FD(Q) e

integrando em 2, obtém-se

—/Qdiv(/in)quI/qudQ- (1.6)

Supondo que kVp € H(div; () e aplicando a férmula (1.4), obtemos
—/ div(kVp)gdQ = —/ qkVp-nds +/ kVp - VqdQ.
Q o9 Q

Como ¢q € H&FD(Q) e kVp-mn = 0y em I'y, o termo / qkVp - nds simplifica-se a
’ o0

On qds. Logo a equagao (1.6) reduz-se a
I'n

//{Vp-quQ:/fquJr/ Oy ¢ ds.
Q Q 'y
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Desta forma, definindo

U= Hip, (), (17)
a(p,q) = /Q/ﬁVp-quQ, e (1.8)
L(q) = /qudQJr/F Onqds, (1.9)

obtemos a formulacao variacional primal associada ao Problema P:

Problema PV FEncontrar p € U tal que

a(p,q) = L(q), VgeU. (1.10)

Nota-se que a condi¢ao de Dirichlet é imposta essencialmente no espago U, enquanto a
condi¢do de Neumann ¢é resolvida naturalmente no processo de chegar a forma variacional,

sendo assim chamada de condigao de contorno natural [3].

A demonstragao de que o Problema PV é bem posto é uma consequéncia do

teorema de Lax-Milgram (ver [10], Teorema 2.1).

Teorema 1.1 (Lax-Milgram). Sejam U um espago de Hilbert e a : U x U — R uma forma

bilinear verificando as sequintes propriedades:

a) Continuidade: existe constante 0 < M < oo tal que
la(p, )| < Mllplle llgller,  Vprg €U
b) Coercividade: existe constante o > 0 tal que

a(p,p) > alpli, Ypel.

Se L :U — R ¢ uma forma linear continua, entdo o problema variacional

a(p,q) = L(q), VYqelU

possui uma unica solugio, que depende continuamente dos dados (estabilidade). Ou seja,

1
Iplle < aHLHM/, em que « € a constante da coercividade.

Para aplicar o teorema de Lax-Milgram ao Problema PV, temos que verificar

as suas hipoteses.

a) Continuidade de a(-,-) e L(-). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

a(p, q) = /Q kVp - VqdQ

< Ksup VPlliz22 IVl 222

< Foup Pl 1 @) llall 0
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L(Q)=/qud§2+/FN9qus

< [ fllz2) lallzz) + 10n]1 12y V0@l 2y
< N fllzze) llall @) + CNON | 2y 1l ) -
< ([l 2@ + ClION 2@ ) Nl o

onde, na terceira linha, foi usado o teorema do trago indicado na Equagao (1.2), com

C sendo a constante da desigualdade referida.

b) Coercividade de a(-,-) em U. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

desigualdade de Poincaré (1.3), obtemos

a(p,p) = /Q KVp - VpdQ

> Kint || VDI|F2(02

= %HVPH[ZLQ(Q)]Q + %HVPH[ZLQ(Q)P
> S bl + 5 9Pl Tz
> " min{1, Cp} 1pl3 o).

Tendo os resultados de a) e b), a existéncia, unicidade e estabilidade da solugao p do

Problema PV ficam demonstradas como uma aplicagao do Teorema de Lax-Milgram.

1.3 Método de Galerkin

Esta secao dedica-se a discretizacao do Problema PV usando o método de
Galerkin, que consiste em obter um subespaco U C U de dimenséo finita e resolver o

problema variacional restrito a tal subespago. Seguimos o delineamento contido em [3].

Problema PVG Encontrar p € U tal que

a(p,q) = L(g) VqeU. (1.11)

A existéncia e unicidade de solugao para o Problema PVG é imediata, uma vez que a
coercividade e continuidade da forma af(-,-), assim como a continuidade da forma L(-) sdo

herdadas do espago U.

Se p e p sdo as unicas solugoes dos Problemas PV e PVG, respectivamente,

entao vale a ortogonalidade de Galerkin

a(p—p,q) =0, Vgel. (1.12)
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Ou seja, p é a projecdo ortogonal de p sobre U com relacio ao produto interno induzido
sobre U pela forma bilinear limitada e coerciva a(-, -). E importante notar que essa forma

bilinear também define uma norma em U, dada por

Iplla = y/a(p, p). (1.13)

De fato, devido & condigao de Dirichlet sobre I'p, a tinica fungao para a qual ||p[|, =0 é
p = 0. Essa norma é usualmente denominada norma da energia. A partir dos resultados

acima estabelecidos, vale o seguinte Lema ([10] - Lema 2.2.2):

Lema de Céa - Se p e p satisfazem a ortogonalidade de Galerkin, entdo
Ip = plla = inf [[p — glla-
qeU

Consequentemente,

N M
lp = Dllar ) £ —inf ||p — qllp1 (@), (1.14)
& qeU

em que M e « sao as constantes de continuidade e coercividade de a(-,-), respectiva-

mente.

Sendo assim, a convergéncia do método de Galerkin depende do potencial de aproximacao

do espaco U escolhido e da regularidade de p.

1.4 Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos consiste em uma escolha estratégica de subes-
pacos U C U para o Problema PVG. Seja T = {K} uma particao de € por elementos
K, de forma que Q = UK. Os subespacos de elementos finitos U = U 1, sao indexados
pelo parametro de malha h = max diam(K) e pelo grau k dos polinémios usados em sua

construcao. Precisamente,
Unr=1{q €U : q|x € P(K)}, (1.15)

em que P(K) sao espacos de fungoes locais com dimensao finita a serem definidos
posteriormente. Observa-se que, para Uy, ser de fato um subespaco H I_conforme de U,
devemos ter Py(K) C H'(K) e o acoplamento desses subespacos locais deve ser continuo
na interface entre os elementos K. Além disso, a condi¢ao de contorno de Dirichlet deve

ser imposta fortemente no sentido do traco: vo(¢)|r, =0, Yq € Up .

Para construir uma familia de elementos finitos U, i, pela definicao de Ciarlet

8], sdo necessarias as seguintes etapas:

1. A geometria do elemento: para cada K € T, escolhemos um elemento de referéncia

K e um mapeamento invertivel F : K — K de tal forma que K = Fx(K).
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2. Espaco polinomial P, de dimensdao Ny: O indice k estd associado ao grau dos

polinémios em FPj.

3. Graus de liberdade: sao formas lineares {S‘i}lgig X, linearmente independentes. Um
elemento finito é do tipo Lagrangiano se seus graus de liberdade forem valores

pontuais. Ou seja, dados pontos {&i}lgigm em f(, definem-se

4. Base By, = {¢i, 1 <i < Nk} para b podem ser definidas pelos graus de liberdade
:\i de tal forma que :\,(gﬁj) = 0;,. As fungbes ¢; sd@o conhecidas como fungoes de

forma.

5. Espacos de aproximacdo locais Py(K): formados pelas funcdes ¢ = ¢ o Fj', para
cada ¢ € b.

6. Bases locais By(K) = {¢;(K), 1 <i < Ny} para Py(K): definindo ¢;(K) = ¢; 0 Fi!,
@ € [;’k

7. Base global B, = {®;,1 < j < Ny, 1} para Uy, ;: obtida pela montagem H'-conforme

das bases locais ¢;(K) e pela imposi¢ao da condigdo homogénea de Dirichlet.

Tendo em maos o espago de elementos finitos Uy i, e sua base By, podemos estabelecer
um algoritmo de resolucao do Problema PVG associado. Para isso, expandimos a soluc¢ao
aproximada em termos da base B, i:
Nk
D=pn= Z c;®; € Up i, (1.16)

=1

e inserimos funcoes teste ¢ = ®; € By, para obter as equagoes:

Nh.k
j=0
Esse sistema linear é representado na forma matricial por
Ac=1, (1.17)

com matriz A = [A,; ;] e vetor L = [L;], em que A;; = a(®;, ®;) e L; = L(P;). A solugdo
desse sistema linear nos proporciona os coeficientes ¢ = (¢;) que determinam a solugao

aproximada pela sua expansao dada em (1.16) .
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Caso Unidimensional

Para simplificar a explicacdo e para uso nos préximos capitulos, seja um
dominio 2 = (0,L) C R, com 092 = {0} U {L}. Em 2, determinamos uma partigao
uniforme 7 = {K.} em que K, = (xe—1, ) (e € {1,2,...,M}), com hx, = h = L/M,
sendo xg =0e xp = L.

Seguindo a metodologia descrita acima, definimos o elemento de referéncia

K= (0,1), os mapeamentos Fp, : K= K., para cada K, € T, e consideramos P =P,
dado pelos polinémios de grau < k, cuja dimensao é N, =Fk+1.

Em termos praticos, podemos usar os graus de liberdade Lagrangianos \;(§) =
q(&), em que & =0 < & < ... < &y1 = 1 é um conjunto de pontos escolhidos em K. Uma

ilustracao das funcoes de forma associadas a esses graus de liberdade em K encontra-se
na Figura 1 para diferentes familias de polindmios P.

T
0.2
1.0 4

‘
0.8
=

- I xSy
3
g{],-’] -

T
0.2

08 /ﬁ]

Figura 1 — Exemplos de fungoes de forma e os pontos associados aos graus de liberdade
parak=1,k=2ek=23.

Mais adiante, no Capitulo 2 utilizaremos espacos de elementos finitos como em
(1.15), definidos sobre dominios unidimensionais 2 = A e resultantes dos procedimentos
detalhados nos passos de 5 a 7. Tais espagos serao denotados por U, , .

Caso Bidimensional

secao anterior.

No caso bidimensional, um dominio  C R? pode ser particionado em elementos
e a construgao dos espacos de elementos finitos associados, seguindo a mesma estrutura da

com diferentes geometrias. A seguir, descrevemos os elementos Lagrangianos mais comuns

22
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Figura 2 — Exemplos de um dominio 2 dividido em uma malha triangular (a esquerda) e
quadrilateral (& direita), ambos com max diam(K) = h.
h

Elementos Triangulares

Seja T uma parti¢do triangular do dominio 2. Um exemplo dessa parti¢ao
estd na Figura 2, a esquerda. Para essa particao, definimos um elemento triangular de
referéncia K, com vértices (0,0), (1,0) e (0,1), e a familia de mapeamentos invertiveis

Fx: K = K. Definimos, também, o espaco de polinémios de grau total < k em K , com
(k+ 1) (k+2)

dimensao 5 :

Py :Pk:{ﬁ(&U)Z Yy (fﬂ?)ef(}-

i+j<k

Os graus de liberdade Lagrangianos em P sdo definidos como os valores nodais
em pontos apropriadamente escolhidos em K. No caso k = 1, esses pontos sao os vértices
do triangulo. Para k£ > 1, além dos vértices, é costumeiro escolher pontos com igual

espacamento nas arestas e pontos baricéntricos no interior, como ilustrado na Figura 3

> DB

Figura 3 — Graus de liberdade do tipo Lagrangiano para espagos polinomiais Py =P,

Nos exemplos numéricos mostrados mais adiante para malhas triangulares, os

espacgos de elementos finitos resultantes sao denotados por U, ;. A.

Um exemplo ilustrativo de fungoes de forma locais em P;(K’) nos elementos de
uma malha triangular e seu acoplamento continuo para formar uma base global do tipo

“chapéu” encontra-se na Figura 4.
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Figura 4 — Fungoes de forma locais em P;(K) sobre elementos triangulares (lado direito)
e seu acoplamento em U, 1 A.

Elementos Quadrilaterais

O procedimento para elementos quadrilaterais é similar. Primeiro, definimos
a particdo T do dominio em elementos quadrilaterais, como exemplificado na Figura 2,
a direita. Depois, definimos um elemento de referéncia K, que é o quadrado unitario
(0,1) x (0,1), e a familia de mapeamentos F : K — K. Estabelecemos agora o espaco de

polinomios de grau < k em cada variavel em K:
A k k . .
Py = Qrir = 4(&1m) :ZZ aE'n’ o,
:0 =0

com dimensdo Ny = (k+1)%. Em geral, os graus de liberdade Lagrangianos sdo escolhidos em

grades de pontos uniformemente espacados, conforme ilustrado na Figura 5. Nos exemplos

k=1 k=2 k=3

Figura 5 — Graus de liberdade do tipo Lagrangiano para espacos polinomiais b, = Qk k-

numéricos mostrados mais adiante, os espagos de elementos finitos para quadrilateros sao

denotados por U, k0.

Estimativas de erro

Seja pp, a solucao aproximada dada pelo Problema PVG associado a um espacgo

de elementos finitos U = U - De acordo com o Lema de Céa, temos:
— pulle = inf —qlla- 1.18
I =pulla = inf lip—al (1.18)

Usualmente, para avaliar a estimativa 6tima em (1.18), utiliza-se um operador interpolante

para obter uma cota superior dada em termos do erro nesta interpolagao, o qual depende
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da geometria da malha e da regularidade de p. Em primeiro lugar, suponhamos que a

solucdo exata ¢é suficientemente suave, p € H*1(Q), em que
H"(Q)={qe L*(Q) : D'pe L*(Q),0< |y| < k+1}.
Nesta definigdo, v = (71, 72) é um multi-indice com componentes inteiras v; > 0 e
ahlp
Dp=———
P ozt 0xd?’
em que |y| = 71 + 72. Quanto a regularidade da malha, a hipdtese é que os elementos

tenham o fator hy/px uniformemente limitado, em que px é o didmetro maximo das

bolas inscritas em K.

Sendo assim, é possivel obter uma func¢ao interpolante p; € U, da solugao exata,

tal que:
Hp - pIHHl(Q) N thp”H’H‘l(Q)a (1-19)
Essa estimativa decorre de resultados classicos de interpolacao em elementos finitos

[5, 10]. Portanto, dadas as condigoes de regularidade mencionadas acima e substituindo a

desigualdade (1.19) na equagao (1.18), obtém-se a estimativa de erro

1P = pnlla S thPHHHl(Q)- (1.20)

Usando a coercividade da forma bilinear a(-, ), concluimos que

1P = pullre) S WFIIpl e q)- (1.21)

Para obter a estimativa do erro na norma L?*(f2), emprega-se o argumento de Aubin-
Nitsche, valido em regides €2 suaves ou convexas. O primeiro ingrediente é um problema

dual auxiliar, em que r € U é tal que

a(r,q) = P —Pr @2, YVeEU.

Desta forma, a solucdo r € H?*(Q) e vale a propriedade de estabilidade ||r|| o) S
llp — ph||L2(Q) . Denotando por 77 o interpolante de r para k = 1, temos ainda o resultado
|lr—=rrallai@) S bl7|| a2 @), obtido diretamente da aplicagao de (1.19) ao problema auxiliar.

Sendo assim,

lp— ph”iz(g) = (P —PrP = Pr)r2()

=a(r,p — pn) Defini¢ao do problema dual)

=a(r—rr1,p—pn) Ortogonalidade de Galerkin)

Erro de interpolagao de ;1)

(

(
Slr=riallgg IP — Palli)  (Continuidade de a(:, -))

Sh ||7"||H2(Q) [F2 _thHl(Q) (

(

S llp = pall 20 1P = Pall g1y - (Estabilidade do problema dual)
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Dividindo ambos os lados desta desigualdade por ||p — ps|| 12(): Obtemos a
estimativa do erro na norma L?, cuja ordem é uma unidade acima do erro medido na

norma H':

1P = prllp2y S P llp = poll gy - (1.22)

Verificacdo Numérica de Convergéncia

De modo a verificar a ordem de convergéncia estimada anteriormente, tomemos
um exemplo simples, com solugao analitica conhecida, do problema de Poisson. Seja
Q =1[0,1] x [0, 1], 99 sua fronteira, x(x) = 1 e f(x) = 2w’sen(nz;)sen (7). O problema

modelo consiste em encontrar p : {2 — R tal que

—Ap(x) = 2nsen(mx )sen(ray), em Q, (1.23a)
p(x) =0, sobre OS2 (1.23b)

Esse problema tem solucao exata p(x) = sen(mzy)sen(mwxs), e podemos compara-
la na norma L?*(2) e na norma H'(f2) com a solucio aproximada do Problema PVG

associado usando os subespacos de elementos finitos descritos nesta se¢ao.

Para tal, foi feito um coédigo em Python que implementa aproximagoes para
diversos tamanhos de malha h, e graus polinomiais k = 1 e k = 2, tanto para elementos
triangulares quanto para elementos quadrilaterais. O erro foi calculado para cada tamanho

de malha tanto na norma L?*(f2) quanto na norma H'().

Os resultados de erros versus h estao representados graficamente na Figura
6. Verificamos taxas consistentes com as estimativas esperadas, em ambas as familias de
elementos utilizadas. Ou seja, medindo o erro na norma H'(£2), obtém-se aproximacio
de primeira ordem para polinomios de grau k = 1 e quadrética para polinomios de grau
k = 2. J4 o erro medido na norma L*(2) mostra ordem de aproximacdo quadratica para
polindmios de grau k = 1 e ctbica para polinomios de grau k£ = 2, uma unidade acima dos

erros na norma H', como previsto na teoria.
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—e— Elementos quadrilaterais, grau 1 o —e— Elementos quadrilaterais, grau 1
1014 Elementos quadrilaterais, grau 2 10%4 Elementos quadrilaterais, grau 2
1072_
10—1_
1073_
o )
& &
1044 |3 10724 2
1 1
1075_
1073_
10—6,
1072 1071 1072 1071
h h

(a) Quadrilateros, k = 1 e 2, norma L*(Q).  (b) Quadrilateros, k = 1 e 2, norma H'(f).

—8— Elementos triangulares, grau 1 o —e— Elementos triangulares, grau 1
1014 Elementos triangulares, grau 2 1074 Elementos triangulares, grau 2
1072_
10—1_
10—3,
1074+ 3 1024 2
1 1
10754
1073,
10—6,
102 1071 1072 1071
h h
(¢) Triangulos, k = 1 e 2, norma L*(Q). (d) Triangulos, k = 1 e 2, norma H'(Q).

Figura 6 — Histoérico de convergéncia da solucao de elementos finitos do problema modelo
(1.23) em malhas quadrilaterais e triangulares uniformes, para diferentes valores
de h, com erros medidos nas normas de L*(Q2) e de H' ().
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2 Calculo em Curvas Planas

Este capitulo trata de conceitos basicos sobre operadores diferenciais e espagos
funcionais definidos em curvas imersas em R?, adaptados de [26, 6]. Estes conceitos sao
a base para a construcao dos mesmos tipos de espacos em dominios de grafos, tema do
Capitulo 3.

Seja A uma curva simples (sem lagos), unindo seus pontos de fronteira V =
{a, b}, de forma que seja possivel definir um difeomorfismo Fy : A = A, em que A é
o intervalo de parametrizacdo. Optamos, de modo a simplificar os calculos, por uma
parametrizacdo por comprimento de arco tal como feito em [11], introduzindo o pardmetro
¢ e A= (0,L), em que L é o comprimento da curva. Desta forma, um ponto & € A e seu

respectivo parametro £ € A estao relacionados por:
z=Fy() e &=F'(z).

A matriz Jacobiana desta transformacgdo é dada por Jg, (§) = VFy(§). Ou seja, se

Fi = [F1(€), F(&)], entdo
8F1

_ o
Ir () = oF, (&)
U3
O espago tangente T, (A) da curva A é definido em cada ponto & = F(§) € A pelo espago

gerado pelo vetor Jacobiano. Ou seja,
To(A) = {AJp,((2)), A € R}
A funcao escalar

Gry (&) = Ik, () TF, (6)

é denominada primeira forma fundamental da curva (métrica), que, neste caso unidimensi-

onal, resulta ser uma funcao escalar positiva. Finalmente, temos a funcao

Jry = @7

que define o pseudo-determinante do Jacobiano.

Ao trabalhar com uma parametrizacao por comprimento de arco, o Jacobiano
é um vetor unitdrio, e a primeira forma fundamental se reduz a Gp, () =1, V€ € A, [11].
Um exemplo demonstrativo desta propriedade sera trabalhado em mais detalhes ao fim

deste capitulo.
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2.1 Espacos de Hilbert em Curvas Planas

Consideramos fungoes definidas na curva A através de mapeamentos definidos
sobre fungoes com dominio no intervalo de parametrizagao A [6]. Supomos que tais fungoes
possuem regularidade suficiente para que as operagoes aplicadas sobre elas sejam bem
definidas, de forma a serem transmitidas para as correspondentes fun¢des mapeadas sobre

A.

Funcoes escalares ¢ : A — R podem ser definidas a partir de funcdes ¢ : A>R

através da transformacao

¢=TFrg:=goFy", (2.1)
conforme a ilustracao da Figura 7. De forma similar, definimos o mapeamento 8 = F, 6
. |6
de fungoes vetoriais @ = | _ |, ou seja,
2
y Faf,
0=F A 0 = . . (22)
F6,
v A
¢ A¢)
08 FA ‘1
0.6
04
0.2
0 0.2 04 0.6 0.8 1 ¢
-0.2 A

Figura 7 — Ilustracdo do mapeamento [F,.

Essa mudanca de coordenadas nos permite considerar a integral de ¢ = IFAcﬁ

sobre A da seguinte maneira:
[ o@)dr = [ 5 gr, (€)de. (2.3
Dessa forma, podemos considerar o produto interno

(@) = [ ovda,
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gerando a norma
||¢||L2(A) = (gba ¢)A7

que conduz ao espago
LX(A) ={¢: A >R : [|¢][2(a) < o0} (2.4)

Cabe também introduzir o gradiente de fungoes escalares ¢ = [y ngS, nos pontos

x = F\(§) € A, com imagem no espago tangente T, (A), pela seguinte expressao

1 dd

F
Vap =Ty GFA d

—Jr, (2.5)

o\ 2
Observando que [V ¢]? Vag = Fy (j?) , conclui-se que

v

Va¢ € [L*(N)]?, desde que (;? e L*(A).

Esse fato implica que Fy é um isomorfismo entre H 1(/VX) e 0 espago
HY(A) ={¢ € L*(A) : Vag € [L(A)]*}, (2.6)

munido da norma

16y = /11911320y + IV aBlIE 2y
Consequentemente, como ocorre no caso de H I(A), fungoes de H 1(A) sdo continuas em A.

Sendo assim, estd bem definido o traco de funcdes ¢ € H'(A) sobre a fronteira

V), dado pelos valores pontuais ¢(a) e ¢(b). Entao, introduzimos a integral

/v 6dV = ¢(a) + o(b), (2.7)

e a norma
]|y =1/ é(a)? + &(b)*. (2.8)
Um outro tipo de mapeamento, usualmente chamado de transformada contravariante de

Piola [6], é adequado para definir fungoes vetoriais sobre curvas. Ou seja, associada a uma

funcao escalar 6 : A = R, define-se a funcao vetorial

0 =Fivg.=TF, leJFA] : (2.9)

gF,

Observa-se que a imagem de 0 estd incluida no espago tangente 7,(A), tendo como

divergente a funcao escalar

1 df
diva@ =Fp | ——| . 2.10
e [gFA df] (2:10)
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Para esse tipo de campos vetoriais é possivel definir o trago 8 - n|y, em que n é
o campo de vetores unitdrios axiais externos nos pontos de V. Ou seja, tem-se n = np 4 €
n = nap. Quanto a natureza do vetor axial m, no caso de curvas planas, o Jacobiano Jp,
¢ um vetor tangencial, e gy corresponde a sua norma. Assim, a extensao do vetor —Jp,
para os pontos extremos de A coincide, a menos de uma possivel inversao de sentido, com
o vetor n. Essa relacao é ilustrada na Figura 8, onde se observa que, no ponto inicial a,

naqe = ——JF,, enquanto no ponto final b, np, = —Jp,.
ga ga

Figura 8 — Ilustragao do campo de vetores unitarios axiais externos nos pontos a e b,

assim como sua relacao com o vetor tangente unitdrio —Jp, nesses pontos.
ga

Com esta estrutura, definindo
/e-ndvze-nA,ﬁe-nA,b, (2.11)
v
verifica-se o Teorema da Divergéncia em curvas A.

Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia). Se @ = FY0 e n é campo de vetores unitdrios

axiais externos nos pontos de V, entao

/A diva@ dA = /v 0 ndv. (2.12)

Além disso, se 8 = Fiivé’v e ¢ = Fy gzvﬁ, as seguintes identidades sao obtidas
a partir de adaptacoes de féormulas equivalentes validas em espagos Cartesianos ou em

variedades de dimensoes superiores [4, 6]:

cdo -

9. A= [ §%24A 2.1
/A Vasd /]xedgd : (2.13a)
/¢divA0dA:/q3déd]\ (2.13b)
A AT dE T
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O termo do lado esquerdo da tltima equagao (2.13c) é dado por

0, By = /VH-ncde — 01y, 6(b) + 0 - np 4 (),

representando o produto de dualidade entre os tracos € - |y de fungoes
0 € H(div;A) = F3¥ (H(div; /v\))

e os tracos ¢|y de funcdes ¢ € H'(A). De forma anéloga, o termo do lado direito de
(2.13c),

(0, §)p = 0(L) $(L) — 6(0) $(0),
também pode ser interpretado como um produto de dualidade do mesmo estilo.
As identidades em (2.13) implicam que o mapeamento contravariante de Piola
F9V define um isomorfismo entre o espaco H(div; A) = H'(A) e o espaco H(div;A) ==
R4 (H(div; ./VX)) = F¢Y (HI(JVX)) Sendo assim, segue que H(div;A) é um espago de Hil-
bert, de forma anédloga ao que ocorre com seu correspondente H (div; A) no intervalo de

parametrizacao. Além disso, a seguinte regra de integragao por partes é satisfeita:

Integracdo por partes - Para 8 € H(div;A) e ¢ € H'(A) vale o seguinte resultado

/AgbdivAHdA:/Ve-ngde—/AO-VAgbdA. (2.14)

2.2  Curvas Afins

Seja A C R? um segmento de reta conectando um ponto a = (a1,a,) até
um ponto b = (by,by). Estabelecemos o pardmetro ¢ no intervalo A = (0,L), com
L=1/(by —a1)? + (b2 — as)? = ||b - a. Entdo

aq + é(bl — al)

Fr(§) =
a9 + z(bg — CLQ)
é um mapeamento afim cuja inversa é Fyy ' (z) = ||z —a|. Além disso, sua matriz Jacobiana
1 ]by—a
Jp, = T bl 1] ¢ constante, e pela natureza da parametrizacdo, é unitéria, ||Jp, || = 1.
2 — Q2

Logo, também temos que gy = 1.

Sendo assim, para ¢ = Fy ¢ e @ = FYV0, valem as expressoes

[oar= [ aee (2.15)

Vad = Jp, Fa (jf) , (2.16)
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diVA 0= FA (V) . (217)

Note também que, para este exemplo de curva afim, IF?CV(HV) = Jg, Fa (é)

Portanto, temos equivaléncia entre os espacos

H(div; A) = F{ (H(div; A)) = F (H'(A)) e H'(A) =Fy5 (H'(A)).

Espacos de Elementos Finitos em A

Os espacos de elementos finitos para esse tipo de dominio A podem ser defi-
nidos a partir do que foi realizado na Secao 1.4. De fato, como A = F) /VX, a estrutura
unidimensional definida em A pode ser mapeada para A C R? através da transformacao
F,. Especificamente, defina sobre A uma particdo uniforme T = {K}, cada elemento K
com comprimento h. Sejam os espagos de elementos finitos U, 3 C H 1(]\) de fungoes
definidas por partes sobre T por polinémios de grau k. A partir desse arcabougo, definimos
o espago de elementos finitos Uj, o em A simplesmente pelo mapeamento das funcées do

dominio original por meio de [Fy, ou seja
Ungn = Faldy, ;- (2.18)

Uma base By pa = {V,;(A),1 <j <N, , i} para Uy a pode ser obtida pelo mapeamento
U; = Fy¥;(A) de fungdes de forma de uma base Bii = {(T;(A),1 <j < Ny it
para U, , 5, conforme a construgao descrita na Secao 1.4 para o dominio unidimensional

v

A=(0,L) CR.
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3 Calculo em Grafos

Dando continuidade aos estudos do capitulo anterior sobre os conceitos de
calculo em curvas planas, o foco agora é sobre conceitos semelhantes para fun¢oes definidas

em grafos, provenientes das referéncias [12, 15].

Denota-se por G = (V, E) um grafo com vértices V' = {vy,...,v,,} e arestas
E = {ey,...e,}. Assumimos que cada aresta e; estd associada a um segmento de reta
A; imerso em R? por meio de um mapeamento afim, unindo dois vértices a;,b; € V e
parametrizada por £ € A = (0, L;) C R, conforme definido na se¢ao anterior. Ou seja,
existem correspondentes difeomorfismos Fy, : A; — A; e espacos tangentes T'(A;). O vértice
a; ¢ classificado como vértice de entrada, e o vértice b; é classificado como o vértice de

salda, conduzindo a uma orientagao em A;.

Sendo assim, denotamos por G a realizagdo geométrica do grafo G [12], carac-

terizada da seguinte forma:
i=1 j=1

Uma ilustracao dessa realizagao geométrica é mostrada na Figura 9.

Vs * V6 V7 Vg
Ay “As
e, vy
".Y'ﬂ

r.-l'Vz
P
::_VI
L ]

Figura 9 — Exemplo de uma realizacdo geométrica de um grafo: G = (€,V), com 8 vértices
e 7 arestas.

Para cada vértice v;, definimos &;,(v;) como o conjunto das arestas A; que

tenham v; = b; como vértice de saida, e £y, (v;) como o conjunto das arestas A; que
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tenham v; = a; como vértice de entrada na orientacao adotada. Por fim, denotamos por
oV CV (3.2)

o conjunto dos vértices que s estao conectados com uma tnica aresta, ou seja, dos vértices

externos da rede. Por outro lado, seja
Z=V\ov (3.3)

o conjunto dos vértices internos da rede. Por exemplo, no grafo ilustrado na Figura 9,
supondo que as arestas estejam orientadas de baixo para cima, temos: &;,(ve) = {A1},
gout(VQ) - {A27 A3}7I - {V27V37V4} € aV — {V17V57V67V77 VS}‘

3.1 Funcoes e Alguns Operadores Diferenciais em Grafos

Conforme a caracterizagdo geométrica (3.1), uma fungdo ¢ : G — R possui
duas componentes, ¢. = ¢|s e ¢, = ¢|p. As fungoes ¢, : € — R sdo definidas por partes
sobre &£, de tal forma que ¢.; = ¢c|r, = ]FAl.gEi, conforme definido em (2.1). Ja as fungoes

¢, : V — R sao definidas sobre os vértices de V.

Definimos o espaco de fungdes continuas C°(G) como sendo funcdes com
componentes ¢., continuas em cada aresta A;, e cujos valores em cada um de seus vértices
internos coincidem com aqueles obtidos pelas extensoes de ¢ ; em todas as arestas A;

conectadas a esses vértices. As defini¢oes sdo extraidas de [12, 15].

o Para funcoes ¢ definidas em G, com componentes ¢.; = ]FAngSZ suficientemente

regulares em A;, o gradiente Vg¢ é definido por partes sobre &,

do;
d¢

vg¢|Ai = vAi(be,i = JFAi FAi [ € T(Al)7 (34)

exatamente como na equacao (2.16).

« Sejam fungoes vetoriais 8 definidas por partes sobre £ pela transformada de Piola em

cada aresta. Ou seja, 0; == 0|, = Fdiv 91 nas arestas A; C £. Sendo assim, define-se o

operador de divergéncia divg 8, dando origem a funcoes escalares definidas em todo

o dominio geométrico G. Precisamente, recordando a férmula (2.17), seja
df;
dg
[0];,, emuv; eV

diVAiei = ]FA

i

], em A; C &

divg 0 = , (3.5)

sendo [6] ; 0 salto generalizado de 8 no vértice v;, definido por:

[[9]]j = Z 6; o FX}(V]') — Z 0; o inl(vj).

Aie&n(v]-) A;€E0ut (Vj)
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3.2 Espacos Funcionais em Grafos

Seguimos, nesta Secao, o caminho tragado em [15]. No espago métrico composto

& existe a medida usual d &, definindo integrais

/5¢d5 - ZZ:;/AicﬁdAi, (3.6)

em que as integrais no somatério sao realizadas conforme (2.3). Dessa forma, o produto

interno padrao para fungoes definidas em & ¢é definido por

(@ )e =3 [ ondhs

Iollze) = |3 [ ¢2da,
i=1 K

que conduz ao espaco L*(£) padrio

gerando a norma

L&) ={¢: & >R : [|¢llr2e) < oo} (3.7)

Sendo assim, L*(€) ~ L*(A1) x --- x L*(A,) é um espaco de Hilbert, por ser representado

como um produto cartesiano de espagos de Hilbert.

Em grafos, ha outra forma de medida dG, que é possivel de se empregar em
todo o G, levando em conta a diferenca dimensional entre vértices e arestas. Precisamente,

para ¢ : G — R, com componentes ¢, e ¢, define-se

/gqbdg = [éede+ [ guav, (3.8)
em que /v O, dV = i ¢o(v;). Essa féormula da origem a um novo produto interno
j=1
(6,166 = [ 014G = (de.b)e + (60,00 (3.9)

em que

<%%»:A@%w,

19l 2(9) = (9, d)g, (3.10)

€ a ulna nova norima

conduzindo a um novo espagco
LG)={6:G >R : ||¢]l12@) < oo} . (3.11)

Da representacio L*(G) ~ L*(&) x (*(V), concluimos que L*(G) é um espaco de Hilbert,

da mesma forma que suas componentes o sio. Note que C°(G) C L*(G).

Com base nesses conceitos, definem-se a seguir os espacos H'(E), H'(G) e
H(div; G).
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« Como em [1], introduzimos o espago

H'\(€) ={¢ € L*(€) : Vgo € L*(€)} (3.12)

munido da norma

9l z1e) = \/HﬁbH%Z(g) +IVadlitaeye
em que o gradiente estd definido em (3.4). Este é também um espago de Hilbert,
podendo ser representado como um produto cartesiano de espacos de Hilbert H'(€) ~
H'(Ay) x --- x H'(A,,). Ademais, a desigualdade do traco em (1.2), valida para
espacos H' () em dominios cartesianos, pode ser estendida para o contexto de grafos,

como no seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Teorema do Traco em Grafos). Se ¢ € H*(E) e ¢; = P|a,, entdo

> {@'(%‘)2 + @'(bz’ﬂ S H‘?H%{l(sy (3.13)

A;e€

Demonstracao. Sendo ¢; = qul o FA_il, em que gz§Z c H'([0, L;]), pelo teorema do traco
em H'([0, L;]) temos que

di(ai)? + ¢i(b;)? = ¢:(0)? + y(L;)? < Ci“Q;iHQHI([QLi])-
Ao tomar C' = max C}, concluimos que

> (0@’ + 6i(0:)’] < C X 16illao.na)

N;e€ A€

=C | Y N9l Zzqoy + 2

N, e€ N;e€

dg;
dg

L2([0,L4])

=C Z ||¢i||%2(Ai) + Z HVA,-sz‘“[QLz(Ai)]z]

_AiEg A, e€

= C [I¢ll72) + 1Yo F2(ee]

= C 6l e -
A passagem da segunda para a terceira linha é justificada pelas equagoes (2.15) e
(2.16).
De fato, em primeiro lugar temos

2

~

L; . 2
2
loilzay = dfans= [ ae=[dL. -
dé;
Para o termo do gradiente, vale V., ¢; = Jr,_ Cfé o F !(z). Portanto

v\ 2
do;
[VA,L.Qbi]TVAi@ = JEAZ_ JFAi (¢> o FAz——1<ZIZ).
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Mas como Jp, ¢é um vetor constante unitario, concluimos que
1

v 2
do;
IV, illfr2 a2 = Fa, ( ) :

d¢
Logo, usando novamente a equagao (2.15), concluimos o resultado desejado
. dgg 2 i 2
HvAiqSiH[QLz(Ai)]Q :/A‘ ||vAi¢i”2dAi :/0 dfz d§ = dfl

' L2 (&)

O
e Em nossos estudos também utilizamos o espaco
HY(G) = H' (&) N C°(G) (3.14)

com a norma ||¢||z1(e) herdada de H'(E).

Proposicao 3.2. O espaco H'(G) é um subespaco completo, portanto, de Hilbert.

Demonstragio. Consideramos uma sequéncia {¢} de Cauchy em H'(G) C H'(&).
Como H*(&) é completo, existe subsequéncia {¢y,, } convergente (na norma de H*(€))
para uma funcio ¢ € H'(E). Ou seja, sendo 1y, = ¢ — ¢y, entio Hwka?{l(S) — 0.
Precisamos mostrar que ¢ € C°(G). Pelo Teorema 3.1 aplicado a vy, ., segue que
> [Wki(@)* + U i(0)?] S [k 1) = 0.
N, €eE
Sendo assim, temos que ¢y, i(a;) = 0 e ¢y, ;(b;) — 0. Sem perda de generalidade,
suponhamos que v é um vértice interno, sendo de saida de uma aresta A; e de entrada
de outra aresta A;. Ou seja, v = Fy,(L;) = b; e v = Fy (0) = a;. Por continuidade de
Ok, temos Yy, i(v) = P, i(bi) — ¢i(b;). Analogamente, 1y, ;(v) = ¢, j(a;)—d;(a;).
Consequentemente,

oj(a;) — ¢i(bi) = Vr,, j(V) = ¥r,,i(v) = 0,

implicando que ¢ ¢ continua nos vértices internos v = b; = a;. Como ¢, é continua
em todas as arestas A; e em todos os vértices internos de G, concluimos que ¢ €
HY(G) = H' (&) N C%G), o que significa que H'(G) é completo. O

Convém considerar para as fungdes ¢ € H'(G) o conceito de derivada direcional

Dy ¢, conforme a seguinte definig¢ao:

Da¢

dg

Ressaltamos que a derivada direcional ¢, em mddulo, equivalente a forma Vg¢ - n

do;
A, = v/\igbe,i . JFAZ- = FAZ. ( ¢ ) . (315)

usada anteriormente - o vetor n ¢ exatamente Jp, neste caso, a menos de uma

possivel inversao de sentido.
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« Usando o operador de divergente definido em (3.5), introduzimos o espago
H(div;G) = {0 € [L*(&))* : divg @ € L*(G)}. (3.16)

Notamos que as fungoes em H(div;G) podem ser descontinuas nos vértices do grafo,
diferentemente das funcdées em H' (&), que sdo continuas, por definicdo. Na Figura

10 ilustramos exemplos de uma funcdo ¢ € H'(G) e o médulo de uma funcio
0 € H(div;G).

¢ € H'(G)

Figura 10 — Exemplos de uma funcio ¢ € H'(G) (a esquerda) e ||@||, com 8 € H(div;G)
(a direita).

Finalizamos este capitulo enunciando dois resultados fundamentais para o

estudo a continuacao de problemas de Poisson em grafos.

o Integracao por partes em grafos [12, Proposi¢ao 2.20]:

Proposicao 3.3 (Integracio por Partes). Para ¢ € H'(G) e 6 € H(div;G), vale a
formula:

/g\av(dine)gbdg:/we.ngde—/ge-(vggb)df;. (3.17)

em que 0 -n(v) =6; - ny, .

o Desigualdade de Poincaré em grafos: seja Ilp C OV, Ilp # () e defina
U= H(},Hp(g) = {¢ € H'(G); ¥|n, = 0}. (3.18)

Por uma légica analoga a utilizada na demonstracao da Proposicao 3.2, verifica-se

que o espaco U é completo, portanto, de Hilbert.

A questao é provar a existéncia de uma constante C'p > 0, que depende apenas de G,
tal que
CrllollZze) < IVodlireye Vo €U. (3.19)

A demonstragao dessa desigualdade em dominios de grafos esta além do escopo

desta dissertagao. No entanto, acreditamos que um possivel caminho a seguir seria
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acompanhando os passos do Lema 2.3 em [10], em que o problema é tratado para
espagos H&’FD(Q) em dominios cartesianos {2 genéricos. Vale também lembrar que

resultados sobre o chamado quociente de Rayleigh

1911 72e)

_ P ot
IVedlltraey: "

sao mostrados em [12, Sec. 5], para fungoes definidas em grafos, pela transferéncia

de resultados classicos equivalentes validos em dominios cartesianos.
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4 Problema de Poisson em Grafos

Finalmente, utilizamos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores para definir
o problema de Poisson, sua formulagao variacional primal e sua aproximacao pelo Método
de Elementos Finitos em dominios de grafos, um dos principais objetivos do presente

estudo.

4.1 Formulacao Primal de Poisson em Grafos

Para definir o problema no dominio geométrico de um grafo G = (£,V),

primeiramente estipulamos os seguintes dados:

o Termo de fonte f € L*(G) tal que
f(v)=0 VveZz,
em que Z é o conjunto dos vértices internos, como definido em (3.3).

o Uma funcao limitada e estritamente positiva x : G — R. Quando o problema ¢ associ-
ado a um contexto fisico de hidrodinamica, a funcao x corresponde a permeabilidade

do meio.

o Condigoes de contorno: considere uma particao 9V = IIp UIly, com Iy NIIp = 0,
dos vértices de fronteira do grafo (ou seja, dos vértices que estdo conectados com
apenas uma aresta). Por simplicidade, supomos que ITp # ), onde uma condicao
homogénea de Dirichlet é imposta. A condicao de contorno sobre Iy é imposta por
kVgp-n =60y, em que Oy : [Iy — R é uma funcao dada e n é o campo unitario

axial sobre os pontos de Ily, como descrito no Capitulo 2.

Portanto, o problema de Poisson a ser considerado sobre o grafo G se expressa

da seguinte forma:

Problema Pg FEncontrar uma fungio ¢ : G — R tal que:

—divg(kVge) = f, em G, (4.1a)
¢ =0, sobre I p, (4.1b)
kVgo-n =0y, sobre Ily. (4.1c)

A formulagao variacional do Problema Pg é obtida de forma andloga a dos casos de

dominios cartesianos em R?, como mencionado no Capitulo 1. Para tal procedimento,
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tomamos o espago de Hilbert ¢ = Hg; (G) C H'(G), conforme definigdo em (3.18), onde

se espera encontrar uma solucdo do Problema Pg.

Multiplicando ambos os lados de (4.1a) por uma fungao teste 1 € U, integrando
sobre G \ 0V como em (3.8), usando a férmula de integracao por partes da Proposi¢ao 3.3

obtemos:

Ly v6(:Ve0)0dG = [ Vg6 - Vgvde — | wVgo-mpav= [ fdg,
0 que nos leva a

[ #Ve6-Vevde = | PTG+ 3 KVG0(v) (). (4.2)

veoy

Usando a condi¢ao de Dirichlet nula sobre Il e a condi¢ao de contorno sobre Ily, o

segundo termo do lado direito desta equacao reduz-se a

S wVeo(v) nu(v) = 3 O () 1(v) = /H Onuav, (4.3)

veoy VGHN

J& o primeiro termo do lado direito de (4.2), resultante da integral do termo de fonte, pode

ser escrito como

/g\avwfdg - /g¢fd5+ > F)e(vy).

vy €T

Utilizando a hipétese de que f|; = 0, temos
| wrag= [vrae (4.4)
G\ov &
Finalmente, aplicando (4.3) em (4.2) e utilizando (4.4), temos a relagao
/nvg¢-vg¢d5=/¢fd5+/ O b V.
£ £ Ty
Portanto, definindo
A(6,0) = [[#V50- Vo€, e L) = [wfde+ [ oxvay,

obtemos a formulagao variacional primal do Problema Pg.

Problema PVg Encontrar ¢ € U satisfazendo
Alo,v) = L(), Vi el. (4.5)

Para aplicar a teoria de Lax-Milgram do Teorema 1.1 ao Problema PVg,
devemos mostrar que a forma A(-,-) é continua e coerciva em U e que L(-) é continua
em U. Procedendo como no caso do Problema PV em dominios cartesianos discutido no

Capitulo 1, esses resultados podem ser obtidos pelo seguinte roteiro:
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a) Continuidade de A(-,-) e L(-). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

A6 0)] = | [[kVg0 - Tov de

< Keup [Vl 22 Vot |linz )2

< Fsup |01 1 (e) 1] 1)

IL()] < ’/gwdé" + /HN Onyp dV

<z 1l ez + 101 L2 108 [l 2 any)
S (L llzzey + 10n ] L2 o) 1] 1)

Na passagem da segunda para a tultima linha, foi aplicado o Teorema 3.1.

b) Coercividade: dispondo da desigualdade de Poincaré (3.19) para fungoes em U e
com a ajuda da desigualdade de Cauchy-Schwarz, é possivel obter a propriedade de

coercividade para A(-,-):

A(6,6) = [ wVg6- Vg0 dé

v

v

Rinf Rinf
5 IVgolF2ey: + o> IVgollfz ey
Rinf
5 161172y + o> IVl eye
Rinf

K/inpr
5 min{1,Cp} H¢H%{1(5)-

>

Em resumo, nas circunstancias especificadas acima, as restrigoes do teorema
de Lax-Milgram sao sustentadas, demonstrando a existéncia, unicidade e estabilidade de
solucao ¢ do Problema PVg.

4.2 O Método de Galerkin para o Problema PVg

Finalmente, apresentamos o método de Galerkin para o Problema PV descrito

em (4.5), com base em um subespaco de dimensao finita I C U.

Problema PVGg Encontrar b € U satisfazendo

A, ) = L), Wb ell. (4.6)

Sendo uma formulacdo H'-consistente, o Problema PVGg herda as proprie-

dades de existéncia e unicidade validas para o Problema PVg. Além disso, visto que a
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ortogonalidade de Galerkin A(¢ — &, ) =0, Vi € U é vélida, a convergéncia da solucio

aproximada ¢ para a solucdo exata ¢ é assegurada pelo Lema de Céa:
¢ = dlla S inf [|¢ =4, (4.7)
YyelU

em que a constante liderando o lado direito da desigualdade depende diretamente da

constante de continuidade e inversamente da constante de coercividade de A(-, ).
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5 Elementos Finitos em Grafos

Neste capitulo, descrevemos brevemente a aplicacao do Método de Elementos
Finitos ao Método de Galerkin em grafos, comentamos detalhes de sua implementagao
computacional e apresentamos um conjunto representativo de experimentos numéricos
em grafos, testando a precisdo da metodologia numérica para grafos com diferentes

configuragoes, sob condigoes de contorno distintas.

5.1 Elementos Finitos

A construcao de espagos de elementos finitos em grafos segue um procedimento
semelhante ao descrito na Segdo 2.2 para uma curva afim unidimensional (segmento de
reta). Mais especificamente, trata-se de uma aplicagao do processo repetidas vezes, para
cada aresta A; do grafo em questdo. Indicamos [15, 1] como principais referéncias para a
criagdo dessa estrutura em grafos, assim como [3, 8] como referéncias para o método de

elementos finitos classico.

Seja G = £UV uma realizacao geométrica de um grafo, com V = {vy,vs, ..., v, }
e & ={A, Ay, ..., A;,}. Em tal dominio, tomando o Problema variacional PVGg descrito
na Equacao (4.6), o objetivo é construir espacos de elementos finitos U adequados. Para

esta tarefa, tomamos os seguintes ingredientes em cada aresta A; do grafo:

e O dominio de parametrizacao /V\Z = (0, L;), o mapeamento geométrico invertivel Fj,

e o correspondente mapeamento de fungoes Fy,, como definido em (2.1).

» O espago de elementos finitos U}, ,, construido na Secao 2.2, a partir do espaco
Uy 1 i,» de fungdes polinomiais de grau k definidas por partes sobre uma particao 7

de A; com espacamento uniforme h;.

Com toda essa estrutura em maos, construimos o seguinte espaco de elementos finitos em
G, em que h = max{h;, 1 <i<n}:

Z/[}hk’g = {¢ S Hl(g) : 1/1 A € uh,k’Ai}. (5.1)

A partir de bases locais By, y,a, = {W;(A;), 1 <j < N, i} para U, s a,, como descrito
na Secao 2.2, definimos uma base global By xg = {¥,, 1 <{ < Nj g} para Uy g, obtida
pela montagem continua das bases locais W,;(A;) sobre os vértices internos em Z e pela

imposicao da condi¢ao homogénea de Dirichlet sobre IIp.

Uma ilustracao das fungoes neste conjunto de bases locais para k = 1 esta na

Figura 11. Nela, o grafo G, em forma de Y, é formado por trés arestas Ay, Ay e Ag, trés
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vértices externos vy, vs e vy, € um unico vértice interno vy, compartilhado por todas as
arestas. Cada aresta é subdividida uma vez e a condicao de contorno nula ¢ aplicada em
I'p = 0V. Sao mostradas as fungdes de forma locais associadas aos graus de liberdade dos
pontos centrais de A;. Destaca-se em azul a fun¢ao de forma associada ao vértice interno

comum vj.

Figura 11 — Ilustracao de fung¢oes de base em By, 1 g em um grafo G em forma de “Y”, com
uma subdivisdo das arestas e condi¢ao de contorno nula em V.

Tendo em maos o espago de elementos finitos U}, ;g € sua base By i g, estabele-
cemos um algoritmo de resolugao do Problema PVGg associado. Para isso, expandimos a

solucao aproximada em termos da base By, g:

Nh,k,g

On = Z V5 € Un g, (5.2)

=1
e inserimos funcoes testeq = ¥, € By, i, ¢ para obter as equacoes:

Nhk,g

A 05, 0,) = L(Ty).

J=1

Este sistema linear é representado na forma matricial por
Ag C = Lg,

em que a matriz de rigidez Ag = [A ;] e o vetor de carga Lg = [L,] possuem coordenadas
Ay =AY, V) e Ly = L(V,). Observa-se que, embora a matriz de rigidez mantenha
as propriedades de esparsidade e simetria — caracteristicas dos casos unidimensional e
bidimensional —, sua estrutura de banda limitada é perdida em relagao a esses casos, o
que impacta a estratégia de solugao do sistema associado. A solucao desse sistema linear
nos proporciona os coeficientes ¢ = (¢;) que determinam a solucdo aproximada ¢, pela

expansao dada em (5.2).
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5.2 Detalhes da Implementacao

Doravante neste trabalho, apenas utilizaremos elementos finitos com k£ = 1. O
método ¢é facilmente estendido para comportar elementos de graus mais elevados, porém a

natureza linear da solucdo numérica é suficiente para a proposta deste estudo.

O cédigo adotado é composto por trés etapas principais, que serao detalhadas

nesta secao.

1. No primeiro passo, fornecemos os dados geométricos do dominio (grafo) e

o nimero de subdivisdes desejado para cada aresta (por simplicidade, neste trabalho
supomos que todas as arestas sao subdivididas pelo mesmo ntimero de intervalos).
Utilizando esses dados, é gerada uma lista contendo todos os nés da malha subdividida,
além de uma matriz de conectividade que representa os indices dos pontos iniciais e
finais de cada elemento na lista de nés fornecida. Isso define uma malha global T

sobre o grafo.

2. O segundo passo ¢ utilizar os itens fornecidos para construir a matriz de rigidez Ag
e o vetor de carga Lg correspondentes ao problema. A montagem dessas estruturas
é feita pelo espalhamento das matrizes locais, montadas para cada elemento de 7.
Devido a natureza nodal dos graus de liberdade e ao uso de elementos com k£ =1,
supomos que as incognitas estao numeradas segundo a numeracao dos nés da malha

e a matriz de conectividade é suficiente para a montagem das estruturas globais.

3. Por fim, resolvemos o sistema linear Agc = Lg para obter os coeficientes ¢ da
expansao da solu¢ao numérica ¢, em termos da base do espaco By i g, conforme a

equagao (5.2).

Para esse processo, utilizamos a linguagem de programacao Python [23], aliada
as bibliotecas Numpy [17], para geragdo e manuseio de listas (arrays), e Scipy [28], para as

integracoes numéricas realizadas na montagem de Ag e Lg.

5.3 Testes Numéricos de Convergéncia

Nesta secao, estudamos o comportamento da convergéncia do método de
elementos finitos. usando os espacos de aproximacao U1 ¢ descritos anteriormente para o
caso k = 1 e adotando a funcao x = 1. Para tal, definimos um problema de Poisson com
solugdo exata conhecida em um grafo simples em formato de “Y”, com quatro vértices

V = {vy,Va, Vs, V4} e trés arestas € = {A1, Ay, A3}, conforme ilustrado na Figura 11. Os
V2 V2 V2 V2
SR evy= |1+ —,—— |, enquanto

vértices externos sao vi = (0,0), v = (1 + 5 5

vy = (1,0) é o unico vértice interno.
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A fungao analitica utilizada é definida por

sen gg)oFA_l(a}), se xTelN=A,
sen g(§+1)>oF/\_1(w), se xe A=Ay A3

e estd representada na Figura 12.

Figura 12 — Representacao da funcao ¢(a) no dominio definido.

Ao tomar o gradiente e, subsequentemente, o divergente dessa func¢ao usando

as relagoes (3.4) e (3.5), obtemos

_%Sen (gé) o Fy''(x), se @e A=A,
divg(Vgo(z)) = f(z) = _Tsen (g(g + 1)) oFy ! (x), se e A=ANyAs
0, se x = (1,0).

Em todos os testes numéricos, as arestas A; sao subdivididas N vezes, com
N=2°s=3---,T.

5.3.1 Teste 1: Condicdo de Dirichlet Homogénea

Primeiramente, definimos o problema com condi¢ao de contorno de Dirichlet
homogénea em todos os vértices externos, i.e. I'p = V. Seguindo o procedimento detalhado
na Secao 5.2, obtém-se uma solucao aproximada ¢, € Uj, 1 ¢ e calculam-se as normas L*(€)
e H'(G) do erro ¢ — ¢,. Os resultados estdo graficamente ilustrados na Figura 13 e
detalhados na Tabela 1. As taxas de convergéncia obtidas numericamente sao compativeis

com as estimativas esperadas em um dominio formado por um tnico intervalo.
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—o— Norma L2(£)
—a— Norma H(¢)
10—2 J
© 1073
e
10—4 J
10—5 J
1072 1071
h

Figura 13 — Teste 1: Erros das solugoes aproximadas de elementos finitos em espagos de
aproximacio U, ; g, medidos nas normas de L*(€) e de H'(G).

N ||QS - ¢h||L2(5) Ordem ||¢ — ¢h|lH1(g) Ordem

8  2.4865x1073 — 3.1556x 102 —
16 6.2202x107*  2.00  1.5749x1072  1.00
32 1.5553x107%  2.00  7.8709x107%  1.00
64 3.8884x107°  2.00  3.9350x107%  1.00
128 9.7210x107%  2.00  1.9674x107%  1.00

Tabela 1 — Teste 1: histérico de convergéncia da solu¢ao aproximada em espacos de apro-
ximagao Up 1,6, em que N é o nimero de elementos por aresta do grafo.

Uma representacao grafica da solucao exata ¢ e de sua derivada direcional Dg¢

encontra-se na Figura 14, em que

T cos ;Tf)oFA_l(m), se xeA=A,

Dgo(w) = | 7
gcos g(f—i-l))oFAl(zc), se € A=Ay As.

A Figura 14 também apresenta os graficos das respectivas aproximagoes obtidas.



Capitulo 5. Elementos Finitos em Grafos 50

Solugdo Exata Derivada Direcional da Solugdo Exata

Solucdo Aproximada, N = 4 Derivada Direcional, N = 4

Solugdo Aproximada, N =8 Derivada Direcional, N = 8

Figura 14 — Teste 1: Solucoes exatas e aproximadas em espagos U}, 1 g € respectivas deriva-
das direcionais, com diferentes valores de subdivisdoes N por aresta.
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5.3.2 Teste 2: CondicGes de Contorno Mistas

Agora utilizamos a implementacao para checar a convergéncia da solugao
numérica do método aplicado a um problema com condig¢oes de contorno mistas. Utilizamos
a mesma funcao analitica ¢ definida na secao anterior, mas impomos uma condicao de

Dirichlet em vy e de Neumann nao homogénea nos vértices vz e vy.

A Tabela 2 detalha o histérico de convergéncia nas diferentes normas para este
experimento numérico. Estes resultados, quando comparados aos da Tabela 1, indicam que
as solugdes numéricas sao similares em termos de precisao para os dois tipos de condigoes

de contorno, ilustrando a convergéncia do método.

N ¢ — énllr2@e) Ordem ||¢ — opllarg) Ordem

8  2.4865x1073 — 3.1556x 102 —
16  6.2201x107*  2.00  1.5749x1072  1.00
32 1.5553x107%*  2.00  7.8708x107%  1.00
64 3.8884x107°  2.00  3.9350x107%  1.00
128 9.7210x10°%  2.00  1.9674x1073 1.00

Tabela 2 — Teste 2: histérico de convergéncia da solugao aproximada ¢; em espacos de
aproximagao Uy, 1 g, em que N é o nimero de elementos por aresta do grafo.

5.4 Experimentos Gerais em Grafos

Apos utilizar os testes de convergéncia para verificar a correta implementacao
do método dos elementos finitos proposto para a resolucdo do Problema PVGyg, nesta

secao procedemos com testes em casos mais gerais. Por exemplo:

o Estendemos o problema de Poisson para o tratamento de condic¢ao de Dirichlet

imposta sobre Il por uma func¢ao dada ¢p : [Ip — R nao nula.

o Também tratamos alguns casos genéricos para avaliar o efeito causado por diferentes
coeficientes de permeabilidade do meio x. Em tais contextos, o campo vetorial

—kVg¢ corresponde ao fluxo do fluido estudado.

5.4.1 Teste 3 e Teste 4: Condicao de Dirichlet e Permeabilidade Heterogéneas

Os experimentos desta secao sao baseados no grafo ilustrado na Figura 15,
com 6 arestas e 6 vértices, definindo IIp = 0V = {vy1,vg}, com ¢p(vi) =1 e ¢p(ve) =
0. Dois testes sao considerados, Teste 3 e Teste 4, usando permeabilidades diferentes.
Escolhemos permeabilidades k constantes por partes sobre £ e o termo fonte f(x) = 0 em

todo o dominio. O objetivo destes experimentos é verificar o comportamento da solucao



Capitulo 5. Elementos Finitos em Grafos 52

T2
0.35

0.3
0.25
0.2 V3
0.15

0.1 Ay As

0.05
Vi Ay Vo \&} Ag Ve

-0.05 0 005 01 015 02 0.2 6 065 07 075 08 085 09

-0.05 T

Figura 15 — Teste 3 e Teste 4: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

aproximada no contexto de uma diferenca de potencial. O que se espera da solucao é que
o valor de ¢ decaia linearmente por partes ao longo das arestas, partindo de ¢(v1) =1 no

vértice inicial da esquerda e indo para ¢(vg) = 0, no vértice final a direita.

Para as implementacoes, cada aresta foi subdividida apenas uma vez, resultando

em 12 sub-elementos ao todo. Isto é suficiente para obter resultados adequados devido a

natureza linear por partes do problema. Uma vez computada a solucdo aproximada ¢y,
também foi calculada a grandeza

b = —KkDgoy, (5.3)

de modo a verificar se os resultados obtidos condizem com a natureza fisica dos problemas.

Desta forma, para avaliar os efeitos no comportamento da solu¢do numérica

quando se muda o valor de k, consideramos os seguintes testes:

o Teste 3: inicialmente, foi testado o caso em que a permeabilidade k é constante e

igual a 1 em todas as arestas, conforme ilustracdo da Figura 16.

o Teste 4: neste experimento alteramos a permeabilidade para k = 0.5 nas arestas Ay

e A5, conforme indicado na Figura 17.

Para efeito de comparacao, os resultados destes dois experimentos estao dispo-

nibilizados, simultaneamente, nas Figuras 18, 19 e 20. Em todas as figuras, o grafo G estd
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Valor da Permeabilidade s

1.0
0.15+
0.8
0.104
0.051 0.6
g 0.004
—0.05 04
—0.10
0.2
—0.15 4
, . . : . 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 08
L1

Figura 16 — Teste 3: Representacao grafica da permeabilidade homogénea.

Valor da Permeabilidade &

—1.0

0.151
L0.8

0.101
0.051 o6

& 0.004
—0.05 1 0.4

~0.10
0.2

~0.151
: : ‘ : ‘ 0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
T

Figura 17 — Teste 4: Representagao grafica da permeabilidade heterogénea.

indicado por linhas negras.

Como esperado, observa-se um comportamento linear por partes das solugoes
aproximadas ¢, com um decaimento de seus valores entre o vértice inicial e o vértice final

do grafo.

A alteragao na permeabilidade causa uma pequena modificagdo na solucao
aproximada ¢, e em suas derivadas direcionais, conforme indicado nas Figuras 18 e 19,
respectivamente. Por outro lado, quando analisamos o fluxo o, do Teste 4 apresentado na
Figura 20, vemos que h& uma assimetria, com seu valor sendo maior nos locais do dominio
em que a permeabilidade tem valor maior. Uma possivel analogia destes resultados pode
ser tracada com a eletrodinamica onde, quando dois fios condutores sao conectados em
paralelo sob uma mesma diferenca de potencial, ha uma corrente maior no caminho de

menor resisténcia.
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o4

08 —0.15

(a) Teste 3: Permeabilidade homogénea.

0.8 —0.15

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogénea.

Figura 18 — Teste 3 e Teste 4: Solugoes numéricas ¢y,.
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08 —0.15

(a) Teste 3: Permeabilidade homogénea.

—0.10

0.8 —0.15

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogénea.

Figura 19 — Teste 3 e Teste 4: Derivadas direcionais Dg¢;, das solucoes aproximadas.
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(a) Teste 3: Permeabilidade homogénea.

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogénea.

Figura 20 — Teste 3 e Teste 4: Fluxos numéricos o das solugoes aproximadas.
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5.4.2 Teste 5 e Teste 6: Condicoes Mistas e Permeabilidades Heterogéneas

Retornamos ao grafo G da Figura 11, plotado novamente na Figura 21, para o

qual realizamos dois testes numéricos, denominados por Teste 5 e Teste 6.

08{L2
V3

0.6

0.4 Ao

0.2

Vi Al

-0.8

Figura 21 — Teste 5 e Teste 6: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

Neste grafo definimos IIy = {v;}, com
QN(Vl) = —1,

e IIp = {vs3,v4}, com ¢p = 0. Com tais condigdes de contorno, consideramos

os seguintes testes:

o Teste 5: permeabilidade homogénea x = 1, em todas as arestas, conforme indicado

na Figura 22.

o Teste 6: caso heterogéneo, modificando a permeabilidade para x = 0.5 nas arestas

A4 e A5, conforme indicado na Figura 23.

Como a imposicao da condi¢do de Neumann é equivalente a de que o fluxo de entrada
seja 0 = 1.0, precisamos determinar qual é o fluxo de saida. Para tanto, foi colocada no
software uma funcao que determina o somatério dos fluxos em cada vértice de saida do

grafo.

Para facilitar a comparacao, nas Figuras 24, 25 e 26 disponibilizamos, em

pares, os graficos dos resultados dos dois experimentos. Em todas as figuras, o grafo G
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Valor da Permeabilidade x

0.75- 710
0.501 08

0.251
L0.6

2 0.00-
0.4

—0.251
—0.50- 0.2
—0.75 1, , . . 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 22 — Teste 5: Representacao grafica da permeabilidade homogénea.

Valor da Permeabilidade &

0.75- 710
0.501 0.8

0.251
L0.6

> 0.001
0.4

—0.251
—0.50- 0.2
—0.75 1 , . . 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 23 — Teste 6: Representacao grafica da permeabilidade heterogénea.

estd indicado por linhas negras. Para o primeiro experimento, na Figura 26(a), notamos
imediatamente que os fluxos nos dois vértices de saida v3 e v4 sao iguais, e o valor
retornado é 0.5 em cada um, totalizando 1.0. Ja nos resultados da Figura 26(b), em que
a permeabilidade da aresta A3 é menor, notamos uma diferenca no valor do fluxo entre
as duas. Numericamente, o valor do fluxo em A3 é 3 eem Ay é 2, totalizando o mesmo
fluxo 1.0 que entra no dominio e verificando que o modelo respeita uma lei de conservacao,

mesmo ao variar a sua permeabilidade.
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1.5 07

(a) Teste 5: Permeabilidade homogénea.

1.5 07

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogénea.

Figura 24 — Teste 5 e Teste 6: Solugoes numéricas ¢y,.
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07

(a) Teste 5: Permeabilidade homogénea.

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogénea.

Figura 25 — Teste 5 e Teste 6: Derivadas direcionais Dgoy,.
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(a) Teste 5: Permeabilidade homogénea.

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogénea.

Figura 26 — Teste 5 e Teste 6: Fluxos numéricos oy,.
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5.4.3 Teste 7 e Teste 8: Experimentos em um Grafo mais Complexo

Os experimentos da presente secao investigam a solugdo em um grafo mais
complexo do que aqueles dos testes anteriores. Desta vez, o grafo G adotado esta repre-
sentado na Figura 27, com 16 vértices e 15 arestas. Ja adiantamos que o mesmo sera
aplicado no proximo capitulo em acoplamento com um problema de Poisson em um dominio
bidimensional. Por esta razao, os vértices escolhidos estao colocados em locais estratégicos,

coincidindo com alguns nés de uma malha quadrilateral de 32 x 32 segmentos de fronteira.

T2
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0.4
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0.1

06 -05 -04 -03 -02 -01 O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
T
-0.1

-0.2

Figura 27 — Teste 7 e Teste 8: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

Escolhemos o vértice v; para aplicar a condi¢gdo de Neumann para Oy (vy) = —1,
enquanto nos vértices externos restantes {vs, vg, vz, Vs, Vg, V11, V13, V15, V16 } ¢ aplicada uma
condicao de Dirichlet nula. O termo fonte f = 0 se mantém nulo em todo o grafo, ao passo

que a permeabilidade x pode variar conforme o teste em questao.

o Teste 7: k = 1 ao longo de todo o grafo, conforme indicado na Figura 28.

o Teste 8: permeabilidade heterogénea: xk = 0.5 nas arestas Ay, Ay, Ag, A11 € A5, 5 = 0.1
em Ag e Ajp, e Kk = 1 nas demais arestas. A representacao desta permeabilidade

heterogénea encontra-se na Figura 29.

Os resultados obtidos no Teste 7 e no Teste 8 estao dispostos, simultaneamente,
nas Figuras 30, 31 e 32. Como nos experimentos anteriores, o grafo G esta indicado por

linhas negras em todas essas figuras.
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Figura 28 — Teste 7: Representacao grafica da permeabilidade homogénea.
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Figura 29 — Teste 8: Representagao grafica da permeabilidade heterogénea.
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(a) Teste 7: Permeabilidade homogénea.

>

"

0.00

(b) Teste 8: Permeabilidade heterogénea.

Figura 30 — Teste 7 e Teste 8: Solugoes aproximadas ¢y,.
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(b) Teste 8: Permeabilidade heterogénea.

Figura 31 — Teste 7 e Teste 8: Derivadas direcionais DG ¢y, das solu¢bes numéricas.
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(a) Teste 7: Permeabilidade homogénea.

(b) Teste 8: Permeabilidade heterogénea.

Figura 32 — Teste 7 e Teste 8: Fluxos numéricos o;, das solu¢des numéricas.
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Em cada um dos testes, o valor do fluxo 0, em cada uma das arestas, e o fluxo
em v; € IIp foi somado para obter o fluxo de saida total. Os resultados estao dispostos na
Tabela 3, em que a notacao o7 e opg € usada para indicar a proveniéncia dos resultados

do Teste 7 e do Teste 8, respectivamente.

Az’ Al AQ A3 A4 A5 AG A7 Ag

opr 1.0000 0.4434 0.2821 0.1209 0.0403 0.0403 0.0403 0.1612
ops 1.0000 0.4277 0.5015 0.1475 0.0590 0.0295 0.0590 0.3540

Ai A9 AlO All A12 A13 A14 A15 Oout

opy  0.2745 0.1689 0.1056 0.0633 0.0422 0.0211 0.0211 1.0000
ops 0.0708 0.0147 0.0561 0.0351 0.0210 0.0140 0.0070 1.0000

Tabela 3 — Teste 7 e Teste 8: Fluxos numéricos 0,7 e ops, em cada aresta A; do grafo G,
bem como o fluxo de saida total o, em cada teste.

Em um dominio mais vasto, mesmo com permeabilidade variada, verifica-
se a lei de conservacao, do ponto de vista numérico, no Teste 7 e no Teste 8. Nestas
configuragoes testadas, um fenémeno notavel é a tendéncia do fluxo em seguir caminhos
de menor resisténcia. Observamos que o valor em A, nao exibe mudancas significativas,
mesmo quando reduzimos sua permeabilidade pela metade. Percebe-se que existe um
caminho “desimpedido” para o fluxo ao longo das arestas Aq, A3, e Ag, onde, apesar da
heterogeneidade na permeabilidade, essas trés arestas mantém conexoes com « = 1.0. No

entanto, o fluxo através de Ag ainda se mostra inferior ao de A,.
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6 Acoplamento Grafo-Dominio Bidimensional

O presente capitulo é dedicado ao estudo do acoplamento de um problema de
Poisson definido em uma regiao Q C R? e outro definido em um grafo G C R% Neste
estudo inicial, o acoplamento se dara exclusivamente através de vértices de fronteira do
grafo, que também serdao pontos de ). Um exemplo desses dois dominios esta ilustrado na

Figura 33, em que o grafo da Figura 27 é superposto a uma regiao 2 = (0,1) x (0, 1).

0.250 4

S0
T T T T - T T T T T T T 1
—0.500 —0.375 —0.250 —0.125 01.000 0125 0.250 0.375 0500 11.625 0.750 (],ST'::CI 1.000

Figura 33 — Acoplamento de um dominio © e um grafo G (em laranja).

Sobre a fronteira 9Q =T'p UT'y, com I'p NI’y = (0, sdo impostas condicoes de
contorno apropriadas. Ja os vértices da fronteira ) poderao estar sujeitos a condigoes
de contorno de Dirichlet ou de Neumann, ou ao acoplamento com o dominio 2. Assim,
assumimos que 9V = I[TUX, com [INX = (), onde IT = I UIIy ¢é o conjunto de vértices do
grafo onde sdo impostas condigoes de contorno e X’ é o conjunto de pontos de acoplamento,
sobre os quais as solugdes dos dois problemas sdo assumidas como iguais. E importante
ressaltar que as condigoes de contorno sobre 02 e sobre 0V devem ser compativeis, de
forma que o problema global esteja bem posto. De uma forma geral, essa compatibilidade
é atendida exigindo que haja pelo menos um trecho de 9€2 ou um vértice de 9V sujeito a

condicao de contorno de Dirichlet.

Nesta configuragao, definimos dois problemas de Poisson, ambos ja tratados
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nas Secoes 1.4 e 5.2, e impomos uma condi¢ao de acoplamento. Para tal, sao dadas fungoes
de fonte, fq, fg, de permeabilidade kg, kg, e de contorno ¢p, on,pp, PN, satisfazendo

todas as hipoteses necessarias em cada caso.

Problema Pg_q - Encontrar um par de fungoes (¢,p), com¢p: G —-Rep: Q— R, de
tal forma que p(xz) = ¢p(x), x € X e

—divg(kgVgo) = fg, em G,
¢ = ép, sobre Ilp,
kgVgey - T = On;, sobre Iy,
—div(kaVp) = fa, em ),
P = P, sobre I'p,
koVp-n = py, sobre I'y.

6.1 Estratégia para o Acoplamento

Neste trabalho, utilizamos a continuidade nodal do método de elementos finitos
Lagrangianos em H' para realizar o acoplamento entre os problemas. O procedimento

adotado segue os seguintes pontos:

o As formulagoes variacionais em cada dominio sdo definidas exatamente como descrito

nos Capitulos 1 e 4.

« E definida uma malha global composta por segmentos de retas e por elementos
bidimensionais (sempre assumindo k = 1), a partir da respectiva discretizacao das

arestas dos grafos e do dominio bidimensional.
» As incégnitas globais estarao univocamente associadas aos nos desta malha global.

o Os vértices onde ocorrem o acoplamento deverao ser pontos nodais da malha global
pertencentes tanto a um elemento de aresta quanto a um elemento bidimensional.
Com isso, cada n6 acoplado estard associado a um tunico grau de liberdade global,

ou seja, ¢; = ¢p(x) = pp(x) para x € X.

« A montagem do sistema global é idéntica a realizada nos Capitulos referidos, com os

nos acoplados recebendo contribuigoes das matrizes de rigidez de €2 assim como de

g

Note que tal procedimento garante a construcao de uma solugao global no-

dalmente continua e o consequente acoplamento dos problemas. Para ilustrar como é
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feito este acoplamento, tomemos o exemplo de um tnico elemento unidimensional Ky
conectado a um tnico elemento quadrado Kq, ilustrado na Figura 34. Nessa construcao,
nao consideraremos condi¢oes de contorno pois estamos apenas ilustrando a natureza das

matrizes em dois elementos acoplados.

Figura 34 — Representacao do acoplamento de K, com Kgq, com numeragao dos graus de
liberdade do dominio.

Neste caso ilustrado, a matriz de rigidez teria a forma

A1, 1) Ao, 1) 0 0 0
A1, 02) Ao, Vo) + algz, q2) algs, ¢2) alqa, q2) algs, g2)
A= 0 a(qz, q3) a(gs, q3) alqs, g3) algs,g3)
0 a(gz, 1) a(gs,q1) a(qs,q4) a(gs,qa)
0 a(qa; gs) a(gs, q5) a(qa, q5) algs, qs) ]|

E o vetor de cargas teria a forma

L(q4)
L(%)

Ao final da montagem, resolve-se o sistema linear Ac = L. Ressaltamos que este método,

em sua simplicidade de execucgao, funciona precisamente em virtude da natureza nodalmente
continua dos elementos Lagrangianos, e indicamos as referéncias [15, 19, 16] para um

estudo mais aprofundado de acoplamento em modelagens mais complexas.

A seguir, apresentamos trés estudos numéricos, variando a geometria dos
dominios e parametros de modo a testar o método em outros cenarios. Nos exemplos
estudados, é utilizada uma malha de elementos quadrilaterais uniformes e os grafos sao
definidos de forma que seus vértices que estao sobre {2 coincidam com um né da malha de

quadrilateros.
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6.2 Teste 9: Acoplamento em um Ponto

Inicialmente, para nos familiarizar com a natureza do problema, escolhemos
para G apenas um segmento de reta ligando os pontos (—0.5,0.5) e (0.5,0.5). Tomamos
kg = kol, f¢ = fa =0, Iy = (—0.5,0.5), em que ¢n(—0.5,0.5) = —1, de modo a impor
um fluxo unitario neste ponto de entrada. O outro ponto (0.5,0.5) exterior do grafo G
¢ escolhido como ponto de acoplamento. Sendo assim, o conjunto X é formado apenas
pelo ponto (0.5,0.5), resultando em IIp = (). Para 2, tomamos I'p = {x € Q |z, = 1},
Iy =00\ I'p, onde pp = py = 0. Dividimos o dominio em uma malha quadrilateral de
refinamento 8 x 8 e subdividimos G em dois elementos. Uma ilustracao dessa geometria

acoplada segue na Figura 35.

Visualiza¢do do dominhio acoplado
1.000

]

0.750

0.625

0.250

0.125

e
—0.500 —0.375 —0.250 —0.125 0.000 0125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.57507  Looo

Figura 35 — Teste 9: Ilustragdo do dominio €2 discretizado, assim como o grafo G (em
laranja).

Em termos hidrodinamicos, neste problema estamos impondo um fluxo de fluido
de valor 1.0 através do dominio unidimensional que escoa para o dominio bidimensional,
e fechamos as saidas deste fluido em trés das bordas de (), enquanto impomos potencial
zero em ['p. Almejamos verificar, posteriormente, se o fluxo total que escoa pela borda
restante / —kVp - ndS vai ser, de fato, 1.0, satisfazendo a lei de conservagao de massa

. D
numericamente.

Novamente, sao utilizados elementos unidimensionais e quadrilaterais lineares

e bilineares por partes, respectivamente. Utilizando o método de elementos finitos para
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Figura 36 — Teste 9: Representacao da soluc¢ao aproximada (¢, pr) do problema de Poisson
acoplado, restrita ao dominio (0,1) x (0, 1).
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Figura 37 — Teste 9: Fluxo —kVp;, no dominio bidimensional.
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resolver o Problema Pg_q, a representagao grafica do par de solugoes (¢, pr), restritas
a regiao (), encontra-se na Figura 36, em que ¢, estd representada por uma linha negra,
enquanto py é representada pela superficie colorida. Na Figura 37 o campo vetorial de fluxo
—kVpp, no dominio € estd superposto a um fundo colorido representando a magnitude de

pn, conforme a tabela de cores ao lado.

A implementac¢ao computacional do problema acoplado também realizou o
calculo aproximado do fluxo que escoa ao longo da aresta x; = 1, dando como resultado o
mesmo valor unitario 1.00 do fluxo exato de entrada, confirmando que o modelo ainda
respeita a lei de conservacao. Outra caracteristica a ser notada é que a natureza linear por
partes da queda de potencial no grafo se manteve, mesmo com o acoplamento. Com este
resultado, permanecemos usando uma malha mais grossa (de dois elementos por aresta)
para os grafos nos proximos experimentos, visto que a expectativa é de um decaimento

linear por partes.

6.3 Teste 10: Acoplamento em Varios Pontos

A fim de verificar a robustez do método em uma configuracao nao tao simples,
revisitamos o grafo da Figura 27 usando no Teste 7 e Teste 8, em que impomos a condi¢ao
de contorno de Neumann no vértice v = (—0.5,0.5). Desta vez, os demais vértices de 9V
sao usados para compor X', em que a condi¢ao de acoplamento é imposta, resultando que

IIp = (. Sobre 052, as mesmas condicoes de contorno do Teste 9 sao impostas.

Cada aresta A; do grafo é subdividida uma vez. No dominio bidimensional €2,
empregamos uma malha de 32 x 32 elementos quadrilaterais uniformes, de modo a obter
mais detalhes na visualizagao dos dados ao final do processo. O grafo foi construido de
forma que os vértices de X coincidam com as posicoes dos nés da malha discretizada. Uma
ilustragao do acoplamento segue na Figura 38. Os resultados da solugao aproximada (¢, pp)
e do fluxo —kV ¢y, estao representados graficamente nas Figuras 39 e 40, respectivamente,

restritos ao dominio €2, e seguindo o mesmo padrao grafico empregado no Teste 9.

Adicionalmente, verificamos, novamente, que a integral do fluxo sobre a aresta de
Dirichlet resulta em 1.00, confirmando que a lei de conservacao é verificada numericamente.
Outro ponto a ser notado é que o potencial no grafo permanece com um decaimento linear.
Isto é ainda mais perceptivel pela Figura 41, onde vemos que o fluxo é constante em
cada aresta. De modo a melhor visualizar os dados, oferecemos a Tabela 4 com os valores
numéricos do fluxo em cada aresta, assim como o fluxo de saida, tal como foi feito na
Secao 5.4.3. Como esperado, o somatoério do fluxo nos nés de acoplamento é o mesmo de
entrada, 1.00.



Capitulo 6. Acoplamento Grafo-Dominio Bidimensional

74

(]
(2
0875
0.750 A
7]
1’
.
0.625 =
L
yi L
j—
0.375
_—--ﬂ-
_-—'
0.250 \
\ +
0.125
\\
—0.500 —0.375 —0.250 —0.125 0.000 0.125 0.250 0.375 0.500 0.625 0.750 0.875 Il 1.000

Figura 38 — Teste 10: Dominio  discretizado, assim como o grafo G (em laranja).
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Figura 39 — Teste 10: Solugao aproximada (¢, ps) do problema de Poisson acoplado.
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Figura 40 — Teste 10: Fluxo aproximado —xVpy, no dominio bidimensional €).

Figura 41 — Teste 10: Fluxo aproximado o, (em azul) observado sobre o grafo G.
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Ai A Ay As Ay As A A7 As
o, 1.0000 0.2854 0.3818 0.2017 0.0566 0.0889 0.0562 0.1801
Az’ A9 AIO All A12 A13 A14 A15 Oout
o, 0.3328 0.1320 0.2009 0.0587 0.1421 0.0667 0.0754 0.9999

Tabela 4 — Teste 10: Fluxo aproximado o, em cada aresta A; do grafo G, bem como o
fluxo de saida total o,,; nos vértices acoplados.

6.4 Teste 11: Acoplamento Duplo

Por fim, simulamos o acoplamento de dois grafos por meio de um dominio
bidimensional. Este é um exemplo interessante onde sistemas de canais sdo conectados por

um meio intermediario, sem que haja ligacao direta entre eles.

O dominio €2 e o primeiro grafo, G; sdo os mesmos do Teste 10. O segundo
grafo, Gy, sendo apenas um segmento de reta, é inserido diretamente no centro do dominio
). Como antes, o dominio €2 é particionado por uma malha de 32 x 32 e as arestas dos
grafos sdo subdivididas uma vez. Uma ilustracao desse conjunto geométrico esta na Figura
42.

Visualizagdo do dominio acoplado
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Figura 42 — Teste 11: Acoplamento duplo do dominio €2 com o grafo G; (em laranja) e o
grafo Gy (em azul).

Sobre esses dois grafos, definimos dois conjuntos X} e X5 para os pontos de
acoplamento — um para cada grafo, correspondentes aos vértices externos de cada um
dos grafos incluidos no interior de €). Para impor as condi¢oes de contorno, escolhemos
p1 =Hy2=Tp =0, Iy =90 onde impomos py = 0, Iy, = {vi} com ¢y, = 1. Por
fim, IIp, = {0V, \ A2}, com ¢po = 0.
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Em resumo, sao adotadas as seguintes condigoes de contorno: Neumann nao
homogénea sobre o vértice de entrada de G;, Neumann homogénea sobre todo o contorno 02
e Dirichlet homogénea sobre o vértice de saida de G,. Com isso, dadas as permeabilidades

KkQ, Kg,,Kg,, montamos o seguinte problema acoplado.

Problema Pg,_q g, - Encontrar a triade de fungdes (¢1, ¢o,p), em que ¢ : G — R,
$2:Go = Rep:Q — R, tais que p(x) = ¢1(x), € X1, p(x) = d2(x), T € Xy,

satisfazendo os sistemas

_divgl (Iig1Vg1gZ51) =0, e1m gh
kg Vg o1 -n, =1, sobre Iy,
—divg, (kg,Vg,¢2) = 0, em G,
Ps = 0, sobre Ilp,,
—div(kqVp) =0, em (),
koVp-n =0, sobre  0f2.

Em problemas de Poisson classicos, uma condi¢gao de Neumann sobre toda
a fronteira 0f) gera uma matriz singular, a menos que imponhamos outras restrigoes
no problema variacional. No entanto, observamos que, com as condig¢oes impostas no

acoplamento, a solvabilidade do problema é recuperada.

A solugao aproximada em cada dominio, assim como o fluxo o, observado em
(), sdo mostrados nas Figuras 43 e 44, seguindo o mesmo padrao grafico empregado em

testes anteriores.

Ao fim do processo, foi novamente calculado o fluxo de saida no grafo Gs, e
verificamos um fluxo de valor 1.00, exatamente como o imposto pela condicao de contorno
de Neumann. Verificamos que, mesmo com um dominio intrincado, com dois acoplamentos e
um unico ponto de saida, a lei de conservacao se mantém, e toda a diferenca de potencial e o
fluxo sd@o modelados numericamente como previsto fisicamente através das interacoes entre
os sistemas de equagoes. Disponibilizamos graficamente, na Figura 45, e numericamente, na
Tabela 5 os fluxos constantes observados em cada aresta de G;. O valor do fluxo no grafo G,

é constante em todo o dominio, e seu valor observado é de 1.00, como dito anteriormente.
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Figura 43 — Teste 11: Solucao aproximada (¢p1, ¢ne2, pr) sob dois pontos de vista diferentes.
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Figura 44 — Teste 11: Fluxo —xVpp, no dominio bidimensional 2.

Figura 45 — Teste 11: Valor do fluxo aproximado ¢, observado sobre o grafo G;.
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A; Ay Ay As Ay As Ag A Ag
op 1.0000 0.3375 0.3460 0.1686 0.0454 0.0500 0.0732 0.1774
Ay Ag Ao Aqy Aqo Az Ay Ays Oout
op 0.3166 0.1565 0.1601 0.1030 0.0571 0.0325 0.0245 1.0000

Tabela 5 — Teste 11: Fluxo numérico o, em cada aresta A; do grafo G;, bem como o fluxo
de saida total o,,; nos vértices acoplados.



81

7 Conclusoes

Ao longo deste trabalho, elaboramos uma base teérica solida para a aproximacao
numérica da equagao de Poisson em grafos por meio do método de elementos finitos aplicado
a abordagem de Galerkin em sua formulacdo primal em espacos H'. Essa abordagem nos
permitiu adaptar conceitos classicos de andlise numérica e equagoes diferenciais parciais
para o contexto de grafos, abrindo caminho para a modelagem de problemas complexos em
redes. Os Capitulos 1 e 2 foram dedicados a uma revisao detalhada de resultados classicos
8, 3, 10, 6, 26], estabelecendo as ferramentas matematicas necesséarias para a formulagao
e analise do referido problema em grafos. Essa revisao foi essencial para garantir que os

desenvolvimentos posteriores fossem fundamentados em uma teoria bem estabelecida.

E relevante destacar que, embora o estudo e o desenvolvimento de métodos
numéricos para a resolucado de EDPs em dominios de grafos seja um tema de grande
interesse do ponto de vista tedrico e de aplicagoes [15, 14, 1, 19, 13], hd pouca cobertura de
referéncias bibliograficas na lingua portuguesa. Nesse sentido, este texto buscou o equilibrio
no detalhamento dos procedimentos tedricos e numéricos. Em particular, delineamos a
demonstragao da existéncia e unicidade de solugao para a formulagao variacional do pro-
blema de Poisson em grafos utilizando o teorema de Lax-Milgram, assim como verificamos
numericamente a convergéncia do método para diferentes condi¢oes de contorno, obtendo
resultados compativeis com os observados nos métodos classicos para uma e duas dimensoes
[10, 3]. Esses resultados validam a precisao e robustez do método proposto e reforgam sua

aplicabilidade em problemas praticos.

Diversos testes numéricos foram apresentados, explorando a solugao do problema
de Poisson em grafos com diferentes geometrias e sob diferentes condigdes de contorno. Os
resultados obtidos indicam que os objetivos do trabalho foram alcangados, com as solugoes
dos testes numéricos apresentando comportamento consistente com a teoria. No Capitulo
6, apresentamos uma abordagem simplificada, baseada em solucoes H'-conformes, do
acoplamento entre um grafo e um dominio bidimensional, uma configuragao de grande
interesse para aplicagoes mencionadas ao longo do texto, tais como o escoamento em meios
porosos fraturados [27] e a modelagem de escoamentos em redes em aplicac¢oes biologicas
[19, 13, 7]. Esses resultados nos motivam a seguir com estudos futuros, explorando novas

diregoes e aprimorando a metodologia aqui desenvolvida.

Entre as possiveis contribui¢oes futuras, destacamos a necessidade de uma
exploracao mais aprofundada de alguns resultados tedricos do texto, tal como a desigualdade
de Poincaré (aliada a uma estimativa numérica de sua constante homénima), tépico

mencionado na Secoes 3.2 e 4.1. Esses resultados nos permitiriam uma anélise mais geral
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da existéncia e unicidade de solu¢cdo do problema estudado em grafos. Outra linha de
pesquisa promissora é a extensao da metodologia para formulagoes de elementos finitos
mistas e hibridas [24, 25, 4]. Um estudo comparativo entre os resultados obtidos neste
trabalho e as novas formulagoes seria fundamental para avaliar as vantagens e desvantagens

de cada abordagem.

Além disso, pretendemos investigar as estratégias e abordagens de acoplamento
nos métodos supracitados, que requerem um aporte teérico mais robusto e um estudo
muito mais aprofundado. Com estes resultados, a etapa seguinte consistiria no estudo
de outras EDPs no dominio, tais como as equagoes de Stokes e de Brinkman seguindo o
caminho tracado na literatura. Em especial, destacamos interesse particular na referéncia
[15], que aborda a equagao de Stokes em formulagoes mistas com aplicagdo em modelos

biofisicos.

Em sintese, este trabalho representa uma contribuicao inicial no desenvolvi-
mento de métodos numéricos para a solu¢ao de EDPs em grafos, buscando estabelecer uma
base tedrica e pratica que possa ser util para futuras investigagoes. Reconhecemos que ha
muito a ser explorado e aprimorado e esperamos que as ideias aqui apresentadas possam
servir como ponto de partida para pesquisas futuras. Acreditamos que os resultados obtidos
demonstram o potencial da abordagem proposta e abrem caminho para aplicagoes em
problemas reais de interesse cientifico e tecnologico e que possam inspirar novos estudos

nessa area promissora.
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