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Resumo
Este trabalho investiga formulações H1-conformes do método de elementos finitos para a
solução do problema de Poisson em grafos. A pesquisa abrange tanto aspectos teóricos
quanto computacionais, adaptando conceitos de cálculo diferencial em curvas para o
contexto de redes e apresentando uma metodologia numérica precisa e robusta para sua
aproximação, baseada no Método dos Elementos Finitos. O estudo introduz uma formulação
variacional primal para grafos, discute o método de Galerkin aplicado a essa formulação
e procede com a construção de espaços de elementos finitos polinomiais por partes para
a representação da solução aproximada. Além disso, a abordagem proposta é validada
por meio de testes numéricos, analisando a convergência e aplicando o modelo a grafos de
diferentes condições de contorno. O estudo também considera o acoplamento entre domínios
bidimensionais e grafos, expandindo a aplicabilidade da metodologia desenvolvida.

Palavras-chave: Elementos Finitos; Grafos; Análise Numérica; Problema de Poisson;
Acoplamento de Domínios.



Abstract
This work investigates H1-conforming formulations of the finite element method for solving
the Poisson problem on graphs. The research encompasses both theoretical and compu-
tational aspects, adapting concepts of differential calculus on curves to the context of
networks and presenting a precise and robust numerical methodology for their approxi-
mation, based on the Finite Element Method. The study introduces a primal variational
formulation for graphs, discusses the Galerkin method applied to that formulation, and
proceeds with the construction of piecewise polynomial finite element spaces for represent-
ing the approximate solution. Additionally, the proposed approach is validated through
numerical tests, analyzing convergence and applying the model to graphs of different
boundary conditions. The study also considers the coupling between two-dimensional
domains and graphs, expanding the applicability of the developed methodology.

Keywords: Finite Elements; Graphs; Numerical Analysis; Poisson Problem; Domain
Coupling.
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Introdução

A modelagem matemática de problemas em domínios de grafos é uma ferramenta
poderosa para a compreensão e simulação de sistemas complexos em diversas áreas da
ciência e da engenharia. Grafos são estruturas compostas por vértices conectados por
arestas [12] e oferecem uma representação simplificada e eficiente de redes, permitindo
a análise de fenômenos que envolvem interconexões e fluxos. Entre as aplicações mais
notáveis estão a simulação de órgãos humanos, como o sistema circulatório ou nervoso
[19, 20, 7, 9]; e a análise de escoamento em fraturas geológicas [27], onde o grafo pode
modelar fissuras em rochas porosas. Esses problemas frequentemente envolvem a solução
de equações diferenciais parciais (EDPs) em domínios que podem ser representados por
grafos, o que exige a adaptação de métodos numéricos tradicionais para essas estruturas.

Neste trabalho, focamos no desenvolvimento de um modelo para resolver a
equação de Poisson em grafos. Esta é uma EDP fundamental que surge em diversos
contextos físicos, como modelagem de fluxos de fluidos em meios porosos [29] (lei de
Darcy), transferência de calor [2] (equação do calor) e potencial elétrico [30] (derivado das
equações de Maxwell). Em geral, a equação de Poisson em grafos aparece naturalmente em
problemas onde o domínio de interesse pode ser representado por uma rede de conexões
unidimensionais, como no caso de escoamento em tubulações, redes de transporte, ou
mesmo sistemas biológicos. A solução dessa equação em grafos requer a adaptação de
métodos numéricos para domínios unidimensionais, mas com a complexidade adicional
imposta pela estrutura de rede.

Para a resolução numérica do modelo matemático, utilizamos o Método dos
Elementos Finitos [3]. Dentre as diferentes formulações existentes, tais como as formulações
mistas [24] e híbridas [25], decidimos empregar uma formulação primal [3], que transporta
o simples arcabouço de problemas variacionais em espaços de Sobolev H1 para o contexto
dos grafos. A formulação primal é especialmente apropriada para problemas que requerem
a continuidade da solução, tal como ocorre em escoamentos em redes ou na distribuição de
potencial em sistemas elétricos. Para adaptar a teoria tradicional de elementos finitos para
a aplicação em grafos, é necessário expandir conceitos de geometria diferencial, como a
definição de gradientes e divergentes em curvas e grafos. Em particular, a ideia de derivada
direcional ao longo de uma aresta de um grafo é crucial para a formulação do problema
variacional. Além disso, a técnica de integração por partes em grafos, que é uma extensão
da fórmula clássica utilizada em domínios contínuos, desempenha um papel essencial na
derivação da formulação fraca da equação de Poisson. Esta dissertação discute e apresenta
em detalhe esses conceitos com o propósito de fornecer uma fundamentação teórica robusta
para a aplicação do método de elementos finitos em grafos. Salientamos que o emprego do
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método de elementos finitos em grafos possui literatura recente e é um tópico de interesse
crescente em áreas da computação científica [14].

O texto está organizado em ordem crescente de complexidade, começando com
os fundamentos matemáticos necessários para a compreensão do problema em situações
tradicionais, passando pela adaptação desses conceitos para curvas e, posteriormente,
grafos, e culminando na aplicação do método para resolver a equação de Poisson em grafos.
A seguir, apresentamos um resumo dos capítulos que compõem este estudo.

No Capítulo 1, revisamos os conceitos tradicionais de espaços de Hilbert,
formulações variacionais e método de Galerkin. Discutimos, também, o método de elementos
finitos, com ênfase em sua aplicação para problemas unidimensionais e bidimensionais. Esse
capítulo serve como base teórica para os desenvolvimentos posteriores, introduzindo as
ferramentas matemáticas necessárias para a formulação e análise do problema de Poisson
em grafos. Para esse capítulo, utilizamos principalmente as referências [4, 8].

Em seguida, no Capítulo 2, adaptamos os conceitos de cálculo diferencial
para curvas planas a partir dos trabalhos [6, 26], definindo operadores como gradiente
e divergente em variedades unidimensionais, visando estendê-los posteriormente para
domínios interconectados (grafos). Discutimos também a parametrização de curvas e a
definição de espaços funcionais apropriados, como H1(Λ) e H(div,Λ), que serão utilizados
posteriormente.

No Capítulo 3, estendemos os conceitos do Capítulo 2 para grafos, definindo
medidas, espaços funcionais apropriados e operadores diferenciais em domínios ramificados.
Apresentamos também a fórmula de integração por partes em grafos, que é fundamental
para a formulação variacional do problema de Poisson. Os conceitos aqui estudados são
extraídos e adaptados de [6, 26, 12, 15].

No capítulo seguinte, utilizamos os conceitos introduzidos no Capítulo 3, e
tomamos inspiração na estrutura definida a modelos híbridos delineada em [15] para obter
a formulação variacional primal do problema de Poisson em grafos e discutimos a aplicação
do método de Galerkin para sua discretização. Também demonstramos a existência e
unicidade da solução usando o teorema de Lax-Milgram e discutimos as condições de
contorno de Dirichlet e Neumann no contexto de grafos. Esse capítulo estabelece as bases
teóricas para a implementação numérica do método de elementos finitos.

No Capítulo 5 detalhamos a implementação do método de elementos finitos
para grafos, adaptando o trabalho realizado em [15], incluindo a construção de espaços
de aproximação e a montagem do sistema linear associado. Apresentamos também testes
numéricos que demonstram a eficácia do método, com ênfase na taxa de convergência e na
precisão das soluções obtidas. Discutimos ainda a aplicação do método para diferentes
configurações de grafos e condições de contorno, de modo a verificar alguns conceitos
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físicos como conservação de massa e queda de potencial. Para esses testes, foi realizada
uma implementação computacional utilizando a linguagem de programação Python [23].
Nos programas, foram utilizadas as bibliotecas Numpy [17], para a criação e manipulação
de arrays, assim como a solução de sistemas lineares para estas estruturas; Scipy [28], para
o propósito de integração numérica e Matplotlib [18] para as várias representações gráficas
que disponibilizamos no texto.

Por fim, no Capítulo 6, temos a culminação de todo o trabalho realizado até
então, onde combinamos os conceitos estabelecidos nos Capítulos 2 a 5 com a estrutura
exposta no Capítulo 1, para criar um problema simplificado de acoplamento entre um grafo
e um domínio bidimensional. Essa configuração é particularmente relevante para aplicações
como a modelagem de escoamento sanguíneo em órgãos, em que o grafo representa os
dutos arteriais e o domínio bidimensional representa o meio poroso dos órgãos no qual o
sangue escoa. Essa abordagem permite a simulação de problemas mais complexos, onde a
interação entre diferentes escalas espaciais é crítica. A mesma metodologia computacional
presente no Capítulo 5 foi empregada para os testes nesse capítulo. Aproveitamos para
destacar que o problema de acoplamento de domínios unidimensionais com domínios
de dimensão maior foi abordado de maneira mais exaustiva, inclusive com métodos de
remoção de singularidades, nas referências [16, 13, 19, 9].

Ao longo deste trabalho, procuramos detalhar a construção de um método
numérico eficiente para resolver a equação de Poisson em grafos, estabelecendo uma base
teórica sólida que permita a extensão desses conceitos para outras aplicações. Acreditamos
que a abordagem aqui apresentada pode ser útil em diversos contextos, desde a modelagem
de redes biológicas até a simulação de escoamentos em meios porosos. A escolha da
formulação primal, aliada à adaptação de conceitos de geometria diferencial, proporciona
uma ferramenta versátil e robusta para a análise de problemas complexos em grafos.
Esperamos que este trabalho contribua para o avanço da pesquisa nessa área, abrindo
caminho para novas aplicações e desenvolvimentos teóricos.
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1 Fundamentos Matemáticos

Este capítulo contém um sumário da teoria clássica de problemas de Poisson
em domínios Ω ⊂ Rd, com dimensão d = 1 ou 2, passando pela sua formulação variacional
primal e resultados de existência e unicidade. Em seguida, os mesmos resultados são
estendidos para suas versões discretizadas de Galerkin usando o método de elementos
finitos, incluindo estimativas de erro e resultados numéricos de verificação das taxas de
convergência. Indicamos os livros [4, 10] como principais referências para este estudo.

1.1 Alguns Espaços de Hilbert
Seja Ω ⊂ Rd um domínio limitado com fronteira Lipschitz ∂Ω e normal exterior

unitária n. Inicialmente, consideramos o espaço de Lebesgue

L2(Ω) = {q : Ω → R :
∫

Ω
q2 dΩ < ∞}. (1.1)

Esse é um espaço de Hilbert, com o produto interno

(p, q)L2(Ω) =
∫

Ω
pq dΩ ∀ p ∈ L2(Ω)

e norma
∥p∥L2(Ω) =

(∫
Ω

|p|2 dΩ
) 1

2
∀ p, q ∈ L2(Ω).

Portanto, verifica-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(p, q)L2(Ω) ≤ ∥p∥L2(Ω)∥q∥L2(Ω) ∀ p, q ∈ L2(Ω).

O espaço
H1(Ω) = {q ∈ L2(Ω) : ∇p ∈ [L2(Ω)]d}

tem um papel destacado no estudo deste capítulo. É um espaço de Hilbert com produto
interno

(p, q)H1(Ω) = (p, q)L2(Ω) +
(

dp
dx,

dq
dx

)
L2(Ω)

∀ p, q ∈ H1(Ω)

para o caso d = 1 e

(p, q)H1(Ω) = (p, q)L2(Ω) +
(
∂p

∂x1
,
∂q

∂x1

)
L2(Ω)

+
(
∂p

∂x2
,
∂q

∂x2

)
L2(Ω)

∀ p, q ∈ H1(Ω)

para o caso d = 2. Esse espaço também possui norma associada

∥p∥H1(Ω) =

√√√√√∥p∥2
L2(Ω) +

∥∥∥∥∥dp
dx

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)
∀ p ∈ H1(Ω)
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no caso unidimensional e

∥p∥H1(Ω) =
√

∥p∥2
L2(Ω) + ∥∇p∥2

[L2(Ω)]2 ∀ p ∈ H1(Ω)

no caso bidimensional, onde

∥∇p∥[L2(Ω)]2 =

√√√√√∥∥∥∥∥ ∂p∂x1

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)
+
∥∥∥∥∥ ∂p∂x2

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)
∀ p ∈ H1(Ω).

Um fato conhecido sobre funções p ∈ H1(Ω) (ver, por exemplo, [4]) assegura a
existência de um operador de traço γ0p = p|∂Ω, cuja imagem define um espaço normado
denotado por H1/2(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω), de tal forma que

||γ0(p)||L2(∂Ω) ≲ ||p||H1(Ω) (1.2)

em que o símbolo ≲ indica que a desigualdade é satisfeita a menos de uma multiplicação
por uma constante. O espaço dual de H1/2(∂Ω) é denotado por H−1/2(∂Ω).

Outra propriedade de importância é a conhecida Desigualdade de Poincaré.
Suponha que ΓD ⊂ ∂Ω tem medida não nula e seja H1

0,D(Ω) = {p ∈ H1(Ω); γ0(p)|ΓD
= 0}.

Então existe uma constante CP , que depende apenas de Ω, tal que (ver [10], Lema 2.3):

CP∥p∥2
L2(Ω) ≤ ∥∇p∥2

[L2(Ω)]2 , ∀p ∈ H1
0,D(Ω). (1.3)

No caso de domínios convexos e ΓD = ∂Ω, resulta que CP = πδΩ
−1, δΩ sendo o diâmetro

de Ω [22]. No entanto, determinar CP em domínios de geometria genérica não é uma
tarefa fácil. Em certas circunstâncias, podem-se obter estimativas para CP numericamente,
utilizando a relação dessa constante com o menor autovalor do Laplaciano em Ω, como
proposto em [21].

Nas aplicações do presente estudo, também é útil ter em mente o espaço vetorial
de Hilbert

H(div; Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]2 : div u ∈ L2(Ω)},

com produto interno

(u,v)H(div;Ω) = (u,v)[L2(Ω)]2 + (div u, div v)L2(Ω) ∀ u, v ∈ H(div; Ω)

e norma
∥u∥H(div;Ω) =

√
∥u∥2

[L2(Ω)]2 + ∥div u∥2
L2(Ω). ∀ u ∈ H(div; Ω)

Para funções vetoriais u ∈ H(div; Ω) é possível definir o traço normal u · n|∂Ω,
o qual resulta ser uma função escalar pertencente a H−1/2(∂Ω). Sendo assim, para funções
q ∈ H1(Ω) e u ∈ H(div; Ω), faz sentido considerar a integral

∫
∂Ω
qu · n|∂Ω ds como o

produto de dualidade entre o traço de q e o traço normal de u sobre ∂Ω.
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Recordemos agora a regra usual de integração por partes válida para funções
de várias variáveis, extraída do Lema 2.1.1 de [4].

Integração por partes: dadas funções q ∈ H1(Ω) e u ∈ H(div; Ω), verifica-se que∫
Ω
(div u)q dΩ =

∫
∂Ω
qu · n ds−

∫
Ω

u · ∇q dΩ. (1.4)

1.2 Problema de Poisson e sua Formulação Variacional Primal
Seguindo a metodologia delineada em [3], sejam f ∈ L2(Ω) um termo de fonte,

κ(x) uma função escalar limitada e estritamente positiva, com

0 < κinf ≤ κ(x) ≤ κsup < ∞

e assuma uma dada partição da fronteira ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , em que ΓD ∩ ΓN = ∅. Por
simplicidade, assume-se que ΓD tem medida não nula, onde se impõe condição de Dirichlet
homogênea. Sobre ΓN considera-se uma condição de contorno de Neumann definida por
uma dada função θN : ΓN → R.

Sendo assim, consideramos o seguinte problema:

Problema P Encontrar uma função p : Ω → R tal que

−div (κ∇p) = f, em Ω, (1.5a)

p = 0, sobre ΓD, (1.5b)

κ∇p · n = θN , sobre ΓN . (1.5c)

Para descrever a formulação variacional primal deste problema de Poisson, tomamos
H1

0,ΓD
(Ω) como o espaço de funções em que a solução será procurada. Devido às propriedades

do operador de traço, este é um subespaço fechado de H1(Ω), logo, é de Hilbert. Agora,
multiplicando a equação (1.5a) dos dois lados por uma função teste q ∈ H1

0,ΓD
(Ω) e

integrando em Ω, obtém-se

−
∫

Ω
div(κ∇p) q dΩ =

∫
Ω
fq dΩ. (1.6)

Supondo que κ∇p ∈ H(div; Ω) e aplicando a fórmula (1.4), obtemos

−
∫

Ω
div(κ∇p)q dΩ = −

∫
∂Ω
q κ∇p · n ds+

∫
Ω
κ∇p · ∇q dΩ.

Como q ∈ H1
0,ΓD

(Ω) e κ∇p · n = θN em ΓN , o termo
∫
∂Ω
q κ∇p · n ds simplifica-se a∫

ΓN

θN q ds. Logo a equação (1.6) reduz-se a

∫
Ω
κ∇p · ∇q dΩ =

∫
Ω
fq dΩ +

∫
ΓN

θN q ds.



Capítulo 1. Fundamentos Matemáticos 18

Desta forma, definindo
U = H1

0,ΓD
(Ω), (1.7)

a(p, q) =
∫

Ω
κ∇p · ∇q dΩ, e (1.8)

L(q) =
∫

Ω
f q dΩ +

∫
ΓN

θNq ds, (1.9)

obtemos a formulação variacional primal associada ao Problema P:

Problema PV Encontrar p ∈ U tal que

a(p, q) = L(q), ∀ q ∈ U . (1.10)

Nota-se que a condição de Dirichlet é imposta essencialmente no espaço U , enquanto a
condição de Neumann é resolvida naturalmente no processo de chegar à forma variacional,
sendo assim chamada de condição de contorno natural [3].

A demonstração de que o Problema PV é bem posto é uma consequência do
teorema de Lax-Milgram (ver [10], Teorema 2.1).

Teorema 1.1 (Lax-Milgram). Sejam U um espaço de Hilbert e a : U × U → R uma forma
bilinear verificando as seguintes propriedades:

a) Continuidade: existe constante 0 < M < ∞ tal que

|a(p, q)| ≤ M∥p∥U ∥q∥U , ∀ p, q ∈ U .

b) Coercividade: existe constante α > 0 tal que

a(p, p) ≥ α∥p∥2
U , ∀ p ∈ U .

Se L : U → R é uma forma linear contínua, então o problema variacional

a(p, q) = L(q), ∀ q ∈ U

possui uma única solução, que depende continuamente dos dados (estabilidade). Ou seja,
∥p∥U ≤ 1

α
∥L∥U ′ , em que α é a constante da coercividade.

Para aplicar o teorema de Lax-Milgram ao Problema PV, temos que verificar
as suas hipóteses.

a) Continuidade de a(·, ·) e L(·). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

a(p, q) =
∫

Ω
κ∇p · ∇q dΩ

≤ κsup ∥∇p∥[L2(Ω)]2 ∥∇q∥[L2(Ω)]2

≤ κsup ∥p∥H1(Ω) ∥q∥H1(Ω)
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e

L(q) =
∫

Ω
fq dΩ +

∫
ΓN

θN qds

≤ ∥f∥L2(Ω) ∥q∥L2(Ω) + ∥θN∥L2(ΓN ) ∥γ0q∥L2(ΓN )

≤ ∥f∥L2(Ω) ∥q∥H1(Ω) + C ∥θN∥L2(ΓN ) ∥q∥H1(Ω) .

≤ (∥f∥L2(Ω) + C ∥θN∥L2(ΓN )) ∥q∥H1(Ω)

onde, na terceira linha, foi usado o teorema do traço indicado na Equação (1.2), com
C sendo a constante da desigualdade referida.

b) Coercividade de a(·, ·) em U . Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a
desigualdade de Poincaré (1.3), obtemos

a(p, p) =
∫

Ω
κ∇p · ∇p dΩ

≥ κinf∥∇p∥2
[L2(Ω)]2

= κinf

2 ∥∇p∥2
[L2(Ω)]2 + κinf

2 ∥∇p∥2
[L2(Ω)]2

≥ κinf CP

2 ∥p∥2
L2(Ω) + κinf

2 ∥∇p∥2
[L2(Ω)]2

≥ κinf

2 min{1, CP}∥p∥2
H1(Ω).

Tendo os resultados de a) e b), a existência, unicidade e estabilidade da solução p do
Problema PV ficam demonstradas como uma aplicação do Teorema de Lax-Milgram.

1.3 Método de Galerkin
Esta seção dedica-se à discretização do Problema PV usando o método de

Galerkin, que consiste em obter um subespaço Ũ ⊂ U de dimensão finita e resolver o
problema variacional restrito a tal subespaço. Seguimos o delineamento contido em [3].

Problema PVG Encontrar p̃ ∈ Ũ tal que

a(p̃, q) = L(q) ∀ q ∈ Ũ . (1.11)

A existência e unicidade de solução para o Problema PVG é imediata, uma vez que a
coercividade e continuidade da forma a(·, ·), assim como a continuidade da forma L(·) são
herdadas do espaço U .

Se p e p̃ são as únicas soluções dos Problemas PV e PVG, respectivamente,
então vale a ortogonalidade de Galerkin

a(p− p̃, q) = 0, ∀ q ∈ Ũ . (1.12)
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Ou seja, p̃ é a projeção ortogonal de p sobre Ũ com relação ao produto interno induzido
sobre U pela forma bilinear limitada e coerciva a(·, ·). É importante notar que essa forma
bilinear também define uma norma em U , dada por

∥p∥a =
√
a(p, p). (1.13)

De fato, devido à condição de Dirichlet sobre ΓD, a única função para a qual ∥p∥a = 0 é
p = 0. Essa norma é usualmente denominada norma da energia. A partir dos resultados
acima estabelecidos, vale o seguinte Lema ([10] - Lema 2.2.2):

Lema de Céa - Se p e p̃ satisfazem a ortogonalidade de Galerkin, então

∥p− p̃∥a = inf
q∈Ũ

∥p− q∥a.

Consequentemente,
∥p− p̃∥H1(Ω) ≤ M

α
inf
q∈Ũ

∥p− q∥H1(Ω), (1.14)

em que M e α são as constantes de continuidade e coercividade de a(·, ·), respectiva-
mente.

Sendo assim, a convergência do método de Galerkin depende do potencial de aproximação
do espaço Ũ escolhido e da regularidade de p.

1.4 Método dos Elementos Finitos
O método dos elementos finitos consiste em uma escolha estratégica de subes-

paços Ũ ⊂ U para o Problema PVG. Seja T = {K} uma partição de Ω por elementos
K, de forma que Ω = ∪K. Os subespaços de elementos finitos Ũ := Uh,k são indexados
pelo parâmetro de malha h = max

K∈T
diam(K) e pelo grau k dos polinômios usados em sua

construção. Precisamente,

Uh,k = {q ∈ U : q|K ∈ Pk(K)}, (1.15)

em que Pk(K) são espaços de funções locais com dimensão finita a serem definidos
posteriormente. Observa-se que, para Uh,k ser de fato um subespaço H1-conforme de U ,
devemos ter Pk(K) ⊂ H1(K) e o acoplamento desses subespaços locais deve ser contínuo
na interface entre os elementos K. Além disso, a condição de contorno de Dirichlet deve
ser imposta fortemente no sentido do traço: γ0(q)|ΓD

= 0, ∀q ∈ Uh,k.

Para construir uma família de elementos finitos Uh,k, pela definição de Ciarlet
[8], são necessárias as seguintes etapas:

1. A geometria do elemento: para cada K ∈ T , escolhemos um elemento de referência
K̂ e um mapeamento invertível FK : K̂ → K de tal forma que K = FK(K̂).
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2. Espaço polinomial P̂k de dimensão N̂k: O índice k está associado ao grau dos
polinômios em P̂k.

3. Graus de liberdade: são formas lineares {λ̂i}1≤i≤N̂k
linearmente independentes. Um

elemento finito é do tipo Lagrangiano se seus graus de liberdade forem valores
pontuais. Ou seja, dados pontos {âi}1≤i≤N̂k

em K̂, definem-se

λ̂i(q̂) = q̂(âi).

4. Base B̂k = {φ̂i, 1 ≤ i ≤ N̂k} para P̂k: podem ser definidas pelos graus de liberdade
λ̂i de tal forma que λ̂i(φ̂j) = δi,j. As funções φ̂i são conhecidas como funções de
forma.

5. Espaços de aproximação locais Pk(K): formados pelas funções q = q̂ ◦ F−1
K , para

cada q̂ ∈ P̂k.

6. Bases locais Bk(K) = {φi(K), 1 ≤ i ≤ N̂k} para Pk(K): definindo φi(K) = φ̂i ◦F−1
K ,

φ̂i ∈ B̂k.

7. Base global Bh,k = {Φj, 1 ≤ j ≤ Nh,k} para Uh,k: obtida pela montagem H1-conforme
das bases locais φi(K) e pela imposição da condição homogênea de Dirichlet.

Tendo em mãos o espaço de elementos finitos Uh,k e sua base Bk, podemos estabelecer
um algoritmo de resolução do Problema PVG associado. Para isso, expandimos a solução
aproximada em termos da base Bh,k:

p̃ := ph =
Nh,k∑
j=1

cjΦj ∈ Uh,k, (1.16)

e inserimos funções teste q = Φi ∈ Bh,k para obter as equações:

a

Nh,k∑
j=0

cjΦj,Φi

 = L(Φi).

Esse sistema linear é representado na forma matricial por

Ac = L, (1.17)

com matriz A = [Ai,j ] e vetor L = [Li], em que Ai,j = a(Φj,Φi) e Li = L(Φi). A solução
desse sistema linear nos proporciona os coeficientes c = (cj) que determinam a solução
aproximada pela sua expansão dada em (1.16) .
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Caso Unidimensional

Para simplificar a explicação e para uso nos próximos capítulos, seja um
domínio Ω = (0, L) ⊂ R, com ∂Ω = {0} ∪ {L}. Em Ω, determinamos uma partição
uniforme T = {Ke} em que Ke = (xe−1, xe) (e ∈ {1, 2, . . . ,M}), com hKe = h = L/M ,
sendo x0 = 0 e xM = L.

Seguindo a metodologia descrita acima, definimos o elemento de referência
K̂ = (0, 1), os mapeamentos FKe : K̂ → Ke, para cada Ke ∈ T , e consideramos P̂k = Pk
dado pelos polinômios de grau ≤ k, cuja dimensão é N̂k = k + 1.

Em termos práticos, podemos usar os graus de liberdade Lagrangianos λi(q̂) =
q(ξi), em que ξ1 = 0 < ξ2 < ... < ξk+1 = 1 é um conjunto de pontos escolhidos em K̂. Uma
ilustração das funções de forma associadas a esses graus de liberdade em K̂ encontra-se
na Figura 1 para diferentes famílias de polinômios Pk.

Figura 1 – Exemplos de funções de forma e os pontos associados aos graus de liberdade
para k = 1, k = 2 e k = 3.

Mais adiante, no Capítulo 2 utilizaremos espaços de elementos finitos como em
(1.15), definidos sobre domínios unidimensionais Ω = Λ̌ e resultantes dos procedimentos
detalhados nos passos de 5 a 7. Tais espaços serão denotados por Uh,k,Λ̌.

Caso Bidimensional

No caso bidimensional, um domínio Ω ⊂ R2 pode ser particionado em elementos
com diferentes geometrias. A seguir, descrevemos os elementos Lagrangianos mais comuns
e a construção dos espaços de elementos finitos associados, seguindo a mesma estrutura da
seção anterior.
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Figura 2 – Exemplos de um domínio Ω dividido em uma malha triangular (à esquerda) e
quadrilateral (à direita), ambos com max

K∈Th

diam(K) = h.

Elementos Triangulares

Seja T uma partição triangular do domínio Ω. Um exemplo dessa partição
está na Figura 2, à esquerda. Para essa partição, definimos um elemento triangular de
referência K̂, com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1), e a família de mapeamentos invertíveis
FK : K̂ → K. Definimos, também, o espaço de polinômios de grau total ≤ k em K̂, com
dimensão (k + 1)(k + 2)

2 :

P̂k := Pk =

q̂(ξ, η) =
∑
i+j≤k

αijξ
iηj : (ξ, η) ∈ K̂

 .
Os graus de liberdade Lagrangianos em Pk são definidos como os valores nodais

em pontos apropriadamente escolhidos em K̂. No caso k = 1, esses pontos são os vértices
do triângulo. Para k > 1, além dos vértices, é costumeiro escolher pontos com igual
espaçamento nas arestas e pontos baricêntricos no interior, como ilustrado na Figura 3

Figura 3 – Graus de liberdade do tipo Lagrangiano para espaços polinomiais P̂k = Pk.

Nos exemplos numéricos mostrados mais adiante para malhas triangulares, os
espaços de elementos finitos resultantes são denotados por Uh,k,△.

Um exemplo ilustrativo de funções de forma locais em P1(K) nos elementos de
uma malha triangular e seu acoplamento contínuo para formar uma base global do tipo
“chapéu” encontra-se na Figura 4.
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Figura 4 – Funções de forma locais em P1(K) sobre elementos triangulares (lado direito)
e seu acoplamento em Uh,1,△.

Elementos Quadrilaterais

O procedimento para elementos quadrilaterais é similar. Primeiro, definimos
a partição T do domínio em elementos quadrilaterais, como exemplificado na Figura 2,
à direita. Depois, definimos um elemento de referência K̂, que é o quadrado unitário
(0, 1) × (0, 1), e a família de mapeamentos FK : K̂ → K. Estabelecemos agora o espaço de
polinômios de grau ≤ k em cada variável em K̂:

P̂k := Qk,k =

q̂(ξ, η) =
k∑
i=0

k∑
j=0

αijξ
iηj

 ,
com dimensão N̂k = (k+1)2. Em geral, os graus de liberdade Lagrangianos são escolhidos em
grades de pontos uniformemente espaçados, conforme ilustrado na Figura 5. Nos exemplos

Figura 5 – Graus de liberdade do tipo Lagrangiano para espaços polinomiais P̂k = Qk,k.

numéricos mostrados mais adiante, os espaços de elementos finitos para quadriláteros são
denotados por Uh,k,□.

Estimativas de erro

Seja ph a solução aproximada dada pelo Problema PVG associado a um espaço
de elementos finitos Ũ = Uh,k. De acordo com o Lema de Céa, temos:

∥p− ph∥a = inf
q∈Uh,k

∥p− q∥a. (1.18)

Usualmente, para avaliar a estimativa ótima em (1.18), utiliza-se um operador interpolante
para obter uma cota superior dada em termos do erro nesta interpolação, o qual depende
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da geometria da malha e da regularidade de p. Em primeiro lugar, suponhamos que a
solução exata é suficientemente suave, p ∈ Hk+1(Ω), em que

Hk+1(Ω) = {q ∈ L2(Ω) : Dγp ∈ L2(Ω), 0 < |γ| ≤ k + 1}.

Nesta definição, γ = (γ1, γ2) é um multi-índice com componentes inteiras γi ≥ 0 e

Dγp = ∂|γ|p

∂xγ1
1 ∂xγ2

2
,

em que |γ| = γ1 + γ2. Quanto à regularidade da malha, a hipótese é que os elementos
tenham o fator hK/ρK uniformemente limitado, em que ρK é o diâmetro máximo das
bolas inscritas em K.

Sendo assim, é possível obter uma função interpolante pI ∈ Uh da solução exata,
tal que:

∥p− pI∥H1(Ω) ≲ hk∥p∥Hk+1(Ω), (1.19)

Essa estimativa decorre de resultados clássicos de interpolação em elementos finitos
[5, 10]. Portanto, dadas as condições de regularidade mencionadas acima e substituindo a
desigualdade (1.19) na equação (1.18), obtém-se a estimativa de erro

∥p− ph∥a ≲ hk∥p∥Hk+1(Ω). (1.20)

Usando a coercividade da forma bilinear a(·, ·), concluímos que

∥p− ph∥H1(Ω) ≲ hk∥p∥Hk+1(Ω). (1.21)

Para obter a estimativa do erro na norma L2(Ω), emprega-se o argumento de Aubin-
Nitsche, válido em regiões Ω suaves ou convexas. O primeiro ingrediente é um problema
dual auxiliar, em que r ∈ U é tal que

a(r, q) = (p− ph, q)L2(Ω), ∀ q ∈ U .

Desta forma, a solução r ∈ H2(Ω) e vale a propriedade de estabilidade ∥r∥H2(Ω) ≲

∥p− ph∥L2(Ω) . Denotando por rI,1 o interpolante de r para k = 1, temos ainda o resultado
∥r−rI,1∥H1(Ω) ≲ h∥r∥H2(Ω), obtido diretamente da aplicação de (1.19) ao problema auxiliar.
Sendo assim,

∥p− ph∥2
L2(Ω) = (p− ph, p− ph)L2(Ω)

= a(r, p− ph) (Definição do problema dual)

= a(r − rI,1, p− ph) (Ortogonalidade de Galerkin)

≲ ∥r − rI,1∥H1(Ω) ∥p− ph∥H1(Ω) (Continuidade de a(·, ·))

≲ h ∥r∥H2(Ω) ∥p− ph∥H1(Ω) (Erro de interpolação de rI,1)

≲ h ∥p− ph∥L2(Ω) ∥p− ph∥H1(Ω) . (Estabilidade do problema dual)
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Dividindo ambos os lados desta desigualdade por ∥p− ph∥L2(Ω), obtemos a
estimativa do erro na norma L2, cuja ordem é uma unidade acima do erro medido na
norma H1:

∥p− ph∥L2(Ω) ≲ h ∥p− ph∥H1(Ω) . (1.22)

Verificação Numérica de Convergência

De modo a verificar a ordem de convergência estimada anteriormente, tomemos
um exemplo simples, com solução analítica conhecida, do problema de Poisson. Seja
Ω = [0, 1] × [0, 1], ∂Ω sua fronteira, κ(x) = 1 e f(x) = 2π2sen(πx1)sen(πx2). O problema
modelo consiste em encontrar p : Ω → R tal que

−∆p(x) = 2π2sen(πx1)sen(πx2), em Ω, (1.23a)

p(x) = 0, sobre ∂Ω. (1.23b)

Esse problema tem solução exata p(x) = sen(πx1)sen(πx2), e podemos compará-
la na norma L2(Ω) e na norma H1(Ω) com a solução aproximada do Problema PVG
associado usando os subespaços de elementos finitos descritos nesta seção.

Para tal, foi feito um código em Python que implementa aproximações para
diversos tamanhos de malha h, e graus polinomiais k = 1 e k = 2, tanto para elementos
triangulares quanto para elementos quadrilaterais. O erro foi calculado para cada tamanho
de malha tanto na norma L2(Ω) quanto na norma H1(Ω).

Os resultados de erros versus h estão representados graficamente na Figura
6. Verificamos taxas consistentes com as estimativas esperadas, em ambas as famílias de
elementos utilizadas. Ou seja, medindo o erro na norma H1(Ω), obtém-se aproximação
de primeira ordem para polinômios de grau k = 1 e quadrática para polinômios de grau
k = 2. Já o erro medido na norma L2(Ω) mostra ordem de aproximação quadrática para
polinômios de grau k = 1 e cúbica para polinômios de grau k = 2, uma unidade acima dos
erros na norma H1, como previsto na teoria.
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(a) Quadriláteros, k = 1 e 2, norma L2(Ω). (b) Quadriláteros, k = 1 e 2, norma H1(Ω).

(c) Triângulos, k = 1 e 2, norma L2(Ω). (d) Triângulos, k = 1 e 2, norma H1(Ω).

Figura 6 – Histórico de convergência da solução de elementos finitos do problema modelo
(1.23) em malhas quadrilaterais e triangulares uniformes, para diferentes valores
de h, com erros medidos nas normas de L2(Ω) e de H1(Ω).
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2 Cálculo em Curvas Planas

Este capítulo trata de conceitos básicos sobre operadores diferenciais e espaços
funcionais definidos em curvas imersas em R2, adaptados de [26, 6]. Estes conceitos são
a base para a construção dos mesmos tipos de espaços em domínios de grafos, tema do
Capítulo 3.

Seja Λ uma curva simples (sem laços), unindo seus pontos de fronteira V =
{a, b}, de forma que seja possível definir um difeomorfismo FΛ : Λ̌ → Λ, em que Λ̌ é
o intervalo de parametrização. Optamos, de modo a simplificar os cálculos, por uma
parametrização por comprimento de arco tal como feito em [11], introduzindo o parâmetro
ξ ∈ Λ̌ = (0, L), em que L é o comprimento da curva. Desta forma, um ponto x ∈ Λ e seu
respectivo parâmetro ξ ∈ Λ̌ estão relacionados por:

x = FΛ(ξ) e ξ = F −1
Λ (x).

A matriz Jacobiana desta transformação é dada por JFΛ(ξ) = ∇ξFΛ(ξ). Ou seja, se
FΛ = [F1(ξ), F2(ξ)], então

JFΛ(ξ) =


∂F1

∂ξ

∂F2

∂ξ

 (ξ).

O espaço tangente Tx(Λ) da curva Λ é definido em cada ponto x = FΛ(ξ) ∈ Λ pelo espaço
gerado pelo vetor Jacobiano. Ou seja,

Tx(Λ) = {λJFΛ(ξ(x)), λ ∈ R}.

A função escalar
GFΛ(ξ) = JT

FΛ
(ξ)JFΛ(ξ)

é denominada primeira forma fundamental da curva (métrica), que, neste caso unidimensi-
onal, resulta ser uma função escalar positiva. Finalmente, temos a função

gFΛ =
√
GFΛ ,

que define o pseudo-determinante do Jacobiano.

Ao trabalhar com uma parametrização por comprimento de arco, o Jacobiano
é um vetor unitário, e a primeira forma fundamental se reduz a GFΛ(ξ) = 1, ∀ ξ ∈ Λ̌, [11].
Um exemplo demonstrativo desta propriedade será trabalhado em mais detalhes ao fim
deste capítulo.
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2.1 Espaços de Hilbert em Curvas Planas
Consideramos funções definidas na curva Λ através de mapeamentos definidos

sobre funções com domínio no intervalo de parametrização Λ̌ [6]. Supomos que tais funções
possuem regularidade suficiente para que as operações aplicadas sobre elas sejam bem
definidas, de forma a serem transmitidas para as correspondentes funções mapeadas sobre
Λ.

Funções escalares ϕ : Λ → R podem ser definidas a partir de funções ϕ̌ : Λ̌ → R
através da transformação

ϕ = FΛ ϕ̌ := ϕ̌ ◦ F −1
Λ , (2.1)

conforme a ilustração da Figura 7. De forma similar, definimos o mapeamento θ = FΛ θ̌

de funções vetoriais θ̌ =

θ̌1

θ̌2

, ou seja,

θ = FΛ θ̌ :=

FΛθ̌1

FΛθ̌2

 . (2.2)

Figura 7 – Ilustração do mapeamento FΛ.

Essa mudança de coordenadas nos permite considerar a integral de ϕ = FΛϕ̌

sobre Λ da seguinte maneira:∫
Λ
ϕ(x) dΛ =

∫
Λ̌
ϕ̌(ξ) gFΛ(ξ) dξ. (2.3)

Dessa forma, podemos considerar o produto interno

(ϕ, ψ)Λ =
∫

Λ
ϕψ dΛ,
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gerando a norma
||ϕ||L2(Λ) =

√
(ϕ, ϕ)Λ,

que conduz ao espaço

L2(Λ) =
{
ϕ : Λ → R : ||ϕ||L2(Λ) < ∞

}
. (2.4)

Cabe também introduzir o gradiente de funções escalares ϕ = FΛ ϕ̌, nos pontos
x = FΛ(ξ) ∈ Λ, com imagem no espaço tangente Tx(Λ), pela seguinte expressão

∇Λϕ = FΛ

 1
GFΛ

dϕ̌
dξ JFΛ

 . (2.5)

Observando que [∇Λϕ]T ∇Λϕ = FΛ

dϕ̌
dξ

2

, conclui-se que

∇Λϕ ∈ [L2(Λ)]2, desde que dϕ̌
dξ ∈ L2(Λ̌).

Esse fato implica que FΛ é um isomorfismo entre H1(Λ̌) e o espaço

H1(Λ) = {ϕ ∈ L2(Λ) : ∇Λϕ ∈ [L2(Λ)]2}, (2.6)

munido da norma
∥ϕ∥H1(Λ) =

√
∥ϕ∥2

L2(Λ) + ∥∇Λϕ∥2
[L2(Λ)]2 .

Consequentemente, como ocorre no caso de H1(Λ̌), funções de H1(Λ) são contínuas em Λ.

Sendo assim, está bem definido o traço de funções ϕ ∈ H1(Λ) sobre a fronteira
V , dado pelos valores pontuais ϕ(a) e ϕ(b). Então, introduzimos a integral∫

V
ϕ dV := ϕ(a) + ϕ(b), (2.7)

e a norma
||ϕ||ℓ2(V) :=

√
ϕ(a)2 + ϕ(b)2. (2.8)

Um outro tipo de mapeamento, usualmente chamado de transformada contravariante de
Piola [6], é adequado para definir funções vetoriais sobre curvas. Ou seja, associada a uma
função escalar θ̌ : Λ̌ → R, define-se a função vetorial

θ = Fdiv
Λ θ̌ := FΛ

 θ̌

gFΛ

JFΛ

 . (2.9)

Observa-se que a imagem de θ está incluída no espaço tangente Tx(Λ), tendo como
divergente a função escalar

divΛθ = FΛ

 1
gFΛ

d θ̌

dξ

 . (2.10)
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Para esse tipo de campos vetoriais é possível definir o traço θ · n|V , em que n é
o campo de vetores unitários axiais externos nos pontos de V . Ou seja, tem-se n = nΛ,a e
n = nΛ,b. Quanto à natureza do vetor axial n, no caso de curvas planas, o Jacobiano JFΛ

é um vetor tangencial, e gΛ corresponde à sua norma. Assim, a extensão do vetor 1
gΛ

JFΛ

para os pontos extremos de Λ coincide, a menos de uma possível inversão de sentido, com
o vetor n. Essa relação é ilustrada na Figura 8, onde se observa que, no ponto inicial a,
nΛ,a = − 1

gΛ
JFΛ , enquanto no ponto final b, nΛ,b = 1

gΛ
JFΛ .

Figura 8 – Ilustração do campo de vetores unitários axiais externos nos pontos a e b,
assim como sua relação com o vetor tangente unitário 1

gΛ
JFΛ nesses pontos.

Com esta estrutura, definindo∫
V

θ · n dV = θ · nΛ,a + θ · nΛ,b, (2.11)

verifica-se o Teorema da Divergência em curvas Λ.

Teorema 2.1 (Teorema da Divergência). Se θ = Fdiv
Λ θ̌ e n é campo de vetores unitários

axiais externos nos pontos de V, então∫
Λ

divΛθ dΛ =
∫

V
θ · n dV . (2.12)

Além disso, se θ = Fdiv
Λ θ̌ e ϕ = FΛ ϕ̌, as seguintes identidades são obtidas

a partir de adaptações de fórmulas equivalentes válidas em espaços Cartesianos ou em
variedades de dimensões superiores [4, 6]:∫

Λ
θ · ∇Λϕ dΛ =

∫
Λ̌
θ̌
dϕ̌

dξ
dΛ̌, (2.13a)

∫
Λ
ϕ divΛ θ dΛ =

∫
Λ̌
ϕ̌
dθ̌

dξ
dΛ̌, (2.13b)

⟨θ · n, ϕ⟩V = ⟨θ̌, ϕ̌⟩V̌ . (2.13c)
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O termo do lado esquerdo da última equação (2.13c) é dado por

⟨θ · n, ϕ⟩V :=
∫

V
θ · nϕ dV = θ · nΛ,b ϕ(b) + θ · nΛ,a ϕ(a),

representando o produto de dualidade entre os traços θ · n|V de funções

θ ∈ H(div; Λ) := Fdiv
Λ

(
H(div; Λ̌)

)
e os traços ϕ|V de funções ϕ ∈ H1(Λ). De forma análoga, o termo do lado direito de
(2.13c),

⟨θ̌, ϕ̌⟩V̌ := θ̌(L) ϕ̌(L) − θ̌(0) ϕ̌(0),

também pode ser interpretado como um produto de dualidade do mesmo estilo.

As identidades em (2.13) implicam que o mapeamento contravariante de Piola
Fdiv

Λ define um isomorfismo entre o espaço H(div; Λ̌) ≡ H1(Λ̌) e o espaço H(div; Λ) :=
Fdiv

Λ

(
H(div; Λ̌)

)
≡ Fdiv

Λ

(
H1(Λ̌)

)
. Sendo assim, segue que H(div; Λ) é um espaço de Hil-

bert, de forma análoga ao que ocorre com seu correspondente H(div; Λ̌) no intervalo de
parametrização. Além disso, a seguinte regra de integração por partes é satisfeita:

Integração por partes - Para θ ∈ H(div; Λ) e ϕ ∈ H1(Λ) vale o seguinte resultado∫
Λ
ϕ divΛθ dΛ =

∫
V

θ · nϕ dV −
∫

Λ
θ · ∇Λϕ dΛ. (2.14)

2.2 Curvas Afins
Seja Λ ⊂ R2 um segmento de reta conectando um ponto a = (a1, a2) até

um ponto b = (b1, b2). Estabelecemos o parâmetro ξ no intervalo Λ̌ = (0, L), com
L =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 = ∥b − a∥. Então

FΛ(ξ) =

a1 + ξ

L
(b1 − a1)

a2 + ξ

L
(b2 − a2)


é um mapeamento afim cuja inversa é F −1

Λ (x) = ∥x−a∥. Além disso, sua matriz Jacobiana

JFΛ = 1
L

b1 − a1

b2 − a2

 é constante, e pela natureza da parametrização, é unitária, ∥JFΛ∥ = 1.

Logo, também temos que gΛ = 1.

Sendo assim, para ϕ = FΛ ϕ̌ e θ = Fdiv
Λ θ̌, valem as expressões∫

Λ
ϕ dΛ =

∫ L

0
ϕ̌(ξ)dξ, (2.15)

∇Λϕ = JFΛ FΛ

dϕ̌
dξ

 , (2.16)
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divΛ θ = FΛ

dθ̌
dξ

 . (2.17)

Note também que, para este exemplo de curva afim, Fdiv
Λ (θ̌) = JFΛ FΛ

(
θ̌
)
.

Portanto, temos equivalência entre os espaços

H(div; Λ) = Fdiv
Λ

(
H(div; Λ̌)

)
≡ Fdiv

Λ

(
H1(Λ̌)

)
e H1(Λ) = FΛ

(
H1(Λ̌)

)
.

Espaços de Elementos Finitos em Λ

Os espaços de elementos finitos para esse tipo de domínio Λ podem ser defi-
nidos a partir do que foi realizado na Seção 1.4. De fato, como Λ = FΛ Λ̌, a estrutura
unidimensional definida em Λ̌ pode ser mapeada para Λ ⊂ R2 através da transformação
FΛ. Especificamente, defina sobre Λ̌ uma partição uniforme Ť = {K}, cada elemento K
com comprimento h. Sejam os espaços de elementos finitos Uh,k,Λ̌ ⊂ H1(Λ̌) de funções
definidas por partes sobre Ť por polinômios de grau k. A partir desse arcabouço, definimos
o espaço de elementos finitos Uh,k,Λ em Λ simplesmente pelo mapeamento das funções do
domínio original por meio de FΛ, ou seja

Uh,k,Λ = FΛ Uh,k,Λ̌. (2.18)

Uma base Bh,k,Λ = {Ψj(Λ), 1 ≤ j ≤ Nh,k,Λ̌} para Uh,k,Λ pode ser obtida pelo mapeamento
Ψj = FΛ Ψj(Λ̌) de funções de forma de uma base Bh,k,Λ̌ = {Ψj(Λ̌), 1 ≤ j ≤ Nh,k,Λ̌}
para Uh,k,Λ̌, conforme a construção descrita na Seção 1.4 para o domínio unidimensional
Λ̌ = (0, L) ⊂ R.
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3 Cálculo em Grafos

Dando continuidade aos estudos do capítulo anterior sobre os conceitos de
cálculo em curvas planas, o foco agora é sobre conceitos semelhantes para funções definidas
em grafos, provenientes das referências [12, 15].

Denota-se por G = (V,E) um grafo com vértices V = {v1, ..., vm} e arestas
E = {e1, ...en}. Assumimos que cada aresta ei está associada a um segmento de reta
Λi imerso em R2 por meio de um mapeamento afim, unindo dois vértices ai, bi ∈ V e
parametrizada por ξ ∈ Λ̌i = (0, Li) ⊂ R, conforme definido na seção anterior. Ou seja,
existem correspondentes difeomorfismos FΛi

: Λ̌i → Λi e espaços tangentes T (Λi). O vértice
ai é classificado como vértice de entrada, e o vértice bi é classificado como o vértice de
saída, conduzindo a uma orientação em Λi.

Sendo assim, denotamos por G a realização geométrica do grafo G [12], carac-
terizada da seguinte forma:

G = E ∪ V =
(

n⋃
i=1

Λi

)
∪

 m⋃
j=1

vj

 . (3.1)

Uma ilustração dessa realização geométrica é mostrada na Figura 9.

Figura 9 – Exemplo de uma realização geométrica de um grafo: G = (E ,V), com 8 vértices
e 7 arestas.

Para cada vértice vj, definimos Ein(vj) como o conjunto das arestas Λi que
tenham vj = bi como vértice de saída, e Eout(vj) como o conjunto das arestas Λi que
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tenham vj = ai como vértice de entrada na orientação adotada. Por fim, denotamos por

∂V ⊂ V (3.2)

o conjunto dos vértices que só estão conectados com uma única aresta, ou seja, dos vértices
externos da rede. Por outro lado, seja

I = V \ ∂V (3.3)

o conjunto dos vértices internos da rede. Por exemplo, no grafo ilustrado na Figura 9,
supondo que as arestas estejam orientadas de baixo para cima, temos: Ein(v2) = {Λ1},
Eout(v2) = {Λ2,Λ3}, I = {v2, v3, v4} e ∂V = {v1, v5, v6, v7, v8}.

3.1 Funções e Alguns Operadores Diferenciais em Grafos
Conforme a caracterização geométrica (3.1), uma função ϕ : G → R possui

duas componentes, ϕe = ϕ|E e ϕv = ϕ|V . As funções ϕe : E → R são definidas por partes
sobre E , de tal forma que ϕe,i = ϕe|Λi

= FΛi
ϕ̌i, conforme definido em (2.1). Já as funções

ϕv : V → R são definidas sobre os vértices de V .

Definimos o espaço de funções contínuas C0(G) como sendo funções com
componentes ϕe,i contínuas em cada aresta Λi, e cujos valores em cada um de seus vértices
internos coincidem com aqueles obtidos pelas extensões de ϕe,j em todas as arestas Λj

conectadas a esses vértices. As definições são extraídas de [12, 15].

• Para funções ϕ definidas em G, com componentes ϕe,i = FΛi
ϕ̌i suficientemente

regulares em Λi, o gradiente ∇Gϕ é definido por partes sobre E ,

∇Gϕ|Λi
= ∇Λi

ϕe,i = JFΛi
FΛi

 dϕ̌i
dξ

 ∈ T (Λi), (3.4)

exatamente como na equação (2.16).

• Sejam funções vetoriais θ definidas por partes sobre E pela transformada de Piola em
cada aresta. Ou seja, θi := θ|Λi

= Fdiv θ̌i nas arestas Λi ⊂ E . Sendo assim, define-se o
operador de divergência divG θ, dando origem a funções escalares definidas em todo
o domínio geométrico G. Precisamente, recordando a fórmula (2.17), seja

divG θ =


divΛi

θi = FΛi

dθ̌i
dξ

 , em Λi ⊂ E

[[θ]]j , em vj ∈ V
, (3.5)

sendo [[θ]]j o salto generalizado de θ no vértice vj, definido por:

[[θ]]j =
∑

Λi∈Ein(vj)
θ̌i ◦ F−1

Λi
(vj) −

∑
Λi∈Eout(vj)

θ̌i ◦ F−1
Λi

(vj).
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3.2 Espaços Funcionais em Grafos
Seguimos, nesta Seção, o caminho traçado em [15]. No espaço métrico composto

E existe a medida usual d E , definindo integrais∫
E
ϕ dE =

n∑
i=1

∫
Λi

ϕ dΛi, (3.6)

em que as integrais no somatório são realizadas conforme (2.3). Dessa forma, o produto
interno padrão para funções definidas em E é definido por

(ϕ, ψ)E =
n∑
i=1

∫
Λi

ϕiψi dΛi,

gerando a norma

||ϕ||L2(E) =
√√√√ n∑
i=1

∫
Λi

ϕ2
i dΛi,

que conduz ao espaço L2(E) padrão

L2(E) =
{
ϕ : E → R : ||ϕ||L2(E) < ∞

}
. (3.7)

Sendo assim, L2(E) ∼ L2(Λ1) × · · · × L2(Λn) é um espaço de Hilbert, por ser representado
como um produto cartesiano de espaços de Hilbert.

Em grafos, há outra forma de medida dG, que é possível de se empregar em
todo o G, levando em conta a diferença dimensional entre vértices e arestas. Precisamente,
para ϕ : G → R, com componentes ϕe e ϕv, define-se∫

G
ϕ dG :=

∫
E
ϕe dE +

∫
V
ϕv dV , (3.8)

em que
∫

V
ϕv dV =

m∑
j=1

ϕv(vj). Essa fórmula dá origem a um novo produto interno

(ϕ, ψ)G =
∫

G
ϕψ dG = (ϕe, ψe)E + (ϕv, ψv)V , (3.9)

em que
(ϕv, ψv)V :=

∫
V
ϕv ψv dV ,

e a uma nova norma
||ϕ||L2(G) =

√
(ϕ, ϕ)G, (3.10)

conduzindo a um novo espaço

L2(G) =
{
ϕ : G → R : ||ϕ||L2(G) < ∞

}
. (3.11)

Da representação L2(G) ∼ L2(E) × ℓ2(V), concluímos que L2(G) é um espaço de Hilbert,
da mesma forma que suas componentes o são. Note que C0(G) ⊂ L2(G).

Com base nesses conceitos, definem-se a seguir os espaços H1(E), H1(G) e
H(div; G).
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• Como em [1], introduzimos o espaço

H1(E) =
{
ϕ ∈ L2(E) : ∇Gϕ ∈ L2(E)

}
(3.12)

munido da norma
∥ϕ∥H1(E) =

√
∥ϕ∥2

L2(E) + ∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2 ,

em que o gradiente está definido em (3.4). Este é também um espaço de Hilbert,
podendo ser representado como um produto cartesiano de espaços de Hilbert H1(E) ∼
H1(Λ1) × · · · × H1(Λn). Ademais, a desigualdade do traço em (1.2), válida para
espaços H1(Ω) em domínios cartesianos, pode ser estendida para o contexto de grafos,
como no seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Teorema do Traço em Grafos). Se ϕ ∈ H1(E) e ϕi = ϕ|Λi
, então∑

Λi∈E

[
ϕi(ai)2 + ϕi(bi)2

]
≲ ∥ϕ∥2

H1(E). (3.13)

Demonstração. Sendo ϕi = ϕ̌i ◦ F −1
Λi

, em que ϕ̌i ∈ H1([0, Li]), pelo teorema do traço
em H1([0, Li]) temos que

ϕi(ai)2 + ϕi(bi)2 = ϕ̌i(0)2 + ϕ̌i(Li)2 ≤ Ci∥ϕ̌i∥2
H1([0,Li]).

Ao tomar C = maxCi, concluímos que∑
Λi∈E

[
ϕi(ai)2 + ϕi(bi)2

]
≤ C

∑
Λi∈E

∥ϕ̌i∥H1([0,Li])

= C

∑
Λi∈E

∥ϕ̌i∥2
L2([0,Li]) +

∑
Λi∈E

∥∥∥∥∥∥dϕ̌i
dξ

∥∥∥∥∥∥
2

L2([0,Li])


= C

∑
Λi∈E

∥ϕi∥2
L2(Λi) +

∑
Λi∈E

∥∇Λi
ϕi∥2

[L2(Λi)]2


= C

[
∥ϕ∥2

L2(E) + ∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2

]
= C ∥ϕ∥2

H1(E) .

A passagem da segunda para a terceira linha é justificada pelas equações (2.15) e
(2.16).

De fato, em primeiro lugar temos

∥ϕi∥2
L2(Λi) =

∫
Λi

ϕ2
idΛi =

∫ Li

0
ϕ̌i

2dξ =
∥∥∥ϕ̌i∥∥∥2

L2(Λ̌i)
.

Para o termo do gradiente, vale ∇Λi
ϕi = JFΛi

dϕ̌i
dξ ◦ F −1

Λi
(x). Portanto

[∇Λi
ϕi]T∇Λi

ϕi = JT
FΛi

JFΛi

dϕ̌i
dξ

2

◦ FΛi
−1(x).
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Mas como JFΛi
é um vetor constante unitário, concluímos que

∥∇Λi
ϕi∥2

[L2(Λi)]2 = FΛi

dϕ̌i
dξ

2

.

Logo, usando novamente a equação (2.15), concluímos o resultado desejado

∥∇Λi
ϕi∥2

[L2(Λi)]2 =
∫

Λi

∥∇Λi
ϕi∥2dΛi =

∫ Li

0

∣∣∣∣∣∣dϕ̌idξ

∣∣∣∣∣∣
2

dξ =

∥∥∥∥∥∥dϕ̌idξ
∥∥∥∥∥∥

2

L2(Λ̌i)

.

• Em nossos estudos também utilizamos o espaço

H1(G) = H1(E) ∩ C0(G) (3.14)

com a norma ||ϕ||H1(E) herdada de H1(E).

Proposição 3.2. O espaço H1(G) é um subespaço completo, portanto, de Hilbert.

Demonstração. Consideramos uma sequência {ϕk} de Cauchy em H1(G) ⊂ H1(E).
Como H1(E) é completo, existe subsequência {ϕkm} convergente (na norma de H1(E))
para uma função ϕ ∈ H1(E). Ou seja, sendo ψkm = ϕ− ϕkm , então ∥ψkm∥2

H1(E) → 0.
Precisamos mostrar que ϕ ∈ C0(G). Pelo Teorema 3.1 aplicado a ψkm , segue que∑

Λi∈E

[
ψkm,i(ai)2 + ψkm,i(bi)2

]
≲ ∥ψkm∥2

H1(E) → 0.

Sendo assim, temos que ψkm,i(ai) → 0 e ψkm,i(bi) → 0. Sem perda de generalidade,
suponhamos que v é um vértice interno, sendo de saída de uma aresta Λi e de entrada
de outra aresta Λj . Ou seja, v = FΛi

(Li) = bi e v = FΛj
(0) = aj . Por continuidade de

ϕkm , temos ψkm,i(v) = ϕkm,i(bi)−ϕi(bi). Analogamente, ψkm,j(v) = ϕkm,j(aj)−ϕj(aj).
Consequentemente,

ϕj(aj) − ϕi(bi) = ψkm,j(v) − ψkm,i(v) → 0,

implicando que ϕ é contínua nos vértices internos v = bi = aj. Como ϕi é contínua
em todas as arestas Λi e em todos os vértices internos de G, concluímos que ϕ ∈
H1(G) = H1(E) ∩ C0(G), o que significa que H1(G) é completo.

Convém considerar para as funções ϕ ∈ H1(G) o conceito de derivada direcional
DΛϕ, conforme a seguinte definição:

DΛϕ|Λi
:= ∇Λi

ϕe,i · JFΛi
= FΛi

dϕ̌i
dξ

 . (3.15)

Ressaltamos que a derivada direcional é, em módulo, equivalente à forma ∇Gϕ · n

usada anteriormente - o vetor n é exatamente JFΛ neste caso, a menos de uma
possível inversão de sentido.
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• Usando o operador de divergente definido em (3.5), introduzimos o espaço

H(div; G) = {θ ∈ [L2(E)]2 : divG θ ∈ L2(G)}. (3.16)

Notamos que as funções em H(div; G) podem ser descontínuas nos vértices do grafo,
diferentemente das funções em H1(E), que são contínuas, por definição. Na Figura
10 ilustramos exemplos de uma função ϕ ∈ H1(G) e o módulo de uma função
θ ∈ H(div; G).

Figura 10 – Exemplos de uma função ϕ ∈ H1(G) (à esquerda) e ∥θ∥, com θ ∈ H(div; G)
(à direita).

Finalizamos este capítulo enunciando dois resultados fundamentais para o
estudo à continuação de problemas de Poisson em grafos.

• Integração por partes em grafos [12, Proposição 2.20]:

Proposição 3.3 (Integração por Partes). Para ϕ ∈ H1(G) e θ ∈ H(div; G), vale a
fórmula: ∫

G\∂V
(divGθ)ϕ d G =

∫
∂V

θ · nϕ d V −
∫

E
θ · (∇Gϕ) d E . (3.17)

em que θ · n(v) = θi · nΛi,v.

• Desigualdade de Poincaré em grafos: seja ΠD ⊂ ∂V , ΠD ̸= ∅ e defina

U = H1
0,ΠD

(G) := {ψ ∈ H1(G); ψ|ΠD
= 0}. (3.18)

Por uma lógica análoga à utilizada na demonstração da Proposição 3.2, verifica-se
que o espaço U é completo, portanto, de Hilbert.

A questão é provar a existência de uma constante CP > 0, que depende apenas de G,
tal que

CP∥ϕ∥2
L2(E) ≤ ∥∇Gϕ∥2

[L2(E)]2 , ∀ϕ ∈ U . (3.19)

A demonstração dessa desigualdade em domínios de grafos está além do escopo
desta dissertação. No entanto, acreditamos que um possível caminho a seguir seria
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acompanhando os passos do Lema 2.3 em [10], em que o problema é tratado para
espaços H1

0,ΓD
(Ω) em domínios cartesianos Ω genéricos. Vale também lembrar que

resultados sobre o chamado quociente de Rayleigh

∥ϕ∥2
L2(E)

∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2

= C−1
P

são mostrados em [12, Sec. 5], para funções definidas em grafos, pela transferência
de resultados clássicos equivalentes válidos em domínios cartesianos.
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4 Problema de Poisson em Grafos

Finalmente, utilizamos os resultados obtidos nas seções anteriores para definir
o problema de Poisson, sua formulação variacional primal e sua aproximação pelo Método
de Elementos Finitos em domínios de grafos, um dos principais objetivos do presente
estudo.

4.1 Formulação Primal de Poisson em Grafos
Para definir o problema no domínio geométrico de um grafo G = (E ,V),

primeiramente estipulamos os seguintes dados:

• Termo de fonte f ∈ L2(G) tal que

f(v) = 0 ∀ v ∈ I,

em que I é o conjunto dos vértices internos, como definido em (3.3).

• Uma função limitada e estritamente positiva κ : G → R. Quando o problema é associ-
ado a um contexto físico de hidrodinâmica, a função κ corresponde à permeabilidade
do meio.

• Condições de contorno: considere uma partição ∂V = ΠD ∪ ΠN , com ΠN ∩ ΠD = ∅,
dos vértices de fronteira do grafo (ou seja, dos vértices que estão conectados com
apenas uma aresta). Por simplicidade, supomos que ΠD ̸= ∅, onde uma condição
homogênea de Dirichlet é imposta. A condição de contorno sobre ΠN é imposta por
κ∇Gϕ · n = θN , em que θN : ΠN → R é uma função dada e n é o campo unitário
axial sobre os pontos de ΠN , como descrito no Capítulo 2.

Portanto, o problema de Poisson a ser considerado sobre o grafo G se expressa
da seguinte forma:

Problema PG Encontrar uma função ϕ : G → R tal que:

−divG(κ∇Gϕ) = f, em G, (4.1a)

ϕ = 0, sobre ΠD, (4.1b)

κ∇Gϕ · n = θN , sobre ΠN . (4.1c)

A formulação variacional do Problema PG é obtida de forma análoga à dos casos de
domínios cartesianos em R2, como mencionado no Capítulo 1. Para tal procedimento,
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tomamos o espaço de Hilbert U = H1
0,ΠD

(G) ⊂ H1(G), conforme definição em (3.18), onde
se espera encontrar uma solução do Problema PG.

Multiplicando ambos os lados de (4.1a) por uma função teste ψ ∈ U , integrando
sobre G \ ∂V como em (3.8), usando a fórmula de integração por partes da Proposição 3.3
obtemos:∫

G\∂V
−divG(κ∇Gϕ)ψ dG =

∫
E
κ∇Gϕ · ∇Gψ dE −

∫
∂V
κ∇Gϕ · nψ dV =

∫
G\∂V

ψ f dG,

o que nos leva a∫
E
κ∇Gϕ · ∇Gψ dE =

∫
G\∂V

ψ f dG +
∑

v∈∂V
κ∇Gϕ(v) · nψ(v). (4.2)

Usando a condição de Dirichlet nula sobre ΠD e a condição de contorno sobre ΠN , o
segundo termo do lado direito desta equação reduz-se a

∑
v∈∂V

κ∇Gϕ(v) · nψ(v) =
∑

v∈ΠN

θN(v)ψ(v) =
∫

ΠN

θN ψ dV . (4.3)

Já o primeiro termo do lado direito de (4.2), resultante da integral do termo de fonte, pode
ser escrito como ∫

G\∂V
ψ f dG =

∫
E
ψ f dE +

∑
vj∈I

f(vj)ψ(vj).

Utilizando a hipótese de que f |I = 0, temos∫
G\∂V

ψ f dG =
∫

E
ψ f dE . (4.4)

Finalmente, aplicando (4.3) em (4.2) e utilizando (4.4), temos a relação∫
E
κ∇Gϕ · ∇Gψ dE =

∫
E
ψf dE +

∫
ΠN

θN ψ dV .

Portanto, definindo

A(ϕ, ψ) =
∫

E
κ∇Gϕ · ∇Gψ dE , e L(ψ) =

∫
E
ψf dE +

∫
ΠN

θN ψ dV ,

obtemos a formulação variacional primal do Problema PG.

Problema PVG Encontrar ϕ ∈ U satisfazendo

A(ϕ, ψ) = L(ψ), ∀ψ ∈ U . (4.5)

Para aplicar a teoria de Lax-Milgram do Teorema 1.1 ao Problema PVG,
devemos mostrar que a forma A(·, ·) é contínua e coerciva em U e que L(·) é contínua
em U . Procedendo como no caso do Problema PV em domínios cartesianos discutido no
Capítulo 1, esses resultados podem ser obtidos pelo seguinte roteiro:
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a) Continuidade de A(·, ·) e L(·). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

|A(ϕ, ψ)| =
∣∣∣∣∫

E
κ∇Gϕ · ∇Gψ dE

∣∣∣∣
≤ κsup ∥∇Gϕ∥[L2(E)]2 ∥∇Gψ∥[L2(E)]2

≤ κsup ∥ϕ∥H1(E) ∥ψ∥H1(E)

e

|L(ψ)| ≤
∣∣∣∣∫

E
fψ dE

∣∣∣∣+ ∫
ΠN

θNψ dV

≤ ∥f∥L2(E)∥ψ∥L2(E) + ∥ψ∥L2(ΠN )∥θN∥L2(ΠN )

≲ (∥f∥L2(E) + ∥θN∥L2(ΠN ))∥ψ∥H1(E).

Na passagem da segunda para a última linha, foi aplicado o Teorema 3.1.

b) Coercividade: dispondo da desigualdade de Poincaré (3.19) para funções em U e
com a ajuda da desigualdade de Cauchy-Schwarz, é possível obter a propriedade de
coercividade para A(·, ·):

A(ϕ, ϕ) =
∫

E
κ∇Gϕ · ∇Gϕ dE

≥ κinf

2 ∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2 + κinf

2 ∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2

≥ κinf CP

2 ∥ϕ∥2
L2(E) + κinf

2 ∥∇Gϕ∥2
[L2(E)]2

≥ κinf

2 min{1, CP} ∥ϕ∥2
H1(E).

Em resumo, nas circunstâncias especificadas acima, as restrições do teorema
de Lax-Milgram são sustentadas, demonstrando a existência, unicidade e estabilidade de
solução ϕ do Problema PVG.

4.2 O Método de Galerkin para o Problema PVG

Finalmente, apresentamos o método de Galerkin para o Problema PVG descrito
em (4.5), com base em um subespaço de dimensão finita Ũ ⊂ U .

Problema PVGG Encontrar ϕ̃ ∈ Ũ satisfazendo

A(ϕ̃, ψ) = L(ψ), ∀ψ ∈ Ũ . (4.6)

Sendo uma formulação H1-consistente, o Problema PVGG herda as proprie-
dades de existência e unicidade válidas para o Problema PVG. Além disso, visto que a
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ortogonalidade de Galerkin A(ϕ− ϕ̃, ψ) = 0, ∀ψ ∈ Ũ é válida, a convergência da solução
aproximada ϕ̃ para a solução exata ϕ é assegurada pelo Lema de Céa:

∥ϕ− ϕ̃∥A ≲ inf
ψ∈Ũ

∥ϕ− ψ∥A, (4.7)

em que a constante liderando o lado direito da desigualdade depende diretamente da
constante de continuidade e inversamente da constante de coercividade de A(·, ·).
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5 Elementos Finitos em Grafos

Neste capítulo, descrevemos brevemente a aplicação do Método de Elementos
Finitos ao Método de Galerkin em grafos, comentamos detalhes de sua implementação
computacional e apresentamos um conjunto representativo de experimentos numéricos
em grafos, testando a precisão da metodologia numérica para grafos com diferentes
configurações, sob condições de contorno distintas.

5.1 Elementos Finitos
A construção de espaços de elementos finitos em grafos segue um procedimento

semelhante ao descrito na Seção 2.2 para uma curva afim unidimensional (segmento de
reta). Mais especificamente, trata-se de uma aplicação do processo repetidas vezes, para
cada aresta Λi do grafo em questão. Indicamos [15, 1] como principais referências para a
criação dessa estrutura em grafos, assim como [3, 8] como referências para o método de
elementos finitos clássico.

Seja G = E ∪V uma realização geométrica de um grafo, com V = {v1, v2, ..., vn}
e E = {Λ1,Λ2, ...,Λm}. Em tal domínio, tomando o Problema variacional PVGG descrito
na Equação (4.6), o objetivo é construir espaços de elementos finitos Ũ adequados. Para
esta tarefa, tomamos os seguintes ingredientes em cada aresta Λi do grafo:

• O domínio de parametrização Λ̌i = (0, Li), o mapeamento geométrico invertível FΛi

e o correspondente mapeamento de funções FΛi
, como definido em (2.1).

• O espaço de elementos finitos Uh,k,Λi
, construído na Seção 2.2, a partir do espaço

Uhi,k,Λ̌i
, de funções polinomiais de grau k definidas por partes sobre uma partição Ťi

de Λ̌i com espaçamento uniforme hi.

Com toda essa estrutura em mãos, construímos o seguinte espaço de elementos finitos em
G, em que h = max{hi, 1 ≤ i ≤ n}:

Uh,k,G =
{
ψ ∈ H1(G) : ψ|Λi

∈ Uh,k,Λi

}
. (5.1)

A partir de bases locais Bhi,k,Λi
= {Ψj(Λi), 1 ≤ j ≤ Nhi,k,Λ̌} para Uhi,k,Λi

, como descrito
na Seção 2.2, definimos uma base global Bh,k,G = {Ψℓ, 1 ≤ ℓ ≤ Nh,k,G} para Uh,k,G , obtida
pela montagem contínua das bases locais Ψj(Λi) sobre os vértices internos em I e pela
imposição da condição homogênea de Dirichlet sobre ΠD.

Uma ilustração das funções neste conjunto de bases locais para k = 1 está na
Figura 11. Nela, o grafo G, em forma de Y, é formado por três arestas Λ1,Λ2 e Λ3, três
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vértices externos v1, v3 e v4, e um único vértice interno v2, compartilhado por todas as
arestas. Cada aresta é subdividida uma vez e a condição de contorno nula é aplicada em
ΓD = ∂V . São mostradas as funções de forma locais associadas aos graus de liberdade dos
pontos centrais de Λi. Destaca-se em azul a função de forma associada ao vértice interno
comum v1.

Figura 11 – Ilustração de funções de base em Bh,1,G em um grafo G em forma de “Y”, com
uma subdivisão das arestas e condição de contorno nula em V .

Tendo em mãos o espaço de elementos finitos Uh,k,G e sua base Bh,k,G , estabele-
cemos um algoritmo de resolução do Problema PVGG associado. Para isso, expandimos a
solução aproximada em termos da base Bh,k,G:

ϕh =
Nh,k,G∑
j=1

cjΨj ∈ Uh,k,G, (5.2)

e inserimos funções testeq = Ψℓ ∈ Bh,k,G para obter as equações:

A(
Nh,k,G∑
j=1

cjΨj,Ψℓ) = L(Ψℓ).

Este sistema linear é representado na forma matricial por

AG c = LG,

em que a matriz de rigidez AG = [Aℓ,j ] e o vetor de carga LG = [Lℓ] possuem coordenadas
Aℓ,j = A(Ψj,Ψℓ) e Lℓ = L(Ψℓ). Observa-se que, embora a matriz de rigidez mantenha
as propriedades de esparsidade e simetria — características dos casos unidimensional e
bidimensional –, sua estrutura de banda limitada é perdida em relação a esses casos, o
que impacta a estratégia de solução do sistema associado. A solução desse sistema linear
nos proporciona os coeficientes c = (cj) que determinam a solução aproximada ϕh pela
expansão dada em (5.2).
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5.2 Detalhes da Implementação
Doravante neste trabalho, apenas utilizaremos elementos finitos com k = 1. O

método é facilmente estendido para comportar elementos de graus mais elevados, porém a
natureza linear da solução numérica é suficiente para a proposta deste estudo.

O código adotado é composto por três etapas principais, que serão detalhadas
nesta seção.

1. No primeiro passo, fornecemos os dados geométricos do domínio (grafo) e

o número de subdivisões desejado para cada aresta (por simplicidade, neste trabalho
supomos que todas as arestas são subdivididas pelo mesmo número de intervalos).
Utilizando esses dados, é gerada uma lista contendo todos os nós da malha subdividida,
além de uma matriz de conectividade que representa os índices dos pontos iniciais e
finais de cada elemento na lista de nós fornecida. Isso define uma malha global T
sobre o grafo.

2. O segundo passo é utilizar os itens fornecidos para construir a matriz de rigidez AG

e o vetor de carga LG correspondentes ao problema. A montagem dessas estruturas
é feita pelo espalhamento das matrizes locais, montadas para cada elemento de T .
Devido à natureza nodal dos graus de liberdade e ao uso de elementos com k = 1,
supomos que as incógnitas estão numeradas segundo a numeração dos nós da malha
e a matriz de conectividade é suficiente para a montagem das estruturas globais.

3. Por fim, resolvemos o sistema linear AG c = LG para obter os coeficientes c da
expansão da solução numérica ϕh em termos da base do espaço Bh,k,G, conforme a
equação (5.2).

Para esse processo, utilizamos a linguagem de programação Python [23], aliada
às bibliotecas Numpy [17], para geração e manuseio de listas (arrays), e Scipy [28], para as
integrações numéricas realizadas na montagem de AG e LG.

5.3 Testes Numéricos de Convergência
Nesta seção, estudamos o comportamento da convergência do método de

elementos finitos. usando os espaços de aproximação Uh,1,G descritos anteriormente para o
caso k = 1 e adotando a função κ ≡ 1. Para tal, definimos um problema de Poisson com
solução exata conhecida em um grafo simples em formato de “Y”, com quatro vértices
V = {v1, v2, v3, v4} e três arestas E = {Λ1,Λ2,Λ3}, conforme ilustrado na Figura 11. Os

vértices externos são v1 = (0, 0), v3 =
(

1 +
√

2
2 ,

√
2

2

)
e v4 =

(
1 +

√
2

2 ,−
√

2
2

)
, enquanto

v2 = (1, 0) é o único vértice interno.
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A função analítica utilizada é definida por

ϕ(x) =


sen

(
π

2 ξ
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ1,

sen
(
π

2 (ξ + 1)
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ2,Λ3

e está representada na Figura 12.

Figura 12 – Representação da função ϕ(x) no domínio definido.

Ao tomar o gradiente e, subsequentemente, o divergente dessa função usando
as relações (3.4) e (3.5), obtemos

divG(∇Gϕ(x)) := f(x) =


−π2

4 sen
(
π

2 ξ
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ1,

−π2

4 sen
(
π

2 (ξ + 1)
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ2,Λ3

0, se x = (1, 0).

Em todos os testes numéricos, as arestas Λi são subdivididas N vezes, com
N = 2s, s = 3, · · · , 7.

5.3.1 Teste 1: Condição de Dirichlet Homogênea

Primeiramente, definimos o problema com condição de contorno de Dirichlet
homogênea em todos os vértices externos, i.e. ΓD = ∂V . Seguindo o procedimento detalhado
na Seção 5.2, obtém-se uma solução aproximada ϕh ∈ Uh,1,G e calculam-se as normas L2(E)
e H1(G) do erro ϕ − ϕh. Os resultados estão graficamente ilustrados na Figura 13 e
detalhados na Tabela 1. As taxas de convergência obtidas numericamente são compatíveis
com as estimativas esperadas em um domínio formado por um único intervalo.
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Figura 13 – Teste 1: Erros das soluções aproximadas de elementos finitos em espaços de
aproximação Uh,1,G, medidos nas normas de L2(E) e de H1(G).

N ∥ϕ− ϕh∥L2(E) Ordem ∥ϕ− ϕh∥H1(G) Ordem
8 2.4865×10−3 — 3.1556×10−2 —
16 6.2202×10−4 2.00 1.5749×10−2 1.00
32 1.5553×10−4 2.00 7.8709×10−3 1.00
64 3.8884×10−5 2.00 3.9350×10−3 1.00
128 9.7210×10−6 2.00 1.9674×10−3 1.00

Tabela 1 – Teste 1: histórico de convergência da solução aproximada em espaços de apro-
ximação Uh,1,G, em que N é o número de elementos por aresta do grafo.

Uma representação gráfica da solução exata ϕ e de sua derivada direcional DGϕ

encontra-se na Figura 14, em que

DGϕ(x) =


π

2 cos
(
π

2 ξ
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ1,

π

2 cos
(
π

2 (ξ + 1)
)

◦ F −1
Λ (x), se x ∈ Λ = Λ2,Λ3.

A Figura 14 também apresenta os gráficos das respectivas aproximações obtidas.
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Figura 14 – Teste 1: Soluções exatas e aproximadas em espaços Uh,1,G e respectivas deriva-
das direcionais, com diferentes valores de subdivisões N por aresta.
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5.3.2 Teste 2: Condições de Contorno Mistas

Agora utilizamos a implementação para checar a convergência da solução
numérica do método aplicado a um problema com condições de contorno mistas. Utilizamos
a mesma função analítica ϕ definida na seção anterior, mas impomos uma condição de
Dirichlet em v1 e de Neumann não homogênea nos vértices v3 e v4.

A Tabela 2 detalha o histórico de convergência nas diferentes normas para este
experimento numérico. Estes resultados, quando comparados aos da Tabela 1, indicam que
as soluções numéricas são similares em termos de precisão para os dois tipos de condições
de contorno, ilustrando a convergência do método.

N ∥ϕ− ϕh∥L2(E) Ordem ∥ϕ− ϕh∥H1(G) Ordem
8 2.4865×10−3 — 3.1556×10−2 —
16 6.2201×10−4 2.00 1.5749×10−2 1.00
32 1.5553×10−4 2.00 7.8708×10−3 1.00
64 3.8884×10−5 2.00 3.9350×10−3 1.00
128 9.7210×10−6 2.00 1.9674×10−3 1.00

Tabela 2 – Teste 2: histórico de convergência da solução aproximada ϕh em espaços de
aproximação Uh,1,G, em que N é o número de elementos por aresta do grafo.

5.4 Experimentos Gerais em Grafos
Após utilizar os testes de convergência para verificar a correta implementação

do método dos elementos finitos proposto para a resolução do Problema PVGG, nesta
seção procedemos com testes em casos mais gerais. Por exemplo:

• Estendemos o problema de Poisson para o tratamento de condição de Dirichlet
imposta sobre ΠD por uma função dada ϕD : ΠD → R não nula.

• Também tratamos alguns casos genéricos para avaliar o efeito causado por diferentes
coeficientes de permeabilidade do meio κ. Em tais contextos, o campo vetorial
−κ∇Gϕ corresponde ao fluxo do fluido estudado.

5.4.1 Teste 3 e Teste 4: Condição de Dirichlet e Permeabilidade Heterogêneas

Os experimentos desta seção são baseados no grafo ilustrado na Figura 15,
com 6 arestas e 6 vértices, definindo ΠD = ∂V = {v1, v6}, com ϕD(v1) = 1 e ϕD(v6) =
0. Dois testes são considerados, Teste 3 e Teste 4, usando permeabilidades diferentes.
Escolhemos permeabilidades κ constantes por partes sobre E e o termo fonte f(x) = 0 em
todo o domínio. O objetivo destes experimentos é verificar o comportamento da solução
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Figura 15 – Teste 3 e Teste 4: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

aproximada no contexto de uma diferença de potencial. O que se espera da solução é que
o valor de ϕ decaia linearmente por partes ao longo das arestas, partindo de ϕ(v1) = 1 no
vértice inicial da esquerda e indo para ϕ(v6) = 0, no vértice final à direita.

Para as implementações, cada aresta foi subdividida apenas uma vez, resultando
em 12 sub-elementos ao todo. Isto é suficiente para obter resultados adequados devido à
natureza linear por partes do problema. Uma vez computada a solução aproximada ϕh,
também foi calculada a grandeza

σ̃ := −κDGϕh (5.3)

de modo a verificar se os resultados obtidos condizem com a natureza física dos problemas.

Desta forma, para avaliar os efeitos no comportamento da solução numérica
quando se muda o valor de κ, consideramos os seguintes testes:

• Teste 3: inicialmente, foi testado o caso em que a permeabilidade κ é constante e
igual a 1 em todas as arestas, conforme ilustração da Figura 16.

• Teste 4: neste experimento alteramos a permeabilidade para κ = 0.5 nas arestas Λ4

e Λ5, conforme indicado na Figura 17.

Para efeito de comparação, os resultados destes dois experimentos estão dispo-
nibilizados, simultaneamente, nas Figuras 18, 19 e 20. Em todas as figuras, o grafo G está
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Figura 16 – Teste 3: Representação gráfica da permeabilidade homogênea.

Figura 17 – Teste 4: Representação gráfica da permeabilidade heterogênea.

indicado por linhas negras.

Como esperado, observa-se um comportamento linear por partes das soluções
aproximadas ϕh, com um decaimento de seus valores entre o vértice inicial e o vértice final
do grafo.

A alteração na permeabilidade causa uma pequena modificação na solução
aproximada ϕh e em suas derivadas direcionais, conforme indicado nas Figuras 18 e 19,
respectivamente. Por outro lado, quando analisamos o fluxo σh do Teste 4 apresentado na
Figura 20, vemos que há uma assimetria, com seu valor sendo maior nos locais do domínio
em que a permeabilidade tem valor maior. Uma possível analogia destes resultados pode
ser traçada com a eletrodinâmica onde, quando dois fios condutores são conectados em
paralelo sob uma mesma diferença de potencial, há uma corrente maior no caminho de
menor resistência.
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(a) Teste 3: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogênea.

Figura 18 – Teste 3 e Teste 4: Soluções numéricas ϕh.
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(a) Teste 3: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogênea.

Figura 19 – Teste 3 e Teste 4: Derivadas direcionais DGϕh das soluções aproximadas.
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(a) Teste 3: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 4: Permeabilidade heterogênea.

Figura 20 – Teste 3 e Teste 4: Fluxos numéricos σh das soluções aproximadas.



Capítulo 5. Elementos Finitos em Grafos 57

5.4.2 Teste 5 e Teste 6: Condições Mistas e Permeabilidades Heterogêneas

Retornamos ao grafo G da Figura 11, plotado novamente na Figura 21, para o
qual realizamos dois testes numéricos, denominados por Teste 5 e Teste 6.

Figura 21 – Teste 5 e Teste 6: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

Neste grafo definimos ΠN = {v1}, com

θN(v1) = −1,

e ΠD = {v3, v4}, com ϕD ≡ 0. Com tais condições de contorno, consideramos
os seguintes testes:

• Teste 5: permeabilidade homogênea κ ≡ 1, em todas as arestas, conforme indicado
na Figura 22.

• Teste 6: caso heterogêneo, modificando a permeabilidade para κ = 0.5 nas arestas
Λ4 e Λ5, conforme indicado na Figura 23.

Como a imposição da condição de Neumann é equivalente à de que o fluxo de entrada
seja σ̃ = 1.0, precisamos determinar qual é o fluxo de saída. Para tanto, foi colocada no
software uma função que determina o somatório dos fluxos em cada vértice de saída do
grafo.

Para facilitar a comparação, nas Figuras 24, 25 e 26 disponibilizamos, em
pares, os gráficos dos resultados dos dois experimentos. Em todas as figuras, o grafo G



Capítulo 5. Elementos Finitos em Grafos 58

Figura 22 – Teste 5: Representação gráfica da permeabilidade homogênea.

Figura 23 – Teste 6: Representação gráfica da permeabilidade heterogênea.

está indicado por linhas negras. Para o primeiro experimento, na Figura 26(a), notamos
imediatamente que os fluxos nos dois vértices de saída v3 e v4 são iguais, e o valor
retornado é 0.5 em cada um, totalizando 1.0. Já nos resultados da Figura 26(b), em que
a permeabilidade da aresta Λ3 é menor, notamos uma diferença no valor do fluxo entre
as duas. Numericamente, o valor do fluxo em Λ3 é 1

3 , e em Λ2 é 2
3 , totalizando o mesmo

fluxo 1.0 que entra no domínio e verificando que o modelo respeita uma lei de conservação,
mesmo ao variar a sua permeabilidade.
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(a) Teste 5: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogênea.

Figura 24 – Teste 5 e Teste 6: Soluções numéricas ϕh.
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(a) Teste 5: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogênea.

Figura 25 – Teste 5 e Teste 6: Derivadas direcionais DGϕh.
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(a) Teste 5: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 6: Permeabilidade heterogênea.

Figura 26 – Teste 5 e Teste 6: Fluxos numéricos σh.
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5.4.3 Teste 7 e Teste 8: Experimentos em um Grafo mais Complexo

Os experimentos da presente seção investigam a solução em um grafo mais
complexo do que aqueles dos testes anteriores. Desta vez, o grafo G adotado está repre-
sentado na Figura 27, com 16 vértices e 15 arestas. Já adiantamos que o mesmo será
aplicado no próximo capítulo em acoplamento com um problema de Poisson em um domínio
bidimensional. Por esta razão, os vértices escolhidos estão colocados em locais estratégicos,
coincidindo com alguns nós de uma malha quadrilateral de 32 × 32 segmentos de fronteira.

Figura 27 – Teste 7 e Teste 8: Grafo utilizado nos experimentos, com o rotulamento de
seus vértices e arestas.

Escolhemos o vértice v1 para aplicar a condição de Neumann para θN (v1) = −1,
enquanto nos vértices externos restantes {v3, v6, v7, v8, v9, v11, v13, v15, v16} é aplicada uma
condição de Dirichlet nula. O termo fonte f ≡ 0 se mantém nulo em todo o grafo, ao passo
que a permeabilidade κ pode variar conforme o teste em questão.

• Teste 7: κ ≡ 1 ao longo de todo o grafo, conforme indicado na Figura 28.

• Teste 8: permeabilidade heterogênea: κ = 0.5 nas arestas Λ2,Λ4,Λ6,Λ11 e Λ15, κ = 0.1
em Λ9 e Λ10, e κ = 1 nas demais arestas. A representação desta permeabilidade
heterogênea encontra-se na Figura 29.

Os resultados obtidos no Teste 7 e no Teste 8 estão dispostos, simultaneamente,
nas Figuras 30, 31 e 32. Como nos experimentos anteriores, o grafo G está indicado por
linhas negras em todas essas figuras.
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Figura 28 – Teste 7: Representação gráfica da permeabilidade homogênea.

Figura 29 – Teste 8: Representação gráfica da permeabilidade heterogênea.
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(a) Teste 7: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 8: Permeabilidade heterogênea.

Figura 30 – Teste 7 e Teste 8: Soluções aproximadas ϕh.
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(a) Teste 7: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 8: Permeabilidade heterogênea.

Figura 31 – Teste 7 e Teste 8: Derivadas direcionais DGϕh das soluções numéricas.
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(a) Teste 7: Permeabilidade homogênea.

(b) Teste 8: Permeabilidade heterogênea.

Figura 32 – Teste 7 e Teste 8: Fluxos numéricos σh das soluções numéricas.
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Em cada um dos testes, o valor do fluxo σh em cada uma das arestas, e o fluxo
em vi ∈ ΠD foi somado para obter o fluxo de saída total. Os resultados estão dispostos na
Tabela 3, em que a notação σh7 e σh8 é usada para indicar a proveniência dos resultados
do Teste 7 e do Teste 8, respectivamente.

Λi Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ5 Λ6 Λ7 Λ8

σh7 1.0000 0.4434 0.2821 0.1209 0.0403 0.0403 0.0403 0.1612
σh8 1.0000 0.4277 0.5015 0.1475 0.0590 0.0295 0.0590 0.3540
Λi Λ9 Λ10 Λ11 Λ12 Λ13 Λ14 Λ15 σout

σh7 0.2745 0.1689 0.1056 0.0633 0.0422 0.0211 0.0211 1.0000
σh8 0.0708 0.0147 0.0561 0.0351 0.0210 0.0140 0.0070 1.0000

Tabela 3 – Teste 7 e Teste 8: Fluxos numéricos σh7 e σh8, em cada aresta Λi do grafo G,
bem como o fluxo de saída total σout em cada teste.

Em um domínio mais vasto, mesmo com permeabilidade variada, verifica-
se a lei de conservação, do ponto de vista numérico, no Teste 7 e no Teste 8. Nestas
configurações testadas, um fenômeno notável é a tendência do fluxo em seguir caminhos
de menor resistência. Observamos que o valor em Λ2 não exibe mudanças significativas,
mesmo quando reduzimos sua permeabilidade pela metade. Percebe-se que existe um
caminho “desimpedido” para o fluxo ao longo das arestas Λ1,Λ3, e Λ8, onde, apesar da
heterogeneidade na permeabilidade, essas três arestas mantêm conexões com κ = 1.0. No
entanto, o fluxo através de Λ8 ainda se mostra inferior ao de Λ2.
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6 Acoplamento Grafo-Domínio Bidimensional

O presente capítulo é dedicado ao estudo do acoplamento de um problema de
Poisson definido em uma região Ω ⊂ R2 e outro definido em um grafo G ⊂ R2. Neste
estudo inicial, o acoplamento se dará exclusivamente através de vértices de fronteira do
grafo, que também serão pontos de Ω. Um exemplo desses dois domínios está ilustrado na
Figura 33, em que o grafo da Figura 27 é superposto a uma região Ω = (0, 1) × (0, 1).

Figura 33 – Acoplamento de um domínio Ω e um grafo G (em laranja).

Sobre a fronteira ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , com ΓD ∩ ΓN = ∅, são impostas condições de
contorno apropriadas. Já os vértices da fronteira ∂V poderão estar sujeitos a condições
de contorno de Dirichlet ou de Neumann, ou ao acoplamento com o domínio Ω. Assim,
assumimos que ∂V = Π∪X , com Π∩X = ∅, onde Π = ΠD∪ΠN é o conjunto de vértices do
grafo onde são impostas condições de contorno e X é o conjunto de pontos de acoplamento,
sobre os quais as soluções dos dois problemas são assumidas como iguais. É importante
ressaltar que as condições de contorno sobre ∂Ω e sobre ∂V devem ser compatíveis, de
forma que o problema global esteja bem posto. De uma forma geral, essa compatibilidade
é atendida exigindo que haja pelo menos um trecho de ∂Ω ou um vértice de ∂V sujeito à
condição de contorno de Dirichlet.

Nesta configuração, definimos dois problemas de Poisson, ambos já tratados
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nas Seções 1.4 e 5.2, e impomos uma condição de acoplamento. Para tal, são dadas funções
de fonte, fΩ, fG, de permeabilidade κΩ, κG, e de contorno ϕD, ϕN , pD, pN , satisfazendo
todas as hipóteses necessárias em cada caso.

Problema PG−Ω - Encontrar um par de funções (ϕ, p), com ϕ : G → R e p : Ω → R, de
tal forma que p(x) = ϕ(x), x ∈ X e

−divG(κG∇Gϕ) = fG, em G,

ϕ = ϕD, sobre ΠD,

κG∇Gϕ · n = ϕN , sobre ΠN ,

−div(κΩ∇p) = fΩ, em Ω,

p = pD, sobre ΓD,

κΩ∇p · n = pN , sobre ΓN .

6.1 Estratégia para o Acoplamento
Neste trabalho, utilizamos a continuidade nodal do método de elementos finitos

Lagrangianos em H1 para realizar o acoplamento entre os problemas. O procedimento
adotado segue os seguintes pontos:

• As formulações variacionais em cada domínio são definidas exatamente como descrito
nos Capítulos 1 e 4.

• É definida uma malha global composta por segmentos de retas e por elementos
bidimensionais (sempre assumindo k = 1), a partir da respectiva discretização das
arestas dos grafos e do domínio bidimensional.

• As incógnitas globais estarão univocamente associadas aos nós desta malha global.

• Os vértices onde ocorrem o acoplamento deverão ser pontos nodais da malha global
pertencentes tanto a um elemento de aresta quanto a um elemento bidimensional.
Com isso, cada nó acoplado estará associado a um único grau de liberdade global,
ou seja, ci = ϕh(x) = ph(x) para x ∈ X .

• A montagem do sistema global é idêntica à realizada nos Capítulos referidos, com os
nós acoplados recebendo contribuições das matrizes de rigidez de Ω assim como de
G.

Note que tal procedimento garante a construção de uma solução global no-
dalmente contínua e o consequente acoplamento dos problemas. Para ilustrar como é
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feito este acoplamento, tomemos o exemplo de um único elemento unidimensional KΛ

conectado a um único elemento quadrado KΩ, ilustrado na Figura 34. Nessa construção,
não consideraremos condições de contorno pois estamos apenas ilustrando a natureza das
matrizes em dois elementos acoplados.

Figura 34 – Representação do acoplamento de KΛ com KΩ, com numeração dos graus de
liberdade do domínio.

Neste caso ilustrado, a matriz de rigidez teria a forma

A =



A(ψ1, ψ1) A(ψ2, ψ1) 0 0 0
A(ψ1, ψ2) A(ψ2, ψ2) + a(q2, q2) a(q3, q2) a(q4, q2) a(q5, q2)

0 a(q2, q3) a(q3, q3) a(q4, q3) a(q5, q3)
0 a(q2, q4) a(q3, q4) a(q4, q4) a(q5, q4)
0 a(q2, q5) a(q3, q5) a(q4, q5) a(q5, q5)


E o vetor de cargas teria a forma

L =



L(ψ1)
L(ψ2) + L(q2)

L(q3)
L(q4)
L(q5)


Ao final da montagem, resolve-se o sistema linear Ac = L. Ressaltamos que este método,
em sua simplicidade de execução, funciona precisamente em virtude da natureza nodalmente
contínua dos elementos Lagrangianos, e indicamos as referências [15, 19, 16] para um
estudo mais aprofundado de acoplamento em modelagens mais complexas.

A seguir, apresentamos três estudos numéricos, variando a geometria dos
domínios e parâmetros de modo a testar o método em outros cenários. Nos exemplos
estudados, é utilizada uma malha de elementos quadrilaterais uniformes e os grafos são
definidos de forma que seus vértices que estão sobre Ω coincidam com um nó da malha de
quadriláteros.
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6.2 Teste 9: Acoplamento em um Ponto
Inicialmente, para nos familiarizar com a natureza do problema, escolhemos

para G apenas um segmento de reta ligando os pontos (−0.5, 0.5) e (0.5, 0.5). Tomamos
κG = κΩ1, fG = fΩ = 0, ΠN = (−0.5, 0.5), em que ϕN(−0.5, 0.5) = −1, de modo a impor
um fluxo unitário neste ponto de entrada. O outro ponto (0.5, 0.5) exterior do grafo G
é escolhido como ponto de acoplamento. Sendo assim, o conjunto X é formado apenas
pelo ponto (0.5, 0.5), resultando em ΠD = ∅. Para Ω, tomamos ΓD = {x ∈ Ω | x1 = 1},
ΓN = ∂Ω \ ΓD, onde pD = pN = 0. Dividimos o domínio em uma malha quadrilateral de
refinamento 8 × 8 e subdividimos G em dois elementos. Uma ilustração dessa geometria
acoplada segue na Figura 35.

Figura 35 – Teste 9: Ilustração do domínio Ω discretizado, assim como o grafo G (em
laranja).

Em termos hidrodinâmicos, neste problema estamos impondo um fluxo de fluido
de valor 1.0 através do domínio unidimensional que escoa para o domínio bidimensional,
e fechamos as saídas deste fluido em três das bordas de Ω, enquanto impomos potencial
zero em ΓD. Almejamos verificar, posteriormente, se o fluxo total que escoa pela borda
restante

∫
ΓD

−κ∇p · n̂dS vai ser, de fato, 1.0, satisfazendo a lei de conservação de massa
numericamente.

Novamente, são utilizados elementos unidimensionais e quadrilaterais lineares
e bilineares por partes, respectivamente. Utilizando o método de elementos finitos para
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Figura 36 – Teste 9: Representação da solução aproximada (ϕh, ph) do problema de Poisson
acoplado, restrita ao domínio (0, 1) × (0, 1).

Figura 37 – Teste 9: Fluxo −κ∇ph no domínio bidimensional.
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resolver o Problema PG−Ω, a representação gráfica do par de soluções (ϕh, ph), restritas
à região Ω, encontra-se na Figura 36, em que ϕh está representada por uma linha negra,
enquanto ph é representada pela superfície colorida. Na Figura 37 o campo vetorial de fluxo
−κ∇ph no domínio Ω está superposto a um fundo colorido representando a magnitude de
ph, conforme a tabela de cores ao lado.

A implementação computacional do problema acoplado também realizou o
cálculo aproximado do fluxo que escoa ao longo da aresta x1 = 1, dando como resultado o
mesmo valor unitário 1.00 do fluxo exato de entrada, confirmando que o modelo ainda
respeita a lei de conservação. Outra característica a ser notada é que a natureza linear por
partes da queda de potencial no grafo se manteve, mesmo com o acoplamento. Com este
resultado, permanecemos usando uma malha mais grossa (de dois elementos por aresta)
para os grafos nos próximos experimentos, visto que a expectativa é de um decaimento
linear por partes.

6.3 Teste 10: Acoplamento em Vários Pontos
A fim de verificar a robustez do método em uma configuração não tão simples,

revisitamos o grafo da Figura 27 usando no Teste 7 e Teste 8, em que impomos a condição
de contorno de Neumann no vértice v1 = (−0.5, 0.5). Desta vez, os demais vértices de ∂V
são usados para compor X , em que a condição de acoplamento é imposta, resultando que
ΠD = ∅. Sobre ∂Ω, as mesmas condições de contorno do Teste 9 são impostas.

Cada aresta Λi do grafo é subdividida uma vez. No domínio bidimensional Ω,
empregamos uma malha de 32 × 32 elementos quadrilaterais uniformes, de modo a obter
mais detalhes na visualização dos dados ao final do processo. O grafo foi construído de
forma que os vértices de X coincidam com as posições dos nós da malha discretizada. Uma
ilustração do acoplamento segue na Figura 38. Os resultados da solução aproximada (ϕh, ph)
e do fluxo −κ∇ϕh estão representados graficamente nas Figuras 39 e 40, respectivamente,
restritos ao domínio Ω, e seguindo o mesmo padrão gráfico empregado no Teste 9.

Adicionalmente, verificamos, novamente, que a integral do fluxo sobre a aresta de
Dirichlet resulta em 1.00, confirmando que a lei de conservação é verificada numericamente.
Outro ponto a ser notado é que o potencial no grafo permanece com um decaimento linear.
Isto é ainda mais perceptível pela Figura 41, onde vemos que o fluxo é constante em
cada aresta. De modo a melhor visualizar os dados, oferecemos a Tabela 4 com os valores
numéricos do fluxo em cada aresta, assim como o fluxo de saída, tal como foi feito na
Seção 5.4.3. Como esperado, o somatório do fluxo nos nós de acoplamento é o mesmo de
entrada, 1.00.
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Figura 38 – Teste 10: Domínio Ω discretizado, assim como o grafo G (em laranja).

Figura 39 – Teste 10: Solução aproximada (ϕh, ph) do problema de Poisson acoplado.
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Figura 40 – Teste 10: Fluxo aproximado −κ∇ph no domínio bidimensional Ω.

Figura 41 – Teste 10: Fluxo aproximado σh (em azul) observado sobre o grafo G.
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Λi Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ5 Λ6 Λ7 Λ8

σh 1.0000 0.2854 0.3818 0.2017 0.0566 0.0889 0.0562 0.1801
Λi Λ9 Λ10 Λ11 Λ12 Λ13 Λ14 Λ15 σout

σh 0.3328 0.1320 0.2009 0.0587 0.1421 0.0667 0.0754 0.9999

Tabela 4 – Teste 10: Fluxo aproximado σh em cada aresta Λi do grafo G, bem como o
fluxo de saída total σout nos vértices acoplados.

6.4 Teste 11: Acoplamento Duplo
Por fim, simulamos o acoplamento de dois grafos por meio de um domínio

bidimensional. Este é um exemplo interessante onde sistemas de canais são conectados por
um meio intermediário, sem que haja ligação direta entre eles.

O domínio Ω e o primeiro grafo, G1 são os mesmos do Teste 10. O segundo
grafo, G2, sendo apenas um segmento de reta, é inserido diretamente no centro do domínio
Ω. Como antes, o domínio Ω é particionado por uma malha de 32 × 32 e as arestas dos
grafos são subdivididas uma vez. Uma ilustração desse conjunto geométrico está na Figura
42.

Figura 42 – Teste 11: Acoplamento duplo do domínio Ω com o grafo G1 (em laranja) e o
grafo G2 (em azul).

Sobre esses dois grafos, definimos dois conjuntos X1 e X2 para os pontos de
acoplamento – um para cada grafo, correspondentes aos vértices externos de cada um
dos grafos incluídos no interior de Ω. Para impor as condições de contorno, escolhemos
ΠD,1 = ΠN,2 = ΓD = ∅, ΓN = ∂Ω onde impomos pN = 0, ΠN1 = {v1} com ϕN1 = 1. Por
fim, ΠD2 = {∂V2 \ X2}, com ϕD,2 = 0.
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Em resumo, são adotadas as seguintes condições de contorno: Neumann não
homogênea sobre o vértice de entrada de G1, Neumann homogênea sobre todo o contorno ∂Ω
e Dirichlet homogênea sobre o vértice de saída de G2. Com isso, dadas as permeabilidades
κΩ, κG1 ,κG2 , montamos o seguinte problema acoplado.

Problema PG1−Ω−G2 - Encontrar a tríade de funções (ϕ1, ϕ2, p), em que ϕ1 : G1 → R,
ϕ2 : G2 → R e p : Ω → R, tais que p(x) = ϕ1(x), x ∈ X1, p(x) = ϕ2(x), x ∈ X2,
satisfazendo os sistemas

−divG1(κG1∇G1ϕ1) = 0, em G1,

κG1∇G1ϕ1 · n, = 1, sobre ΠN1 ,

−divG2(κG2∇G2ϕ2) = 0, em G2,

ϕ2 = 0, sobre ΠD2 ,

−div(κΩ∇p) = 0, em Ω,

κΩ∇p · n = 0, sobre ∂Ω.

Em problemas de Poisson clássicos, uma condição de Neumann sobre toda
a fronteira ∂Ω gera uma matriz singular, a menos que imponhamos outras restrições
no problema variacional. No entanto, observamos que, com as condições impostas no
acoplamento, a solvabilidade do problema é recuperada.

A solução aproximada em cada domínio, assim como o fluxo σh observado em
Ω, são mostrados nas Figuras 43 e 44, seguindo o mesmo padrão gráfico empregado em
testes anteriores.

Ao fim do processo, foi novamente calculado o fluxo de saída no grafo G2, e
verificamos um fluxo de valor 1.00, exatamente como o imposto pela condição de contorno
de Neumann. Verificamos que, mesmo com um domínio intrincado, com dois acoplamentos e
um único ponto de saída, a lei de conservação se mantém, e toda a diferença de potencial e o
fluxo são modelados numericamente como previsto fisicamente através das interações entre
os sistemas de equações. Disponibilizamos graficamente, na Figura 45, e numericamente, na
Tabela 5 os fluxos constantes observados em cada aresta de G1. O valor do fluxo no grafo G2

é constante em todo o domínio, e seu valor observado é de 1.00, como dito anteriormente.
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Figura 43 – Teste 11: Solução aproximada (ϕh1, ϕh2, ph) sob dois pontos de vista diferentes.
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Figura 44 – Teste 11: Fluxo −κ∇ph no domínio bidimensional Ω.

Figura 45 – Teste 11: Valor do fluxo aproximado σh observado sobre o grafo G1.
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Λi Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ5 Λ6 Λ7 Λ8

σh 1.0000 0.3375 0.3460 0.1686 0.0454 0.0500 0.0732 0.1774
Λi Λ9 Λ10 Λ11 Λ12 Λ13 Λ14 Λ15 σout

σh 0.3166 0.1565 0.1601 0.1030 0.0571 0.0325 0.0245 1.0000

Tabela 5 – Teste 11: Fluxo numérico σh em cada aresta Λi do grafo G1, bem como o fluxo
de saída total σout nos vértices acoplados.
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7 Conclusões

Ao longo deste trabalho, elaboramos uma base teórica sólida para a aproximação
numérica da equação de Poisson em grafos por meio do método de elementos finitos aplicado
à abordagem de Galerkin em sua formulação primal em espaços H1. Essa abordagem nos
permitiu adaptar conceitos clássicos de análise numérica e equações diferenciais parciais
para o contexto de grafos, abrindo caminho para a modelagem de problemas complexos em
redes. Os Capítulos 1 e 2 foram dedicados a uma revisão detalhada de resultados clássicos
[8, 3, 10, 6, 26], estabelecendo as ferramentas matemáticas necessárias para a formulação
e análise do referido problema em grafos. Essa revisão foi essencial para garantir que os
desenvolvimentos posteriores fossem fundamentados em uma teoria bem estabelecida.

É relevante destacar que, embora o estudo e o desenvolvimento de métodos
numéricos para a resolução de EDPs em domínios de grafos seja um tema de grande
interesse do ponto de vista teórico e de aplicações [15, 14, 1, 19, 13], há pouca cobertura de
referências bibliográficas na língua portuguesa. Nesse sentido, este texto buscou o equilíbrio
no detalhamento dos procedimentos teóricos e numéricos. Em particular, delineamos a
demonstração da existência e unicidade de solução para a formulação variacional do pro-
blema de Poisson em grafos utilizando o teorema de Lax-Milgram, assim como verificamos
numericamente a convergência do método para diferentes condições de contorno, obtendo
resultados compatíveis com os observados nos métodos clássicos para uma e duas dimensões
[10, 3]. Esses resultados validam a precisão e robustez do método proposto e reforçam sua
aplicabilidade em problemas práticos.

Diversos testes numéricos foram apresentados, explorando a solução do problema
de Poisson em grafos com diferentes geometrias e sob diferentes condições de contorno. Os
resultados obtidos indicam que os objetivos do trabalho foram alcançados, com as soluções
dos testes numéricos apresentando comportamento consistente com a teoria. No Capítulo
6, apresentamos uma abordagem simplificada, baseada em soluções H1-conformes, do
acoplamento entre um grafo e um domínio bidimensional, uma configuração de grande
interesse para aplicações mencionadas ao longo do texto, tais como o escoamento em meios
porosos fraturados [27] e a modelagem de escoamentos em redes em aplicações biológicas
[19, 13, 7]. Esses resultados nos motivam a seguir com estudos futuros, explorando novas
direções e aprimorando a metodologia aqui desenvolvida.

Entre as possíveis contribuições futuras, destacamos a necessidade de uma
exploração mais aprofundada de alguns resultados teóricos do texto, tal como a desigualdade
de Poincaré (aliada a uma estimativa numérica de sua constante homônima), tópico
mencionado na Seções 3.2 e 4.1. Esses resultados nos permitiriam uma análise mais geral
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da existência e unicidade de solução do problema estudado em grafos. Outra linha de
pesquisa promissora é a extensão da metodologia para formulações de elementos finitos
mistas e híbridas [24, 25, 4]. Um estudo comparativo entre os resultados obtidos neste
trabalho e as novas formulações seria fundamental para avaliar as vantagens e desvantagens
de cada abordagem.

Além disso, pretendemos investigar as estratégias e abordagens de acoplamento
nos métodos supracitados, que requerem um aporte teórico mais robusto e um estudo
muito mais aprofundado. Com estes resultados, a etapa seguinte consistiria no estudo
de outras EDPs no domínio, tais como as equações de Stokes e de Brinkman seguindo o
caminho traçado na literatura. Em especial, destacamos interesse particular na referência
[15], que aborda a equação de Stokes em formulações mistas com aplicação em modelos
biofísicos.

Em síntese, este trabalho representa uma contribuição inicial no desenvolvi-
mento de métodos numéricos para a solução de EDPs em grafos, buscando estabelecer uma
base teórica e prática que possa ser útil para futuras investigações. Reconhecemos que há
muito a ser explorado e aprimorado e esperamos que as ideias aqui apresentadas possam
servir como ponto de partida para pesquisas futuras. Acreditamos que os resultados obtidos
demonstram o potencial da abordagem proposta e abrem caminho para aplicações em
problemas reais de interesse científico e tecnológico e que possam inspirar novos estudos
nessa área promissora.
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