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Resumo
Este trabalho estuda o critério de Báez-Duarte no espaço de Hardy H2, que mostra que
a hipótese de Riemann é equivalente à densidade de um dado subespaço N de H2. Em
particular, são estudados resultados parciais nesse contexto, tanto sobre a densidade de
N como o problema dual de ortogonalidade, e consequências de tais resultados, bem
como algumas de suas generalizações. Para tanto, os conceitos utilizados nesse estudo,
como a teoria dos espaços de Hardy, as classes de Nevanlinna e Smirnov e os espaços de
de Branges-Rovnyak, são apresentados num capítulo preliminar. Em seguida, é feito o
estudo do artigo (1), que primeiro introduz a versão em H2 do critério de Báez-Duarte e
apresenta os primeiros resultados parciais, como a densidade de N no espaço das funções
holomorfas no disco unitário Hol pDq e a existência de um subespaço denso de H2 livre de
funções ortogonais a N . Por fim, é estudado parte da pré-publicação (2), que aprofunda
os resultados do artigo anterior, introduzindo uma nova abordagem para o estudo do
problema de ortogonalidade, estuda o problema de biortogonalidade e relaciona a dimensão
do complemento ortogonal de N com uma conjectura folclórica sobre o incumprimento da
hipótese de Riemann. Para essa análise, é feito também o estudo de alguns dos resultados
de (3).

Palavras-chave: Critério de Báez-Duarte. Hipótese de Riemann. Espaço de Hardy. Espaços
de de Branges-Rovnyak. Análise funcional. Biortogonalidade. Dual de Cauchy.



Abstract
This work studies the Báez-Duarte criterion in the Hardy space H2, which shows that the
Riemann hypothesis is equivalent to the density of a given linear subspace N of H2. In
particular, parcial results in this context, both concerning the density of N and the dual
problem of orthogonality, and consequences of such results, as well as some generalizations,
are studied. In order to do so, the concepts used in this study, such as the theory of
Hardy spaces, the Nevanlinna and Smirnov classes and the de Branges-Rovnyak spaces, are
presented in a preliminar chapter. Then, a study of the paper (1), which first introduces the
H2 version of this criterion and presents the first parcial results, such as the density of N
in the space of holomorphic functions in the unit disk Hol pDq and the existence of a dense
subspace of H2 free of functions orthogonal to N , is done. In the end, part of the preprint
(2) is studied, which strengthens the results from the previous paper, introducing a new
approach for the study of the orthogonality problem, studies the biorthogonal problem
and relates the dimension of the orthogonal complement of N with a folklore conjecture
on the failure of the Riemann hypothesis. For this analysis, a study of some of the results
in (3) is also made.

Keywords: Báez-Duarte criterion. Riemann hypothesis. Hardy space. de Branges-Rovnyak
spaces. Functional analysis. Biorthogonality. Cauchy dual.
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Introdução

Os números primos são objetos de extremo interesse para a matemática por
cumprirem um papel análogo ao do átomo de Leucipo para os números naturais com respeito
à multiplicação, i.e., serem elementos indivisíveis que geram todos os demais, conforme o
Teorema Fundamental da Aritmética. Desde a antiguidade clássica, já é conhecido que
exitem infinitos números primos, por uma demonstração clássica de Euclides. Apesar disso,
entender a forma como os números primos se distribuem é ainda um trabalho que elude os
matemáticos.

Uma das questões na qual estamos interessados é entender o comportamento
assintótico da função πpxq que conta a quantidade de números primos no intervalo r1, xs.
Gauss, em 1849, propôs em uma carta ao astrônomo Hencke (de acordo com (4)) que πpxq

é bem-aproximada pela função

Lipxq “ lim
δÑ0`

ż 1´δ

0

1
log tdt `

ż x

1`δ

1
log tdt.

Como estamos olhando apenas para o comportamento assintótico, é comum
trabalharmos, alternativamente, com a função

lipxq “

ż x

2

1
log tdt “ Lipxq ´ Lip2q.

Essa observação feita por Gauss ficou demonstrada com o célebre Teorema dos
números primos (TNP), provado independentemente por Hadamard (5) e de la Vallée
Poussin (6) em 1896. De fato, usando integração por partes, é fácil concluir que

lipxq ´
x

log x “ O

ˆ

x

log2 x

˙

.

Em particular, lipxq „ x{ log x e assim, segue de uma das famosas formulações do TNP,
que πpxq „ x{ log x ùñ πpxq „ lipxq.

Vale ressaltar que, em ambas as demonstrações mencionadas do TNP, um passo
fundamental envolve mostrar que a função ζ (lê-se zeta) de Riemann não se anula na reta
Re psq “ 1. Essa função é definida no semiplano C1 pela série de Dirichlet

ζpsq “

8
ÿ

n“1

1
ns
,
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e estendida a uma função meromórfica no plano complexo por continuação analítica. A
relação da função ζ com os números primos era conhecida por Euler, por meio de seu
produto infinito

ζpsq “
ź

p primo

1
1 ´ p´s

, @ s P C1.

Além disso, o erro da aproximação assintótica πpxq „ lipxq depende dos zeros de ζ. Um
estudo da continuação analítica da função ζ nos permite concluir que seus zeros podem
ser divididos em dois tipo: os zeros triviais (se s “ ´2n, n P N˚) e os zeros não triviais (se
0 ă Re psq ă 1). Analisando essa função, Riemann (7) conjecturou que os zeros não triviais
pertencem todos à reta Re psq “ 1{2. Essa conjectura é o que chamamos de hipótese de
Riemann (HR).

A hipótese de Riemann é um dos grandes problemas em aberto da matemática,
sendo um dos sete problemas do milênio propostos pelo Clay Institute (4). Uma das
consequências da HR está relacionada ao termo de erro da aproximação πpxq „ lipxq. De
fato, se a HR for verdadeira conseguimos obter a estimativa para o termo de erro a seguir

πpxq “ lipxq ` Op
?
x log xq.

Não só isso, mas também regiões livres de zeros na faixa crítica ts P C : 0 ă Re psq ă 1{2u

nos dão boas estimativas para esse termo de erro.

Na década de 1950, Nyman (8) e Beurling (9) provaram que a HR é equivalente
a um problema em espaços de Banach.

Teorema 0.0.1. Para cada 0 ď λ ď 1, seja fλ : p0, 1q Ñ C a função dada por

fλpxq “

"

λ

x

*

´ λ

"

1
x

*

,

onde txu denota a parte fracionária de x. Então, para cada 1 ă p ă 8, o semiplano
C1{p “ ts P C : Re psq ą 1{pu é livre de zeros de ζ se, e somente se, spantfλ : 0 ď λ ď 1u

é denso em Lp
p0, 1q. Isso ocorre se, e somente se, 1 P spantfλ : 0 ď λ ď 1u.

Esse resultado fornece uma abordagem que permite utilizar ferramentas de
análise funcional e teoria de operadores para estudar a HR, um problema cujas principais
abordagens convencionais envolvem teoria dos números e análise complexa. Chamamos a
abordagem de estudar a HR por meio de densidade e aproximação em espaços vetoriais
topológicos e os resultados parciais nesses contextos de teoria de Nyman-Beurling por
conta desse teorema. Em 2003, Báez-Duarte (10) provou uma versão forte desse resultado
no caso p “ 2, que enunciamos a seguir.

Teorema 0.0.2. Para todo k P N˚, seja sk : p0, 1q Ñ C a função dada por

skpxq “

"

1
kx

*

´
1
k

"

1
x

*

.
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Então, a hipótese de Riemann é equivalente à função constante 1 pertencer ao fecho em
L2

p0, 1q de spantsk : k P N˚
u.

Em particular, como L2
p0, 1q é um espaço de Hilbert separável, é unitariamente

equivalente a qualquer espaço de Hilbert separável. Logo, em todo espaço desse tipo existe
um problema sobre aproximação com uma família enumerável de vetores equivalente a
HR. Nesse texto, estudamos a versão desse Teorema no espaço de Hardy-Hilbert H2

introduzida por Noor (1) e resultados parciais nesse contexto, apresentados em (1, 2). A
vantagem em estudar a versão do critério de Báez-Duarte em H2 é que podemos fazer uso
da extensa teoria e ferramentas desenvolvidas para os espaços de Hardy, que relacionam
análise funcional, teoria de operadores e análise complexa.

O texto é dividido em 3 capítulos e um apêndice. No primeiro capítulo, entitu-
lado Preliminares, são apresentados os conceitos e resultados necessários para compreensão
de todo o texto. Começamos definindo o espaço de Hardy e desenvolvendo parte de sua
teoria, além de apresentar outros espaços vetoriais topológicos de funções holomorfas no
disco utilizados no artigo (1) e na pré-publicação (2). É também apresentado o conceito
de dualidade de Cauchy para esses espaços, que cumpre um papel fundamental na pré-
publicação (2). Ainda nesse capítulo, discutimos o conceito de biortogonalidade e sua
relação com completude de sequências, o que motiva um dos resultados de (2). Por fim,
discutimos alguns conceitos e resultados em teoria analítica dos números, usados em ambos
os textos citados, e apresentamos com maior detalhe a função ζ de Riemann, a hipótese
de Riemann e os critérios de Nyman e Beurling e Báez-Duarte.

O segundo capítulo é dedicado ao estudo do artigo (1), sendo as quatros seções
desse capítulo referentes às seções 2 a 5 do artigo. No terceiro capítulo estudamos parte
da pré-publicação (2), omitindo parte dos resultados da seção 2 desse texto. Por fim, no
apêndice definimos e discutimos brevemente as notações de comportamente assintótico,
como f “ Opgq e f „ g, utilizadas extensivamente ao longo do texto.

Esse texto é escrito tendo em mente que o leitor tem um conhecimento relativo
a um curso de álgebra linear de graduação, um curso de análise real relativamente completo,
um curso de análise complexa, um curso básico de análise funcional e um curso introdutório
de teoria dos números (conheça, por exemplo, o Teorema de Bézout). Compilamos no
Apêndice B os resultados clássicos que não são discutidos, mas são usados no texto.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo é dedicado à apresentação dos conceitos utilizados nos capítulos 2
e 3. As seções 1.1 a 1.3 e 1.5 apresentam diferentes espaços de Hilbert de funções holomorfas,
a saber, o espaço de Hardy no disco H2

pDq, os espaços de Bergman ponderados mcA2
α,

em especial o espaço A2
1, os espaços de Dirichlet harmonicamente ponderados Dµ e os

espaços de de Branges-Rovnyak Hpbq, enquanto a seção 1.4 apresenta dois espaços vetoriais
topológicos de funções holomorfas, a classe de Nevanlinna N e de Smirnov N`, que estão
relacionados aos espaços apresentados nas seções 1.1 e 1.5. Na seção 1.6 apresentamos uma
noção de dualidade específica para espaços de funções holomorfas. Na seção 1.7 definimos
o conceito de biortogonalidade em espaços de Hilbert e o relacionamos com minimalidade
e completude. Na seção 1.8 introduzimos e discutimos algumas definições e resultados
de teoria analítica dos números. Por fim, na seção 1.9 definimos a famosa função ζ de
Riemann, enunciamos a célebre hipótese de Riemann (HR) e dois critérios em espaços de
Hilbert para HR.

As seções 1.1 a 1.5, 1.9 e as subseções 1.8.2 e 1.8.3 apresentam os conceitos
que serão usados no capítulo 2. As seções 1.1, 1.3 a 1.7 e a subseção 1.8.1 contém as
preliminares para o capítulo 3.

1.1 O Espaço de Hardy-Hilbert no Disco
A forma como iremos definir o espaço de Hardy destaca a relação natural entre

esse espaço e ℓ2
pNq. Portanto, vamos primeiro definir ℓ2

pNq.

Definição 1.1.1. Seja

ℓ2
pNq “

#

panqnPN Ă C :
8
ÿ

n“0
|an|

2
ă 8

+

,

i.e., o conjunto das sequências de números complexos que são quadrado-somáveis. ℓ2
pNq

é um espaço vetorial com a soma e multiplicação por escalar usuais (coordenada a
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coordenada). Além disso, ℓ2
pNq é um espaço de Hilbert com o produto interno

xpanqnPN, pbnqnPNyℓ2pNq
“

8
ÿ

n“0
anbn.

De forma análoga, podemos definir ℓ2
pN˚

q e

ℓ2
pZq “

#

panqnPZ Ă C :
8
ÿ

n“´8

|an|
2

ă 8

+

.

Quando estiver claro pelo contexto qual é o conjunto de índices, iremos simplificar a
notação, denotando por ℓ2 e as sequências panqnPI por panq, onde I “ N,N˚ ou Z. Na
seção 1.2, definimos uma generalização para esses espaços, porém nos restringimos ao caso
I “ N.

De acordo com (11), podemos definir o espaço de Hardy no disco como segue.

Definição 1.1.2 (Espaço de Hardy-Hilbert). O espaço de Hardy-Hilbert no disco, denotado
por H2

pDq, é o conjunto das funções holomorfas na origem com coeficientes de Taylor
quadrado-somáveis, i.e.,

H2
“

#

f P Hol p0q : fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n, panq Ă C e
8
ÿ

n“0
|an|

2
ă 8

+

.

Por simplicidade, por vezes denotamos esse espaço por H2 ao invés de H2
pDq. O espaço

de Hardy é um espaço de Hilbert com o produto interno

xf, gyH2 “

C

8
ÿ

n“0
anz

n,
8
ÿ

n“0
bnz

n

G

H2

“

8
ÿ

n“0
anbn “ xpanq, pbnqyℓ2 .

Notação. Como é usual, quando o espaço estiver subentendido, o omitimos na notação
de produto interno.

Uma simples computação mostra que o mapa panq P ℓ2
ÞÑ

8
ÿ

n“0
anz

n
P H2 é uma

transformação unitária, i.e. linear isométrica e sobrejetiva. Em particular, H2 é um espaço
de Hilbert separável de dimensão infinita em que tzn : n P Nu é uma base ortonormal.
Além disso, apesar da definição só pedir que as funções de H2 sejam holomorfas na origem,
é fácil verificar que temos uma condição ainda mais forte.

Proposição 1.1.3. Toda função que pertence ao espaço de Hardy H2 é holomorfa no
disco unitário D, i.e., H2

Ă Hol pDq.

Demonstração. Veja (11, Teorema 1.1.2) ou observe que, se panq P ℓ2, então an “ Op1q

(veja Apêndice A) e lim sup
nÑ8

|an|
1{n

ď 1, logo o raio de convergência de
8
ÿ

n“0
anz

n é maior ou

igual a 1.
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Vale ressaltar que essa inclusão é estrita. De fato, o exemplo a seguir será
relevante no futuro (veja Teorema 3.1.7).

Exemplo 1.1.4. A função fpzq “
1

1 ´ z
pertence a Hol pDq zH2. De fato, como 1

1 ´ z
“

8
ÿ

n“0
zn, a sequência dos coeficientes da série de Taylor de f não é quadrado-somável.

O espaço de Hardy-Hilbert é um exemplo de um espaço de Hilbert com núcleos
de reprodução, que definimos a seguir.

Definição 1.1.5. Seja H um espaço de Hilbert complexo e X um conjunto tal que H é
um subespaço vetorial de

FpX;Cq “ tf : X Ñ Cu,

onde a soma e produto por escalar em FpX;Cq são os usuais (coordenada a coordenada).
Dizemos que H é um espaço de Hilbert com núcleos de reprodução se para todo x P X,
existe kx P H tal que

fpxq “ xf, kxy , @ f P H.

Nesse caso, dizemos que kx é um núcleo de reprodução para x em H.

Note que, pelo Teorema de representação de Riesz, isso é equivalente às funções
de avaliação f P H ÞÑ fpxq P C serem contínuas para todo x P X. Indicamos (12) como
uma referência para o estudo desses espaços.

A Proposição 1.1.3 nos mostra, em particular, que H2 é subespaço vetorial
de FpD;Cq. O resultado a seguir mostra que H2 é um espaço de Hilbert com núcleos de
reprodução e fornece uma expressão para as funções kz.

Proposição 1.1.6. Para cada z0 P D, a função

kz0pzq “

8
ÿ

n“0
z0

nzn
“

1
1 ´ z0z

é um núcleo de reprodução para z0 em H2. Além disso, ||kz0 ||H2 “ p1 ´ |z0|
2
q

´1{2.

Demonstração. Note que
8
ÿ

n“0
|z0

n
|
2

“

8
ÿ

n“0
|z0|

2n
“

1
1 ´ |z0|2

ă 8,

para todo z0 P D. Logo, kz0 P H2 e

||kz0 ||H2 “

d

1
1 ´ |z0|2

“ p1 ´ |z0|
2
q

´1{2.
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Além disso, se f “

8
ÿ

n“0
anz

n
P H2,

xf, kz0y “

8
ÿ

n“0
anz0

n “

8
ÿ

n“0
anz

n
0 “ fpz0q.

Um importante corolário desse resultado relaciona as topologias de H2 e Hol pDq.
Aqui, consideramos em Hol pDq a topologia compacto-aberto, que é a sua topologia usual.
Essa topologia é metrizável, logo pode ser caracterizada pelo fato de uma sequência
convergir nessa topologia se, e somente se, converge uniformemente em subconjuntos
compactos de D.

Corolário 1.1.7. Seja pfnqnPN Ă H2 tal que fn Ñ f em H2. Então, fn Ñ f uniformemente
em subconjuntos compactos de D. Ou seja, a topologia de H2 é mais fina que a topologia
compacto-aberto (i.e., a topologia de H2 como subespaço de Hol pDq).

Demonstração. Para cada z P D, temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

|fnpzq ´ fpzq| “ | xfn ´ f, kzy | ď ||fn ´ f || ||kz|| . (1.1)

Seja K Ă D um compacto. Como z ÞÑ ||kz|| é contínua em D pela Proposição 1.1.6, segue
que existe

M :“ max
zPK

||kz|| ă 8.

Logo,
|fnpzq ´ fpzq| ď M ||fn ´ f || ,

para todo z P K. Disso segue a primeira afirmação. A afirmação sobre as topologias segue
do fato de a topologia de H2 ser métrica e a convergência uniforme em compactos coincidir
com a convergência na topologia compacto-aberto.

O teorema a seguir fornece uma outra caracterização das funções de H2.

Teorema 1.1.8. Seja f P Hol pDq. Então f P H2 se e só se

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ ă 8

e nesse caso,

||f ||H2 “

ˆ

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ
˙1{2

. (1.2)

Além disso, a função Mf : p0, 1q Ñ R dada por

Mf prq “
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ

é crescente. Em particular, se f P H2, ||f ||
2
H2 “ lim

rÑ1´
Mf prq.
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Demonstração. O Teorema segue da fórmula

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ “

8
ÿ

n“0
|an|

2 r2n, @ 0 ă r ă 1, (1.3)

onde
fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n (1.4)

é a expansão de f P Hol pDq em série de potências. Vamos, então, primeiro verificar (1.3).
Sejam f P Hol pDq com a série de potências dada por (1.4) e 0 ă r ă 1. Temos que

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2
“ fpreiθ

qfpreiθq “

˜

8
ÿ

n“0
anr

neinθ

¸ ˜

8
ÿ

m“0
amr

me´imθ

¸

“

8
ÿ

n“0

8
ÿ

m“0
anamr

n`meipn´mqθ
@θ P R.

Essa série converge absoluta e uniformemente em relação a θ. De fato,
ˇ

ˇanamr
n`meipn´mqθ

ˇ

ˇ “ |an| rn
|am| rm,

e a série (1.4) converge absolutamente se r “ l|z| ă 1 (pois f P Hol pDq). A convergência
uniforme segue do teste M de Weierstrass. Assim,

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

m“0
anamr

n`m 1
2π

ż 2π

0
eipn´mqθdθ

e obtemos (1.3), pois

1
2π

ż 2π

0
eipn´mqθdθ “ δn,m “

$

&

%

1, se n “ m,

0, se n ‰ m.

Com isso, se f P H2, temos que
8
ÿ

n“0
|an|

2 r2n
ď ||f ||

2
H2 para todo 0 ă r ă 1,

logo

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ ď ||f ||
2
H2 ă 8.

Reciprocamente, suponha que f P Hol pDq zH2. Então, dado M ą 0, existem N P N tal

que
N
ÿ

n“0
|an|

2
ě 2M e 0 ă r ă 1 tal que r2N

ě 1{2. Logo,

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ ě

N
ÿ

n“0
|an|

2 r2n
ě M ùñ sup

0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ “ 8.

Dessa forma, concluimos que

H2
“

"

f P Hol pDq : sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ ă 8

*

,
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como queríamos.

Podemos refinar o argumento anterior para mostrar (1.2). Note que a igualdade
é trivial no caso f “ 0. Tomemos, então, f P H2

zt0u. Dado ε ą 0, tome N P N tal que
N
ÿ

n“0
|an|

2
ą ||f ||

2
H2 ´

ε

2 e 0 ă r ă 1 tal que r2N
ą 1 ´

ε

2 ||f ||
2
H2

. Logo,

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ ě

N
ÿ

n“0
|an|

2 r2n
ě r2N

N
ÿ

n“0
|an|

2
ą

ˆ

1 ´
ε

2 ||f ||
2
H2

˙

´

||f ||
2
H2 ´

ε

2

¯

ą ||f ||
2
H2 ´

ε

2 ´
ε

2 “ ||f ||
2
H2 ´ ε.

Portanto, se f P H2, obtemos

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ “ ||f ||
2
H2 ,

como queríamos. Por fim, (1.3) implica diretamente que Mf é crescente.

Observação 1.1. A equação (1.3) pode também ser obtida pela aplicação da Identidade de
Parseval à função eiθ

ÞÑ fpreiθ
q, que pertence a L2

pTq (veja a Definição B.1.1).

Note que o Teorema 1.1.8 nos dá também uma nova maneira de definir o
produto interno em H2. De fato, segue da identidade de polarização que, dados f, g P H2,

4 xf, gyH2 “ ||f ` g||
2
H2 ´ ||f ´ g||

2
H2 ` i ||f ` ig||

2
H2 ´ i ||f ´ ig||

2
H2

“ lim
rÑ1´

1
2π

ż 2π

0

“

|f ` g|
2

preiθ
q ´ |f ´ g|

2
preiθ

q ` i |f ` ig|
2

preiθ
q ´ i |f ´ ig|

2
preiθ

q
‰

dθ

“ 4 lim
rÑ1´

1
2π

ż 2π

0
fpreiθ

qgpreiθqdθ.

Assim,

xf, gyH2 “ lim
rÑ1´

1
2π

ż 2π

0
fpreiθ

qgpreiθqdθ. (1.5)

Alternativamente, podemos adaptar a demonstração do Teorema 1.1.8 para obter (1.5).

Como comentado anteriormente, com o Teorema 1.1.8 temos uma nova maneira
de definir o espaço de Hardy. De fato, esse teorema é um caso particular do Teorema de
convexidade de Hardy (cf. (13, Teorema 1.5)), que originalmente motivou a definição dos
espaços de Hardy Hp para 0 ă p ď 8.

Definição 1.1.9 (Espaços de Hardy). Seja 0 ă p ă 8. O espaço de Hardy Hp é o conjunto

Hp
“

"

f P Hol pDq : sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ ă 8

*

.

Se 1 ď p ă 8 e f P Hp, definimos também a norma

||f ||Hp “

ˆ

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ

˙1{p

.
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Além disso, no caso p “ 8 a norma é dada por

H8
“

"

f P Hol pDq : sup
zPD

|fpzq| ă 8

*

e, para f P H8,
||f ||H8 “ sup

zPD
|fpzq|.

Note que ||f ||Hp pode ser reescrita como o supremo das normas em Lp (veja
Definição B.1.1) de funções relacionadas a f . De fato, dados f P Hol pDq e 0 ď r ă 1,
denotemos por fr : T Ñ C a função dada por

frpeiθ
q “ fpreiθ

q “

8
ÿ

n“0
anr

neinθ, onde fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n. (1.6)

Como f P Hol pDq, então fr é contínua em T, logo limitada, portanto fr P Lp
pTq para todo

1 ď p ď 8. Com essa notação, temos, para 1 ď p ă 8,

||f ||Hp “

ˆ

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ

˙1{p

p˚q
“ sup

0ără1

ˆ

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ

˙1{p

“ sup
0ără1

||fr||Lp ,

onde a igualdade p˚q segue do fato de x ÞÑ x1{p ser crescente e contínua em x ą 0 sempre
que p ą 0.

Notação. Para toda f P Hol pDq, denotaremos por fr a função definida em (1.6).

Não é imediato da definição que ||¨||Hp são de fato normas. Verificamos isso a
seguir.

Proposição 1.1.10. Os espaços de Hardy Hp são espaços de Banach se 1 ď p ď 8.

Demonstração. Para o caso p “ 8, observe que H8 é um subespaço vetorial do espaço de
Banach BpDq das funções f : D Ñ C limitadas com a norma

||f ||BpDq
“ sup

zPD
|fpzq| .

Note que a norma de H8 é exatamente a norma herdada de BpDq e H8 é um subespaço
fechado para a topologia induzida por essa norma, pois limite uniforme de funções
holomorfas é também uma função holomorfa (veja Teorema B.2.2). Isso mostra que
H8 é um espaço de Banach.

Para o caso 1 ď p ă 8, vamos primeiro verificar que ||¨||Hp é uma norma. A
única propriedade na definição de norma cuja verificação não é imediata nesse caso é a
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desigualdade triangular. Considere, então, f, g P Hp. Pela desigualdade de Minkowski,
para cada 0 ă r ă 1 temos

||pf ` gqr||Lp “ ||fr ` gr||Lp ď ||fr||Lp ` ||gr||Lp ď sup
0ără1

||fr||Lp ` sup
0ără1

||gr||Lp .

Como isso vale para todo 0 ă r ă 1, segue que

||f ` g||Hp “ sup
0ără1

||pf ` gqr||Lp ď sup
0ără1

||fr||Lp ` sup
0ără1

||gr||Lp “ ||f ||Hp ` ||g||Hp .

O que mostra que ||¨||Hp é uma norma.

Por fim, precisamos verificar que Hp é um espaço métrico completo para a
distância induzida por essa norma. Para isso, fixe 1 ď p ă 8 e considere uma sequência de
Cauchy pfnq Ă Hp. Vamos primeiro mostrar que pfnq é uniformemente de Cauchy sobre
subconjuntos compactos de D, i.e., para cada K Ă D compacto e ε ą 0, existe N P N tal
que

n,m ď N ùñ sup
zPK

|fnpzq ´ fmpzq| ă ε.

Isso mostrará que pfnq converge localmente uniformemente para uma função f P Hol pDq.

Considere, então, K Ă D compacto. Sejam

r “ max
zPK

|z| ă 1

e R tal que r ă R ă 1. Para cada z P K e n,m P N, aplicamos a fórmula integral de
Cauchy (veja Teorema B.2.3) para fn ´ fm em z, integrando ao longo de RT, o círculo de
raio R centrado em 0, e obtemos

fnpzq ´ fmpzq “
1

2πi

¿

RT

fnpsq ´ fmpsq

z ´ s
ds “

R

2π

ż 2π

0

fnpReiθq ´ fmpReiθq

Reiθ ´ z
eiθdθ.

Note que fnpReiθ
q ´ fmpReiθ

q “ pfn ´ fmqRpeiθ
q. Além disso, como |z| ď r ă R, temos a

cota inferior para o denominador
ˇ

ˇReiθ
´ z

ˇ

ˇ ě R ´ r. Com isso, obtemos

|fnpzq ´ fmpzq| ď
R

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇpfn ´ fmqRpeiθq
ˇ

ˇ

|Reiθ ´ z|
dθ ď

R

R ´ r
||pfn ´ fmqR||L1 .

Aplicando a desigualdade de Hölder para pfn ´fmqR P Lp e a função constante 1 P L8
Ă Lq,

onde q´1
` p´1

“ 1, temos que ||pfn ´ fmqR||L1 ď ||pfn ´ fmqR||Lp . Logo,

pR ´ rq |fnpzq ´ fmpzq| ď R ||pfn ´ fmqR||L1 ď ||pfn ´ fmqR||Lp ď ||fn ´ fm||Hp .

Portanto pfnq é uniformemente de Cauchy em K, pois pfnq é Cauchy em Hp. Como K Ă D
era um compacto qualquer, segue que pfnq é localmente uniformemente de Cauchy.

Seja, então, f P Hol pDq o limite localmente uniforme de pfnq. Vamos mostrar
que fn Ñ f na norma de Hp, o que também implica que f P Hp. Com isso, teremos
provado que Hp é um espaço de Banach.
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Dado ε ą 0, tome N P N tal que ||fn ´ fm||Hp ă
ε

2 sempre que n,m ď N . Tal
N existe pois pfnq é uma sequência de Cauchy na norma de Hp. Além disso, para cada
0 ă r ă 1, existe m ě N tal que

||pf ´ fmqr||L8 “ sup
|z|“r

|fpzq ´ fmpzq| ă
ε

2 ,

pois pfnq converge uniformemente para f no compacto tz P D : |z| “ ru Ă D. Assim, para
todo n ě N , temos

||pf ´ fnqr||Lp ď ||pf ´ fmqr||Lp ` ||pfm ´ fnqr||Lp ď ||pf ´ fmqr||L8 ` ||fn ´ fm||Hp ă ε.

Como isso vale para todo 0 ă r ă 1, obtemos

||f ´ fn||Hp “ sup
0ără1

||pf ´ fnqr||Lp ď ε, @ n ě N,

como queríamos.

A demonstração acima é baseada nos itens (b) e (c) da Observação 17.8 de
(14). Uma outra demonstração desse resultado pode ser encontrada na seção 3.2 de (13).

É possível também definir

||f ||Hp “

ˆ

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ

˙1{p

.

para f P Hp, onde 0 ă p ă 1. Nesse caso, ||¨||Hp não é uma norma, pois não satisfaz a
desigualdade triangular. Contudo, é um exercício simples verificar que

dHppf, gq “ ||f ´ g||
p
Hp “ sup

0ără1

1
2π

ż 2π

0
|fpreiθ

q|
pdθ, @ f, g P Hp

define uma distância em Hp para 0 ă p ă 1. De fato, é possível mostrar que Hp, 0 ă p ă 1,
é um espaço métrico completo para essa distância (veja (13, seção 3.2)). Como, além disso,
dHp é invariante por translação, i.e., dHppf ` h, g ` hq “ dHppf, gq para todos f, g, h P Hp,
dizemos que Hp é um F-espaço.

A teoria dos espaços de Hardy Hp é bastante rica e tem em (13, 15) excelentes
exposições. Nesse trabalho, iremos nos restringir ao estudo de parte da teoria de H2 e,
para tanto, estudar também H8. É claro da definição acima que H8

Ă H2. Vale ressaltar
que muitos dos resultados a serem mostrados para H2 possuem uma versão geral para os
demais Hp, porém com demonstrações diferentes, em geral.

Comparando a definição anterior dos espaços Hp com a definição 1.1.2, é natural
questionar se a mesma caracterização vale para os coeficientes de Taylor de funções em
Hp. O Teorema 6.1 de (13) responde essa pergunta, mostrando que, em geral, é falso que
o conjunto das séries de potências cujos coeficientes formam uma sequência em ℓp, com
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algum 0 ă p ď 8 é igual ao espaço de Hardy Hp. Mais precisamente, esse teorema mostra
que se f P Hp com 1 ď p ď 2, então seus coeficientes de Taylor formam uma sequência em
ℓq, onde q´1

` p´1
“ 1. Reciprocamente, se panqnPN P ℓp com 1 ď p ď 2, então a série de

potências
8
ÿ

n“0
anz

n pertence a Hq, onde q´1
` p´1

“ 1.

Vamos agora apresentar uma terceira maneira de enxergar o espaço H2, desta
vez como subespaço de L2

pTq.

Note que, em H2, tz ÞÑ zn : n P Nu é uma base de Hilbert e, como N Ă Z,
existe uma forma simples de mapear isometricamente funções de H2 a funções de L2:

fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n
P H2

ÞÑ f˚
peiθ

q “

8
ÿ

n“0
ane

inθ
P L2. (1.7)

Mais precisamente, o mapa acima é uma transformação unitária entre H2
pDq e o subespaço

fechado de L2 formado pelas funções f tais que f̂pnq “ 0 para todo n ă 0. Isso motiva a
seguinte definição.

Definição 1.1.11. O espaço de Hardy no círculo é o conjunto

H2
pTq :“ tf P L2

pTq : f̂pnq “ xf, eny “ 0, @ n ă 0u

com a estrutura de espaço vetorial e o produto interno herdados de L2
pTq.

Com essa notação, temos que o mapa dado por (1.7) é um isomorfismo isométrico
de H2

pDq para H2
pTq. Esse isomorfismo é bastante importante no estudo dos espaços

de Hardy e satisfaz algumas propriedades bastante interessantes. Antes de enunciá-las, é
necessário definir o núcleo de Poisson.

O núcleo de Poisson é dado, para cada 0 ď r ă 1 e θ P R, por

Prpθq “

8
ÿ

n“´8

r|n|einθ. (1.8)

Como usamos muitas vezes essa função na forma Prpθ ´ tq para definir uma função de
z “ reiθ, iremos nesse caso denotá-la por P pz, eit

q, i.e., P preiθ, eit
q “ Prpθ ´ tq. Note que

8
ÿ

n“´8

r|n|einpθ´tq
“ Re

˜

1 ` 2
8
ÿ

n“1
preiθ

q
ne´int

¸

“ Re
ˆ

1 ` 2 ze´it

1 ´ ze´it

˙

“ Re
ˆ

eit ` z

eit ´ z

˙

.

Por outro lado,

eit ` z

eit ´ z
“

1 ` 2iIm pze´itq ´ |z|
2

|1 ´ ze´it|
2 ñ P pz, eit

q “
1 ´ |z|

2

|1 ´ ze´it|
2 “

1 ´ r2

1 ´ 2r cospθ ´ tq ` r2 .

Logo, Prpθq “
1 ´ r2

1 ´ 2r cos θ ` r2 .



Capítulo 1. Preliminares 28

Teorema 1.1.12. Seja f P H2
pDq e denote por fr e f˚ as funções definidas em (1.6) e

(1.7), respectivamente. Então,

1. lim
rÑ1´

||f˚
´ fr||L2 “ 0;

2. lim
rÑ1´

fpreiθ
q “ f˚

peiθ
q para m-q.t.p. θ.

3. (Fórmula Integral de Poisson)

fpreit
q “

1
2π

ż 2π

0
f˚

peiθ
qPrpθ ´ tqdθ,

onde Prpθq é o núcleo de Poisson.

Observação 1.2. Segue do item (1) do Teorema anterior que

||f˚
||L2 “ lim

rÑ1´
||fr||L2 “ ||f ||H2 .

Isso também vale para os demais espaços Hp, 0 ă p ď 8. O caso p “ 8 será tratado no
Corolário 1.1.14. Para os casos 0 ă p ă 8, veja, por exemplo, (13, Teorema 2.6) ou (14,
Teorema 17.11).

O item 1 do teorema anterior nos diz que f˚ é o limite em L2 das restrições fr

de f sobre os círculos rT. O item 2 diz que f˚ é q.t.p. o limite radial de f . Omitiremos
as demontrações desses resultados, que podem ser encontradas em (11, Teorema 1.1.10,
Corolário 1.1.28 e Teorema 1.1.21). Vale ressaltar que a demonstração do item 2 do teorema
anterior é bastante extensa, sendo um corolário do Teorema de Fatou (11, Teorema 1.1.26).
Ademais, esse item é apenas um caso particular de um resultado maior. De fato, f˚ é q.t.p.
o limite não-tangencial de f (veja (14, Parágrafo 11.21)). Uma versão do Teorema 1.1.12
para os demais Hp, 0 ă p ă 8 é apresentada no Teorema 17.11 de (14).

Uma aplicação imediata do item 3 do Teorema 1.1.12 nos permite calcular a
integral do núcleo de Poisson.

Corolário 1.1.13. Para todo 0 ď r ă 1 e t P R, temos que

1
2π

ż 2π

0
Prpθ ´ tq dθ “ 1.

Demonstração. Basta aplicar o item 3 do Teorema 1.1.12 para a função constante 1 P

H2.

Devido às propriedades do isomorfismo definido em (1.7), iremos usá-lo para
identificar H2

pDq e H2
pTq, denotando ambos por H2, muitas vezes escrevendo f˚

peiθ
q como

fpeiθ
q sem maior ressalva. Pelo mesmo motivo, iremos por vezes chamar os coeficientes de

Taylor de uma função f P H2 de coeficientes de Fourier e denotá-los por f̂pnq.
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O Teorema 1.1.12 nos fornece também uma nova maneira de caracterizar as
funções de H8

pDq.

Corolário 1.1.14. Uma função f P H2
pDq está em H8

pDq se e somente se seu limite
radial f˚ pertence a L8

pTq. Nesse caso, ||f ||H8 “ ||f˚
||L8.

Demonstração. Seja f P H8
pDq. Segue do item 2 do Teorema 1.1.12 que

|f˚
peiθ

q| “ lim
rÑ1´

|fpreiθ
q| ď ||f ||H8

para m-q.t.p. θ P r0, 2πs. Logo, f˚
P L8 e ||f˚

||L8 ď ||f ||H8 . Reciprocamente, se f P H2
pDq

e f˚
P L8

pTq, o item 3 do Teorema 1.1.12 nos dá que

|fpreit
q| “

1
2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
f˚

peiθ
qPrpθ ´ tqdθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Como Prpθq ą 0 para todo 0 ď r ă 1 e 0 ď θ ď 2π, obtemos, pelo Corolário 1.1.13,

|fpreit
q| ď

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇf˚
peiθ

q
ˇ

ˇPrpθ ´ tqdθ ď
||f˚||L8

2π

ż 2π

0
Prpθ ´ tqdθ

“ ||f˚
||L8 .

Logo, f P H8
pDq e ||f ||H8 ď ||f˚

||L8 .

Note que a hipótese f P H2
pDq no corolário anterior é bastante natural, uma

vez que H8
pDq Ă H2

pDq. Isso motiva a seguinte definição.

Definição 1.1.15. O espaço H8
pTq é o conjunto

H8
pTq “ H2

pTq X L8
pTq.

1.1.1 Teorema de Beurling e a fatoração canônica

Após a apresentação do espaço de Hardy no disco nas três formas com as quais
trabalharemos, vamos apresentar nessa subseção uma importante aplicação do espaço de
Hardy, o Teorema de Beurling, e, a partir disso, construir a fatoração canônica de funções
de H2.

O Teorema de Beurling classifica os subespaços invariantes do shift unilateral.
Portanto, vamos primeiro definir os conceitos necessários para enunciar o teorema.

Definição 1.1.16. Sejam V um espaço vetorial topológico e T : V Ñ V um operador
linear contínuo.

(i) Chamamos de subespaço invariante por T (ou T -invariante) os subsespaços fechados
U Ă V tais que

TU Ă U.
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(ii) Dado um vetor v P V , chamamos de o subespaço T -invariante gerado por v o menor
subespaço invariante que contém v. Este subespaço coincide com

spantT nv : n P Nu.

(iii) Dizemos que um vetor v é cíclico para T (ou T -cíclico) se o subespaço T -invariante
gerado por v é o espaço todo V . Ou seja,

spantT nv : n P Nu “ V.

Um simples e importante operador no espaço de sequências é o chamado shift
unilateral, que definimos a seguir para o espaço ℓ2.

Definição 1.1.17 (Shift Unilateral). Chamamos de shift unilateral em ℓ2 o operador
U : ℓ2

Ñ ℓ2 definido por
Upa0, a1, . . . q “ p0, a0, a1, . . . q,

para toda sequência panqnPN P ℓ2.

Um cálculo direto mostra que U é linear, isométrico e sua adjunta U˚ é dada
por

U˚
pa0, a1, . . . q “ pa1, a2, . . . q.

Uma questão natural nesse contexto é como caracterizar os subespaços de ℓ2

invariantes pelo shift. Isso é extremamente difícil puramente em termos de sequências.
Porém, ao estudar o operador unitariamente equivalente ao shift no espaço de Hardy H2,
isso se torna factível.

Proposição 1.1.18. O operador S : H2
Ñ H2 dado por

Sfpzq “ zfpzq, @ f P H2

é unitariamente equivalente a U , o shift unilateral em ℓ2.

Demonstração. Seja T : ℓ2
Ñ H2 o mapa unitário dado por

T ppanqq “

8
ÿ

n“0
anz

n.

Dada uma sequência panq P ℓ2, temos que

TUppanqq “ T p0, a0, a1, . . . q “

8
ÿ

n“0
anz

n`1
“ z

8
ÿ

n“0
anz

n
“ ST ppanqq.
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A proposição anterior motiva a seguinte definição.

Definição 1.1.19 (Shift em H2). O shift em H2 é o operador S : H2
Ñ H2 dado por

Sfpzq “ zfpzq, @ f P H2.

Como U e S são unitariamente equivalentes, quando não houver confusão
iremos denotar ambos por S.

A caracterização dada pelo Teorema de Beurling depende de uma classe de
funções em H2.

Definição 1.1.20 (Função Interior). Uma função f P H8 é dita interior se
ˇ

ˇf˚
`

eiθ
˘ˇ

ˇ “ 1
q.t.p. em T.

Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.1.21 (Teorema de Beurling). Todo subespaço de H2 invariante pelo shift e
diferente de t0u é da forma φH2, onde φ é uma função interior. Além disso, φH2

“ ψH2

se e somente se existe λ P T tal que φ “ λψ.

Uma demonstração do Teorema 1.1.21 está feita em (11, Corolário 2.2.12 e
Teorema 2.2.8). Esse importante teorema nos leva naturalmente à fatoração canônica das
funções de H2.

Corolário 1.1.22. Se f P H2
zt0u, então existem uma função interior φ e uma função

S-cíclica F tais que f “ φF . Essa fatoração é única a menos de um fator constante
unimodular.

Demonstração. Dado f P H2
zt0u, temos que spantSnf : n P Nu é um subespaço shift-

invariante e diferente de t0u, portanto, existe uma função interior φ tal que spantSnf :
n P Nu “ φH2. Em particular, existe F P H2 tal que f “ φF .

Vamos mostrar que F é S-cíclico. Claramente F não é a função identicamente
nula. Portanto, spantSnF : n P Nu “ ψH2 para alguma função interior ψ. Note que

Snfpzq “ Sn
pφF qpzq “ znφpzqF pzq “ φpzqpSnF qpzq.

Observe também que o mapa f ÞÑ φf é contínuo em H2, pois φ P H8. De fato, pelo
Teorema 1.1.8 temos que

||φf ||
2
H2 “ sup

0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇφpreiθ
qfpreiθ

q
ˇ

ˇ

2 dθ ď ||φ||
2
H8 ||f ||

2
H2 .

Assim, φH2
“ spantSnf : n P Nu “ φspantSnF : n P Nu “ φψH2. Segue do Teo-

rema 1.1.21 que existe uma constante unimodular λ P T tal que ψφ “ λφ, portanto
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ψpzq “ λ sempre que φpzq ‰ 0). Como esse conjunto é denso em D, pois φ P Hol pDq zt0u,
segue que ψ “ λ é uma constante unimodular e assim spantSnF : n P Nu “ H2, i.e., F é
S-cíclico.

Por fim, note que se f “ rφ rF é outra fatoração de f , então spantSnf : n P Nu “

rφH2 e rφ “ λφ para algum λ P T pelo Teorema 1.1.21, consequentemente rF “ λF .

O resultado anterior motiva a seguinte definição.

Definição 1.1.23 (Função Exterior de H2). Uma função F P H2 é dita exterior se
spantSnF : n P Nu “ H2, i.e., se F é S-cíclica.

É fácil ver que uma função exterior não se anula no disco unitário, pois
F pz0q “ 0 ùñ SnF pz0q “ 0 para todo n P N, assim toda função no subespaço invariante
gerado por F se anularia em z0 e, por exemplo, 1 P H2 não se anula em nenhum ponto do
disco. Por conta disso, os zeros de uma função f P H2 coincidem com os zeros da função
interior na sua fatoração. Essa observação motiva a busca de uma maneira de fatorar a
função interior em um fator gerado exclusivamente pelos zeros e um fator interior livre de
zeros.

Para tanto, é necessário primeiro estudar o conjunto de zeros de uma função
de H2, que definimos a seguir.

Definição 1.1.24. Sejam X um conjunto e I Ă FpX;Cq uma classe de funções de X a
C. Dizemos que A Ă X é um conjunto de zeros para a classe I se existe f P I tal que

A “ tx P X : fpxq “ 0u.

Exemplo 1.1.25. Seja X “ C e I “ Hol pCq Ă FpC;Cq a classe das funções inteiras. Então
A Ă C é um conjunto de zeros de Hol pCq se, e somente se, A “ C ou A não possui ponto
de acumulação. De fato, é um resultado clássico de análise complexa (veja, por exemplo,
(14, Teorema 10.18)) que se A Ă C é um conjunto de zeros de Hol pCq, então A “ C ou A
não possui ponto de acumulação. Por outro lado, o Teorema de fatoração de Weierstrass
nos mostra que se A Ă C não possui ponto de acumulação, então A é um conjunto de
zeros de Hol pCq (veja, por exemplo, (14, Teorema 15.9)).

Sabemos que, como H2
Ă Hol pDq, o conjunto de zeros de f P H2

zt0u não
possui ponto de acumulação em D (veja Teorema B.2.4). Em particular, esse conjunto é
enumerável. O resultado a seguir caracteriza os conjuntos de zeros de funções de H2.

Teorema 1.1.26. Sejam f P H2
zt0u e z0, z1, . . . P D a sequência (finita ou infinita) dos

zeros de f repetidos de acordo com a multiplicidade. Então,
8
ÿ

n“0
1 ´ |zn| ă 8. (1.9)
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Reciprocamente, se z0, z1, . . . P Dzt0u é uma sequência (finita ou infinita) que satisfaz a
condição (1.9) e k P N, então

Bpzq “ zk
8

ź

n“0

zn ´ z

1 ´ znz

|zn|

zn

(1.10)

define uma função interior B P H8 cujos zeros são exatamente z0, z1, . . . e a origem com
multiplicidade k.

Para a demonstração desse Teorema, veja (11, Corolário 2.4.10 e Teorema
2.4.13) ou (14, Teorema 15.21 e Teorema 15.23). A condição (1.9) que caracteriza os zeros
de uma função de H2 é chamada condição de Blaschke e a função definida em (1.10) é
chamada de produto de Blaschke. Note que, apesar de (1.9) classificar os zeros de todas as
funções de H2, os produtos de Blaschke são sempre funções de H8, ou seja, apesar de
H2

Ľ H8, a classificação do conjunto de zeros em ambos os espaços é a mesma. De fato,
veremos na seção 1.4 que o Teorema 1.1.26 vale em uma classe ainda maior de funções.

O Teorema anterior nos permite refinar a fatoração do Teorema 1.1.21, escre-
vendo f “ BV F , onde B é o produto de Blaschke gerado pelos zeros de f , F é a parte
exterior de f e V é uma função interior que não se anula em D. Essa observação leva à
seguinte definição.

Definição 1.1.27 (Função interior singular). Dizemos que uma função interior não-
constante V P H8 é singular se V não se anula em D.

O seguinte resultado fornece uma representação dessas funções.

Teorema 1.1.28. Seja f P H8 uma função interior singular. Então existem K P T e uma
medida de Borel µ sobre T positiva, finita e singular com respeito à medida de Lebesgue
tais que

V pzq “ K exp
ˆ

´

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
dµpθq

˙

.

Demonstrações desse teorema se encontram em (11, Teorema 2.6.5) e (14,
Teorema 17.15). Note que, apesar de a fatoração apresentada no Corolário 1.1.22 ser
bastante simples, não temos ainda uma fórmula que nos evidencie de que maneira as
partes interior e exterior de uma função f P H2 qualquer dependem da função. Com isso
em mente, o Teorema a seguir possui duas importantes consequências: uma expressão
para a parte exterior de uma função f P H2 e uma caracterização alternativa das funções
exteriores.

Teorema 1.1.29. Se f P H2
zt0u, então log |f˚

| P L1
pTq e

F pzq “ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |f˚

peiθ
q|dθ

˙

P H2
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é a parte exterior de f , i.e., existe uma função interior φ tal que f “ φF . Em particular,
|F ˚

peiθ
q| “ |f˚

peiθ
q| q.t.p.

Reciprocamente, se G P H2 é uma função exterior, então

Gpzq “ λ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |G˚

peiθ
q|dθ

˙

,

onde λ P T.

Veja (11, Teorema 2.7.7 e Corolário 2.7.8) e (14, Teorema 17.17) para demons-
trações desse teorema.

Esse resultado nos permite obter os seguintes fatos sobre funções exteriores em
H2, que serão usadas posteriormente (veja Exemplo 1.4.10).

Proposição 1.1.30. Para f, g P H2, temos que:

1. se f e g são funções exteriores e fg P H2, então fg é uma função exterior;

2. se f é uma função exterior e f{g P H2, então g e f{g são funções exteriores.

Demonstração. Para o item 1, note que se f e g são funções exteriores em H2, segue da
segunda parte do Teorema 1.1.29 que existem λ1, λ2 P T tais que

fpzqgpzq “ λ1 exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |f˚

peiθ
q|dθ

˙

λ2 exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |g˚

peiθ
q|dθ

˙

“ λ1λ2 exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z

`

log |f˚
peiθ

q| ` log |g˚
peiθ

q|
˘

dθ
˙

“ λ1λ2 exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |pfgq

˚
peiθ

q|dθ
˙

.

(1.11)

Pela primeira parte do Teorema 1.1.29, a função

Hpzq “ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |pfgq

˚
peiθ

q|dθ
˙

é a parte exterior de fg. Logo, fg “ λH é uma função exterior, pois λ “ λ1λ2 P T.

Para o item 2, seja h “ f{g P H2. Sejam, respectivamente, φ e ψ as partes
interiores de g e h e G,H as suas partes exteriores. Logo,

f “ gh “ pφGqpψHq “ pφψqpGHq.

Note que φψ é uma função interior, logo (veja Observação 1.2)

||pGHq
˚
||

2
L2 “

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇpGHq
˚
peiθ

q
ˇ

ˇ

2 dθ

“
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇpφψq
˚
peiθ

qpGHq
˚
peiθ

q
ˇ

ˇ

2 dθ “ ||f˚
||

2
L2 “ ||f ||

2
H2 ă 8.
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Além disso, a equação (1.11) aplicada às funções G e H nos mostra que, para todo 0 ă r ă 1
e θ P r0, 2πs,

ˇ

ˇGpreiθ
qHpreiθ

q
ˇ

ˇ

2
“ exp

ˆ

1
2π

ż 2π

0
Re

ˆ

eit ` reiθ

eit ´ reiθ

˙

2 log |pGHq
˚
peit

q|dt
˙

“ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0
Prpt ´ θq log |pGHq

˚
peit

q|
2dt

˙

.

Como a exponencial é uma função convexa e as medidas µθ dadas por dµθ “
1

2πPrpt´θqdt
são não-negativas e satisfazem µθpr0, 2πsq “ 1 (pelo Corolário 1.1.13), segue da desigualdade
de Jensen (veja Teorema B.1.2) que

ˇ

ˇGpreiθ
qHpreiθ

q
ˇ

ˇ

2
ď

1
2π

ż 2π

0
Prpt ´ θq

ˇ

ˇpGHq
˚
peit

q
ˇ

ˇ

2 dt

Logo,

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇGpreiθ
qHpreiθ

q
ˇ

ˇ

2 dθ ď
1

2π

ż 2π

0

ˆ

1
2π

ż 2π

0
Prpt ´ θq

ˇ

ˇpGHq
˚
peit

q
ˇ

ˇ

2 dt
˙

dθ

“
1

2π

ż 2π

0

ˆ

1
2π

ż 2π

0
Prpt ´ θqdθ

˙

ˇ

ˇpGHq
˚
peit

q
ˇ

ˇ

2 dt

“
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇpGHq
˚
peit

q
ˇ

ˇ

2 dt “ ||f ||
2
H2 ă 8,

onde usamos o Teorema de Tonelli para trocar a ordem das integrais. Usando o Teo-
rema 1.1.8, segue da desigualdade acima que GH P H2. Assim, pelo item 1, GH é uma
função exterior. Portanto, pφψqpGHq é uma fatoração de f como produto de uma função
interior e uma função exterior. Como f é uma função exterior, segue do Corolário 1.1.22 que
φψ é uma constante unimodular. Como φ e ψ são funções interiores e φψ é uma constante
unimodular, segue do Corolário 1.1.14 que |φpzq| ď 1, |ψpzq| ď 1 e |φpzqψpzq| “ 1 para
todo z P D. Em particular,

|φpzq| “
1

ψpzq
ě 1, @ z P D.

Logo, |φpzq| “ 1 para todo z P D e segue do Teorema do Módulo Máximo (veja Teo-
rema B.2.5) que φ é uma constante unimodular e, consequentemente, ψ também é uma
constante unimodular. Segue que g e h são exteriores, como queríamos.

De forma análoga ao que foi feito com o Teorema 1.1.8, o Teorema 1.1.29 nos
dá a forma como as funções exteriores são definidas em geral. De fato, o Teorema 2.2 de
(13) nos mostra que, para todo p ą 0, se f P Hp

zt0u então log |f˚
| P L1

pTq e portanto
podemos definir a parte exterior de uma função não nula em Hp.

Definição 1.1.31. Seja f P Hp
zt0u. Dizemos que

F pzq “ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |f˚

peiθ
q|dθ

˙
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é a parte exterior de f . Se f “ λF para alguma constante λ P T, dizemos que f é uma
função exterior de Hp.

Segue novamente do (13, Teorema 2.2) e da desigualdade de Jensen (veja
Teorema B.1.2) que a função F da definição pertence a Hp.

Com o Teorema 1.1.29, temos uma descrição completa da fatoração de funções
de f P H2, que resumiremos a seguir.

Corolário 1.1.32 (Fatoração canônica). Sejam f P H2
zt0u e B o produto de Blaschke

gerado pelos zeros de f . Então existem λ P T e uma medida µ positiva, finita e singular
(com respeito à medida de Lebesgue) tais que

fpzq “ λBpzq exp
ˆ

´

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
dµpθq

˙

exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log |f˚

peiθ
q|dθ

˙

.

De forma análoga ao que ocorre com a condição de Blaschke, veremos na
seção 1.4 que essa fatoração vale em uma classe maior de funções, que em particular
contém Hp para todo 0 ă p ď 8.

1.2 Um Espaço de Bergman ponderado
Nesta seção, apresentaremos outra família de espaços de funções holomorfas

no disco, os espaços de Bergman. De forma análoga aos espaços de Hardy, os espaços de
Bergman são definidos para todo 0 ă p ă 8 e, quando 1 ď p ă 8, são espaços de Banach
de funções holomorfas no disco cuja norma é dada por meio de uma integral.

Definição 1.2.1 (Espaços de Bergman ponderados). Sejam 0 ă p ă 8 e ´1 ă α ă 8. O
espaço de Bergman ponderado Ap

α no disco é o conjunto

Ap
α “

"

f P Hol pDq :
ż

D
|fpzq|

p
p1 ´ |z|

2
q

αdApzq ă 8

*

,

onde dA “
1
π

dxdy “
1
π
rdrdθ é a medida de área do disco normalizada. Se 1 ď p ă 8, a

norma em Ap
α é dada por

||f ||Ap
α

“

ˆ
ż

D
|fpzq|

p
p1 ´ |z|

2
q

αdApzq

˙1{p

.

Se p “ 2, a norma ||¨||A2
α

é induzida pelo produto interno

xf, gyA2
α

“

ż

D
fpzqgpzqp1 ´ |z|

2
q

αdApzq.

Com as normas definidas acima, Ap
α são espaços de Banach para 1 ď p ă 8. O

livro (16) é uma excelente referência para o estudo desses espaços. A definição que demos
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aqui difere por uma constante multiplicativa da definição usada em (16), porém isso não
afeta os resultados que enunciaremos.

Nesse seção, iremos estudar apenas o espaço A2
1, que denotaremos por A.

Semelhantemente ao H2, esse espaço possui uma equivalência unitária natural a um espaço
de sequências.

Proposição 1.2.2. Sejam f P Hol pDq e fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n sua representação em série de

potências. Então f P A se e somente se
8
ÿ

n“0

|an|2

pn ` 1qpn ` 2q
ă 8

e nesse caso,

||f ||A “

˜

8
ÿ

n“0

|an|2

pn ` 1qpn ` 2q

¸1{2

.

Demonstração. Seja f P Hol pDq com

fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n.

De forma análoga ao Teorema 1.1.8, vale a igualdade (1.3) e temos
ż

D
|fpzq|

2
p1 ´ |z|

2
qdApzq “

1
π

ż 1

0

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2
p1 ´ r2

qrdθdr

“
1
π

ż 1

0
rp1 ´ r2

q

ˆ
ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ

2 dθ
˙

dr p1.3q
“ 2

ż 1

0
rp1 ´ r2

q

˜

8
ÿ

n“0
|an|

2r2n

¸

dr.

Como |an|
2 r2n`1

p1´r2
q ě 0 para todo n P N, segue do teorema da convergência monótona

(veja Teorema B.1.3) que a integral acima pode ser reescrita como

2
ż 1

0
rp1 ´ r2

q

˜

8
ÿ

n“0
|an|

2r2n

¸

dr “ 2
8
ÿ

n“0
|an|

2
ˆ

ż 1

0
r2n`1

p1 ´ r2
qdr

˙

“ 2
8
ÿ

n“0
|an|

2
ˆ

1
2pn ` 1q

´
1

2pn ` 2q

˙

“

8
ÿ

n“0

|an|
2

pn ` 1qpn ` 2q
.

O resultado segue da igualdade
ż

D
|fpzq|

2
p1 ´ |z|

2
qdApzq “

8
ÿ

n“0

|an|
2

pn ` 1qpn ` 2q
.

A proposição anterior nos indica que A é unitariamente equivalente a um espaço
ℓ2 ponderado, que definiremos agora.
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Definição 1.2.3. Seja w “ pwnq uma sequência de números reais estritamente positivos.
O espaço ℓ2

w é conjunto das sequências de números complexos panq tais que
8
ÿ

n“0
wn |an|

2
ă 8.

Munimos esse espaço com o produto interno

xpanq, pbnqyℓ2
w

“

8
ÿ

n“0
wnanbn.

Os espaços ℓ2
w com o produto interno definido acima são espaços de Hilbert.

Iremos denotar por ω a sequência

ω “ pωnqnPN “

ˆ

1
pn ` 1qpn ` 2q

˙

nPN
.

Assim, segue da Proposição 1.2.2 que o mapa Ψ : ℓ2
ω Ñ A dado por

Ψppanqq “

8
ÿ

n“0
anz

n (1.12)

é um mapa unitário (i.e., um isomorfismo isométrico). Para verificar que Ψ está bem-
definido, observamos que Ψpℓ2

ωq Ă Hol pDq. De fato, essa inclusão segue de uma simples
adaptação da demonstração da Proposição 1.1.3, observando que panq P ℓ2

ω implica que
an “ Opnq, logo lim sup

nÑ8
|an|

1{n
ď lim sup

nÑ8
pCnq

1{n
“ 1. Observe que o mapa Ψ mostra, em

particular, que A é de fato um espaço de Hilbert e tem em t
a

pn ` 1qpn ` 2qzn : n P Nu

uma base ortonormal.

O resultado a seguir mostra que A, semelhantemente ao espaço de Hardy H2,
é um espaço com núcleo de reprodução (veja a Definição 1.1.5).

Proposição 1.2.4. Para todo z0 P D, a função

Kz0 “

8
ÿ

n“0
pn ` 1qpn ` 2qz0

nzn
“

2
p1 ´ z0zq3

é um núcleo de reprodução para z0 em A com ||Kz0 ||
2
A “ 2

`

1 ´ |z0|
2˘´3. Em particular, a

topologia de A é mais fina que a topologia compacto-aberto.

Demonstração. A demonstração da primeira parte da proposição é análoga à demonstração
da Proposição 1.1.6, usando a Proposição 1.2.2 e a fórmula

8
ÿ

n“0
pn ` 1qpn ` 2qzn

“
2

p1 ´ zq3 , @ |z| ă 1.

A segunda parte é análoga ao Corolário 1.1.7.
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Por fim, vamos apresentar um isomorfismo isométrico de H2 para A. Esse
resultado é enunciado em (17, Lema 7.2.3) como um lema para uma caracterização dos
elementos de um espaço de Dirichlet local (veja o Teorema 1.3.6), contudo ele é interessante
por si só e cumpre um papel fundamental no artigo estudado.

Teorema 1.2.5. Defina T : Hol pDq Ñ Hol pDq por

Tfpzq “
ppz ´ 1qfpzqq1

z ´ 1 . (1.13)

Então, a restrição de T a H2 gera um isomorfismo isométrico de H2 a A.

Para a demonstração desse teorema, precisamos de dois lemas.

Lema 1.2.6. A diferenciação D : Hol pDq Ñ Hol pDq é contínua na topologia compacto-
aberto.

Demonstração. É claro que D é linear. Em particular, basta verificar que D é contínua em
0. Como a topologia compacto-aberto em Hol pDq é metrizável, é suficiente mostrar que
se fn Ñ 0 na convergência localmente uniforme, então Dfn “ f 1

n Ñ 0 também converge
nesse sentido.

Sejam pfnqnPN Ă Hol pDq com fn Ñ 0 na convergência localmente uniforme,
K Ă D compacto e

a “ distpK,Dc
q “ inf

zPK,wPDc
|z ´ w| ą 0.

Seja U “ tz P C : distpz,Kq ă a{2u. Então K Ă U Ă U Ă D. Dado ε ą 0, tome N P N
tal que

sup
zPU

|fnpzq| ă ε @ n ě N.

Como, para todo z P K, Bpz, a{2q “ tw P C : |z ´ w| ă a{2u Ă U Ă D, obtemos pela
fórmula integral de Cauchy (veja Teorema B.2.3)

f 1
npzq “

1
2πi

¿

BBpz,a{2q

fnpsq

pz ´ sq2 ds

pněNq
ùñ |f 1

npzq| “
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¿

BBpz,a{2q

fnpsq

pz ´ sq2 ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2πε
4
a2 2πa2 “

2ε
a

ùñ sup
zPK

|f 1
npzq| ď

2ε
a

@ n ě N.

Assim, f 1
n Ñ 0 na convergência localmente uniforme, como queríamos.
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O principal objetivo do lema anterior é mostrar que T é contínua na topologia
compacto-aberto. Para concluir isso, note que T “ M 1

z´1
˝D ˝Mz´1, onde Mg : Hol pDq Ñ

Hol pDq, com g P Hol pDq, é dada por

Mgfpzq “ gpzqfpzq.

Como g P Hol pDq é contínua, logo limitada em cada compacto K Ă D, é imediato que Mg

é contínua na topologia de Hol pDq. Com isso, T é um mapa linear contínuo em Hol pDq.

O próximo lema exibe uma base ortogonal de H2.

Lema 1.2.7. Para cada n P N˚, defina

pnpzq “ nzn
´

n´1
ÿ

k“0
zk.

Então tpn : n P N˚
u é uma base ortogonal de H2 e ||pn||

2
H2 “ npn ` 1q para todo n P N˚.

Demonstração. Note que, para todo n P N˚, temos

pnpzq “

n´1
ÿ

k“0
zn

´

n´1
ÿ

k“0
zk

“

n´1
ÿ

k“0
pzn

´ zk
q.

Logo, se 1 ď m ă n, então
@

pn, z
k
D

“ ´1 para todo 0 ď k ď m e temos

xpn, pmy “

m´1
ÿ

k“0
xpn, z

m
y ´

@

pn, z
k
D

“

m´1
ÿ

k“0
p´1 ` 1q “ 0.

Portanto, tpn : n P N˚
u é um conjunto ortogonal. Como H2 é um espaço de Hilbert, para

mostrar que esse conjunto é também uma base, basta verificar que tpn : n P N˚
u

K
“ t0u.

Note que, se n ě 2,

pnpzq ´ pn´1pzq “ nzn
´

n´1
ÿ

k“0
zk

´

˜

pn ´ 1qzn´1
´

n´2
ÿ

k“0
zk

¸

“ nzn
´ zn´1

´ pn ´ 1qzn´1

“ npzn
´ zn´1

q.

Se denotarmos p0 “ 0, então pnpzq ´ pn´1pzq “ npzn
´ zn´1

q para todo n P N˚. Logo, se
f P tpn : n P N˚

u
K,

xf, zn
y ´

@

f, zn´1D

“
1
n

pxf, pny ´ xf, pn´1yq “ 0.

Portanto, os coeficientes de Taylor de f , xf, zn
y, são todos iguais. Como f P H2, isso só

pode ocorrer se f “ 0, como queríamos.

Por fim, como tzn : n P Nu é uma base ortonormal de H2, segue do Teorema
de Pitágoras que

||pn||
2
H2 “

n
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

@

pn, z
k
D

ˇ

ˇ

2
“ n2

`

n´1
ÿ

k“0
12

“ n2
` n “ npn ` 1q.
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A demonstração anterior foi adaptada de (17, Lema 7.2.2). Temos agora as
ferramentas necessárias para provar o Teorema 1.2.5.

Demonstração do Teorema 1.2.5. Seja ppnqnPN˚ a base definida no Lema 1.2.7. É fá-
cil ver que pz ´ 1qpnpzq “ nzn`1

´ pn ` 1qzn
` 1, logo Tpn “ npn ` 1qzn´1. Como

t
a

pn ` 1qpn ` 2qzn : n P Nu é uma base ortonormal de A, tTpn : n P N˚
u é uma base

ortogonal de A. Ademais,

||Tpn||
2
A “ npn ` 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a

npn ` 1qzn´1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

A
“ npn ` 1q “ ||pn||

2
H2 .

Como tpn : n P N˚
u também é ortogonal em H2, segue do Teorema de Pitágoras que

||Tf ||A “ ||f ||H2 para todo f P spantpn : n P N˚
u.

Considere agora f P H2 qualquer. Como tpn : n P N˚
u é uma base de H2, existe

uma sequência pfkq Ă spantpn : n P N˚
u tal que fk Ñ f em H2. Já vimos que T é uma

isometria em spantpn : n P N˚
u, assim segue em particular que pTfkq é de Cauchy em A.

Como esse espaço é Hilbert, existe g P A tal que Tfk Ñ g em A. Seguem do Corolário 1.1.7
e da Proposição 1.2.4 que fk Ñ f e Tfk Ñ g convergem na topologia compacto-aberto.
Como T é contínua em Hol pDq e a topologia desse espaço é Hausdorff, segue que g “ Tf .
Logo,

||Tf ||A “ lim
kÑ8

||Tfk||A “ lim
kÑ8

||fk||H2 “ ||f ||H2 ,

i.e., T |H2 é uma isometria de H2 para A.

Por fim, TH2
“ A. De fato, TH2 é fechado em A, pois T é uma isometria e

H2 é Hilbert, e spantTpn : n P N˚
u Ă TH2 é denso em A.

1.3 Espaços de Dirichlet generalizados
Nesta seção, iremos definir e estudar algumas propriedades básicas do espaço

de Dirichlet, análogas às propriedades de H2 e A. Em seguida, vamos apresentar uma de
suas generalizações, os espaços de Dirichlet harmonicamente ponderados e, em especial,
os espaços de Dirichlet locais. Por fim, iremos provar uma caracterização dos espaços
de Dirichlet locais que ilustra como eles são grandes subespaços de H2. As definições e
resultados apresentados foram retirados de (17), uma excelente referência para o estudo
desses espaços.

Definição 1.3.1 (Espaço de Dirichlet). Seja f P Hol pDq. A integral de Dirichlet de f é
dada por

Dpfq “

ż

D
|f 1

pzq|
2 dApzq,

onde dA é a medida de área do disco normalizada, como na seção anterior. O espaço de
Dirichlet é o conjunto

D “ tf P Hol pDq : Dpfq ă 8u .
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Munimos esse espaço com o produto interno

xf, gyD “ xf, gyH2 `

ż

D
f 1

pzqg1pzq dApzq

e a norma induzida por ele

||f ||D “ p||f ||
2
H2 ` Dpfqq

1{2.

Não é claro da definição acima que x¨, ¨yD é um produto interno, pois não
garantimos que xf, gyH2 está bem-definido para quaisquer f, g P D. Resolvemos esse
problema mostrando que, de fato, D Ă H2. Para isso, vamos mostrar que D é também
naturalmente isomosfo a um espaço ℓ2 ponderado.

Proposição 1.3.2. Sejam f P Hol pDq e fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n sua representação em série de

potências. Então,

Dpfq “

8
ÿ

n“1
n |an|

2 .

Em particular, D Ă H2 e

||f ||
2
D “

8
ÿ

n“0
pn ` 1q |an|

2 .

Demonstração. Como f P Hol pDq, temos que f 1
P Hol pDq e

f 1
pzq “

8
ÿ

n“1
nanz

n´1.

Com isso, a demonstração segue de maneira similar à Proposição 1.2.2. De fato, a equa-
ção (1.3) vale para f 1 e temos que

Dpfq “

ż

D
|f 1

pzq|
2 dApzq “

1
π

ż 1

0

ż 2π

0

ˇ

ˇf 1
preiθ

q
ˇ

ˇ

2
rdθdr

p1.3q
“ 2

ż 1

0

8
ÿ

n“1
n2

|an|
2 r2n´2rdr “

8
ÿ

n“1
n2

|an|
2 2

ż 1

0
r2n´1dr

“

8
ÿ

n“1
n |an|

2 .

Em particular,

||f ||
2
H2 “

8
ÿ

n“0
|an|

2
ď |a0|

2
`

8
ÿ

n“1
n |an|

2
“ |fp0q|

2
` Dpfq.

Logo, D Ă H2. Por fim, note que

||f ||
2
D “ ||f ||

2
H2 ` Dpfq “

8
ÿ

n“0
|an|

2
`

8
ÿ

n“1
n |an|

2
“

8
ÿ

n“0
pn ` 1q |an|

2 .
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A proposição anterior não só mostra que o produto interno em D está bem-
definido, como também que D é um espaço de Hilbert. De fato, é claro pelo resultado

anterior que o mapa panqnPN ÞÑ

8
ÿ

n“0
anz

n é um isomorfismo isométrico entre ℓ2
n`1 e D, onde

ℓ2
n`1 “

#

panq Ă C :
8
ÿ

n“0
pn ` 1q |an|

2
ă 8

+

.

O espaço de Dirichlet é bastante análogo aos espaços H2 e A, possuindo muitas
propriedades similares às desses espaços. Por exemplo, D é um espaço com núcleos de
reprodução (veja (17, Teorema 1.2.3)). Contudo, não trabalharemos com D mas sim com
uma família de generalizações chamadas espaços de Dirichlet locais. Esses espaços são um
caso particular dos chamados espaços de Dirichlet harmonicamente ponderados. Antes
de defini-los, vamos primeiro tecer alguns comentários breves sobre funções harmônicas,
inspirados na exposição feita em (14, Capítulo 11).

Uma função f é dita harmônica em um aberto U Ă C se f P CpUq e

∆f “ fxx ` fyy “ 0 em U.

Aqui interpretamos fpx, yq “ fpx ` iyq e é nesse sentido que são definidas fxx “
B2f

Bx2 e

fyy “
B2f

By2 . As propriedades das funções harmônicas são bastantes numerosas e a teoria dos
espaços de Hardy Hp está bastante relacionado a essas funções. Um importante resultado,
cuja versão para os espaços de Hardy foi enunciada no Teorema 1.1.12, diz respeito à
relação entre as funções harmônicas e o núcleo de Poisson, que definimos no teorema.

Recorde que o núcleo de Poisson é dado por

P pz, eit
q “ Prpθ ´ tq “

1 ´ |z|
2

|1 ´ ze´it|
2 “

1 ´ r2

1 ´ 2r cospθ ´ tq ` r2

“

8
ÿ

n“´8

r|n|einpθ´tq
“ Re

ˆ

1 ` 2 ze´it

1 ´ ze´it

˙

“ Re
ˆ

eit ` z

eit ´ z

˙

,

onde z “ reiθ (cf. (1.8)).

Um resultado clássico de análise complexa (veja (14, Teorema 10.7)) nos mostra
que, para qualquer medida finita (real) µ, a função

z ÞÑ

ż

T

eit ` z

eit ´ z
dµpeit

q

é holomorfa no disco unitário. Em particular, a função

P rµspzq “

ż

T
P pz, eit

qdµpeit
q “

ż

T

1 ´ |z|
2

|1 ´ ze´it|
2 dµpeit

q
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é a parte real de uma função holomorfa em D, logo harmônica em D. Por linearidade, µ
pode ser qualquer medida (finita) complexa sobre T. Essa função é chamada de a integral
de Poisson da medida µ. Um importante resultado mostra que todas as funções harmônicas
positivas podem ser representadas dessa forma.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Representação Herglotz). Seja u uma função harmônica e
positiva em D, então existe uma única medida de Borel positiva e finita µ em T tal que
u “ P rµs.

Omitiremos a demonstração desse resultado clássico, que é provado de diferentes
formas em, por exemplo, (11, Teorema 2.6.3), (13, Teorema 1.1) e (14, Teorema 11.30).
Vale ressaltar que o Teorema 1.1.28 é uma das aplicações desse resultado. Temos agora
contexto para definir os espaços de Dirichlet generalizados.

Definição 1.3.4. Seja µ uma medida de Borel positiva e finita em T. A integral de
Dirichlet harmonicamente ponderada associada a µ de uma função f P Hol pDq é a seguinte
integral

Dµpfq “

ż

D
|f 1

pzq|
2
P rµspzqdApzq.

Analogamente, o espaço de Dirichlet harmonicamente ponderado associado a µ é o conjunto

Dµ “ tf P Hol pDq : Dµpfq ă 8u ,

munido da norma
||f ||

2
Dµ

“ ||f ||
2
H2 ` Dµpfq.

Se µ “ δζ , a medida de Dirac em ζ P T, denotamos Dδζ
por Dζ e chamamos de espaço de

Dirichlet local em ζ.

Como esperado, esses espaços são versões ponderadas do espaço de Dirichlet,
onde os pesos são funções harmônicas. Como os pesos são positivos, o Teorema 1.3.3
justifica a definição por meio das integrais de Poisson de medidas positivas. Note que,
novamente, a norma definida não está bem definida se não tivermos que Dµ Ă H2. Isso
de fato ocorre e mais, Dµ é sempre um espaço de Hilbert. Mostraremos mais adiante que
o Teorema 1.3.6 nos permite provar isso para os espaços de Dirichlet locais. Indicamos
(17, Teorema 7.1.2) para a demonstração desses fatos para medidas positivas e finitas
quaisquer.

Vamos agora provar uma caracterização das funções dos espaços de Dirichlet
locais. Um dos lemas necessários para prová-lo foi enunciado na seção 1.2, faltando apenas
o seguinte.

Lema 1.3.5. Se g P H2, então lim
|z|Ñ1´

p1 ´ |z|
2
q |gpzq|

2
“ 0.
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Demonstração. Sejam gpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n sua representação em série de potências e gkpzq “

k
ÿ

n“0
anz

n as somas parcias dessa série. Dado ε ą 0, como tzn : n P Nu é uma base

ortonormal, é possível tomar k suficientemente grande para que ||g ´ gk||
2
H2 ă

ε

8 . Seja
C “ sup

zPD
|gkpzq|

2
ă 8. Note que, para todo z P D,

|gpzq| ď |gpzq ´ gkpzq| ` |gkpzq| ď 2 maxt|gpzq ´ gkpzq| , |gkpzq|u

6 |gpzq|
2

ď 4 maxt|gpzq ´ gkpzq|
2 , |gkpzq|

2
u ď 4p|pg ´ gkqpzq|

2
` |gkpzq|

2
q.

Então, para todo z P D,

p1 ´ |z|
2
q |gpzq|

2
ď 4p1 ´ |z|

2
qp|pg ´ gkqpzq|

2
` |gkpzq|

2
q ď 4 ||g ´ gk||

2
H2 ` 4C2

p1 ´ |z|
2
q,

onde usamos (1.1) para a segunda desigualdade, i.e.,

|pg ´ gkqpzq|
2

“ |xg ´ gk, kzy|
2

ď ||g ´ gk||
2
H2 p1 ´ |z|

2
q

´1.

Com isso, basta tomar |1 ´ |z|| pequeno o suficiente para que

4C2
p1 ´ |z|

2
q ă

ε

2 .

Temos todas as ferramentas para provar o seguinte.

Teorema 1.3.6. Sejam f P Hol pDq e ζ P T. Então Dζpfq ă 8 se, e somente se,

fpzq “ a ` pz ´ ζqgpzq,

onde g P H2 e a P C. Nesse caso, Dζpfq “ ||g||
2
H2 e a “ f˚

pζq é o limite radial de f em ζ.

Demonstração. Iremos primeiro provar para o caso ζ “ 1. Note que P rδ1spzq “
1 ´ |z|

2

|1 ´ z|
2 ,

logo

D1pfq “

ż

D
|f 1

pzq|
2 1 ´ |z|

2

|z ´ 1|
2 dApzq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1pzq

z ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A
.

Assim, f P D1 se, e somente se, f 1
pzq{pz ´ 1q P A. Segue do Teorema 1.2.5 que isso é

equivalente a existir g P H2 tal que

f 1pzq

z ´ 1 “ Tgpzq ðñ f 1
pzq “ ppz ´ 1qgpzqq

1
ðñ fpzq “ a ` pz ´ 1qgpzq.

Nesse caso, como T é uma isometria, temos que

||g||
2
H2 “ ||Tg||

2
A “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f 1pzq

z ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A
“ D1pfq.
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Além disso, segue do Lema 1.3.5 que

|fprq ´ a|
2

“ pr ´ 1q
2

|gprq|
2

ď p1 ´ r2
q |gprq|

2
ÝÑ 0, quando r Ñ 1´.

Por fim, sejam ζ P T qualquer e fζ P Hol pDq o mapa dado por fζpzq “ fpζzq.

Observe que P rδζspzq “
1 ´ |z|

2

ˇ

ˇ1 ´ ζz
ˇ

ˇ

2 , logo aplicando a mudança de variáveis w “ ζz, obtemos

Dζpfq “

ż

D
|f 1

pzq|
2 1 ´ |z|

2

ˇ

ˇζz ´ 1
ˇ

ˇ

2 dApzq “

ż

D
|f 1

pζwq|
2 1 ´ |w|

2

|w ´ 1|
2 |ζ|

2 dApwq “ D1pfζq.

Em particular, f P Dζ se e somente se fζ P D1. Pelo caso anterior,

f P Dζ ðñ fζpzq “ a ` pz ´ 1qgpzq ðñ fpzq “ fζpζzq “ a ` pz ´ ζqζgpζzq,

onde a “ f˚
ζ p1q “ f˚

pζq e g P H2 é tal que ||g||
2
H2 “ D1pfζq. Portanto a seguinte observação

conclui a demonstração: se rgpzq “ ζgpζzq e gpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n, então

rgpzq “ ζ
8
ÿ

n“0
anζ

n
zn

“

8
ÿ

n“0
anζ

n`1
zn,

logo rg P H2 se e somente se g P H2 e, nesse caso, ||rg||
2
H2 “ ||g||

2
H2 “ D1pfζq “ Dζpfq.

Como mencionamos anteriormente, o Teorema 1.3.6 nos permite concluir que
os espaços de Dirichlet locais são subespaços de H2 e são espaços de Hilbert. De fato, para
todo ζ P T,

Dζ Ă pS ´ ζIqH2
` C Ă H2,

onde S é o operador shift (veja Definição 1.1.19) e I é a identidade. Considere agora
pfnqnPN Ă Dζ uma sequência de Cauchy, com fnpzq “ an ` pz ´ ζqgnpzq as decomposições
dadas pelo Teorema 1.3.6. Como ||gn ´ gm||

2
H2 “ Dζpfn ´ fmq ď ||fn ´ fm||

2
Dζ

, temos
que pfnq e pgnq são sequências de Cauchy, logo convergentes, em H2. Sejam f e g seus
respectivos limites. Note que

fpzq “ f˚
pζq ` pz ´ ζqgpzq.

De fato, basta mostrar que f ´ pS ´ ζIqg é constante ou, equivalentemente, ortogonal (em
H2) a tkz ´ kw : z, w P Du, que é imediato de fn ´ pS ´ ζIqgn ser constante pra cada n.
Com isso,

||f ´ fn||
2
Dζ

“ ||f ´ fn||
2
H2 ` Dζpf ´ fnq “ ||f ´ fn||

2
H2 ` ||g ´ gn||

2
H2 ÝÑ 0.

Logo, Dζ é um espaço de Hilbert.

Por fim, note que Dζ é um subsespaço denso deH2, pois os polinômios pertencem
a Dζ , novamente pelo Teorema 1.3.6.
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1.4 Classes de Nevanlinna e Smirnov
Nesta seção iremos definir as classes de Nevanlinna e Smirnov e comentar

algumas de suas propriedades básicas. Em especial, iremos apresentar caracterizações
alternativas de cada espaço e definir a representação canônica de funções na classe de
Smirnov.

Definição 1.4.1. Seja log` : p0,8q Ñ R a função dada por

log` x “ maxtlog x, 0u “

$

&

%

log x, se x ě 1,

0, c.c.

A classe de Nevanlinna N é o conjunto

N “

"

f P Hol pDq : sup
0ďră1

1
2π

ż 2π

0
log`

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ dθ ă 8

*

.

É fácil verificar que, para todo x, p P p0,8q, log x ď xp
{p. Em particular, o

mesmo vale para log` e assim H8
Ă Hp

Ă N para todo 0 ă p ă 8. Apesar disso, os
conjuntos de zeros de N (veja Definição 1.1.24) não são diferentes daqueles de H8.

Teorema 1.4.2. Sejam f P Nzt0u e pznqnPI Ă D, onde I Ă N a sequência (possivelmente
finita) de zeros de f repetidos de acordo com a multiplicidade. Então,

8
ÿ

n“0
1 ´ |zn| ă 8.

Esse resultado, cuja demonstração pode ser vista em (14, Teorema 15.23) e
(13, Teorema 2.3), estende o Teorema 1.1.26 para essa nova classe de funções. Além disso,
podemos também fatorar os zeros das funções de N .

Teorema 1.4.3. Sejam f P Nzt0u e B o produto de Blaschke formado pelos zeros de f .
Então g “ f{B P N e

sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇgpreiθ
q
ˇ

ˇ dθ “ sup
0ără1

1
2π

ż 2π

0

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ dθ.

Se, além disso, f P Hp para algum 0 ă p ď 8, então g “ f{B P Hp e ||g||Hp “ ||f ||Hp.

Temos também a seguinte caracterização das funções de N .

Teorema 1.4.4. Seja f P Hol pDq. Então, f P N se, e somente se, existem b1, b2 P H8,
com b2pzq ‰ 0 para todo z P D tais que f “ b1{b2.

Com isso, é claro do Teorema 1.1.12(ii) aplicados a b1 e b2 que se f P N , então
seu limite radial f˚ existe q.t.p em T. Note que b˚

1 e b˚
2 são zero em quase nenhum ponto
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pois log |b˚
i | P L1

pTq pelo Teorema 1.1.29. Como f˚
“ b˚

1{b˚
2 , log |f˚

| P L1
pTq. Ademais,

como b2 não se anula em D, se aplicarmos o Corolário 1.1.32 a b1 e b2 obtemos que

fpzq “ λBpzq exp
ˆ

´

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
dµpθq

˙

exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log

ˇ

ˇf˚
peiθ

q
ˇ

ˇ dθ
˙

, (1.14)

onde B é o produto de Blaschke formado pelos zeros de b1 (ou f) e µ é uma medida com
sinal, finita e singular (com respeito à medida de Lebesgue). Note que a fatoração canônica
só não se aplica também às funções de N pois a medida µ nesse caso não é uma medida
positiva. Isso motiva a definição da seguinte classe.

Definição 1.4.5. A classe de Smirnov N` é o conjunto das funções f P N para as quais
a medida µ da fatoração dada em (1.14) é positiva ou f “ 0.

A definição acima diz que N` é a maior classe de funções em que vale a
fatoração canônica. Como isso vale para toda função não identicamente nula em Hp para
0 ă p ď 8 (veja (13, Teorema 2.8) e (18, Teorema 4.19)) segue que Hp

Ă N`
Ă N para

todo 0 ă p ď 8.

A seguir enunciamos uma outra caracterização de N`.

Teorema 1.4.6. Seja f P N . Então f P N` se, e somente se,

lim
rÑ1

ż 2π

0
log`

ˇ

ˇfpreiθ
q
ˇ

ˇ dθ “

ż 2π

0
log`

ˇ

ˇf˚
peiθ

q
ˇ

ˇ dθ.

Veja (13, Teorema 2.10) e (18, Teorema 5.3) para demonstrações desse resultado.
Como consequência dos teoremas de fatoração, obtemos o seguinte interessante resultado,

Observe que segue da definição de N` que, se f P N`,

f “
b1

b2
“ BV

F1

F2
,

onde B é um produto de Blaschke, V uma função interior singular e F1, F2 funções
exteriores de H8. Por conta disso, podemos definir a classe de Smirnov por

N`
“ tb1{b2 : b1, b2 P H8 e b2 é exterioru. (1.15)

Note que a representação de uma função f P N` como quociente de funções em
H8 não é única. Na subseção a seguir definiremos um tipo especial de pares em H8

ˆH8

e veremos que toda função em N` possui uma representação única como o quociente de
um par desse tipo.

1.4.1 Pares pitagóricos de funções em H8

Vamos agora apresentar o conceito de par pitagórico de funções em H8 e sua
relação com funções na classe de Smirnov N`. Essa exposição é inspirada nas seções 23.1
e 23.9 de (18).
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Definição 1.4.7. Dizemos que um par pa, bq P H8
ˆ H8 é um par pitagórico se

1. ||a||H8 , ||b||H8 ď 1,

2. a é uma função exterior (de H8),

3. ap0q ą 0 e

4. |a˚
|
2

` |b˚
|
2

“ 1 q.t.p em T.

Observe que a P H8 implica que log |a˚
| P L1

pTq. Assim, em particular,

logp1 ´ |b˚
|q “ 2 log |a˚

| ´ logp1 ` |b˚
|q P L1

pTq. (1.16)

Isso não só é uma condição necessária como também suficiente para, dado b P H8, existir
a P H8 tal que pa, bq seja um par pitagórico. De fato, é claro da definição que, dado
b P H8 com logp1 ´ |b˚

|q P L1
pTq, a única função a P H8 que torna o par pa, bq pitagórico

é dada por

apzq “ exp
ˆ

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
logp1 ´

ˇ

ˇb˚
peiθ

q
ˇ

ˇ

2
q

1{2dθ
˙

.

Note ainda que, por (1.15), o quociente b{a do par pitagórico pa, bq pertence à
classe de Smirnov. O resultado a seguir complementa essa observação.

Proposição 1.4.8. Seja f P N`
zt0u. Então existe um único par pitagórico pa, bq tal que

f “ b{a.

Demonstração. Por (1.15), existem b1, b2 P H8 tais que f “ b1{b2 com b2 exterior. A partir
de b1 e b2 iremos construir um par pitagórico que satisfaça f “ b{a. Para o par pa, bq

satisfazer f “ b{a é necessário que

1 ´ |a˚|
2

|a˚|
2 “

|b˚|
2

|a˚|
2 “

|b˚
1 |

2

|b˚
2 |

2 ,

ou seja,

|a˚
|
2

“
|b˚

2 |
2

|b˚
1 |

2
` |b˚

2 |
2 .

As igualdades acima, como usual, valem q.t.p em T. Como b2 P H8, segue que log |b˚
2 |

2
P

L1
pTq e, em particular, log

`

|b˚
1 |

2
` |b˚

2 |
2˘

P L1
pTq. Assim,

apzq “ exp

¨

˝

1
2π

ż 2π

0

eiθ ` z

eiθ ´ z
log

˜

|b˚
2 |

2

|b˚
1 |

2
` |b˚

2 |
2

¸1{2

dθ

˛

‚

é a única função exterior em H8 que satisfaz a igualdade acima e ap0q ą 0. Definindo
b “ af , temos

|a˚
|
2

` |b˚
|
2

“
|b˚

2 |
2

|b˚
1 |

2
` |b˚

2 |
2 `

|b˚
2 |

2

|b˚
1 |

2
` |b˚

2 |
2

|b˚
1 |

2

|b˚
2 |

2 “ 1.
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Logo pa, bq definidos dessa maneira formam um par pitagórico que satisfaz f “ b{a. Note
ainda que a é a única função exterior que satisfaz a condição necessária para que f “ b{a,
o que prova a unicidade dessa representação.

A demonstração acima foi retirada de (18, Lema 23.27). Chamamos a represen-
tação de uma função f P N` dada pela Proposição 1.4.8 de representação canônica de
f .

No Exemplo 1.4.10, iremos calcular a representação canônica da função φpzq “
1

1 ´ z
P N`, que será de interesse no futuro. Para tanto, aplicaremos o Teorema de

Féjer-Riesz, que enunciamos a seguir. O enunciado e a demonstração abaixo são adaptados
de (19).

Teorema 1.4.9 (Teorema de Féjer-Riesz). Seja ppeit
q “

n
ÿ

k“´n

cke
ikt um polinômio trigo-

nométrico com coeficientes ck P C tal que ppeit
q ě 0 para todo t P R. Então, existe um

polinômio qpzq “

n
ÿ

k“0
akz

k tal que ppeit
q “

ˇ

ˇqpeit
q
ˇ

ˇ

2. O polinômio q pode ser escolhido de

modo a não ter raízes em D.

Demonstração. Provaremos por indução em n, o grau do polinômio trigonométrico p.
Se n “ 0, então ppeit

q “ c0 é uma constante não negativa, logo ppeit
q “

ˇ

ˇqpeit
q
ˇ

ˇ

2 onde
qpeit

q “
?
c0, o que conclui o caso base.

Suponha, agora, que o teorema seja satisfeito para algum n ě 0 e tome p
um polinômio trigonométrico de grau n ` 1 tal que ppeit

q ě 0 para todo t P R. Então

ppeit
q “

n`1
ÿ

k“´n´1
cke

ikt com ck P C para ´n´ 1 ď k ď n` 1. Estendemos p para uma função

holomorfa em Czt0u dada por ppzq “

n`1
ÿ

k“´n´1
ckz

k e definimos o polinômio rpzq “ zn`1ppzq.

Como ppeit
q P R para todo t P R, em particular

n`1
ÿ

k“´n´1
cke

ikt
“ ppeit

q “ ppeitq “

n`1
ÿ

k“´n´1
cke

´ikt
“

n`1
ÿ

j“´n´1
c´je

ijt,

logo ck “ c´k para todo ´n´ 1 ď k ď n` 1. Além disso, como p tem grau n` 1, cn`1 ou
c´n´1 é não-nulo, então pela observação anterior cn`1 e c´n´1 são não nulos. Em particular,
r é um polinômio de grau 2n ` 2 e rp0q ‰ 0. Assim, r possui 2n ` 2 ě 2 raízes (contando
com multiplicidade) e 0 não é raiz de r.

Seja α P Czt0u uma raiz de r. Iremos dividir a demonstração em dois casos:
α R T e α P T.
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Para o caso α R T, observe que rppzq “ p p1{zq “ ppzq pois

rppzq “ p p1{zq “

n`1
ÿ

k“´n´1
ckz´k “

n`1
ÿ

k“´n´1
ckz

´k
“

n`1
ÿ

j“´n´1
c´jz

j
“ ppzq, @ z P Czt0u,

onde usamos que ck “ c´k para todo ´n ´ 1 ď k ď n ` 1. Em particular,

r p1{αq “ α´n´1pp1{αq “ α´n´1ppαq “ α´2n´2rpαq “ 0,

logo 1{α é raiz de r. Note que α ‰ 1{α pois α R T. Além disso, como |1{α| “ 1{ |α|,
podemos supor, sem perda de generalidade, que |α| ą 1. Defina o polinômio q1pzq “ z ´ α.
Observe que, se z P Czt0u,

q1

ˆ

1
z

˙

“

ˆ

1
z

´ α

˙

“ pz´1
´ αq “ ´αz´1

ˆ

z ´
1
α

˙

.

Logo, zq1pzqq1 p1{zq “ ´αpz ´ αqpz ´ 1{αq divide rpzq, i.e., existe um polinômio r1 de
grau 2n tal que rpzq “ r1pzqzq1pzqq1 p1{zq. Seja p1pzq “ z´nr1pzq. Note que p1peit

q é um
polinômio trigonométrico de grau n e

p1peit
q “

ppeitq

q1peitqq1p1{e´itq
“

ppeitq

q1peitqq1peitq
“

ppeitq

|q1peitq|
2 ě 0, @ t P R.

Pela hipótese de indução, existe um polinômio q2 sem raízes em D tal que p1peit
q “

ˇ

ˇq2peit
q
ˇ

ˇ

2.
Logo, tomando q “ q1q2, temos que q não possui raízes em D (pois escolhemos α com
|α| ą 1) e

ppeit
q “ p1peit

q
ˇ

ˇq1peit
q
ˇ

ˇ

2
“

ˇ

ˇq2peit
q
ˇ

ˇ

2 ˇ

ˇq1peit
q
ˇ

ˇ

2
“

ˇ

ˇqpeit
q
ˇ

ˇ

2
,

como queríamos.

Consideremos agora o caso α P T. Nesse caso, temos que α é uma raiz de r com
multiplicidade maior ou igual a 2. De fato, suponha por absurdo que α é uma raiz simples
de r. Assim, rpαq “ 0 e r1

pαq ‰ 0, logo ppαq “ 0 e p1
pαq ‰ 0. Considere agora a função

f : R Ñ R dada por fptq “ ppeit
q. Seja γ P R tal que α “ eiγ. Então, fpγq “ ppαq “ 0

e f 1
pγq “ iαp1

pαq ‰ 0. Assim, f 1
pγq é um número real não-nulo. Se f 1

pγq ą 0, podemos
tomar t0 ă γ suficientemente próximo de γ tal que

fpt0q “ fpt0q ´ fpγq “
fpt0q ´ fpγq

t0 ´ γ
pt0 ´ γq ă 0.

Porém, isso implica que ppeit0q “ fpt0q ă 0, absurdo. Semelhantemente, caso f 1
pγq ă 0,

existe t1 ą γ tal que ppeit1q ă 0, novamente uma contradição.

Logo, α é raiz de r com multiplicidade maior ou igual a 2. Considere novamente
o polinômio q1pzq “ z ´ α. Analogamente ao caso α R T, temos que zq1pzqq1 p1{zq “

´αpz ´ αqpz ´ 1{αq “ ´αpz ´ αq
2 divide rpzq e o mesmo argumento do caso anterior

encerra o passo indutivo.
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Esse resultado nos permite calcular a representação canônica de funções racio-
nais (quociente de polinômios) em N` (20, Observação 3.2).

Exemplo 1.4.10. Seja φ P N` a função dada por φpzq “
1

1 ´ z
. Pelo mesmo argumento da

Proposição 1.4.8, temos que

|a˚
|
2

peit
q “

|1 ´ eit|
2

1 ` |1 ´ eit|
2 .

Usando o método do Teorema de Féjer-Riesz para o polinômio trigonométrico 1 `

ˇ

ˇ1 ´ eit
ˇ

ˇ

2, concluimos que 2
3 `

?
5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eit
´

3 `
?

5
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ 1 `
ˇ

ˇ1 ´ eit
ˇ

ˇ

2 e assim, como 2
3 `

?
5

“

ˆ

2
1 `

?
5

˙2

,

|a˚
| peit

q “
1 `

?
5

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eit ´ 1
eit ´ 3`

?
5

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Como a função no lado direito da igualdade acima está em H8
Ă H2 e é o quociente de

funções exteriores de H8
Ă H2, é também uma função exterior pela Proposição 1.1.30.

Como a é a única função exterior com esse limite radial e ap0q ą 0, então

apzq “
1 `

?
5

2
z ´ 1

z ´ 3`
?

5
2

e bpzq “
1 `

?
5

2
1

3`
?

5
2 ´ z

.

1.5 Espaços de de Branges-Rovnyak
Nesta seção, iremos definir os espaços de de Branges-Rovnyak, dando maior

atenção ao caso não-extremo. Para tanto, primeiro discutiremos a construção que utiliza-
remos para definir esses espaços, em seguida introduziremos o conceito de operadores de
Toeplitz limitados para enfim definir tais espaços. Depois, discutiremos brevemente sobre
elementos não-extremos da bola unitária de H8, enunciando uma de suas caractrizações e
relacionando-os à operadores de Toeplitz descontínuos. Por fim, enunciaremos um resultado
que relaciona alguns espaços de de Branges-Rovnyak com espaços de Dirichlet ponderados.

1.5.1 Produto interno induzido por mapas lineares contínuos

Considere um isomorfismo linear T : H Ñ V entre um espaço de Hilbert H e
um espaço vetorial V . Podemos, a partir dele, definir um produto interno em V por

xTx, TyyV “ xx, yyH .

Dessa maneira, colocamos uma (possivelmente nova) estrutura de espaço de Hilbert em V .
Esse construção pode ser generalizada para transformações lineares contínuas que não são
necessariamente bijetivas. De fato, considere T : H1 Ñ H2 um mapa linear contínuo entre
espaços de Hilbert. É claro que o núcleo desse operador, kerT “ tx P H1 : Tx “ 0u “
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f´1
p0q, é um subespaço fechado de H1. É um resultado clássico de análise funcional que,

nesse caso, H1{ kerT é um espaço de Banach com a norma

||x ` kerT ||H1{ ker T “ inf
zPker T

||x ` z||H1
.

Como H1 é um espaço de Hilbert e kerT é um subespaço fechado, existem as
projeções ortogonais Pker T , Ppker T qK . Assim, é fácil ver que

||x ` kerT ||H1{ ker T “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇPpker T qKx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H1
.

Além disso,
xx, yyH1{ ker T “

@

Ppker T qKx, Ppker T qKy
D

H1

define um produto interno em H1{ kerT que induz a norma ||¨||H1{ ker T . A verificação de
que x¨, ¨yH1{ ker T é de fato um produto interno é uma computação direta. Logo, H1{ kerT é
um espaço de Hilbert com esse produto interno. Ademais, pelo Teorema do Isomorfismo, o
mapa T induz um isomorfismo linear entre H1{ kerT e Ran T , a imagem do operador T .
Assim, podemos usar a contrução anterior para definir uma nova estrutura de espaço de
Hilbert em Ran T por

xTx, TyyRan T “ xx, yyH1{ ker T “
@

Ppker T qKx, Ppker T qKy
D

H1
.

Para diferenciar o produto interno herdado de H2 e esse novo produto interno, denotaremos
por MpT q o espaço de Hilbert dado por Ran T com o produto interno definido acima.

Claramente,
@

x, Ppker T qKy
D

H1
“

@

Ppker T qKx, Ppker T qKy
D

H1
“

@

Ppker T qKx, y
D

H1
.

Assim, podemos usar qualquer uma das expressões acima para definir o produto interno
de MpT q. Com essa observação, é simples concluir que, se x P pkerT q

K, então

xTx, TyyMpT q
“ xx, yyH1

, @ y P H1.

Além disso,
||Tx||MpT q

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇPpker T qKx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H1
“ ||x||H1

,

onde a última igualdade vale somente se x P pkerT q
K.

1.5.2 Operadores de Toeplitz contínuos e Hpbq

Os operadores de Toeplitz contínuos constituem uma família de operadores
em H2 de extrema importância, possuindo uma teoria bastante desenvolvida. A sua
definição faz uso da identificação H2

» H2
pTq comentada na seção 1.1. Note que, como
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H2
pTq é um subespaço fechado do espaço de Hilbert L2

pTq, existe uma projeção ortogonal
P` : L2

pTq Ñ H2
pTq dada por

P`

˜

8
ÿ

n“´8

ane
inθ

¸

“

8
ÿ

n“0
ane

inθ.

Chamamos esse mapa de projeção de Riesz.

Definição 1.5.1. Seja φ P L8
pTq. O operador de Toeplitz Tφ : H2

pTq Ñ H2
pTq associado

a φ (ou com símbolo φ) por
Tφf “ P`pφfq.

Se φ P H8
pTq, dizemos que Tφ é um operador de Toeplitz analítico.

Como P` é uma projeção ortogonal, é claro que ||P`|| “ 1. Por outro lado,
Tφ “ P` ˝Mφ ˝ i, onde Mφ : L2

pTq Ñ L2
pTq é a multiplicação por φ e i : H2

pTq Ñ L2
pTq

é a inclusão. Logo, ||Tφ|| ď ||P`|| ||Mφ|| ||i|| “ ||φ||L8pTq
. De fato, vale a igualdade ||Tφ|| “

||φ||L8pTq
(veja (18, Teorema 12.2) ou (11, Corolário 3.3.2)).

Um importante exemplo de operador de Toeplitz é o shift S. Observe que
S “ Tz, portanto S é um exemplo de operador de Toeplitz analítico. Note que, se b P H8,
bf P H2, logo Tb se reduz ao mapa Mb de multiplicação por b quando Tb é um operador
de Toeplitz analítico. Além disso, quando b P H8, temos uma expressão simples para a
transformação adjunta T ˚

b , como mostramos a seguir.

Proposição 1.5.2. Se b P H8, então T ˚
b “ Tb.

Demonstração. Sejam f, g P H2
pTq. Temos que

xTbf, gyH2pTq
“

1
2π

ż 2π

0
bpeiθ

qfpeiθ
qgpeiθqdθ “

1
2π

ż 2π

0
fpeiθ

qbpeiθqgpeiθqdθ

“ xf,MbgyL2pTq
“ xf, TbgyH2pTq

,

onde a última igualdade se dá pois f P H2
pTq implica que xf, φyL2pTq

“ xf, P`φyH2pTq
para

todo φ P L2
pTq. Como isso vale para todo f P H2

pTq, segue que T ˚
b g “ Tbg. Em particular,

como isso também vale para todo g P H2
pTq obtemos que T ˚

b “ Tb.

Com isso, podemos observar que, para todo b P H8 e f P H2,

xTbTbf, fy “ xTbf, Tbfy ď ||Tb||
2

||f ||
2
H2 “ ||b||2H8 ||f ||

2
H2 .

Para a última igualdade acima, utilizamos o fato de
ˇ

ˇ

ˇ

ˇb
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8 “ ||b||L8 “ ||b||H8 , conforme a
observação 1.2. Assim, se ||b||H8 ď 1, temos que o operador I ´ TbTb é positivo, i.e.,

xpI ´ TbTbqf, fy ě 0, @ f P H2.
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Um resultado clássico de análise funcional (veja Teorema B.3.3) nos dá que,
nesse caso, existe um único operador positivo pI ´ TbTbq

1{2
P BpH2

q tal que pI ´ TbTbq
1{2

˝

pI ´ TbTbq
1{2

“ I ´ TbTb. Podemos agora definir os espaços de de Branges-Rovnyak.

Definição 1.5.3. Seja b P BH8 “ tf P H8 : ||f || ď 1u. O espaço de de Branges-Rovnyak
associado a b por

Hpbq “ MppI ´ TbTbq
1{2

q,

ou seja, Ran pI ´ TbTbq
1{2 com o produto interno dado por

@

pI ´ TbTbq
1{2x, pI ´ TbTbq

1{2y
D

Hpbq
“

A

PpkerpI´TbT
b
q1{2qKx, PpkerpI´TbT

b
q1{2qKy

E

H2
.

Pela construção discutida na subseção 1.5.1, Hpbq é um espaço de Hilbert
que está continuamente contido em H2, i.e., Hpbq Ă H2 como conjunto e a inclusão
i : Hpbq Ñ H2 é contínua pois

ˇ

ˇ

ˇ

ˇpI ´ TbTbq
1{2x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
pI ´ TbTbq

1{2PpkerpI´TbT
b
q1{2qKx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2

ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇpI ´ TbTbq
1{2ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
PpkerpI´TbT

b
q1{2qKx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇpI ´ TbTbq
1{2ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇpI ´ TbTbq
1{2x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Hpbq
.

1.5.3 Elementos não-extremos de BH8 e operadores de Toeplitz analíticos
descontínuos

Muitas propriedades dos espaços Hpbq dependem se b é um elemento extremo
ou não-extremo do fecho da bola unitária BH8 . Iremos nos restringir a estudar apenas o
caso não-extremo. Por conta disso, vamos apresentar uma caracterização dos elementos
não-extremos de BH8 e algumas de suas consequências.

Primeiramente, vamos recordar a definição de um elemento extremo.

Definição 1.5.4. Sejam V um espaço vetorial e A Ă V um subconjunto convexo. Dizemos
que x P A é um elemento extremo de A se y, z P A satisfazem x “ ty ` p1 ´ tqz para
algum t P p0, 1q somente se x “ y “ z. Ou seja, x é um elemento extremo se ele não pode
ser escrito como combinação convexa não-trivial de outros vetores. Se x não é extremo,
dizemos que x é um elemento não-extremo de A.

Por exemplo, o conjunto dos elementos extremos de D é T e do quadrado
r0, 1s ˆ r0, 1s coincide com o conjunto dos seus vértices tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu. O
resultado a seguir classifica os elementos extremos da bola unitária fechada de H8.

Teorema 1.5.5. Um ponto f P BH8 é um ponto extremo desse conjunto se, e somente se,
ż 2π

0
logp1 ´

ˇ

ˇf˚
peiθ

q
ˇ

ˇqdθ “ ´8.
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O Teorema anterior foi retirado de (18, Teorema 6.7). Esse resultado e a
discussão feita na subseção 1.4.1 mostram que existe uma relação biunívoca entre elementos
não-extremos de BH8 e pares pitagóricos. Por outro lado, pela Proposição 1.4.8, esses
pares estão numa relação bijetiva com as funções não nulas de N`. Essa inesperada relação
nos sugere uma conexão entre os espaços Hpbq para b não-extremo e funções de N`. No
artigo (20), Sarason faz uma excelente exposição sobre esta conexão, que se dá por meio
de operadores de Toeplitz analíticos descontínuos, que adaptamos a seguir.

Definição 1.5.6. Seja φ P Hol pDq. O operador de Toepliz analítico descontínuo associado
a φ, Tφ : DompTφq Ñ H2, por

Tφpfq “ φf,

onde domínio de Tφ é DompTφq “ tf P H2 : φf P H2
u.

É imediato da definição que Tφ é um operador fechado, i.e., o seu gráfico
GpTφq “ tpf, φfq P H2

ˆH2
u é um subespaço fechado de H2

‘H2. De fato, se fn Ñ f em
H2 e φfn Ñ g em H2, em particular (veja Teorema 1.1.7) fnpzq Ñ fpzq e φpzqfnpzq Ñ gpzq

para cada z P D. Assim, gpzq “ lim
n
φpzqfnpzq “ φpzqfpzq, i.e., g “ φf , logo f P DompTφq

e pf, gq P GpTφq, como queríamos.

Uma pergunta natural surge ao se ver a definição anterior: Para quais símbolos
φ P Hol pDq, o domínio DompTφq é não trivial?

Proposição 1.5.7. Seja φ P Hol pDq. Então DompTφq ‰ t0u se, e somente se, φ P N .

Demonstração. O caso φ “ 0 é trivial, portanto supomos φ não identicamente nula.

Se φ P N , segue do Teorema 1.4.4 que φ “ b1{b2, onde b1, b2 P H8 e b2 ‰ 0.
Em particular, φb2H

2
“ b1H

2
Ă H2, logo b2H

2
Ă DompTφq.

Reciprocamente, seja f P DompTφqzt0u. Então 0 ‰ φf P H2
Ă N . Assim,

existem b1, b2, c1, c2 P H8 com b2pzq ‰ 0 ‰ c2pzq para todo z P D tais que f “ b1{b2 e
φf “ c1{c2. Como φ P Hol pDq, todo zero de f também é zero de φf com pelo menos a
mesma multiplicidade. Assim, se Bb e Bc são os produtos de Blaschke respectivamente de
f e φf , segue que Bc{Bb é uma função interior. Assim,

φ “
φf

f
“
c1{c2

b1{b2
“

pBc{Bbqpc1{Bcqb2

c2pb1{Bbq
,

i.e., φ é o quociente de funções em H8 onde o denominador não se anula em D. Logo,
φ P N .

Observe que na demonstração do resultado anterior, provamos também que,
se φ “ b1{b2 P N , com b1, b2 P H8, então b2H

2
Ă DompTφq. Em particular, se φ P N`,

b2 P H8 é uma função exterior, logo b2H
2 é denso em H2, consequentemente, DompTφq
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também é denso em H2. É interessante que a recíproca dessa afirmação é também
verdadeira, de modo que temos o seguinte resultado.

Proposição 1.5.8. Seja φ P Hol pDq. Então DompTφq é denso em H2 se, e somente se,
φ P N`.

Para uma demonstração desse resultado, veja (20, Lema 5.2) ou (18, Lema 23.29).
Mais pode ser dito sobre DompTφq quando φ P N`. De fato, é possível usar a representação
canônica de φ para descrever DompTφq.

Proposição 1.5.9. Seja φ P N`
zt0u com representação canônica φ “ b{a. Então

DompTφq “ aH2.

Para uma demonstração desse resultado, veja (20, Proposição 5.3) ou (18,
Lema 23.30). Note que, pela Proposição 1.5.8, quando φ P N`, Tφ está densamente
definido, logo sua adjunta T ˚

φ existe e é um operador fechado (veja, por exemplo, (21,
seção 2.6)). Por outro lado, como Tφ também é fechado e H2 é um espaço de Hilbert
(logo reflexivo), T ˚

φ está densamente definido. Os espaços de de Branges-Rovnyak surgem
naturalmente como o domínio desses operadores. Para mostrar isso, precisamos antes
apresentar uma descrição alternativa de Hpbq, que é bastante útil para determinar quando
uma função de H2 pertence a Hpbq.

Proposição 1.5.10. Sejam b um elemento não-extremo de BH8 e a P H8 tal que pa, bq

seja um par pitagórico. Então f P H2 pertence a Hpbq se, e somente se, existe g P H2 tal
que Tbf “ Tag. Nesse caso, a função g com essa propriedade é única e

||f ||
2
Hpbq

“ ||f ||
2
H2 ` ||g||

2
H2 .

Não iremos provar esse resultado, apenas apresentar a ideia da demonstração,
como feito na seção 23.3 de (18). Primeiramente, usamos o fato de que, se f P H2, então
f P Hpbq se e somente se Tbf P Hpbq e, nesse caso,

||f ||
2
Hpbq

“ ||f ||
2
H2 ` ||Tbf ||

2
Hpbq

.

Como mostrado, por exemplo, no Teorema 17.8 de (18). Em seguida, utilizamos o fato de
que, se b é um elemento não-extremo de BH8 e a P H8 é tal que pa, bq é um par pitagórico,
então Hpbq “ MpTaq com igualdade de norma (veja (18, Teorema 23.2)). Em particular,
se f P Hpbq, Tb P MpTaq, logo existe g P H2 tal que Tag “ Tbf e

||Tbf ||Hpbq
“ ||Tbf ||MpTaq

“ ||Tag||MpTaq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇPpker TaqKg
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2 .

Por fim, usamos o fato de a P H8 ser uma função exterior, portanto Ta é injetiva (veja
(18, Teorema 12.19)). Logo, a função g P H2 tal que Tag “ Tbf é única e

||f ||
2
Hpbq

“ ||f ||
2
H2 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇPpker TaqKg
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
H2 “ ||f ||

2
H2 ` ||g||

2
H2 .
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Com isso, temos agora ferramentas suficientes para mostrar como os espaços
de de Branges-Rovnyak se relacionam com os operadores T ˚

φ .

Teorema 1.5.11. Seja φ P N`
zt0u com representação canônica φ “ b{a. Então,

DompT ˚
φ q “ Hpbq.

Demonstração. Seja f P H2. Recorde que f P DompT ˚
φ q se, e somente se, existe g P H2 tal

que
xTφh, fyH2 “ xh, gyH2 , @ h P DompTφq.

Como φ P N`
zt0u, segue da Proposição 1.5.9 que DompTφq “ aH2. Logo, f P DompT ˚

φ q

se, e somente se, existe g P H2 tal que
A

arh, g
E

H2
“

A

Tφparhq, f
E

H2
“

A

Tb
rh, f

E

H2
, @ rh P H2,

onde usamos que φ “ b{a, logo Tφparhq “ Tb
rh, para a última igualdade. Pela Proposi-

ção 1.5.2, a igualdade anterior pode ser reescrita como
A

rh, Tag
E

H2
“

A

Ta
rh, g

E

H2
“

A

Tb
rh, f

E

H2
“

A

rh, Tbf
E

H2

ðñ

A

rh, Tag ´ Tbf
E

H2
“ 0, @rh P H2.

Ou seja, f P DompT ˚
φ q se, e somente se, existe g P H2 tal que Tbf “ Tag. Por outro

lado, pela Proposição 1.5.10 isso ocorre se, e somente se, f P Hpbq, o que conclui a
demonstração.

Essa demonstração é adapatada de (20, Proposição 5.4) e (18, Teorema 23.31).
Um grande obstáculo ao se trabalhar com os espaços de de Branges-Rovnyak é conseguir
descrever de maneira simples os elementos de um Hpbq fixado. Por esse motivo, mesmo
usando o Teorema 1.5.11, pode não ser simples descrever os elementos de DompT ˚

φ q para
uma função φ P N`

zt0u fixada.

No exemplo a seguir, usamos o Teorema 1.5.11 para descrever o domínio de
T ˚

φ quando φpzq “
1

1 ´ z
. Para isso, adaptamos a demonstração da Proposição 2 de (22)

para mostrar que o espaço Hpbq dado pelo teorema é igual, como conjunto, ao espaço de
Dirichlet local em 1, D1 (veja Definição 1.3.4).

Exemplo 1.5.12. Seja φ P N`
zt0u dada por φpzq “

1
1 ´ z

. Calculamos no Exemplo 1.4.10
que a representação canônica φ “ b{a é dada pelas funções

apzq “
1 `

?
5

2
1 ´ z

3`
?

5
2 ´ z

e bpzq “
1 `

?
5

2
1

3`
?

5
2 ´ z

.

Em particular, segue do Teorema 1.5.11 que DompT ˚
φ q “ Hpbq.
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Vamos agora mostrar que Hpbq “ D1, como conjunto. Seja f P H2. Pela
Proposição 1.5.10, f P Hpbq se, e somente se, existe g P H2 tal que Tbf “ Tag. Note que
Tbf “ Tag se, e somente se, P`pb˚f˚

´ a˚g˚
q “ 0, ou, equivalentemente, b˚f˚

´ a˚g˚
K

H2
pTq. Com isso em mente, observe que, para todo ξ P T,

pb˚f˚
´ a˚g˚

qpξq “
1 `

?
5

2
1

3`
?

5
2 ´ ξ

f˚
pξq ´

1 `
?

5
2

1 ´ ξ
3`

?
5

2 ´ ξ
g˚

pξq

“
1 `

?
5

2
1

3`
?

5
2 ´ ξ

`

f˚
pξq ´ p1 ´ ξqg˚

pξq
˘

“
1 `

?
5

2
ξ

3`
?

5
2 ´ ξ

pξf˚
pξq ´ pξ ´ 1qg˚

pξqq .

Logo, b˚f˚
´ a˚g˚

K H2
pTq se, e somente se,

0 “
@

b˚f˚
´ a˚g˚, h˚

D

L2 “

ż

T

1 `
?

5
2

ξ
3`

?
5

2 ´ ξ
pξf˚

pξq ´ pξ ´ 1qg˚
pξqqh˚dmpξq

“
1 `

?
5

2

ż

T
pξf˚

pξq ´ pξ ´ 1qg˚
pξqq

ξ
3`

?
5

2 ´ ξ
h˚dmpξq, @ h P H2.

Note que, pela Observação 1.2 e a identidade de polarização, a equação anterior é equivalente
a

C

zf ´ pz ´ 1qg,
z

3`
?

5
2 ´ z

h

G

H2

“ 0 @ h P H2.

Por sua vez, é fácil ver que isso é equivalente a zf´pz´1qg K zH2. Como zf´pz´1qg P H2,
isso é equivalente a zf ´ pz ´ 1qg ser constante.

Em suma, temos que f P Hpbq se, e somente se, existem g P H2 e c P C tais que

zfpzq “ c ` pz ´ 1qgpzq, @ z P D.

Por sua vez, isso é equivalente a Sf P D1 pelo Teorema 1.3.6 (aqui S denota o shift
em H2 como na Definição 1.1.19). Assim, para finalizar o exemplo basta mostrar que
Sf P D1 ðñ f P D1.

Se f P D1, existem c P C e g P H2 tais que fpzq “ c`pz´1qgpzq. Em particular,

Sfpzq “ zfpzq “ cz ` pz ´ 1qzgpzq “ c ` pz ´ 1qpc ` zgpzqq.

Como g P H2, então c ` Sg P H2, logo Sf P D1.

Reciprocamente, se Sf P D1, existem c P C, g P H2 tais que Sfpzq “ c ` pz ´

1qgpzq. Em particular,

0 “ 0fp0q “ Sfp0q “ c ` p0 ´ 1qgp0q ùñ gp0q “ c.

Logo, g “ c ` Srg, onde rg P H2. Portanto,

zfpzq “ c ` pz ´ 1qpc ` zrgq “ zpc ` pz ´ 1qrgq 6 fpzq “ c ` pz ´ 1qrg,
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então f P D1, como queríamos.

Ou seja, DompT ˚
φ q “ Hpbq “ D1.

1.6 Dualidade de Cauchy
Nas seções anteriores estudamos diversos exemplos de espaços vetoriais topoló-

gicos de funções analíticas no disco, cujas relações de inclusão estão resumidas abaixo:

A

Ă

Hol
`

D
˘

Ă H8
Ă Hq

ĂH2
Ă Hp

Ă N`
Ă N Ă Hol pDq

Ă

Dµ , Hpbq

onde 2 ă q ă 8, 0 ă p ă 2, b P BH8 e todas as inclusões são contínuas.

Como espaços vetoriais topológicos, uma importante ferramenta para seus
estudos são os seus duais topológicos, i.e., os espaços dos funcionais lineares contínuos.
No contexto específico de espaços de funções analíticas no disco, é bastante útil poder
expressar a relação de dualidade de forma análoga ao produto interno de H2. Nessa seção,
iremos definir o dual de Cauchy de um espaço de funções analíticas e comentar alguns
exemplos. Tomamos (23, 24, 25, 26) como referências para esse tópico.

Definição 1.6.1. SejaX um espaço de Banach continuamente contido em Hol pDq. Dizemos
que X˚

Ă Hol pDq é o dual de Cauchy de X se existe uma bijeção Υ : X˚
Ñ X 1, onde X 1

é o dual topológico de X, tal que

Υpgqpfq “ xf, gy :“ lim
rÑ1´

ż

T
fprζqgprζqdmpζq “ lim

rÑ1´

8
ÿ

n“0
anbnr

2n, @ f P X, g P X˚,

(1.17)
onde m denota a medida de Lebesgue normalizada no círculo e panq, pbnq são, respectiva-
mente, os coeficientes de Taylor de f e g.

Vale ressaltar que o mapa Υ é apenas uma bijeção entre conjuntos, não impondo
nenhuma restrição na topologia de X˚, que pode até não ser um espaço topológico.
Em alguns casos, como por exemplo o espaço A2

0, o espaço X é Hilbert, portanto é
canonicamente identificado ao seu dual, mas não satisfaz a relação (1.17). Assim, o seu
dual de Cauchy, que para esse exemplo é D (veja (24, seção 4.1)), não coincide com a
identificação canônica do dual topológico A2

0.

Não é claro da definição sob quais hipóteses X possue um dual de Cauchy e,
se esse existir, como encontrá-lo. De fato, não encontramos na literatura um método geral
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para responder essas perguntas. Na seção 1 de (26), é mostrado que se X é um espaço
de Banach e Hol

`

D
˘

Ă X é denso em X, então o dual de Cauchy X˚ existe e pode ser
calculado com o mapa U : X 1

Ñ Hol pDq dado por

Uφpλq “ φ

ˆ

1
1 ´ λz

˙

,

onde X 1 é o dual topológico de X (cf. (25, p. 616)). Nesse caso, U é injetivo e ||Uφ||UX 1 “

||φ||X 1 define uma norma em UX 1. O espaço X˚
“ UX 1 com essa norma é Banach e é um

dual de Cauchy de X.

Enunciamos a seguir, alguns exemplos de espaços de Banach contidos em
Hol pDq e seus duais de Cauchy, que serão bastante usados na seção 3.1.

Teorema 1.6.2. Sejam 1 ă p ă 8 e q tal que p´1
` q´1

“ 1. Então, pHp
q

˚
“ Hq.

Para uma demonstração desse fato, indicamos (13, Teorema 7.3). É interessante
observar que, nesse exemplo, o mapa Υ não é uma isometria (veja (13, p.113)).

Para o próximo resultado, é necessário definir outro espaço de Banach continu-
amente contido em Hol pDq.

Definição 1.6.3. O espaço das funções analíticas de oscilação média limitada, denotado
por BMOA, é o conjunto

BMOA “

"

f P Hol pDq : sup 1
mpIq

ż

I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f˚
pζq ´

1
mpIq

ż

I

f˚
psqdmpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dmpζq ă 8

*

,

onde m é a medida de Lebesgue normalizada em T e o supremo é tomado sobre os arcos
I Ă T. Munimos esse espaço com a norma

||f ||BMOA “ sup
zPD

ż

T

1 ´ |z|
2

|z ´ ζ|
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f˚
pζq ´

ż

T

1 ´ |z|
2

|z ´ ξ|
2 f

˚
pξqdmpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dmpζq.

Teorema 1.6.4. Temos que pH1
q

˚
“ BMOA.

Esse resultado é um teorema clássico de Fefferman (27).

Em (24, seção 4.1), é mencionado que se w “ pwnqnPN é uma sequência com
wn ą 0 para todo n P N e lim sup

nÑ8
pwnq

1{n
“ 1, então pH2

pwqqq
˚

“ H2
pw˚

q, onde w˚
“

p1{wnqnPN e

H2
pwq “

#

f P Hol pDq : fpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n e
8
ÿ

n“0
wn |an|

2
ă 8

+

.

Por exemplo, um resultado análogo à Proposição 1.2.2 mostra que A2
0 “ H2

ppn ` 1q
´1

q

e a Proposição 1.3.2 mostra que D “ H2
pn ` 1q, logo pA2

0q
˚

“ D, como comentamos
anteriormente.
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Apesar de a definição de dual de Cauchy pedir que X seja um espaço de Banach,
existem exemplos de espaços vetoriais topológicos X Ă Hol pDq, que não são espaços de
Banach, mas para os quais existem conjuntos X˚

Ă Hol pDq tais que a função Υ dada em
(1.17) é uma bijeção. O resultado a seguir apresenta um desses exemplos.

Teorema 1.6.5. Sejam 1{2 ă p ă 1 e α “ 1{p ´ 1. Então,

pHp
q

˚
“ Λα :“

"

f P Hol pDq X C
`

D
˘

: sup
0ďtăsď2π

|fpeitq ´ fpeisq|

|eit ´ eis|
α ă 8

*

.

Para uma demonstração desse resultado, indicamos (13, Teorema 7.5).

1.7 Biortogonalidade, minimalidade e completude
A principal pergunta estudada no artigo (1) e na pré-publicação (2) diz respeito

à completude de uma sequência em H2. Uma das diversas abordagens para se estudar isso
faz uso das chamadas sequências biortogonais. Nessa seção, definiremos esse conceito e
apresentaremos a sua relação com a questão de completude, sempre no contexto de espaços
de Hilbert.

Definição 1.7.1. Sejam H um espaço de Hilbert e pfnq, pgnq duas sequências de elementos
de H. Dizemos que pfnq e pgnq são biortogonais, pfnq é biortogonal a pgnq ou vice-versa, se

xfn, gmy “ δnm @ n,m P N,

onde δnm denota o delta de Kronecker.

A existência e unicidade de uma sequência biortogonal está relacionada a
minimalidade e completude das sequências. Vamos relembrar esses conceitos.

Definição 1.7.2. Sejam H um espaço de Hilbert, X Ă H e pfnqnPN uma sequência em H.
Dizemos que X é completo (ou total) em H se

spanX “ H.

Dizemos que tfn : n P Nu é minimal se

fm R spantfn : n ‰ mu, @ m P N.

O resultado a seguir relaciona esses conceitos e motiva o estudo feito na
seção 3.2.

Proposição 1.7.3. Seja pfnq uma sequência em H. Então,

1. Existe uma sequência biortogonal a pfnq se, e somente se, pfnq é minimal.
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2. Se existe uma sequência biortogonal a pfnq, essa sequência é única se, e somente se,
pfnq é completa.

Demonstração. Seja pgnq uma sequência biortogonal a pfnq e suponha por absurdo que
existe m P N tal que fm P spantfn : n ‰ mu. Então existe uma sequência hk Ñ fm de
termos em spantfn : n ‰ mu. Logo,

1 “ xfm, gmy “ lim
kÑ8

xhk, gmy “ 0,

uma contradição. Assim, a existência de uma sequência biortogonal implica minimalidade.
Reciprocamente, suponha que pfnq é minimal. Seja Pm a projeção ortogonal sobre spantfn :
n ‰ mu. Pela minimalidade, fm ‰ Pmfm e assim podemos definir a sequência

gm “
fm ´ Pmfm

||fm ´ Pmfm||
2 , @ m P N,

que é biortogonal a pfnq. De fato, gm P pspantfn : n ‰ muq
K, logo

xfm, gmy “ xfm ´ Pmfm, gmy “
xfm ´ Pmfm, fm ´ Pmfmy

||fm ´ Pmfm||
2 “ 1.

Claramente xfn, gmy “ 0 se n ‰ m, como queríamos.

Para a segunda parte da proposição, seja pgnq uma sequência biortogonal a pfnq.
Se pfnq não é completa, existe h P tfn : n P Nu

K
zt0u, portanto pgn ` hq é uma sequência

biortogonal a pfnq e diferente de pgnq. Reciprocamente, se existe uma sequência biortogonal
phnq diferente de pgnq, existe m P N tal que gm ‰ hm. Assim,

xfn, gm ´ hmy “ δnm ´ δnm “ 0,

e gm ´ hm P tfn : n P Nu
K

zt0u, logo pfnq não é completa.

É importante ressaltar que a condição 2 da proposição não é simétrica! Assim,
é possível que pfnq seja completa e biortogonal apenas a pgnq e pgnq não seja completa. De
fato, o exemplo a seguir, retirado de (28), mostra que, dado qualquer subespaço fechado
K Ă H de dimensão infinita, existem sequências biortogonais pfnq e pgnq tais que pfnq é
completa e spantgn : n P Nu “ K.

Seja K Ă H um subespaço fechado de dimensão infinita e ten : n P Nu uma
base ortonormal de K. Seja β uma base ortonormal de KK. Seja pynq uma sequência em
que cada elemento de β aparece infinitas vezes. Se β for finita, é fácil construir a sequência
pynq. Se β for infinito, β “ tb1, b2, . . . u, basta definir pynq por

b1, b1, b2, b1, b2, b3, b1, b2, b3, b4, b1, . . .
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Assim, pgnq “ pen ` ynq é biortogonal a penq e completa em H, pois se f K

ten ` yn : n P Nu e xf, by “ C ‰ 0 para algum b P β, então xf, eny ‰ 0 para infinitos n P N,
contradizendo o fato de

8
ÿ

m“0
|C|

2
ď

8
ÿ

n“0
|xf, eny|

2
ď ||f ||

2
ă 8.

Se xf, emy ‰ 0 para algum m P N, xf, ymy ‰ 0 e caímos no caso anterior. Logo f K K e
f K KK e assim f “ 0. l

Apesar disso, em alguns casos, essa propriedade é simétrica, como em (28,
Teorema) e no caso de bases de Schauder em um espaço de Hilbert (veja, por exemplo,
(29, Teorema 3.3.2)).

1.8 Noções de Teoria Analítica dos Números
Nesta seção, iremos primeiramente introduzir os conceitos de funções aritméticas

e o produto de Dirichlet, além de apresentar alguns exemplos de tais funções, como a
função de Möbius, que será importante na seção 3.2. Em seguida, discutimos sobre funções
multiplicativas e provamos uma estimativa que será necessária na seção 2.3. Por fim,
apresentamos brevemente algumas fórmulas de soma, com ênfase à formula de soma de
Euler, usada na seção 2.1.

1.8.1 Funções Aritméticas e o produto de Dirichlet

Um objeto de estudo bastante importante na teoria analítica dos números são
as sequências. Nesse contexto, é comum as chamarmos de funções aritméticas.

Definição 1.8.1. Chamamos uma função f : N˚
Ñ C de uma função aritmética.

Aproveitamos a oportunidade para definir algumas importantes funções arit-
méticas.

Exemplo 1.8.2. (i) Seja u : N˚
Ñ C a função constante igual a 1.

(ii) Para cada n P N˚, seja In : N˚
Ñ C a função dada por Inpmq “ δnm. Em particular,

denotamos I1 por I.

(iii) Para cada α P C, seja σα : N˚
Ñ C a função dada por

σαpnq “
ÿ

d|n

dα.

Em particular, σ0pnq nos dá o número de divisores de n.
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(iv) Seja µ : N˚
Ñ C a função dada por

µpnq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1, se n “ 1,

p´1q
k, se n “ p1 ¨ ¨ ¨ pk,

0, caso contrário.

Aqui, p1, . . . , pk denotam primos distintos. Essa função é conhecida como função de
Möbius.

É claro que o conjunto das funções aritméticas é um espaço vetorial complexo
com as somas e produto por escalar usuais. Definimos a seguir um produto para esse
espaço, fazendo dele uma álgebra.

Definição 1.8.3. Sejam f , g funções aritméticas. O seu produto de Dirichlet f ˚g : N˚
Ñ C

é a função
f ˚ gpnq “

ÿ

d|n

fpdqg
´n

d

¯

.

Esse produto surge naturalmente no estudo de séries de Dirichlet. De fato, uma
computação direta nos mostra que

˜

8
ÿ

n“1
fpnqn´s

¸ ˜

8
ÿ

n“1
gpnqn´s

¸

“

8
ÿ

n“1
f ˚ gpnqn´s

na região onde as duas séries do lado esquerdo convergem absolutamente (veja (30, Teorema
11.5)).

Ao dizermos que esse produto faz do espaço das funções aritméticas uma álgebra,
estamos assumindo que ˚ é associativo. De fato, a associatividade e a comutatividade
seguem da simples observação (veja (30, Teorema 2.6))

f ˚ gpnq “
ÿ

d|n

fpdqg
´n

d

¯

“
ÿ

a¨b“n

fpaqgpbq,

onde a última soma é sobre todos os pares pa, bq P N˚
ˆ N˚ que satisfazem ab “ n. A

comutatividade é imediata da igualdade acima. Já a associatividade segue de

f ˚ pg ˚ hqpnq “
ÿ

a¨d“n

fpaqpg ˚ hqpdq “
ÿ

a¨d“n

fpaq

˜

ÿ

b¨c“d

gpbqhpcq

¸

“
ÿ

a¨b¨c“n

fpaqgpbqhpcq “ pf ˚ gq ˚ hpnq,

onde a última igualdade segue fazendo a conta análoga para pf ˚ gq ˚ h.

Além disso, I é uma unidade para ˚,

f ˚ Ipnq “
ÿ

d|n

fpdqI
´n

d

¯

“ fpnq,
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i.e., o conjunto das funções aritméticas é uma álgebra com unidade.

Uma pergunta interessante e relevante para seção 3.2 é se existe uma carac-
terização dos elementos invertível dessa álgebra e uma forma de calcular as inversas. O
resultado a seguir responde essas questões.

Proposição 1.8.4. Se f é uma função aritmética e fp1q ‰ 0, então existe uma única
função aritmética f´1 tal que f ˚ f´1

“ I. Essa função pode ser calculada recursivamente
pelas fórmulas

f´1
p1q “

1
fp1q

, f´1
pnq “ ´

1
fp1q

ÿ

d|n
dăn

f
´n

d

¯

f´1
pdq, para n ą 1.

A demonstração dessa proposição é bastante direta e está em (30, Teorema
2.8). Um resultado clássico conhecido como fórmula de inversão de Möbius segue do fato
de que u´1

“ µ, que mostramos a seguir, com a demonstração de (30, Teorema 2.1).

Proposição 1.8.5. Para todo n P N˚, temos

µ ˚ upnq “
ÿ

d|n

µpdq “ δ1n “ Ipnq.

Demonstração. O resultado é claro quando n “ 1. Se n ą 1, seja n “ pa1
1 ¨ ¨ ¨ pak

k a sua
fatoração em números primos. Assim, os divisores d|n são todos da forma d “ pb1

1 ¨ ¨ ¨ pbk
k ,

onde 0 ď bj ď aj. Pela definição de µ, µpdq ‰ 0 somente se bj P t0, 1u para todo
j P t1, . . . , ku. Assim,

ÿ

d|n

µpdq “ 1 `

k
ÿ

j“1
µppjq `

ÿ

1ďiăjďk

µppipjq ` ¨ ¨ ¨ ` µpp1 . . . pkq

“ 1 `

ˆ

k

1

˙

p´1q `

ˆ

k

2

˙

p´1q
2

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

k

k

˙

p´1q
k

“ p1 ´ 1q
k

“ 0.

Disso segue uma das formas mais comuns da fórmula de inversão de Möbius.

Corolário 1.8.6. Sejam f uma função aritmética e g a função dada por

gpnq “ pf ˚ uqpnq “
ÿ

ab“n

fpaq.

Então,
fpnq “ pg ˚ µqpnq “

ÿ

ab“n

gpaqµpbq.

Demonstração. É imediato das igualdades

g ˚ µ “ f ˚ u ˚ µ “ f ˚ I “ f.
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Vamos também comentar uma versão da fórmula de inversão de Möbius para
séries da forma

8
ÿ

n“1
αpnqfpnxq,

onde α é uma função aritmética e f é uma função definida em um espaço X em que nx P X

faça sentido. Vamos elaborar melhor isso. Essa exposição é baseada em (31). Considere
pN˚, ¨q o semigrupo multiplicativo dos inteiros positivos. Dado um conjunto X, dizemos
que φ : N˚

ˆ X Ñ X é uma ação do semigrupo N˚ sobre X se:

φp1, xq “ x, @ x P X e φpn, φpm,xqq “ φpnm, xq, @ n,m P N˚, x P X.

Alguns exemplos de ações do semigrupo N˚ são apresentados a seguir.

Exemplo 1.8.7. (i) O semigrupo N˚ age sobre o conjunto dos reais positivos Rą0 Ă R
com a multiplicação. Ou seja, φ : N˚

ˆ Rą0 Ñ Rą0 dada por φpn, xq “ nx é uma
ação.

(ii) O semigrupo N˚ age sobre o disco unitário D com a potenciação. Ou seja, a função
φ : N˚

ˆ D Ñ D dada por φpn, zq “ zn é uma ação.

Dada uma função aritmética positiva w, definimos LφpX,wq como o conjunto
das funções f : X Ñ C tais que

8
ÿ

n“1
wpnq |fpφpn, xqq| ă 8, @ x P X.

É fácil ver que se α é uma função aritmética com |αpnq| ď wpnq para todo n P N˚ e
f P LφpX,wq, então a série

8
ÿ

n“1
αpnqfpφpn, xqq

converge absolutamente para cada x P X. Denotaremos a série acima por α d f . Nesse
contexto, a fórmula de inversão de Möbius para séries é um caso particular do Teorema a
seguir, adaptado de (31, Teorema 1).

Teorema 1.8.8. Sejam α, β funções aritméticas e f : X Ñ C. Se f P LφpX, |β|q X

LφpX, |α| ˚ |β|q, então f P LφpX, |α ˚ β|q, β d f P LφpX, |α|q e

α d pβ d fq “ pα ˚ βq d f.

Demonstração. Note que

|α ˚ β| pnq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ab“n

αpaqβpbq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

ab“n

|αpaq| |βpbq| “ |α| ˚ |β| pnq,
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para todo n P N˚. Em particular, LφpX, |α| ˚ |β|q Ă LφpX, |α ˚ β|q. Além disso, como
f P LφpX, |β|q, temos que g “ β d f está definido e

8
ÿ

n“1
|αpnq| |gpφpn, xqq| ď

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1
|αpnq| |βpmq| |fpφpm,φpn, xqqq|

“

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1
|αpnq| |βpmq| |fpφpnm, xqq|

p:q
“

8
ÿ

k“1

˜

ÿ

nm“k

|αpnq| |βpmq|

¸

|fpφpk, xqq|

“

8
ÿ

k“1
p|α| ˚ |β|qpkq |fpφpk, xqq| ă 8,

para todo x P X. Aqui podemos reordenar a série em p:q pois os termos são todos positivos.
Logo, β d f P LφpX, |α|q. Assim, α d pβ d fq está definida e

pα d pβ d fqqpxq “

8
ÿ

n“1
αpnqpβ d fqpφpn, xqq “

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1
αpnqβpmqfpφpm,φpn, xqqq

“

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1
αpnqβpmqfpφpnm, xqq “

8
ÿ

k“1

˜

ÿ

nm“k

αpnqβpmq

¸

fpφpk, xqq

“

8
ÿ

k“1
pα ˚ βqpkqfpφpk, xqq “ ppα ˚ βq d fqpxq, @ x P X,

onde podemos reordenar a soma pois f P LφpX, |α| ˚ |β|q implica que a soma dupla acima
é absolutamente convergente.

Podemos agora mostrar essa versão da fórmula de inversão de Möbius para
séries.

Corolário 1.8.9. Seja α uma função aritmética invertível e f : X Ñ C. Se f P

LφpX, |α|q X LφpX,
ˇ

ˇα´1ˇ

ˇ ˚ |α|q, então g “ α d f P LφpX,
ˇ

ˇα´1ˇ

ˇq e f “ α´1
d g. Em

particular, se f P LφpX, uq X LφpX, u ˚ |µ|q e g “ u d f , então f “ µ d g.

Como aplicação desse resultado, podemos expressar a função característica do
intervalo p0, 1s como uma série de dilatações da função parte inteira.

Exemplo 1.8.10. Seja X “ Rą0 e considere a ação φpn, xq “ nx, como no Exemplo 1.8.7(i).
Se rxs denota a parte inteira de x e χp0,1s denota a função característica do intevalo p0, 1s,
é fácil ver que

„

1
x

ȷ

“
ÿ

nď1{x

1 “

8
ÿ

n“1
χp0,1spnxq, @x P p0, 1s.

Como toda soma da forma
8
ÿ

n“1
wpnqχp0,1spnxq é uma soma finita (logo convergente), χp0,1s P

LφpRą0, uq X LφpRą0, u ˚ |µ|q. Além disso, a equação anterior nos mostra que gpxq :“
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„

1
x

ȷ

“ u d χp0,1spxq. Logo, segue do Corolário 1.8.9 que χp0,1s “ µ d g, ou seja,

χp0,1spxq “

8
ÿ

k“1
µpkq

„

1
kx

ȷ

, @ x P p0, 1s.

O exemplo anterior foi inspirado na seção 2.2 de (32). Usaremos esse exemplo
para motivar a escolha de uma importante série na seção 2.3.

1.8.2 Estimativa do crescimento de σ0pnq

Vamos agora andar em direção a mostrar uma estimativa sobre o crescimento
de σ0, a função que conta o número de divisores (veja Exemplo 1.8.2(iii)). Para tanto,
discutiremos brevemente as funções multiplicativas.

Definição 1.8.11. Seja f : N˚
Ñ C uma função não nula. Dizemos que f é multiplicativa

se fpnmq “ fpnqfpmq sempre que n e m são coprimos, i.e., seu m.d.c. é pn,mq “ 1.

Se fpnmq “ fpnqfpmq para todo n,m P N˚, dizemos que f é completamente
multiplicativa.

Um exemplo simples de tais funções completamente multiplicativas são as
fαpnq “ nα para qualquer α P C. Note que toda função completamente multiplicativa é
também uma função multiplicativa. A próxima proposição nos mostra uma maneira de
construir funções multiplicativas.

Proposição 1.8.12. Se f, g são funções multiplicativas, então f ˚g também é multiplicativa.

Demonstração. Denotemos por Dn o conjunto dos divisores de n. O resultado segue da
seguinte afirmação.

Afirmação. Se pn,mq “ 1, o mapa pa, bq P Dn ˆ Dm ÞÑ c “ ab P Dnm é uma bijeção.

Prova da Afirmação. É claro que o mapa está bem-definido, i.e., que ab|nm se a|n e
b|m. Note também que, como pn,mq “ 1, se a|n e b|m, então pa, bq “ 1. Com isso,
podemos mostrar que o mapa é injetivo. De fato, se pa1, b1q, pa2, b2q P Dn ˆ Dm são tais
que a1b1 “ a2b2, em particular a1|a2b2. Pela observação anterior, pa1, b2q “ 1, logo a1|a2.
Por simetria, a2|a1 e assim a1 “ a2. Logo b1 “ b2 e o mapa é injetivo.

Para a sobrejetividade, considere n “ pα1
1 ¨ ¨ ¨ pαk

k e m “ qβ1
1 ¨ ¨ ¨ qβl

l as suas
fatorações em números primos. Como pn,mq “ 1, p1, . . . , pk, q1, . . . , ql são todos distintos.
Se c|nm “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαk
k qβ1

1 ¨ ¨ ¨ qβl
l , então c “ pγ1

1 ¨ ¨ ¨ pγk
k q

δ1
1 ¨ ¨ ¨ qδl

l , com 0 ď γi ď αi e 0 ď δj ď

βj. Assim, é suficiente tomar a “ pγ1
1 ¨ ¨ ¨ pγk

k e b “ qδ1
1 ¨ ¨ ¨ qδl

l para que pa, bq P Dn ˆ Dm e
c “ ab. #
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Sejam n,m P N˚ coprimos. Então,

f ˚ gpnmq “
ÿ

c|nm

fpcqg
´nm

c

¯

“
ÿ

a|n
b|m

fpabqg
´nm

ab

¯

.

Como pa, bq “ 1 “ pn{a,m{bq e f, g são multiplicativas, temos que

f ˚ gpnmq “
ÿ

a|n

ÿ

b|m

fpaqfpbqg
´n

a

¯

g
´m

b

¯

“

˜

ÿ

a|n

fpaqg
´n

a

¯

¸ ˜

ÿ

b|m

fpbqg
´m

b

¯

¸

“ f ˚ gpnqf ˚ gpmq.

O corolário a seguir apresenta uma família de funções multiplicativas.

Corolário 1.8.13. Para todo α P C, σα é multiplicativa.

Demonstração. Note que,

fα ˚ upnq “
ÿ

d|n

dα
“ σαpnq, @n P N˚,

onde fαpnq “ nα e upnq “ 1 como no Exemplo 1.8.2(i).

Para mostrar a estimativa de crescimento de σ0, precisamos de um último lema,
retirado de (30, Exercício 13.12). Lembre que πpnq é a quantidade de números primos
menores ou iguais a n.

Lema 1.8.14. Seja f uma função multiplicativa que satisfaz a seguinte propriedade:

Para todo ε ą 0, existe Npεq tal que se p é primo, m P N˚ e pm
ą Npεq,

então |fppm
q| ă ε.

(1.18)

Então, fpnq Ñ 0 quando n Ñ 8.

Demonstração. Por hipótese, existe B ą 0 tal que |fppm
q| ă 1 para toda potência de

primo pm
ą B. Em particular, como existem apenas uma quantidade finita de potências

de primo menores ou iguais a B, existe A ą 0 tal que |fppm
q| ă A para todo primo p e

natural m.

Dado ε ą 0, seja N tal que |fppm
q| ă εA´B para todo potência de primo

pm
ą N , onde A e B são as constantes definidas na parágrafo anterior. Afirmo que se

n ą NN , então |fpnq| ă ε. De fato, seja n “ pm1
1 ¨ ¨ ¨ pmk

k a fatoração de n em números
primos. Existe algum i P t1, . . . , ku tal que pmi

i ą N , caso contrário teríamos n ď Nk
ď NN ,

pois nesse caso todo pi ď N e existem πpNq ď N números primos menores ou iguais a N ,
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logo k ď N . Sem perda de generalidade, suponha que pm1
1 ą N e l P N˚ é tal que 1 ď l ď k

e pmi
i ą B para todo l ă i ď k. Note que se pmi

i ď B, então pi ď B, assim existem no
máximo πpBq ď B primos dessa forma, i.e., |tp2, . . . , plu| “ l ´ 1 ď B. Portanto,

|fpnq| “ |fppm1
1 q| ¨ ¨ ¨ |fppmk

k q| ă
ε

AB
Al´11k´l

ď ε.

Com isso, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.8.15. Seja α ě 0. Então, para todo δ ą 0, temos que

σαpnq “ opnα`δ
q quando n Ñ 8.

Em particular, σ0pnq “ opnδ
q quando n Ñ 8 para todo δ ą 0.

Demonstração. Como n ÞÑ n´α´δσαpnq é multiplicativo, pelo lema anterior basta verificar

que σαppmq

pmpα`δq
satisfaz a propriedade (1.18). Faremos isso para α ą 0 e α “ 0 separadamente.

Suponha que α ą 0. Então

σαppm
q “

m
ÿ

k“0
pkα

“
pαpm`1q ´ 1
pα ´ 1 .

Logo,
σαppmq

pmpα`δq
“
pαm`α´mα´mδ ´ p´mδ´mα

pα ´ 1 “ p´mδ

ˆ

pα ´ p´mα

pα ´ 1

˙

.

Note que
0 ă

pα ´ p´mα

pα ´ 1 ď
pα

pα ´ 1 “ 1 `
1

pα ´ 1 ď 1 `
1

2α ´ 1 “: C.

Assim,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

σαppmq

pmpα`δq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cppm
q

´δ

satisfaz (1.18) para qualquer δ ą 0.

Considere agora α “ 0. Nesse caso,

σ0ppm
q “

m
ÿ

k“0
ppk

q
0

“ m ` 1.

Portanto,
σ0ppmq

pmδ
“
m ` 1
pmδ

“

log pm

log p
` 1

pmδ
“

1
log p

log pm

ppmqδ
`

1
ppmqδ

.

Observe que o lado direito da igualdade acima satisfaz a propriedade (1.18), pois plog pq
´1

ď

plog 2q
´1, log x{xδ

Ñ 0 quando x Ñ 8 e x´δ
Ñ 0 quando x Ñ 8. Logo σ0pnq “ opnδ

q

quando n Ñ 8 para qualquer δ ą 0.
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Iremos usar esse resultado na seção 2.3 junto com outras duas relações, que
enunciamos a seguir para futura referência.

Teorema 1.8.16. Seja πpxq “ |tp ď x : p primou|. São equivalentes:

1. πpxq „ x{ log x, i.e.,

lim
xÑ8

πpxq log x
x

“ 1,

2.
8
ÿ

k“1

µpkq

k
“ 0, (1.19)

3.
8
ÿ

k“1

µpkq log k
k

“ ´1. (1.20)

O item 1 é conhecido como Teorema dos Números Primos (TNP) e foi provado
originalmente por Hadamard (5) e de la Vallée Poussin (6) em 1896. Para uma exposição
sobre o TNP, veja (33). Em (34), Landau mostrou que 1 implica 2 e também que 3 implica
2. Que 2 implica 1 pode ser visto em (30, Teorema 4.16). Em (35), Landau prova o item 3
a partir de 1.

1.8.3 Fórmulas de soma

É comum no estudo de teoria dos números estarmos interessados no comporta-
mento assintótico de somas do tipo

n
ÿ

k“1
fpkq

quando n Ñ 8, para alguma função aritmética f . Nesse contexto, é comum denotarmos
por

ÿ

kďx

fpkq “

rxs
ÿ

k“1
fpkq

a soma sobre os números naturais menores ou iguais a x. Aqui, rxs denota a parte inteira
de x, i.e., o maior inteiro ď x. Quando 0 ă x ă 1, a soma é vazia e convencionamos que
vale 0.

Para avaliar esse tipo de soma, existem alguns métodos que chamamos de
fórmulas de soma. A seguir apresentamos dois desses métodos, cuja exposição foi inspirada
nas notas de aula (36).

Teorema 1.8.17 (Fórmula de soma de Abel). Sejam f : r1,8q Ñ C uma função
absolutamente contínua sobre compactos e g uma função aritmética. Denotemos por
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Gpxq “
ÿ

nďx

gpnq. Então,

ÿ

nďx

fpnqgpnq “ Gpxqfpxq ´

ż x

1
Gptqf 1

ptqdt, @ x ě 1.

Demonstração. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

fpnq “ fpxq ´ pfpxq ´ fpnqq “ fpxq ´

ż x

n

f 1
ptqdt.

Logo,
ÿ

nďx

fpnqgpnq “
ÿ

nďx

ˆ

fpxq ´

ż x

n

f 1
ptqdt

˙

gpnq “ fpxqGpxq ´
ÿ

nďx

ż x

n

gpnqf 1
ptqdt.

Por fim,
ÿ

nďx

ż x

n

gpnqf 1
ptqdt “

ÿ

nďx

ż x

1
χrn,xsptqgpnqf 1

ptqdt “

ż x

1

ÿ

nďx

χrn,xsptqgpnqf 1
ptqdt

“

ż x

1
f 1

ptq
ÿ

nďt

gpnqdt “

ż x

1
Gptqf 1

ptqdt,

onde χrn,xs denota a função característica do intervalo rn, xs.

Observação 1.3. A hipótese de f ser absolutamente contínua é necessária para o teorema
fundamental do cálculo. Normalmente consideramos funções f de classe C1, o que implica
que também é absolutamente contínua sobre compactos.

A segunda fórmula que apresentaremos é um caso particular da anterior.

Corolário 1.8.18 (Fórmula de soma de Euler). Seja f : r1,8q uma função absolutamente
contínua sobre compactos. Então,

ÿ

nďx

fpnq “

ż x

1
fptqdt ` fp1q ´ txufpxq `

ż x

1
ttuf 1

ptqdt, @ x ě 1,

onde txu “ x ´ rxs denota a parte fracionária de x.

Demonstração. Aplicando o Teorema anterior para f e g “ u, onde u é a função constante
igual a 1, temos Gpxq “ rxs e

ÿ

nďx

fpnq “ rxsfpxq ´

ż x

1
rtsf 1

ptqdt. (1.21)

Como rts “ t ´ ttu, temos que
ż x

1
rtsf 1

ptqdt “

ż x

1
tf 1

ptqdt´
ż x

1
ttuf 1

ptqdt “ xfpxq´fp1q´

ż x

1
fptqdt´

ż x

1
ttuf 1

ptqdt, (1.22)

onde usamos integração por partes na última igualdade (pois f e t são absolutamente
contínuas em r1, xs). O resultado segue ao substituirmos (1.22) em (1.21).
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Por fim, aplicamos a fórmula de soma de Euler para provar uma estimativa
que usaremos futuramente. Antes, contudo, é necessário definir a constante de Euler-
Mascheroni.

Definição 1.8.19. A constante de Euler-Mascheroni é o limite

γ “ lim
nÑ8

˜˜

n
ÿ

k“1

1
k

¸

´ log n
¸

.

Não é imediato que esse limite exista. Uma consequência do Corolário a seguir
é mostrar que essa constante está bem-definida.

Corolário 1.8.20. Seja Hpxq “
ÿ

nďx

1
n

. Temos que

Hpxq “ log x ` γ ´
txu

x
`

ż 8

x

ttu

t2
dt “ log x ` γ ` O

ˆ

1
x

˙

,

onde γ é a constante de Euler-Mascheroni e Op1{xq para x Ñ 8.

Demonstração. Aplicando a fórmula de soma de Euler para a função fpxq “ 1{x, que é
analítica, logo absolutamente contínua em compactos, em r1, xs, obtemos

Hpxq “
ÿ

nďx

1
n

“

ż x

1

1
t
dt ` 1 ´

txu

x
`

ż x

1
´

ttu

t2
dt “ log x ´

txu

x
` 1 ´

ż x

1

ttu

t2
dt. (1.23)

Observe que
ż 8

1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ttu

t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ď

ż 8

1

1
t2

dt “ 1 ă 8,

logo
ż 8

1

ttu

t2
dt existe e é finita. Seja

γ “ 1 ´

ż 8

1

ttu

t2
dt,

então,
1 ´

ż x

1

ttu

t2
dt “ γ `

ż 8

x

ttu

t2
dt, @x ě 1.

Com isso, podemos reescrever a equação (1.23) como

Hpxq “ log x ` γ ´
txu

x
`

ż 8

x

ttu

t2
dt,

como queríamos. Note que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

ttu

t2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż 8

x

ttu

t2
dt ď

ż 8

x

1
t2

dt “
1
x
.

Assim,
´

txu

x
`

ż 8

x

ttu

t2
dt “ O

ˆ

1
x

˙

,

o que mostra a segunda igualdade do enunciado. Por fim, observe que
n

ÿ

k“1

1
k

´ log n “ γ ` O

ˆ

1
n

˙

Ñ γ, quando n Ñ 8.
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1.9 A função ζ e a hipótese de Riemann
Nessa dissertação estudamos diversos aspectos de um critério em H2 para a

hipótese de Riemann (HR). Por conta disso, temos essa seção para definir a função ζ de
Riemann, apresentar algumas de suas propriedades, motivar e enunciar a HR. No fim,
apresentamos dois critérios em L2

p0, 1q para HR, o primeiro provado por Nyman (8) e
Beurling (9) na década de 1950 e o segundo por Báez-Duarte (10) em 2003. Essa seção
segue as exposições feitas em (15, Capítulo 6) e (37). Indicamos a dissertação (38) para
uma exposição mais completa.

Definição 1.9.1. Seja s P C1 “ ts P C : Re psq ą 1u. A função ζ : C1 Ñ C definida por

ζpsq “

8
ÿ

n“1

1
ns
. (1.24)

é chamada de função zeta de Riemann ou simplesmente de função ζ de Riemann.

A definição acima só faz sentido se soubermos que a série dada em (1.24)
converge para todo s P C1.

Proposição 1.9.2. A série em (1.24) converge absolutamente e uniformemente em
Cα “ tz P C : Re pzq ą αu para todo α ą 1. Em particular, ζ P Hol pC1q.

Demonstração. Sejam α ą 1 e s “ σ ` it P Cα. Então,
ˇ

ˇn´s
ˇ

ˇ “ n´σ
ď n´α, @ n P N˚.

Como α ą 1,
8
ÿ

n“1
n´α é convergente, logo a série (1.24) converge absolutamente e unifor-

memente em Cα pelo teste M de Weierstrass.

Observe que s ÞÑ n´s
“ e´s log n é uma função inteira (holomorfa em C) para

cada n P N˚. Além disso, para cada compacto K Ă C1, existe α “ αpKq ą 1 tal que
K Ă Cα. Logo ζ é o limite uniforme sobre compactos em C1 de uma sequência de funções
holomorfas, logo ζ P Hol pC1q.

Apesar de não ser claro da definição (1.24), a função ζ está bastante relacionada
aos números primos. O resultado a seguir ilustra um dos aspectos dessa relação.

Teorema 1.9.3 (Produto infinito de Euler). Para todo s P C1, temos

ζpsq “
ź

p primo

1
1 ´ p´s

. (1.25)

Demonstração. Seja
Pmpsq “

ź

pďm
p primo

1
1 ´ p´s

.
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Note que, para todo primo p
1

1 ´ p´s
“

8
ÿ

k“0
p´ks.

Assim,

Pmpsq “
ź

pďm
p primo

8
ÿ

k“0
p´ks

“
ÿ

nPAm

n´s,

onde Am denota o conjunto dos inteiros positivos cujos fatores primos são menores ou iguais
a m. Observe que podemos reordenar a soma acima pois os termos são todos positivos.
Além disso, t1, . . . ,mu Ă Am, logo

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1
n´s

´ Pmpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

n“m`1
n´σ

Ñ 0, quando m Ñ 8,

para todo s “ σ ` it P C1, pela proposição anterior. Dessa forma,

ź

p primo

1
1 ´ p´s

“ lim
mÑ8

Pmpsq “

8
ÿ

n“1
n´s

“ ζpsq, @ s P C1.

Esse tipo de produto, chamado produto de Euler, pode ser generalizado para

somas
8
ÿ

n“1
fpnq de qualquer função multiplicativa f (veja (30, Teorema 11.6)). Uma

interessante consequência desse resultado diz respeito aos zeros de ζ.

Corolário 1.9.4. Para todo s P C1, temos

1
ζpsq

“
ź

p primo
p1 ´ p´s

q.

Em particular, ζ não se anula em C1.

Demonstração. Fixe s “ σ ` it P C1. Como

ÿ

p primo

ˇ

ˇp´s
ˇ

ˇ ď

8
ÿ

n“1
n´σ

ă 8,

e 1 ´ ps
‰ 0 para todo p primo, um resultado clássico sobre produtos infinitos (veja (14,

Teorema 15.4)) nos diz que
ź

p primo
p1 ´ p´s

q

converge para um valor diferente de 0. Pelo Teorema anterior, temos que

ζpsq
ź

p primo
p1 ´ p´s

q “ lim
mÑ8

ź

pąm
p primo

p1 ´ p´s
q

´1
“ 1,
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pela convergência desse produtório para um número não nulo. Dessa maneira,

1
ζpsq

“
ź

p primo
p1 ´ p´s

q P C.

Em particular, ζpsq ‰ 0.

Até agora só consideramos a função ζ no semi-plano C1. De fato, a definição e
as igualdades provadas só estão bem definidas nessa região. Iremos agora provar alguns
resultados que nos permitem estender a função ζ para região maiores do plano complexo.

Teorema 1.9.5. Para todo s P C0, vale a igualdade

ζpsq

s
“

1
s ´ 1 ´

ż 8

1
txu x´s´1dx,

onde txu denota a parte fracionária de x. Com isso, ζ pode ser estendida analiticamente
para C0zt1u, onde 1 é um polo simples de resíduo 1 pela fórmula

ζpsq “
1

s ´ 1 ´ 1 ´ s

ż 8

1
txux´s´1dx. (1.26)

Esse teorema foi retirado de (15, Corolário 6.1.4). A função ζ pode ser estendida
ainda mais, mas para isso precisamos usar uma outra função. Seja Γ a função dada em C0

por
Γpsq “

ż 8

0
e´tts´1dt.

São resultados clássicos que Γ definida dessa forma é holomorfa em C0 e satisfaz a equação
Γpz ` 1q “ zΓpzq. Com essa equação, Γ possui uma extensão analítica em CzZď0, com
polos simples em Zď0. Além disso, a extensão analítica de Γ não se anula em nenhum
ponto.

Teorema 1.9.6. A função ζ possui uma extensão analítica em Czt1u, com um polo simples
em 1 de resíduo 1, sendo definida por (1.26) em C0 e satisfazendo a equação funcional

ζpsq “
1
π

p2πq
ssen

´πs

2

¯

Γp1 ´ sqζp1 ´ sq.

Equivalentemente,
ξpsq “

1
2sps ´ 1qπ´s{2Γps{2qζpsq, (1.27)

onde ξ P Hol pCq satisfaz a equação ξpsq “ ξp1 ´ sq para todo s P C.

Para a demonstração desse resultado, indicamos (15, Teorema 6.1.5). A relação
(1.27) nos dá algumas informações sobre os zeros de ζ. Por exemplo, como Γ tem polos
simples em Zď0 e ξ é uma função inteira, ζp´2nq “ 0 para todo n P N˚ (esses zeros são
chamados de zeros triviais de ζ). Note que ζp0q ‰ 0 e isso não é um problema pelo fator s



Capítulo 1. Preliminares 78

em ξpsq e, de maneira semelhante, o fator s ´ 1 cancela o polo de ζ em 1. Para os demais
pontos, i.e. além dos zeros triviais, 0 e 1, o único fator de ξ que pode se anular é ζ. Assim,
a relação ξpsq “ ξp1 ´ sq mostra que os zeros não-triviais de ζ são simétricos em relação a
reta ts P C : Re psq “ 1{2u. Vimos que ζ não se anula em C1 e Hadamard (5) e de la Vallée
Poussin (6) provaram que ζ também não se anula na reta ts P C : Re psq “ 1u. Assim, segue
da simetria dos zeros que os zeros não-triviais de ζ estão na faixa ts P C : 0 ă Re psq ă 1u.
Por fim, como ζpsq P R sempre que s P R X C1 (por (1.26)), segue do Princípio da reflexão
de Schwartz (veja Teorema B.2.6) que os zeros de ζ são simétricos em relação a reta real,
i.e., a reta ts P C : Im psq “ 0u (veja (37)).

Esse interesse em torno dos zeros de ζ se justifica pois existe uma conexão
entre esses zeros e a distribuição dos números primos. De fato, um passo fundamental para
a demonstração do Teorema dos Números Primos é que ζpsq ‰ 0 para todo s ‰ 1 com
Re psq “ 1. Além disso, regiões livres de zeros de ζ na faixa t0 ă Re psq ă 1u nos fornecem
melhores estimativas de erro para a aproximação dada pelo Teorema dos Números Primos
(veja, por exemplo, (39, p. 67)), com o erro sendo mínimo se todos os zeros não-triviais de
ζ pertencerem à reta tRe psq “ 1{2u. Essa condição é a chamada Hipótese de Riemann.

Conjectura 1.1 (Hipótese de Riemann). Todos os zeros não-trivias da função ζ de
Riemann pertencem à reta ts P C : Re psq “ 1{2u.

1.9.1 Critérios de Nyman, Beurling e Báez-Duarte

Vamos agora apresentar dois Teoremas que relacionam a HR com perguntas em
L2

pp0, 1sq. Para isso, considere as funções fλ : p0, 1s Ñ C, para cada 0 ď λ ď 1, dadas por

fλpxq “

"

λ

x

*

´ λ

"

1
x

*

, @ x P p0, 1s.

É claro que fλ P L2
pp0, 1sq para todo 0 ď λ ď 1. Lembre que χp0,1s denota a função

característica do intervalo p0, 1s.

Teorema 1.9.7 (Critério de Nyman e Beurling). São equivalentes:

1. a hipótese de Riemann,

2. χp0,1s pertence ao fecho em L2
pp0, 1sq de spantfλ : 0 ď λ ď 1u,

3. o conjunto tfλ : 0 ď λ ď 1u é total (completo) em L2
pp0, 1sq.

Enunciamos esse resultado da forma como é apresentado em (37, Teorema 5).
Note que esse critério relaciona a HR a um problema sobre aproximação e completude
de um conjunto em L2

pp0, 1sq. Em 2003, Báez-Duarte provou uma versão mais forte do
critério de Báez-Duarte, reduzindo o conjunto de funções considerado. Considere as funções
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sk “ f1{k para k P N˚ e M o subespaço fechado de L2
pp0, 1sq das funções q.t.p. constantes

nos subintervalos
ˆ

1
n ` 1 ,

1
n

ȷ

para n P N˚, i.e.,

M “ span
!

χp 1
n`1 , 1

n s : n P N˚
)

,

onde o fecho é na topologia de L2
pp0, 1sq. Note que

skpxq “

"

1
kx

*

´
1
k

"

1
x

*

“
1
kx

´

„

1
kx

ȷ

´
1
k

ˆ

1
x

´

„

1
x

ȷ˙

“
1
k

„

1
x

ȷ

´

„

1
kx

ȷ

.

Assim, para todo n, k P N˚ e x P

ˆ

1
n ` 1 ,

1
n

ȷ

, temos que
„

1
x

ȷ

“ n e
„

1
kx

ȷ

“

”n

k

ı

, logo

skpxq “
n

k
´

”n

k

ı

“

!n

k

)

, @ x P

ˆ

1
n ` 1 ,

1
n

ȷ

, (1.28)

i.e., sk é q.t.p. constante nos intervalos
ˆ

1
n ` 1 ,

1
n

ȷ

e pertence a L2
pp0, 1sq (pois, por

exemplo, |skpxq| ď 1, para todo x P p0, 1s). Em particular, sk P M para todo k P N˚.

Teorema 1.9.8 (Critério de Báez-Duarte). São equivalentes:

1. a hipótese de Riemann,

2. χp0,1s P spantsk : k P N˚
u e

3. tsk : k P N˚
u é um conjunto total (completo) em M.

O Teorema que Báez-Duarte prova em (10) é, na verdade, apenas a implicação
1 ùñ 2. Enunciamos da maneira como é apresentado em (37, Teorema 7). A implicação
2 ùñ 3 é um resultado que mostra que o critério de Báez-Duarte é também sobre um
problema de densidade, mas em um subespaço próprio de L2

pp0, 1sq. Vale ressaltar que
a demonstração dessa parte do Teorema (veja (37, p.145)) faz uso do fato de spantsk :
k P N˚

u ser invariante pelo semigrupo (discreto) de operadores de composição ponderados
tDm : m P N˚

u dados por

Dmfpxq “ m1{2χp0, 1
m spxqfpmxq.

Relembremos a definição de um semigrupo discreto de operadores em um espaço de Hilbert.

Definição 1.9.9. Sejam H um espaço de Hilbert e tTn : n P N˚
u uma família de operadores

limitados de H. Dizemos que tTn : n P N˚
u é um semigrupo multiplicativo (discreto) de

operadores em H se

1. T1 “ I é a identidade, e

2. TnTm “ Tnm, para todos n,m P N˚.
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É fácil ver que D1 “ I, a identidade, e DmDn “ Dmn, logo tDm : m P N˚
u

é de fato um semigrupo multiplicativo. Além disso, um cálculo bastante direto nos dá
que Dmsk “ smk ´ sm{k, demonstrando que spantsk : k ě 2u é de fato invariante pelo
semigrupo. Essas observações motivarão o estudo feito na seção 2.2.

Por fim, note que como M é um subespaço fechado de L2
pp0, 1sq, então é

também um espaço de Hilbert. De fato, é fácil ver que o mapa ℓ2
ω Ñ M dado por

panqnPN ÞÑ

8
ÿ

n“0
anχp 1

n`2 , 1
n`1 s

é unitário, i.e., um isomorfismo isométrico (ℓ2
ω é o espaço da equação (1.12)). Logo, podemos

transferir o critério de Báez-Duarte para ℓ2
ω usando esse mapa.

A conta feita em (1.28) nos mostra que as sequências
ˆ"

n ` 1
k

*˙

nPN
são

mapeadas em sk. Em particular, a sequência rkpnq “ k

"

n ` 1
k

*

é mapeada em ksk. Além
disso, claramente a sequência 1 constante igual a 1 é mapaeda em χp0,1s. Como, ademais,
spantsk : k P N˚

u “ spantksk : k P N˚
u “ spantksk : k ě 2u, pois s1 ” 0, temos a seguinte

versão unitariamente equivalente do critério de Báez-Duarte.

Corolário 1.9.10 (Critério de Báez-Duarte em ℓ2
ω). São equivalentes:

1. a hipótese de Riemann,

2. 1 P spantrk : k ě 2u e

3. o conjunto trk : k ě 2u é total (completo) em ℓ2
ω.

1.10 Comentários
A teoria dos espaços de Hardy, Bergman e Dirichlet, e das classes de Nevanlinna

e Smirnov são bastante extensas e vão muito além do que foi apresentado nesse capítulo.
Buscou-se traçar um caminho que apresentasse parte dessa grande teoria, especialmente os
resultados que serão utilizados nos capítulos seguintes. Para um estudo mais aprofundado
de cada tema, indicamos as referências (11, 13, 14, 15, 18) para o estudo dos espaços Hp e
as classes de Nevanlinna e Smirnov. Para o estudo dos espaços de Bergman e de Dirichlet,
indicamos os livros (16) e (17), respectivamente.

Semelhantemente, a teoria em torno dos espaços de de Branges-Rovnyak se
desenvolve bastante além do que foi exposto na seção 1.5. Parte dessa teoria foi desenvolvida
por Sarason, por exemplo nos artigos (20, 22). O livro de Fricain e Mashreghi (18) compila
grande parte dessa teoria e consiste em uma excelente referência, tanto para pesquisa,
quanto para aprendizado.
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Finalizamos a seção 1.5 demonstrando que DompT ˚
1{1´zq “ D1. Essa prova

na verdade se resumiu a mostrar que um espaço de de Branges-Rovnyak é igual, como
conjunto, a D1. Como comentado, isso foi feito adaptando a Proposição 2 de (22). Nesse
artigo, Sarason mostra uma família de espaços de de Branges-Rovnyak que são iguais,
com igualdade de norma, aos espaços de Dirichlet locais Dζ . Em (40), Costara e Ransford
caracterizam quando ocorre igualdade Hpbq “ Dµ, sem ter necessariamente igualdade de
norma.

É interessante apontar que o estudo de funções aritméticas e o produto de
Dirichlet está bastante relacionado ao estudo das séries de Dirichlet. Com respeito a teoria
da função zeta de Riemann, de forma análoga ao que buscamos fazer com a teoria dos
espaços de Hardy, tínhamos como objetivo apresentar parte da grande teoria, mas não se
aprofundar em resultados que não serão utilizados. Indicamos a monografia de Titchmarch
(39) como referência para essa extensa teoria.
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Capítulo 2

Critério de Báez-Duarte em H2:
Densidade e Ortogonalidade

Esse capítulo é dedicado ao estudo da parte do artigo (1) na qual Noor intro-
duz uma versão unitariamente equivalente do critério de Báez-Duarte (Teorema 1.9.8 e
Corolário 1.9.10) em H2 e investiga esse novo problema de densidade (equivalente a HR)
em H2, resolvendo uma versão fraca dele.

Na seção 2.1 enunciamos e provamos a versão em H2 do critério de Báez-Duarte
(Teorema 2.1.3). Na seção 2.2 definimos um semigrupo de operadores de composição ponde-
rados que permite generalizar o critério apresentado anteriormente (veja o Teorema 2.2.2).
Na seção 2.3, usamos o semigrupo de operadores definido na seção anterior e algumas
estimativas de teoria dos números (veja subseção 1.8.2) para resolver uma versão fraca da
problema de densidade equivalente à HR (Corolário 2.3.2). Por fim, na seção 2.4, estudamos
a consequência do Teorema 2.3.1 para o problema de ortogonalidade dual ao problema
de densidade estudado. Essa observação sobre alguns problemas de densidade possuirem
problemas de ortogonalidade duais é estudada mais a fundo na seção 3.1.

2.1 Critério de Báez-Duarte em H2

O objetivo dessa seção é demonstrar uma versão unitariamente equivalente
em H2 do Corolário 1.9.10. Para isso, precisamos de um mapa unitário entre ℓ2

ω e H2.
Na seção 1.2, vimos que o mapa Ψ : ℓ2

ω Ñ A definido em (1.12) é unitário. Além disso,
o Teorema 1.2.5 mostra que o mapa T definido por (1.13) quando restrito a H2 é um
isomorfismo isométrico de H2 para A. Assim, Φ “ T |

´1
H2 ˝ Ψ : ℓ2

ω Ñ H2 é unitário.

Dessa forma, basta calcularmos Φ1 e Φrk para cada k ě 2, onde rk são as
sequências do Corolário 1.9.10.
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Seja R “ Ψ1. Então,

Rpzq “

8
ÿ

n“0
zn

“
1

1 ´ z
, @ z P D.

Além disso, é fácil ver que

T p´1qpzq “
p1 ´ zq1

z ´ 1 “
´1
z ´ 1 “ Rpzq, @ z P D,

logo Φ1 “ T |
´1
H2R “ ´1, pois ´1 P H2.

Analogamente, sejam Rk “ Ψrk. Observe que a sequência rkpnq “ k tpn ` 1q{ku

é periódica de período k, sendo da forma p1, 2, . . . , k ´ 1, 0, 1, 2 . . . q. Além disso, rk P ℓ2
ω

implica que a série
8
ÿ

n“0
rkpnqzn converge absolutamente para todo z P D, pois panq P ℓ2

ω ùñ

an “ Opnq, logo lim sup
nÑ8

|an|
1{n

ď 1, por exemplo. Assim, podemos reordenar a série que
define Rk, agrupando os termos de mesmo coeficiente, e obter

Rkpzq “

8
ÿ

n“0
k

"

n ` 1
k

*

zn
“

8
ÿ

n“0
znk

` 2
8
ÿ

n“0
znk`1

` ¨ ¨ ¨ ` pk ´ 1q

8
ÿ

n“0
znk`k´2

“

k´1
ÿ

m“1
m

8
ÿ

n“0
znk`m´1

“

k´1
ÿ

m“1
m
zm´1

1 ´ zk
“

1
1 ´ zk

k´1
ÿ

m“1
mzm´1

“
1

1 ´ z

p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´1q1

1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´1 , @ z P D.

A última expressão nos motiva a escrever Rkpzq “ p1 ´ zq
´1

plogp1 ` z` ¨ ¨ ¨ ` zk´1
qq

1. Note
que a função logp1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´1

q existe e é holomorfa em D pois z ÞÑ 1 ` z ` ¨ ¨ ¨ zk´1 é
holomorfa e não se anula em D, um aberto simplesmente conexo. Contudo, é interessante
para algumas aplicações futuras podermos expressar essa função em termos do ramo
principal do logaritmo (observe que não é claro que o mapa z ÞÑ 1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´1 leva o
disco unitário para um subconjunto do domínio do ramo principal do logaritmo). Para
tanto, notamos que 1´zk

“ p1´zqp1`z`¨ ¨ ¨`zk´1
q, logo substituir logp1`z`¨ ¨ ¨`zk´1

q

por logp1 ´ zk
q ´ logp1 ´ zq deveria funcionar. Note que nesse caso, para todo k P N˚, o

mapa z ÞÑ 1 ´ zk leva o disco unitário para uma região dentro do semiplano C0 que está
contido no domínio do ramo principal do logaritmo. Com essa consideração em mente, de
agora em diante adotaremos a seguinte convenção.

Notação. Log denota o ramo principal do logaritmo.

Observe que, de fato, essa outra definição funciona, pois para cada z P D por
um lado

pLogp1 ´ zk
q ´ Logp1 ´ zqq

1
“

´kzk´1

1 ´ zk
`

1
1 ´ z

“
1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´2 ´ pk ´ 1qzk´1

1 ´ zk
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e por outro,

p1 ´ zq

k´1
ÿ

m“1
mzm´1

“

k´2
ÿ

m“0
pm ` 1qzm

´

k´1
ÿ

m“1
mzm

“ 1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zk´2
´ pk ´ 1qzk´1.

Assim,

Rkpzq “
1

1 ´ zk

k´1
ÿ

m“1
mzm´1

“
1

1 ´ z
pLogp1 ´ zk

q ´ Logp1 ´ zqq
1, @ z P D. (2.1)

Encontrar T |
´1
H2Rk não é tão direto, pois T não é injetiva em Hol pDq. Contudo

é simples encontrar o conjunto T´1Rk “ tf P Hol pDq : Tf “ Rku e, com isso, restaria
apenas encontrar qual f P H2

X T´1Rk. Note que sabemos que exite exatamente uma
função em H2

X T´1Rk pelo Teorema 1.2.5. Vamos, então, primeiro calcular T´1Rk.

Lema 2.1.1. Sejam f P Hol pDq e k ě 2 um inteiro. Então Tf “ Rk se, e somente se,
existe uma constante C P C tal que

fpzq “
Logp1 ´ zkq ´ Logp1 ´ zq ` C

1 ´ z
, @ z P D. (2.2)

Demonstração. O resultado segue das equivalências, onde f P Hol pDq.

pp1 ´ zqfpzqq1

1 ´ z
“ Tfpzq “ Rkpzq

p2.1q
“

pLogp1 ´ zkq ´ Logp1 ´ zqq1

1 ´ z
, @ z P D

ðñ pp1 ´ zqfpzq ´ Logp1 ´ zk
q ` Logp1 ´ zqq

1
“ 0, @ z P D

ðñ DC P C : p1 ´ zqfpzq ´ Logp1 ´ zk
q ` Logp1 ´ zq “ C, @z P D

ðñ DC P C : fpzq “
Logp1 ´ zkq ´ Logp1 ´ zq ` C

1 ´ z
, @ z P D.

Vamos denotar por hk,C a função dada por (2.2). Em (1, Seção 2), são apresen-
tadas duas maneiras de encontrar a constante C P C para a qual hk,C P H2. A primeira usa
alguns resultados sobre os espaços A e D1 “ Dδ1 (veja as seções 1.2 e 1.3) e a conveniente
forma como a expressão de Rk em (2.1) se relaciona com esses dois espaços. A segunda
calcula explicitamente os coeficientes da série de Taylor de hk,C e usa a definição 1.1.2 para
encontrar que valor de C torna hk,C um elemento de H2. Começemos pela primeira forma.

Lema 2.1.2. Sejam k ě 2 um inteiro e, para cada C P C, hk,C a função dada por (2.2).
Então, hk,C P H2 se, e somente se, C “ ´ log k.
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Demonstração. Fixe k ě 2 e considere a função fkpzq “ Logp1´zk
q´Logp1´zq P Hol pDq.

Como P rδ1spzq “
1 ´ |z|

2

|z ´ 1|
2 , temos que

D1pfkq “

ż

D

ˇ

ˇpLogp1 ´ zk
q ´ Logp1 ´ zqq

1
ˇ

ˇ

2 1 ´ |z|
2

|z ´ 1|
2 dApzq

“

ż

D
|Rkpzq|

2
p1 ´ |z|

2
qdApzq “ ||Rk||

2
A ă 8,

pois Rk P A. Logo, fk P D1 e segue do Teorema 1.3.6 que existe g P H2 tal que

fkpzq “ f˚
k p1q ` pz ´ 1qgpzq, @ z P D,

onde f˚
k p1q é o limite radial de fk em 1. Então,

f˚
k p1q “ lim

rÑ1´
Logp1 ´ rk

q ´ Logp1 ´ rq “ lim
rÑ1´

log
ˆ

1 ´ rk

1 ´ r

˙

“ lim
rÑ1´

logp1 ` r ` ¨ ¨ ¨ ` rk´1
q “ log k.

Aqui usamos o fato de que 1 ´ r, 1 ´ rk
P Rą0 para concluir que nesses pontos Log coincide

com a função log : Rą0 Ñ R usual. Assim, segue que

gpzq “
Logp1 ´ zkq ´ Logp1 ´ zq ´ log k

z ´ 1 P H2

e hk,´ log k “ ´g P H2. Pelo Lema 2.1.1 e o Teorema 1.2.5, C “ ´ log k é o único número
complexo para o qual hk,C P H2.

Motivado por esse Lema, denotaremos hk “ hk,´ log k e N “ spanthk : k ě 2u.
Com isso, já podemos enunciar a versão em H2 do critério de Báez-Duarte.

Teorema 2.1.3 (Critério de Báez-Duarte em H2). Para cada inteiro k ě 2, sejam hk a
função dada por

hkpzq “
1

1 ´ z
pLogp1 ´ zk

q ´ Logp1 ´ zq ´ log kq, @ z P D. (2.3)

Então, são equivalentes:

1. a hipótese de Riemann,

2. a função constante igual a 1 pertence ao fecho (em H2) de N “ spanthk : k ě 2u,

3. o conjunto thk : k ě 2u é completo em H2.

Demonstração. O Teorema é imediato do Corolário 1.9.10 e do fato do mapa unitário
Φ “ T |H2 ˝ Ψ : ℓ2

ω Ñ H2 satisfazer Φ1 “ ´1 e Φrk “ hk.
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Por fim, apresentemos a segunda maneira de encontrar C P C tal que hk,C P H2.
Como foi comentado, essa nova maneira em particular nos dá uma fórmula explícita para
os coeficientes de Taylor de hk,C , o que será bastante útil na seção 3.2.

Proposição 2.1.4. Sejam k ě 2 inteiro e C P C. Então, para todo z P D,

hk,Cpzq “

8
ÿ

n“0
cnpk, Cqzn,

onde cnpk, Cq “ Hpnq ´ Hpn{kq ` C e Hpxq “
ÿ

nďx

1
n

. Em particular, hk,C P H2 se, e

somente se, C “ ´ log k.

Demonstração. Para k, n P N˚, seja rk|ns a função que vale 1 se k|n e 0 caso contrário.
Lembre que a série de Taylor de Log em torno de 1 é

Logp1 ` zq “

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
zn, @ z P D.

Em particular,

Logp1 ´ zq “ ´

8
ÿ

n“1

zn

n
, e Logp1 ´ zk

q “ ´

8
ÿ

n“1

zkn

n
“ ´

8
ÿ

m“1
krk|ms

zm

m
,

onde as séries convergem absolutamente para todo z P D. Assim,

hk,Cpzq “
1

1 ´ z
pLogp1 ´ zk

q ´ Logp1 ´ zq ` Cq “
1

1 ´ z

˜

´

8
ÿ

n“1
krk|ns

zn

n
`

8
ÿ

n“1

zn

n
` C

¸

“ C
8
ÿ

n“0
zn

`
1

1 ´ z

8
ÿ

n“1
p1 ´ krk|nsq

zn

n
, @ z P D.

Queremos reescrever a expressão acima na forma de uma série de potências. Com esse fim,
reescrever a segunda parcela como

1
1 ´ z

8
ÿ

n“1
p1 ´ krk|nsq

zn

n
“

8
ÿ

n“1

1 ´ krk|ns

1 ´ z

zn

n
“

8
ÿ

n“1

zn

n

˜

8
ÿ

m“0
p1 ´ krk|nsqzm

¸

“

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“0

1 ´ krk|ns

n
zn`m.

Note que a última série acima converge absolutamente para todo z P D, pois
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´ krk|ns

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

1 e claramente
8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“0
|z|

n`m
“

|z|

p1 ´ |z|q2 para todo z P D. Por conta disso, qualquer

reordenação dessa série é também convergente e converge para o mesmo valor (veja, por
exemplo, (41, p. 197)). Em particular, a bijeção N˚

Ñ N˚
ˆ N dada pela Figura 2.1

(equivalentemente, a mudança de variáveis l “ n ` m, j “ n) mostra que
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n

m

Figura 1 – Bijeção entre N˚ e N˚
ˆ N.

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“0

1 ´ krk|ns

n
zn`m

“

8
ÿ

l“1

˜

l
ÿ

j“1

1 ´ krk|js

j

¸

zl.

Assim,

hk,Cpzq “

8
ÿ

n“0

˜

C `

n
ÿ

j“1

1 ´ krk|js

j

¸

zn, @ z P D,

onde adotamos a convenção
0

ÿ

j“1
aj “ 0. Em particular,

cnpk, Cq “ C `

n
ÿ

j“1

1 ´ krk|js

j
“ C `

n
ÿ

j“1

1
j

´
ÿ

1ďjďn
k|j

k

j

“ C ` Hpnq `
ÿ

mďn{k

k

mk
“ C ` Hpnq ` H

´n

k

¯

,

onde a penúltima igualdade segue da mudança j “ mk.

Por fim, temos do Corolário 1.8.20 que, fixado k ě 2,

cnpk, Cq “ log n ` γ ´ logpn{kq ´ γ ` C ` O

ˆ

1
n

˙

“ log k ` C ` O

ˆ

1
n

˙

.

Como, pela definição 1.1.2, hk,C P H2 se, e somente se, pcnpk, CqqnPN P ℓ2, então para que
hk,C pertença a H2 é necessário que cnpk, Cq Ñ 0 quando n Ñ 8. Pela equação acima, isso
só ocorre se C “ ´ log k. Por outro lado, cnpkq :“ cnpk,´ log kq “ Op1{nq, logo pertence

a ℓ2, pois
8
ÿ

n“1

1
n2 ă 8.
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2.2 Um semigrupo de composições ponderadas
Como foi comentado na subseção 1.9.1, uma peça chave na demonstração de

que o item 2 do Teorema 1.9.8 implica o item 3 do mesmo teorema é a existência de
um semigrupo tDn : n P N˚

u de operadores que deixam invariante o subespaço gerado
pelos nossos vetores de interesse. Noor (1, p. 249) afirma que a relação entre subespaços
invariantes por semigrupos e a HR é evidente desde o trabalho de Nyman (8). Essas
observações motivam a busca de um semigrupo de operadores em H2 análogo ao usado no
Teorema 1.9.8. Destacamos na seção 1.9.1 que uma propriedade que torna esse semigrupo
especial para o nosso estudo é o fato de Dnsk “ snk ´ sn{k para todo n, k P N˚, onde
tsk : k P N˚

u são as funções unitariamente equivalentes a thk : k P N˚
u.

Usemos uma adaptação dessa propriedade para guiar a busca por um semigrupo
análogo em H2. Primeiro, definimos h1pzq “

Logp1 ´ zq ´ Logp1 ´ zq ´ log 1
1 ´ z

“ 0 e assim,
para todo n, k P N˚ e z P D, temos que

hnkpzq ´ hnpzq “
1

1 ´ z
pLogp1 ´ znk

q ´ Logp1 ´ zq ´ log nkq

´
1

1 ´ z
pLogp1 ´ zk

q ´ Logp1 ´ zq ´ log nq

“
1

1 ´ z
pLogp1 ´ znk

q ´ Logp1 ´ zn
q ´ log kq.

Note como a expressão acima é semelhante a hkpzn
q. De fato,

hkpzn
q “

1
1 ´ zn

pLogp1 ´ znk
q ´ Logp1 ´ zn

q ´ log kq “
1 ´ z

1 ´ zn
phnkpzq ´ hnpzqq, (2.4)

para todo z P D. Isso sugere a definição dos operadores

fpzq ÞÑ
1 ´ zn

1 ´ z
fpzn

q “ p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn´1
qfpzn

q.

Esse tipo de operador é chamado de operador de composição ponderado.

Proposição 2.2.1. Seja, para cada n P N˚, o operador Wn : Hol pDq Ñ Hol pDq dado por

Wnfpzq “ p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn´1
qfpzn

q “
1 ´ zn

1 ´ z
fpzn

q.

Então,

1. para todo n P N˚, Wn são operadores limitados em H2 com ||Wn||BpH2q
“ n1{2. Além

disso, n´1{2Wn são isometrias em H2.

2. W1 “ I e WnWm “ Wnm para todos n,m P N˚. Assim, tWn : n P N˚
u é um

semigrupo multiplicativo.

3. Para todos n, k P N˚, temos Wnhk “ hnk ´ hn, onde h1 “ 0. Em particular, N é
invariante por tWn : n P N˚

u.
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Demonstração. Considere uma função f P H2 com representação em série de potências
dada por

fpzq “

8
ÿ

m“0
amz

m.

Para o item 1, note que

Wnfpzq “ p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn
qfpzn

q “

n´1
ÿ

j“0
zj

˜

8
ÿ

m“0
amz

nm

¸

“

8
ÿ

m“0

n´1
ÿ

j“0
amz

nm`j .

Logo, segue da definição 1.1.2 que

||Wnf ||
2
H2 “

8
ÿ

m“0

n´1
ÿ

j“0
|am|

2
“

8
ÿ

m“0
n |am|

2
“ n ||f ||

2
H2 .

Como f P H2 era arbitrário, segue em particular que Wn P BpH2
q e ||Wn||BpH2q

“ n1{2.
Além disso, é claro da igualdade anterior que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇn´1{2Wnf
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2 “ ||f ||H2 , logo n´1{2Wn é
uma isometria em H2.

Para o item 2, observe que, dados n,m P N˚ e f P H2,

WnWmfpzq “
1 ´ zn

1 ´ z
Wmfpzn

q “
1 ´ zn

1 ´ z

1 ´ znm

1 ´ zn
fpznm

q “ Wnmfpzq.

Além disso, W1fpzq “
1 ´ z

1 ´ z
fpzq “ fpzq, i.e., W1 “ I. Com isso, tWn : n P N˚

u é um
semigrupo multiplicativo discreto de operadores de composição ponderados.

Por fim, o item 3 segue de (2.4).

Observação 2.1. Uma adaptação simples do argumento anterior mostra que os mapas de
composição fpzq ÞÑ fpzn

q são limitados em H2. Em geral, todo mapa ϕ : D Ñ D analítico
induz um operador de composição limitado em H2 (veja, por exemplo, (11, Teorema 5.1.5)).

Dizemos que um vetor x P H, onde H é um espaço de Hilbert, é cíclico para
um semigrupo tSn : n P N˚

u se spantSnx : n P N˚
u é denso em H. Essa definição nos

permite generalizar o Teorema 2.1.3.

Teorema 2.2.2. São equivalentes:

1. a hipótese de Riemann,

2. o fecho (em H2) de N “ spanthk : k ě 2u contém um vetor cíclico para tWn : n P

N˚
u,

3. thk : k ě 2u é completo em H2.

Demonstração. A equivalência 1 ðñ 3 é a mesma do Teorema 2.1.3. Para 1 ùñ 2, note
que Wn1pzq “ p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn´1

q, logo spantWn1 : n P N˚
u contém os polinômios e é,
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portanto, denso em H2. Ou seja, 1 é um vetor cíclico para tWn : n P N˚
u e o Teorema 2.1.3

mostra que HR implica que 1 P spanthk : k ě 2u. Por fim, note que N é invariante pelo
semigrupo tWn : n P N˚

u pela proposição anterior. Assim, se existe um vetor f P N
cíclico para tWn : n P N˚

u, então, H2
“ spantWnf : n P N˚

u Ă spanthk : k ě 2u, i.e.,
2 ùñ 3.

Além de possibilitar essa generalização, o semigrupo tWn : n P N˚
u cumpre um

papel importante na próxima seção e na seção 3.4.

2.3 Densidade de pI ´ SqN em H2

Nessa seção iremos provar uma versão fraca do item 3 do Teorema 2.1.3. Com
esse objetivo, vamos primeiro apresentar essa versão. Seja S o operador shift em H2 como
na Definição 1.1.19. Observe que I ´ S tem imagem densa. De fato, é suficiente mostrar
que ppI ´ SqH2

q
K

“ t0u, mas para g P ppI ´ SqH2
q

K temos que

xpI ´ S˚
qg, fy “ xg, pI ´ Sqfy “ 0, @ f P H2

ùñ pI ´ S˚
qg “ 0,

onde S˚ denota a adjunta de S, que é dada por

S˚

˜

8
ÿ

n“0
anz

n

¸

“

8
ÿ

n“0
an`1z

n, ou equivalentemente, S˚fpzq “
fpzq ´ fp0q

z
. (2.5)

Logo, se gpzq “

8
ÿ

n“0
anz

n, pI ´ S˚
qg “ 0 implica que an “ an`1 para todo n P N. Como

g P H2, n |a0|
2

ď ||g||
2
H2 ă 8 para todo n P N, logo an “ a0 “ 0 para todo n P N, i.e.,

g “ 0. Em síntese, I ´ S˚ é injetivo, logo I ´ S tem imagem densa.

Em particular, se N for denso em H2, temos que

pI ´ SqN Ą pI ´ SqN “ pI ´ SqH2,

pois I ´ S é contínua. Assim, como I ´ S tem imagem densa, a densidade de N implica
densidade de pI ´ SqN . O objetivo dessa subseção será provar o teorema a seguir que
mostra que essa conclusão vale independentemente da HR.

Teorema 2.3.1. O conjunto pI ´ SqN “ spantpI ´ Sqhk : k ě 2u é denso em H2.

Recorde que a topologia de H2 como espaço de Hilbert é mais fina que a
topologia compacto-aberto (veja Corolário 1.1.7). Disso segue o próximo corolário, que
pode ser visto como uma versão fraca do item 3 do Teorema 2.1.3 (logo uma versão fraca
da HR).

Corolário 2.3.2. O conjunto N “ spanthk : k ě 2u é denso em H2 na topologia
compacto-aberto.
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Demonstração do Corolário 2.3.2. Denotemos por Mg o operador em Hol pDq de multi-
plicação por g P Hol pDq (Mgfpzq “ gpzqfpzq). Como comentamos na página 40, esses
operadores são contínuos em Hol pDq, i.e., na topologia compacto-aberto. É simples ver
que pI ´ Sq “ M1´z e M 1

1´z
é sua inversa. Em particular,

pI ´ SqH2
Ă H2

ùñ H2
“ M 1

1´z
pI ´ SqH2

Ă M 1
1´z
H2.

Por outro lado, como M 1
1´z

é contínua na topologia compacto-aberto, temos que

N HolpDq
“ M 1

1´z
pI ´ SqN HolpDq

Ą M 1
1´z

pI ´ SqN HolpDq
,

onde XHolpDq denota o fecho de X na topologia compacto-aberto. Pelo Corolário 1.1.7
temos que pI ´ SqN HolpDq

Ą pI ´ SqN “ H2, onde o fecho da segunda expressão é na
topologia de espaço de Hilbert de H2, assim a última igualdade segue do Teorema 2.3.1.
Com isso, temos que

N HolpDq
Ą M 1

1´z
H2

Ą H2,

i.e., N é denso em H2 com a topologia compacto-aberto.

Inspirado na demonstração do Teorema 2.2.2, note que

pI ´ SqWnfpzq “ p1 ´ zq
1 ´ zn

1 ´ z
fpzn

q “ p1 ´ zn
qfpzn

q, @ f P H2.

Assim, se definirmos Tn por Tnfpzq “ fpzn
q temos que pI ´ SqWn “ TnpI ´ Sq, para

todo n P N˚. Note que uma simples adaptação da Proposição 2.2.1 mostra que cada Tn

é uma isometria em H2, T1 “ I e TnTm “ Tnm para todo n,m P N˚, logo tTn : n P N˚
u

é um semigrupo multiplicativo de operadores limitados em H2. Além disso, como N é
invariante por tWn : n P N˚

u e TnpI ´ Sq “ pI ´ SqWn, então pI ´ SqN é invariante por
tTn : n P N˚

u. Por conta disso, para provar o Teorema 2.3.1 basta verificarmos que existe
um vetor cíclico para tTn : n P N˚

u em pI ´ SqN . Consideraremos o vetor 1 ´ z P H2.
Note que Tnp1 ´ zq “ 1 ´ zn, assim se f P tTnp1 ´ zq : n P N˚

u
K tem série de potências

8
ÿ

n“0
anz

n, então an “ a0 para todo n P N, logo f P H2
ùñ f “ 0. Com isso, o Lema a

seguir prova o Teorema 2.3.1.

Lema 2.3.3. A série
8
ÿ

k“2

µpkq

k
pI ´ Sqhk

converge para 1 ´ z em H2, onde µ é a função de Möbius (veja Exemplo 1.8.2).

Demonstração. Temos que provar que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“2

µpkq

k
pI ´ Sqhk ` z ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2

Ñ 0, quando n Ñ 8.
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Segue de (2.3) que pI ´ Sqhkpzq “ Logp1 ´ zk
q ´ Logp1 ´ zq ´ log k, logo, como h1 “ 0,

n
ÿ

k“2

µpkq

k
pI ´ Sqhk “

n
ÿ

k“1

µpkq

k
Logp1 ´ zk

q ´

n
ÿ

k“1

µpkq

k
pLogp1 ´ zq ` log kq. (2.6)

Note que, pela expansão em série de potências de Logp1 ´ zq (veja a demonstração da

Proposição 2.1.4), temos que ||Logp1 ´ zq||
2
H2 “

8
ÿ

k“1
n´2

ă 8. Assim, como

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

µpkq

k
pLogp1 ´ zq ` log kq ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H2

ď ||Logp1 ´ zq||H2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

µpkq

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

µpkq log k
k

` 1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

segue de (1.19) e (1.20) que a expressão acima tende a 0, quando n Ñ 8. Portanto, o
lema fica provado se mostrarmos que a primeira parcela de (2.6) converge para ´z em H2.

Usando a representação de Logp1 ´ zk
q em série de potências (veja Proposi-

ção 2.1.4), podemos reescrever a primeira parcela de (2.6) como
n

ÿ

k“1

µpkq

k
Logp1 ´ zk

q “ ´

n
ÿ

k“1

µpkq

k

8
ÿ

j“1

zjk

j
“ ´

n
ÿ

k“1
µpkq

8
ÿ

j“1

zjk

jk
.

Note que, para cada 1 ď k ď n, a série
8
ÿ

j“1

zjk

jk
converge absolutamente para cada

z P D. Como a expressão acima é uma soma finita de séries desse tipo, então também é
absolutamente convergente para todo z P D. Logo, podemos reordenar a série acima.

Para tanto, observe que todo número m P N˚ aparece na soma na forma de um
produto jk. Além disso, a quantidade de vezes que um número m P N˚ aparece na soma é
igual à quantidade de seus divisores que são menores ou iguais a n. Mais precisamente,
para cada divisor d|m, tal que d ď n, temos um termo da forma µpdqzm

{m. Por conta
disso, podemos reescrever a soma substituindo m “ jk e reordenando-a como

´

8
ÿ

m“1

zm

m

ÿ

d|m
1ďdďn

µpdq “ ´

n
ÿ

m“1

zm

m

ÿ

d|m

µpdq ´

8
ÿ

m“n`1

zm

m

ÿ

d|m
1ďdďn

µpdq

“ ´

n
ÿ

m“1

zm

m
δ1m ´

8
ÿ

m“n`1

zm

m

ÿ

d|m
1ďdďn

µpdq “ ´z ´ ϕnpzq, @ z P D.

Observe que usamos a Proposição 1.8.5 para a segunda igualdade. Com isso, o lema será
provado quando mostrarmos que ||ϕn||H2 Ñ 0 quando n Ñ 8.

Temos que

ϕnpzq “

8
ÿ

m“n`1

¨

˚

˝

1
m

ÿ

d|m
1ďdďn

µpdq

˛

‹

‚

zm.
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Em particular, os coeficientes de Taylor de ϕn satisfazem
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
m

ÿ

d|m
1ďdďn

µpdq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
m

ÿ

d|m

1 “
σ0pmq

m
,

onde σ0pmq denota o número de divisores de m (veja Exemplo 1.8.2). Como σ0pnq “ opnδ
q

para todo δ ą 0 (veja Teorema 1.8.15), em particular σ0pnq “ Opn1{4
q, logo

||ϕn||
2
H2 ď

8
ÿ

m“n`1

σ0pmq2

m2 ď C
8
ÿ

m“n`1
m´3{2

Ñ 0,

quando n Ñ 8. Isso conclui o lema.

Observação 2.2. Em (3, Lema 4.3), é mostrado que esse argumento pode ser adaptado,
usando o (13, Teorema 6.1) mencionado na seção 1.1, para concluir que, para todo
0 ă p ă 8,

8
ÿ

k“2

µpkq

k
pI ´ Sqhk Ñ 1 ´ z,

em Hp.

Vamos comentar brevemente sobre o que motivou a escolha da série do lema
anterior. Em (42), Báez-Duarte nota que (cf. Exemplo 1.8.10)

χp0,1spxq “

8
ÿ

k“1
µpkq

„

1
kx

ȷ

, @ x P p0, 1s.

Como rxs “ x ´ txu, segue que

χp0,1spxq “
1
x

8
ÿ

k“1

µpkq

k
´

8
ÿ

k“1
µpkq

"

1
kx

*

“ ´

8
ÿ

k“1
µpkq

"

1
kx

*

, @ x P p0, 1s, (2.7)

por (1.19). Além da convergência pontual, Báez-Duarte mostra que (2.7) converge para
´χp0,1s na norma de L1 (42), contudo diverge na norma de L2 (32, Teorema 2.2).

Novamente por (1.19), temos que
8
ÿ

k“1
µpkqskpxq “

8
ÿ

k“1
µpkq

"

1
kx

*

´

"

1
x

* 8
ÿ

k“1

µpkq

k
“ ´χp0,1spxq,

onde a convergência é novamente pontual, em L1, mas diverge em L2. Aqui sk são as
funções do Teorema 1.9.8. Pela transformação unitária Φ, a série unitariamente equivalente
em H2 é

8
ÿ

k“1

µpkq

k
hk,

que, portanto, diverge em H2, mas motiva a escolha de
8
ÿ

k“2

µpkq

k
pI ´ Sqhk
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como um candidato a série que aproxime 1 ´ z. Note que o Lema 2.3.3 e a continuidade de

M 1
1´z

na topologia compacto-aberto mostram que
8
ÿ

k“2

µpkq

k
hk converge para 1 localmente

uniformemente em D.

2.4 Funções ortogonais a thk : k ě 2u

O Teorema 2.1.3 nos mostra que HR é equivalente a thk : k ě 2u ser completo
em H2. Por outro lado, isso é equivalente a thk : k ě 2u

K
“ t0u. Nessa seção, iremos usar o

Teorema 2.3.1 para mostrar que um subespaço denso de H2 não pertence a thk : k ě 2u
K.

A importante observação a se fazer é que a inversa M 1
1´z

de I´S é um operador

de Toeplitz analítico descontínuo, pois 1
1 ´ z

P Hol pDq zH8. Estudamos na seção 1.5
algumas propriedades desses mapas e, em particular, mostramos no Exemplo 1.5.12 que,
para φpzq “

1
1 ´ z

e Tφ “ M 1
1´z

, temos

DompT ˚
φ q “ D1,

onde T ˚
φ denota a adjunta de Tφ e D1 é o espaço de Dirichlet local em 1 (veja definição 1.3.4).

Teorema 2.4.1. Seja D1 o espaço de Dirichlet local em 1. Temos que

thk : k ě 2u
K

X D1 “ t0u.

Em particular, thk : k ě 2u
K não possui nenhuma função holomorfa em uma vizinhança

do disco fechado D.

Demonstração. Lembre que N “ spanthk : k ě 2u, logo N K
“ thk : k ě 2u

K. Sejam
f P N K

X DompT ˚
φ q e g P pI ´ SqN . Note que Tφg P N , logo g P DompTφq e

@

T ˚
φf, g

D

“ xf, Tφgy “ 0.

Como pI ´ SqN é denso em H2, segue que T ˚
φf “ 0. Assim,

xf, Tφhy “
@

T ˚
φf, h

D

“ 0, @ h P DompTφq.

Como DompTφq “ pI ´ SqH2, então TφDompTφq “ H2 e assim f “ 0, i.e.,

N K
X DompT ˚

φ q “ t0u.

e o resultado segue do Exemplo 1.5.12.

Por fim, note que se f P Hol
`

D
˘

, temos que f˚
p1q “ fp1q e

fpzq ´ fp1q

z ´ 1
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possui uma singularidade removível em 1, logo é novamente holomorfa em D. Em particular
é limitada em D, portanto pertence a H8

Ă H2. Portanto, fpzq “ f˚
p1q ` pz ´ 1qgpzq,

onde g P H2. Segue do Teorema 1.3.6 que Hol
`

D
˘

Ă D1, o que justifica a observação feita
no Teorema.
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Capítulo 3

Ortogonalidade e Biortogonalidade
em H2 e zeros de ζ

Nesse capítulo estudamos parte dos resultados da pré-publicação (2), de cuja
escrita o autor dessa dissertação participou. Iniciamos a seção 3.1 apresentando um
panorama atual do estudo do critério de Báez-Duarte em H2 (Teorema 2.1.3), enunciando
uma generalização desse critério e uma versão mais forte do Corolário 2.3.2 provadas em (3).
Destacamos que esses novos resultados se concentram em questões de densidade, mas, como
foi comentado na seção 2.4, existe também uma questão sobre ortogonalidade equivalente à
HR. A Proposição 3.1.2 usa o conceito de dualidade de Cauchy (veja seção 1.6) para mostrar
que, sob certas hipóteses, questões de densidade são equivalentes a questões envolvendo
ortogonalidade. Essa observação motiva o estudo de problemas sobre ortogonalidade e,
na subseção 3.1.2, apresentamos uma possível abordagem para esse tipo de pergunta,
inspirada nas ideias do Teorema 2.4.1. Isso acaba produzindo uma nova forma de encontrar
semiplanos livres de zeros da função ζ.

Na seção 3.2, mostramos que a sequência thk : k ě 2u (do Teorema 2.1.3)
possui uma sequência biortogonal completa em H2. Como comentado na seção 1.7, isso
não implica que thk : k ě 2u seja completo. Contudo, como em alguns casos a completude
de sequências biortogonais é simétrica (veja seção 1.7), é intrigante que possamos construir
tal sequência independentemente da HR.

Sabemos que thk : k ě 2u não é completa se e somente se a HR é falsa. Nesse
caso, a Proposição 1.7.3 nos diz que possui mais sequências biortogonais. Na seção 3.3
introduzimos uma família de funções definidas em (3) e apresentamos uma demonstração
direta de que elas satisfazem uma relação que conecta de maneira explícita as funções
thk : k ě 2u e a função ζ de Riemann. Como uma aplicação, utilizamos essas funções para
exibir outras sequências biortogonais a thk : k ě 2u caso a HR seja falsa.

Por fim, na seção 3.4, apresentamos uma conjectura relacionada a HR e a
relacionamos com o complemento ortogonal N K das nossas funções de interesse.
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É interessante ressaltar que o autor dessa dissertação foi responsável por parte
dos resultados das seções 3.2, 3.3 e 3.4.

3.1 Densidade, ortogonalidade e semiplanos livres de zeros
Em (3), é apresentada uma abordagem geral para determinar quando N (do

Teorema 2.1.3) ser denso em um espaço vetorial topológico H2
Ă X Ă Hol pDq produz

semiplanos livres de zeros de ζ (3, Proposição 2.3). Em particular, essa abordagem torna
possível uma generalização do Teorema 2.1.3, que enunciamos agora.

Teorema 3.1.1. Sejam thk : k ě 2u Ă H2 as funções definidas em (2.3) e 1 ă p ď 2. Se
1 pertence ao fecho em Hp de N “ spanthk : k ě 2u, ou equivalentemente, o conjunto N
é denso em Hp, então

ζpsq ‰ 0 para todo s P C1{p “ tz P C : Re pzq ą 1{pu.

Além disso, o caso p “ 1 implica que ζpzq ‰ 0 para todo z P C1.

Esse é o (3, Teorema 4.8), que pode ser visto como uma versão fraca de (9,
Teorema) para os espaços de Hardy. Observe que, diferentemente de (9, Teorema) e
Teorema 2.1.3, não é claro se a recíproca vale nesse caso. Por exemplo, sabemos que a
função ζ não se anula no semiplano C1 pelos resultados de Hadamard (5) e de la Vallée
Poussin (6), de fato isso é usado para demonstrar o Teorema dos números primos (TNP),
contudo não sabemos se N é denso em H1.

Motivado por essa abordagem, é provado em (3, Corolário 4.6) que N é denso
em Hp para todo 0 ă p ă 1. Isso não nos fornece um semiplano livre de zeros novo (nos
dá apenas o semiplano C1), mas é uma versão mais forte do Corolário 2.3.2.

Esses dois resultados avançam o estudo do que chamaremos de questão de
densidade:

Questão 1. Para quais espaços vetoriais topológicos H2
Ă X Ă Hol pDq, temos que N é

denso em X?

Por outro lado, na seção 2.4 observamos que a HR é equivalente a N K
“ t0u e

mostramos que N K
X D1 “ t0u, i.e., N K é “pequeno” no sentido de ter interseção trivial

com um subespaço denso de H2. Esse é um resultado arquetípico do que chamaremos de a
questão de ortogonalidade:

Questão 2. Para quais espaços vetoriais topológicos L Ă H2, temos que N K
X L “ t0u?
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Na subseção 3.1.1 iremos estudar a relação entre essas duas perguntas, o que nos
permitirá, em particular, levar os avanços mencionados da questão 1 para a questão 2. Na
subseção 3.1.2 discutimos uma abordagem para a questão 2, inspirada no Teorema 2.4.1.

3.1.1 Dualidade de Cauchy: densidade e ortogonalidade

As noções de densidade e ortogonalidade estão relacionadas pelo clássico
Teorema de Hahn-Banach. Como mencionado na seção 1.6, no contexto de espaços de
funções analíticas, é comum os argumentos de dualidade se tornarem mais simples quando
consideramos os duais de Cauchy. Isso fica claro no próximo resultado, que utiliza esse
conceito para relacionar as questões 1 e 2.

Proposição 3.1.2. Seja X um espaço vetorial topológico tal que H2
Ă X Ă Hol pDq, onde

as inclusões são contínuas, X possua um dual de Cauchy X˚ e X˚
Ă H2. Se N é denso

em X, com respeito a topologia de X, então

N K
X X˚

“ t0u.

Se, além disso, X for um espaço de Fréchet, vale a recíproca.

Observação 3.1. Um espaço de Fréchet é um espaço vetorial topológico Hausdorff completo
em que a topologia é dada por uma família enumerável de seminormas (veja, por exemplo,
(43, p.167)). Equivalentemente, é um espaço vetorial localmente convexo e completamente
metrizável. Em particular, todo espaço de Banach é Fréchet. O Teorema de Hahn-Banach
vale em espaços de Fréchet (veja, por exemplo, (21, p.17)).

Demonstração. Como X˚
Ă H2, então N K

X X˚
Ă H2, assim dado g P N K

X X˚ temos

xf, gy “ lim
rÑ1´

ż

T
fprζqgprζqdmpζq “ xf, gyH2 “ 0, @ f P N Ă H2.

Como N é denso em X, segue que g “ 0, provando a primeira parte da proposição.
Reciprocamente, suponha que X é um espaço de Fréchet. Em particular, vale o Teorema
de Hahn-Banach. Assim, se N não é denso em X, existe g P X˚

zt0u tal que xf, gyH2 “

xf, gy “ 0 para todo f P N , logo g P N K
X X˚

‰ t0u.

Essa Proposição nos permite transportar os resultados mencionados ante-
riormente no contexto da questão de densidade para a questão de ortogonalidade. O
Teorema 3.1.1 nos dá o seguinte resultado.

Corolário 3.1.3. Se N K
X Hq

“ t0u para algum 2 ď q ă 8, então ζpsq ‰ 0 para todo
s P C1{p, onde p´1

` q´1
“ 1. Se N K

X BMOA “ t0u, então ζpsq ‰ 0 para todo s P C1.



Capítulo 3. Ortogonalidade e Biortogonalidade em H2 e zeros de ζ 99

Demonstração. Se 1 ă p ď 2, pelo Teorema 1.6.2 temos que pHp
q

˚
“ Hq, onde p´1

`q´1
“

1, logo 2 ď q ă 8. Como Hp é espaço de Banach, logo Fréchet, para todo 1 ď p ď 8, segue
da Proposição 3.1.2 que N é denso em Hp se e somente se N K

XHq
“ t0u. Analogamente,

pH1
q

˚
“ BMOA, pelo Teorema 1.6.4, e H1 é um espaço de Banach, logo N é denso em

H1 se e somente se N K
X BMOA “ t0u. O resultado segue, então, do Teorema 3.1.1.

Isso nos mostra que responder a questão 2 mesmo para um subespaço próprio
de H2 pode nos fornecer resultados não triviais, como um novo semiplano livre de zeros
de ζ.

Além disso, podemos usar o fato de N ser denso em Hp para todo 0 ă p ă 1 e
a Proposição 3.1.2 para obter novos subespaços L tais que N K

X L “ t0u.

Corolário 3.1.4. Para cada 0 ă α ă 1, seja Λα o conjunto das funções analíticas no disco
D, contínuas em D e com a restrição f |T α-Hölder (veja seção 1.6). Temos que

N K
X Λα “ t0u, @ 0 ă α ă 1.

Demonstração. Como N é denso em Hp para todo 0 ă p ă 1 (3, Corolário 4.6) e
pHp

q
˚

“ Λα para α “ 1{p´1 pelo Teorema 1.6.5, o resultado segue da Proposição 3.1.2.

Note que Hol
`

D
˘

Ă Λα para todo 0 ă α ă 1. Em particular, todo Λα é denso
em H2. Comparando o Corolário anterior e o Teorema 2.4.1, uma pergunta natural é:
existe uma relação de continência entre D1 e Λα, com 0 ă α ă 1? Mais precisamente,
D1 Ă Λα para algum 0 ă α ă 1? Ou Λα Ă D1 para todo 0 ă α ă 1? A resposta é não
para ambas as perguntas. De fato, um cálculo direto mostra que fpzq “ p1 ´ zq

1{2
P Λ1{2,

contudo f˚
p1q “ 0 e

gpzq “
fpzq ´ f˚p1q

z ´ 1 “ ´p1 ´ zq
´1{2

R H2,

logo f R D1 pelo Teorema 1.3.6. Por outro lado, dado qualquer ζ P Tzt1u, temos que
Logp1 ´ ζzq P H2 (os coeficientes de Taylor são Opn´1

q como na Proposição 2.1.4), logo
pz ´ 1q Logp1 ´ ζzq P D1 pelo Teorema 1.3.6, mas lim

rÑ1´
prζ ´ 1q Logp1 ´ rq “ 8, logo

pz ´ 1q Logp1 ´ ζzq R CpDq Ą Λα, para todo 0 ă α ă 1. Ou seja, o Corolário 3.1.4 e o
Teorema 2.4.1 se complementam.

3.1.2 Uma abordagem para a questão ortogonal

Vamos agora generalizar o argumento do Teorema 2.4.1 para obter um método
para encontrar subespaços L Ă H2 que respondam a questão 2. Note que, como observado
na seção 2.4, a demonstração desse resultado usa basicamente dois fatos: pI´SqN “ T1´zN
é denso em H2 e 1{p1 ´ zq P N`, logo DompT ˚

1
1´z

q é um espaço de de Branges-Rovnyak.
Resumimos essas observações a seguir.
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Proposição 3.1.5. Sejam φ uma unidade de N`, i.e., φ, 1{φ P N` e Tφ, T1{φ seus
operadores de Toeplitz. Se TφpN X DompTφqq é denso em H2, então

N K
X Hpbq “ t0u,

onde 1{φ “ b{a é sua representação canônica, i.e., pa, bq é um par pitagórico (veja
subseção 1.4.1).

Observação 3.2. A proposição anterior é apenas um caso particular de (2, Proposição 11).

Demonstração. Seja g P N K
X DompT ˚

1{φq. Claramente, se f P DompTφq, então Tφf P

DompT1{φq e T1{φTφf “ f . Assim,
@

Tφf, T
˚
1{φg

D

“ xf, gy “ 0, @ f P N X DompTφq.

Como TφpN X DompTφqq é denso em H2, segue que T ˚
1{φg “ 0.

Note que, como φ, 1{φ P N`, 1{φ não se anula em D, logo seu produto de
Blaschke é 1. Como observado na seção 1.4, vale a fatoração canônica e temos φ “

Sf1{f2, onde S é uma função interior singular e f1, f2 P H8 são exteriores. Como 1{φ “

p1{Sqpf2{f1q, segue que 1{S também é interior singular. Isso só é possível se S “ 1{S “ 1,
ou seja, como φ é uma unidade de N`, então φ, 1{φ são quocientes de funções exteriores
de H8. Assim, sejam b1, b2 P H8 exteriores tais que 1{φ “ b1{b2. É claro que b2H

2
Ă

DompT1{φq, logo T1{φDompT1{φq Ą T1{φb2H
2

“ b1H
2 é denso. Consequentemente, para

todo f P DompT1{φq,
0 “

@

f, T ˚
1{φg

D

“
@

T1{φf, g
D

.

Logo, g “ 0 pois T1{φDompT1{φq é denso.

Com isso, mostramos que

N K
X DompT ˚

1{φq “ t0u.

Pelo Teorema 1.5.11, temos que DompT ˚
1{φq “ Hpbq, onde b{a é a representação canônica

de 1{φ P N`, o que conclui a demonstração.

Finalizamos essa seção com uma aplicação dessa proposição, que descreve uma
forma de encontrar semiplanos livres de zero de ζ. Por um lado, a proposição anterior
nos dá uma forma de encontrar subespaços L Ă H2 tais que N K

X L “ t0u. Por outro
lado, pelo Corolário 3.1.3 estamos interessados em saber se isso vale para L “ Hq, para
algum 2 ď q ă 8, ou L “ BMOA. Nesse contexto, seria bastante útil um critério para
quando um espaço de de Branges-Rovnyak Hpbq contém algum Hq ou BMOA. Isso é feito
na pré-publicação (24, seção 3.1), como enunciamos a seguir.

Proposição 3.1.6. Seja φ P N` com representação canônica φ “ b{a. Então,
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1. BMOA Ă Hpbq se, e somente se, φ P H2;

2. Hp
Ă Hpbq, com 2 ă p ă 8, se, e somente se, φ P H rp, onde

rp “
2p
p ´ 2 .

Veja (24, Corolário 3.2 e Proposição 3.3) para as demonstrações desses resulta-
dos. Esse proposição nos permite obter o seguinte resultado.

Teorema 3.1.7. Seja φ P N` tal que φN X H2 é denso em H2 e 1{φ P Hp. Temos que:

1. se p “ 2, então ζpsq ‰ 0 para todo s P C1,

2. se 2 ă p ă 8, então ζpsq ‰ 0 para todo s P C 1
2 ` 1

p
, e

3. se p “ 8, então ζpsq ‰ 0 para todo s P C1{2, i.e., a HR é verdadeira.

Demonstração. Segue da Proposição 3.1.5 que

N K
X Hpbq “ t0u,

onde b{a é a representação canônica de 1{φ P Hp
Ă N`. Se 1{φ P H2, segue do item 1

da Proposição 3.1.6 que BMOA Ă Hpbq. Se 1{φ P H8, então T ˚
1{φ “ T1{φ é um operador

limitado em H2, pois 1{φ P L8
pTq. Em particular, Hpbq “ DompT ˚

1φq “ H2. Com isso e o
Corolário 3.1.3, concluimos os itens 1 e 3.

Se 2 ă p ă 8, o item 2 da Proposição 3.1.6 nos diz que H rp
Ă Hpbq para

p “
2rp

rp ´ 2 . Dessa forma, podemos usar o Corolário 3.1.3 e concluir que ζpsq ‰ 0 para todo

s P C1{q, onde q´1
` rp´1

“ 1. Note que

p “
2rp

rp ´ 2 ùñ rp “
2p
p ´ 2 ùñ

1
q

“ 1 ´
p ´ 2

2p “
1
2 `

1
p
,

o que conclui a demonstração.

Ainda não conhecemos nenhum exemplo de φ que satisfaça algumas das hipótese
do teorema anterior. Apesar disso, em (2), é observado que as funções fαpzq “ p1 ´ zq

α

para 0 ă α ă 1{2 são bons candidatos para funcionarem como φ no Teorema 3.1.7. De
fato, fα P H8 e 1{fαpzq “ p1 ´ zq

´α
P Hp para todo p ă 1{α (veja, por exemplo, (11,

Exemplo 1.1.14)). Em particular, mostrar que fαN é denso em H2 para algum 0 ă α ă 1{2
nos daria o semiplano não-trivial C 1

2 `α.
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3.2 Biortogonalidade e thk : k ě 2u

Essa seção é dedicada a provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1. Para cada k ě 2, seja uk P H2 dada por

ukpzq “
ÿ

d|k

µpk{dq

k{d
pzd´1

´ zd
q, @ z P D,

onde µ denota a função de Möbius. Então, pukqkě2 é uma sequência completa e biortogonal
a phkqkě2 (definida em (2.3)) em H2.

Antes disso, contudo, iremos comentar brevemente sobre o contexto e a moti-
vação desse Teorema. Como observado anteriormente, a HR é equivalente à completude
de thk : k ě 2u em H2. A Proposição 1.7.3 mostra que é possível estudar completude de
sequências em um espaço de Hilbert estudando suas sequências biortogonais, desde que
essas existam ou, equivalentemente, que a sequência de interesse seja minimal.

Em (44, Teorema 7), Vasyunin mostra que a sequência prkqkě2 do Corolá-
rio 1.9.10 é minimal construindo uma sequência biortogonal a p´rk{kqkě2 em ℓ2

ω. Com o
mapa unitário de ℓ2

ω a H2 usado na seção 2.1, somos capazes de encontrar a sequência
pukqkě2 definida acima, que é biortogonal a phkqkě2 pelo mapa ser unitário. Contudo, é
possível mostrar diretamente que phkqkě2 e pukqkě2 são biortogonais, como faremos no
Teorema 3.2.3.

Com isso, segue da Proposição 1.7.3 e do Teorema 2.1.3 que a HR é equivalente
a pukqkě2 ser a única sequência biortogonal a phkqkě2. Por outro lado, é interessante
perguntarmos se pukqkě2 ser completa está relacionada à HR. Balazard observa em (45,
seção 2.2) que pukqkě1 é completa, i.e., a sequência pukqkě2 com o elemento adicional
u1pzq “ 1 ´ z. O Teorema principal dessa seção, como mencionado, mostra que u1 não é
necessário para garantir a completude.

A ideia da demonstração do Teorema 3.2.1 é mostrar que phkqkě2 é a única
sequência biortogonal a pukqkě2, o que prova que pukqkě2 é completo pela Proposição 1.7.3.
A observação chave que nos possibilita mostrar isso é que uk “ pI ´ Sqvk, onde pvkqkě2 é
a sequência de funções dadas por

vkpzq “
ÿ

d|k

µpk{dq

k{d
zd´1.

Note que, para todo k ě 2, vk é um polinômio, em particular, tvk : k ě 2u Ă H2. Além
disso,

xhk, ujy “ xhk, pI ´ Sqvjy “ xpI ´ S˚
qhk, vjy . (3.1)

Isso nos permite estudar as sequências biortogonais a pukqkě2 atráves de pvkqkě2.

A demonstração do Teorema 3.2.1 será dividida em quatro passos:
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Passo 1. Calcular os coeficientes de Taylor de pI ´ S˚
qhk (subseção 3.2.1).

Passo 2. Mostrar que phkqkě2 e pukqkě2 são biortogonais (subseção 3.2.2).

Passo 3. Caracterizar as sequências biortogonais a pvkqkě2 (subseção 3.2.3).

Passo 4. Mostrar que phkqkě2 é a única sequência biortogonal a pukqkě2 (subseção 3.2.4).

3.2.1 Coeficientes de pI ´ S˚
qhk

Usemos a Proposição 2.1.4 para calcular os coeficientes de pI ´ S˚
qhk.

Lema 3.2.2. Para cada k ě 2, temos que

pI ´ S˚
qhkpzq “

8
ÿ

n“0
Bkpn ` 1qzn,

onde

Bkpnq “

$

’

&

’

%

k

n
´

1
n
, k|n

´
1
n
, k ∤ n

.

Demonstração. Como na Proposição 2.1.4, sejam

cnpkq “ Hpnq ´ H
´n

k

¯

´ log k,

os coeficientes de Taylor (em torno de 0) de hk, onde Hpxq “
ÿ

nďx

1
n

. Ou seja,

hkpzq “

8
ÿ

n“0
cnpkqzn

Assim, por (2.5), temos que o coeficiente de zn de pI ´ S˚
qhk é dado por cnpkq ´ cn`1pkq.

Equivalentemente, o coeficiente de zn´1 é dado por

cn´1pkq ´ cnpkq “ Hpn ´ 1q ´ H

ˆ

n ´ 1
k

˙

´ log k ´

´

Hpnq ´ H
´n

k

¯

´ log k
¯

“ ´
1
n

`
ÿ

n´1
k

ămď n
k

1
m
.

Note que existe m P N com n ´ 1
k

ă m ď
n

k
se e somente se mk ď n ă mk ` 1, i.e,

se n “ mk. Assim, o somatório acima é não nulo se e só se k|n, e nesse caso tem soma
1{m “ k{n. Desse modo,

Bkpnq “ cn´1pkq ´ cnpkq “

$

’

&

’

%

´
1
n
, k ∤ n

k

n
´

1
n
, k|n

e
pI ´ S˚

qhkpzq “

8
ÿ

n“1
Bkpnqzn´1

“

8
ÿ

n“0
Bkpn ` 1qzn.
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3.2.2 Uma sequência biortogonal a phkqkě2

Com isso, somos capazes de verificar diretamente em H2 que as sequências são,
de fato, biortogonais.

Teorema 3.2.3. A sequência pukqkě2 é biortogonal a phkqkě2.

Demonstração. Por (3.1) e pelo Lema 3.2.2, basta mostrarmos que

ÿ

d|j

Bkpdq
µpj{dq

j{d
“ xpI ´ S˚

qhk, vjy “ δkj, @k, j ě 2.

Vamos dividir em dois casos, motivados pela definição de Bk:

(i) Caso k ∤ j. Nesse caso, k ∤ d para todo d|j, logo

ÿ

d|j

Bkpdq
µpj{dq

j{d
“

ÿ

d|j

´
1
d

µpj{dq

j{d
“ ´

1
j

ÿ

d|j

µpj{dq “ ´
1
j
δ1j “ 0,

onde as últimas duas igualdades seguem da Proposição 1.8.5 e do fato de j ě 2.
Como k ∤ j ùñ k ‰ j, a equação acima pode ser reescrita como xhk, ujy “

xpI ´ S˚
qhk, vjy “ δkj se j, k ě 2 e k ∤ j.

(ii) Caso k|j. Seja q “
j

k
. Então

ÿ

d|j

Bkpdq
µpj{dq

j{d
“

ÿ

d|j
k∤d

´
1
d

µpj{dq

j{d
`

ÿ

d|j
k|d

ˆ

k

d
´

1
d

˙

µpj{dq

j{d
.

O último somatório é sobre a variável d que percorre o conjunto dos naturais que satisfazem
k|d e d|j. Observe que k|d ðñ d “ mk para algum m P N. Como j “ qk, segue que
d|j ðñ m|q e, nesse caso, j{d “ q{m. Dessa forma, o último somatório pode ser reescrito
como

ÿ

d|j
k|d

ˆ

k

d
´

1
d

˙

µpj{dq

j{d
“

ÿ

d|j
k|d

´
1
d

µpj{dq

j{d
`

ÿ

m|q

1
m

µpq{mq

q{m
.

Portanto,
ÿ

d|j

Bkpdq
µpj{dq

j{d
“

ÿ

d|j

´
1
d

µpj{dq

j{d
`

ÿ

m|q

1
m

µpq{mq

q{m

“ ´
1
j

ÿ

d|j

µpj{dq `
1
q

ÿ

m|q

µpq{mq “ ´
1
j
δ1j `

1
q
δ1q.

Como j ě 2, o primeiro termo do lado direito da equação é sempre 0. Já o segundo termo
vale 1 precisamente quando q “ 1, ou equivalentemente, k “ j (ou seja, δ1q{q “ δkj).

Juntando os dois casos acima, temos que xhk, ujy “ δkj for all k, j ě 2.
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3.2.3 Sequências biortogonais a pvkqkě2

Vamos agora caracterizar as sequências em H2 biortogonais a pvkqkě2.

Lema 3.2.4. Uma sequência pfkqkě2 Ă H2 é biortogonal a pvkqkě2 se, e somente se, existe
uma sequência de números complexos pckqkě2 tal que

fkpzq “

8
ÿ

n“0
Akpn ` 1q zn, @k ě 2,

onde a sequência pAkpnqqně1 para cada k ě 2 é dada por

Akpnq “

$

’

&

’

%

ck

n
`
k

n
, k|n

ck

n
, k ∤ n

.

Demonstração. Sejam pfkqkě2 Ă H2 uma sequência biortogonal a pvkqkě2 e Ak : N Ñ C a
função aritmética dada pelos seus coeficientes de Taylor, i.e.,

fkpzq “

8
ÿ

n“0
Akpn ` 1qzn, @k ě 2.

Como os coeficientes de vj são reais, a condição de biortogonalidade é dada por
ÿ

d|j

Akpdq
µpj{dq

j{d
“ xfk, vjy “ δkj, @k, j ě 2. (3.2)

Sejam Ik, ν : N Ñ C as funções aritméticas Ikpnq “ δkn (como no Exemplo 1.8.2) e

νpnq “
µpnq

n
. Então (3.2) é equivalente a

@ k ě 2, D ck P C tal que Ak ˚ ν “ ckI1 ` Ik, (3.3)

onde ˚ denota o produto de Dirichlet (veja a definição 1.8.3). De fato, (3.2) não impõe
nenhuma restrição sobre Ak ˚ νp1q, pois só vale para j ě 2, logo ck “ Ak ˚ νp1q pode
assumir qualquer valor complexo e (3.2) e (3.3) são equivalentes. Observe que

ÿ

d|k

µpk{dq

k{d

1
d

“
1
k
δ1k “ I1pkq,

i.e., ν´1
pnq “

1
n

, pois I1 “ I é a unidade para ˚. Além disso,

Ik ˚ ν´1
pnq “

ÿ

d|n

δkd
1
n{d

“

$

&

%

k

n
, k|n

0, k ∤ n
.

Assim, (3.3) é equivalente a

@ k ě 2, D ck P C such that Akpnq “ ckν
´1

pnq ` Ik ˚ ν´1
pnq

“

$

’

&

’

%

ck

n
`
k

n
, k|n

ck

n
, k ∤ n

.
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Portanto, a condição de biortogonalidade (3.2) é equivalente à condição acima, como
queríamos. Finalmente fk P H2 pois a sua sequência de coeficientes Ak claramente pertence
a ℓ2 (pois é a soma de duas sequências de ℓ2, por exemplo).

3.2.4 Completude de pukqkě2

Por fim, mostraremos que phkqkě2 é a única sequência em H2 biortogonal a
pukqkě2. Para tanto, observe que

xφk, ujy “ xφk, pI ´ Sqvjy “ xpI ´ S˚
qφk, vjy ,

para toda sequência pφkqkě2 de funções de H2. Assim, I ´ S˚ mapeia (sobrejetivamente)
sequências em H2 biortogonais a pukqkě2 a sequências em pI ´ S˚

qH2 biortogonais a
pvkqkě2. Note que essa correspondência é bijetiva pois I ´ S˚ é injetiva em H2 (veja a
seção 2.3). Por conta disso, é suficiente provar que ppI ´ S˚

qhkqkě2 é a única sequência em
pI ´ S˚

qH2 biortogonal a pvkqkě2.

Lema 3.2.5. Uma sequência pfkqkě2 de elementos de pI ´ S˚
qH2 é biortogonal a pvkqkě2

se, e somente se,

fkpzq “

8
ÿ

n“0
Bkpn ` 1qzn

“ pI ´ S˚
qhk, (3.4)

onde Bk são as funções aritméticas definidas no Lema 3.2.2.

Demonstração. Sejam pfkqkě2 Ă pI´S˚
qH2 uma sequência biortogonal a pvkqkě2 e φk P H2

tal que fk “ pI´S˚
qφk. Se bkpnq é o coeficiente de zn na representação em série de potências

de φk, então

fkpzq “

8
ÿ

n“0
pbkpnq ´ bkpn ` 1qqzn.

Pelo Lema 3.2.4, para todo k ě 2, existe uma constante ck P C tal que

bkpn ´ 1q ´ bkpnq “ Akpnq “

$

’

&

’

%

k

n
`
ck

n
, k|n

ck

n
, k ∤ n

, @n ě 1.

Olhando para a primeira igualdade da equação anterior, observamos que a soma
n

ÿ

j“1
Akpjq

é telescópica, logo

bkpnq “ bkp0q ´

n
ÿ

j“1
Akpjq “ bkp0q ´

ÿ

jďn

ck

j
´

ÿ

jďn
k|j

k

j

“ bkp0q ´ ck

ÿ

jďn

1
j

´
ÿ

mďn{k

1
m

“ bkp0q ´ ckHpnq ´ H
´n

k

¯

,
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onde H é novamente a função definida no Corolário 1.8.20. Para cada k ě 2, temos
que φk P H2, ou seja, pbkpnqqnPN P ℓ2, assim, em particular, lim

nÑ8
bkpnq “ 0. Logo,

pckHpnq ` Hpn{kqqnPN também é convergente para todo k ě 2. Usando a estimativa
do Corolário 1.8.20, obtemos

ckHpnq ` H
´n

k

¯

“ ck log n ` ckγ ` log n ´ log k ` γ ` O

ˆ

k

n

˙

“ pck ` 1q log n ` pck ` 1qγ ´ log k ` O

ˆ

k

n

˙

,

que converge quando n Ñ 8 se, e somente se, ck “ ´1. Por conta disso, ck “ ´1 para
todo k ě 2. Note que, nesse caso, Ak “ Bk e obtemos (3.4). A recíproca é equivalente ao
Teorema 3.2.3 por conta da observação do início da subseção 3.2.4.

3.3 A fórmula dos núcleos de zeta
No artigo (3), é definida uma família de funcionais lineares em P “ spantzk :

k P Nu, parametrizada por s P Czt0u, dada por

Λpsq
p1q “ ´

1
s

e Λpsq
pzk

q “ ´
1
s

ppk ` 1q
1´s

´ k1´s
q, @k ě 1.

Se s P C1{2, esses funcionais são contínuos para a norma de H2 (3, Lema 2.1). Como P
é denso em H2, a condição acima define para cada s P C1{2 um único funcional linear
limitado em H2. Como H2 é um espaço de Hilbert, segue do Teorema de representação de
Riesz-Fréchet (veja B.3.1) que isso determina unicamente, para cada s P C1{2, uma função
κs P H2 tal que xf, κsy “ Λpsq

pfq para todo f P H2. Em particular, pela definição de Λpsq

sabemos que

κspzq “

8
ÿ

k“0
ϕkpsqzk, onde ϕkpsq “ Λpsq

pzk
q, @ k ě 1, (3.5)

pois ϕkpsq “ ϕkpsq. De fato, temos um resultado ainda mais forte, (3, Proposição 4.7) nos
diz que, se 1 ď p ď 2 e s P C1{p, então Λpsq é limitado em Hp. Pela dualidade de Cauchy
(veja Teorema 1.6.2), temos que κs P Hq, onde q´1

` p´1
“ 1. Denominamos as funções

tκs : s P C1{2u de núcleos de zeta. Isso se deve à importante relação:

xhk, κsy “ Λpsq
phkq “ ´

ζpsq

s
pk1´s

´ 1q, @ s P C1{2, k ě 2. (3.6)

Note que isso deixa claro a “parte fácil” do critério de Báez-Duarte, i.e., que se thk : k ě 2u

é completo, então HR é verdadeira.

O objetivo dessa seção será apresentar a demonstração feita em (2) para (3.6).
Essa demonstração é feita em dois passos. Primeiro, provamos que (3.6) vale quando s P C1

e, depois, mostramos que a função s ÞÑ xhk, κsy possui uma continuação analítica em C0 e

é holomorfa em C1{2. Isso conclui a demonstração pois a função s ÞÑ ´
ζpsq

s
pk1´s

´ 1q é
holomorfa em Czt0u, portanto o resultado segue pelo princípio da continuação analítica.
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Lema 3.3.1. A equação (3.6) vale quando s P C1.

Demonstração. Seja pcnpkqqn a sequência dos coeficientes de Taylor de hk, calculados na
Proposição 2.1.4. Como ϕnpsq “ ϕnpsq, temos

xhk, κsy “

8
ÿ

n“0
cnpkqϕnpsq “

8
ÿ

n“0
cnpkqϕnpsq

“ lim
NÑ8

˜

´
c0pkq

s
´

1
s

N
ÿ

n“1
cnpkq

`

pn ` 1q
1´s

´ n1´s
˘

¸

“ lim
NÑ8

˜

´
1
s

N
ÿ

n“0
cnpkqpn ` 1q

1´s
`

1
s

N
ÿ

n“1
cnpkqn1´s

¸

“ lim
NÑ8

˜

´
1
s

N
ÿ

n“1
pcn´1pkq ´ cnpkqqn1´s

´
1
s
cN pkqpN ` 1q

1´s

¸

.

Como cnpkq “ O

ˆ

1
n

˙

(veja a Proposição 2.1.4), temos que cN pkqpN ` 1q “ Op1q. Além

disso, pN `1q
´s

Ñ 0 para qualquer Re psq ą 0. Assim, usando a fórmula de cn´1pkq´cnpkq

obtida no Lema 3.2.2, temos que

xhk, κsy “ ´
1
s

lim
NÑ8

˜

N
ÿ

n“1
pcn´1pkq ´ cnpkqqn1´s

¸

“ ´
1
s

lim
NÑ8

¨

˚

˝

N
ÿ

n“1
´

1
n
n1´s

`

N
ÿ

n“1
k|n

k

n
n1´s

˛

‹

‚

“ ´
1
s

lim
NÑ8

¨

˝

N
ÿ

n“1
n´s

`

r N
k s

ÿ

m“1

1
m

pmkq
1´s

˛

‚

“ ´
1
s

lim
NÑ8

¨

˝´

N
ÿ

n“1
n´s

` k1´s

r N
k s

ÿ

m“1

1
m
m1´s

˛

‚

p˚q
“ ´

1
s

p´ζpsqq ´
k1´s

s
ζpsq “ ´

ζpsq

s
pk1´s

´ 1q,

onde em p˚q separamos o limite em dois e usamos a definição de ζ para Re psq ą 1.

Agora, mostramos que a série usada para definir o produto interno xhk, κsy

define uma função holomorfa em C0.

Lema 3.3.2. A função Φk : C1{2 Ñ C definida por

Φkpsq :“ xhk, κsy “

8
ÿ

n“0
cnpkqϕnpsq. (3.7)

tem uma continuação analítica em C0 para cada k ě 2.
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Demonstração. Como cada ϕn é holomorfa em C0, é suficiente provar que a série em (3.7)
converge uniformemente em cada semiplano Cρ com ρ ą 0. Note que

|ϕnpsq| “
|1 ´ s|

|s|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż n`1

n

y´sdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|1 ´ s|

|s|
n´Repsq

“ Opn´ρ
q

para s P Cρ com ρ ą 0, onde a constante implícita depende de ρ, mas não de s. Além disso,

cnpkq “ O

ˆ

1
n

˙

para cada k ě 2, logo obtemos cnpkqϕnpsq “ Opn´1´ρ
q para s P Cρ. Então,

segue do teste M de Weierstrass que Φk converge uniformemente em Cρ para ρ ą 0.

Observação 3.3. Note que a estimativa calculada acima nos dá uma prova alternativa de
que κs P H2 quando s P C1{2. Além disso, se s P C1{p a mesma estimativa mostra que
pϕnpsqqnPN P ℓp, logo, se 1 ď p ď 2, κs P Hq, onde q´1

` p´1
“ 1, pelo (13, Teorema 6.1).

Em particular, como Hq é o dual de Cauchy de Hp pelo Teorema 1.6.2, obtemos que
Λpsq

P pHp
q

˚ se 1 ď p ď 2 e s P C1{p. Isso é parte da demonstração de (3, Proposição 4.7).

Como comentado na seção 3.2, a HR é equivalente a pukqkě2 ser a única sequência
biortogonal a phkqkě2. Caso exista um zero não-trivial de ζ fora da reta Re psq “ 1{2, a
identidade (3.6) nos permite encontrar outras sequências biortogonais a phkqkě2.

Corolário 3.3.3. Se ζps0q “ 0 para algum 1{2 ă Re ps0q ă 1, então

xhk, uj ` cjκs0y “ δkj @ k, j ě 2, cj P C.

Então, para cada sequência de números complexos pcjqjě2, a sequência puj ` cjκs0qjě2

também é biortogonal a phkqkě2.

Demonstração. Isso segue de (3.6) e do Teorema 3.2.3 pois xhk, κs0y “ 0 para todo
k ě 2.

3.4 A conjectura do incumprimento da HR
Iremos discutir nessa seção uma conjectura sobre o número de zeros não-triviais

fora da reta crítica Re psq “ 1{2.

Conjectura 3.1. Se a hipótese de Riemann é falsa, existem infinitos zeros de ζ na faixa
crítica e fora da reta crítica, i.e., tais que 0 ă Re psq ă 1{2 ou 1{2 ă Re psq ă 1.

Chamamos essa conjectura de conjectura do incumprimento da hipótese de
Riemann (IHR). O objetivo principal dessa seção é mostrar a seguinte relação.

Teorema 3.4.1. A conjectura IHR implica que a dimensão de N K é 0 ou 8.
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Denotemos por K :“ tκs : s P C1{2u a família dos núcleos de zeta. Se ζpsq “ 0
para algum s P C1{2, então xhk, κsy “ 0 para todo k ě 2 por (3.6), logo κs P N K. Então,
a conjectura IHR implica que N K

X K é vazia (pelo Teorema 2.1.3) ou tem infinitos
elementos. Assim, o Teorema 3.4.1 segue se mostrarmos que K é linearmente independente
em H2. Primeiro, mostramos que os elementos de K são autovetores em comum para as
adjuntas dos operadores tWn : n P N˚

u definidos na seção 2.2.

Note que se fpzq “

8
ÿ

k“0
akz

k
P H2 e n P N˚, temos pela definição de Wn que

@

W ˚
n f, z

k
D

“
@

f,Wnz
k
D

“
@

f, p1 ` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn´1
qznk

D

“

n´1
ÿ

j“0
ank`j,

logo

W ˚
n fpzq “

8
ÿ

k“0

˜

n´1
ÿ

j“0
ank`j

¸

zk.

Essa fórmula apareceu primeiro em (46). Vamos agora caracterizar completamente os
autovetores comuns a todos os tW ˚

n : n P N˚
u.

Proposição 3.4.2. Seja f P Hol pDq zt0u. Então f P H2 e é um autovetor em comum
para os tW ˚

n : n P N˚
u se, e somente se, existe uma sequência multiplicativa pλnqnPN˚ com

pλn`1 ´ λnqnPN˚ P ℓ2 e
an “ pλn`1 ´ λnqa0 @ n P N˚, (3.8)

onde an é o n-ésimo coeficiente de Taylor de f . Nesse caso, W ˚
n f “ λnf para todo n P N˚.

Aqui, uma sequência multiplicativa é uma sequência pλnqnPN˚ tal que λnλm “

λnm para todo n,m P N˚ e λ1 “ 1.

Demonstração. Seja f P H2
zt0u tal que W ˚

n f “ λnf para n P N˚, onde pλnqnPN˚ é uma
sequência de números complexos. Como W ˚

1 “ I e W ˚
nm “ W ˚

nW
˚
m, pois o mesmo vale

para tWn : n P N˚
u (veja Proposição 2.2.1), e f ‰ 0, segue que pλnqnPN˚ é multiplicativa.

Além disso,

λnak “
@

λnf, z
k
D

“
@

W ˚
n f, z

k
D

“

n´1
ÿ

j“0
ank`j.

Em particular, an “ λn`1a0 ´ λna0 para todo n P N˚, logo a0 ‰ 0 (pois f ‰ 0) e
pλn`1 ´ λnqnPN˚ P ℓ2.

Reciprocamente, suponha que f P Hol pDq zt0u é uma função satisfazendo (3.8)
para alguma sequência multiplicativa pλnqnPN com pλn`1 ´ λnqnPN P ℓ2. A equação (3.8)
implica, em particular, que f P H2 e a0 ‰ 0, pois f ‰ 0. Sem perda de generalidade,
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podemos assumir que a0 “ 1. Logo

pW ˚
n fqpzq “

8
ÿ

k“0

˜

n´1
ÿ

j“0
ank`j

¸

zk
“

n´1
ÿ

j“0
aj `

8
ÿ

k“1

˜

n´1
ÿ

j“0
ank`j

¸

zk

“ λn `

8
ÿ

k“1
pλnk`n ´ λnkqzk

“ λn

˜

1 `

8
ÿ

k“1
pλk`1 ´ λkqzk

¸

“ λnfpzq

para todo n ě 2, onde usamos o fato das somas serem telescópicas. Portanto, f P H2 é um
autovetor em comum para os operadores tW ˚

n : n P N˚
u, com autovalores pλnqnPN˚ .

Note que se escolhemos λk “ k1´s e a0 “ ´1{s na Proposição 3.4.2 para
qualquer s P C1{2, temos que cada κs P K é um autovetor em comum para tW :

nn P N˚
u

(veja (3.5)) com
W ˚

nκs “ n1´s̄κs @ n P N˚. (3.9)

Queremos mostrar que para todo subconjunto finito tκs1 , . . . , κsℓ
u Ă K existe

um W ˚
n para o qual os autovalores correspondentes a cada κsj

sejam distintos. Isso prova
a independência linear de todo subconjunto finito de K, provando que K é linearmente
independente. Se as partes reais de s1, . . . , sℓ forem todas distintas, como |n1´s̄

| “ n1´Repsq

segue que os autovalores de W ˚
n (para todo n ą 1) correspondentes a κs1 , . . . , κsℓ

são todos
distintos. Se as partes reais de s1, . . . , sℓ não forem todas distintas, precisamos usar o
seguinte resultado.

Lema 3.4.3. Dados distintos a1, . . . , an P R, para apenas uma quantidade finita de
números primos p existe algum par ai, aj com 1 ď i ă j ď n tal que

pai ´ ajq log p P 2πZ. (3.10)

Demonstração. Suponha por absurdo que existam infinitos primos que satisfazem a pro-
priedade (3.10). Para cada um desses primos p existem 1 ď i ă j ď n e k P Zzt0u tais
que

pai ´ ajq log p “ 2πk ou, equivalentemente, 2πk
log p “ ai ´ aj.

Como existem apenas uma quantidade finita de números da forma ai ´ aj com i ă j, e
nenhum deles é 0, existem primos distintos p, q e k1, k2 P Zzt0u tais que

2πk1

log p “ ai ´ aj “
2πk2

log q ùñ k2 log p “ k1 log q ‰ 0.

para algum par i ă j. Em particular, pk2 “ qk1 ‰ 1, uma contradição.

O próximo resultado conclui a demonstração do Teorema 3.4.1.

Proposição 3.4.4. A família dos núcleos de zeta K é linearmente independente.
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Demonstração. Seja tsi,j P C1{2 : 1 ď i ď n, 1 ď j ď miu um conjunto finito indexado
de modo que para todo 1 ď i ď n e 1 ď j ď mi, temos Re psi,jq “ ri, onde ri P p1{2,8q

são tais que ri1 ‰ ri2 se i1 ‰ i2. Denotemos por ai,j a parte imaginária de si,j. Assim,
ai,j1 ‰ ai,j2 sempre que j1 ‰ j2. Para cada 1 ď i ď n, o Lema 3.4.3 aplicado a ai,1, . . . , ai,mi

nos diz que existem apenas uma quantidade finita de primos p para os quais

pai,j1 ´ ai,j2q log p P 2πZ, para algum par 1 ď j1 ă j2 ď mi.

Logo, existem infinitos primos q tais que

pai,j1 ´ ai,j2q log q R 2πZ, @ 1 ď i ď n, 1 ď j1 ă j2 ď mi. (3.11)

Para um primo q com essa propriedade, afirmamos que tκsi,j
: 1 ď i ď n, 1 ď

j ď miu são autovetores de W ˚
q com autovalores distintos. Para ver isso lembre que

W ˚
q κs “ q1´s̄κs por (3.9). Como comentado anteriormente,

ˇ

ˇq1´si,j
ˇ

ˇ “ q1´ri , o que mostra
que os autovalores de κsi1,j1

e κsi2,j2
são distintos quando i1 ‰ i2. Para o caso i1 “ i2 “ i,

observe que
q1´si,j “ ep1´si,jq log q

“ ep1´riq log qeiai,j log q.

Dessa forma, como eiai,j1 log q
“ eiai,j2 log q se e somente se ai,j1 log q´ ai,j2 log q P 2πZ, segue

de (3.11) que os autovalores são distintos também nesse caso. Portanto, K é linearmente
independente.
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APÊNDICE A

Notação de comportamento
assintótico

Nesse apêndice iremos definir e comentar sobre as notações que usamos no
texto para indicar o comportamento assintótico de funções e sequências.

Definição A.0.1. Sejam f, g : X Ñ C funções definidas em um espaço topológico X e
suponha que gpxq ą 0 para todo x P X. Dizemos que:

1. f é da ordem de g em torno de x0 P X, e denotamos por (f “ Opgq quando x Ñ x0),
se existe uma constante C ą 0 e uma vizinhança U de x0 tais que

|fpxq| ď Cgpxq, @ x P U.

2. f “ opgq quando x Ñ x0 se

lim
xÑx0

fpxq

gpxq
“ 0.

3. f „ g quando x Ñ x0 se
lim

xÑx0

fpxq

gpxq
“ 1.

Analogamente, se X “ N ou R, dizemos que:

1’. f “ Opgq quando x Ñ 8 se existem constantes C,M ą 0 tais que

|fpxq| ď Cgpxq, sempre que x ą M.

2’. f “ opgq quando x Ñ 8 se

lim
xÑ8

fpxq

gpxq
“ 0.

3’. f „ g quando x Ñ 8 se
lim
xÑ8

fpxq

gpxq
“ 1.
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Normalmente usamos essa notação omitindo em torno de que ponto estamos
considerando, que está claro pelo contexto. Por exemplo, quando utilizamos essa notação
para sequências, i.e., quando X “ N, sempre estamos nos referindo ao caso n Ñ 8. Além
disso, nesse caso, como existem apenas uma quantidade finita de números naturais ď M ,
é claro que f “ Opgq implica que existe uma constante C 1, possivelmente diferente de C
tal que

|fpnq| ď C 1gpnq @ n P N.

O mesmo vale se X “ Rą0 e f é contínua, por exemplo.

Note ainda que tanto f “ opgq como f „ g implicam f “ Opgq.
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APÊNDICE B

Resultados clássicos

B.1 Espaços Lp

As definições e resultados a seguir podem ser encontrados em (43) e (14).

Definição B.1.1 (Espaços Lp). Sejam pX,A, µq um espaço de medida, 0 ă p ă 8 e

Lp
“

"

f : X Ñ C : f é mensurável e
ż

|f |
p dµ ă 8

*

.

Considere a relação de equivalência f „ g se µptx P X : fpxq ‰ gpxquq “ 0. Definimos
então

Lp
pX,µq “ Lp

{ „“ trf s : f P Lp
u

o conjunto das classes de equivalência de „ que possuem elementos em Lp. Analogamente,
definimos

L8
“ tf : X Ñ C : f é mensurável e existe C ą 0 tal que µptx P X : |fpxq| ą Cuq “ 0u

e L8
pX,µq “ L8

{ „.

Notação. Como usual, tratamos os elementos de Lp
pX,µq como funções, tendo em mente

que a igualdade só vale µ-q.t.p. Além disso, escrevemos somente Lp
pXq, Lp

pµq ou até Lp

quando estiver claro qual é o espaço de medida usado.

Para todo espaço de medida, Lp
pµq é um espaço vetorial. Se 1 ď p ă 8, então

||f ||Lp “

ˆ
ż

|f |
pdµ

˙1{p

define uma norma em Lp
pµq. Caso p “ 8, a norma é dada por

||f ||L8 “ ess sup
xPX

|f | “ inftL P R : µptx P X : |fpxq| ą Luq “ 0u.
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Em ambos os casos acima, a norma definida torna Lp
pµq um espaço de Banach.

Em particular, L2
pµq é um espaço de Hilbert com o produto interno

xf, gyL2 “

ż

fgdµ.

No caso em que o espaço de medida é pT,L,mq, i.e., o círculo unitário com
a medida de Lebesgue normalizada, a teoria é bastante desenvolvida. Em particular, as
funções

en : T Ñ C, enpeiθ
q “ einθ, @ n P Z

formam uma base de Hilbert de L2
pTq. Em particular, cada f P L2 possui uma representação

única da forma
f “

8
ÿ

n“´8

f̂pnqen,

onde f̂pnq “ xf, eny são os coeficientes de Fourier de f , pf̂pnqqnPZ P ℓ2
pZq e a série acima

converge na norma de L2. De fato, o mapa f ÞÑ pf̂pnqq é uma transformação unitária entre
L2

pTq e ℓ2
pZq.

Teorema B.1.2 (Desigualdade de Jensen). Seja pX,µq um espaço de medida tal que µ é
uma medida positiva e µpXq “ 1. Se f P L1

pX,µq é uma função real, a ă fpxq ă b para
todo x P X e φ é uma função convexa em pa, bq, então

φ

ˆ
ż

X

fdµ
˙

ď

ż

X

φ ˝ fdµ.

Veja (14, Teorema 3.3).

Teorema B.1.3 (Teorema da Convergência Monótona). Seja pfnq uma sequência de
funções mensuráveis em pX, tais que

0 ď f1pxq ď ¨ ¨ ¨ ď fnpxq ď . . . , @x P X

e fnpxq Ñ fpxq pontualmente para todo x P X. Então f é mensurável em X e
ż

X

fndµ Ñ

ż

X

fdµ.

B.2 Análise Complexa
As definições e resultados a seguir podem ser encontrados em (41).

Definição B.2.1. Seja U Ă C aberto. Dizemos que f : U Ñ C é holomorfa em U se f é
diferenciável em todo ponto z0 P U , i.e., existe

lim
zÑz0

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
,
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para todo z0 P U . Denotamos por Hol pUq o espaço das funções holomorfas em U .

Se X Ă C não é aberto, dizemos que f é holomorfa em X se existe aberto
U Ą X tal que f P Hol pUq. Semelhantemente, denotamos por Hol pXq o espaço das
funções holomorfas em X.

Se f P Hol pCq, dizemos que f é uma função inteira.

Teorema B.2.2. Seja pfnq Ă Hol pUq uma sequência que converge uniformemente nos
subconjuntos compactos de U . Então, existe f P Hol pUq tal que fn Ñ f uniformemente
em subconjuntos compactos de U .

Teorema B.2.3 (Fórmula Integral de Cauchy). Sejam f P Hol pUq e Γ “ z0 ` rT um
círculo em U tal que o seu interior z0 `rD está contido em U . Então, para todo z P z0 `rD
e n P N,

f pnqpzq “
1

2πi

¿

Γ

fpsq

pz ´ sqn`1 ds.

Teorema B.2.4. Seja f P Hol pUq. Se tz P U : fpzq “ 0u possui ponto de acumulação em
U , então f “ 0.

Teorema B.2.5 (Teorema do Módulo Máximo). Seja f P Hol pUq uma função não
constante. Então

|fpzq| ă sup
wPU

|fpwq| , @ z P U.

Além disso, se U é compacto,

max
zPU

|fpzq| “ max
zPBU

|fpzq| .

Dizemos que um aberto U Ă C é simétrico em relação a reta real se

z P U ðñ z P U.

Teorema B.2.6 (Princípio da reflexão de Schwartz). Seja U Ă C um aberto simétrico em
relação a reta real. Suponha que g P Hol ptz P U : Im pzq ą 0q e h P Hol ptz P U : Im pzq ă 0uq

se estendem continuamente para I “ U X R e

gpxq “ hpxq, @ x P R.

Então a função f : U Ñ C definida por

fpzq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

gpzq, se Im pzq ą 0,

hpzq, se Im pzq ă 0,

gpxq “ hpxq, se x P R

é holomorfa em U .
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B.3 Análise Funcional

Teorema B.3.1. (Teorema de representação de Riesz-Fréchet) Seja H um espaço de
Hilbert. Para todo funcional linear limitado φ : H Ñ C, existe um único x P H tal que

φpyq “ xy, xy , @ y P H.

Além disso, ||y|| “ ||φ||.

Veja, por exemplo, (21, Teorema 5.5).

Definição B.3.2. Seja H um espaço de Hilbert. Um operador T : H Ñ H é dito positivo
se

xTx, xy ě 0, @x P H.

Teorema B.3.3. Seja H um espaço de Hilbert e T : H Ñ H um operador positivo. Então
existe um único operador positivo U : H Ñ H tal que U2

“ T .

Veja, por exemplo, (47, Teorema 23.2).
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