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Resumo

Este trabalho estuda o critério de Béez-Duarte no espaco de Hardy H?, que mostra que
a hip6tese de Riemann é equivalente & densidade de um dado subespaco N de H?. Em
particular, sao estudados resultados parciais nesse contexto, tanto sobre a densidade de
N como o problema dual de ortogonalidade, e consequéncias de tais resultados, bem
como algumas de suas generalizacdes. Para tanto, os conceitos utilizados nesse estudo,
como a teoria dos espacos de Hardy, as classes de Nevanlinna e Smirnov e os espagos de
de Branges-Rovnyak, sao apresentados num capitulo preliminar. Em seguida, é feito o
estudo do artigo (1), que primeiro introduz a versao em H? do critério de Baez-Duarte e
apresenta os primeiros resultados parciais, como a densidade de N no espaco das funcoes
holomorfas no disco unitario Hol (D) e a existéncia de um subespaco denso de H? livre de
fungoes ortogonais a A. Por fim, é estudado parte da pré-publicagao (2), que aprofunda
os resultados do artigo anterior, introduzindo uma nova abordagem para o estudo do
problema de ortogonalidade, estuda o problema de biortogonalidade e relaciona a dimensao
do complemento ortogonal de A/ com uma conjectura folclérica sobre o incumprimento da
hipotese de Riemann. Para essa analise, é feito também o estudo de alguns dos resultados

de (3).

Palavras-chave: Critério de Baez-Duarte. Hipdtese de Riemann. Espaco de Hardy. Espacos

de de Branges-Rovnyak. Anélise funcional. Biortogonalidade. Dual de Cauchy.



Abstract

This work studies the Béez-Duarte criterion in the Hardy space H?, which shows that the
Riemann hypothesis is equivalent to the density of a given linear subspace N of H?. In
particular, parcial results in this context, both concerning the density of A" and the dual
problem of orthogonality, and consequences of such results, as well as some generalizations,
are studied. In order to do so, the concepts used in this study, such as the theory of
Hardy spaces, the Nevanlinna and Smirnov classes and the de Branges-Rovnyak spaces, are
presented in a preliminar chapter. Then, a study of the paper (1), which first introduces the
H? version of this criterion and presents the first parcial results, such as the density of N/
in the space of holomorphic functions in the unit disk Hol (D) and the existence of a dense
subspace of H? free of functions orthogonal to A, is done. In the end, part of the preprint
(2) is studied, which strengthens the results from the previous paper, introducing a new
approach for the study of the orthogonality problem, studies the biorthogonal problem
and relates the dimension of the orthogonal complement of NV with a folklore conjecture
on the failure of the Riemann hypothesis. For this analysis, a study of some of the results

in (3) is also made.

Keywords: Baez-Duarte criterion. Riemann hypothesis. Hardy space. de Branges-Rovnyak

spaces. Functional analysis. Biorthogonality. Cauchy dual.
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O conjunto dos nimeros naturais {0, 1,2,...}.

O conjunto dos nimeros naturais positivos {1,2,...}.

O conjunto dos nimeros reais.

O conjunto dos reais positivos {x € R : x > 0}.

O conjunto dos nimeros complexos.

O disco unitario {z € C: |z| < 1}.

O circulo unitéario {z € C: |z| = 1}.

Parte real do niimero complexo s.

Parte imaginaria do nimero complexo s.

O conjugado complexo do nimero s € C.

O valor absoluto do niimero complexo s.

O semiplano dos niimeros complexos com parte real maior que a.
O espago vetorial sobre o corpo K das fungoes f: X — K.

O espago de Banach das fungoes limitadas f : X — C com a norma do

sup.
O espago vetorial das funcoes continuas f : X — C.

O espago das fungoes holomorfas em U < C.

A integral de linha de f ao longo do caminho fechado ~ orientado no
sentido anti-horario.

O produto interno no espaco de Hilbert H.

A norma do espaco de Banach B.



A° O conjunto complementar de A.

X O fecho (topolégico) do conjunto X.

0X A fronteira do conjunto X.

Bx A Dbola unitaria aberta do espago métrico X (veja pagina 1.5.3).

B(X) O espago dos operadores lineares limitados do espaco de Banach X.
X' O dual topologico do espaco vetorial topolégico X.

X* O dual de Cauchy do espago vetorial topolégico X < Hol (D) (veja

defini¢ao 1.6.1).
| X| A cardinalidade do conjunto X.
Onm Delta de Kronecker (veja pagina 22).

(*(N),*(Z),0* O espaco das sequéncias quadrado-soméveis de niimeros complexos
(veja Definigao 1.1.1).

2 O espaco das sequéncias de niimeros complexos cuja soma ponderada

dos médulos ao quadrado ¢é finita (veja Defini¢ao 1.2.3).
H? H?*(D) O espaco de Hardy-Hilbert no disco (veja Definicio 1.1.2).
H*(T) O espago de Hardy-Hilbert no circulo (veja pagina 28).
H? HP(D) O espago de Hardy no disco (veja Definigao 1.1.9).

LP IP(X),LP(X, ) O espago das classes de equivaléncia de fungoes p-integraveis
por Lebesgue (veja Definigao B.1.1).

I O limite radial da fungao f (veja pagina 28).

span X O conjunto das combinagoes lineares (finitas) de X < V', onde V' é um

espaco vetorial.

S O operador shift em H? (veja Proposicdo 1.1.19).

AP A Espago de Bergman ponderado (veja Defini¢ao 1.2.1).

D Espago de Dirichlet (veja Definigao 1.3.1).

D,, D¢ Espagos de Dirichlet harmonicamente ponderados (veja Definigao 1.3.4).

Plu],P[f] A integral de Poisson de p ou f (veja pagina 44).

N A classe de Nevanlinna (veja Defini¢ao 1.4.1).
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T*

A classe de Smirnov (veja Definigao 1.4.5).

A transformagao adjunta do operador linear (possivelmente descontinuo)

T.

O ntcleo da transformacao linear 7.
A imagem da transformacao linear 7.
O grafico da funcao f.

O dominio da funcao f.

O complemento ortogonal de X < H, onde H é um espago vetorial com

produto interno.

O operador de projecao ortogonal sobre o subespago X de um espago
de Hilbert.

O operador de Toeplitz com simbolo ¢ (veja as Defini¢des 1.5.1 e 1.5.6).
O operador de multiplicagao por g.

O espaco de de Branges-Rovnyak associado a b € By= (veja Defini-
¢ao 1.5.3).

Notagao O-grande (veja apéndice A).

Notagao o-pequeno (veja apéndice A).

Notagao de igualdade assintética (veja apéndice A).

O produto de Dirichlet das fung¢des aritméticas f e g.

O maximo divisor comum entre os nimeros naturais m e n.
O maior inteiro menor ou igual a x.

A parte fracionaria do nimero real x.

A quantidade de primos menores ou iguais a x.

O ramo principal da fungao logaritmo.
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Introducao

Os nuimeros primos sao objetos de extremo interesse para a matematica por
cumprirem um papel anadlogo ao do atomo de Leucipo para os nimeros naturais com respeito
a multiplicacao, i.e., serem elementos indivisiveis que geram todos os demais, conforme o
Teorema Fundamental da Aritmética. Desde a antiguidade classica, ja é conhecido que
exitem infinitos niimeros primos, por uma demonstracio classica de Euclides. Apesar disso,
entender a forma como os niimeros primos se distribuem é ainda um trabalho que elude os

matematicos.

Uma das questoes na qual estamos interessados é entender o comportamento
assintdtico da func¢ao 7(z) que conta a quantidade de nitimeros primos no intervalo [1, z].
Gauss, em 1849, propds em uma carta ao astronomo Hencke (de acordo com (4)) que 7(z)
¢é bem-aproximada pela fungao

1-6 1 T
Li(z) = lim —dt + —dt.
(z) -0+ Jy logt J1+5 logt

Como estamos olhando apenas para o comportamento assintético, é comum

trabalharmos, alternativamente, com a funcgao

J Lt~ L) - Li(2).

logt

Essa observacao feita por Gauss ficou demonstrada com o célebre Teorema dos
nimeros primos (TNP), provado independentemente por Hadamard (5) e de la Vallée

Poussin (6) em 1896. De fato, usando integragao por partes, é facil concluir que

. X x
li(z) - logz © <log2x) ‘

Em particular, li(z) ~ z/log x e assim, segue de uma das famosas formulagoes do TNP,

que m(x) ~ x/logx = 7(x) ~ li(x).

Vale ressaltar que, em ambas as demonstracoes mencionadas do TNP, um passo
fundamental envolve mostrar que a fungao ¢ (lé-se zeta) de Riemann néo se anula na reta

Re (s) = 1. Essa fungao é definida no semiplano C; pela série de Dirichlet

o0
1
)= 2

n=1
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e estendida a uma fun¢dao meromoérfica no plano complexo por continuacao analitica. A
relagao da funcao ¢ com os ntimeros primos era conhecida por Euler, por meio de seu

produto infinito

—S

1
((s) prl;!m et V seCy.
Além disso, o erro da aproximacao assintotica w(z) ~ li(z) depende dos zeros de (. Um
estudo da continuacao analitica da funcao ¢ nos permite concluir que seus zeros podem
ser divididos em dois tipo: os zeros triviais (se s = —2n, n € N*) e os zeros nao triviais (se
0 < Re(s) < 1). Analisando essa func¢ao, Riemann (7) conjecturou que os zeros nao triviais

pertencem todos a reta Re (s) = 1/2. Essa conjectura é o que chamamos de hipétese de
Riemann (HR).

A hipétese de Riemann é um dos grandes problemas em aberto da matematica,
sendo um dos sete problemas do milénio propostos pelo Clay Institute (4). Uma das
consequéncias da HR esté relacionada ao termo de erro da aproximacgao m(x) ~ li(z). De

fato, se a HR for verdadeira conseguimos obter a estimativa para o termo de erro a seguir

m(z) = li(z) + O(v/zlog ).

Nao s6 isso, mas também regioes livres de zeros na faixa critica {s € C: 0 < Re(s) < 1/2}

nos dao boas estimativas para esse termo de erro.

Na década de 1950, Nyman (8) e Beurling (9) provaram que a HR é equivalente

a um problema em espacgos de Banach.

Teorema 0.0.1. Para cada 0 < A < 1, seja fr:(0,1) — C a func¢io dada por

- (543

onde {x} denota a parte fraciondria de x. Entdo, para cada 1 < p < o0, o semiplano
Cijp = {s€ C:Re(s) > 1/p} € livre de zeros de ( se, e somente se, span{fy : 0 < A < 1}

¢ denso em LP(0,1). Isso ocorre se, e somente se, 1 € span{f, : 0 <\ < 1}.

Esse resultado fornece uma abordagem que permite utilizar ferramentas de
analise funcional e teoria de operadores para estudar a HR, um problema cujas principais
abordagens convencionais envolvem teoria dos niimeros e analise complexa. Chamamos a
abordagem de estudar a HR por meio de densidade e aproximacao em espacos vetoriais
topoldgicos e os resultados parciais nesses contextos de teoria de Nyman-Beurling por
conta desse teorema. Em 2003, Béez-Duarte (10) provou uma versao forte desse resultado

Nno caso p = 2, que enunciamos a seguir.

Teorema 0.0.2. Para todo k € N*, seja si : (0,1) — C a fung¢do dada por
1
k

o=}
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Entdo, a hipotese de Riemann € equivalente a funcdo constante 1 pertencer ao fecho em
L*(0,1) de span{sy, : k € N*}.

Em particular, como L*(0, 1) é um espaco de Hilbert separével, ¢ unitariamente
equivalente a qualquer espacgo de Hilbert separavel. Logo, em todo espaco desse tipo existe
um problema sobre aproximagao com uma familia enumeravel de vetores equivalente a
HR. Nesse texto, estudamos a versio desse Teorema no espaco de Hardy-Hilbert H*
introduzida por Noor (1) e resultados parciais nesse contexto, apresentados em (1, 2). A
vantagem em estudar a versdo do critério de Baez-Duarte em H? é que podemos fazer uso
da extensa teoria e ferramentas desenvolvidas para os espagos de Hardy, que relacionam

analise funcional, teoria de operadores e analise complexa.

O texto é dividido em 3 capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo, entitu-
lado Preliminares, sao apresentados os conceitos e resultados necessarios para compreensao
de todo o texto. Comecamos definindo o espago de Hardy e desenvolvendo parte de sua
teoria, além de apresentar outros espacgos vetoriais topologicos de fungoes holomorfas no
disco utilizados no artigo (1) e na pré-publicacio (2). E também apresentado o conceito
de dualidade de Cauchy para esses espagos, que cumpre um papel fundamental na pré-
publicacdo (2). Ainda nesse capitulo, discutimos o conceito de biortogonalidade e sua
relagdo com completude de sequéncias, o que motiva um dos resultados de (2). Por fim,
discutimos alguns conceitos e resultados em teoria analitica dos niimeros, usados em ambos
os textos citados, e apresentamos com maior detalhe a fun¢ao ¢ de Riemann, a hipdtese

de Riemann e os critérios de Nyman e Beurling e Baez-Duarte.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo do artigo (1), sendo as quatros segoes
desse capitulo referentes as se¢oes 2 a 5 do artigo. No terceiro capitulo estudamos parte
da pré-publicacao (2), omitindo parte dos resultados da se¢ao 2 desse texto. Por fim, no
apéndice definimos e discutimos brevemente as notac¢ées de comportamente assintotico,

como f = 0(g) e f ~ g, utilizadas extensivamente ao longo do texto.

Esse texto é escrito tendo em mente que o leitor tem um conhecimento relativo
a um curso de algebra linear de graduacao, um curso de analise real relativamente completo,
um curso de analise complexa, um curso basico de analise funcional e um curso introdutoério
de teoria dos numeros (conhega, por exemplo, o Teorema de Bézout). Compilamos no

Apéndice B os resultados classicos que nao sao discutidos, mas sdo usados no texto.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos utilizados nos capitulos 2

e 3. Assecoes 1.1 a 1.3 e 1.5 apresentam diferentes espacos de Hilbert de fungdes holomorfas,
2

(o %}

a saber, o espaco de Hardy no disco H*(ID), os espacos de Bergman ponderados mcA
em especial o espaco A7, os espacos de Dirichlet harmonicamente ponderados D, e os
espagos de de Branges-Rovnyak H(b), enquanto a segao 1.4 apresenta dois espagos vetoriais
topoldgicos de funcoes holomorfas, a classe de Nevanlinna N e de Smirnov N, que estdo
relacionados aos espagos apresentados nas se¢oes 1.1 e 1.5. Na secao 1.6 apresentamos uma
nocao de dualidade especifica para espagos de fungoes holomorfas. Na secao 1.7 definimos
o conceito de biortogonalidade em espacos de Hilbert e o relacionamos com minimalidade
e completude. Na secao 1.8 introduzimos e discutimos algumas defini¢des e resultados
de teoria analitica dos niimeros. Por fim, na secao 1.9 definimos a famosa funcao (¢ de
Riemann, enunciamos a célebre hipotese de Riemann (HR) e dois critérios em espagos de

Hilbert para HR.

As secoes 1.1 a 1.5, 1.9 e as subsegoes 1.8.2 e 1.8.3 apresentam os conceitos
que serao usados no capitulo 2. As segoes 1.1, 1.3 a 1.7 e a subsecao 1.8.1 contém as

preliminares para o capitulo 3.

1.1 O Espaco de Hardy-Hilbert no Disco

A forma como iremos definir o espaco de Hardy destaca a relagao natural entre

esse espaco e £*(N). Portanto, vamos primeiro definir #*(N).

Definicao 1.1.1. Seja
a0
(N) = {(an>n€N cC: ) anl* < oo} ,
n=0

i.e., o conjunto das sequéncias de niimeros complexos que sio quadrado-soméaveis. £%(N)

é um espago vetorial com a soma e multiplicacdo por escalar usuais (coordenada a
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coordenada). Além disso, ¢*(N) é um espaco de Hilbert com o produto interno

0

<(an)n€N’ (bn neN>Z2 Z

De forma andloga, podemos definir ¢*(N*) e

Quando estiver claro pelo contexto qual é o conjunto de indices, iremos simplificar a
notacao, denotando por /2 e as sequéncias (ay,)per por (an), onde I = N,N* ou Z. Na
secao 1.2, definimos uma generalizacao para esses espacos, porém nos restringimos ao caso
I =N.

De acordo com (11), podemos definir o espago de Hardy no disco como segue.

Definigao 1.1.2 (Espago de Hardy-Hilbert). O espago de Hardy-Hilbert no disco, denotado
por H*(D), é o conjunto das funcdes holomorfas na origem com coeficientes de Taylor

quadrado-somaveis, i.e.,

{feHol Zan (a,) = Ce Z\an|2<oo}

n=0

Por simplicidade, por vezes denotamos esse espaco por H? ao invés de H*(D). O espaco

de Hardy é um espaco de Hilbert com o produto interno

<f7 g>H2 = Z anzna Z b, 2" Z an n ( )>£2 .
n=0 n=0

H?

Notacao. Como ¢ usual, quando o espago estiver subentendido, o omitimos na notagao

de produto interno.

0¢]
Uma simples computacdo mostra que o mapa (ay,) € £* — Z a,z" € H* é uma

n=0
transformacdo unitaria, i.e. linear isométrica e sobrejetiva. Em particular, H? é um espaco
de Hilbert separavel de dimensao infinita em que {z" : n € N} é uma base ortonormal.
Além disso, apesar da definicao s6 pedir que as funcoes de H? sejam holomorfas na origem,

é facil verificar que temos uma condi¢ao ainda mais forte.

Proposiciao 1.1.3. Toda fun¢io que pertence ao espaco de Hardy H* é holomorfa no
disco unitdrio D, i.e., H*> < Hol (D).

Demonstragdo. Veja (11, Teorema 1.1.2) ou observe que, se (a,) € £*, entdo a, = O(1)
0

1/ <1, logo o raio de convergéncia de Z a,z" é maior ou
n=0

igual a 1. [

(veja Apéndice A) e limsup |a,|
n—a0
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Vale ressaltar que essa inclusao é estrita. De fato, o exemplo a seguir sera

relevante no futuro (veja Teorema 3.1.7).

1
Ezemplo 1.1.4. A funcao f(z) = T pertence a Hol (D)\H?. De fato, como 0
—z —z
e¢]

Z 2", a sequéncia dos coeficientes da série de Taylor de f nao é quadrado-somavel.

n=0

O espago de Hardy-Hilbert ¢ um exemplo de um espago de Hilbert com ntcleos

de reproducao, que definimos a seguir.

Definicao 1.1.5. Seja H um espago de Hilbert complexo e X um conjunto tal que H é
um subespaco vetorial de

FXC) ={f: X = C},

onde a soma e produto por escalar em F(X;C) sdo os usuais (coordenada a coordenada).
Dizemos que H ¢é um espaco de Hilbert com niicleos de reproducao se para todo = € X,

existe k, € H tal que
f@)={fiks), V[feH.

Nesse caso, dizemos que k, é um ntucleo de reproducao para x em H.

Note que, pelo Teorema de representacao de Riesz, isso é equivalente as fungoes
de avaliagao f € H — f(x) € C serem continuas para todo x € X. Indicamos (12) como

uma referéncia para o estudo desses espacos.

A Proposicdo 1.1.3 nos mostra, em particular, que H? é subespaco vetorial
de F(D; C). O resultado a seguir mostra que H? ¢ um espaco de Hilbert com ntcleos de

reproducao e fornece uma expressao para as funcgoes k..

Proposicao 1.1.6. Para cada z € D, a funcgdo

_ 1
1—7%2

0
k. (z) = Z Zo" 2"
n=0

¢ um niicleo de reprodugio para zy em H*. Além disso, ||k |2 = (1 — |20/*) V2.

Demonstracao. Note que

0 0 1
Z |70n‘2 _ Z |ZO|2n _ ﬁ < o,
n=0 n=0 - |ZO|

para todo zy € . Logo, k., € H* e

1 2\-1/2
Kol g2 = «/1_7%’2 = (1 —2[") "%
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e}
Além disso, se f = Z a,z" € H?,

n=0

<f> kz0> = Z anﬁ = Z anzg = f(z[))
n=0 n=0
]

Um importante coroldrio desse resultado relaciona as topologias de H? e Hol (D).
Aqui, consideramos em Hol (D) a topologia compacto-aberto, que é a sua topologia usual.
Essa topologia é metrizavel, logo pode ser caracterizada pelo fato de uma sequéncia
convergir nessa topologia se, e somente se, converge uniformemente em subconjuntos

compactos de D.

Corolario 1.1.7. Seja (f,)new = H? tal que f,, — f em H?. Entdo, f, — f uniformemente
em subconjuntos compactos de D. Ou seja, a topologia de H* € mais fina que a topologia

compacto-aberto (i.e., a topologia de H* como subespago de Hol (D)).

Demonstracao. Para cada z € D, temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

[fn2) = fR)] = [{fu = Frk) | <[ fn = fIHIE:] - (1.1)

Seja K < D um compacto. Como z — [|k,|| é continua em D pela Proposicao 1.1.6, segue
que existe
M := max||k.|| < .
zeK
Logo,
[fu(2) = f(2)] < M || fn = [l
para todo z € K. Disso segue a primeira afirmacao. A afirmacgdo sobre as topologias segue

do fato de a topologia de H? ser métrica e a convergéncia uniforme em compactos coincidir

com a convergéncia na topologia compacto-aberto. O]

O teorema a seguir fornece uma outra caracterizacio das funcoes de H.

Teorema 1.1.8. Seja f € Hol (D). Entdo f € H* se e s6 se

1 21

0y |2
sup — re df < o
O<7"El 2m 0 }f( )‘

€ nesse caso,

1 27 1D 1/2
HfHHz=(Sup F(re?)| de) . (1.2)

O<r<1 27 0
Além disso, a fungdo My : (0,1) — R dada por

M) = o | Ifre?) P as

:%0

¢ crescente. Em particular, se f € H?, ||f|[32 = 1117{1 Mg(r).
r—1—
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Demonstracio. O Teorema segue da férmula

1

2 ), ‘ re ‘d9—2|an|2 . VOo<r<l, (1.3)

onde
o0
= Z anz" (1.4)
n=0

é a expansao de f € Hol (D) em série de poténcias. Vamos, entao, primeiro verificar (1.3).

Sejam f € Hol (D) com a série de poténcias dada por (1.4) ¢ 0 < r < 1. Temos que

e = e e - ( St ) (5 arne)

n=0 m=0

o o
:ZZ a,a@ n+mzn m)é Vo € R.

Essa série converge absoluta e uniformemente em relagao a 6. De fato,

n+mez(n—m)€ ‘ _

‘anﬂr |an| 7™ |am| r™,

e a série (1.4) converge absolutamente se r = [|z| < 1 (pois f € Hol (D)). A convergéncia

uniforme segue do teste M de Weierstrass. Assim,
1 B L "
-, n+m_— i(n—m
% ‘ re }d@—gg nGmT L e do

e obtemos (1.3), pois

1 (. 1, se n =m,
— | P49 =4, =
2 0, se n # m.

Com isso, se f € H?, temos que Z |an|? 72" < ||f|[5> para todo 0 < r < 1,
n=0
logo
1 2 12 )
sup o— {f(?”e )| d0 < [[ £l < 0.
O<r<1 2T

Reciprocamente, suponha que f € Hol (D) \H?. Entdo, dado M > 0, existem N € N tal

N
que Z \otn|2 >2M e 0 <r <1 tal que r* > 1/2. Logo,

1 27 o2 N ) 1 27 o
— re)|” df = ap|"rm =M = sup — re®)|"df = o
5 ), WO 0> 3 sw o |17

Dessa forma, concluimos que

= {feHol(]D): sup 1 2W‘f(7“ei9)‘2d0<oo},
0

O<r<1 27
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como queriamos.

Podemos refinar o argumento anterior para mostrar (1.2). Note que a igualdade

é trivial no caso f = 0. Tomemos, entdo, f € H*\{0}. Dado € > 0, tome N € N tal que
N

Z\an|2>|\f\|?{2—§e0<r<1ta1quer2N>1—;2.Logo,
n=0 2 211 £l
1 27!" ’ N 2N
1 a5 Y ol > (1= 52 ) (1916 = 5)
2m Jo " Z 2ufHH2 !
e €
> ||f HH2_§ §=HfHH2—8

Portanto, se f € H?, obtemos

1 21

sup — | |fre®)| a0 = [

0<r<1 2T 0

como querfamos. Por fim, (1.3) implica diretamente que My é crescente. ]

Observagao 1.1. A equagao (1.3) pode também ser obtida pela aplicagdo da Identidade de
Parseval & funcao ¢ — f(re®), que pertence a L*(T) (veja a Definicao B.1.1).

Note que o Teorema 1.1.8 nos d& também uma nova maneira de definir o

produto interno em H?. De fato, segue da identidade de polarizacio que, dados f, g e H?,
2 2 , 2 . 2
A e = I + 9l = I = gl + 2117 + igllie — [ —igllye

- lim 5 f (1 + g (re®) — [ — gI* (re’®) + i |f +igl* (re™®) — i |f — ig[* (re™®)] a6

r—1- ) .
:47”1—1}{1*% ) f(re®)g(rei®)do.
Assim,
1 21
s = i oo | Freglreman. (15

0
Alternativamente, podemos adaptar a demonstragdo do Teorema 1.1.8 para obter (1.5).

Como comentado anteriormente, com o Teorema 1.1.8 temos uma nova maneira
de definir o espaco de Hardy. De fato, esse teorema é um caso particular do Teorema de
convexidade de Hardy (cf. (13, Teorema 1.5)), que originalmente motivou a defini¢ao dos

espacos de Hardy H? para 0 < p < oo

Definigao 1.1.9 (Espagos de Hardy). Seja 0 < p < o0. O espago de Hardy H? é o conjunto
27

HP = {f € Hol (D) : sup L | f(re)[Pdl < oo}.

0<r<1 2T 0
Sel<p<we fe HP, definimos também a norma

1 (2" ‘ 1/p
£l = (50, 5 [ Irtreypas)

O<r<1 0
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Além disso, no caso p = o a norma é dada por

i = L f e ol ) supl ()] <

zeD

e, para f € H”,
1 f 1 g = sup | f(2)].
zeD

Note que ||f]|;» pode ser reescrita como o supremo das normas em L” (veja
Defini¢ao B.1.1) de fungdes relacionadas a f. De fato, dados f € Hol(D) e 0 < r < 1,

denotemos por f,. : T — C a fungdo dada por
. . (D . w
fr(€?) = f(re?) = Z anre™, onde flz) = Z anz". (1.6)
n=0 n=0

Como f € Hol (D), entéo f, é continua em T, logo limitada, portanto f,. € LP(T) para todo

1 < p < o0. Com essa notagao, temos, para 1 < p < o,

1 o ‘ 1/p
111 = <sup 1 |f(r€’9)|”d9)

0<r<1 27 0

. 1 o ‘ 1/p
9 sup ( [ |f(7“e“’)|”d9) — swp (£l
O<r<l

0<r<1 \ 27 0

—
=

onde a igualdade () segue do fato de x — x'/P ser crescente e continua em z > 0 sempre

que p > 0.
Notagao. Para toda f € Hol (D), denotaremos por f, a funcao definida em (1.6).
Nao é imediato da definicao que ||-||;, sao de fato normas. Verificamos isso a
seguir.
Proposicao 1.1.10. Os espagos de Hardy H? sdo espagos de Banach se 1 < p < o0.

Demonstracio. Para o caso p = o0, observe que H* é um subespaco vetorial do espaco de

Banach B(D) das fungoes f : D — C limitadas com a norma
11l = suplf(2)]-
zeD

Note que a norma de H* é exatamente a norma herdada de B(ID) e H* é um subespago
fechado para a topologia induzida por essa norma, pois limite uniforme de fungoes
holomorfas é também uma funcao holomorfa (veja Teorema B.2.2). Isso mostra que

H® é um espaco de Banach.

Para o caso 1 < p < o0, vamos primeiro verificar que ||-|| 5, é uma norma. A

unica propriedade na definicdo de norma cuja verificacdo nao é imediata nesse caso é a
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desigualdade triangular. Considere, entao, f,g € H?. Pela desigualdade de Minkowski,

para cada 0 < r < 1 temos

N+ 9)elle = Ifr + el < [ Folle + Mlgnlle < sup | felle + sup [lgp]]ps -
O<r<1 O<r<1

Como isso vale para todo 0 < r < 1, segue que
L+ 9llge = sap [I(f + 9)ellpe < sup [Ifille + sup [gellpe = [[f1lge + 9]0 -
O<r<1 O<r<1 O<r<1

O que mostra que |||z, é uma norma.

Por fim, precisamos verificar que H? é um espago métrico completo para a
distancia induzida por essa norma. Para isso, fixe 1 < p < o0 e considere uma sequéncia de
Cauchy (f,) € H?. Vamos primeiro mostrar que (f,,) é uniformemente de Cauchy sobre
subconjuntos compactos de D, i.e., para cada K < D compacto e € > 0, existe N € N tal
que

n,m< N = sup|fu(z) — f(2)] <e.
zeK
Isso mostrard que (f,) converge localmente uniformemente para uma fungao f € Hol (D).

Considere, entao, K < D compacto. Sejam
r=max|z| <1
zeK

e R tal que r < R < 1. Para cada z € K e n,m € N, aplicamos a férmula integral de
Cauchy (veja Teorema B.2.3) para f, — f,, em z, integrando ao longo de RT, o circulo de

raio R centrado em 0, e obtemos

L L fals) = fnls) [ R [PT fa(Re®) = fm(Re®)
fa(2) = fm(2) = i Tds ~or . Reif — 5
RT

e?de.

Note que f,(Re®) — fn(Re®) = (fu — fm)r(e®). Além disso, como |z| < r < R, temos a
-z

cota inferior para o denominador ‘Rew ’ > R — r. Com isso, obtemos

27 _ 0
27 J, |Re?? — 2| R —

[fn(2) = fm(2)]

N

T||Lﬁz_'fm)RHL1'

Aplicando a desigualdade de Holder para (f,, — fi)r € L* e a fungdo constante 1 € L™ < L9,
onde ¢ + " = 1, temos que [[(fu — fu)gllss < |(fu — Fur)l - Logo.

(R =7)fa(2) = fm(2)| < RI[(fa = fn)gll e < [|(fa = fn) gl o < ([0 = Finllgo -

Portanto (f,,) é uniformemente de Cauchy em K, pois (f,,) é Cauchy em H?. Como K c D

era um compacto qualquer, segue que (f,,) é localmente uniformemente de Cauchy.

Seja, entao, f € Hol (D) o limite localmente uniforme de (f,,). Vamos mostrar
que f, — f na norma de H?, o que também implica que f € H?. Com isso, teremos

provado que H? é um espago de Banach.
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€
Dado € > 0, tome N € N tal que ||f, — fi||g» < = sempre que n,m < N. Tal
N existe pois (f,) é uma sequéncia de Cauchy na norma de H”. Além disso, para cada

0 <r <1, existe m > N tal que

1 = Fdlle = sup [£(2) = Fin(2)] < 5,

|2|=r

pois (f,) converge uniformemente para f no compacto {z € D : |z| = r} < D. Assim, para

todo n = N, temos

N = Fadelle < O = fodelle + 11(Fn = fo)ello < UCF = fadell oo + 11fn = fnll e < &

Como isso vale para todo 0 < r < 1, obtemos

||f_fn||Hp = Ssup ||(f_fn)T||LP <57 VTLZ N7
O<r<1

como queriamos. O

A demonstragao acima é baseada nos itens (b) e (c¢) da Observacao 17.8 de

(14). Uma outra demonstracao desse resultado pode ser encontrada na se¢ao 3.2 de (13).

E possivel também definir

1 27 4 1/p
e = (sup — \f(re”)ypde) .

O<r<1 27 0

para f € HP, onde 0 < p < 1. Nesse caso, ||-||;» ndo é uma norma, pois nao satisfaz a

desigualdade triangular. Contudo, é um exercicio simples verificar que

2

1 .
dus(f,9) = If —gll5p = sup — | |f(re®)Pdo, ¥V f,ge H?

0O<r<1 27 0

define uma distancia em H? para 0 < p < 1. De fato, é possivel mostrar que H?, 0 < p < 1,
é um espago métrico completo para essa distdncia (veja (13, segao 3.2)). Como, além disso,
dy» é invariante por translagao, i.e., dg»(f + h, g+ h) = dg»(f, g) para todos f,g,h € H?,

dizemos que H? é um F-espaco.

A teoria dos espagos de Hardy H” é bastante rica e tem em (13, 15) excelentes
exposicoes. Nesse trabalho, iremos nos restringir ao estudo de parte da teoria de H? e,
para tanto, estudar também H®. E claro da definicao acima que H® c H?. Vale ressaltar
que muitos dos resultados a serem mostrados para H? possuem uma versao geral para os

demais H”, porém com demonstracoes diferentes, em geral.

Comparando a defini¢ao anterior dos espacos H” com a defini¢ao 1.1.2, é natural
questionar se a mesma caracterizacao vale para os coeficientes de Taylor de fung¢oes em
HP. O Teorema 6.1 de (13) responde essa pergunta, mostrando que, em geral, é falso que

o conjunto das séries de poténcias cujos coeficientes formam uma sequéncia em /*; com
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algum 0 < p < o é igual ao espaco de Hardy H”. Mais precisamente, esse teorema mostra
que se f € H? com 1 < p < 2, entao seus coeficientes de Taylor formam uma sequéncia em
¢9, onde ¢ ' + p~! = 1. Reciprocamente, se (a,)nen € ¥ com 1 < p < 2, entdo a série de
a0
poténcias Z a,2" pertence a HY, onde ¢t +p ! = 1.
n=0
Vamos agora apresentar uma terceira maneira de enxergar o espago H 2, desta

vez como subespaco de L*(T).

Note que, em H?, {z — 2" : n € N} é uma base de Hilbert e, como N c Z,

existe uma forma simples de mapear isometricamente funcoes de H? a funcoes de L*:

f(z) = i apn2" € H? — f*() = i ane™ e L2 (1.7)
n=0

n=0

Mais precisamente, o mapa acima é uma transformacdo unitéria entre H?(ID) e o subespaco
fechado de L? formado pelas funcées f tais que f (n) = 0 para todo n < 0. Isso motiva a

seguinte defini¢ao.

Definigao 1.1.11. O espago de Hardy no circulo é o conjunto
H*(T) := {f e L¥(T) : f(n) = (f,en) =0, ¥ n <0}
com a estrutura de espago vetorial e o produto interno herdados de LZ(T).

Com essa notagao, temos que o mapa dado por (1.7) é um isomorfismo isométrico
de H*(D) para H*(T). Esse isomorfismo é bastante importante no estudo dos espacos
de Hardy e satisfaz algumas propriedades bastante interessantes. Antes de enuncia-las, é

necessario definir o nicleo de Poisson.
O ntucleo de Poisson é dado, para cada 0 <r <1e 6 eR, por
w .
P.(0) = Z rirlem?, (1.8)
n=—0o0

Como usamos muitas vezes essa fungao na forma P,.(f — t) para definir uma fungao de

z = re | iremos nesse caso denota-la por P(z,e), i.e., P(re?, e") = P.(§ —t). Note que
% w0 it it
Z rinlem@= — Re [ 1+ 2 Z(Tew)”e_mt —Re(1+2-"% ) =Re(S R :
] 1—ze ¥ et —z
n=—a n=

Por outro lado,

it 1+ 2iIm (ze™) — |z|* . 1— |z 172
61 tz _ 1+2 m (ze A)2 2| . Pz e') = ]z| o r .
et — z |1 — ze—it| 11— ze~| 1 —2rcos(d —t) + r?
1— 2
Logo, P,(0) -

T 1—2rcosf + 12
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Teorema 1.1.12. Seja f € H*(D) e denote por f, e f* as funces definidas em (1.6) e

(1.7), respectivamente. Entao,

Lt [1f* = il = 0;
2. lir?_ f(re®) = f*(e") para m-q.t.p. 6.

3. (Férmula Integral de Poisson)

foey = - [ p ey po - nas,

T or 0
onde P.(0) é o nicleo de Poisson.

Observagao 1.2. Segue do item (1) do Teorema anterior que

1752 = Hm [ foll 2 = (1]
r—1

Isso também vale para os demais espacos H?, 0 < p < o0. O caso p = o sera tratado no
Corolario 1.1.14. Para os casos 0 < p < 0, veja, por exemplo, (13, Teorema 2.6) ou (14,
Teorema 17.11).

O item 1 do teorema anterior nos diz que f* é o limite em L? das restricdes f,
de f sobre os circulos rT. O item 2 diz que f* é q.t.p. o limite radial de f. Omitiremos
as demontragoes desses resultados, que podem ser encontradas em (11, Teorema 1.1.10,
Corolario 1.1.28 e Teorema 1.1.21). Vale ressaltar que a demonstracao do item 2 do teorema
anterior é bastante extensa, sendo um corolario do Teorema de Fatou (11, Teorema 1.1.26).
Ademais, esse item é apenas um caso particular de um resultado maior. De fato, f* é q.t.p.
o limite nao-tangencial de f (veja (14, Pardgrafo 11.21)). Uma versao do Teorema 1.1.12

para os demais H?, 0 < p < oo é apresentada no Teorema 17.11 de (14).

Uma aplicacao imediata do item & do Teorema 1.1.12 nos permite calcular a

integral do niicleo de Poisson.

Corolario 1.1.13. Para todo 0 <r <1 eteR, temos que

1 2
— | Po- ~ 1.
27rf0 (0 — 1) b

Demonstracao. Basta aplicar o item & do Teorema 1.1.12 para a funcao constante 1 €
H?. O

Devido as propriedades do isomorfismo definido em (1.7), iremos usa-lo para
identificar H?(D) e H*(T), denotando ambos por H?, muitas vezes escrevendo f*(e*) como
f(¢”) sem maior ressalva. Pelo mesmo motivo, iremos por vezes chamar os coeficientes de

Taylor de uma funcio f € H? de coeficientes de Fourier e denota-los por f (n).
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O Teorema 1.1.12 nos fornece também uma nova maneira de caracterizar as
fungoes de H*(ID).

Corolario 1.1.14. Uma fungio f € H*(D) estd em H*(D) se e somente se seu limite

radial f* pertence a L*(T). Nesse caso, ||f||g = ||/ -
Demonstragio. Seja f € H* (D). Segue do item 2 do Teorema 1.1.12 que
()] = Tim [f(re)] < |If]|

para m-q.t.p. 0 € [0, 27]. Logo, f* € L e ||f*||; < ||f||;»- Reciprocamente, se f € H*(D)
e f*e L*(T), o item & do Teorema 1.1.12 nos da que

e = 52| [ terpc0 - 0]

Como P,(f) > 0 para todo 0 < r <1 e 0 <6 < 27, obtemos, pelo Corolario 1.1.13,

S 1l [
"< =— *(e)| P.(0 —t)do < wa P.(0—t)do
e < 5= | 1P P —nae < Tl | R o)
:Hf*||L<>o
Logo, f & H*(D) ¢ ||fllyr < 1] 0

Note que a hipétese f € H*(ID) no corolério anterior é bastante natural, uma

vez que H*(D) ¢ H*(D). Isso motiva a seguinte definicdo.
Defini¢ao 1.1.15. O espago H*(T) é o conjunto

H*(T) = H*(T) n L*(T).

1.1.1 Teorema de Beurling e a fatoracdo canodnica

Apéds a apresentacao do espago de Hardy no disco nas trés formas com as quais
trabalharemos, vamos apresentar nessa subsecao uma importante aplicacao do espago de

Hardy, o Teorema de Beurling, e, a partir disso, construir a fatoragao candnica de funcoes

de H?.

O Teorema de Beurling classifica os subespacos invariantes do shift unilateral.

Portanto, vamos primeiro definir os conceitos necessarios para enunciar o teorema.

Definicao 1.1.16. Sejam V' um espaco vetorial topologico e T': V' — V um operador

linear continuo.

(i) Chamamos de subespago invariante por 1" (ou T-invariante) os subsespagos fechados
U c V tais que
TU c U.
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(ii) Dado um vetor v € V', chamamos de o subespago T-invariante gerado por v o menor

subespago invariante que contém v. Este subespacgo coincide com

span{1™v : n € N}.

(iii) Dizemos que um vetor v é ciclico para T' (ou T-ciclico) se o subespago T-invariante

gerado por v é o espaco todo V. Ou seja,

span{1"v:neN} =V.

Um simples e importante operador no espago de sequéncias ¢ o chamado shift

unilateral, que definimos a seguir para o espaco 2.

Definigdo 1.1.17 (Shift Unilateral). Chamamos de shift unilateral em ¢* o operador
U : (> - ¢? definido por
U(CL(),CLI,...) = (O,ag,al,...),

para toda sequéncia (a,)nen € 2.

Um célculo direto mostra que U é linear, isométrico e sua adjunta U* é dada
por

U*<a0,a1,...) = (al,ag,...).

Uma questao natural nesse contexto é como caracterizar os subespacos de (2
invariantes pelo shift. Isso é extremamente dificil puramente em termos de sequéncias.
Porém, ao estudar o operador unitariamente equivalente ao shift no espaco de Hardy H?,

isso se torna factivel.

Proposicao 1.1.18. O operador S : H> — H? dado por
Sf(z) = 2f(z), ¥ fe R
¢ unitariamente equivalente a U, o shift unilateral em (2.

Demonstragio. Seja T : £*> — H? o mapa unitério dado por

0
T((an)) = Y. an2™
n=0
Dada uma sequéncia (a,) € £, temos que

TU((an)) = T(0,a9,ay,...) = Z a2t =z Z a,z" = ST((an)).

n=0
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A proposi¢ao anterior motiva a seguinte defini¢ao.

Definigdo 1.1.19 (Shift em H?). O shift em H? é o operador S : H*> — H? dado por

Sf(z) =zf(z), Y fe H?

Como U e S sao unitariamente equivalentes, quando nao houver confusao

iremos denotar ambos por S.

A caracterizacao dada pelo Teorema de Beurling depende de uma classe de

funcoes em H2

Definigao 1.1.20 (Fungao Interior). Uma fungdo f € H™ é dita interior se | I (eia)’ =1
q.t.p. em T.

Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.1.21 (Teorema de Beurling). Todo subespaco de H? invariante pelo shift e
diferente de {0} é da forma @H?, onde @ é uma fungio interior. Além disso, ¢H?* = 1) H?

se e somente se existe A € T tal que ¢ = \ib.

Uma demonstracao do Teorema 1.1.21 estd feita em (11, Corolario 2.2.12 e
Teorema 2.2.8). Esse importante teorema nos leva naturalmente a fatoragdo canonica das

funcoes de H?.

Corolario 1.1.22. Se f € H*\{0}, entdo existem uma fun¢do interior ¢ e uma fungdo
S-ciclica F tais que f = pF. Essa fatoracao € unica a menos de um fator constante

unimodular.

Demonstragdo. Dado f € H*\{0}, temos que span{S™f : n € N} é um subespaco shift-
invariante e diferente de {0}, portanto, existe uma fungao interior ¢ tal que span{S"f :

n e N} = pH?. Em particular, existe F' € H? tal que f = @F.

Vamos mostrar que F' é S-ciclico. Claramente F' nao ¢é a funcao identicamente

nula. Portanto, span{S™F : n € N} = ¢»H? para alguma funcao interior . Note que

S"f(z) = 5M(0F)(2) = 2"p(2) F(2) = ¢(2)(S"F)(2).

Observe também que o mapa f — ¢f é continuo em H?, pois ¢ € H*. De fato, pelo

Teorema 1.1.8 temos que
27

1 - 012

2 7 7 2 2

||<Pf||H2 = Ssup o ‘So(r@ e)f(re 9)‘ df < ||90||H00 HfHH2 .
O<r<1 &7 Jg

Assim, oH? = span{S"f : n € N} = yspan{S"F : n € N} = @y H?. Segue do Teo-

rema 1.1.21 que existe uma constante unimodular A\ € T tal que ¢ = Ap, portanto
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¥(z) = A sempre que p(z) # 0). Como esse conjunto é denso em D, pois ¢ € Hol (D) \{0},
segue que ¢ = A é uma constante unimodular e assim span{S™F : ne N} = H? ie., F ¢

S-ciclico.

Por fim, note que se f = @ﬁ é outra fatoracao de f, entao span{S"f :ne N} =
$H? e $ = \p para algum X € T pelo Teorema 1.1.21, consequentemente F =\F. O]

O resultado anterior motiva a seguinte definigao.

Definigdo 1.1.23 (Fungio Exterior de H?). Uma funcdo F € H? é dita exterior se
span{S"F :ne N} = H? ie., se F é S-ciclica.

E ficil ver que uma funcdo exterior ndo se anula no disco unitério, pois
F(z) =0 = S"F(29) = 0 para todo n € N, assim toda fungao no subespago invariante
gerado por F se anularia em zo e, por exemplo, 1 € H? nio se anula em nenhum ponto do
disco. Por conta disso, os zeros de uma funcao f € H? coincidem com os zeros da funcao
interior na sua fatoragao. Essa observacao motiva a busca de uma maneira de fatorar a
funcao interior em um fator gerado exclusivamente pelos zeros e um fator interior livre de

Zeros.

Para tanto, é necessario primeiro estudar o conjunto de zeros de uma funcao

de H?, que definimos a seguir.

Definicao 1.1.24. Sejam X um conjunto e Z < F(X;C) uma classe de fungoes de X a

C. Dizemos que A ¢ X é um conjunto de zeros para a classe Z se existe f € Z tal que
A={re X : f(x) =0}

Ezxemplo 1.1.25. Seja X = C e Z = Hol (C) < F(C;C) a classe das funcoes inteiras. Entao
A < C é um conjunto de zeros de Hol (C) se, e somente se, A = C ou A ndo possui ponto
de acumulagao. De fato, é um resultado classico de analise complexa (veja, por exemplo,
(14, Teorema 10.18)) que se A < C é um conjunto de zeros de Hol (C), entdo A = C ou A
nao possui ponto de acumulacao. Por outro lado, o Teorema de fatoragao de Weierstrass
nos mostra que se A < C nao possui ponto de acumulagao, entao A é um conjunto de

zeros de Hol (C) (veja, por exemplo, (14, Teorema 15.9)).

Sabemos que, como H? < Hol (D), o conjunto de zeros de f € H*\{0} nao
possui ponto de acumulagdo em D (veja Teorema B.2.4). Em particular, esse conjunto é

enumerével. O resultado a seguir caracteriza os conjuntos de zeros de funcoes de H?.

Teorema 1.1.26. Sejam f € H*\{0} e 2y, 21,... € D a sequéncia (finita ou infinita) dos
zeros de [ repetidos de acordo com a multiplicidade. Entdo,

a0
1— |2,] < 0. (1.9)
=0

n
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Reciprocamente, se zy, z1, ... € D\{0} € uma sequéncia (finita ou infinita) que satisfaz a
condi¢io (1.9) e k € N, entdo

0¢]
Zn — 2 |2n
B(z) =] | == [zn] (1.10)
i 1—-Z.2 z,
define uma funcdo interior B € H* cujos zeros siao exatamente zg, z1,... € a origem com

multiplicidade k.

Para a demonstragdo desse Teorema, veja (11, Corolario 2.4.10 e Teorema
2.4.13) ou (14, Teorema 15.21 e Teorema 15.23). A condicdo (1.9) que caracteriza os zeros
de uma funcdo de H* é chamada condigdo de Blaschke e a funcio definida em (1.10) é
chamada de produto de Blaschke. Note que, apesar de (1.9) classificar os zeros de todas as
funcoes de H?, os produtos de Blaschke sdo sempre funcées de H*, ou seja, apesar de
H? 2 H”, a classificacdo do conjunto de zeros em ambos os espacos é a mesma. De fato,

veremos na se¢ao 1.4 que o Teorema 1.1.26 vale em uma classe ainda maior de fungoes.

O Teorema anterior nos permite refinar a fatoracdo do Teorema 1.1.21, escre-
vendo f = BV F', onde B é o produto de Blaschke gerado pelos zeros de f, F' é a parte
exterior de f e V' é uma funcao interior que nao se anula em . Essa observagao leva a

seguinte definicao.

Definigao 1.1.27 (Funcao interior singular). Dizemos que uma funcdo interior nao-

constante V € H® é singular se V nao se anula em D.

O seguinte resultado fornece uma representagao dessas funcoes.

Teorema 1.1.28. Seja f € H* uma fungdo interior singular. Entdo existem K € T e uma

medida de Borel p sobre T positiva, finita e singular com respeito a medida de Lebesque

V(2) = Kexp (— fw zz i Zdﬂ(@)) .

z

tais que

Demonstragoes desse teorema se encontram em (11, Teorema 2.6.5) e (14,
Teorema 17.15). Note que, apesar de a fatoracao apresentada no Corolario 1.1.22 ser
bastante simples, ndo temos ainda uma férmula que nos evidencie de que maneira as
partes interior e exterior de uma funcdo f € H? qualquer dependem da funcdo. Com isso
em mente, o Teorema a seguir possui duas importantes consequéncias: uma expressao
para a parte exterior de uma funcio f € H? e uma caracterizacio alternativa das funcoes

exteriores.

Teorema 1.1.29. Se f e H*\{0}, entdo log|f*| € L'(T) e

1 27r€i0_|_z iy
F(z) = exp (%J . _Z10g|f (60)|d0) e H?

0 619
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¢ a parte exterior de f, i.e., existe uma funcgdo interior ¢ tal que f = pF. Em particular,
[F*(e?)] = [/*(e”)] g.t.p.

Reciprocamente, se G € H? é uma funcdo exterior, entao

1 2m 16 )
G(z) = Aexp <J e.ilog ]G*(ew)|d9) ,

27 J, e? —z

onde A€ T.

Veja (11, Teorema 2.7.7 e Corolario 2.7.8) e (14, Teorema 17.17) para demons-

tracoes desse teorema.

Esse resultado nos permite obter os seguintes fatos sobre funcoes exteriores em

H?, que serdo usadas posteriormente (veja Exemplo 1.4.10).

Proposicio 1.1.30. Para f,g € H?, temos que:

1. se f e g sdo funcoes exteriores e fg e H?, entio fg é uma funcio exterior;

2. se f é uma fungdo exterior e f/ge H?, entdo g e f/g sdo funcdes exteriores.

Demonstracio. Para o item 1, note que se f e g sdo funcoes exteriores em H?, segue da

segunda parte do Teorema 1.1.29 que existem A, Ay € T tais que

1 (7 e? 4 2 . L (e + 2 . i
F) = dep (5 [ owl 0] dwesp (5 [ 5T oglgt (e

6
2m Jo €¥ —z 0

1 (*Te + 2 %[ i %[ i
= aueep (5[5 (logl (e + gl () 00

)y e?—z

1 27 10 )
— A A exp (QJ © +zlog|(fg)*(e’9)|d9).

)y e?—z

(1.11)

Pela primeira parte do Teorema 1.1.29, a funcao

) = e (5 T 1oy (79" ()0

Ty € —z
¢é a parte exterior de fg. Logo, fg = AH é uma funcao exterior, pois A = A\ Ay € T.

Para o item 2, seja h = f/g € H?. Sejam, respectivamente, ¢ e 1) as partes

interiores de g e h e GG, H as suas partes exteriores. Logo,

f=gh=(pG)(YH) = (¢¥)(GH).

Note que @) é uma fungao interior, logo (veja Observagao 1.2)

* 1 o % _i0Y|2
IGHY 3 = 5 | l(GH) ") a0
0
1 2m

= — | (0 () GH)* ()] d0 = ||f*|[7. = [|f]I}2 < -

21 J
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Além disso, a equagao (1.11) aplicada as fungoes G e H nos mostra que, para todo 0 < r < 1
e de|0,2r],

Glre) H(re™)|" = exp (;ﬂ f " R (*) 2log | (GH)* (e ”>|dt)

0 et — pei?

~ exp <217T fﬂ Po(t — 0)log y(GH)*(eim?dt) |

0

1

Como a exponencial é uma funcao convexa e as medidas pg dadas por dug = ?Pr(t —6)dt
T

sao nao-negativas e satisfazem 114([0, 27]) = 1 (pelo Corolario 1.1.13), segue da desigualdade

de Jensen (veja Teorema B.1.2) que

‘G(rew)H('r’ew)}2 < 217r L ’ P.(t—0) ’(GIET)"‘(e”)’2 dt

Logo,
1 [ . 1 1 .y
— G(re? do < — | Pt *(e™)|"dt ) do
2 )y ’ (re"YH (re* ‘ 27TJ0 (ZWL GH)*(e )’ )
1 1
- ( PT )y(GH ¢h|* dt
o Jo \ 27 J,
1 r2m

= | j@my e ar =15 <

2m Jo

onde usamos o Teorema de Tonelli para trocar a ordem das integrais. Usando o Teo-
rema 1.1.8, segue da desigualdade acima que GH € H?. Assim, pelo item 1, GH é uma
funcao exterior. Portanto, (pu)(GH) é uma fatoracao de f como produto de uma fungao
interior e uma funcao exterior. Como f é uma funcao exterior, segue do Corolario 1.1.22 que
1 € uma constante unimodular. Como ¢ e 1) sao fungoes interiores e 1) é uma constante
unimodular, segue do Corolario 1.1.14 que |¢(2)| < 1, [¢(2)] < 1 e |p(2)¥(2)] = 1 para

todo z € D. Em particular,

1
lo(2)| = > 1, V zeD.
¥(z)
Logo, |¢(z)| = 1 para todo z € D e segue do Teorema do Médulo Méximo (veja Teo-

rema B.2.5) que ¢ é uma constante unimodular e, consequentemente, 1) também é uma

constante unimodular. Segue que g e h sao exteriores, como queriamos. O

De forma analoga ao que foi feito com o Teorema 1.1.8, o Teorema 1.1.29 nos
da a forma como as fungoes exteriores sao definidas em geral. De fato, o Teorema 2.2 de
(13) nos mostra que, para todo p > 0, se f € H?\{0} entdo log|f*| € L'(T) e portanto

podemos definir a parte exterior de uma fungao nao nula em H?.

Definig¢ao 1.1.31. Seja f € HP\{0}. Dizemos que

2 10
P = e (5 [ S tog o)

0 6
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é a parte exterior de f. Se f = AF para alguma constante A € T, dizemos que f é uma

funcao exterior de H”.

Segue novamente do (13, Teorema 2.2) e da desigualdade de Jensen (veja

Teorema B.1.2) que a funcao F' da definigao pertence a H”.

Com o Teorema 1.1.29, temos uma descricao completa da fatoragao de fungoes

de f € H?, que resumiremos a seguir.

Corol4rio 1.1.32 (Fatoracdo canonica). Sejam f € H*\{0} e B o produto de Blaschke
gerado pelos zeros de f. Entdo existem A € T e uma medida p positiva, finita e singular
(com respeito a medida de Lebesgue) tais que

27 61’9 > 21 eie P )
1@ =28 (- [ TG00 oo (5 [5G o).

0 €9 —z Ty e

De forma andloga ao que ocorre com a condicao de Blaschke, veremos na
secdo 1.4 que essa fatoracdo vale em uma classe maior de fungoes, que em particular

contém H? para todo 0 < p < 0.

1.2 Um Espaco de Bergman ponderado

Nesta secao, apresentaremos outra familia de espacos de fung¢oes holomorfas
no disco, os espacos de Bergman. De forma analoga aos espacos de Hardy, os espacos de
Bergman sao definidos para todo 0 < p < o0 e, quando 1 < p < 20, sdo espacos de Banach

de fungoes holomorfas no disco cuja norma é dada por meio de uma integral.

Definicao 1.2.1 (Espagos de Bergman ponderados). Sejam 0 <p < we —1 <a < 0. O

espago de Bergman ponderado A2 no disco é o conjunto

A1 = {f 1ol (D) [ IF(2)P(L - F)70A() < oo} ,

1
onde dA = —dxzdy = —rdrdf é a medida de area do disco normalizada. Se 1 < p < 0, a
70

7
norma em A ¢ dada por

IflLe = ([, - |Z\2)adA(z))1/p,

Se p = 2, a norma ||-|[ 4, ¢ induzida pelo produto interno
($.90 = | FETEI0- R AAC)

Com as normas definidas acima, A?” sao espacos de Banach para 1 < p < c0. O
y A p p p

livro (16) é uma excelente referéncia para o estudo desses espacos. A defini¢ao que demos
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aqui difere por uma constante multiplicativa da defini¢do usada em (16), porém isso nao

afeta os resultados que enunciaremos.

Nesse secdo, iremos estudar apenas o espaco A%, que denotaremos por A.
Semelhantemente ao H?, esse espaco possui uma equivaléncia unitaria natural a um espaco

de sequéncias.

0
Proposicao 1.2.2. Sejam f € Hol(D) e f(z) = » a,z" sua representacao em série de
n=0
poténcias. Entao f € A se e somente se
S |an|? 0
—(n+1)(n+2)

€ Nesse caso,

Demonstragao. Seja f € Hol (D) com
o0
= Z anZ
n=0
De forma andloga ao Teorema 1.1.8, vale a igualdade (1.3) e temos
f|f (1 — |2[*)dA(z JJ 1—r)rd9dr
2m 1D 13 1
— f r(1—r? )(J | f(re)| d6’> dr(i)ZJ (1—17%) Z|an|2 ) dr.
T Jo 0 0

2 A ,
Como |a,|* r*" ™ (1—7r?) = 0 para todo n € N, segue do teorema da convergéncia monétona

(veja Teorema B.1.3) que a integral acima pode ser reescrita como

QLIT(l—r ) (;}mnﬁ %) dr—22|an| (Ll 2”+1(1—r2)dr)
:2§|a"|2(2(n+1) n+2) i n+’an‘n+2)

n=0

O resultado segue da igualdade

[ 1R a-maac) - Z(H'f)’;'HQ)-

O

A proposicao anterior nos indica que A é unitariamente equivalente a um espago

¢* ponderado, que definiremos agora.
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Definig¢ao 1.2.3. Seja w = (w,) uma sequéncia de nimeros reais estritamente positivos.

O espaco /2 é conjunto das sequéncias de niimeros complexos (a,,) tais que

0
Z Wy, |an|? < 0.
n=0

Munimos esse espaco com o pI‘Oduto interno
m J—
<(an)7 (bn)>ga = Z wnanbn.
n=0

Os espacos 2 com o produto interno definido acima sdo espacos de Hilbert.

Iremos denotar por w a sequéncia

w = (Wn)nen = ((n n 1)1(n + 2))neN'

Assim, segue da Proposicdo 1.2.2 que o mapa ¥ : £2 — A dado por

U((an)) = >, anz" (1.12)

é um mapa unitario (i.e., um isomorfismo isométrico). Para verificar que ¥ estd bem-
definido, observamos que ¥ (¢2) < Hol (D). De fato, essa inclusdo segue de uma simples

adaptacdo da demonstracio da Proposicao 1.1.3, observando que (a,) € ¢ implica que

1/n

an = O(n), logo lim sup |a,|"™ < limsup(Cn)Y™ = 1. Observe que o mapa ¥ mostra, em
n—0o0 n—aoo

particular, que A ¢é de fato um espaco de Hilbert e tem em {/(n + 1)(n + 2)2" : n € N}

uma base ortonormal.
O resultado a seguir mostra que A, semelhantemente ao espaco de Hardy H?,

é um espago com ntcleo de reproducao (veja a Definigao 1.1.5).

Proposicao 1.2.4. Para todo zg € D, a funcao

2

a0
K., = +1 NE'a = ———
o= R N+ AT = s

é um niicleo de reprodugio para zp em A com || K, ||} = 2 (1- \20\2)73. Em particular, a

topologia de A é mais fina que a topologia compacto-aberto.

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte da proposicao é analoga a demonstracao

da Proposicao 1.1.6, usando a Proposicao 1.2.2 e a férmula

Z(n—i— D(n+2)2" = (1_22)3, Vo2 < 1L

A segunda parte é andloga ao Corolario 1.1.7. m
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Por fim, vamos apresentar um isomorfismo isométrico de H? para A. Esse
resultado é enunciado em (17, Lema 7.2.3) como um lema para uma caracteriza¢ao dos
elementos de um espaco de Dirichlet local (veja o Teorema 1.3.6), contudo ele é interessante

por si 86 e cumpre um papel fundamental no artigo estudado.
Teorema 1.2.5. Defina T : Hol (D) — Hol (D) por

(== 1f ()

Tf(z) = 2% (1.13)

Entdo, a restricio de T a H* gera um isomorfismo isométrico de H* a A.

Para a demonstracao desse teorema, precisamos de dois lemas.

Lema 1.2.6. A diferencia¢io D : Hol (D) — Hol (D) € continua na topologia compacto-

aberto.

Demonstracio. E claro que D é linear. Em particular, basta verificar que D é continua em
0. Como a topologia compacto-aberto em Hol (D) é metrizavel, é suficiente mostrar que
se f, — 0 na convergéncia localmente uniforme, entao Df, = f; — 0 também converge

nesse sentido.

Sejam (f,,)nen © Hol (D) com f,, — 0 na convergéncia localmente uniforme,
K < D compacto e
a=dist(K,D°) = inf |z —w|>0.

ze K,webe
Seja U = {z € C : dist(z, K) < a/2}. Entdo K <« U <« U = D. Dado € > 0, tome N € N
tal que

sup | fn(2)] <€ Vn=N.
2eU

Como, para todo z € K, B(z,a/2) = {w e C: |z —w| < a/2} ¢ U < D, obtemos pela

férmula integral de Cauchy (veja Teorema B.2.3)

ne -5 § 20

2mi (z —s)?
0B(z,a/2)
(n=N)  ,, 1 fn(s) 1 4 a 2
= — ——ds| < —e—21— = —
— (2]l 27 § (z —s)? NSt ™ T
0B(z,a/2)

2
:>sup]f1'1(z)|<f5 Vn=N.

zeK

Assim, f! — 0 na convergéncia localmente uniforme, como querfamos. O
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O principal objetivo do lema anterior é mostrar que 7' é continua na topologia
compacto-aberto. Para concluir isso, note que 1" = M a0 DoM,_y, onde M, : Hol (D) —
Hol (D), com g € Hol (D), é dada por

My f(z) = g(2)f(2).

Como g € Hol (D) é continua, logo limitada em cada compacto K < D, é imediato que M,

é continua na topologia de Hol (D). Com isso, 7" é um mapa linear continuo em Hol (D).

O préximo lema exibe uma base ortogonal de H2.

Lema 1.2.7. Para cada n € N*, defina

pu(z) = n2" Z 2
Entdo {p, : n € N*} é uma base ortogonal de H* e ||p,||32 = n(n + 1) para todo n € N*.

Demonstracio. Note que, para todo n € N*, temos

n—1 n—1 n—1
pn(2) = Z 2" — Z PAS Z(z” — M.
k=0 k=0 k=0
Logo, se 1 < m < n, entao <pn, > = —1 para todo 0 < k < m e temos

(Pns Pm) = mi (P 2™) = {Pns 2) mZ ~1+1)

Portanto, {p, : n € N*} é um conjunto ortogonal. Como H? é um espaco de Hilbert, para
mostrar que esse conjunto é também uma base, basta verificar que {p, : n € N*}* = {0}.

Note que, se n > 2,

p() pnl —TLZ Zz—(n—l 2 )—nz Z"_l—(n—l)z”_l

=n(z" — 2",

n n

Se denotarmos py = 0, entdo p,(z) — pa_1(2) = n(z" — 2" ') para todo n € N*. Logo, se
f€{pn:ne N},

(fo2y =(f,2" 1) = <f Pn) = {f:Pn-1)) = 0.

Portanto, os coeficientes de Taylor de f, < f,2™), sdo todos iguais. Como f € H?, isso s6

pode ocorrer se f = 0, como queriamos.

Por fim, como {z" : n € N} é uma base ortonormal de H?, segue do Teorema

de Pitagoras que

n n—1
||pn||§{2 = Z |<pn,zk>‘2 =n®+ Z 1> =n*+n=n(n+1).
k=0 k=0
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A demonstragao anterior foi adaptada de (17, Lema 7.2.2). Temos agora as

ferramentas necessarias para provar o Teorema 1.2.5.

Demonstragio do Teorema 1.2.5. Seja (pp)nen+ a base definida no Lema 1.2.7. E f4-
cil ver que (z — Dp,(2) = nz"™ — (n + 1)2" + 1, logo Tp, = n(n + 1)z"*. Como
{(v/(n+1)(n +2)2" : n € N} é uma base ortonormal de A, {Tp, : n € N*} é uma base

ortogonal de A. Ademais,

Tl = o+ 1) ||y + 02| =0+ 1) = il

Como {p, : n € N*} também é ortogonal em H?, segue do Teorema de Pitdgoras que

ITf1l.4 = llfll z> para todo f € span{py : n € N*}.

Considere agora f € H* qualquer. Como {p,, : n € N*} é uma base de H?, existe
uma sequéncia (fi,) < span{p, : n € N*} tal que f, — f em H”. J4 vimos que T é uma
isometria em span{p, : n € N*}, assim segue em particular que (7'f;) é de Cauchy em A.
Como esse espaco ¢ Hilbert, existe g € A tal que T'f, — g em A. Seguem do Corolario 1.1.7
e da Proposigao 1.2.4 que f, — f e T fr — g convergem na topologia compacto-aberto.
Como T é continua em Hol (D) e a topologia desse espago é Hausdorff, segue que g = T'f.
Logo,

1Tl = tim (1T Fell = 1 {1l = 11

i.e., T2 é uma isometria de H? para A.
) H

Por fim, TH? = A. De fato, TH? é fechado em A, pois T' é uma isometria e
H? ¢ Hilbert, e span{T'p, : n € N*} ¢ TH? é denso em A. O]

1.3 Espacos de Dirichlet generalizados

Nesta secao, iremos definir e estudar algumas propriedades basicas do espaco
de Dirichlet, anélogas as propriedades de H? e A. Em seguida, vamos apresentar uma de
suas generalizacoes, os espagos de Dirichlet harmonicamente ponderados e, em especial,
os espagos de Dirichlet locais. Por fim, iremos provar uma caracterizacao dos espacos
de Dirichlet locais que ilustra como eles sdo grandes subespacos de H2. As definicoes e
resultados apresentados foram retirados de (17), uma excelente referéncia para o estudo

desses espagos.

Definicao 1.3.1 (Espago de Dirichlet). Seja f € Hol (D). A integral de Dirichlet de f é
dada por

2
- [ Irerac)
D
onde dA é a medida de area do disco normalizada, como na se¢do anterior. O espago de

Dirichlet é o conjunto
D= {feHol(D):D(f) <w}.
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Munimos esse espago com o produto interno

o = F e + jf 70 dA(2)

e a norma induzida por ele
1£1lp = (I1F 17 + D).

Nao é claro da definicdo acima que {(:,-); é um produto interno, pois nao
garantimos que (f,g)y. estd bem-definido para quaisquer f,g € D. Resolvemos esse
problema mostrando que, de fato, D < H?. Para isso, vamos mostrar que D é também

naturalmente isomosfo a um espaco ¢? ponderado.

Proposigao 1.3.2. Sejam f € Hol (D) e f(z) = 3 22" sua representacdo em série de
poténcias. Entao, i} n=0
D(f) = Z nlan)” .
n=1
Em particular, D < H? e )
111l = Zo(n +1) |anf.

Demonstra¢io. Como f € Hol (D), temos que f' € Hol (D) e

e}
= Z na,z""!
n=1

Com isso, a demonstracao segue de maneira similar & Proposicao 1.2.2. De fato, a equa-

¢ao (1.3) vale para f’ e temos que

n=[1rerae ‘[fnfm 2 d6dr

(L3) 2f 2712|an|2 2 2pdr = Zn2|an| QJ r#dr
n=1
o0
2
= Zn|an| :
n=1

Em particular,

1172 = D] anl* < laof* +Z janl® = [F(0)* + D(f).
n=0

Logo, D c H?. Por fim, note que

0 0 0
115 = [1f1[52 + D) = D lanl* + D nlanl® = Y (n+ 1) |anl*.
n=0 n=1 n=0
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A proposicao anterior ndo s6 mostra que o produto interno em D estd bem-
definido, como também que D é um espaco de Hilbert. De fato, é claro pelo resultado
0 ¢]

anterior que o mapa (ay, )nen — Z a,z" € um isomorfismo isométrico entre Ei +1 €D, onde
n=0

0
Eiﬂz{ Zn+1|an| <oo}

O espaco de Dirichlet é bastante andlogo aos espacos H? e A, possuindo muitas
propriedades similares as desses espacos. Por exemplo, D é um espago com nucleos de
reproducao (veja (17, Teorema 1.2.3)). Contudo, ndo trabalharemos com D mas sim com
uma familia de generaliza¢oes chamadas espagos de Dirichlet locais. Esses espacos sdo um
caso particular dos chamados espacos de Dirichlet harmonicamente ponderados. Antes
de defini-los, vamos primeiro tecer alguns comentarios breves sobre fung¢ées harmonicas,

inspirados na exposigao feita em (14, Capitulo 11).

Uma fungao f é dita harmonica em um aberto U < C se fe C(U) e

Af=fox+ fy =0 em U.

o2
Aqui interpretamos f(z,y) = f(x + iy) e é nesse sentido que sdo definidas f,, = p J;
x
62
foyy = ap As propriedades das fungoes harmonicas sao bastantes numerosas e a teoria dos

espacos de Hardy H? esta bastante relacionado a essas fun¢oes. Um importante resultado,
cuja versao para os espacos de Hardy foi enunciada no Teorema 1.1.12, diz respeito a

relagao entre as fungdes harmonicas e o ntcleo de Poisson, que definimos no teorema.

Recorde que o niicleo de Poisson é dado por

1— |2 B 1—r?
11— ze—it|? 1 —2rcos( —t) + 12

P(z,e") = P.(0 —t) =

—z't it
_ Z plrlem@-0 — Re (1422 ) —Re (2 ;
1 — ze—it et — z

n=—00

onde z = re (cf. (1.8)).

Um resultado classico de andlise complexa (veja (14, Teorema 10.7)) nos mostra

que, para qualquer medida finita (real) u, a fungao

zr—>f€ +z (e

et — z
¢é holomorfa no disco unitario. Em particular, a funcao

12

ze zt|

Prl(:) = | Pleeyan(e) = | )
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¢é a parte real de uma funcao holomorfa em D, logo harmonica em . Por linearidade, u
pode ser qualquer medida (finita) complexa sobre T. Essa fun¢dao é chamada de a integral
de Poisson da medida . Um importante resultado mostra que todas as fun¢oes harmonicas

positivas podem ser representadas dessa forma.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Representagao Herglotz). Seja u uma fung¢do harmonica e

positiva em D, entao existe uma unica medida de Borel positiva e finita u em T tal que

u = Plu].

Omitiremos a demonstragao desse resultado classico, que é provado de diferentes
formas em, por exemplo, (11, Teorema 2.6.3), (13, Teorema 1.1) e (14, Teorema 11.30).
Vale ressaltar que o Teorema 1.1.28 é uma das aplicagoes desse resultado. Temos agora

contexto para definir os espacos de Dirichlet generalizados.

Definicao 1.3.4. Seja p uma medida de Borel positiva e finita em T. A integral de
Dirichlet harmonicamente ponderada associada a p de uma func¢ao f € Hol (D) é a seguinte

integral
Du(f) = f F(2)P P(:)dA().

Analogamente, o espago de Dirichlet harmonicamente ponderado associado a u é o conjunto
D, = {f € Hol (D) : D, () < 0}

munido da norma
1£11, = [1£1l5 + Dul(f)-

Se p = d¢, a medida de Dirac em ¢ € T, denotamos Ds, por D, e chamamos de espago de
Dirichlet local em (.

Como esperado, esses espacos sao versoes ponderadas do espago de Dirichlet,
onde os pesos sao fungdes harmonicas. Como os pesos sao positivos, o Teorema 1.3.3
justifica a definicdo por meio das integrais de Poisson de medidas positivas. Note que,
novamente, a norma definida nao estd bem definida se nao tivermos que D, ¢ H 2 Isso
de fato ocorre e mais, D,, ¢ sempre um espago de Hilbert. Mostraremos mais adiante que
o Teorema 1.3.6 nos permite provar isso para os espagos de Dirichlet locais. Indicamos
(17, Teorema 7.1.2) para a demonstragao desses fatos para medidas positivas e finitas

quaisquer.

Vamos agora provar uma caracterizacao das fungoes dos espacos de Dirichlet
locais. Um dos lemas necessarios para prova-lo foi enunciado na secao 1.2, faltando apenas
0 seguinte.

Lema 1.3.5. Se g € H?, entio lim (1 — |2]*)|g(2)]> = 0.

2| =1~
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o0
Demonstragio. Sejam g(z) = Z a,z" sua representagao em série de poténcias e gi(z) =

n=0
k

Z a,z" as somas parcias dessa série. Dado ¢ > 0, como {z" : n € N} é uma base
n=0

. P . 2 € .
ortonormal, é possivel tomar k suficientemente grande para que ||g — gi||72 < 3 Seja

C = sup ]gk(z)]2 < o0. Note que, para todo z € D,
zeD

9(2)] < l9(2) = gr(2)] + [gr(2)] < 2max{[g(2) — gr(2)], l9x(2) I}
L 1g(2)]” < 4max{lg(z) — gr(2) ], lg(2)[*} < 4(1(g — 91) ()" + [ge(2)[)-
Entao, para todo z € D,
(L= =) 9" < 41 = 121)(1(g = ge) I + 19(2)*) < 4lg — gall7= +4C* (1 — [,
onde usamos (1.1) para a segunda desigualdade, i.e.,
(9= 91)(2)” = Kg = grs kl” < [lg — gall[3g= (1 = [2[) 7"
Com isso, basta tomar |1 — |z|| pequeno o suficiente para que

4C%(1 — |2)?) <

N ™

Temos todas as ferramentas para provar o seguinte.

Teorema 1.3.6. Sejam f € Hol(D) e ( € T. Entdo D¢(f) < o se, e somente se,

f(z) = a+ (2= Qg(2),

onde g€ H* e a e C. Nesse caso, Dc(f) = HgH?{Q ea= f*(C) é o limite radial de f em (.

1— |2
Demonstragio. Iremos primeiro provar para o caso ¢ = 1. Note que P[d;](z) = 1 ’ZlQ,
—z
logo
z f(z
n=[irer T e - |16
— 1 2= 1l

Assim, f € Dy se, e somente se, [’ (z)/(z — 1) € A. Segue do Teorema 1.2.5 que isso é
equivalente a existir g € H? tal que

f'(2)
z—1

=Tg(z) < [f(2) =((z=1)g(2)) = [(z) =a+(z—1)g(2).
Nesse caso, como 1" é uma isometria, temos que

2 2 f'(2)
ol = it = |[ £

= Di(f).
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Além disso, segue do Lema 1.3.5 que
[f(r) —al* = (r = 1)*|g(r)] < (1= %) |g(r)* — 0,  quandor — 1"

Por fim, sejam ¢ € T qualquer e f; € Hol (D) o mapa dado por f¢(z) = f((z).

1— |z -
Observe que P[é¢](z) = |1||2, logo aplicando a mudanca de variaveis w = (z, obtemos
1ol P aaw) - D
NG I L P aAw) = Pis)

Em particular, f € D, se e somente se f. € D;. Pelo caso anterior,

feDe « fu(z) =a+(z-1)g(z) == [(z) = fe(C2) = a+ (2 = ()Cy(C2),

onde a = fE(1) = f*(¢) e g € H? ¢ tal que ||g||§{2 = Dl(fc) Portanto a seguinte observagao

conclui a demonstracao: se §(z) = (g(Cz) e g(z Z , entao
A —ntl
<Zan< =Yl 2",
n=0

logo § € H? se e somente se g € H? e, nesse caso, [|7]|52 = ||9l|52 = Di(fe) = De(f). O

Como mencionamos anteriormente, o Teorema 1.3.6 nos permite concluir que
os espacos de Dirichlet locais sao subespacos de H? e sio espacos de Hilbert. De fato, para
todo C e T,

Dec (S—C(I)H* +C < H?,

onde S é o operador shift (veja Definicdo 1.1.19) e I é a identidade. Considere agora
(fn)nen < D¢ uma sequéncia de Cauchy, com f,,(z) = a,, + (2 — ()gn(2) as decomposigoes
dadas pelo Teorema 1.3.6. Como ||gn — gml|o2 = De(fo — fmn) < ||fn — me%c’ temos
que (f,) e (gn) sdo sequéncias de Cauchy, logo convergentes, em H?. Sejam f e g seus

respectivos limites. Note que

f(z) = 17(Q) + (= Qg(2).

De fato, basta mostrar que f — (S — (I)g é constante ou, equivalentemente, ortogonal (em
H?) a {k, — ky : z,w € D}, que é imediato de f, — (S — (I)g, ser constante pra cada n.

Com isso,

1f = Fallp, = [1f = fallzz + De(f = f2) = 11f = Fulliz + llg = gall32 — 0.

Logo, D¢ ¢ um espaco de Hilbert.

Por fim, note que D, ¢ um subsespaco denso de H 2 pois os polindmios pertencem

a D¢, novamente pelo Teorema 1.3.6.
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1.4 Classes de Nevanlinna e Smirnov

Nesta secao iremos definir as classes de Nevanlinna e Smirnov e comentar
algumas de suas propriedades basicas. Em especial, iremos apresentar caracterizagoes
alternativas de cada espago e definir a representacdo canonica de funcoes na classe de

Smirnov.

Definigao 1.4.1. Seja log™® : (0,0) — R a fun¢io dada por

N logx, sexz>1,
log™ = max{logz, 0} =

, C.C.
A classe de Nevanlinna N é o conjunto
1 21 )
N = {feHol(]D)): sup — log+‘f(re’0)]d8<oo}.
o<r<1 2T 0

E facil verificar que, para todo z,p € (0,90), logz < 2?/p. Em particular, o
mesmo vale para log™ e assim H* < H? — N para todo 0 < p < 9. Apesar disso, os

conjuntos de zeros de N (veja Definigdo 1.1.24) nao sao diferentes daqueles de H™.

Teorema 1.4.2. Sejam f € N\{0} e (2,)ner € D, onde I < N a sequéncia (possivelmente

finita) de zeros de [ repetidos de acordo com a multiplicidade. Entdo,
[ee}
Z 1 —|z,] < 0.
n=0

Esse resultado, cuja demonstragao pode ser vista em (14, Teorema 15.23) e
(13, Teorema 2.3), estende o Teorema 1.1.26 para essa nova classe de fung¢oes. Além disso,

podemos também fatorar os zeros das fungoes de N.

Teorema 1.4.3. Sejam f € N\{0} e B o produto de Blaschke formado pelos zeros de f.
Entao g = f/Be N e

1 2m ) 1 2m )
sup — ‘g(reze)‘de = sup — |f(T€ZO)‘d9.
0<r<1 2T 0 O<r<1 27T Jg

Se, além disso, f € H? para algum 0 < p < o0, entao g = f/B € H? e ||g|| o = || f|| »-

Temos também a seguinte caracterizagao das fungoes de N.
Teorema 1.4.4. Seja f € Hol (D). Entao, f € N se, e somente se, existem by, by € H®,

com by(2) # 0 para todo z € D tais que f = by/bs.

Com isso, é claro do Teorema 1.1.12(ii) aplicados a by e by que se f € N, entéo

seu limite radial f* existe q.t.p em T. Note que b e b3 sdo zero em quase nenhum ponto
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pois log [b¥| € L'(T) pelo Teorema 1.1.29. Como f* = b¥/b3, log|f*| € L'(T). Ademais,

como b, nao se anula em D, se aplicarmos o Corolario 1.1.32 a by e by obtemos que

f@)::ABQ@ema(-Jﬁwew*“ﬂh4m>emp<élJ:W¢9+Zlmﬂf*@dee), (1.14)

g €9 —z T el — 2

onde B é o produto de Blaschke formado pelos zeros de by (ou f) e p é uma medida com
sinal, finita e singular (com respeito & medida de Lebesgue). Note que a fatora¢ao canonica
sO nao se aplica também as funcdes de N pois a medida p nesse caso nao é uma medida

positiva. Isso motiva a defini¢do da seguinte classe.

Definicao 1.4.5. A classe de Smirnov N é o conjunto das funcoes f € N para as quais

a medida p da fatoragao dada em (1.14) é positiva ou f = 0.

A definicao acima diz que N é a maior classe de funcdes em que vale a
fatoracao canonica. Como isso vale para toda funcao nao identicamente nula em H? para
0 < p < o (veja (13, Teorema 2.8) e (18, Teorema 4.19)) segue que H” =« N* < N para
todo 0 < p < 0.

A seguir enunciamos uma outra caracterizacao de NV,

Teorema 1.4.6. Seja f € N. Entdo f € NT se, e somente se,
27 27
lim f log™ | f(re)| do :f log™ | f*(e")| do.
4 Jo 0

Veja (13, Teorema 2.10) e (18, Teorema 5.3) para demonstragoes desse resultado.

Como consequéncia dos teoremas de fatoracao, obtemos o seguinte interessante resultado,

Observe que segue da definicdo de Nt que, se f e N*,
by Fy
=— =BV—,
/ by Fy
onde B é um produto de Blaschke, V' uma fung¢ao interior singular e Fi, Fy fungoes

exteriores de H®. Por conta disso, podemos definir a classe de Smirnov por

N* ={b/by : by, by € H” € by é exterior}. (1.15)

Note que a representacio de uma funcao f € Nt como quociente de funcoes em
H®™ nao é tinica. Na subsecao a seguir definiremos um tipo especial de pares em H® x H”
e veremos que toda funcdo em N7 possui uma representacao tinica como o quociente de

um par desse tipo.

1.4.1 Pares pitagoéricos de funcées em H™

Vamos agora apresentar o conceito de par pitagérico de fungoes em H* e sua
relacdo com funcoes na classe de Smirnov N . Essa exposicao ¢ inspirada nas se¢oes 23.1
e 23.9 de (18).
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Defini¢ao 1.4.7. Dizemos que um par (a,b) € H* x H* é um par pitagdrico se

L lafl oo s 110l e <1,
2. a é uma fungao exterior (de H®),
3. a(0)>0e

4. |a*]> +|b*)* = 1 q.t.p em T.

Observe que a € H* implica que log |a*| € L'(T). Assim, em particular,
log(1 — |b*]) = 2log |a*| — log(1 + |b*]) € L'(T). (1.16)

Isso nao s6 ¢ uma condi¢ao necessaria como também suficiente para, dado b € H®, existir
a € H” tal que (a,b) seja um par pitagérico. De fato, é claro da definicao que, dado

be H” com log(1 — |b*|) € L'(T), a tinica funcdo a € H* que torna o par (a, b) pitagrico

1 (7 e? 4 2 o/ i0n]2
a(z) = exp <27TJ log(1 — [b*(e 9)‘ )1/2d9) .

o €l — 2

¢é dada por

Note ainda que, por (1.15), o quociente b/a do par pitagdrico (a,b) pertence a

classe de Smirnov. O resultado a seguir complementa essa observacao.

Proposigao 1.4.8. Seja f € N*\{0}. Entdo existe um tinico par pitagérico (a,b) tal que
f=b/a.

Demonstragio. Por (1.15), existem by, by € H* tais que f = by /by com by exterior. A partir
de b e by iremos construir um par pitagérico que satisfaca f = b/a. Para o par (a,b)

satisfazer f = b/a é necessario que

L—la** _ p*]* _ b3l
ja*|” ja*|* (b3
ou seja,
2
’ *’2 _ ’b§| .
b1 + [b3]°

As igualdades acima, como usual, valem q.t.p em T. Como by € H*, segue que log |b;‘|2 €
L(T) e, em particular, log (|bF|* + |b3[°) € L*(T). Assim,

, 1/2
1 (7 e+ 2 |b*|2
- S e e T (L N T/
alz) = exp 27TJ0 et — 08 <|b’1"\2 + |b5[?

¢ a Unica fungao exterior em H* que satisfaz a igualdade acima e a(0) > 0. Definindo

b=af, temos

S 1 b3 (br*
la* " + [b*]" = 212 12 12 T2 w2
7] + |b5] |bF[" + |b5]” 03]
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Logo (a,b) definidos dessa maneira formam um par pitagérico que satisfaz f = b/a. Note
ainda que a é a tnica funcdo exterior que satisfaz a condi¢do necessaria para que f = b/a,

o que prova a unicidade dessa representacgao. O

A demonstracao acima foi retirada de (18, Lema 23.27). Chamamos a represen-

tacdo de uma funcido f € Nt dada pela Proposicao 1.4.8 de representacao canonica de
f.

No Exemplo 1.4.10, iremos calcular a representagao canonica da funcao ¢(z) =

T, e N7, que serd de interesse no futuro. Para tanto, aplicaremos o Teorema de
Féjer-Riesz, que enunciamos a seguir. O enunciado e a demonstracao abaixo sao adaptados
de (19).

n
Teorema 1.4.9 (Teorema de Féjer-Riesz). Seja p(e™) = Z cre™ um polinémio trigo-
nométrico com coeficientes c; € C tal que p(e) = 0 pcmjc togfo t € R. Entao, existe um

polinomio q(z) = 2 arz® tal que p(e™) = ‘q(e“)f. O polinomio q pode ser escolhido de
k=0
modo a nao ter raizes em D.

Demonstracao. Provaremos por inducdo em n, o grau do polinémio trigonométrico p.
Se n = 0, entdo p(e) = ¢y é uma constante nio negativa, logo p(e”) = ‘q(e“)‘2 onde

q(e™) = \/cy, 0 que conclui o caso base.

Suponha, agora, que o teorema seja satisfeito para algum n > 0 e tome p

um polindmio trigonométrico de grau n + 1 tal que p(e”) = 0 para todo t € R. Entdo

n+1
p(e) = Z cre™ com ¢, € C para —n — 1 < k < n+ 1. Estendemos p para uma funcio
k=—n—1
n+1
holomorfa em C\{0} dada por p(z) = Z cr2* e definimos o polindmio r(z) = 2" 'p(2).

k=—n—1
Como p(e™) € R para todo t € R, em particular

n+1 n+1 n+l
ikt ity _ Ty —— ikt ijt
E cpe™ = p(e") = p(et) = E e " = E e,
k=—n—1 k=—n—1 j=-n—1

logo ¢, = ¢_¢ para todo —n — 1 < k < n + 1. Além disso, como p tem grau n + 1, ¢, ou
c_n_1 € nao-nulo, entao pela observacao anterior ¢,,1 e ¢_,_1 sao nao nulos. Em particular,
r ¢ um polindémio de grau 2n + 2 e r(0) # 0. Assim, r possui 2n + 2 > 2 raizes (contando

com multiplicidade) e 0 ndo é raiz de r.

Seja o € C\{0} uma raiz de r. Iremos dividir a demonstragao em dois casos:
a¢TeaceT.
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Para o caso o ¢ T, observe que p(z) = p(1/Z) = p(2) pois
n+1 n+1 n+1 -
P)=p(lR)= > azt= > @zt= ) w5 =pz), VYzeC\0}

k=—n—1 k=—n—1 j=—n—1

onde usamos que ¢, = ¢_; para todo —n — 1 < k < n + 1. Em particular,
r(l/a@) =a " 'p(l/a) =a " 'pla) =@ " Pr(a) = 0,

logo 1/@ é raiz de r. Note que a # 1/@ pois o ¢ T. Além disso, como |1/a] = 1/|a],
podemos supor, sem perda de generalidade, que || > 1. Defina o polinémio ¢;(z) = z — a.

Observe que, se z € C\{0},

0 C) = C —a) =('—a)=—az"! (z— ;) :

Logo, zq1(2)q1 (1/Z) = —a(z — a)(z — 1/a) divide r(z), i.e., existe um polinémio r; de

grau 2n tal que 7(2) = r1(2)2q1(2)q (1/Z). Seja pi(2) = 2 "r1(2). Note que p;(e”) é um
polinémio trigonométrico de grau n e
p<eit) p<€it) p<€it)

pilet) = q1(e)qy(1/e=t) - a1 (e™)qi(e™) - 1 (e™)]

5 =0, VieR.

Pela hipétese de inducdo, existe um polindémio gy sem raizes em D tal que p, (¢”) = ‘qg(eit) ‘2.
Logo, tomando ¢ = ¢;¢2, temos que ¢ nao possui raizes em D (pois escolhemos o com
la| > 1) e
it it ity|2 ity |2 ity|?2 ity |2
p(e”) = pi(e") [qa ()] = |ga(e)] |ar (eM)]” = |a(e™)]",
como queriamos.

Consideremos agora o caso « € T. Nesse caso, temos que « é uma raiz de r com
multiplicidade maior ou igual a 2. De fato, suponha por absurdo que « é uma raiz simples
de 7. Assim, r(a) = 0 e r'(a) # 0, logo p(a) = 0 e p'(a) # 0. Considere agora a fungao
f:R — R dada por f(t) = p(e"). Seja v € R tal que o = €”. Entdo, f(7) = p(a) = 0
e f'(y) = iap'(a) # 0. Assim, f'(7) é um nimero real ndo-nulo. Se f'(y) > 0, podemos

tomar ty < 7 suficientemente préximo de v tal que

fto) = f(v)

ty — .
to—7 (o =7) <0

f(to) = f(to) — f(v) =

Porém, isso implica que p(e”?) = f(ty) < 0, absurdo. Semelhantemente, caso f'(vy) < 0,

existe t; > v tal que p(eitl) < 0, novamente uma contradicao.

Logo, a é raiz de r com multiplicidade maior ou igual a 2. Considere novamente
o polindémio ¢;(z) = z — . Analogamente ao caso o ¢ T, temos que zqi(2)q; (1/z) =
—a(z — a)(z — 1/a) = —a(z — a)? divide 7(z) e o mesmo argumento do caso anterior

encerra o passo indutivo. ]
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Esse resultado nos permite calcular a representagao candnica de fungoes racio-

nais (quociente de polindmios) em N (20, Observagao 3.2).

1
Ezemplo 1.4.10. Seja ¢ € N a fun¢ao dada por p(z) = 15 Pelo mesmo argumento da
-z

Proposicao 1.4.8, temos que

) 1_€it|2
CL*2 ezt _ | )
P ) =

Usando o método do Teorema de Féjer-Riesz para o polindémio trigonométrico 1 +

2
2 . 3+4/5 , 2

et — V5 =1+ ‘1 — e’t’2 e assim, como =
++/5 2

3+5

12 .
11— €"|", concluimos que

(1 +2x/5)2’

Como a funcao no lado direito da igualdade acima estd em H® c H? e é o quociente de

et —1

eit — 3+v/5
2

1445

* it
@] (") = =

funcoes exteriores de H® < H?, é também uma funcio exterior pela Proposicao 1.1.30.
Como a ¢ a tnica fun¢ao exterior com esse limite radial e a(0) > 0, entao

1++45 z—1 1++5 1
= e b(z) =
2, _3tV5 2 3+V6

a(z)

1.5 Espacos de de Branges-Rovnyak

Nesta secao, iremos definir os espagos de de Branges-Rovnyak, dando maior
atengao ao caso nao-extremo. Para tanto, primeiro discutiremos a construcao que utiliza-
remos para definir esses espacos, em seguida introduziremos o conceito de operadores de
Toeplitz limitados para enfim definir tais espacos. Depois, discutiremos brevemente sobre
elementos nao-extremos da bola unitaria de H*, enunciando uma de suas caractrizacoes e
relacionando-os & operadores de Toeplitz descontinuos. Por fim, enunciaremos um resultado

que relaciona alguns espacos de de Branges-Rovnyak com espagos de Dirichlet ponderados.

1.5.1 Produto interno induzido por mapas lineares continuos

Considere um isomorfismo linear T' : H — V entre um espaco de Hilbert H e

um espago vetorial V. Podemos, a partir dele, definir um produto interno em V' por

<TZE, Ty>V = <.T, y>’}-[ .

Dessa maneira, colocamos uma (possivelmente nova) estrutura de espago de Hilbert em V.
Esse construgao pode ser generalizada para transformacoes lineares continuas que nao sao
necessariamente bijetivas. De fato, considere T : H; — Hs um mapa linear continuo entre

espacos de Hilbert. E claro que o ntcleo desse operador, ker T' = {reHH, :Te =0} =
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£71(0), é um subespaco fechado de H;. E um resultado cldssico de anélise funcional que,

nesse caso, Hi/kerT' é um espago de Banach com a norma

HiC + kerTHHl/kerT = zseilng Hl’ + z”?-h'

Como H; é um espaco de Hilbert e ker T é um subespaco fechado, existem as

projecoes ortogonais Pier7, PerryL. Assim, é facil ver que

||z + ker T||H1/kerT = HP(kerT)Lme )

Além disso,
<I’, y>’H1/kerT = <P(kerT)J-$a P(kerT)J-y>rH1

define um produto interno em H;/ker T que induz a norma [|-[|;; /e 7 A verificacao de
que (-, ->H1 Jker T é de fato um produto interno é uma computagao direta. Logo, Hy/ker T' é
um espaco de Hilbert com esse produto interno. Ademais, pelo Teorema do Isomorfismo, o
mapa 7' induz um isomorfismo linear entre H;/ker T e Ran T', a imagem do operador T.
Assim, podemos usar a contrugao anterior para definir uma nova estrutura de espago de
Hilbert em Ran T por

<T.T7 Ty>Ran T = <x7 y>H1/kerT = <P(keI‘T)L‘rLj7 P(keI‘T)Ly>H1 .

Para diferenciar o produto interno herdado de Hs e esse novo produto interno, denotaremos

por M(T) o espaco de Hilbert dado por Ran T' com o produto interno definido acima.

Claramente,

<l‘, -P(kerT)iy>fH1 = <P(kerT)ix7 P(kerT)iy>H1 = <P(kerT)ix7 y>rH1 .

Assim, podemos usar qualquer uma das expressoes acima para definir o produto interno

de M(T). Com essa observacio, é simples concluir que, se = € (ker T')*, entdo

<Tl', Ty>M(T) = <l’, y>7—[1 ) v Yy Ee Hl-
Além disso,
HTxHM(T) = HP(kerT)MHfH1 = [zl ,

onde a tltima igualdade vale somente se = € (ker T')™.

1.5.2 Operadores de Toeplitz continuos e H(b)

Os operadores de Toeplitz continuos constituem uma familia de operadores
em H? de extrema importancia, possuindo uma teoria bastante desenvolvida. A sua

definicao faz uso da identificacdo H* ~ H?*(T) comentada na secdo 1.1. Note que, como
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H?*(T) é um subespaco fechado do espaco de Hilbert L*(T), existe uma projecio ortogonal
P, : L*(T) — H*(T) dada por

0 0
P+ 2 ane'mﬁ _ Z anezna.
n=—o n=0
Chamamos esse mapa de projecao de Riesz.

Definigdo 1.5.1. Seja ¢ € L™(T). O operador de Toeplitz T, : H*(T) — H?*(T) associado
a o (ou com simbolo ¢) por

T,f = P (¢f).

Se ¢ € H*(T), dizemos que T, é um operador de Toeplitz analitico.

Como P, é uma projegao ortogonal, é claro que ||P,|| = 1. Por outro lado,
T, = Py oM,oi,onde M, : L*(T) — L*(T) ¢ a multiplicacio por ¢ e i : H*(T) — L*(T)
¢ a inclusdo. Logo, [|Tyl| < [P [ [|M|] [|il] = [l¢ll ) De fato, vale a igualdade ||T,|| =

el| oo (m) (veja (18, Teorema 12.2) ou (11, Coroldrio 3.3.2)).

Um importante exemplo de operador de Toeplitz é o shift S. Observe que
S = T,, portanto S é um exemplo de operador de Toeplitz analitico. Note que, se be H®,
bf € H?, logo T, se reduz ao mapa M, de multiplicacdo por b quando T} é um operador
de Toeplitz analitico. Além disso, quando b € H®, temos uma expressao simples para a

transformagao adjunta 7;, como mostramos a seguir.
Proposicao 1.5.2. Se be H”, entao T = T;.

Demonstracio. Sejam f, g e H*(T). Temos que

1 21

27 -
<bea 9>H2('J1-) = % . b(ew)f(ew)Mde = 217_([0 f(ew)b(ew)g(ew)de
= <f7 MEQ>L2(T) = <f7 TEQ>H2(T) )

onde a tltima igualdade se d4 pois f € H*(T) implica que {f, ¢),» ) = {fs Pro) oy para
todo ¢ € L*(T). Como isso vale para todo f € H*(T), segue que Ty*g = T;g. Em particular,

como isso também vale para todo g € H*(T) obtemos que T} = T;. O

Com isso, podemos observar que, para todo be H® e f € H?,

(LTif, ) = <Gl Tfy < TP 11z = 18l e |11 -

Para a tltima igualdade acima, utilizamos o fato de ||b||,.. = [|bl| = = [|b] ;. conforme a

observacao 1.2. Assim, se ||b|| z < 1, temos que o operador I — TT; é positivo, i.e.,

<<I_TbT3)f7f>>Ov vaHQ-
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Um resultado classico de andlise funcional (veja Teorema B.3.3) nos da que,
nesse caso, existe um tnico operador positivo (I — TyT5)Y? € B(H?) tal que (I — T,T5)Y? o

(I — T,T3)"? = I — TyT;. Podemos agora definir os espacos de de Branges-Rovnyak.

Definigao 1.5.3. Seja be By~ = {f € H” : ||f|| < 1}. O espaco de de Branges-Rovnyak
associado a b por
H(b) = M((I = T,T3)"?),

ou seja, Ran (I — Tng)l/ % com o produto interno dado por
<(] — Tng)l/Z[L', (I — Tng)1/2y>’H(b) = <P(ker(I—TbT§)1/2)ix7 P(ker(I—Tng)l/z)iy>H2 .

Pela construgao discutida na subsecao 1.5.1, H(b) é um espago de Hilbert

que estd continuamente contido em H?, i.e., H(b) = H? como conjunto e a inclusdo

’HQ

< H(I — TbT3)1/2H Hp(ker(I—TbTE)lﬂ)il’

i: H(b) — H? é continua pois

(1 = T15) 22|, = H(I — TyT5) " Pty @

"

= |7 =11 [ [|(7 = TT5) Pl -

1.5.3 Elementos n3o-extremos de By« e operadores de Toeplitz analiticos

descontinuos

Muitas propriedades dos espagos H(b) dependem se b é um elemento extremo
ou nao-extremo do fecho da bola unitdria Bge. Iremos nos restringir a estudar apenas o
caso nao-extremo. Por conta disso, vamos apresentar uma caracterizacao dos elementos

nao-extremos de By e algumas de suas consequéncias.

Primeiramente, vamos recordar a definicao de um elemento extremo.
Definicao 1.5.4. Sejam V um espacgo vetorial e A < V um subconjunto convexo. Dizemos
que x € A é um elemento extremo de A se y,z € A satisfazem = = ty + (1 — t)z para
algum ¢ € (0,1) somente se z = y = z. Ou seja,  é um elemento extremo se ele nao pode

ser escrito como combinagao convexa nao-trivial de outros vetores. Se x nao é extremo,

dizemos que x é um elemento nao-extremo de A.

Por exemplo, o conjunto dos elementos extremos de D ¢ T e do quadrado
[0,1] x [0,1] coincide com o conjunto dos seus vértices {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. O

resultado a seguir classifica os elementos extremos da bola unitdria fechada de H®.

Teorema 1.5.5. Um ponto f € Byo é um ponto extremo desse conjunto se, e somente se,

foﬂ log(1 — | f*(e")|)d0 = —o.
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O Teorema anterior foi retirado de (18, Teorema 6.7). Esse resultado e a
discussao feita na subsecao 1.4.1 mostram que existe uma relagao biunivoca entre elementos
nao-extremos de By« e pares pitagéricos. Por outro lado, pela Proposicao 1.4.8, esses
pares estao numa relacao bijetiva com as funcoes nao nulas de N*. Essa inesperada relacao
nos sugere uma conexao entre os espagos H(b) para b nao-extremo e fungoes de N*. No
artigo (20), Sarason faz uma excelente exposigao sobre esta conexao, que se d4 por meio

de operadores de Toeplitz analiticos descontinuos, que adaptamos a seguir.

Definigao 1.5.6. Seja ¢ € Hol (D). O operador de Toepliz analitico descontinuo associado
a ¢, T, : Dom(T},) — H?, por

T@(f) = pr,
onde dominio de T, é Dom(T,) = {f € H* : ¢f € H*}.

E imediato da definicio que T, ¢ um operador fechado, i.e., o seu grafico
G(T,) = {(f,of) € H* x H?} é um subespaco fechado de H* @ H?. De fato, se f, — f em
H?e ¢f, — g em H? em particular (veja Teorema 1.1.7) f,(2) — f(2) e p(2) fa(2) — g(2)
para cada z € D. Assim, g(z) = lim ©(2)fu(2) = ©(2)f(2), i.e., g = ¢f, logo f € Dom(T,)

e (f,9) € G(T,), como querfamos.

Uma pergunta natural surge ao se ver a definicdo anterior: Para quais simbolos

¢ € Hol (D), o dominio Dom(7},) é nao trivial?

Proposicao 1.5.7. Seja ¢ € Hol (D). Entao Dom(T,) # {0} se, e somente se, ¢ € N.

Demonstracio. O caso ¢ = 0 é trivial, portanto supomos ¢ nao identicamente nula.

Se ¢ € N, segue do Teorema 1.4.4 que ¢ = by /by, onde by, by € H* e by # 0.
Em particular, pbyH® = by H* = H?, logo byH? = Dom(T,).

Reciprocamente, seja f € Dom(7T,)\{0}. Entdo 0 # ¢f € H*> = N. Assim,
existem by, by, c1, 00 € H® com by(z) # 0 # co(2) para todo z € D tais que f = by /by e
of = c1/ce. Como ¢ € Hol (D), todo zero de f também é zero de ¢f com pelo menos a
mesma multiplicidade. Assim, se By e B, sao os produtos de Blaschke respectivamente de

f e pf, segue que B./B; é uma funcao interior. Assim,

el _aje _ (B/B)(a/Bb

f a bl/b2 a CQ(bl/Bb) 7

i.e., © é o quociente de fun¢oes em H® onde o denominador nao se anula em . Logo,
peN. [l

Observe que na demonstracao do resultado anterior, provamos também que,
se ¢ = by /by € N, com by, by € H®, entdo byH? < Dom(T,). Em particular, se ¢ € NT,

by € H* é uma funcdo exterior, logo byH* é denso em H?, consequentemente, Dom (7, )



Capitulo 1. Preliminares 57

também é denso em H?. E interessante que a reciproca dessa afirmacio é também

verdadeira, de modo que temos o seguinte resultado.

Proposigdo 1.5.8. Seja ¢ € Hol (D). Entdo Dom(T,) é denso em H? se, e somente se,
peNT.

Para uma demonstracao desse resultado, veja (20, Lema 5.2) ou (18, Lema 23.29).
Mais pode ser dito sobre Dom(7},) quando ¢ € N*. De fato, é possivel usar a representacio

canoénica de ¢ para descrever Dom(7,).

Proposigao 1.5.9. Seja ¢ € N™\{0} com representagio candnica ¢ = b/a. Entdio
Dom(T,) = aH".

Para uma demonstragao desse resultado, veja (20, Proposi¢ao 5.3) ou (18,
Lema 23.30). Note que, pela Proposigao 1.5.8, quando ¢ € N¥, T, estd densamente
definido, logo sua adjunta T;‘ existe e é um operador fechado (veja, por exemplo, (21,
segio 2.6)). Por outro lado, como T, também ¢ fechado e H® é um espaco de Hilbert
(logo reflexivo), T} estd densamente definido. Os espagos de de Branges-Rovnyak surgem
naturalmente como o dominio desses operadores. Para mostrar isso, precisamos antes
apresentar uma descri¢ao alternativa de H(b), que é bastante 1til para determinar quando

uma funcao de H? pertence a H(b).

Proposicao 1.5.10. Sejam b um elemento ndao-extremo de By» e a € H” tal que (a,b)
seja um par pitagérico. Entdo f € H* pertence a H(b) se, e somente se, existe g € H* tal

que T;f = Tgzg. Nesse caso, a fungio g com essa propriedade é tnica e
2 2 2
ey = 11152 + Mgl -

Nao iremos provar esse resultado, apenas apresentar a ideia da demonstracao,
como feito na segao 23.3 de (18). Primeiramente, usamos o fato de que, se f € H 2 entdo

f € H(b) se e somente se T5f € H(b) e, nesse caso,

2 2 2
1 ey = N Wiz + T35 1y -

Como mostrado, por exemplo, no Teorema 17.8 de (18). Em seguida, utilizamos o fato de
que, se b é um elemento nao-extremo de By« e a € H* é tal que (a, b) é um par pitagérico,

entdo H(b) = M(T3) com igualdade de norma (veja (18, Teorema 23.2)). Em particular,
se f e H(b), Ty € M(Ty), logo existe g € H? tal que Trg = T;f e

HTEfHH(E) = HTEfHM(TE) = HTEQHM(TE) = HP(kerTE)igHHz-

Por fim, usamos o fato de a € H* ser uma fungao exterior, portanto Ty é injetiva (veja

(18, Teorema 12.19)). Logo, a funcio g € H? tal que Tyg = T5f é tnica e

2 2 2 2 2
1 aey = W12+ || Poertiy 9l e = 1152 + 192 -
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Com isso, temos agora ferramentas suficientes para mostrar como os espagcos

de de Branges-Rovnyak se relacionam com os operadores 7.

Teorema 1.5.11. Seja o € N*\{0} com representa¢io candnica o = b/a. Entao,
Dom(T7) = H(b).

Demonstracio. Seja f € H?. Recorde que f € Dom(T7) se, e somente se, existe g € H? tal
que
(Tph, [yys =gy, ¥ he Dom(T,).

Como ¢ € N"\{0}, segue da Proposicao 1.5.9 que Dom(T},) = aH?. Logo, f € Dom(T})

se, e somente se, existe g € H 2 tal que

<aﬁ,g>H2 = <Tw(a%), f>H2 = <TJL, f>H2 , VY he H?,

onde usamos que ¢ = b/a, logo Tw(a%) = Tb}Nl, para a tltima igualdade. Pela Proposi-

cao 1.5.2, a igualdade anterior pode ser reescrita como

<?L7 TEg>H2 - <T(JL,g>H2 - <Tb7l’ f>H2 - <?L’Tgf>H2

— <E,T59—Tgf> —0, VheH>
H2

Ou seja, f € Dom(T7) se, e somente se, existe g € H? tal que Tyf = Tag. Por outro
lado, pela Proposicao 1.5.10 isso ocorre se, e somente se, f € H(b), o que conclui a

demonstracao. O

Essa demonstragao é adapatada de (20, Proposi¢ao 5.4) e (18, Teorema 23.31).
Um grande obstaculo ao se trabalhar com os espacos de de Branges-Rovnyak é conseguir
descrever de maneira simples os elementos de um H(b) fixado. Por esse motivo, mesmo
usando o Teorema 1.5.11, pode nao ser simples descrever os elementos de Dom(T; ) para

uma fungio ¢ € N*\{0} fixada.

No exemplo a seguir, usamos o Teorema 1.5.11 para descrever o dominio de
T3 quando ¢(z) = T Para isso, adaptamos a demonstragdo da Proposigao 2 de (22)
—z

para mostrar que o espaco H(b) dado pelo teorema é igual, como conjunto, ao espago de
Dirichlet local em 1, D; (veja Defini¢ao 1.3.4).
1
Ezemplo 1.5.12. Seja p € N*\{0} dada por ¢(z) = T Calculamos no Exemplo 1.4.10
-z
que a representagao canodnica ¢ = b/a é dada pelas fungoes

:1+\/5 1—2 b(z):1+\/5 1

23*—2*/5—z ¢ 2 36

a(z)

Em particular, segue do Teorema 1.5.11 que Dom(77) = H(b).
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Vamos agora mostrar que H(b) = D;, como conjunto. Seja f € H?. Pela
Proposicao 1.5.10, f € H(b) se, e somente se, existe g € H? tal que T;f = Tzg. Note que
T;f = Tzg se, e somente se, P, (b*f* — a*g*) = 0, ou, equivalentemente, b* f* — a*g* L

H?*(T). Com isso em mente, observe que, para todo £ € T,
Tw £% % % 1+ \/5 1 * 1+ \/g 1— g *
(b*f* —a*g*)(€) = 9 3+/5 _gf (&) — 9 345 _gg (€)
2 2

1—1—\/5 1 % A
"7 wp O 0-050)
1+\/5 g * *
"3 ms O E-0rE).

Logo, b* f* — a*g* L H*(T) se, e somente se,
1+v5 ¢ -
f +2[ w§ y: (€f5(€) — (= 1)g*(§)) h*dm(¢)

2

0= (7 f — T 1), =

1+
2

2 - € 00(©) g —peame). vhe

Note que, pela Observacgao 1.2 e a identidade de polarizagao, a equagao anterior é equivalente

<zf—(z—1)g,3+\/§h> =0 VY he H”
2 ¢/ m

Por sua vez, é facil ver que isso é equivalente a zf —(z—1)g L zH? Como zf—(z—1)g € H?,

isso é equivalente a zf — (z — 1)g ser constante.
Em suma, temos que f € H(b) se, e somente se, existem g € H? e ¢ € C tais que
2f(z) =c+ (z — 1)g(2), V zeD.

Por sua vez, isso é equivalente a Sf € Dy pelo Teorema 1.3.6 (aqui S denota o shift
em H? como na Definicdo 1.1.19). Assim, para finalizar o exemplo basta mostrar que
SfeD, — [feD.

Se f € Dy, existem c € C e g € H? tais que f(z) = ¢+ (z—1)g(z). Em particular,
Sf(z)=z2f(z) =cz+ (z—1)zg9(2) = c+ (z— 1)(c + z9(2)).
Como g € H?, entdo ¢ + Sg e H?, logo Sf € D;.

Reciprocamente, se Sf € Dy, existem c € C, g € H? tais que Sf(z) = ¢+ (2 —
1)g(z). Em particular,

0= 0£(0) = SF(0) = ¢+ (0~ 1)g(0) — g(0) = c.
Logo, g = ¢ + S§, onde § € H?. Portanto,

2f(z) =c+ (z=N(e+29) = 2(c+(z=-1)g) . f(z) =c+(z-1)g,
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entao f € Dy, como queriamos.

Ou seja, Dom(T) = H(b) = D;.

1.6 Dualidade de Cauchy

Nas secoes anteriores estudamos diversos exemplos de espagos vetoriais topolé-

gicos de fungoes analiticas no disco, cujas relagdes de inclusao estao resumidas abaixo:

A
U
Hol (D) « H” < H' cH? < H” < N* < N < Hol (D)
U
Dy s H(b)

onde 2 < qg< o, 0<p<2, be By e todas as inclusdes sdo continuas.

Como espacos vetoriais topoldgicos, uma importante ferramenta para seus
estudos sao os seus duais topoldgicos, i.e., os espagos dos funcionais lineares continuos.
No contexto especifico de espacos de fungoes analiticas no disco, é bastante tutil poder
expressar a relacao de dualidade de forma aniloga ao produto interno de H?. Nessa secdo,
iremos definir o dual de Cauchy de um espaco de fungoes analiticas e comentar alguns

exemplos. Tomamos (23, 24, 25, 26) como referéncias para esse topico.

Defini¢ao 1.6.1. Seja X um espaco de Banach continuamente contido em Hol (D). Dizemos
que X* < Hol (D) é o dual de Cauchy de X se existe uma bijegao T : X* — X', onde X'
¢é o dual topologico de X, tal que

0
Y(g)() = ()= lim | FGOTHOAM(O) = lin > adir®, ¥ feXoge X"
= T = n=0
(1.17)
onde m denota a medida de Lebesgue normalizada no circulo e (a,), (b,) sdo, respectiva-

mente, os coeficientes de Taylor de f e g.

Vale ressaltar que o mapa T é apenas uma bije¢ao entre conjuntos, nao impondo
nenhuma restricdo na topologia de X*, que pode até nao ser um espago topolégico.
Em alguns casos, como por exemplo o espaco A3, o espaco X ¢é Hilbert, portanto é
canonicamente identificado ao seu dual, mas nao satisfaz a relagdo (1.17). Assim, o seu
dual de Cauchy, que para esse exemplo é D (veja (24, segdo 4.1)), ndo coincide com a

identificacdo candnica do dual topoldgico AZ.

Nao ¢ claro da definicao sob quais hipoteses X possue um dual de Cauchy e,

se esse existir, como encontré-lo. De fato, ndo encontramos na literatura um método geral
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para responder essas perguntas. Na se¢ao 1 de (26), é mostrado que se X é um espago
de Banach e Hol (ﬁ) c X é denso em X, entdao o dual de Cauchy X* existe e pode ser
calculado com o mapa U : X’ — Hol (D) dado por

Up(A) =¢(1_1AZ>,

onde X' é o dual topoldgico de X (cf. (25, p. 616)). Nesse caso, U ¢ injetivo e [|[Uep||;;y =

|¢||y, define uma norma em UX'. O espago X* = UX' com essa norma é Banach e é um
dual de Cauchy de X.

Enunciamos a seguir, alguns exemplos de espagos de Banach contidos em

Hol (D) e seus duais de Cauchy, que serdao bastante usados na segao 3.1.

Teorema 1.6.2. Sejam 1 <p < © e q tal que p~' + ¢! = 1. Entdo, (H?)* = HY.

Para uma demonstracio desse fato, indicamos (13, Teorema 7.3). E interessante

observar que, nesse exemplo, o mapa T nao é uma isometria (veja (13, p.113)).

Para o proximo resultado, é necessario definir outro espaco de Banach continu-

amente contido em Hol (D).

Definicao 1.6.3. O espago das fungoes analiticas de oscilagdo média limitada, denotado

por BMOA, é o conjunto

BMOA = {f € Hol(D) : SupmiI)Jz

* 1 *
PQ) = | 7amee

dm@><a},

onde m é a medida de Lebesgue normalizada em T e o supremo é tomado sobre os arcos

I < T. Munimos esse espaco com a norma

L— |

PO~ || g @

s

-/

Teorema 1.6.4. Temos que (H')* = BMOA.

1o =00 | =5 dm(c).

Esse resultado é um teorema classico de Fefferman (27).

Em (24, segao 4.1), é mencionado que se w = (w,)neny € uma sequéncia com
w, > 0 para todo n € N e limsup(w,)"" = 1, entdo (H*(w)))* = H*(w*), onde w* =

n—00
(1/wn)neN €

H*(w) = {feHol Z "e an|an|2<oo}.

Por exemplo, um resultado andlogo & Proposicio 1.2.2 mostra que A2 = H*((n +1)7!)
e a Proposi¢io 1.3.2 mostra que D = H*(n + 1), logo (A7)* = D, como comentamos

anteriormente.
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Apesar de a defini¢do de dual de Cauchy pedir que X seja um espaco de Banach,
existem exemplos de espagos vetoriais topologicos X < Hol (D), que nao sao espagos de
Banach, mas para os quais existem conjuntos X* < Hol (D) tais que a fun¢do T dada em

(1.17) é uma bijecao. O resultado a seguir apresenta um desses exemplos.

Teorema 1.6.5. Sejam 1/2 <p <1 ea=1/p— 1. Entao,

(HP)* = A, := {f € Hol (D) nC' (D) : sup /() = F(e?)] < oo} :

o<t<s<zr  |et — eis|”

Para uma demonstragao desse resultado, indicamos (13, Teorema 7.5).

1.7 Biortogonalidade, minimalidade e completude

A principal pergunta estudada no artigo (1) e na pré-publicagao (2) diz respeito
a completude de uma sequéncia em H?. Uma das diversas abordagens para se estudar isso
faz uso das chamadas sequéncias biortogonais. Nessa sec¢ao, definiremos esse conceito e

apresentaremos a sua relacao com a questao de completude, sempre no contexto de espacos

de Hilbert.

Defini¢ao 1.7.1. Sejam H um espago de Hilbert e (f,), (¢,) duas sequéncias de elementos

de H. Dizemos que (f,) e (g,) sdo biortogonais, (f,,) é biortogonal a (g,) ou vice-versa, se

<fn7gm> = 5nm i n,me N,

onde 6, denota o delta de Kronecker.

A existéncia e unicidade de uma sequéncia biortogonal esta relacionada a

minimalidade e completude das sequéncias. Vamos relembrar esses conceitos.

Definigao 1.7.2. Sejam H um espago de Hilbert, X < H e (f,)neny uma sequéncia em H.

Dizemos que X é completo (ou total) em H se
spanX = H.
Dizemos que {f, : n € N} é minimal se

Jm ¢ Span{f, : n # mj}, vV m e N.

O resultado a seguir relaciona esses conceitos e motiva o estudo feito na

secao 3.2.

Proposicao 1.7.3. Seja (f,) uma sequéncia em H. Entao,

1. Existe uma sequéncia biortogonal a (f,) se, e somente se, (f,) € minimal.
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2. Se existe uma sequéncia biortogonal a (f,), essa sequéncia é unica se, e somente se,

(fn) € completa.

Demonstragio. Seja (g,) uma sequéncia biortogonal a (f,,) e suponha por absurdo que
existe m € N tal que f,, € span{f, : n # m}. Entdo existe uma sequéncia hy — f,, de

termos em span{f, : n # m}. Logo,

1= <fm>gm> = klgrolo <hk>gm> = O,

uma contradi¢ao. Assim, a existéncia de uma sequéncia biortogonal implica minimalidade.
Reciprocamente, suponha que (f,,) é minimal. Seja P, a projecao ortogonal sobre span{ f,, :

n # m}. Pela minimalidade, f,, # Py, f., e assim podemos definir a sequéncia

fm_mem

, VmeN,
[ — PSP "

9m =

que é biortogonal a (f,). De fato, g,, € (5pan{f, : n # m})"*, logo

<fm - memvfm - mem> _
||fm - memH2

Claramente {f,,, g,> = 0 se n # m, como queriamos.

1.

<f’m7.gm> = <fm - mfmagm> =

Para a segunda parte da proposigao, seja (g,) uma sequéncia biortogonal a (f,,).
Se (f,) ndo é completa, existe h e {f, : n e N}"\{0}, portanto (g, + h) é uma sequéncia
biortogonal a (f,,) e diferente de (g,). Reciprocamente, se existe uma sequéncia biortogonal

(hy) diferente de (g,), existe m € N tal que g, # hy,. Assim,

<fn7gm - hm> = 5nm - 6nm = Oa

e gm — hm € {f, : n e N}J\{0}, logo (f,) ndo é completa. O

E importante ressaltar que a condicao 2 da proposi¢ao nao é simétrica! Assim,
é possivel que (f,,) seja completa e biortogonal apenas a (g,) € (g,) nao seja completa. De
fato, o exemplo a seguir, retirado de (28), mostra que, dado qualquer subespaco fechado
K < H de dimensao infinita, existem sequéncias biortogonais (f,,) e (g,) tais que (f,,) é

completa e span{g, : n € N} = K.

Seja K < H um subespago fechado de dimensao infinita e {e, : n € N} uma
base ortonormal de K. Seja 8 uma base ortonormal de K. Seja (yn) uma sequéncia em
que cada elemento de (8 aparece infinitas vezes. Se [ for finita, é facil construir a sequéncia
(yn). Se (8 for infinito, 8 = {by, bs, ...}, basta definir (y,) por

bla b17b2ablab27 b37blab27 b37b47b17 s



Capitulo 1. Preliminares 64

Assim, (g,) = (e, + y,) é biortogonal a (e,) e completa em #H, pois se f L
{en+yn:neN}e(f,by=C # 0 para algum b € §, entdo {f, e,) # 0 para infinitos n € N,
contradizendo o fato de

0

CIP < D e < IIIP < o0
0 n=0

m=

Se {f,em) # 0 para algum m € N, {f, y,,) # 0 e caimos no caso anterior. Logo f L K e
f L K*eassim f=0. OJ

Apesar disso, em alguns casos, essa propriedade é simétrica, como em (28,
Teorema) e no caso de bases de Schauder em um espago de Hilbert (veja, por exemplo,
(29, Teorema 3.3.2)).

1.8 Nocoes de Teoria Analitica dos Nidmeros

Nesta secdo, iremos primeiramente introduzir os conceitos de fungoes aritméticas
e o produto de Dirichlet, além de apresentar alguns exemplos de tais fungoes, como a
funcao de Mobius, que serda importante na secao 3.2. Em seguida, discutimos sobre fungoes
multiplicativas e provamos uma estimativa que sera necessaria na secao 2.3. Por fim,
apresentamos brevemente algumas formulas de soma, com énfase a formula de soma de

Euler, usada na secao 2.1.

1.8.1 Funcdes Aritméticas e o produto de Dirichlet

Um objeto de estudo bastante importante na teoria analitica dos niimeros sao

as sequéncias. Nesse contexto, ¢ comum as chamarmos de fungoes aritméticas.

Defini¢do 1.8.1. Chamamos uma fungao f : N* — C de uma funcao aritmética.

Aproveitamos a oportunidade para definir algumas importantes func¢oes arit-

méticas.

Ezemplo 1.8.2. (i) Seja u : N* — C a fungdo constante igual a 1.

(ii) Para cada n € N*| seja I,, : N* — C a funcdo dada por I,(m) = d,,,,. Em particular,

denotamos [; por [.

(iii) Para cada o € C, seja 0, : N* — C a fungdo dada por

oa(n) =) d*

dln

Em particular, o¢(n) nos dé o niimero de divisores de n.
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(iv) Seja p: N* — C a fungao dada por

1, sen =1,
p(n) =1 (=1)F,  sen=p--p,

0, caso contrario.

Aqui, py, ..., pr denotam primos distintos. Essa funcao é conhecida como funcao de
Mobius.

E claro que o conjunto das fungoes aritméticas ¢ um espaco vetorial complexo
com as somas e produto por escalar usuais. Definimos a seguir um produto para esse

espago, fazendo dele uma algebra.

Defini¢ao 1.8.3. Sejam f, g funcoes aritméticas. O seu produto de Dirichlet fxg: N* — C
¢ a funcao

fegm) =Y () (5)

dn

Esse produto surge naturalmente no estudo de séries de Dirichlet. De fato, uma

computacao direta nos mostra que

(3 o) (So) - £ s

n=1
na regiao onde as duas séries do lado esquerdo convergem absolutamente (veja (30, Teorema

11.5)).

Ao dizermos que esse produto faz do espago das fungoes aritméticas uma algebra,
estamos assumindo que = é associativo. De fato, a associatividade e a comutatividade

seguem da simples observagao (veja (30, Teorema 2.6))

feom) =Y f@g (5) = X, Flag).

dn a-b=n

onde a ultima soma é sobre todos os pares (a,b) € N* x N* que satisfazem ab = n. A

comutatividade é imediata da igualdade acima. Ja a associatividade segue de

frlg=h)n)= Y fla)g=h)(d) = ) f(a) (Z g(b)h(0)>

= Y H@)g®)h(c) = (f * g) = h(n).

onde a tltima igualdade segue fazendo a conta andloga para (f = g) = h.

Além disso, I é uma unidade para =,

1) = Y @1 (%) = £,

dln
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i.e., o conjunto das fungoes aritméticas é uma algebra com unidade.

Uma pergunta interessante e relevante para secao 3.2 ¢é se existe uma carac-
terizacao dos elementos invertivel dessa algebra e uma forma de calcular as inversas. O

resultado a seguir responde essas questoes.

Proposicao 1.8.4. Se f é uma fungio aritmética e f(1) # 0, entdo existe uma dnica
fungdo aritmética f~1 tal que f+ f~1 = I. Essa funcio pode ser calculada recursivamente

pelas formulas
1

1 -1 1 ny
=5 ! <n):—md§;f(d)f (d), paran> 1.

d<n
A demonstragao dessa proposigao é bastante direta e estd em (30, Teorema
2.8). Um resultado classico conhecido como férmula de inversao de Mobius segue do fato

de que u~' =y, que mostramos a seguir, com a demonstracdo de (30, Teorema 2.1).

Proposigao 1.8.5. Para todo n € N*, temos

e u(n) = D pu(d) = b, = 1(n).

din

k a sua

Demonstragio. O resultado é claro quando n = 1. Se n > 1, seja n = p{*---p;
fatoragdo em nimeros primos. Assim, os divisores d|n sdo todos da forma d = o -pi’“,
onde 0 < b; < aj. Pela definicdo de p, pu(d) # 0 somente se b; € {0,1} para todo

je{l,... k}. Assim,

diuld) =1+ )
dln j=1
1+.<§

wlp)) + D, wlpipy) + -+ plpr - i)

p]) +
1<i<j<k
)<—1>+

k k
(5) 0+t ()0 = -
Disso segue uma das formas mais comuns da férmula de inversao de Mobius.

]

Corolario 1.8.6. Sejam f uma fungdao aritmética e g a funcao dada por

g(n) = (f=u)(n) = f(a).

ab=n
Entao,

fn) = (g=p)(n) = > gla)u(b).

ab=n
Demonstragio. E imediato das igualdades
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Vamos também comentar uma versao da féormula de inversao de Mobius para

séries da forma

Z a(n)f(n),

onde « é uma funcao aritmética e f é uma funcao definida em um espaco X em que nx € X
faga sentido. Vamos elaborar melhor isso. Essa exposi¢ao é baseada em (31). Considere
(N*,+) o semigrupo multiplicativo dos inteiros positivos. Dado um conjunto X, dizemos

que ¢ : N* x X — X é uma ac¢ao do semigrupo N* sobre X se:
o(lyx) =z, YreX e o(n,o(m,z)) = p(nm,z), ¥Yn,meN. zelX.

Alguns exemplos de agdes do semigrupo N* sdo apresentados a seguir.

Ezemplo 1.8.7. (i) O semigrupo N* age sobre o conjunto dos reais positivos R.g < R
com a multiplicacao. Ou seja, ¢ : N* x R.y — R.( dada por ¢(n,z) = nx é uma

acao.

(ii) O semigrupo N* age sobre o disco unitario D com a potenciagao. Ou seja, a funcao

¢ :N* x D — D dada por ¢(n, z) = 2" é uma agao.
Dada uma funcéo aritmética positiva w, definimos L, (X, w) como o conjunto
das fungoes f : X — C tais que

Zw(n)|f(gp(n,x))|<oo, VaoelX.

E facil ver que se o é uma fungao aritmética com |a(n)| < w(n) para todo n € N* e

f e Ly,(X,w), entao a série
>, an)fle(n, x))

converge absolutamente para cada x € X. Denotaremos a série acima por a ® f. Nesse
contexto, a férmula de inversdo de Mobius para séries € um caso particular do Teorema a

seguir, adaptado de (31, Teorema 1).

Teorema 1.8.8. Sejam o, fungoes aritméticas e f : X — C. Se f € L,(X,|f]) n
L,(X,|a|*|B]), entdo f e L,(X,|axpB]), BOfeLy(X,|al) e

a®BOf)=(a=p)0O [

Demonstracao. Note que

jax Bl (n) = | 3 ala)B(b)

ab=n

< ), la(@)l18®)] = lal = 18] (n),

ab=n




Capitulo 1. Preliminares 68

para todo n € N*. Em particular, L,(X, || = |8]) © Ly(X, | 3]). Além disso, como
f e Ly(X,|8]), temos que g = O f esta definido e

i )| g, )] <

s
78

()] [8(m)] |f (e (m, (n, 2)))|

1

3
I,
3
I

I
[M18
RgE

() 16(m)] [ f(p(nm, z))|

1

(2|a )| B(m )f(w(k,x))!

nm=k

3
)
3
[

(&
18

x>
Il

1

I
18

(lad = [BN)(R) [ (p(k, 2))] < oo,

x>
Il
—

para todo z € X. Aqui podemos reordenar a série em (f) pois os termos sao todos positivos.
Logo, 8O f € L,(X,|al). Assim, a © (6 O f) estd definida e

8

(@@ (BON)(x) = Y, am)(BO flp(n,z) = 3] >, a(n)b(m)f(p(m, p(n,z)))

= 25 2, emBmf (e, 2) = ), ( 2 a<n>6<m>> flplk,2))
= Y (o B)k)f(p(k,2)) = (0= B)O f)x), VYaweX

onde podemos reordenar a soma pois f € L, (X, || = |5]) implica que a soma dupla acima

¢ absolutamente convergente. O]

Podemos agora mostrar essa versao da férmula de inversao de Mobius para

séries.

Corolario 1.8.9. Seja o uma funcao aritmética invertivel e f : X — C. Se f €
Lo(X,|a]) n Ly(X,|a™ « |a]), entdo g = a© f € Ly(X,|a7|) e f = o' ©g. Em
particular, se f € Ly,(X,u) n Ly(X,ux|p]) eg=u® f, entdo f = nOg.

Como aplicagao desse resultado, podemos expressar a fungao caracteristica do

intervalo (0, 1] como uma série de dilatagoes da fungao parte inteira.

Exemplo 1.8.10. Seja X = R.( e considere a a¢do ¢(n,x) = nz, como no Exemplo 1.8.7(i).

Se [z] denota a parte inteira de = e x(1] denota a funcao caracteristica do intevalo (0, 1],

[ ] Zl_ZXOl nz) vz e (0,1].

n<l/x

¢é facil ver que

o0

Como toda soma da forma Z n)X(0,11(nx) é uma soma finita (logo convergente), x(0,1] €
—1
L,(Rog,u) N Ly(Rag, u = \u\) Além disso, a equagao anterior nos mostra que g(z) :=
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1
{] = u® X(0,1](). Logo, segue do Coroldrio 1.8.9 que x o1 = 1 © g, ou seja,
x

X(011(%) = gu(’f) [klx] . Vaxe(01]

O exemplo anterior foi inspirado na segao 2.2 de (32). Usaremos esse exemplo

para motivar a escolha de uma importante série na secao 2.3.

1.8.2 Estimativa do crescimento de o((n)

Vamos agora andar em direcao a mostrar uma estimativa sobre o crescimento
de ¢, a fungao que conta o nimero de divisores (veja Exemplo 1.8.2(iii)). Para tanto,

discutiremos brevemente as fung¢oes multiplicativas.

Defini¢ao 1.8.11. Seja f : N* — C uma func¢ao nao nula. Dizemos que f é multiplicativa

se f(nm) = f(n)f(m) sempre que n e m sao coprimos, i.e., seu m.d.c. é (n,m) = 1.

Se f(nm) = f(n)f(m) para todo n,m € N*, dizemos que f é completamente

multiplicativa.

Um exemplo simples de tais func¢ées completamente multiplicativas sao as
fa(n) = n® para qualquer a € C. Note que toda fungao completamente multiplicativa é
também uma func¢ao multiplicativa. A proxima proposi¢do nos mostra uma maneira de

construir fungoes multiplicativas.

Proposigao 1.8.12. Se f, g sao funcoes multiplicativas, entao =g também é multiplicativa.

Demonstracao. Denotemos por D,, o conjunto dos divisores de n. O resultado segue da

seguinte afirmacao.
Afirmagao. Se (n,m) = 1, o mapa (a,b) € D,, x D,, — ¢ = ab € D,,, é uma bije¢ao.

Prova da Afirmacio. E claro que o mapa estd bem-definido, i.e., que ablnm se aln e
bl/m. Note também que, como (n,m) = 1, se a|ln e blm, entdo (a,b) = 1. Com isso,
podemos mostrar que o mapa é injetivo. De fato, se (ay,b1), (ag,b) € D,, x D,, sdo tais
que a1b; = asby, em particular a;|asby. Pela observagao anterior, (a1, by) = 1, logo a4 |as.

Por simetria, as|a; e assim a; = as. Logo by = by e 0 mapa é injetivo.

Para a sobrejetividade, considere n = p{*---pp* e m = ql’Bl . ~-qlﬁ ' as suas

fatoragdes em nuimeros primos. Como (n,m) =1, p1,..., Pk, q1,- - -, q sdo todos distintos.
~ 5 0

Se clnm = pSt - gt g entdo ¢ = pIt - plgdt -, com 0 <y < ;e 0 < 9; <

B;. Assim, é suficiente tomar a = p}*---p}* e b = ¢' - -q" para que (a,b) € D, x D,, e

c = ab. #
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Sejam n, m € N* coprimos. Entéo,

fegmm) = 3 F(@)g (") = Y flab)g (%)

clnm aln
blm

Como (a,b) =1 = (n/a,m/b) e f,g sdo multiplicativas, temos que

7 gtim) = 323 1)) (2) 0 ()

aln blm
- (2 f(a)g (Z)) <Zm f(b)g (Z‘)) = fg(n)f = glm).
O
O corolario a seguir apresenta uma familia de fungoes multiplicativas.
Corolario 1.8.13. Para todo o € C, o, € multiplicativa.
Demonstracao. Note que,
faxu(n) =Y d* = oa(n),  VYneN,
djn
onde fn(n) =n% e u(n) =1 como no Exemplo 1.8.2(i). O

Para mostrar a estimativa de crescimento de oy, precisamos de um tltimo lema,
retirado de (30, Exercicio 13.12). Lembre que 7(n) é a quantidade de niimeros primos

menores ou iguais a n.

Lema 1.8.14. Seja f uma funcao multiplicativa que satisfaz a sequinte propriedade:

Para todo € > 0, existe N(¢) tal que se p é primo, m € N* e p™ > N(e), (1.18)
entdo |f(p™)| < e. '

Entao, f(n) — 0 quando n — co.

Demonstragio. Por hipé6tese, existe B > 0 tal que |f(p™)| < 1 para toda poténcia de
primo p™ > B. Em particular, como existem apenas uma quantidade finita de poténcias
de primo menores ou iguais a B, existe A > 0 tal que |f(p™)| < A para todo primo p e

natural m.

Dado ¢ > 0, seja N tal que |f(p™)| < eA® para todo poténcia de primo
p™ > N, onde A e B sao as constantes definidas na paragrafo anterior. Afirmo que se

n > N entdo |f(n)| < e. De fato, seja n = p™ --- pi*

a fatoracdo de n em nimeros
primos. Existe algum i € {1, ..., k} tal que p/* > N, caso contréario terfamos n < N* < NV,

pois nesse caso todo p; < N e existem 7(/N) < N ntimeros primos menores ou iguais a N,
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logo k < N. Sem perda de generalidade, suponha que pi"* > Nele N*étalque 1 <l <k

e p;" > B para todo | < i < k. Note que se p;"" < B, entao p; < B, assim existem no
méaximo 7 (B) < B primos dessa forma, i.e., |{p2,...,pm}| =1 —1 < B. Portanto,

[F(n)] = 1FT)] - | f ()] < %Al‘ll’f—l <e.

Com isso, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.8.15. Seja a = 0. Entdo, para todo d > 0, temos que

oty quando n — o0.

oa(n) =o(n
Em particular, oo(n) = o(n®) quando n — oo para todo § > 0.

a—46

Demonstra¢io. Como n — n~ " °c,(n) é multiplicativo, pelo lema anterior basta verificar

Ta(P™)
pm(a+6)

Suponha que a > 0. Entao

que satisfaz a propriedade (1.18). Faremos isso para o > 0 e a = 0 separadamente.

m o(m+1) 1
m a_ P
0a(p™) = D M =
k=0 pr—1
Logo,
O.a(pm) B pam+a—ma—m(5 _ p—mé—ma e pa o p—ma
pm(a+6) o P — 1 =p P — 1 ’
Note que
pe —p e P~ 1 1
0< < =1+ <1+ =:C
p*—1 p*—1 p*—1 2% —1
Assim,
Ua(pm> m\—4
pm(a+5) C(p )

satisfaz (1.18) para qualquer 6 > 0.

Considere agora a = 0. Nesse caso,
m
oo(p™) = Y (") =m + 1.
k=0

Portanto,

oo(p™)  m+1 _ 71?(%;; +1 1 logp™ 1

= = + .

pme pme pm logp (p™)° ~ (p™)°
Observe que o lado direito da igualdade acima satisfaz a propriedade (1.18), pois (logp) ™' <
s

~—

(log2)™!, logz/2° — 0 quando z — w0 e 7° — 0 quando & — 0. Logo oo(n) = o(n

U

quando n — oo para qualquer d > 0.
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Iremos usar esse resultado na secao 2.3 junto com outras duas relacoes, que

enunciamos a seguir para futura referéncia.

Teorema 1.8.16. Seja 7(x) = [{p < x : p primo}|. Sio equivalentes:

1. n(x) ~z/logz, i.e.,

lim m(x)logx 1,
r—00 €T
2. .
k
Zﬂlza (1.19)
k=1 k
3. .
Ezéﬂﬁﬂegﬁ::_l_ (1.20)
k=1 k

O item 1 é conhecido como Teorema dos Nimeros Primos (TNP) e foi provado
originalmente por Hadamard (5) e de la Vallée Poussin (6) em 1896. Para uma exposigao
sobre o TNP, veja (33). Em (34), Landau mostrou que 1 implica 2 e também que 3 implica
2. Que 2 implica 1 pode ser visto em (30, Teorema 4.16). Em (35), Landau prova o item 3
a partir de 1.

1.8.3 Férmulas de soma

E comum no estudo de teoria dos niimeros estarmos interessados no comporta-

NG

quando n — oo, para alguma funcao aritmética f. Nesse contexto, é comum denotarmos

mento assintotico de somas do tipo

por
[]
D fk)y =7 f(k)
k<zx k=1
a soma sobre os niimeros naturais menores ou iguais a z. Aqui, [x] denota a parte inteira
de x, i.e., o maior inteiro < z. Quando 0 < x < 1, a soma ¢ vazia e convencionamos que

vale 0.

Para avaliar esse tipo de soma, existem alguns métodos que chamamos de
formulas de soma. A seguir apresentamos dois desses métodos, cuja exposicao foi inspirada

nas notas de aula (36).

Teorema 1.8.17 (Férmula de soma de Abel). Sejam f : [1,0) — C wma fungio

absolutamente continua sobre compactos e g uma funcao aritmética. Denotemos por
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G(x) = Z g(n). Entao,

n<x

ZfWMM=G@ﬂ@—fbmf@&, Vsl

n<T

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

f(n) = f(x) = (f(x) = f(n)) = f(x) - r f1(t)de.

waww=2(mmjﬂ%w)mrﬁmmm—Zmewmﬁ

n<x
Por fim,
[ omrat= 3 [ g e = 3 xpua®lon o
n<x vYn n<z V1 1 n<a
- [ 10 Yot = | Gorwa
1 n<t 1
onde X[nz] denota a funcao caracteristica do intervalo [n,x]. ]

Observagao 1.3. A hipétese de f ser absolutamente continua é necessaria para o teorema
fundamental do célculo. Normalmente consideramos funcoes f de classe C', o que implica

que também é absolutamente continua sobre compactos.

A segunda férmula que apresentaremos é um caso particular da anterior.

Corolario 1.8.18 (Férmula de soma de Euler). Seja f : [1,00) uma fungio absolutamente

continua sobre compactos. Entao,

>, fn) = f J@)at + f(1) = {z}f(x) + f{t}f’(t)dt Vao=l,

n<T

onde {x} = x — [x] denota a parte fraciondria de x.

Demonstracao. Aplicando o Teorema anterior para f e g = u, onde u é a funcao constante
igual a 1, temos G(z) = [z] e

T

Zf@%ﬁﬂﬂ@—fﬁﬁﬁﬁt (1.21)

Como [t] =t — {t}, temos que
fmwwa=Lﬂfmwifmwwa=mmwﬁa%£7@m—fﬁwﬁmaum>

onde usamos integracdo por partes na ultima igualdade (pois f e t sdo absolutamente

continuas em [1,z]). O resultado segue ao substituirmos (1.22) em (1.21). O
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Por fim, aplicamos a formula de soma de Euler para provar uma estimativa
que usaremos futuramente. Antes, contudo, é necessario definir a constante de Euler-

Mascheroni.

Definicao 1.8.19. A constante de Euler-Mascheroni é o limite

1
tn((£5) )

Nao é imediato que esse limite exista. Uma consequéncia do Corolario a seguir

¢ mostrar que essa constante estd bem-definida.

1
Corolario 1.8.20. Seja H(x) = Z —. Temos que

n<x

“{t 1
H(x)zloga:—l-’y—{z}%—f {tQ}dtzlogx+’y—|—O<x),

onde v € a constante de Euler-Mascheroni e O(1/x) para x — 0.

Demonstragio. Aplicando a férmula de soma de Euler para a fungdo f(x) = 1/x, que é

analitica, logo absolutamente continua em compactos, em [1, z], obtemos

H(z) f Sdt+1- } f {}dt—logx {} f{}dt (1.23)

TL<I
\va
1

0
t
logo f {tQ}dt existe e ¢é finita. Seja
1

Observe que

{t}

“1
dt < —dt =1 < o0,
12 12

1

e}
{t}

1
T {t t

1—f {—Z}dt f {}dt Ve > 1.

Com isso, podemos reescrever a equagao (1.23) como

H(z) =logx +~v — @ }+ {;}dt,

T

jiﬁ?dt’ J {t}dt\L ) t—i.

[ a0 (1)

o que mostra a segunda igualdade do enunciado. Por fim, observe que

n

entao,

como queriamos. Note que

Assim,

1 1
k logn—'y+0< )—wy, quando n — 0.
n
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1.9 A funcdo ( e a hipotese de Riemann

Nessa dissertacio estudamos diversos aspectos de um critério em H? para a
hip6tese de Riemann (HR). Por conta disso, temos essa segao para definir a funcao ¢ de
Riemann, apresentar algumas de suas propriedades, motivar e enunciar a HR. No fim,
apresentamos dois critérios em L*(0,1) para HR, o primeiro provado por Nyman (8) e
Beurling (9) na década de 1950 e o segundo por Baez-Duarte (10) em 2003. Essa segao
segue as exposigoes feitas em (15, Capitulo 6) e (37). Indicamos a dissertagao (38) para

uma exposicao mais completa.

Definigao 1.9.1. Seja s € C; = {se€ C: Re(s) > 1}. A fungao ¢ : C; — C definida por

0
1
— 1.24
=3 (1.2
¢ chamada de fungado zeta de Riemann ou simplesmente de fungdo ¢ de Riemann.

A definicao acima sé faz sentido se soubermos que a série dada em (1.24)

converge para todo s € C;.

Proposicao 1.9.2. A série em (1.24) converge absolutamente e uniformemente em

Co, ={2€C:Re(z) > a} para todo a > 1. Em particular, ¢ € Hol (Cy).

Demonstracao. Sejam a > 1e s = o + it € C,. Entao,

—0

‘n’s‘ =n7<n“ vV n e N*.

Como a > 1, Z n~% é convergente, logo a série (1.24) converge absolutamente e unifor-
n=1
memente em C, pelo teste M de Weierstrass.

Observe que s — n~% = ¢ $1o8n

¢ uma funcao inteira (holomorfa em C) para
cada n € N*. Além disso, para cada compacto K < Cy, existe a = a(K) > 1 tal que

K < C,. Logo ¢ é o limite uniforme sobre compactos em C; de uma sequéncia de fungoes
holomorfas, logo ¢ € Hol (Cy). O

Apesar de nao ser claro da defini¢ao (1.24), a fungao ¢ esté bastante relacionada

aos nimeros primos. O resultado a seguir ilustra um dos aspectos dessa relacao.

Teorema 1.9.3 (Produto infinito de Euler). Para todo s € Cy, temos

)= 1] - L (1.25)

Demonstragio. Seja

Pu(s)= [] 1_1ps.

psm
p primo
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Note que, para todo primo p

k=0
Assim,
0
—ks —s
Pu(s)= || 2o = 2) 7,
psm k=0 neAm
p primo

onde A,, denota o conjunto dos inteiros positivos cujos fatores primos sdo menores ou iguais
a m. Observe que podemos reordenar a soma acima pois os termos sao todos positivos.

Além disso, {1,...,m} < A, logo

0
< Z n-7 — 0, quando m — oo,

n=m+1

Z n=° — Pn(s)

para todo s = o + it € Cy, pela proposicao anterior. Dessa forma,

1 . S,
1_[ —ps = wlll_fgopm(s) = Z n = C(S), Vse (Cl'

p primo n=1

O

Esse tipo de produto, chamado produto de Euler, pode ser generalizado para
0¢]
somas n) de qualquer funcao multiplicativa veja (30, Teorema 11.6)). Uma
> f(n) de qualg ¢ p ja (30,
n=1

interessante consequéncia desse resultado diz respeito aos zeros de (.

Corolario 1.9.4. Para todo s € Cq, temos

- I -

p primo

Em particular, ¢ nao se anula em C.

Demonstracao. Fixe s = o + it € C;. Como

o0
Z }p’s| < Z n 7 < oo,
p primo n=1

e 1 — p® # 0 para todo p primo, um resultado classico sobre produtos infinitos (veja (14,

[] a-p)

p primo

Teorema 15.4)) nos diz que

converge para um valor diferente de 0. Pelo Teorema anterior, temos que

-8\ _ 1: —s\—1 __
¢(s) [] @=p) = lim (1-p7°)" =1,
p primo p>m
p primo
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pela convergéncia desse produtério para um nimero nao nulo. Dessa maneira,

((15): H (1-p*)eC.

Em particular, {(s) # 0. O
Até agora s6 consideramos a fun¢do ¢ no semi-plano C;. De fato, a defini¢ao e

as igualdades provadas so estdao bem definidas nessa regiao. Iremos agora provar alguns

resultados que nos permitem estender a fungao ¢ para regiao maiores do plano complexo.

Teorema 1.9.5. Para todo s € Cy, vale a igualdade

<) . J:O {z} 27 1da,

S s—1

onde {x} denota a parte fraciondria de x. Com isso, ¢ pode ser estendida analiticamente

para Co\{1}, onde 1 é um polo simples de residuo 1 pela formula
1 a0
((s) =———1-— SJ {z}o~5 1da. (1.26)
s—1 1

Esse teorema foi retirado de (15, Coroldrio 6.1.4). A funcao ¢ pode ser estendida
ainda mais, mas para isso precisamos usar uma outra funcao. Seja I' a funcdo dada em C,

por

0¢]
[(s) = J e it51dt.
0

Sao resultados classicos que I' definida dessa forma é holomorfa em Cj e satisfaz a equacao
['(z+ 1) = 2I'(z). Com essa equagao, I possui uma extensao analitica em C\Zg,, com
polos simples em Z<o. Além disso, a extensao analitica de I' nao se anula em nenhum

ponto.

Teorema 1.9.6. A funcdio ¢ possui uma extensdo analitica em C\{1}, com um polo simples

em 1 de residuo 1, sendo definida por (1.26) em Cy e satisfazendo a equagio funcional

((s) = 71T(27T)Ssen (%) I'(1—s)¢(1—s).
FEquivalentemente, .
§(s) = 5s(s = =T (5/2)¢(s), (1.27)

onde & € Hol (C) satisfaz a equagio &(s) = &(1 — s) para todo s € C.

Para a demonstragao desse resultado, indicamos (15, Teorema 6.1.5). A relagao
(1.27) nos da algumas informagoes sobre os zeros de (. Por exemplo, como I' tem polos
simples em Z<o e £ é uma fungao inteira, ((—2n) = 0 para todo n € N* (esses zeros sao

chamados de zeros triviais de (). Note que ((0) # 0 e isso ndo é um problema pelo fator s
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em &(s) e, de maneira semelhante, o fator s — 1 cancela o polo de ¢ em 1. Para os demais
pontos, i.e. além dos zeros triviais, 0 e 1, o tinico fator de & que pode se anular é . Assim,
a relagao £(s) = (1 — s) mostra que os zeros nao-triviais de ¢ sdo simétricos em relagao a
reta {s € C: Re(s) = 1/2}. Vimos que ¢ nao se anula em C; e Hadamard (5) e de la Vallée
Poussin (6) provaram que ¢ também nao se anula na reta {s € C : Re(s) = 1}. Assim, segue
da simetria dos zeros que os zeros nao-triviais de ¢ estao na faixa {se€ C: 0 < Re(s) < 1}.
Por fim, como ((s) € R sempre que s € Rn C; (por (1.26)), segue do Principio da reflexao
de Schwartz (veja Teorema B.2.6) que os zeros de ( sao simétricos em relagao a reta real,
i.e., areta {se C:Im(s) =0} (veja (37)).

Esse interesse em torno dos zeros de ( se justifica pois existe uma conexao
entre esses zeros e a distribuicao dos nimeros primos. De fato, um passo fundamental para
a demonstracao do Teorema dos Numeros Primos é que ((s) # 0 para todo s # 1 com
Re (s) = 1. Além disso, regioes livres de zeros de ( na faixa {0 < Re (s) < 1} nos fornecem
melhores estimativas de erro para a aproximacao dada pelo Teorema dos Ntumeros Primos
(veja, por exemplo, (39, p. 67)), com o erro sendo minimo se todos os zeros nao-triviais de

¢ pertencerem a reta {Re(s) = 1/2}. Essa condigao é a chamada Hipdtese de Riemann.
Conjectura 1.1 (Hipdtese de Riemann). Todos os zeros mdo-trivias da fung¢io ¢ de

Riemann pertencem a reta {s € C: Re(s) = 1/2}.

1.9.1 Critérios de Nyman, Beurling e Baez-Duarte

Vamos agora apresentar dois Teoremas que relacionam a HR com perguntas em

L*((0,1]). Para isso, considere as fungdes fy : (0,1] — C, para cada 0 < A < 1, dadas por

a(z) = {i} —~ A{i} Ve (0,1].

E claro que fr € L*((0,1]) para todo 0 < A < 1. Lembre que X(0,1] denota a funcao

caracteristica do intervalo (0, 1].

Teorema 1.9.7 (Critério de Nyman e Beurling). Sao equivalentes:

1. a hipotese de Riemann,
2. X(0,1] pertence ao fecho em L*((0,1]) de span{fy : 0 < X\ < 1},
3. o conjunto {f\:0 < X <1} € total (completo) em L*((0,1]).
Enunciamos esse resultado da forma como é apresentado em (37, Teorema 5).
Note que esse critério relaciona a HR a um problema sobre aproximacao e completude

de um conjunto em L*((0,1]). Em 2003, Béez-Duarte provou uma versdo mais forte do

critério de Baez-Duarte, reduzindo o conjunto de fungoes considerado. Considere as fungoes
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sk = fix para k € N* e M o subespaco fechado de L*((0,1]) das funcbes q.t.p. constantes

1
nos subintervalos | ——, — [ para n € N*, i.e.,
n+1'n

M= span {x 1, g €N

onde o fecho é na topologia de L*((0,1]). Note que

w42 |

1 1 1 1
Assim, para todo n, ke N* e z € (, ], temos que [] =ne [] — [
n+1'n x

w2 vee(RAl o

1 1
i.e., sy é q.t.p. constante nos intervalos (—1—1’ ] e pertence a L*((0,1]) (pois, por
n n
exemplo, |si(x)| < 1, para todo = € (0,1]). Em particular, s, € M para todo k € N*.

Teorema 1.9.8 (Critério de Baez-Duarte). Sao equivalentes:

1. a hipétese de Riemann,
2. X(0,1] € Span{s, : ke N*} ¢

3. {si : k e N*} € um conjunto total (completo) em M.

O Teorema que Béez-Duarte prova em (10) é, na verdade, apenas a implicagao
1 = 2. Enunciamos da maneira como é apresentado em (37, Teorema 7). A implicagao
2 = 3 ¢é um resultado que mostra que o critério de Baez-Duarte é também sobre um
problema de densidade, mas em um subespaco préprio de L?((0,1]). Vale ressaltar que
a demonstracao dessa parte do Teorema (veja (37, p.145)) faz uso do fato de span{sy :
k € N*} ser invariante pelo semigrupo (discreto) de operadores de composigao ponderados
{D,, : m € N*} dados por

Dy f(x) = m'x 1 () (ma).
Relembremos a defini¢ao de um semigrupo discreto de operadores em um espaco de Hilbert.

Definicao 1.9.9. Sejam H um espago de Hilbert e {7}, : n € N*} uma familia de operadores
limitados de H. Dizemos que {T,, : n € N*} é um semigrupo multiplicativo (discreto) de

operadores em H se

1. Ty = I é a identidade, e

2. T,,T,, = Ty, para todos n,m € N*.
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E facil ver que Dy = I, a identidade, e D,,D,, = Dy, logo {D,, : m € N*}
é de fato um semigrupo multiplicativo. Além disso, um célculo bastante direto nos da
que D,k = Spr — Sm/k, demonstrando que span{sy : k = 2} é de fato invariante pelo

semigrupo. Essas observacoes motivarao o estudo feito na se¢ao 2.2.

Por fim, note que como M é um subespaco fechado de L*((0,1]), entdo é

também um espaco de Hilbert. De fato, é facil ver que o mapa ¢ — M dado por

(an)neN —> Z anx( 1 1 ]

n+2'n+1
n=0

é unitario, i.e., um isomorfismo isométrico (£2 é o espaco da equacdo (1.12)). Logo, podemos

transferir o critério de Baez-Duarte para > usando esse mapa.

n+1
A conta feita em (1.28) nos mostra que as sequéncias ({ A }) sao
neN
n-+1

k

disso, claramente a sequéncia 1 constante igual a 1 é mapaeda em x(g,1;. Como, ademais,

mapeadas em s,. Em particular, a sequéncia r.(n) = k { } ¢ mapeada em ks;. Além
span{sy : k € N*} = span{ksy : k € N*} = span{ks; : k > 2}, pois s; = 0, temos a seguinte

versao unitariamente equivalente do critério de Baez-Duarte.

Corolario 1.9.10 (Critério de Baez-Duarte em £2). Sio equivalentes:

1. a hipotese de Riemann,
2. lespan{ry: k>2}e

3. o conjunto {ry : k = 2} ¢ total (completo) em (.

1.10 Comentarios

A teoria dos espacos de Hardy, Bergman e Dirichlet, e das classes de Nevanlinna
e Smirnov sao bastante extensas e vao muito além do que foi apresentado nesse capitulo.
Buscou-se tracar um caminho que apresentasse parte dessa grande teoria, especialmente os
resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes. Para um estudo mais aprofundado
de cada tema, indicamos as referéncias (11, 13, 14, 15, 18) para o estudo dos espagos H” e
as classes de Nevanlinna e Smirnov. Para o estudo dos espacos de Bergman e de Dirichlet,

indicamos os livros (16) e (17), respectivamente.

Semelhantemente, a teoria em torno dos espacos de de Branges-Rovnyak se
desenvolve bastante além do que foi exposto na secao 1.5. Parte dessa teoria foi desenvolvida
por Sarason, por exemplo nos artigos (20, 22). O livro de Fricain e Mashreghi (18) compila
grande parte dessa teoria e consiste em uma excelente referéncia, tanto para pesquisa,

quanto para aprendizado.
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Finalizamos a se¢do 1.5 demonstrando que Dom(77);,_,) = D;. Essa prova
na verdade se resumiu a mostrar que um espago de de Branges-Rovnyak ¢ igual, como
conjunto, a D;. Como comentado, isso foi feito adaptando a Proposicao 2 de (22). Nesse
artigo, Sarason mostra uma familia de espacos de de Branges-Rovnyak que sao iguais,
com igualdade de norma, aos espagos de Dirichlet locais D.. Em (40), Costara e Ransford
caracterizam quando ocorre igualdade #(b) = D,,, sem ter necessariamente igualdade de

norma.

E interessante apontar que o estudo de funcdes aritméticas e o produto de
Dirichlet esta bastante relacionado ao estudo das séries de Dirichlet. Com respeito a teoria
da funcao zeta de Riemann, de forma andloga ao que buscamos fazer com a teoria dos
espacos de Hardy, tinhamos como objetivo apresentar parte da grande teoria, mas nao se
aprofundar em resultados que nao serao utilizados. Indicamos a monografia de Titchmarch

(39) como referéncia para essa extensa teoria.
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Capitulo 2

Critério de Baez-Duarte em H*:

Densidade e Ortogonalidade

Esse capitulo é dedicado ao estudo da parte do artigo (1) na qual Noor intro-
duz uma versao unitariamente equivalente do critério de Béez-Duarte (Teorema 1.9.8 e
Coroléario 1.9.10) em H? e investiga esse novo problema de densidade (equivalente a HR)

em H?, resolvendo uma versao fraca dele.

Na secéo 2.1 enunciamos e provamos a versio em H? do critério de Baez-Duarte
(Teorema 2.1.3). Na segao 2.2 definimos um semigrupo de operadores de composigao ponde-
rados que permite generalizar o critério apresentado anteriormente (veja o Teorema 2.2.2).
Na secao 2.3, usamos o semigrupo de operadores definido na se¢ao anterior e algumas
estimativas de teoria dos nimeros (veja subse¢ao 1.8.2) para resolver uma versao fraca da
problema de densidade equivalente a HR (Corolério 2.3.2). Por fim, na secao 2.4, estudamos
a consequéncia do Teorema 2.3.1 para o problema de ortogonalidade dual ao problema
de densidade estudado. Essa observacgao sobre alguns problemas de densidade possuirem

problemas de ortogonalidade duais é estudada mais a fundo na secao 3.1.

2.1 Critério de Baez-Duarte em H?

O objetivo dessa se¢ao é demonstrar uma versao unitariamente equivalente
em H? do Corolario 1.9.10. Para isso, precisamos de um mapa unitério entre (2 ¢ H?
Na secdo 1.2, vimos que o mapa V¥ : £2 — A definido em (1.12) é unitario. Além disso,
o Teorema 1.2.5 mostra que o mapa T definido por (1.13) quando restrito a H* é um

isomorfismo isométrico de H? para A. Assim, ® = T|5 o ¥ : ¢2 — H? é unitério.

Dessa forma, basta calcularmos ®1 e $r, para cada k > 2, onde 7, sao as

sequéncias do Corolario 1.9.10.
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Seja R = V1. Entao,

a0
1
R(z):Zznzl_z, vV zeD.
n=0

Além disso, é facil ver que

T(=1)(z) = (12__21)/ _ z_—ll _R(z), VzeD,

logo @1 = T| ;3R = —1, pois —1 € H?,

Analogamente, sejam Ry, = Ury. Observe que a sequéncia ri(n) = k {(n + 1)/k}

é periédica de perfodo k, sendo da forma (1,2,...,k —1,0,1,2...). Além disso, rj, € £*
o0

implica que a série Z 7e(n)2"™ converge absolutamente para todo z € I, pois (a,) € (2 =

n=0
an = O(n), logo limsup |a,|"™ < 1, por exemplo. Assim, podemos reordenar a série que
n—aoo

define Ry, agrupando os termos de mesmo coeficiente, e obter

= n+1 o 0O 0
Ry(z) = Zk{ }z" = Zznk+222nk+l+...+(k_l)Zznk+k—2
n=0 k n=0 n=0 =
ol @ k=1 m-1 =
_ nk+m—1 __ . m—1
= _ m Z z = Z ml _ Zk = 1_ Zk; s mz
m=1 n=0 m=1 me=1

1 1 k—1y/
_ (I+z4+- 4z )’ v reD.
l—2z 1+z+---+2k1

A tltima expressao nos motiva a escrever Ry(z) = (1 —2)"*(log(1+ 2 +--- 4+ 2"))". Note
que a fungao log(1 + 2z + -+ + zk’l) existe e é holomorfa em D pois z +— 142+ ---2F71 é
holomorfa e nao se anula em D, um aberto simplesmente conexo. Contudo, é interessante
para algumas aplicagoes futuras podermos expressar essa funcdo em termos do ramo
principal do logaritmo (observe que nao é claro que o mapa z — 1+ z + -+ + 21 leva o
disco unitario para um subconjunto do dominio do ramo principal do logaritmo). Para
tanto, notamos que 1 — 2z = (1—2)(1+2z+---+2"1), logo substituir log(1+z+- -+ 2"
por log(1 — 2*) — log(1 — z) deveria funcionar. Note que nesse caso, para todo k € N*, o
mapa z — 1 — 2" leva o disco unitario para uma regido dentro do semiplano C, que esté
contido no dominio do ramo principal do logaritmo. Com essa consideracdo em mente, de

agora em diante adotaremos a seguinte convencao.

Notacgao. Log denota o ramo principal do logaritmo.

Observe que, de fato, essa outra defini¢ao funciona, pois para cada z € D por

um lado

—kzk*1+ 1 l+4z+-- 422 —(k—1)2"!
1— 2k 1—2z 1— 2k

(Log(1 — 2) — Log(1 — 2))' =
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e por outro,
k—1 k—2 k-1
(1—2) Z mz™ ! = Z(m+1)zm— Z mz™ =142+ + 27— (k=1L
m=1 m=0 m=1
Assim,
Ru(z) = — ki mt_ L poe(1 - ) S Log(1—2)), VzeD. (21)
z) = mz = og(1l —2z") — Log(1l — z z : .
k 1 — Zk — 1 — 2 g g )

Encontrar T'| ;5 Ry, nio é tdo direto, pois T ndo é injetiva em Hol (D). Contudo
é simples encontrar o conjunto T 'Ry = {f € Hol (D) : Tf = Ry} e, com isso, restaria
apenas encontrar qual f € H? n T7'R;. Note que sabemos que exite exatamente uma

funcao em H? n T 'R, pelo Teorema 1.2.5. Vamos, entdo, primeiro calcular 77 Ry.

Lema 2.1.1. Sejam f € Hol (D) e k = 2 um inteiro. Entao Tf = Ry, se, e somente se,

existe uma constante C' € C tal que

_ Log(1—2F) —Log(1—2)+C
B 1—=2 ’

f(2) V zeD. (2.2)

Demonstragio. O resultado segue das equivaléncias, onde f € Hol (D).

(¢! —12_)2(2))’ _Tf(2) = Ru(2) @ (Log(1 — Z? :fog(l —2) y.eD
— ((1—2)f(2) — Log(1 — 2*) + Log(1 — 2)) = 0, VzeD
« 3CeC:(1—-2)f(2) —Log(l — 2*) + Log(1 — 2) = C, VzeD
_ Log(1 — 2*) — Log(1 — 2) + C
1—2z ’

= ICeC: f(2) VzeD.

]

Vamos denotar por hg ¢ a fungdo dada por (2.2). Em (1, Se¢do 2), sdo apresen-
tadas duas maneiras de encontrar a constante C' € C para a qual hy ¢ € H 2 A primeira usa
alguns resultados sobre os espagos A e Dy = Dy, (veja as segoes 1.2 e 1.3) e a conveniente
forma como a expressdo de Ry em (2.1) se relaciona com esses dois espagos. A segunda
calcula explicitamente os coeficientes da série de Taylor de hy ¢ e usa a defini¢do 1.1.2 para

encontrar que valor de C' torna hy ¢ um elemento de H*. Comegemos pela primeira forma.

Lema 2.1.2. Sejam k = 2 um inteiro e, para cada C € C, hy ¢ a fungao dada por (2.2).

Entao, hyc € H? se, e somente se, C = —logk.
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Demonstragio. Fixe k = 2 e considere a fungao fi.(z) = Log(1 —2*) — Log(1— z) € Hol (D).

2
Como P[d1](z) = |1_’j:2’ temos que
5
L2
Di(f0) = | I(Lo(1 — )~ Log(1 — ) T—504(:)

— | IR (0 = P0AR) = IR < o,
pois Ry € A. Logo, fi € D; e segue do Teorema 1.3.6 que existe g € H? tal que

fe(z) = i) + (2 =1)g(2),  VzeD,

onde f7(1) é o limite radial de f; em 1. Entao,

. % . 1—r*
fi(1) = lim Log(1 — ") — Log(1 —r) = lim log ( )

r—1- r—1- 1—r

= lim log(1 +7+---+ 7" 1) = logk.

r—1-

Aqui usamos o fato de que 1 —r, 1 —r¥ € R. para concluir que nesses pontos Log coincide

com a funcao log : R.y — R usual. Assim, segue que

_ Log(1 —2") —Log(1 — 2) —logk .

H2

9(2) ~— 1

e Mg —togh = —9 € H?. Pelo Lema 2.1.1 e o Teorema 1.2.5, C' = —log k é o tnico nimero
complexo para o qual hyc € H 2, O

Motivado por esse Lema, denotaremos hy, = hg —1o5x € N = span{hy : k > 2}.

Com isso, j4 podemos enunciar a versao em H? do critério de Béez-Duarte.

Teorema 2.1.3 (Critério de Baez-Duarte em H?). Para cada inteiro k > 2, sejam hy a

funcao dada por
hi(z) = 1iZ(Log(1 — ) — Log(1 — 2) — log k), V zeD. (2.3)
Entao, sao equivalentes:
1. a hipétese de Riemann,

2. a fungdo constante igual a 1 pertence ao fecho (em H?) de N' = span{hy, : k > 2},

3. o conjunto {hy : k =2} é completo em H*.

Demonstracao. O Teorema ¢é imediato do Corolario 1.9.10 e do fato do mapa unitario
® =Ty 0V : (2 — H? satisfazer ®1 = —1 e Ory, = hy. ]
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Por fim, apresentemos a segunda maneira de encontrar C' € C tal que hy ¢ € H 2,
Como foi comentado, essa nova maneira em particular nos da uma férmula explicita para

os coeficientes de Taylor de hy ¢, o que sera bastante 1til na segao 3.2.

Proposicao 2.1.4. Sejam k = 2 inteiro e C' € C. Entdo, para todo z € D,

0

hie(z) = Y ea(k,C)z

n=0

1
onde ¢,(k,C) = H(n) — H(n/k) + C e H(z) = 2 ~. Em particular, hyc € H* se, e
n
n<T
somente se, C' = —logk.

Demonstragio. Para k,n € N* seja [k|n] a fun¢ao que vale 1 se k|n e 0 caso contrario.

Lembre que a série de Taylor de Log em torno de 1 é

2 (-1
Log(l+z2) = — 2", vV zeD.
og(l+ z) nz_:l p— z
Em particular,
0 n 0 _kn 0o) om
Log(1 — — Log(1 — = klklm|—
og( 2) nZ . € og( 2 nz mzl [k[m] m’

onde as séries convergem absolutamente para todo z € D. Assim,
- 2" o 2"
— (—;k[l{\n]n +n§=]ln + o)
0 1 oo) o
=C) "+ T da- k[kln])=—, ¥ zeD.

n=0 n=1

() = T (Log(1 — ) ~ Log(1 — 2) + C) =

Queremos reescrever a expressao acima na forma de uma série de poténcias. Com esse fim,

reescrever a segunda parcela como

i K[kin]) - — i Cl QN o (i (1- k[k|n])zm>
= = 1=z n =n\=
_ i i 1 — k[k[n] n+m
- n=1m=0 n
Note que a tltima série acima converge absolutamente para todo z € D, pois H:LW <
1 e claramente Z:l ZO |2|"*™ = (1—|Z||z])2 para todo z € ID. Por conta disso, qualquer

reordenagao dessa série é também convergente e converge para o mesmo valor (veja, por
exemplo, (41, p. 197)). Em particular, a bije¢ao N* — N* x N dada pela Figura 2.1

(equivalentemente, a mudanga de varidveis [ = n + m, j = n) mostra que
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m

n=1m=0 =1 \y=1 ]
Assim
]’ch = 2 Z [ |j] n, VzeD
n=0 i=1 J
0
onde adotamos a convencgao Z a; = 0. Em particular,
j=1
- k 1 k
Cn 2 |J = C + 2 - Z *.
j=1 = agee
k|j
k n
=C+HM+ ), — —C+H(n)+H(E>,

m<n/k
onde a penultima igualdade segue da mudanga j = mk.

Por fim, temos do Corolario 1.8.20 que, fixado k > 2
1 1
cn(k,C) =logn +~v —log(n/k) —~v+C+ O (n) =logk+C+ O (n) :

Como, pela defini¢do 1.1.2, hy o € H? se, e somente se, (c,(k, C))nen € €2, entdo para que
hi.c pertenca a H % ¢ necessario que c,(k, C') — 0 quando n — 0. Pela equagio acima, isso

s6 ocorre se C' = —log k. Por outro lado, ¢, (k) := ¢,(k, —logk) = O(1/n), logo pertence
o0
1
2 .
14 , pO1s Z_: ﬁ < 00. ]
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2.2 Um semigrupo de composicoes ponderadas

Como foi comentado na subsec¢ao 1.9.1, uma peca chave na demonstracao de
que o item 2 do Teorema 1.9.8 implica o item 3 do mesmo teorema ¢é a existéncia de
um semigrupo {D,, : n € N*} de operadores que deixam invariante o subespago gerado
pelos nossos vetores de interesse. Noor (1, p. 249) afirma que a relagao entre subespagos
invariantes por semigrupos e a HR ¢ evidente desde o trabalho de Nyman (8). Essas
observacoes motivam a busca de um semigrupo de operadores em H? anilogo ao usado no
Teorema 1.9.8. Destacamos na se¢ao 1.9.1 que uma propriedade que torna esse semigrupo
especial para o nosso estudo é o fato de D, sy = su, — $,/k para todo n, k € N*, onde
{sk : k € N*} s@o as fungoes unitariamente equivalentes a {hy : k € N*}.

Usemos uma adaptacao dessa propriedade para guiar a busca por um semigrupo
_ Log(1 —2) — Log(1 — 2z) —log1

andlogo em H?. Primeiro, definimos hy(z) = 7 = 0 e assim,
— 2z
para todo n, k € N* e z € D, temos que
1
Tk (2) = ha(2) = 7= (Log(1 = 2™) — Log(1 — 2) — log nk)
—z
1
- E(Log(l — 2F) — Log(1 — 2) — logn)
1
= E(Log(l — 2"%) — Log(1 — 2") — log k).

Note como a expressao acima é semelhante a hi(2"). De fato,

1—=2
1— 27

hi(2") = 1_1Zn(Log(1 — 2") — Log(1 — 2") — logk) = (huk(2) — ha(2)), (24)

para todo z € ID. Isso sugere a definicao dos operadores

1—2z"
1—=2

f(z) = FE) =@+ 24+ 2" ().

Esse tipo de operador é chamado de operador de composi¢ao ponderado.

Proposigao 2.2.1. Seja, para cada n € N*, o operador W, : Hol (D) — Hol (D) dado por

Wil (2) = (Lt 2+ 27 () = 2 (),

Entao,
1. para todo n € N*, W, sdo operadores limitados em H* com HWnHB(HQ) =n'2. Além
disso, n~V2W,, sdo isometrias em H?.

2. Wy =1 e W,W,, = Wy para todos n,m € N*. Assim, {W,, : n € N*} é um

semagrupo multiplicativo.

3. Para todos n,k € N*, temos Wy,hy, = hpi, — hy, onde hy = 0. Em particular, N é

invariante por {W,, : n e N*}.
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Demonstracio. Considere uma funcdo f € H? com representacio em série de poténcias

dada por
f(z) = Z am ™.
Para o item 1, note que
n—1 ' 0 0 n—1 .
Wof(z) =1 +z+--+2")f(z")= ) & (2 amz"m> = Z 2 am 2™
m=0 5=0

Logo, segue da defini¢ao 1.1.2 que

W, 2 S 2 - 2 2
IWafllz = X5 D) laml® = )5 nlaml® = 2| f13 -
m=0 j=0 m=0

Como f € H? era arbitrario, segue em particular que W,, € B(H?) e Woallmz) = n*2.

Além disso, é claro da igualdade anterior que Hn’l/QanHHQ = ||f1l 42, logo n=Y*W,, é

uma isometria em H?2.

Para o item 2, observe que, dados n,m € N* e f € H?,

W) = T ) = W f(2)

l1—2 1—2zm
1—=2

Além disso, W1 f(z) = f(z) = f(2), i.e., Wy = I. Com isso, {W,, : n € N*} é um
1
z

semigrupo multiplicativo discreto de operadores de composicao ponderados.

WoWi f(2) =

Por fim, o item 3 segue de (2.4). O

Observagao 2.1. Uma adaptacao simples do argumento anterior mostra que os mapas de
composicdo f(z) — f(z") sdo limitados em H?. Em geral, todo mapa ¢ : D — D analitico

induz um operador de composicao limitado em H? (veja, por exemplo, (11, Teorema 5.1.5)).

Dizemos que um vetor x € ‘H, onde H é um espago de Hilbert, é ciclico para
um semigrupo {S, : n € N*} se span{S,x : n € N*} é denso em H. Essa definicdo nos

permite generalizar o Teorema 2.1.3.

Teorema 2.2.2. Sao equivalentes:

1. a hipdtese de Riemann,

2. o fecho (em H?) de N' = span{hy : k = 2} contém um vetor ciclico para {W, : n €
N*},

3. {hy : k =2} é completo em H*.

Demonstragdo. A equivaléncia 1 <= 3 é a mesma do Teorema 2.1.3. Para 1 = 2, note

que W,1(z) = (1 + 2+ --- + 2" 1), logo span{W,,1 : n € N*} contém os polindmios e &,
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portanto, denso em H?. Ou seja, 1 é um vetor ciclico para {W, : n € N*} e o Teorema 2.1.3
mostra que HR implica que 1 € span{hy, : k = 2}. Por fim, note que A é invariante pelo
semigrupo {W,, : n € N*} pela proposicao anterior. Assim, se existe um vetor f € N
ciclico para {W, : n € N*}, entdo, H*> = span{W,.f : n € N*} c span{h; : k > 2}, i.e.,
2 = 3. [

Além de possibilitar essa generalizagao, o semigrupo {W,, : n € N*} cumpre um

papel importante na préoxima secao e na secao 3.4.

2.3 Densidade de (I — S)N em H*

Nessa se¢do iremos provar uma versao fraca do item 3 do Teorema 2.1.3. Com
esse objetivo, vamos primeiro apresentar essa versao. Seja S o operador shift em H? como
na Definicao 1.1.19. Observe que I — S tem imagem densa. De fato, é suficiente mostrar
que ((I — S)H*)* = {0}, mas para g € (I — S)H?)* temos que

onde S* denota a adjunta de S, que é dada por

n=0

e} o0
S* (Z anz”> = ZoanHz”, ou equivalentemente, S*f(z) = ————=
n=

[oe}
Logo, se g(z) = Z a,z", (I —S*)g = 0 implica que a,, = a,,1 para todo n € N. Como
0

g€ H? nlag|” < |g]|5 < o para todo n € N, logo a,, = ag = 0 para todo n € N, i.e.,

g = 0. Em sintese, I — S* é injetivo, logo I — S tem imagem densa.

Em particular, se N for denso em H?, temos que
(I -S)N > —-SN =(I—-S)H?

pois I — S é continua. Assim, como I — S tem imagem densa, a densidade de N implica
densidade de (I — S)N. O objetivo dessa subsecao serd provar o teorema a seguir que

mostra que essa conclusao vale independentemente da HR.

Teorema 2.3.1. O conjunto (I — S)N = span{(I — S)hy, : k = 2} ¢ denso em H>.

Recorde que a topologia de H? como espaco de Hilbert é mais fina que a
topologia compacto-aberto (veja Corolario 1.1.7). Disso segue o préximo coroldrio, que

pode ser visto como uma versao fraca do item 3 do Teorema 2.1.3 (logo uma versao fraca
da HR).

Corolario 2.3.2. O conjunto N' = span{hy, : k = 2} é denso em H* na topologia

compacto-aberto.
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Demonstragio do Coroldrio 2.3.2. Denotemos por M, o operador em Hol (D) de multi-
plicagdo por g € Hol (D) (M,f(z) = g(2)f(2)). Como comentamos na péagina 40, esses
operadores sdo continuos em Hol (D), i.e., na topologia compacto-aberto. E simples ver
que (I —8)=M;_, e Mliz

¢ sua inversa. Em particular,

(I-S)H*c H* = H*=M_ (I -S)H*c M H*.

Por outro lado, como M 1 ¢ continua na topologia compacto-aberto, temos que
1—=z

Hol (D) Hol (D)

N M (T=5N > Mo (T=5N,

onde X® denota o fecho de X na topologia compacto-aberto. Pelo Corolario 1.1.7
——————Hol(D)
temos que (I — S)N

topologia de espaco de Hilbert de H?, assim a tltima igualdade segue do Teorema 2.3.1.

> (I — S)N = H?, onde o fecho da segunda expressio é na

Com isso, temos que
NHID) M. H?> H?,

i.e., N é denso em H? com a topologia compacto-aberto. O

Inspirado na demonstracao do Teorema 2.2.2, note que

1—2"

(I = S)Waflz) = (1 —2)7—f(") = (1 = 2") ("), vV feH

Assim, se definirmos T,, por T,,f(z) = f(2") temos que (I — S)W,, = T,,(I — S), para
todo n € N*. Note que uma simples adaptacao da Proposicao 2.2.1 mostra que cada T,
é uma isometria em H?* Ty = I e T, T}, = T, para todo n,m € N* logo {T), : n € N*}
é um semigrupo multiplicativo de operadores limitados em H?. Além disso, como N é
invariante por {W,, :ne N*} e T,,(I — S) = (I — S)W,, entdo (I — S)N é invariante por
{T,, : n e N*}. Por conta disso, para provar o Teorema 2.3.1 basta verificarmos que existe
um vetor ciclico para {T}, : n € N*} em (I — S)A. Consideraremos o vetor 1 — 2z € H*.
Note que T, (1 — 2) = 1 — 2", assim se f € {T,,(1 — 2) : n € N*}* tem série de poténcias
0

Z a,z", entdo a, = ay para todo n € N, logo f € H* — f = 0. Com isso, o Lema a

seguir prova o Teorema 2.3.1.
Lema 2.3.3. A série .
w(k
Z k b
converge para 1 — z em H?, onde p € a fungdo de Mdobius (veja Exemplo 1.8.2).

Demonstracao. Temos que provar que

— 0, quando n — o0.

k

Z“k I—S)hy+2—1

H2
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Segue de (2.3) que (I — S)hi(z) = Log(1 — z¥) — Log(1 — z) — log k, logo, como h; = 0,

Ziluk iuk g(1— 2% anu(kk: (Log(1 — 2) + log k). (2.6)

k=1
Note que, pela expansao em série de poténcias de Log(l — z) (veja a demonstragdo da
a0

Proposicao 2.1.4), temos que |[Log(1 — 2)|[32 = Z n~? < o0. Assim, como
k=1

(k)

= (k) log k
T ZM+1

k

NgE

< [[Log(1 = 2)[| g2 +

H2

Y

Z%Logl—z)#—logk)—kl

k=1 k=1

segue de (1.19) e (1.20) que a expressao acima tende a 0, quando n — oo. Portanto, o

lema fica provado se mostrarmos que a primeira parcela de (2.6) converge para —z em H2.

Usando a representacio de Log(1 — z¥) em série de poténcias (veja Proposi-

¢ao 2.1.4), podemos reescrever a primeira parcela de (2.6) como

N M(k (k) o 27k - L ik
P N RN
© jk

Note que, para cada 1 < k < n, a série 2 A converge absolutamente para cada
j=1
z € D. Como a expressao acima é uma soma finita de séries desse tipo, entao também é

absolutamente convergente para todo z € D. Logo, podemos reordenar a série acima.

Para tanto, observe que todo niimero m € N* aparece na soma na forma de um
produto jk. Além disso, a quantidade de vezes que um nimero m € N* aparece na soma é
igual a quantidade de seus divisores que sao menores ou iguais a n. Mais precisamente,
para cada divisor d|m, tal que d < n, temos um termo da forma p(d)z™/m. Por conta

disso, podemos reescrever a soma substituindo m = jk e reordenando-a como

o IR S T

d|m d|m m=n+1 djm
1<d<n 1<d<n
noo.m © - m
== b D, = D) ) = —z—¢u(z), VzeD.
m=1 m m=n+1 m d\m
1<d<n

Observe que usamos a Proposi¢ao 1.8.5 para a segunda igualdade. Com isso, o lema sera

provado quando mostrarmos que ||¢,|| ;2 — 0 quando n — oo.

Temos que

m=n+1 dlm
1<d<n
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Em particular, os coeficientes de Taylor de ¢,, satisfazem

1

= 3 ==

m dlm d|m
1<d<n

onde oo(m) denota o niimero de divisores de m (veja Exemplo 1.8.2). Como oo(n) = o(n®)
para todo § > 0 (veja Teorema 1.8.15), em particular oo(n) = O(n'/*), logo

0

2 0
2 —3/2
[nll7e < <0 Y m¥? o,
m=n-+1 m=n-+1
quando n — 0. Isso conclui o lema. O

Observagao 2.2. Em (3, Lema 4.3), é mostrado que esse argumento pode ser adaptado,

usando o (13, Teorema 6.1) mencionado na segao 1.1, para concluir que, para todo

5,

k=2

0<p<oo,
(k

=

k - 1__27

k‘

em HP.

Vamos comentar brevemente sobre o que motivou a escolha da série do lema

anterior. Em (42), Béez-Duarte nota que (cf. Exemplo 1.8.10)
0
XKOI :E]/L l ] s YV xe (O,l]
k=1
Como [z] = x — {z}, segue que

;i“k i { } i { } vare(0,1], (2.7)

por (1.19). Além da convergéncia pontual, Biez-Duarte mostra que (2.7) converge para

—X(0.1] a norma de L' (42), contudo diverge na norma de L? (32, Teorema 2.2).

Novamente por (1.19), temos que

St~ S )] 50 -t

onde a convergéncia é novamente pontual, em L', mas diverge em L?. Aqui s; sdo as
fungoes do Teorema 1.9.8. Pela transformacao unitaria ®, a série unitariamente equivalente

em H? é
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como um candidato a série que aproxime 1 — z. Note que o Lema 2.3.3 e a continuidade de
p(k)

0
M 1 na topologia compacto-aberto mostram que Z

hy converge para 1 localmente
1—=z
k=2

uniformemente em D.

2.4 Funcdes ortogonais a {hy : k > 2}

O Teorema 2.1.3 nos mostra que HR é equivalente a {hy : k > 2} ser completo
em H?. Por outro lado, isso é equivalente a {h; : k = 2} = {0}. Nessa secdo, iremos usar o

Teorema 2.3.1 para mostrar que um subespaco denso de H? ndo pertence a {hy, : k > 2}l.

A importante observacao a se fazer é que a inversa M 1 de I —S é um operador

1—=z2

1
€ Hol (D) \H™. Estudamos na segdao 1.5
—z

algumas propriedades desses mapas e, em particular, mostramos no Exemplo 1.5.12 que,

de Toeplitz analitico descontinuo, pois ]

para ¢(z) = e Ty, =M__, temos

1—2
Dom(Tz ) =Dy,

onde T denota a adjunta de T}, e D; é o espago de Dirichlet local em 1 (veja definigao 1.3.4).

Teorema 2.4.1. Seja Dy o espago de Dirichlet local em 1. Temos que

{hi, 1 k = 2}* n Dy = {0}.

Em particular, {hy : k > 2}l nao possui nenhuma funcao holomorfa em uma vizinhanga
do disco fechado D.

Demonstragio. Lembre que N = spanf{hy, : k > 2}, logo N* = {h;, : k = 2}*. Sejam
feNTnDom(T}) e ge (I — S)N. Note que T,g € N, logo g € Dom(T,) e

(Tif,g9)={fTsg) =0
Como (I — S)N ¢ denso em H?, segue que T35 f = 0. Assim,
{f. Tohy =T} f hy =0, Y h e Dom(T),).
Como Dom(T,) = (I — S)H?, entdo T,Dom(T,) = H? e assim f = 0, i.e.,
N* A Dom(T3) = {0}.

e o resultado segue do Exemplo 1.5.12.

Por fim, note que se f € Hol (@), temos que f*(1) = f(1) e

f(z) = 1)
z—1
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possui uma singularidade removivel em 1, logo é novamente holomorfa em ID. Em particular
¢ limitada em D, portanto pertence a H* < H?. Portanto, f(z) = f*(1) + (z — 1)g(2),

onde g € H%. Segue do Teorema 1.3.6 que Hol (ﬁ) c D1, o que justifica a observacao feita

no Teorema. [l
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Capitulo 3

Ortogonalidade e Biortogonalidade

em H’ e zeros de C

Nesse capitulo estudamos parte dos resultados da pré-publicacao (2), de cuja
escrita o autor dessa dissertacao participou. Iniciamos a secao 3.1 apresentando um
panorama atual do estudo do critério de Baez-Duarte em H? (Teorema 2.1.3), enunciando
uma generalizacao desse critério e uma versao mais forte do Corolario 2.3.2 provadas em (3).
Destacamos que esses novos resultados se concentram em questoes de densidade, mas, como
foi comentado na secao 2.4, existe também uma questao sobre ortogonalidade equivalente a
HR. A Proposicao 3.1.2 usa o conceito de dualidade de Cauchy (veja se¢ao 1.6) para mostrar
que, sob certas hipdteses, questoes de densidade sao equivalentes a questoes envolvendo
ortogonalidade. Essa observacao motiva o estudo de problemas sobre ortogonalidade e,
na subsecao 3.1.2, apresentamos uma possivel abordagem para esse tipo de pergunta,
inspirada nas ideias do Teorema 2.4.1. Isso acaba produzindo uma nova forma de encontrar

semiplanos livres de zeros da funcao (.

Na secao 3.2, mostramos que a sequéncia {hy : k = 2} (do Teorema 2.1.3)
possui uma sequéncia biortogonal completa em H?. Como comentado na secio 1.7, isso
nao implica que {hy : k = 2} seja completo. Contudo, como em alguns casos a completude
de sequéncias biortogonais é simétrica (veja secao 1.7), é intrigante que possamos construir

tal sequéncia independentemente da HR.

Sabemos que {hy : k = 2} ndo é completa se e somente se a HR ¢é falsa. Nesse
caso, a Proposicao 1.7.3 nos diz que possui mais sequéncias biortogonais. Na secao 3.3
introduzimos uma familia de fungoes definidas em (3) e apresentamos uma demonstragao
direta de que elas satisfazem uma relacdo que conecta de maneira explicita as fung¢oes
{hy : k =2} e a fungdo ¢ de Riemann. Como uma aplicacao, utilizamos essas funcoes para

exibir outras sequéncias biortogonais a {hj : k > 2} caso a HR seja falsa.

Por fim, na secao 3.4, apresentamos uma conjectura relacionada a HR e a

relacionamos com o complemento ortogonal A= das nossas funcdes de interesse.
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E interessante ressaltar que o autor dessa dissertagao foi responsavel por parte

dos resultados das secoes 3.2, 3.3 e 3.4.

3.1 Densidade, ortogonalidade e semiplanos livres de zeros

Em (3), é apresentada uma abordagem geral para determinar quando A (do
Teorema 2.1.3) ser denso em um espaco vetorial topolégico H? < X < Hol (D) produz
semiplanos livres de zeros de ¢ (3, Proposigao 2.3). Em particular, essa abordagem torna

possivel uma generalizacao do Teorema 2.1.3, que enunciamos agora.

Teorema 3.1.1. Sejam {hy : k = 2} < H? as funcdes definidas em (2.3) e 1 < p < 2. Se
1 pertence ao fecho em HP de N = span{hy, : k = 2}, ou equivalentemente, o conjunto N

¢ denso em HP, entdo
C(s) # 0 para todo s € Cy, = {z € C: Re(z) > 1/p}.

Além disso, o caso p =1 implica que ((z) # 0 para todo z € C;.

Esse é o (3, Teorema 4.8), que pode ser visto como uma versao fraca de (9,
Teorema) para os espagos de Hardy. Observe que, diferentemente de (9, Teorema) e
Teorema 2.1.3, nao é claro se a reciproca vale nesse caso. Por exemplo, sabemos que a
funcio ¢ nao se anula no semiplano C; pelos resultados de Hadamard (5) e de la Vallée
Poussin (6), de fato isso é usado para demonstrar o Teorema dos nimeros primos (TNP),

contudo ndo sabemos se N é denso em H'.

Motivado por essa abordagem, é provado em (3, Coroléario 4.6) que A é denso
em H? para todo 0 < p < 1. Isso néo nos fornece um semiplano livre de zeros novo (nos

dé apenas o semiplano C;), mas é uma versao mais forte do Corolario 2.3.2.

Esses dois resultados avangam o estudo do que chamaremos de questao de

densidade:

uestdo 1. Para quais espagos vetoriais topoldgicos H* < X < Hol (D), temos que N €
g

denso em X ¢

Por outro lado, na secdo 2.4 observamos que a HR é equivalente a N'= = {0} e
mostramos que N'= Dy = {0}, i.e., N 1 ¢ “pequeno” no sentido de ter intersecio trivial
com um subespaco denso de H2. Esse é um resultado arquetipico do que chamaremos de a

questao de ortogonalidade:

Questdo 2. Para quais espacos vetoriais topoldgicos L < H?, temos que Nt n L = {0}?
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Na subsecao 3.1.1 iremos estudar a relagao entre essas duas perguntas, o que nos
permitira, em particular, levar os avancos mencionados da questao 1 para a questao 2. Na

subsecao 3.1.2 discutimos uma abordagem para a questao 2, inspirada no Teorema 2.4.1.

3.1.1 Dualidade de Cauchy: densidade e ortogonalidade

As nocgoes de densidade e ortogonalidade estdao relacionadas pelo cldssico
Teorema de Hahn-Banach. Como mencionado na se¢ao 1.6, no contexto de espagos de
fungoes analiticas, é comum os argumentos de dualidade se tornarem mais simples quando
consideramos os duais de Cauchy. Isso fica claro no préoximo resultado, que utiliza esse

conceito para relacionar as questoes 1 e 2.

Proposicdo 3.1.2. Seja X um espago vetorial topoldgico tal que H* = X < Hol (D), onde
as inclusoes sio continuas, X possua um dual de Cauchy X* e X* < H?. Se N € denso

em X, com respeito a topologia de X, entao
Nt A X* ={0}.
Se, além disso, X for um espago de Fréchet, vale a reciproca.

Observagao 3.1. Um espaco de Fréchet é um espaco vetorial topoldgico Hausdorff completo
em que a topologia é dada por uma familia enumerédvel de seminormas (veja, por exemplo,
(43, p.167)). Equivalentemente, é um espago vetorial localmente convexo e completamente
metrizavel. Em particular, todo espago de Banach é Fréchet. O Teorema de Hahn-Banach

vale em espagos de Fréchet (veja, por exemplo, (21, p.17)).
Demonstracio. Como X* ¢ H?, entdo Nt n X* ¢ H?, assim dado g € Nt n X* temos

ooy = lim [ SOOI =S =0, Y [N <

Como N é denso em X, segue que g = 0, provando a primeira parte da proposicao.
Reciprocamente, suponha que X é um espaco de Fréchet. Em particular, vale o Teorema
de Hahn-Banach. Assim, se /' ndo é denso em X, existe g € X*\{0} tal que {f, g)p> =
{f,g) = 0 para todo f e N, logo g e N* n X* = {0}. O

Essa Proposicao nos permite transportar os resultados mencionados ante-
riormente no contexto da questao de densidade para a questao de ortogonalidade. O

Teorema 3.1.1 nos déa o seguinte resultado.

Corolario 3.1.3. Se N* n H? = {0} para algum 2 < ¢ < o, entio ((s) # 0 para todo
s € Cyyp, onde p gt =1. Se Nt n BMOA = {0}, entdo ((s) # 0 para todo s € C.
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Demonstragio. Se 1 < p < 2, pelo Teorema 1.6.2 temos que (H?)* = H? onde p~ ' +¢ ' =
1, logo 2 < ¢ < 0. Como H? é espaco de Banach, logo Fréchet, para todo 1 < p < 0, segue
da Proposicao 3.1.2 que A é denso em H? se e somente se N n H? = {0}. Analogamente,
(H')* = BMOA, pelo Teorema 1.6.4, ¢ H' é um espaco de Banach, logo N é denso em
H' se e somente se N n BMOA = {0}. O resultado segue, entdo, do Teorema 3.1.1. [

Isso nos mostra que responder a questao 2 mesmo para um subespaco proprio
de H? pode nos fornecer resultados nao triviais, como um novo semiplano livre de zeros

de C.

Além disso, podemos usar o fato de N ser denso em H” para todo 0 <p <1e

a Proposicio 3.1.2 para obter novos subespacos L tais que N- n L = {0}.

Corolario 3.1.4. Para cada 0 < o < 1, seja A, o conjunto das fungoes analiticas no disco

D, continuas em D e com a restricio f|r a-Hélder (veja segio 1.6). Temos que

NtAA,={0}, VOo<a<l.

Demonstragio. Como N é denso em H? para todo 0 < p < 1 (3, Coroldrio 4.6) e

(H?)* = A, para o = 1/p—1 pelo Teorema 1.6.5, o resultado segue da Proposi¢ao 3.1.2. [

Note que Hol (ﬁ) c A, para todo 0 < a < 1. Em particular, todo A, é denso
em H?. Comparando o Corolario anterior e o Teorema 2.4.1, uma pergunta natural é:
existe uma relacao de continéncia entre D; e A,, com 0 < o < 1?7 Mais precisamente,

D; c A, para algum 0 < a < 17 Ou A, < D; para todo 0 < a < 17 A resposta é nao

para ambas as perguntas. De fato, um calculo direto mostra que f(z) = (1 — 2)1/2 € Ayjo,
contudo f*(1) =0e
flz) — /(1 -
9(2) = (L_1<) = —(1—2)""?¢ H?,

logo f ¢ D; pelo Teorema 1.3.6. Por outro lado, dado qualquer ¢ € T\{1}, temos que
Log(1 — ¢z) € H? (os coeficientes de Taylor sao O(n~') como na Proposicao 2.1.4), logo
(z — 1) Log(1 — ¢z) € Dy pelo Teorema 1.3.6, mas Tl_igl,(rz — 1)Log(1 — r) = oo, logo
(z — 1) Log(1 — ¢2) ¢ C(D) o A,, para todo 0 < a < 1. Ou seja, o Corolario 3.1.4 e o

Teorema 2.4.1 se complementam.

3.1.2 Uma abordagem para a questao ortogonal

Vamos agora generalizar o argumento do Teorema 2.4.1 para obter um método
para encontrar subespacos L < H? que respondam a questiao 2. Note que, como observado
na secao 2.4, a demonstragao desse resultado usa basicamente dois fatos: (I—S)N = T1_.N
é denso em H? e 1/(1 —z) e N*, logo Dom(T:‘_%) ¢ um espago de de Branges-Rovnyak.

Resumimos essas observagoes a seguir.
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Proposicao 3.1.5. Sejam ¢ wma unidade de N*, i.e., p,1/p € N* e T,, Ty, seus
operadores de Toeplitz. Se T,(N n Dom(T,)) é denso em H?, entdo

N AHb) = {0},

onde 1/¢ = b/a é sua representagio canodnica, i.e., (a,b) é um par pitagorico (veja
subsegao 1.4.1).

Observagao 3.2. A proposicao anterior é apenas um caso particular de (2, Proposicao 11).

Demonstragio. Seja g € N* Dom(T7),). Claramente, se f € Dom(7,), entdo T, f €
Dom(7},,) e Th,T,f = f. Assim,

<T<Pf’ T1*/<pg> = <f7 g> = 07 v f eN n Dom(Tg,)

Como T,(N n Dom(T,)) é denso em H?, segue que 17,9 = 0.

Note que, como ¢,1/p € N*, 1/p ndo se anula em D, logo seu produto de
Blaschke ¢ 1. Como observado na segao 1.4, vale a fatoragdo canonica e temos ¢ =
S fi1/f2, onde S é uma funcgao interior singular e fi, fo € H* sdo exteriores. Como 1/p =
(1/S)(f2/f1), segue que 1/S também é interior singular. Isso s6 é possivel se S =1/5 =1,
ou seja, como ¢ ¢ uma unidade de N*, entdo ¢, 1/¢ sao quocientes de funcoes exteriores
de H®. Assim, sejam by, by € H* exteriores tais que 1/p = by /bs. E claro que byH? <
Dom(74,), logo Ti,,Dom(Ty,) > T1/¢b2H2 — by H? é denso. Consequentemente, para
todo f € Dom(Ty,),

0= {fT9) = (Tijefo9)-
Logo, g = 0 pois T1,,Dom(7},,) é denso.

Com isso, mostramos que
N+ A Dom( 17,) = 10}

Pelo Teorema 1.5.11, temos que Dom(7Y),,) = H(b), onde b/a ¢é a representacdo canonica

de 1/p € N*, o que conclui a demonstracao. O]

Finalizamos essa se¢ao com uma aplicagao dessa proposi¢ao, que descreve uma
forma de encontrar semiplanos livres de zero de (. Por um lado, a proposi¢do anterior
nos d4 uma forma de encontrar subespacos L — H? tais que N n L = {0}. Por outro
lado, pelo Corolario 3.1.3 estamos interessados em saber se isso vale para L = HY, para
algum 2 < ¢ < 0, ou L = BMOA. Nesse contexto, seria bastante 1util um critério para
quando um espago de de Branges-Rovnyak H(b) contém algum H? ou BMOA. Isso é feito

na pré-publicagdo (24, se¢ao 3.1), como enunciamos a seguir.

Proposigao 3.1.6. Seja ¢ € N* com representagio candnica ¢ = b/a. Entio,
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1. BMOA < H(b) se, e somente se, ¢ € H?;

2. H? < H(b), com 2 < p < w0, se, e somente se, ¢ € HP, onde

p:pf?.

Veja (24, Corolario 3.2 e Proposicao 3.3) para as demonstragoes desses resulta-

dos. Esse proposicao nos permite obter o seguinte resultado.

Teorema 3.1.7. Seja o € N tal que oN n H? é denso em H? e 1/p € HP. Temos que:

1. se p =2, entio ((s) # 0 para todo s € Cy,
2. se2 < p<w, entio ((s) # 0 para todo s € C%Jr;, e
p

3. sep =0, entio ((s) # 0 para todo s € Cy)o, i.e., a HR é verdadeira.

Demonstracdo. Segue da Proposicao 3.1.5 que
N+ H(b) = {0},

onde b/a é a representacio candnica de 1/p € H? < N*. Se 1/p € H?, segue do item 1

da Proposigio 3.1.6 que BMOA = H(b). Se 1/p € H”, entdo T}, = T1/z ¢ um operador

limitado em H?, pois 1/ € L*(T). Em particular, H(b) = Dom(7Y,) = H?. Com isso e o

Corolario 3.1.3, concluimos os itens 1 e 3.

Se 2 < p < o, o item 2 da Proposicdo 3.1.6 nos diz que H? — H(b) para

~

pz' Dessa forma, podemos usar o Corolario 3.1.3 e concluir que ((s) # 0 para todo

p==
s € Cy/q, onde ¢ ' +p ! =1. Note que

2p N 2p 1 p—2 1 1
p=x— = P=—13 = —=1-"F—=-+-,
p—2 p—2 q 2p 2 p
o que conclui a demonstracao. O]

Ainda nao conhecemos nenhum exemplo de ¢ que satisfaga algumas das hipotese
do teorema anterior. Apesar disso, em (2), é observado que as fungoes f,(z) = (1 — 2)*
para 0 < « < 1/2 sdo bons candidatos para funcionarem como ¢ no Teorema 3.1.7. De
fato, fo € H* e 1/fo(2) = (1 — 2)™* € HP para todo p < 1/a (veja, por exemplo, (11,
Exemplo 1.1.14)). Em particular, mostrar que f, N é denso em H? para algum 0 < o < 1/2

nos daria o semiplano nao-trivial Ci .
2
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3.2 Biortogonalidade e {h; : k > 2}

Essa secao é dedicada a provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1. Para cada k > 2, seja u, € H* dada por

1 k/d

k/d — 2%, V zeD,

d|k

onde p denota a fungio de Mobius. Entao, (ux)r=2 € uma sequéncia completa e biortogonal
a (hy)ks2 (definida em (2.3)) em H*.

Antes disso, contudo, iremos comentar brevemente sobre o contexto e a moti-
vacao desse Teorema. Como observado anteriormente, a HR é equivalente a completude
de {hj : k= 2} em H?. A Proposicao 1.7.3 mostra que é possivel estudar completude de
sequéncias em um espago de Hilbert estudando suas sequéncias biortogonais, desde que

essas existam ou, equivalentemente, que a sequéncia de interesse seja minimal.

Em (44, Teorema 7), Vasyunin mostra que a sequéncia (ry)r=2 do Corola-
rio 1.9.10 é minimal construindo uma sequéncia biortogonal a (—r;/k)x=2 em ¢2. Com o
mapa unitario de (2 a H? usado na secdo 2.1, somos capazes de encontrar a sequéncia
(ug)g=2 definida acima, que é biortogonal a (hy)r=2 pelo mapa ser unitario. Contudo, é
possivel mostrar diretamente que (hg)r=2 € (ug)r=2 sa0 biortogonais, como faremos no
Teorema 3.2.3.

Com isso, segue da Proposicao 1.7.3 e do Teorema 2.1.3 que a HR é equivalente
a (u)k=2 ser a unica sequéncia biortogonal a (hy)gs2. Por outro lado, é interessante
perguntarmos se (ug)r=2 ser completa estd relacionada a HR. Balazard observa em (45,
secao 2.2) que (uy)g=1 é completa, i.e., a sequéncia (ug)k=2 com o elemento adicional
ui(z) = 1 — z. O Teorema principal dessa se¢do, como mencionado, mostra que u; nao é

necessario para garantir a completude.

A ideia da demonstracdo do Teorema 3.2.1 é mostrar que (hy)r=2 € a Gnica
sequéncia biortogonal a (uy)gs2, 0 que prova que (ug)x=2 ¢ completo pela Proposi¢ao 1.7.3.
A observagao chave que nos possibilita mostrar isso é que uy, = (I — S)vg, onde (vg)k=2 é
a sequéncia de fungoes dadas por

Z p(k/d) Ld-1

T k/d

Note que, para todo k > 2, vj, é um polindémio, em particular, {v; : k > 2} < H? Além
disso,

iy uj) = Chig, (I = S)vjy = (I = S%)hig, v - (3.1)
Isso nos permite estudar as sequéncias biortogonais a (ug)g>o atraves de (vg)x=2-

A demonstrac¢ao do Teorema 3.2.1 sera dividida em quatro passos:
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Passo 1. Calcular os coeficientes de Taylor de (I — S*)hy (subsegao 3.2.1).
Passo 2. Mostrar que (hg)g=2 € (ug)g=2 sdo biortogonais (subsecao 3.2.2).
Passo 3. Caracterizar as sequéncias biortogonais a (vx)r=2 (subsecao 3.2.3).

Passo 4. Mostrar que (hy)g=2 é a tinica sequéncia biortogonal a (uy)gs2 (subsecao 3.2.4).

3.2.1 Coeficientes de (I — S™)hy,

Usemos a Proposigao 2.1.4 para calcular os coeficientes de (I — S*)hy.

Lema 3.2.2. Para cada k > 2, temos que
(I — S*)hy(z Z (n+1)z

onde

Demonstragio. Como na Proposicao 2.1.4, sejam
n

(k) = H(n) — H (E) “logk,

1
os coeficientes de Taylor (em torno de 0) de hy, onde H(z) = Z —. Ou seja,
n

= Z cn(k)z

Assim, por (2.5), temos que o coeficiente de z" de (I — S*)hy é dado por ¢, (k) — c,11(k).

Equivalentemente, o coeficiente de 2"~ é dado por

o1 (k) — colk) = Hn —1) — H (”; 1) “loghk — <H(n) _H (%) - logk)

. n n .
Note que existe m € N com T <m < = se e somente se mk < n < mk + 1, i.e,
se n = mk. Assim, o somatoério acima é nao nulo se e s6 se k|n, e nesse caso tem soma
1/m = k/n. Desse modo,
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3.2.2  Uma sequéncia biortogonal a (hy)x>2

Com isso, somos capazes de verificar diretamente em H? que as sequéncias sio,

de fato, biortogonais.

Teorema 3.2.3. A sequéncia (uy)gs2 € biortogonal a (hg)ks2.

Demonstragio. Por (3.1) e pelo Lema 3.2.2, basta mostrarmos que

ZBk j/d <(I — S*)hk,vj> = 51€j, Vk,j = 2
F j/d

Vamos dividir em dois casos, motivados pela definicdo de Bj:

(i) Caso k1t j. Nesse caso, k { d para todo d|j, logo

J/d 1 p(j/d) 1
ZB Z d j/d :_72 :_3613':0’

dlj dlj

onde as ultimas duas igualdades seguem da Proposicao 1.8.5 e do fato de j > 2.
Como k 1 j = k # j, a equacdo acima pode ser reescrita como (hg,u;) =
(I = 5%)h, v) = bjse jk=2ekt].

(ii) Caso k|j. Seja ¢ = i Entao
1p(/d) k1Y p(/d)
SoatlP =Syt 5 (G- 3)

dlj d|j dlj
ktd k|d

O ultimo somatoério é sobre a variavel d que percorre o conjunto dos naturais que satisfazem
k|d e d|j. Observe que k|d <= d = mk para algum m € N. Como j = ¢k, segue que

d|j <= mjq e, nesse caso, j/d = q/m. Dessa forma, o ultimo somatério pode ser reescrito

ome k1N pG/d) o 1pG/d) o 1 ple/m)
%<d )" T2 Td T S g
k|d kld

Portanto,

1 ulg/m)
2,81 j/d = 2" dy/ e py

d|j dlj ml

11
= —qu (j/d) + Zu a/m) = —Z0y + oy

d\] mlq

Como j > 2, o primeiro termo do lado direito da equacao é sempre 0. Ja o segundo termo

vale 1 precisamente quando ¢ = 1, ou equivalentemente, k = j (ou seja, d1,/q = 0x;)-

Juntando os dois casos acima, temos que {hy, u;) = 0x; for all k,j > 2. O
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3.2.3 Sequéncias biortogonais a (vy)r=2
Vamos agora caracterizar as sequéncias em H 2 biortogonais a (vy)g>2-

Lema 3.2.4. Uma sequéncia (fi)gs2 < H? ¢ biortogonal a (vg)ks2 Se, e somente se, existe

uma sequéncia de numeros complexos (cx)r=2 tal que
e}
= Z Ap(n+1) 2", Vk =2,

onde a sequéncia (Ar(n))n=1 para cada k = 2 é dada por

k
C -, kln
n’ fn

Demonstragdo. Sejam (fy)r=2 < H? uma sequéncia biortogonal a (vg)is2 ¢ A : N — C a

funcao aritmética dada pelos seus coeficientes de Taylor, i.e.,
0
= 2 Ap(n+1)z", Vk=2.
Como os coeficientes de v; sao reais, a condicao de biortogonalidade é dada por

25 Ax(d) ‘]/d = fevy) =05 Yk j 22 (3.2)

dlj

Sejam [, v : N — C as fungoes aritméticas I(n) = 0y, (como no Exemplo 1.8.2) e
~ wn)
v(n) =

. Entao (3.2) é equivalente a
Vk>2 3¢, eC talque Ap*v=cil + I, (3.3)

onde * denota o produto de Dirichlet (veja a defini¢ao 1.8.3). De fato, (3.2) nao impde
nenhuma restrigdo sobre Ay * v(1), pois s6 vale para j > 2, logo ¢, = Ay = (1) pode
assumir qualquer valor complexo e (3.2) e (3.3) sao equivalentes. Observe que

1
p(k/d) 1 5

1
i.e., v !(n) = =, pois I = I é a unidade para *. Além disso,
n

k
kln

I 5 —In
2 den/d 0. kin

dn
Assim, (3.3) é equivalente a

V k=2, 3¢, e Csuch that Ag(n) = v ' (n) + I v (n)

k
Gk —,  kln
=<n on
- ktn
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Portanto, a condigao de biortogonalidade (3.2) é equivalente a condi¢do acima, como
querfamos. Finalmente f, € H? pois a sua sequéncia de coeficientes Aj, claramente pertence

a (* (pois é a soma de duas sequéncias de £%, por exemplo). ]

3.2.4 Completude de (uy)g>2

Por fim, mostraremos que (h;)i=2 ¢ a tnica sequéncia em H? biortogonal a

(ug)g=2. Para tanto, observe que

{rs ) = oy (I = S)vg) = (U = 5%)pr, 05,

para toda sequéncia (py)r=2 de funcdes de H?. Assim, I — S* mapeia (sobrejetivamente)
sequéncias em H? biortogonais a (uy)r>2 a sequéncias em (I — S*)H? biortogonais a
(vp)r=2. Note que essa correspondéncia é bijetiva pois I — S* ¢ injetiva em H? (veja a
secao 2.3). Por conta disso, é suficiente provar que ((I — S*)hy)r=2 ¢ a Unica sequéncia em
(I — S*)H? biortogonal a (vg)xso.

Lema 3.2.5. Uma sequéncia (fi,)x=2 de elementos de (I — S*)H? ¢é biortogonal a ()2

se, e somente se,
fr(z) = Z Bi(n+1)z" = (I — S*)hy, (3.4)
n=0

onde By sdo as funcoes aritméticas definidas no Lema 3.2.2.

Demonstragio. Sejam (fi)r=2 < ([—S*)H2 uma sequéncia biortogonal a (vg)k=2 € @ € H?
tal que fr = (I—S%)pg. Se bi(n) é o coeficiente de 2" na representagao em série de poténcias

de ¢, entao
fi(z) = (bi(n) = b(n + 1))2".

Pelo Lema 3.2.4, para todo k > 2, existe uma constante c; € C tal que

k CL
—+—, kin
bp(n — 1) — br(n) = Ag(n) = noon , Vn>=1
—, ktn
n

Olhando para a primeira igualdade da equagao anterior, observamos que a soma Z Ar(j)
j=1
é telescopica, logo

j=1 Jj<n J]j]n
1 1 n
—nO) - ) o= Y = b(0) = ceH (n) = H (7).
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onde H é novamente a funcao definida no Corolario 1.8.20. Para cada k > 2, temos
que @r € H? ou seja, (byp(n))peny € £2, assim, em particular, lim br(n) = 0. Logo,
(e H(n) + H(n/k))nen também é convergente para todo k > 2. Usando a estimativa
do Corolario 1.8.20, obtemos

n

ckH(n)+H(k

k
> =cklogn+cw+logn—10gk3+7+0(n>

k
= (ex + 1)logn + (¢ + 1)y —loghk + O (n)’

que converge quando n — o0 se, e somente se, ¢, = —1. Por conta disso, ¢, = —1 para
todo k = 2. Note que, nesse caso, A, = By e obtemos (3.4). A reciproca é equivalente ao

Teorema 3.2.3 por conta da observagao do inicio da subsecao 3.2.4. [

3.3 A férmula dos niicleos de zeta

No artigo (3), é definida uma familia de funcionais lineares em P = span{z" :
k € N}, parametrizada por s € C\{0}, dada por
1 1
A1)y == e  AYCEH = —Z((k+ D)), VE= 1L
s s
Se s € Cyy, esses funcionais sao continuos para a norma de H ? (3, Lema 2.1). Como P
é denso em H?, a condicdao acima define para cada s € C; /2 um tUnico funcional linear
limitado em H?. Como H? é um espaco de Hilbert, segue do Teorema de representacio de
Riesz-Fréchet (veja B.3.1) que isso determina unicamente, para cada s € Cyj, uma fungéo
ks € H? tal que (f, ks> = A®(f) para todo f € H?. Em particular, pela definicdo de A

sabemos que

Ks(z) = i dr(3) 2, onde ¢p(s) = A® (), VE>1, (3.5)
k=0

pois ¢k (s) = ¢x(3). De fato, temos um resultado ainda mais forte, (3, Proposi¢do 4.7) nos
diz que, se 1 <p <2eseCyy, entao A® ¢ limitado em HP. Pela dualidade de Cauchy

1

(veja Teorema 1.6.2), temos que x, € HY, onde ¢ ' + p~' = 1. Denominamos as funcdes

{ks:5€Cy /2} de nicleos de zeta. Isso se deve a importante relacao:

(i, kis) = A (hy) = —C(j)(kls ~1), VseCyp k=2 (3.6)

Note que isso deixa claro a “parte facil” do critério de Béez-Duarte, i.e., que se {hy : k = 2}

¢é completo, entao HR é verdadeira.

O objetivo dessa segao serd apresentar a demonstracao feita em (2) para (3.6).
Essa demonstragao é feita em dois passos. Primeiro, provamos que (3.6) vale quando s € C,
e, depois, mostramos que a fun¢ao s +— (hy, Ks) possui uma continuagao analitica em Cg e
¢ holomorfa em C, /. Isso conclui a demonstragao pois a funcao s — —Cis)(kl_s —1)é

holomorfa em C\{0}, portanto o resultado segue pelo principio da continuagao analitica.
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Lema 3.3.1. A equagio (3.6) vale quando s € C;.

Demonstragio. Seja (c,(k)), a sequéncia dos coeficientes de Taylor de hy, calculados na
Proposicao 2.1.4. Como ¢,,(3) = ¢n(s), temos

(s bis) = Z Cn(K)n (S Cn(K)¢n(s)

.

. Co(k?) 1— 1—
_ l o _ o k 1 S _ S
dim p Sn_lc()((n+ ) n'=)
. 1Y IR
= |5 el 2 alk >
1Y 1
= Jlim - Z cn1(k) — cu(k))n' = — ;cN(k)(N + 1)”) -

1
Como ¢, (k) = O () (veja a Proposicao 2.1.4), temos que cy(k)(N + 1) = O(1). Além
n

disso, (N +1)7% — 0 para qualquer Re (s) > 0. Assim, usando a férmula de ¢,,—1 (k) — ¢, (k)

obtida no Lema 3.2.2, temos que

<hk, lis> = —1 lim Z(cn—l(k) _ Cn(k?))nl_5>

S N—oo

b,

I —s = 1—s

= ]\lfgnoo 7;1 n -+ Z m(mk)

N [%]

_ = o s 1-s = o 1-s

=3 ]\lfl—r>noo ; n°+k mZ_l mm

() 1 ke C(S) 1—s

= ——(— - — =—=(k" -1

R e (e}

onde em (x) separamos o limite em dois e usamos a definicao de ¢ para Re(s) > 1. [

Agora, mostramos que a série usada para definir o produto interno (hy, k)

define uma fun¢ao holomorfa em C.

Lema 3.3.2. A fungio @, : Cy/, — C definida por

o0

Op(s) i= (s Koy = D Calk)dn(s). (3.7)

n=0

tem uma continuacdo analitica em Cy para cada k > 2
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Demonstragio. Como cada ¢, é holomorfa em Cy, é suficiente provar que a série em (3.7)

converge uniformemente em cada semiplano C, com p > 0. Note que

1 — s
5]

|6 (s)| =

n 5]

n+1
1—
f y—sdy' < ’ S’n—Re(s) _ O(’I’L_p)

para s € C, com p > 0, onde a constante implicita depende de p, mas nao de s. Além disso,
cn(k) =0 (i) para cada k > 2, logo obtemos ¢, (k)d,(s) = O(n~'"*) para s € C,. Entio,
segue do teste M de Weierstrass que ®;, converge uniformemente em C, para p > 0. [
Observacao 3.3. Note que a estimativa calculada acima nos d4 uma prova alternativa de
que ks € H? quando s € C; 2. Além disso, se s € Cy/, a mesma estimativa mostra que
(6 (3))nen € 1P, logo, se 1 < p <2, kg€ HY, onde ¢~ + p~' =1, pelo (13, Teorema 6.1).
Em particular, como H? é o dual de Cauchy de H? pelo Teorema 1.6.2, obtemos que

A® e (H?)* se 1 <p <2eseCy. Isso é parte da demonstragao de (3, Proposigao 4.7).

Como comentado na se¢ao 3.2, a HR é equivalente a (uy =2 ser a tinica sequéncia
biortogonal a (hy)r=2. Caso exista um zero nao-trivial de ¢ fora da reta Re(s) = 1/2, a

identidade (3.6) nos permite encontrar outras sequéncias biortogonais a (hy)g>2.
Corolario 3.3.3. Se ((sg) = 0 para algum 1/2 < Re(s¢) < 1, entao
<hk,Uj + lei50> = 5kj V kg =2, Cj € C.

Entao, para cada sequéncia de nimeros complexos (c;)js2, a sequéncia (u; + cjksg,)j>2

também € biortogonal a (hy)ks2-

Demonstragao. Isso segue de (3.6) e do Teorema 3.2.3 pois {(hy, ks,) = 0 para todo
k> 2. [

3.4 A conjectura do incumprimento da HR

Iremos discutir nessa se¢do uma conjectura sobre o nimero de zeros nao-triviais
fora da reta critica Re (s) = 1/2.

Conjectura 3.1. Se a hipotese de Riemann € falsa, existem infinitos zeros de ( na faixa

critica e fora da reta critica, i.e., tais que 0 < Re(s) < 1/2 ou 1/2 < Re(s) < 1.

Chamamos essa conjectura de conjectura do incumprimento da hipdtese de

Riemann (IHR). O objetivo principal dessa se¢ao é mostrar a seguinte relagao.

Teorema 3.4.1. A conjectura IHR implica que a dimensio de N* é 0 ou .
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Denotemos por I := {, : s € Cy/2} a familia dos nicleos de zeta. Se ((s) =0
para algum s € Cy o, entao (hy, x,) = 0 para todo k > 2 por (3.6), logo x, € N+, Entéo,
a conjectura IHR implica que N n K é vazia (pelo Teorema 2.1.3) ou tem infinitos
elementos. Assim, o Teorema 3.4.1 segue se mostrarmos que K é linearmente independente
em H?. Primeiro, mostramos que os elementos de K sdo autovetores em comum para as

adjuntas dos operadores {W,, : n € N*} definidos na segao 2.2.

a0
Note que se f(z) = Z apz® € H? e n e N*, temos pela definicdo de W,, que
k=0

n—1
<W:fa Zk> = <fa ank> = <f7 (1 +tzZz++ Zn—l)znk> = Z Ank4j,
7=0
logo

0 n—1
Wf(z) = Z ( ank+j) 2~
k=0 \j=0

Essa féormula apareceu primeiro em (46). Vamos agora caracterizar completamente os

autovetores comuns a todos os {W : n e N*}.

Proposicio 3.4.2. Seja f € Hol (D)\{0}. Entdo f € H* e é um autovetor em comum
para os {W} :n e N*} se, e somente se, existe uma sequéncia multiplicativa (A,)nenx com
<)\n+1 - )\n)neN* € 62 €

an = (Ans1 — A\n)ag V n e N¥, (3.8)

onde a,, é o n-ésimo coeficiente de Taylor de f. Nesse caso, W' f = A\, f para todo n € N*.

Aqui, uma sequéncia multiplicativa é uma sequéncia (A, )nen+ tal que A\ A, =

Anm para todo n,me N* e \; = 1.

Demonstragio. Seja f € H*\{0} tal que W*f = \,f para n € N*, onde (\,)nen+ é uma
sequéncia de nimeros complexos. Como Wi = I e Wy = W W pois o mesmo vale
para {W,, : n € N*} (veja Proposicao 2.2.1), e f # 0, segue que (A\,)nen+ € multiplicativa.

Além disso,
n—1
Anay = <)‘nf’ Zk> = <W:fa Zk> = Z Ank+j-
=0
Em particular, a, = A\,y100 — A\nap para todo n € N*, logo ay # 0 (pois f # 0) e
<>\n+1 - )\n)nEN* € 62-

Reciprocamente, suponha que f € Hol (D) \{0} é uma funcao satisfazendo (3.8)
para alguma sequéncia multiplicativa (A, )neny com (Ans1 — An)nen € 2. A equacdo (3.8)

implica, em particular, que f € H* e ag # 0, pois f # 0. Sem perda de generalidade,
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podemos assumir que ag = 1. Logo

(W:f)(z) = Z (TLZ: ank+j> zk = nz a; + Z (TLZ ank+]~> Zk

7=0

0 0
= /\n + Z()‘nk-i-n - )\nk’)zk = )\n (1 + Z()‘k-i-l - )\k)zk) = )\nf<z)
k=1 k=1

para todo n > 2, onde usamos o fato das somas serem telescopicas. Portanto, f € H? é um
autovetor em comum para os operadores {W : n € N*}, com autovalores (A,)nens. O

"% ¢ a9y = —1/5 na Proposicio 3.4.2 para

Note que se escolhemos A\, = k
qualquer s € Cy/9, temos que cada k, € K é um autovetor em comum para {W;n € N*}
(veja (3.5)) com

Wkky = n' K V ne N (3.9)

Queremos mostrar que para todo subconjunto finito {xs,, ..., ks,} < K existe
um W para o qual os autovalores correspondentes a cada r,; sejam distintos. Isso prova

a independéncia linear de todo subconjunto finito de K, provando que K é linearmente

independente. Se as partes reais de sy, ..., s, forem todas distintas, como |n'~%| = pl~Re(s)
segue que os autovalores de W, (para todo n > 1) correspondentes a K, , . .., ks, 520 todos
distintos. Se as partes reais de sq, ..., sy, nao forem todas distintas, precisamos usar o

seguinte resultado.

Lema 3.4.3. Dados distintos ay, ..., a, € R, para apenas uma quantidade finita de

nimeros primos p existe algum par a;,a; com 1 <i < j < n tal que
(a; —a;)logp € 27Z. (3.10)

Demonstracao. Suponha por absurdo que existam infinitos primos que satisfazem a pro-
priedade (3.10). Para cada um desses primos p existem 1 < i < j < n e k € Z\{0} tais

que

2k

=a; — a;.
log p ! J
Como existem apenas uma quantidade finita de ntmeros da forma a; — a; com i < j, e

(a; — a;)logp = 2wk ou, equivalentemente,

nenhum deles é 0, existem primos distintos p, q e ky, ko € Z\{0} tais que

2rk 2rk
7leai—aj: ™ kologp = kylogq # 0.
logp log q
para algum par i < j. Em particular, p*? = ¢" # 1, uma contradicéo. O

O proximo resultado conclui a demonstracao do Teorema 3.4.1.

Proposigao 3.4.4. A familia dos nicleos de zeta K € linearmente independente.
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Demonstracio. Seja {s;j € Cip : 1 <i <n,1<j<m;} um conjunto finito indexado
de modo que para todo 1 <i<nel<j<m,;, temos Re(s;;) = r;, onde r; € (1/2,00)
sao tais que 75, # 1, se i # ip. Denotemos por a;; a parte imagindria de s; ;. Assim,
a;j, # a;j, sempre que j; # jo. Para cada 1 < ¢ < n, o Lema 3.4.3 aplicado a a; 1, . .., @ m,

nos diz que existem apenas uma quantidade finita de primos p para os quais
(a;;, — a;j,)logp e 2nZ, para algum par 1 < j; < jo < m;.
Logo, existem infinitos primos ¢ tais que

(ajj, —a;j,)logq ¢ 2rZ, V1<i<n,1<j <jp<m,. (3.11)

Para um primo ¢ com essa propriedade, afirmamos que {r,,, : 1 <i<n, 1<
J < m;} sdo autovetores de W, com autovalores distintos. Para ver isso lembre que
=q

ue os autovalores de k.. . e K, . sao distintos quando i; # 79. Para o caso i; = i = ¢
Si1,41 Sig,jo ’

Wiks = ¢* ks por (3.9). Como comentado anteriormente, !ql_si’f‘ 177 o que mostra

observe que

ql—?)j _ e(l—%)logq _ e(l—ri)logqeiai,j logq‘

Dessa forma, como e™i11984 — ¢#.32 1984 g6 ¢ gomente se a; j, logq — a; ;, log q € 217, segue
de (3.11) que os autovalores sao distintos também nesse caso. Portanto, K é linearmente

independente. O
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APENDICE A

Notacao de comportamento

assintotico

Nesse apéndice iremos definir e comentar sobre as notacdes que usamos no

texto para indicar o comportamento assintotico de funcoes e sequéncias.

Definicao A.0.1. Sejam f,g: X — C fungoes definidas em um espaco topoldgico X e
suponha que g(z) > 0 para todo x € X. Dizemos que:

1. f é da ordem de g em torno de g € X, e denotamos por (f = O(g) quando x — xg),

se existe uma constante C' > 0 e uma vizinhanca U de z tais que
[f(2)] < Cg(x), Vel

2. f =o0(g) quando = — x( se

im L) _
T—To g LIZ')

3. f ~gquando x — x se
lim 7f(a:) =1
=0 g(x)

Analogamente, se X = N ou R, dizemos que:

1" f = 0(g) quando x — oo se existem constantes C, M > 0 tais que
|f(z)] < Cyg(x), sempre que x > M.

2. f =o0(g) quando x — o se
f(x)

lim —= = 0.
w0 g(x)
3. f ~ g quando z — oo se
lim @ 1.

a0 g(a)
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Normalmente usamos essa notagao omitindo em torno de que ponto estamos
considerando, que esta claro pelo contexto. Por exemplo, quando utilizamos essa notagao
para sequéncias, i.e., quando X = N, sempre estamos nos referindo ao caso n — o0. Além
disso, nesse caso, como existem apenas uma quantidade finita de nimeros naturais < M,
é claro que f = O(g) implica que existe uma constante C’, possivelmente diferente de C
tal que

If(n)] <C'g(n) VnelN

O mesmo vale se X = Ry e f é continua, por exemplo.

Note ainda que tanto f = o(g) como f ~ g implicam f = O(g).
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APENDICE B

Resultados classicos

B.1 Espacos L

As definicoes e resultados a seguir podem ser encontrados em (43) e (14).

Defini¢ao B.1.1 (Espagos LP). Sejam (X, A, 1) um espago de medida, 0 < p < o e
LP = {f:XHC:fémensurévele f\f|pdu<oo}.

Considere a relagao de equivaléncia f ~ g se u({x € X : f(x) # g(z)}) = 0. Definimos

entao
LP(X, ) = L) ~={[[f] : f € L*}

o conjunto das classes de equivaléncia de ~ que possuem elementos em L£P. Analogamente,

definimos
LY ={f: X — C: f émensuravel e existe C' > 0 tal que p({z € X : |f(x)| > C}) = 0}
e L%(X,pu) = L) ~.

Notagao. Como usual, tratamos os elementos de LP(X, p) como fungoes, tendo em mente
que a igualdade s6 vale pi-q.t.p. Além disso, escrevemos somente LF(X), LP(u) ou até LP

quando estiver claro qual é o espaco de medida usado.
Para todo espago de medida, L”(u) é um espago vetorial. Se 1 < p < o0, entao

1/p
£l = ( | IfIPdM)

define uma norma em LP(u). Caso p = 0, a norma é dada por

Il = esssup|f| = inf{L € R ({a € X : /(@) > L}) = 0}



APENDICE B. Resultados cldssicos 122

Em ambos os casos acima, a norma definida torna LP(x) um espago de Banach.

Em particular, L?(x) é um espaco de Hilbert com o produto interno
S = | F3dn

No caso em que o espac¢o de medida é (T, £,m), i.e., o circulo unitério com
a medida de Lebesgue normalizada, a teoria é bastante desenvolvida. Em particular, as
fungoes
e, : T — C, en(e?)y=em YnelZ

formam uma base de Hilbert de L*(T). Em particular, cada f € L? possui uma representaco

Unica da forma

f: Z f(n)em

n=—0o

onde f(n) = (f,e,) sdo os coeficientes de Fourier de f, (f(n))nez € (2(Z) e a série acima

converge na norma de L?. De fato, o mapa f — (f(n)) é uma transformacao unitéria entre

L(T) e (*(Z).

Teorema B.1.2 (Desigualdade de Jensen). Seja (X, p) um espago de medida tal que 1 é
uma medida positiva e p(X) = 1. Se f e LY(X, u) € uma fungio real, a < f(x) < b para

todo x € X e ¢ € uma fungdo convexa em (a,b), entdo

(f )< oo

Veja (14, Teorema 3.3).

Teorema B.1.3 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,) uma sequéncia de

fungoes mensurdveis em (X, tais que
0< fi(x) < < fulz) < ..o Vee X

e fn(x) — f(x) pontualmente para todo x € X. Entao [ é mensurdvel em X e

JX Tty = JX f:

B.2 Analise Complexa

As definigoes e resultados a seguir podem ser encontrados em (41).

Definicao B.2.1. Seja U < C aberto. Dizemos que f : U — C é holomorfa em U se f é

diferenciavel em todo ponto zy € U, i.e., existe

lim £2) = f(20)
z2—20 zZ— 2
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para todo zy € U. Denotamos por Hol (U) o espago das fungoes holomorfas em U.

Se X < C nao é aberto, dizemos que f é holomorfa em X se existe aberto
U > X tal que f € Hol(U). Semelhantemente, denotamos por Hol (X) o espago das

fungoes holomorfas em X.

Se f € Hol (C), dizemos que f é uma funcio inteira.

Teorema B.2.2. Seja (f,) < Hol (U) uma sequéncia que converge uniformemente nos
subconjuntos compactos de U. Entao, existe f € Hol (U) tal que f, — f uniformemente

em subconjuntos compactos de U.

Teorema B.2.3 (Férmula Integral de Cauchy). Sejam f € Hol (U) e ' = 2 +rT um
circulo em U tal que o seu interior zo+rD esta contido em U. Entao, para todo z € zy+rD

eneN,

fn)(z) = le (z{(s))”ﬂds'

Teorema B.2.4. Seja f € Hol (U). Se {z € U : f(z) = 0} possui ponto de acumulagio em
U, entio f = 0.

Teorema B.2.5 (Teorema do Mddulo Méximo). Seja f € Hol (U) wma fung¢io ndo
constante. Entao
f(2)| <sup|f(w)], Vzel.

welU

Além disso, se U é compacto,

max [ f(z)] = max|[f(z)|.

2eU zeoU
Dizemos que um aberto U < C é simétrico em relacao a reta real se
zelU < zeUl.

Teorema B.2.6 (Principio da reflexdo de Schwartz). Seja U < C um aberto simétrico em
relagdo a reta real. Suponha que g € Hol ({2 € U : ITm (2) > 0) eh € Hol ({z € U : Im (2) < 0})

se estendem continuamente para I = U NnR e

g(z), selm(z) >0,
f(z) =3 h(z), selm(z) <0,
g(x) =h(x), sexeR

¢ holomorfa em U.
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B.3 Analise Funcional

Teorema B.3.1. (Teorema de representacio de Riesz-Fréchet) Seja H um espago de

Hilbert. Para todo funcional linear limitado ¢ : H — C, existe um unico x € H tal que

oy) =y,r), VyeH.

Além disso, ||y|| = |l¢l|-

Veja, por exemplo, (21, Teorema 5.5).

Definigao B.3.2. Seja ‘H um espaco de Hilbert. Um operador T : H — H é dito positivo

se
(Tx,z) >0, Vo e H.

Teorema B.3.3. Seja H um espago de Hilbert e T : H — H um operador positivo. Entdao

existe um unico operador positivo U : H — H tal que U* = T.

Veja, por exemplo, (47, Teorema 23.2).
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