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Resumo

O objetivo deste trabalho é propor um método de corregao assintotico para os estimadores
dos parametros oriundos da regressao com covariaveis sujeitas a erro de classificagdo. Foi
desenvolvido uma correcao baseada nos estimadores de minimos quadrados da regressao com
covariaveis com erro, probabilidade marginal das covariaveis verdadeiras e probabilidade
condicional das covaridveis com erro dado as covariaveis verdadeiras. Desta maneira,
podemos corrigir esses estimadores sem a necessidade de corrigir as covariaveis observadas
nem observar as covariaveis verdadeiras. Estudos de simulacao foram utilizados para
quantificar o desempenho das corre¢oes propostas. Os mesmos identificaram que corrigir o

intercepto é crucial para uma melhora significativa da estimagao.

Palavras-chave: Regressao Linear, Covariaveis com Erro, Covariaveis Discretas.



Abstract

The objective of this work is to propose an asymptotic correction method for the estimators
of parameters from regression models with covariates subject to classification errors. A
correction was developed based on the least squares estimators from regression with
erroneous covariates, the marginal probability of the true covariates, and the conditional
probability of the erroneous covariates given the true covariates. In this way, we can correct
these estimators without the need to correct the erroneous covariates or observe the true
covariates. Simulation studies were used to quantify the performance of the proposed
corrections. These studies identified that correcting the intercept is crucial for a significant

improvement in estimation.

Keywords: Linear Regression, Covariates with Error, Discrete Covariates.
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1 Introducao

Modelos lineares, em sua maioria, consideram covariaveis fixas e nao sujeitas
a aleatoriedade [Searle, 1997|. Esse fato causa um problema de importancia vital, pois,
principalmente na area médica e biolégica, os erros nas covariaveis sao reportadas em
apenas 44% das publicacoes em periddicos de alto impacto, sendo que ainda menos utili-
zam algum método de correcao [Brakenhoff et al., 2018]. Embora vérias técnicas tenham
sido desenvolvidas nos ultimos anos para enderecar este problema, veja por exemplo
[Blackwell et al., 2017] e [Keogh et al., 2020], no caso de regressao linear, o método de
minimos quadrados usuais continua sendo o método mais utilizado, mesmo na presenca de
covariaveis com erro, o que pode acarretar em conclusoes leve até gravemente erroneas.
Essa imprecisao é causada pelo viés que surge nos estimadores de minimos quadrados
dos pardmetros associados aos efeitos fixos [Keogh and Bartlett, 2021] e também pela
nao-consisténcia dos estimadores [Buonaccorsi, 2010]. Para o caso de covaridveis continuas,
[Davies and Mutton, 1975] estudaram o efeito da aleatoriedade na magnitude méxima dos
viéses dos estimadores dos efeitos fixos ou aleatérios. Correcao de viés para covariaveis
continuas foi assunto de décadas, e varios métodos foram desenvolvidos, desde simples
corregoes baseados em momentos, calibragao usando quasi-likelihood até extrapolagao por
simulagao (SIMEX), para mais detalhes veja [Buonaccorsi, 2010]. Porém, como citado
por [Christopher and Kupper, 1995], estes métodos nao sao adequados para erros em
covariaveis categoéricas por causa da dependéncia nas suposi¢oes que nao sao validas neste
caso, por exemplo a utilizagdo de uma estrutura aditiva de erro normal com média zero e
independéncia do erro e das covariaveis. Visto que uma das utilidades dos estimadores de
parametros é a predicao, ¢ importante, notar que a acuracia preditiva dos modelos é negati-
vamente impactada [Klein and Rossin, 1999]. Em comparacao aos estudos em covariaveis
continuas, o desenvolvimento de métodos de correcao para covariaveis discretas se restringe
basicamente aos modelos de regressao. Alguns métodos foram propostos, por exemplo,
[Kuha, 1997] utiliza método de data augmentation que necessita de dados de validagao
enquanto que [Chen et al., 2009] desenvolvem métodos ndo paramétricos de estimagao
que nao exigem informagao adicional. Alternativamente, [Zucker and Spiegelman, 2008]
propoem um método de corregao baseado em score. [Buonaccorsi et al., 2005] prop6s um
método de correcao do viés no caso de uma covariavel binaria. A correcao é baseada na
matriz de covariancia da variavel resposta e as covariaveis observadas, bem como, entre as

covariaveis observadas e as verdadeiras.

Neste trabalho, o principal foco é estender a abordagem de
[Buonaccorsi et al., 2005] para o caso de multiplas covaridveis multinomiais. O método

proposto, quando aplicado a variaveis binarias, retorna exatamente o estimador proposto
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por Buonaccorsi. Outrossim, cada covariavel pode assumir niveis distintos. A motivacao
dessa extensao vem do fato de que, na area de genética quantitativa, bilhoes de leituras
sao descartadas por terem niveis de certeza considerados insuficientes. Este descarte eleva
o custo da genotipagem a ponto de ser uma analise proibitiva. Portanto, a possibilidade de
usar leituras consideradas corrompidas, permite genotipar um nimero menor de sequéncias,
consequentemente, reduzindo os custos e podendo acarretar na desmonopolizacao do uso

da genética quantitativa.

1.1 O modelo de regressao linear com uma variavel categérica com
L niveis

Seja y;, © = 1,...,n uma realizacdo da variavel aleatéria resposta Y; e x; uma
realizagdo da covariavel X; com L categorias. Considere que o modelo linear foi formulado
segundo a parametrizacao de casela de referéncia, onde a categoria L foi determinada
como classe de referéncia e defina X;; =1 <= X; =londel =1,2,..., L — 1. Considere

o seguinte modelo linear

L—1
Yi = Bo+ 2 GiXa + exi, (1.1)
=1

tal que na forma matricial temos

Y =15 +XB +¢€ (1.2)
onde
Yi Xl €1
Y = S, X = : ,E= 1| |,
Yn Xn 6’!7,

X = (Xi1, Xio, ..., Xir—1) e B = (p1, P, - - ,BL_l)T. Assume-se que € ~ N(0,I0?) sdo
erros aleatérios onde I é a matriz identidade de dimensao n x n e 1 é um vetor de 1s de
tamanho n O parametro [y representa o efeito da classe de referéncia L e [3; representa
o incremento da classe [ com respeito a classe de referéncia. A interpretacdo do modelo
nao muda se a classe de referéncia mudar. Se L = 2 temos o modelo estudado por

[Buonaccorsi et al., 2005] para uma covaridvel binaria.

1.2 Discussao sobre a teoria genética

Apébs o advento do sequenciamento genético em grande escala, o estudo de

melhoramento genético de plantas e animais obteve um significativo avancgo utilizando
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uma abundancia de dados de sequenciamento e modelos lineares. O fato que hoje em dia é
possivel sequenciar bilhoes de loci permite descartar grandes quantidades de dados, que
apresentam incerteza e/ou redundéncia, utilizando somente dados altamente confidveis
[Mrode and Pocrnic, 2023]. As consequéncias disso sdo que poucas empresas ou institutos
de pesquisa podem arcar com os custos da genotipagem em alta escala; ademais, erros
de genotipagem impactam significativamente os estudos genéticos, podendo reduzir a
eficiéncia e levando a conclusoes falsas em andlises de parentesco [Ward et al., 2021]. Neste
trabalho, o modelo linear ainda nao acomoda parentesco entre individuos, sendo esta uma

suposicao que precisa ser relaxada em trabalhos futuros.

Sequenciamento genético é a base de toda a pesquisa de empresas agropecuarias
da modernidade. Seu objetivo é classificar cada posi¢ao do DNA (locus), de modo que
haja informacao sobre como é composto esse locus. Geralmente, os loci estudados sao os
SNPs (do inglés, Single Nucleotide Polimorphisms) que sao "uma forma abundante de
variagao genomica, distinguindo-se das variagoes raras por exigirem que o alelo menos
abundante tenha uma frequéncia de 1% ou mais"[Brookes, 1999]. Cada SNP pode ter
valores diferentes entre organismos, causando diferencas fisicas (fendtipos) observaveis ou
nao. As categorias dos SNPs sao definidas pela ploidia do organismo ou da sua localizagao
no DNA. Por exemplo, em animais, a sua ploidia é quase sempre dois, enquanto em
plantas, é mais complicado, com sua ploidia podendo variar [Leitch and Leitch, 2008].
Quando o gene do organismo é sequenciado e genotipado, os dados sao compostos de
valores inteiros, variando de zero até o valor da ploidia para cada SNP. Apds a obtencao
do DNA, o mesmo é amplificado para identificar se o valor lido estava correto. Se todas
as replicacoes resultarem num mesmo valor, existe uma alta certeza de que este valor
estd correto. Quanto mais incongruéncia, maior a probabilidade de erro. Esses erros
podem resultar na ordenacgao incorreta dos SNPs de acordo com seu valor genético e na
subestimacao das correlagoes dos marcadores e dos tragos genéticos que sao desejados
[Hackett and Broadfoot, 2003, Goring and Terwilliger, 2000).

Problemas de classificacdo em covariaveis categéricas também sao presentes
em outros contextos dentro da area de genética quantitativa. Por exemplo, em linkage
analysis, um campo de estudo para determinar quais loci sao responsaveis pela expressao de
fenotipos especificos, os métodos de dois loci sao mais robustos aos erros de genotipagem,
definidos por erros de classificacdo, enquanto anélises com multiplos loci podem excluir
falsamente locais verdadeiros de genes de doengas [Goring and Terwilliger, 2000]. Além
disso, a estrutura dos dados permite a imputagao de painéis de SNPs de baixa densidade
para alta densidade, mitigando parcialmente a perda de dados, onde a magnitude dos erros
e aumento da banda de confiabilidade dependem especialmente do tamanho da populagao

de referéncia [Dassonneville et al., 2011].

A fim de minimizar os erros de genotipagem, [Ward et al., 2021] indica que
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os pesquisadores devem otimizar os métodos experimentais, usar controles e réplicas
apropriadas e desenvolver abordagens estatisticas para a identificacdo de erros. Idealmente,
apoés a aplicagao destas técnicas, o resultado deveria ser somente a exclusao de dados que
sao ruidosos ou que nao contém informacao pertinente. O desafio é diminuir a quantidade
de dados excluidos sem distorcer a informacao gerada por dados suscetiveis a erro. Neste
trabalho, propomos um método de correcao assintética do viés dos estimadores dos
parametros de uma regressao linear cujas covariaveis apresentam nivel de incerteza longe

do perfeito.

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte maneira. O modelo
de regressao linear com uma variavel categérica com mais de dois niveis com erro de
classificagao é apresentado na Se¢ao 2.1. Em seguida, na Secao 2.2 apresentamos o modelo
de regressao linear com mais de uma variavel categorica com mais de dois niveis com erro
de classificacdo. A Secdo 2.3 apresenta a correcao do intercepto que deve ser feita devido a
singularidade da matriz de covariancia de variaveis multinomiais. Nas Se¢oes 2.4 e 2.5 o
viés e a variancia, respectivamente, dos estimadores corrigidos sao calculados. O Capitulo
3 apresenta o estudo de simulagao utilizado para demonstrar o desempenho do método.

Por fim, uma discussao geral acerca do problema estudado ¢é apresentada no Capitulo 4.
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2 O modelo de regressao linear com variaveis
categoricas apresentando erro de classifica-

cao

Nesta secao sera definido o modelo linear onde ha somente covariaveis cate-
géricas, com erro de classificacdo em K covariaveis onde a k-ésima covariavel apresenta
Ly niveis, k = 1,..., K. O propésito é apresentar um método de correcao de viés dos

estimadores da regressao linear considerando o erro de classificacao.

2.1 O modelo de regressao linear com K = 1 variavel categorica

com duas ou mais categorias apresentando erro de classificacao

Considere X uma variavel aleatéria discreta tomando valores no conjunto

L

{1,....,L}onde py = P(X =1),l=1,...,Le EPZ = 1. Suponha que X esteja sujeita
=1

a um erro de classificacdo, onde a variavel aleatoria W representa X. Assuma que as

categorias de W sejam as mesmas de X. Seguindo [Buonaccorsi et al., 2005], seja

O = POV = 11X = m), (2.1)
tal que
Ty = PX =m|W =1)
P(X=m
Oljm— ( ) . (2.2)
Z Ql‘m/P(X = m’)
m/=1
Note que, condicionado em X =m, m =1,...,L, W tem distribuicao Multinomial com
probabilidades 0y, ..., 0L, para as classes 1 a L, respectivamente.
Sejam X1, ..., X, vetores aleatérios independentes com a mesma distribuigao
de X e W1, ..., W, as respectivas variaveis com erro de classificacdo. Além disso, suponha
que ao invés de observar X;, observemos W;. Os vetores auxiliares, X; e W;, i =1,...,n

sao construidos de modo que suas componentes, X;; e Wy, bindrias, e definidas através das
seguintes relagoes: X;; =1 «— X;=leW; =1 < W, =londel=1,2,...,L —1.

Neste caso, o modelo linear contendo as variaveis sem erro é dado por

L1
Yi = Bo+ Z BiXa + exi. (2.3)
=1
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Na forma matricial temos

Y =15, + X3 + €, (2.4)
onde
Yi Xl €1
Y = X = : e= 1|1,
Y’I’L X—n 677,

X; = (X, X2, ..., Xir—1) € B = (B, Ba, ..., Br_1)". Assume-se que € ~ N(0,10?) sdo
erros aleatérios. O parametro 3y representa o efeito da classe de referéncia L e [5; representa
o incremento da classe [ com respeito a classe de referéncia. A interpretacdo do modelo
nao muda se a classe de referéncia mudar. Se K =1 e L = 2 temos o modelo estudado

por [Buonaccorsi et al., 2005].

Por outro lado, como as covariaveis X; nao sao observaveis, a correcao deve

ser feita utilizando o ajuste do modelo linear que contém as covariaveis W;, ou seja,

modelamos
L1
Y, = v+ Z Wi + ews, (2.5)
=1
cuja forma matricial é dada por
Y = Iy + Wv+ew, (2.6)
onde
Y, W, w1
Y = ,W == 7€W - : )
Yn Wn EWn

onde W; = (Wi, Wig, ..., Wir_1) ey = (71,7, - .., Yr—1). Assume-se que ey ~ N(0,Io3,)
sdo erros aleatérios com varidncia oy, Uma vez que o modelo (2.5) é linear em ~ e 7o,

utilizamos o estimador de minimos quadrados 4 = (VVTVV)_1 WTY para estimar ~.

E sabido que 4 é um estimador nao viésado de =, porém, o interesse recai em
obter um estimador de 8 que seja assintoticamente nao-viésado. A fim de construir esse

estimador 3, utilizaremos as matrizes de variancia e covariancia definidas a seguir.

Por (2.3) tem-se que, para todo 1,

-1 -1
Cov(Xy,Y:) = Cov(Xy, o+ Z B Xir) = Z BrCov (X, Xiv)
7] =
= CB, paral=1,...,L—1,
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onde 6 = (ﬁl, 52, e ,ﬁL_l)T (§] Cl = [COV(XZ], Xi1)7 ey COV(Xil, XiL—l)] é um vetor de
dimensao 1 x (L — 1). Definindo

G,
YXx = :
Cr
uma matriz de covaridncia de dimensao (L — 1) x (L —1), e

COV(Y;, le)
Yxy = :
Cov(Y;, Xir—1)

um vetor de dimensao (L — 1) x 1. Note que

Yxy = XxB. (2.7)

Analogamente, por (2.5), definindo D; = [Cov(Wy;, Wi1), ..., Cov(Wy, Wip_1)],

D,
Yw = : ,
D;
e
COV(Yi, Wil)
EWY = )
COV(K? VViL*l)

obtemos

Ywy = Zw. (2.8)

Finalmente, considerando Y; em (2.3), obtemos

L-1 L-1
COV(Wu,Yi) = COV(Wil,% + Z ﬁl/Xil/) = Z 51/C0V(Wiz,Xil/)
=1 =1

b
= [ COV(Wil,Xi ) c. COV(Wil,XiL_1> ]
Br-1
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e portanto
[ Cov(W,Y;) |
: COV(VVH, )(Z ) e COV(WZ'L_l, )(Z ) 61
Cov(Wy, Y) = : . : :
: Cov(Wir, Xip—1) ... Cov(Wir_1, Xir—1) Br-1
| COV(VVZ'L—D}/;) ]
Definindo
COV(VVH, )(Z ) Ce COV(WZ'L_l, )(Z )
Ywx = : . :
Cov(Wir, Xir—1) ... Cov(Wir—1, Xiz—1)
temos que
Ywy = BwxpB. (2.9)

Considerando o modelo linear em (2.5), e definindo 4 = (W' W) 'W’Y como

o estimador de minimos quadrados de «, temos que
55~ (2.10)
ou seja 4 converge em probabilidade para «. Usando a equagao (2.8),
v = Sy (2.11)
e substituindo (2.9) em (2.11), obtemos

Y= EITVlEWXIB

Assim, o estimador corrigido Bc de B é dado pela correcao de 4 através da

transformacao

1 A

Bo = (ZwEwx) 7. (2.12)

2.1.1 Cdalculo das matrizes de variancia e covariancia

A fim de obter a corregao definida em (2.12) precisamos determinar as expressoes

analiticas das matrizes Xy e Xy x. Lembrando que W; = (W, ..., W;_1), temos que

Var(Wy) = E[Wj] _EZ[Wil]
= Ex[Bux[(WalX.J] — (Bx[Bwix[(WalX]])”

= ) P(X; = 2)E[Wy|X; = 2] — (Z P(X; = 2)E[Wy| X, = x]) .
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Considerando (2.1), temos que
Ojo = P(W; = 1|X; = ) = PWy = 1|1X; = ) = E[Wy|X; = z],

de modo que

L L 2
Var(Wil) = Z P(Xl = Z‘)Q”;C — (Z P()(z = .I)le) . (213)
Além disso, para [ # m,

COV(Wil;Wim) = E[WilWim]_E[Wil]E[W/z‘m]

L
= lezm ZP 9” Z m\x
L
r=1 z=1

onde E[WyW,,,] = 0, uma vez que Wy W,,, = 0 quando [ # m. Lembrando que as Equagoes

2.13 e 2.14, sao utilizadas para construir a matriz Xy,. Observe que

Cov(Wir, Xy) = E[WuXuy|— E[Wu|E[Xu]

= B[WyXu] - (Z P(X el/|x> (2.15)

EX[EW|X[VViluXil\Xi]] P(Xi = $)E[Wil/>Xil|Xi]

=

8
Il
—_

|
=

P(Xl = f)I(x:l)E[Ml’|Xi]

8]
Il
—_

= P(Xi =10 (2.16)
Substituindo a equagao (2.16) na equacao (2.15) temos que

Cov(Wir, Xq) = <91/z

“M“

=X gl/|x> P(X = l),

que define uma coordenada da matriz Xy x.

2.2 O modelo de regressao linear com mais de uma variavel ca-
tegdrica com duas ou mais categorias apresentando erro de

classificacao

Seja agora y;, ¢ = 1,...,n, uma realizagao da variavel aleatoria resposta Y;

e Xy, K =1,..., K, covaridveis categoricas onde a k-ésima covariavel tem L; classes.
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Usando o mesmo critério da Secao 2.1, seja X;i; = 1, se e somente se X;;, = [. Logo, o

modelo tem forma matricial
Y = ﬂﬁo + X,B + €

onde a matriz de desenho é dada por X = (X, ... ,Xn)T com

Xi = (Xﬂl, .. 7Xi1L1717 RN >XiK17 e 7X7:KLK*1)7 50 € o0 intercepto €

B = (P11, 512, -, PKr1,- -+, Brr—1) € 0 vetor de pardmetros associados a X; com dimensao
K
Z(Lk —1). Além disso, temos que € = (€1, €9,...,€,) é um vetor de erros aleatorios, tal
k=1

que € ~ N(0,Io?), onde I representa a matriz identidade de ordem n x n. Considerando
agora que as covariaveis sao medidas com erro, e X é nao observavel, o modelo linear que

pode ser ajustado é dado por

Y = ]l’)/o + W’Y + ew, (217)
onde
Y= (711;712, ceey V1L —157215 - - - 7'YKLK—1)
K
é um vetor de dimensao Z(Lk —1) e ew = (w1, €w2,---,€wn), € um vetor de erros
k=1

aleatérios com dimensao n, tal que ey ~ N(O, [ UIQ/V). Além disso, a matriz de desenho
W = (Wy,...,W,)" tem componentes

W, = (Wi, Wia, ..., Wi, —1, Wia1, ..., Wikr,—1). A fim de construir um estimador 3
assintoticamente nao-viesado, precisamos calcular as covariancias a seguir, tal que, para

Y; definida em (2.17)

K Lk/fl
Cov(Wit,Y;) = Cov(yo+ D, Do Wakwtwr + ewi, Wina)
K=1 i1
K Lk/fl
= >0 D Cov(Wiw, Wat)ywer
K=l i1
Ly—1

= Z Cov(Wikr, Wita) Vi (2.18)

I'=1

pois Cov(Wi, Wipr) = 0 se k # k. Portanto

Cov(Wiw,Y;) = [COV(Wikaikl) COV(Wikl,Wikqu)] Yis
onde
Tkl
Vk2
Y. = .

YkL—1
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e
COV(VVZ'M, VVikl) . COV(VVZM, Wiqu)
Cov(Wiga, W; Cov(Wigo, Wikr,—
Ewk _ OV( 1‘g2 kl) | ( k2 kL 1) . (2.19)
Cov(Wikr—1,Wirr) ... Cov(Wikr—1, Wikr-1)

Seja
COV(Y;> VVz‘n)
COV(Yi, VVilLl—l)

2VVY = )
COV(Yz‘, VVZ‘KLKl)

| COV(Yi, WiKLk,—l) ]

\¢
© 3
Yo
=Tl

e}
e}
\¢
% oo

Bu

B

| /BKLK—I 1
Y1
Yo

Yk

Da mesma forma que na Equacao (2.7) , temos que

Definindo Xy, x como
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COV(XM, Wikl) COV(Xm, Wikl) cee COV(Xikkala Wm)
COV(Xikla VVikZ) COV(Xikz, WikZ) e COV(XikLk—l, VVikz2)
S : .. : ’
COV(Xikla WikLk—1> COV(Xik:2> VVZ’kLk—l) e COV(XikLk—b VVikLk—l)
temos,
[ Zwx 0 0 ]
0 Yw,x 0
Ywx = .
0 0 Ywiex

e, da mesma forma que (2.9),

Xwy = ZwxpB. (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20) obtemos

Ywy =ZwxB = Xw7, (2.22)

A~

tal que B = (S Swx) "4

As componentes de Xy x e de Xy sdo calculadas da mesma forma que em
(2.13), (2.14) e (2.17).

2.3 Correcao para o intercepto [

K
Note que a regressao descrita em (2.17) possui Z k(Ly — 1) + 1 pardmetros

k=1
a serem estimados. Porém, devido a singularidade da matriz de covariancia de varidveis
multinomiais definida em (2.19), o método descrito na Segao 2.2 corrige somente o vetor

de estimadores 7, dando origem ao vetor Bc definido em (2.12) e (2.22), de dimensao

K
(Z k(Ly — 1)) x 1. Logo, o intercepto 7, ainda apresenta um viés.
k=1

O objetivo é corrigir o viés do estimador 7y, obtido pelo método de minimos

quadrados através da regressao de Y em W. Dada a variavel aleatéria X, e
Y =5+ XB + ¢,

tal que
E[Y|X] = f + X8



Capitulo 2. O modelo de regressio 27

€
E[Y|W] = By + BE[X|W] = ) + B,
onde
7T1|W1 7TLk|W1
_ 7Tl|W2 e 7TL;€|W2
7'('1|Wn Ce 7TLk|Wn

propomos o estimador corrigido Boo para 3y dado por

Z (Yi - W(i)Bc)
%) i=1

Poc = " , (2.23)

onde 7r(;) ¢ a i-ésima linha da matriz 7 e Y; € a i-ésima observacao do vetor Y.

2.4 Calculo de Viés dos Estimadores

Seja
B* = (5, B)",
K
com dimensao M = Z(Lk — 1) + 1, o vetor de pardmetros da regressao de Y em
k=1
X* = (1,X) dado por (2.3) e seja ,B*C = (50, Bc)" onde B, é vetor corrigido da forma
descrita na Segao 2.2. Adicionalmente, seja v+ = (79, 7y) o vetor de pardmetros da regressao

de Y em W* = (1, W) dado por (2.5). Considere
;7\/* _ (;}\/07;7\/) _ (W*TW*)_l W*TY
o vetor de estimadores de v*.

~
Para encontrar o viés condicional de 8, em W calculamos

Eviw [Bdw} = Eviw [Z7"|W],

1 0"

0 (ZniZwx)
Eviw [Z7* W] = ZEyiw [7"[W]

= ZEyiw[(W*W*) " 'W*Y|W]

= Z(WW*) "W Eyjw[Y|W]

_ Z(W*TW*)_lw*TEX|W[X*,B*|W]
_ Z(W*TW*)_lw*TEx|W[X*‘W]B*,

onde Z = [

] ¢ uma matriz de dimensao (M x M). Assim,
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tal que
I Ty o+ Ty
Exjw [X*|W] = 1 S
I Tw, -+ TMjwn
Logo,
Eyw [BZ|W] = Z(WTWH) W g (2.24)

e portanto o viés B de B* é dado por

B - Eyw|Bo/W|-p"
_ (Z(W*TW*)_IW*TTF* . ]I) ,8*,

onde I é a matriz identidade de dimensao M x M. Note que quando as probabilidades

1, sej=w
Tjlwy, — , .
0 caso contrario

condicionais

temos que wF — W* e Z — I e portanto o viés B — 0.

O estimador BOC do intercepto [y na regressao de Y em X, é determinado
de forma independente dos outros estimadores a partir de (2.23). Consequentemente,

calculamos seu viés de forma independente. Seja
Eyiw [500|W] = o + Bo,

tal que

n

Z (Y; - W(i)Bc)

Eviw [BOC|W] = Eyiw | & ‘W

n

NgE

(EYW[YiIW] — o Eyiw [Bdw])

-
I
—

(EX|W[(1,Xi)|W]5* — 7o) Eyw [BC|W]>

-
I
—

I
Sl— 3= 3l

(77?1‘)5* — i Eyiw [BC|W]> 5 (2.25)

=

-
I
—

onde ;) e ﬂ'E"i) sdo a i-6ésima linha da matriz w e w", respectivamente. Note que
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Eviw [BC|W] ¢ o vetor Eyjw [BZ\W] sem o primeiro elemento. Entao

n

("~ B [Berw])

1

Eviw [BOC’W] =

3

1
ni
1

ni

1 <ﬁ0 + 7B — Exjw [BC|W]>

= fo+ :Lg <ﬂ-(i)18 - EYlw [BC|W]>
e (2.26)

Logo By = :Li (W(i),@ — Eyjw [BC\W])
i=1

2.5 Calculo de Variancia de Estimadores

Seja v+ = (70,7y) o vetor de pardmetros da regressao de Y em W* = (1, W)
dado por (2.5). E seja

;7\/* _ (307:)\’) _ (W*TW*)_l W*TY
A varidncia de 4" ¢ calculada a seguir. Considere

Var(3*) = Var (WW*)"'W*Y)
_ (W*TW*)flw*Tvar (Y) W* (W*TW*)fl

= (WTW*)lop, (2.27)
BZ = (%MBC)T e’z = ! o _1 |, tal que
0 (Z3/'Swx)

Var (Bc) = Ver(z7")
— Var (z(WIW) T WY
— Z(WTW*) " W Var (Y) W* (WTW*) ' Z7
— 0% Z (WTW*) 'z (2.28)

A~

Portanto, pela construcao de Z, Var <Bc) ¢ igual a Var (BZ) sem o primeiro elemento

do vetor.



Capitulo 2. O modelo de regressio 30

Utilizando a equagao (2.23), obtemos

$ (o)

n

Var (Boc) = Var

> (Y o (S S) )
=1

n

= Var

= n12 \ [Var(Y)+Var< o (S Swx) 1’3’)
i-1

~ 2Cov (Yo, mg) (B! Swx) ' A) |- (2.29)

A fim de calcular Cov (Y;, ™0 (ZI}}EW X)_l "7\') é necessério definirmos 4 em funcao de Y.

Entao, utilizando (2.5) encontramos a solugao

min Q(10,7) = 2, (=10~ wiy)’, (2:30)
=1

onde w; ¢é a i-ésima linha de W. Para isso, temos

oQ <
= 2> (Vi - w
0
tal que para — = 0,
o
oQ
Z (Y; — wiy)
Y = ﬂT (2.31)

Similarmente, e utilizando (2.31)

0Q
R

n
i=1
n

Y;
"YW
_ _22 Yi_zg:1<J J’Y)—WW w7
A n

— 7 —Wﬁ’)W

0
tal que para —Q =0,
0y

Yt = NN BTt - Swdwd ~ o
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portanto,

_ZZ (Y; — Wj:;’) w’ Zz Zj YJW? - Zz Zj V"'j;)\""";[7

< n ! n
(2.32)
sendo assim,
. Ywl . waoAwl
ZKWZ’_ 212;1 J e _ _222] ]’y 7 +ZW1’/)\’WZT
2 Zj Wi Wiy
- =+ (]
- Z W] Wiy
(2.33)
dessa maneira,
Y= Vyw! = A5, (2.34)
n W
onde A = Z <WZT (Wi — 2, ]>)
i=1 n

Consequentemente

— (Ejyk— ) (2.35)

Substituindo (2.35) em Var(7w; (E;[}EWX)_I ~) obtemos
Var (7 (T EWX)1%>: (2.36)
1 —1 S \/ _N\T -1 -1 T

Definindo V; = 7, (E;[}wa)fl e como

USRI (R g I

k k

Var (m) (S Swx) ') = (2.37)
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ademais, substituindo (2.35) em Cov <Yi, T0) (E;I}EWX)_l 'Ay>
1 -1 T A~
Cov (Y;, (i) <(E;V EWX) ) 'y) = (2.38)

_ Cov (Yi,ViAl (Z (Y- )>

- o (a (Sn-mn) oy

1 _
= o? (wi — nzllwl> (A 1)T‘/iT.

Concluindo, utilizando as equagoes (2.29), (2.37) e (2.38) podemos calcular a varidncia do

estimador corrigido Gyc.
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Realizamos um estudo de simulagao para avaliar o método de correcao dos

estimadores de minimos quadrados do modelo de regressao utilizando as covariaveis

observadas W, assim como a precisao destes. Adicionalmente, o método de correcao do

intercepto definido em (2.23) é avaliado comparando seus resultados ao valor verdadeiro e

a nao-correcao. A avaliagao sera feita comparando o erro quadratico ponderado definido

em (3.5) de trés métodos de estimagao, sendo eles: regressao ingénua sem corregao para

B e [y (sem correcdo), correcao para B e [y (correcao total) e corre¢do apenas para 3

(corregao parcial). Além disso, neste estudo estamos interessados em verificar o efeito do

numero de observagoes, desvio padrao da variavel resposta, niimero de variaveis categoricas,

magnitude das componentes de @ e nimero de categorias na bondade de correcao em 3.

Definimos o nimero de variaveis K = 1, 3,10, 30, 50, categorias L, = 2, 3,4,

para todo k = 1,..., K e nimero de observagoes n =

50,75,100,...,500. Ademais,

definimos P(W = w|X = z) que compdem os elementos de @ em trés cenarios (pouca

distorgao, média distor¢ao e alta distorgao).

1. Pouca distorcgao:

se L =2,

( W=0 | W=1
X=0109 0.1
X=110.15 | 0.85
W=0 | W=1 | W=2
X=01]085 |0.1 0.05
0=1<|X=1]01 0.8 0.1
X=210.05 |01 0.85
W=0 | W=1 | W=2 | W=3
X=01]0.825]0.1 0.05 | 0.025
X=110.075 ] 0.8 0.075 | 0.05
X=21]0.05 |0.075 0.8 0.075
\ X=31]0.0251]0.05 |01 0.825

se Ly =3¢

se L = 4.

(3.1)
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2. Média distorcgao:

.
W=0 | W=1
X=010.7 0.3
X=110.35 | 0.65 se L =2,

W=0 | W=1 | W=2
X=0|07 |02 |0.1
0=4|X=1]015 [07 |0.15 se Ly =3 e : (3.2)
X=2|01 |02 |0.7

W=0 | W=1 | W=2 | W=3
X=0[06 |02 |0.125]0.075
X=11]0.15 [0.6 0.15 | 0.1 se Lg = 4.
X=21{01 1]0.15 |06 |0.15
X=310.075|0.125 | 0.2 | 0.6

\

3. Alta distorgao:

W=0 | W=1 | W=2 | W=3

X=0|03 [025 [025 |02
0=[X=1[02 [03 |025 |02 sendo Ly = 4. (3.3)

X=2102 [025 |03 |025

X=3102 [025 [025 |03

(3.4)

Em todos os cendrios, com todos os parametros iniciais definidos, simulamos

a matriz de desenho X e entao, para simular o erro observacional, utilizando 8 geramos

a matriz de desenho W, tal que W;|X; = = ~ Mult(1, 8,) onde 6, é a x-ésima linha da

matriz 0. Adicionalmente, transformamos € em 7 como descrito em (2.2). Para finalizar,
K

definimos 5, = 0.5 + 0.2/ para todo [ € 0,1,...,1+ Z(Lk —1). As matrizes de desenho

k=1
X e W foram geradas inicialmente para tamanhos de amostra n = 500 e foram reduzidas

para os tamanhos de amostra menores, de modo a termos dados encaixados. Isto é, por

exemplo, a amostra de tamanho 400 é uma subamostra da amostra de tamanho 500. Apos
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todo o preparo, utilizamos 8 para simular o valor da variavel resposta Y|W ~ N (XS, o’l)
onde o = 0.1,0.2,0.5,1. No caso de alta distorcao, os resultados apresentados s6 contém
os casos onde ¢ assumiu os valores 0.1 e 1, pois nao havia mais informacao relevante nos
outros graficos. Realizamos a regressao de minimos quadrados com a matriz de desenho
W em (2.5) e (2.17) para obter a estimativa 4 e 7. Em seguida, utilizamos o método
de correcao proposto para obter o estimador BC. Para finalizar, corrigimos 7, para obter
300- Repetimos esse processo M = 300 vezes e utilizamos a média do erro quadratico
ponderado para comparar a efetividade das estimativas. O erro quadratico ponderado é

dado pela equagao

ﬁozl

:Mi

EQP,, = (3.5)

K )
1+Z Ly —1)
k=1

onde « ¢ o método de corregao.

3.1 Resultados da simulacao

Nesta secao apresentamos os resultados de EQP para os diversos estudos de
simulagao, bem como a variancia dos estimadores do intercepto pelo método sem correcao

e do método correcao total.
1. Pouca distorgao:

As Figuras 1 — 3 apresentam o EQP nos casos de pouca distor¢ao, de nimeros
diferentes de categorias, nimero de observagoes, quantidade de variaveis categoéricas
e desvios padroes. Podemos observar que, neste caso, o modelo com correcao parcial
desempenha significativamente melhor que o modelo de ndo correcdo quando ha baixa
quantidade de covariaveis categoricas. Nos outros casos, tem um desempenho igual ou
muito similar, exceto quando o nimero de observagoes é pequeno e a quantidade de
categorias é igual a 3, onde o método sem correcao apresenta um EQP menor, observado
na Figura 2. Por outro lado, a performance do método de corre¢ao total é melhor em
quase todos os casos de amostras pequenas e, nas simulagoes realizadas, com tamanho
de amostra suficientemente grande, a magnitude de EQP calculada é menor do que os
demais métodos. Na Figura 3 ,observamos que no caso de desvio padrao igual a 1 e 3
covariaveis categoéricas, o método de correcao total é inferior ao método sem correcao com
amostra menor que 100 individuos. Enquanto, independentemente do niimero de categorias,
observavel nos painéis superiores direito das Figuras 1 — 3, com desvio padrao igual a 1 e
apenas uma covariavel categoérica, os métodos de corregao sao significativamente piores
que nao corrigir, até quando a amostra é suficientemente grande, seus EQPs sao parecidos.

Ademais, ao comparar os casos de mesma quantidade de covaridveis, independentemente
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do niimero de categorias, percebemos que o aumento em desvio padrao nao afeta a forma
das figuras, exceto no caso de baixo nimero de covariaveis categoricas, enquanto com
K > 10 as colunas das figuras se mantém muito parecidas. No caso de pouca distorgao,
quanto maior o nimero de categorias, mais observagoes sao necessarias para estabilizar o
EQP do método de correcao total em torno de seu minimo assintético, algo que pode ser
facilmente observado quando comparado o caso de K = 10 pois na Figura 3 percebemos
que um valor de EQP préximo do minimo é observado quando o tamanho da amostra é 75
enquanto na Figura 1 este valor préximo do minimo é s6 atingido quando o n = 150. Além
do mais, quando o niimero de categorias e/ou niimero de covaridveis categdricas aumenta,
a regressao nao pode ser realizada pois nao havia observagoes o suficiente para obter uma
estimativa para todos os parametros. Como esperado, o EQP dos métodos de correcao
diminui conforme o nimero de observagoes aumenta, pois os métodos sao assintoticos, e
também os EQPs aumentam conforme o niimero de covariaveis categéricas aumenta, pois

ha mais parametros a serem estimados.

Desvio Padrio
01 0.2 05

Método de Correcéo
— Sam

Parcial

— Total

0
SIBABIIEADT) 8P OIBLINN

0g

0%

il

il
Wi
il

= =] =]
5] =] 5]

8 8 E E =
Nimero de Observacdes

100
200
300
400
00
100
200
oo
200
300
400
00
100
200
300
a00
A00

Figura 1 — EQP calculado para o caso de pouca distor¢cao com L, =4,k =1,..., K, para
diferentes niimero de observac¢oes, nimero de varidveis categoricas e desvios

padroes
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Figura 2 — EQP calculado para o caso de pouca distor¢do com L, =3,k =1,..., K, para
diferentes niimero de observac¢oes, nimero de varidveis categoricas e desvios
padroes
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Figura 3 — EQP calculado para o caso de pouca distor¢do com L, =2,k =1,..., K, para
diferentes nimero de observacoes, nimero de varidveis categoricas e desvios

padroes

As Figuras 4 — 6 mostram a variancia empirica para as estimativas dos in-
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terceptos do método de correcao total e sem correcao calculadas apds as 300 iteragoes.
Independentemente do niimero de covariaveis e da quantidade de categorias, as figuras sao
similares e mostram que a variancia do estimador do intercepto do método sem correcao é
estavel e sempre menor que a varidncia do estimador proposto. Ademais, ao contrario da
magnitude de EQP, a variancia depende do desvio padrao atribuido a variavel resposta,
onde um alto desvio padrao implica em uma alta variancia para o estimador proposto
em amostras pequenas. Essa variancia estabiliza e aproxima 0 conforme o tamanho da

amostra aumenta.
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Figura 6 — Variancia calculada para o caso de pouca distor¢ao com Ly =2,k =1,... K,
para diferentes niimero de observacoes, nimero de variaveis categoricas e desvios
padroes

2. Média distorcgao:

As Figuras 7 — 9 apresentam o EQP nos casos de média distor¢ao, de niimeros
diferentes de categorias, niimero de observagoes, quantidade de variaveis categoricas e
desvios padroes. De forma geral, o comportamento dos estimadores corrigidos se mantém
similares ao caso de pouca distor¢ao, a saber, o desvio padrao continua afetando somente

os casos de poucas covariaveis categoricas, independentemente do niimero de categorias,
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continua havendo casos onde nao é possivel realizar a estimacao pois o niimero de para-
metros a estimar é superior ao niimero de observagoes, o EQP do método de correcao
total se aproxima do 0 quando o nimero de observagoes aumenta e o EQP do método
de correcao parcial se aproxima do EQP do método de nao correcao enquanto o EQP do
método de correcao total é inferior a ambos na maioria dos casos estudados. Porém, existe
uma quantidade maior de casos onde o método de nao correcao desempenha melhor que
o método de corregao total. Isso se deve a uma necessidade de uma amostra maior para

estabilizar o EQP do método de corregao total em torno do 0.

As Figuras 10 — 12 mostram a varidncia empirica para as estimativas dos
interceptos do método de correcao total e sem correcdo calculadas apds as 300 iteracoes.
Apesar do comportamento observado nessas figuras ser o mesmo que no caso de pouca

distorcao, a magnitude da variancia de ambos métodos é maior que no caso anterior.
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Figura 7 — EQP calculado para o caso de média distor¢do com Ly =4,k =1,..., K, para
diferentes niimero de observacoes, nimero de varidveis categoricas e desvios

padroes
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Figura 9 — EQP calculado para o caso de média distor¢ao com L =2,k =1,..., K, para
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Figura 12 — Variancia calculada para o caso de média distor¢ao com L, =2,k =1,..., K,
para diferentes ntimero de observacoes, nimero de variaveis categoéricas e
desvios padroes

3. Alta distorgao:

No caso de alta distor¢ao, menos casos serao apresentados devido a precariedade
dos ajustes. Assim, foram selecionados somente os casos com Ly = 4, 0 = 0.1, 0 = 1
e K = 1,3,10,30,50. A Figura 13 apresenta o EQP calculado para estes casos, onde
percebemos que a magnitude do EQP quando comparada aos casos de média e baixa
distor¢ao, sao maiores, seu maximo variando de aproximadamente 2500 na Figura 7 para
mais de 10000 na Figura 13. Além do mais, o método de nao correcao desempenha melhor
que os métodos corrigidos. Porém o método de nao correcdo mantém um EQP estavel
independentemente do niimero de observacoes, enquanto os métodos corrigidos melhoram

seu desempenho quanto maior a amostra.



Capitulo 3. FEstudo de simulagdo 42

Desvio Padrao
0.1 1

Desvio Padréio
0.1 1

Wétodo de Correcéo Meétodo de Correcdo

— Ssm
Farcial
Total

— Sam
Total

Varidncia

EEIE T ET ]
1]}
SISARIIEAOT) 8p OJBUWINN

Erro Quadratico Ponderada

0e

0%

2 =2 = = =
g8 B B B 8 B
= =2 = =

=
g2 8 B Numero de Observagde:
S

100
300
4a00
500

s = = o
g § 8 8

100
200

w

& 200

8 § 8
Numero de Observag

Figura 14 — Variancia calculada para o
caso de alta distorcao com
L, =4k=1,... K, para
diferentes nimero de ob-
servagoes, nimero de varia-
veis categoricas e desvios pa-
droes
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4. L, aleatdrio:

Simulamos um caso onde cada variavel categérica foi atribuida um ntmero de
categorias possiveis aleatoriamente, sendo L = 2, Ly = 3 ou Ly = 4 com probabilidade
igual a ; Pelas Figuras 15 e 16, observamos que quando Ly ¢é aleatério a diferenca entre o
método de corregao total e nao correcao é ainda mais clara onde seu desempenho é melhor
em todos os casos exceto quando ha pequenas amostras e alto nimero de covaridveis, ou
com baixo niimero de covariaveis e desvio padrao alto. Novamente, pela Figura 17, podemos
perceber que o método de correcao tem pobre desempenho com alta distor¢ao, entretanto,
neste caso, quando ha amostras grandes de uma quantidade média de covariaveis utilizar

método de correcao é melhor que nao corrigir.
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Figura 15 — EQP calculado para o caso de pouca distor¢ao com Ly aleatério, para diferentes
numero de observagoes, nimero de variaveis categoricas e desvios padroes
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Figura 16 — EQP calculado para o caso de média distor¢ao com Ly, aleatério, para diferentes
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho propomos uma extensao do modelo de correcao desenvolvido
por [Buonaccorsi et al., 2005], onde expandimos suas ideias para um modelo multinomial.
O problema descrito por esse autor reside no fato de que as covariaveis observadas W
podem ter erros de classificacdo o que as torna diferente das covariaveis verdadeiras X.
Especificamente, nossa proposta de correcao utiliza os estimadores de minimos quadrados
obtidos através da regressao em W, as probabilidades marginais de X e as probabilidades
condicionais de W dado X. Dessa maneira é possivel obter uma correcao dos estimadores

sem a necessidade de observar os valores verdadeiros.

Devido a singularidade da matriz de covariancia de varidveis multinomiais,
nao foi possivel corrigir o intercepto do modelo de regressao de forma conjunta com os
demais coeficientes. Para contornar essa limitagao, desenvolvemos um método no qual,
baseado nos estimadores corrigidos, permite corrigir o intercepto. Os estudos de simulacao

demonstraram que a correcao proposta para o intercepto é crucial na melhoria da estimacao.

Algumas suposicoes foram necessarias para os calculos desses estimadores corri-
gidos, especialmente, na independéncia entre as covariaveis e os individuos. Embora essas
suposigoes sejam comumente utilizadas em modelos lineares, nao sao necessariamente
razoaveis, especialmente no campo da genética onde essa corre¢ao poderia ser particular-
mente tutil. Portanto é de suma importancia que estudos futuros adaptem o método de

correcao, relaxando essas suposigoes.

Ademais, os estudos de simulacao realizados, especialmente o caso de alta
distor¢ao, podem ser aprimorados expandindo o niimero de observagoes. Considerando
que o método ¢ assintético, é possivel que uma amostra grande o suficiente, apresente um

melhor desempenho do estimador corrigido.
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