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Resumo
Nesta tese de doutorado, investigamos resultados de existência e unicidade de solução para
as equações da magneto-hidrodinâmica (MHD), nos espaços de Besov-Lorentz-Herz. No
primeiro problema tratamos das equações MHD no caso totalmente viscoso, considerando
o efeito de derivadas fracionárias no espaço e no tempo. Para esse problema, provamos
resultados de existência e unicidade de solução global no tempo em espaços de Besov-weak-
Herz com condição de pequenez no dado inicial. Além disso, foram investigadas propriedades
da solução obtida, por exemplo, dependência contínua do dado inicial, autossimilaridade e
comportamento assintótico.

No segundo problema, tratamos as equações MHD no caso invíscido. Para esse problema
provamos resultados de existência e unicidade de solução local no tempo em espaços de
Besov-Lorentz-Herz. Além disso, investigamos a dependência contínua do dado inicial em
um sentido adequado para modelos invíscidos. Por fim, investigamos condições para que a
solução local no tempo possa ser uma solução global, obtendo um critério de blow-up para
o problema MHD invíscido.

Palavras chaves: Equações da magneto-hidrodinâmica; Espaços de Besov-Lorentz-Herz;
Espaços de Besov-weak-Herz; Existência e unicidade de solução; Critério de blow-up.



Abstract
In this doctoral thesis, we investigate results of existence and uniqueness of solution for
the magneto-hydrodynamic equations (MHD) in Besov-Lorentz-Herz spaces. In the first
problem we deal with the MHD equations in the totally viscous case, considering the effect
of fractional derivatives in space and time. For this problem, we prove the existence and
uniqueness of a global mild solution in Besov-weak-Herz spaces with smallness condition
on the initial data. In addition, some qualitative properties of the obtained solutions
are investigated, such as continuous dependence on the initial data, self-similarity and
asymptotic behavior.

In the second problem, we deal with the MHD equations in the inviscid case. For this
problem we prove the existence and uniqueness of a local-in-time solution in Besov-Lorentz-
Herz spaces. In addition, we investigate the continuous dependence on the initial data
in a suitable sense for inviscid models. Finally, we investigate conditions so that the
local-in-time solution can be extended globally in time, by means of a blow-up criterion
for the inviscid MHD problem.

Key words: Magnetohydrodynamics equations; Besov-Lorentz-Herz spaces; Besov-weak-
Herz spaces; Existence and uniqueness of solution; blow-up criterion.



Lista de símbolos

A � B existem constantes K, L ¡ 0 tais que KA ¤ B ¤ LA

Bθ
t Derivada fracionária no tempo

p�∆q
β
2 Laplaciano fracionário de ordem β

F ou ^ Transformada de Fourier

F�1 ou _ Transformada de Fourier inversa

P Projetor de Leray

Rj j-ésima Transformada de Riesz

Γ Função Gama

S Espaço de Schwartz

P Conjuntos dos polinômios de n-variáveis em Rn

S 1 Espaço das distribuições temperadas

D1 Espaço das distribuições

Lp Espaço de Lebesgue

Lp,q Espaço de Lorentz

Hs Espaço de Sobolev

Bs
p,r Espaço de Besov não-homogêneo

9Bs
p,r Espaço de Besov homogêneo

PMa Espaço de pseudomedidas

Bs
q Espaço de Fourier-Herz

Ms
p,µ Espaço de Morrey

Nσ
p,µ,s Espaço de Besov-Morrey

FN s
p,λ,q Espaço de Fourier-Besov-Morrey homogêneo

F s
p,q Espaço de Triebel-Lizorkin



Kα
p,d,q Espaço de Lorentz-Herz

9Kα
p,d,q Espaço de Lorentz-Herz homogêneo

WKα
p,q Espaço de weak-Herz

9WKα
p,q Espaço de weak-Herz homogêneo

BKα,s
p,d,q,r Espaço de Besov-Lorentz-Herz não-homogêneo

9BKα,s
p,d,q,r Espaço de Besov-Lorentz-Herz homogêneo

9BW 9Kα,s
p,q,r Espaço de Besov-weak-Herz homogêneo
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Introdução

Neste trabalho, consideramos as equações da magneto-hidrodinâmica (MHD)
nos casos totalmente viscoso e totalmente invíscido. No decorrer do trabalho são investigadas
questões sobre existência e unicidade de solução, bem como propriedades de tais soluções.
As equações MHD são de grande interesse na pesquisa científica nas áreas de física e
matemática, dentre outras. Essas equações modelam problemas que envolvem movimentos
de fluidos eletricamente condutores como metais, plasmas, etc. Inicialmente abordamos o
caso viscoso, considerando o efeito de derivadas fracionárias duplamente no tempo e no
espaço, tendo assim o sistema a seguinte forma$''''&''''%

Bθ
t u� p�∆q

β
2 u� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q,

Bθ
t b� p�∆q

β
2 b� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn,

(1)

onde n ¥ 2, u � upx, tq P Rn denota o campo velocidade do fluido, b � bpx, tq P Rn denota
o campo magnético e p � ppx, tq P R denota a função pressão. Além disso, u0 e b0 denotam
os dados iniciais do campo velocidade e campo magnético, respectivamente, com a condição
de compatibilidade ∇ � u0 � ∇ � b0 � 0. Também p�∆q

β
2 , com β ¥ 0, denota o laplaciano

fracionário de ordem β, definido via transformada de Fourier por Fpp�∆q
β
2 fq � | � |βFf e

Bθ
t f � Dθ�1

t pBtfq, onde Dθ�1
t , com 1 ¤ θ   2, denota a derivada de Riemann-Liouville de

ordem θ � 1. A derivada de Riemann-Liouville de ordem γ ¥ 0 pode ser definida (veja [1])
por

Dγ
t f �

1
Γpk � γq

�
B

Bt


k » t

0

fpsq

pt� sqγ�1�k
ds, @t ¡ 0, (2)

onde Γ denota a função Gama, k � tγu� 1 e tγu é a parte inteira de γ.

Problemas como (1), com derivada fracionária na variável temporal, tem sido
de grande interesse nos trabalhos na área de equações diferenciais. Por exemplo, em [2]
Almeida e Ferreira trabalharam com resultados de existência e unicidade para o problema
da onda fracionária em espaços de Morrey Ms

p,µpRnq. Também em [1], Almeida e Precioso
apresentaram resultados de existência e unicidade de solução nos espaços de Besov-Morrey
N σ

p,µ,spRnq para um problema com derivada fracionária no tempo e em [11] Carvalho-Neto
e Planas trabalharam resultados de existência e unicidade para as equações de Navier-
Stokes com derivada fracionária no tempo em espaços LppRnq. Inúmeros outros trabalhos
considerando equações diferenciais com derivada fracionária no tempo podem ser vistos
em [5, 17,19,20,25–27, 38,49,53,58, 59,67,68] e suas correspondentes referências.
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Aplicando o projetor de Leray P � I �RbR na primeira linha do problema
(1), onde I é o operador identidade em S 1pRnq{PpRnq e R é o vetor das transformadas de
Riez, isto é, R � pR1, . . . , Rnq, e em seguida aplicando o princípio de Duhamel (veja [33]),
segue que o problema (1) pode ser convertido formalmente no seguinte sistema de equações
integrais

uptq � Mβ
θ ptqu0 �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub u� bb bqdτ



ds

bptq � Mβ
θ ptqb0 �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τq∇ � pub b� bb uqdτ



ds,

(3)

onde rγptq �
tγ�1

Γpγq e a família de operadores Mβ
θ ptq é definida via transformada de Fourier

como
FpMβ

θ ptqfqpξq � Eθp�tθ|ξ|βq pfpξq. (4)

Uma solução pu, bq do problema (3) é denominada solução branda para o
problema (1). Todos os detalhes da formulação branda do problema (1) podem ser vistos
na Seção 2.3 (veja página 46).

Note que quando θ � 1, segue que Bθ
t � Bt e o problema (1) é conhecido

como equações (MHD) generalizadas (gMHD), existindo neste caso uma vasta literatura
tratando do problema em diferentes espaços funcionais. Em [64], Wu apresentou um
resultado de existência e unicidade de solução fraca para o problema (1), com dados iniciais
u0, b0 P L2pRnq e β ¡ 0. Em [71], Yuan provou um resultado de existência e unicidade
de solução local no tempo para as equações (gMHD), para 0   β   3 e dado inicial
u0, b0 P HdpR3q com d ¡

5
2 � β. Também em [42], Liu et al. apresentaram resultados de

existência e unicidade de solução branda global em Rn, com n ¥ 2, 1   β  
n� 2

2 , e
condição de pequenez nos dados iniciais u0, b0 pertencentes ao espaço de pseudomedidas
PMapRnq, onde

PMapRnq � tf P S 1pRnq; pf P L1
loc e esssup

ξPRn
|ξ|a| pfpξq|   8u.

Além disso, em [43], Liu e Zhao obtiveram resultados de existência e unicidade
de solução branda global para o problema (gMHD) em Rn com n ¥ 3, 1   β ¤ 2 e dados
iniciais u0, b0 pequenos em espaços de Fourier-Herz B�pβ�1q

q pRnq. Também, recentemente,
em [72] Zhao provou resultado de boa-colocação global para as equações (gMHD) em R3

com 1 ¤ β ¤ 2 e dado inicial u0, b0 com condição de pequenez no espaço X 1�βpR3q, onde

X spR3q � tf P D1pR3q;
»
R3
|ξ|s| pfpξq|dξ   8u.

Em [18], EL Baraka e Toumlilin apresentaram resultados de existência e unicidade de
solução branda global para o problema (gMHD) para dado inicial u0, b0 com condição de
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pequenez nos espaços de Fourier-Besov-Morrey F 9N
1�β� 3

p1
�λ

p

p,λ,q com as seguintes condições

para os índices, 1 ¤ p   8, 1 ¤ q ¤ 2, 0 ¤ λ   3 e 1   β   2 � 3
p1
�

λ

p
, onde

p1 denota o expoente conjugado de p. Complementando a lista de resultados para as
equações (gMHD), resultados de boa-colocação global em espaços de Lei-Lin-Gevrey,
Lei-Lin e espaços anisotrópicos podem ser vistos em Melo et al. [45] e Yamazaki [70],
respectivamente. Para resultados de regularidade, sugerimos uma consulta a [65, 73] e suas
referências.

Tomando θ � 1 e β � 2 no problema (1), obtemos o sistema (MHD) clássico,
ou simplesmente sistema (MHD), o qual também tem sido de grande interesse na pesquisa
científica e há uma vasta literatura de resultados de existência e unicidade de solução,
critérios de blow-up e teoremas de regularidade. Sem a pretenção de esgotar toda a lista
de resultados para o problema (MHD), no campo de existência e unicidade de solução
podemos citar os trabalhos [8,9,16,46,48,55,63]. Por outro lado, resultados de regularidade
podem ser encontrados em [10, 14,31,32,62, 66,74].

Além disso, tomando θ � 1, β � 2 e b � 0 no problema (1), obtemos as
equações de Navier-Stokes e para esse problema há inúmeros trabalhos com resultados de
existência e unicidade de solução, regularidade, dentre outros. Certamente, sem a pretenção
de tratar de todos os trabalhos para as equações de Navier-Stokes, citamos as seguintes
referências [6, 22, 28,29,34,35, 39,40,57] para maiores detalhes.

O primeiro resultado deste trabalho (veja Teorema 2.1, página 37) consiste no
resultado de existência e unicidade de solução branda global para o problema (1), com
condição de pequenez no dado inicial em espaços de Besov-weak-Herz 9BW 9Kα,s

p,q,rpRnq. Os
espaços de Besov-weak-Herz foram introduzidos por Ferreira e Pérez-López [22] com o
objetivo de se obter uma nova classe crítica para boa-colocação global para as equações de
Navier-Stokes. Também é digno de se mencionar que em [57] as equações de Navier-Stokes
foram analisadas em espaços de Herz e weak-Herz. Nosso resultado de existência e unicidade,
Teorema 2.1, é obtido para dados iniciais u0, b0 P 9BW 9K

α,1�β�n
p
�α

p,q,8 pRnq com as condições

1 ¤ q ¤ 8,
n

2   p   8, 1 ¤ θ   β ¤ 2 e 0 ¤ α   min
"

1� n

2p
,
n

p
,
β

θ
�

n

2p
� 1
*

.

Note que das inclusões 9B
n
p
�1

p,r � 9B
n
p
�1

p,8 � 9BW 9K
0, n

p
�1

p,8,8 e tomando θ � 1 e β � 2
no Teorema 2.1, segue que nossa classe de dados iniciais estende a classe de dados de [46],
bem como a classe de [42] em espaço PMapRnq e o espaço de Sobolev crítico HdpRnq

ligado ao resultado de [71], o que constitui uma contribuição para o sistema MHD clássico.

Agora, note que considerando o escalonamento (do inglês scaling)

puλ, bλqpx, tq � pλβ�1upλx, λ
β
θ tq, λβ�1bpλx, λ

β
θ tqq, (5)

segue que se pu, bq é uma solução clássica de (3) então puλ, bλq também o é com dados
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iniciais
pu0pxq, b0pxqq � λβ�1pu0, b0qpλxq. (6)

Soluções para o problema (3) invariantes pelo escalonamento (5) são chamadas soluções
autossimilares. Para os detalhes da análise de escalonamento do problema (1), veja a Seção
2.2, página 42.

De posse das definições anteriores, podemos comentar o próximo resultado do
trabalho, Teorema 2.2 (página 38), o qual é um resultado de propriedades da solução
obtida no Teorema 2.1. No primeiro item afirmamos que a solução obtida no Teorema 2.1
depende continuamente do dado inicial pu0, b0q. Já o segundo item afirma que a solução
pu, bqptq á pu0, b0q, quando t Ñ 0�, na topologia fraca-� de B1�β

8,8pRnq, e por fim, a terceira
afirmação do Teorema 2.2 nos garante que se os dados iniciais u0, b0 são homogêneos
de grau 1 � β então a solução pu, bq é autossimilar. Por fim, o nosso último resultado
(veja Teorema 2.3, página 38) para o problema (MHD) fracionário, é um resultado de
comportamento assintótico para as soluções globais obtidas no Teorema 2.1.

O segundo problema estudado neste trabalho é o problema MHD invíscido, o
qual é descrito da seguinte forma$''''&''''%

Btu� pu �∇qu� pb �∇qb�∇P � 0, em Rn � p0, T q,

Btb� pu �∇qb� pb �∇qu � 0, em Rn � p0, T q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0, T q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn,

(7)

onde n ¥ 2, u � upx, tq P Rn denota o campo velocidade do fluido, b � bpx, tq P Rn denota
o campo magnético e P � P px, tq P R denota a função pressão, e T P p0,8s é o tempo de
existência da solução. Além disso, u0 e b0 denotam os dados iniciais do campo velocidade e
campo magnético, respectivamente, com a condição de compatibilidade ∇ �u0 � ∇ � b0 � 0.

Resultados de existência e unicidade de solução para o problema (MHD)
invíscido tem sido apresentados em vários espaços funcionais. Em [54], Secchi provou um
resultado de existência e unicidade de solução local para o problema (MHD) invíscido em
espaços de Sobolev HkpRnq, para n ¥ 2 e k ¡ 1� n

2 , e além disso provou um resultado
de dependência contínua do dado inicial no mesmo contexto. Posteriormente, em [47],
Miao e Yuan provaram existência e unicidade de solução local para o problema, com dados
iniciais u0, b0 em espaços de Besov crítico, B

1� 2
p

p,1 pRnq, com 1 ¤ p ¤ 8. Também, em [15],
Chen et al. provaram existência e unicidade de solução local no contexto dos espaços de
Triebel-Lizorkin F s

p,qpRnq, com 1   p, q   8 e s ¡ 1� n

p
.

Agora, note que, quando fazemos b � 0 no problema (7), obtemos a famosa
equação de Euler, a qual tem sido objeto de estudo em vários trabalhos. Para as equações
de Euler, alguns resultados de existência e unicidade de solução local podem ser vistos
em [36,37] para espaços de Sobolev, [60, 61] para espaços de Besov, [12, 13] para espaços
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de Triebel-Lizorkin e recentemente, em [21], Ferreira e Pérez-López provarem existência e
unicidade de solução local em espaços de Besov-Herz.

Nosso primeiro resultado para o problema (7) (veja Teorema 3.1, página 71), é
um resultado de existência e unicidade de solução local em espaços de Besov-Lorentz-Herz
BKα,s

p,d,q,rpRnq (para definição dos espaços veja página 73), com as condições 1 ¤ p   8,

1 ¤ d, r, q ¤ 8 e 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



, e ainda com d � 1 se p � 1 e α � 0 se p � 1. Nosso

resultado de existência e unicidade de solução é considerado no caso subcrítico s ¡ 1� n

p

para 1 ¤ r ¤ 8, e no caso crítico s � 1� n

p
somente para r � 1. Além disso, é verificado

a dependência contínua do dado inicial, em um sentido adequado para modelos invíscidos
e aos resultados de existência e as estimativas obtidas.

Os espaços de Besov-Lorentz-Herz, contexto no qual é provado o Teorema 3.1,
foram introduzidos em [21] e [51]. De fato, em [21] Ferreira e Pérez-López utilizaram um
caso particular desta família de espaços, denominados Besov-Herz, onde eles provaram
resultados de existência e unicidade de solução local para as equações de Euler.

Note que, para os espaços de Besov-Lorentz-Herz, temos

Bs
p,rpRnq � BWK0,s

p,8,rpRnq, @1 ¤ p, r ¤ 8 e s P R.

Além disso,
Bs

p,rpRnq � BK0,s
p,p,p,rpRnq,

logo, nosso resultado estende e cobre o resultado obtido por Miao e Yuan [47], bem como
estende os resultados de [15] e [54].

Nosso segundo resultado para o problema (7) (veja Teorema 3.2, página 72),
é um resultado de blow-up para soluções em espaços de Besov-Lorentz-Herz, ou seja,
investigamos condições para que a solução local no tempo possa (ou não) ser uma solução
global no tempo. Critérios de blow-up têm sido investigados em diferentes contextos. Por
exemplo, Chen et al. [15] obtiveram um critério de blow-up em espaços de Triebel-Lizorkin.
Em nosso resultado (Teorema 3.2) um critério de blow-up foi obtido para soluções em
espaços de Besov-Lorentz-Herz nos casos crítico e subcrítico.

A organização desta tese é como segue. No capítulo 1 apresentamos as pre-
liminares que serão utilizadas para os demais capítulos. Na Seção 1.1 são relembrados
definições e notações1 básicas e alguns resultados essenciais dos espaços de Lebesgue
e espaços de Lorentz. Já na Seção 1.2 tratamos da teoria da transformada de Fourier,
espaço das funções de Schwartz e das distribuições temperadas. Seção 1.3 tratamos das
transformadas de Riez e projetor de Leray, e finalmente Seções 1.4 e 1.5 são dedicadas
a relembrar elementos da teoria dos espaços de interpolação e espaços de Lorentz-Herz,
respectivamente.
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No capítulo 2 tratamos o problema MHD fracionário (1), enunciando e provando
os resultados para tal problema. Iniciamos com a Seção 2.1 tratando da teoria dos espaços
de Besov-Lorentz-Herz, os quais serão o ambiente em que provaremos o resultado de
existência e unicidade, Teorema 2.1. A Seção 2.2 trata da análise de escalonamento do
problema (1) para determinarmos os índices adequados que iremos trabalhar. Já a Seção 2.3
é dedicada à formulação branda de (1) e, por fim, na Seção 2.4 fazemos as demonstrações
dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

No capítulo 3 tratamos o problema (MHD) invíscido (7), também enunciando
e provando os resultados de existência e unicidade de solução e o critério de blow-up
obtido para tal problema. Na Seção 3.1 tratamos os espaços de Besov-Lorentz-Herz não-
homogêneos, os quais são os espaços onde provaremos os resultados de existência e unicidade
de solução para o problema (7). As Seções 3.2 e 3.3 são dedicadas às demonstrações dos
Teoremas 3.1 e 3.2, respectivamente.
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1 Preliminares

Dedicamos esta seção de preliminares para tratar de tópicos básicos e algumas
ferramentas essenciais para o desenvolvimento dos resultados apresentados nos próximos
capítulos.

1.1 Espaços Lp e espaços de Lorentz
Esta primeira seção é dedicada à teoria dos espaços de Lebesgue LppRnq e os

espaços de Lorentz Lp,qpRnq. Tais espaços são a base de outros espaços que serão os ambi-
entes de resolução dos problemas de existência e unicidade apresentados posteriormente.
Toda a teoria desenvolvida nesta seção foi baseada nas referências [23] e [30], no entanto, [7]
é uma referência adicional para mais detalhes sobre a teoria dos espaços de Lebesgue.

A fim de introduzirmos os espaços Lp, considere pX, M, µq espaço de medida
e, para uma função f mensurável em X, definimos

∥ f ∥p�

$''&''%
�»

X

|f |pdµ


 1
p

se 1 ¤ p   8

ess sup
xPX

|fpxq| se p � 8

Definição 1.1. Para 1 ¤ p ¤ 8 definimos

LppX, M, µq � tf : X Ñ C mensurável ; ∥ f ∥p  8u.

Agora, definiremos o produto de convolução de duas funções. Sejam f e g

funções mensuráveis em Rn. A convolução de f e g é a função f � g definida por

pf � gqpxq �

»
Rn

fpx� yqgpyqdy,

para todo x tal que a integral acima exista.

As próximas três proposições nos fornecem alguns resultados sobre o produto
de convolução de duas funções. A saber, Proposição 1.2 nos dá uma estimativa para o
produto de convolução nos espaços de Lebesgue. Proposição 1.3 trata de propriedades de
limitação e decaimento do produto de convolução de duas funções e Proposição 1.4 trata
da derivada de um produto de convolução. As demonstrações dos seguintes resultados
podem ser encontradas em [23], páginas 241 e 242.
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Proposição 1.2. (Desigualdade de Young) Sejam 1 ¤ p, q, r ¤ 8 satisfazendo
1
p
�

1
q
�

1
r
� 1. Se f P Lp e g P Lq, então f � g P Lr e

∥ f � g ∥r¤∥ f ∥p∥ g ∥q .

Proposição 1.3. Sejam 1 ¤ p, q ¤ 8 satisfazendo 1
p
�

1
q
� 1. Se f P Lq e g P Lq então

f � gpxq existe para quase todo x e f � g é limitada e uniformemente contínua. Além disso,
se 1   p   8, então f � g P C0pRnq.

Proposição 1.4. Se f P L1pRnq, g P CkpRnq, e Bα é limitada para todo |α| ¤ k, então
f � g P CkpRnq e

Bαpf � gq � f � pBαgq, @|α| ¤ k.

Agora, o próximo passo desta seção é definirmos espaços de Lorentz Lp,qpRnq.

Mais detalhes sobre a teoria desses espaços podem ser encontrados em [30]. Nesse intuito,
faremos inicialmente a definição da função distribuição e função rearranjo de uma função
mensurável f.

Definição 1.5. Para uma função f mensurável em X, define-se a função distribuição de
f ,df , como

df pαq � µptx P X; |fpxq| ¡ αuq, @α P r0,8q.

Definição 1.6. Para f Ñ C, definimos a função rearranjo de f , denotada por f�, como

f�ptq :� infts ¡ 0; df psq ¤ tu � infts ¥ 0; df psq ¤ tu, @t P r0,8q.

Observação 1.7. Adotaremos a convenção que inf H � 8, e assim, teremos f�ptq � 8

sempre que df pαq ¡ t, para todo α ¥ 0.

A próxima proposição é uma lista de propriedades envolvendo a função rearranjo
e função distribuição (veja [30], Proposição 1.4.5, página 50).

Proposição 1.8. Sejam f, g, fn funções mensuráveis, k P C e 0 ¤ t, s, t1, t2   8. Então,

(1) f�pdf pαqq ¤ α sempre que α ¡ 0;

(2) df pf
�ptqq ¤ t;

(3) f�ptq ¡ s se, e somente se, t   df psq, ou seja, tt ¥ 0; f�ptq ¡ su �

r0, df psqq;

(4) Se |g| ¤ |f |, q.t.p em X, então g� ¤ f� e |f |� � f�;

(5) pkfq� � |k|f�;

(6) pf � gq�pt1 � t2q ¤ f�pt1q � g�pt2q;
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(7) pfgq�pt1 � t2q ¤ f�pt1qg
�pt2q;

(8) Se |f | ¤ lim inf
nÑ8

|fn| q.t.p em X, então f� ¤ lim inf
nÑ8

f�n ;

(9) f� é contínua à direita em r0,8q;

(10) Se f�ptq   8, c ¡ 0, e µpt|f | ¥ f�ptq � cuq   8, então t ¤ µpt|f | ¡

f�ptquq;

(11) df � df� ;

(12) p|f |pq� � pf�qp, sempre que 0   p   8;

(13)
»

X

|f |pdµ �

» 8
0
pf�ptqqpdt, sempre que 0   p   8;

(14) ∥ f ∥L8� f�p0q;

(15) sup
t¡0

tqf�ptq � sup
α¡0

αpdf pαqq
q, @ 0   q   8.

De posse da definição da função rearranjo podemos definir a seguinte quantidade,
para finalmente definirmos os espaços de Lorentz.

Definição 1.9. Sejam f função mensurável em X e 0 ¤ p, q ¤ 8. Definimos

∥ f ∥Lp,q�

$''&''%
�» 8

0
pt

1
p .f�ptqqq

dt

t


 1
q

se q   8

sup
t¡0

t
1
p f�ptq se p � 8

.

O conjunto das funções f que satisfazem ∥ f ∥Lp,q  8 é denotado por Lp,qpXq e denomidado
espaço de Lorentz com índices p e q.

Observação 1.10. (i) Note que Lp,qpXq é um espaço quase-normado com a quase-norma
}�}Lp,q , pois não é verdade que desigualdade triangular vale para quaisquer f, g P Lp,qpXq,isto
é, nem sempre é válida a seguinte desigualdade

}f � g}Lp,q ¤ }f}Lp,q � }g}Lp,q .

(ii) Quando q � 8, o espaço Lp,8pXq é chamado espaço Lp�fraco.

(iii) Quando p � q então espaços de Lorentz coincidem com os espaços de
Lebesgue, isto é, Lp,p � Lp.

O item piq da observação anterior nos afirma que Lp,q é um espaço quase-
normado. No entanto, para o caso 1   p, q   8 veremos que Lp,qpXq é um espaço normado
completo, ou seja, um espaço de Banach. Nesse intuito, para uma função mensurável f ,
defina

f��ptq �
1
t

»
X

|f |dµ,
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e

}f}�Lp,q �

�» 8
0
pt

1
p f��ptqqqq

dt

t


 1
q

.

Verifica-se que } � }�Lp,q é uma norma para Lp,qpXq, e vale

}f}Lp,q ¤ }f}�Lp,q ¤

�
p

p� 1



}f}Lp,q , @f P Lp,qpXq.

A seguinte proposição nos fornece um resultado de inclusão para os espaços de
Lorentz (veja [30], Proposição 1.4.10, página 53).

Proposição 1.11. Suponha que 0   p ¤ 8 e 0   q   r ¤ 8. Então existe uma constante
Cpp, q, rq tal que

∥ f ∥Lp,r¤ Cpp, q, rq ∥ f ∥Lp,q .

Em outras palavras, Lp,qpXq é subespaço de Lp,rpXq.

Finalizamos a teoria dos espaços de Lorentz, fazendo uma observação sobre a
relação de escala nesses espaços. Nos espaços de Lorentz temos a seguinte relação de escala
x ÞÑ fλpxq � fpλxq, λ ¡ 0,

∥ fpλ�q ∥Lp,q� λ�
n
p ∥ f ∥Lp,q , @λ ¡ 0,

ou seja, os espaços de Lorentz e os espaços Lp tem a mesma relação de escala.

1.2 Transformada de Fourier, espaço de Schwartz e das distribui-
ções temperadas

Nesta seção trataremos da Transformada de Fourier, uma importante ferramenta
para o trabalho com equações diferenciais parciais e também abordaremos o espaço de
Schwartz que será a base para definirmos a Transformada de Fourier e o espaço das
distribuições temperadas. A teoria apresentada nesta seção foi baseada nas referências [30]
capítulo 2, e [23] capítulos 8 e 9.

Inicialmente, definiremos uma importante classe de funções, a saber, as funções
de Schwartz, e para tal fixemos algumas notações. Para x P Rn e α � pα1, . . . , αnq

multi-índice, definimos xα � xα1
1 . . . . .xαn

n . Agora, podemos definir o espaço das funções de
Schwartz em Rn.

Definição 1.12. (Classe de Schwartz) Uma função f : Rn Ñ C, de classe C8, é uma
função de Schwartz se satisfaz a condição de que para qualquer par de multi-índices α e β

existe constante Cα,β ¡ 0 tal que

ρα,βpfq � sup
xPRn

|xαBβfpxq| � Cα,β   8.
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Os valores ρα,βpfq são denominadas seminormas de Schwartz de f e o conjunto SpRnq �

tf : Rn Ñ C; f é função de Schwartz u, é denominado espaço de Schwartz em Rn.

Na próxima definição estabelecemos a noção de convergência no espaço de
Schwartz SpRnq.

Definição 1.13. Sejam fk, f P SpRnq, para k � 1, 2, . . . . Dizemos que a sequência fk

converge para f em SpRnq se para todo par de multi-índice α e β temos

ρα,βpfk � fq � sup
xPRn

|xαpBβpfk � fqq| Ñ 0 quando k Ñ 8.

Pode-se observar que SpRnq é um espaço vetorial topológico localmente convexo
quando consideramos a família de seminormas ρα,β(para definições de espaços vetoriais
topológicos veja [52]). O espaço de Schwartz é metrizável, pois

dpf, gq �
8̧

j�1
2�j ρjpf � gq

1� ρjpf � gq
,

define uma métrica em SpRnq, onde ρj é uma enumeração de todas as seminormas ρα,β,
para multi-índices α e β.

Também pode-se verificar que SpRnq é completo com relação à métrica d, e
portanto, SpRnq é um espaço de Fréchet, ou seja, um espaço vetorial topológico localmente
convexo, metrizável e completo.

Na proposição seguinte apresentamos três propriedades do espaço de Schwartz
com relação ao produto de convolução e os espaços Lp, (veja [23], páginas 237 e 242).

Proposição 1.14. (i) Se f, g P SpRnq então f � g P SpRnq.

(ii) Para 1 ¤ p ¤ 8 temos a inclusão contínua SpRnq � LppRnq.

(iii) SpRnq é denso em LppRnq para todo 1 ¤ p   8, e SpRnq é denso em
C0pRnq.

A seguir introduzimos a noção de transformada de Fourier para uma função
em SpRnq. Geralmente se inicia definindo a transformada de Fourier para funções em
L1pRnq, mas no presente texto definiremos inicialmente para funções em SpRnq e em
seguida faremos a extensão da definição para uma classe mais ampla de funções.

Definição 1.15. (Transformada de Fourier ) Para f P SpRnq definimos a transfor-
mada de Fourier de f, denotada por pf ou F pfq, por

F pfqpξq � pfpξq � »
Rn

fpxqe�2πix�ξdx.

A seguir, definimos a transformada de Fourier inversa de uma função de
Schwartz.
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Definição 1.16. Para f P SpRnq definimos a transformada de Fourier inversa de f ,
denotada por f_ ou F�1pfq, por

f_pxq � pfp�xq.

Na próxima proposição investigamos as relações entre a transformada de Fourier
e a transformada de Fourier inversa (veja [30], Teorema 2.2.14, página 112).

Proposição 1.17. Para f, g, h P SpRnq, temos

(1)
»
Rn

fpxqpgpxqdx �

»
Rn

pfpxqgpxqdx;

(2) (Inversão) p pfq_ � f �zpf_q;
(3) (Identidade de Parseval

»
Rn

fpxqhpxqdx �

»
Rn

pfpξqphpξqdξ;

(4) (Identidade de Plancherel) ∥ f ∥L2�∥ pf ∥L2�∥ f_ ∥L2 ;

(5)
»
Rn

fpxqhpxqdx �

»
Rn

pfpxqh_pxqdx.

Até o momento apresentamos a definição e propriedades da transformada de
Fourier para funções no espaço de Schwartz SpRnq, mas note que a Definição 1.15 faz
sentido para toda função f P L1pRnq.

Além disso, podemos estender a transformada de Fourier para o espaço L2pRnq,
como podemos verificar a seguir no Teorema de Plancherel (veja [23], Teorema 8.29, página
252).

Teorema 1.18. (Teorema de Plancherel) Se f P L1 X L2 então pf P L2 e F |L1XL2

estende unicamente a um isomorfismo unitário em L2pRnq.

No próximo resultado, a desigualdade de Hausdorff - Young, temos uma esti-
mativa para a norma da transformada de Fourier de funções em LppRnq com 1 ¤ p ¤ 2
(veja [30], Proposição 2.2.16, página 114).

Proposição 1.19. (Desigualdade de Hausdorff-Young) Seja f P LppRnq com 1 ¤
p ¤ 2. Então, temos a seguinte estimativa

∥ pf ∥Lp1¤∥ f ∥Lp ,

em que p1 é o expoente conjugado de p, ou seja, 1
p
�

1
p1
� 1.

Para finalizar os resultados sobre a transformada de Fourier, concluímos com
o Lema de Riemann-Lebesgue, que nos apresenta o comportamento da transformada de
Fourier no infinito (veja [30], Proposição 2.2.17, página 114).
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Proposição 1.20. (Lema de Riemann - Lebesgue) Se f P L1pRnq então

lim
|ξ|Ñ8

| pfpξq| � 0.

Nos próximos passos definiremos um importante espaço para o trato com
equações diferenciais parciais, a saber, o espaço das distribuições temperadas. O espaço dos
funcionais lineares contínuos sobre SpRnq, isto é, o espaço dual de SpRnq é denominado
espaço das distribuições temperadas e denotado S 1pRnq. A ação de uma distribuição
temperada u sobre uma função teste f P SpRnq pode ser representada de duas maneiras

xu, fy � upfq.

Inúmeras definições podem ser estendidas ao espaço das distribuições tem-
peradas S 1pRnq, como, por exemplo, derivação, transformada de Fourier e produto de
convolução. Para mais detalhes de tais definições, veja [30], capítulo 2.

Finalizamos esta seção definindo o espaço das distribuições temperadas módulo
polinômios. Esse, por sua vez, será um espaço útil quando definirmos os espaços de Sobolev
e Besov homogêneos.

Começamos definindo o espaço dos polinômios em Rn. Denotamos por PpRnq

o conjunto de todos os polinômios de n variáveis reais, isto é, funções da forma¸
|β|¤m

cβxβ �
¸

βj P NY t0u
β1 � ...� βn ¤ m

cβ1,...,βnxβ1
1 . . . xβn

n ,

onde m é um inteiro e cβ coeficientes complexos.

Em S 1pRnq definimos a seguinte relação de equivalência �

u � v ô u� v P PpRnq.

O espaço das classes de equivalência resultante da relação de equivalência � é
chamado espaço das distribuições temperadas módulo polinômios. Denotada-se tal espaço
por P 1pRnq{PpRnq.

1.3 Transformadas de Riesz e o Projetor de Leray
Nesta seção trataremos inicialmente das Transformadas de Riesz para em

seguida definirmos e examinarmos algumas propriedades do Projetor de Leray. O Projetor
de Leray será uma ferramenta essencial para simplificarmos o problema (1) eliminando o
termo da pressão p da primeira equação. Para esta seção, a teoria das transformadas de
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Riesz foi extraída de [30], capítulo 5, e a teoria do Projetor de Leray foi extraída de [3, 41],
capítulo 1.

A fim de definir a transformada de Riesz, primeiramente definiremos a distri-
buição temperada Wj em Rn, para 1 ¤ j ¤ n. Para ϕ P SpRnq, seja

xWj, ϕy �
Γpn�1

2 q

π
n�1

2
lim
εÑ0

»
|y|¥ε

yj

|y|n�1 ϕpyqdy,

onde Γ é a função Gama de Euler.

De posse da definição da distribuição temperada Wj , podemos definir as trans-
formadas de Riesz como segue:

Definição 1.21. Para 1 ¤ j ¤ n, a j-ésima transformada de Riesz de f P SpRnq, denotada
por Rjpfq, é definida por

Rjpfqpxq � pf �Wjqpxq �
Γpn�1

2 q

π
n�1

2
lim
εÑ0

»
|y|¥ε

xj � yj

|x� y|n�1 fpyqdy.

A seguir apresentamos uma caracterização das transformadas de Riesz via
transformada de Fourier e também uma identidade para as transformadas de Riesz em
L2pRnq, (veja [30], Proposições 5.1.14 e 5.1.16, páginas 325 e 327).

Proposição 1.22. Para a j-ésima transformada de Riesz Rj, é válida a seguinte igualdade

Rjpfqpxq �

�
�

iξj

|ξ|
pfpξq
_ pxq, @f P SpRnq.

Proposição 1.23. As transformadas de Riesz gozam da seguinte propriedade em L2pRnq

�I �
ņ

j�1
R2

j ,

onde I é o operador identidade.

Motivados pela Proposição 1.22, podemos estender a definição das transforma-
das de Riesz para o espaço S 1pRnq{PpRnq.

Definição 1.24. A j-ésima transformada de Riesz de f P S 1pRnq{P, denotada por Rjpfq,
é definida via transformada de Fourier por

yRjfpξq � �i
ξj

|ξ|
pfpξq.

De posse da definição anterior, podemos definir o projetor de Leray no espaço
S 1pRnq{P .
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Definição 1.25. O Projetor de Leray P é definido por

P � I �RbR,

onde I é o operador identidade em S 1pRnq{PpRnq e R é o vetor das transformadas de
Riesz, isto é, R � pR1, . . . , Rnq.

Observação 1.26. Note que, de acordo com a definição anterior podemos escrever

pPfqj � fj �
ņ

k�1
RjRkfk.

No que segue, apresentamos algumas propriedades de P, como por exemplo, a
linearidade do operador P e o cálculo de sua transformada de Fourier. Tal resultado pode
ser encontrado em [3], capítulo 1.

Proposição 1.27. Sejam f, g P S 1pRnq{PpRnq e α P C. As seguintes afirmações são
verdadeiras:

(1) Ppαf � gq � αPpfq � Ppgq, ou seja, P é operador linear.

(2) zPpfqpξq � �δij �
ξiξj

|ξ|2



1¤i,j¤n

pfpξq, onde δij é o delta de Kronecker.

(3) divpPfq � 0, onde div denota o divergente.

(4) Se divpfq � 0 então Ppfq � f.

Para finalizar esta seção, enunciamos a seguinte proposição que trata de algumas
propriedades do operador P que serão úteis na formulação branda do Problema (1) que
será tratado no próximo capítulo. Tal resultado pode ser encontrado em [3], capítulo 1.

Proposição 1.28. Para o operador P são verificadas as seguintes propriedades:

(1) P
B

Bt
�

B

Bt
P, isto é, P comuta com a derivada no tempo.

(2) P∆ � ∆P, ou seja, o operador P comuta com o laplaciano.

(3) pP∇q^ � 0.

1.4 Espaços de Interpolação
Nesta seção tratamos da teoria básica dos espaços de interpolação. Esses por

sua vez são de extrema importância na teoria do espaços de funções, pois muitos espaços
são obtidos através de interpolação de outros espaços já conhecidos. Todo o conteúdo
apresentado nesta seção foi extraído da referência [4], capítulos 2 e 3.

Com o intuito de definirmos espaços de interpolação, iniciamos com a definição
de espaços compatíveis.
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Definição 1.29. Dizemos que dois espaços vetoriais topológicos A0 e A1 são compatíveis,
se existe um espaço vetorial topológico de Hausdorff X, tal que A0 e A1 são subespaços de
X.

Para dois espaços compatíveis A0 e A1, podemos definir

A0 � A1 � tx P X; x � a0 � a1, com a0 P A e a1 P A1u

e
A0 X A1 � tx P X; x P A0 e x P A1u.

O próximo resultado afirma que os espaços A0 � A1 e A0 X A1 são espaços
normados, (veja [4], Lema 2.3.1, página 24).

Lema 1.30. Suponha que A0 e A1 são espaços vetoriais normados compatíveis. Então
A0 X A1 é espaço vetorial normado com a norma definida por

∥ a ∥A0XA1� maxt∥ a ∥A0 , ∥ a ∥A1u.

Além disso, A0 � A1 é espaço vetorial normado com a norma

∥ a ∥A0�A1� inf
a�a0�a1

t∥ a0 ∥A0 , ∥ a1 ∥A1u.

Note que, se A0 e A1 são completos, então A0 X A1 e A0 � A1 também o são.

Dado um par de espaços normados compatíveis A � pA0, A1q definimos dois
novos espaços normados

∆pAq � A0 X A1 e ΣpAq � A0 � A1.

A seguir definimos a noção de espaço intermediário entre dois espaços compatí-
veis A0 e A1.

Definição 1.31. Seja A � pA0, A1q um par de espaços normados compatíveis. O espaço
normado A é chamado espaço intermediário entre A0 e A1 se vale as inclusões contínuas

∆pAq � A � ΣpAq.

De posse das definições e observações anteriores, podemos definir o espaço de
interpolação entre os espaços compatíveis A0 e A1.

Definição 1.32. Seja A � pA0, A1q um par de espaços normados compatíveis. O espaço
A é denominado espaço de interpolação entre A0 e A1 (ou com relação a A) se

(i) A é espaço intermediário entre A0 e A1

(ii) se para cada operador linear contínuo T : A Ñ A implica que T : A Ñ A é
contínuo.



Capítulo 1. Preliminares 28

De forma mais geral, considerando A e B dois pares de espaços normados
compatíveis, então dizemos que A e B são espaços de interpolação com relação a A e B,
se A e B são espaços intermediários de A e B, respectivamente, e se para todo operador
linear contínuo T : A Ñ B implica que T : A Ñ B é contínuo.

Note que, ∆pAq e ∆pBq são espaços de interpolação com relação a A e B, e o
mesmo é válido para ΣpAq e ΣpBq.

Além disso, se A � ∆pAqp ou ΣpAqq e B � ∆pBqp ou ΣpBqq, então temos

∥ T ∥A,B¤ maxt∥ T ∥A0,B0 ; ∥ T ∥A1,B1u. (1.1)

Quando (1.1) ocorrer então A e B são denominados espaços de interpolação
exatos.

Em vários casos é possível verificar que existe constante C ¡ 0 tal que

∥ T ∥A,B¤ C maxt∥ T ∥A0,B0 ; ∥ T ∥A1,B1u, (1.2)

e nesses casos dizemos que A e B são denominados espaços de interpolação uniformes.

Também há casos que pode-se verificar que

∥ T ∥A,B¤ C ∥ T ∥1�η
A0,A1∥ T ∥η

A0,A1 , com 0 ¤ η ¤ 1, (1.3)

e nesse caso dizemos que A e B são denominados espaços de interpolação de expoente η,
e quando C � 1 em (1.3) dizemos que A e B são denominados espaços de interpolação
exatos de expoente η.

O principal objetivo da teoria de espaços de interpolação é a construção e
estudo das propriedades desses espaços. No que segue, trabalhamos com a construção de
espaços de interpolação, e o faremos através de dois métodos, o K método e o J método
para interpolação real.

Iniciemos com o K método e para tal definiremos um funcional na próxima
definição.

Definição 1.33. Sejam A � pA0, A1q um par de espaços normados compatíveis e t ¡ 0.

Definimos

Kpt, aq � Kpt, a; Aq � inf
a�a0�a1

t∥ a0 ∥A0 �t ∥ a1 ∥A1u, a P ΣpAq.

Note que, Kpt, aq é uma norma equivalente para ΣpAq.

O próximo Lema nos fornece informações sobre a função K, (veja [4], Lema
3.1.1, página 38).
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Lema 1.34. Para todo a P ΣpAq, Kpt, aq é uma função positiva, crescente e côncava em t.

Em particular,
Kpt, aq ¤ maxt1,

t

s
uKps, aq, @s ¡ 0.

Para todo t ¡ 0, Kpt, aq é uma norma no espaço de interpolação ΣpAq. Agora,
definiremos um novo espaço de interpolação impondo condições na função t ÞÑ Kpt, aq.

Seja Φη,q definido por

Φη,qpϕptqq �

$''&''%
�» 8

0
pt�ηϕptqqq

dt

t


 1
q

, para 1 ¤ q   8

sup
0 t 8

t�ηϕptq, para q � 8,

onde ϕ é uma função não-negativa.

De posse da definição da função Φ podemos construir um novo espaço de
interpolação.

Definição 1.35. Considere 0   η   1 se 1 ¤ q ¤ 8 ou 0 ¤ η ¤ 1 se q � 8. O espaço de
interpolação Aη,q;K é definido por

Aη,q;K � Kη,qpAq � ta P ΣpAq; Φη,qpKpt, aqq   8u.

Note que, Aη,q;K é um espaço normado com a norma

∥ a ∥η,q;K� Φη,qpKpt, aqq.

De posse das definições anteriores, enunciamos o próximo Teorema, o qual
afirma que os espaços Aη,q;K , construídos através do K método são espaços de interpolação
exato de expoente η, (veja [4], Teorema 3.1.2, página 40).

Teorema 1.36. Sejam A � pA0, A1q espaços normados compatíveis e 0   η   1 se
1 ¤ q ¤ 8 ou 0 ¤ η ¤ 1 se q � 8. O espaço Aη,q:K é espaço de interpolação exato de
expoente η compatível com A0 e A1. Além disso,

Kps, a; Aq ¤ γη,qs
η ∥ a ∥η,q;K .

Tendo construído anteriormente espaços de interpolação através do K método,
no que segue faremos uma construção alternativa de tais espaços através do J método.
Iniciemos com a definição do funcional J .

Definição 1.37. Sejam A � pA0, A1q par de espaços normados compatíveis e t ¡ 0.

Definimos
Jpt, aq � Jpt, a; Aq � maxt∥ a ∥A0 , t ∥ a ∥A1u, a P ∆pAq.
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Note que, Jpt, aq é norma equivalente para o espaço ∆pAq.

O próximo lema nos fornece informações do funcional J e uma relação entre J

e K, (veja [4], Lema 3.2.1, página 42).

Lema 1.38. Para a P ∆pAq, Jpt, aq é uma função positiva, crescente e convexa em t.

Além disso,

Jpt, aq ¤ maxt1,
t

s
uJps, aq, Kpt, aq ¤ mint1,

t

s
uJps, aq, @s ¡ 0.

Agora, vamos definir um novo espaço de interpolação Aη,q;J � Jη,qpAq, com
0   η   1 se 1 ¤ q ¤ 8 ou 0 ¤ η ¤ 1 se q � 1. Os elementos a P Jη,qpAq são os elementos
a P ΣpAq que podem ser representados da forma

a �

» 8
0

uptq
dt

t
, com convergência em ΣpAq, (1.4)

onde uptq é mensurável e com valores em ∆pAq, satifazendo a condição

Φη,qpJpt, uptqqq   8. (1.5)

Também, definimos a seguinte norma em Jη,qpAq

∥ a ∥η,q;J� inf
u

Φη,qpJpt, uptqqq,

onde o ínfimo é tomado sobre todos os elementos u tais que (1.4) e (1.5) são satisfeitas.

A seguir enunciamos o próximo Teorema, o qual afirma que o espaços Aη,q:J ,
construído através do J método é um espaço de interpolação exato de expoente η, (veja [4],
Teorema 3.2.2, página 43).

Teorema 1.39. Sejam A � pA0, A1q espaços normados compatíveis e 0   η   1 se
1 ¤ q ¤ 8 ou 0 ¤ η ¤ 1 se q � 1. O espaço Aη,q;J é um espaço de interpolação exato de
expoente η, compatível com A0 e A1. Além disso,

∥ a ∥η,q;J¤ Cs�ηJps, a; Aq, a P ∆pAq,

onde C é independente de η e q.

Anteriormente, construímos espaços de interpolação através do K e J méto-
dos. O próximo resultado, conhecido como teorema de equivalência, nos diz que para
determinadas condições os dois métodos são equivalentes, (veja [4], Teorema 3.3.1, página
44).

Teorema 1.40. (Teorema de Equivalência) Se 0   η   1 e 1 ¤ q ¤ 8 então
Jη,qpAq � Kη,qpAq com normas equivalentes.
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Note que, pelo Teorema de Equivalência 1.40 para 0   η   1 a construção de
espaços de interpolação é equivalente se utilizarmos o K ou J método. Com isso, para
0   η   1 denotaremos por Aη,q os espaços Aη,q;K ou Aη,q;J . Também, se η � 0 ou 1 e
q � 8, então o espaço Aη,q;K será denotado por Aη,q. Por fim, denotaremos por ∥ � ∥η,q a
norma do espaço Aη,q.

Na próxima proposição apresentamos uma lista de propriedades e resultados a
respeito dos espaços de interpolação construídos previamente, (veja [4], Teoremas 3.4.1 e
3.4.2, página 47).

Proposição 1.41. Seja A � pA0, A1q um par de espaços compatíveis. Temos

(1) pA0, A1qη,q � pA0, A1q1�η,q com normas iguais;

(2) Aη,q � Aη,r se q ¤ r;

(3) Aη0,q0 X Aη1,q � Aη,q se η0   η   η1;

(4) A1 � A0 ñ Aη1,q � Aη0,q se η0   η1;

(5) A1 � A0 ñ Aη,q � A0 e ∥ a ∥A0� pqηp1� ηqq
1
q ;

(6) Se A0 e A1 são completos então Aη,q também é completo;

(7) Se q   8 então ∆pAq é denso em Aη,q;

(8) O completamento de ∆pAq � Aη,8, é o espaço A
0
η,8 de todos os elementos

a tais que
t�ηKpt, a; Aq Ñ 0 quando t Ñ 0 ou t Ñ 8;

(9) Se A0
j denota o completamento de ∆pAq � Aj então para q   8 temos

pA0, A1qη,q � pA0
0, A1qη,q � pA0, A0

1qη,q � pA0
0, A0

1qη,q.

Finalizamos a teoria dos espaços de interpolação com o Teorema de Reiteração,
um dos mais importantes resultados da teoria da interpolação, que será importante na
demonstração das estimativas lineares do semigrupo associado ao Problema (1), (veja [4],
Teorema 3.5.3, página 50).

Teorema 1.42. (Teorema de Reiteração) Sejam A � pA0, A1q e X � pX0, X1q

dois pares de espaços normados compatíveis e assuma que Xipi � 0, 1q são completos e
satisfazem

Kpt, a; Aq ¤ Ctη ∥ a ∥Xi
, a P Xi com 0 ¤ ηi ¤ 1 e η0 � η1.

Fixando,
η � p1� λqη0 � λη1, p0   λ   1q,
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então, para 1 ¤ q ¤ 8

Xλ,q � Aη,q com normas equivalentes .

Em particular, se 0   ηi   1 e Aηi,qi
são completos, então

pAη0,q0 , Aη1,q1qλ,q � Aη,q com normas equivalentes .

Observe que no teorema anterior exigimos que η0 � η1. No caso η0 � η1 temos
o seguinte complemento para o Teorema de Reiteração, (veja [4], Teorema 3.5.4, página
51).

Teorema 1.43. Seja A um par de espaços de Banach compatíveis e considere

X0 � Aη,q0 e X1 � Aη,q1 ,

onde 0   η   1, 1 ¤ qi ¤ 8 pi � 0, 1q. Então,

Xλ,q � Aη,q,

onde
1
q
�

1� λ

q0
�

λ

q1
.

1.5 Espaços de Lorentz-Herz
Esta seção é dedicada aos espaços de Lorentz-Herz, que por sua vez servirão

de base para posteriormente definirmos os espaços de Besov-Lorentz-Herz e obtermos
resultados de existência e unicidade para os problemas (1) e (7). Os espaços de Lorentz-Herz
foram considerados em [22] e [51], como uma extensão natural dos espaços de Herz. Nesta
seção, além da definição dos espaços de Lorentz-Herz, também são apresentadas várias
propriedades importantes desses espaços. O conteúdo desta seção pode ser encontrado
em [22] Seção 2, e [51] capítulo 2.

No intuito de definirmos os espaços de Lorentz-Herz, inicialmente, definamos
alguns conjuntos para obtermos um tipo de decomposição de Rn e de Rn � t0u.

Definição 1.44. Para k P Z e k ¥ �1, definimos os seguintes conjuntos Ak � Rn

(1) Ak � tx P Rn; 2k�1 ¤ |x|   2ku;

(2) A�1 � tx P Rn; |x| ¤ 1
2u.

Também, para k P Z definimos 9Ak � Rn como

9Ak � tx P Rn; 2k�1 ¤ |x|   2ku.
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Observação 1.45. Note que

Rn � t0u �
¤
kPZ

9Ak, e Rn � sup
k¥�1

Ak.

Para, α P R, 0   d ¤ 8 e 0   p, q ¤ 8, definimos as seguintes quantidades

∥ f ∥Kα
p,d,q

�

$'''&'''%
� ¸

k¥�1
2kαq ∥ f ∥q

Lq
p,d
pAkq

� 1
q

, se q   8

sup
k¥�1

2kα ∥ f ∥Lp,dpAkq, se q � 8

(1.6)

e

∥ f ∥
9Kα

p,d,q
�

$'''&'''%
�¸

kPZ
2kαq ∥ f ∥q

Lq
p,d
p 9Akq

� 1
q

, se q   8

sup
kPZ

2kα ∥ f ∥Lp,dp 9Akq
, se q � 8.

(1.7)

Finalmente, podemos definir os espaços de Lorentz-Herz e Lorentz-Herz homo-
gêneo.

Definição 1.46. Sejam α P R, 0   d ¤ 8 e 0   p, q ¤ 8. O espaço de Lorentz-Herz,
denotado Kα

p,d,qpRnq, é definido como

Kα
p,d,qpRnq � tf ; fé função mensurável em Rn e ∥ f ∥Kα

p,d,q
  8u.

Também o espaço de Lorentz-Herz homogêneo, denotado 9Kα
p,d,qpRnq, é definido

como
9Kα

p,d,qpRnq � tf ; f é função mensurável em Rn e ∥ f ∥
9Kα

p,d,q
  8u.

Note que, quando d � 8 os espaços Lp,8pRnq são os espaços Lp� fraco, e nessas
condições, ou seja, quando d � 8 os espaços Kα

p,8,qpRnq e 9Kα
p,8,qpRnq serão chamados de

espaços weak-Herz e weak-Herz homogêneos e denotados por WKα
p,qpRnq e W 9Kα

p,qpRnq,

respectivamente.

Ao definirmos um espaço, naturalmente buscamos propriedades dos mesmos,
como estimativas para o produto de dois elementos do espaço, estimativas para o produto
de convolução, etc. Na próxima proposição enunciamos uma espécie de desigualdade de
Hölder nos espaços de Lorentz-Herz não-homogêneos, no entanto, o resultado também é
válidos para os espaços de Lorentz-Herz homogêneos.

Proposição 1.47. Sejam α, α1, α2 P R, 1 ¤ q, q1, q2 ¤ 8, 1 ¤ p, p1, p2 ¤ 8 e 1 ¤

d, d1, d2 ¤ 8 satisfazendo

α � α1 � α2;
1
q
�

1
q1
�

1
q2

; 1
p
�

1
p1
�

1
p2

; 1
d
�

1
d1
�

1
d2

.
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Então
∥ fg ∥Kα

p,d,q
¤ C ∥ f ∥K

α1
p1,d1,q1

∥ g ∥K
α2
p2,d2,q2

.

No trabalho com equações diferenciais parciais frequentemente utilizamos
estimativas do produto de convolução nos espaços trabalhados, por isso, a seguir enunciamos
dois resultados de estimativas do produto de convolução nos espaços de Lorentz-Herz
homogêneo e não-homogêneo.

Proposição 1.48. Sejam α P R, 1 ¤ q ¤ 8, 1 ¤ p ¤ 8 e 1 ¤ d ¤ 8, com d � 1 se p �

1. Além disso, para f P L1pRnq considere

M �

#
maxt∥ | � |2γ�αf ∥L1 , ∥ | � |γf ∥L1 , ∥ f ∥L1u, se α ¥ 0,

maxt∥ | � |2γf ∥L1 , ∥ | � |γ�αf ∥L1 , ∥ f ∥L1u, se α   0,

para algum γ ¡ 0. Nessas condicões, existe C ¡ 0 (que não depende da função f) tal que

∥ f � g ∥Kα
p,d,q

¤ MC ∥ g ∥Kα
p,d,q

, @g P Kα
p,d,qpRnq.

Um resultado similar ao resultado anterior, o qual será enunciado na próxima
proposição, é verificado para os espaços de Lorentz-Herz homogêneo com algumas restrições
nos índices do espaço.

Proposição 1.49. Sejam 1 ¤ p1   8, 1   p̃, p2   8 satisfazendo 1 � 1
p̃
�

1
p1
�

1
p2

e

1 ¤ d, d1, d2 ¤ 8, satifazendo 1
d
�

1
d1
�

1
d2

, ou d ¥ d2 se p̃ � p2. Também, sejam 1 ¤ q ¤

8,�
n

p̃
  α   n

�
1� 1

p2



. Além disso, considere f P Lp1,d1pRnq ou f P L1pRnq se p̃ � p2

de modo que | � |
n

p1 f P L8pRnq. Nessas condições, definindo

Mf �

#
maxt∥ | � |

n
p1 f ∥L8 , ∥ f ∥Lp1,d1u, se p2 � p̃

maxt∥ | � |nf ∥L8 , ∥ f ∥L1u, se p2 � p̃,

então, existe uma constante C ¡ 0 ( que não depende da função f) tal que

∥ f � g ∥
9Kα

p̃,d,q
¤ CMf ∥ g ∥

9Kα
p2,d2,q

, @g P 9Kα
p2,d2,q.

Depois de relembrar algumas estimativas para o produto de convolução nos
espaços de Lorentz-Herz, na próxima proposição apresentamos uma desigualdade do tipo
Berstein nesses espaços (veja [22] ou [51], página 50).

Proposição 1.50. Sejam α P R, 1 ¤ p, d, q ¤ 8, com d � 1 se p � 1. As seguintes
afirmações são verificadas

(1) Dado M1 ¡ 0, existe C ¡ 0 tal que

∥ Dθf ∥Kα
p,d,q

¤ C2j|θ| ∥ f ∥Kα
p,d,q

,
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para todo j ¥ 0 e f P Kα
p,d,q satisfazendo suppp pfq � Dp0, M12jq.

(2) Para α ¥ 0 e j P Z temos

∥ f ∥L8¤ C2j n
p ∥ f ∥Kα

p,d,q
,

para toda f P Kα
p,d,q tal que suppp pfq � Dp0, M12jq.

(3) Dado M1, M2 ¡ 0 existe C ¡ 0, dependente somente de M1, M2, θ, n, tal
que

∥ f ∥Kα
p,d,q

¤ C2�j|θ| ∥ Dθf ∥Kα
p,d,q

,

para todo j ¥ 0 e f P Kα
p,d,q satisfazendo suppp pfq � tξ P Rn; M12j ¤ |ξ|   M22ju.

Para finalizar a seção sobre os espaços de Lorentz-Herz vamos enunciar alguns
resultados sobre a ação de operadores nesses espaços. Estes resultados são úteis para por
exemplo provar limitação das transformadas de Riesz e estimativas para o semigrupo
associado à parte linear da equação do problema (1). Iniciemos com dois resultados para o
espaço Kα

p,d,qpRnq.

Proposição 1.51. Sejam α P R, 1 ¤ p, q ¤ 8 e 1 ¤ d ¤ 8, com d � 1 se p � 1. Nessas
condições, existe Mpα, pq ¡ 0 tal que, se P é uma função de classe C8 em Dp0, 4{3q, e
satisfaz

BθP pξq ¤ C, @ξ P Dp0, 4{3q e @θ P Nn
0 com |θ| ¤ M,

então

∥ pP pfq_ ∥Kα
p,d,q

¤ C ∥ f ∥Kα
p,d,q

, @f P Kα
p,d,q tal que supp pf � Dp0, 3{4q.

Para enunciarmos a próxima proposição, para j P Z defina

Dj �

"
x; 3

42j ¤ |xvert ¤
8
32j

*
.

Proposição 1.52. Sejam α P R, 1 ¤ p, q ¤ 8 e 1 ¤ d ¤ 8, m P R e j ¥ 0. Nessas
condições, existe Mpα, pq ¡ 0, tal que, se P é uma função de classe C8 em D̃j �

Dj�1 YDj YDj�1, e satisfaz

|BθP pξq| ¤ C2pm�|θ|qj, @ξD̃j e @θ P Nn
0 , com |θ| ¤ M,

então
∥ pP pfq_ ∥Kα

p,d,q
¤ C2jm ∥ f ∥Kα

p,d,q
, @f P Kα

p,d,q tal que supp pf � Dj.

Agora enunciamos duas estimativas para determinados operadores nos espaços
9Kα

p,d,qpRnq.
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Proposição 1.53. Sejam 1   p   8, 1 ¤ d, q ¤ 8,�
n

p
  α   n

�
1� 1

p



e m P R.

Considere P uma função de classe C8 em D̃j � Dj� YDj YDj�, satisfazendo

|BθP pξq| ¤ C2pm�|θ|qj, @ξ P D̃j e @θ P Nn
0 com |θ| ¤ rn{2s � 1.

Nessas condições, temos a seguinte desigualdade

∥ pP pfq_ ∥
9Kα

p,d,q
¤ C2jm ∥ f ∥

9Kα
p,d,q

, @f P 9Kα
p,d,q tal que supp pf � Dj.

Proposição 1.54. Sejam 1   p   8, 1 ¤ d ¤ 8 e �
n

p
  α   n

�
1� 1

p



. Nessas

condições, se P é um operador linear em Lp,dpRnq satisfazendo

|Pfpxq| ¤ C

»
Rn

|fpzq||x� z|�ndz, x R supppfq,

então, P é limitado em Kα
p,d,qpRnq.

Observação 1.55. O resultado anterior 1.54 também é válido para o espaço 9Kα
p,d,qpRnq,
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2 Equações MHD fracionárias

Neste capítulo tratamos dos resultados para as equações da magneto-hidrodinâmica
(MHD) fracionárias, ou seja, problema (1). Provaremos resultados de existência, unicidade e
propriedades da solução nos espaços de Besov-weak-Herz. Iniciamos recordando o problema
(1) $''''&''''%

Bθ
t u� p�∆q

β
2 u� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q,

Bθ
t b� p�∆q

β
2 b� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn,

(2.1)

onde u � upt, xq denota o campo velocidade, b � bpt, xq o campo magnético e p � ppt, xq a
função pressão. Além disso, Bθ

t u � Dθ�1
t pBtuq, onde Dθ�1

t denota a derivada de Riemann-
Liouville de ordem θ � 1, como definido em (2), página 12.

O nosso principal resultado deste capítulo é o Teorema de existência e unicidade
para o problema (1) nos espaços de Besov-weak-Herz. Tal resultado é enunciado a seguir:

Teorema 2.1. Sejam 1 ¤ q ¤ 8,
n

2   p   8, 1 ¤ θ   β ¤ 2 e

0 ¤ α   min
"

1� n

2p
,

n

2p
,
β

θ
�

n

2p
� 1
*

.

Nessas condições, existem ε ¡ 0 e δ ¡ 0, de modo que, se u0, b0 P 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 pRnq

com ∇ � u0 � ∇ � b0 � 0 e

}u0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� }b0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ δ, (2.2)

então existe uma única solução branda

pu, bq P L8pp0,8q; 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 q � L8pp0,8q; 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 q,

para o problema (1), satisfazendo

}pu, bq}Y�Y � }u}
L8pp0,8q; 9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8 q
� sup

t¡0
t

β
θ pβ�1�α� n

2pq}u}W 9Kα
2p,2q

� }b}
L8pp0,8q; 9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8 q
� sup

t¡0
t

β
θ pβ�1�α� n

2pq}b}W 9Kα
2p,2q

¤ ε, (2.3)

onde

Y :� tw P L8pp0,8q; 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 q; t
θ
β pβ�1�α� n

2pqw P L8pp0,8q; W 9Kα
2p,2qqu, (2.4)

com norma

}w}Y � }w}
L8pp0,8q; 9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8 q
� sup

t¡0
t

β
θ pβ�1�α� n

2pq}w}W 9Kα
2p,2q

. (2.5)
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Para a demonstração do Teorema 2.1, utilizaremos um argumento de contração,
o qual consiste em construir estimativas para operadores associados ao problema para
posteriormente aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e obter a solução no espaço
desejado. Além disso, observe que a solução obtida no Teorema 2.1 é uma solução branda,
e para dar sentido a esse tipo de solução se faz necessário uma formulação branda para o
problema (1), a qual discutiremos em mais detalhes na Seção 2.3 deste capítulo.

O próximo teorema que trataremos neste capítulo é um resultado que nos
fornece algumas propriedades para a solução obtida no Teorema 2.1. Tal resultado é como
segue.

Teorema 2.2. Sejam q, p, α, θ, β como no Teorema 2.1, e pu, bq solução do problema (1)
obtida no Teorema 2.1. Então, temos as seguintes propriedades:

(i)(Dependência contínua do dado inicial) A solução pu, bq depende
continuamente do dado inicial.

(ii) (Convergência fraca-�) A solução pu, bqptq á pu0, b0q, quando t Ñ 0�,
na topologia fraca-� de B1�β

8,8pRnq.

(iii) (Autossimilaridade) Se u0, b0 são homogêneos de grau 1� β então a
solução pu, bq é autossimilar.

Como último resultado desta seção, provamos um resultado de comportamento
assintótico da solução global obtida no Teorema 2.1, quando t Ñ 8. Tal resultado é como
segue.

Teorema 2.3. (Comportamento Assintótico) Sejam α, β, θ, p, q como no Teorema
2.1 e, pu, bq, pũ, b̃q duas soluções do problema (1) para dados iniciais pu0, b0q, pũ0, b̃0q, res-
pectivamente. Então, temos que

lim
tÑ8

}uptq � ũptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� lim
tÑ8

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� lim
tÑ8

}bptq � b̃ptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� lim
tÑ8

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

� 0,
(2.6)

se, e somente se,

lim
tÑ8

�
}Mβ

θ ptqpu0 � ũ0q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}W 9Kα

2p,2q



� lim

tÑ8

�
}Mβ

θ ptqpb0 � b̃0q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}W 9Kα

2p,2q



� 0.

(2.7)

Observação 2.4. Considerando ũ0 e b̃0 vetores homogêneos de grau 1� β, e usando o
Teorema 2.2 (iii) e Teorema 2.3, obtemos uma família de soluções que são assintoticamente
autossimilares.
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Tendo apresentado os três teoremas principais deste capítulo, finalizamos esta
introdução do capítulo discorrendo brevemente sobre a organização do mesmo. Na Seção
2.1 tratamos da teoria dos espaços de Besov-Lorentz-Herz, os quais serão o ambiente em
que provaremos o resultado de existência e unicidade, Teorema 2.1. A Seção 2.2 trata da
análise de escalonamento do problema (1) para determinarmos os índices adequados que
iremos trabalhar. Já a Seção 2.3 é dedicada à formulação branda do problema (1) e, por
fim, na Seção 2.4 apresentamos as demonstrações dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

2.1 Espaços de Besov-Lorentz-Herz homogêneos
Nesta seção, definiremos os espaços de Besov-Lorentz-Herz homogêneos, no

qual serão provados os resultados de boa-colocação global. A teoria desta seção pode ser
encontrada em [22, 51], estando com mais detalhes em [51], capítulo 2. Para tal, iniciemos
com a decomposição de Littlewood-Paley.

Seja φ P C8
c pRnq uma função radial e φjpξq � φpξ2�jq, satisfazendo

supppφq �

"
ξ; 3

4 ¤ |ξ| ¤
8
3

*
,

e ¸
jPZ

φjpξq � 1, @ξ P Rnzt0u.

Definamos os operadores ∆jf � φjpDqf � pF�1φjq � f, e Skf �
¸
j¤k

∆jf.

Note que, se |j � k| ¥ 2 então ∆j∆kf � 0. Além disso, se |j � k| ¥ 5 então
∆jpSk�2g∆kfq � 0.

Agora, vamos definir os espaços de Besov-Lorentz-Herz homogêneos 9B 9Kα,s
p,d,q,rpRnq

e, para tal comecemos definindo em S 1pRnq{P a quantidade

∥ f ∥
9B 9Kα,s

p,d,q,r
�

$'''&'''%
�¸

jPZ
2jsr ∥ ∆jf ∥r

9Kα
p,d,q

� 1
r

, se r   8,

sup
jPZ

2js ∥ ∆jf ∥
9Kα

p,d,q
, se r � 8,

(2.8)

Tendo definido a quantidade (2.8) podemos finalmente definir os espaços.

Definição 2.5. Para α, s P R, 1 ¤ p, d, q, r ¤ 8, o espaço de Besov-Lorentz-Herz homogê-
neo 9B 9Kα,s

p,d,q,rpRnq é definido como

9B 9Kα,s
p,d,q,rpRnq � tf P S 1pRnq{P ; ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,r

  8u.
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Observação 2.6. Quando d � 8 na definição anterior, o espaço definido é denominado
espaço de Besov-weak-Herz e denotado por 9BW 9Kα,s

p,q,rpRnq, e é no contexto desses espaços
que serão provados os resultados desta seção. Para mais detalhes sobre esses espaços,
veja [22] e [51], seção 2 e capítulo 2, respectivamente.

Ao definir um espaço é natural investigar relações de inclusões desses com
outros espaços conhecidos. Na próxima proposição enunciamos uma relação de inclusão e
um caso de não inclusão entre os espaços de Besov-Lorentz-Herz e os espaços de Besov.

Proposição 2.7. Sejam s P R, 1 ¤ r ¤ 8, 1   p   8 e 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



. Nessas

condições, temos

(1)
9BW 9Kα,s

p,8,r ãÑ 9Bs�pα�n{pq
8,r .

Em particular,

9BW 9K
α,α�n

p
�1

p,8,8 ãÑ 9B�1
8,8, e 9BW 9K

0, n
p

p,8,1 ãÑ 9B0
8,1 ãÑ L8.

(2) Para 1 ¤ σ   8 não é verdadeira a inclusão

9BW 9K0,s
p,8,r ãÑ 9B

s�np 1
p
� 1

σ q
σ,8 .

Na sequência dos lembretes dos resultados de inclusão, a próxima proposição
nos fornece relações entre os próprios espaços de Besov-Lorentz-Herz homogêneos.

Proposição 2.8. Sejam s P R, 1   p   8, 1 ¤ d, q ¤ 8 e 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



. Nessas

condições, temos as seguintes inclusões contínuas

9B 9Kα,0
p,d,q,1 ãÑ 9Kα

p,d,q ãÑ 9B 9Kα,0
p,d,q,8.

Finalizando os resultados de inclusão, enunciamos um resultado do tipo imersão
de Sobolev, o qual é importante para provar algumas estimativas.

Proposição 2.9. Sejam s P R, 1   p   8, 1 ¤ d1, q, r ¤ 8, p ¤ p1   8, 1   p2 ¤ p1 e

�
n

p
  α   n

�
1� 1

p1
�

1
p2
�

1
p



.

Nessas condições, vale a seguinte desigualdade

∥ f ∥
9B 9Kα,s

p,d,q,r
¤ C ∥ f ∥

9B 9K
α�np 1

p�
1

p1 q,s�p 1
p2
�

1
p1 q

p2,d1,q,r

. (2.9)

Também, se n

2   p   8 e 0 ¤ α   min
"

1� n

2p
,

n

2p

*
, então

∥ f ∥
9B 9Kα,s

2p,d,q,r
¤ C ∥ f ∥

9B 9K
2α,s�α� n

2p
p,d1,q,r

. (2.10)
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Observação 2.10. Note que nas condições da proposição anterior e em vista das desi-
gualdades (2.9) e (2.10), obtemos as seguintes inclusões contínuas

(1)
9B 9K

α�n
�

1
p
� 1

p1

	
,s�n

�
1

p2
� 1

p1

	

p2,d1,q,r ãÑ 9B 9Kα,s
p,d,q,r.

(2)
9B 9K

2α,s�α� n
2p

p,d1,q,r ãÑ 9B 9Kα,s
2p,d,q,r.

A próxima proposição é um resultado para operadores do tipo multiplicadores
de Fourier, a qual será útil para provarmos estimativas para a família de operadores
Mβ

θ ptq associada à parte linear do problema (1). Além disso, também nos permite provar
a limitação das transformadas de Riesz Rj e do projetor de Leray P nos espaços 9B 9Kα,s

p,d,q,r.

Proposição 2.11. Sejam m, s P R, 1   p   8, 1 ¤ q, r ¤ 8 e �
n

p
  α   n

�
1� 1

p



.

Considere P uma função de classe C8pRnzt0uq, tal que

|BβP pξq| ¤ C|ξ|pm�|β|q, @β P Nn
0 com |β| ¤

�n

2

�
� 1.

Nessas condições, temos que

∥ P pDqf ∥
9B 9Kα,s�m

p,d,q,r
¤ C ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,r

.

Finalizamos as propriedades dos espaços de Besov-Lorentz-Herz homogenêneos
com um resultado de interpolação. Resultados deste tipo são úteis pois em vários casos
provamos estimativas para determinados índices do espaço e estendemos os resultados
para outros índices via resultados de interpolação.

Proposição 2.12. Sejam 1   p   8, 1 ¤ d, q, r, r0, r1 ¤ 8, 0 ¤ α   n

�
1� n

p



, s, s0, s1 P

R tais que s � p1� ηqs0 � ηs1 com η P p0, 1q. Nessas condições, temos que�
9B 9Kα,s0

p,d,q,r0 , 9B 9Kα,s1
p,d,q,r1

	
η,r
� 9B 9Kα,s

p,d,q,r.

2.2 Análise de Escalonamento (scaling)
Nesta seção faremos a análise de escalonamento da equação, importante para

estabelecermos índices adequados tanto para a equação, quanto para o espaço em que
provaremos o resultado de existência e unicidade. Aqui assumimos que todos os termos
são suaves o suficiente para permitir os cálculos, ou seja, procedemos formalmente.

Primeiramente, faremos a análise do escalonamento para as equações MHD
fracionárias, para tal, consideremos o problema (1) na sua forma mais geral
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$''''&''''%
Bθ1

t u� p�∆q
β1
2 u� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q,

Bθ2
t b� p�∆q

β2
2 b� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(2.11)

Para λ ¡ 0, defina uλpx, tq � λk1upλx, λk2tq e bλpx, tq � λk3bpλx, λk2tq.

Aplicando a regra da cadeia e uma mudança de variáveis na integral, para uλ

temos

Bθ
t uλpx, tq � Dθ�1

t pBtuλq �
1

Γp2� θq

B

Bt

» t

0

Bsuλpx, sq

pt� sqθ�1 ds

�
1

Γp2� θq

B

Bt

» t

0

λk1Bspupλx, λk2sqq

pt� sqθ�1 ds

� λk1
1

Γp2� θq

B

Bt

» t

0

pBsuqpλx, λk2sq

pt� sqθ�1 λk2ds

�
λk1

λ�k2pθ�1q
1

Γp2� θq

B

Bt

» tλk2

0

pBwuqpλx, wq

ptλk2 � wqθ�1 dw

�
λk1λk2

λ�k2pθ�1q pB
θ
t uqpλx, λk2tq � λk1�k2θpBθ

t uqpλx, λk2tq. (2.12)

Portanto,
Bθ

t uλpx, tq � λk1�θk2pBθ
t uqpλx, λk2tq. (2.13)

Note que, de forma similiar ao que foi feito para uλ, podemos concluir que para
bλ temos

Bθ
t bλpx, tq � λk3�θk2pBθ

t bqpλx, λk2tq. (2.14)

Além disso,

p�∆q
β1
2 uλpx, tq � p�∆q

β
2 rλk1upλx, λk2tqs

� λk1�βrp�∆q
β
2 uspλx, λk2tq. (2.15)

Analogamente, prova-se que

p�∆q
β2
2 bλpx, tq � λk3�βrp�∆q

β
2 bspλx, λk2tq. (2.16)

Para os demais termos da equação podemos calcular

Ppuλ �∇uλq � Ppλk1upλx, λk2tq �∇pλk1upλx, λk2tqq

� λ2k1Ppupλx, λk2tq �∇pupλx, λk2tqq

� λ2k1�1rPpu �∇uqspλx, λk2tq. (2.17)
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Também temos as seguintes igualdades

Ppbλ �∇bλq � λ2k3�1rPpb �∇bqspλx, λk2tq; (2.18)

puλ �∇bλq � λk1�k3�1pu �∇bqpλx, λk2tq; (2.19)

pbλ �∇uλq � λk1�k3�1pb �∇uqpλx, λk2tq. (2.20)

Note que, das igualdades (2.13) a (2.20), obtemos

Bθ1
t uλ � p�∆q

β1
2 uλ � Ppuλ �∇quλ � Ppbλ �∇qbλ �

λk1�θ1k2pBθ1
t uqpλx, λk2tq � λk1�β1p�∆q

β1
2 upλx, λk2tq

� λ2k1�1rPpu �∇uqspλx, λk2tq � λ2k3�1rPpb �∇bqspλx, λk2tq,

Bθ2
t bλ � p�∆q

β2
2 bλ � puλ �∇qbλ � pbλ �∇quλ �

λk3�θ2k2pBθ2
t bqpλx, λk2tq � λk3�β2p�∆q

β2
2 bpλx, λk2tq

� λk1�k2�1pu �∇bqpλx, λk2tq � λk1�k2�1pb �∇uqpλx, λk2tq. (2.21)

Observando as duas igualdades anteriores (2.21), note que se pu, bq é solução
do problema (2.11), então puλ, bλq também será solução desde que

λk1�θ1k2 � λk1�β1 � λ2k1�1 � λ2k3�1 e λk3�θ2k2 � λk3�β2 � λk1�k3�1.

Logo, desde que λ ¡ 0, as relações acima nos levam a

k1 � k3, θ1 � θ2, β1 � β2, k3 � β2 � k1 � k3 � 1 e k1 � β2 � 1 � k3.

Além disso, do fato de k1 � θ1k2 � k1 � β1, pode-se concluir que k2 �
β1

θ1
.

Unindo todas as informações anteriores, e considerando β � β1 � β2 e θ �

θ1 � θ2, podemos concluir que se pu, bq é solução do problema (1), então

puλ, bλq � pλβ�1upλx, λ
β
θ tq, λβ�1bpλx, λ

β
θ tqq (2.22)

também será solução de (1).

Com isso, podemos definir a função de escalonamento para as equações (1)
como

pupx, tq, bpx, tqq ÞÑ puλpx, tq, bλpx, tqq. (2.23)

Fazendo t Ñ 0� em (2.23), o escalonamento da solução das equações induz o
seguinte escalonamento para o dado inicial
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pu0pxq, b0pxqq ÞÑ pu0λpxq, b0λpxqq � λβ�1pu0, b0qpλxq. (2.24)

Finalizamos a parte de escalonamento das equações MHD fracionárias dando a
definição de solução autossimilar como segue:

Definição 2.13. Uma solução da equação (1) é dita autossimilar se é uma solução
invariante pelo escalonamento puλ, bλq dado em (2.22).

Tendo feito anteriormente a análise de escalonamento do problema (1), para
finalizar esta seção faremos uma análise de escalonamento dos espaços de Besov-Lorentz-
Herz homogêneos. Iniciemos com algumas definições.

Definição 2.14. Seja X um espaço de Banach de distribuições e k P R.

(1) O espaço X tem escalonamento de grau k se

∥ fpλ�q ∥X� λk ∥ f ∥X , @λ ¡ 0 e f P X.

(2) O espaço X é crítico para a equação (1) se X tem escalonamento de grau
k � 1� β.

A seguir, temos dois resultados sobre a relação de escalonamento nos espaços
de Besov-weak-Herz.

Proposição 2.15. (veja [57], Lema 2.5) Sejam 0   p, q ¤ 8 e α P R. Nessas condições,
temos a seguinte relação de escalonamento

∥ fpλ�q ∥W 9Kα
p,q
� λ�pα�

n
p q ∥ f ∥W 9Kα

p,q
, @λ ¡ 0 e f P W 9Kα

p,qpRnq.

De posse da proposição anterior e conhecimentos sobre os espaços de Besov,
prova-se facilmente a seguinte propriedade:

Proposição 2.16. Para α, s P R, 1 ¤ p, q, r ¤ 8, temos

∥ fpλ�q ∥
9BW 9Kα,s

p,q,r
� λs�pα�n

p q ∥ f ∥
9BW 9Kα,s

p,q,r
, @λ ¡ 0, @f P 9BW 9Kα,s

p,q,rpRnq.

O espaço Y no qual é provado o teorema de existência e unicidade para o
problema (1) é baseado em uma norma da seguinte forma

∥ v ∥Y� sup
t¡0

tη ∥ vp�, tq ∥W 9K
α1
p1,q1

� ∥ v ∥L8pp0,8q; 9BW 9Kα,s
p,q,8q

. (2.25)

Para finalizarmos esta seção, faremos alguns cálculos de modo a determinar
índices adequados para que a norma definida em (2.25) seja invariante pelo escalonamento
(2.22).
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Note que, pela Proposição 2.15, segue que

tη ∥ uλp�, tq ∥W 9K
α1
p1,q1

� tηλβ�1 ∥ upλ�, λ
β
θ tq ∥W 9K

α1
p1,q1

� tηλβ�1λ
�
�

α1�
n

p1

	
∥ up�, λ

β
θ tq ∥W 9K

α1
p1,q1

� pλ
β
θ tqηλ

�βη
θ
�β�1�

�
α1�

n
p1

	
∥ up�, λ

β
θ tq ∥W 9K

α1
o1,q1

. (2.26)

Além disso, pela Proposição 2.16, segue que

∥ uλp�, tq ∥
9BW 9Kα,s

p,q,8
� λβ�1λs�pα�n

p q ∥ up�, λ
β
θ tq ∥

9BW 9Kα,s
p,q,8

. (2.27)

Observando as relações anteriores (2.26) e (2.27), então a norma definida em
(2.25) será invariante pelo escalonamento (2.22) se as seguintes condições são satisfeitas:

η �
θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



e s � 1� β �

n

p
� α. (2.28)

Com a relação acima, obtemos uma restrição para η e s. As demais restrições
para os índices dos espaços são impostas para obter-se as devidas estimativas dos termos
da formulação branda (2.37).

2.3 Formulação branda para as equações MHD fracionárias
Nesta seção, trataremos da formulação integral para o problema (1). Antes de

partirmos para os cálculos da formulação, trataremos da função de Mittag-Leffler, essa por
sua vez, será fundamental para obtermos a família de operadores associada à parte linear
do problema (1). Mais detalhes sobre a função de Mittag-Leffler podem ser encontrados
em [1, 2, 24, 33].

Iniciemos com a definição da função de Mittag-Leffler.

Definição 2.17. (Função de Mittag-Leffler) Sejam z P C e θ P C tal que Repθq ¡ 0.

A função de Mittag-Leffler é definida a partir da série de potências

Eθpzq �
8̧

k�0

zk

Γpθk � 1q ,

onde Γ denota a função Gamma de Euler.

Note que, quando θ � 1 temos Γpk � 1q � k! e consequentemente

E1pzq �
8̧

k�0

zk

k! � ez.
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A seguir enunciamos algumas propriedades e resultados da função de Mittag-
Leffler. Para tal, considere Kθ a solução fundamental do problema (veja [1])

Bθ
t u�∆u � 0,

e note que Kθ pode ser escrito da seguinte forma

Kθpt, xq �

»
Rn

eix�ξEθp�tθ|ξ|2qdξ.

A próxima proposição nos fornece uma forma de escrita da função de Mittag-
Leffler e as derivadas de Kθ. As demonstrações das afirmações da próxima proposição
podem ser encontradas em [1, 24, 33], Lema 2.3, Proposição 1 e Lema 3.1, respectivamente.

Proposição 2.18. Sejam 1   θ   2, k P NY t0u. Então, temos

Eθp�|ξ|
2q �

1
θ

�
eaθpξq � ebθpξq

�
� lθpξq, (2.29)

onde
aθpξq � |ξ|

2
θ e

iπ
θ , bθpξq � |ξ|

2
θ e�

iπ
θ , @ξ P Rn, (2.30)

e

lθpξq �

$'&'%
senpθπq

π

» 8
0

|ξ|2sθ�1e�s

s2θ � 2|ξ|2cospθπq � |ξ|4
se ξ � 0

1� 2
θ

se ξ � 0.

(2.31)

Além disso,
BkKθ

Bxk
i

pt, xq � λn�k B
k

Bxk
i

Kθpλx, λ
2
θ tq. (2.32)

Agora, de posse da definição da função de Mittag-Leffer, podemos fazer a
formulação integral para as equações (2.1).

Primeiramente, note que do fato de ∇ � u � ∇ � b � 0, podemos escrever

pu �∇qu � ∇ � pub uq, pb �∇qb � ∇ � pbb bq, pu �∇qb � ∇ � pub bq e pb �∇qu � ∇ � pbb uq,

onde pw b vqk,j � wkvj.

Além disso, aplicando o projetor de Leray P na primeira linha de (2.1) e
utilizando as propriedades de P (veja Proposição 1.28, página 26), podemos reescrever
(2.1) da seguinte forma$''''&''''%

Bθ
t u� p�∆q

β
2 u � P∇ � pbb bq � P∇ � ub u, em Rn � p0,8q,

Bθ
t b� p�∆q

β
2 b � ∇ � pbb uq �∇ � pub bq, em Rn � p0,8q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(2.33)
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Aplicando um princípio do tipo Duhamel (veja [33], Proposição 2.1) em (2.33),
podemos formalmente obter que

uptq � Mβ
θ ptqu0 �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub u� bb bqdτ



ds

bptq � Mβ
θ ptqb0 �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τq∇ � pub b� bb uqdτ



ds,

(2.34)

onde rγptq �
tγ�1

Γpγq e a família de operadores Mβ
θ ptq é definida via transformada de Fourier

como
FpMβ

θ ptqfqpξq � Eθp�tθ|ξ|βq pfpξq. (2.35)

Agora, escrevendo

B1pu, bqptq �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub bqdτ



ds,

B2pu, bqptq �

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1pt� τq∇ � pub bqdτ



ds,

(2.36)

então podemos reescrever (2.34) da seguinte forma

#
uptq � Mβ

θ ptqu0 � B1pu, uq � B1pb, bq

bptq � Mβ
θ ptqb0 � B2pu, bq � B2pb, uq.

(2.37)

Observação 2.19. Para finalizar esta seção, dizemos que pu, bq é solução branda para o
problema (1) se pu, bq satisfaz (2.37).

2.4 Demonstração dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3
Nesta seção, faremos as demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2 (veja página

37). Com o objetivo de demonstrar o Teorema 2.1, faremos duas subseções, uma dedicada
às estimativas da parte linear e outra às estimativas das partes não-lineares. Iniciamos a
próxima subseção para as primeiras estimativas lineares.

2.4.1 Estimativas da parte linear

No intuito de obtermos estimativas para a família de operadores Mβ
θ ptq, inicia-

remos com um lema que nos fornece estimativas para o símbolo da família Eθp�tθ|ξ|βq.

Lema 2.20. Sejam 1 ¤ θ   β ¤ 2 e � β   m ¤ 0. Então, existe C � Cpβ, θ, mq ¡ 0 tal
que ���� Bk

Bξk
Eθp�tθ|ξ|βq

���� ¤ Ctm θ
β |ξ|pm�|k|q, (2.38)

@ξ � 0 e @k P pNY t0uqn com |k| ¤
�n

2

�
� 1.



Capítulo 2. Equações MHD fracionárias 48

Demonstração. Observe que fazendo |w| � |t
θ
β ξ|

β
2 , podemos escrever

Eθp�tθ|ξ|βq � Eθp�p|t
θ
β ξ|

β
2 q2q � Eθp�|w|

2q. (2.39)

Por outro lado, da Proposição 2.18 (veja página 46), podemos escrever

Eθp�|w|
2q �

1
θ

�
eaθpwq � ebθpwq

�
� lθpwq, (2.40)

onde aθ, bθ e lθ são como definidos em (2.30) e (2.31), respectivamente.

Logo, se ξ � 0 então, das igualdades (2.39) e (2.40), podemos escrever

Eθp�tθ|ξ|βq �
1
θ

�
expp|t

θ
β ξ|

β
θ e

iπ
θ q � pexpp|t

θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ

	
�

senpθπq

π

» 8
0

|t
θ
β ξ|βsθ�1e�s

s2θ � 2|t
θ
β ξ|βsθ cospθπq � |t

θ
β ξ|2β

ds

:� Iθpξq � l̃θpξq. (2.41)

Fazendo a mudança de variável s ÞÑ |t
β
θ ξ|

β
θ w

1
θ , obtemos ds

dw
� |t

θ
β ξ|

θ
β

1
θ

wp
1
θ
�1q

e podemos escrever a integral do último termo de (2.41) da seguinte forma

l̃θpξq �
senpθπq

π

» 8
0

|t
θ
β ξ|β�

θ
β
pθ�1q� θ

β w
θ�1

θ
� 1

θ
�1θ�1e�|t

θ
β ξ|

β
θ w

1
θ

|t
θ
β ξ|2βw2 � 2|t

θ
β ξ|2βw cospθπq � |t

θ
β ξ|2β

dw

�
senpθπq

θπ

» 8
0

|t
θ
β ξ|2βe�|t

θ
β ξ|

β
θ w

1
θ

|t
θ
β ξ|2βpw2 � 2w cospθπq � 1q

dw

�
senpθπq

θπ

» 8
0

e�|t
θ
β ξ|

β
θ w

1
θ

w2 � 2w cospθπq � 1dw

�
senpθπq

θπ

» 8
0

e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

s2 � 2s cospθπq � 1ds. (2.42)

Depois de reescrevermos alguns termos nos passos anteriores, vamos provar a
desigualdade (2.38) e começaremos fazendo estimativas para o termo

Iθpξq �
1
θ
pexpp|t

θ
β ξ|

θ
β e

iπ
θ q � expp|t

θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ qq. (2.43)

Seja k P pNY t0uqn tal que |k| � 1 e, sem perda de generalidade, consideremos
k � p1, 0, . . . , 0q. Note que

B

Bξ1
Iθpξq �

1
θ

�
expp|t

θ
β ξ|

β
θ e

iπ
θ qe

iπ
θ t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1 � expp|t

θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ qe�

iπ
θ t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1

�
(2.44)
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Em vista da igualdade anterior, podemos estimar���� BBξ1
Iθpξq

���� ¤
β

θ2 t|ξ|
β
θ
�1 exp

�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
¤

β

θ2 t|ξ|�m|ξ|
β
θ exp

�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
|ξ|m�1

¤
β

θ2 tm θ
β |t

θ
β ξ|�m�β

θ exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
|ξ|m�1

¤ Ctm θ
β |ξ|m�1, (2.45)

em que na última desigualdade de (2.45) foi utilizado o fato de que, uma vez que m ¤ 0,
então

|x|�m β
θ e�|x|

β
θ ¤ C,

onde C ¡ 0 é o máximo da função gpxq � |x|�m�β
θ e�|x|

β
θ , para x ¥ 0.

Agora, no intuito de provarmos a estimativa para o caso geral, iremos provar uma
desigualdade para k P pNY t0uqn tal que |k| � 2 e, novamente, sem perda de generalidade,
consideramos k � p1, 1, 0, . . . , 0q.

Note que

B2

Bξ2
1
Iθpξq �

1
θ

�
B

Bξ1

�
expp|t

θ
β ξ|

θ
β e

iπ
θ qe

iπ
θ t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1

� expp|t
θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ qe�

iπ
θ t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1


�
�

1
θ

�
e

iπ
θ expp|t

θ
β ξ|

β
θ e

iπ
θ qt

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1

� e
iπ
θ expp|t

θ
β ξ|

β
θ e

iπ
θ qt

β

θ

�
|ξ|

θ
β
�2 � ξ1

�
β

θ
� 2


|ξ|

β
θ
�4ξ1



� e�

iπ
θ expp|t

θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ qe�

iπ
θ t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1t

β

θ
|ξ|

β
θ
�2ξ1

� expp|t
θ
β ξ|

β
θ e�

iπ
θ qe�

iπ
θ t

β

θ

�
|ξ|

β
θ
�2 � ξ1

�
β

θ
� 2


|ξ|

β
θ
�4ξ1


�
. (2.46)

Da igualdade (2.46), segue que

���� B2

Bξ2
1
Iθpξq

���� ¤ C
�
| expp|t

θ
β ξ|

β
θ e

iπ
θ q|pt2|ξ|2

β
θ
�2 � t|ξ|

β
θ
�2 � t|ξ|

β
θ
�2q

� | expp|t
θ
β ξ|

β
θ |

β
θ e�

iπ
θ q|pt2|ξ|2

β
θ
�2 � t|ξ|

β
θ
�2 � t|ξ|

β
θ
�2q
�

¤ C exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
pt2|ξ|2

β
θ
�2 � t|ξ|

θ
β
�2q

¤ C exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
|ξ|�2pt2|ξ|2

β
θ � t|ξ|

θ
β q

¤ C|ξ|�2 exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
p|t

θ
β ξ|2

β
θ � |t

θ
β ξ|

β
θ q. (2.47)
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Observando a desigualdade (2.47) verificada para k P Nn, com |k| � 2, pode-se
de forma similar generalizar tal desigualdade para k P Nn, com |k| ¥ 2, obtendo a seguinte
estimativa

���� Bk

Bξk
Iθpξq

���� ¤ C exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
p|t

β
θ ξ|

β
θ � . . .� |t

θ
β ξ||k|

β
θ q|ξ|�|k|. (2.48)

Multiplicando o segundo membro da desigualdade (2.48) por

t�m θ
β tm θ

β |ξ|�m|ξ|m,

obtemos

���� Bk

Bξk
Iθpξq

���� ¤ Ctm θ
β |ξ|m�|k| exp

�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
p|t

θ
β ξ|�m�β

θ � . . .� |t
θ
β ξ|�m�|k|β

θ q

¤ Ctm θ
β |ξ|m�|k|, (2.49)

onde na última desigualdade de (2.49) foi utilizado o fato de que

exp
�
|t

θ
β ξ|

β
θ cos

�π

θ

		
p|t

θ
β ξ|�m�β

θ � . . .� |t
θ
β ξ|�m�|k|β

θ q ¤ C̃,

onde C̃ é o máximo da função hpxq � exp
�
|x|

β
θ cos

�π

θ

		
p|x|�m�β

θ � . . . � |x|�m�|k|β
θ q,

para x ¥ 0.

Das desigualdades (2.45) e (2.49), para m, k nas condições do lema, podemos
concluir que ���� Bk

Bξk
Iθpξq

���� ¤ Ctm θ
β |ξ|m�|k|, @ξ � 0. (2.50)

O próximo passo é trabalhar estimativas para o termo l̃θpξq, que em vista de
(2.42) pode ser escrito da seguinte forma

l̃θpξq �
senpθπq

θπ

» 8
0

e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

s2 � 2s cospθπq � 1ds.

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, construíremos estimativas
para o caso k P Nn com |k| � 1 e |k| � 2 e em seguida faremos a generalização para
o caso geral. Iniciemos com |k| � 1 e, sem perda de generalidade, podemos considerar
k � p1, 0, . . . , 0q.

Note que

B

Bξ1
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ �

�
β

θ
� 2



e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ p�ts

1
θ |ξ|

β
θ
�2ξ1q. (2.51)
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Em vista da igualdade anterior, obtemos���� BBξ1
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

���� ¤

�
β

θ
� 2



e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ ts

1
θ |ξ|

β
θ |ξ|�1

¤ C|t
θ
β s

1
β ξ|

β
θ e�|t

θ
β s

1
β ξ|

β
θ |ξ|�1. (2.52)

Multiplicando |ξ|m|ξ|�m no segundo membro da desigualdade (2.52), obtemos
a seguinte estimativa

���� BBξ1
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

���� ¤ C|ξ|�m|t
θ
β s

1
β ξ|

β
θ e�|t

θ
β s

1
β ξ|

β
θ |ξ|m�1

¤ Ctm θ
β s

m
β |ξ|m�1|t

θ
β s

1
β ξ|�m�β

θ e�|t
θ
β s

1
β ξ|

β
θ . (2.53)

Agora, analisemos o caso |k| � 2 e, sem perda de generalidade, faremos k �

p1, 1, 0, . . . , 0q.

Da igualdade (2.51), podemos calcular

B2

Bξ2
1
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ �

B

Bξ1

��
β

θ
� 2



e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ p�ts

1
θ |ξ|

β
θ
�2ξ1q



�

�
β

θ
� 2

2

e�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ p�ts

1
θ |ξ|

β
θ
�ξ1qp�ts

1
θ |ξ|

β
θ
�2ξ1q

�

�
β

θ
� 2



e�|t
β
θ ξ|

β
θ s

1
θ ts

1
θ

�
�|ξ|

β
θ
�2 � ξ1

�
θ

β
� 6


|ξ|

θ
β
�4ξ1



. (2.54)

Da igualdade (2.54) concluímos

���� B2

Bξ2
1
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

���� ¤ Ce�|t
θ
β ξ|

β
θ s

1
θ pt2s

2
θ |ξ|2

β
θ
�2 � 2ts

1
θ |ξ|2

β
θ
�2q

¤ Ce�|t
θ
β ξs

1
β |

β
θ p|t

θ
β s

1
θ ξ|2

β
θ � |t

β
θ ξs

1
θ |

β
θ q|ξ|�2. (2.55)

Multiplicando |ξ|m|ξ|�m no segundo membro da desigualdade anterior, temos

���� B2

Bξ2
1
e�|t

θ
β ξs

1
β |

β
θ

���� ¤ C|ξ|�me�|t
θ
β ξs

1
θ |

θ
β
|ξ|m�2p|t

θ
β s

1
β ξ|

β
θ � |t

θ
β s

1
β ξ|2

β
θ q

¤ Ctm θ
β s

m
β |ξ|m�2e�|t

θ
β s

1
β ξ|

β
θ p|t

θ
β s

1
β ξ|

β
θ
�m � |t

θ
β s

1
β ξ|2

β
θ
�mq. (2.56)

Observando os cálculos realizados nas estimativas (2.53) e (2.56), podemos
facilmente generalizar tais estimas e concluir que
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���� Bk

Bξk
e�|t

θ
β ξ|

β
θ s

1
θ

���� ¤ Ctm β
θ s

m
β |ξ|m�|k|e�|t

θ
β s

1
β ξ|

θ
β
p|t

θ
β s

1
β ξ|�m�β

θ � . . .� |t
θ
β s

1
β ξ|�m�|k|β

θ q, (2.57)

@ξ � 0, k P Nn com |k| ¤
�n

2

�
� 1 e � β   m ¤ 0.

Em vista de (2.57) e do fato que

e�|t
θ
β s

1
β ξ|

θ
β
p|t

θ
β s

1
β ξ|�m�β

θ � . . .� |t
θ
β s

1
β ξ|�m�|k|β

θ q ¤ C1,

onde C1pm, n, β, θq ¡ 0 é uma constante que independe de ξ, s, t, obtemos a seguinte
desigualdade

���� Bk

Bξk
l̃θpξq

���� ¤ C

» 8
0

tm β
θ |ξ|m�|k|s

m
β

s2 � 2s cospθπq � 1ds

¤ Ctm β
θ |ξ|m�|k|

» 8
0

s
m
β

s2 � 2s cospθπq � 1ds

¤ Ctm β
θ |ξ|m�|k|, (2.58)

desde que �m ¤ β.

De (2.50) e (2.58), obtemos (2.38) concluindo a demonstração do lema.

De posse do Lema 2.20 (veja página 47) podemos partir para as estimativas da
família de operadores Mβ

θ ptq. Iniciamos com um estimativa em espaços de Besov-Lorentz-
Herz como enunciado na próxima proposição.

Proposição 2.21. Sejam 1   p   8, 1 ¤ r, d, q ¤ 8,�
n

p
  α   n

�
1� 1

p



, 1 ¤ θ  

β ¤ 2, e σ, s P R com s ¤ σ e s� σ ¡ �β. Então, existe C ¡ 0 tal que

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,σ
p,d,q,r

¤ Ct
θ
β
ps�σq ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,r

, (2.59)

para todo t ¡ 0 e f P 9B 9Kα,s
p,d,q,rpRnq.

Além disso, se s   σ, 2ps� σq ¡ �β e 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



, então

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,σ
p,d,q,1

¤ Ct
θ
β
ps�σq ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,8

, (2.60)

@t ¡ 0, f P 9B 9Kα,s
p,d,q,8pRnq.

Demonstração. Primeiramente, note que do Lema 2.20 (veja página 47), temos

���� Bk

Bξk
Eθp�tθ|ξ|βq

���� ¤ Ctm θ
β |ξ|m�|k|, @ξ � 0, (2.61)



Capítulo 2. Equações MHD fracionárias 53

onde �β   m ¤ 0 e |k| ¤
�n

2

�
� 1.

Em vista da estimativa (2.61), podemos aplicar a Proposição 2.11 (veja página
41) para P pDq � Mβ

θ ptq, obtendo que

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,s�m
p,d,q,r

¤ Ctm θ
β ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,r

. (2.62)

Como s� σ ¤ 0 e s� σ ¡ �β, podemos tomar m � s� σ em (2.62) e concluir
que

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,σ
p,d,q,r

¤ Ct
θ
β
ps�σq ∥ f ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,r

, (2.63)

@t ¡ 0 e f P 9B 9Kα,s
p,d,q,rpRnq, concluindo a primeira parte da demonstração da proposição.

Agora, passemos para a demonstração de (2.60). Note que, tomando s  

σ e 2ps� σq ¡ �β, então de (2.63) com r � 8, obtemos

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,2σ�s
p,d,q,8

¤ Ct
θ
β

2ps�σq ∥ f ∥
9B 9Kα,s

p,d,q,8
. (2.64)

Além disso, de (2.63) com s � σ e r � 8, tem-se

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,8

¤ C ∥ f ∥
9B 9Kα,s

p,d,q,8
. (2.65)

Note que, fixado t ¡ 0, das estimativas (2.64) e (2.65), podemos concluir que

Mβ
θ ptq : 9B 9Kα,s

p,d,q,8 ÞÑ 9B 9Kα,2σ�s
p,d,q,8 (2.66)

e
Mβ

θ ptq : 9B 9Kα,s
p,d,q,8 ÞÑ 9B 9Kα,s

p,d,q,8. (2.67)

De (2.64), (2.65),(2.66), (2.67) e da Proposição 2.12 (veja página 41), segue
que

Mβ
θ ptq : 9B 9Kα,s

p,d,q,8 ÞÑ p 9B 9Kα,2σ�s
p,d,q,8 , 9B 9Kα,s

p,d,q,8q 1
2 ,1 �

9B 9Kα,σ
p,d,q,1, (2.68)

com a norma do operador

∥ Mβ
θ ptq ∥

9B 9Kα,s
p,d,q,8

Ñ 9B 9Kα,s
p,d,q,1

¤ Ct
θ
β
ps�σq. (2.69)

De (2.68) e (2.69) obtemos a estimativa (2.60) concluindo a demonstração da
proposição.

Finalizamos esta subseção com uma proposição que contém uma estimativa
para Mβ

θ ptq em espaços funcionais que também dependem do tempo, o que facilitará a
demonstração dos resultados para o problema (1).
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Proposição 2.22. Sejam 1   p   8, 1 ¤ q ¤ 8, 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



, 1� α �

n

2p
  β ¤

2 e 1 ¤ θ   β. Então, existe C ¡ 0 tal que

∥ Mβ
θ p�qf ∥

L8pp0,8q; 9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8 q
�sup

t¡0
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq ∥ Mβ
θ ptqf ∥W 9Kα

2p,2q

¤ C ∥ f ∥
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

,
(2.70)

para toda f P 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 pRnq.

Demonstração. Note que, pelas Proposições 2.8, 2.9 e 2.21 (veja páginas 40 e 52, respecti-
vamente), temos

sup
t¡0

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq ∥ Mβ
θ ptqf ∥W 9Kα

2p,2q
¤ Csup

t¡0
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq ∥ Mβ
θ ptqf ∥

9BW 9Kα,0
2p,2q,1

¤ Csup
t¡0

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq

t
θ
β p1�α� n

2p
�βq ∥ f ∥

9BW 9K
α,1�β� n

2p�α

2p,2q,8

¤ C ∥ f ∥
9BW 9K

α,1�β� n
2p�α

2p,2q,8

¤ C ∥ f ∥
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

. (2.71)

Além disso, pela Proposição 2.21 (veja página 52), temos a seguinte estimativa

∥ Mβ
θ ptqf ∥

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

¤ C ∥ f ∥
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

, (2.72)

@f P 9BW 9K
α,1�β�n

p
�α

p,q,8 pRnq. De (2.71) e (2.72), segue a estimativa (2.70), concluindo a
demonstração da proposição.

2.4.2 Estimativas das partes não-lineares

Esta subseção é dedicada a demonstração das estimativas não-lineares. Mais
precisamente, provamos uma estimativa para as formas bilineares B1 e B2 nos espaços Y

definido no Teorema 2.1 (veja página 37), como segue.

Proposição 2.23. Sejam n

2   p   8, 1 ¤ q ¤ 8, 1 ¤ θ   β ¤ 2 e 0 ¤ α  

min
"

1� n

2p
,

n

2p
,
β

θ
�

n

2p
� 1
*

. Então, existe C ¡ 0 tal que

∥ B1pu, bq ∥Y¤ C ∥ u ∥Y ∥ b ∥Y , (2.73)

e
∥ B2pu, bq ∥Y¤ C ∥ u ∥Y ∥ b ∥Y , (2.74)

para todo u, b P Y.
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Demonstração. Primeiramente, note que, como B1 e B2 diferem apenas pelo fato que em
B1 aparece o projetor de Leray P, faremos somente a estimativa (2.73), enquanto que
(2.74) pode ser obtida de forma análoga a demonstração de (2.73).

Aplicando os resultados das Proposições 2.8, 2.9 e 2.21 (veja páginas 40 e 52),
existe C ¡ 0 tal que

∥ B1pu, bqptq ∥W 9Kα
2p,2q

¤ C ∥ B1pu, bqptq ∥
9BW 9Kα,0

2p,2q,1

¤ C ∥ B1pu, bqptq ∥
9BW 9K

2α,α� n
2p

p,2q,1

¤ C

» t

0

����Mβ
θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub bqdτ


����
9BW 9K

2α,α� n
2p

p,2q,1

ds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}P∇ � pub bq}

9BW 9K2α,�1
p,2q,8

dτds.

(2.75)

Além disso, aplicando a Proposição 2.11 (veja página 41) para obter a limitação
do projetor de Leray P e estimativa para ∇ no espaços de Besov-Lorentz-Herz homogêneo
e, aplicando também a Proposição 2.8 (veja página 40), podemos estimar o lado esquerdo
de (2.75) como segue:

C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}P∇ � pub bq}

9BW 9K2α,�1
p,2q,8

dτds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}∇ � pub bq}

9BW 9K2α,�1
p,2q,8

dτds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}

9BW 9K2α,0
p,2q,8

dτds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}W 9K2α

p,2q
dτds

(2.76)

Finalizando essa primeira estimativa, aplicando a inclusão lq � l2q e desigual-
dade de Hölder para os espaços W 9Kα

2p,2q (veja Proposição 1.47 , página 33), chegamos
a

C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}W 9K2α

p,2q
dτds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}W 9K2α

p,q
dτds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τq}u}W 9Kα

2p,2q
}b}W 9Kα

2p,2q
dτds

¤ C}u}Y }b}Y

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds.

(2.77)
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De (2.75), (2.76) e (2.77), segue que

}B1pu, bqptq}W 9Kα
2p,2q

¤ C}u}Y }b}Y

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds.

(2.78)

Agora, verifiquemos que

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds ¤ Ct�

θ
β pβ�1�α� n

2pq. (2.79)

Observando o fato de rθ�1ps � τq �
ps� τqθ�2

Γpθ � 1q e fazendo as mudanças de
variáveis τ � zs e em seguida s � tw, temos

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds

� C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» s

0
ps� τqθ�2τ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds

� C

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q
» 1

0
sθ�2p1� zqθ�2z�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqs�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqsdzds

� C

» 1

0
t�

θ
β pα�

n
2p
�1qp1� wq�

θ
β pα�

n
2p
�1qtθ�2wθ�2t�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�1w�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�1tdw�» 1

0
p1� zqθ�2z�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz



� Ct�

θ
β pα�

n
2p
�1q�θ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq
�» 1

0
p1� wq�

θ
β pα�

n
2p
�1qw�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�1�θ�2dw



�» 1

0
p1� zqθ�2z�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz



� Ct�

θ
β pβ�1�α� n

2pqB

�
�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� θ,�

θ

β

�
α �

n

2p
� 1


� 1



B

�
�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� 1, θ � 1



� Ct�

θ
β pβ�1�α� n

2pq, (2.80)

onde Bp�, �q denota a função Beta e, com os cálculos de (2.80) concluímos a verificação da
afirmação (2.79).

Além disso, de (2.78) e (2.79) segue que

}B1pu, bqptq}W 9Kα
2p,2q

¤ C}u}Y }b}Y t�
θ
β pβ�1�α� n

2pq, (2.81)

e, consequentemente, concluímos que

sup
t¡0

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, bqptq}W 9Kα
2p,2q

¤ C}u}Y }b}Y . (2.82)
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Agora, verifiquemos que

}B1pu, bqptq}
L8pp0,8q; 9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8 q
¤ C}u}Y }b}Y (2.83)

Aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais e Proposições 2.9, 2.21,
2.11 (veja páginas 40, 52, 41), podemos estimar

}B1pu, bqptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤

» t

0
}Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub bqdτ



}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

ds

¤ C

» t

0
}Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇ � pub bqdτ



}

9BW 9K
2α,2α�n

p�β�1
p,q,8

ds

¤ C

» t

0
pt� sq

θ
β p�1�2α�n

p
�β�1q

�» s

0
rθ�1ps� τq}∇ � pub bq}

9BW 9K2α,�1
p,q,8



ds. (2.84)

Além disso, pelas Proposições 2.11, 2.8 e 1.47 (veja páginas 41, 40, 33), temos que

» t

0
pt� sq

θ
β p�1�2α�n

p
�β�1q

�» s

0
rθ�1ps� τq}∇ � pub bq}

9BW 9K2α,�1
p,q,8



ds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}

9BW 9K2α,0
p,q,8

dτ



ds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
rθ�1ps� τq}ub b}W 9K2α

p,q
dτ



ds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
rθ�1ps� τq}u}W 9Kα

2p,2q
}b}W 9Kα

2p,2q
dτ



ds

¤ C}u}Y }b}Y

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτ



ds. (2.85)

Agora, note que pelo fato de rθ�1ps� τq �
ps� τqθ�2

Γpθ � 1q e fazendo a mudança de
variáveis τ � zs e s � tw, obtemos
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» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτ



ds

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

�» s

0
ps� τqθ�2τ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτ



ds

� C

�» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βqsθ�1�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqds


�» 1

0
p1� zqθ�2z�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz



� Ct�

θ
β p2�2α�n

p
�βq�θ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq
�» 1

0
p1� zqθ�2z�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz



�

�» 1

0
p1� wq�

θ
β p2�2α�n

p
�βqwθ�1�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdw



� CB

�
�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� 1, θ � 1



�B

�
�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� θ,�2 θ

β

�
1� α �

n

2p
�

β

2



� 1



. (2.86)

Das estimativas (2.84), (2.85) e (2.86), segue a estimativa (2.83). Além disso,
de (2.82) e (2.83), obtemos que

}B1pu, bq}Y ¤ C}u}Y }b}Y , (2.87)

concluindo a demonstração da proposição.

2.4.3 Demonstração do Teorema 2.1

Depois de termos desenvolvido estimativas para termos das partes lineares
e não-lineares nas subseções 2.4.1 e 2.4.2, respectivamente, dedicaremos esta subseção
à demonstração do Teorema de existência e unicidade de solução para o problema (1),
Teorema 2.1.

Demonstração. Considere Ψ : Y � Y Ñ Y � Y definida por

Ψpu, bq � pMβ
θ ptqu0 � B1pu, uq � B2pb, bq, Mβ

θ ptqB0 � B2pu, bq � B2pb, uqq

Seja C a constante obtida nas Proposições 2.22 e 2.23 (veja página 54) e tome

0   ε   min
"

1,
1

24C

*
e 0   δ  

ε

C
. Considerando Dp0, 2εq a bola fechada de raio 2ε e

centro 0 em Y � Y, mostremos que Ψ : Dp0, 2εq Ñ Dp0, 2εq desde que

}u0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� }b0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ δ.
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Primeiramente, para pu, bq P Dp0, 2εq, aplicando as Proposições 2.22 e 2.23
(veja página 54), temos

}Ψpu, bq}Y�Y ¤ }Mβ
θ ptqu0}Y � }Mβ

θ ptqb0}Y � }B1pu, uq}Y � }B1pb, bq}Y

� }B2pu, bq}Y � }B2pb, uq}Y

¤ C}u0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� C}b0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� Cp}u}2
Y � }b}2

Y � 2}u}Y }b}Y q

¤ Cδ � Cp}u}Y � }b}Y q
2

¤ Cδ � C4ε2 ¤ ε� ε � 2ε,

(2.88)

o que implica que Ψ : Dp0, 2εq Ñ Dp0, 2εq.

Agora, provemos que Ψ é uma contração em Dp0, 2εq. Tomando pu1, b1q, pu2, b2q P

Dp0, 2εq, temos

}Ψpu1, b1q �Ψpu2, b2q}Y�Y

� }B1pu1, u1q � B1pb1, b1q � B1pu2, u2q � B1pb2, b2q}Y

� }B2pu1, b1q � B2pb1, u1q � B2pu2, b2q � B2pb2, u2q}Y

¤ }B1pu1, u1q � B1pu2, u2q}Y � }B1pb2, b2q � B1pb1, b1q}Y

� }B2pu1, b1q � B2pu2, b2q}Y � }B2pb2, u2q � B2pb1, u1q}Y . (2.89)

Agora, note que, pela Proposição 2.23 (veja página 54), temos

}B1pu1, u1q � B1pu2, u2q}Y � }B1pu1 � u2, u1q � B1pu2, u1 � u2q}Y

¤ C}u1 � u2}Y }u1}Y � C}u2}Y }u1 � u2}Y

¤ C}u1 � u2}Y p}u1}Y � }u2}Y q. (2.90)

De forma análoga ao que foi feito em (2.90), obtemos

}B1pb2, b2q � B1pb1, b1q}Y ¤ C}b1 � b2}Y p}b1}Y � }b2}Y q. (2.91)

Além disso, novamente pela Proposição 2.23 (veja página 54), temos

}B2pu1, b1q � B2pu2, b2q}Y

� }B2pu1 � u2, b1q � B2pu2, b1q � Bpu2, b2 � b1q � B2pu2, b1q}Y

¤ }B2pu1 � u2, b1q}Y � }B2pu2, b2 � b1q}Y

¤ C}u1 � u2}Y }b1}Y � C}u2}Y }b2 � b1}Y . (2.92)
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De forma análoga ao que foi feito em (2.92), obtemos a seguinte estimativa

}B2pb2, u2q � B2pb1, u1q}Y

� }B2pb2 � b1, u2q � B2pb1, u2q � B2pb1, u1 � u2q � B2pb1, u2q}Y

¤ }B2pb2 � b1, u2q}Y � }B2pb1, u1 � u2q}Y

¤ C}b2 � b1}Y }u2}Y � C}b1}Y }u1 � u2}Y (2.93)

Unindo as desigualdades (2.89), (2.90), (2.91), (2.92) e (2.93) segue que

}Ψpu1, b1q �Ψpu2, b2q}Y

¤ C}u1 � u2}Y p}u1}Y � }u2}Y q � C}b1 � b2}Y p}b1}Y � }b2}Y q � C}u1 � u2}Y }b1}Y

� C}u2}Y }b2 � b1}Y � C}b2 � b1}Y }u2}Y � C}b1}Y }u1 � u2}Y

¤ Cp}u1 � u2}Y � }b1 � b2}Y q12ε

� 12εC}pu1, b1q � pu2, b2q}Y ¤
1
2}pu1, b1q � pu2, b2q}Y ,

(2.94)
pois 12εC   1{2.

Da desigualdade (2.94) segue que Ψ é contração em Dp0, 2εq � Y , e portanto,
do Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que existe uma única pu, bq P Dp0, 2εq tal que
Ψpu, bq � pu, bq, a qual é a única solução branda para o problema (1), como desejado.

2.4.4 Demonstração do Teorema 2.2

Esta subseção é dedicada à demonstração do Teorema 2.2. Iniciamos com a pri-
meira afirmação que nos diz que a solução branda do problema (1) depende continuamente
do dado inicial.

Demonstração da parte (i)

Sejam pu0, b0q e pu1, b1q dados iniciais para o problema (1) satisfazendo

}u0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� }b0}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ δ,

e
}u1}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� }b1}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ δ,

onde δ é como no Teorema 2.1 (Teorema de Existência e Unicidade).

Pelo Teorema 2.1 (veja página 37), existem únicas pu, bq, pũ, b̃q P Dp0, 2εq � Y

soluções brandas para o problema (1) com dados iniciais pu0, b0q e pu1, b1q, respectivamente.

Note que, pela Proposição 2.22 (veja página 54) e procedendo de forma análoga
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ao que foi feito para se obter a estimativa (2.94) (veja página 60), temos

}pu, bq � pũ, b̃q}Y�Y

¤ }Mβ
θ ptqpu0 � u1q}Y � }Mβ

θ ptqpb0 � b1q}Y

� }B1pu, uq � B1pb, bq � B1pũ, ũq � B1pb̃, b̃q}Y

� }B2pu, bq � B2pb, uq � B2pũ, b̃q � B2pb̃, ũq}Y

¤ Cp}u0 � u1}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� }b0 � b1}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
1
2}pu, bq � pũ, b̃q}Y�Y q.

(2.95)

Agora estimativa (2.95) implica que

}pu, bq � pũ, b̃q}Y�Y ¤ 2C}pu0, b0q � pu1, b1q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

, (2.96)

o que nos leva à desejada continuidade.

Demonstração da parte (ii)

No intuito de provarmos a convergência da parte (ii) do Teorema 2.2, enunciamos
um lema que nos diz sobre o comportamento do símbolo Eθp�tθ|ξ|βq quando t Ñ 0�. A
demonstração do lema é uma simples adaptação da Proposição 3.2 da referência [2].

Lema 2.24. Seja ξ P Rn e 1 ¤ θ   β ¤ 2. Então

lim
tÑ0�

Eθp�tθ|ξ|βq � 1.

Agora, iniciemos a demonstração da convergência fraca-�. Primeiramente pro-
vemos que Mβ

θ ptqu0 á u0 na topologia fraca-� de 9B1�β
8,8pRnq quando t Ñ 0�.

Para tal é suficiente provar que para w no pré-dual de 9B1�β
8,8, ou seja w P 9Bβ�1

1,1 ,
tem-se

|xMβ
θ ptqu0 � u0, wy| Ñ 0 quando t Ñ 0�. (2.97)

Mas, note que para provar (2.97) basta provar que

|xMβ
θ ptqw � w, u0y| Ñ 0 quando t Ñ 0�. (2.98)

De fato, como Eθp�tθ|x� y|βq � Eθp�tθ|y � x|βq podemos concluir que

xMβ
θ ptqu0, wy � xMβ

θ ptqw, u0y, (2.99)

e com isso, temos

xMβ
θ ptqu0 � u0, wy � xMβ

θ ptqu0 � u0,
1
2w �

1
2wy

�
1
2xM

β
θ ptqu0 � u0, wy �

1
2xM

β
θ ptqu0 � u0, wy

�
1
2xM

β
θ ptqu0, wy �

1
2xu0, wy �

1
2xM

β
θ ptqu0, wy �

1
2xu0, wy

�
1
2xM

β
θ ptqw, u0y �

1
2xw, u0y �

1
2xM

β
θ ptqw, u0y �

1
2xw, u0y

� xMβ
θ ptqw � w, u0y. (2.100)
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Note que, pela Proposição 2.7 (veja página 40), podemos proceder como segue

|xMβ
θ ptqw � w, u0y| ¤ }Mβ

θ ptqw � w}
9Bβ�1

1,1
}u0} 9B1�β

8,8

¤ C}Mβ
θ ptqw � w}

9Bβ�1
1,1
}u0}

9BW 9K
α,α�n

p�1�β

p,8,8

¤ C

�
8̧

j��8

2jpβ�1q}F�1φjrEθp�tθ|ξ|βq � 1s pw}L1pRnq

�
(2.101)

Do Lema 2.24 (veja página 61) e Teorema da Convergência Dominada, temos
8̧

j��8

2jpβ�1q}F�1φjrEθp�tθ|ξ|βq � 1s pw}L1pRnq Ñ 0 quando t Ñ 0�. (2.102)

De (2.101) e (2.102) conclui-se a afirmação (2.97), e consequentemente

Mβ
θ ptqu0 á u0, quando t Ñ 0�, na topologia fraca-� de 9B1�β

8,8. Também, de forma análoga
prova-se que Mβ

θ ptqb0 á b0, quando t Ñ 0�, na topologia fraca-� de 9B1�β
8,8.

Para finalizar a demonstração nos resta verificar que B1pu, uqptq, B1pb, bqptq,

B2pu, bqptq, B2pb, uqptq á 0 na topologia fraca-� de 9B1�β
8,8pRnq, quando t Ñ 0�. Faremos a

demonstração do fato
B1pu, uqptq á 0 quando t Ñ 0�, (2.103)

na topologia fraca-� de 9B1�β
8,8, e os demais casos da convergência decorrem de forma análoga

a (2.103).

Seja w P 9Bβ�1
1,1 e ε ¡ 0. Como SpRnq é denso em 9Bβ�1

1,1 segue que existe
w̃ P SpRnq tal que

}w � w̃}
9Bβ�1

1,1
  ε. (2.104)

Note que, pelas Proposições 2.7, 2.23 (veja páginas 40 e 54) e (2.104), temos

|xB1pu, uqptq, w � w̃y| ¤ }B1pu, uqptq}
9B1�β
8,8

}w � w̃}
9Bβ�1

1,1

¤ C}B1pu, uqptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

}w � w̃}
9Bβ�1

1,1

¤ C}u}2
Y ε. (2.105)

Além disso, pelas Proposições 2.11 e 1.47 (veja páginas 41 e 33), podemos
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estimar

|xB1pu, uqptq, w̃y| ¤

» t

0

» s

0
rθ�1ps� τq|xMβ

θ pt� τqP∇ � pub uqpτq, w̃y|dτds

¤

» t

0

» s

0
rθ�1ps� τq|xP∇ � pub uqpτq, Mβ

θ pt� τqw̃y|dτds

¤

» t

0

» s

0
rθ�1ps� τq}P∇ � pub uq}

9B
�1�2α�n

p
8,8

}Mβ
θ pt� τqw̃}

9B
1�2α�n

p
1,1

dτds

¤ CCpw̃q

» t

0

» s

0
rθ�1ps� τq}ub u}

9B
�2α�n

p
8,8

dτds

¤ CCpw̃q

» t

0

» s

0
ps� τqθ�2}ub u}W 9K2α

p,q
dτds

¤ CCpw̃q

» t

0

» s

0
ps� τqθ�2}u}2

W 9Kα
2p,2q

¤ CCpw̃q

» t

0

» s

0
ps� τqθ�2τ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqτ 2 θ

β pβ�1�α� n
2pq}u}W 9Kα

2p,2q
dτds

¤ CCpw̃q}u}2
Y

» t

0

» s

0
ps� τqθ�2τ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds. (2.106)

Fazendo a mudança de variável τ � sz na última integral de (2.106), chegamos a» t

0

» s

0
ps� τqθ�2τ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdτds �

� Bpθ � 1,�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� 1q

» t

0
sθ�1�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqds

� CBpθ � 1,�2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



� 1qtθ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq. (2.107)

Em vista das estimativas (2.106) e (2.107) e do fato de

θ � 2 θ

β

�
β � 1� α �

n

2p



¡ 0, conclui-se que

|xB1pu, uqptq, w̃y| ¤ CCpw̃qtθ�2 θ
β pβ�1�α� n

2pq Ñ 0 quando t Ñ 0�. (2.108)

Agora, de (2.105) e (2.108), segue que

0 ¤ lim sup
tÑ0�

|xB1pu, uqptq, wy| ¤ lim sup
tÑ0�

xB1pu, uqptq, w � w̃y| � lim sup
tÑ0�

|xB1pu, uqptq, w̃y|

¤ Cε� 0.

(2.109)

Observando (2.109) e pelo fato de ε ¡ 0 ter sido tomado arbitrário no início da
demonstração, segue que

lim
tÑ0�

|xB1pu, uqptq, wy| � 0, @w P 9Bβ�1
1,1 . (2.110)
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Portanto, B1pu, uqptq á 0 quando t Ñ 0� na topologia fraca-� de 9B1�β
8,8,

concluindo o resultado do teorema.

Demonstração da parte (iii)

Nesta parte mostraremos que se os dados iniciais u0, b0 são homogêneos de grau
1� β então a solução pu, bq, obtida no Teorema 2.1, é autossimilar.

Primeiramente, note que a solução pu, bq do Teorema 2.1 foi obtida através
do Teorema do Ponto Fixo de Banach, e portanto podemos dizer que pu, bq é limite da
seguinte sequência de Picard

pu1, b1q � pMβ
θ ptqu0, Mβ

θ ptqb0q (2.111)

e

puk, bkq � pMβ
θ ptqu0, Mβ

θ ptqb0q

� pB1puk�1, uk�1q � B1pbk�1, bk�1q, B2puk�1, bk�1q � B2pbk�1, uk�1qq, @k ¥ 2.

(2.112)

Mostremos por indução que puk, bkq é homogêneo de grau 1 � β, @k ¥ 1. Para k � 1,
temos

u1pλx, λ
β
θ tq � Mβ

θ pλ
θ
β tqu0pλxq

�

»
Rn

�»
Rn

e2πipλx�yq�ξEθp�pλ
θ
β tqθ|ξ|βqdξ



u0pyqdy. (2.113)

Aplicando as mudanças de varáveis y � λz e η � λξ, na última integral de
(2.113), e também usando o fato de u0 ser homogêneo de grau 1� β, obtemos

u1pλx, λ
β
θ tq � λn

»
Rn

�»
Rn

e2πipx�zq�λξEθp�tθ|λξ|βqdξ



u0pλzqdz

� λ1�β

»
Rn

�»
Rn

e2πipx�zq�ηEθp�tθ|η|βqdη



u0pzqdz

� λ1�βMβ
θ ptqu0pxq � λ1�βu1px, tq. (2.114)

As relações (2.113) e (2.114) implicam que

u1pλx, λ
β
θ tq � λ1�βu1px, tq. (2.115)

De forma similiar ao que foi feito para u0, pode-se concluir que

b1pλx, λ
β
θ tq � λ1�βb1px, tq, (2.116)

e, consequentemente, de (2.115) e (2.116) segue que pu1, b1q é homogêneo de grau 1� β.
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Agora, suponhamos que puk�1, bk�1q é homogêneo de grau 1 � β e provemos
que a afirmação da homogeneidade também é verdade para puk, bkq.

Note que, pela própria definição de uk e por (2.115), temos

ukpλx, λ
β
θ tq � u1pλx, λ

β
θ tq � B1pu

k�1, uk�1qpλx, λ
β
θ tq � B1pb

k�1, bk�1qpλx, λ
β
θ tq

� λ1�βu1px, tq � B1pu
k�1, uk�1qpλx, λ

β
θ tq � B1pb

k�1, bk�1qpλx, λ
β
θ tq.

(2.117)

De forma análoga aos cálculos realizados em (2.114) e utilizando o fato de puk�1, bk�1q ser
homogêneo de grau 1� β, temos

B1pu
k�1, uk�1qpλx, λ

β
θ tq

�

» λ
β
θ t

0
Mβ

θ pλ
β
θ t� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇puk�1pλxq b uk�1pλxqqpτqdτ



� λ1�β

» t

0
Mβ

θ pt� sq

�» s

0
rθ�1ps� τqP∇puk�1pxq b uk�1pxqqpτqdτ



ds

� λ1�βB1pu
k�1, uk�1qpx, tq, (2.118)

e, similarmente ao que foi feito em (2.118), conclui-se que

B1pb
k�1, bk�1qpλx, λ

β
θ tq � λ1�βB1pb

k�1, bk�1qpx, tq. (2.119)

Das relações (2.117), (2.118) e (2.119), conclui-se que uk é homogêneo de grau 1 � β, e
de forma análoga ao que foi feito para uk, verifica-se que bk é homogêneo de grau 1� β,

concluindo a prova que puk, bkq é homogêneo de grau 1� β, @k ¥ 1.

Agora, note que

}pu, bq � puλ, bλq}Y�Y ¤ }pu, bq � puk, bkq � puk, bkq � puλ, bλq}Y�Y

¤ }pu, bq � puk, bkq}Y�Y � }puk, bkq � puλ, bλq}Y�Y (2.120)

Também, como puk, bkq são homogêneas de grau 1� β, segue que

ppukqλ, pbkqλq � puk, bkq, (2.121)

pois
pukqλpx, tq � λβ�1ukpλx, λ

β
θ tq � λβ�1λ1�βukpx, tq � ukpx, tq, (2.122)

e o mesmo vale para pbkqλ.

De (2.120), (2.121) e do fato da norma de Y � Y ser invariante pelo escalona-
mento dado em (2.22), temos

}pu, bq � puλ, bλq}Y�Y ¤ }pu, bq � puk, bkq}Y�Y � }rpuk, bkq � pu, bqsλ}Y�Y

¤ }pu, bq � puk, bkq}Y�Y � C}puk, bkq � pu, bq}Y�Y .

(2.123)
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Tomando o limite quando k Ñ 8 em (2.123) e utilizando o fato de puk, bkq Ñ pu, bq em
Y � Y , segue que pu, bq � puλ, bλq provando a autossimilaridade da solução.

2.4.5 Demonstração do Teorema 2.3

Esta subseção é dedicada à demonstração do Teorema 2.3. Iniciemos provando
que (2.7) implica (2.6).

Note que, como pu, bq e pũ, b̃q são soluções brandas do problema (1), então

uptq � ũptq � Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q � B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq (2.124)

e

bptq � b̃ptq � Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q � B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq. (2.125)

Das igualdades acima, concluímos que

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}up�, tq � ũp�, tq}W 9Kα
2p,2q

¤ t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}W 9Kα

2p,2q

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

, (2.126)

e

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}bp�, tq � b̃p�, tq}W 9Kα
2p,2q

¤ t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}W 9Kα

2p,2q

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}W 9Kα
2p,2q

. (2.127)

Por outro lado, de (2.75), (2.76), (2.77) e, de }pu, bq}Y�Y ¤ ε e }pũ, b̃q}Y�Y ¤ ε,
temos que

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pũ, ũq}W 9Kα
2p,2q

¤ t
θ
β pβ�1�α� n

2pq
�
}B1pu� ũ, uq}W 9Kα

2p,2q
� }B1pũ, u� ũq}W 9Kα

2p,2q

	
¤ t

θ
β pβ�1�α� n

2pqC

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q» s

0
rθ�1ps� τq}upτq � ũpτq}W 9Kα

2p,2q
p}upτq}W 9Kα

2p,2q
� }ũpτq}W 9Kα

2p,2q
qdτds

¤ t
θ
β pβ�1�α� n

2pq2εC

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q}upτq � ũpτq}W 9Kα

2p,2q» s

0
rθ�1ps� τqτ

θ
β pβ�1�α� n

2pqτ�2 θ
β pβ�1�α� n

2pqdτds. (2.128)
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Trabalhando de forma análoga ao que foi feito para obter-se (2.128), obtemos
que

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pb, bq � B1pb̃, b̃q}W 9Kα
2p,2q

¤ t
θ
β pβ�1�α� n

2pq2εC

» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q}bpτq � b̃pτq}W 9Kα

2p,2q» s

0
rθ�1ps� τqτ

θ
β pβ�1�α� n

2pqτ�2 θ
β pβ�1�α� n

2pqdτds. (2.129)

Também, das igualdades (2.124) e (2.125), segue que

}up�, tq � ũp�, tq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ }Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

, (2.130)

e

}bp�, tq � b̃p�, tq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ }Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� }B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

. (2.131)

Agora, de (2.84), (2.85) e }pu, bq}Y�Y ¤ ε e }pũ, b̃}Y�Y ¤ ε, podemos estimar

}B1pu, uq � B1pũ, ũq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ C

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq» s

0
rθ�1ps� τq}upτq � ũpτq}W 9Kα

2p,2q
p}upτq}W 9Kα

2p,2q
� }ũpτq}W 9Kα

2p,2q
qdτds

¤ C2ε

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

» s

0
rθ�1ps� τqτ�

θ
β pβ�1�α� n

2pq}upτq � ũpτq}W 9Kα
2p,2q

dτds.

(2.132)

Analogamente, temos que

}B1pb, bq � B1pb̃, b̃q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ 2εC

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq

» s

0
rθ�1ps� τqτ�

θ
β pβ�1�α� n

2pq}bpτq � b̃pτq}W 9Kα
2p,2q

dτds.

(2.133)

Unindo as desigualdades (2.128), (2.129), (2.132) e (2.133), chegamos a estima-
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tiva

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ 2εCt
θ
β pβ�1�α� n

2pq
» t

0
pt� sq�

θ
β pα�

n
2p
�1q» s

0
rθ�1ps� τqτ

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}upτq � ũpτq}W 9Kα
2p,2q

� }bpτq � b̃pτq}W 9Kα
2p,2q

qτ�2 θ
β pβ�1�α� n

2pqdτds� 2εC

» t

0
pt� sq�

θ
β p2�2α�n

p
�βq» s

0
rθ�1ps� τqτ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqτ

θ
β pβ�1�α� n

2pq

p}upτq � ũpτq}W 9Kα
2p,2q

� }bpτq � b̃pτq}W 9Kα
2p,2q

qdτds. (2.134)

Fazendo as mudanças de variáveis τ � sz e s � tσ nas integrais da estimativa
anterior, concluímos que

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

¤ 2εC

» 1

0
p1� σq�

θ
β pα�

n
2p
�1qσ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�θ�1

» 1

0
rθ�1p1� zqz�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq

ptσzq
θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptσzq � ũptσzq}W 9Kα
2p,2q

� }bptσzq � b̃ptσzq}W 9Kα
2p,2q

qdzdσ

� 2εC

» 1

0
p1� σq�

θ
β p2�2α�n

p
�βqσ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�1θ�1

» 1

0
rθ�1p1� zqz�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq

ptσzq
θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptσzq � ũptσzq}W 9Kα
2p,2q

� }bptσzq � b̃ptσzq}W 9Kα
2p,2q

qdzdσ. (2.135)

Tomando lim sup
tÑ8

na desigualdade anterior (2.135), obtemos que

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
¤ 2εC

» 1

0
p1� σq�

θ
β pα�

n
2p
�1qσ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�θ�1dσ

» 1

0
rθ�1p1� zqz�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q
�

� 2εC

» 1

0
p1� σq�

θ
β p2�2α�n

p
�βqσ�2 θ

β pβ�1�α� n
2pq�θ�1dσ

» 1

0
rθ�1p1� zqz�2 θ

β pβ�1�α� n
2pqdz

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q
�

2εCpC1 � C2qlim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q
�

. (2.136)
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Agora, procedendo com (2.127) e (2.131) de forma análoga às estimativas que
foram feitas para (2.126) e (2.130), concluímos também que

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũq}W 9Kα
2p,2q

� }B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
¤ 2εCpC1 � C2qlim sup

tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q
�

.

(2.137)

De (2.126), (2.127), (2.136) e (2.137), temos que

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }uptq � ũptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
¤ lim sup

tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}W 9Kα

2p,2q
� }Mβ

θ ptqpb0 � b̃0q}W 9Kα
2p,2q

q

}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� }Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

�
� lim sup

tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}W 9Kα
2p,2q

�}B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
¤ 0� 4εCpC1 � C2qlim sup

tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q
�

¤ 4εCpC1 � C2qlim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }uptq � ũptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
. (2.138)

Da desigualdade anterior (2.138), segue que

lim sup
tÑ8

�
t

θ
β pβ�1�α� n

2pq}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }uptq � ũptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

�
� 0, (2.139)

desde que 4εCpC1 � C2q   1, e de (2.139), obtemos a primeira implicação.

Para provar que (2.6) implica (2.7), ou seja, a recíproca do que foi provado
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anteriormente, das igualdades (2.124) e (2.125), obtemos

}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}W 9Kα

2p,2q

� }Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}

9BW 9K
α,1�β�n

p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}W 9Kα

2p,2q

¤ }uptq � ũptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� }bptq � b̃ptq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pqp}uptq � ũptq}W 9Kα
2p,2q

� }bptq � b̃ptq}W 9Kα
2p,2q

q

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}W 9Kα
2p,2q

� }B1pu, uq � B1pb, bq � pB1pũ, ũq � B1pb̃, b̃qq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}W 9Kα
2p,2q

� }B2pu, bq � B2pb, uq � pB2pũ, b̃q � B2pb̃, ũqq}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

. (2.140)

Tomando lim sup
tÑ8

na desigualdade anterior e, em vista de (2.136) e (2.137),
concluímos que

lim
tÑ8

�
}Mβ

θ ptqpu0 � ũ0q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpu0 � ũ0q}W 9Kα

2p,2q



� lim

tÑ8

�
}Mβ

θ ptqpb0 � b̃0q}
9BW 9K

α,1�β�n
p�α

p,q,8

� t
θ
β pβ�1�α� n

2pq}Mβ
θ ptqpb0 � b̃0q}W 9Kα

2p,2q



� 0,

(2.141)

provando (2.7).
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3 As equações MHD invíscidas

Neste capítulo tratamos dos resultados para as equações MHD invíscidas,
problema (7). Apresentaremos resultados de existência e unicidade de solução para o
problema (7), bem como dependência contínua em relação ao dado inicial e critério de
blow-up.. Iniciemos recordando as equações que definem o problema,$''''&''''%

Btu� pu �∇qu� pb �∇qb�∇P � 0, em Rn � p0, T q,

Btb� pu �∇qb� pb �∇qu � 0, em Rn � p0, T q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0, T q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn,

(3.1)

onde upx, tq � pu1px, tq, . . . , unpx, tq é o campo velocidade do fluído,

bpx, tq = pb1px, tq, . . . , bnpx, tqq é o campo magnético, e P px, tq denota a pressão. Além
disso, u0pxq, b0pxq são os dados iniciais satisfazendo a condição de compatibilidade ∇ �u0 �

∇ � b0 � 0.

Iniciamos enunciando o principal resultado deste capítulo, o Teorema de Exis-
tência e Unicidade de solução para o problema (7) em espaços de Besov-Lorentz-Herz.
Conjuntamente apresentamos a propriedade de dependência contínua em um sentido
apropriado. Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Sejam 1 ¤ p   8, 1 ¤ d, r, q ¤ 8, com a condição d � 1 se p � 1.

Considere também s ¥
n

p
� 1 e 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



, com a condição α � 0 se p � 1.

Assuma adicionalmente que r � 1 se s �
n

p
� 1.

(i) Existência e unicidade: Se u0, b0 P BKα,s
p,d,q,rpRnq com ∇�u0 � ∇�b0 � 0,

então existe T ¡ 0 de modo que o problema (7) admite uma única solução pu, bq P

pL8p0, T ; BKα,s
p,d,q,rqXCpr0, T s; BKα,s�1

p,d,q,rqq�pL
8p0, T ; BKα,s

p,d,q,rqXCpr0, T s; BKα,s�1
p,d,q,rqq. Além

disso, se r   8 então pu, bq P Cpr0, T s; BKα,s
p,d,q,rq � Cpr0, T s; BKα,s

p,d,q,rq.

(ii) Dependência contínua do dado inicial: Considere ppu0qm, pb0qmq

sequência de dados iniciais para o problema (7), de modo que ppu0qm, pb0qmq é limi-
tada em BKα,s

p,d,q,r �BKα,s
p,d,q,r e ppu0qm, pb0qmq Ñ pu0, b0q em BKα,s�1

p,d,q,r �BKα,s�1
p,d,q,r, quando

m Ñ 8. Além disso, considere pum, bmq e pu, bq soluções para o problema (7), obtidas no
item (i), para dados iniciais ppu0qm, pb0qmq e pu0, b0q, respectivamente. Nessas condições
pum, bmq é limitada em L8p0, T ; BKs

p,d,q,rq � L8p0, T ; BKs
p,d,q,rq e pum, bmq Ñ pu, bq em

Cpr0, T s; BKα,s�1
p,d,q,rq � Cpr0, T s; BKα,s�1

p,d,q,rq para algum T ¡ 0.

A demonstração da parte (i) do Teorema 3.1 consiste em um argumento
padrão de construção de uma sequência através de um método iterativo. Inicialmente,
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constrói-se a sequência verificando que esta por sua vez é uma sequência de Cauchy
em determinado espaço. Uma vez observado que a sequência é de Cauchy, segue que a
sequência converge para algum elemento do espaço em questão. Por fim, prova-se que
o limite dessa sequência é a solução procurada para o problema (7). A unicidade da
solução e dependência contínua do dado inicial seguem posteriormente utilizando algumas
estimativas provadas na demonstração da existência da solução.

O segundo resultado deste capítulo consiste em um critério de blow-up para o
problema (7). Critérios de blow-up nos dão condições para investigar se uma solução local
pu, bq pode ou não ser solução global no tempo t. A seguir enunciamos nosso critério de
blow-up.

Teorema 3.2. Sejam 1   p   8, 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



, 1 ¤ d, q, r ¤ 8 e 0   T �   8.

(i) Seja s ¡
n

p
�1, 1 ¤ r ¤ 8 e pu, bq P pCpr0, T �q; BKα,s

p,d,q,rqXL1pp0, T �q; L8qq�

pCpr0, T �q; BKα,s
p,d,q,rq XL1pp0, T �q; L8qq tal que pu, bq é uma solução local no tempo para o

problema (7). Então

lim sup
tÑT�

p}uptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bptq}BKα,s
p,d,q,r

q � 8 (3.2)

se, e somente se, » T�

0
}p∇� u, ∇� bqptq}

9B0
8,8

dt � 8. (3.3)

(ii) Seja s �
n

p
� 1, r � 1 e pu, bq P pCpr0, T �q; BK

α, n
p
�1

p,d,q,1 q XL1pp0, T �q; L8qq �

pCpr0, T �q; BK
α, n

p
�1

p,d,q,1 q X L1pp0, T �q; L8qq tal que pu, bq é uma solução local no tempo para
o problema (7). Então

lim sup
tÑT�

p}uptq}
BK

α, n
p�1

p,d,q,1
� }bptq}

BK
α, n

p�1
p,d,q,1

q � 8 (3.4)

se, e somente se, » T�

0
}p∇� u, ∇� bqptq}

9B0
8,1

dt � 8. (3.5)

Finalizamos esta introdução de capítulo discorrendo sobre a organização do
mesmo. Na Seção 3.1 tratamos dos espaços de Besov-Lorentz-Herz não-homogêneos, que
são o ambiente em que provaremos os resultados de existência e unicidade de solução para
o problema (7). As Seções 3.2 e 3.3 são dedicadas às demonstrações dos Teoremas 3.1 e
3.2, respectivamente.

3.1 Espaços de Besov-Lorentz-Herz
Nesta seção trataremos dos espaços de Besov-Lorentz-Herz no caso não homo-

gêneo, o qual será o espaço em que provaremos o resultado de existência e unicidade para o
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problema (7). No decorrer desta seção, relembramos as definições e algumas propriedades
destes espaços, onde referimos o leitor a [21] e [51], Seção 2 e Capítulo 2, respectivamente,
para mais detalhes.

Iniciemos com a definição dos espaços, e para tal considere φ, φj e ∆j como
definidos no início da Seção 2.1 (veja página 39) e além disso, defina

Ψpξq �

$&%
¸

j¤�1
φjpξq, se ξ � 0,

1, se ξ � 0,
(3.6)

e para todo j P Z defina
Sjf � ΨjpDqf � pF�1Ψjq � f, (3.7)

onde Ψjpξq � Ψpξ{2jq.

Agora, para definirmos os espaços de Besov-Lorentz-Herz, considere as quanti-
dades

}f}BKα,s
p,d,q,r

�

$'''&'''%
}S0f}

r
Kα

p,d,q
�

�¸
j¥0

2jsr}∆jf}
r
Kα

p,d,q

� 1
r

, se r   8,

max
"
}S0f}Kα

p,d,q
, sup

j¥0
2js}∆jf}Kα

p,d,q

*
, se r � 8.

(3.8)

De posse das notações acima, podemos definir os espaços de Besov-Lorentz-Herz
como segue:

Definição 3.3. Sejam 0   p, d, q ¤ 8, α, s P R e 1 ¤ r ¤ 8. O espaço de Besov-Lorentz-
Herz em Rn, denotado por BKα,s

p,d,q,rpRnq, é definido como

BKα,s
p,d,q,rpRnq � tf P S 1pRnq; }f}BKα,s

p,d,q,r
  8u. (3.9)

Ao definirmos espaços é natural que se investigue relações de inclusões entre
os mesmos. A seguir, enunciamos dois resultados de inclusão para os espaços de Besov-
Lorentz-Herz, os quais serão úteis para nossos propósitos. O primeiro deles nos dá inclusões
entre os próprios espaços de Besov-Lorentz-Herz e o segundo resultado nos fornece relações
de inclusões entre os espaços de Besov-Lorentz-Herz e os espaços de Lorentz-Herz.

Proposição 3.4. Sejam 0   p, d, q ¤ 8, α P R, s1 ¡ s2 e 1 ¤ r1, r2 ¤ 8. Então, temos a
seguinte inclusão contínua

BKα,s1
p,d,q,r1 � BKα,s2

p,d,q,r2 . (3.10)

Proposição 3.5. Sejam 1 ¤ p, d, q ¤ 8, com d � 1 se p � 1 e α, s P R. Então, temos as
seguintes inclusões contínuas

BKα,0
p,d,q,1 � Kα

p,d,q � BKα,0
p,d,q,8. (3.11)
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Na sequência trataremos de alguns resultados que são de extrema importância
para a demonstração do Teorema 3.1. Em grande parte dos problemas de equações
diferenciais precisamos tratar de não-linearidades do tipo produto, e inspirados por isso
enunciamos a próxima proposição que nos fornece estimativas para o produto no espaços
de Besov-Lorentz-Herz.

Proposição 3.6. (1) Sejam 1 ¤ p, d, q, r ¤ 8, com a condição d � 1 se p � 1,s ¡ 0 e α P

R. Então

}fg}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}f}L8}g}BKα,s
p,d,q,r

� }f}BKα,s
p,d,q,r

}g}L8q, @f, g P BKα,s
p,d,q,r X L8. (3.12)

(2) Sejam α ¥ 0, 1 ¤ p   8, s ¥
n

p
� 1, 1 ¤ d, q, r ¤ 8, com d � 1 se p �

1 e r � 1 se s �
n

p
� 1. Então, temos que

}f �∇g}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ C}f}BKα,s�1
p,d,q,r

}g}BKα,s
p,d,q,r

, @f P BKα,s�1
p,d,q,r e g P BKα,s

p,d,q,r. (3.13)

O próximo resultado nos fornece uma estimativa para o comutador. No entanto,
antes de enunciarmos tais resultados fixemos algumas notações. Inicialmente, defina

∆jf �

$'&'%
∆jf, se j ¥ 0,

F�1pΨ pfq, se j � �1,

0, se j ¤ �2,

(3.14)

onde ∆j é como definido no início da seção 2.1 (veja página 39).

Também, para f, g campos vetoriais em Rn com divergente nulo, defina

Rjpf, gq � ∆jpf �∇gq � Sj�2f �∇∆jg, @j ¥ �1. (3.15)

De posse das definições anteriores podemos enunciar a proposição das estimati-
vas do comutador, cuja demonstração pode ser encontrada em [51], página 97.

Proposição 3.7. Sejam 1 ¤ p   8, 1 ¤ d, q, r ¤ 8, com a condição de d � 1 se p � 1.

Além disso, considere α ¥ 0 e f, g dois campos vetoriais em Rn com divergente nulo.
Nessas condições, temos

(1) Para s ¡ 0, existe C ¡ 0 tal que� ¸
j¥�1

2jsr}Rjpf, gq}r
Kr

p,d,q

� 1
r

¤ Cp}∇f}L8}g}BKα,s
p,d,q,r

� }∇g}L8}f}BKα,s
p,d,q,r

q, (3.16)

@f, g P BKα,s
p,d,q,r satisfazendo ∇f, ∇g P L8.

(2) Para s ¥
n

p
� 1 com a condição r � 1 se s �

n

p
� 1, existe C ¡ 0 tal que

� ¸
j¥�1

2jsr}Rjpf, gq}r
Kα

p,d,q

� 1
r

¤ C}f}BKα,s
p,d,q,r

}g}BKα,s
p,d,q,r

, (3.17)
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� ¸
j¥�1

2jps�1qr}Rjpf, gq}r
Kα

p,d,q

� 1
r

¤ C}f}BKα,s�1
p,d,q,r

}g}BKα,s
p,d,q,r

, (3.18)

� ¸
j¥�1

2jps�1qr}Rjpf, gq}Kr
p,d,q

� 1
r

¤ C}f}BKα,s
p,d,q,r

}g}BKα,s�1
p,d,q,r

. (3.19)

Note que para o problema viscoso (1), ao fazermos a formulação branda,
eliminamos o termo da pressão ao aplicar o projetor de Leray P. O mesmo não ocorre com
o problema invíscido (7), e por essa razão se faz necessário estimativas para trabalhar com
o termo da pressão ∇P. O próximo resultado nos fornece estimativas para o termo da
pressão, e a demonstração de tal resultado pode ser encontrada em [21] e [51], Seção 2 e
Capítulo 2, respectivamente.

Proposição 3.8. Sejam 1 ¤ p   8, 1 ¤ d, q, r ¤ 8 com a condição de d � 1 se p � 1.

Além disso, 0 ¤ α   n

�
1� 1

p



com a condição de α � 0 quando p � 1.

(1) Assumindo que 1   p   8 e s ¡ 1, então para f, g campos vetoriais com
divergente nulo, existe C ¡ 0, independente de f, g, tal que

}∇∆�1divpf �∇gq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}∇f}L8}g}BKα,s
p,d,q,r

� }∇g}L8}f}BKα,s
p,d,q,r

q, (3.20)

@f, g P BKα,s
p,d,q,r satisfazendo ∇f, ∇g P L8.

(2) Para s ¥
n

p
� 1 com a condição de r � 1 se s �

n

p
� 1, existe C ¡ 0 de

modo que se f, g são campos vetoriais com divergente nulo, então vale

}∇∆�1divpf �∇gq}BKα,s
p,d,q,r

¤ C}f}BKα,s
p,d,q,r

}g}BKα,s
p,d,q,r

, (3.21)

}∇∆�1divpf �∇gq}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ C}f}BK‘α,s�1
p,d,q,r

}g}BKα,s
p,d,q,r

, (3.22)

}∇∆�1divpf �∇gq}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ C}f}BKα,s
p,d,q,r

}g}BKα,s�1
p,d,q,r

. (3.23)

No que segue, enunciamos um resultado de estimativa para difeomorfismos
que preservam volume, o qual será importante para explorar os efeitos da estrutura de
transporte contida no problema (7), no desenvolvimento das estimativas. A demonstração
de tal resultado pode ser encontrada em [21] e [51], Seção 2 e Capítulo 2, respectivamente.

Proposição 3.9. Considere α ¥ 0, 1 ¤ p   8, 1 ¤ d, q ¤ 8 com a condição de d �

1 se p � 1. Além disso, considere Z difeomorfismo em Rn que preserva volume, satizfazendo

|Z�pxq � x| ¤ K, @x P Rn, (3.24)

onde K é uma constante positiva e, Z� e Z� denotam o difeomorfismo Z e o inverso de
Z, respectivamente. Nessas condições, existe C ¡ 0 tal que

C�1}f}Kα
p,d,q

¤ }f � Z}Kα
p,d,q

¤ C}f}Kα
p,d,q

, @f P Kα
p,d,q. (3.25)

Em outras palavras, as normas de f e f � Z são equivalentes em Kα
p,d,q.
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Para finalizar esta seção, dedicada aos espaços de Besov-Lorentz-Herz, definimos
os espaços de Sobolev-Lorentz-Herz não-homogêneos para posteriormente enunciarmos um
resultado de interpolação para os espaços de Besov-Lorentz-Herz.

Para α, s P R e 1 ¤ p, d ¤ 8, definamos a seguinte quantidade

}f}Kα,s
p,d,q

� }Jsf}Kα
p,d,q

, (3.26)

onde Jsf é definido via transformada de Fourier por

FpJsfq � p1� |ξ|
s
2 q pf. (3.27)

De posse da definição anterior, podemos definir os espaços de Sobolev-Lorentz-
Herz não-homogêneos.

Definição 3.10. Para s, α P R e 1 ¤ p, d, q ¤ 8, definimos o espaço de Sobolev-Lorentz-
Herz não-homogêneo, denotado por Kα,s

p,d,qpRnq, por

Kα,s
p,d,qpRnq � tf P S 1pRnq; }f}Kα,s

p,d,q
  8u.

De posse da definição anterior, finalizamos esta seção relembrando um resultado
de interpolação, o qual será útil na prova do Teorema 3.1. Tal resultado nos diz que os
espaços de Besov-Lorentz-Herz podem ser obtidos via interpolação de espaços de Sobolev-
Lorentz-Herz.

Proposição 3.11. Sejam 1 ¤ p, d, q, r ¤ 8, com a condição d � 1 se p � 1. Além disso,
considere θ P p0, 1q e α, s0, s1, s P R de modo que s0 � s1 e s � θs1 � p1� θqs0. Então,

pKα,s0
p,d,q, Kα,s1

p,d,qqθ,r � BKα,s
p,d,q,r.

Da Proposição anterior, podemos concluir que BKα,s
p,d,q,r é um espaço dual, isto

é, o espaço BKα,s
p,d,q,r admite um pré-dual.

3.2 Demonstração do Teorema 3.1
Nesta seção trataremos das demonstrações dos itens (i) e (ii) do Teorema 3.1

(veja página 71). Dividiremos as demonstrações em duas subseções. Na subseção 3.2.1
faremos a demonstração do item (i), o qual contempla o resultado de existência e unicidade
de solução para o problema (7). Na subseção 3.2.2 faremos a demonstração do item (ii), o
qual contempla o resultado de dependência contínua do dado inicial.
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3.2.1 Demonstração da parte (i): Existência e Unicidade

Para provar o resultado de existência e unicidade vamos usar um método
iterativo. Para tal, considere pum, bmq solução do problema$''''''&''''''%

B

Bt
um � pum�1 �∇qum � pbm�1 �∇qbm � Φpum�1, bm�1q � 0,

B

Bt
bm � pum�1 �∇qbm � pbm�1 �∇qum � 0,

∇ � um � ∇ � bm � 0,

umpx, 0q � Smu0pxq, bmpx, 0q � Smb0pxq, @m � 1, 2, . . .

(3.28)

e escolhemos u0px, tq � b0px, tq � 0, onde (3.28) é considerado em Rn � p0, T q com
T P p0,8s sendo o tempo de existência. Note que faz sentido tomar pum, bmq como solução
do problema (3.28), pois este, por sua vez, é um problema linear com dado inicial suave.

Primeiramente, iremos provar a limitação da sequência pum, bmq em um espaço
específico, como é enunciado no próximo lema.

Lema 3.12. Sejam p, d, q, r, α, s como no Teorema 3.1. Se pum, bmq é solução do problema
(3.28), então existe uma constante K ¡ 0 e T2 ¡ 0 tal que

}um}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q ¤ K, @m ¥ 1. (3.29)

Demonstração. Aplicando ∆j no sistema (3.28), e aplicando as propriedades desse operador,
obtemos o seguinte sistema$'''&'''%

B

Bt
∆ju

m �∆jpu
m�1 �∇qum �∆jpb

m�1 �∇qbm �∆jΦpum�1, bm�1q � 0,

B

Bt
∆jb

m �∆jpu
m�1 �∇qbm �∆jpb

m�1 �∇qum � 0,

∆j∇ � um � ∆j∇ � bm � 0,

(3.30)

Agora, somando e subtraindo pSj�2u
m�1 � ∇q∆ju

m � pSj�2b
m�1 � ∇q∆ju

m e
pSj�2u

m�1 � ∇q∆jb
m � pSj�2b

m�1 � ∇q∆jb
m na primeira e segunda equação de (3.30),

respectivamente, temos

B

Bt
∆ju

m � pSj�2u
m�1 �∇q∆ju

m � pSj�2b
m�1 �∇q∆ju

m �

pSj�2u
m�1 �∇q∆ju

m �∆jpu
m�1 �∇qum �∆jpb

m�1 �∇qbm � pSj�2b
m�1 �∇q∆ju

m

�∆jΦpum�1, bm�1q (3.31)

e
B

Bt
∆jb

m � pSj�2u
m�1 �∇q∆jb

m � pSj�2b
m�1 �∇q∆jb

m �

pSj�2u
m�1 �∇q∆jb

m �∆jpu
m�1 �∇qbm � pSj�2b

m�1 �∇q∆jb
m �∆jpb

m�1 �∇qum. (3.32)
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Considere o fluxo Xm
j pβ, tq associado a equação diferencial ordinária$&%

B

Bt
Xm

j pβ, tq � Sj�2pu
m � bmqpXm

j pβ, tq, tq,

Xm
j pβ, 0q � β, para m � 1, 2, . . .

(3.33)

Somando as equações (3.31) e (3.32), e observando as propriedades de Xm
j pβ, tq,

chegamos a equação

d

dt
∆jpu

m � bmqpXm�1
j pβ, tq, tq �

ppSj�2u
m�1 �∇q∆ju

m �∆jpu
m�1 �∇qumq � ppSj�2u

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpu

m�1 �∇qbmq

� ppSj�2b
m�1 �∇q∆jb

m �∆jpb
m�1 �∇qbmq � ppSj�2b

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpb

m�1 �∇qumq

�∆jΦpum�1, bm�1qpXm�1
j pβ, tq, tq. (3.34)

Resolvendo a equação (3.34), obtemos

∆jpu
m � bmqpXm

j pβ, tq, tq � ∆jpu
m � bmqpβ, 0q

�

» t

0
ppSj�2u

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpu

m�1 �∇qumqpXm
j pβ, τq, τqdτ

�

» t

0
ppSj�2u

m�1 �∇q∆jb
m �∆jpu

m�1 �∇qbmqpXm
j pβ, τq, τqdτ

�

» t

0
ppSj�2b

m�1 �∇q∆jb
m �∆jpb

m�1 �∇qumqpXm
j pβ, τq, τqdτ

�

» t

0
ppSj�2b

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpb

m�1 �∇qumqpXm
j pβ, τq, τqdτ

�

» t

0
∆jΦpum�1, bm�1qpXm

j pβ, τq, τqdτ.

(3.35)

Para a sequência das estimativas, vamos assumir que existe γ1 ¡ 0 tal que

}pXm
j q

�1p�, tq � Id}L8 ¤ γ1, @j ¥ �1, m ¥ 1, t P r0, T s, (3.36)

para algum T ¡ 0.

Aplicando duas vezes a Proposição 3.9 (veja página 75) em (3.35), obtemos as



Capítulo 3. As equações MHD invíscidas 79

estimativas

}∆jpu
m � bmqptq}Kα

p,d,q
¤ C}∆jpu

m � bmqpXm�1
j p�, tq, tq}Kα

p,d,q

¤ C

�
}∆jpu

m � bmqp0q}Kα
p,d,q

�

» t

0
}pSj�2u

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpu

m�1 �∇qum}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2u

m�1 �∇q∆jb
m �∆jpu

m�1 �∇qbm}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2b

m�1 �∇q∆jb
m �∆jpb

m�1 �∇qbm}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2b

m�1 �∇q∆ju
m �∆jpb

m�1 �∇qum}Kα
p,d,q

dτ �

» t

0
}∆jΦpum�1, bm�1q}Kα

p,d,q
dτ

�
¤ C

�
}∆jpu

m � bmqp0q}Kα
p,d,q

�

» t

0
} �Rjpu

m�1, umq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
} �Rjpu

m�1, bmq}Kα
p,d,q

dτ �

» t

0
} �Rjpb

m�1, bmq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
} �Rjpb

m�1, umq}Kα
p,d,q

dτ �

» t

0
}πpum�1, um�1q � πpbm�1, bm�1q}Kα

p,d,q
dτ

�
. (3.37)

Tomando a norma de BKα,s
p,d,q,r na desigualdade (3.37) e, aplicando as Proposi-

ções 3.7 e 3.8 (veja páginas 74 e 75), segue que

}pum � bmqptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ C}u0 � b0}BKα,s
p,d,q,r

� C

» t

0
}um�1pτq}BKα,s

p,d,q,r
}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}um�1pτq}BKα,s

p,d,q,r
}bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}bm�1pτq}BKα,s

p,d,q,r
}bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}bm�1pτq}BKα,s

p,d,q,r
}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
p}um�1pτq}2

BKα,s
p,d,q,r

� }bm�1pτq}2
BKα,s

p,d,q,r
dτ. (3.38)
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Da desigualdade anterior (3.38), concluímos que

}umptq � bmptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� C}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

» t

0
}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

» t

0
}bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C}bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

» t

0
}bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C}bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

» t

0
}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� CT p}um�1}2
L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm�1}2

L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� Cp}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

» t

0
p}um}BKα,s

p,d,q,r
� }bm}BKα,s

p,d,q,r
qdτ

� CT p}um�1}2
L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm�1}2

L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq. (3.39)

Agora, considere o fluxo Y m
j pβ, tq associado à equação diferencial ordinária$&%

B

Bt
Y m

j pβ, tq � pSj�2pu
m � bmqqpY m

j pβ, tq, tq,

Y m
j pβ, 0q � β, para m � 1, 2, . . .

(3.40)

Trabalhando com o fluxo Y m
j pβ, tq de forma análoga ao que foi feito em

(3.34),(3.35),(3.36),(3.37) e (3.38) para se obter (3.39), podemos concluir a seguinte esti-
mativa

}umptq � bmptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� Cp}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

» t

0
p}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
� }bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
qdτ

� CT p}um�1}2
L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm�1}2

L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq,

(3.41)
desde que exista γ2 ¡ 0 tal que

}pY m
j q�1p�, tq � Id}L8 ¤ γ2, @j ¥ �1, m ¥ 1 e t P r0, T s, (3.42)

para algum T ¡ 0.
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Agora, combinando as estimativas (3.39) e (3.41), segue que

}umptq}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bmptq}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

¤ }umptq � bmptq}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }umptq � bmptq}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� Cp}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

» t

0
p}umpτq}BKα,s

p,d,q,r
� }bmpτq}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� CT p}um�1}2
L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm�1}2

L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq. (3.43)

Agora, aplicando uma desigualdade do tipo Gronwall na desigualdade anterior
(3.43), obtemos

}um}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

� CT p}um�1}2
L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm�1}2

L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qq

exppCT p}um�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm�1}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

qqq. (3.44)

Note que, para obtermos a desigualdade (3.44), admitimos inicialmente que
as desigualdades dos fluxos (3.36) e (3.42) são verdadeiras. Verifiquemos então que as
desigualdades dos fluxos são verdadeiras e automaticamente vamos construindo a limitação
da sequência pum, bmq.

Note que

Xm
j pβ, tq � β �

» t

0
pSj�2pu

m � bmqqpXm
j pβ, τq, τqdτ (3.45)

e
pXm

j q
�1pβ, tq � β �

» t

0
pSj�2pu

m � bmqqpXm
j ppX

m
j q

�1pβ, tq, τq, τqdτ. (3.46)

Consequentemente, de (3.45) e (3.46), deduzimos que

}pXm
j q

�p�, tq � Id}L8 ¤

» t

0
}Sj�2pu

m � bmq}L8dτ

¤ C

» t

0
}um � bm}BKα,s

p,d,q,r
dτ

¤ C1T }u
m � bm}L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q

¤ C1T p}u
m}L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm}L8p0,T ;BKα,s

p,d,q,r
q.

(3.47)

De forma análoga, verifica-se que

}pY m
j q�p�, tq � Id}L8 ¤ C1T p}u

m}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T ;BKα,s
p,d,q,r

q. (3.48)
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Além disso, note que existe C2 ¡ 0 tal que

}u1ptq}BKα,s
p,d,q,r

� }b1ptq}BKα,s
p,d,q,r

� }S1u0}BKα,s
p,d,q,r

� }S1b0}BKα,s
p,d,q,r

¤ C2p}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q. (3.49)

Agora, tomemos K ¡ 0, T2 ¡ 0 e γ1, γ2 ¡ 0 tais que

C2p}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q ¤
K

2 , C2T2K ¤ mintγ1, γ2u, (3.50)

e �
K

2 � CK2T2



exppCKT2q ¤ K. (3.51)

Tomando T � T2 em (3.36) e (3.42), mostremos por meio de um argumento de
indução, o fato que

}um}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q ¤ K, @m ¥ 1. (3.52)

Para m � 1 note que (3.49) implica (3.52). Agora, suponha que a desigualdade
(3.52) é válida para pum, bmq e provemos a desigualdade para pum�1, bm�1q.

Das desigualdades (3.47) e (3.48) e usando a hipótese de indução, segue que

}pXm
j q

�p�, tq � Id}L8 ¤ C2T2p}u
m}L8p0,T2;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm}L8p0,T2;BKα,s

p,d,q,r
q

¤ C2T2K ¤ γ1 (3.53)

e também
}pY m

j q�p�, tq � Id}L8 ¤ γ2, (3.54)

para todo j ¥ �1 e t P r0, T2s.

Como (3.53) e (3.54) são válidas, então também é válida a desigualdade (3.44),
e, consequentemente, de (3.44) e da hipótese de indução, temos que

}um�1ptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bm�1ptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

� T p}um}2
L8p0,T2;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm}2

L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

qq

exppCT2p}u
m}L8p0,T2;BKα,s

p,d,q,r
q � }bm}L8p0,T2;BKα,s

p,d,q,r
qq

¤ pCp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q � CT2K
2q exppCT2Kq

¤

�
K

2 � CT2K
2



exppCT2Kq ¤ K.

(3.55)

Portanto,

}um}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T2;BKα,s
p,d,q,r

q ¤ K, @m ¥ 1, (3.56)

o que verifica a limitação da sequência pum, bmq no espaço

L8p0, T2; BKα,s
p,d,q,rq � L8p0, T2; BKα,s

p,d,q,rq.
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Depois de termos provado a limitação da sequência pum, bmq em espaços como
no Lema 3.12, no próximo lema iremos demonstrar que pum, bmq é sequência de Cauchy
em espaços adequados.

Lema 3.13. Sejam p, d, q, r, α, s como no Teorema 3.1 e u0, b0 P BKα,s
p,d,q,r. Se pum, bmq

é a solução do problema aproximado (3.28), então existe T3 P p0, T2s tal que pum, bmq é
sequência de Cauchy no espaço L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq.

Demonstração. Considere os seguintes sistemas$''''''&''''''%

B

Bt
um�1 � pum �∇qum�1 � pbm �∇qbm�1 � Φpum, bmq � 0,

B

Bt
bm�1 � pum �∇qbm�1 � pbm �∇qum�1 � 0,

∇ � um�1 � ∇ � bm�1 � 0,

um�1px, 0q � Sm�1u0pxq, bm�1px, 0q � Sm�1b0pxq.

(3.57)

e $''''''&''''''%

B

Bt
um � pum�1 �∇qum � pbm�1 �∇qbm � Φpum�1, bm�1q � 0,

B

Bt
bm � pum�1 �∇qbm � pbm�1 �∇qum � 0,

∇ � um � ∇ � bm � 0,

umpx, 0q � Smu0pxq, bmpx, 0q � Smb0pxq.

(3.58)

Subtraindo o sistema (3.58) do sistema (3.57), obtemos as seguintes equações
B

Bt
pum�1 � umq � pum �∇qppum�1 � umqq � ppum � um�1q �∇qum

� pbm �∇qppbm�1 � bmqq � ppbm � bm�1q �∇qbm � πpum � um�1, umq

� πpum�1, um � um�1q � πpbm � bm�1, bmq � πpbm�1, bm � bm�1q. (3.59)

e
B

Bt
pbm�1 � bmq � pum �∇qppbm�1 � bmqq � ppum � um�1q �∇qbm

� pbm �∇qppum�1 � umqq � ppbm � bm�1q �∇qum. (3.60)

Aplicando ∆j em ambos os membros de (3.59) e (3.60), e em seguida somando
Sj�2pu

m�bmq�∇q∆jpu
m�1�umq e pSj�2pu

m�bmq�∇q∆jpb
m�1�bmq em ambos os membros

de (3.59) e (3.60), respectivamente, obtemos

B

Bt
∆jpu

m�1 � umq �∆jpu
m �∇qppum�1 � umqq �∆jppu

m � um�1q �∇qum

� Sj�2pu
m � bmq �∇q∆jpu

m�1 � umq � ∆jpb
m �∇qpbm�1 � bmq

�∆jppb
m � bm�1q �∇qbm � pSj�2pu

m � bmq �∇q∆jpu
m�1 � umq �∆jπpu

m � um�1, umq

�∆jπpu
m�1, um � um�1q �∆jπpb

m � bm�1, bmqq �∆jπpb
m�1, bm � bm�1q (3.61)
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e

B

Bt
∆jpb

m�1 � bmq �∆jpu
m �∇qppbm�1 � bmqq �∆jppu

m � um�1q �∇qbm

� pSj�2u
m � bmq �∇q∆jpb

m�1 � bmq � ∆jpb
m �∇qpum�1 � umq

�∆jppb
m � bm�1q �∇qum � Sj�2pu

m � bmq �∇q∆jpb
m�1 � bmq. (3.62)

Observe que, nosso objetivo é construir uma estimativa adequada para

}um�1 � um}L8p0,T3;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }bm�1 � bm}L8p0,T3;BKα,s�1
p,d,q,r

q, (3.63)

para algum T3 P p0, T2s.

Para tal fim, procederemos como anteriormente no Lema 3.12 para obtenção
da limitação da sequência pum, bmq. Considere o fluxo Xm

j pβ, tq como definido em (3.33)
(veja página 78). Somando as equações (3.61) e (3.62) e aplicando as propriedades de Xm

j ,
temos

d

dt
∆jpu

m�1 � um � bm�1 � bmqpXm
j pβ, tq, tq �

� ppSj�2u
m �∇q∆jpu

m�1 � umq �∆jppu
m �∇qpum�1 � umqq

� pSj�2b
m �∇q∆jpb

m�1 � bmq �∆jppb
m �∇qpbm�1 � bmqq

� pSj�2u
m �∇q∆jpb

m�1 � bmq �∆jppu
m �∇qpbm�1 � bmqq

� pSj�2b
m �∇q∆jpu

m�1 � umq �∆jppb
m �∇qpum�1 � umqq

�∆jppu
m � um�1q �∇qum �∆jppb

m � bm�1q �∇qbm

�∆jppu
m � um�1q �∇qbm �∆jppb

m � bm�1q �∇qum

�∆jπpu
m � um�1, umq �∆jπpu

m�1, um � um�1q

�∆jπpb
m � bm�1, bmq �∆jπpb

m�1, bm � bm�1qqpXm
j pβ, tq, tq. (3.64)

Resolvendo a equação anterior (3.64), aplicando a norma de Kα
p,d,q e duas vezes
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a Proposição 3.9 (veja página 75), segue que

}∆jpu
m�1 � um � bm�1 � bm}Kα

p,d,q

¤ }∆jpu
m�1 � um � bm�1 � bmqp0q}Kα

p,d,q

�

» t

0
}pSj�2u

m �∇q∆jpu
m�1 � umq �∆jppu

m �∇qpum�1 � umq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2b

m �∇q∆jpb
m�1 � bmq �∆jppb

m �∇qpbm�1 � bmqq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2u

m �∇q∆jpb
m�1 � bmq �∆jppu

m �∇qpbm�1 � bmqq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}pSj�2b

m �∇q∆jpu
m�1 � umq �∆jppb

m �∇qpum�1 � umqq}Kα
p,d,q

dτ

�

» t

0
}∆jppu

m � um�1q �∇qum �∆jppb
m � bm�1q �∇qbm}Kα

p,d,q
dτ

�

» t

0
}∆jppu

m � um�1q �∇qbm �∆jppb
m � bm�1q �∇qum}Kα

p,d,q
dτ

�

» t

0
}∆jπpu

m � um�1, umq �∆jπpu
m�1, um � um�1q}Kα

p,d,q
dτ

�

» t

0
}∆jπpb

m � bm�1, bmq �∆jπpb
m�1, bm � bm�1q}Kα

p,d,q
dτ.

(3.65)

Tomando a norma de BKα,s�1
p,d,q,r na desigualdade anterior (3.65) e aplicando as

Proposições 3.6, 3.7 e 3.8 (veja páginas 74, 74 e 75), obtemos a seguinte desigualdade

}pum�1 � um � bm�1 � bmqptq}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ }∆m�1pu0 � b0q}BKα,s�1
p,d,q,r

� C

» t

0
}um}BKα,s

p,d,q,r
}um�1 � um}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bm}BKα,s

p,d,q,r
}bm�1 � bm}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}um}BKα,s

p,d,q,r
}bm�1 � bm}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bm}BKα,s

p,d,q,r
}um�1 � um}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
}um}BKα,s

p,d,q,r
� }bm � bm�1}BKα,s�1

p,d,q,r
}bm}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
}bm}BKα,s

p,d,q,r
� }bm � bm�1}BKα,s

p,d,q,r
}um}BKα,s

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
}um}BKα,s

p,d,q,r
� }um�1}BKα,s

p,d,q,r
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ

� C

» t

0
}bm � bm�1}BKα,s�1

p,d,q,r
}bm}BKα,s

p,d,q,r
� }bm�1}BKα,s

p,d,q,r
}bm � bm�1}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ. (3.66)

Agrupando termos da desigualdade anterior (3.66) e aplicando o Lema 3.12
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(veja página 77), temos

}pum�1 � um � bm�1 � bmqptq}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ C2�m}u0 � b0}BKα,s
p,d,q,r

� CK

» t

0
}um�1 � um}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bm�1 � bm}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ

� CK

» t

0
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bm � bm�1}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ

� 2CK

» t

0
}um � um�1}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bm � bm�1}BKα,s�1

p,d,q,r
dτ, @t P r0, T2s.

(3.67)

Tomando a norma L8 na desigualdade anterior (3.67), segue a seguinte desi-
gualdade

}um�1 � um � bm�1 � bm}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q

¤ C2�mp}u0}BKα,s
p,d,d,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q � CKT p}um�1 � um}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm�1 � bm}BKα,s�1
p,d,q,r

q

� 3CKT p}um � um�1}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm � bm�1}BKα,s�1
p,d,q,r

, @T P p0, T2s. (3.68)

Agora, no intuito de construir uma estimativa análoga a (3.68), aplicaremos
∆j em ambos os membros de (3.59) e (3.60) (veja página 83), em seguida somamos
pSj�2pu

m � bmq � ∇q∆jpu
m�1 � umq e pSj�2pu

m � bmq � ∇q∆jpb
m�1 � bmq em ambos os

membros de (3.59) e (3.60), respectivamente. Por fim, subtraindo as equações e utilizando
propriedades do fluxo Y m

j pβ, tq, como definido em (3.40) (veja página 80), temos
d

dt
∆jpu

m�1 � um � pbm�1 � bmqqpY m
j pβ, tqq

� ppSj�2u
m �∇q∆jpu

m�1 � umq �∆jppu
m �∇qpum�1 � umqq

� pSj�2b
m �∇q∆jpb

m�1 � bmq �∆jppb
m �∇qpbm�1 � bmqq

� pSj�2u
m �∇q∆jpb

m�1 � bmq �∆jppu
m �∇qpbm�1 � bmqq

� pSj�2b
m �∇q∆jpu

m�1 � umq �∆jppb
m �∇qpum�1 � umqq

� ∆jpu
m � um�1q �∇qum �∆jppb

m � bm�1q �∇qbm

� ∆jppu
m � um�1q �∇qbm �∆jppb

m � bm�1q �∇qum

� ∆jπpu
m � um�1, umq �∆jπpu

m�1, um � um�1q

� ∆jπpb
m � bm�1, bmq �∆jπpb

m�1, bm � bm�1qqpY m
j pβ, tqq.

(3.69)

Resolvendo a equação anterior (3.69), aplicando a norma de Kα
p,d,q e procedendo

de forma análoga ao que foi feito para se obter as estimativas (3.65), (3.66) e (3.67),
obtemos a seguinte desigualdade

}um�1 � um � pbm�1 � bmq}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q

¤ C2�mp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� CKT p}um�1 � um}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm�1 � bm}BKα,s�1
p,d,q,r

q

� 3CKT p}um � um�1}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm � bm�1}BKα,s�1
p,d,q,r

q, @T P p0, T2s. (3.70)
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Combinando as estimativas (3.68) e (3.70), segue que

}um�1 � um}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }bm�1 � bm}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q

¤ 2C2�mp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� 2CKT p}um�1 � um}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }bm�1 � bm}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

qq

� 6CKT p}um � um�1}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }bm � bm�1}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

qq, @T P p0, T2s. (3.71)

Na desigualdade anterior (3.71), tomando T3 ¡ 0 satisfazendo

T3 ¤ min
"

T2;
1

2CK

*
, obtemos que

}um�1 � um}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }bm�1 � bm}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q

¤
2C2�m

1� 2CKT3
p}u0}BKα,s

p,d,q,r
� }b0}BKα,s

p,d,q,r
q

�
6CKT3

1� 2CKT3
p}um � um�1}L8p0,T ;BKα,s�1

p,d,q,r
q � }bm � bm�1}L8p0,T ;BKα,s�1

p,d,q,r
qq

¤ C̃1p2�mp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

qm

� 2�mp}u2 � u1}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

q � }b2 � b1}L8p0,T ;BKα,s�1
p,d,q,r

qqq

¤ C̃pm� 1q2�m   ε, (3.72)

para m suficientemente grande.

Da estimativa anterior (3.72), concluímos que pum, bmq é uma sequência de
Cauchy no espaço L8p0, T ; BKα,s�1

p,d,q,rq � L8p0, T ; BKα,s�1
p,d,q,rq.

Tendo feito os dois lemas anteriores estamos aptos para demonstrar o item (i)
do Teorema 3.1.

Demonstração da existência

Primeiramente, note que pelo Lema 3.13 (veja página 83) sabemos que pum, bmq é
uma sequência de Cauchy em L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq�L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq, e consequentemente

existe pũ, b̃q P L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq tal que pum, bmq Ñ pũ, b̃q quando
m Ñ 8. Além disso, do Lema 3.12 (veja página 77) sabemos que pum, bmq é limitada
em L8p0, T3; BKα,s

p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq e consequentemente do fato de BKα,s

p,d,q,r

ser um espaço dual (veja Proposição 3.11, página 76), então o Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki garante a existência de subsequência pumj , bmjqj � pum, bmq tal que
pumj , bmjq á pu, bq quando j Ñ 8 na convergência fraca-�, com pu, bq P L8p0, T3; BKα,s

p,d,q,rq

�L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq.
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Como pumj , bmjq á pu, bq na convergência fraca-� em L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq �

L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq então (a menos de subsequência) temos também que pumj , bmjq á pu, bq

na convergência fraca-� em L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq�L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq. Por outro lado, como
pumj , bmjq Ñ pũ, b̃q em L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq então pumj , bmjq á pũ, b̃q

na convergência fraca-� em L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq, e pela unicidade do
limite na convergência fraca-� segue que pu, bq � pũ, b̃q, e consequentemente o limite forte
de pum, bmq em L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq �L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq pertence a L8p0, T3; BKα,s

p,d,q,rq �

L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq.

Agora, resta verificar que pu, bq é solução do problema (7).

Note que do fato de pum, bmq ser solução do problema (3.28) (veja página 77),
temos que

umpx, tq � umpx, 0q�
» t

0
pbm�1 �∇qbmdτ �

» t

0
pum�1 �∇qumdτ �

» t

0
Ψpum�1, bm�1qdτ (3.73)

e
bmpx, tq � bmpx, 0q �

» t

0
pum�1 �∇qbmdτ �

» t

0
pbm�1 �∇qumdτ. (3.74)

Por outro lado, pelo Lema 3.12 e Proposições 3.6, 3.8 (veja páginas 77, 74 e
75), podemos afirmar que os termos das integrais em (3.73) e (3.74) são uniformemente
limitados. Portanto, tomando m Ñ 8 em (3.73) e (3.74) e invocando o Teorema da
Convergência Dominada, segue que

upx, tq � u0pxq �

» t

0
pb �∇qbdτ �

» t

0
pu �∇qudτ �

» t

0
Ψpu, bqdτ (3.75)

e
bpx, tq � b0pxq �

» t

0
pu �∇qbdτ �

» t

0
pb �∇qudτ, (3.76)

concluindo o fato de pu, bq ser solução do problema (7).

Também é claro que pum, bmq � Cpr0, T3s; BKα,s�1
p,d,q,rq � Cpr0, T3s; BKα,s�1

p,d,q,rq e
como pum, bmq Ñ pu, bq em L8p0, T3; BKα,s�1

p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s�1
p,d,q,rq segue que pu, bq P

Cpr0, T3s; BKα,s�1
p,d,q,rq � Cpr0, T3s; BKα,s�1

p,d,q,rq.

Agora, assumamos adicionalmente que 1 ¤ r   8 e provemos que pu, bq P

Cpr0, T3s; BKα,s
p,d,q,rq � Cpr0, T3s, BKα,s

p,d,q,rq. Para tal, definamos ηk � pSku, Skbq para todo
k P N.
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Note que, para t, τ P r0, T3s temos

}ηkptq � ηkpτq}BKα,s
p,d,q,r

� }Skpuptq � upτqq}BKα,s
p,d,q,r

� }Skpbptq � bpτqq}BKα,s
p,d,q,r

¤ C

��� k�1̧

j��1
2jsr}∆jpuptq � upτqq}r

Kα
p,d,q

� 1
r

�

�
k�1̧

j��1
2jsr}∆jpbptq � bpτqq}r

Kα
p,d,q

� 1
r

��
¤ C2k

��� k�1̧

j��1
2jps�1qr}∆jpuptq � upτqq}r

Kα
p,d,q

� 1
r

�

�
k�1̧

j��1
2jps�1qr}∆jpbptq � bpτqq}r

Kα
p,d,q

� 1
r

��
¤ C2kr}uptq � upτq}BKα,s�1

p,d,q,r
� }bptq � bpτq}BKα,s�1

p,d,q,r
s. (3.77)

Da última desigualdade (3.77) e do fato de pu, bq P Cpr0, T3s; BKα,s�1
p,d,q,rq �

Cpr0, T3s; BKα,s�1
p,d,q,rq, seque que ηk P Cpr0, T3s; BKα,s

p,d,q,rq � Cpr0, T3s, BKα,s
p,d,q,rq, para todo

k P N.

Mas, note claramente que ηk Ñ pu, bq, quando k Ñ 8, uniformemente em
L8p0, T3; BKα,s

p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq. Portanto, das duas últimas observações segue

que pu, bq P Cpr0, T3s; BKα,s
p,d,q,rq � Cpr0, T3s; BKα,s

p,d,q,rq.

Demonstração da Unicidade

Sejam pu, bq, pv, fq P L8p0, T3; BKα,s
p,d,q,rq � L8p0, T3; BKα,s

p,d,q,rq duas soluções
para o problema (7) com o mesmo dado inicial, a saber pu0, b0q. Do fato de pu, bq, pv, fq

ser solução para o problema (7), temos que

$''''''&''''''%

Bu

Bt
� pu �∇qu� pb �∇qb� πpu, uq � πpb, bq � 0,

Bb

Bt
� pu �∇qb� pb �∇qu � 0,

∇ � u � ∇ � b � 0,

upx, 0q � u0 e bpx, 0q � b0.

(3.78)

e $''''''&''''''%

Bv

Bt
� pv �∇qv � pf �∇qf � πpv, vq � πpf, fq � 0,

Bf

Bt
� pv �∇qf � pf �∇qv � 0,

∇ � v � ∇ � f � 0,

vpx, 0q � u0 e fpx, 0q � b0

(3.79)

Subtraindo (3.79) de (3.78), segue que pu � v, b � fq é solução do seguinte
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sistema$''''''''&''''''''%

B

Bt
pu� vq � pu �∇qpu� vq � ppu� vq �∇qv � pb �∇qpb� fq�

�ppb� fq �∇qf � πpu, u� vq � πpb, b� fq � πpv � u, vq � πpf � b, fq � 0,
B

Bt
pb� fq � pu �∇qpb� fq � ppu� vq �∇qf � pb �∇qpu� vq � ppb� fq �∇qv � 0,

∇ � pu� vq � ∇ � pb� fq � 0,

pu� vqpx, 0q � u0pxq � u0pxq e pb� fqpx, 0q � b0pxq � b0pxq.

(3.80)

Procedendo como o sistema anterior (3.80) de forma análoga ao que foi feito
para construir a estimativa (3.67) (veja página 86), obtemos a seguinte desigualdade

}u� v}BKα,s
p,d,q,r

� }b� f}BKα,s
p,d,q,r

¤ 2p}u0 � u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0 � b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� L

» T3

0
p}u}BKα,s

p,d,q,r
� }b}BKα,s

p,d,q,r
� }v}BKα,s

p,d,q,r
� }f}BKα,s

p,d,q,r
q

p}u� v}BKα,s
p,d,q,r

� }b� f}BKα,s
p,d,q,r

qdt,

(3.81)

onde L é uma constante positiva.

Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior (3.81), temos

}u� v}BKα,s
p,d,q,r

� }b� f}BKα,s
p,d,q,r

¤ 2p}u0 � u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0 � b0}BKα,s
p,d,q,r

q

exp
�

L

» T3

0
p}u}BKα,s

p,d,q,r
� }v}BKα,s

p,d,q,r
� }b}BKα,s

p,d,q,r
� }f}BKα,s

p,d,q,r
qdt



. (3.82)

Note que a última desigualdade implica que

}pu� vqptq}BKα,s
p,d,q,r

� }pb� fqptq}BKα,s
p,d,q,r

� 0,

e, consequentemente, puptq, bptqq � pvptq, fptqq, @t P r0, T3s, concluindo a demonstração da
unicidade de solução.

Tendo provado a existência e unicidade de solução para o problema (7), conclui-
se a demonstração do Teorema 3.1.

3.2.2 Demonstração da parte (ii): Dependência contínua do dado inicial

Nesta seção faremos a demonstração da dependência contínua do dado inicial.
Para tal, primeiramente vamos observar que existe T4 ¡ 0 tal que a sequência pum, bmq é
limitada em L8p0, T4; BKα,s

p,d,q,rq � L8p0, T4; BKα,s
p,d,q,rq.

Note que soluções para o problema (7) foram construídas como limite de
sequências como definidas em (3.28) (veja página 77). Note ainda que observando a
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demonstração dos Lemas 3.12 e 3.13 (veja páginas 77 e 83), a constante K da limitação
do problema iterado (3.28) e o tempo T3 de existência da solução dependem unicamente
de constantes universais e da norma dos dados iniciais nos espaços BKα,s

p,d,q,r.

Em vista dessa última observação e de supormos que a sequência de dados
iniciais ppu0qm, pb0qmq é limitada em BKα,s

p,d,q,r�BKα,s
p,d,q,r, pode-se concluir que existe T4 ¡ 0

tal que a sequência pum, bmq é limitada em L8p0, T4; BKα,s
p,d,q,rq � L8p0, T4; BKα,s

p,d,q,rq, ou
seja, existe K̃ ¡ 0 tal que

}um}L8p0,T4;BKα,s
p,d,q,r

q � }bm}L8p0,T4;BKα,s
p,d,q,r

q ¤ K̃, @m P N. (3.83)

Procedendo como na demonstração da unicidade da solução, podemos concluir
que para cada m P N, pum � u, bm � bq é solução do problema$'''''''''''&'''''''''''%

B

Bt
pum � uq � pum �∇qpum � uq � ppum � uq �∇qu� pbm �∇qpbm � bq�

�ppbm � bq �∇qb� πpum, um � uq � πpbm, bm � bq � πpu� um, uq � πpb� bm, bq � 0,
B

Bt
pbm � bq � pum �∇qpbm � bq � ppum � uq �∇qb� pbm �∇qpum � uq

�ppbm � bq �∇qu � 0,

∇ � pum � uq � ∇ � pbm � bq � 0,

pum � uqpx, 0q � pu0qmpxq � u0pxq e pbm � bqpx, 0q � pb0qmpxq � b0pxq.

(3.84)

Também, procedendo de forma análoga aos passos que foram feitos para
construir a estimativa (3.67) (veja página 86), conclui-se que

}um � u}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm � b}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ 2p}pu0qm � u0}BKα,s�1
p,d,q,r

� }pb0qm � b0}BKα,s�1
p,d,q,r

q

� L

» T4

0
p}um}BKα,s

p,d,q,r
� }bm}BKα,s

p,d,q,r
� }u}BKα,s

p,d,q,r
� }b}BKα,s

p,d,q,r
q

p}um � u}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm � b}BKα,s�1
p,d,q,r

qdt, (3.85)

onde L é uma constante positiva que não depende de m.

Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior (3.85), obtemos
a seguinte estimativa

}um � u}BKα,s�1
p,d,q,r

� }bm � b}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ 2p}pu0qm � u0}BKα,s�1
p,d,q,r

� }pb0qm � b0}BKα,s�1
p,d,q,r

q

exp
�

L

» T4

0
p}um}BKα,s

p,d,q,r
� }u}BKα,s

p,d,q,r
� }bm}BKα,s

p,d,q,r
� }b}BKα,s

p,d,q,r
qdt



. (3.86)
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Agora, de (3.83) e da desigualdade anterior (3.86), segue que existe uma
constante L̃ ¡ 0, que não depende de m, tal que

}pum � uqptq}BKα,s�1
p,d,q,r

� }pbm � bqptq}BKα,s�1
p,d,q,r

¤ 2p}pu0qm � u0}BKα,s�1
p,d,q,r

� }pb0qm � b0}BKα,s�1
p,d,q,r

q exppLT4L̃q,

(3.87)

@t P r0, T4s.

Da convergência ppu0qm, pb0qmq Ñ pu0, b0q em BKα,s�1
p,d,q,t�BKα,s�1

p,d,q,r, e da desigual-
dade anterior (3.87), segue que pum, bmq Ñ pu, bq, quando m Ñ 8, em Cr0, T4s; BKα,s�1

p,d,q,rq�

Cr0, T4s; BKα,s�1
p,d,q,rq, concluindo a demonstração da dependência contínua do dado inicial.

3.3 Demonstração do Teorema 3.2 (Critério de blow-up)
Nesta seção faremos a demonstração do Teorema 3.2 (veja página 72) que

nos fornece um critério de blow-up para a solução do problema (7). Para fazermos a
demonstração no Teorema 3.2, será útil uma desigualdade logarítmica nos espaços de
Besov-Lorentz-Herz (veja [21] e [51] para a demonstração), a qual enunciamos a seguir.

Lema 3.14. Sejam 1   p   8, 1 ¤ d, r ¤ 8, γ ¡
n

p
. Nessas condições, existe uma

constante C ¡ 0 tal que

}f}L8 ¤ Cr1� }f}
9B0
8,8

plog� }f}BKα,γ
p,d,q,r

� 1qs, @f P BKα,γ
p,d,q,rpRnq. (3.88)

De posse do lema anterior, podemos fazer a demonstração.

Seja pu, bq solução para o problema (7), satisfazendo pu, bq P pCpr0, T �q; BKα,s
p,d,q,rq

XL1pp0, T �q; L8qq�pCpr0, T �q; BKα,s
p,d,q,rqXL1pp0, T �q; L8qq. Primeiramente, note que como

verificado por Majda [44], temos a seguinte relação para os gradientes de u e b

∇u � Ppωuq � Aωu e ∇b � Ppωbq � Aωb, (3.89)

onde P é um operador singular homogêneo de grau �n, A é uma matriz constante e ωu e
ωb são as "vorticidades"dos campos vetoriais u e b, respectivamente, que podemos escrever
da seguinte forma

pωuqij � Biuj � Bjui e pωbqij � Bibj � Bjbi. (3.90)

Em vista da limitação do operador P : 9B0
8,8 Ñ 9B0

8,8 (veja [56]) e das igualdades
(3.89) e Lema 3.14, segue que

}∇u}L8 ¤ Cp1� }∇u}
9B0
8,8

plog� }∇u}BKα,s�1
p,d,q,r

� 1qq

¤ Cp1� }Pωu � Aωu} 9B0
8,8

plog� }∇u}BKα,s�1
p,d,q,r

� 1qq

¤ Cp1� }ωu} 9B0
8,8

plog� }u}BKα,s
p,d,q,r

� 1qq, (3.91)
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e analogamente
}∇b}L8 ¤ Cp1� }ωb} 9B0

8.8
plog� }b}BKα,s

p,d,q,r
� 1qq. (3.92)

Agora, procedendo como no desenvolvimento das equações (3.31) e (3.32) (veja
página 77), segue que para j ¥ �1, pu, bq satisfaz o seguinte sistema

B

Bt
∆ju� pSj�2u �∇q∆ju� pSj�2b �∇q∆ju �

pSj�2u �∇q∆ju�∆jpu �∇qu�∆jpb �∇qb� pSj�2b �∇q∆ju

�∆jΦpu, bq (3.93)

e
B

Bt
∆jb� pSj�2u �∇q∆jb� pSj�2b �∇q∆jb �

pSj�2u �∇q∆jb�∆jpu �∇qb� pSj�2b �∇q∆jb�∆jpb �∇qu. (3.94)

Também os fluxos associados aos campos vetoriais Sj�2pu� bq e Sj�2pu� bq são
difeomorfismos que preservam volume, pois da hipótese do Teorema 3.2, temos ∇�pSj�2uq �

∇ � pSj�2bq � 0 e Sj�2u, Sj�2b P L1p0, T �; L8q. Além disso, verifica-se que esses fluxos
satisfazem a desigualdade (3.24) (veja página 75) para constantes K1, K2 ¡ 0, para todo
t P p0, T �q.

Dessa última observação e procedendo de forma similar à demonstração do
Teorema 3.1 (Existência e Unicidade) na construção das estimativas (3.39) e (3.41) (veja
página 80), segue que

}uptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� C

» t

0
p}∇u}L8 � }∇b}L8qp}u}BKα,s

p,d,q,r
� }b}BKα,s

p,d,q,r
qdτ. (3.95)

Das desigualdades (3.91), (3.92) e (3.95), obtemos

}uptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ Cp}u0}BKα,s
p,d,q,r

� }b0}BKα,s
p,d,q,r

q

� C

» t

0
p1� }ωu} 9B0

8,8
plog� }u}BKα,s

p,d,q,r
� 1qp1� }ωb} 9B0

8,8
plog� }b}BKα,s

p,d,q,r
� 1q

p}upτqBKα,s
p,d,q,r

� }bpτq}BKα,s
p,d,q,r

qdτ. (3.96)

Aplicando duas vezes a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior
(3.96), concluimos a seguinte estimativa

}uptq}BKα,s
p,d,q,r

�}bptq}BKα,s
p,d,q,r

¤ C exppC exppC
» t

0
p1�}ωu} 9B0

8,8
�1�}ωb} 9B0

8,8
dτqqq, (3.97)

@t P p0, T �q.
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Agora, note que em vista da desigualdade anterior (3.97), se

lim sup
tÑT�

}uptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bptq}BKα,s
p,d,q,r

� 8, (3.98)

então » T�

0
}ωu} 9B0

8,8
� }ωb} 9B0

8,8
dt � 8, (3.99)

provando uma das implicações do item (i).

Para a implicação contrária do item (i), suponhamos que» T�

0
}ωu} 9B0

8,8
� }ωb} 9B0

8,8
dt � 8, (3.100)

e note que para s ¡ 1� n

p
, temos

» T�

0
}ωu} 9B0

8,8
� }ωb} 9B0

8,8
dt ¤ T � sup

tPp0,T�q
p}ωu} 9B0

8,8
� }ωb} 9B0

8,8
q

¤ T � sup
tPp0,T�q

p}∇u}L8 � }∇b}L8q

¤ T � sup
tPp0,T�q

p}u}BKα,s
p,d,q,r

� }b}BKα,s
p,d,q,r

q. (3.101)

De (3.100) e (3.101), segue que

lim sup
tÑT�

}uptq}BKα,s
p,d,q,r

� }bptq}BKα,s
p,d,q,r

� 8, (3.102)

concluindo a demonstração da outra implicação do item (i).

Para a demonstração de (ii), observe que

}∇u}L8 ¤ C}∇u}
9B0
8,1

¤ C}ωu} 9B0
8,1

, (3.103)

e
}∇b}L8 ¤ C}∇b}

9B0
8,1

¤ C}ωb} 9B0
8,1

, (3.104)

em que as desigualdades anteriores são obtidas através de uma aplicação da inclusão
contínua 9B0

8,1 � L8 e do fato do operador P : 9B0
8,1 Ñ 9B0

8,1 ser limitado.

Também, utilizando a desigualdade (3.95) com s � 1� n

p
e r � 1, e em seguida

aplicando as estimativas (3.103) e (3.105), segue que

}uptq}
BK

α,n�n
p

p,d,q,1
� }bptq}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

¤ Cp}u0}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
� }b0}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

q

� C

» t

0
p}∇u}L8 � }∇b}L8qp}u}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

� }b}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
qdτ

¤ Cp}u0}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
� }b0}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

q

� C

» t

0
p}ωu} 9B0

8,1
� }ωb} 9B0

8,1
qp}u}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

� }b}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
qdτq. (3.105)
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Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.105), chegamos a

}uptq}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
� }bptq}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

¤ Cp}u0}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
� }b0}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

q

exppC
» t

0
p}ωu} 9B0

8,1
� }ωb} 9B0

8,1
qdτq, (3.106)

@t P p0, T �q.

Agora, observe que também é válida a seguinte desigualdade» T�

0
p}ωu} 9B0

8,1
� }ωb} 9B0

8,1
qdt ¤ T � sup

tÑT�
p}ωuptq} 9B0

8,1
� }ωbptq} 9B0

8,1
q

¤ T � sup
tÑT�

p}uptq}
BK

α,1�n
p

p,d,q,1
� }bptq}

BK
α,1�n

p
p,d,q,1

q. (3.107)

Assim, como foi feito na conclusão do item (i), a desigualdade (3.106) nos dá
uma implicação do item (ii) e a desigualdade (3.107) nos dá a implicação contrária do
item (ii), finalizando a demonstração do teorema.
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4 Conclusão

Finalizamos esta tese fazendo uma recordação dos resultados aqui obtidos
e apresentando algumas ideias para futuros trabalhos. Nosso primeiro problema foi as
equações MHD duplamente fracionária, o qual pode ser descrito da seguinte forma$''''&''''%

Bθ
t u� p�∆q

β
2 u� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q

Bθ
t b� p�∆q

β
2 b� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(4.1)

Para o problema MHD fracionário, descrito acima, no Teorema 2.1, obtivemos um resultado
de existência e unicidade de solução branda em espaços de Besov-weak-Herz 9BW 9Kα,s

p,q,rpRnq,

sob determinadas condições para os índices. Também no Teorema 2.2 verificamos proprie-
dades das soluções obtidas, como autossimilaridade, dependência contínua do dado inicial
e que a solução pu, bqptq á pu0, b0q, quando t Ñ 0�, na topologia fraca-� de B1�β

8,8pRnq,

onde u0, b0 são os dados iniciais. Além disso, no Teorema 2.3, obtivemos um resultado de
comportamento assintótico para as soluções obtidas no Teorema 2.1.

Nosso segundo problema abordado, foram as equações MHD no caso invíscido,
as quais são descritas da seguinte forma$''''&''''%

Btu� pu �∇qu� pb �∇qb�∇P � 0, em Rn � p0, T q,

Btb� pu �∇qb� pb �∇qu � 0, em Rn � p0, T q,

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0, T q,

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(4.2)

No contexto das equações MHD invíscidas obtivemos no Teorema 3.1 um resultado de
existência, unicidade e dependência contínua de solução local em espaços de Besov-Lorentz-
Herz BKα,s

p,d,q,rpRnq, com condições adequadas para os índices. Além disso, no Teorema 3.2,
obtivemos um critério de blow-up para as soluções.

Considerando parte dos desenvolvimentos realizados nesta tese, e os combinando
com alguns novos ingredientes tais como uma estimativa do comutador "ajustada", uma
possibilidade de investigação futura seria analisar a existência e unicidade de solução para
o problema MHD com viscosidade porém sem o termo de difusão magnética, o qual pode
ser descrito por$''''&''''%

Btu�∆u� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q

Btb� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(4.3)
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Na mesma linha, porém com maior dificuldade, podemos investigar, no mesmo contexto
de espaços, a existência de solução para o problema MHD sem viscosidade e com o termo
de difusão magnética, o qual pode ser descrito da seguinte forma$''''&''''%

Btu� pu �∇qu�∇p � pb �∇qb, em Rn � p0,8q

Btb�∆b� pu �∇qb � pb �∇qu, em Rn � p0,8q

∇ � u � ∇ � b � 0, em Rn � p0,8q

upx, 0q � u0pxq e bpx, 0q � b0, em Rn.

(4.4)

Além disso, através do estudo do problema (1), com derivada fracionária no tempo, em
conjunto com a experiência desenvolvida para problemas invíscidos, podemos investigar
outros problemas com derivadas fracionárias no tempo como, por exemplo, as equações de
Euler com derivada fracionária, que podem ser descritas da seguinte forma

Bθ
t u� pu �∇qu�∇p � 0. (4.5)

Este modelo seria interessante na medida em que estudar-se-ia a evolução de um fluxo
não-linear com um nível de regularidade temporal menor em comparação com as equações
de Euler padrão. De fato, teria-se uma não-linearidade com derivadas de ordem mais alta
no espaço que no tempo, gerando dificuldades adicionais ao problema. Poderia-se explorar
esse modelo fracionário invíscido tanto no cenário de Besov-Lorentz-Herz quanto em outros
tipos de espaços de Besov.
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