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Resumo

Nesta tese de doutorado, investigamos resultados de existéncia e unicidade de solugao para
as equagoes da magneto-hidrodindmica (MHD), nos espagos de Besov-Lorentz-Herz. No
primeiro problema tratamos das equagoes MHD no caso totalmente viscoso, considerando
o efeito de derivadas fracionarias no espaco e no tempo. Para esse problema, provamos
resultados de existéncia e unicidade de solucao global no tempo em espagos de Besov-weak-
Herz com condigao de pequenez no dado inicial. Além disso, foram investigadas propriedades
da solucao obtida, por exemplo, dependéncia continua do dado inicial, autossimilaridade e

comportamento assintético.

No segundo problema, tratamos as equagoes MHD no caso inviscido. Para esse problema
provamos resultados de existéncia e unicidade de solugao local no tempo em espacos de
Besov-Lorentz-Herz. Além disso, investigamos a dependéncia continua do dado inicial em
um sentido adequado para modelos inviscidos. Por fim, investigamos condi¢oes para que a
solucao local no tempo possa ser uma solugao global, obtendo um critério de blow-up para

o problema MHD inviscido.

Palavras chaves: Equacoes da magneto-hidrodinamica; Espacos de Besov-Lorentz-Herz;

Espacos de Besov-weak-Herz; Existéncia e unicidade de solucao; Critério de blow-up.



Abstract

In this doctoral thesis, we investigate results of existence and uniqueness of solution for
the magneto-hydrodynamic equations (MHD) in Besov-Lorentz-Herz spaces. In the first
problem we deal with the MHD equations in the totally viscous case, considering the effect
of fractional derivatives in space and time. For this problem, we prove the existence and
uniqueness of a global mild solution in Besov-weak-Herz spaces with smallness condition
on the initial data. In addition, some qualitative properties of the obtained solutions
are investigated, such as continuous dependence on the initial data, self-similarity and

asymptotic behavior.

In the second problem, we deal with the MHD equations in the inviscid case. For this
problem we prove the existence and uniqueness of a local-in-time solution in Besov-Lorentz-
Herz spaces. In addition, we investigate the continuous dependence on the initial data
in a suitable sense for inviscid models. Finally, we investigate conditions so that the
local-in-time solution can be extended globally in time, by means of a blow-up criterion
for the inviscid MHD problem.

Key words: Magnetohydrodynamics equations; Besov-Lorentz-Herz spaces; Besov-weak-

Herz spaces; Existence and uniqueness of solution; blow-up criterion.



Lista de simbolos

A~ B existem constantes K, L > 0 tais que KA< B< LA
o Derivada fracionaria no tempo

5 : o
(—A)z Laplaciano fracionario de ordem /3

F ou A Transformada de Fourier

Flouv Transformada de Fourier inversa

P Projetor de Leray

R; j-ésima Transformada de Riesz

r Funcao Gama

S Espago de Schwartz

P Conjuntos dos polindémios de n-variaveis em R"
S’ Espaco das distribuicoes temperadas

D' Espaco das distribuicoes

LP Espacgo de Lebesgue

LP1 Espaco de Lorentz

H? Espaco de Sobolev

By, Espago de Besov nao-homogéneo

B’;’r Espaco de Besov homogéneo

PM* Espaco de pseudomedidas

B; Espaco de Fourier-Herz

M, Espaco de Morrey

Ny s Espaco de Besov-Morrey

FN W Espaco de Fourier-Besov-Morrey homogéneo

E? Espaco de Triebel-Lizorkin

p.q



(07

Espaco de Lorentz-Herz

pd,q
'gd’q Espaco de Lorentz-Herz homogéneo
WKy, Espaco de weak-Herz
WK;fq Espaco de weak-Herz homogéneo
BEK 7 Espaco de Besov-Lorentz-Herz nao-homogéneo
BK o Espaco de Besov-Lorentz-Herz homogéneo

BWK®* Espaco de Besov-weak-Herz homogéneo

p7q7r
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Introducao

Neste trabalho, consideramos as equagoes da magneto-hidrodindmica (MHD)
nos casos totalmente viscoso e totalmente inviscido. No decorrer do trabalho sao investigadas
questoes sobre existéncia e unicidade de solu¢ao, bem como propriedades de tais solugoes.
As equagoes MHD sao de grande interesse na pesquisa cientifica nas areas de fisica e
matematica, dentre outras. Essas equagoes modelam problemas que envolvem movimentos
de fluidos eletricamente condutores como metais, plasmas, etc. Inicialmente abordamos o
caso viscoso, considerando o efeito de derivadas fracionarias duplamente no tempo e no

espaco, tendo assim o sistema a seguinte forma

6fu+(—A)§u+(u-V)u+Vp= (b-V)b, em R"x (0,00),

b+ (=A)Tb+ (u- V)b = (b- V)u, em R x (0,00), X
V-u=V-b=0, em R" x (0,00), @
u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R"

onde n = 2, u = u(x,t) € R" denota o campo velocidade do fluido, b = b(x,t) € R" denota
o campo magnético e p = p(x,t) € R denota a funcao pressao. Além disso, ug e by denotam
os dados iniciais do campo velocidade e campo magnético, respectivamente, com a condicao
de compatibilidade V - ug = V - by = 0. Também (—A)g, com (3 = 0, denota o laplaciano
fraciondrio de ordem /3, definido via transformada de Fourier por F ((—A)g H=I11Ffe
' f = DV71(8,f), onde D! com 1 < < 2, denota a derivada de Riemann-Liouville de
ordem 6 — 1. A derivada de Riemann-Liouville de ordem « > 0 pode ser definida (veja [1])

por

sz:p(;{;l_v)(;)kjot(t_gil—kd& vt >0, @)

onde I' denota a funcdo Gama, k = |y| + 1 e |y| é a parte inteira de 7.

Problemas como (1), com derivada fracionaria na varidvel temporal, tem sido
de grande interesse nos trabalhos na area de equagoes diferenciais. Por exemplo, em [2]
Almeida e Ferreira trabalharam com resultados de existéncia e unicidade para o problema
da onda fraciondria em espagos de Morrey M (R"). Também em [1], Almeida e Precioso
apresentaram resultados de existéncia e unicidade de solugao nos espacos de Besov-Morrey

N’O’

p,HsS
e Planas trabalharam resultados de existéncia e unicidade para as equagoes de Navier-

(R™) para um problema com derivada fraciondria no tempo e em [11] Carvalho-Neto

Stokes com derivada fraciondria no tempo em espagos LP(R"). Intimeros outros trabalhos
considerando equagoes diferenciais com derivada fracionaria no tempo podem ser vistos
em [5,17,19,20,25-27,38,49,53,58,59,67, 68| e suas correspondentes referéncias.
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Aplicando o projetor de Leray P = [ + R ® R na primeira linha do problema
(1), onde I é o operador identidade em S'(R™)/P(R") e R é o vetor das transformadas de
Riez, isto é, R = (R4, ..., Rn), e em seguida aplicando o principio de Duhamel (veja [33]),
segue que o problema (1) pode ser convertido formalmente no seguinte sistema de equagoes

integrais

u(t) — Mg(t)u0+£M£(t—s) (Jsrg_l(s—T)IP’V-(u@u—b@b)d7’> ds

0

b(t) = Mg(t)bo+LtM§(t—s) (f

0

(3)
ro-1(s —T)V- (u®b—-b® u)dT) ds,

!

ST

e a familia de operadores Meﬁ (t) é definida via transformada de Fourier

FMF () 1)(€) = Eo(=t°[€*) F(£), (4)

Uma solucdo (u,b) do problema (3) é denominada solu¢do branda para o
problema (1). Todos os detalhes da formulagao branda do problema (1) podem ser vistos

na Secao 2.3 (veja pagina 46).

Note que quando # = 1, segue que &/ = &, e o problema (1) é conhecido
como equacoes (MHD) generalizadas (gMHD), existindo neste caso uma vasta literatura
tratando do problema em diferentes espacos funcionais. Em [64], Wu apresentou um
resultado de existéncia e unicidade de solugao fraca para o problema (1), com dados iniciais
ug, by € L*(R™) e 3 > 0. Em [71], Yuan provou um resultado de existéncia e unicidade
de solugdo local no tempo para as equacoes (gMHD), para 0 < § < 3 e dado inicial
ug, bp € HY(R?®) com d > Z — . Também em [42], Liu et al. apresentaram resultados de

+2
existéncia e unicidade de solucao branda global em R", com n > 2,1 < 8 < nT, e

condicao de pequenez nos dados iniciais ug, by pertencentes ao espaco de pseudomedidas

PM(R"), onde

PMI(R") = {f € S(R"): f € Li,. e esssuplé['|f()] < eo}.

Além disso, em [43], Liu e Zhao obtiveram resultados de existéncia e unicidade
de solugao branda global para o problema (gMHD) em R™ com n > 3,1 < § < 2 e dados
iniciais uo, by pequenos em espacos de Fourier-Herz B, (5=D(R"). Também, recentemente,
em [72] Zhao provou resultado de boa-colocacdo global para as equacdes (gMHD) em R?

com 1 < 8 < 2 e dado inicial ug, by com condicio de pequenez no espago X7 (R?), onde
X@) = (e D@ | [€PIF©)1de < o).
R<

Em [18], EL Baraka e Toumlilin apresentaram resultados de existéncia e unicidade de

solugdo branda global para o problema (gMHD) para dado inicial ug, by com condi¢ao de
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3 A
p/ T p

. - A=p+ : -
pequenez nos espacos de Fourier-Besov-Morrey .7:./\/;, Ag com as seguintes condicoes

para os indices, 1 < p < 0, 1 < ¢<2,0< A A<3el <6<2+§/+;,0nde
p’ denota o expoente conjugado de p. Complementando a lista de resultados para as
equagoes (gMHD), resultados de boa-colocagao global em espagos de Lei-Lin-Gevrey,
Lei-Lin e espagos anisotropicos podem ser vistos em Melo et al. [45] e Yamazaki [70],

respectivamente. Para resultados de regularidade, sugerimos uma consulta a [65, 73] e suas

referéncias.

Tomando 6§ = 1 e f = 2 no problema (1), obtemos o sistema (MHD) classico,
ou simplesmente sistema (MHD), o qual também tem sido de grande interesse na pesquisa
cientifica e ha uma vasta literatura de resultados de existéncia e unicidade de solucao,
critérios de blow-up e teoremas de regularidade. Sem a pretencao de esgotar toda a lista
de resultados para o problema (MHD), no campo de existéncia e unicidade de solugao
podemos citar os trabalhos [8,9,16,46,48,55,63]. Por outro lado, resultados de regularidade
podem ser encontrados em [10, 14,31, 32,62, 66, 74].

Além disso, tomando § = 1, § = 2 e b = 0 no problema (1), obtemos as
equagoes de Navier-Stokes e para esse problema ha iniimeros trabalhos com resultados de
existéncia e unicidade de solucao, regularidade, dentre outros. Certamente, sem a pretencao
de tratar de todos os trabalhos para as equacoes de Navier-Stokes, citamos as seguintes
referéncias [6,22,28,29,34,35,39,40,57] para maiores detalhes.

O primeiro resultado deste trabalho (veja Teorema 2.1, pagina 37) consiste no
resultado de existéncia e unicidade de solugao branda global para o problema (1), com
condicao de pequenez no dado inicial em espacos de Besov-weak-Herz BWK;‘;T(R”) Os
espagos de Besov-weak-Herz foram introduzidos por Ferreira e Pérez-Lopez [22] com o
objetivo de se obter uma nova classe critica para boa-colocagao global para as equagoes de
Navier-Stokes. Também é digno de se mencionar que em [57] as equagoes de Navier-Stokes

foram analisadas em espacos de Herz e weak-Herz. Nosso resultado de existéncia e unicidade,
s a,1—p+2 4«
P

Teorema 2.1, ¢ obtido para dados iniciais ug, by € BW K,y 00 (R™) com as condigoes
1<q<oo,ﬁ<p<oo,1<@<6<260<oz<min 1—£,ﬁ,é—£—1 )
2 2p p 0 2p

.n_q .n_q . - 0,21
Note que das inclusoes By < Bpow < BWK, 3.« € tomando § =1e [ =2
no Teorema 2.1, segue que nossa classe de dados iniciais estende a classe de dados de [46],
bem como a classe de [42] em espaco PM*(R") e o espaco de Sobolev critico H(R™)

ligado ao resultado de [71], o que constitui uma contribuigao para o sistema MHD classico.

Agora, note que considerando o escalonamento (do inglés scaling)
(ur: D) (2, £) = (N u(Aa, AT, XA, ATE)), (5)

segue que se (u,b) é uma solugao classica de (3) entao (uy,by) também o é com dados
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Inicials
(uo(x), bo()) = X~ (g, bo) (\a). (6)
Solugbes para o problema (3) invariantes pelo escalonamento (5) sdo chamadas solugoes

autossimilares. Para os detalhes da analise de escalonamento do problema (1), veja a Se¢ao

2.2, pagina 42.

De posse das defini¢bes anteriores, podemos comentar o proximo resultado do
trabalho, Teorema 2.2 (pagina 38), o qual é um resultado de propriedades da solugao
obtida no Teorema 2.1. No primeiro item afirmamos que a solu¢ao obtida no Teorema 2.1
depende continuamente do dado inicial (ug, by). J& o segundo item afirma que a solugao
(u,b)(t) — (ug, by), quando t — 0T, na topologia fraca- de By 7 (R"), e por fim, a terceira
afirmacao do Teorema 2.2 nos garante que se os dados iniciais ug, by sao homogéneos
de grau 1 — 3 entdo a solucao (u,b) é autossimilar. Por fim, o nosso tltimo resultado
(veja Teorema 2.3, pagina 38) para o problema (MHD) fracionario, ¢ um resultado de

comportamento assintotico para as solugoes globais obtidas no Teorema 2.1.

O segundo problema estudado neste trabalho é o problema MHD inviscido, o

qual é descrito da seguinte forma

ou+ (u-Viu—(b-V)b+VP =0, em R"x(0,T),

otb+ (w-V)b—(b-V)u =0, em R"x (0,7), 7)
Vou=V-b=0, em R"x (0,7),
u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R"

onde n = 2, u = u(x,t) € R" denota o campo velocidade do fluido, b = b(x,t) € R" denota
o campo magnético e P = P(z,t) € R denota a fungao pressao, e T € (0, 0] é o tempo de
existéncia da solucao. Além disso, ug e by denotam os dados iniciais do campo velocidade e

campo magnético, respectivamente, com a condi¢ao de compatibilidade V -ug = V- by = 0.

Resultados de existéncia e unicidade de solugdo para o problema (MHD)
inviscido tem sido apresentados em vérios espagos funcionais. Em [54], Secchi provou um
resultado de existéncia e unicidade de solugao local para o problema (MHD) inviscido em
espacgos de Sobolev H k(R"), paran=>2ek>1+ g, e além disso provou um resultado
de dependéncia continua do dado inicial no mesmo contexto. Posteriormente, em [47],
Miao e Yuan provaram existéncia e unicidade de2solugéo local para o problema, com dados
iniciais ug, by em espacos de Besov critico, B;IE(R"), com 1 < p < oo. Também, em [15],
Chen et al. provaram existéncia e unicidade de solucao local no contexto dos espagos de

Triebel-Lizorkin F, (R"), com 1 <p,g<omes>1+ n
’ b

Agora, note que, quando fazemos b = 0 no problema (7), obtemos a famosa
equacao de Euler, a qual tem sido objeto de estudo em varios trabalhos. Para as equagoes
de Euler, alguns resultados de existéncia e unicidade de solugao local podem ser vistos

em [36,37] para espagos de Sobolev, [60,61] para espagos de Besov, [12,13] para espagos
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de Triebel-Lizorkin e recentemente, em [21], Ferreira e Pérez-Lépez provarem existéncia e

unicidade de solucao local em espacos de Besov-Herz.

Nosso primeiro resultado para o problema (7) (veja Teorema 3.1, pagina 71), é
um resultado de existéncia e unicidade de solucao local em espacos de Besov-Lorentz-Herz

BK,;, . (R") (para definicio dos espagos veja pagina 73), com as condigdes 1 < p < oo,

1
1<d,r,q<ooe0<a<n<1—>,eaindacomdz1sepzlea=0sep=1.Nosso
p

c A . . ~ 2 . " n
resultado de existéncia e unicidade de solugao é considerado no caso subcritico s > 1 4+ —
p

para 1 < r < o0, e no caso critico s = 1 + — somente para r = 1. Além disso, é verificado

a dependéncia continua do dado inicial, em um sentido adequado para modelos inviscidos

e aos resultados de existéncia e as estimativas obtidas.

Os espagos de Besov-Lorentz-Herz, contexto no qual é provado o Teorema 3.1,
foram introduzidos em [21] e [51]. De fato, em [21] Ferreira e Pérez-Lépez utilizaram um
caso particular desta familia de espacos, denominados Besov-Herz, onde eles provaram

resultados de existéncia e unicidade de solucao local para as equacoes de Euler.

Note que, para os espagos de Besov-Lorentz-Herz, temos

B;’T(R”) c BWKY (R"), ViI<p,r<oweseR.

p?wi/r

Além disso,

B (R") = BKg’S (R™),

yPsDsT

logo, nosso resultado estende e cobre o resultado obtido por Miao e Yuan [47], bem como
estende os resultados de [15] e [54].

Nosso segundo resultado para o problema (7) (veja Teorema 3.2, pagina 72),
¢ um resultado de blow-up para solu¢oes em espacgos de Besov-Lorentz-Herz, ou seja,
investigamos condic¢oes para que a solugao local no tempo possa (ou nao) ser uma solugao
global no tempo. Critérios de blow-up tém sido investigados em diferentes contextos. Por
exemplo, Chen et al. [15] obtiveram um critério de blow-up em espacos de Triebel-Lizorkin.
Em nosso resultado (Teorema 3.2) um critério de blow-up foi obtido para solugbes em

espacos de Besov-Lorentz-Herz nos casos critico e subcritico.

A organizacao desta tese é como segue. No capitulo 1 apresentamos as pre-
liminares que serao utilizadas para os demais capitulos. Na Secao 1.1 sao relembrados
defini¢oes e notacoesl basicas e alguns resultados essenciais dos espagos de Lebesgue
e espagos de Lorentz. J& na Secao 1.2 tratamos da teoria da transformada de Fourier,
espaco das fungoes de Schwartz e das distribui¢oes temperadas. Secao 1.3 tratamos das
transformadas de Riez e projetor de Leray, e finalmente Secoes 1.4 e 1.5 sdo dedicadas
a relembrar elementos da teoria dos espagos de interpolagao e espagos de Lorentz-Herz,

respectivamente.
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No capitulo 2 tratamos o problema MHD fracionério (1), enunciando e provando
os resultados para tal problema. Iniciamos com a Se¢do 2.1 tratando da teoria dos espagos
de Besov-Lorentz-Herz, os quais serao o ambiente em que provaremos o resultado de
existéncia e unicidade, Teorema 2.1. A Secao 2.2 trata da andlise de escalonamento do
problema (1) para determinarmos os indices adequados que iremos trabalhar. Ja a Sec¢ao 2.3
é dedicada a formulacao branda de (1) e, por fim, na Se¢ao 2.4 fazemos as demonstragoes
dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

No capitulo 3 tratamos o problema (MHD) inviscido (7), também enunciando
e provando os resultados de existéncia e unicidade de solugcao e o critério de blow-up
obtido para tal problema. Na Secao 3.1 tratamos os espagos de Besov-Lorentz-Herz nao-
homogéneos, os quais sao os espagos onde provaremos os resultados de existéncia e unicidade
de solugao para o problema (7). As Se¢oes 3.2 e 3.3 sdo dedicadas as demonstragoes dos

Teoremas 3.1 e 3.2, respectivamente.



18

1 Preliminares

Dedicamos esta se¢ao de preliminares para tratar de topicos basicos e algumas
ferramentas essenciais para o desenvolvimento dos resultados apresentados nos proximos

capitulos.

1.1 Espacos L” e espacos de Lorentz

Esta primeira se¢do é dedicada a teoria dos espagos de Lebesgue LP(R"™) e os
espacos de Lorentz LP9(R"™). Tais espacos sdo a base de outros espagos que serao os ambi-
entes de resolucao dos problemas de existéncia e unicidade apresentados posteriormente.
Toda a teoria desenvolvida nesta secao foi baseada nas referéncias [23] e [30], no entanto, [7]

¢ uma referéncia adicional para mais detalhes sobre a teoria dos espacos de Lebesgue.

A fim de introduzirmos os espagos LP, considere (X, M, u) espago de medida

e, para uma func¢do f mensuravel em X, definimos

e ] () 1 sp e
_

ess supl|f(z)| se p = oo
zeX

Definicao 1.1. Para 1 < p < o definimos

LP(X, M, p) ={f: X — C mensurdvel ;|| f|,< oo}.

Agora, definiremos o produto de convolucao de duas fungoes. Sejam f e g

fungoes mensuraveis em R". A convolugao de f e g é a funcao f » g definida por

U*m@ﬂZIMf@—yM@M%

para todo x tal que a integral acima exista.

As proximas trés proposicoes nos fornecem alguns resultados sobre o produto
de convolucao de duas funcoes. A saber, Proposi¢ao 1.2 nos da uma estimativa para o
produto de convolucao nos espacos de Lebesgue. Proposicao 1.3 trata de propriedades de
limitacao e decaimento do produto de convolugao de duas fungoes e Proposicao 1.4 trata
da derivada de um produto de convolu¢ao. As demonstracoes dos seguintes resultados

podem ser encontradas em [23], paginas 241 e 242.
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Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q,r < oo satisfazendo

1 1 1
“4+-=-+1SefelPegell entiofrgel e
p q T

I f =g lle<Il f ol g llq -

1 1
Proposicao 1.3. Sejam 1 < p,q < o satisfazendo — + — =1. Se f e LY e g€ L? entao

f = g(z) existe para quase todo x e f =g € limitada e uniformemente continua. Além disso,
se 1l <p < oo, entio f+ge Cy(R").
Proposigio 1.4. Se f € L*(R"), g e C*¥(R™), e 0* ¢ limitada para todo |a| < k, entdo
frgeCERM) e

o(f+g)=rf=("), Via|<k.

Agora, o proximo passo desta se¢ao é definirmos espagos de Lorentz LP?(R™).
Mais detalhes sobre a teoria desses espagos podem ser encontrados em [30]. Nesse intuito,
faremos inicialmente a definicdo da funcao distribuicdo e funcao rearranjo de uma funcao

mensuravel f.

Definigao 1.5. Para uma funcao f mensurdvel em X, define-se a funcao distribuicdo de
f.dyg, como
df(a) = p(fr e X;|f(z)| > o}),  Vael0,0).

Definicao 1.6. Para f — C, definimos a fungao rearranjo de f, denotada por f*, como
[*(t) :=1inf{s > 0;ds(s) <t} =inf{s = 0;ds(s) <t}, Vte[0,00).

Observagao 1.7. Adotaremos a convengdo que inf J = oo, e assim, teremos f*(t) = oo

sempre que ds(a) > t, para todo o = 0.

A préxima proposicao é uma lista de propriedades envolvendo a fun¢ao rearranjo
e fungao distribuigao (veja [30], Proposigao 1.4.5, pdgina 50).
Proposicao 1.8. Sejam f, g, f. funcoes mensurdveis, k€ C e 0 < t,s,t1,ts < 00. Entdo,

(1) f*(ds(a)) < a sempre que a > 0;

(2) dy(f () <t

(3) [*(t) > s se, e somente se, t < ds(s), ou seja, {t = 0; f*(t) > s} =
[0, dy(s));

(4) Se |lg| < |f], qt.p em X, entdo g* < f* e |f|* = f*

(5) (Bf)* = [k[f7;

(6) (f +9)" (1 + t2) < [7(t1) + g7 (t2);
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(7) (f9)"(tr +t2) < f*(t1)g" (t2);
(8) Se |f| < liminf|f.| q.t.p em X, entdo f* < liminff7;
(9) f* € continua a direita em [0, o0);

(10) Se f*(t) < c0,¢ >0, e u({[f] = [*() — ¢}) < oo, entao t < p({[f] >

(11) dy = dys;
(12) (|fIP)* = (f*)P, sempre que 0 < p < o0;

(18) JX |f|Pdp = fooo(f*(t))pdt, sempre que 0 < p < o0;

(14) || f == £7(0);
(15) iggtqf*(t) = supa(ds(a))?, V0 <qg< 0.

a>0

De posse da defini¢ao da fungao rearranjo podemos definir a seguinte quantidade,

para finalmente definirmos os espagos de Lorentz.

Definicao 1.9. Sejam f fungcio mensurdvel em X e 0 < p,q < c0. Definimos

o d %
H f HquZ (JO (tp'f*(t))qtt> se q < o0 '

suptr f*(t) se p = 0
t>0
O conjunto das fungoes f que satisfazem || f || z».«< 00 é denotado por LP4(X') e denomidado

espaco de Lorentz com indices p e gq.

Observagao 1.10. (i) Note que LP9(X) é um espago quase-normado com a quase-norma
|| Lp.a, pois nao € verdade que desigualdade triangular vale para quaisquer f, g € LP9(X),isto

¢, nem sempre é vdlida a sequinte desigualdade

If + glera < [fllzra + glLoa

(7i) Quando q = o0, o espago LP*(X) é chamado espago LP—fraco.

(iii) Quando p = q entao espacos de Lorentz coincidem com os espagos de

Lebesque, isto €, LPP = LP.

O item (i) da observagao anterior nos afirma que LP? é um espago quase-
normado. No entanto, para o caso 1 < p, g < o veremos que LP?(X') é um espago normado

completo, ou seja, um espaco de Banach. Nesse intuito, para uma funcao mensuravel f,
defina

1
0 =5 | e
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| flTpa = (F(tif**(t))q)cff .

0

Verifica-se que | - |} ¢ uma norma para LP?(X), e vale
p
lurs < 110 < (52 ) Ul ¥ € 2900,

A seguinte proposicao nos fornece um resultado de inclusao para os espacos de

Lorentz (veja [30], Proposigao 1.4.10, pagina 53).

Proposicao 1.11. Suponha que 0 < p <o e 0 < q <r < oo. Entao existe uma constante
C(p,q,r) tal que
| fller< Clpya,m) || f Nlzws -

Em outras palavras, LP4(X) é subespago de LP"(X).

Finalizamos a teoria dos espacos de Lorentz, fazendo uma observagao sobre a

relacao de escala nesses espacos. Nos espacos de Lorentz temos a seguinte relacao de escala
s [y(@) = fAz), A >0,

| FO) o= A" || f |lpa, VA >0,

ou seja, os espacos de Lorentz e os espagos LP tem a mesma relacao de escala.

1.2 Transformada de Fourier, espaco de Schwartz e das distribui-

coes temperadas

Nesta secao trataremos da Transformada de Fourier, uma importante ferramenta
para o trabalho com equacoes diferenciais parciais e também abordaremos o espago de
Schwartz que sera a base para definirmos a Transformada de Fourier e o espaco das
distribuigoes temperadas. A teoria apresentada nesta secdo foi baseada nas referéncias [30]

capitulo 2, e [23] capitulos 8 e 9.

Inicialmente, definiremos uma importante classe de fungoes, a saber, as fungoes
de Schwartz, e para tal fixemos algumas notacoes. Para =z € R" e a = (ay,...,q,)
multi-indice, definimos % = 27"..... ™. Agora, podemos definir o espacgo das fungdes de

Schwartz em R”.

Definigao 1.12. (Classe de Schwartz) Uma fungio f: R" — C, de classe C*, é uma
fungdo de Schwartz se satisfaz a condicio de que para qualquer par de multi-indices o e 3

existe constante Cy g > 0 tal que

Pas(f) = Slﬁplxaﬁﬁf(x)l = Cop < 0.
TeR™
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Os valores p, 5(f) sdo denominadas seminormas de Schwartz de f e o conjunto S(R") =

{f :R" - C; fé funcao de Schwartz }, é denominado espago de Schwartz em R".

Na proxima definicao estabelecemos a nocao de convergéncia no espaco de
Schwartz S(R").

Definicao 1.13. Sejam fi, f € S(R"), para k = 1,2,.... Dizemos que a sequéncia fy
converge para f em S(R™) se para todo par de multi-indice « e 3 temos

Pap(fie — [) = SUP|$Q(5’B(fk — )] = 0 quando k — oo.

zeR™

Pode-se observar que S(R™) é um espaco vetorial topolégico localmente convexo
quando consideramos a familia de seminormas p, g(para definicoes de espagos vetoriais
topoldgicos veja [52]). O espaco de Schwartz é metrizavel, pois

o0}

. —j /)jf g)
d(fg _Z 1+ pi(f—9)

define uma métrica em S(R"), onde p; é uma enumeragao de todas as seminormas pq g,

para multi-indices a e .

Também pode-se verificar que S(R™) é completo com relagdo & métrica d, e
portanto, S(R™) é um espago de Fréchet, ou seja, um espaco vetorial topoldgico localmente

convexo, metrizavel e completo.

Na proposicao seguinte apresentamos trés propriedades do espaco de Schwartz

com relagdo ao produto de convolugao e os espagos L, (veja [23], paginas 237 e 242).
Proposicao 1.14. (i) Se f,g € S(R") entao f « g e S(R").
(7i) Para 1 < w0 temos a inclusio continua S(R™) < LP(R™).

(iii) S(R™) é denso em LP(R"™) para todo 1 < p < w0, e S(R") é denso em
Co(R™).

A seguir introduzimos a noc¢ao de transformada de Fourier para uma funcao
em S(R"). Geralmente se inicia definindo a transformada de Fourier para fun¢oes em
L'(R™), mas no presente texto definiremos inicialmente para funcoes em S(R™) e em

seguida faremos a extensao da definicdo para uma classe mais ampla de fungoes.

Defini¢ao 1.15. (Transformada de Fourier ) Para f € S(R™) definimos a transfor-
mada de Fourier de f, denotada por ]? ou F(f), por

~

FINE =) = | swetan,

A seguir, definimos a transformada de Fourier inversa de uma funcao de

Schwartz.
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Definicao 1.16. Para f € S(R") definimos a transformada de Fourier inversa de f,
denotada por f¥ ou F'(f), por

~

f(@) = f(=x).

Na proxima proposicao investigamos as relacoes entre a transformada de Fourier

e a transformada de Fourier inversa (veja [30], Teorema 2.2.14, pagina 112).
Proposicao 1.17. Para f,g,h € S(R™), temos

(1) N f(2)§(z)de = N Fx)g(z)da;

~ —

(2) (Inversao) (f)¥ = f = (fv);
(3) (Identidade de Parseval . f(x)h(x)dr = . f(f)%df;

(4) (Identidade de Plancherel) || f ||L2=|| f||L2:H Y e

(5) Rnf(x)h(a:)dxz N Flx)hY (2)dz.

Até o momento apresentamos a definicao e propriedades da transformada de
Fourier para fungées no espago de Schwartz S(R"™), mas note que a Definigdo 1.15 faz

sentido para toda funcio f € L'(R™).

Além disso, podemos estender a transformada de Fourier para o espaco L*(R™),
como podemos verificar a seguir no Teorema de Plancherel (veja [23], Teorema 8.29, pagina
252).

Teorema 1.18. (Teorema de Plancherel) Se f € L' n L* entdo fe L* ¢ F |12

estende unicamente a um isomorfismo unitdrio em L*(R™).

No proximo resultado, a desigualdade de Hausdorff - Young, temos uma esti-
mativa para a norma da transformada de Fourier de fun¢oes em LP(R™) com 1 < p < 2

(veja [30], Proposicao 2.2.16, pagina 114).

Proposicao 1.19. (Desigualdade de Hausdorff-Young) Seja f € LP(R") com 1 <

p < 2. Entao, temos a sequinte estimativa

I < IS lees

I . 11
em que p' € o expoente conjugado de p, ou seja, — + — = 1.
p

Para finalizar os resultados sobre a transformada de Fourier, concluimos com
o Lema de Riemann-Lebesgue, que nos apresenta o comportamento da transformada de

Fourier no infinito (veja [30], Proposi¢ao 2.2.17, pagina 114).
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Proposicio 1.20. (Lema de Riemann - Lebesgue) Se f € L'(R") entdo

Jim |7(©) =o0.

Nos proximos passos definiremos um importante espago para o trato com
equagoes diferenciais parciais, a saber, o espaco das distribui¢oes temperadas. O espaco dos
funcionais lineares continuos sobre S(R"), isto é, o espaco dual de S(R™) é denominado
espaco das distribui¢oes temperadas e denotado S'(R™). A agdo de uma distribuigao

temperada u sobre uma funcao teste f € S(R"™) pode ser representada de duas maneiras

Iniimeras defini¢bes podem ser estendidas ao espacgo das distribuicoes tem-
peradas S'(R"), como, por exemplo, derivagao, transformada de Fourier e produto de

convolugdo. Para mais detalhes de tais definigdes, veja [30], capitulo 2.

Finalizamos esta secao definindo o espaco das distribui¢oes temperadas médulo
polindmios. Esse, por sua vez, serd um espaco 1til quando definirmos os espacos de Sobolev

e Besov homogéneos.

Comegamos definindo o espago dos polinémios em R". Denotamos por P(R")

o conjunto de todos os polinémios de n variaveis reais, isto €, fungoes da forma

Z 05955 = Z 0517_,_,%:70?1 . xﬁ",

|Bl<m Bj € N u {0}

onde m é um inteiro e cg coeficientes complexos.

Em S'(R") definimos a seguinte relagao de equivaléncia ~

u~v<eu—uvePRY).

O espaco das classes de equivaléncia resultante da relagao de equivaléncia ~ é

chamado espacgo das distribuigoes temperadas modulo polindomios. Denotada-se tal espago

por P'(R™)/P(R™).

1.3 Transformadas de Riesz e o Projetor de Leray

Nesta secao trataremos inicialmente das Transformadas de Riesz para em
seguida definirmos e examinarmos algumas propriedades do Projetor de Leray. O Projetor
de Leray serda uma ferramenta essencial para simplificarmos o problema (1) eliminando o

termo da pressao p da primeira equacao. Para esta secdo, a teoria das transformadas de



Capitulo 1. Preliminares 25

Riesz foi extraida de [30], capitulo 5, e a teoria do Projetor de Leray foi extraida de [3,41],

capitulo 1.

A fim de definir a transformada de Riesz, primeiramente definiremos a distri-

buigao temperada W, em R", para 1 < j < n. Para ¢ € S(R"), seja

(ntl ,
oy = "0 iy [ owa

+1 n+1
7 20 Jiyse |y
onde I' é a funcao Gama de Euler.

De posse da defini¢ao da distribuicao temperada W), podemos definir as trans-

formadas de Riesz como segue:

Definicao 1.21. Para 1 < j < n, a j-ésima transformada de Riesz de f € S(R™), denotada
por R;(f), € definida por

L)

Ry9)E) = (< W)(@) =~ il | B p )y
y|=e

A seguir apresentamos uma caracterizagao das transformadas de Riesz via
transformada de Fourier e também uma identidade para as transformadas de Riesz em
L*(R™), (veja [30], Proposicdes 5.1.14 e 5.1.16, paginas 325 e 327).

Proposicao 1.22. Para a j-ésima transformada de Riesz R;, € vidlida a sequinte iqualdade

i
€]

Proposigao 1.23. As transformadas de Riesz gozam da seguinte propriedade em L*(R™)

—I = Zn] R3,
j=1

Ry(f)() = ( f(g)) (1), Ve SEM.

onde I € o operador identidade.

Motivados pela Proposicao 1.22, podemos estender a definicdo das transforma-
das de Riesz para o espago S'(R")/P(R").

Definigao 1.24. A4 j-ésima transformada de Riesz de f € S'(R™)/P, denotada por R;(f),

¢ definida via transformada de Fourier por

De posse da defini¢ao anterior, podemos definir o projetor de Leray no espaco

S'(R")/P.
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Definicao 1.25. O Projetor de Leray P ¢ definido por
P=I+R®R,

onde I é o operador identidade em S'(R™)/P(R"™) e R é o vetor das transformadas de
Riesz, isto é, R = (Rq,..., Ry).

Observagao 1.26. Note que, de acordo com a definicio anterior podemos escrever
(Pf); = f; + D RyRufi-
k=1

No que segue, apresentamos algumas propriedades de P, como por exemplo, a
linearidade do operador IP e o calculo de sua transformada de Fourier. Tal resultado pode

ser encontrado em [3], capitulo 1.

Proposigao 1.27. Sejam f,g € S'(R")/P(R") e a € C. As sequintes afirmagoes sao

verdadeiras:

(1) P(af + g) = oP(f) +P(g), ou seja, P é operador linear.

(2) IET(f\)(f) = <5Z~j — i%) F(), onde d;j € o delta de Kronecker.
1<i,j<n

(3) div(Pf) =0, onde div denota o divergente.
(4) Se div(f) = 0 entio P(f) = f.

Para finalizar esta se¢ao, enunciamos a seguinte proposi¢ao que trata de algumas
propriedades do operador P que serao tteis na formula¢ao branda do Problema (1) que

seréd tratado no préximo capitulo. Tal resultado pode ser encontrado em [3], capitulo 1.
Proposicao 1.28. Para o operador P sdo verificadas as sequintes propriedades:

0 0
(1) P& = glP’, isto €, P comuta com a derivada no tempo.
(2) PA = AP, ou seja, o operador P comuta com o laplaciano.

(3) (BV)" = 0.

1.4 Espacos de Interpolacao

Nesta secao tratamos da teoria basica dos espacos de interpolacao. Esses por
sua vez sao de extrema importancia na teoria do espagos de fung¢bes, pois muitos espagos
sao obtidos através de interpolacao de outros espacgos ja conhecidos. Todo o contetdo

apresentado nesta secao foi extraido da referéncia [4], capitulos 2 e 3.

Com o intuito de definirmos espacos de interpolacao, iniciamos com a definicao

de espacos compativeis.
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Definicao 1.29. Dizemos que dois espagos vetoriais topologicos Ag e Ay sao compativeis,

se existe um espago vetorial topoldgico de Hausdorff X, tal que Ag e Ay sdo subespagos de

X.

Para dois espacos compativeis Ay e A1, podemos definir

Ao+ A ={reX;x=ay+a, comage Aeay €A}

Agn Ay ={re X;xe Ayexe A}

O préximo resultado afirma que os espagos Ag + Ay e Ag N Ay sdo espagos

normados, (veja [4], Lema 2.3.1, pagina 24).

Lema 1.30. Suponha que Ay e Ay sao espacos vetoriais normados compativeis. Entao

Ag N Ay € espago vetorial normado com a norma definida por

I @ Nl agnar = max{]| a [|a,, [| @ [}

Além disso, Ay + Ay € espago vetorial normado com a norma
o llagea=, 0 {1l ao llage [l ar [l

Note que, se Ag e Ay sdo completos, entao Ay N Ay e Ag + Ay também o sao.

Dado um par de espagos normados compativeis A = (A, A;) definimos dois
novos espagos normados

A(Z) = AO M Al e E(Z) = A(] + Al.

A seguir definimos a nocao de espaco intermediario entre dois espacos compati-

veis Ag e Aj.

Definigao 1.31. Seja A = (Ag, A1) um par de espagos normados compativeis. O espago

normado A é chamado espaco intermedidrio entre Ag e Ay se vale as inclusoes continuas

A(A) c A < X(A).

De posse das defini¢oes e observagoes anteriores, podemos definir o espaco de

interpolagao entre os espacos compativeis Ay e A;.

Definigao 1.32. Seja A = (Ag, A1) um par de espacos normados compativeis. O espago

A é denominado espago de interpola¢io entre Ag e Ay (ou com relagio a A) se
(i) A € espago intermedidrio entre Ay e Ay

(ii) se para cada operador linear continuo T : A — A implica que T : A — A ¢

continuo.
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De forma mais geral, considerando A e B dois pares de espacos normados
compativeis, entdo dizemos que A e B sdo espacos de interpolacdo com relacdo a A e B,
se A e B sao espacos intermediarios de A e B, respectivamente, e se para todo operador

linear continuo 7' : A — B implica que T : A — B é continuo.
Note que, A(A)
mesmo é vélido para X (A)

Além disso, se A = A(A)( ou 2(A)) e B = A(B)( ou ¥(B)), entao temos

A(B) sdo espacos de interpolacio com relagdo a A e B, e o

e X(B).

(A

43S Max{|[ T [Lag po; | T [| 41,8, }- (1.1)

Quando (1.1) ocorrer entdao A e B sao denominados espagos de interpolagao

exatos.

Em varios casos é possivel verificar que existe constante C' > 0 tal que
I T [[ap< Cmax{|| T [[ag,50: [| T [ 41,5} (1.2)

e nesses casos dizemos que A e B sao denominados espacos de interpolacao uniformes.

Também héa casos que pode-se verificar que
1—
I T [ap< C I T [[aga, I T V4,4, com 0 < <1, (1.3)

e nesse caso dizemos que A e B sao denominados espacos de interpolacao de expoente 7,
e quando C' = 1 em (1.3) dizemos que A e B sdo denominados espagos de interpolagao

exatos de expoente 7).

O principal objetivo da teoria de espacos de interpolagao é a construgao e
estudo das propriedades desses espagos. No que segue, trabalhamos com a construcao de
espacos de interpolagao, e o faremos através de dois métodos, o K método e o J método

para interpolacao real.
Iniciemos com o K método e para tal definiremos um funcional na préxima

definicao.

Definigao 1.33. Sejam A = (Ag, A1) um par de espagos normados compativeis e t > 0.

Definimos

K(t,a) = K(t.a; A) = _inf {||ao llay +¢ || s [la,},a € S(A).

a=ap+al

Note que, K(t,a) é uma norma equivalente para S(A).

O préximo Lema nos fornece informagoes sobre a funcao K, (veja [4], Lema
3.1.1, pagina 38).
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Lema 1.34. Para todo a € ¥.(A), K(t,a) é uma fungio positiva, crescente e concava em t.

Em particular, .
K(t,a) < max{l, -}K(s,a), Vs > 0.
s
Para todo ¢t > 0, K(t,a) ¢ uma norma no espaco de interpolagao 3(A). Agora,

definiremos um novo espaco de interpolagdo impondo condigdes na fungao t — K(t,a).

Seja @, , definido por

@, ,(0(1)) = (Loo(t_%(t))qit) " paral< g <o

sup ¢ "¢(t), para ¢ = o0,

0<t<oo
onde ¢ é uma fungao nao-negativa.
De posse da definicao da funcdo ® podemos construir um novo espaco de

interpolagao.

Definicao 1.35. Considere 0 <n<1lsel<g<woul<n<1seq=o0o0. O espago de

interpolagio A, ,rc € definido por

Apgr = Kyg(A) = {a e B(A); @, ,(K(t,a)) < o}

Note que, A, ,.x é um espago normado com a norma
| @ [lngr= Pyq(K(, a)).

De posse das defini¢cbes anteriores, enunciamos o proximo Teorema, o qual
afirma que os espagos A, ,.r, construidos através do K método sdo espagos de interpolagao

exato de expoente 7, (veja [4], Teorema 3.1.2, pagina 40).

Teorema 1.36. Sejam A = (Ay, A1) espagos normados compativeis e 0 < n < 1 se
I1<g<woul<n<1seq=o0. O espago A, . € espaco de interpolagio exato de

expoente n compativel com Ay e Ay. Além disso,

K(s,a;Z) < YngS” | a ”mq;K .

Tendo construido anteriormente espacos de interpolacao através do K método,
no que segue faremos uma construcao alternativa de tais espacos através do J método.

Iniciemos com a definicao do funcional J.

Defini¢ao 1.37. Sejam A = (Ay, A1) par de espagos normados compativeis e t > 0.
Definimos

‘](t7a) = J(t,a;Z) = maX{H a ||A07t ” a ||A1}7a € A(Z)
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Note que, J(t,a) é norma equivalente para o espago A(A).
O proximo lema nos fornece informacgoes do funcional J e uma relagao entre J

e K, (veja [4], Lema 3.2.1, pdgina 42).

Lema 1.38. Para a € A(A), J(t,a) é uma funcio positiva, crescente e convera em t.

Além disso,

J(t,a) < max{l, E}J(s,a), K(t,a) < min{l, E}J(s,a), Vs > 0.
s s

Agora, vamos definir um novo espago de interpolacao A, ,; = J,,(A), com

0<n<lsel<g<ooul<n<lseq=1. Oselementos ae€ J,,(A) sdo os elementos

a € X(A) que podem ser representados da forma

® dt —
a= J u(t)T, com convergéncia em X(A), (1.4)
0

onde u(t) é mensurdvel e com valores em A(A), satifazendo a condigao

Dy q(J (¢, u(t))) < oo. (1.5)

Também, definimos a seguinte norma em J, ,(A4)

| ally.q0= iI&qumq(J(t,u(t))),
onde o infimo é tomado sobre todos os elementos u tais que (1.4) e (1.5) s@o satisfeitas.

A seguir enunciamos o préximo Teorema, o qual afirma que o espagos A, 4.7,
construido através do J método é um espago de interpolagao exato de expoente 7, (veja [4],

Teorema 3.2.2, pagina 43).

Teorema 1.39. Sejam A = (Ag, A1) espagos normados compativeis e 0 < n < 1 se
I1<g<woul<n<1seq=1. O espago A, ,; é um espago de interpolagio exato de

expoente n, compativel com Ag e Ay. Além disso,
| allygr< Cs™J(s,a; A), ae A(A),
onde C' € independente de 1 e q.

Anteriormente, construimos espagos de interpolacao através do K e J méto-
dos. O préximo resultado, conhecido como teorema de equivaléncia, nos diz que para
determinadas condigdes os dois métodos sao equivalentes, (veja [4], Teorema 3.3.1, pagina
44).

Teorema 1.40. (Teorema de Equivaléncia) Se 0 < n < 1 el < ¢ < o entdo

Jnq(A) = K, ,(A) com normas equivalentes.
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Note que, pelo Teorema de Equivaléncia 1.40 para 0 <7 < 1 a construgao de
espacos de interpolacao ¢é equivalente se utilizarmos o K ou J método. Com isso, para
0 < 1 < 1 denotaremos por 4, , os espagos A, . ou A, ;. Também, se n =0oul e
q = o0, entdo o espago A, ..k serd denotado por A, ,. Por fim, denotaremos por || - ||, &

norma do espago A, ,.

Na proxima proposicao apresentamos uma lista de propriedades e resultados a

respeito dos espagos de interpolagao construidos previamente, (veja [4], Teoremas 3.4.1 e
3.4.2, pagina 47).
Proposigao 1.41. Seja A = (Ay, A1) um par de espagos compativeis. Temos

(1) (Ao, A1)nq = (Ao, A1)1-q cOm normas iguais;

(2) A,y < A, seq<r;

(3) Anygo 0 Ay g © Apg seno <n <

(4) Ay < Ag= A, 4 < Apyq S€ M0 < M1

(5) Av= Ao = Ay = Ao e | a|lag= (gn(1 = m))7;

(6) Se Ay e Ay sio completos entio A, , também é completo;

(7) Se q < o0 entao A(A) é denso em

0,

8) O completamento de A(A) c A, », € 0 espaco A° _ de todos os elementos
777 n’w
a tais que
t"K(t,a; A) — 0 quando t — 0 ou t — oo;

(9) Se AY denota o completamento de A(A) < A; entdo para q < o temos

(AoaAl)n,q = (Ag,Al)n,q = (AOaA(l))n,q = (AgaA(l))mq'

Finalizamos a teoria dos espacos de interpolacao com o Teorema de Reiteracao,
um dos mais importantes resultados da teoria da interpolacao, que serda importante na
demonstracao das estimativas lineares do semigrupo associado ao Problema (1), (veja [4],

Teorema 3.5.3, pagina 50).

Teorema 1.42. (Teorema de Reiteracdo) Sejam A = (Ag, A1) e X = (Xo, Xj)
dois pares de espag¢os normados compativeis e assuma que X;(i = 0,1) sao completos e

satisfazem

K(t,a; A) < Ct" || allx,, a€eX;com0<nm <1 eny#mn.

Fizando,
n=(1-Nn+n, (0<A<l),
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entdo, para 1 < g < o

Xy = A, com normas equivalentes .

)

Em particular, se 0 <n; <1 e A,, ,. sdo completos, entio

(Anogos At )ag = Anq com normas equivalentes .

Observe que no teorema anterior exigimos que 7y # 1;. No caso 1y = n; temos
o seguinte complemento para o Teorema de Reiteragao, (veja [4], Teorema 3.5.4, pagina
51).

Teorema 1.43. Seja A um par de espacos de Banach compativeis e considere

XO = A’?vQO € Xl = A’%Ql?
onde 0 <n<1,1<¢g; <o (i =0,1). Entdo,
X,\,q = Zn,qa

onde

I 1-=Xx A

q 4o q1

1.5 Espacos de Lorentz-Herz

Esta secao é dedicada aos espagos de Lorentz-Herz, que por sua vez servirdo
de base para posteriormente definirmos os espacos de Besov-Lorentz-Herz e obtermos
resultados de existéncia e unicidade para os problemas (1) e (7). Os espacos de Lorentz-Herz
foram considerados em [22] e [51], como uma extensao natural dos espagos de Herz. Nesta,
secao, além da definicao dos espagos de Lorentz-Herz, também sao apresentadas varias
propriedades importantes desses espacos. O contetido desta secao pode ser encontrado

em [22] Segao 2, e [51] capitulo 2.

No intuito de definirmos os espagos de Lorentz-Herz, inicialmente, definamos

alguns conjuntos para obtermos um tipo de decomposigao de R" e de R"™ — {0}.

Definicao 1.44. Para k€ Z e k > —1, definimos os sequintes conjuntos A, < R"

(1) Ay, = {z e R 281 < || < 2FY;
1
(2) Ay ={xeR"z| < 5}

Também, para k € Z definimos A < R" como

Ap = {z e R"; 2571 < |z < 28},
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Observagao 1.45. Note que

R" — {0} = UA"” e R" = sup Ay.

keZ k=-1
Para, a e R,0 <d < w e 0 < p,q < oo, definimos as seguintes quantidades

1

okaq 1, , seq <
_ < Z | f HLp,d(Ak)> q (1.6)

I f ”K;;d,q k>—1
kSUPIQka | f [|Leacay), se g =
e
1
S, )
2 q se g < a0
| f ||f<g_’d7q= keZ Lpalde) |7 (L.7)
wp2' | £ iy 50 4 = 0.
keZ
Finalmente, podemos definir os espagos de Lorentz-Herz e Lorentz-Herz homo-
géneo.

Definicao 1.46. Sejam a € R,0 < d < w0 e 0 < p,q < 0. O espaco de Lorentz-Herz,
denotado K, (R"), € definido como

K3 ,(R") = {f; fé fungcdo mensurdvel em R" e || f ke, < oo}

Também o espaco de Lorentz-Herz homogéneo, denotado Kgfdvq(R"), ¢ definido
como

Kgdﬂ(Rn) = {f; [ € fun¢io mensurdvel em R™ e || f HK;?,d,q< o}

Note que, quando d = o0 os espagos LP*(R™) sao os espagos LP — fraco, e nessas
condigdes, ou seja, quando d = oo os espagos K, (R") e ngg(R") serdo chamados de

espagos weak-Herz e weak-Herz homogéneos e denotados por WK (R") e W['(zq(R"),

respectivamente.

Ao definirmos um espago, naturalmente buscamos propriedades dos mesmos,
como estimativas para o produto de dois elementos do espaco, estimativas para o produto
de convolugao, etc. Na proxima proposi¢ao enunciamos uma espécie de desigualdade de
Holder nos espagos de Lorentz-Herz nao-homogéneos, no entanto, o resultado também é

validos para os espacos de Lorentz-Herz homogéneos.

Proposicao 1.47. Sejam a,a, a5 € R)1 < q,¢q1,¢0 < 00,1 < p,pr,pe < w0el <

d,dy,dy < oo satisfazendo

a = a1 + Qg; 52*4—*;
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Entao

| fg llxe

SOl fllges, Nl gllge
p,d,q f Kpl,dl,ql g KP27d27

q2

No trabalho com equagoes diferenciais parciais frequentemente utilizamos
estimativas do produto de convolugao nos espacos trabalhados, por isso, a seguir enunciamos
dois resultados de estimativas do produto de convolucao nos espacos de Lorentz-Herz

homogéneo e nao-homogéneo.

Proposicao 1.48. Sejamae R, 1<g< oo, 1<p<wel<d<oo, comd=1sep=
1. Além disso, para f € L'(R™) considere

M - { ma{[] |+ 74 f oo, I 1 o, I F s} se a0,

max{[| [+ ['f o, |11 f e I f Iz, se <0,

para algum v > 0. Nessas condicoes, existe C > 0 (que nao depende da funcgao f) tal que

I fg s, <MC gllke, . Vg€ Ky q,R").

Um resultado similar ao resultado anterior, o qual sera enunciado na proxima
proposicao, é verificado para os espagos de Lorentz-Herz homogéneo com algumas restri¢oes
nos indices do espaco.

1 1 1
S=—+
p P P2

Proposicao 1.49. Sejam 1 < p; < 0,1 < p,py < o satisfazendo 1 +
1
oud > dy sep=py. Também, sejam 1 < q <

1

1 <d,dy,dy < oo, satifazendo it + s

1

0, —? <a<n <1 - ) Além disso, considere f € e (R™) ou f € Ll(Rn) se P = p
p P2

de modo que | - |ﬁf e L™(R™). Nessas condigoes, definindo
ape = ) maxtll L Prf e, L f i}, se pa 5
max{[[ |- |"f e, [| £ {21}, sep2 = b,

entao, existe uma constante C' > 0 ( que nao depende da fungdao f) tal que
19 lig, < CMy g e, Y9€ Ky

Depois de relembrar algumas estimativas para o produto de convolugao nos
espacos de Lorentz-Herz, na préxima proposi¢ao apresentamos uma desigualdade do tipo

Berstein nesses espagos (veja [22] ou [51], pagina 50).

Proposicao 1.50. Sejam a € R, 1 < p,d,q < o0, comd = 1 sep = 1. As sequintes

afirmacoes sao verificadas

(1) Dado M, > 0, existe C' > 0 tal que

I D°f s, , < C2MU | £ Il

)
,d,q
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para todo j =0 e f e K}, , satisfazendo supp(f) < D(0, M;2%).

(2) Para o =20 e j € Z temos

I f =< C2% || £ ke,

para toda f e K, tal que supp(f) < D(0, M;27).

(3) Dado My, My > 0 existe C > 0, dependente somente de My, Ms,0,n, tal
que
I f ks, < C27 | DO F ko

)
p,d,q

para todo j =0 e f € K, , satisfazendo supp(f) c {€e R™, M 27 < €] < My27}.

Para finalizar a secdo sobre os espacos de Lorentz-Herz vamos enunciar alguns
resultados sobre a acao de operadores nesses espacos. Estes resultados sao tteis para por
exemplo provar limitacao das transformadas de Riesz e estimativas para o semigrupo
associado a parte linear da equagdo do problema (1). Iniciemos com dois resultados para o

(6% n
espago K, (R").

Proposigao 1.51. Sejam ae R,1 <p,g<wel<d< oo, comd=1 sep=1. Nessas

condigoes, existe M(a,p) > 0 tal que, se P é uma funcao de classe C* em D(0,4/3), e

satisfaz
" P(€) < C,VE € D(0,4/3) e Vo e Ny com |0 < M,
entao
I (PJ?)V HK;,’,d,qg clf HKgyd’q, VfeK,,, tal que suppf < D(0,3/4).

Para enunciarmos a proxima proposicao, para j € Z defina
3 ]
D, =<x; -2 < |zvert < =27 }.
J { 74 | 3 }

Proposicao 1.52. Sejam a e R;)1 < pg< wel <d<owo,meRej =0 Nessas
condigoes, existe M(a,p) > 0, tal que, se P é uma funcio de classe C* em ﬁj =

D; 1 uDju Dy, e satisfaz
10°P(&)| < C2m=193 YeD; e VO e NI, com |0 < M,

entao

~

(PF ke

p,d,q

<Oo2m™ || f HK;‘,d,q> Vfe K, tal que suppf < D;.

Agora enunciamos duas estimativas para determinados operadores nos espagos
o n
Kp,d,q(R )
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1
Proposicao 1.53. Sejam 1 < p < 0,1 < d,q < oo,—ﬁ <a< n(l—) em € R.
p p

Considere P uma funcio de classe C* em Dj = D;_ u D; u Dj., satisfazendo
10°P(&)] < C2m 190 Ye¢ e D, e VO e Ny com |0] < [n/2] + 1.
Nessas condigoes, temos a sequinte desigualdade

I (PHY o <C2™ || fllja , Vf € KSy, tal que suppf < D;.
p,d,q p,d,q

1
Proposicao 1.54. Sejam 1 < p < 0,1 < d < we — L a<n (1 — ) Nessas
p p

condigoes, se P é um operador linear em LP*(R™) satisfazendo

[Pfx)] < C | |f()llz = 2[T"dz, x ¢ supp(f),

Rn

entdo, P ¢ limitado em K, (R").

Observagao 1.55. O resultado anterior 1.54 também € vdlido para o espago Kgdﬁq(]R”),
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2 Equacoes MHD fracionarias

Neste capitulo tratamos dos resultados para as equagoes da magneto-hidrodinamica
(MHD) fraciondrias, ou seja, problema (1). Provaremos resultados de existéncia, unicidade e

propriedades da solugao nos espagos de Besov-weak-Herz. Iniciamos recordando o problema

(1)

é‘fu—i—(—A)gu—i—(u-V)u—i—Vp: (b-V)b, em R"x (0,00),

b+ (=A)Tb+ (u- V)b = (b- V)u, em R x (0,00), 1)
V-u=V-b=0, em R" x (0,0),

u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R",

onde u = u(t, z) denota o campo velocidade, b = b(t, x) o campo magnético e p = p(t,x) a
fungao pressdo. Além disso, o%u = D! *(d,u), onde D! denota a derivada de Riemann-

Liouville de ordem 6 — 1, como definido em (2), pagina 12.

O nosso principal resultado deste capitulo é o Teorema de existéncia e unicidade

para o problema (1) nos espagos de Besov-weak-Herz. Tal resultado é enunciado a seguir:

Teorema 2.1. Sejaml<q<oo,%<p<oo,1<6<ﬁ<2e

O<a<min{1—n i ﬁ—n—l}.

2072070 2p
Nessas condigoes, existem ¢ > 0 e d > 0, de modo que, se ug,by € BWKp q1005+ +OZ(]R")
comV -ug=V-bp=0c¢e
HUOHBWKS;VBWWQ + [[bo] . BwRC TR <0, (2:2)
entdo existe uma unica solucao branda
al-f+2 +a al-f+2+a

(u,b) € L*((0, 00); BWK,,q, ) x L*((0, 0); BWK,,q, )

para o problema (1), satisfazendo

Dy = Tl agemsseio, 5B 50T
T Bl oy vy T SUD 45 (B=1-a- )||b||WK§ LS5 (23)
onde
—fwe L°((0,00); BW Ky 7 )i t50 5y e L7((0,00); WKS 5)}, (24)
com norma

Ho-ramg)
= n 0
ol = 01, g e+, + SUP folwig,,-  (29)
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Para a demonstracao do Teorema 2.1, utilizaremos um argumento de contracao,
0 qual consiste em construir estimativas para operadores associados ao problema para
posteriormente aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e obter a solugao no espago
desejado. Além disso, observe que a solugao obtida no Teorema 2.1 é uma solu¢ao branda,
e para dar sentido a esse tipo de solucao se faz necessario uma formulacao branda para o

problema (1), a qual discutiremos em mais detalhes na Secao 2.3 deste capitulo.

O préoximo teorema que trataremos neste capitulo ¢ um resultado que nos
fornece algumas propriedades para a solucao obtida no Teorema 2.1. Tal resultado é como

segue.

Teorema 2.2. Sejam q,p,a, 0,3 como no Teorema 2.1, e (u,b) solugio do problema (1)

obtida no Teorema 2.1. Entao, temos as sequintes propriedades:

(i)(Dependéncia continua do dado inicial) A solugio (u,b) depende

continuamente do dado inicial.

(ii) (Convergéncia fraca-x) A solugio (u,b)(t) — (ug,bo), quando t — 0%,

na topologia fraca- de BY [ (R™).

(iii) (Autossimilaridade) Se ugy,by sao homogéneos de grau 1 — [ entdo a

solugao (u,b) € autossimilar.

Como ultimo resultado desta se¢do, provamos um resultado de comportamento
assintético da solugao global obtida no Teorema 2.1, quando t — co. Tal resultado é como

segue.

Teorema 2.3. (Comportamento Assintdtico) Sejam «, 3,0,p,q como no Teorema
2.1 e, (u,b), (@1, b) duas solugoes do problema (1) para dados iniciais (ug, bo), (tig, by), Tes-

pectivamente. Entao, temos que

. ~ . 9(B-1—aq—2 .
N [u(t) = G(0)] sy e = it 5O B fult) (1) iy

I
BWKy.1or (2.6)

: 7 . b(B—1—aq—2 >
= ble) = B0 gy gmn e = BmtE OB 000) B0, = O,

se, e somente se,

. ~ 9(-1—q-2 .

Jim (104500t — )| s g+ 670 MA@@%—WWW%J
. 7 9 l—a— ~

=ty (MO0~ )l s + BN O~ Bl ) = 0

t—0 P,q,00
(2.7)
Observagao 2.4. Considerando @y e by vetores homogéneos de grau 1 — (3, e usando o

Teorema 2.2 (iii) e Teorema 2.3, obtemos uma familia de solugoes que sao assintoticamente

autossimilares.
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Tendo apresentado os trés teoremas principais deste capitulo, finalizamos esta
introducao do capitulo discorrendo brevemente sobre a organizacao do mesmo. Na Sec¢ao
2.1 tratamos da teoria dos espacos de Besov-Lorentz-Herz, os quais serao o ambiente em
que provaremos o resultado de existéncia e unicidade, Teorema 2.1. A Secao 2.2 trata da
andlise de escalonamento do problema (1) para determinarmos os indices adequados que
iremos trabalhar. J& a Secao 2.3 é dedicada a formulagdo branda do problema (1) e, por

fim, na Secao 2.4 apresentamos as demonstragoes dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

2.1 Espacos de Besov-Lorentz-Herz homogéneos

Nesta secao, definiremos os espacos de Besov-Lorentz-Herz homogéneos, no
qual serao provados os resultados de boa-colocagao global. A teoria desta se¢ao pode ser
encontrada em [22,51], estando com mais detalhes em [51], capitulo 2. Para tal, iniciemos

com a decomposicao de Littlewood-Paley.

Seja p € CP(R™) uma fungio radial e ¢;(&) = ¢(£277), satisfazendo

3 8
sunle) < {65 <lel <5}

D i€ = 1, Ve e R™\{0}.

JEZ

Definamos os operadores A, f = ¢;(D)f = (F '¢;) = f, e Sipf = Z A f.
j<k
Note que, se |j — k| = 2 entdo A;Agxf = 0. Além disso, se |j — k| = 5 entdo

Aj(Sk—QgAkf) = 0.
Agora, vamos definir os espacos de Besov-LorentzHerz homogéneos B onar (R
e, para tal comecemos definindo em S'(R™)/P a quantidade

2% || Ajf e , ser <o,
<Z 7 (2.8)

I f g jez

wp2* | Af g . ser=um
JEZ Pidsq

Tendo definido a quantidade (2.8) podemos finalmente definir os espagos.

Definicao 2.5. Para a,s € R;1 < p,d,q,r < o0, o espaco de Besov-Lorentz-Herz homogé-
neo BK®: (R") ¢ definido como

p,d,q,T

BEy,, (R") = {f € S®R)/P: | f laies, < 0

p,d,q,r
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Observacao 2.6. Quando d = o na definicao anterior, o espaco definido é denominado
espago de Besov-weak-Herz e denotado por BWK;‘;T(R"), e € no contexto desses espagos
que serao provados os resultados desta secao. Para mais detalhes sobre esses espacos,

veja [22] e [51], segio 2 e capitulo 2, respectivamente.

Ao definir um espago é natural investigar relacoes de inclusoes desses com
outros espacos conhecidos. Na proxima proposi¢ao enunciamos uma relagao de inclusao e

um caso de nao inclusao entre os espagos de Besov-Lorentz-Herz e os espacos de Besov.

1
Proposicao 2.7. Sejam s e R,11 <r< oo, l <p<wel <« <n(1—). Nessas
p

condicoes, temos
(1) |
BWEKSs > B3 (etniv),
Em particular,

a,a+ 2

: -1 H—1 50 0
BI/VKPOOOO — B e BW K pool — By, — L.

00,00
(2) Para 1 < 0 < o0 ndo € verdadeira a inclusdo

ce—p(l_1
BWEK: <—>B(,,OO(P 2

p,00,r

Na sequéncia dos lembretes dos resultados de inclusao, a préxima proposi¢ao
nos fornece relagoes entre os préprios espagos de Besov-Lorentz-Herz homogéneos.
1
Proposicao 2.8. Sejam se Rl <p< oo, 1 <d,g<owel<a<n (1 — ) . Nessas

p
condigoes, temos as sequintes inclusoes continuas

Oc o OL
BK p,d,q,1 dq%BK ,d,q,00

p,a,

Finalizando os resultados de inclusao, enunciamos um resultado do tipo imersao

de Sobolev, o qual é importante para provar algumas estimativas.

Proposicao 2.9. Sejam se R;1 <p< 0,1 <dy,q,r <oo,p<p; <0,1 <py<pye

n ( 1 1 1)
—<a<n|{l+—————].
p pr p2 P

Nessas condigoes, vale a sequinte desigualdade

If lgges <CIF et (i) () (2.9)
P2,d1,4,T
2p" 2p
T A — 2.10)

p,d1,q,m

Também, 862 <p<wel< a<min{1—n n},entda
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Observacao 2.10. Note que nas condigcoes da proposicao anterior e em vista das desi-

gualdades (2.9) e (2.10), obtemos as sequintes inclusoes continuas

(1)
B K“*”(%*%)’”"(é w) Brres

p2,d1,q,r p,d,q,r"

(2)

o e 20,5Fat o= . .
BKp,duq,T v BKgpfdvq,T'

A préxima proposi¢ao é um resultado para operadores do tipo multiplicadores
de Fourier, a qual serd 1util para provarmos estimativas para a familia de operadores
M} (t) associada & parte linear do problema (1). Além disso, também nos permite provar

a limitagao das transformadas de Riesz R; e do projetor de Leray IP nos espacos BK; ’iq’r.

1
Proposicao 2.11. Sejam m,se R/ 1 <p<w,1 <q,r<we — n <a< n(l—) )
D p
Considere P uma fungdo de classe C*(R™\{0}), tal que

n

07 P(&)] < Clg|"™ D, vB e N com |5 < [5] + 1.

Nessas condicoes, temos que

I PD)S Ml gggecs-m< C Nl S Ml e
p,d,q,r p,d,q,r
Finalizamos as propriedades dos espagos de Besov-Lorentz-Herz homogenéneos
com um resultado de interpolacao. Resultados deste tipo sao tteis pois em varios casos
provamos estimativas para determinados indices do espago e estendemos os resultados

para outros indices via resultados de interpolagao.

n
Proposigao 2.12. Sejam 1 <p < o0,1 <d,q,r, 19,71 < 0,0 < a<n (1 — ) ,S, S0, S1 €
p

R tais que s = (1 —n)sg +ns; com n € (0,1). Nessas condigoes, temos que

p,d,q,r0? p,d,q,m1 p,d,q,r*

(B “ 1,80 B ‘,81 ) _ BK&,S
n,r

2.2 Anilise de Escalonamento (scaling)

Nesta secao faremos a analise de escalonamento da equacao, importante para
estabelecermos indices adequados tanto para a equacao, quanto para o espago em que
provaremos o resultado de existéncia e unicidade. Aqui assumimos que todos os termos

sao suaves o suficiente para permitir os calculos, ou seja, procedemos formalmente.

Primeiramente, faremos a anéalise do escalonamento para as equagoes MHD

fraciondarias, para tal, consideremos o problema (1) na sua forma mais geral
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™

Mu+ (—=AN)7u+ (u-Vu+Vp=(b-V)b, em R"x (0,00),

8%2b + (—A)Fb+ (u- V)b = (b- V)u, em R x (0,00), 1)
V-u=V-b=0, em R" x (0,00),

u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R"

Para A > 0, defina uy(x,t) = N u(Az, \2t) e by(x,t) = \sb(Az, \"t).

Aplicando a regra da cadeia e uma mudanca de variaveis na integral, para u,

temos

1 0 (" o.up(x,s)
’ _ o _ ° J Osur(, 5)
at u)\(x7 t) t (atu)\) F(2 _ 9) ot 0 (t _ 8)071 ds

_ 1 0 " Mo (u( A, \*25))
T'(2—6)ot fo (t — 5)0-1
1 0 (" (Osu)( A, \F25)
T2 - Q)é‘tfo (t— )i
Ak1 1 0 (™ (Gpu)(\z,w)
A\F20-D T (2 — ) ot L (tAR2 — )01
Ak \k2

= A\ A2 ds

dw

Portanto,
Puy(z,t) = NorT0R2(3%,) (N, AF2t). (2.13)

Note que, de forma similiar ao que foi feito para uy, podemos concluir que para
by temos

by (z,t) = N2 (0p) (Ax, A*2t). (2.14)

Além disso,

8
2

up(z,t) = (=A)2[\ru(dz, \F2t)]
ARHE[(— A) S u] (A, Me2t). (2.15)

Analogamente, prova-se que

B
2

(—A)Fba(2, 1) = N FB[(—A)Fb] (A, Me2t). (2.16)

Para os demais termos da equacao podemos calcular
P(uy - Vuy) = PO u(dz, \2t) - VOO u(dx, \F2t))

NRP(u(Ar, \F2t) - V (u(Ax, A¥2t))
NRTLUP(y - V)] ( Az, A2t). (2.17)
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Também temos as seguintes igualdades

P(by - Vby) = ATHP(b - Vb)|( Az, \*21); (2.18)
(uy - Vby) = \HFstL (4. Wb) Az, \*2t); (2.19)
(by - Vuy) = N 1(h 7)) Az, AF2t). (2.20)

Note que, das igualdades (2.13) a (2.20), obtemos

B1

P uy + (—A) 2 uy + Pluy - V)uy — P(by - V)by =

Nert0ik2 (010 (N, M2£) 4 X1+ (- A) B (A, A2t

+ NPy - V)| (M, AF2t) — AR TP (b - WD) (A, AF2t),

%2y + (—=A)Fby + (ur - V)b — (by - V)uy =

s 02k (o020) (e, A2£)  NFs+92 (— A) F (A, A2t)

+ AR L (b)Y (A, AF2t) — XL (b 7y (A, AR, (2.21)

Observando as duas igualdades anteriores (2.21), note que se (u, b) é solugao
do problema (2.11), entao (uy,by) também sera solugao desde que

)\k1+91k2 — Akl-‘rﬁl — )\le-‘rl — A2k3+1 e Ak3+92k2 — Ak3+,82 — Akl-‘rkg-‘rl'

Logo, desde que A\ > 0, as relagdes acima nos levam a
ki = ks, 0 = 00,01 = Po,kzs+Bo=ki +hs+1ek=05—1=ks.

Além disso, do fato de ki + 01ky = ki + 31, pode-se concluir que ko = é

01
Unindo todas as informacoes anteriores, e considerando § = 31 = s e 0 =

01 = 03, podemos concluir que se (u,b) é solugdo do problema (1), entao
(un, by) = V" u(ha, AT8), NP 1b(Aa, A71)) (2.22)

também serd solucao de (1).

Com isso, podemos definir a fungao de escalonamento para as equagoes (1)

CcOo1mo

(u(z,t),b(z,t)) — (ur(z,t),br(x,1)). (2.23)

Fazendo t — 07 em (2.23), o escalonamento da solugdo das equagdes induz o

seguinte escalonamento para o dado inicial
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(uo (), bo(x)) — (uox(z), box(z)) = N7 (ug, bo)(Ax). (2.24)

Finalizamos a parte de escalonamento das equagdoes MHD fracionarias dando a

defini¢ao de solucao autossimilar como segue:

Definigao 2.13. Uma solugio da equagio (1) é dita autossimilar se é uma solugdo

invariante pelo escalonamento (uy,by) dado em (2.22).

Tendo feito anteriormente a anélise de escalonamento do problema (1), para
finalizar esta secao faremos uma analise de escalonamento dos espacos de Besov-Lorentz-

Herz homogéneos. Iniciemos com algumas definigoes.
Definicao 2.14. Seja X um espaco de Banach de distribuicoes e k € R.

(1) O espago X tem escalonamento de grau k se

IO I~ X f llx, YA>0efeX.

(2) O espago X é critico para a equagio (1) se X tem escalonamento de grau

k=1-p0.
A seguir, temos dois resultados sobre a relacao de escalonamento nos espacos

de Besov-weak-Herz.

Proposigao 2.15. (veja [57], Lema 2.5) Sejam 0 < p,q < w0 e o € R. Nessas condigoes,

temos a sequinte relagcao de escalonamento
| FO ey, A F g, YA > 0 € f € WED, (R),
De posse da proposicao anterior e conhecimentos sobre os espacos de Besov,
prova-se facilmente a seguinte propriedade:
Proposicao 2.16. Para a,s € R, 1 < p,q,r < o0, temos

| £ Dswicss, = AN f lgwicss, YA > 0,¥f € BWEg: (R”).

D,q,T p,q,r

O espaco Y no qual é provado o teorema de existéncia e unicidade para o

problema (1) é baseado em uma norma da seguinte forma

_ n . o ) s
v lly= sup ¢ oG ) lwier, + 10l oopswies.,) - (2.25)

Para finalizarmos esta secdo, faremos alguns cédlculos de modo a determinar
indices adequados para que a norma definida em (2.25) seja invariante pelo escalonamento
(2.22).
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Note que, pela Proposicao 2.15, segue que

_ B
| un(ot) lwgen, = AT a5 [y

x tﬂ)\ﬁfl)\_(m-i-ﬁ) H u(.’)\gt) ||WI~<;¥11Q1

“Big 1 (a4 23
~ ()\gt)n)\ 7 +8-1 ( +P1> H U(,)\gt) ”Wffgf,ql . (226)

Além disso, pela Proposicao 2.16, segue que

~1ys—(a+2 B
| usCot) lpwices, > X707 u( 250 e (2.27)

P,q,0

Observando as relagoes anteriores (2.26) e (2.27), entdo a norma definida em

(2.25) sera invariante pelo escalonamento (2.22) se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

n:ﬂ(ﬁ—l—a—;;)es=1—ﬁ+z+0&. (2.28)

Com a relagdo acima, obtemos uma restricao para 7 e s. As demais restrigoes
para os indices dos espagos sao impostas para obter-se as devidas estimativas dos termos

da formulacao branda (2.37).

2.3 Formulacao branda para as equacoes MHD fracionarias

Nesta secao, trataremos da formulagao integral para o problema (1). Antes de
partirmos para os calculos da formulacao, trataremos da funcao de Mittag-Leffler, essa por
sua vez, sera fundamental para obtermos a familia de operadores associada a parte linear
do problema (1). Mais detalhes sobre a fungao de Mittag-Leffler podem ser encontrados
em [1,2,24,33].

Iniciemos com a definicao da funcao de Mittag-Leffler.

Definigao 2.17. (Funcdo de Mittag-Leffler) Sejam z € C e 0 € C tal que Re(f) > 0.
A fungdo de Mittag-Leffler é definida a partir da série de poténcias

Ey(z) = ];)W’

onde I' denota a fung¢io Gamma de Euler.

Note que, quando 6 = 1 temos I'(k + 1) = k! e consequentemente

El(Z) = Z y = ¢°.
k=0 "
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A seguir enunciamos algumas propriedades e resultados da fun¢do de Mittag-

Leffler. Para tal, considere Ky a solu¢do fundamental do problema (veja [1])
M — Au =0,
e note que Ky pode ser escrito da seguinte forma

Kolt, z) = f € g (—1°|¢[2)de.

n

A préxima proposicao nos fornece uma forma de escrita da fungao de Mittag-
Leffler e as derivadas de Ky. As demonstragoes das afirmagoes da proxima proposicao

podem ser encontradas em [1,24,33], Lema 2.3, Proposi¢do 1 e Lema 3.1, respectivamente.

Proposicao 2.18. Sejam 1 <0 < 2,k e N U {0}. Entao, temos

1
Eo(—|£]%) = 9 (eag(f) + Gbg(g)) + 1y(), (2.29)
onde
ag(€) = [€|7 e, by(€) = I€]Fe T, Ve e RY, (2.30)
¢ 9 o 2.6-1,—
sen( W)J _ |§|2$ e e €20
lo(€) = T, do s 2[¢|2cos () + (€] (2.31)
1— ] se £€=0.
Além disso,
k k
‘;ff(t,x) = Ak aik/cg(m, Ait). (2.32)

Agora, de posse da definicdo da funcao de Mittag-Leffer, podemos fazer a

formulacao integral para as equagoes (2.1).

Primeiramente, note que do fato de V- u = V - b = 0, podemos escrever
(u-Vu=V-(u®u),(b-V)b=V-(b®0b),(u-V)b=V-(u®b)e(b-V)u=V-(b®u),

onde (W ®v); = wyv;.

Além disso, aplicando o projetor de Leray P na primeira linha de (2.1) e
utilizando as propriedades de P (veja Proposigao 1.28, pagina 26), podemos reescrever

(2.1) da seguinte forma

u+ (=A)2u=PV-(b®b) —PV -u®u, em R"x (0,00),
b4+ (-A)b=V-(b®@u) —V-(u®b), em R"x (0,00),
Vu=V-b=0, em R" x (0,00),
u(z,0) = up(x) e b(zx,0) = by, em R"

[SIISIINTECY
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Aplicando um principio do tipo Duhamel (veja [33], Proposigao 2.1) em (2.33),

podemos formalmente obter que

u(t) — Mf(t)uﬁJ:Mf(t—s) (fn,_l(s—f)w-(u®u—b®b)dr) ds

! % (2.34)
b(t) = MJ(t)b + J M)t — s) U ro_1(s —T)V - (u®b— b®u)d¢> ds,
0 0
v—1
onde ., (t) = 0 e a familia de operadores M} () é definida via transformada de Fourier
como !
F(Mg (0)1)(6) = Eo(~1"[€]*) F(©). (2:35)
Agora, escrevendo
t s
By(u,b)(t) = f MJ(t —s) U ro_1(s — )PV - (u®b)d¢> ds,
% % (2.36)
Bo(u, b)(t) = f MYt —s) U ro 1(t—T)V - (u®b)d7) ds,
0 0
entao podemos reescrever (2.34) da seguinte forma
u(t) = My (t)ug + Bi(u,u) — By(b,b) (2.37)

Observagao 2.19. Para finalizar esta segio, dizemos que (u,b) é solugao branda para o
problema (1) se (u,b) satisfaz (2.37).

2.4 Demonstracao dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3

Nesta segao, faremos as demonstragoes dos Teoremas 2.1 e 2.2 (veja pagina
37). Com o objetivo de demonstrar o Teorema 2.1, faremos duas subsegoes, uma dedicada
as estimativas da parte linear e outra as estimativas das partes nao-lineares. Iniciamos a

préxima subsegao para as primeiras estimativas lineares.

2.4.1 Estimativas da parte linear

No intuito de obtermos estimativas para a familia de operadores Mg (t), inicia-

remos com um lema que nos fornece estimativas para o simbolo da familia Ey(—t?|¢|7).

Lema 2.20. Sejam 1 <0 < <2 e — 3 <m <0. Entao, existe C = C(p3,0,m) >0 tal
que

ak
%
VE#£0 eVhe (NU {0} com |k < [

E9<—t9|§|ﬂ>\ < CrmS|e|mIiD, (2.38)

n

1.
2] +
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. 0, .8
Demonstragio. Observe que fazendo |w| = [t#£]2, podemos escrever

Eo(—t°|]%) = Eo(—(|t7¢|2)?) = Eo(—|w]?). (2.39)

Por outro lado, da Proposi¢ao 2.18 (veja pagina 46), podemos escrever

1
= — (6“9(“’) + ebg(w)) + lp(w), (2.40)

Eo(—Juf) = 5

onde ag, by e ly sdo como definidos em (2.30) e (2.31), respectivamente.

Logo, se £ # 0 entdo, das igualdades (2.39) e (2.40), podemos escrever

1 (s i
o (exp(tFel7e®) + (exp(itielie )

sen(Om) JOO |t%£|539_16_s
& 0o s20 4 2|t%£|559 cos(Om) + |t%€|25

= 1p(&) +1o(E). (2.41)

Eo(—’l¢])

ds

ds
Fazendo a mudanga de variavel s — |t9§| 7w?, obtemos i |tﬁ§|ﬁ w( -1)
w

e podemos escrever a integral do ultimo termo de (2.41) da seguinte forma

%\m
cb\»—A

g o 0 9—1_1 g
7 sen(fm) [ |t§§|5+5(9—1)+gw7+§—19 oltFe]
|t%£|25w2 + 2|t%€|2ﬂw COS( ) |t%£|25
9
sen(fm) [~ |t%§|2ﬁe—\tﬁg\§w%

= = dw
o |t7E|%8 (w? + 2w cos(Om) + 1)

dw

™

[

[

& B 1
sen(fm) (~ e It7ETwo
= dw
O Jo w?+2wcos(Om) + 1

0 51
Or) [® —[tFElose
_ sen(bm) ‘ ds. (2.42)
O Jo s*+ 2scos(fm) + 1

Depois de reescrevermos alguns termos nos passos anteriores, vamos provar a

desigualdade (2.38) e comegaremos fazendo estimativas para o termo

(2] 9

() = 5(exp((t361%eT) + expl(tFelie 7). (2.3

Seja k€ (N U {0})" tal que |k| =1 e, sem perda de generalidade, consideremos
k= (1,0,...,0). Note que

0 1 0 i im 0 in
fe<f>=9[equtﬁa?ee)eetﬁmﬁ%+exp<|tﬁg|§e-e> —Ft |€|‘2€1] (2.44)
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Em vista da igualdade anterior, podemos estimar

e 0l©)] < el e (el os (7))
< Dlel el exp (1eFel# cos (7)) el
< ;ét FleFe) ™ E exp (|tﬁ€|9008( )) gt
< o E|£|m71’ (2.45)

em que na ultima desigualdade de (2.45) foi utilizado o fato de que, uma vez que m < 0,

entao
s i
| e < C

8
|fm+§€7|z| 9

onde C' > 0 é o maximo da funcdo g(z) = |z , para z = 0.

Agora, no intuito de provarmos a estimativa para o caso geral, iremos provar uma
desigualdade para k € (N U {0})" tal que |k| = 2 e, novamente, sem perda de generalidade,
consideramos k = (1,1,0,...,0).

Note que
62 1 0 0 8 im, in 5 B
— 1 = —|— e teg|sea )en t=|¢|o 2
R R e e e R

; exp<|t25|‘3e?>e?tﬁ|s|52&)]
1 in 0 i
_ Q[eeequm 5t |£|”£t €72,

+ 7 exp(|t%§|§ 7") g (|§|_2 +& (5 B 2) |€|77 &)

Fem ) il leli 26 eli%,
v em(elfe et (1052 6 (ﬁ—z) ie)|. e

Da igualdade (2.46), segue que

x

86%]9(5)‘ < C’[|exp(|t%§|§e%)|(t2|§|2§—2+t|§|§—2+t|€|§_2)

+ Jexp(tHel7Fe T (21652 + )P 2 + 1fe] )]
< Comp (el cos (§)) (P62 1))
< Cexp (|t%£|gcos( ) €| 2t2|§|29 ik )

< Clg2exp (I8¢l cos (5)) (#5€*F + [t5el). (2.47)



Capitulo 2. Equacoes MHD fraciondrias 50

Observando a desigualdade (2.47) verificada para k € N", com |k| = 2, pode-se
de forma similar generalizar tal desigualdade para k € N*, com |k| = 2, obtendo a seguinte

estimativa

T

5k
| ;

85kms)\<cexp(|rfﬁf|?<:<>s( )) 5617 + .+ e, (2.48)

Multiplicando o segundo membro da desigualdade (2.48) por
A [ S

obtemos

6k ma — 3¢lT Fe|l—mts B E|l—m >
\agkmo\ < Bl exp (1t5€]7 cos (7)) (I8¢5 + .+ Jehg[ )

< Ot (2.49)

onde na ultima desigualdade de (2.49) foi utilizado o fato de que

exp ([£7€]7 cos () ) (117177 + ...+ e 108) < €
d ~N 7 s . ~ _ 8 m _m+§ _m+‘k|ﬁ
onde C' é o maximo da fungao h(x) = exp (|z|? cos ] (lz|7™78 + ... + |z 7),

para x = 0.

Das desigualdades (2.45) e (2.49), para m, k nas condigoes do lema, podemos
concluir que
‘ilg(g)‘ < "5 g M e £ 0. (2.50)
O préximo passo é trabalhar estimativas para o termo lp(€), que em vista de
(2.42) pode ser escrito da seguinte forma
. sen(fr) [* €,|t%§|§3%
lo(8) = Om L s? + 2s cos(Or) + 1d8'

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, construiremos estimativas
para o caso k € N" com |k| = 1 e |k| = 2 e em seguida faremos a generalizacido para
o caso geral. Iniciemos com |k| = 1 e, sem perda de generalidade, podemos considerar
k=(1,0,...,0).

Note que

6 51 6 81 )
ief\tﬂg\esé _ (5 _2> ef\tﬂﬁlesé(_t$§|€|§*2§1), (2.51)
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Em vista da igualdade anterior, obtemos

& B 1
< (5-2) et et

0 1 B
< Clthshelfe 75787 |1, (2:52)

Multiplicando [£|™|€]™™ no segundo membro da desigualdade (2.52), obtemos

a seguinte estimativa

0

1 B
< Cle[mEsag|aelttsPET gt

mé m “1,8 L s—m8 *|t% %ﬂg
< Ct"esp g™ Htrspl| M ee TS (2.53)

Agora, analisemos o caso |k| = 2 e, sem perda de generalidade, faremos k =
(1,1,0,...,0).

Da igualdade (2.51), podemos calcular

P 8.8 _Belah 1B
67626 tF 050 _ 6761 ((5 2) [tBElo 9(_t39|f|0 251))
1

:( ) ST (pd el (ast eF %)

((, - 2) LT (—|£|52 — & (Z - 6) |£|3‘4£1) (2.54)

Da igualdade (2.54) concluimos

%\H

_l’_

2 9 B 1 9 B 1
e < ce Bl @it ity
C1tBesB 10 1,8 L o2 | 1B e LBy o2
< Ce ([t7se&l"e + [tegse|o)[g]™" (2.55)

Multiplicando [£]™|¢]™™ no segundo membro da desigualdade anterior, temos

B
0

ol

_ *t% %‘% -2 o 1 6 1 2
< ClTme PETIR M R([ts s e T + |tFsTE|?R)

2
O et
07

. 61 8
< i |em e AT (B shel e 4 [t shePam). (2.56)
Observando os calculos realizados nas estimativas (2.53) e (2.56), podemos

facilmente generalizar tais estimas e concluir que
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k 2 B 1 - 9 1 8
‘ O (B el7sb| o cymi o8 |epm Wl WP 88 (ph helmtd | b b i) (2.57)

ek

Vé;«éO,keNncom|k|<[g]+1e _B<m<0.

Em vista de (2.57) e do fato que

01 0
olt7 PP (|t%3%€|—m+§ R |t%3%§|—m+|’f|§) < (O,

onde Ci(m,n,3,0) > 0 é uma constante que independe de &, s,t, obtemos a seguinte

desigualdade

ak: B e’ tm§|€|m—|k|5%
— < O d
‘6{’“ 9(6)‘ L s? + 2scos(fm) + 1 °
< o [ s d
2
= d L s? + 2scos(fm) + 1 °
< CgmafemIH (2.58)

desde que —m < 3.

De (2.50) e (2.58), obtemos (2.38) concluindo a demonstracao do lema. O

De posse do Lema 2.20 (veja pagina 47) podemos partir para as estimativas da
familia de operadores MQB (t). Iniciamos com um estimativa em espagos de Besov-Lorentz-

Herz como enunciado na préxima proposigao.

1
Proposicao 2.21. Sejam 1 < p < 00,1 < r,d,q < oo,—E <a< n(l—) , 1 <60 <
p p

<2 eo,seR coms<oes—o>—0. Entao, eriste C > 0 tal que
Y(s—0
| M7 llgiens < O | £ llpgos (2.50)
p,a,q,r p,a,q,T

para todo t > 0 e f € BK®5 (R").

p,d,q,T

1
Além disso, se s < 0,2(s —0) > —f 60<a<n<1—), entdo
p

Y(s—0o
| M5 lggog < CE N llggos (2.60)

p,d,q,1 p,d,q,0

Vt >0, fe BK _(R").

p,d,q,0
Demonstragio. Primeiramente, note que do Lema 2.20 (veja pagina 47), temos

e

m | 1m—
w@(—t%ﬁ)\wt e, e £ 0, (2.61)
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onde -3 <m <0e |kl < [g] + 1.

Em vista da estimativa (2.61), podemos aplicar a Proposicao 2.11 (veja pagina
41) para P(D) = M (t), obtendo que

| Mg (1) f lfcas-m< CF" SN ey (2.62)

p,d,q,r

Como s —o <0es—o > —f, podemos tomar m = s — o em (2.62) e concluir

que

| MO gy < OO | f [l (2.63)

d,q,r

Vti>0e fe BK », o " ~(R™), concluindo a primeira parte da demonstragao da proposigao.

Agora, passemos para a demonstracao de (2.60). Note que, tomando s <

oe?2(s—o0)>—p, entdao de (2.63) com r = oo, obtemos

I Mg (1) f lgca2e—s< <Ot | f ke (2.64)

,00

Além disso, de (2.63) com s = 0 e r = 00, tem-se

I MG f llpies < CIFllpias (2.65)
p,d,q,f

p,d,q,0

Note que, fixado t > 0, das estimativas (2.64) e (2.65), podemos concluir que

MJ(t): BKS; o — BES0S (2.66)
e
Mﬁﬁ() BK dqoo BK dqoo (267)
De (2.64), (2.65),(2.66), (2.67) e da Proposicao 2.12 (veja pagina 41), segue
que

Mgﬂ( t): Bngq, (BK;‘;;C;, BK;dsq’ )1, 1 BK;”’jq’l, (2.68)
com a norma do operador
L] S—0
| M5 @) Ngicos  prems < CEFC77, (2.69)
p,d p,d,q,

De (2.68) e (2.69) obtemos a estimativa (2.60) concluindo a demonstragao da
proposicao. ]

Finalizamos esta subsecao com uma proposi¢ao que contém uma estimativa
para Meﬁ (t) em espacos funcionais que também dependem do tempo, o que facilitard a

demonstragao dos resultados para o problema (1).
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1

Proposigao 2.22. Sejaml<p<oo,l<q<oo,0<oz<n(1—),1—1—04—1—2n<5<
p P

2 el <0< p. Entao, existe C > 0 tal que

9(B-_1—q—2
I M5 OF Wy +e, 500 6507278 | MEOF e,
(2.70)
< C ” f H ~a1 B+§+a7
- a,l— 6—',—”—&-(1
para toda f € BWK, (R™).

Demonstragio. Note que, pelas Proposigoes 2.8, 2.9 e 2.21 (veja paginas 40 e 52, respecti-

vamente), temos

2] 2]
F(p-1-a-35) B < F(B-1-a-35) B o
Stggt | My (t)f ||WKgp2q S Cstg%)t | My (t)f ||BWK2 Nt
< Csup t%(ﬁ 1—o— ﬂ)

t>0

S T

. a,l—ﬁ+2ﬂp+a
2p,2q,%0

S Oy gonor e
< Oy, poammrgra (2.71)
Psq, L

Além disso, pela Proposicao 2.21 (veja pagina 52), temos a seguinte estimativa

I MEDS N gor-regon Ol F gy ossogon 272
Vf e BVVK,C,!qlofJr M(R”). De (2.71) e (2.72), segue a estimativa (2.70), concluindo a
demonstragao da proposicao. O

2.4.2  Estimativas das partes nao-lineares

Esta subsecao é dedicada a demonstracao das estimativas nao-lineares. Mais
precisamente, provamos uma estimativa para as formas bilineares B; e By nos espagos Y

definido no Teorema 2.1 (veja pagina 37), como segue.
Proposicio 2.23. Sejamg <p<wl<g<ol<f<f<2e0<a<

min< 1 — E, E, s _ o ql Entao, existe C' > 0 tal que
2p" 2p 0 2p

I By(u, ) [ly< C L wlly [ b ly, (2.73)

I Ba(u, 0) [ly< C [l wlly [ b lly, (2.74)

para todo u,beY.
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%)

Demonstragio. Primeiramente, note que, como B; e By diferem apenas pelo fato que em

B, aparece o projetor de Leray P, faremos somente a estimativa (2.73), enquanto que

(2.74) pode ser obtida de

forma anédloga a demonstragao de (2.73).

Aplicando os resultados das Proposigoes 2.8, 2.9 e 2.21 (veja paginas 40 e 52),

existe C' > 0 tal que

| Buw0)O) g, <
<
<
<

C || By(u,b)(t) ||BWK§;;?QQ,1

C H Bl(u7b)(t) HBWKQQ’CH—%
; S

o[ ia—a ([ rats=rpv-@enar)|
0 0 BWK, G0

t o n S
OJ (t — 5) Blatst) f ro_1(s — 7)|[PV - (u®b)| gy 21 drds.
0 0 24,7

(2.75)

Além disso, aplicando a Proposigao 2.11 (veja pagina 41) para obter a limitagao

do projetor de Leray PP e estimativa para V no espagos de Besov-Lorentz-Herz homogéneo

e, aplicando também a Proposigao 2.8 (veja pagina 40), podemos estimar o lado esquerdo

de (2.75) como segue:

rt 0

C|l({t—s)7
Jo

rt 0

< C|(t—s) 7
JO,

rt 0

< C|(t—s) 7
JO,

rt o

< C|(t—s) 7
JO

50 [ o5 = DIPY - (@) a2 drds
0 P,2q, %0
(o 55) f ro-1(s = DIV - (w®) | pyy e drds
08 P,2q,90 (276)
(Oé“rﬁ*‘r ) J ’]"9_1(3 _ 7—)||u ® b”BWKQa,O deS
0 P,2q,%0
(a+%+

) J ro—1(s — 7')||u®b||wf'(zoé drds
0 p,2q

Finalizando essa primeira estimativa, aplicando a incluséo 19 < [?? e desigual-

dade de Holder para os espagos WK2

a

C | (t—s)5
Ot

0

< C (t—s)_?(
Ot

0

< O (t—s) 8

0 t

< Clulvibly |

(t — )5 (ot5+) J

[0}

.2 (veja Proposigao 1.47 | pagina 33), chegamos

rs

atF+1) ro_1(s — T)[u @ b||y jr2a drds
J p,2q
rs
at+ g +1) ro_1(5 — 7)|[u ® bl jroe dTds
| J P (2.77)
at3-+1 . .
% ), ro-1(s — T)HUHWKgp,Qq”b“WKS‘p,zdadS

ro_1(s — 7)7_2%(6_1_0‘_%)d7'd5.
0
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De (2.75), (2.76) e (2.77), segue que

t _ 0 (o s _920(B_1—q—21
1B () (1) s <C||u||ybyj (t —s)75( +2,,+1)f ro 1(s — )28 (F1m= %) 4o g,
p,29 0

Agora, verifiquemos que

t s
[y 25 [ry o - 2t Biras < 0808 o)
0 0

(s —7)02

Observando o fato de ry_1(s — 7) = Te=1)

e fazendo as mudancas de

variaveis 7 = zs e em seguida s = tw, temos

t s
=C| (t— 8)7%(a+%+1) J (s — 7)9_2772%(’87170‘7%)d7d3
¢ 1
o r . S)_%(oﬁ%—kl) J 5972(1 _ Z)972Z—2%(ﬁ—l—a—%)S—Q%(ﬁ—l—a—%)sdzds

_C tfg(mﬁﬂ) (1— w)fg(wﬁﬂ)teawoqt—zg(571%7%)““}72%(5717a7%)+1tdw

1
e R el R

0

(Jl(l B Z)9—2ZQZ(510427;)dZ>
0
— ot #(i-1a=55) g <—22 (ﬁ —1—a-— ;;) + 6, —Z (a + 27; + 1) + 1>

0 n
B (51 mam 2) )

_ oy #(B-1me=g) (2.80)

onde B(+,-) denota a fungao Beta e, com os calculos de (2.80) concluimos a verificagdo da
afirmagao (2.79).

Além disso, de (2.78) e (2.79) segue que
_9(B-1—q-2
11, ) Dy, < Clulllblyt #01-05), (251)
e, consequentemente, concluimos que

(B 1—a—2
supt #0451y (u,0) D)l ey, < Cluly [Pl (2:82)

t>0
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Agora, verifiquemos que

1— Do < .
IB1 (DO, g =5+, < Cluly bl (283)

Aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais e Proposigoes 2.9, 2.21,
2.11 (veja péaginas 40, 52, 41), podemos estimar

HBl (u7 b) (t) ||Bwka,1—ﬁ+%+a

P,q,0

t s
S fo HMéB(t —5) (L ro-1(s —T)PV - (u® b)dT) ”Bwka,km%mds

P,q,%0
K

t s

< CL | M) (t — s) (L ro_1(s — )PV - (u®b)d7) [P
t s

< CJ (t — S)%(—1—2a—%+5—1) (J 7’9,1(8 — 7')||v : (u &® b)HBWI'(Qa,—l) ds. (284)
0 P,q9,0

0

- 20,20+ % —f+1 ds

Além disso, pelas Proposigoes 2.11, 2.8 e 1.47 (veja paginas 41, 40, 33), temos que

t S
(=5 ([ (5= 117 (0@ )

0 0

t s
<C f (t — s)" 5 (24201 5-8) ( ro_1(s — 7)|u ® b| gy 20 dT) ds

0 JO Pa,%

t 0 n (S
<o =) ([ uebly g dr) i

0 JO p,q

! — % (2+20+2-8) B
<CL(t—s) 5 ; Croals = ulwicy Wi, 47 ) ds

J ’ ,

< Ol Pl [ (¢ — 5y 8C2e+3-9) ([ 2B g ) as. (2
< Cllully [olly 0(lt—S) C 07“971(8—7)7 s)dr | ds.  (2.85)

(s —7)02

Agora, note que pelo fato de rp_1(s —7) = m

e fazendo a mudanca de

variaveis 7 = zs e s = tw, obtemos
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KBRS ([ rosts = ryr 280 8)ar )

0 0

<C f(t — ) 5 (242050) ( J (s 7)92722(51“2’2)d7> ds

0 0

_c ( f (b s) Blararios) 59122(61a2’;)ds) ( j e Z)MZzz(wa;;,)dz)

0

1
= cuslermgpo o) ([T o a0
0

1
. (J (1— w)g(2+2a+25)w9122(51a2@)dw>
0

0 n
=CB(—2B (ﬁ—l—a—2p>+1,0—1)

0 n 0 n
'B(_Qﬁ(5_1_a_219)+0’_25(1+a+2p_2)+1)‘ (2.86)

Das estimativas (2.84), (2.85) e (2.86), segue a estimativa (2.83). Além disso,
de (2.82) e (2.83), obtemos que

[B1(u, D)y < Cllully by, (2.87)

concluindo a demonstracao da proposicao. O]

2.4.3 Demonstracdo do Teorema 2.1

Depois de termos desenvolvido estimativas para termos das partes lineares
e nao-lineares nas subsegoes 2.4.1 e 2.4.2, respectivamente, dedicaremos esta subsecao
a demonstracao do Teorema de existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema (1),

Teorema 2.1.
Demonstragdo. Considere W :Y xY — Y x Y definida por
qj(“? b) = (M@B(t)uO + Bl(u7 u) o BQ(b7 b)a Mﬁﬁ(t)BO + BQ(U? b) o BQ(ba u))

Seja C' a constante obtida nas Proposigoes 2.22 e 2.23 (veja pagina 54) e tome

C
centro 0 em Y x Y, mostremos que ¥ : D(0,2¢) — D(0,2¢) desde que

1
0 <& < min {1, 240} e 0 << = Considerando D(0, 2¢) a bola fechada de raio 2¢ e

J.

N

ol ga=5-2e + [P0l 1o

WKPJL‘[‘ pP,q,%0



Capitulo 2. Equacoes MHD fraciondrias 59

Primeiramente, para (u,b) € D(0,2¢), aplicando as Proposicoes 2.22 e 2.23

(veja pagina 54), temos

[V (u,b)lyxy < [ Mg @uolly + [Mg (Dbolly + [Bi(u, w)ly + [Bi (b, b) ]y
+ |Ba(u, )|y + [Ba(b, u)|y
< OHUOHBWKQ’;’;?*%M + CHbUHBWK;,;;B7%+a
+ Ol + 0I5 + 2lulybly)
< GO+ C(July + [bly)*
< Ci+Cle* <e+e =2,

(2.88)

o que implica que ¥ : D(0,2¢) — D(0, 2¢).

Agora, provemos que ¥ é uma contracao em D(0, 2¢). Tomando (uy, by), (uz, bg) €
D(0, 2¢), temos

W (uy, by) — W(ug, bo) |y xy

= ||Bi(u1,u1) — Bi(b1, b1) — Bi(ua, uz) + Bi(ba, b2) |y

+ | Ba(uy, br) — Ba(by, u1) — Ba(ug, ba) + Ba(by, us)|y

< ||Bi(ur, ur) — Bi(ug, ug)|ly + |Bi(ba, b2) — Bi(b1,b1)ly

+ [Ba(us, b1) — Ba(uz, ba)lly + [|B2(bz, uz) — Ba(by, ur) |y (2.89)

Agora, note que, pela Proposicao 2.23 (veja pagina 54), temos

||51(U1,U1) - 81(U27U2)HY = ||31(U1 - Uz,ul) + 81(U2,U1 - U2)||Y
< Clur —uefylwlly + Cluaflyllur — ualy
< Clur = uofly (Jur |y + JJuzly)- (2.90)

De forma andloga ao que foi feito em (2.90), obtemos

1B1 (b2, ba) — By (b, b1) |y < Cbr — bo|y ([[b1]y + [|b2]y). (2.91)

Além disso, novamente pela Proposicao 2.23 (veja pagina 54), temos

1By (us,b1) — Ba(ug, by)|y

= | Ba(ug — ug, by) + Ba(ug, by) — Blug, by — by) — Ba(us, by)|y

< [ Ba(ur — ua, bi)|ly + [ Ba(uz, b2 — b1) |y

< Cllur — wofy [br]y + Cluslly bz — b1y (2.92)
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De forma andloga ao que foi feito em (2.92), obtemos a seguinte estimativa

1Ba(ba, ug) — By (b, ua)lly

= ||B2(b2 - b17U2) + BQ(thQ) - 52(517 Uy — U2) - BQ(thQ)”Y

< | B2(bo = by, uz)lly + | Ba(br, w1 — ua) |y

< Clba = iy Juz]y + Clor]lylur — uefy (2.93)

Unindo as desigualdades (2.89), (2.90), (2.91), (2.92) e (2.93) segue que

1@ (w1, br) — W(ua, ba)y

Clur — sy (Jut]y + lluzlly) + Clor = baly ([bally + [b2]y) + Clur — ually (b1 ]y
Clually b2 = b1y + Cllb2 = by [uslly + Clb1]ly |ur — ually

C(fur = ualy + b1 — b2fy)12e

1
12eC||(u1, b1) — (u2, b2)|y < 5”(“17171) — (ug2,b2) |y,

N+ A

(2.94)
pois 12eC' < 1/2.

Da desigualdade (2.94) segue que ¥ é contragao em D(0,2¢) — Y, e portanto,
do Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que existe uma tinica (u,b) € D(0, 2¢) tal que

U(u,b) = (u,b), a qual é a tnica solugao branda para o problema (1), como desejado. [

2.4.4 Demonstracdo do Teorema 2.2

Esta subse¢ao ¢ dedicada a demonstracao do Teorema 2.2. Iniciamos com a pri-
meira afirmacdao que nos diz que a solugao branda do problema (1) depende continuamente

do dado inicial.
Demonstracao da parte (i)

Sejam (ug,bg) e (uy,by) dados iniciais para o problema (1) satisfazendo

‘|u0||gwk;;;{“%+a + HbOHBWK;,;’;BJr%+a <0,

HUIHB Lo 1=f+ L ta + HblHBWKa,1—B+%+a < 5,

WK

P,q,%0 P,q,%0

onde 0 é como no Teorema 2.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade).

Pelo Teorema 2.1 (veja pagina 37), existem tnicas (u, b), (i, b) € D(0,2¢) c Y

solugoes brandas para o problema (1) com dados iniciais (ug, by) e (u1, by ), respectivamente.

Note que, pela Proposicao 2.22 (veja pagina 54) e procedendo de forma andloga
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ao que foi feito para se obter a estimativa (2.94) (veja pagina 60), temos

[, b) = (@, 6) |y =y

< MG () (uo — u) |y + M5 (1) (bo — b)ly
+ [ Bu(u, u) = Bi(b, b) — Bi(a, @) + Ba(b, )|y (2.95)
© | Bo(u, b) — Ba(b,u) — Bo(ii, B) + Ba(b, i)y
1 .
< C(fluo - U1||BWK§;;;{3+%+Q + [[bo — bl||BWK;;;B+%+a + 5w, 0) = (@ by «v)-

Agora estimativa (2.95) implica que

I(.8) = (@, D)y < 2C (i, bo) = (b} 5 oo (2:96)

P,q,%0
o que nos leva a desejada continuidade.
Demonstracao da parte (ii)

No intuito de provarmos a convergéncia da parte (ii) do Teorema 2.2, enunciamos
um lema que nos diz sobre o comportamento do simbolo Ey(—t’[¢]°) quando t — 0F. A

demonstrac¢ao do lema é uma simples adaptagdo da Proposigao 3.2 da referéncia [2].
Lema 2.24. Seja £ € R" e1 <0 < [ < 2. Entao

lim Fy(—t7|¢)%) = 1.

t—0t

Agora, iniciemos a demonstracao da convergéncia fraca-+. Primeiramente pro-

vemos que M)} (t)ug — uo na topologia fraca-x de Bio_o/g (R™) quando t — 0.

Para tal é suficiente provar que para w no pré-dual de Bio’fj, ou seja w € Blﬁ Il,
tem-se

(M (t)ug — ug, wd| — 0 quando t — 07 (2.97)

Mas, note que para provar (2.97) basta provar que

[(MD (H)w — w, ud| — 0 quando ¢ — 0F. (2.98)

De fato, como Ey(—t’|z — y|?) = Ey(—t°|y — x|) podemos concluir que

(M (tyug, w)y = (MY (H)w, up), (2.99)
e com isso, temos
M Oto — o, = (M (o — o, 5w+ )
= SO s = o, w) + SO (s — g, w0)
= MO0, w) — o, w) + (M (o, w) — - o,

1 1 1
= My (yw, o) — S (w,ue) + S(M (Eyw, up) — <, ug)
= (M} (t)w — w, up). (2.100)
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Note que, pela Proposicao 2.7 (veja pagina 40), podemos proceder como segue

M (B = w, )| < MG (bw = wl g1 o g5

< C’||M§j(t)w — U)HBﬁIl “u0||BWK§TSL%+176

N

Q0

c ( S POV F g [E(—1]e)) - 1]@L1<Rn>> (2.101)
J=—0

Do Lema 2.24 (veja pagina 61) e Teorema da Convergéncia Dominada, temos

e 0]
> 2 IF Byl = e — 0 quando t — 0F. (2102

Jj=—00

De (2.101) e (2.102) conclui-se a afirmagcao (2.97), e consequentemente
Meﬁ (t)up — g, quando t — 07, na topologia fraca-* de Bgo_f) Também, de forma analoga
prova-se que M(f (t)bp — bo, quando t — 0*, na topologia fraca-» de Bio’é’;

Para finalizar a demonstragao nos resta verificar que By (u, u)(t), By (b, b)(t),

Bo(u, b)(t), B2(b, u)(t) — 0 na topologia fraca-x de ngo@ (R™), quando t — 0". Faremos a
demonstracao do fato

By (u,u)(t) — 0 quando t — 0%, (2.103)

na topologia fraca-* de Bé;fg, e os demais casos da convergéncia decorrem de forma analoga
a (2.103).

Seja w € Blﬁ;l e e > 0. Como S(R") é denso em Blﬁf segue que existe
w e S(R™) tal que
|w — wHBff <e. (2.104)

Note que, pelas Proposigoes 2.7, 2.23 (veja paginas 40 e 54) e (2.104), temos

KBy (u, u)(t), w — W)l

N

1B1(u, w) ()] g1 w0 — @] go

< CHBI(U7 u) (t)”BWK;;;?‘*%*'“ H’LU - wHszl

< Clulie. (2.105)

Além disso, pelas Proposicoes 2.11 e 1.47 (veja paginas 41 e 33), podemos
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estimar
By (u,u)(£), @] < PJsm_l(s—r)KM@B(t—T)IP’V-(u®u)(r),7fu>|drds

ro_1(s — TPV - (u@u)(1), My (t — 7)0)|drds

N
S
< »

N
S
<o »

ro—1(s — 7)|PV - (u® u)\\Bilfza_% | MY (t — 7')12)\\31+2a+% drds

J

t s
< CC(w) J ro-1(s — T)|lu @ul| . -2a-ndrds
0 Jo BfI,OO
t s
< CC() J (s = 72 |u @ ully gzo drds
Ot Jr?s 0
~ 2, 12
< oc@) [ [=n" gy,
t s
< C’C’(@D)J (s — 7)9_2772%(’Bflfaffp)TQ%(’B*l*afﬂ)||u||WK§ | drds
0 Jo P
t s
< CC@mmmij‘J(s—fﬁﬂTﬁﬁw—Pwﬁank. (2.106)
0 JO

Fazendo a mudancga de varidvel 7 = sz na ultima integral de (2.106), chegamos a

t s
J f (s — 7)9_27_2%(5_1_a_%)d7ds =

= ((9 — 1, _29 (ﬁ B n) + 1)J 89_1_2%('8_1_0‘_%)d5
2p 0
0 n G—QQ(ﬂ—l—a—ﬂ)
=CBlE—1-25({f-1-a—g |+ 1)t""7 ). 2.107
( s (ﬁ Qp) ) ( )

Em vista das estimativas (2.106) e (2.107) e do fato de

0
0—2— (B —1—a- n) > (, conclui-se que
g 2p

By (u, w) (), @] < CO@)t*25(F1=2=3) _,  quando t — 0. (2.108)

Agora, de (2.105) e (2.108), segue que

0 < lim sup[{By(u, u)(t),w)| < limsup{Bi(u,u)(t), w — )|+ limsup|{B;(u, u)(t), )|
t—0+ t—0+ t—0+

< Ce+0.
(2.109)

Observando (2.109) e pelo fato de € > 0 ter sido tomado arbitrario no inicio da

demonstragao, segue que

Jim [(By (u,u) (), w)| = 0, Yw e BT (2.110)
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Portanto, Bi(u,u)(t) — 0 quando ¢ — 0% na topologia fraca-* de ngg,

concluindo o resultado do teorema.
Demonstracao da parte (iii)

Nesta parte mostraremos que se os dados iniciais wug, by sao homogéneos de grau

1 — /3 entdo a solugao (u,b), obtida no Teorema 2.1, é autossimilar.

Primeiramente, note que a soluc¢ao (u,b) do Teorema 2.1 foi obtida através
do Teorema do Ponto Fixo de Banach, e portanto podemos dizer que (u,b) é limite da

seguinte sequéncia de Picard

(u',b") = (M (t)uo, M (t)bo) (2.111)

(W, 0%) = (M (t)uo, My (t)bo)
+  (Bi(ug—1, ug—1) — B1(bk—1,bk—1), Ba(ws—1,bk—1) — Ba(bg—1, ug—1)), Yk = 2.
(2.112)

Mostremos por inducao que (uk , bk) ¢ homogéneo de grau 1 — 3, Vk > 1. Para k = 1,

temos
WO, ATt = M )ue(\)
= [ ([ o msma- o) wnan. 21y

Aplicando as mudangas de vardveis y = Az e n = A, na ultima integral de

(2.113), e também usando o fato de uy ser homogéneo de grau 1 — 3, obtemos
u' (A, )\gt) = )\"J (J 627”'(90Z)~/\£E9(—t9|)\§|f8)d§> up(Az)dz
= AlﬂJ (J eQ’Ti(xz)'”Eg(—t9|77|5)d77) up(2)dz
MM (Hug(z) = XN Pul (0, t). (2.114)
As relagoes (2.113) e (2.114) implicam que
ur Az, A7t) = APl (2, 1), (2.115)
De forma similiar ao que foi feito para ugy, pode-se concluir que
b (M, A7) = AL PbY (x, 1), (2.116)

e, consequentemente, de (2.115) e (2.116) segue que (u',b') é homogéneo de grau 1 — 3.
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Agora, suponhamos que (u*~!,6*7) é homogéneo de grau 1 — 3 e provemos

que a afirmacio da homogeneidade também é verdade para (u*, b¥).
Note que, pela prépria definicao de u* e por (2.115), temos

POz AT = WO, At) + By (uF 1 uF Y (e, ATE) + By (B 65 (A, A7)
= NPl t) + By(uF T ) (e, ATE) + By (057 0 (A, ATE).
(2.117)

De forma anéloga aos célculos realizados em (2.114) e utilizando o fato de (u*~!, ") ser

homogéneo de grau 1 — 3, temos

By (uF=1, uF Yy (A, A7)

/\9t

= MP(NTt — ) UO ro_1(s — TPV (up 1 (Ax) @ upp1(A\z)) (7 )dT)

0

= Alﬁf MJ(t—s) f ro_1(s — 7)PV(u" (2 )®u’“1(:€))(7-)d7-) ds

0
= \7PB (W uh T (1), (2.118)

e, similarmente ao que foi feito em (2.118), conclui-se que
By (0571, b1 (A, ATE) = APB (051 b (x, 8). (2.119)

Das relagdes (2.117), (2.118) e (2.119), conclui-se que u* é homogéneo de grau 1 — 3, e

k

de forma anéloga ao que foi feito para u*, verifica-se que b* é homogéneo de grau 1 — 3,

concluindo a prova que (uk , bk) é homogéneo de grau 1 — 3, Vk > 1

Agora, note que

H(U, b) - (U')\a b)\)HYxY

N

(e, 0) = (u, ) + (u,0F) = (ur, 0a) [y <y
< ||(u7 b) - (uk> bk)HYxY + ”(ukv bk) - (u)\7 b)\)”YxY (2-120)

Também, como (uk , bk) sao homogéneas de grau 1 — 3, segue que

((W*)x, (0)) = (¥, 88), (2.121)
pois
(W) (z, 1) = Nk (O, )\gt) = NPk (2, ) = uF (2, 1), (2.122)
e o mesmo vale para (b*),.

De (2.120), (2.121) e do fato da norma de Y x Y ser invariante pelo escalona-

mento dado em (2.22), temos

[(u,0) = (ux, b)) [y sy < [ (u,0) = (', 0%) [y + [ [, 0F) = (u, )\ ly <y
< [(u,b) = (W, 08y <y + Ol (6, 6%) = (w, b) |y <y
(2.123)
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Tomando o limite quando k& — oo em (2.123) e utilizando o fato de (u*,b") — (u,b) em

Y x Y, segue que (u,b) = (uy,by) provando a autossimilaridade da solugao.

2.45 Demonstracao do Teorema 2.3

Esta subsecao é dedicada a demonstracao do Teorema 2.3. Iniciemos provando
que (2.7) implica (2.6).

Note que, como (u,b) e (u,b) sao solugdes brandas do problema (1), entao

u(t) — a(t) = M) (uo — fio) + By (u,u) — By (b,b) — (Bu(d, @) — Bu(5,0))  (2.124)

(§]
b(t) — b(t) = MP(t)(bo — bo) + Ba(u, b) — Ba(b,u) — (Ba(@,b) — Ba(b, @)).  (2.125)
Das igualdades acima, concluimos que
0 a_n -
OB ) = a0 i
[ a-2
< 3O E) MY () (o — o) i,
+ 50 BBy () — Bu(b,b) — (Bi(@ @) — Bi(b, ) lwcs - (2.126)
(§]
[ a—z
OB o) = B Dl
9 a-
<3O E) AP (1) b0 — Bo) s
+ 157108 1By (u, ) — Bo(b, u) — (Bo(@ D) = Bo(b @) Iy, - (2.127)
Por outro lado, de (2.75), (2.76), (2.77) e, de [(u,b)|yxy < ¢ e (@, b)|yxy <e,
temos que
t5 00 ) B (0, ) — B @)y
[ a2 -
<505 (1Biu— i W)y, + 1Bu(E =)y, )
t
< th(f-1-a- )CJ (t — s)*%(ﬁz%“)
0
roa(s = )lalr) = 80 b, , (R, , + 180y g, )rds
t
<0 )aec | (1 - o) ) fu(r) - ) g
0 p,2q
J 7’9_1(3—7)7%(5 1momg;) 25 (A0 5) 4r s, (2.128)
0
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Trabalhando de forma andloga ao que foi feito para obter-se (2.128), obtemos

que
(-1 >z
t5 ) 1By (b, 0) = By (b D) e
t
Z(p—1—a—3% _ o G(atgs+l 7 .
<0822 [ (= ) H O E Db = 5wy,
J ro_1(s — 7‘)7%(’87170‘72&?)7‘72%(Bflfafi)dnls. (2.129)
0
Também, das igualdades (2.124) e (2.125), segue que
lu(-, ) —al-, t)||Bwk§ﬁ+%+a < | MY () (ug — ﬁo)”swk;;;?*%w
+ By (u, u) — By (b, b) — (By (1, @) — By (b, B))||Bwka,175+%+a, (2.130)
e
Hb(, t) - B(, t)”BWKZ’;’;B-F%-Fa < HMeﬁ(t)(bQ — ’60)||BWKZ;;B+%+Q
+ ||Ba(u, b) — By(b,u) — (Ba(ii, b) — Ba(b, 12))||BWKQ,1T5+%+Q. (2.131)

Agora, de (2.84), (2.85) ¢ || (u,b)|yxy <€ e |(@,b]yxy <&, podemos estimar

t . n
1Buli0) = B 1,0) | ovngon < C [ (= 5) 2059

D
P,q,%0 0

[, roals =) = 8y P, + 1, s

t
< CQEJ (t — 3)7%(%2%%76) f

0 0

ro(s =) ST E ) fu(r) ()l g, drds.

(2.132)

Analogamente, temos que

t S
<220 | (=9 302 [y (s BB o) B, s
0 0 P,2q

(2.133)

Unindo as desigualdades (2.128), (2.129), (2.132) e (2.133), chegamos a estima-
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tiva
15 0=15) | B, (u, u) — By (b, b) — (B (i, @) — Bu (b, 5) e
1By ) = By(b,8) = (Bu(@ @) = Bu(b,B)| ooz

<2080 g) [ (o gy S
0
s _ Q(B—l—a—l) . |
(s = DT OB () — )i,
t

+16(7) = B(T) |1y i )¢2§(ﬂlaﬁ>)d7ds+2ecf(t—s)Z(2+2a+25)

2p,2q

Js’f’g_l(S—T)T (6 I—a= 7) %(ﬁ 1= a—%)
() = 6y, + 7)), s 2,130

Fazendo as mudancgas de varidveis 7 = sz e s = to nas integrais da estimativa

anterior, concluimos que
£ 008 1By (1w, 0) = Bi(b,b) — (B (@, @) — By (5, 5)) iy
+ 1By (u,u) — By(b,b) — (By (@, @) — By(b,D))]|. - prnsa

1 1

< 2ECJ\ (1 N 0_>7%(a+%+1)072%(ﬁ717a7%)+971 J 7’9_1(1 . 2)272%(5717047%)
0 0

(t02)5 5 (Ju(to2) —alto2) i, , + [b(t02) = Blt02) |y g, , Jdzdo

! 1
e [0 Ny T e
0

(to2) 58 (Ju(to2) — alto2) |y iy o [b(toz) = b(toz) |y | Vdzdo. (2.135)

=]

lim sup [t%(ﬁflfo‘*%)ﬂﬂ(wu) — Bu(b,b) — (Bu(i, @) — Bu(b,0)) |y e

t—o0

+ | By (u, u) — By (b, b) — (By (@, @) — By (b, B))||Bwka,l_ﬁ+;+a]

1 1
< 250] (1— 0)7%('”%“)07 G )Jreldaf ro—1(1 — 2)272%(6717Q7%)d7;
0 0

. [, 2(B-1—a—2 ~ b

tim sup | 5775 (Ju(t) — il i, + [606) ~ BOllwis, )]
rl !

e | - U)—Z(2+2a+;—6)g—2g(ﬂ_l_o‘_ﬂ)w_ldgJ ro_1(1 — z)z_Q%(B_l_a_%)dZ
JO 0

: ¢ a—g ~ b

tim sup | #5775 (u(t) — aOlh g, ,, + [606) ~ bOllwis, )]

2:0(Ch + Co)timsup | 5078 (u(t) — a(0) ey, + 1000) = 5O, ) |- (2:136)
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Agora, procedendo com (2.127) e (2.131) de forma andloga as estimativas que

foram feitas para (2.126) e (2.130), concluimos também que

lim sup [t%(ﬂ_l_a_%) (u,b) — By (b,u) — (Ba (i, b) — Ba(b, @) | yy e

t—00 2p,2q

t [[Ba(u,b) = Ba(b,u) = (Ba(i, b) = Bo(b, @), ss00

< 2:C(Cy + Coltimsup [ #5775 (fu(t) — i), + 1608) ~ BOllwis, )|
(2.137)

De (2.126), (2.127), (2.136) e (2.137), temos que

t—00 BWK, 4,00

. 9(g-1—q-—n ~ ~
lim sup [W C B () - @)y, , + 000 = GO, oo

BWKquﬁ‘f

HH O B0~ B, + 1) — B0 o]

. (3 1—aq—2 ~
< timsup |15 ) (M (1) (w0 = G0) kg, + 1M 000 = )i, , )

t—00 2p.2q

P,q,%0 P,q, L

HMgﬁ(t) (UO — ao)HBWKa,l—,BJr%+a + ||M95(t) (bo — BO)HBW .a,16+;+a:|

+timsup [ #4010 5By () — By(b,8) — (B, ) — Bul. )l
t—00 2p,2q
By, 0) = Ba(b,b) = (Bu(i,3) = Bi(B B, v

t%(ﬁ l—a= )||Bg(u b) — Ba(b,u) — (Bs(a, ) 52(b U))HWKa

2p,2q

HBa(u) = Balh 1) = (Bl ) = Balb i)l o oo

<0+45C(Cy + Colimsup |15 B (Ju(t) = aO)lyig | + 160 = DOy )|

t—o0

< 4eC(Cy + Cy)limsup [tg(ﬁ ) u(t) — @) e+ ) — @) . ansen i
t—0 2p,2q

P
BWEKp 4,0

) a-m -
FE 0B o(t) = B(0) g+ 1D(0) b(t)BWK;;Nm] | (2.139)

Da desigualdade anterior (2.138), segue que

. A oa— ~
lim sup [w Ce ) () = @) g, + 00 = GOl oo

t—0o0 P,q,0

p
BWKP«(L‘T‘

#5008 o) —b(e) ]y + [b00) — B ]=o (2.130)

desde que 4eC'(Cy + Cs) < 1, e de (2.139), obtemos a primeira implicagio.

Para provar que (2.6) implica (2.7), ou seja, a reciproca do que foi provado
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anteriormente, das igualdades (2.124) e (2.125), obtemos
~ g - _a_l U
G P B M0 (o — W)y,
- 9 (B—1—a—2 b
FIMF B0 = B0 oo+ 5B b — ),
< Jlal®) = GOy, ormsegon + 100 = DOl ar-pegee
9 (B_1—q—=2 ~ b
G 2P)(\\U(t) - U(t)HWKqu +[o(2) ~ b(t)”WK?p,zq)
o — —afﬂ u. U b, b
£ By, w) = Bu(b,b) — (Bu(@ @) — Bu(b, b)),
+ [Bi(u,w) = Bi(b,b) — (Bu(@, @) = Bub. D), crspo
0(3_1_q_n 0. b b, @
t5 108 |By (u, ) — Bo(b,w) — (Bal@, b) — Bo(b, @)y e,
1B, ) = Bl 1) — (Bl ) — BaB. )| v v (2140)

P,q,90

Tomando limsup na desigualdade anterior e, em vista de (2.136) e (2.137),
t—0o0
concluimos que

. ~ 0(B_1—q—2 N
k%@Mﬁm%~m%Wgwwm+w“1 55 | M§ (1) (o — ) ey )

P,q, 0 2p2q

. > 9(B_1—q_n ~
=£g(MﬁW%—ngwwﬁm+w“1 wﬂﬁw%—%mWa>:a

P,q,%0 .29

(2.141)
provando (2.7).
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3 As equacoes MHD inviscidas

Neste capitulo tratamos dos resultados para as equagoes MHD inviscidas,
problema (7). Apresentaremos resultados de existéncia e unicidade de solugdo para o
problema (7), bem como dependéncia continua em relagao ao dado inicial e critério de

blow-up.. Iniciemos recordando as equagoes que definem o problema,

ou+ (u-Viu—(b-V)b+VP =0, em R"x(0,7),

b+ (u-V)b—(b-V)u=0, em R"x(0,7), (3.1)
V-u=V-b=0, em R"x (0,7), '
u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R"

onde u(z,t) = (uy(z,t),...,u,(z,t) é o campo velocidade do fluido,

b(z,t) = (bi(x,t),...,b,(2x,t)) é 0o campo magnético, e P(x,t) denota a pressao. Além

disso, ug(x), bo(x) sao os dados iniciais satisfazendo a condigao de compatibilidade V - ug =

V -by = 0.

Iniciamos enunciando o principal resultado deste capitulo, o Teorema de Exis-
téncia e Unicidade de solugao para o problema (7) em espagos de Besov-Lorentz-Herz.
Conjuntamente apresentamos a propriedade de dependéncia continua em um sentido

apropriado. Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Sejam 1 < p < o0, 1 < d,r,q < o0, com a condigio d = 1 se p = 1.

n 1
Considere também s > —+1e0 < a<n 1—), com a condi¢io o = 0 se p = 1.
p p
n
Assuma adicionalmente quer =1 se s = — + 1.
p
(i) Ezisténcia e unicidade: Seug,by € BK,; .(R") com V-ug = V-by = 0,

entdao existe T > 0 de modo que o problema (7) admite uma tdnica solugio (u,b) €
(L0, T; B2, )OO, T BES ) < (L(0,T; B, ) nC (0, T] BK%5,1). Além
disso, se r < oo entdo (u,b) € C([0,T]; BK,;, ) x C([0,T); BK,,,)-

(ii) Dependéncia continua do dado inicial: Considere ((uo)m, (bo)m)
sequéncia de dados iniciais para o problema (7), de modo que ((ug)m, (bo)m) € limi-
tada em BK,;, . x BK, ;. . e ((u0)m; (bo)m) — (uo,bo) em BKZZ;; X BK;;;, quando
m — 0. Além disso, considere (U, by,) € (u,b) solugoes para o problema (7), obtidas no
item (i), para dados iniciais ((Uo)m, (bo)m) € (uo, bo), respectivamente. Nessas condigoes
(Um, b)) € limitada em L*(0,T; BK, ,,,) x L*(0,T; BK, ;,..) € (tm,bn) — (u,b) em

C([0,T); BK5. 1) x C([0,T]; BKS5 1) para algum T > 0.

p,d,q,r p,d,q,T

A demonstracdo da parte (i) do Teorema 3.1 consiste em um argumento

padrao de construcao de uma sequéncia através de um método iterativo. Inicialmente,
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constroi-se a sequéncia verificando que esta por sua vez é uma sequéncia de Cauchy
em determinado espago. Uma vez observado que a sequéncia é de Cauchy, segue que a
sequéncia converge para algum elemento do espaco em questao. Por fim, prova-se que
o limite dessa sequéncia é a solugao procurada para o problema (7). A unicidade da
solucao e dependéncia continua do dado inicial seguem posteriormente utilizando algumas

estimativas provadas na demonstracao da existéncia da solugao.

O segundo resultado deste capitulo consiste em um critério de blow-up para o
problema (7). Critérios de blow-up nos dao condigoes para investigar se uma solugao local
(u,b) pode ou nao ser solugao global no tempo t. A seguir enunciamos nosso critério de
blow-up.

1
Teorema 3.2. Sejam 1 < p < o0, O<a<n<1—), 1<dgr<oweld<T" <o0.

p
(@S@a5>Z+L1<rs@ne@JOEKXmJ“ﬁB @5 VALY((0,T*); L)) x

p,d,q,r

(C([0,T*); BK,5, ) 0 LY((0,T*); L*)) tal que (u,b) é uma solugdo local no tempo para o

problema (7). Entdo
i sup(fu®)llsrs;,, + 100sxz;,,) =% (3-2)

p,d,q,r p,d,q,r

se, e somente se,

T*
f I(V x u, V x b) ()| go _dt = o0. (3.3)
o

) 0 LY((0,T7); L)) x

p,d,q,1

(it) Seja s = s I, r=1e(u,b)e (C’([O,T*);BKQ’%H
p

([0, 7%); BE2 )

Pdsg,1
o problema (7). Entao

) LY(0,T%); L®)) tal que (u,b) é uma solugdo local no tempo para

hg;gp(\\ﬂ(t)l|BKﬁq:1 + ||b(t)HBK§;§;;) = 0 (3.4)
se, e somente se,
T*
J IV % w0,V x 0)(t)] ot = 0. (3.5)
0 0,1

Finalizamos esta introducao de capitulo discorrendo sobre a organizagao do
mesmo. Na Secao 3.1 tratamos dos espacos de Besov-Lorentz-Herz nao-homogéneos, que
sao o ambiente em que provaremos os resultados de existéncia e unicidade de solugao para
o problema (7). As Segoes 3.2 e 3.3 sao dedicadas as demonstracoes dos Teoremas 3.1 e

3.2, respectivamente.

3.1 Espacos de Besov-Lorentz-Herz

Nesta se¢ao trataremos dos espacos de Besov-Lorentz-Herz no caso nao homo-

géneo, o qual serd o espaco em que provaremos o resultado de existéncia e unicidade para o
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problema (7). No decorrer desta se¢do, relembramos as definigoes e algumas propriedades
destes espagos, onde referimos o leitor a [21] e [51], Se¢do 2 e Capitulo 2, respectivamente,

para mais detalhes.

Iniciemos com a definicao dos espagos, e para tal considere ¢, p; e A; como

definidos no inicio da Segao 2.1 (veja pagina 39) e além disso, defina

Z 903(5)7 865750,

V() =< j<-1 (3.6)
1, se £ =0,
e para todo j € Z defina
Sif =V;(D)f = (F'¥;) = [, (3.7)

onde ;(¢) = W(¢/2).
Agora, para definirmos os espagos de Besov-Lorentz-Herz, considere as quanti-
dades

1
il ||SOfH§<3}d7q + (Z QjSTAjf”;{;dJ ., ser < oo,
BKa S =

§=0

(3.8)

p,d,q,m

ma {07l 502 18l b se 7 = e
1=

De posse das notagoes acima, podemos definir os espagos de Besov-Lorentz-Herz

Ccomo segue:

Definigao 3.3. Sejam 0 < p,d,g < o0, a,s€eR el <r < o0. O espaco de Besov-Lorentz-
Herz em R", denotado por BK;; ,.(R"), é definido como

p,d,q,T

BKZ, (R") = {f € S'R"): |f gy < o0}, (3.9)

Ao definirmos espagos é natural que se investigue relagoes de inclusoes entre
os mesmos. A seguir, enunciamos dois resultados de inclusao para os espagos de Besov-
Lorentz-Herz, os quais serao tteis para nossos propoésitos. O primeiro deles nos da inclusoes
entre os proprios espagos de Besov-Lorentz-Herz e o segundo resultado nos fornece relagoes

de inclusoes entre os espacos de Besov-Lorentz-Herz e os espacos de Lorentz-Herz.

Proposicao 3.4. Sejam 0 < p,d,q < o0, a € R,s1 > s e 1 <ry,7m9 < 00. Entao, temos a

sequinte inclusdo continua

BKC!S

p,d,q,m1

< BKS:2 . (3.10)

Proposicao 3.5. Sejam 1 < p,d,q < o0, comd=1sep=1cea,seR. Entio, temos as

sequintes inclusoes continuas

BK:: dql c K;,,< BK,, dq7 (3.11)
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Na sequéncia trataremos de alguns resultados que sao de extrema importancia
para a demonstracdo do Teorema 3.1. Em grande parte dos problemas de equagoes
diferenciais precisamos tratar de nao-linearidades do tipo produto, e inspirados por isso
enunciamos a proxima proposi¢ao que nos fornece estimativas para o produto no espagos

de Besov-Lorentz-Herz.

Proposicao 3.6. (1) Sejam 1 < p,d,q,r < o0, com a condiggod =1 sep=1,s>0 e ac
R. Entao

|f9llsrces < CUFlerlglpre; |+ 1 flBre;

p,d,q,r p,d,q,r p,d,q,r

lgle), Vf,ge BK,;, . nL® (3.12)

n
(2) Sejam o =2 0,1 < p<o0,s =2 —+1,1<d,qr <0, cond=1sep =

p
ler=1ses= n + 1. Entao, temos que
p
1
IF - Vollpseoss < Clflpsensct lalowes, . ¥F € BESS, L ege BRSS,.  (313)

O préximo resultado nos fornece uma estimativa para o comutador. No entanto,

antes de enunciarmos tais resultados fixemos algumas notagoes. Inicialmente, defina

Ajf, se 7 =0,
Aif=1{ FYVS), sej=-—1, (3.14)
0, se j < —2,

onde A; é como definido no inicio da segao 2.1 (veja pagina 39).

Também, para f, g campos vetoriais em R" com divergente nulo, defina
Ri(f,9) = B8;(f - Vg) = Sjaf - VAg, ¥j = —1. (3.15)

De posse das defini¢oes anteriores podemos enunciar a proposicao das estimati-

vas do comutador, cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [51], pagina 97.

Proposicao 3.7. Sejam 1 < p < o0,1 <d,q,r < o0, com a condicao ded =1 sep=1.
Além disso, considere a = 0 e f,g dois campos vetoriais em R"™ com divergente nulo.

Nessas condicoes, temos

(1) Para s > 0, existe C' > 0 tal que

(Z 2]‘“||Rj<f,g>;(;,d7q> < OV | lglares, + IVolor|Flaxes, ). (3.16)

,T
j>—1

Vf,ge B satisfazendo Vf,Vge L”.

pdqr

(2) Para s > —l— 1 com a condicior =1 se s = L + 1, existe C' > 0 tal que
b p

1
(Z 2]’5’”Rj<f,g>;<;d,q> < O|flsxes, Nolloxes. . (3.17)

,T
j=—1



Capitulo 3. As equagées MHD inviscidas 75

1
< Z 27— | Ry(f, 9)||TK;id’q> < C”fHBK;‘j;lT”gHBK;’ds’q’H (3.18)
j>—1 o
< Z 276U | Ry(f, g)||K;7d,q> < C”fHBng’q’T”gHBKI‘fj*l : (3.19)
j>—1 o

Note que para o problema viscoso (1), ao fazermos a formulagdo branda,
eliminamos o termo da pressao ao aplicar o projetor de Leray P. O mesmo nao ocorre com
o problema inviscido (7), e por essa razao se faz necessario estimativas para trabalhar com
o termo da pressao VP. O proximo resultado nos fornece estimativas para o termo da
pressao, e a demonstragao de tal resultado pode ser encontrada em [21] e [51], Secao 2 e
Capitulo 2, respectivamente.

Proposicao 3.8. Sejam 1 < p <o0,1 < d,q,r < o0 com a condigio ded =1 sep = 1.
L 1 .
Além disso, 0 < a<n|1——) com a condigio de « =0 quando p = 1.
p
(1) Assumindo que 1 < p < oo e s> 1, entao para f,g campos vetoriais com

divergente nulo, existe C' > 0, independente de f, g, tal que

VA~ div(f - Vo)lpres < CUVFlrelglsres,  + Vglr=lflpres

p,d,q,r p,d,q,r p,d,q,r

), (3.20)

Vf,ge BK] _ satisfazendo V f,Vge L.

Pdsgsr
n n
(2) Para s = — + 1 com a condigio der =1 se s = — + 1, existe C' > 0 de

modo que se f,qg sao campos vetoriais com divergente nulo, entao vale

-1 7-
VAT div(f - Vg)lpres < Clflsres, lglpre: (3.21)
IVATdiv(f - V)| preasr < Clf lpsco ooy, (3.22)
VA Ydiv(f - V)l gres— < Cllflpres gl grest - (3.23)

p,d,q,r p,a,q,r p,d,q,r

No que segue, enunciamos um resultado de estimativa para difeomorfismos
que preservam volume, o qual serda importante para explorar os efeitos da estrutura de
transporte contida no problema (7), no desenvolvimento das estimativas. A demonstragao

de tal resultado pode ser encontrada em [21] e [51], Segdo 2 e Capitulo 2, respectivamente.

Proposicao 3.9. Considere a = 0,1 < p < 00,1 < d,q < o0 com a condi¢do de d =

1 se p=1. Além disso, considere Z difeomorfismo em R" que preserva volume, satizfazendo
|Z*(z) — 2] < K, Vo e R", (3.24)

onde K é uma constante positiva e, Z* e Z~ denotam o difeomorfismo Z e o inverso de

Z, respectivamente. Nessas condigoes, existe C' > 0 tal que
O flks, <10 Zlke, <Clflis, , Vfe Ky (3.25)

. . o
Em outras palavras, as normas de f e f o Z sao equivalentes em K, .
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Para finalizar esta se¢do, dedicada aos espagos de Besov-Lorentz-Herz, definimos
os espagos de Sobolev-Lorentz-Herz nao-homogéneos para posteriormente enunciarmos um

resultado de interpolacao para os espacos de Besov-Lorentz-Herz.

Para a,s e R e 1 < p,d < o0, definamos a seguinte quantidade

[ flxe, = 1°Flkg, (3.26)

p,d,q

onde J°f é definido via transformada de Fourier por

F ) =0+ (3.27)

De posse da definicao anterior, podemos definir os espacos de Sobolev-Lorentz-

Herz nao-homogéneos.

Definicao 3.10. Para s,a € R e 1 < p,d,q < oo, definimos o espaco de Sobolev-Lorentz-
Herz ndao-homogéneo, denotado por K7 (R™), por
Ko gR") = {f € S'R™); [ fllxcer < o0}
De posse da defini¢ao anterior, finalizamos esta se¢ao relembrando um resultado
de interpolacao, o qual sera util na prova do Teorema 3.1. Tal resultado nos diz que os

espacos de Besov-Lorentz-Herz podem ser obtidos via interpolacao de espagos de Sobolev-

Lorentz-Herz.

Proposicao 3.11. Sejam 1 < p,d,q,r < 00, com a condi¢cio d =1 se p = 1. Além disso,
considere 8 € (0,1) e «, sg, $1,8 € R de modo que sg # s1 e s = 0sy + (1 — 0)sg. Entdo,
(KO{ »S0 KOL sS1 ) _ B

p,d,q’ pﬁdqr

Da Proposicao anterior, podemos concluir que BK"" d 4 € um espago dual, isto

¢, 0 espaco BK,"; . admite um pré-dual.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta secao trataremos das demonstracoes dos itens (i) e (ii) do Teorema 3.1
(veja pagina 71). Dividiremos as demonstragoes em duas subsegoes. Na subsegao 3.2.1
faremos a demonstragao do item (i), o qual contempla o resultado de existéncia e unicidade
de solugao para o problema (7). Na subsecao 3.2.2 faremos a demonstrac¢ao do item (ii), o

qual contempla o resultado de dependéncia continua do dado inicial.
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3.2.1 Demonstracdo da parte (i): Existéncia e Unicidade

Para provar o resultado de existéncia e unicidade vamos usar um método

iterativo. Para tal, considere (u™,b™) solu¢ao do problema

aaum + (@™ V)" = "V — (w0 ) =0,
) abm ( m—1 ) (bmfl X V)Um _ 0, (328)

V-um =V " =0,
u™(x,0) = Spuo(z),b™(2,0) = Spbo(z), Vm = 1,2, ...

e escolhemos u’(z,t) = b°(z,t) = 0, onde (3.28) é considerado em R" x (0,T) com

T € (0, 0] sendo o tempo de existéncia. Note que faz sentido tomar (u™, ™) como solucao

do problema (3.28), pois este, por sua vez, é um problema linear com dado inicial suave.
Primeiramente, iremos provar a limitagao da sequéncia (u™,b™) em um espago

especifico, como é enunciado no préximo lema.

Lema 3.12. Sejam p,d,q,r,, s como no Teorema 3.1. Se (u™,b™) € solugio do problema

(3.28), entao existe uma constante K >0 e Ty > 0 tal que

Hum”L‘I(O,Tz;BK;‘,’S + 0™ L2 0,72 BKS: ) S K, Ym > 1. (3.29)

Demonstragio. Aplicando A; no sistema (3.28), e aplicando as propriedades desse operador,

obtemos o seguinte sistema

sAjum + Zj(um—l . V) (bm 1 v)b thb(um_l,bm_l) — 0,
aZjbm + Aj(u™ )BT — A0 VU™ = 0, (3.30)

AV U™ =AYb =0,

Agora, somando e subtraindo (S; u™ ' - V)A;u™ — (S; 0™ - V)Aju™ e
(S;pu™ - WV)AB™ — (S;_ob™ 1 - V)A;0™ na primeira e segunda equagdo de (3.30),

respectivamente, temos

0 — _
tA ™+ (Sj_gum_l : V)A]Um - (Sj_gbm_l : V)Ajum =

0
(Sj_gum_l : V)Z]U,m - Zj(um_l : V)um + Zj (bm_l : V)bm - (Sj_gbm_l : V)Z]Um
+ A (™ e (3.31)

;A bm (ijgumil : V)Zjbm — (ijgbmil : V)Zjbm =

(ijgumil . V)Zjbm — Zj (Umil : V)bm - (Sj,Qbmil : V)Zjbm + Zj (bmil : V)Um (332)
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Considere o fluxo X7"(f3,t) associado a equagao diferencial ordinéria

0
anm(ﬂﬁt) = Sj*Q(um - bm)(X;n(ﬂ7t)vt)v (3.33)
X7'(8,0) = 8, param =1,2,...

Somando as equagdes (3.31) e (3.32), e observando as propriedades de X;"(3,1),

chegamos a equacao

d— _

AW (XTTHB ), 1) =

((Sj_gum_l : V)Zjum - Zj (Um_l : V)Um) + ((Sj_gum_l . V)K]Um - K]‘ (um_l : V)bm)
— ((Sj_ob™ - W) A — A (0™ V)BT — ((Sjob™ - VYA U™ — A (0" V™)

+ AP (™YY (X (B, ), 1), (3.34)

Resolvendo a equagao (3.34), obtemos

Aj(u™ + 0" (XF(B,1),1) = Aj(u™ +5™)(5,0)

J
rt

+ ((Sj—ou™ - V) Aju™ — Aj(u™ - V)™)Y (X(B,7), T)dr
JOt
+ ((Sjmau™ - V) A — Aj(u™ - V)V (XT(B, 7), 7)dr
ot o (3.35)
— ((Sj_ob™ - V) A;B™ — Ay (0™ V)u™ ) (X" (B,7), 7)dT
JOt
— ((Sj_ob™ - V) Aju™ — A (™1 V)u™ ) (X" (B, 7), T)dT
Jo,
+ Zj(b(um_l, bm_l)(X;-”(ﬁ, T), T)dT.
Jo

Para a sequéncia das estimativas, vamos assumir que existe v; > 0 tal que
H(X]m)il(vt) - IdHLT < M, V] = —1,m = 1>t € [OaT]a (336)

para algum 7" > 0.

Aplicando duas vezes a Proposigao 3.9 (veja pagina 75) em (3.35), obtemos as
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estimativas

18 (™ +6") ()l < CIA; ™ + ") (X7, 1), )|k

p,d,q
< OB+ 1O, + [ 1S OB = BV,

t
T R v Vo N e U P
0

t
+ f H(Sj_gbm_l : V)Zjbm - Zj (bm_l : V)bmHKg‘dda

t
J || I 9b™” L. )A Aj(bm*1 'V)Um”K“d,da“‘L ||qu)(’u,m1,bm1)K;’dﬁda‘|
C[Aj(uerbm s, Jll— u")| ke, dr
f | = Ry(um b ke, dr + j = Ry ") e, dr

+J || o R] (bmfl’ um)HKgd dr + J H’/‘r(umflj umfl) _ ,/T(bmfl’ bmf]_)”Kad dT:| ) (337)
0 »a,q 0 p,a,q

Tomando a norma de BK; . na desigualdade (3.37) e, aplicando as Proposi-

goes 3.7 e 3.8 (veja paginas 74 e 75), segue que

[(™ + 6" Dllpres, < Cluo+bollpres

p,d,q,T
rt

+ O T O, N0 Ollsx;, A
J
rt

+ O JumH()preg, 0™ |pres dr
JO
rt

+ O o™ D) reg, 0™ |rees dT

rt

+ O "N D) sy, ™ (T)lpkes dr

p,d,q,r p,d,q,r

rt
b O [ @l + 10 O ey dr (3.38)

JO
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Da desigualdade anterior (3.38), concluimos que
o (t) + 5O lswrs < Clluoloxes. +lbollprces )

t
O o f [ () | prees
0

p,d,q,T p,d,q,T

t
+ Clu"™ Mg ormres. ) L 10" (M iz, A

t
+ O o, ) | 7O langy, i

p,d,q,m

t
+ CHbmil||L°’!(0,T;BK§’;%T) L ||Um(7)||BK;’;,q,TdT

+ CT(Humil||%f‘(O,T;BK;iq7T) + ”bmil”%W(O,T;BK;";%T))

)

t
+ C(Humil”L“‘(O,T;BK;;L”) + 0" (0,T;BK™S )) J; (”um”BK;iqm + 0" | res  )dr

p,d,q,T p,d,q,T

< C(”“OHBK;;JJ + ||50HBK§7§,q,T

+ CT(HUmil”%I‘(O»T;BKS,SW) + ||bm71”%T(O,T;BKZ’@Z%T))' (3.39)

Agora, considere o fluxo Y;m(ﬁ ,t) associado a equagdo diferencial ordinéria

;17”(5, t) = (Sj2(u™ + ™)) (Y;"(8,1),1),

Y;"(8,0) = B, param =1,2,...

(3.40)

Trabalhando com o fluxo Y;"(8,t) de forma andloga ao que foi feito em
(3.34),(3.35),(3.36),(3.37) e (3.38) para se obter (3.39), podemos concluir a seguinte esti-

mativa

@) = 0" Olwgy, . < Ol + ol )

p,d,q,r
+ C(Humil”Lf‘(O,T;BK;iq’T) + ||bm71||L°°(0,T;BK;§W)) . (”Um(T)HBK;jm + Hbm(T)HBK;iq’T)dT
m—1|2 ) m—1(2 s
+ CT(|u HL‘”‘”(O,T;BK;";(”) + b HL“”(O,T;BKP”CM’T))a
(3.41)
desde que exista v, > 0 tal que
”(Y;m)il(’t) - IdHL“ < 72, V] = _]-am =zlete [OaT]a (342)

para algum 7' > 0.
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Agora, combinando as estimativas (3.39) e (3.41), segue que

lu™ Oz, ripres )+ 10" ) rorpres )

< Hum(t) + bm(t)”Lf‘(O,T;BKO"S ) + ||Um(t) - bm(t)HL““(O,T;BKO"S )

p,d,q,r p,d,q,r

< Cluollpres, + Ibollsres )

t
+ C(Humil”L"“(O,T;BKZZ%T) + Hbmil”Lf‘(O,T;BK;"iq’T)) fo (”Um(T)”BK;;w + Hbm(T)HBKg_’j’wdT

+ CT(”umilH%W(O,T;BK;;QW) + ”bmilH%““(O,T;BK;EJS’Q’T))' (3.43)

Agora, aplicando uma desigualdade do tipo Gronwall na desigualdade anterior
(3.43), obtemos
m 5 m 0 3 a,s
lu HLI(O,T;BK;;ULW) + (6™ “(0,T;BKS )

< C(luolpres,  + lbolreomrpre: )

+ CT(”umilH%%(O,T;BK;’;’QYT) + Hbmil||%“‘(O,T;BK§”;’%T))

exp(CT(Ju™ | peorpres )+ 10" Heeorpres. ) (3.44)

p,d,q,r p,d,q,r

Note que, para obtermos a desigualdade (3.44), admitimos inicialmente que
as desigualdades dos fluxos (3.36) e (3.42) sao verdadeiras. Verifiquemos entao que as
desigualdades dos fluxos sao verdadeiras e automaticamente vamos construindo a limitagao

da sequéncia (u™,b™).

Note que

X"(B,t) =B+ Lt(SjQ(um —0")(XF(B,7), T)dT (3.45)
P8 = B+ [ (Simalu” ~ B NOG) (B0 7) dr (346)

0

Consequentemente, de (3.45) e (3.46), deduzimos que
[(X7)5Cot) = Id|l = < | [1Sj2(u™ = 0™)||pedr

0
t
CJ ||'LLm — bmHBKa’S dr
0

S p,d,q,r
< OiTu™ - bm”L‘fv‘(o,T;BK;;’qm)
< CIT(Hum”L'f-‘(O,T;BK;j’W,) + Hbm”L"’-‘(O,T;BK;ZW,)-
(3.47)
De forma analoga, verifica-se que
[t = Id|pe < OT ([ poomimres )+ 0™ [wsrmres ) (3.48)
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Além disso, note que existe Cy > 0 tal que

Ju! Olpre:  + b Olpres = |S1uolpres  +[Sibollprcos

p,d,q,r
< Colluolpres  +Ibolsxes ). (3.49)

Agora, tomemos K > 0,7, > 0 e 7,72 > 0 tais que

K .
Collluollpres + lbollpres . ) < 5 DK< min{y1, Y2}, (3.50)
¢ K
(2 + CK2T2) exp(CKTy) < K. (3.51)

Tomando 7" = T em (3.36) e (3.42), mostremos por meio de um argumento de

inducao, o fato que

||UmHL%(O,TQ;BKZ?;;N) + 0™ - (0.15:BKSS ) S K, Ym = 1. (3.52)

Para m = 1 note que (3.49) implica (3.52). Agora, suponha que a desigualdade
(3.52) é vélida para (u™,b™) e provemos a desigualdade para (u™"* 6™ *).

Das desigualdades (3.47) e (3.48) e usando a hipétese de indugao, segue que

[t~ Tl < CoTa(u™ ey, )+ 0 |, )

p,d,q,T

< LK < (3.53)

e também
(7Y, 8) = Tdle <, (3:54)
para todo j = —1 et e [0,T3].
Como (3.53) e (3.54) sdo validas, entao também é valida a desigualdade (3.44),

e, consequentemente, de (3.44) e da hipdtese de indugao, temos que

||Um+1(t)||BK;iq,r + ||bm+1(t)||BK;;,q,r

< Clluolpres,  + lbollsre:
2 am 2
+ T(”UmHL%(O,TQ;BK;“;’W) + [b ”L”(O,Tg;BKi‘iq’r)) .
eXp(OTZ(”umHLW(O,TQ;BK;“;’%T) + HbmHL‘I(O,TQ;BK;;%T)) (3.55)
< (Clluolpreg, +Ibolsxes )+ CTE?) exp(CToK)
K
< (2 + CTQKQ) exp(CTLK) < K.
Portanto,

||UmHL%(O,TQ;BK;;W) + Hbm”L"L(O,Tg;BK;‘;%T) <K, Vm=>1, (3.56)
o que verifica a limitagao da sequéncia (u™,b™) no espago
L*(0,Ty; BK,) ) x L0, To; BK ), ) ]
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Depois de termos provado a limitacao da sequéncia (u™,b™) em espagos como
no Lema 3.12, no préximo lema iremos demonstrar que (u™,b™) é sequéncia de Cauchy

em espacos adequados.

Lema 3.13. Sejam p,d,q,r,a,s como no Teorema 3.1 e ug,by € BK,;, . Se (u™,b™)
¢ a solugao do problema aprozimado (3.28), entao existe Ty € (0,T3] tal que (u™,b™) é
sequéncia de Cauchy no espago L*(0,T3; BK )~ 1) x L*(0,T3; BK 5 1)

p,d,q,m p,d,q,m

Demonstragdo. Considere os seguintes sistemas
(
(;;umﬂ + (W™ V) — (0 V)R — D™, B = 0,
m+1 m m+1 m m+1 __
Vot = vyt =,
um+1(x7 0) = SerlUO(x)? bm+1(xa 0) = SerlbO(x)‘

e
aztum + (™t V)™ — (B VT — @™ ) = 0,
J oS TV = (0T Ve = 0, (3.58)
V-um=V-.b" =0,
| w"(2,0) = Smuo(x), 0™ (x,0) = Smbo().
Subtraindo o sistema (3.58) do sistema (3.57), obtemos as seguintes equagoes
aat(uerl o um) + (um . v)((um+1 o um)) + ((Um o umfl) R V)um
= (™ - W) (O™ = ™))+ (B =™ VW (™ - u™ T u™)
+ ™ ™ — ™ — (™ = 0™ — (0™ 0 — b, (3.59)
e

) (O ) () V)

= (0" V) (™ —u™) + (O™ =" - V)u™. (3.60)

Aplicando A; em ambos os membros de (3.59) e (3.60), e em seguida somando
Si (W™ =b")-V)A; (™ —u™) e (Sj_o(u™—b™)-V)A; (0" —b™) em ambos os membros
de (3.59) e (3.60), respectivamente, obtemos

TR =)+ By D) (" =) + B (" — ) V)

+ Sja(u™ = 0") - V)A (™ — ™) = A (07 V)0 - 0)
+ A (0" = 5" VT 4 (S (u™ = 6) - VA (M — ™) + Agm(u™ —u™ T u™)

+ A ™ — Yy — A (0 — L)) — A (0 b — b (3.61)
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thxbm“ — ™)+ B V(O = ™) + B = wm ) V)b
+ (Sj_pu™ —b™) - V)A; (0™ — 0™ = A (0™ V) (T — u™)
+ A" =" - V) u™ + Sy (u™ = b™) - V)A(B™T — ™), (3.62)

Observe que, nosso objetivo é construir uma estimativa adequada para

™ =" o gmrezty T IO =0 o mmrety: (3.63)

para algum T3 € (0, T5].

Para tal fim, procederemos como anteriormente no Lema 3.12 para obtencao
da limitagao da sequéncia (u™,b™). Considere o fluxo X7"(83,t) como definido em (3.33)
(veja pdgina 78). Somando as equagdes (3.61) e (3.62) e aplicando as propriedades de X",

temos

= ((Sj2u™ - V)A; (™ —u™) = Ay((™ - V) (™ —u™))
(07 - V)™ = b™))
)

)
— (Sjob™ - V)A; (™ — ™) = Ay (0™ - V) (™ —u™))
A )

+ )
+ Ajr(u™ —u™u™) + Ay um = u™
(

A" — b0 + A (0L B — ) (XTB, 8, £). (3.64)

Resolvendo a equagao anterior (3.64), aplicando a norma de K, e duas vezes

p,d,q
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a Proposicao 3.9 (veja pagina 75), segue que

IA; (u™Fh — o™ 4 pm ! — bm”K;f‘,d,q

<A™ =™ + 0" = 5™)(0) ke,

[ IS OB @ =) = B D) =,

+ Lt [(Sj—2b™ - V) A; (5™ = b™) = A; (0™ - V)0 = b)) ke, dT

+ Lt [0S 2u™ - V)A; (O™ = b™) = Aj((u™ - V)™ = "))k, AT

+ Lt [(Sj—2b™ - V) A (™ — ™) + Ay (0™ - V) (™ = u™)) kg, dT

¥ L B (" — )V — (B - VB e, dr

+ Lt 1A ((u™ —u™ 1) - W)™ — A (0™ — b - V)u"| ke, dr

+ Jt 1A 7 (u™ —u™ u™) + Ay (u™ ™ — um_l)HKgdyda

0
+ L t JAGm (0™ = b7 6™) + A (0™ 0" = 0| ke, d
(3.65)

1
Tomando a norma de BK®;

g D& desigualdade anterior (3.65) e aplicando as

Proposigoes 3.6, 3.7 e 3.8 (veja paginas 74, 74 e 75), obtemos a seguinte desigualdade

H(um+1 - um + bm+1 - bm)(t)HBKoz,sfl

p,d,q,r

< A1 (g — Do) e

+C
J

+C

J

+C

J

+C

J

+C

J

+C

J

o

9

=]

p,d,q,r

[)t Hum”BK;iiq’rHuerl - um”BK;i;lr + ||bm“BK§7j’q‘T“bm+l - bm||BK;§;}TdT
[)t HUmHBKZ‘j’;wamH - bm”BK;;;}T + ||bmHBK;§MHUmH - Um”BKgi;}TdT
[)t Ju™ — um_IHBKZv;’;lT Hum”BK;’j’q’T + o — bm_lHBKZ;;}T”bm”BK;j’q,TdT
{:W—w“@@%wmewﬂWZW“B@%wwwmﬁh
I S il IOV MLt W

~+

+ [ pes

Ka,s
p,d,q,T

[0 = 0" s [0
BKZr;q,r B p,d,q,T

o = " g . (3.66)

Agrupando termos da desigualdade anterior (3.66) e aplicando o Lema 3.12
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(veja pagina 77), temos
”(UmJr1 —u™ " — O™) ()| g

p,d,q,r
C27" ug — bO”BKO‘;
p,d,q,r

N

+ C'Kf ”um+1 m”BKD‘S 1+ ||bm+1 bmHBK“;;’lrdT (3.67)

b O [ = e+ 9 =07

p,d,q,r

+ 2CK f ™ — " gy 4 B = " pecrdr, Vi€ [0, T3]

Tomando a norma L* na desigualdade anterior (3.67), segue a seguinte desi-

gualdade

[um™tt — ™ pmL - P OT:BK 1)

< €2 ™(uolprzz,, + olsres, )+ ORT(m = u™ s + 5 = 570t

+3CKT(Ju™ — um—1||BKa,;4 + o™ — bm—1||BKa,;,1 , VT € (0, Ty]. (3.68)

Agora, no intuito de construir uma estimativa analoga a (3.68), aplicaremos
A; em ambos os membros de (3.59) e (3.60) (veja pdgina 83), em seguida somamos
(S; o(u™ = b™) - V)A; (™ —u™) e (S; o(u™ — ™) - V)A;(0™ — b™) em ambos os
membros de (3.59) e (3.60), respectivamente. Por fim, subtraindo as equagoes e utilizando
propriedades do fluxo Y;™(3,t), como definido em (3.40) (veja pagina 80), temos
SR ()07 (5,1)
(St VB () = By (- V)@ - ™)
o™ -v) " — "

— (8™ VA (B - > + B )

— (U™ VYA = b+ A (™ V) (B - 6

+(Sjmab™ - V)R (™ — ™) — Ay ((0" - V) (" — ™) (3.69)
— Zj(um—um 1) Vi)u™ K((bm—bmfl) V)™

+ Aj((um 1) Vo — By ((0" - b N V)un

+ Aﬂ'( u™) + (u™™ m—um_l)

+ Ajm(u
Ajr(0™ 1,bm—bm71))(Y<’"(6,t))-

J

- Aﬂ(bm—bm 1,bm)

Resolvendo a equagao anterior (3.69), aplicando a norma de K},

de forma andloga ao que foi feito para se obter as estimativas (3.65), (3.66) e (3.67),

e procedendo

obtemos a seguinte desigualdade

Hum+1 o Um _ (berl bm)”Lr OTBKO‘S 1)

p,d,q,T
< C2 " (Juolpxes + Ibollzxes )

+ORKT(Ju™™ — Um||BK;j;’1r + ot~ ™| a1 )

p,d,q,r

# BORT(u™ = o+ |07 = 0" gy ), ¥T'€ (0, 2] (3.70)
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Combinando as estimativas (3.68) e (3.70), segue que

m+1 bm+1

Hu - bm||Lf‘(0,T;BKa’571 )

um”L“f-(O,T;BK;i;lT) - H pod,q,r

< 2027 (Juolpre;  + lbolpres )

p,d,q,r

+ 20K T (Ju™"" — um”Lw(o,T;BK;;;}T) + [t — bmHL“?‘(O,T;BK;i;lT))

+6CKT (|[[u™ — Um71||Lw(o,T;BK;’;;;> + o™ - bmilHL‘V»‘(O,T;BKZ’;’;;)% VT € (0,13]. (3.71)
Na desigualdade anterior (3.71), tomando T3 > 0 satisfazendo

1
T3 < min {7y ——
3 mm{ 2; 20[(}, obtemos que

1 1
e Pl LAl VA (AT
202—™m
< Toaor Mler,, + Tola;,)
6C KTs - -
S rer UG P Y Uil e PRIPREERD
< G2 (Juolprcos |+ lbollprcoz Jm

27" ( u1||L"“(0,T;BK“’§_1) + [b* — o', (0,T;BK>3~1 )))
p,a,q,r p,d,q,r

<Cm+1)27™ <¢, (3.72)

para m suficientemente grande.

Da estimativa anterior (3.72), concluimos que (u™,b™) é uma sequéncia de
Cauchy no espago L™ (0, T BKO"S_l) x L0, T; BKO"S_l),

p,d,q,T p,d,q,r

]

Tendo feito os dois lemas anteriores estamos aptos para demonstrar o item (i)

do Teorema 3.1.
Demonstracao da existéncia

Primeiramente, note que pelo Lema 3.13 (veja pagina 83) sabemos que (u™,b™) é

uma sequéncia de Cauchy em L*(0, T3; BK ds;i) x L0, T; B, j:;i), e consequentemente

existe (@, b) € L*(0,Ts; BK®: 1) x L®(0, Ts; BK®5 1) tal que (u™,b™) — (i, b) quando

p,d,q,r p,d,q,r
m — 0. Além disso, do Lema 3.12 (veja pagina 77) sabemos que (u™,b™) é limitada
em L*(0,T3; BK,y,,) x L*(0,T3; BK,;,,) e consequentemente do fato de BK7, .
ser um espago dual (veja Proposi¢ao 3.11, pagina 76), entdao o Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki garante a existéncia de subsequéncia (u™,0™7); < (u™,b™) tal que

(u™,b™) — (u,b) quando j — o0 na convergéncia fraca-, com (u,b) € L*(0,T3; BK;, )

x L(0, Ty; BK®3 ).

p,d,q,T
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Como (u™,b™) — (u,b) na convergéncia fraca-+ em L*(0,T3; BK,7, ) X

L*(0,73; BK, ) entdo (a menos de subsequéncia) temos também que (u™, ™) — (u, b)

At a0 . a,s—1 0 . a,s—1
na convergéncia fraca-x em L*(0, T3; BK, ;) x L*(0,T3; BK; ). Por outro lado, como

(u™,b™) — (@,0) em L®(0,Ts; BKY5 1) x L*(0, Ts; BKS: 1) entdao (u™,b™ ) — (i, b)

p,d,q,T p,d,q,T

na convergéncia fraca-x em L™(0,T3; BK,; ) x L™(0,T3; BK,;;,.), e pela unicidade do

limite na convergéncia fraca-* segue que (u,b) = (i, b), e consequentemente o limite forte
de (u™,b™) em L*(0,T5; BK,y.,) x L0, T3; BK;:y 1) pertence a L*(0, T3; BK 57 ,)
L™(0, Ty; BK® . ).

p,d,q,m

Agora, resta verificar que (u, b) é solugao do problema (7).

Note que do fato de (u™,b™) ser solu¢do do problema (3.28) (veja pagina 77),

temos que

t t t

(u™ - V)umdr —J W(u™ L pm™ Ydr (3.73)
0

u™(z,t) = u™(z,0) —J

0

(" V)" dr + f

0

€

t t

(" V) dr — J B Vyurdr, (3.74)

b (z,t) = 0™ (x,0) + J

0

Por outro lado, pelo Lema 3.12 e Proposigoes 3.6, 3.8 (veja paginas 77, 74 e
75), podemos afirmar que os termos das integrais em (3.73) e (3.74) s@o uniformemente
limitados. Portanto, tomando m — oo em (3.73) e (3.74) e invocando o Teorema da

Convergéncia Dominada, segue que

t t t

(u- V)udr — j W (u, b)dr (3.75)

0

w(, ) = () —j

0

(b~ V)bdr +j

0

t t

(u- V)bdr — J (b V)udr, (3.76)

b(z,t) = bo(z) +J

0
concluindo o fato de (u, b) ser solugdo do problema (7).

Também é claro que (u™,b™) < C([0,T5]; BK®5 1) x C([0,Ts]; BKS5 1) e

Dydq,r pydyg,r
como (u™,b™) — (u,b) em LOO(O,Tg;BK;’i;}n) X LOO(O,Tg;BK;Z;) segue que (u,b) €
C([0, 5} BE;7,0) x C([0, T} BEG 7, ).

Agora, assumamos adicionalmente que 1 < r < o0 e provemos que (u,b) €

([0, T3]; BK, ) x C([0, T3], BK,;, ). Para tal, definamos 7, = (Sku, Skb) para todo
ke N.
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Note que, para t, 7 € [0, 73] temos

[ () = (7)o

p,d,q,r

= 1Sk (u®) — D lprces A+ IS0~ b)) s

o : Bl G
( D 2B (ult) - U(T))H;(;‘i‘,d,q) ! ( 2, 2B (b(t) - b(T));fﬁ,d.q>
j=—1 =t |

1
T

<0 (22””% u(t) - ())%;d7q>

j=—1
1

( S 936 &(b(1) — <T>>9(;,d,q>T

Jj=—1

< C2Jult) = w() gt + 16(8) = b(7) gyt | (3.77)

Da dltima desigualdade (3.77) e do fato de (u,b) € C([0,T3]; BK;‘dSqi)
C([0,T3]; BK;‘dSqr) seque que 1, € C([0,T3]; BK,y;,.) < C([0, T3], BK,;, ), para todo
ke N.

Mas, note claramente que 1, — (u,b), quando k — oo, uniformemente em

L*(0,T3; BK, ), ) < L*(0,T3; BK,);j ). Portanto, das duas tltimas observagoes segue

que (u,b) € ([0, T3]; BKS5,,) x C([0,T3]; BKS ).

p,d,q,r

Demonstracao da Unicidade

Sejam (u,b), (v, f) € L7(0,T3; BK,,,) x L*(0,T3; BK,';, ) duas solugoes

p,d,q,r
para o problema (7) com o mesmo dado inicial, a saber (ug,by). Do fato de (u,b), (v, f)

ser solugdo para o problema (7), temos que

( gg—i— u-Viu—(b-V)b—7(u,u)+7(b,b) =0,
] 5+ @ Vb= (- V)u=0, (3.78)
V u=V-b=0,

u(z,0) = ug e b(z,0) = bo.

;HU.V) — (V) = 7(v,0) + 7 (f, ) =0,
) T oY = (Vv =0, (3.79)

Subtraindo (3.79) de (3.78), segue que (u — v,b — f) é solugao do seguinte
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sistema

- f)=0,
x) —up(x) e (b— f)(z,0) = bo(z) — by(z).

(3.80)

Procedendo como o sistema anterior (3.80) de forma analoga ao que foi feito

para construir a estimativa (3.67) (veja pagina 86), obtemos a seguinte desigualdade

lu=vlpres + 10— flpres |

< 2o — oy, + 1o = bollpcy, )
" - o (3.81)
b L] gy, + ey, + Wlacy,, + o, )
(Ju—vlpes  + b= flpres )t

onde L é uma constante positiva.

Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior (3.81), temos

lu—=vlpges + b= flpros

< 2(HUO — uO||BK;§,q,T' + ||b0 - bOHBKS‘j’qJ,)

Ts
o (L[l + ol + o, + 1z, Jit) - (382

Note que a ultima desigualdade implica que

| =)D ry, 10 =Nl =0,

p,d,q,T p,d,q,r

e, consequentemente, (u(t),b(t)) = (v(t), f(t)), Vt € [0, T3], concluindo a demonstracao da

unicidade de solucao.

Tendo provado a existéncia e unicidade de solugdo para o problema (7), conclui-

se a demonstragao do Teorema 3.1.

3.2.2 Demonstracdo da parte (ii): Dependéncia continua do dado inicial

Nesta secao faremos a demonstracao da dependéncia continua do dado inicial.
Para tal, primeiramente vamos observar que existe Ty > 0 tal que a sequéncia (u,, b,,) é
limitada em L*(0,Ty; BK; ) x L*(0,Ty; BK.3 . ).

p,d,q,r p,d,q,r
Note que solugbes para o problema (7) foram construidas como limite de

sequéncias como definidas em (3.28) (veja pagina 77). Note ainda que observando a
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demonstragdo dos Lemas 3.12 e 3.13 (veja paginas 77 e 83), a constante K da limitagao
do problema iterado (3.28) e o tempo T3 de existéncia da solugdo dependem unicamente

de constantes universais e da norma dos dados iniciais nos espagos BK,’;,

7T'
Em vista dessa tltima observacao e de supormos que a sequéncia de dados

iniciais ((t0)m, (bo)m) € limitada em BK"; < BK} ., pode-se concluir que existe T > 0

pydsgsr
tal que a sequéncia (s, by,) € limitada em L*(0,Ty; BK, ;) x L*(0,Ty; BK,;, ), ou
seja, existe K > 0 tal que
”umHLW(O,TA;;BKZ,iq‘T) + HbmHL”“(O,TAL;BK;’iq’T) < K, VmeN, (3.83)

Procedendo como na demonstracao da unicidade da solugao, podemos concluir

que para cada m € N, (u,, — u, b,, — b) é solugdo do problema

st(um — ) + (U - V) (U, — w) + ((t, — w) - VIu = (b, - V) (b, — b)+

+((by, — b) - V)b — (U, Uy — w) + T (b, by, — b) + (0 — Uy, u) — 7(b — by, b) = 0,
) st(bm —b) 4 (tum - V) (b, — b) + (U, — ) - V)b — (b - V) (U, — w)

—((by, = b) - V)u =0,

Vo (um —u)=V-(by—0) =0,
| (um = u)(2,0) = (uo)m(x) — uo(x) € (b — b)(,0) = (bo)m(x) — bo(x).

(3.84)

Também, procedendo de forma andloga aos passos que foram feitos para

construir a estimativa (3.67) (veja pagina 86), conclui-se que
Hum - u”BKa,sfl + ||bm - b‘|BKa’571
p,d,q,r p,d,q,r
< Q(H(uo)m - uoHBKO‘vS_l + H(bo)m - bO”BKa’S_l )
p,d,q,m p,d,q,r

Ty
L[ by, +Wonlswgs,  + lolorgg,, + Placcy, )

0 p,d,q,r

‘Um — u”BKg,i;lr + ||bm — b”BKa,s—l )dt, (385)

p,d,q,r

onde L é uma constante positiva que nao depende de m.

Aplicando a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior (3.85), obtemos
a seguinte estimativa

Hum - UHBKQ’571 + ||bm - b||BKa'371
p,d,q,T p,d,q,r

< 2(1t0hm — ol e+ + [0} — bol g 1)
p,d,q,m p,d,q,T

Ty
exp (L [ ol

p,d,q,T

lulagg,, + Wl + o, Jat) . (3:50)

p,d,q,T
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Agora, de (3.83) e da desigualdade anterior (3.86), segue que existe uma

constante L > 0, que nao depende de m, tal que

[ (um —u) (t)HBKaj_l + [[(bm — ) (t)||BK“§—1 < 2([(uo)m — uol pos
p,a,q,r p,a,q,r

p,d,q,m
+ [(00)m = boll preae=1 ) exp(LTLL),
(3.87)
Vt e [0, T4]
Da convergéncia ((4g)m, (bo)m) — (o, bp) em BK;;;% X BKg’i;},, e da desigual-
dade anterior (3.87), segue que (tm, by,) — (u,b), quando m — oo, em C[0, Ty]; BK;;;;) X
C[0,Ty]; BK,, ’dsy;},), concluindo a demonstracao da dependéncia continua do dado inicial.

3.3 Demonstracdo do Teorema 3.2 (Critério de blow-up)

Nesta segdo faremos a demonstracao do Teorema 3.2 (veja pagina 72) que
nos fornece um critério de blow-up para a solugdo do problema (7). Para fazermos a
demonstracao no Teorema 3.2, sera 1util uma desigualdade logaritmica nos espacos de

Besov-Lorentz-Herz (veja [21] e [51] para a demonstracao), a qual enunciamos a seguir.

n
Lema 3.14. Sejam 1 < p < oo, 1 < d,r < o0, v > —. Nessas condigoes, existe uma
p

constante C' > 0 tal que

[ f e < CIU+ 11 0

90,00

(log" [ flsweg + D)), VfeBEST, (RY).  (3.89)

p,d,q,T

De posse do lema anterior, podemos fazer a demonstracao.

Seja (u, b) solugdo para o problema (7), satisfazendo (u, b) € (C([0,T*); BK: . .)

p,d,q,r

NL'((0,7%); L)) x(C([0, T*); BK}:; .. )L ((0,T*); L*)). Primeiramente, note que como
verificado por Majda [44], temos a seguinte relagiao para os gradientes de u e b

Vu = P(wy) + Aw, € Vb = P(wp) + Awy, (3.89)

onde P é um operador singular homogéneo de grau —n, A é uma matriz constante e w, e
wy, sao as "vorticidades"dos campos vetoriais u e b, respectivamente, que podemos escrever

da seguinte forma
(o.)u)ij = 6iuj — @ui € (wb)ij = db] - 6][)1 (390)

Em vista da limitacao do operador P : BSO’OO — BSQOO (veja [56]) e das igualdades

(3.89) e Lema 3.14, segue que

[Vulr

N

C1+ |Vul gy, (og™ [Vl gess + 1))
< O+ |[Pwy + Awy| g (log™ [Vu| gyeast +1))
= p,a,q,T

< O+ wul gy, (log™ Julpres  +1)), (3.91)

p,d,q,r
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e analogamente
Vbl < CQU+ funlzg | (log™ [blases. +1). (3.92)

Agora, procedendo como no desenvolvimento das equagoes (3.31) e (3.32) (veja

pagina 77), segue que para j = —1, (u, b) satisfaz o seguinte sistema

;Aju (St V) Bgu— (S;_0b - V) Byu =

(S—att - V) — N (u- V) + A, (b- V)b — (Sy_sb - V)Au

-0 (u,b) (3.93)
(§]

o _ _

SR+ (Sjau VYA (Sj2b- V)AG =

Também os fluxos associados aos campos vetoriais S;_o(u —b) e S;j_o(u+b) sdo
difeomorfismos que preservam volume, pois da hipétese do Teorema 3.2, temos V- (5;_ou) =
V - (Sj2b) = 0 e Sj ou,S; ob € L'(0,T*; L*). Além disso, verifica-se que esses fluxos
satisfazem a desigualdade (3.24) (veja pagina 75) para constantes K, Ky > 0, para todo
te (0,77).

Dessa tltima observacgao e procedendo de forma similar a demonstracao do
Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade) na construgao das estimativas (3.39) e (3.41) (veja
pégina 80), segue que

Ju(®)lgices + 10 pxes. < Cllulases. + Pollsxes )

p,d,q,r p,d,q,r p,d,q,r

t
+C [ (9ulr + 190 ) oz, + Iblonss, ) (3.95)

0 p,d,q,r
Das desigualdades (3.91), (3.92) e (3.95), obtemos

lu@®)pres, A+ 165

s or < O(luollprey  +[bolpres )

p,d,q,r

t
+0 [ (1 loulag,, 08" Iz, + 1)1+ onlg,, (o8 [blmrgg, , +1)

(lu(Dpes, + 6 axes, Y (3.96)

Aplicando duas vezes a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior

(3.96), concluimos a seguinte estimativa

t

folt) i, + IOz, < Cop(Cep(C | (Tl sy, +1+ el dr))), (397
2 o 0 » .

Vt e (0,77).
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Agora, note que em vista da desigualdade anterior (3.97), se
limsuplu(®)lsrz;,, + 0Olsxs;,, =% (3.98)
entao
T*
| tendag,, o+l s, e = <o, (3.99)
0 b, b,
provando uma das implicagoes do item (i).
Para a implicagao contraria do item (i), suponhamos que
T*
|ty + ool dt = o (3.100
o b o
n
e note que para s > 1 + —, temos
p
T*
f lwullgo |, +llwnllgo  dt < T* sup (Jwulg  +lwllp )
0 e ’ te(0,T%) * *
< T% sup (|Vulr- +[Vb]r~)
te(0,T%)
* 5 «a,s
< T s (ulongg,, + Ploszz, ) (3101
De (3.100) e (3.101), segue que
limsuplu(t) o, + MO lsxg, = (3.102)
concluindo a demonstracao da outra implicagao do item (i).
Para a demonstragao de (ii), observe que
[Vule < CVul gy | < Clwnlso . (3.103)
e
[Vblue < Vbl , < Cllwslgo - (3.104)

em que as desigualdades anteriores sao obtidas através de uma aplicacdo da inclusao

continua BSO’I c L* e do fato do operador P : BSO,I — BSO,I ser limitado.

Também, utilizando a desigualdade (3.95) com s = 1+ L er =1, e em seguida

aplicando as estimativas (3.103) e (3.105), segue que

[u® g + 1601 arvy < Olluoll vz + ol crss)

pds,1 pd,q,1 p,d,q,1 p,d,q,1
t
+C [[ (Tl + 1981003 + 18] 05
< O(HUOHBK%H% + HbOHBKa,H%)

p,d,q,1 p,d,q,1

t
+C [ (ullg, + lenlsy NIl gosop + bl ooy )dr).

0 p,d,q,1 p,d,q,1

(3.105)
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Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.105), chegamos a

n n < n
)]s + IO mrg < Clloll s + ol onss)

t
exp(C [ (walay, +lonllpg Jar), (3100

Vte (0,77).

Agora, observe que também é valida a seguinte desigualdade

T*
jo (ouls, + lnlzg )it < T*sup (@l + ln®lss.,)
< T sup ([ulO)] ervg + O ereg). (3107

p d,q,1 p,d,q,1

Assim, como foi feito na conclusao do item (i), a desigualdade (3.106) nos da
uma implicacdo do item (ii) e a desigualdade (3.107) nos da a implicagao contraria do

item (ii), finalizando a demonstracao do teorema.
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4 Conclusao

Finalizamos esta tese fazendo uma recordacao dos resultados aqui obtidos
e apresentando algumas ideias para futuros trabalhos. Nosso primeiro problema foi as

equagoes MHD duplamente fracionaria, o qual pode ser descrito da seguinte forma

M+ (—A)gqu (u-V)u+Vp=(b-V)b, em R"x(0,0)

8% + (—A)2b+ (u- V)b = (b- V)u, em R" x (0,0) 1)
Viu=V-b=0, em R" x (0,00)

u(z,0) = up(x) e b(zx,0) = by, em R"

Para o problema MHD fracionario, descrito acima, no Teorema 2.1, obtivemos um resultado
de existéncia e unicidade de solucao branda em espacos de Besov-weak-Herz BWK o (R™),
sob determinadas condigoes para os indices. Também no Teorema 2.2 verificamos proprie-
dades das solugoes obtidas, como autossimilaridade, dependéncia continua do dado inicial
e que a solugao (u,b)(t) — (uo,bo), quando ¢ — 07, na topologia fraca- de B, £ (R"),
onde ug, by sdo os dados iniciais. Além disso, no Teorema 2.3, obtivemos um resultado de

comportamento assintotico para as solugoes obtidas no Teorema 2.1.

Nosso segundo problema abordado, foram as equacdes MHD no caso inviscido,

as quais sao descritas da seguinte forma

ou+ (u-Viu—(b-V)b+VP =0, em R"x(0,7),

ob+ (u-V)b—(b-V)u=0, em R"x (0,7), (4.2)
V-u=V-b=0, em R"x (0,7),

u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R".

No contexto das equagoes MHD inviscidas obtivemos no Teorema 3.1 um resultado de
existéncia, unicidade e dependéncia continua de solucao local em espagos de Besov-Lorentz-
Herz BK,; .(R"), com condigoes adequadas para os indices. Além disso, no Teorema 3.2,
obtivemos um critério de blow-up para as solucoes.

Considerando parte dos desenvolvimentos realizados nesta tese, e os combinando
com alguns novos ingredientes tais como uma estimativa do comutador "ajustada", uma
possibilidade de investigacao futura seria analisar a existéncia e unicidade de solugdo para
o problema MHD com viscosidade porém sem o termo de difusao magnética, o qual pode

ser descrito por

ou—Au+ (u-V)u+Vp=(b-V)b, em R"x (0,00)
ob+ (u-V)b= (b V)u, em R" x (0,00)
Vou=V-b=0, em R" x (0,00)
u(z,0) = ug(x) e b(x,0) = by, em R"

(4.3)
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Na mesma linha, porém com maior dificuldade, podemos investigar, no mesmo contexto
de espagos, a existéncia de solugao para o problema MHD sem viscosidade e com o termo

de difus@o magnética, o qual pode ser descrito da seguinte forma

ou+ (u-Viu+Vp=(b-V)b, em R"x (0,00)
Ob—Ab+ (u-V)b=(b-V)u, em R"x(0,00)
Vou=V-b=0, em R" x (0,00)
u(z,0) = ug(x) e b(z,0) = by, em R"™

(4.4)

Além disso, através do estudo do problema (1), com derivada fracionaria no tempo, em
conjunto com a experiéncia desenvolvida para problemas inviscidos, podemos investigar
outros problemas com derivadas fracionarias no tempo como, por exemplo, as equagoes de

Euler com derivada fracionaria, que podem ser descritas da seguinte forma
%+ (u-V)u+ Vp = 0. (4.5)

Este modelo seria interessante na medida em que estudar-se-ia a evolugao de um fluxo
nao-linear com um nivel de regularidade temporal menor em comparacao com as equagoes
de Euler padrao. De fato, teria-se uma nao-linearidade com derivadas de ordem mais alta
no espaco que no tempo, gerando dificuldades adicionais ao problema. Poderia-se explorar
esse modelo fracionario inviscido tanto no cenério de Besov-Lorentz-Herz quanto em outros

tipos de espacgos de Besov.
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