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Resumo

Na geometria algébrica, estudam-se grupos em conjuntos de solugoes (nalgum
corpo) de equagbes polinomiais cujas operagoes também sao dadas por polinémios; neste
texto, limitaremos ao conceito de esquemas-grupos afins. O objetivo aqui serd classificar os
esquemas-grupos afins abelianos sobre um corpo perfeito, especificamente em caracteristica
p > 0, o caso mais dificil. Para tal, serd dada a teoria da antiequivaléncia de Dieudonné,
apoés o estudo de vetores de Witt. No final, menciona-se um pouco sobre esquemas-grupos

p-divisiveis (ou de Barsotti-Tate), e suas relagoes com p-torgoes de variedades abelianas.

Palavras-chaves: esquema-grupo, vetor de Witt, médulo de Dieudonné, p-divisivel



Abstract

In algebraic geometry are studied groups on sets of solutions (over a field) of
polynomial equations whose operations are also given by polynomials; in this text we will
limit to the concept of affine group-schemes. The objective here will be the classification
of abelian affine group-schemes over a perfect field, specifically of characteristic p > 0, the
most difficult case. For that, the theory of the Dieudonné-antiequivalence will be given, after
the study of Witt-vectors. In the end, a bit is mentioned about p-divisible group-schemes

(or Barsotti-Tate-groups), and their relations with p—torsions of abelian varieties.

Key-words: group-scheme, Witt-vetor, Dieudonné-module, p-divisible
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Capitulo 1
Introducao

Este texto tem o objetivo de dar os fundamentos da “antiequivaléncia de
Dieudonné”, na geometria algébrica. O pré-requisito é apenas a mais basica teoria dos
anéis comutativos.

O capitulo 1 tem uma breve introducao ao minimo da teoria das categorias.
Explicagoes mais completas e mais exemplos estdo nas referéncias citadas.

O capitulo 2 tem o inicio da geometria algébrica, que é o estudo da geo-
metria das solugoes de equagdes polinomiais; porém aqui s6 se trata de quando esses
conjuntos de solugdes formam um grupo. Também tem resultados sobre decomposi¢oes
de k-algebras como certos produtos ou produtos tensoriais.

O capitulo 3 é sobre esquemas-afins F', em que cada F(A), para k-algebras
A, é o conjunto de solugoes em A’ dum mesmo sistema de equagoes polinomiais (inde-
pendente de A), sem exigir [ finito. Por teoria de categorias, serd o mesmo que uma
unica &lgebra B, dita “dlgebra representante”, dada por geradores (x;);c; e relagoes
f(z;)ier = 0 para cada f no sistema de equagoes. Mas aqui s6 se estuda quando F
tem operacoes de grupos, que serd o mesmo que B ter “operacoes de cogrupo”, ou ser
uma “algebra de Hopf”. Veremos o “dual de Cartier”, a troca das operacoes de algebra
com as operagoes de cogrupo, e vice-versa. E ao longo de muitas paginas, incluindo
um estudo de moddulos (fielmente) planos, tento dar a prova completa de que essas
algebras de Hopf formam uma “categoria abeliana”, para poderem ser manipuladas,
sem muita dificuldade, como se fossem moddulos.

O capitulo 4 trata da operagdo “Frobenius” F' em &lgebras de Hopf, que
nao é muito mais do que poténcias a — aP, usada para estudar os nilpotentes, e uma
operacao “dual”, o “Verschiebung” V.

O capitulo 5 tem como objetivo a antiequivaléncia de Dieudonné. Inicia
com os “vetores de Witt”, antes usados para estudar extensoes ciclicas de corpos, mas
aqui importantes por terem operacao peculiar em vetores (xg,1,...) € W(A € k—Alg),
k DO T, satisfazendo (xg,z1,...) = (20,0%) 4+ (0,21,0°) +---, e p- (o, x1,...) = (0, x},

xf,...). A multiplicagdo e um “exponencial” serdo usados num “pareamento” W xW —
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G,,, que sera usado para calcular duais de Cartier. E ao longo de muitas paginas,
incluindo um estudo de extensées 0 — W,, — (---) — (---) — 0, tento dar a prova
completa de que o “functor de Dieudonné” forma uma antiequivaléncia duma certa
subcategoria de esquemas-grupos afins abelianos a certa subcategoria de mddulos sobre
o “anel de Dieudonn¢” F =---aW(k)- VoW (k)eW(k)-FeW (k) -F?>&---; depois
sao dadas variantes dessa antiequivaléncia.

E o capitulo 6 é sobre os “p-divisiveis”, que sao certas “torres” Gy — G1 —
-+, que terao uma outra antiequivaléncia com “torres inversas” My < M; < --- de
modulos de Dieudonné. Brevemente se diz sobre “moédulos de Cartier” e como num
certo caso sao isomorfos aos de Dieudonné; e depois, sem provas, como essa teoria
toda poderia ser usada com as “p-torgoes” de “variedades abelianas” em caracteristica
p, tais como as curvas elipticas e outros grupos definidos nos espagos projetivos.

Espero que este texto possa ser tutil para clarificar as provas dos fatos da

teoria da antiequivaléncia de Dieudonné, sem depender de teorias mais complicadas.

1.1 Notacoes

Letras: E anel de Dieudonné. F mapa de Frobenius. f Frobenius W™t —
Wm™. G, esquema afim R~ (R,+). G, esquema afim R+~ (R*,-). Hom esquema de
homomorfismos. I(_) ideal dos polindémios anulando-se. S coinverso (Hopf). V mapa
Verschiebung. v Verschiebung W,, — W,.1. W, Wn,Wﬂ,Wm,W,/Wm vetores de Witt.
Z(_) fechado algébrico, de espectro. . esquema afim R— ({z € R |2 =0},+). A
comultiplicacdo (Hopf). e counidade (Hopf). p esquema afim R+ ({z € R | 2" =1},
*). mo maior subdlgebra separdvel.

Sfmbolos: Aj extensio de escalares. k fecho algébrico. ks maior k-corpo
separavel. A° categoria oposta. aee matriz de componentes a;;. |G| ordem (dimensao
de dlgebra associada); valor absoluto. Xy produto fibrado -+ — H <« ---. R* grupo
dos inversiveis. k[S] algebra associada a fechado algébrico; algebra de monoide. [z]
classe de equivaléncia. [a é b] vale 1 se a § b, vale 0 caso contrario. A* espago vetorial
dual, dual de Cartier. V prova continua. LI coproduto, minimo multiplo comum. [
maximo divisor comum. <> ménico. — épico. (f,g) dupla, seta ao produto. (f,g)
seta do coproduto (em particular, para morfismos de dlgebras, (f,g)(a ® b) = fa - gb);

pareamento de vetores de Witt. (---)4 A-submédulo (ou ideal) gerado. C divisor.



12

Capitulo 2
Basico da teoria das categorias

A teoria das categorias é ampla, e aqui consideramos somente suas partes
mais basicas, que, mesmo quase triviais, sdo muito tuteis para formulacoes e demons-
tragoes breves e eficientes.

Para aprofundar-se: (Riehl, 2016), (Mac Lane, 1998).

2.1 A definicao de categoria

Definicao 2.1.1. Uma “categoria” consiste duma classe O¢ e de conjuntos C(A, B)
para quaisquer A, B € O¢, e também de operacoes 14 € C(A, A), (o) = (oapc) € C(B,
C) xC(A,B) — C(A,C) (para cada A, B,C € O¢) satisfazendo (para quaisquer A, B,
C,D € Oc):

+ (elemento neutro) Vyce(a,p fola = f e Vyee(ca)la o g = g;
» (associatividade) Vyee(a,8)Vgec(B,0)Vhee(o,py(hog)o f =ho(go f).

Os elementos de O¢ sao chamados “objetos”, e os elementos de C(A, B) (ou home(A,

B)) sdo chamados de “setas” (ou morfismos) do dominio A ao contradominio B.

Exemplo 2.1.2. Ha categoria Conj cujos objetos sdo os conjuntos, e tais que Conj(A,
B) consiste de todas as fungoes A — B. As operagoes (o) = (o4,p5¢) sdo dadas pela

composicao de fungodes, enquanto que as 1, sdo as fungoes-identidades.

Exemplo 2.1.3. Para cada anel comutativo unitario R, hd a categoria R—Alg cujos

objetos sao as R-algebras, e tais que R—Alg(A, B) consiste de todos os homomorfismos

de R-algebras A — B. As operacoes o e 1, sdo as mesmas que em Conj.
Similarmente ha a categoria Grp dos grupos, a Ab dos grupos abelianos, a

Top dos espacos topologicos, etc.

Exemplo 2.1.4. Cada conjunto X com uma pré-ordem < (isto é, uma relacao reflexiva

e transitiva) pode ser considerado uma categoria, cujos objetos sdo precisamente os
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elementos de X, e com conjuntos de setas X(a,b) = {® | a < b}, isto é, X(a,b) é
vazio se a £ b e X(a,b) tem precisamente um elemento quando a < b. As operagoes o
podem ser definidas pela transitividade de <, enquanto que as 1 usam a reflexividade
de <.

Exemplo 2.1.5. Dada categoria A, denota-se por A° (a categoria “oposta”) a categoria
cujos objetos sdo os mesmos que os de A, mas com A°(A,B) = A(B,A); assim a
operacdo o em A° é “oposta”: foA" g:=gotf.

Dada outra categoria B, denota-se por A x B (a “categoria-produto”) a
cujos objetos sao duplas (A € O, B € Op), e com (A x B)((A,B), (4, B")) = A(A,
A') x B(B, B), com s = (1a,15) e (fg) 0 (f.9) = ("o f.4' 0 g).

2.1.1 Das fundacoes

Para fugir de paradoxos légicos, quando dizemos “categoria dos conjuntos”,
“categoria dos anéis”, etc., implicitamente entendemos como categoria de conjuntos,
anéis, etc., dentro dum certo universo U. Por exemplo, U pode ser a familia dos anéis
de elementos dentro de kx kx---, k corpo, com operagoes quaisquer. As propriedades
dessas categorias podem variar dependendo de U, mas nao se tera muito rigor em
dizer quais hipéteses sobre U serao usadas. (Por exemplo, & pode ser um e-modelo
duma teoria de conjuntos mais fraca). Uma “categoria pequena” serd uma categoria

que seja elemento de U.

2.2 Functores

Se um homomorfismo de grupos preserva a operagdo de grupos (e o ele-
mento neutro e a operagao de inverso), um “homomorfismo de categorias” deve pre-

servar as identidades e composicoes:

Definicao 2.2.1. Dadas categorias A e B, um “functor” F' : A — B consiste duma
funcdo Op : O4 — Op e de funcdes Fu p : A(A, B) — B(OpA, OpB) satisfazendo (para
quaisquer A, B,C € O 4):

o (identidade) Fa 4(14) = lopa;

o (composicdo) Vrcas,c)Vgeaa,pyFac(fog) = Fpc(f)o Fan(g).

Exemplo 2.2.2. Dada categoria A, dado objeto fixo X € O4, hd o functor hom(X,
_ ) : A — Conj, dado por: Onom(x)(A € O4) = A(X,A), e (hom(X, ))an(f € A(A,
B)) = (p € Onom(x,)(A4)) = (fop € Onom(x,(B)). (Chama-se “functor hom covariante”).
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Exemplo 2.2.3. Assim como no exemplo anterior, hd functor hom( , X):.A4° — Conj
(cujo dominio é A° nao A). (Chama-se “functor hom contravariante”).
No caso particular em que A é a categoria dos R-médulos R—Mod, e em

que X = R, obtém-se precisamente o functor dos duais: Onom(,r) (M) = M*.

0 — 1
Exemplo 2.2.4. Se A é uma categoria finita, como o “quadrado” | \, |, um

2 = 3

FO — F1
functor F': A — B é o mesmo que um “diagrama comutativo”, como | N\, |

F2 — F3

2.3 Tipos de setas
Definicao 2.3.1. Uma seta f: A — B numa categoria C ¢ dita ser:
e um “monomorfismo” (ou monica) sse Vg ..\ safox = foy = z=1y;
e um “epimorfismo” (ou épica) sse V4. )po f=qof = p=q;
o uma “se¢do” (ou inversa direita) sse J.paro f=14;
o uma “retragdo” (ou inversa esquerda) sse Jgp ,afos=1p;

o um “isomorfismo” sse Jlypag0 f =14 A fog=1p (escrevese f~':=g).
(Temos segdo — monica, retracdo — épica, segdo e retracdo — isomorfismo, etc).

Exemplo 2.3.2. Em Conj, R—Mod, Grp, R—Alg, os monomorfismos sao precisamente
os mapas injetivos. Em Conj e R—Mod, os epimorfismos sdo precisamente os mapas
sobrejetivos; em Grp também, mas é prova é sutil; em R—Alg ha epimorfismos nao
sobrejetivos, como R[X]| — R[X, X 1.

2.4 Transformacoes naturais

Definicao 2.4.1. Dados functores F,G : A — C, uma “transformacao natural” 7 :
F = G consiste de setas n4 : F(A) — G(A) (para cada A € A), satisfazendo

Va,peAVreca,p)G(f) ona =npo F(f),

que num diagrama comutativo se escreve:
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Exemplo 2.4.2. Se F : R—Alg — Conj é o functor que esquece a estrutura de algebra,
hé transformacao natural n : F = F dada, digamos, por na(z) = 2?3 + 321. E
sendo [ : K—Vect —+ K—Vect o functor identidade e E : K—Vect — K—Vect o duplo
dual, E(V) = V* hé transformagdo natural 6 : I — E, Oy(x) = (f — f(z)); logo, se

dimV < oo, V =2 V** “naturalmente”, de fato como na intuicao.

Definicao 2.4.3. Se Z é categoria “pequena”, e dada categoria C, pode-se definir a
categoria CT, cujos objetos sdo os functores (diagramas) Z — C, e tais que cada CZ(F,
() consiste das transformagoes naturais ' = G (com identidades e composigoes

provenientes das de C).
H4a muitas transformacoes naturais no texto, porém muitas vezes deixarei

implicito quais as categorias e quais os functores envolvidos.

2.4.1 Tipos de functores, equivaléncia
Definicao 2.4.4. Um functor F': A — B ¢é dito ser:
o “fiel” quando cada agdo F: A(X,Y) — B(FX,FY) é injetiva;
e “pleno” quando cada acao F': A(X,Y) — B(FX,FY) é sobrejetiva.

Fato 2.4.5 (Functor pleno, fiel e essencialmente sobrejetivo é equivaléncia). Se F : A —
B ¢é functor pleno e fiel, se |G| : B — A € fungio nos objetos, com familia de
isomorfismos ¢p : B = F (|G| (B)), entdo sendo

G (B B') = Figli o (F (G (B) S B S B F (G| (B)),

temos que G : B — A € functor com FoG = 1g e GoF = 14, isto é, F ¢ uma

“equivaléncia de categorias”

Uma equivaléncia de categorias preserva todas as propriedades formuladas
em termos de igualdades e composicoes de setas, mas nao precisa preservar a “igual-
dade de objetos”.

2.5 Lema de Yoneda

Fato 2.5.1. Dado functor F : A — Conj, dado objeto A € A, dada transformagcao
natural 7 : hom(A, ) = F, existe unico a € F(A) tal que Y (peayns(A EN B) =
F(f)(a).

Brevemente (hom(A, ) = F)= F(A).
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2.6 Limites e colimites

Definigao 2.6.1. Dado um diagrama (functor) F': Z — C, um “limite” para F' consiste
de LeC e r:A(L) = F (chamada “cone universal”), onde A(L) : Z — C é o

functor-constante, tal que:
V(xadth e p) A= L) A= ko A(f).

(Escreve-se f = (A),.) Diz-se que um limite é finito, enumerdvel, etc., quando Z é

categoria com nimero finito, enumeravel, etc., de setas.

Exemplo 2.6.2. Quando Z = {0 1} (dois objetos, sem setas nao identidades), um
limite para F':Z — C é o mesmo que um “produto bindrio” de F(0) e F(1): objeto
L e setas m; : L — F(i) tais que, para quaisquer a: X — A e b: X — B, existe tnica
(a,b) : X — L tal que mpo(a,b) =a e m o (a,b)=0.

Definicao 2.6.3. O colimite é definido dualmente: um “colimite” de F': Z — C consiste
de LeC e k: F = A(L) (“cocone universal”) tal que V(A € C) V(A : F —
A(A)) A(f:C = A) A= A(f) o k. (Escreve-se f = (\),.)

Varios limites e colimites tém nomes especiais:

7z nome do limite nome do colimite
vazia objeto final (1) objeto inicial (0)
{01 ---(N—-1)} | produto N -ario (x) coproduto N -ario (L)

{0 =1} equalizador coequalizador

{0 >V « 1} produto fibrado —

{0V =1} — soma amalgamada

/coproduto fibrado

pré-ordem limite inverso/projetivo limite(!) direto/indutivo

Observagao 2.6.4. H4 uma construcio explicita para limites e colimites em Conj (e catego-
rias similares).

O limite de F :Z — Conj é dado por um subconjunto dum produto:

im F = {(a;);ez | V5insi F(f)(ai) = a;}

onde o cone k:A(limF) = F é dado pelas projecoes.

O colimite de F :Z — Conj é dado por um quociente duma somas:
colim F == (H F(i)) /~,
i€

onde ~ ¢ a relagao de equivaléncia gerada por cada ¢;(a;) ~ tj(F(f)(a;j)), para cada f:i — j.

(Aqui [[;c7 F'(4) ¢ a unido disjunta (J;c7{i} x F (i), e ti(a) = (i,a).) (Se trocarmos Conj por
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Grp, por exemplo, trocamos [][ pelo produto livre de grupos, e ~ pelo menor subgrupo
normal incluindo cada ¢;(a;) " e; (F(f)(a;)).)
Mais geralmente, se existem todos os (co)produtos finitos e (co)equalizadores,

existem todos os (co) limites finitos.

Como casos importantes, em R—Alg, o objeto final é 0, o inicial é R; o
produto é o produto usual, o coproduto é o produto tensorial ®pz; o equalizador de
f,g: A — B é a subdlgebra {z | f(z) = g(x)}, o coequalizador é o quociente de B
pelo ideal gerado por {z | f(z) — g(z)}; o produto fibrado de A LvEanBe {(x,
y) € Ax B| f(x) =g(y)}; a soma amalgamada de A Lv4psAeyB (somas de
tensores satisfazendo a - f(v) ® b=a ® g(v) - b).

Uma notacao muito usada serd: para f: A — C e g: B — C, (f,9) :
A B — C, (f,g)(a®b) = fa-gb, um caso particular da notagdo acima de colimite.

Limites (e colimites) sdo “functoriais”: se n : F© == F’ e ha limites
k:A(L) = Fer :A(l/) = F', entdo ha tnica limn : L — L' tal que
nok =r"oA(limn).

2.7 Adjuncoes

Defini¢ao 2.7.1. Uma “adjuncao” F < G consiste de functores FF': A —-Be G:B— A

e uma transformacao natural:
¢o:B(F(), )=2A(,G()):A°x B — Conj.

Sua “unidade” n e “counidade” e sao dadas por: n : 14 = G o F,
nNa = ¢A,F(A) (1A)7 €. FOG — 1[3, €Ep = (b;;éB),B (13) .

Fato 2.7.2. Na adjungdo acima, temos:

(a) (naturalidade) 9(FA 5 B) = A™ GFAX GB, 91 (A% GB) = FA ™S
FGB % B;

(b) (identidades triangulares) eF o Fn = 1p e GeonG = 1g.

Fato 2.7.3. Na adjungcio F 4G acima:

(a) (“adjunto direito preserva limites”) se temos r: A(L) = H:I — B
cone universal, entio Gk : A(GL) = GH : T — A ¢é cone universal também ;

(b) (“adjunto esquerdo preserva colimites”) se temos k: H — A(C):Z —
A cocone universal, entao Fr:FH = A(FC):I — B € cocone universal também .

Exemplo 2.7.4. Temos a adjungao “tensor-hom”:

K—Vect(_ ® B, )= K—Vect(_,homg(B,_)).
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Logo temos que _ ® B preserva todos os colimites e homg (B, ) preserva todos os

limites. Notar :
05 AL B Cexata a esquerda <= f é equalizador de g, 0

AL B 0 0exata i direita «= f € coequalizador de g, 0

Logo tensor ¢ functor exato direito e hom ¢ exato esquerdo.

Exemplo 2.7.5. Quando A e B sao pré-ordens, uma adjuncao é o mesmo que: FA <
B <= A < GB (que implica F e G serem functores, isto é, “crescentes”). Logo,
se as pré-ordens sao antissimétricas, temos as identidades triangulares FA = FGF B,
GB = GFGB. Um limite numa ordem é um infimo e que um colimite é um supremo,
logo, se sup; A; e inf; B; existirem, sup; F' (4;) = F (sup; 4;), inf; G (B,;) = G (inf; B;).

2.8 Objetos-grupos

Definicao 2.8.1. Seja C uma categoria com todos os produtos finitos de seus objetos
(incluindo o produto nuldrio 1, que é o objeto final). Um “objeto-grupo” consiste dum
objeto G e de setas e: 1 - G, i : G — G e m: G x G — G tais que os diagramas
abaixo comutam :

G (0.€) e

(e,() O %
Sl A

G

(elemento neutro) G

(1,4)

— 5 G

(i,1)

G<~—

X G
N
1

G

€ €

(inversos) G
()l

1
(associatividade) (G x G) x G —*=G x (G x G)

mxli \lem

GxG GxG
G G

1
onde « é o “associador” (pop,(gop,q)), onde p,g:(--+)x (+-+)— (---) s@o as duas

projecoes .

Todas as provas na teoria dos grupos dadas por uma mera sequéncia de

igualdades se aplicam também a objetos-grupos.
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Por exemplo, podemos provar (ab)™! =b"1a™! assim:

blat =e(b'a™t) = ((ab)~H(ab))(b'a™") = (ab) ™! ((ab)(b~'a ™))

ab)™* (a(b(b'a™"))) = (ab)~" (a((bb~")a™")) = (ab)~" (a(ea™))
ab)™" (aa™") = (ab)~'e = (ab)~".

= (
= (
A afirmagdo similar para objetos-grupos i o m = mo (i o q,i o p) pode ser provada
trocando as variaveis a,b pelas respectivas projecoes p,q, trocando as operagdes por

e,i,m, e usando p(f,q) = f, q¢(f,9) =g e (ph,qh) =h.

Definicao 2.8.2. Dada categoria A, a “categoria dos objetos-grupos” Grp(A) de A

consiste dos objetos-grupo (G, e, i,m), com setas:
Grp(A) ((G,e,i,m), (G, e',i',m")) ={f € A(G,G") | fom=m'o(f X f)}.

(A condicdo fom=m'o(f x f) implica foe=¢ e foi=17i0of.)

2.9 Categorias abelianas

Denota-se por R—Mod a categoria dos médulos sobre um anel (ndo neces-

sariamente comutativo nem unitdrio) R.

Definicao 2.9.1. Uma “categoria pré-aditiva” consiste duma categoria C e familia de
operagoes (+) : C(A, B) x C(A, B) — C(A, B) tornando os conjuntos hom grupos abe-

lianos para os quais as composicoes o sao biaditivas.

Ha entdo setas nulas 0 : A — B. Chama-se “nicleo” de f um equalizador
de f e 0, e chama-se “conicleo” de f um coequalizador de f e 0.

Se uma categoria pré-aditiva tem um objeto inicial 0, isto é ha tnica seta
0 — A para cada objeto A, temos em particular 15 = 0:0 — 0; assim 0 é objeto final
também, pois Viaof =1lgo f =00 f =0.

Definicao 2.9.2. Dada categoria pré-aditiva A, um “diagrama de soma direta” para
p1 p2
A, B € A consiste de setas A = C 2 B satisfazendo py oy = 14, ppois = 1 €
i1 12
l1opr +izopr = lc.
Em particular, p; oig = pjo (i10p; +i30ps) 0ig = 1op; 0ig+ pyoigol,
logo p; oip =0, e similarmente py 04y = 0. Pode-se mostrar que C' ¢é simultaneamente

produto e coproduto de A, B; escreve-se C' =A@ B.
Definicao 2.9.3. Uma “categoria abeliana” C consiste duma categoria pré-aditiva C:

e com um objeto inicial (que também serd final) 0;
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« com somas diretas A @ B para quaisquer dois objetos A, B;
e com nucleo nuc f: Nf — A para cada seta f: A — B;

e com conucleo conucg: B — Cg para cada seta g: A — B;

e tal que todo monomorfismo é nicleo e todo epimorfismo é contucleo.

R—Mod ¢ o primeiro exemplo de categoria abeliana. Mostremos como toda

categoria abeliana pode ser manipulada como se fosse uma categoria de modulos.

Lema 2.9.4. Temos adjungao
nuc f =74 g <= f <47 conucy

entre functores nuc : (A —) <> (— A) : conuc, onde (A —) denota a familia de setas

de dominio A e (— A) denota a familia de setas de contradominio A, e onde
f7f = Af=kof, g=7"¢ = Jg=gok

Em particular, numa categoria abeliana, se f € monomorfismo e g € epimorfismo,

existem ¢ e 1 isomorfismos com
f =nucconuc f o, ¢ =1 oconucnucg.

(Isto é, cada monomorfismo € nicleo de seu conicleo, e cada epimorfismo € conicleo

de seu nicleo).

Demonstragio. E facil ver que <47 e <74 sdo pré-ordens. Pela definicio de nicleo

e conucleo,

nuc f =74 g <= Jpg=nucfok < fog=0

— 3,f =koconucg < f =<4 conucy.
Agora, se f:(---) — A é monomorfismo, a definicdo de categoria abeliana

diz que f é um ntcleo de alguma h, e como limites sao tunicos, existe isomorfismo

a com f =nuchoa, e foa ! = nuch; assim f <74 nuch <74 f (brevemente

f =" nuch). Pela identidade triangular de adjuncoes,
nuch =74 nucconucnuch = f =" nucconuc f,
logo existem B e v com fof =nucconucf e f = nucconuc foa. Notar que

fopBoa=f, nucconuc f oo = nucconuc f,
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e como f e o nucleo sao monomorfismos, vale foa =1 e aof =1; logo ¢ =« é
isomorfismo, como desejado. (A segunda propriedade, de g epimorfismo, é simétrica).

]

Chama-se uma seta x : X — A de “elemento generalizado” de A. Dizemos
que dois elementos generalizados =z : X — A e y:Y — A sdo “equivalentes” (escrito

2 =y) quando hé epimorfismos X & W %Y com zp = yq.

Lema 2.9.5. = ¢ relacao de equivaléncia numa categoria abeliana.
Prova da transitividade. Sejam p,q,q,r" epimorfismos com zp = yq e yq = zr' como
em :
wr oW P x
2l : l
A ’

Como A tem todos os limites finitos (tem produtos e equalizadores), pode-se tomar

W" produto fibrado como no diagrama.

Pode-se mostrar que ¢ (resp., ¢') ser epimorfismo implica @ (resp., @)

epimorfismo:

e temos ntcleo
Q)

W// (622_) W @ W/ qp1—q'p2 Y
pela construgao dos limites em termos de produtos e equalizadores;

e gp1 — ¢'po é epimorfismo, porque

0=f(ap1—dp2) = 0=flagpr—d'p2)ir=[fq = 0=f
pois g é epimorfismo;
e assim ¢p; — ¢'pa é contcleo de seu nicleo (Q',Q);

o enfim, se fQ =0, vale fp:(Q',Q) =0, logo hd k com fp> = k(gp1 — ¢'p2), logo
0= fpot; = kq, e q é epimorfismo, logo k=0 e f =0.

Entdo = = z porque z(pQ’) = z(r'Q). O
Fato 2.9.6. Numa categoria abeliana A:
1. f: A— B € monomorfismo sse VxVpxafr =0 = z=0;

2. g: A— B ¢ epimorfismo sse VyV,y_.pIp.xa92 = y.
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3. se f: A— B é monomorfismo, f € niucleo de g : B — C sse V,.x_pgr =0 <

—_ /
duxsar = fa.

4. dados x : X - A ey:Y — A, ha 2y : Z — A (de mesmo dominio) com

r=x ey=vy.

Demonstragio. (1—) Se fxr =0, ha épica ¢ com fxrq =0, logo zq =0 pois f é monica,
logo x = 0.

(1) Se fg =0, em particular fg =0, logo g = 0, ha épica ¢ com gq =
0 = 0q, logo g =0.

(2—) Dada y : Y — B, considere produto fibrado como em

w-L.y
\
x| Yy

A

entdao ¢ ser epimorfismo implica que ¢’ é epimorfismo, logo gr = yg' = y.

(2-) Se fg = 0, existe z com gr = 1, logo ha epimorfismos p,q com
grp = q, logo fq =0, logo f=0.

(3—) Se gx =0, temos gxr = 0 como no item (1), logo = se fatora unica-
mente como fz'; e se x = fa/, temos gxr = gfx’ = 0.

(3¢=) Primeiro, f = f1, logo gf =0, logo gf = 0. Assim, sendo z: X — B
nicleo de g, temos fatoracao f = xy, em particular y é monica (pois é fator direito
em fatoracgio de monica f); a hipdtese com gr = 0 dd = = fa’ = zyz’; como z é
monico, 1 = ya’, logo y é épica (pois é fator esquerdo de fatoracdo de épica); assim,
y € isomorfismo (pois é niicleo épico), e f também é nicleo de g.

(4) zpx : X XY = A, ypy : X XY — A e px,py sdo épicas. O

Assim, é justificado definir que uma sequéncia A L B4 C 6 “exata” em

B quando gf =0 e
VxVexospgr =0 = dydyyvoafy =

E possivel entao redemonstrar, em qualquer categoria abeliana, o lema da cobra, o
lema dos cinco, etc. (Esses sao lemas bésicos da algebra homolégica, afirmando que
em certas condi¢bes que certos mapas sdo monicos ou épicos, e tendo faceis provas

por meio das propriedades bdasicas acima).
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2.9.1 Acoes em sequéncias exatas

Lema 2.9.7. Dado diagrama de soma amalgamada

(a) se a é epimorfismo, [ também €é; (b) se a categoria € abeliana e o é

monomorfismo, B também é.

Demonstragio. (a) Sejam m,0 : B — X com w8 = of; logo, m¢'a = wfh¢p = oo =
o¢'a; como « é epimorfismo, 7¢' = o¢’; como B’ é soma amalgamada, m = o.

(b) Na prova do lema , foi provada a afirmagdo dual (sobre produ-
tos fibrados e epimorfismos); pode ser aplicada porque dual de categoria abeliana é

abeliana. O]

Teorema 2.9.8. Numa categoria abeliana, dado diagrama comutativo:

0 A A A" 0
0 B B’ A" 0

onde a primeira linha é exrata e a sequnda linha é um complero de cadeia, equivalem-
se: (a) o quadrado AA'BB' é uma soma amalgamada; (b) a sequnda linha é ezata

também.

Demonstragio. (a) Pelo lema anterior, como A — A’ é monica, B — B’ é ménica. E
/

A 7’ Ve . 7’ 7/ .
como | = (A" — A”) é épica, seu fator esquerdo B’ — A” é épica. Resta provar
B — A"
exatidao em B’
A A A

Seja B' — X tal que (B — B' — X) =0. Vale ! =1 =
o A’—?/A?X B—- B —- X
0, e pela exatidao em A’, existe A” — X tal que | = N o também igual
B - X
A/
a | . Lembrando que (B - B - X)=0= (B —- B - A" = X), vale
B - A" -5 X
que (B" - X) e (B - A” — X) tém iguais composigdes com os mapas da soma

amalgamada, logo (B’ — X)=(B'—» A" = X).

(b—a) No diagrama abaixo, S é a soma amalgamada como em (a) (logo a
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linha do meio é exata) e a seta S — B’ é definida de modo que tudo comute:

0 A A A"
0—B—— 85— A"——0
'

Y
0—>B—>B —=A"——0

Por um lema bésico de homologia (facil de provar com elementos generalizados), S —

B’ é isomorfismo, logo B’ é soma amalgamada. ]

Definigdo 2.9.9. Numa categoria abeliana, define-se Ext'(B, A) como a “familia” das
sequéncias exatas 0 - A — x — B — 0 (atengdo a ordem!) moédulo a relacdo de
equivaléncia: (0 -4 -+ X - B —-0)=(0— A— X' - B — 0) sse existe isomorfismo
X =2 X’ de modo que os tridngulos AXX’' e XX’'B comutem.

Assim, pelo teorema anterior, Extl(i, _ ) é functor contravariante na se-
gunda componente (usando somas amalgamadas), e similarmente na primeira (usando
produtos fibrados). (Na prova da regra de composi¢do de functores, usa-se que dois

diagramas de somas amalgamadas adjacentes formam outro diagrama de mesmo tipo).

Definicao 2.9.10. Dadas sequéncias exatas £ == (0 —+ A4 - X - B - 0) e £ = (0 —
A = X' — B’ — 0), definimos £ @ E' € Ext'(B@® B',A® A’) como a sequéncia exata
0—=ApA XX - BB —0).

No caso A= A" e B = B, definimos E + E' € Ext'(B,A) como E + E' :=

=l ®B,AGA ) A)(E @ E'). (Facil de ver que preserva =.)

Ext! (B :ilyl

Fato 2.9.11. Numa categoria abeliana, cada Ext'(B,A) tem estrutura de grupo abeli-
ano, cujo elemento neutro € Opyyp,a) == (00— A — A®B — B — 0) (sequéncia cindivel),

de modo que Ext'(_, ) seja functor biaditivo.

Demonstragdo. Usaremos implicitamente propriedades béasicas de somas amalgamadas
e produtos fibrados. Abreviando a acio de Ext' por #, temos (E + E') + E" =
(+) * (((—i—)*(E@E’)*(S) @E”) x0=(+)x (@) *(E@E)DE") «(d®1)xd=
(+)s* (E® E' @ E") % 3, dando associatividade. E hd diagrama comutativo

0 A X B 0

P

0—A——ApB—B——0

logo pelo teorema anterior E %0 = Opxyp,a); € Exf+Exg=Ex(f+g) dd que Ex0

¢ elemento neutro, e F % (—1) é oposto. [
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Lema 2.9.12. S¢e 0 > A - B — C — 0 € sequéncia exata numa categoria abeliana
e X € outro objeto, a sequéncia induzida Ext'(C,X) — Ext'(B, X) — Ext'(A,X) ¢

exata.

Demonstragio. A composta é nula pois Ext'(_, X) é functor. Seja (0 — X —Y — B —0)
cuja imagem em Ext'(A, X) se anula (d4 a sequéncia cindivel). Assim, h4 diagrama
comutativo, com produto fibrado no quadrado direito superior, e queremos encontrar

Z e os trés mapas tracejados abaixo:

0—=X—>XHA—=A——>0

L

0 X

Y B 0
|
]
Y
0—>X---n(Z)———=C—=0

Temos o mapa A - X ® A — Y; pomos em Y — Z o seu conicleo. O
mapa X — Z é definido como a composta X —Y — Z. O mapa Z — C é definido
como a fatoracdo de (Y — B — (') pelo conicleo Y — Z (porque (A - Y — C) =
(A— B —(C)=0).

A composta de baixo anula-se pois (X - Z - C)=(X—=Y =B —=C)=0.

Se ha W — X com (W — X — Z) =0, entaio W — X — Y se fatora
pelo nicleo de Y — Z, que é A — Y (porque este é monico, porque X A —Y o
é, pelo lema (dual) aplicado a A — B). Assim, (W - X »Y)= (W --»A4->Y),0
que d& mapa (W 3 X@®A—Y)=0,¢ como X ®A—Y é monico, (W = X @A) =0,
e (W— X)=0. Entdo X — Z é monico.

Z — C é épico porque (Y - Z —C)=(Y - B — C)o é (composi¢ao de dois
épicos).

Seja t tal que fz_.ct = 0; como Y — Z é um conucleo, ha y tal que
t = fyozy; logo, 0 = fyocy = feoo(fyopy); como (0 - A — B — C — 0) é exata,
ha a com fy_,py = fa_pa; troque y,a por equivalentes de um mesmo dominio para
ambos; logo, fy_p(fasya) = faspa = fypy, e hi © com y— faya = fx_yz; assim
Ixoz8 = fyoz(fxove) = fyoz(y — fasva) = fyozy — 0=t

Portanto, a linha de baixo é exata também, o que mostra que (0 - X —
Y — Z —0) estd na imagem de Ext'(C, X). O

Lema 2.9.13. Dada sequéncia exata E = (0 — A Lo 0) numa categoria
abeliana, vale que Ext(1, f)(E) =0 € Ext'(C, B).

Demonstragio. A sequéncia exata Ext'(1, f)(E) é 0 = B — X — C — 0 onde X ¢é

soma amalgamada de f: A — B com o mesmo f; pode-se ver que X = B @ C, com
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os dois mapas B — B® C sendo (y e tg+t10¢g; entao 0 - B - X - C — 0 é a

sequéncia cindivel. O

Lema 2.9.14. Se £ = (0 - A — B — C — 0) ¢é sequéncia ezxata numa categoria
X 1

abeliana e X é outro objeto, a sequéncia induzida hom(A, X) Bt (0B Ext'(C, X) —

Ext!'(B, X) ¢ erata.

Demonstrag¢io. Denotando A LB C, a composta é h > Ext'(g,1)(Ext'(1,h)E) =
Ext'(1,h)(Ext'(g,1)E) = 0, pelo lema anterior (na categoria dual). Seja agora E' :=
(0= X =Y —C—0)eExt'(C,X) com Ext'(g,1)E' = 0; logo o primeiro diagrama

comuta:

0O—X—X®oB——B——0 0 A B C 0

L .

0 X Y C 00 X Y C 0

logo, temos A - B - X ® B — Y, que composto com Y — C é A — B — C, zero;
logo, A+ B - X & B — Y fatora-se unicamente como A LN Y; o segundo
diagrama comuta, logo Ext'(1,h)E = E'. O

Lema 2.9.15. S¢e £ = (0 - A - B — C — 0) ¢ sequéncia ezxata numa categoria
< 1
abeliana e X € outro objeto, a sequéncia induzida hom(B, X) — hom(A, X) Bt B

Ext'(C, X) ¢ exata.

Demonstragio. Sendo A LB C, composta é k +— Ext'(1, k)(Ext'(1, f)E) = 0. Seja
agora h € hom(A, X) com Ext'(1,h)E = 0. Logo, temos B — X ®& C — X, onde
A— B— X®C — X é h; entdo h estd na imagem de hom(B,X) — hom(A, X). O
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Capitulo 3
Decomposicao de algebras

Usamos técnicas topologicas para decompor e classificar algumas &algebras

sobre um corpo k (todas supostas unitdrias e comutativas).

3.1 Conjuntos algébricos

Dado n € N, ha adjuncao entre subconjuntos de k" e ideais de k[Xp,| =
EXq,. . X I(V CEY) = {f € k[Xp)] | Vaevf(z) = 0}; Z(J C k[X}y]) = {z €
kK" | Viesf(x) = 0}; vale IV D J <= V C ZJ. Logo, IZIV =1V, ZIZJ = ZJ,
IU; Vi) =N, 1Vi, Z(U; Ji) = ZJi. Também, Z{1} =0, Z(Jy- J1) = ZJyU ZJ;.

Defini¢cao 3.1.1. Chama-se de “topologia de Zariski” em k™ a topologia {ZJ | J C
E[Xp)}. (Assim um “fechado” é um conjunto V = ZIV.) (Ja os ideais da forma IV

serao chamados de “saturados”).

Definicao 3.1.2. A “categoria das variedades afins” k—Aff tem como objetos os fe-
chados S C k™ , m € N, e as setas k—Aff(S C k™, T C k™) sdo as fungoes S — T que
sao dadas por n polinémios em k[X,]. (Alternativamente, as setas sao as classes de
equivaléncia [(hq,...,hy)], de n-tuplas de polindmios, médulo a relagdo de coincidirem

nos pontos de S.)

Observacgao 3.1.3. Supde-se k£ corpo infinito. Dadas k-algebras A, B com ideais I,.J, temos
o homomorfismo sobrejetivo (A® B)/(I®@ B+ A® J) — A/I ® B/J; mostremos ser injetivo.
SupsGe-se por absurdo que ha, com nimero minimo de parcelas, ZZ]\L 0 [i®g ¢IB+A®J
mas Y1 o(fi+ 1) @ (g + J) = 0.

Se hd dependéncia k-linear entre os f; 4+ I, digamos f; = Zi# Ni- fi+ (x el
temos que >, fi®gi =, fi®gi+ (D2 N fitx)®g5 =35 [i®(gi+Airgj)+(z € )®y;,
logo o elemento Zi# fi®(gi +Xi-gj), com < N +1 parcelas, estd fora ] ® B+ A® J mas
se anula na projecdo a A/I ® B/J, absurdo.

Entdo, os f;j+1 sao k-linearmente independentes; logo, cada g;+J =0, e >, fi®
gi € A® J, contradigdo.
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Portanto, se S C k™ e T C k" estido em k—Aff, vale k[X,]/I1S @ k[Y|,]/IT =
K[ X (m)s Yl /(1S @ kY] + k[ X[py] @ IT), onde Z(1S @ k[ X + k[ Xy @ IT) = ZIS x ZIT =
S x T. Este fechado S x T (na topologia de Zariski, ndo topologia-produto) é o produto na
categoria k—Aff.

Lema 3.1.4. O functor k[_]: (k—Aff)® — k—Alg, dado por:

kX
kS C k™) = [15[* i

KL (s R s C ) = [f € RG] o [F B,
¢ pleno e fiel.

Demonstragio. Seja ® : k[Xp|/IT — k[Xpy]/1S morfismo de k-algebras. Entao
existem polinémios r1,...,7, € k[X}y| tais que Vi<;j<,®[X;] = [r;]. Dado [(h4,...,
h,)] € k—Alg(SEF"  TSF")| temos

kL][(h, . he)] = @ <= Vigerx,lf (i, ..o hn)] = @[f]
= Vigi<anlXj(his oo ha)] = @[X)]
= Vigj<nlhy] = [ry]
> [(h1,...,hp)] = [(r1,..., )]

]

Observagao 3.1.5. O famoso Nullstellensatz (forte) de Hilbert diz que, se k é algebricamente
fechado, os ideais saturados de k[X[,]| sdo precisamente os ideais radicais (isto é, ideais I
tais que I = /T := {x | I,ena™ € I}). H4 uma prova elementar por Oscar Zariski (“A new
proof of Hilbert’s Nullstellensatz”, 1947), usando seu lema de Zariski (se k C F' é k-algebra
finitamente gerada e F é corpo, entdo dimy F < oo). O Nullstellensatz implica que, se k = k,
e se A é uma k-dlgebra finitamente gerada e reduzida (zero é o tnico nilpotente), sendo
A = k[X}]/T (logo I radical), vale que A = k[Z]].

3.1.1 Espacos topolégicos noetherianos

Definicao 3.1.6. Um espago topologico X ¢é dito “noetheriano” quando toda familia

nao vazia de fechados de X admite pelo menos um fechado minimal.

Definicao 3.1.7. Um espaco topoldgico X ¢ dito “irredutivel” quando nao ¢é uniao

finita ( > 0) de fechados proprios.

Teorema 3.1.8. Todo espaco topologico noetheriano X admite quantidade finita de

fechados irredutiveis maximais, e X se escreve como uniao deles.
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Demonstragdo. Prova-se primeiro que X é unido finita de fechados irredutiveis. Supde-
se que nao.

Seja F a familia dos conjuntos fechados de X que nao sdo unides finitas
de fechados irredutiveis; assim F # () porque X € F. Como X é noetheriano, F tem
elemento minimal F. Em particular, F' nao é irredutivel, nem vazio, logo existem F},
Fy C F fechados com F = Fj} U F,. Pela minimalidade de F, vale Fy, Fy ¢ F, logo F}
e Fy s@o unides finitas de fechados irredutiveis, e F' = F; U Fy também, contradicao.

Entao temos decomposicio X = X; U --- U X,, em fechados irredutiveis
distintos. Descartemos as parcelas X; contidas noutras parcelas. Se Y ¢é fechado ir-
redutivel qualquer, Y = Uj(Y N Xj;), logo hd j com ¥ =Y NX,; C X;. Desse modo:
cada X; serd fechado irredutivel maximal (sendo X; estard propriamente contido num
fechado irredutivel que por sua vez estard noutro X;, e X; C Xj, absurdo); e todo

fechado irredutivel maximal de X ¢ igual a um dos Xj. [

Exemplo 3.1.9. Se I C k[X},], os fechados de Z(I) estdo em bijecao com ideais

saturados contendo I C k[X[,], dlgebra noetheriana, logo Z(I) é espaco noetheriano.

Definigao 3.1.10. Se A é um anel (comutativo unitdrio), seja seu “espectro” Spec A
o conjunto dos ideais primos de A. Se I C A, define-se Z(I) :={P € Spec A | P D I}.
Entdo, {Z(I) | I C A} é uma topologia de Spec A. Como (Z(I) = /I, os fechados
de Spec A estdo em bijecao com os ideais radicais de A. Assim, se A é noetheriano,

Spec A é noetheriano também.

Exemplo 3.1.11. Seja k corpo algebricamente fechado. Dada A uma k-dlgebra fini-
tamente gerada reduzida (zero é o tnico nilpotente), vale A = k[X,|/J para algum
m e ideal radical J, que (pelo Nullstellensatz) é J = I(S), S C k", logo A = k[S].

Os ideais maximais M de A sdo com A/M =k (lema de Zariski); logo os
ideais maximais estdo em bije¢do com os homomorfismos k[S] =2 A — k = ke, que
por sua vez estao em bijecdo com os pontos de S.

Ainda mais, os fechados da topologia de S s@o os conjuntos Z(I), saturados
I C A (isto é, ideais radicais VI = ((ZI C Spec A)). Portanto, o subespaco dos ideais

maximais de Spec A é homeomorfo a S.

Dada fatoracdo dum anel A = A; x --- x A,,, ha elementos e; == (0,...,1,

..,0), com Y . e;=1¢e e -e; =[i=j] e; Limitaremos o nimero de fatores n.

Definig¢ao 3.1.12. Um “sistema fundamental ortogonal de idempotentes” num anel A é

uma sequéncia (eq,...,e,) de elementos de A satisfazendo e;-e; = [i = j]-¢;, > . e; = 1.

Lema 3.1.13. Dada k -dlgebra A, as particoes de Spec A em dois fechados (abertos)

sao precisamente da forma {Z (e),Z (1 —e)}, para idempotente e.
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Demonstragio. Se e ¢é idempotente, Z (e)UZ (1 —e) = Z(e- (1 —e)) =Spec A e Z (e)N
Z{1l—e)=Z{e,1—¢)=2(1)=10.

Por outro lado, se {ZI,ZJ} é partigdo em dois fechados, vale Spec A =
Z(I-J)e®=Z(I+J), logo I-J estd no nilradical e I +J = 1. H4 1 = (a €
I)+ (b€ J); hd n com (a-b)" = 0; expanda 1 = (a + b)*" = ua" + vb", u,v € A;
logo ua™ = ua™(ua™ + vb") = (ua™)? + 0, logo e = ua™ é idempotente; vale ZI C Z (e},
ZJCZ(l—e), e ZIUZJ =Z{e)UZ (1l —e) implica igualdades. O

Lema 3.1.14. Dada Fk -dlgebra noetheriana A, existe N tal que todo sistema funda-

mental ortogonal de idempotentes nao nulos (ey,...,e,) de A tem no mdzimo N
elementos.
Demonstracio. Seja S = Spec A. Como A é noetheriano, S é mnoetheriano. Assim

S = Ufil Z1; para alguns ZI; fechados irredutiveis maximais.

Seja agora (ei,...,e,) como no enunciado; {Z({1 —e;))}j_, é particao fe-
chada de S (lema repetido). Cada fechado irredutivel ZI;, 1 <i < N nao pode
intersectar simultaneamente dois fechados Z (1 —e;), 1 < j < n, dessa partigao; logo

cada Z (1 —e;) é unido de um ou mais dos ZI;, logo n < N. O

Corolario 3.1.15. Toda k -dlgebra noetheriana é produto finito []_, A; de k -dlgebras,
cada uma “conexa” (isto €, com exatamente dois idempotentes). Assim, os idempotentes
de A =T[, A sio precisamente os elementos (by,...,b,) para b; € {0,1}, logo A

tem precisamente 2™ idempotentes.

Note que se adotarmos a ordem e =< f <= e = ef no conjunto de
idempotentes, os elementos minimais # 0 de A = [[I_; A; serdo os (0,...,1,...,0),
logo h& precisamente n idempotentes minimais # 0 (também chamados idempotentes

indecomponiveis), que estarao em bijegdo com as componentes conexas do espectro.

Lema 3.1.16. (a) Toda k -dlgebra local de dimensdo finita tem dnico ideal primo (que
consequentemente € o seu nilradical e também o conjunto dos elementos ndo inversi-
veis).

(b) Toda k -dlgebra de dimensdo finita e conexa € local.

(¢) Toda k -dlgebra de dimensao finita é produto finito de k -dlgebras locais.

(d) Toda k -dlgebra de dimensao finita e reduzida é produto finito de corpos.

Demonstragio. (a) Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita. Se P C A é ideal primo,
A/P é dominio, e corpo também, logo P é ideal maximal. (De fato, se [z] € A/P
é nao divisor de zero, [x]-_: A/P — A/P é mapa linear injetivo, logo bijetivo pois
dim A/P < o0.)

Logo, se A é local, tem unico ideal primo P. Seu nilradical serd ({P} = P,

e P, o tnico ideal maximal, ¢ o conjunto dos nao inversiveis.
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(b) Seja B uma k-algebra conexa de dimensdo finita. Dados ideais pri-
mos distintos Pi,..., P, (com m > 1) de B (que vimos que serdo maximais porque
dim B < 00), vale que PLN---NP,_1 2 PLN---NP,; de fato, se valesse igualdade, en-
tao PN---NP,_1 P, logo P,---P,_1 CP,, ecomo P, é primo, ha 1 <i<m-—1
com P, C P, contradizendo maximalidade. Entao B tem no maximo dim B + 1 ideais
primos.

Entao Spec B ¢é finito, cada ponto {P;} é fechado ZP;, logo é uma compo-
nente conexa; como B é conexa, Spec B também ¢, logo tem tunico ideal primo.

(c) Pelo corolario , toda k-algebra de dimensao finita é produto finito
de k-élgebras conexas de dimensoes finitas, que por (b) serdo locais.

(d) O item (c) da& decomposigao A =], A;, e cada A; ndo tera nilpotentes
nao nulos, logo seu o unico ideal maximal (o nilradical) serd trivial, e assim A; sera

corpo. Il

Lema 3.1.17. Dado k corpo algebricamente fechado, dado I C k(X ideal (ndo ne-
cessariamente radical), a dlgebra k[Xp,]/I é coneva se e so se Z(I) C k™ ¢ fechado

CONEXO.

Demonstragio. Vale k[Xp,]/I conexa se e sb se Specw (que é = Zyx, (1)) €
conexo. Como k = k, hi (exemplo ) mergulho k™ — Spec(k[X},]), levando
cada ponto p € k™ ao ideal maximal dos polindmios se anulando em p. Esse mer-
gulho leva Z(I) C k™ a um conjunto X tal que X = Ziixu)(NX) = Zyx, (I Zgn D),
que ¢é Zk[X[n]]<\/7 ) = Zkx,)(I) pelo Nullstellensatz. Assim, k[X[,|/I ¢ conexa sse
Zix,)(I) = X ¢é conexo, sse X é conexo (lema de topologia), sse Z(I) C k™ é co-

nexo. O]

3.2 Algebras separaveis

Definicao 3.2.1. Uma k-dlgebra de dimensao finita é dita “separavel” quando é pro-
duto [], L; onde cada k C L; é extensdo separavel finita (isto é, hd z; € L; tal que

L; = k(z;) e o polindbmio minimo de z; sobre k é separdvel).

Lema 3.2.2. Dada k-dlgebra A de dimensdo finita, equivalem-se :
(a) A é separdvel;

(b) A® k, = kdmed (onde k C k, é extensdo separdvel mdrima);

(c) AQ k = Fomed (onde k C k é fecho algébrico).
Demonstragio. (a—b) Escrevendo-se A = [[. k(z;), onde x; tem polinémio separavel
fi(z), vale A®k, =[], (% ®ks> =1, %, como f;(x) é polindbmio separdvel,
deg fi

fatora-se como f;(z) = [[;:57(x — cuj) € ks[z] onde os «;; € ks, 1 < j < degf;, sao

j=1



32

distintos. Assim,

deg f;

A® ks NHH = a, NHkgegfigkgimA_

= %

(b—c) Vale A®yk =A@y, ky @p, k =2 kI A @, k= ime A

(c—a) Escreva A =[], A; onde cada A; é élgebra local. Se um dos fatores
A; nao é corpo, entdao o lema (a) diz que A; tem nilpotente nao nulo, logo A
também, e A® k = FomeA

Entao cada fator A; é corpo; basta mostrar que cada k C A; é extensao se-

também, absurdo.

paravel. Seja a; € A; elemento com polinémio minimo f;, e fatore-o no fecho algébrico,
filz) =TI, (x — o), onde os a; € k sdo distintos. Assim,

Ai®k2k(ai)®E% klz] %H
=1

— , . —dim A - . . .
como A; ® k estd contido em k , nao pode ter nilpotentes nao nulos, assim cada

expoente ¢; é 1; logo a; é separavel. O

Observacao 3.2.3. Se k é perfeito, uma k-dlgebra é separdavel sse é de dimensdo finita e

reduzida.

Corolario 3.2.4. Separabilidade de dlgebras € preservada nas construcoes: tomar su-

balgebras, quocientes, produtos, produtos tensoriais e extensdo de escalares.

Demonstracio. Se A é separivel e se B C A é subalgebra, vale Bk C AQk = k:dlmA

assim B ® k ¢ reduzida, e como k é perfeito, vale que B ® k é k-separavel (isto é
B ®E®EE = EdimB), e assim B sera k-separavel.

Se A é separdvel e B = A/I é quociente qualquer, vale B ® k = ? Rk =
ok Ej;“;; o ideal I®k ¢ finitamente gerado (pois dim A < 00), logo B®k é obtida
por sucessivos quocientes de AR por ideais principais. E para cada m € N, dado

ARk

I

a € k", o ideal gerado por a é precisamente X = {z € k" | Viel . = 0}, logo
k" /(a) é produto de fatores k; entdo B®k é produto de fatores k, e B é separdvel.
Agora, se Ay e A; sdo separaveis, Ay X A; e Ay ® A; sdo separaveis tam-
bém, porque: (Ay X Aj) ® = (AO ®E) (A ®k) = k:dlmAOerlmAl (A @1 A)) @ k =
(A0 F) i (Ar 0 F) = F
Enfim, se k C K é corpo, e se A é k-separavel, vale que AQk = EdimA, logo
(A K)o K 2 A K =2 (A®y k) @ K = ?dimA, logo A®, K é K -separavel. [
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3.2.1 DMaior subalgebra separavel

Lema 3.2.5. Se A é uma k-dlgebra finitamente gerada, existe maior subdlgebra sepa-

ravel de A, que denotaremos mo(A).

Demonstracio. Se B C A é subdlgebra separdvel, temos que k4™8 >~ Bk, C A® ki,
assim B ® k, tem dim B idempotentes indecomponiveis; pelo corolario , a k-
dlgebra A ® ks (também finitamente gerada, logo noetheriana), tem nimero finito N
de idempotentes, logo dim B < log, V.

Desse modo toda subalgebra separavel de A tem dimensdao no maximo
log, N, logo existe subalgebra separavel maximal B C A. De fato B serd a maior
subdlgebra separavel, pois se C' C A é outra subalgebra separavel, o produto BC C A

serda separavel também (sendo quociente de B ® ('), e contém B, logo B = BC 2 C.
O

Corolario 3.2.6. Dada A uma k-dlgebra de dimensdo finita, mgA = k sse A € local
e nao contém extensao separqvel k C L (esta sequnda condigio jdi wvale se existir

homomorfismo A — k).

Lema 3.2.7. Sejam k -dlgebras finitamente geradas A e B.

(a) To(A X B) = mo(A) X mo(B).

(b) Se k C K é corpo, vale nE¥(A® K) = my(A) @ K, onde 7l denota a
maior K -subdlgebra K -separdvel.

(¢) To(A ® B) = mo(A) ® mo(B).

(d) dimg m0A € o numero de componentes conexas de Spec(A ® k).

Demonstragao. (Parte de (Waterhouse, 1979)) Nos trés itens, as contengoes D sdo claras,
pois X, ® e extensao de escalares preservam separabilidade.

(a) Imagens de separéveis sao separaveis, logo as duas projegoes de mo(Ax B)
sdo separaveis, logo contidas em my(A) e my(B), respectivamente, e mo(Ax B) C my(A) x
mo(B).

(b) Basta provar oo > dimg my(A) ® K = dim mp(A) > dimg 75 (A ® K); tal
propriedade denotemos P(A, K). Como

dimg 75 (A® K) = dimg nf (A® K) @ K < dimge 75 (A @ K),

vale P(A,K) = P(A,K). Usamos k C k, C k C K para irmos por passos.

Vale 7f*(A® k) = kM para M = dimy, 75°(A ® k). Ha acdo de G =
Aut(ks D k) em A® ks dada por o-(a® ) :=a®c); assim, a subdlgebra dos pontos
fixos (A®k,)9 6 A®1. Os elementos de G sdao automorfismos de anéis, logo permutam

os idempotentes de k}'; podemos escrever o(A-¢; € kM) = o()) - e(). Logo, G age em
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{1,..., M}, e seja {G-iy,...,G-i,} o conjunto das Orbitas. Logo todo ponto fixo de

G em kM é uma soma 22:1 Zz‘eg-ij \i - €; tal que

VoegVi<j<o Z o(N) - eo) = Z Ai - €,

ieg-ij ’ieg'i]’

isto €, VoegVi<j<oVri;0(Ari;) = Aori;- Noutras palavras,

(kM7 = DT 1) en | VigjcoVoegoi; =iy = a(Ny) = Ay,

j=1 7i;€G-i;

i Z T()‘ij) €1y | vlﬁjﬁo)\z’j c kfgij

7=1 Tijeg-ij
o
~ Sgi;
~ T ksoi.
Jj=1

Vale dimy(kM)9 = Z;’:l]% = > 711G -ijl = M por resultados em agdes de grupos
finitos. (A agdo de G se fatora por meio dum quociente finito, precisamente o grupo
G’ dos automorfismos do menor subcorpo de Galois incluindo as componentes segundas
dos idempotentes de m;*(A ® k), e G/Sgi; = G'/Sgri;.) Cada fator k9% & extensdo
separdvel, logo a algebra (kM)9 é separével, e por meio do isomorfismo 75 (A ® k) =
kM ¢ levada para dentro de m((A® k,)9) = mo(A ® 1). Entdo,

dimy, 78 (A @ ky) = M = dimy, (kM) < dimy mo(A® 1),  P(A, k).
Note

P(A® ke k) <= dimy, 7 (A® k) > dimg 75 (A @ ks @, k)
— dimmA > dim; mH(A@ k) < P(Ak)

porque ja P(A, ks). Logo, sem perda de generalidade (SPDG), k = k.

Se a caracteristica é zero, k, = k e P(A, k). Se a caracteristica é p > 0, vale
WE(A@E) =~ M (isto é, tem k-base de idempotentes), e se e = > a® A é idempotente
de wg(A ® k), existe p™ tal que cada A" € kg, logo e =" =Y a?" @ N € A® K,
e assim mH(A®E) Cnl(A® k) @ k. Logo, P(A,k).

Assim como antes, podemos supor k = k, e queremos P(A, K). Vale myA =
[1, kei, logo A =], Ae;, pelo item (a)

o (A K) = [[ 7 (Ae; @ K),
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e queremos provar i (Ae;@K) = mo(Ae;)® K = Ke;. Para tal, basta que cada Ae; @K

seja conexa. Escreva Ae; = k[X[,]/I, de modo que
Ae; ® K = F[X[n]]/]?

Pelo lema , Ae; conexa implica Z(I) C k' conexo. Usando uma base de K sobre
E, pode-se ver que Zgn(Iz) é o fecho (em K') de Z(I) Ck" C K", logo é conexo
também. O mesmo lema implica Ae; ® K ser conexa.

(c) Escreva A =], A; e B =]],;B;, onde os fatores 4; e B; sdo conexos.
De (a), vale moA = [[;moA; e moB = [[; moB;. Logo, A® B = [];; A; ® Bj, e nesse
isomorfismo moA ® moB = [[, ; moA; ® moB; e mo(A® B) = [, ; mo(4; @ Bj).

Logo, basta provar mo(A; ® Bj) = myA; ® moB;, isto é, que as dimensoes

coincidem. Pelo item (b), vale 7k(A; ® k) = mo4; @ k, logo basta provar que
dimg 75 ((A; @ F) ® (B; @ F)) = dimg 7 (A; @ k) @ 76 (B; ® k).

Assim, sem perda de generalidade, k = k e A, B sdo conexas; queremos
A ® B conexa também; de fato, sendo A = k[Xp,]/I ¢ B = k[Y}]/J, vale A® B =
K[ X, Yingl /(L - E[Yp] 4+ k[ Xw] - J); lembrar (observagao )

Z(I - kY] + k[ Xp] - J) = Z(1) x Z(J).

Como Z(I) e Z(J) sao conexos (lema ), Z(I)x Z(J) (ndo a topologia-produto) é
conexo também: se (a,b),(a’, V) € Z(I)x Z(J), {a} x Z(J) é conexo, logo (a,b), (a,t)
estdo na mesma componente conexa, e similarmente (a,t'),(a’,b’). Portanto, A ® B é
conexa.

(d) dimy, mpA = dimy, (o A®k,) = dimy, (1o(A®k,)) onde mo(ARk,) =2 kM; hd
M idempotentes indecomponiveis em 7y(A ® ks); e o niimero de componentes conexas
de Spec(A ® ks) é o numero de idempotentes indecomponiveis em A ® kg, que é M

também, porque todo idempotente e estd numa subdlgebra separavel kg1 + kge. [
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Capitulo 4
Esquemas-grupos afins

Ha trés conceitos, variedades algébricas afins C esquemas afins C esquemas,
estudados na geometria algébrica. Aqui tratamos do segundo, apesar das aplicagoes
serem mais no primeiro.

Referéncias: (Waterhouse, 1979) e (Milne, 2015).

4.1 Esquemas afins

Defini¢cao 4.1.1. Um “esquema afim” (sobre k) consiste dum functor F': k—Alg — Conj
e duma transformacdo natural hom(A, )= F para alguma A (que se chama “dlgebra
representante”).

Um esquema afim é dito finito (resp., algébrico, de ordem = n), quando

sua algebra A é de dimensdo finita (resp., finitamente gerada, de dimensao = n).

Pelo lema de Yoneda, (hom(A, ) == hom(B, )) = hom(B, A), logo a

“categoria dos esquemas afins” é (k—Alg)°.

Defini¢ao 4.1.2. Um “esquema afim em grupos” (ou esquema-grupo afim) é um objeto-
grupo na “categoria dos esquemas afins” . (Isto é, consiste dum esquema afim F' e de

transformagoes naturais 1 = F, ' = F e F'x F' = F satisfazendo etc).

Vale Grp((k—Alg)°) = (CoGrpk—Alg)°, onde CoGrpA é a categoria dos “obje-
tos-cogrupos” de A (definem-se quase como os objetos-grupos, mas trocando o produto
x pelo coproduto ®, e invertendo as setas; isto é, e : A >k, S:A—>Ae A:AR®
A — A, chamadas respectivamente counidade, coinverso e comultiplicacdo, satisfazendo
((oe,1)oA=1=(1,{)oe)oA, (1,S)oA = {)oe=(S,1)oA e (A®1)oA = (1®A)oA
[coassociatividade]). Lembrar a notagao (f,g)(a ®b) = fa- gb.

Defini¢ao 4.1.3. Uma “algebra de Hopf” é um objeto de CoGrpk—Alg. Uma algebra

de Hopf é “cocomutativa” quando seu esquema-grupo afim associado é abeliano.
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Observacgao 4.1.4. Assim como vimos para objetos-grupos, os mapas de Hopf sdo os homo-
morfismos de &lgebras f: A — B satisfazendo (f ® f)o Ay = Apo f, condigdo que implica
eas=¢egof e foSy=Spof. Un mapa de Hopf que seja bijetivo serd um isomorfismo
de Hopf. Também, existem functores de extensbes de escalares CoGrpk—Alg — CoGrpK —Alg,
kC K, A— A® K (mas nao de restrigdes de escalares, por causa da counidade). E uma
algebra de Hopf é cocomutativa quando 70 A = A (onde 7(a ® b) :=b® a). E hd a &lgebra
de Hopf trivial k.

Observagao 4.1.5. Se 7 : F' = hom(A, ) onde F tem operagdes de grupos naturais, que-
remos descrever as operagoes de Hopf de A. O neutro w : 1 = F passa a hom(k,
) = hom(A, ), que pelo lema de Yoneda é hom(A, k). Logo € = ni(uxe). O inverso
i:F = F passa a hom(A, ) = hom(4, ), que é hom(A, A). Logo S = na(i(n;*(14))).
O produto () : Fx F = F passa a hom(A,_)xhom(A, )=~ hom(A® A, ) = hom(A,
_ ). Logo sendo (y(a) =a®1 e t1(a) =1® a, vale

A= nawa (Mapa(t0) - Mapalt)) -

Exemplo 4.1.6. Esquemas-grupos bésicos: Gp(R) = R* (grupo na multiplica¢do);
p (R)={z € R|z" =1} (na multiplicacdo); Gu(R) = R (grupo na adigio); se p ¢ a
caracteristica do corpo, @,.(R) = {z € R| 2" =0} (na adi¢do); GL,(R) = matrizes
inversiveis R™*™.

Suas algebras de Hopf: k[X, X!, com eX =1, SX = X} AX = X ® X;
E[X]/(X™—1), mesmas operagoes; k[X], com eX =0, SX = -X, AX = X®1+1®X;
k[X]/(X?"), mesmas operagoes; Agr,, = k[X; ;|71 [Y]/(det(Xe) Y 1), €X;; = [i = j],
AX; ;=3 Xi,® X1, SXij = ((Xee)™')ij, usando a férmula de Cramer.

Exemplo 4.1.7. Se k é corpo infinito e (S C k") € Grp(k—Aff), entdo k[S] tem es-
trutura de dlgebra de Hopf: €(f(z)) = f(1s); S(f(x)) = f(z™') (onde z=! é polinomio
nas xi,...,o,); A(f(z)) = fim(zr®1,...,2, ® 1,1 ®x,...,1 ®x,)) (onde m é o
produto do grupo, polinémio de 2n varidveis). Reciprocamente, como k[ | é functor
pleno fiel, e k[S] ® k[S] = k[S x 5], toda estrutura de Hopf em k[S] é dessa forma.

Fato 4.1.8. A “categoria dos esquemas-grupos afins” tem todos os limites pequenos

(sendo o0s mesmos que os limites de functores).

Demonstra¢do. Limite de representdveis é representavel (com limhom(F'(_),) = hom(

colim F'(_))), e as operagoes de grupos passam ao limite. O

Observacao 4.1.9. Em particular, os colimites de algebras de Hopf sdo dados pelos mesmos
colimites de dlgebras. A categoria CoAbk—Alg (dlgebras de Hopf cocomutativas) também tem

0s mesmos colimites.

Lema 4.1.10. Todo dlgebra de Hopf A € unido direcionada de subespacos V de di-
mensoes finitas com AV CARQV.
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Demonstragio. Se AV; C A®V;, entao A(Y_,V;) C A® >, Vi. Entao basta provar que
cada v € A estd num subespago V', dim < oo, com AV C A®V. Seja (a;) base de A;
escreva Aa; =: Zj,l Nijg - G5 @ ag, para tnicos Aj; € k. Escreva Av =3, _,a; ®v;, para
tnicos v; € A, ¢ num subconjunto finito Z. Logo, (A ® 1)(Av) = (1 ® A)(Av), isto é,
> Aa;®u = Zi,j,l Niji- 0 @ap@v; = Z]‘ a; ® Avj, entdo cada Av; = Zi,l Xiji - @U;.
Use Vi=3% . 7 k-v;, com v={(c1)(Av) =3 ea;-v; €V. O

Fato 4.1.11. Toda dlgebra de Hopf é unido direcionada de subdlgebras de Hopf que

sdo finitamente geradas como dlgebras.

Demonstracao. Pelo lema , cada sistema finito de elementos estd contido num
subespago V, dimV < oo, com AV C A® V. Seja (v;)i«ny base de V; escreva Av; =
> jen @ij ®v5; logo, (A ®1)(Ay) = (1® A)(Av), entdo Aai; = Dy aii ® ayj, i,
Jj < N; logo (a;;,Sa;;)ij<n gera subdlgebra de Hopf finitamente gerada, incluindo os

v; = Zj a;j - €v;, logo contendo V. H

Seré escrito [finitamente gerada] para as hipdteses que o fato acima prove

redundantes.

Definicao 4.1.12. Um “quociente de Hopf” de A é uma &algebra de Hopf A/I tal que
m: A — A/I seja homomorfismo de Hopf. (A projegdo m : A — A/I corresponde a
um mapa de esquemas-grupos injetivo, que é chamado de “continéncia de subgrupo
fechado”).

Fato 4.1.13. Se A/I é um quociente de Hopf de A, wvale el =0, SI C 1 e AI C
I® A+ A®I. (Chama-se I de ideal de Hopf).

Demonstra¢io. Como 7 : A — A/I é homomorfismo de Hopf, A: A - A® A induz a
operacao de Hopf A/I - A/I® A/I = (AR A)/(A®I+1® A), que para estar bem
definida exige AI C A® I+ I ® A. Outros mais faceis. [

Lema 4.1.14. Se A ¢é uma dlgebra de Hopf finitamente gerada, entdo hd m € N e
quociente de Hopf Aqr, — A.

Demonstracio. Pelo lema , ha subespago V, dimV < oo, com AV C A® V,
e contendo um sistema finito de geradores para A. Seja (v;)i<m base de V, escreva
Av; =) a;; ®vy; logo, Aai; =3 a;; ® ay; também, v; = (e, 1)(Av;) = > €a; ;- vy,
entdo eq;; = [i = j]. Também, ) ,a;; - Sa;; = (1,5)(Aa; ;) = ea;; = [i = j; isto
é, a matriz (a;;)ij<m € inversivel. Logo, sendo ¢ : Acr,, — A, ¢Xi; = a;;, ¢ é

homomorfismo de Hopf, sobrejetivo porque os geradores de A sao v; = > ;@ige€evy. U

Observacao 4.1.15. Por vezes é mais facil usar esquemas-grupos. Por exemplo, dado mapa
de Hopf A RNy , associado a mapa G £ ¢ de esquemas-grupos afins, temos G’ xgG' = G’ x
nuc F' (onde (G’ xg G')(R) = {(90,91) | Frgo = Frg1}, produto-fibrado) por (go,g1) — (9o,
95! - g1); logo hi isomorfismo de Hopf A’ @4 A < A’ @ 7
(ap®a1)- (S®al)(Aay).

A v dado por ag ®p [a1] —

nuc € 4
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4.1.1 Comoédulos

Defini¢ao 4.1.16. Dada A uma éalgebra de Hopf, um “comddulo” (esquerdo) sobre A
consiste de linear p: V — AQV tal que: (e,1)op = 1y (coneutro); (1®p)op = (A®1)op

(coassociatividade).

Observacao 4.1.17. H4 a categoria dos A-comédulos. H4 somas de comédulos, V @ V' —
A (Ve V).

H4 produtos tensoriais, 7 : V@V’ - A® (V®V’'), dado por VeV — (A®
Ve (A V') 548 (VeV’), onde P((a®v)® (a/ @) = (a-d)® (v®v). Prova das
propriedades: chamamos os comédulos de p: V = ARV e 0: W — A W, sejam v,, We

bases fixas, escrevemos pv; =) ,a;; ® vj € cwy =y ;br ;@ wy, entdo

(e, 1)(7(v; @ wy)) = (e, 1) Z(am b1 y) @ (v ®@wy) = Z 1®ea;j-vjRebry-wy=1Qv;@wy,
JJ g

Q@) (r(i®w)) = (ai;-bry)@7w;@ws)= Y (aij-brs)® (ajr-bsr)® (vp @ Vi)

3J 3y, K
= (Aaj - Abr k) ® (vk @ vk) = (A @ 1)(7(vs @ wr))
7y

Se V =2 XN sendo pe; = > @ij @ ej, temos como nas provas do fato e
: ea;j = [0 =7]; Dajj = a0 ®@ap;; a0 Sa; = [i = j]; e det(aes) € inversivel.
Entao, temos mapa de Hopf ¢, : Agr, — A levando X;; — a; ;. Logo um comédulo finito
é dado por um G — GLy, isto é, uma acdo natural G(R) x R*V — R*V linear na segunda

componente.

4.2 Alguns esquemas-grupos afins especificos

Definicao 4.2.1. Dado M grupo abeliano, define-se estrutura de Hopf na algebra de
grupo k[M]: €(en) =1; S(em) = en-1; Alen) = ey @ e,. (Chama-se dlgebra de Hopf

para “esquema-grupo afim diagonalizavel”).

Fato 4.2.2. Seja A uma k-dlgebra de Hopf. Denote A = {a € A* | Aa = a ® a}.

Entao :
1. A € linearmente independente ;
2. se A gera A como espago vetorial, entio A = k[A];
3. se A= Ek[M], entao A={e, |meM};

4. k[_]: Ab — CoGrpk—Alg é um functor pleno e fiel.
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Demonstragio. (1) Prova-se por indugao em n € N que se ay,...,a, € A sdo distintos

sao linearmente independentes. Caso n = 0, trivial. Para n > 1, supde-se por absurdo

que an =y, Nia;; logo
ap @ a, = ZM@ AiNja; ® aj,  an ® an = Aa, =Y, Nia; ® ay,

assim \;\; = [i = j]\;, o que d& (como k é corpo): no maximo um dos A; é nao nulo;
e o \; restante satisfaz A\? = \;, logo \; € {0,1}. Logo, a, = a; para algum i < n,
contradicao.

(2) Assim A é base de A; é claramente grupo no produto. Assim temos
isomorfismo de &lgebras k[A] = A; como Aa=a®a e Ae, = e, e, para cada a € A,
esse isomorfismo é de Hopf também.

(3) Temos {e,, | me M} C A, e igualdade vem de (1).

(4) Dado ¢ € CoGrpk—Alg(k[M], kIN)), vale Auy(des) = (6 ® 9)(Awariea)
= peq, ® Pe,, assim de (3) ¢e, = ey para alguma f. Temos que e, - e, = €4, logo
€fa - Cpp = €fap), € fa- fb= f(ab), isto é, f € Ab(M,N), e ¢ =k[_|(f). Entdo k[ ] é

functor pleno; e claramente fiel. [

Os elementos a € A* com Aa = a®a (equivalentemente, a € A com ea = 1

e Aa=a®a) sao ditos elementos “quase de grupo”.

Definigao 4.2.3. Dado ' grupo finito, define-se estrutura de Hopf em k' (que tem
base (eg),cp) por: €leg) = [g =1]; S(ey) = eg-1; Aleg) = Dy €a @ €. (Chama-se de

algebra de Hopf para “esquema-grupo afim quase constante”).

Fato 4.2.4. Se X é um conjunto finito e kX tem uma estrutura de Hopf (kX,¢,S,A),
entdo X admite estrutura de grupo de modo que kX seja dlgebra de Hopf para quase

constante.

Demonstragio. Os idempotentes de kX sdo os elementos de {0,1}*¥. Entdo existem
subconjuntos Sz C X e Dr C X x X tais que (também idempotentes) Se, = > s, €y
e Ae, = Z(y,z)EDx ey ®e,. Como Se, - Seyy =0 e Ae, - Aeyy =0 (para x # '), vale
SzNSz' =0 e DeNDx’ =0. Como Y Se,=S51=1e Y Ae,=1, vale |J, Sz =X
e U, Dzr = X. Entao, {Sz | x € X} particiona X e {Dx |z € X} particiona X x X:

para cada y € X existe tnico z =y~ !

com y € Sx; e para cada (y,z) € X x X existe
tnico x ==y * z com (y,z) € Dx.

Vale (A®1)(Ae,) = Zy*z:m
(10A)(Ae,) =D e, ®e,, ®e,,; isto é, para (a,b,¢) € X*?, vale que (axb)xc ==

YkZ=x

_ NTWor=Y 4 s
Aey®e, = 070" €y, ®ey, ®e,, que € igual a
sse a* (bxc)=x, para cada z. Entdo, % é associativa.

Também, existe tnico v € X com ee, = 1; para = # u, vale ee, = 0. Vale
er = (6, 1)(Aey) =3 .. €6y € =), _, ¢, logo u*z=x; analogamente x *u = x.

E 1=c¢ce,=(1,9)(Ae,) = Zz(;l:z €y €z = D yuy1—y €y, 1080 y*y~' = u para cada y.

Ykz=1U
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Portanto * é operacao de grupo em X, e Ae, = Zy*z:x ey X e,. [

4.3 Dualidade de Cartier

Definig¢ao 4.3.1. Dada k-algebra de Hopf A cocomutativa de dimensao finita, define-se

estrutura de k-algebra comutativa no dual A* por

Las = (e: A= k), f-g:={(f,g9)0A,

e define-se estrutura de Hopf em A* por
ea(f) = f(Q1), Sa-(f) = [fo05,

Ap(f) =@ (a®br> fla-b) =27 (fo()),

onde & : A*® A* - (A® A)* é dado por ®(f ® g)(a ® b) = f(a) - g(b), isto
O(f®g)=(fg), e & é isomorfismo pois dim A é finita. (Note que A O Gk onde G

é o0 esquema-grupo afim para A.)

\.CD\

Justifica-se (parcialmente) por que A* é algebra de Hopf. Sendo A f =
STg®h, vale a® b f(a-b) é igual a a® b+ > g(a)- h(b), logo

(eas1) (Aaef) (€)= (ear ) Y g@n) () = (D g(1) - 1) (©)
=S lgmed = (fe(N1@e) = f(e),
(S, 1) (Aa f)(0) = (184 1) 3 g2 h) () = (D (90.9) -a- 1) (0
(Do tgosimenr)(@ =3 (g.h) (S ® 1)(Ac)
FUS.1) (Ae)) = flee-1) = (ea-(F) - La-) e),

Bo((Aae © 1)(Au ))(a® 0@ )= Bo(X Anrg @ W)(aBb® ) = ¥ gla-b) - h(c)
— fla-b-c) = X g(a)- h(b-c) = B5(1® Ax)(Ax- ) (a@ b ).

Fato 4.3.2. A dualidade de Cartier A — A* €é wuma equivaléncia da categoria das

k -dlgebras de Hopf cocomutativas de dimensoes finitas com sua categoria oposta, e

A= A por meio de a— (f — f(a)).

Observagao 4.3.3. Se M ¢ grupo finito comutativo, vale que k[M

Sendo A +— A* uma antiequivaléncia, leva colimites em limites; e como nos

esquemas-grupos afins abelianos o produto é o mesmo que o coproduto (ambos dados
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por (G@® H)(R) = G(R) ® H(R)), vale que (A® B)" & A* ® B* como 4lgebras de
Hopf.

Observacao 4.3.4. Dado comédulo p : V — A® V, pode-se dar estrutura de A*-moddulo
para V, por A* @V 180 g ®A®V — V. (Se a dimensdo é infinita, A* é s6 uma &lgebra
nao necessariamente comutativa, ndo uma algebra de Hopf). Também, se U C V é um
A*-submédulo, mostra-se ser A-subcomédulo: sendo (u;);ep base de U, estendida a base
(wi)iec de V, escreva pu; = ) ;a;; ®uj; a A*-agdo é f-u; = (f,1)(pu;) = 32, fai; - uy;
como A*-U C U, temos que fa;; =0 para cada i € B, j ¢ B e f € A*; entdo a;; =0 para
cada i€ B, j¢B; e p(V) CARV.

4.3.1 Esquema de homomorfismos

Se GG : k—Alg — Conj e R é k-algebra, temos functor Gr : R—Alg — Conj
dado por Ggr(A) = G(A).

Defini¢ao 4.3.5. Dados esquemas-grupos afins G, H, define-se Hom(G, H) : k—Alg —
Conj por:

Hom(G, H)(R) == CoGrp(R—Alg) (Ag ® R, A¢ ® R) = “Gr = Hp"

Lema 4.3.6. Se G ¢ esquema-grupo afim abeliano finito, Hom(G, G,,) € isomorfo ao

dual de Cartier G* (esquema afim associado a (Ag)").

Demonstragao. Vale

Hom(G, G,,)(R) = CoGrp(R—Alg) (k[ X, X ' ® R, Ag ® R)
= CoGrp(k—Alg)(k[X, X7'], Ag ® R),

que é o conjunto dos elementos quase de grupo de A® R = Ag ® R. Ja

G*(R) = k—Alg(A*, R)
C k—Vect(A", R) = k—Vect(A", k) ® R= A® R.

Um elemento e == > a®r € A® R associa-se a ¢ € k—Vect(A*, R), ¢(f)=>_ f(a)-r.

As condigoes de ¢ ser homomorfismo de algebras sao:

¢(€A) = 13, < ZGA(CL) T = 1R;

o(f-g)=o(f) o(9), <= > (f,9) (Aaa) -r=(3_ fla) 1) - (3> gla)-T)
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Notar:
cawr(e) =Y eala) -,
(f®1r, g @ 1r) (Aagre) = > ([, 9) (Aaa) -1,
(f®1r,g®1g)(e®re) = (f @ 1r)(e) - (9 ® Lr)(e)
=2 fla)-r)- (X gla) - 7).
Logo ¢ é homomorfismo de dlgebras sse Y a®r é quase de grupo. [

4.4 Qs fatores reduzido e conexo

Se A ¢é algebra de Hopf finitamente gerada, A(mpA) C mp(A® A) = mo(A) ®
mo(A) (lema ) e S(mpA) C mpA, logo myA C A é subalgebra de Hopf.

Seja B o conucleo de mpA — A, isto é, B = A/{(mpANnuce)y. Se A é
produto de conexas A;, vale mpA = [[, moA;, nuce = [[, 20 Ai, onde sem perda de
generalidade (SPDG) Ag ¢ o fator onde € ndo se anula; logo moA Nnuce 2 [] 4k,

logo B = Ag, conexa.

Fato 4.4.1. Dado k corpo perfeito, dada A uma k -dlgebra de Hopf finitamente gerada,
temos decomposicio A = A [R®]A, onde A, € dlgebra de Hopf reduzida (separdvel), A,
¢ dlgebra de Hopf coneza, e [®] € o produto tensorial de dlgebras mas com estrutura
de Hopf de “produto semidireto” (Logo, se A é cocomutativa, A= A.® A,, o produto

tensorial usual).

Demonstragio. Seja As = mpA. Seja N C A o nilradical; como k é perfeito, A/N é
separavel, logo A/N ® A/N também; logo o mapa A 3 ARA - A/N® A/N anula-se
em N; entdo temos quociente de Hopf A/N.

O mapa a : Ay, - A — A/N ¢ injetivo porque A, é reduzida, logo
Ay = alA,) C m(A/N) = A/N; vale dimy A, = dimz7o(A ® k), que é o nimero
de componentes conexas de Spec(A ® k); também, dimg A/N é o ntmero de compo-
nentes conexas de Spec(A/N ® k) = Spec((A ® k)/N), homeomorfo a Spec(A ® k)
porque N; s6 tem nilpotentes; logo, dimy As = dim; A/N e A; = A/N.

A moénica mgA — A corresponde a épica G EA mo(G; o conicleo A — B =
A/(mpANnuce)s de mpA — A corresponde ao nicleo Gy G de f; e a épica A —
A/N = myA corresponde a ménica myG > G com fs = id. Esta é precisamente a
situacdo do produto semidireto, G = Gg x myG.

O

Exemplo 4.4.2. Falha sem supor k perfeito. Por exemplo, sendo k = Fo(X), ten-
tarfamos definir G(R) = {y € R | y* = X}, mas este ndo é grupo, logo tenta-
mos G(R) = {y € R | y* = X -¢?} (na adicio). Sua &lgebra de Hopf ¢ A =
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E[Y]/(Y?- (Y2 = X)) = k[Y]/Y? x k[VX], logo mA = k x k (pois k C k[VX] é
inseparéavel); vale Ay = k[Y]/Y? logo A% Ay ® mA.
Observagao 4.4.3. Dado mapa de Hopf f: A — B com A= A.R®|A, ¢ B2 B.[®]B, como

acima, temos que f leva my(A.[®]A,) = k[®]A, a dentro de my(B.[®]B,) = k[®]A,, de modo
que haja tnico mapa f,: A, — B, com f(1[®]a) = 1[®]f.(a); também,

Ac[®]A,
<1 [®] CL> aEAsNnuc e ’

B.[®]B,

Ac = )
(1 [®]b>bEBsﬂnuc €

B, =

e a € A, Nnuce = f(a) € B, Nnuce, logo f induz mapa f. : A. — B, de modo
que f(a'[®]1) = fi(a)[®]1. Portanto, f = fs[®]fi, isto é, a decomposi¢do nos dois fatores é

“functorial”.

Se, ainda mais, A é cocomutativa e de dimensao finita, ha dual de Cartier
A*, logo a decomposigdo A = A, ® A, pode ser continuada (A,)* = A, ® Agwr, logo
A= ®x’y Agwy em quatro fatores, onde A,y é x de dual y, para z,y = reduzida,

conexa (= local em dimensao finita).

4.5 Em direcao a categoria abeliana dos esquemas-

grupos afins abelianos algébricos

Serd muito importante provar que ha a categoria abeliana dos esquemas-
grupos afins abelianos, para manipularmos varias sequéncias exatas deles. O mais
dificil serd provar que nessa categoria toda moénica é nucleo e toda épica é contucleo.
Para tal, dado mapa de Hopf f: A — B, serao investigados o sobrejetivo A — f(A)
e a continéncia f(A) C B de élgebras de Hopf.

4.5.1 Algebras de Hopf reduzidas

Lema 4.5.1. Dada A uma dlgebra de Hopf, dado f : A — k linear, define-se a
“translagio” Ty : A — A, Ty = (1, f) o A. Entao: (a) T.=1; (b) eocTy=f; (c) se f
é multiplicativo, Tros = Tlfl; (d) se f satisfaz f(a-b) =, gi(a)- hi(b) (lineares g;, h;),
entao Ty(a-b) = . Ty (a)- T, (b).

Demonstragio. (a) Hopf. (b) e(Tra) = f({e,1)(Aa)) = f(a). (¢) Tros 0Ty = (1, f o
SYoAo(l,floA={(1,fo8),flo(A®1) oA = (L {foS flo(l®A)oA ™" (1,
Fo(l,S)ho(1®@A) oA = (1,flo(l®e)oA =(1,f)o( ®1) "™ id. (d) De (1,
M) Weoy)) =(x-y) - fl@y) =z g2y hy =3(1Lg)(z@) (1
hi)(y @ y). O

Teorema 4.5.2 (Cartier). Se k é corpo de caracteristica zero e A é k -dlgebra de Hopf

[finitamente gerada/, entao A é reduzida.



45

Demonstragio. (De Waterhouse (1979) 11.4) Como A C A ® k, supomos sem perda de
generalidade (SPDG) que k = k.

Denote I :=nuce; vale A =k@ I, logo A tem sistema finito de geradores

T1,...,Tm € I; seja V = kx1+---+kx,,. Todo elemento de A escreve-se como polinémio
nos ;, logo A=k+V +V?+...; também, [ C(V+V24...)d CVI4 VIt ...,
Reordenando os indices, SPDG, [z1],...,[z,] é base de I/I?; denote W = kxy + --- +

kx,. Logo, VCW +I?C1I; e VNCWYN +WN-L2 ... 4 2N C WN 4+ IN+1 Entdo,
INJIN'Y = (VN 4 [N /N C (WY 4 [N JINHL isto 6, os ((y)) produtos de N
termos dentre {xy,...,x,} formam sistema gerador do espago vetorial IV /IVNF1,
Queremos mostrar dimy IV /IV+ = ((]7\17)) Para tal, supde-se >, . .. _y
en) 2T xer € INTL Como temos uma situagdo similar ao anel polinomial k[Xj,

.....

.., X,], definiremos n “derivadas parciais”: define-se d; : A = k&I — k (como se fosse

a derivada avaliada em zero) por d;(1) =0 e d; : I — k dado por I — I/I? %k onde
dijz;] =i =j], 1 <j <n; define-se D;: A— A por D; = (1,d;) o A.

Temos, 1 < i,j7 < n , e(Diz;) = (¢,d;)(Ax;) = diz; = [i = j]. Logo,
D;z; = [i = j] (mod I).

Vale a regra de Leibnitz d;(a - b) = d;a - €b + €a - d;b: basta verificar nos
quatro casos a,b € k, I, faceis. Assim, D;(a-b) = D;a-b+ a- D;b. Em particular,
D;(IM)y C M - IM-'. Dy(I) C IM-; ¢ DI(IM) C M,

Para cada e; +---+e, = N,

n

j : e;j—1
Di(xil...$en): ej.Dixj.xil...xﬁ ...$en

n j n
i=1
e1 e;—1 en N
ce a1,
) 1 _ _
DE (a8 - an) € eglatt - al a4+ DETHINY 4 DIV 4

Coela§ - al - aln 4 [Nt

Repetindo-se,
(Dt - DerY(aft - aim) €eql el - 1T+ 1.

Também, se fi+---+ f, =N e (fi,...,fn) # (e1,...,€,) hd i com e; > f;; e como
DIt v gl e INTFi vale (DS - .. Den) (2t - .- /7)) € I. Entédo, voltando & soma

original,

(Dil Dzn) Z )\(fl ----- fn)x{l x’lfln e )\(61 ..... en)€1|"en' : 1+[

que também estd em (D7 --- D& )(INTY) C 0+ I. Portanto, A, ener!l - €,! =0, e

.....

como a caracteristica de k & zero, Ae,, .,

Temos entdao uma base para [V /INT! = (WN N+ /TVFL: Jogo, dim W =

en) = 0.
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dim IV /IN*1 = ((})). Dado a € A, temos entdo tnicas escritas: a = (ag € k) + (aso €
I), e asg = (a1 € W) + (as1 € I?), a1 = (ag € W?) + (asg € I?), etc. Logo temos
omapa ¢ : A = kx W x W2 x--- ¢(a) = (ag,ay,...). Aplicando os isomorfismos
WHN >~ k(X ..., X,]n (polindmios homogéneos de grau = N), z{* -2 <> X' -+ X,
temos homomorfismo de algebras ¢ : A — k[[X1,..., X,]].

Seja agora a € A com a? =0 mas a # 0. Como {x | a-x = 0} é préprio, estd
contido num ideal maximal m. Pelo lema de Zariski, A/m = k; sendo 7: A — A/m =
k, e T, : A — A é isomorfismo de algebras (ndo de Hopf) pelo lema anterior. De
eoT, =m, Tr(m) C I (de fato iguais, pois maximais). Seja b:= T, (a); logo, {y|b-y =
0} C I. Agora, de a®> = 0 temos 1(b)? = 0, ¥(b) = 0, isto é, b = b~y para cada N; logo,
b€ Nyso ™. (Aqui temos o teorema de interse¢ao de Krull). Para cada N > 0 existe
Py € /I[Xl, ooy Xm]y com b = Py(x1,...,2,). Como A[Xj,...,X,,] é Noetheriano,
(Py, P1,...) =(Py,...,Py_1) para algum M. Logo, Py = Qo Po+ -+ Q-1 Pr_1;
projetando nas componentes homogéneas de grau = M, SPDG, cada @); é homogéneo
de grau M —i. Logo, b= Py(x1,...,2m) =b- (>, Qi(®1,...,2m)) € b- 1. Logo, ha
zel comb-(1—x)=0, logo 1 —x € I, contradicio. O

4.5.2 Algebras de Hopf com ideais maximais nilpotentes

Lema 4.5.3. Se A C B sdo k-dlgebras de Hopf e nucey € ideal nilpotente, entao B

é A -livre.

Demonstragdo. (De Milne (2015) 3j) Lembrar B®4 B = B ®), —2—; seja ([b])ic; uma

(nuceq)’

nuce

Seja C == B/(>_; A-b;). Como —2— C > k-[b], vale BC B-nucey +

> k-bi, logo C CC-nucey CC- (nuceA)2<§ A> CO0. Entao B=)_,A-;.

Seja ¢ : B®T — B®4 B dado por ¢(b-e;) = b® b;; seja M := nuc¢$. Dado
(v;) € M, vale > ,v;®b; =0€ B®4 B, logo > .[v;]®[bi] =0 € (<nu§5A)>®2’ logo cada
v; € B-nucey; entdo, M C (B -nucey)®. E como B®y B = B ®; ﬁ por meio

k-base de ﬁ. Queremos mostrar (b;);c; ser uma A-base de B.

de b (- )=~ (b®1)-(--+), o B-mbdulo, com agdo nos primeiros fatores, B ®4 B é
B-livre. Como B =Y. A-b;, vale ¢(A®") = A®, B, logo ¢(B®") = B ®,4 B; existe
N um submédulo de B®' gerado por pré-imagens quaisquer duma base de B ®,4 B.
Entdo B®' = M @ N. Entdo, M C nucey - B¥ = nucey- M +nucey- N C M @ N,
logo M C nucey - M C --- C 0. Portanto, ¢ ¢é injetivo, logo também a restricao
¢: A — A®, B, entdo (b;)e; é A-base de B. O

4.5.3 Fielmente planos

Defini¢ao 4.5.4. Um moédulo M sobre R (sempre anel comutativo unitdrio) é dito

“plano” (ou “chato”, como no francés “plat”) quando o produto tensorial _ & M :
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R—Mod — R—Mod é functor exato. (Como ja vimos _ ® M ser functor exato direito,
M é modulo plano precisamente quando — ® M leva continéncias Ny C Ny a injetivos

Ny ®@M — No® M.)

Definicao 4.5.5. Um moédulo M sobre R é dito “fielmente plano” quando é plano e:
se Ng € N ¢é submodulo proprio de qualquer moédulo, também Ny @ M C N ®@ M ¢é
préprio. (Isto é, se N/Ny # 0, entdo M ® N /Ny #0.)

Lema 4.5.6. Seja A uma R-dlgebra que seja fielmente plana (como um R-mddulo).
Entao para cada R-mddulo M, o equalizador dos mapas M @ A — M @ A® A,
mr—mrdl em®cr—mLlRx, é precisamente M & 1.

Demonstragio. Seja N C M ® A o equalizador. Como — ® A é functor exato, preserva
os limites finitos, logo N ® A é equalizador dos mapas associados f; ® 1,fo ® 1 :
MRARA—->MIARARA Edadoe=) m@z;, @y, € N®A, vale > .m; ®
1@,y =>,m@x;®1®y, e aplicando a multiplicagdo nos dois ultimos fatores,
vale ) .om; @1 ®@xy; =), mi@z; Qy; =e; entdo N ® A C M ®1® A; claramente
M®1C N, logo M®1RA=N®®A; de A ser fielmente plana, temos M ®1=N. [

Corolario 4.5.7. Se f: A — B ¢ epimorfismo de k -dlgebras e B é A -fielmente plana,

entdo f € sobrejetivo.

Demonstragio. H&4 a dupla-conticleo (um colimite em k—Alg) A B = B ®s B,
onde os mapas B - B®4 B sao r— r2®1 e x — 1 ®x. Como f é épica, vale
r®1 = 1®x € B®4B para cada x € B, que pelo lema anterior implica = € f(A)-1. O

Lema 4.5.8. (a) Se M/N é A-mddulo plano, entao N @4 P — M ®4 P é sempre
injetivo. (b) Se M /N é A-mdédulo plano, entao M ¢é A-plano sse N é A-plano. (c)
Se M/N ¢é A-plano, N é A-fielmente plano, entio M é A -fielmente plano.

Demonstragio. (De Bourbaki (1985) 1§2-3) (a) Seja presentacdo 0 — P — Pp, — P — 0
onde Pp é livre. Temos as linhas N ®4 Pr =+ M ®4 PR — M /N ®4 Pr ¢ N ®4 P, —
M ®y P, — M/N ®y P, e setas (---) ®a4 Pr (e Jgar (-++) ®4 Pp entre elas. As duas
linhas sao exatas pois ®P...) é sempre exato direito. Logo o lema da cobra (lema de
homologia) da a sequéncia exata nuc(M @4 1) — nuc(M /N @4 1) — conuc(N ®41) —
conuc(M ®a71); como M/N é plano e r é injetivo, vale que nuc(M /N ®47) = 0; logo
conuc(N ®4 1) — conuc(M ®41) é injetivo; e lembremos (exato direito) conuc((---)®4
r) = (--+) ®4 conucr; portanto, N @4 P — M ®4 P ¢é injetivo.

(b) Dado A-injetivo ¢ : P — @, temos as sequéncias exatas N ®4 P —
M@sP—>M/N@s4P e N4Q—>M®sQ — M/N®sQ e setas (-++) ®4 ¢ entre
elas. As setas N®a(--+) = M®4(--+) sdo injetivas por (a). Logo, M @4 P — M®4Q
injetivo implica N ®4 P - M ®4 P - M ®4 @ injetivo, logo N ®4 P — N ®4 Q(—
M ®4 Q) também. Na outra direcao, se N ®4 P — N ®4 @ ¢é injetivo, lema de
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homologia dd o mapa do meio M ®4 P — M ®4 @ injetivo (usando também que
M/N®4y P — M/N ®4Q é injetivo porque M /N plano).

(c) De (b), temos M plano. E se M ®4 P =0, temos do item (a) injetivo
0 > NP —->M®yP=0,logop N, P=0,e P=0. O

4.5.4 Algebras de Hopf fielmente planas

Uma prova mais simples pode ser dada para algebras de Hopf de dimen-
soes finitas (usando (b)), porém precisaremos de algumas com dimensoes infinitas.
Usa-se Takeuchi (1972).

Definigao 4.5.9. Dadas élgebras de Hopf A C B, um A-B-“comédulo” (a esquerda)
¢ um comédulo p: V — B®V junto a estrutura de A-médulo em V' de modo que

pla-v)=Aa-pv para cada (a,v) € Ax V.

Lema 4.5.10. Dado A-A-coméddulo p:V — A®,V, sendo V' :={v eV |pv=1x0v},

vale A®y V' =2V por meio da multiplicagao; em particular, V € A -mddulo livre.

Demonstragio. (De Sweedler (1969) 4.1.1) Denote 7(a ® b) :=b® a. Denote P:V — V,
P = (S,1) o p. Mostra-se P(V) C V" seja (v;) base de V, escreva pv; =3, a;; ® vy,
entdo Pv; = 35 Sa;; - v;, e p(Pvi) = 37 A(Sai;) - pvj = > 2,(S ® S)(1(Aaiy)) - pvj =
2 (S ®@Saig) - (aje@uve) = 225 1 (Sar;-an) @ (Saig-vk) = 32, [l = K]@(Sai-ve) =
Yul®Sa;-v=1® Pu,.

Notar P(a-v) = (S, 1)(p(a-v)) = (S,1)(Aa- pv) = €ea - Pv.

Definimos o : AQV’' =V e §:V — AQV": a(a®v) = a-wv, fv = (1P)(pv).
Entao: fuv; = Zj a;;@Pv;, a(pv;) = Zj a; ;- Pvj = Zj’l a;j-Saj-v =Yl =1]-v = ;.

Notar B(a-v) = (1®P)(Aa-pv) = (1®€)(Aa)-(10P)(pv) = (a®1)-5(v). Entao,
sendo u € V', temos fa(a®u)) =f(a-u) =(a®1)- (1@ P)(pu) = (a®1) - (1® Pu) =
(a®1)- (1@ (S, 1)(pu)) =(a®1)- (1®@u) =a® u. O

Definicao 4.5.11. Uma “codlgebra” é um objeto de CoMon(k—Vect,®) (isto é, um
espago vetorial V' com lineares ¢ : V — k e A:V — V ® V satisfazendo counidade
e coassociatividade; nao é um objeto-comonoide porque o coproduto em k—Vect é @,
nao ®).

Observacgao 4.5.12. Dada coalgebra C' de dimensao finita, o dual de Cartier da estrutura de
algebra (ndo necessariamente comutativa) em C*. Se I C C* é ideal, sendo D =) fernuc f,
entdo D é subcodlgebra. De fato, dado ¢ € D, escreva Ac =), a;®b; com niimero minimo de
parcelas (em particular ae € be sdo linearmente independentes); entdo (f - g)c = (f,g)(Ac) =
Yo fai-gbi; se felvale f-gel, logo 0=>, fa;-gb; para cada g, entdo >, fa;-b; =0, e
cada fa; =0 e a; € D; similarmente cada b; € D. Na outra direcdo, se D C C é subcodlgebra,
entdo [ :={f € C* | Vgepfd =0} é ideal. E, se dimC < oo, ha bije¢do entre os subespagos

de C' e os subespagos de C*, o que da bijecdo entre subcoalgebras de C' e ideais de C™.
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Teorema 4.5.13. Se A C B sao k-dlgebras de Hopf cocomutativas, entdo B ¢é A-

fielmente plana.

Demonstracio. Vale que B é uniao direcionada de B; finitamente geradas, e cada ANB;
¢ uniao direcionada de finitamente geradas A;; C B;, e basta provar cada A;; — B;
fielmente plana (porque para provar A — B fielmente plana, sempre trabalhamos de
cada vez s6 uma quantidade finita de elementos de A, B, e sempre algumas A, ; C B;
incluirdo esses elementos). Entao, SPDG, A, B sao finitamente geradas. Também,
SPDG, k =k, por propriedades de tensores e extensio de escalares.

Mostra-se que toda subcodlgebra nao nula minimal C C B é com dim(C =
1: como C é unido direcionada de codlgebras de dimensoes finitas (similar & prova
do lema ), por minimalidade C' ¢é de dimensao finita; entao C* é k-algebra
(comutativa porque C' C B é cocomutativa) de dimensdo finita; os ideais de C* estao
em bijecdo com as subcodlgebras de C, entao C* s6 tem dois ideais, logo é corpo;
entio C* C k = k, e 1=dimC* =dimC.

Cada subcoalgebra de dimensdao um tem base ¢ com Ac = \-(c® ¢) para
algum A € k, logo A(X-¢) = (A-¢)®@(A-¢); e (,1)(Ac) =c= A-ec-c, logo e(A-c) = 1;
entdao C' é gerada por um elemento quase de grupo A - c.

Pelo lema (c), para mostrar B ser A-fielmente plana, basta B/A ser
A-mébdulo plano.

Também B/A é um A-B-comédulo por: p: B/A — B® B/A por p[b] =
(1 ® mp/a)(AD), definicio valida porque se b € A entao Ab € A® A, logo (1 ®
7p/a)(Ab) = 0.

Temos que B/A é unidao direcionada de B-subcomédulos de k-dimensoes
finitas V. Logo, B/A é unido direcionada dos A-V, que sao A-B-subcomédulos. Para
mostrar que B/A é A-plano, basta que cada A -V seja A-plano. Mostraremos isso
por inducao em dimy V.

O caso dimyV = 0 é trivial. Supor dimyV > 1. Como p(V)

tem dimensao finita, existe subcoalgebra nao nula de dimensao finita C

C BV
C B com
p(V) C C®V. A k-algebra (comutativa) C* tem dimensdo finita, logo nela cada
ideal primo é maximal (como na prova do lema ); entao a intersecao dos ideais
maximais ¢ o nilradical N.

Lembrar a agao C*®V1§>p0*®C®V—>V. Ha m >0 com N™-V =0
mas N™ 1.V #£ 0. Seja W = N"1.V: logo N-W = 0. Assim, W é um C*/N -
médulo; a algebra C*/N é reduzida, logo é produto de fatores k = k; ha [e¢] € C*/N
idempotente minimal com e-W # 0 (porque a soma dos [e] é 1 e W # 0), seja
m:C*/N — e-C*/N = k projegao; logo e - W é um C*/M-médulo para M =
nuc(C* — C*/N 5 k) (codimensdo 1); e como e-W é um C*-submédulo, é um C -
subcomédulo também. Entao, se f € M e w€e-W vale que 0= f-w = (f, 1)(pw),
logo pw € nuc f @ (e - W); entdo, p(e- W) C (Nseprnuc f) @ (e - W). Seja k-a a
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subcodlgebra minimal (onde a é quase de grupo) associada ao ideal maximal M, de
modo que p(e-W) C (k-a)®@e-W.

Definindo-se p': A-V —+B®A-V por A-V 5 B®A-V(a7i>)®lB®A-V,
vale que p' é A-B-comédulo. Entdao: pf/(W' :=ec¢-W)C (a' R)@W =1 W', e
PA-W)CARA- W

Entao temos U := A-W' um A-A-subcomédulo de p'. Pelo lema , A-
W' é entao A-livre. O médulo (A-V)/(A-W’) (quociente de A-(V /W), dim(V/W') <
dimV) é A-B-comédulo, e por hipétese indutiva é A-plano; entdo A -V é A-plano

também. O]

4.5.5 Os quocientes

J& sabemos que a categoria dos esquemas-afins afins abelianos algébricos
tem limites finitos: incluindo o nicleo de n: F = G, que é N C F, onde N(A) =
{z € F(A) | na(x) = 0}. Noutras palavras, o contcleo do mapa de Hopf f: Ac — Ap
¢ Ap - Ay = Ar/J, onde J é o Ap-ideal gerado por {fa —ea € Ap | a € Ag} =
{fa € Ap | a € nucey,}. E os nicleos de mapas de Hopf:

Lema 4.5.14. Dado f : A — B mapa de Hopf entre dlgebras de Hopf cocomutativas,
definindo-se C':={a € A| (f®1)(Asa) =1g®a}, vale que C C A é o equalizador de

f,e: A— B na categoria das dlgebras de Hopf cocomutativas.

Demonstra¢io. Vale que C é subélgebra (multiplicativa). Se a € C, vale Sa € C
porque (f ® 1)(Aa(Sa)) = (S®S)((f ®1)(Aaa)) = 15 ® Sa (cocomutatividade usada
para Ao S = (S®S5)oA; e f mapa de Hopf). Queremos mostrar Aa € C'® C' para
aeC.

Se a € C, sendo Aga =) . b ® ¢; com nimero minimo de parcelas (em
particular, (b;) é linearmente independente, e (¢;) também), (f®1)(Axa) =), fbi®c; =
lp®a=),eb;@c;, e fb; = €b;; também

afel)(Ah)@a=(((feh)eA)@ 1)) boa=(felal)oc(Axl)olA
=(fel®l)o(l®A)oA)a=>, fb;® Ac

logo (f ® 1)(Ab;)) = 1® b;, logo b; € C; e também ¢; € C' por cocomutatividade.
Portanto, a € C' = Aa € C ® C; e assim C' é subdlgebra de Hopf.

Queremos provar que C' — A é equalizador de f,e : A — B. Primeiro, se
a€C,ea=(le(lp®a) = (1e((f®1)(Aa)) = fa. E se g : D — A é mapa de
Hopf com fog=e40g9=¢p, vale para d € D que gd € C' porque (f ® 1)(A(gd)) =
(fog®g)(Ad) = (ep ® g)(Ad) = 1@ gd. O
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4.5.6 Subgrupos fechados de abelianos sao nucleos

Queremos provar que cada A — A/J, para A élgebra de Hopf cocomutativa
e J é ideal de Hopf, é um contcleo; equivale a ser conticleo de seu ntcleo C' := {a €
Al Aa—1®a € J® A}, isto é, queremos que J = A-nucec. Como C é preservado em
extensdo de escalares (isto é, C®k é também o niicleo de A®k — (A®k)/(J®k), como
se pode ver usando base de k sobre k), poderemos supor k = k; e também poderemos
supor A finitamente gerada. A ideia serda usar comoédulos com certos “vetores fixos”
(com pp =1®v (mod J ® V)).

Definicao 4.5.15. Dado comoédulo p: V — A®V e dado subespaco W C V' defina
I(W C V) como o menor ideal de Hopf I tal que V5 A@V — A/ITQV leva W
para dentro de A/I @ W.

Prova da existéncia: seja base (v;);ep de W estendida a base (v;)icc de
V' escreva puv; = Zj a;; ® vj; a condigdo é que p(W) C AW +1®V, isto é,
que a;; € I para cada i € B e j ¢ B; o ideal I gerado pelos (am,Sai,j)géﬁg é
de fato ideal de Hopf: lembrar Aa;; = > ,a;; ® a5, logo i € B e j ¢ B implica

Aaij € 1ep iy @ ag; + Zng a,®a; € AT+ 1® A; ete.

J& vimos produto tensorial de dois comoédulos. Também ha poténcia exterior
de comédulo p: V — AQV: p/ : AMV — AQAMV | p/(viA---Avar) == P(pvy A+ - Apoyr)
onde P((ay @ wy) A---A(ay @war)) = (ay ... ay) @ (wi A--- Awy). E quociente da

estrutura de comédulo VM. Lembrar que dim A4™VY =1,
Lema 4.5.16. [(W C V) = I[(AMW C AMV) se dimW = M [ndo nulo] e dimV < oco.

Demonstragio. Seja (v;)M, base de W, estendida a base (v;)Y, de V. Escreva pv; =
> @i j®vj. Entdo, AMV tem base (vi, A+ AV, )iy<ocins © AMW =E- (v A+ Avy).
Logo,
p(vr A=+ ANuyy) = Z det(aej,) @ (vj, A+ Ay, ).
J1<<jm

Entao I(AMW C AMV) é o menor ideal de Hopf incluindo os det(a, j,) para sequéncias
(j1 < -+- < ju) diferentes de (1 <--- < M). E I(W C V) é o menor ideal de Hopf
incluindo a;; para cada 1 < i < M e M < j < N. Entdo, I(AMW C AMV) C
I(W C V). Agora lembramos ), a;;- Sai; = (1,5)(Aa; ;) = €a; j = [i = j], 10go (tes) ¢
inversa da matriz (Sae.); hd w inversivel com w-Sa;; = (=1)"7 -det(ay)szj12i, que é
determinante de matriz de ordem N — 1. Assim, para 1 <i< M e M < j < N, pela

expansao de Laplace generalizada,

tu-Sa;; = Z + det(ajyl)i(ng . det(aJ,I)(I]i(]'\’/},) 4

onde (---) varia pelos conjuntos de M indices em {1,..., N}~ {i}; como 1 <i < M,

(-++) nunca serd a sequéncia (1 < --- < M), logo o primeiro fator estard em I(AMW C
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AMV); entdo cada Sa;j, 1<i< M e M < j <N, estd em I[(AMW C AMV), e como
este é ideal de Hopf, cada a;; estard também, portanto I(W C V) C I(AMW C
AMV). O

Lema 4.5.17. [W@ W' CV@V)=I(W CV)+I(W' CV') se WCV e W CV’

[nao nulos/.

Demonstragio. Sendo como no lema anterior, W com base (v;)i<amw estendida a base
(vi)i<aimv de V', etc., escrevendo os comddulos pv; = Zj a;,; Qv e plu] = Zj a; ; @ vj,
vale p"(v; @ vp) = 2. j(aij - a7 ;) @ (v; @ v)). Logo (W@ W' CV@V’) é o menor
ideal de Hopf incluindo os a;; - a’LJ para: 1 <i<dimW, 1< <dimW’, j>dimW
ou J >dim W' ai, a;; € (W C V) ou aj; € (W CV’). Entao temos [(W @ W’ C
VeV)CIW CV)+I(W CV'). Para a outra diregao, dado a;; € I(W C V)
(com i < dimW < j), entdo a;; - det(a,,) = a;; - v/, inversivel v/, e expandindo o
determinante, temos produtos a;;-aj ;-..., que estardo em I(W W' CV®V’), entdo
a;; também estd; portanto (W C V) CI(W W' CV @V’ etc. O

Teorema 4.5.18. Cada quociente de Hopf A — A/J, onde A é cocomutativa, é um

conucleo.

Demonstragio. (De Takeuchi (1972) 4) Primeiro veja o final desta prova para saber
o que se deseja fazer. SPDG, k = k e A é finitamente gerada (logo .J também é
ideal finitamente gerado). Escreva J = (&,...,&=). Existe (assim como em )
A-subcomédulo de dimensao finita V' C A (isto é, AV C A® V) incluindo &, ...,
&=. Mostra-se I(V.NJ C V) = J: seja base (v;)i<dim(vns), estendida a base (v;) de
V, escreva Av; = Zj a;; @vj; se ¢ < dim(V N J), vale Av; € A® J+ J® A, logo
cada @;; (com i < dim(V NJ) < j) estd em J; e (VNJ C V) C J; e também,
(Le)(Av) = v = 32 aij - €05 = 3 i gimvny) @iy - €0 porque J C nuce, logo cada
v, i < dim(V N J), estd em [(VNJ C V), e os elementos & também, portanto
JCI(VnNnJCV).

Temos entao comédulo (de dimensao finita) V' — A® V' com subespago W
com (W C V) = J. Trocando-os por suas poténcias exteriores AY™W = como vimos
acima obtemos I(W C V) = J com adicionalmente dimW =1. A agdo W — A/JQW
tem um unico coeficiente b numa base w € W N 0, e cada agdo W% — A/J @ W®*
terd o coeficiente [b¢] na base w ® --- ® w. Troque V e W por suas poténcias (_)®¢
onde e é escolhido como: se a caracteristica é 0, e =1 (e A é reduzida pelo teorema
); se a caracteristica é p > 0, entdo o nilradical de A é finitamente gerado (porque
A ¢ finitamente gerada), logo tem um indice de nilpoténcia n, e AP" é k" =k = k-
subélgebra reduzida, logo escolha e := p™. Pelo lema anterior, continuamos com I(W C
Vi=J+---+J=J, dmW = 1.

Existe (w) base de W, escreva pu/ w = [b°] ® w; logo b° estd numa su-

balgebra reduzida A¢; escrevendo pv; = Y a;; ® v; onde vy = w e agg = b°, vale
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ap1,ap2--. € J, logo Ab® = Aagy = Zj ap; ®ajo €°Xb°+J R A; e eb°=1. Em
particular, [b°] € A/J é quase de grupo. Procuremos um A-comddulo com elemento
w #0 com (w4, 1)(p'w') = [0 @'

Seja U o subespago gerado pelos f-b¢:= (f, 1)(Ab°), f € k—Alg(A,k); é de
dimensao finita pois estd contido no subespaco gerado por segundos fatores de tensores
em Ab°. Mostra-se ser A-comédulo por meio de A. Seja (ue) base de U, e seja (u))
base dum subespago complementar em A; escreva A(f-09) =3, c;®@u;i+ ;¢ @u; €
A®® A% se por absurdo A(f-b°) ¢ A® U, entdo existe ¢ # 0; e como A® 3 V° é
finitamente gerada reduzida sobre k = k, o Nullstellensatz diz que existe h’ € k—Alg(A°,
k) (um “ponto”) tal que h'((c})¢) # 0; sendo h: A — k dada por ha = {/h'(a®), temos
h € k—Alg(A, k) com hc; # 0; e assim h-(f-b°) = (hxf)-(Ab°) € U, onde * é a operacio
de grupo em k—Alg(A, k), porém este elemento ¢ h-(f-b°) =3, he;-u;+ 3, h; - uf
onde hc; # 0, logo h - (f-b°) ¢ U, absurdo.

Para cada linear g : A — k com ¢ [ J =0, a cocomutatividade d& g-(f-b°) =
f-(g:b°) = f-(gb°b°) = gb®-(f-b°) porque Ab°—b°®D° € JRA. Entao, A(f-b%) = b°®(f-b°)
(mod J ® A) porque cada (g,1) aplicado nos dois lados da resultados iguais.

O A-comédulo U tem uma base u;, com Au; = Zj ¢i,; ®uj. Entao, sendo
U'" espago vetorial de base u; e definindo pu; == >, Sc;; ® uj, entdo ¢ A-comédulo:
(e 1)) = S, = il -y = ws (1@ p)(pu) = X, Sz @ puts = 3, 565 ® S @ =
(S ®@8)(1(a; ® i) @u = 3 A(Sa;) @up = (A®1)(pu;). E como U satisfaz
i) = i = 4] [¥) € A/, temos [Seyi] = [i = 7] SI) = i = 3] - [¥] .

O lema anterior dd& I(W @ k-u) CVQU)=I(W CV)+I(k-uy CU') =
J+I(k-uy CU)=J, porque I(k-u} C U’) é o ideal gerado por Sc;1,c¢j1, para
j # 1, que estdao em J. E também, w ® v}, que gera W ® k - v}, na estrutura de
A/ J-comédulo satisfaz pa,s(w @ uy) = (b°]- ] 1) @ (w @ u)) = 14/ @ (w @ uf).

Portanto, temos A-comédulo de dimensao finita Z com elemento z # 0 tal
que I(k-2C Z)=J e com pz=1® z (mod J ® A). Seja base z; de Z, onde z = z,
e escreva pz; = ) . d;; ® z;; a hiptese em z déd di; = [1 = 7] (mod J). O ideal
I(k-2 C Z)=J é gerado por dyj,Sdy; para j # 1. Temos Ady; = > ,di; @ d;; =
dig ®@dy;+ Zi# di;®di; =1®d;,; (mod J® A); entdo os geradores dy j, Sdy; estao
no contcleo C' de A — A/J. Entdo, J = A-nucec. O

4.5.7 A prova

Teorema 4.5.19. A categoria dos esquemas-grupos afins abelianos (sobre corpo k) C é

abeliana.

Demonstragio. A categoria ja é pré-aditiva, tem o objeto inicial (e terminal), e todas
as somas diretas. Vimos acima que existem todos os ntcleos e os conucleos. Resta

tratar dos monomorfismos e os epimorfismos, nos dois lemas seguintes: \V4
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Lema 4.5.20. Em C todo monomorfismo € um naicleo.

Demonstracio. Seja F : G — H monomorfismo em C, associado ao mapa de Hopf
f: Ay = Ag. Como nucF — G L Hémoe F é monica, nuc F' = 0; isto é, F
é componencialmente injetivo. Como para cada k-dlgebra R, Fr = (g € k—Alg(Ag,
R)) — (go f € k—Alg(Ay, R)), vale que f é epimorfismo em R—Alg.
H&4 decomposi¢ao Ay — f(Ap) 5 Ag do epimorfismo f, logo f(Ag) C Ag
é continéncia epimoérfica em R—Alg. Pelo teorema , Ag é f(Ap)-fielmente plana,
logo o corolério implica f(Ap) = Ag. Entao, sendo f sobrejetivo, Ag = Ay/J
para algum ideal J; portanto, pelo lema , Ay — Ag = Ay/J é um contcleo.
\Y%

Lema 4.5.21. Em C todo epimorfismo é um conicleo.

Demonstragdo. Seja f : Ay — Ag monomorfismo de élgebras de Hopf cocomutativas;
seja ™1 Ag — Ag/(f(nucey)) seu conicleo; e seja C = {a € Ag | Aa—1®a €
(f(nucey))® A} o nicleo do contcleo. Pelo lema 2.9.4, conticleo de niicleo de conticleo
¢ contcleo, logo C'— Ag tem o mesmo conicleo 7 : Ag — Ag/(f(nuceg)).

Em termos de esquemas-grupos afins, ha dois homomorfismos F : G — H
e F': G — G' (onde G’ corresponde a C') com o mesmo nicleo; usando o produto-
fibrado G xyg G = (R) — {(90,91) € GR | Fgo = Fg:1}, as duas setas G xg G =
G — G’ coincidem; isto é, as duas setas C — Ag =2 Ag ®4, Ag coincidem, isto é,
c®1=1®c € Ag ®a, Ac para cada ¢ € C; como f(Ay) C Ag é fielmente plana
(pelo teorema ) e pelo lema , temos que C' C f(Ap).

Fazendo o mesmo com Gx¢G = G — H, concluimos f(Ay) = C. Portanto,
f: Ay — Ag fatora-se como Ay — C — Ag, onde C' — Ag é nucleo. Basta provar
Ag — C isomorfismo.

Vale Ay — C é monomorfismo (porque Ay — Ag 0 é); e pelo lema anterior,
como Ay — C é sobrejetivo, é um contcleo. E por teoria de categorias, contcleo

monico é isomorfismo. O

Corolario 4.5.22. Se A C B sdo k -dlgebras de Hopf cocomutativas e B ¢é finitamente

gerada, entdo A também €.

Demonstragio. Seja B — B/J, J := (nucey) conicleo de A — B. Como B ¢ finita-
mente gerada, J é ideal finitamente gerado; logo existe A" C A subdlgebra de Hopf
finitamente gerada tal que (nuceas) inclui esses geradores de J e logo é J também;
entao A’ — B tem o mesmo conucleo que A — B; como a categoria é abeliana,
A— B e A’ — B sao monomorfismos logo nicleos de seu mesmo conticleo; e nicleos

sa0 unicos a menos de isomorfismo, logo A = A’, finitamente gerada. ]

Corolario 4.5.23. As sequintes subcategorias da categoria dos esquemas-grupos afins
abelianos (sobre corpo k) também sao abelianas, com as mesmas somas, € 0S MesSMOS

nicleos e conicleos: (a) a dos algébricos; (b) a dos finitos.
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Demonstragio. Os colimites finitos de algebras de Hopf finitamente geradas (resp., de
dimensdes finitas) continuam o sendo; e o nucleo continua o sendo pelo corolario an-
terior. Entao a mesma prova de que a categoria maior é abeliana pode ser copiada

para as duas categorias menores. Il

Observacao 4.5.24. Epimorfismos de esquemas-grupos afins abelianos ndo precisam ser com-
ponencialmente sobrejetivos; por exemplo (se k = Fa), ay — as, (R) +— g — g%, é epimor-
fismo, pois k[X]/(X?) — k[X]/(X*%), X — X2, ¢ injetivo, mas em R := k[X]/(X?) o elemento
X € ay(R) nao estd na imagem de a,(R) = {0, X}.

4.5.8 Multiplicatividade de ordens

Lema 4.5.25. Se 0 - G — H — K — 0 ¢ sequéncia exata na categoria dos esquemas-
grupos afins abelianos finitos, entio |H| = |G|-|K| (onde |_| denota a ordem, isto é,

dimensao da dlgebra de Hopf).

Demonstracio. Ordens e sequéncias exatas sdo preservadas em extensao de escalares,
logo supomos, SPDG, k= k. Sejam 0 < B < A+ C < 0 as correspondentes algebras
de Hopf. Como k ¢é perfeito, e temos cocomutatividade, temos decomposicoes A =
A.®A, etc;. como a dimensao ¢é finita, A, é separavel e A, é local; a decomposicao nos
dois fatores é functorial, logo temos duas sequéncias exatas 0 < B, < A, < C, < 0
para x € {c,r}, e basta considerar cada uma separadamente.

No caso x = r, pelo fato , temos estruturas de Hopf A = k¥4, etc.,

ES

para grupos abelianos finitos X4, etc. Como kX = k[X]* e o functor k[ ] é pleno fiel,
temos equivalentemente sequéncia exata 0 — Xg — X4 — X — 0 de grupos abelianos
finitos, logo |X¢| = |Xa/Xp| = |Xa|/|X5|, e segue de dimy A = [kX4| etc.

No caso = = ¢, cada ideal nuce é nilpotente; pelo lema , A, é C.-livre,
e como A.®c, Ac = A. Qk B. (porque H xx H = H x (), vale dimy A, - dimy B, =
dimy, C.. - dim¢e, (A, ®c, A.) = dimy, C,. - (dime, A.)?, e dimy B, = dimy C, - dim A,, pois

sempre algebra de Hopf é nao nula. [

Corolario 4.5.26. Se f : G — H ¢ morfismo entre esquemas-grupos afins abelianos
finitos, vale que f € isomorfismo desde que: (a) f seja monomorfismo e |G| > |H|;
ou (b) f seja epimorfismo e |G| < |H|.

Prova de (a). H& sequéncia exata 0 — G LH O 0, logo |G|-|C| = |H| < |G|,
logo |C] =1 (pois A¢c # 0, assim |C| # 0); assim C' =0, e f é isomorfismo. O
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Capitulo 5
Mapas de Frobenius e Verschiebung

Lembremos que, quando k é corpo perfeito, toda algebra de Hopf de dimen-
sao finita cocomutativa é produto tensorial de quatro partes. Quando a caracteristica
é zero, pelo teorema héd s6 uma parte (reduzida de dual reduzida). Quando
a caracteristica é p > 0, veremos que as partes conexas serao onde certo mapa de
Frobenius sera “nilpotente”, e as partes separaveis onde sera “inversivel”; e o mapa

de Verschiebung classificara os duais.

5.1 Definicao e propriedades basicas

Seja k corpo (depois suposto perfeito) de caracteristica p > 0.

Defini¢ao 5.1.1. Define-se 0 : A — A por o(a) = aP, que é aditivo (ndo necessaria-
mente k-linear). Mas considere a extensdo de escalares AP) = A®,k =“A®o" (k)"
com k-a¢ao \-(a®u) = a®Au, e os tensores satisfazendo p?(a®@\) = a@(pPA) = (pa)A.
Entdo hé o “mapa de Frobenius” F : A®) — A dado por F(a® \) = \a?, que é k-
linear. (Como toda extensdo de escalares, A &lgebra de Hopf d4 A® &lgebra de Hopf;
e assim I’ mapa de Hopf).

Observacao 5.1.2. Se a algebra A tem base (a;)ier com a; - a; = >, ;- a;, entao AP)
tem base (a; ® 1)jer com (a; ®1)-(a; ®1) = (- ®1) =>4 ® O‘f,j,l; isto é, A®) ¢
quase a mesma algebra que A, mas com as componentes da tabela de multiplicacido elevadas

a p; assim, se cada «;j; estd em F,, vale AP) >~ A,
2

Para estudarmos o dual do “Frobenius”, precisamos da comultiplicacao re-
petida, AP : A > AQA — - — A%P,

Lema 5.1.3. Seja V' um k-espaco vetorial, denote por S o espago dos tensores de
V@ invariantes em permutacoes. Entdo todo elemento de S é combinagdo linear de

elementos da forma v*P =v®---®uv, v e V.



o7

Demonstragio. Seja (e;);cr base de V. O espago S tem base de elementos da forma:
dada fungao f:I — N com ) .., f(i) = p, o elemento

er= Y [f=(imeard{l]i=j})] e @ @

(.jl"“»jp)elp

Basta mostrar que cada ey é combinagao linear dos v®?, v € V. Os casos
er = e;? sdo triviais; logo, supomos V;f(i) < p. Seja I’ := {i | f(i) # 0}, finito. Para

acy: 1" = Fp, define-se v, =), ; o - €;. Entao

ST g =0 (JTed?) -e,

g:I'—N 4el’ iel’
S D g =p (JT[?Y) eg+> al e
g:I'>Nep i€l’ iel’ el

Existe iy € I'. Para i € I' \ {ip}, denote M; a matriz de Vandermonde para O,
..,p—1, isto é& M; = (h9)gpen.,, inversivel. Entao ®i€[’\{i0} M; é linear inversivel

também, representado pela matriz:

H h(i)g(i)
iel’~{io} g,h:I'~{io}—N«p

Entdo, para cada ¢': I’ \ {ip} = N, existem coeficientes ¢, tais que:

By = Z Ch - Z ( H h(i)?®)

h:I'~{i0}—=N<p g:I'\{io}=>N<p i€l'\{io}

onde E, denota os membros da base candnica de k(' >lio}=N<p)
Temos mapa linear Ey +— egu(igmp—s,) €aso S, = Zie[’\{io} g(i) < p, e

E,+— 0 caso contrario. Entao,

ef = Z ch Z H h(i - [Sg <l eguiiop-5,)

h:I'~{io}—=N<p g:I'~{io}—=>N<p €l’~{io}
a(ip)=1
— g(t
= > g Y, R_og@ = (]]e")
a:I’"=Ngy g:I'" =Ny i€l’ iel’
a(ip)=1
- E : al(I'~{io}) E :oz
a:l’-Ngy iel’

]

Observacao 5.1.4. Dada k -codlgebra cocomutativa A, dado a € A, escrevendo APa (que é

elemento simétrico de A®P pela cocomutatividade) como ), )\i'Ul@ P temos que para cada base
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(e;) de A, denotando por [---] os coeficientes na base induzida de A®P, vale: [e;@p J(vEP) =
([eslvi)?; entio em AW vale 5, ¢;0[e7](A%a) = X2, , ;@ (- ([eslui)?) = 5,4 (e5-leslvn @A =
>, vi ® A;. Em particular, como sdo sempre iguais, estes dois valores independem da base

(e;) e das parcelas \; - v:F especificas.

Definicdo 5.1.5. Dada k-codlgebra cocomutativa A, define-se V : A — A® por: dada
base (e;), dado a € A, define-se Va =3} . e;® [e;@p](APa); ou entao escrevendo APq =
S AP define-se Va =3, v;® ). (Pela observagao acima, esta definicio ¢ valida).

Este V' é o “mapa de Verschiebung”, pronunciado “feaxibum”). V é k-linear.

Lema 5.1.6. Se A ¢ k-codlgebra cocomutativa de dimensio finita, entio V : A — AP

é o dual de F : A*P) — A* (médulo o isomorfismo candnico A*P) = AP*)

Demonstracio. O dual de V : A — A® ¢ o mapa de V* : A®P* — A* dado por:
g—ar— g(Va). Se v: k— K é extensdo de corpos, o isomorfismo (A*)x = (Ag)* é
dado por f@A = a®@u — t(fa)-A-p. Aqui, ¢ é 0 : k — k, logo ¢ : A*P) =2 AP* ¢ dado
por f@A—=a®p (fa)?-\-p. Logo AP — AP* 5 A* § dado por: sendo APa :=
-, vale Va = ¥, a0 ai, e V(6(f @ N)(a) = 6(f @ \(Va) = A Syl far)? - a.
E o mapa F: A*®) — A* & f@X— (fPoAP). ), isto é, F(f@))(a) = fP(APa)-\ =
Y- (fa;)? - A Entao, F' é V*o¢, como desejado. O

Lema 5.1.7. Se A € k-dlgebra de Hopf cocomutativa, entdo V : A — AW ¢ mapa de
Hopf.

Demonstra¢io. Como AP1 = 1-1%P, vale V1 = 1 ® 1. Dados a,b € A com APa =
Soai-al? e APb = > B b7, vale AP(a-b) = > i i B (a;-b;)%P, entdo V(a-b) =
ZL ;i bj®a;-Bj = Va-Vb. E A ¢é unidao direcionada de codlgebras de dimensoes
finitas C;, e V : A — AP restringe-se a V : C; — C’J(-p); como V [ C; é dual de
F C’;(p N C%, que preserva a multiplicagdo, V' [ C; preserva a comultiplicacdo A;

entdao V : A — AP preserva A também. [

Lema 5.1.8. Se A ¢ k -dlgebra de Hopf cocomutativa, entdo FoV : A— A é o mapa
(:P) o AP (onde (P): A®P — A, (P)(a1 ® - ®ap) =aj---ap,), e VoF : AP — AP ¢

o mapa (7)o AP.

Demonstragio. Escreva APa =Y, a;-a;? =3 (- a;) ® a??™; logo Va = Do ®ay.

(3

Entdo, F(Va) =), a;-a = (?)(APa). Também, F(a® 1) = a?, APa? =), af - (al)®P,

VaP =37 a}®@ay, logo V(F(a®1)) =Va? =37 aj®aj, e (P)(AP(a®1)) = (P)(3_;(a-
a; ©1) @ (a; © 1)°PD) = ()3, 07 - (a; @ 1)%P) = Y, af @ af. [

Entao, se G é esquema-grupo afim abeliano, ha homomorfismos F' : G —

GP) e V:GP - G com FoV e VoF sendo os respectivos ¢ — p - g.
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5.1.1 Relacionando-os com algebras separaveis, conexas

Lema 5.1.9. Dada uma k -dlgebra de Hopf A cocomutativa de dimensdo finita:

1. A € conexa sse existe N tal que

(A k2T AW N) = (A Ba 40 49 q000) L AW> _

2. A ¢é separdvel sse F: AP — A é isomorfismo;

Demonstragio. (1) Lembrar que A é conexa (isto é, local, pois dimensao finita) sse seu
ideal maximal nuce ¢é nilpotente; isso sse algum mapa Fyo---oF,,~n-1 se anula em
nuce, pois as imagens desse mapa sao as somas de elementos (---(a” - Xg) -+ Ay_1)?,
a € NUCEYH.

(2) Sendo A =[], Ai, A; locais, vale Fy =[], Fa,, logo consideramos cada
fator A; por vez. Quando A; ndo é reduzida, F' nao é injetivo. Supor A; reduzida (isto
é, corpo). Caso A; seja separdvel: mostremos Fly, sobrejetivo (em particular bijetivo);
seja a € A; N F Ai(AEP )): vale que kla?] C kl[a] € A; sdo corpos (de dimensdes finitas),
a satisfaz XP — aP, que se fatora (X — a)?, logo é irredutivel em k[a?] # a, logo é seu
polinémio minimo, porém é inseparavel; assim k[a?] C kla] é insepardvel, e a extensdo
maior k£ C A; também, contradicao.

E caso Fy, seja bijetivo, dado a € 4;, vale que F : k[a]® — k[a] é injetivo
também, logo sobrejetivo, logo ha P(X) € k[X] com a = P(a?), isto é, a satisfaz
X — P(XP?), que é polindémio separdvel porque sua derivada é 1 —0 L X — P(XP);

entao A; é separavel. O
Defini¢ao 5.1.10. Abrevia-se

(Fjlv : A(p)N — A) =FjoF po---0 AN,

(VY :A— A(p)N) =Vipn-10---0Vym o Vy.

Definicao 5.1.11. Diz-se que G ¢é de tipo z-y quando G é z e seu dual G* é y.
(Assim, por exemplo, um esquema-grupo afim abeliano finito G' é de tipo local-local

se e 80 se F' e V sao “nilpotentes”).
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Capitulo 6

Vetores de Witt

Queremos classificar esquemas-grupos afins abelianos finitos por meio de
seus homomorfismos a um objeto especifico, que serd um esquema-anel afim de dimen-
sdo infinita a ser procurado. Seus elementos serdo vetores (rg,ri,...) com operagoes
especiais. Sua algebra de Hopf é entdo k[Xo, Xi,...] com certo A, o mapa F ¢é
X; = X?) logo F(rg,ri,...) = (rh,r},...). Tentaremos que Verschiebung seja V(rg, 71,
) =(0,79,71,...); logo, p-(ro,71,...) = V(F(ro,r1,...)) = (0,75,r],...). As operacoes
+ e - deverdao ter certa sofisticagao.

Tentaremos fazer que a n-ésima componente do resultado (de cada soma
ou produto) sé6 dependa das componentes i-ésimas, 0 < i < n, dos argumentos; em
particular, serdo operagbes “continuas”. Tentaremos também que valha (rg,7q,...) =
5220075, 009) = S pi - 7 (r/P) onde 7(x) = (£,0,0,...), e onde consideramos
elementos 7¢,71,... num corpo perfeito. Resta calcular 7(x) 4 7(y).

Queremos que hajam ®,(rg,...) € k (dependendo s6 das m primeiras com-
ponentes) que preservem -+ e -. Em particular, deve valer ®,(r,...) = > r,®,(07,
ri, 009) = 37" @, ,(r;); e também, p - ®,(09,7;,00)) = &, (p - (09, r;, 0"~1-D)) =
@, (00D P ..y isto 6, p- @,,,(ri) = ®piea(r]). Entdo tentaremos polindmios @, (),

. n n—1
.., @, ,(x) sendo respectivamente: P ,p-aP ... p"-x.

6.1 A definicao dos vetores de Witt

Lema 6.1.1. Se I € ideal de anel R e p € N € primo com p € I, entio V,enya = b
(mod I) = a”" =b" (mod ["H1).

Demonstra¢io. Por indugdo em n, basta provar a = b (mod I"™) =— af =
(mod I™*!). De fato, sendo ¢ == a — b € I™, vale (usando que (‘i’),...,(pfl) S
miltiplos do primo p) a? — B = (c + b)P — b = » + S0} ) - -t e (I

-
[m—i-l) + Zf:_llp ([im C [m) C Jmtl []

<

javRy
o
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Definigao 6.1.2. Define-se esquema afim W sobre Z como W(R):= R X R X --- para
cada anel R (isto é, Z-élgebra R).

Defini¢ao 6.1.3. Temos a operagao de “componente-fantasma” @, : W(R) — R,
() =10 2l

O objetivo serd mostrar que hé tnica estrutura de esquema-anel em W, de

modo que cada ®,, seja homomorfismo.

Lema 6.1.4. Sendo I : Z—Alg — Conj o functor I(R) = R, dado mapa natural
u:l xI = I, satisfazendo, para cada anel R e cada n € N,

va7b,1‘,yERuR(a + pnxa b + pny) - UR((I, b) € pn . Z[CL, ba Z, y]v
entdo existe unico mapa natural v: W x W =— W tal que
V20Vz,7Pn (0(Z, ) = u (P (), Pu(¥)) -

Demonstra¢io. Basta trabalhar no anel de polindémios R = Z[z, yo, Z1,Y1, - - -|. Deseja-
9

mos resolver: ®,2 = u(®,z, ®,7), isto é,
n=0 = zy=u(x, %),

n > 1 = p”zn+q)n71(5"):u(<bnf,q)ngj),

onde z” denota (z8,27,...). Como ®, 1(z”) s6 depende das z,...,z, 1, até agora

sabe-se que ha unica solucao

ZTL = vn(£7 g) E Z[]'/p] [‘/I/‘O7y07 A 7xn7yn]7

e resta mostrar, por indugdo em n, que os coeficientes de z, sdo na verdade inteiros.
Caso n = 0, trivial, pois zo = u(xo,yo) € Z[zo, Yo, j& que todo mapa natural

u: I x I = I é necessariamente dado por um polinéomio fixo nos dois argumentos.
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Supor n > 1. Temos

u(P, @, Dpy) — Ppo1(27)

2y =
pn
_ wW( P 1 (Z7) + ", Pr 1 (T7) + P"yn) — Pp1(27)
pn
c u@)nfl(f ), (I)nfl(ga)) - (I)nfl(gf’) +p"- R
pn
q)n— —’a) Tid - (I)n— 7
_ 1(0(Z7,77)) 1(Z7) TR
pn
7’1—1 i L
D I (s e T R

—u@ g e R =5 R,
por aplicacdo do lema a v (27, 97) —v(Z,Y)? € p- R, i <n—1, hipdtese indutiva.
L]

Teorema 6.1.5. Hd unica estrutura de esquema-anel em W (chamado esquema-anel
dos vetores de Witt p-ddicos) de modo que as componentes-fantasmas ®,, : W(R) — R

sejam homomorfismos naturais.

Demonstra¢io. Aplicamos o lema anterior ao mapa u: [ x I = I, u(x,y) =z —y,
com

ur(a+p"z,b+p"y) —ug(a,b) =p"zv +p"y € p-Zla,b, z,yl,

e depois ao mapa u(x,y) = xy, com
ug(a+p"z,b+p"y) — ug(a,b) = p" (xb+ ay + p"zy) € p" - Zla,b, x,y],

e depois usamos as unicidades para mostrar os mapas obtidos W x W — W dao

uma estrutura de esquema-anel. O

Exemplo 6.1.6. Em (zg,z1,...) £ (yo,¥1,...) = (20, 21, ...), temos:

20 = Xo * T1,
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DT £ Dy — Py(27)
p
_ wp+pen £ (Y +py) — 2
p

p—1 P
=$1iy1+2%>'xli'(iyl)p_i;"'
=1

21

Fato 6.1.7. (a) O mapa 7: R — W(R) dado por x v+ (2,0,0,...) é multiplicativo.
(b) Dado X CN, dado ¥ € W(R), wvale

ieN 4 ieN
(c) Vale (a,0,0,...)- (zo,x1,...) = (apo xg,al - xy, .. ).
Demonstragdo. (a) Vale 7(1) = (1,0,...), e ®,(7(1)) = 1" =1, elemento neutro. Tam-

bém,
0, (1(2) - 7(y)) = Pu(r(2)) - Pu(7(y)) = 2" -y = (ay)”" = Cu(7(2y)),

para cada anel R e quaisquer z,y € R, logo 7(z) - 7(y) = 7(zy).
(b) Sendo y e z as duas parcelas do enunciado,

i€eX , i¢gX
Py +2)= D bl T+ Y pal = 0u(x)
0<i<n 0<i<n
(c) Vale
@n (apox()’a lx17 _ Z pz apz pn—z xfn—z

0<i<n

=Y Pl = 00,0, ) (g, )

0<i<n

]

Observagao 6.1.8. Para cada n € N, define-se W,,(R) := W(R)/I,, onde I, = {x € W(R) |

=x9p =+ = Tp_1}; enta g uema-an uj men a vetor i
0 0 n—1}; entdo W, é esquema-anel, cujos elementos sdo os “vetores de Witt”

p-adicos de comprimento n.

6.1.1 Relagdao com os p-adicos

Fato 6.1.9. Sendo Z, o anel dos inteiros p-ddicos, vale Z, = W(F,).



64

Demonstracao. Temos o diagrama comutativo:

WO(]FP) <~ Wl(]Fp) < WQ(]FP) -~ ..

Cada coluna é o mapa Z/p" — W, (F,) dado por [m]— m-(1,0"1); é injetivo porque
p"t- (1,071 = (0"71,1) # 0; e é bijetivo porque o dominio e o contradominio tém
a mesma cardinalidade, p”. Logo os mapas verticais formam um isomorfismo natural

entre as duas linhas; tomando limites, temos Z, = W (F,). O

6.1.2 Usando séries geradoras

Sendo R uma Z[1/p]-édlgebra, dado ¥ € W(R), podemos considerar a série

geradora

TR SLNCRAES ) S
n>0 n>0 =0
’L+d
DRI
>0 d>0

{ = Y = S st )

i>0 d>0 P! i>0

onde S(t) =3 ;0 7 /p?. (J& se entenderd por que ®,(Z)/p" em vez de ®,(Z).)

Notar que log # =" +1?"/2 + 3" /3 + - --. Encontraremos ¢, com
Ca m
e D D) D M I
n>1 n>1m>1 a>1 mCa

onde C denota a relacao de divisibilidade. Devemos ter

a/m 1 a/m
a=p! = Z%:ﬁ’ agé{po,pl,...} - Z%:o.

mCa mla

Usando a linguagem de fungdes aritméticas multiplicativas (e * sendo convolugao),

temos ¢(yxe_; = f, onde e_1(m)=1/m e f(p?)=1/p* e f(a) =0 se a ¢ {p°,p',...}.
Assim, pela féormula de inversao de Mobius,
coyxe_1x(p-e_y) =cy=fx(pu-e_q),

g o)

eEa
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Para a = p?, temos ¢, =a*- Zegd p(p?=°) B

vale a = p?-m com pZm >2, e

— a—l . d—e m) = a 1 N(m) (d = 0)
a % o ) p(m) — p(m) +0 (d>1)
_ pla) d=0]

Conclui-se:

Fato 6.1.10. Vale:

S(t):Z;%:ZME?> ~10g1_1tn.

d>0 nAlp

Assim,

n>0 pn

— Hexp —S(z; - tP ))

i>0
:Hexp ( ﬂ-log <1—a:?-t”'pi>>

>0 nZp

2\ H(n)/n

CTITL ()

120 nlp

Entao E(Z,t) = exp(—L(Z,t)) é uma série em t cujos coeficientes sio polinomios em
Zp)|xo,x1,...], onde Zy) € o anel dos racionais cujos denominadores sio coprimos a

p-

Demonstragio. Para n 2 p, (1 —y)""/" = > om0 (”(")/") - (—y)™ onde também para

v ¢ Z se define (), que para x = p(n)/n é um racional de denominador dividindo

m

n™, coprimo a p. Il

6.1.3 Frobenius e Verschiebung nos vetores de Witt

O esquema afim W pode ser restringido a [, -dlgebras (também denotado
W); assim W® =W (pois, lembrando, \’? = A\ para A € F,). Podemos logo considerar
os mapas de Frobenius e Verschiebung como F,V : W — W. Vale F(xg,x1,...) = (25,
2y, ...), para quaisquer (zg,z1,...) € W(R) e IF,-dlgebra R. Assim F' é mapa aditivo
e multiplicativo (porque os coeficientes de x +y e x -y sdo polindémios P(zg,o,...) €
F,[zo, %0, .. .], e temos que P(xo,o,...)" = P(zh,45,...)).

Para obter a férmula de V', primeiro V(FZ) = p-Z. Usamos a série geradora
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da segao anterior. Primeiro para & € W(R) onde R = Qz¢,x1,...] (ndo uma [F,-

algebra), vale

E(p-Z,t) = exp(—L(p- Z,1)) = exp (— > Z%Z(f) : t”") = exp (—L(Z,1))";

n>0

entdo E(p-Z,t) = E(Z,t)P para qualquer algebra contendo os coeficientes de E, isto
¢, para qualquer Zg,-algebra R e ¥ € W(R). Em particular vale para qualquer F,-
algebra R, pois todo inteiro coprimo a p é inversivel em F,. Neste caso E(Z,t)? é a

série obtida elevando cada termo a p, e cada coeficiente é um polinémio em F,[zo, 21,

...], logo temos
E@ P =]]]] <1 — P )
>0 nAp
i1\ H(n)/n
-TITI (1—@«7?.15"-10“) = B((0,2%,2%,...),1).
120 ndp

Portanto, p - (zg,21,...) = (0,z8,27,...) (¥ € W(R), R € F,—Alg).

O mapa F : W — W ¢é epimorfismo, pois a nivel de algebra de Hopf
Aw = k[Xo, X1,...] é o mapa X; — X7, que é injetivo (logo monomorfismo). Assim
a igualdade V(FZ) =p- & caracteriza unicamente o mapa V: V(Z) = (0, xo,...).

Conseguimos entdo achar um esquema-grupo afim com as propriedades pro-

curadas; falta provar que ele permite classificar os esquemas-grupos abelianos finitos.

Corolario 6.1.11. Temos as propriedades dos mapas em W = Wg,:

(a) F(xg,x1,...) = (zb,25,...) € endomorfismo do esquema-anel W ;

(b) V(xo,x1,...) = (0,20, 21,...) € endomorfismo do esquema-grupo abeliano
W;

(c)V(Fx)=FVz)=p-x=(0,2p,2,...);

(d) x - Vy=V(Fz-y).

Demonstragio. Resta sé (d). Primeiro, se y = F'z, vale
- Vy=a-V(Fz)=x-p-z=p-x-2=V(F(z-2)=V(Fz-Fz)=V(Fx-vy).

Para z fixo, os homomorfismos (aditivos) y +— z-Vy e y — V(Fz -y) coincidem na

imagem de z+— Fz (que é epimorfismo), logo coincidem para qualquer y. ]

6.1.4 Os ideais de W (k)

Sendo k corpo perfeito de caracteristica p, se z,y € W(k) \ 0, hd minimos
iejcom x;,y; #0, logo x=V'X e y=VIY com Xo,Yy#0. Vale: z-y=z-VIY =
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V(Fe - ViTY) = .. = Vi(Fig . Y) = VI(VIFIX . Y) = ... = VIH(FIX . FiY), e
(FIX - F'Y)y = (Xo)” - (Yo)” #0; em particular, z -y # 0. Mais detalhes:

Lema 6.1.12. Se k ¢é corpo perfeito de caracteristica p, o anel W(k) é dominio co-

mutativo de ideais principais, cujos ideais sio precisamente (p) D (p') D -+ D (0) (e

assim dito um “dominio de valoragio discreta”). Em particular, p-V_V(k) ¢ W(k) -médulo

de comprimento 1.

Demonstragio. Acima se provou que W (k) é dominio. Seja I C W (k) ideal ndao nulo.
Para cada x € I ~ 0 hd i minimo com z; # 0; ha x € I ~ 0 cujo i atinge o valor
minimo dentre as opcoes em I~ 0. Vale z = p'-y onde y = (x;/pi,x;ﬁi, ...) (de k ser
perfeito), assim yo # 0; e também I C (p°).

Se mostrarmos que y ¢ inversivel, concluiremos que (p’) C I. Vale y = (yo,
0,...) 2z onde z = (yo_poyo,yo_plyl, ...), logo (1 —2)g =0, logo a série 1+ (1 —2)+
(1—2)%+---converge (pois a i-ésima parcela (1—2)" estard em (p), isto é, sdao nulas
as i primeiras componentes), e dd o inverso de 1 — (1 — 2); logo, z é inversivel, e
y =0,

Enfim, o W(k)-mddulo ZW M(,(L) tem somente os submédulos 5 C 7

, que formam cadeia de comprimento . O

6.2 Pareamento de vetores de Witt
Abrevie: T(R) = {7 € W(R) | Viznz; =0, Vcnz? =0}

Lema 6.2.1. Existem funcoes A, B,C,D tais que, para quaisquer m,n > 1 e qualquer
anel R:
m m A
(a) T (R) £ T(R) € Ty(n™ (R);
(b) T(R) - W(R) € TH "

v

( )
Em particular, W( ) = Upn T (R) € ideal de W(R).

Demonstragio. Lembrar que (£),(-) sdo as tUnicas operagoes naturais em W tais que

para cada anel R vale
Oi(x ty) = Pi(z) £ i(y), i(zy) = Di(2)Pi(y), z,y € W(R),

onde @, (z) = plxiyy + Di(27).

(a) Damos um “peso” a cada mondémio em Z[zg, yo,- . -|:

| IER78)

1>0

= Z(ei il + filyl) s |2l = |yl = p".

1>0
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Um polindémio em Z[xg,yo,...] é “isobarico” de peso P quando é combinacao Z-linear
de mondémios de peso = P.

Em s =x £y, temos: sy = x¢ £ yo,

D7) = Bily?) = Bils”)

Sit1 = Tiy1 £ Yiy1 +

pitl
Disso, pode-se provar por indugdo que s; € Z[xg,yo,...] ¢ isobdrico de peso p’. (De
fato se vale para i = 0,...,7, vale que ®;(s7) = Zzopisfjﬂ+1 é isobérico de peso

p'-p? T = pitl e as parcelas restantes acima também, logo a soma s;; também é
isobdrica de peso p'*1.)

~ 7 N ~

Entdo, se R é um anel e z,y € T""(R), sendo s =z +y, se sf #0, entdo

seu peso p'-pY ¢é no méaximo
(pm_l)p0_|_+(pm_1)pn—l <pm+n’

isto é, i + N <m+n. Entdo T™(R) £ T™(R) C T, (R).

(b) A prova é similar, mas damos peso 0 a cada y;. ]

(Vale que W ¢é unidao de esquemas afins, mas nao é esquema afim).

Lembremos a série de poténcias

E(z,t) == exp (—L(z,t)) = exp (_ Siso ‘1>;(i:v) : tpi> :

cujos coeficientes estdo em Zgy[vo, z1,...]. A parcela ®;(x)/p'-t*" tem grau em t igual
a p' e o coeficiente é um polindomio isobarico de peso p’; logo, o coeficiente de t?,

d €N, em E(z,t) é um polinémio isobérico de peso d.

Definicao 6.2.2. Define-se operagao () : WxW—1 (onde I(R) := R) por:

(z,y) = E(x-y,t)],—y

(Avaliacio em t = 1 faz sentido, pois o coeficiente de t¢ serd polindmio isobérico de

peso d em Z[sg,s1,...], s:=x -y, que serd nulo para d >0, pois s € /VI?)

Como ®;(z £y) = &;(z) £ ;(y), vale E(x +y,t) = E(x,t) - E(y,t). Assim,
(zy+y) =(z,y) - (x.y) e (x+2"y) = (z,y) - (z,y); em particular, (z,y) - (z,~y) =
(x,0) = E(0,1) =1, logo cada (z,y) é inversivel; entao (,) : W x W = G,

Definigao 6.2.3. Define-se o esquema-anel W™ como o nicleo de F™: W, — W,. (A
algebra de W™ é k[X,,..., X,]/(XE",...,X?™), de dimensdo p™".)

Lema 6.2.4. Temos sequéncias exatas curtas: 0 — W = Wi N S W™ — 0 (onde r

¢ projecio nmas n primeiras componentes); 0 — W™ -5 Wm+M f—> WM — Q.
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Demonstragio. WM L5 WM & epimorfismo porque seu mapa de Hopf é k[X wl/ (X, ]r)
— k[ X))/ (X, ?HM), X; = X", que é monomorfismo. O resto, por elementos genera-

lizados. OJ

Do corolério , vale (z,Vy) = E(z-Vy,1) = E(V(Fz-y),1) = E(Fz-vy,
17) = (Fz,y). Entdo, se "z =0 e Vicpy; = z;, vale y—z = V"w, e (z,y)/(x, z) = (z,
y—z) = (x,V"w) = (F"z,w) = (0,w) = 1. Logo também ha (,) : W x W, = Gm,
onde Wn = nuc(F" : W — /W) Similarmente, ha (,) : Wy x Wm = Gy e (,) :
Wr x W — Gy,

6.2.1 Esquemas formais

Defini¢ao 6.2.5. Define-se o “functor dos elementos quase de grupo” Sp* : CoMonAb(

k—Vect, ®) — Conj* & por:

Sp*(C)(R) = {a € C® R | ecg,r(a) = 1r, Acg,r(a) = a®ra}

Lema 6.2.6. Sp™ ¢é functor pleno fiel. (Os functores isomorfos a membros da imagem

de Sp* serdo ditos “esquemas formais”).

Demonstrag¢io. Como na prova do lema , se C' ¢é coalgebra cocomutativa de di-
mensdo finita, Sp*(C)(R) = k—Alg(C*, R) por meio de (> a®@7r) = (f — > fa-r).
Notar @(H®1)> a®r)) =2 Ha®r)=(f— >  f(Ha) - 1) =2(> a®r)o(cH).
Entao dadas C, D coalgebras cocomutativas quaisquer, que sao unioes direci-
onadas de suas respectivas subcodlgebras de dimensdes finitas C;, D;, vale que Sp*C é
unido direcionada dos Sp* C;, e Conj* ™&(Sp* C, Sp* D) =2 lim,; Conj*"&(Sp* C;, Sp* D)
> lim; Conj* A¢(k—Alg(C?,),Sp* D), que por Yoneda é isomorfo a lim; Sp* D(C?), e
este ¢ isomorfo a lim,colim; Sp* D;(C;) = lim; colim; k—Alg(D;,C}) = lim; colim;
CoMonAb(k—Vect, ®)(C;, D;) = CoMonAb(k—Vect, ®)(C, D). E o mapa

CoMonAb(k—Vect, ®)(C, D) — Conj" A¢(Sp* C, Sp* D)

leva f:C — D a: f; = (f | C;) : C; = Dy, (ofi) : Dy — Cr, d1(of;) €

Sp* D(.)(C}), = € Sp*Cy(R) — (1 @ ®x)(®(of;)) € Sp*D(..)(R), que é igual a
z— O (Pzo(of;)) = (f; @ 1)(z) = Sp*(f)(z). Portanto, Sp* ¢ pleno fiel. O

Lema 6.2.7. A categoria CoMonAb(k—Vect, ®) tem objeto terminal k, e produtos sdo
dados por produto tensorial, com projecoes my : Co @ C; — Cy e m : Cy ® C; — (O,

o = (L,ecy) e m = (ecy, 1).

Demonstra¢io. Co®Cy tem operagoes: €(co®cy) = €g,o-€cyc1; Alco®cy) = T(Agyco®
A¢ 1), onde T((ag ® by) ® (a3 ® b1)) = (ag ® a1) ® (by @ by). (Similar ao coproduto de
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dlgebras de Hopf). O mapa my é morfismo de codlgebras: ec,(mo(co ® ¢1)) = €c,(co -
€c,C1) = €(co ® c1); (mo ® M) (Ao ® 1)) = (m0 @ 7o) (T(Agyco @ Agyc1)) = P(Acyco ®
A¢, 1), onde P((ag ® by) ® (a1 ® by)) = ag ® by - €ay - €by, logo (mo ® mo)(Aco ® ¢1)) =
Acyco - (€,€)(Ag 1) = Ay (moco). E m similarmente.

Resta a propriedade universal. Dados morfismos de coalgebras f : D — Cj
e g: D — (Y, define-se h: D — Co®@Cy, h:=(f ®g)oAp; é morfismo de codlgebras
porque eoh = (eofeogloA = (e,e)oA=¢, e Aoh=To(Ag,®A¢,)o(fRg)oAp =
To((fef)oAp®@(g®g)oAp)oAp = (fRg®f®g)oTo(Ap®Ap)oAp = (h@h)oAp
onde x usa cocomutatividade; assim, my o h = (f,e-g) o Ap = f, e similarmente
moh=g. Eseh:D— Cy®Cy é outro morfismo de codlgebras com mgoh' = f
e moh' =g, entdo, h = (mp®@m)o (W ®@h)oAp = (mp ® M) 0 Acyec, @ W = h' de
(mo®m1)0Acyec; = (Mo®@m1)oTo(Ag,®Aq,) = ((1,6)®(e,1))o(Ag, ®Ap,) = 1®1. O

Lema 6.2.8. Hom(, G,,) € antiequivaléncia da categoria dos esquemas-grupos afins abe-
lianos d categoria dos esquemas-grupos formais abelianos. (Em particular, a categoria

dos esquemas-grupos formais abelianos também é abeliana).

Demonstragio. Vale Hom (G, Gy,)(R) = CoAb(k—Alg)(k[X, X |, Ag®R) = Sp*(Ag)(R).
J& vimos Sp* ser equivaléncia da categoria CoMonAb(k—Vect, ®) a categoria dos es-
quemas formais. Logo, Sp* induz equivaléncia entre as respectivas categoria de objetos-
grupos abelianos. Um objeto-grupo abeliano na categoria dos esquemas formais é o
mesmo que um esquema-grupo formal abeliano. Resta provar que um objeto-grupo
abeliano em CoMonAb(k—Vect,®) é o mesmo que uma k-algebra de Hopf cocomuta-
tiva.

Um objeto-monoide abeliano em CoMonAb(k—Vect,®) consiste duma k-
coalgebra cocomutativa C'; junto a lineares v : & — C e m : C ® C — C, com:
u e m sao mapas de codlgebras (isto é, e(ul) =1, eom = (¢, €), A(ul) = ul ® ul,
Aom = (m@m)oTo(A®A)); mor =m (onde T(a®b) = b®a); mo(uce®1)RAc = l¢;
mo(m®1c) =mo(lg®@m). Isso é o mesmo que uma k-algebra (comutativa unitéria)
com produto m, e homomorfismos de &algebras € e A satisfazendo as condigdes de
codlgebra. E um objeto-grupo abeliano em CoMonAb(k—Vect, ®) tem adicionalmente
linear S : C'— C com: S mapa de codlgebra (isto é, eoS=€¢e AoS=(5®95)0A);
e mo(S®1)oA =wuoe (isto é, (S,1)oA =¢, abreviando 1 :=wul e (-) :==m). Em par-
ticular, (S,1)(Al) = €l, logo S1 = 1. E por propriedades de objetos-grupos abelianos,
vale mo (S ®S) = Som, logo V,p,S(a-b) = Sa- Sb. Portanto, Ab(CoMonAb(k—Vect,
®)) = CoAb(k—Alg). O

Observagio 6.2.9. Vale Hom(G @ H, Gp,) = Hom(G, Gp,) @ Hom(H, G,). Logo os produtos
finitos de esquemas-grupos formais abelianos sdo também as somas finitas. E, dado ¢: G —
H, Hom(conue ¢, Gm)(R) = Sp*(Acomnes)(R) = Sp*(Am)(R) N (Acomues ® R). E, dado v €
nuc(Sp* ¢’ : Sp* Ag(R) — Sp* Ag(R)), vale (¢ ®r1)(Aayer(v)) = (¢ @rl)(vOV) = dv@R
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v=1R®RrY, logo v € Aconuce ® R. Entdo, Hom(conuc ¢, Gr,)(R) = nuc(Sp* ¢’ : Sp* Ap(R) —
Sp* Ag(R)), isto é, os nucleos de esquemas-grupos formais abelianos sdo precisamente os
nucleos componenciais. Combinando os dois, os limites finitos de esquemas-grupos formais

abelianos sdo os mesmos de functores.

Observacgao 6.2.10. Se ¢ : G — H é morfismo de esquemas-grupos afins abelianos finitos,
é em particular de esquemas-grupos formais abelianos, equivale a Hom(, Gy,)(G* ﬁ H*), e
assim ¢ : G — H é monico, épico, etc., na categoria dos esquemas-grupos formais abelianos
sse G* ﬁ H* é épico, monico, etc., na categoria dos esquemas-grupos afins abelianos, sse

¢ : G — H é monico, épico, etc., na categoria dos esquemas-grupos afins (finitos) abelianos.

6.2.2 Duaisde W', W,, e W

Lema 6.2.11. Hd isomorfismos W}, = (W")* = Hom(W/", G,,) e W' =~ Hom(W:, Gy)
dados por {,).

Demonstrag¢io. (De (Demazure e Gabriel, 1970) 11§2n2.6, V§4n4.5) Os mapas sdo ¢, :
W! — Hom(W™, Gn), ¢r(z) = (R € R—Alg) — y — (WL(r_r)z,y), e similar
boo : W = Hom(Wi, Gn). Para m € NU {oo}, vale ¢n(2)r(y) = E(z - (y,0,...),
1) = E((zo-y,x1-y?,...),1) pelo fato . A formula B(Z,t) = exp(— 3,50 5(z - 1))
vale em caracteristica zero; logo, denotando por (---)., a série de potér_lcias obtida
removendo termos de graus > p, vale que E(Z,t) —exp_,(— > ;50 5<p(zi - 7)) é série
de poténcias em t onde cada coeficiente é multiplo dalgum z?. ;‘,s séries de poténcias
exp_, ¢ Sc, podem ser usadas em caracteristica p. Entao, como x € Wl ou x e Wt
implica cada ] = 0, ¢m(z)r(y) = exp, (=D 50 Ti - y?"). Também, sendo L(X) =
log(1+X) => .o, (=1)"/i- X*, como L(epr—i) =X, Lep(exp, X —1)— X s6 tem
termos de graus_z p. Entao, Loy(¢m()r(y)—1) = =D 0 Ti -y?". Em particular, para
R = R[Y]/(Y?") (ou R = R[Y] para m = c0), vale Y € W/™(R'), e ¢p(2)p(Y) =
1 = Lep(dm(x)r(Y)—1) =0 = Vo<icmz; = 0. Entdo ¢, é componencialmente
injetivo.

Cada elemento v € Hom(Wi", G,,)(R), para m € N U {oc}, é dado por
elemento quase de grupo de Awm @ R, isto ¢, elemento >

Z.<mei®ri com 79 =1 e

Do (X @1+ 1 X)®r= Zi7j<pm(Xi®Xj) ® (r;-rj); isto é, ro=1e YV r;-r; =

("

i1+ 12 ity ity
Tig ooty = . et . . CTi4eti = . . C T4t
(51 (5 R o V| Ly .50

Denota-se por v,(---) o nimero de fatores p na fatoragdo dum inteiro. Entdo, para

) -7i1j. Por inducao, pode-se provar que:

cada i < p™, escrito em base p, i =>_._ ¢;-p’, 0<c¢; <p, vale:

j<m

7
T =T 0T ...
1 i cop c1-p )
(CO’p(]?Cl'p 7>
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AP )—%w—szamo

co-pY,cr-ph, ...

:z>1(L%J_erp J Z ZC’ P - ch =0,

J >1 2>l j>l

de ¢; < p, assim este coeficiente multinomial ¢ coprimo a p. Também,

cj - p’ ¢
j i) Tept = Tpio
py...,p

%(?fij—%wfwwﬂa%wwz

logo este coeficiente multinomial também é coprimo a p. Entao, lembrando que a

caracteristica é p, r; = C(i) - 7"28 . r;} -..., onde:

. -1 i -1 01\ ¢ 11\c
N A . Cj-pj _(p[)o.(p!)1
Cl) = (co -0, ¢y ~p1,...) 1;[ (pj,...,pj) - il

Também, z/p( 7777 ) Zl>1(b/pl 1J
[ com pt < j <y, logo [j/p] —
r; € WE(R) ou € Wl(R). Entao:

—p- Lj / le) > (0 porque cada parcela é > 0 e existe
p- [3/pl] > 05 assim, 1 = (9 ) 1,5 =0, isto ¢,

-----

i>p

: (p7)1
C(i) = —
j1:[0 ij (Z+Zr>jcr'pr)
_ﬁcﬁl—u—l/m
7>0 I=1 L4 sy cr
i>p? ] dlp

- pod= |G d=1)/p]-p
TN T AL d- /)
= HH H d+2r>jcr'pT_e

J>0 e=01<d<c;-pi—¢

i>pl j—1
= 11( HH Hd+
7>0 e=0
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G (—=1p0, —1p1, .. ) (y) = eXp<p(Z . HeXP<p : ypj)

7>0 7=>0
i=co-p°+-- Sl i=co-pO+--
' pl .« .. Z 7"1/
o DN R S el DI e er v e
7>0 c<p >0 >0
= Z Y i =vr(y).
>0
Entao ¢,, é componencialmente sobrejetivo, logo isomorfismo. Il

Teorema 6.2.12. Existem isomorfismos W = (W™)* e Wwn =~ Hom(W,,, Gy,) dados
por ().

Demonstracdo. Faz-se indugdo em n. Caso n = 0 trivial. Caso n =1 pelo lema acima.

Supoe-se agora n > 2. Ha diagramas de esquemas-grupos afins abelianos

0——=WL —topwn L -1

R

0 —— W) —>= W) ——= (W y)” ——

A primeira linha é exata por definigdo de W . A segunda linha é exata porque dualiza-
¢ao ¢ antiequivaléncia. O diagrama comuta porque (iz,y) = (x,ry) e (fz,y) = (x,vy).
Como os mapas verticais das pontas sao isomorfismos, por lema de homologia o do
meio é isomorfismo.

A prova de Wn = Hom(W,,, G,,) necessita das adaptagdes: a categoria dos
esquemas-grupos formais abelianos é abeliana pelo lema ; vale W = (Wmn)* =
Sp*(Awm ), logo Sp*(colim,, Awm) =, W, = W™ é esquema formal, e tem operagdes
de grupo naturais; W' — W" é componencialmente injetivo, logo é ménico; W1 &
ntcleo componencial de wr — W”_l, logo é o nicleo nessa categoria; e f : wr —
Wn1 ¢ induzido dos mapas f: W" — W que sdao épicos pois sdo duais (pela parte
acima) aos monicos v : W™, — W™ entdao a primeira linha é exata; a segunda linha
0 - Hom(W4, G,,,) — Hom(W,,, G,,) - Hom(W,,_1, G,,) — 0 é exata por Hom(, G,)
ser antiequivaléncia aditiva, e 0 — W,,_1 = W,, = W; — 0 é exata. O

Corolério 6.2.13. Existe isomorfismo W Hom (W, G,,,) dado por (,).

Demonstra¢io. Vale Hom(W,,, G,) = /W”, W é limite de --- — W; — Wj, e como
Hom(, G,,) é antiequivaléncia, vale que Hom(W, G,,) é colimite de Wo - Wt.. -, que
¢ wW. O
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6.3 Anel de Dieudonné

Definic¢ao 6.3.1. Se k é corpo perfeito, define-se E' como o W (k)-mddulo esquerdo de
base ..., V2 VI V0=1=F° F' F2 .. e com operacdo de anel ndo necessariamente
comutativo induzida por: (onde (50,&, L) =(8,8,..) FrV=V-F=p, F-(£€
W(k) - 1=¢-F V- (eW(k) -1=¢

Denotamos [a,r,b] = max(a, min(b,x)); e 7(£) = (0071 & 00)) ({nica
componente nao nula possivel é a i-ésima). Lembrar 74(§) - 7o(m) = 710(§ - 7), logo
Tig (€7 7?) = pH e r(§om) = (€))7 (n”); entdo Tigs(§ - 7) = 7i(€) - 75(m) pois

i J ~ .
E & e m— 7w sdo epimorfismos.

Lema 6.3.2. Lo = Endyrae(W,) de k—dlgebras.

E-V

Demonstragao. Tentamos definir @ : £ — End(W,,) por: ®(§ - F')gy(w € W,(R)) =
7" Flwy @&V p(w) =& " - Viw (mais propriamente, restrinja &7 " a n com-
ponentes para multiplicar com elementos de W, (R)). Até agora ® ¢é k-linear. Para
mostrar multiplicativo, devemos provar ®(§ - X; -7 - X;) = ®(£ - X;) o &(7 - Xj), onde
X; = F" (se i > 0) ou V7 (se i < 0). Além dos casos triviais, resta provar:
O(F)o®(V) = &(p) = &(V) o O(F), facil; ®(F) o ®(&) = P(7) o ®(F), que vem
de F(€-w) = F&-Fw;, ®(V)od(€) = d(E7 )od(V), que vem de V(€ -w) = F'6-Vw
(corolario (d))

Vemos ®(V") = 0. Vale E-V" =%, W(k)- X< V=3 W(k)-plOiml X,
assim fécil ver que E-V™ ¢ ideal. Logo, induz-se ® : 2= — End(W,).

Prova-se por indugao em n que @ : — End(W,,) é injetivo. Caso n =0

v
trivial.

Supor n > 1. Scja [¢] € 5=
BV" = 55, W(h)-p0. X, ¢ como & = ((69) <o mnts 00)+ 002 (€)210, ),
onde a segunda parcela estd em W (k) - pl0i+mnl podemos supor que (&7)s[0,j4nn = 0
para cada j. Logo, e =37 ., &7 - VI3 . & - F/, onde VocjcnVizn;(§7)i =0 e
Vi>0Vizn(&)i = 0.

Por hipétese indutiva, como ®="~le = 0, vale e € E - V™! isto §é,
Vo<jcn-1Vicn-1-;(677)i = 0 € V;50¥icn-1(&7); = 0. Entdo, Yo<jcn ™ = 715 () n-1-5)
e Vj>0&’ = To1((€§)n-1); abrevie & = 7.\ (ay).

Vale e = Z",ll Tno1-j(aj) - VI+37 g Tu1(y)- F7. Sendo R := k[X], aplica-
mos ®(e) a 7p(X), obtendo 0= 7" L Ta1 ](a’ijn) 3 (X) 42550 Tn- 1(097 )-To(XP) =
>0 T 1(apj X 4+ Y s (]
0=3""a”, X7 4 ey XPT

sao linearmente independentes, cada aj =0,ee=0.

com Pe = 0; escreva e = ) . & - X;. Como

J+n—1
- XP ); na componente n — 1, temos

n—2 (0] n—1 7
, e como os XP L XPXP T XP

Resta agora mostrar @ : — End(W,,) sobrejetivo. Indugao em n. Caso

BV® V"
n =0 trivial. Supor n > 1.
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Seja ¢ € End(W,). Seja R = k[X]. Defina t; : R — R, ;X = XV
por naturalidade, ¢ o Wi, = W1 o ¢, onde Wi, = Woih; = (ro,...) — (Yiro,...).
Notar p' - ¢r(1X) = ¢r(p' - 10X) = ¢r(nX") = Sr(Wei(r:X)) = Wii(dr(r:X));
entdo as componentes 0,...,7 —1 de W;(¢pr(7;X)) sdo nulas; como 1; é injetivo, as
componentes de 0,...,7i—1 de ¢r(7;X) sao nulas.

Logo, dada S éalgebra qualquer, dado s na imagem de v : W, 1(S) —
W,(S), sendo x; : R — S com x;(X) = s;, vale que o elemento ¢g(s) =D .o, ¢s(7si) =
Yoim1 Ps(ti(xi X)) = Doy Wxi(¢r(1:X)) estd na imagem de v. Se adicionalmente
¢R(TQX ) estd na imager;l de v, entdao a imagem de cada ¢g estd contida na ima-
gem de wv.

Agora seja w = ¢g)(10(X)). O termo wy ¢ um polinémio f(X). Como
T0(X+Y) =70(X) —79(Y) estd na imagem de v, ¢r)(To(X+Y)) = dr)(70X) —dr) (T0Y)
estd na imagem de v; isto é, f(X+Y)—f(X)—f(Y) = 0. Escrevendo f(X) = Zfé Cdr
X7 vale f(X +Y) = S gy - (XP 4 YP) = YRy ST (7) - XLy,

=0 \3
r

como 2<7r Llp = (1

f(X) = Zdzo Cd,1- X,
Escreva e ==} .., 7'0(0271) - F95 logo, ®(e')(10X) = 37,50 T0(can - X7, cuja
componente 0 ¢ > . cq - XP = f(X) = wy. Entdo (&) — ¢ leva 10X € W,(R) a

elemento de imagem de v. Como vimos antes, ®(¢’) — ¢ deve fatorar-se unicamente

) =1 # 0 € k, necessariamente ¢4, = 0 se 2 < r L p; logo

w,, LA Wo_1 = W,. O mapa ¢ leva imagens de V" ! a imagens de V"' : W, ; —
W,_1, que se anulardao; logo fatora-se como W, SW,_, ﬂ W,_1.

Por hipétese indutiva, existe ¢’ com ®"~1(e”) = ¢”. Note que vod"1(e") =
de")owv : Wy — Wyt pois €’ é soma dos & - X;, e (vo d (. X)) (w) =
v(E " Xw) = €7 u(Xw) = €77 - Xi(vw) = ®(€ - X;)(vw). Entdo ®(e”) ov =
vod" : Wy_1— W,.

Logo, ¢ = ®(¢/) —vog¢d"om = &) = P(")ovom = P(e) —P(") o V =
O/ —€”- V), como desejado. O

Observacgao 6.3.3. No lema acima, cada W, (R) recebe (naturalmente) E-acdo. No meio da

prova v o ®"~1(e”) = ®(e”) o v, 0 que significa que cada v : W, (R) = Wy41(R) é E-linear.

Lema 6.3.4. E ¢ anel (ndo necessariamente comutativo) noetheriano (esquerdo); logo

E

Faw também € noetheriano.

Demonstra¢io. O anel E é um quociente do anel R, cujos elementos sao as somas
> ij(ij € W(k))-X"-Y7, onde X e Y sdo incognitas que se comutam, e X -z = 27X
eY -z=2°"-Y; logo, basta provar R noetheriano. O subanel R; de R gerado por
Wi(k)U{X} é W(k)[X] mas com a operagdo X -z = x7 - X; mesmo assim, a prova
do teorema da base de Hilbert pode ser repetida para dar que R; é noetheriano;
similarmente, R é R;[Y] mas com a operacio Y - (z-X) = (z° -X)-Y, logo R é

noetheriano. O]
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6.4 Em direcao ao teorema de classificacao

Defini¢ao 6.4.1. Definimos M(G) (o “mddulo de Dieudonné”) como o colimite de
E-médulos hom (G, Wy) %5 hom(G, W;) — hom(G, Wy) — - - -.
(Notar que, como cada W;_; — W; é injetivo, cada hom(G, W;_1) — hom(G,

W;) é injetivo, logo esse colimite é uma unido).

Sejam as categorias: C a subcategoria dos esquemas-grupos afins abelianos
G em que Vgenuceca,IV"a =0 € Ag’)n; D a subcategoria dos E—moddulos em que
V,3,V"-x =0. (Notar que ambas as subcategorias sdo fechadas nos limites e colimites

finitos). O objetivo serda provar que M é equivaléncia C° — D, que se fard por partes.
Lema 6.4.2. M define functor C° — D.

Demonstra¢io. Um elemento de MG é da forma [f : G — W,]; corresponde a mapa
g: Aw, — Ag; o nicleo de €: Ay, — k ¢é finitamente gerado (sendo ideal de algebra
finitamente gerada), e sendo &;, 1 <i < m, os geradores, vale g € nuce C Ag; assim
ha N >n com V¥ (g&) =0 para cada 1 <i <m. Entdo, V¥ og [ (nuce C Ay, ) = 0,
isto & VNog = (Aw, 5k S k@Y = AP logo, fo VN : GOV — W, é trivial;
como V é natural, VN o f@" . g®" WY w6 trivial; como W,, = Wép)N, o
mapa (VN o )@Y . g0 w6 trivial; como (_)®" é functor fiel (verificar nas

dlgebras), VN o f: G — W, é trivial, logo VN - [f] =0 =

Lema 6.4.3. O functor M ¢é exato esquerdo (isto €, leva colimites finitos de C a
limites finitos de D).

Demonstragio. Cada hom(_,W,,) leva colimites finitos de C a limites finitos; e o co-
limite hom(_,W,) — hom(_,W,;;) — --- é uma unido, logo preserva esses limites

finitos (porque preserva produtos finitos e ménicos). Il

Lema 6.4.4. Sendo {A;} C A a familia das subdlgebras de Hopf finitamente geradas,

vale que MG = colim; MG; onde este colimite é uma unido direcionada.

Demonstragio. Como A; — A; — A sdo injetivos, G — G; — G; sao epimorfismos,
que M leva a monomorfismos (injetivos) MG, — MG; — MG. Também, MG =
colim; hom(Aw,, A) = colim;; hom(Ayw,, 4;) = colim; MG,;, porque cada Ay, ¢ finita-

mente gerada e porque colimites comutam com colimites. Il

Lema 6.4.5. Se G € C € algébrico, ha N tal que o candnico hom(G,Wy) — MG ¢é

isomorfismo.

Demonstragio. Como Ag é finitamente gerada, nuce C Ag é gerado por alguns aq, ...,
am; logo hd N com cada VVa; = 0; e para cada z € nuce; logo V¥ (nuce C Ag) = 0.
Entdo, se f: G — Wyyn, vale 0 = fo VN = VN o f@ . g0V W](\?DJ):L >~ Wi
logo 0 = VN o f : G — Wyyy como num lema anterior; logo, f fatora-se como
G 5wy L Vninr; € assim [f] € MG é igual a [f' € hom(G, Wy)] € MG. O
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Lema 6.4.6. MW, = ELW

Demonstra¢io. Como na prova anterior, MW, = hom(W,,W,), que vimos ser %

]

Queremos também provar M exato direito, isto é, que M leva monomorfis-

mos de C a epimorfismos (sobrejetivos) de D. Assim, precisaremos saber dado G C H,
quando mapas H — W,, podem ser estendidos a G — W,,. Estudaremos as sequéncias

exatas 0 - W, — (---) - W; — 0 e veremos quando cindem (para haver mapas

Lema 6.4.7. Seja monico + : G — Wy (onde G € esquema-grupo afim abeliano).
Entdo, para cada n > 1: (a) Ext'(1,7"7!) : Ext'(G,W,) — Ext'(G,W)) € bijetivo;
(b) Ext'(s,1) : Ext' (W, W,) — Ext'(G,W,,) é sobrejetivo; (c) Ext' (Wi, W,) é Kk[F]-
mddulo direito (onde k[F) C E €é o subanel gerado por W (k)U{F}), e é gerado por
en = Wy = Whp i wh).

Demonstragio. (De Demazure e Gabriel (1970) V§1n2) Primeiro, em (c), a k[F]-agao di-
reita (ndo esquerda) ¢ dada por X + Ext'(®X,1), onde lembramos ® : £ — End(W}).
Faz-se inducao em n. Consideremos primeiro n > 2, que é mais facil.

H4 exata 0 — W, = W4 i Wi — 0, logo ha diagrama comutativo

Ext'(G,W,) — Ext' (G, W,;1) — Ext'(G, W;)

T ! T

Ext (W, W,) —> Ext!(Wy, W, 11) — Ext! (W, W)

onde as linhas sao exatas (lema , categoria dual), e os mapas verticais sao Ext'(s,
1). Vale Ext'(1,v)(e,) = 0 € Ext'(W;, W,41), pelo lema . Os mapas horizontais
Ext'(1,---) comutam com acio Ext'(®X, 1), logo sdo k[F]-lineares. Por hipétese in-
dutiva em (c), entdo Ext!'(W;, W,) — Ext' (Wi, W,;1) é nulo. No quadrado esquerdo,
por hipétese indutiva em (b), Ext'(W;, W,) — Ext'(G,W,) é sobrejetivo, o que im-
plica Ext'(G,W,,) — Ext'(G,W,41) nulo também. Por exatiddo, Ext'(1,7") : Ext!(G,
Wpi1) — Ext!(G, W) é injetivo. (Parte do item a)
Também, Ext'(1,7")(eny1) € Ext' (Wi, W) é calculado assim

,’,,n+1

0—— Wn+1 - Wn+2

|
lR” [ rm
Y

0—=Wi- "= =Wy- - =W, —>0

Wi 0

(basta verificar diagrama comutativo e segunda linha exata) logo Ext'(1,7")(e,11) = e;.
Por hipétese indutiva (c, n = 1), Ext'(Wy, W,1) — Ext'(W;, W;) é sobrejetivo; e
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é injetivo também porque Ext!'(Wy,W,) — Ext'(Wy, W, 1) é nulo; entdo, Ext'(Wj,
Wy41) também é k[F]-gerado por e,y1. (Item c)

Entdo, no quadrado direito, a composicio Ext' (Wi, W,11) — Ext'(W7,
W) — BExt' (G, W;) é sobrejetiva; assim também obtemos sobrejetivo Ext'(G, W,41) —
Ext' (G, W), logo bijetivo. (Resto do item a) E assim o vertical do meio é sobrejetivo
também. (Item b)

Resta agora o caso n = 1. Item (a) é trivial. Precisard de estudo mais

detalhado de extensdes, na proxima secao.

\Y%

6.4.1 Extensoes por W,

Definicao 6.4.8. Se 0 — G L H % K - 0 é uma extensio de esquemas-grupos
afins abelianos com uma se¢do natural (ndo necessariamente aditiva) s: K — H (isto
é, gos = 1g) e com s(0 € K(R)) = 0 para cada R € k—Alg, definimos (natural)
k: K x K — G por: para cada k-élgebra R, e quaisquer a,b € K(R), como g(s(a +
b)) = g(s(a) + s(b)), ha tnico k(a,b) tal que —s(a+ b) + s(a) + s(b) = f(k(a,b)).

Definigao 6.4.9. Dados esquemas-grupos afins abelianos G e K, definimos Z%(K, Q)
(os “2-cociclos” [normalizados simétricos]) como a familia dos naturais (ndo necessa-
riamente aditivos) k : K x K — G com k(a,0) = 0 = k(0,a), k(a,b) = k(b,a) e
k(a,b) + k(a + b,c) = k(a,b+ ¢) + k(b,c) para quaisquer R € k—Alg e a,b,c € K(R);
e definimos B?*(K,G) (as “2-cobordas”) como a familia dos naturais x: K x K — G
tais que existe natural § : K — G com k(a,b) = —0(a+0b)+d(a)+ d(b) para quaisquer
R e a,b € K(R). Definimos H?(K,G) como o grupo-quociente Z?(K,G)/B*(K,G).

Lema 6.4.10. Na situacdo da definicdo , k: KxK — G é um 2-cociclo. Também,
se s’ K — H € outro natural com gos' =1k e s(0) =0, associado a ', entio xk— k'

¢ uma 2-coborda.

Demonstragio. Use f(k(a,b)+r(a+b,c)) =—s(a+0b)+s(a)+s(b) —s(a+b+c)+s(a+
b) + s(c) = —s(a+b+c) + s(a) + s(b) + s(c), etc. Também, vale go (s —s’) =0, logo
s —¢& = fod para tnico 6, entdo f(r(a,b) —r'(a,b)) = f(=d(a+b)+d(a)+d(b). O

Observacgao 6.4.11. Se 0 —» G i> H % K — 0 é uma extensio equivalente, isto é, se ha
isomorfismo ¢: H — H' com f'=¢of e gdogp=g, temos g o(pos)=1x e (¢0s)(0) =0,

e obtemos o mesmo 2-cociclo.

Entdo, temos mapa de Ext' (K, Q). (extensdes admitindo secoes s) a H2(K,

Q).

Lema 6.4.12. Vale que Ext'(K,G). C Ext'(K,G) ¢é subgrupo, e Ext'(K,G)sec —
H(K,G) ¢ aditivo.
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Demonstracio. Dada outra extensao 0 — G ﬂ) H i; K — 0, a soma é assim: primeiro
temos 0 > GHG - HPH' — K& K — 0, tomamos produto fibrado com K — K® K,
(dando 0 > GG — X — K — 0 onde X(R) := {(a,b) € (H® H')(R) | ga = ¢'b}) e
depois soma amalgamada com G @ G (0) ot G, dando 0 - G —- Y — K — 0 onde
Y ¢é contcleo de G aHa ) G@G X O mapa H® H — K & K admite secao
s@s, e X - K admite secdo " : K — X, §"k = (sk,s'k), e Y — K admite se¢do
KSXx5yY. (Calcular opostas de extensoes: similar). Entao, —w(s”(k+k))+7(s"k)+
("K' = w((f o k)(k, k'), (f o k')(k,k")); usando (0, f' o a) = 7(f o a,0), obtemos o

2-cociclo k + K. H
Observacao 6.4.13. Pode-se mostrar que H2(_, ) é functor e que o mapa acima é natu-
ral.

Lema 6.4.14. O mapa Ext'(K,G)s. — H2(K,G) € isomorfismo.

Demonstracio. Dado 2-cociclo k : K x K — (G, definimos o functor H := K x G, com
operagao (a,b) + (a/,b') = (a+a', b+ + k(a,a’)). Entdo, é operacao comutativa, (a,
b) + (0,0) = (a, b+ 0) = (a,b), e (a,b) + (—a,—b— k(a,—a)) = (0,0), e associatividade:
((a,b)+(a', b))+ (a",0") = (a+a'+a",b+V +rK(a,d' )+ +K(a+ad',a")), que é (a+a'+a",
b+ k(a,d +a”")+V +b" + k(d,a”)). Como define operacao natural e H também é
representavel, temos H esquema-grupo afim abeliano. Temos 0 — G N LN G
com f(b) = (0,b) e g(a,b) = a, se¢do s(a) = (a,0), e s(a) + s(a’) = (a+ d,k(a,a)),
e —s(a+d)=(—a—d,—kla+d,—a—1a)), logo —s(a+ da’) + s(a) + s(a’) = (0, k(a,
a')) = (fok)(a,a’). Entdo temos sobrejetividade.

Se uma extensdo corresponde a k trivial, temos entdo —s(a+b)+s(a)+s(b) =

0, logo s: G — H é homomorfismo de grupos, e a extensao cinde. [

Lema 6.4.15. H2(Wy,W1) admite k[F]-ac¢io direita (dada por X — HQ(CIDX 1)), e
assim € k[F|-modulo gerado pelo 2-cociclo w : Wy x Wy — Wy, w(z,y) = ((x—l—y)

aP —yP) (isto é S0t (*7])-aP~"-yt) [que é o cociclo de 0 — Wy — Wg — Wy — 0]
se a caracteristica é p > 0.

Demonstrag¢io. (De Demazure e Gabriel (1970) 11§3n4) Cada 2-cociclo Wy x Wy — W,
corresponde a elemento de f(X,Y) € Wi (k[X,Y]), satisfazendo: f(X,0) =0= f(0,Y),
f(X,Y) = f(Y,X), e a condigao (x) f(X,Y)+ f(X +VY,Z) = f(X,)Y + Z) + f(Y,
Z). Cada componente homogénea P := f, satisfaz as duas tltimas condigoes. Escreva
P=3%" a;- X" Y" No caso n =0, temos P = ag, que é uma 2-coborda; no caso
n=1, temos P =ay-(X+Y), onde (%) é ap-(2-X+--+)=ag-(X+---), logo ay =0.
Supor logo n > 2.

Denotemos as derivadas Jy e 01. De (%), 0oP(0,Y) + 0yP(Y,Z) = 0yP(0,
Y+Z), logo OP(Y,Z) =>"" j(n—i)-a;-0" "1 (Y+2)'=Y") = ap_1-(Y+Z)" 1 =Y 1).
Similarmente, O, P(X,Y) =a;- (X +Y)"' =Y ). Entdo, n- P =X -0P+Y -0, P =
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Xty - (X4+Y)" X" )4V .- (X+Y)" -V ) =q - (X +Y)" - X" —
Y™) + (ap1 —ay) - (X - (X +Y)"1 - X"). E a; = a,_; porque P é simétrico. Logo,
n-P=a-((X+Y)"—X"—=Y"). Vemos os casos:

e Quando n > 2 nao é multiplo da caracteristica, vale que P ¢é miltiplo da 2-
coborda (X +Y)" — X" —Y™.

e Quando a; #0 € k e n > 2 é miultiplo da caracteristica, vale que (X + Y)" —
X" —Y™ =0, o que 86 é possivel quando n é poténcia p"; logo A P(X,Y) =
ar- (X +Y)P L —Y?P 1) se r>1, tem o termo =+a - (’;:11) - XP P YPTl mas
derivadas em caracteristica p nido podem ter termos Y?~!, logo a; - (i: :11) =0=

L") (p"—p+1)
(1)1
tem a mesma Y -derivada que a;-w(X,Y), entao P(X,Y)—a;-w(X,Y) nao tem

ay , entdo a; = 0, contradigdo; entdao, r =1, e n = p; logo P(X,Y)

Y, e por simetria nao tem X, logo é constante ¢, que é uma 2-coborda.

e Quando a; =0 € k e n > 2 é miltiplo da caracteristica, por simetria a,_; = 0,
logo P(X,Y) tem as duas derivadas nulas, logo necessariamente P = R(XP?,YP)

para algum R, de grau inferior, logo P é a acao Rx* F.

Concluimos que todo f é soma duma 2-coborda com uma combinagao linear de termos
w,wx*F,.... Logo, H2(W1,W;) é gerado como grupo abeliano pelos multiplos escalares

de w,w * F,..., como desejado. [

Lema 6.4.16. Se « : G — Wy é ménico, H%(1,1) : H2(Wy, W) — H2(G,W;) € sobre-

jetivo.

Demonstragio. Seja k[X]/J a élgebra de Hopf de G. O caso J = 0 é trivial, supor
J # 0. Existe 0 # P € k[X] dalgum grau n tal que J = k[X]-P. Se k: G x G —
Wi é um 2-cociclo, correspondente a [f] € k[X,Y]/(P(X), P(Y)), podemos supor que
degy f,degy f <m, logo fe (k- X+ - +k-X"1) (k- YO+ -+ k-Y" ) vale
FX,0) =0 = £(0,Y), F(X,¥) = f(¥,X) (mod (P(X), P(Y))) ¢ f(X,)+ f(X+Y,
2)=f(X,)Y+2)+ f(Y,Z) (mod (P(X),P(Y),P(Z))); de fato valerao igualdades por

causa dos graus, logo f corresponde a 2-cociclo Wi x W, — Wi. Il
Lema 6.4.17. Se G ¢ esquema-grupo afim abeliano, Ext' (G, W})se. = Ext'(G, W1).

Demonstragdo. Seja extensao 0 — W, L HS G50 de esquemas-grupos afins abelia-
nos. Ha natural o : H xg H — nuc(H — G) = W, dado por (a,b) — f~(a —b); seja
seu correspondente o' € k—Alg(k[X], Ay ®a, An).
Sendo ¢ epimorfismo, corresponde a injecao ¢ : Ag — Ay de élgebras de
, 5 5
Hopf, que é fielmente plana (teorema ), logo 0 = A¢ — Ay — Apy ®a, Ay —
Ap®@a, Ap®a, An, onde 0 = 2@1-1®2 ¢ §{(2Qy) = 2QYR1-—1rR1Qy+1Rr®yY, é
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sequéncia exata de Ag-moddulos: a exatidao em Agy é do lema , eaem Ag®a,An
tem prova similar.

Como (a,b,c) € HxgHXgH + o(a,b) corresponde a k[X] L Ag®@a Ay 3
Ay ®ap A ®ag An, onde up(z®y) = x®y®1, a propriedade o(a,b)+o(b,c) = o(a,c)
implica que (ug 0 0’,ugod’) o A = uy o¢’; avaliando em X, usando 0’ = uy — u; + us,
entdo ¢'(0’X) = 0. Por exatiddo, 0’X =2® 1 —1® Z para algum Z € Ay.

Temos natural (ndo necessariamente homomorfismo de grupos) h: H — H
dado por a € H(R) = k—Alg(Ay,R) — a — f(X +— aZ), que corresponde a seta
h' € k—Alg(Ag, Ay) dada por (1,As0 f o S)o A, onde A;:X = Z. Notar que (a,
b) € H X¢ H implica a —b = f(o(a,b)) = f(X = (a,b)(c’ X)) = f(X — aZ — bZ), logo
a— f(X = az) =b— f(X + bZ). Noutras palavras, os dois mapas H xq H = H KNy
coincidem, isto é, os dois mapas Ay ﬂ) Ag = Ag ®a, Ap coincidem. Pelo lema (1.5.6,
a imagem de h’' estd dentro de Ag C Ap, logo induz seta n k—Alg(Ay, Ag), que
corresponde a natural (nio necessariamente homomorfismo de grupos) h: G — H tal
que hog = h. Portanto, g admite secdo h (isto é, goh = lg) porque h'og = (¢,
As;oflogoS)o A= (g, As0e0S5)0 A= (¢ ,e) o A =g (continéncia Az — Ap), logo
I o g =14,. [

Assim podemos terminar a prova do lema . Seja moénico G — Wry;
entdo Ext'(G,W)) = Ext' (G, W1) e = H2(G,W)), por p.4.17, 6.4.14; e os itens (b) e

(c) (para n=1) do lema a ser provado estdo em 5.4.16, .4.17.

6.4.2 A prova

Lembremos que queremos provar que se G — H é monico, entdo M(G) +
M(H) é sobrejetivo. Outra vez se usa (Demazure e Gabriel, 1970 V§1).

Lema 6.4.18. Se + : G — H ¢é monico na categoria dos esquemas-grupos afins abelianos
e cujo contcleo é subgrupo fechado de Wy, e dado f:G — W, existe g: H — W, 1
com (v:W, = Wy)of=gou.

Demonstragio. Temos sequéncia exata E = (0 - G — H — K — 0) € Ext'(K,G)
onde K — W; é monico. Pelo lema , Ext'(K,W,) é quociente de Ext'(Wi,W,,),
que é gerado como k[F]-mddulo direito por um s6 elemento, que se anula ao aplicar
Ext'(1,v : W,, — W,41). Logo, Ext'(1,vo f)(E) € Ext!'(1,v)(Ext'(K,W,)) = 0; logo
héa sequéncia exata cindivel 0 — W,,; - X — K — 0 onde X é produto fibrado de
G—HeG— Wy; logo g =(H — X — Wy,4q) satisfaz gor= (G —- X - W,41) =
vo f. 0

Lema 6.4.19. Se G # 0 estd em C, hd nao nula G — Wi.
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Demonstragio. Supoe-se que nao. Logo Viea, Az =2 ®1+1®2x = x = 0. Sendo
B. base de k sobre k, dado z € (Ag)y com Az = 2 ® 1+ 1® x, escrevendo z =
YoibBi-(xi€Ag), vale > . B - Ax; => . B (2, ®1+1®ux;), logo cada z; =0, e z = 0.
Logo, supomos, SPDG, k = k.

Existe subcoalgebra C' C A de dimensao finita com C D k (porque A D k).
Como V ¢é “nilpotente” em C, F' é “nilpotente” na algebra C*, logo C* é algebra
local. Seja M o ideal maximal de C*; logo, C*/M = k porque k = k. Seja [fi],
..oy [fn] base de M/M?. Define-se ® : M/M? — k[X]/(X?) por ®[f;] = X; e linear
¢ C* — k[X]/(X?) por ¢(1) =1 e ¢(g € M) = ®[f]. Entao, ¢ é homomorfismo de
algebras. Existem a,b € C' com Ve« f = fa+X-fb. Como ¢((f,g)oA) = ¢f-¢g, vale
(f,9)(Aa)+X-(f, g)(Ab) = fa-ga+X-(fa-gb+ fb-ga); também ¢e =1, e ca+X-eb = 1;
como f,g € C* sao arbitrarios, ea =1, eb =0, Aa=a®a, Ab=a® b+ b® a; logo,
a é quase de grupo, a™! = Sa, e A(a™' -b) = 1® (a™'-b) + (¢! - b) ® 1; entdo,
a™'-b=0, logo X nio estd na imagem de ¢; como Vi<;<,o(f;) = X, vale n =0, logo
M=M?>=M*=...=0, e dimC* = 1, contradicdo. O

Observacgao 6.4.20. Assim, os objetos de C sdo “unipotentes”.

Lema 6.4.21. Se G esta em C e é algébrico, existem n,a,b € N e sequéncia ezrata
0— G — Whe - Wob,

Demonstragio. Provamos inicialmente que existe ménico G — W*. Os subgrupos fe-
chados de G estdao em bije¢do com os ideais de Hopf de Ag, noetheriana; logo, toda
familia nao vazia de subgrupos fechados tem membro minimal; em particular, pode-se
provar por indugao forte nos subgrupos fechados de G.

O caso G =0 ¢é trivial. Supor G # 0. Pelo lema anterior, existe nao nulo
f: G — Wy Logo, nucf C G, e por hipdtese indutiva existem 0 — nuc f — W
Pelo lema , usando G/ nuc f C Wy, cada um dos nuc f — W,, — W, 41 estende-se
a G — W,.1. Usando também G EN Wy N W41, temos G — WSBSH). E ménico, pois
se ¢ € G(R) estd no nicleo, em particular v"(fz) = 0, logo = € nuc f(R), e usamos
que nuc f — W®* é monico para concluir z = 0.

Entdo temos sempre monico 0 — G — W, . Sendo o contcleo H := W% /G,
assim também ha monico H — W usando W,, v Winan, pode-se supor m > n; o

m )

nicleo de W — H — W & G — WP Entao, 0 —» G — W 4 WEb & exata; o
(,Um—n)@a

mapa ¢ satisfaz V"o¢ = ¢®) "oV" =0, logo ¢ pode ser fatorado W — W "
Wea logo hd exata 0 — G — WP — W, O

Lema 6.4.22. S¢e G — H ¢é monico em C e H ¢ algébrico entao existe fatoragdo
G=G, — - — Gy =H em mobnicos onde cada quociente G;/G;y1 € isomorfo a

subgrupo fechado de Wj.
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Demonstragdo. Pelo lema , se H/G # 0, had nao nulo H/G — W, isto é, nao
nulo f: H — W; anulando-se em G, isto é, G Cnucf C H e H/nuc f C W;. Entao:
se H = G, provado; sendo, ha G C G; C H com H/G; C Wy; se Gp = G, provado;
sendo, hd G C Gy C Gy com G1/Gy C Wy; ete. A sequéncia Gy 2 Go D -+ deve ter

membro minimal porque G ¢é algébrico, logo deve ser finita. 0

Lema 6.4.23. Se G — H ¢é monico em C, entao M(G) < M(H) é sobrejetivo. Isto

¢, M ¢€ exato direito também.

Demonstragio. Seja Ag = Ap/J. Como Ay é uniao direcionada de subdlgebras de
Hopf finitamente geradas A;, também Ag é unido direcionada das A;/(J N A;), e vale
H=1lim; H; e G 21lim; G;, e MH = colim; H; e MG = colim; GG;. Se provarmos cada
M (G;) < M(H;) sobrejetivo, o mapa MG < MH serd a unido, logo serda sobrejetivo
também.
Logo, SPDG, H é algébrico. Pelo lema anterior, ha monicos G = G,, —
- — Gy = H onde cada G;/G;y; é isomorfo a subgrupo fechado de W;. Dado
elemento de M(G), na forma f: G — W,,, o lema repetido da h : G — Wy
com v" o f=hou logo Mi[h] = [f]. O

Lema 6.4.24. M : C° — D € pleno fiel.

Demonstragio. Dados G, H em C, queremos mostrar hom(G, H) — hom(MH, MG)
bijetivo; SPDG, H ¢é algébrico. Logo ha sequéncia exata 0 — H — W — WP
J4 provamos que M é exato, logo 0 «+— MH < MW + MW® ¢ exata. Lembrar

MW@ = (MW,,)% = (ELW)@“. Entao:

0 ———hom(G, H) hom(G, W %) hom(G, W)

| | |

0 —— hom(M H, MG) — hom((5%= )%, MG) — hom((55=)*", MG)

diagrama comutativo com duas linhas exatas. Vale hom(z%-, MG) = {[f : G —
Wiyl € MG | "o f + G = W(.y] = 0} = hom(G,W,). Entao o mapas verticais
do meio e da direita sdo isomorfismos; por lema de homologia, o mapa vertical da

esquerda também é isomorfismo. O
Lema 6.4.25. M ¢é essencialmente sobrejetivo.

Demonstragio. Seja primeiro X em D finitamente gerado. Entdo ha N com VN(X) =
0, logo X ¢ %—médulo; como % ¢ mnoetheriano (lema ), existe sequéncia
exata (i )® 4 (g2%)%* = X — 0. Como M (W) = (52%)®" e vimos M pleno
fiel, ¢ é da forma M(W3* LA WEP); logo 0 — nucy) — W — WP é exata, e como
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M é exato, vale (52w)® — (g2w)®* — M(nucy) — 0 exato também, o que implica
X = M(nuc).

No caso geral, X é uniao direcionada de X, finitamente gerados, e cada
X; =2 M(G;); os injetivos X; — X; correspondem a épicos G; < G, e monicos
A; — Aj; sendo A a unido direcionada das A;, associada a G, temos entdo MG =
colim;, MG; € colim;, M X; = X. O

Exemplo 6.4.26. Como W)" ¢é nacleo de F™ : W, — W,, MW" ¢é conucleo de
MF™ € End(MW,) = End(3%:); temos MF™[®X : W, — W,] = [®X o F™] =
[®(X - F™)]; logo, MF™ corresponde ao endomorfismo X + X - F™ em End(+%5);

EVn
5 m ~v E
entao MW" = mo7tmrm-

Exemplo 6.4.27. Dado F-médulo simples X em D, vale 0 # nuc(V - _), logo nuc(V -
) =X, isto é, V- X = 0. Entdo, X é um %—médulo, onde 7% = 691'20%'
F' = k[F], cujos ideais esquerdos, similarmente ao anel polinomial, sao (P(F)), para
polinémios P; logo, X = k[F|/(P(F)), onde P ¢ irredutivel; isto ¢, X ¢é contcleo de
__ - P(F) € End(k[F]) = End(MW)), logo X é MH onde H é nicleo de P(F)-__ €
End(W), isto é, H(R) = {z € R | P(F)(z) = 0}, onde Fz = 2P. Notar Ay =
k[ X]/(P(F)(X)), que tem dimensao finita.

Teorema 6.4.28. O functor de Dieudonné M ¢é antiequivaléncia da categoria dos
esquemas-grupos afins abelianos G sobre um corpo perfeito de k caracteristica p > 0
onde A satisfaz VeenueecasINVY(x) =0 € Ag)N, a categoria dos E -mdédulos X sa-
tisfazendo VoexINVY -2 = 0. Também, G € algébrico se e s6 se MG é E -finitamente
gerado; G € finito se e s6 se MG ¢é de k-dimensdo finita, e neste caso log,dim Ag
¢ a k-dimensao de MG.

Demonstracio. Os lemas acimas provaram M ser antiequivaléncia. Agora, G € C ¢é

algébrico sse hd monico G — WP, sse hd épico MW = (£57)9" — MG, sse MG

é E -finitamente gerado (e assim havendo n com V"*(MG) = 0).

Se (G ¢ finito, é de “comprimento finito”, isto é, sequéncias de epimorfismos
G — -+ — 0 que ndo sao isomorfismos (logo necessariamente reduzindo as dimensoes)
tém comprimento limitado; logo MG é de E-comprimento finito também; é dado por
repetidas extensoes, iniciando em F -simples, que pelo exemplo acima sdo da forma
E[F]|/(P(F)), P irredutivel, que tem k-dimensao finita.

Na outra direcao, se MG tem k-dimensao finita, é dado por repetidas ex-
tensoes, iniciando em F -simples; logo G é dado por repetidas extensoes, iniciando nos
H com H(R)={x € R| P(F)(z) =0}, P polinémio irredutivel, que é finito; logo G
é finito também.

Vale que dimk[F|/(P(F)) é o grau d de P, enquanto dim Ay = dim k[X]/
(P(F)(X)) é p”. Entdo neste caso vale log,dim Az = dim MG. Segue de que, em
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cada sequéncia exata 0 - G — H — K — 0, vale dimAy = dimAg - dim Ax e
dim MH = dim MG + dim M K. O

Corolario 6.4.29. Ha antiequivaléncia entre as categorias dos esquemas-grupos afins
abelianos finitos (sobre corpo perfeito de caracteristica p > 0) cujos duais de Cartier
tém dlgebras de Hopf conezas (isto €, locais) e a categoria dos E -mddulos que tém

k -dimensoes finitas em que V age nilpotentemente.

Demonstracio. No caso G finito, pelo lema , A* é conexa sse Fy- é “nilpotente”,
isto é, sse V4 é “nilpotente”, sse G estd no dominio da antiequivaléncia de Dieudonné;

logo segue do teorema anterior. [

6.4.3 Relacao com duais

Definicao 6.4.30. Seja k (de novo) corpo perfeito de caracteristica p > 0. Lembrando

que W(k) é um dominio (lema )7 define-se W (k) = FH;IC/—E;)(IC) Para cada W (k)-
moédulo esquerdo X, define-se D(X) := W (k)—Mod(X, W (k)). Se adicionalmente, X é
E -médulo esquerdo, define-se estrutura de E-médulo em D(X) por: F-(f € D(M)) =
(()ofoV), V-f=(()" ofoF). (Notar que, por exemplo, F-f é W(k)-linear
porque (F-N)E-2) = (f(V-&-2)7 = (f(& -V 2)7 =& (f(V - 2))°. Também,
VAF-f)=()"e()ofoVoF=p fV (§)=¢ - (V-]) etc)

Lema 6.4.31. D,(X) ={f € DX) | F"- f=V"-f =0} 2 E—Mod(X, #rtrm).

' EFrAE VT

~ E ~ n—1 i
Demonstragdo. Lembrar que os elementos de gmpym sdo da forma D77 & - F' +

Co+ S0 e, -V onde €xy € W, i(k). Assim, um E-linear f : X — W é

o mesmo que W(k)-lineares f; : X — W,_;(k), —n < i < n, tais que >, X;- (f;o

X;)=X; -3, X fi (que & Y,pt) - Xiy; - fi), para cada j. A condicdo equivale a:
pUl. f; = foo X; para cada j. Entdo, os elementos de E—Mod(X,W) sS40

determinados pelos W (k) -lineares fy: X — W, (k) com cada fo(X;z) € W, (k), x € X
e |j| < n, iniciando com > |j| zeros. De fato, basta a condigdo foo F" =0= fyoV™
pois assim, p" 7 - fo(FVz) = fo(p" ™ - Fix) = fo(F"V"Iz) =0, logo fo(FYz) inicia com
n — j zeros, e similarmente também fo(V7z).

Os f € D,(X) satisfazem p"- f =0, isto é, toda imagem f(z) € Fr?,[c,(vz)(k) :
da forma [y/p"] onde [y] € W (k)/(p") = W, (k). Assim, D,(X) = {f € W(k)—Mod(X,
Wo(k)) | foFt"=0= foV"} 2 E—Mod(X, wrtsor)- O

' EFrAE VT

A antiequivaléncia de Dieudonné restringe-se a antiequivaléncia entre a ca-
tegoria dos esquemas-grupos abelianos finitos de tipo local-local (isto é, em que F' e
V' sdo “nilpotentes”) e a categoria dos E-médulos esquerdos de k-dimensoes finitas
em que F e V agem nilpotentemente. Se X é um desses E-moddulos, entdao F e V

também agem nilpotentemente em D(X).
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Lema 6.4.32. Se G ¢ um esquema-grupo abeliano finito de tipo local-local, entdo
M(G*) = D(M(G)) naturalmente.

Demonstracio. Como G é de tipo local-local, existe n tal que F™ e V™ se anulam
em G*, logo todo G — Wy, se fatora G — W — W,,,. Entao, M(G*) =
colim,, Ab*"M8(G* W) = colim, A" AE((W™)* G) = colim, Ab*AE(IW" @), usando
que dualidade de Cartier é antiequivaléncia e o teorema . E AbF e @) =
E—Mod(MG, MW) = E—Mod(MG,m) pelo exemplo . Logo, pelo lema
anterior, M(G*) = colim, D,,(MG) = D(MG), porque ha n em que F" e V" se
anulam em MG. O

Corolario 6.4.33. O functor de Dieudonné estende-se a antiequivaléncia M’ (notagio
tempordria) entre a categoria dos esquemas-grupos afins abelianos de ordens finitas
e {p°p',...} sobre o corpo perfeito k de caracteristica p > 0 e a categoria dos
E -médulos esquerdos de W (k) -comprimentos finitos. Vale: (a) M'(G*) = D(M'G)
naturalmente; (b) a k-dimensio de M'G ¢ log,|G].

Demonstragio. Se G tem ordem € {p° p!,...}, decompde-se functorial e unicamente (a
menos de tnicos isomorfismos) nas quatro partes G = G, ® G, ® G, ® Gy, e a ordem
de G é o produto das ordens das partes. A parte G,, tem algebra de Hopf A reduzida
(isto é, separavel) com A* também reduzida; em particular, A® k, = k34 Jogo é a
dlgebra de Hopf kZ para certo grupo finito abeliano Z (fato ), e (kZ2)" = k7]
para cada z € Z, vale (e, —e1)P = ez —eq, € como kg[Z] é reduzida, 2P =1 — = = 1.
Entdo, |Z| ndo pode ter fator primo p; como |G,,.| = |Z]| deve ser poténcia de p, vale
Z=0,e G, =20.

As partes G,; e Gy ja estdao no dominio da antiequivaléncia de Dieudonné
de antes. Logo, definimos M'G = MG, & D(M(G;.)) & MGy,.

Se X tem W (k)-comprimento finito, por teorema de classificacio de mo-
dulos sobre dominio de ideais principais, vale que X = @, W(k)/(p®) = @, We, (k)
(s6 W (k) -linear) para certos expoentes e;, e DX = @, W (k)—Mod(W,,(k), FracW(h) ) o

W (k)
@iW(k:)—Mod(Wei(k:),ZT(g)) = @, W, (k). Logo, DX tem o mesmo W (k)-compri-
mento que X (e também a mesma k-dimensao).
Adicionalmente, se X é E-médulo com W (k)-comprimento finito, D(DX)

também tem o mesmo comprimento, logo o mapa FE-linear injetivo candonico X —

D(DX) tem que ser isomorfismo. Entao, de G* = G}, & Gi, @ G};, pelo lema anterior
vale MGj, = D(MGy), logo M'G* = MG}, & D(M(G5)) @ M(Gy) = D(M(Gn) @
D(M(G},)) ® MGy) = D(M'G).

Também, dimy M'G = log, |G| + log,|Gy| + log,|G}.| = log,|G]|.

Resta provar M’ antiequivaléncia. Se X € E—Mod tem W (k)-comprimento
finito, pelo teorema de Hans Fitting em algebra linear existe n com X 2= nuc(F") @

im(F™) onde também F' é bijetivo em im(F™), e existe m com X' = (X’'Nnuc(V™))®
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(X'Nim(V™)) onde V também é bijetivo em X' Nim(V™), para cada X' = nuc(F"),
im(F™). As parcelas (---) Nnuc(V™) jai estdo na imagem essencial do functor M de
antes. Também, V™ anula-se em D(nuc(F™)Nim(V™)), logo este médulo é da forma
MH, logo nuc(F")Nim(V"™) = D(MH) = M'H*. E a ultima parcela im(F™)Nim (V™)
tem p = FoV bijetivo, logo a decomposicao do W (k)-médulo como P, We/ (k) mostra
que im(F™) Nim(V™) é nulo. Entdo, X = M'H para algum H.

Similarmente, para cada FE-linear f : X — Y entre médulos de W(k)-
comprimento finito, existem n e m tais que X e Y se decompéem em (nuc(F™)N
nuc(V™)) @ -+, e f também se decompoe. Como M ¢é functor pleno fiel, e G —
D(M(G7.)) também ¢é pleno fiel (porque () = D(D_)), conclui-se que M’ é pleno
fiel. ]
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Capitulo 7
Os esquemas-grupos p-divisiveis

Seja k corpo perfeito de caracteristica p > 0.

7.1 O basico

Definicao 7.1.1. Um esquema-grupo formal abeliano G ¢é dito “p-divisivel” de “altura
R’ quando G, = nuc(p" : G — G) satisfazem: G = |J, G»; G1 tem ordem p"; e
p:G—Gé eplmorﬁsmo.

Exemplo 7.1.2. Seja G(R) = {r € R* | 3,r*" = 1}, no produto. Entao, G =J, i
com nuc(p” : G — G) = f,; como p - tem dlgebra k[X]/(XP? — 1), tem ordem p';
cada p:p ., =, é épico (porque k[X]/(XP" —1) — k[X]/(X?"™ 1), X — X7, é

monico). Portanto, G é p-divisivel de altura 1.

Lema 7.1.3. Se G ¢é esquema-grupo formal p -divisivel de altura h, vale: cada V; j>00 —

Gi — Gigj L G; — 0 € exata; cada G, tem ordem p™"

Demonstragao. Como cada G %G oé epimorfismo, ha sequéncia exata 0 — G; —
G% G0 de esquemas-grupos formais abelianos (que, lembrando, formam categoria
abeliana, cujos limites finitos sdo os mesmos que de functores). Aplicando Ext'(G; —
G, 1), obtemos sequéncia exata 0 — G; - H — G; — 0 onde H(R) = {(a,b) €
GR) x Gj(R) | p"-a =10} 2 {a € GR)|p p-a=0} =Gy(R). Entao, 0 —
G — Gy i G; — 0 ¢ exata. Como Gy =0 tem ordem p°" G, tem ordem p'" e
como cada 0 — Gy — G1; — G; — 0 é exata, vale |G14| = |G| - p", logo segue por
indugao. [

Exemplo 7.1.4. Se G é p-divisivel, cada G,11 — G,, é épico, logo seu dual G} LN G

é momco seja. G == colim,, Gr. Como 0 — Gy, - Gman —> G, — 0 é exata, 0 —

)

G} ) G ry Gy, — 0 ¢é exata; em particular, nuc((:")* : G}, ., = Gy,) = nuc(p" =

(p")* o (i) : Givn — Grovn) = GE, para cada m; logo, nuc(p™ : G®) — GW) 2 G:. O
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mapa p: G® — G®) é épico porque cada i* : G, — Gy, € épico. Portanto, G™ ¢

p-divisivel de mesma altura que G.

Definig¢ao 7.1.5. Dado G esquema-grupo formal abeliano p-divisivel de altura h, define-
se MG como o E-mdédulo esquerdo limite de MGy <— MGy < --- (onde cada MG,

tem ordem € {p° p',...} pelo lema )

Corolario 7.1.6. O functor de Dieudonné estende-se a antiequivaléncia da categoria
dos esquemas-grupos formais abelianos p -divisiveis a categoria dos E -modulos esquerdos

que sao W (k) -livres finitamente gerados.

Demonstra¢io. Como W (k) é dominio de ideais principais, por certo teorema de clas-
sificacio ha W (k) -isomorfismos MG, = @,cy Wen)(k), em ordem decrescente dos
indices e(n,l). Como MG, tem k-dimensao igual a ordem |G,|=n-h, vale >, e(n,
) =n-h. Como 0 = Gy — Gpy1 5 Goyr 6 exata, 0 < MGy < MGyt & MGy
¢ exata, logo MG, = %; vale p" - @, Wemi1n(k) = @, V" Wemy1)(k), logo
e(n,l) = min(n,e(n + 1,1)).

Prova-se por indugdo em n que V,cpe(n,l) =n e Vispe(n,l) = 0. Para n = 0,
trivial, porque MGy tem dimensdo 0. Para n =1, cada e(1,l) <1, e > ,e(1,l) = h,
logo e(1,0) = --- =e(l,h—1) =1 e os restantes sao 0. Supor n > 2. Logo, e(n — 1,
[) = min(n — 1,e(n,l)); para | > h, 0 = min(n — 1,e(n,l)), logo e(n,l) = 0. Como
n-h= 27:_01 e(n,l) < h-n, vale Vicpe(n,l) =n.

Portanto, como W (k)-médulos, MG, = W, (k)®", e como MG, — MG,
(ajustando os isomorfismos) é r®" : W, 1 (k)®" — W, (k)®", vale lim, MG, = W (k)"
como W(k)-médulos, que é W (k)-livre de posto h. Provar que esse functor é antie-

quivaléncia é similar ao corolario . Il

7.2 Mobdulos de Cartier

Agora denotamos por MD G os moédulos de Dieudonné. Ha um outro mo-
dulo MCG associado a esquemas-grupos p-divisiveis, que em certo caso (baseando-se

em (Hedayatzadeh, 2020)) provaremos ser isomorfo a MD(G®).

Definic¢ao 7.2.1. Dado G esquema-grupo formal abeliano sobre k, define-se o “mddulo
de Cartier” como MCG = Abk*A'g(W\, G), com FE-acdo esquerda dada por: £ - ¢ =
(o (&), Fro=(doV), V-¢:=(goF).

Lema 7.2.2. Se G ¢é p-divisivel com cada G, de dlgebra de Hopf local, define-se
E -linear MD(G™) — MC(G).

Demonstragio. (De Hedayatzadeh (2020)) Temos que MD(G®) = lim,, MD(G?), e tam-
bém MD(GY) = colim,, Ab*™8(G* W,,) pois seu dual G** tem algebra de Hopf
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local. Também temos colim,, Ab"A8(G*, W,,) = colim,, Abk*A'g(/V[?m G.) pelo teo-
rema p. 2 12 lema 8; o primeiro diagrama de colimite tem mapas dados S por v :
W, — Wm+1, e o segundo tem mapas dados por seus duais f : Wmtl _ m, Seja
(x,,) € lim, MD(G?,); cada z, corresponde a [y, n(n) WN® o @ ], algum N(n) >n; e
MD(p*)(an) =z, implica [(p- )Oyn+1,N(n+1)] = [yn,N(n)]a isto ¢, (p')oyn+1,N(n+1)ofN(n) =

Yn.N(n) © fN n+1) em WN(n +N(n+1)

Vale ypnmy o V"o F" = y, Ny o p" = 0 porque p" se anula em G),. A
sequéncia WhNm /WN (n) fN(i;_n Wr =0 6 exata, pois é Hom(, G,,) aplicada a
0— W, o Wi n) WN(n), exata. Logo, Ynnm) © V" = ¢, 0 N para tnico
On - W G, — G.

Também, =, = [ynN@) © fe WhNm+d g n], para cada d > 0, e um
mapa ¢ : W™ — G satisfaz Ynnm) © LoV = ¢go fNWH™ gs0 y i, OV"Ofd =
by 0 fNHd= — ¢ o fN()Fd=n gq0 ¢ = ¢, Entdo, temos o morfismo ¢n LW G,
que s6 depende de x,, ndo de N(n).

Usando (p-) = VoF, denotando i : G, — Gni1, vale Ypy1 v o fN ™o (Vo
F)oV™ = ioy, nmyofN ™oV logo ¢y, 410Fo fNHDENM=(4D) — o, o NN )=,
como f%: WM+d _ M 4 épica, pois é Hom(, G,,) aplicada a Wy, U—d> Wirtq, monica,
vale ¢py10F =iog,of; isto é, i0¢, = (dni1 [W”)

Entdo, temos ¢ = (U, ¢n) : W — G. Podese ver que cada x, — ¢, é
aditiva, logo (z,), — ¢ ¢é aditiva. Resta mostrar E-linear. Vale F - (z,), = (F - Zp)n,
com F-z, correspondendo a y,, (o V porque WNm X JyNm) g Hom(, G,,) aplicado
a W) R Wiy, logo, F - x, = ¢,0V, logo F - (2,), — ¢oV, que é F - ¢;
similarmente, V - (x,), — ¢ o F =V - ¢. Também, dado & € W(k), como (ug,& - uy) =
(€ - ug,uy) (parcamento de vetores de Witt), o dual de (£ ") : Winmy = Wiy €
(€M) L WO = WV ey vy 0 (€7 0 VI = g o Vo (€71 =

bn 0 PN (¢77T) = 60 (6) 0 SN, Togo € (za)n = G0 (61). O
Lema 7.2.3. O mapa do lema anterior MD(G™) — MC(G) ¢ isomorfismo.

Demonstragio. Seja (), € lim, MD(G}) no ntcleo. Entao, cada x, corresponde a
[ynN WM @ nls € YnN@m) © V™ = 0. Logo, ynnm) escreve-se como WNm
Wy Frm G,. Como MD(p*)(Tnt1) = Tn, vale (p-) © Zpi1 Nmt1) © ) = Zn,N(n) ©
fN("+1) or. (x)

Antes de continuar, prova-se que cada G, i el Ve G, é exata. (Aqui
nao é necessario GG, ser de tipo local). Pelo lema , a composta G, Laow Y Gp
¢ igual a p [ G,; similarmente V"o F" =p" =0 [ G,. Agora, seja = : (---) — G\
elemento generalizado com V"oz = 0. Como p" : G¥)" — G & épica (porque (---)®"
é equivaléncia da categoria a si mesma), existe elemento generalizado y: (---) — G( P

com (p")oy=ux; logo, (p")o(V"oy)=V"0x =0, logo V"oy é da forma (---) =N
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GP" = GP" (porque (---)®" preserva nicleos, como nuc(p” : Gam — Gom) = Gy);
logo, io F"o(V"oz)=F"o (V"oy)=1i-(p")oy=i-xz, logo F"o(--+)=u=x.

Dado n, mostra-se que ha M(n) com Vs pmp™ " nuc(V? i (+++) = Gy) =
0. De fato, como G, é de tipo local, hd M (n) com FM™ anulando-se em G,; logo, se
n' > M(n), Gy If; G,(ff)nl pi;n G%p)nl é G pi;n G, If; G,(lp)nl, zero, logo pelo pardgrafo
anterior, p” " -nuc(V" : (---) = Gu) =0

Quer-se agora mostrar z, ) = 0. Pelo parégrafo anterior, hd n’ > n com
P mnuc(V s (o) = Gy) = 05 usando 2z, yinyo N or™ T = (pt T Yoz, nnnyo fV M)
que é a condi¢ao (x) repetlda (e com algumas aplicagoes da épica f removidas), vale
VY oo 2n! N(n) = zr(ff’)]:, ) © VY =0 em W , logo 2z, Ny fatora-se pelo nicleo de

n' : n'—n
V™, e assim (p

) 0 Zw Ny = 05 logo, zp vy = 0. Conclm—se z, = 0, e temos a
injetividade.

Queremos mostrar a sobrejetividade. Seja ¢ : W G. Ha restri¢oes wn -
G, e como p" se anula em W", h4 fatoracoes W" 23 * G, — G. Ha N(n) > n com
pN nue(VNM 1 (-+4) = Ggw); SPDG cada N(n+ 1) é tdo grande que N(n +
1) > N(n). Pela antiequivaléncia a categoria dos esquemas-grupos formais abelianos,

ha F' e V naturais nessa categoria, estendendo F e V' da categoria dos finitos. Logo,

0=¢poF" = Fro¢? " Como também (---) Z (--+) N (--+) ¢é exata, sendo

G, a “imagem” de V" : G, — GP™" (isto é, com'lcleo do nicleo), temos fatoracao
o, Wr =G, de P W 5GP Como pV : GN(m) — G, também anula
nuc(VN™ . GN@y — (-++)), existe fatoracdo m, : GN(n) — Gn de pN="_ Define-se
Yn,N(n) : WN®™ 5 @G, como 7, og_sz(n).

Noutras palavras dado elemento generalizado = : (---) — Wy ) ha 2 :
(n)
(-++) = Gn() com ¢N o p = YNM 6 2’, e independentemente da opcao z’, vale

Yn,N(n) © T = (PN~ ”)Ox-

uer-se provar (p-)oYni1.N(nt1)© = Yn.N(n)© : dado elemento gene-
Q N ) fN(n) N(n) fN(n-H) dad 1

ralizado = : (--+) — — WN@E+D+N () , abrevie Ty (p41) = Nog e TN(m) = fNEHD 62 ha

N(n+1)
gy () = GN(ntr) com ng( +1)  OTN@mt1) = VN(n+1)ox§V(n+1); e, usando N(n+

1) = N(n), sendo xN( ) = = (pNinH=N. )OQE’N( +1), vale z’oVN(” ox?v(n) — N@O+1)=N(n) 4

N(n+1 )N N1 —N N(n)
vt )OxN( +1) —¢Nn+1) o PNt

—N(n)
ZO¢N(n OLN(ny; €NtAO, (D) OYnt1,N(n+1)OTN(n+1) = (P

Ty (n) = Yn,N(n) © TN(n)-

( )O$N(n+1) — ZO¢ f (n+1)_N(”)oxN

N(n+1)

(n+1) =

) ox’N(n_H) = (pN™=")o0

Logo, os [yn,N(n) LN G,] correspondem a elemento de lim, MD(G,,).

Resta provar que a imagem ¢é ¢. Para tal, queremos provar y, nmyoV" = ¢, 0 fN ”)_”.

Seja " : (---) — WM elemento generalizado. Vale y,, n(myo V™ oz = V”oyn N(n)
2@ hd 2’ (- ) = Gy com ng( )Mn) ox=VN™Wor' e ynmox=(p ") oug';

logo, i 0 V" oyl 0a®" = io Vo (pN™W) o (2/)0)" = FNM-n o YN o (o))" =

FNm)-n ¢<p N o 20" = Gy 0 FNM =1 0 p0)" — o g o fNMI=n o )" 0

N(n)—n
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7.3 Uso com torcoes de variedades abelianas

De (Mumford, 1974)I1.(4,6), se S é uma “variedade abeliana” (isto é, objeto-
grupo abeliano na categoria dos “conjuntos algébricos projetivos” sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica p, que seja irredutivel), entdo o seguinte esquema-
formal é p-divisivel de altura 2 -dim S (onde dimS é “dimensdao de Krull”): G =
U,50 Gny Gn = nuc(p” : S — S); este nicleo é na categoria de “esquemas-grupos
abeiianos”, e pode ser provado estar na subcategoria dos afins finitos. (Sem provas
aqui).

De (Demazure, 1972)IV.4 (teorema de Itrif Ménin), se k = k de caracteristica
p, todo Frac W (k)-espaco vetorial de dimensao finita com F-a¢do esquerda compativel
X ¢ isomorfo a uma soma direta dos X*/" = Frac W (k) ®q, Q,[T]/(T" — p*), para
0 <2 <1 fracdo reduzida, onde Q, ¢ o corpo p-ddico; tem base 1 QT ..., 1T
a agdo de F & (T-), injetiva logo bijetiva, e a acgao de V é p- F~1. Por exemplo, se
dimppew ) X = 2, entdo X ¢ isomorfo a X°® X% X'@ X', X°® X! ou X2

Dados dois esquemas-grupos p-disiviveis G e G’ de mesma altura, temos que
FracW (k) @ MD G = FracW (k) ® MD G’ sse ha FracW (k) ® MDG — FracW (k) ®
MD G’ injetivo (pois as dimensoes coincidem), e hd N tal que esse mapa multiplicado
por pV induz MDG — MD G’; assim, FracW (k) @ MD G = Frac W (k) @ MD G’ sse
hé injetivo (moénico) MDG — MD G’ de conticleo de k-dimensao finita, sse hd épico
G’ — G de nucleo finito. (Esta condigdo é dita “isogenia”).

E de (Demazure, 1972)V.3, ainda supondo k = k de caracteristica p, se S é
uma variedade abeliana, associada a p-divisivel S, entdo Frac W (k)@ MD S é isomorfo
a alguma soma XM @ ... @ X* (ordem crescente );) satisfazendo \; + A1 = 1;
assim, S ¢é iségeno a algum GM @ --- @ G . E se adicionalmente a sequéncia A,
é (0,...,0,1/2,1,...,1), entdo essa isogenia é um isomorfismo; é o que ocorre com

dim S =1, por exemplo, para “curvas elipticas”.
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