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Abstract 
This paper has twq distinct purpóses: first, to give a characterization of com-

pactness of model-theoretic lógics by means of ultrafilter convergence of families of 
structures, where the ultrafilter limits generalize the ultraproducts of the family; 
and second, to define a (topological) compactification of structure spaces which le-
ads to a new (logically) compact semantics for the given logics. We analize several 
topological properties of this compactification. 

INTRODUCCIÓN 

La finalidad de este artículo es doble: primero, dar una caracterización de la com-
pacidad de una lógica abstracta {model - theoretic logic) en términos de la convergencia 
de familias de estructuras via ultra.filtros definidos en esas familias, donde los límites cor-
respondientes de cada familia generalizan debilmente los ultraproductos de la familia; y 
segundo, construir una compactificación (topológica) de cada espacio de estructuras, la 
cual permitirá definir una nueva semántica para la lógica original que sea (logicamente) 
compacta. 

Los espacios de estructuras con la topología elemental definida por la lógica subya-
cente son espacioi:- cero-dimensionales, ie. admiten una base de clopens (abiertos-
cerrados), y la compactificación construida es tal que preserva la cero-dimensionalidad 
de estos espacios. En este caso, la compacidad topológica y la compacidad lógica coinci-
den. 

El método seguido es puramente topológico y permite a.plicado a cualquier espacio 
cero-dimensional, inclusive cuando la colección de puntos que subya.ce ai espacio es una 
clase propia, ie. un espacio "grande,,, que es el caso de los espacios de estructuras que nos 
interesa; en este caso, los abiertos de la topología son en general dases propias. Sin em-
bargo, restringiremos nuestro estudio al caso en que la topología es "pequena", ie. cuando 
la. colección de abiertos puede ser parametrizada por un conjunto, o lo que es lo mismo, 
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tratándose de espacios de estructura.c;, cuando la lógica es "peque11a", ie. la colección de 
enunciados o fórmulas cerradas correspondiente a cada tipo de similaridad es un conjunto, 
ya que en este caso la teoría de conjuntos que permite nuestras construcciones puede ser 
debidamente fundamentada. En particular, la compacidad de un espacio grande con una 
topología pequena involucra solo cubrimientos pequenos de abiertos. 

CARACTERIZACIÓN DE LA COMPACIDAD 

Sea L Lww una lógica abstracta regular ( cf. [E] pag. 31 ), y para cada. tipo de 
similaridad r sean Str la colección de est~ucturas de tipo r y Lr la colección de enunciados 
de L de tipo r. 

Supondremos que L es una lógica pequena (small logic), ie. para cada tipo r, L-r es 
un conjunto. 

La topología elemental sobre St-r es cero-dimensional y está dada por la siguiente 
base de clopens: { Mod(cp)/c.p E Lr}, la cual es una colección pequena de dases en StT 
(ie. una colección de dases parametrizada por un conjunto) cerrada para intersecciones 
finitas y complementos. 

Esta topología admite una estructura uniforme que la genera ( cf. [K] cap. 6) dada 
por la siguiente base de uniformidad: {U~/<P es un subconjunto finito de L,..}, donde 
para cada <P, U~ = { ( A, 8) E Str x St" / A =~ 8}, siendo =~ la relación de equivalencia 
elemental con resp<!cto a la colección <P de enunciados ( cf. [Ca]) . 

Es fácil ver que la base de uniformidad dada tiene la siguiente propiedad para cu-
alquier tipo r(aquí utp abrevia u{IP}): para cada ip,Ucp[A] ={BE Sr/(A,B) E U\P} = 
{ Mod(cp), si AI== r.p 

Mod(-icp ), si A l;i= cp, 

(los U..,[A] sou el correspondiente a las "bolas" de un espacio seudométrico). Esta propie-
dad garantiza que d espacio uniforme resultante es totalmente acatado ( totally bounded) 
o precompacto (ie. dado c.p, el conjunto de las bolas U""[A] que cubren Sr es finito), y 
que esta base de uuíformidad genera la topología elemental <lei espacio. 

En la teoria general de espacios uniformes se tiene la siguicnte caracterización, válida 
también para espacios grandes con bases pequeõa_s_ de uniformidad ( cf. [K] pag. 198): 

CO.MPACIDAD = COMPLETJTUD DE CAUCHY+ ACOTACION TOTAL 
1 

donde la complctitud dei Cé1uchy cs deft11ida en términos de la convergencia dü toda rcd 
de Cauchy (las redes son <l<:fiuidds i;obre co11ju11tos). Por lo la11to, para I-0s espacios de 
eslructuras Str son cc1uivalcutcs Co1117mcidcul y CoT111ilelitud de Cauchy. 

A contiuuación daremos uua caracterizac.: ióu <le la cu111paddad topológica de cada. 
espacio,.. Str, i~., ~,l<la la c.:ero-dim_e_piüoualida<l dei cspacio, de la compacidad lógica de 
~ada L , en termmos de una vers1on abstracta dei Teorema de Ultraproductos de -I.os. 
Esta será equivaleute a la complctítu<l de Cauchy de esos espacios, mostrando así que el 
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teorema det.os es un teorema de completitud topológica. 

DEFINICIÓN 1. 

1.1 Sea {Ai}ie/ una. familia de estructuras en StT y U un ultrafütro sobre I. Definimos 
limu Ai como la colección de las estructuras A E SF tal que para todo c.p E LT existe 
X E U tal que para todo í E X, (A,.A.;) E U..,; o equivalentement~, si para. todo 
t.p, {i E J/(A,A1 ) EU..,} EU. 

1.2 Sea (D,~) un "'conjunto" dirigido. Una red (net) en StT es cualquier familia de es-
tructura.s {Ai}íED· 

1.3 Una red {A;};e/J es de Cauchy si para todo t.p E L" existe k E D tal que para. todo 
i,j k, (Ai, A;) EU"'. 

1.4 Sea {Ai}ieD una red en StT. Definimos lim; A; como la colección de las estructuras 
A E StT tal que para todo c.p E L" existe k E D tal que para todo i k, (A, A;) E U,p. 

1.5 Un ultrafiltro U sobre un conjunto dirigido D es llamado libre (free ultrafilter) si con-
tiene todos los subconjuntos Yk = {i E D/i 2: k} con k E D. (La noción de ultrafiltro 
libre sobre un conjunto dirigido generaliza la de ultrafiltro no-principal en w; observese 
que la coleccíón {YkheD tiene la propiedad de intersección finita). 

OBSERVACIÓN 1. Debido a la cero-dimensionalidad de los espacios St\ la colección 
limu A; puede ser clefinida de la siguiente manera ( cf. [F-M-S] pag. 223): A E limu A; si 
y solo si para todo t.p E L T, 

A E Mod( c.p) {:} { i E J / Ai E ~fod( y1)} E U. 

Así, toda estructura A E limu A; satisface la propiedad fundamental, dada por el teorema 
de-I.os, que el ultrnproducto fluA; satisface en el caso L = L......,. 

Se sígue de la observación anterior que limuA; = íl{~lod(c.p)/{i E J/.A; E 
Mod(t.p)} EU}. 

El siguíente l<-rna cs esc11cial para la demostración de nuestra caracterización de la 
compaddad y es d<·bido fuudarncntalmcnte a D. Mun<lici y A. M. Sctte (cf. [M-S-C] pag. 
7). La importancia <1ue él tienc pan1 la interprclación de la convcrgencia en los espacios 
de cstructuras sugiere darlc un nombrc, y aquí lo llamaremos -Lema de Con\'ergencia". 

LEMA DE CONVERGENCIA. Si {.A;};ei es una red de Cauchy en St" y U es un 
ultrafiltro libre sobre D, entouces, limi A; = limu A;. En particular, limu À; no depende 
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del ultrafiltro 1ibre U. 

DEMOSTRACIÓN. 

a) Sean A E lirn. A; y <p E LT, entonces existe k E D tal que para todo i k, (A, A;) EU"', 
ie., Y1i: Ç {i E J /(A, A;) EU"'}, luego, como U es libre, {i E J /(A, A;) EU"'} E U, por 
lo tanto, A E limu A;. 

b) Sean A E limu A; y <p E LT, entonces existe X"' E U tal que para todo i E X"', ( A, A;) E 
U"'. Por otro lá.do, como la red {Ai};ev es de Cauchy, existe k"' E D tal que para todo 
i,j k"',(Ai,AJ) EU"'. 

Consideremos Z = X"' n Yk.,,, entonces Z E U por ser U libre, en particular, Z =, </>. 
Sea k E Z cualquiera. 

AFIRMACIÓN. Para todo i k, (A, A;) EU"'. 

En efecto, si i k, entonces, como k E X"' tenemos que (A, Ak) E U"'. Además, 
como i, k k<p tenemos que (Ak, Ai) Eu"', luego, (.A,, A;) Eu"' ou"' ç u"' (pues cada. u"' 
está definido en términos de una relación de equivalencia). 

Ésto prueba que A E lim; A; 

PROPOSICIÓN 1. Para cada tipo r son equivalentes: 

i) Para toda familia { Ai} iEI en StT y todo ultrafiltro U sobre I, limu A; =f <f>. 
ii) Para toda red de Cauchy {Ai};eD en StT y todo ultrafi.ltro libre U sobre 

D, limu A; =f </J. 
iii) El espacio Sf.T es completo, ie. para toda red de Cauchy {AdieD, lim; A; =f </>. 
iv) El espacio StT es compacto. 

DEMOSTRACIÓN. 

(i -+ ii): 
(ii -+ iii ): 
(iii -+ ív): 
(iv --+ i ): 

TríviEJ. 
Es consecuencia inmediata del lema de convergencia. 
Es inmediato por ser StT un espacio uniforme totalmente acatado. 
Sea {Adie/ u11a familia en S(' y U uu ultrafiltro sobre /. Por la. 
observació11 ( 1 ), limu A; se ex presa como la interseccióu de 
la siguieute familia de cerrados con la propicdad de iutersección finita: 
{ Mod(cp)/{i E 1/A; E Mod(!p)} EU} . Por lo tanto, como ·stT es 
compacto, limu Ài -/- </>. 

COROLARIO. Sea L L....., una lógica abstracta regular peque1ia, entonces son equi-
valentes: 
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i) L eR compacta. 
íi) Para todo tipo -r, toda familia {Ai};e/ en StT y todo ultrafiltro U sobre 

1, límu A;/; <P· 
La aflrmación (ii) del corolario anteriores una versión abst racta y una generaliza.ción 

para lógkas compactas dei teorema de ultraproductos de -l:, os. Ella siempre es válida en 
Lww puea en este ca.so íluA; E limu A;. Para otras lógicas compactas diferentes de L..,.., 
se puede plantear aquí el interesante problema de la "construcción", para cada. familia 
{A;};e/ y cada ultrafiltro U sobre /, de una estructura A E limu A;. 

COMPACTIFICACIÓN DE StT 

Para cada T definimos CStT = {(K, U)/ J( Ç Sr es un "conjunto" y U es un 
ultrafiltro sobre K}, y para cada <.p EU definimos 1fod.(cp) = {(J<,U) E CSt'"/{A E 
K/A t= e;,} EU}= {(l(,U) E CStT/Kn Mod(cp) EU}. 

Mocr(c;,) es La colección de "Modelos Generalizados" de cp. De este punto de vi!ta 
podemos definir la "verdan" (truth) de <.pen (K, U) como 

(K, U) U-c;, {::} (K, U) E Mod·(cp) {::} {A E K/ A I== <p} E U K n Mod( cp) E U. 

por lo tanto, (/(, U) se comporta como un ultraproducto de K módulo U. De becho, si 
L = L"""'' entonces para todo 1.p, (/(, U) l~'-P IIuK F ip , ie. (K, U) = IluK (= denota 
la relací6n de equh·alencia elemental de L). 

La colección { Mod.(<.p)/cp E LT} tiene las siguientes propiedades: 

i) Mod·(',?) n Mod·(,t,) = Mod.(i.p /\ t/J) 
íi) Mod·(c;,)c = Mod•(-,<,0) 
iii) (SCt = CStT. 

Por lo tanto, es una base de clopens para una topología pequeõa cero-dimensional 
en CStT, que es cerrada para intersecciones finitas y complementos. 

Consideremos la aplicacíón h : St" - CStT dada por h(A) = ( {A}. {{A}}). 
Puede probartte facilment-e lo siguiente: 

a) h es ínyectíva. 

b) para todo A E StT y todo <p E C : h(A) j~cp A F <p, por lo tanto, la semántica de 
CSt"' extiende la semántica de St 7 (e.s importante obser\'ar que el lenguaje L7 no ha 
cambiado ai cxtender la semántica) . 

e) Mod•(c;,) n /,(St7] = /,[ Mod(cp)], lo que implica que h es un homeomorfismo de StT 
sobre h[St"J, íe. St 7 puede ser considerado como un subespacio de C St" . 

En lo que sígue i<lentíficaremos h[St"J con St 7 y h(A) con A. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea (K,U) E se· y consideremos la siguiente familia de cerrados 
de K :·{K n Mod(ip)/(J<, U) lf-cp}. 

AFIRMACIÓN. La familia dada tiene.la propiedad de intersección finita. 
En efecto, sean <pi, .. ,,<pn tales que (J(, U) lf-cpi, i .= 1, ... ,n, entonces J(n Mod(cp1) € 

U, ... ,Kn Mod(cpn) EU, luego, (Kn Mod(cp1))n ... n(J<n Mod(ipn)) EU, en particular 
es ::/: </,. 

En consecuencia, como Str es compacto, tambié~ J( es compacto, por lo tanto, existe 
A E íl{J< n Mod(cp)/(K, U) lf-cp} = 1( n íl{ Mod(cp)/(/(, U). l~cp }, ie. existe A E K tal 
que para todo'{) E Lr, (J<, U) lf-cp =} A F cp, luego, considerando las negacionea, tenemos 
( K~ U) l~<ié {,} A F cp 

Hemos conseguido entonces compactificar la lógica L extendiendo la semá.ntica. Más· 
aún, hemos obtenido una compactificación topológica del espacio St". Sin.emhargo, si Str 
es compacto, CStr no se reduce a Str pues este último no es Hausdodf (ver proposición 
8, definición 2 y observación 4 más adelante) . . • 

UNA APLICACIÓN 
,' I 

En el parágrà.fo anterior se ha demostrado que toda lógica (regular y pequena) admite 
una semántica compacta que extiende la serriántica usual. 

La compacidaà (lógica) de la nueva semântica, al igual que la compacidad de la 
l6gica elemental, es importante por sus consecuencias, no solo porque permite garantizar 
la existencia de ciertos "modelos" satisfaciendo determinadas propieda.des, sino por su 
poder en el análisis de la expresabilidad de las teorías matemáticas. 

A continuacióq veremos un pequeno ejemplo de este ,m álisis, sugerido por A.M. 
Sette. 

Sea ,., un · cardinal infinito y consideremos la lógica infini taria L = L,.,,(Q,,) donde 
Qt( es el cuantificador cardinal cuya interpretación en una estruct,nra. A = < A, ... > 
es la siguiente: A F (Q"x)cp(:t:) <=> l{<l E A/A F cp(a]}I ;:::: (Q" es denotado a. vcces 
por Q°' siendo o el ordinal tal que "' = N°') . L permite conjunciones, disyunciones y 
cuantificaciones universales y existenciales de longitud < ". (cf. [B-S] cap. 13 y 1-1). 

En L puede ser expresado el hecho que un conjunto A tenga IAI < "; en efecto, 
IAI < ,., <=:,, A F -,( Q "l: )( x = x ). Por otro lado, para cunlquit!r .\ < t.., puede ser 
expresado también el hccho que IAI À de la siguiente 111it 11 c rn: sen. 3?: ,\ el enunciado 
(3xo) .. . (3x,i). .. /\ (xº f x/J) con 11 < À, entonces , se verifi ca que IJ\ I ,\{:}A F ~?:-'. 
• o<tJ<.\ • , 

Puede observarse facilmente que si A es un conjunto (ie, A E St~, donde tp es el tipo 
de similaridad vacío, o sea, el único símbolo de relación permitido cn las estrnctura:i de 
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St<P es la igualdad =), entonces, IAI ,\ para todo ,\ < K implica IAI K, lo que está 
virtualmente en contradicción con IAI < K. Sin embargo, mostraremos que el conjunto 
de enunciados I: = {3~"/,\ < K} U {-,(Q"x)(x = x)} es no-contradictorio del punto de 
vista semántico, ie. existe algún modelo generalizado de L· De hecho, la existenci<} queda. 
garantizada. por la compacidad de C St<P pues todo subconjunto finito de }: tiene modelo 
en Stq,. En lo que sigue construiremos un modelo concreto de }:. 

Consideremos el espacio St"' y para cada .À < K escojemos A,x E St1 tal que IA,xl = ,\, 
Sea K = {A,x/À < K} (se observa que IKI = K). Obviamente, para cualquier ultra.filtro 
U sobre J( tenemos que (J{, U) 11--,(Q,.x)(x = x) pues {A E I</ AI= -,(Q,cx)(x = x)} = 
{A E K/IAI < K} =/(Eu. 

Construiremos ahora un ultrafiltro U sobre J{ tal que para todo,\ < K, (I(, U) l!-3?:>.. 
Para. cada,\< K, sea M>,. = {A E I</IAI ).}, entonces, la familia {M.xh<1e tiene la 

propiedad de intersección finita, pues si ,\1, ... , Àn < ic, tenemos que A E M>,.1 n ,._ n M>..n 
IAI máx ().1, ... , ,\n), Y como máx (..\1, ... , ,\n) < K, existe A E M.xl n ... n MÀn• 

Es más, si K es regular, ie. para toda familia de cardinales { o,.i}'l<.X con À < "'y cada. 
º" < tt se tiene que sup'l<>..ª'l < K, entonces, la. familia {M,x} _,<,. tiene la. propiedad de 
11:-intersección, ie. íl M0 ,, # </, para toda familia de cardinales { o'l}'l<À como la. descrita. 

•1<Ã 
antes. En este caso, el filtro generado por la familia es /\:-completo. 

Sea U un ultrafiltro que contiene la familia { M>..}>.<,. (de hecho U es no-principal), 
entonces para todo ,\ < K, (J(, U) ll-3~>.. pues { A E J( / A I= 3~>..} = { A E J{ / IAI ,\} = 
M>. EU. 

Luego, (J(, U) es el modelo generalizado que hace compatibles los conceptos de "tener 
cardinalidad ,\ para todo À < K. 11 y "tcner cardinalidad < K". En el caso particular de 
ser K = ~o, son compatibles los conceptos de ''ser arbitrariamente grande" y "ser finito". 

DISCUSIÓN SOBRE LA COMPACIDAD DE CStr 

Ya hemos visto que la colección { Mod•(tp)/<p E Lr} es una base de clopens para 
el espacio CSt\ por lo tanto, podemos adaptar la dcfinición {1.1), en su versión cero-
dimensional, ai espacio CStr, y definir para una familia {(/(;,Ui)}ie1 y un ultrafiltro U 
sobre/: (M, W) E limu(J(;, V;) si y solo si para todo c.p E U, 

(M, W) E Mod·(c.p) {i E / /(Ki, V;) E Mod·('-P)} EU, 

ie. 
{ A E M / A I= <p} E W {:} { i E / / { A E Ki/ A I= '-P} E U;} E U, 

o aún, escrita en t(\nninos de las familias M = {Ailio,1<; = {Aii}iEJo con ultrafiltros 
W en J y U, en J, respectivamente, tenemos 

{j E J / A, I= <p} E w { i E / / {j E Jd A;j I= <p} E Ui} E u. 
8 



A hora., la proposición ( 1 ), adaptada ai ca!!lo del espacio CStT ,, jwllo.con la ptpposi'Ción 
(3), tienen como consecuencia para cua.lquier lógica L que, para cada familia. { (J(i, Ui)} iEI 

en Ç$f,. _y cada. ultrafütro U sobre 1, limu(J<i, Ui) i- ,</,, .ie. existe .(M, Wt E_Ç$t.,. !?atis,f~-
iW~'~do 1~ ~,q4i~il~~ci t ( *_f ·t st'.~1:P~~d·e· s~( :~~n~\H~i-~do ~olho ~1 ·c~r-ri s~b'1ú:1iê~~~-~~~i~~ t 
.d'~ __ -l.~~ ~par~C-lósl. espàcio's' e Si r. ,, El1 pfobl~mir'a~) I~.' ~.o'N~tr't1<:2ió~'.~del' Jpá/'(M,1 W).pa'ia 
.) J (. ) .• •. i: ' ,;J r.;:• , , 1 '."' 1' 1 •1:: 1·•· ) r ; · . ! ' '. ', J··1: '. . ;-'! d i; { ff ·. ) " ( _:- i,·;·: ··,n, ... , j ,·J) -: ·-.. ,r, ) .~1 11: r~f:'Y\- .~ Ul •' ·, ;;p 
cualqu1er log1ca.· L ,~uecla aqui sugerido. . _ , ·) -, ,- . _, . : . -. . .. - . , .-' -, . 7 . \ ... \, 1 'i.. ' )l i J) L .. r; .,n, tllu ) - ~ J, ,-·· , ,_ ·-·. 

rnq ~?~191p °'9t/~ ;~~rp,r:ªS,~~/ ~i:it.,?1'~~s,l,ar,a (º.1~ .:.•, .~ot ~ / <)~ i!{~·: {,,~i: v,}! ~E,I 
en t'Sl , con J(; = { Àij} jEJ; y ui uHrafütro sobre ?h , existe · A E sr tal q~e .P~Jª to~o 
'() E L 'I": • ! J :;i L l J \ ' I ! \ 

: . . . , . ! l . . .A F. c.p <=} { i E J / ,{j E JJ Ài; F. <p} E U;} E TI. _ . 1 • " - -, - _ ••. 
fh."\f:'\ '"'l ~J 1 : : 1Il l ~)) ! !,l 1', 1q 1. J 1t l , , 1 1Jl .- .; J , ~·•1) c-.u;...-b T 1:J.'.l :-fL, ll •.> i ,·, •:1•·, h il ' ! - · , \~ . l 1/ .. , :.. _, :, ,./. .~ 1 -:_ _ _?-~ 

. ; _ _. i n :1 
, ,- ; 11 . ..l /, .,' 0·)qoh ,·,h .·,-.ui 1> \ l '. f :·) 'd ,:') [11'1 :,;1 bt.iT(')'.\ ' ) I, J, .1-·::v·l \ '. . 'J!t1' 1,;1:;i 1.ln ,o : ·-,l ·, 1.~•i 

-'?~~0.~'r~~I•)~ ;-f;s 1 co11se_9tt~111ia. l11m.~cji~t,1-1 Q~1 la .. _disP,u,sióµ ,Ãl;\t~r.ic;>.i: YJ <le; 1~. P,~qpq-
s,aon· (-4-) '-1 .... 'i · ,., ~· ,11- , ' . \ ' - ( • • ,, , ___ , - -, ·, -. r ·,11-, " ) . ..- ., , , •. ,"'tl. Ir . . ') 1 ,t ,, -'>: l ,: ,: 1 . .. l , r'', \. ,·!;i11J:11h!iq :u. 1 ;7 , 11 11• \ _1 : 1 j 1l .. . r 1\ t r ·• }l, 

'.)! lj) 2o rcL.1!1·J.I '~'2,'.) :::3 [ ' .) ,',-l) iibr;:·> 0fíi C[ ,oi·, r; .--1rn,n ; ·,1 I , ,rr 1:·, ,"i 1 u- ;1; ·1' fr.fhY) r'.:t 

En L= esta estructura. A puede ser realizada expli~it~-n:iept~ ~9pi<>,ehult~a__prod_ufrtp 
tDu(tllu,,Â.ij) i i,i,t: lii f lHÚ [! ' ) { ' \ :1 [' fl 1···\ . n ';\ \í_\ J ' /) n ::) /_' 1.·,\ r,\ ;!n rni,-1:l"G 
.:tl •t> r ,·1 ,··., ·r.t Íd ~•Í'. ·rr2. :-;} :-. ll'.l' • ,:{()\.}} ,{~-})e_--:( \ \ .-,\) i.-. :r11,1,_.,i! :--y1 :ll ll'); i;T_. i c: '•l •l ·J 

.0:!3$.E.B.YAC~QN ! ~f{ S~\ (Y<,-D.) ··.,E -:JJ§.t_j ;\_ ~rJt(?ncq~!<iºnsi?et·ã.99011!(- ·f qr:n'O., ~ a:;fai:iy,}ir 
en CSf,. cqyos elementos están param·tt1,izat:l.9f\PQ,1; 1 ell9~i-JP.i!:jn;io~\ 1 eit {~qi_t ffº?~r '. q~e 
limu /( = cl{(l(, U)} (d denota. la clausura. en CSt.,.). En particular, (J(, U) E limu 1(, lo 
que refuerza la interpretación f,e1 { f< ,\lf )-c?~ó ·u~ .ul t r~p;tod.uc,tq gep~1:!1H~<i'9'~~d~. !( .fll9~ulo 
:U. 'T.~ ::1 !-, ~];~ i · :~.:. t~ ; ··/ :·; iu: ·· 1> •;·.q i1> • 111 i f t 1n.1-.· :,: •; \. t 1 ; {11, ) : >:i j\ :~·1 · :~111 h i ;:t1 11:· .· · í J~ •":t.. ; ( 1 

; -- \ ' l, ,) 1 ,; ,~:ll' •i,'."i ('/1:-\\ ,, ,, ,1,i , , )l1ni _: -- [ ' 71 --• . , •• , 
' ' • , .., \ • 1 J • • ; . ' \ < • • . •, • ! •. ' •.• 

PRQP,If;DA:PhID~;EX'l\ENSION (·-i,-,,\ )'-\ , ·,·n :;, , 1,, -, J/ )1 < \ : t ··. ,·,-\) ,•'):-: 
' 

' • • 1' ' 1 • J 1 ' 1 1 ' j ~. ' ' ) • ' • • • • ' • ;, f \ • • [" \ ' 1 • • 1 ' • • \ ,·· •. ,, , , . ~., , 1_,. _. , . ,t\l/1 ' 1 . t_ , .'l! , ·.,: ,. ,1 ( 1 !) .! \ 1l l l f • ,-!,l 1' 1{ \ '·' · ·\ - , . t ·· ' : ' . •. ·-' 

:· -. Se.an: •r '!X,-B, > y ,< . .Y.,C, >. do.s .e~pacie~,,q :irotqi rnew,ionale~~cop Jl.l ry Ç, h,as_es \ ~e 
. clopens ·. de. ?( 1ie, ,Y., respec,tiva.men~e, c.Gq·ad~s , p·ara _i ~tersecciones fini ta~ ;Y -cpmp,lem~ntos. 
Sea / : X -+ Y una función, decimo~: q~1e f )e.~ ~-con.tinua :(strQngl:y c;qrttinttous) si para 

' todo! 111:' e cJ- 1 IW] E :B, \ 10byjq.tnente ,~oda1 ftn:ición :s-cont,lp \l~ e~ )C<?I\tilll~ª·; ,También, 
deçímosgue'.J;e·ss-,abierta ~jpara' tg.dç !Vi 'E '{,~J' l·\~),~e. !;:1 . ' ,, -,\)'~ , 'ili ' ,, ! 

Son ejemplos de funciones s-continuas los siguientes: .: · ;; 1 , : l 1 ·, . •• 1 

1. h: St.,. -+ CSt 1 es s-continua ya que para t to:d'o" ~· E L " ' tt1CJl\()S1; h'- 1 ('~',fod~·(c.p)) = 
.~?d~,(~) .~ ,~t> .=. ~O(~~<p) • . • 1 ., ',, 1 ·1 11,, , 1 li. ,\ \ \1·· 1 · : • . ,) , ' Í , • • , , 

2;,•Denotando cori-S't.,.(·L) -cl esp<\.c ió Str 'con la ,topología eler'nehtal•drt.da por 1L tenemos 
que, si L 1 L2 (ie .. ·para ·cada 'P 'É1 !hf1·existe1tJ., :E, Li ' tal lqüe !•MbdtHt/J) ·= i Móde,; (ép)) 
entonces, la identidad /: S't'(l2) - St.,.(Li) es s-continua.. En rarticular, si L1 $ L2 

y ,L 2 ~ ·:/.;1 'eritôn2es la ide:ntidad·Jlniencicinad'a es 1un homeomo1:fismo:qué:prêsef.và. -:I~ 
. ·bases.- . Un :t al ·horrieomorfismo·, 'ie. , un~1 ftfri~iôn11 biyectiva: , s<---c.:dn tinu1à y, s-abierta, será 

Ili 



llarnado "s-horneornorfismo". 

PROPOSICIÓN 6. Sean < X, 8 > un espacio cero-dirnensional compacto con B una 
base ,de clopens cerrada para intersecciones finitas y complementos, y J : Sf" -+ X una 
función s-continua (StT es considerado con la base dada anteriorrnente),entonces existe 
F: CSt"'-+ X s-continua tal que FíStT = f. 
DEMOSTRACIÓ~. Sea (K, U) E CSfr y consideremos la colección M = {V E B/ 
K n J-1 [V] EU}. 

AFIRMACIÓN 1 . .NJ es una colección de cerrados de X con la propiedad de intersección 
finita. 

En efecto, obviamente M consta de cerrados pues B es una base de clopens. Ahora, 
si½, ... , Vn E M, eutonces, J( n J:- 1 [½], ... , J( nJ-i[Vn] E U, luego, Knp-1 [½ n '::.n Vn] 
(KnJ-1 [Vi])n ... n(KnJ-1 [Vn}) E u, en particular, 1-1 [½n ... nVn] =/- <P, ie. Vin ... nVn # <P-

En consecuencia, como X es compacto, para cada (K, U) E CSt"' tenernos que 
íl{V E B/ l( n J-1 IV] E U} =/- </J. 

Definimos F(l<, U) E íl{V E B/1< n J-1 [V] E U} en forma arbitraria. con ,la. 
única siguiente restricción: si (!(, U) = ( {A}, {{A}}) con A E St"' se observa que 
íl{V E B/ I< n J- 1 [V] E U} = íl{V E B/ f(A) E V} = {/(A)}, luego, exigiendo que 
F( {A}, {{A}})= J(A) tenemos que FíSt,,. = f. 

AFIRMACIÓN 2. Para todo V E B, F-1{V] = (f-1[V])*. 
Observemos prirnero que como f es s-continua, para cada V E 13 existe cp E L"' tal 

que J-1{V] = Mod(cp), luego, (f-1[V])* significa Mod'"(cp). 
Sea. (J<, U) E p-1 [V], entonces, F(I(, U) E V, por otro lado, F(I<, U) e íl{W E 

8/ K n J-1(W] E U}. Supongamos que (K, U) </ (f-1 [V])· = Mod•(cp), entonces, 
(K,U) E Mod·(-.,p), ie. I< n ·Mod(-,cp) E U, pero Mod(-,cp) = J-1 (Vc] y yc E B, 
luego, J( n 1-1 (Vc] = J< n Mod(-,cp) E U, ie. para W = vc tenemos que (!(, U) E W, 
una contradicción, por lo tanto, (1(, U) E (J-1 [V])•. 

Sea. (!<, U) E (f- 1 [V])• = Mod*(cp), entonces, Kn Mod(cp) EU, ie. KnJ- 1 [V] EU, 
luego, corno F(l(,U) E (){W E !3/J<nJ-1[W] EU} tenemos que F(l(,U) E V, ie. 
(K, U) E p-1 (V]. 

En consecuencia, F es a-continua 

COROLARIO. Sean L1 $ L1 con L1 compacta, entonces, para todo tipo r, StT(Li) es 
un retraéto a-continuo de CStr(l,1 ), ie. existe F: CStr(L2)-+ StT(Li) a-continuo tal que 
Fí St.,.(L2) = I (la identi<lad). F e~ llamado taml>ién un retracto. 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la idenlidad / : Str(L1 ) -+ StT(L1 ) que, corno ya 
vimos, es s-continua. Entonces, como Str(Li) es compacto cero-dirnensional, por la pro-
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piedad de extensión (proposición 6) existe F : CStr(L2) -:-+ Str(Li) s-continua tal que 
Ff Str(L:i) = I, ie. St.,,(Li) es trivialmente un retracto s-continuo de CSt.,,(L2 ) 

OBSERVACIÓN . 3. La s-continuidad 'de la' F ·construida en· el corolario 'àntérior se 
puede expresar, siguiendo la afirmación (2) de la: ·proposición (6), de la siguiente manera: 
para todo <p E LI existe 1/J E L; tal que F- 1 [ Mo,dLr( cp )] = Modi,2 ( 1/J ). 

A continuación analizaremos la relación estructural íntima que existe entre los espa-
cios CStT y 'Sr 'en el ·caso de 'ser L tina 16gica 'cúmpàcta. • ·' 

· I • 

PROPOSICIÓN 7. Sea L una lógica compacta Y; para cualquier . r_ _co~sideremos el 
retracto F- :< CSt',B >-+ < Sr,C .>, dado por el coroiario anterior, donde B y C son 
las bases elementales de clopens respedivas. Entonces: • 

. . • . ' . ' ' ' ' 1 1 1 ·, . . . ) . 

a) La apliéación 'G': ·~-+ C definida' 'por:;G('M)"~· P[M] es· umi' hiyección. 

b) Sea { M;} ;~i : Ç B; si ·P { Mi} denot~ una ·co~biriaciôn bo~leana· a~bi traria de -los M; 
(incluyendo uniones e intersecciones infinitas) entonces, F(;B{Mi}) = ,B{F[M;)} (en 

-·· pàrticular,• G es un :isomorfism'o _de ·álgebras•de iBbole que preserva·algunas uniones e 
intersecciones infinitas). 

--~· --:- ' . • : ,.1, ; t - \ • ; ; ,. i ,. l ; l 1 , r • , ; • '. l 

e) F[cl{(J(, U)}] = {F(I(, U)} (d denot'a la clausura 'en CSt~:_y la 'barra' en StT).' ! 

d) F es una aplicación propia s-abierta, ie. es·s-abierta, cerrada y si J( Ç St.,, es compacto, 
entonces p-1 [K] es compacto en C Str. 

e) CB_tT y StT tieneh la topología indücicl'à y éo.:inducidà por·f' respectiva~ente. 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos'B = { Modª(cp)/cp ·E U} y C = ·{ Mod(cp)/<,6 e · Lr}. 

a) G está definida de la siguíente manera: si M E B, entonces M = Modª(<,o) con 
<,o E L\ luego G(M) = F[Mod•(cp)], pero, por la afirma.ción (2) de la proposición (6), 
Mod•(<,o) = ·F- 1 [ Mod(<,o)], entonces, como F es sobre, F[ l\fod.{cp)] = Mod(<,o), ie. 
G( Mod·(cp)) = Mod(cp). 

Sean <p, t/J E /, T tales que G( Mod·(cp)) = _G( Modº(t/J)), entonces, Mod(cp) = 
Mod(t/J), luego, Mod·(<,o) = Mod.(1/J), ie. G inyectiva. Por lo tanto, G es una 
biyección ya que e11 obvianwntc sobre. ' ' ' • 

b) Basta probar que F conmuta co11 los complementos y lati intersecciones arbitrarias. 
EI caso de los complementos es trivial pues las mismas bases B y C son cerradas con 
respecto a esa ·operación. Por la misma razón F con·muta con 1 cualquier · ir:itersección 
finita. 



Finalmente, a. partir de las relaciones encontradas en la proposición anterior, puede 
probarse facilmente que para todo c.p E LT: 

y 
_F[1r(Mod*(c.p)]] = Mod(c.p) . 

donde 7r : e St'T -+ e StT / F es la proyección canónica, lo q\ie d~~uéstra que F es continua 
e abierta, es más, F es un s-homeomorfismo • • 

Desde el punto de vista lógico podemos obtener aún una mejor descripción de la. 
relación ·entre CSt' y StT en el caso compacto. Primero observemo~ que la propiedad: 
F-1 [Mod(c.p)] = Mod*(c.p) para todo c.p, dada en la afirrnación (2) de la proposición (6), 
expresa lo siguiente: para todo c.p E LT, (/(, U) E Mod•(c.p) {:} F(I<, U) E Mod(c.p); y dado 
que F es sobre tenemos que: para todo c.p E LT • 

Consideremos estructuras topológicas < X, B > y < Y, C > siendo B y C bases de 
abiertos, y una aplicación f : X -+ Y sobreyectiva, s-continua y s-abierta tal que para. 
todo a E X y para todo A E B: 

(~) a E A f(a) E /[A]. 

• Se :observa facilmente que la condición (6) exigida, es equivalente a: para todo A E 
8, A = J-1 (/[A)], ic. cada A E 8 es saturado con 1>t:specto a J. Una función f satisfaciendo 
las condiciones dadas en el párrafo anterior será llamada "q-homeomorfismo" (ie. quasi-
homeomorfismo, yh que f sería inyectiva si y solo si para todo B Ç X, B = J- 1 [f[B}]) 
(cf. (C] parag. 1.4.-1). 

El retracto F : CSr -+ StT es un q-homeomorfismo. Es más, se puede demostrar 
facilmente, adapta11do la demostración de la proposición (7), que todo q-homeomorfisrno 
cumple las propieda.des enunciadas en dicha proposición. 

Para todo par de cardinales K À w, sea L;,, el lenguaje formal que tiene como 
símbolos primitivoH: variables x 0, x1, ... , x0 , • •• , o < K, para elementos de X (respectiva.-
mente Y), V0 , Vi, ... ,½., ... , a < ,;., para elementos de B (respectivamente C), el símbolo 
de pertenencia "E" que relaciona elementos de X co11 clcme11tos <Íe B (ie. Xi E V;), Y el 
símbolo de igualdad "=" entre elementos de 8 (ie. Vi = V;) . Este lenguaje permite con-
junciones y disyuncio11es infinitas de longitud < ti., y cuantificación universal y existencial 
infinita de longitud < À, pero no permite la igualdad entre elementos de X. • 

En este lenguaje podemos expresar, por ejemplo, cl hecho de ser B base de una 
topología, así como el hecho de ser X un espa.cio con base enumerable, o de ser un espacio 
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normal o regular. Sin embargo, la propiedad de ser Hausdorff no es expresable porque 
involucra la igualdad entre elementos de X. 

En la siguiente proposición x y V denota.n seet1encias finitas o infinitas de variables, 

PROPOSICIÓN 8. Sea J :< X, B > __. < Y,C > un q-homeomorfismo. Si cp(i, V) es 
una. fórmula de L;,>., entonces para toda secuencia ã de elementos de X y Ã de elementos 
de 8 tenemos: 

< x, B >I= cp[ã, ÃJ # < Y, e >F cp(J(ã),J[Ã]]; 
en particqlar, < X, B > =i- < Y,C >. 

,<,\ 

DEMOSTRACIÓN. La demostración es por inducción sobre la complejida.d de la 
fórmula 'f>· 

Caso 1. Si cp es atómica de la forma x; E V;: 
< X,8 >p= (x; E lli)[a,A] # a E A# (por la condición (~))/(a) E /[A]~ 
< Y,C >I= (x; E V;)[f(a),J[A]l. 

Caso 2. Si cp es a.tómica de la forma ví = V; : 
< X, 8 >I= (V; = V;)[A, B] # A = B # (por la proposición (7a)) /[AJ = 
f[B] # < Y,C >I= (V;= V;)[f[A],f[BJ] . 

Caso S. Si cp es -.-ip o Âie,/ cp; con III < t.:: es trivial. 

Caso 4. Si cp( i, V) es ( 3i)-ip( z, x, V) : 
< X, 8 >I= (3i)-ip[ã, Ã] {:=? existe b E X tal que < X, 8 >p= 1/J[b, ã, Ã] # (por 
hipótesis inductiva) existe b E X tal que < Y,C >I= 1/J[/(b),J(ã),J[Ã)J # 

(por ser f sobre) existe e(= J(b)) E Y tal que< Y,C >I= 1/J[c,J(ã),J[Ã]] # 

< Y,C >I= (3i)·f[/(ã),/[Ã}]. 

Caso fi. Si cp(i, V) es (3Hl)-ip(i, V, W): 
< X,8 >p (3~V)1j,[ã,ÃJ # existe BE B tal que< X,8 >I= -ip(ã,Ã,B] # 
(por hipótesis iuductiva) existe BE 8 tal que< Y,C >I= 1j,[f(ã),J[Ã],J[Ê]] # 

(por la proposición (7a)) existe C(= J[Ê]) E C tal que < Y,~ >I= 
1/>(/(ã),J[Ã],C] < Y,C >I= (3W)J/,[/(ã),J[Ã]] • 

Una cousecuencia i11111cdiata de ln proposición anterior es que, si J : X __. Y es un 
q-homeomorfismo, ent.onccs, X cs compacto (normal, rt!gular) si y solo si Y es compacto 
(normal, regular). 
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EL COCIENTE MÓDULO EQUIVALENCIA ELEMENTAL 

Un ejemplo gE~nérico de q-homeomorfismos se da en la siguiente proposición. 

PROPOSICIÓN 9. Sea X un espacio topológico. Definimos sobre X la siguiente re-
lación de equivalencia: x = y <=? { x} = {y}, donde la barra denota la clausura en X. 
Entonces, si X/ = es el espacio cociente respectivo (llamado "espacio de Kolmogoroff de 
X"), la proyección canónica 1r : X -----t X/= es un q-homeomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. Obviamente, considerando los espacios con sus topologías totales 
como bases, ,r es sobre y s-continua. Si probamos que todo abierto A de X es saturado 
con respecto a 1r, ie. 1r- 1[1r[A]] = A, será inmediato que 7í es s-abierta y además satisface 

• la condición ( 6. ). 
Basta probar que 1r-1 [1r[A]) Ç A. Sea x E 1r- 1 [7r[A]], entonces, 1r(x) E 11'[A), luego 

existe z E A tal~!._e 1r~ = 1r(z), ie. {x-} = {z}. Si x rt A, entonces, x E Ac (que•es 
cerrado), luego; { z} = { x} Ç Ac = AC, ie. z E AC, lo cual es una contradicción, por lo 
tanto, x E 

En teoría de modelos tenemos que, si A,B E SF(L) entonces, con respecto a la 
topología elementa.l, {A} = {B} <=? A =L B, por lo tanto, la proyección 11' : SF(L) 
StT(L)/ =L es un q-homeomorfismo; es má.s, es un q-homeomorfismo con respecto a las 
bases elementales. En particular, St,,.(L) es compacto si y solo si SfT(L)/ =L es compacto. 

Análoga descripción puede hacerse con respecto ai espacio CStT(L). Aquí, (J(, U) =L 

(M, W) significa que para. todo <p E L,,.,(K,U) lf-cp <=? (M, W) lf-<p. Luego, la proyección 
1r: CStT(L) -----t CStT(L)/ =L es un q-homeomorfismo (con respecto a las bases elementa-
les). En este caso, ambos espa.cios son compactos. 

Por ejemplo, -en general tenemos que, si A E J( Ç Str(L) y U..4 es el ultra.filtro 
principal sobre/( genera.do por A, ie. U..4 = {M Ç K/A EM}, entonces A =L (J<,U.A) 
(recordar que A está siendo identificado con el par ( {A}, {{A}})). En efecto, si <p E L\ 
entonces, (J(,U..4) U-cp <=?{BE l\'/B I= cp} E U..4 <=? A E {BE K/B I= <p} <=?AI= ip. Por 
lo tanto, dado que todo ultrnfiltro sobre un conjunto finito es principal, en CSt,,.(L)\StT(L) 
solo interesan, en esencia, los pares (/(, U) con 1( infinito y Uno-principal sobre K. 

Esta última ohservación motiva la siguiente modificación en nuestra construcción de 
·una compactificaCÍ<>n de los espacios de estrncturas Str. 

DEFINICIÓN 2. Sca :F(Sl") = { (/(, U)/ 1( Ç Str es un "conjunto" infinito y U un 
ultrafiltro no-principal sobre /(}. 

Definimos, C'StT = St' U :F(Str) y para cada <p E L,., Mod'(ip) = Mod(ip) U 
{(K, U) E :F(StT)j l( n Mod(<.p) EU}. 

El nuevo espacio C'St,. es una compactificación reducida de St,,.. y, aunque con pro-
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Veamos el caso de una intersección arbitraria: sea { Mod ª( r.p.)}.e1 Ç 8, enton-
ces n Mod*(r.pi) = nF-1(Mod(r.pi)) = p-1[íl Mod(r.pi)), luego, F[íl Mod*(r.pi)) -

iE/ iEI iel iE/ 
íl Mod(t,oi) por ser F sobre, ie. F(íl Mod'"(r.pi)) = ílF[ Mod'"(r.pi)]. 
iel ie/ ie/ 

c) Es consecuencia inmediata de (b) pues la clausura d es una intersección de cerrados 
básicos. 

d) Es inmediato que F es s-abierta pues en (a) fue verificado que para el caso de los 
abiertos básicos, F[ Mod'"(r.p)] = Mod(r.p). 

El hecho de ser F cerrada es consecuencia. de (b) ya. que todo cerrado . es inter-
sección de cerrados básicos, ie. de a.biertos básicos pues los espacios considerados son 
cero-dimensionales. 

Sea /( Ç St-r compacto y supongamos que p-1[K] Ç LJ Mod*(r.p.), entonces, 
iel 

J( = F[F-1 [J<)] Ç F[LJ Mod'"(r.pi)] = LJF[ Mod'"(r.pi)] = LJ Mod(r.pi), luego, como K es 
iEI iEI iEI 

n 
compacto, exist,m i1 , ... , in E J tales que J( Ç U Mod( 'Pi1o ), por lo tanto, p-1 [K) Ç 

k=) 
n n 
LJF-1[Mod(r.p.11 )] = LJ Mod•(r.pi.), ie, F-1[J<] es compacto. 

r-sl k:1 

e) Basta probar que CSt-r y St"' tienen como base la inducida y co-inducida por F res-
pectivamente. 

En efecto, como para todo r.p E L-r tenemos que F-1[Mod(r.p)] = Mod•(r.p), en-
tonces: 8 = { Mod*((t')/cp E LT} = {F-1[Mod(cp)]/cp E L" siendo que Mod(r.p) E 
C} = {F-1(M]/M E C} = BASE INDUCIDA POR F, y C = { Mod(r.p)/r.p E 
L"} = {Mod(<r)/F- 1[Mod(r.p)] = Mod*(r.p) E 8} = {M/F- 1(M) E 8} = BASE 
CO-INDUCIDA POR F 

La parte (e) de la proposición anterior dice que StT es un cociente de csc· (siempre 
en el ca.so compacto), y el siguiente corola.rio da el cociente explicitamente. 

COROLARIO. Definiendo en CStT la relación de equivalencia determinada por F, ie. 
(J(, U) ~F (M, W) ç=> F(I(, V) = F(M, W), tenemos que el espacio cociente CSt" / F es 
a-homeomorfo a. Str . • 

DEMOSTRACIÔN. Denotando con [/(, U] la. clase de equivalencia. de (/(, U) en C St", 
podemos definir la. aplicación F : CSt" / F-+ StT pol' F([K, V])= F(/(, U) y obviamente 
es una biyección. 
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piedades análogas a. la compactificación C St,,., tiene la siguiente importante ventaja. 

OBSERVACIÓN 4. La propiedad que define los pares (K, U) en Mod'(cp), 1e. 
"J( n Mod(cp) E U'', es equivalente a "existe A E U con A Ç Mod(cp)", por lo tanto, para 
cada cp E L-r, Mod'(<,o) = Mod(<,o) U {(K, U) E :F(St'.)/ existe A EU con A Ç Mod(<p)}. 
Desde este punto de vista, la. compactificación C'SF puede ser entendida como una com-
pactificación tipo Wallma.n para St,,., que además la generaliza, pues una compactificación 
de Wallman exigiría fija.r !( = St,,. en todos los pares (K, U), lo cual no es permitido en la 
teoría de conjuntos que fundamenta nuestras construcciones. Por otro lado, dejar libre K, 
siendo aún un conjunto, es más conveniente para las necesidades de la teoría de modelos, 
como ya vimos. 

Volviendo a los cocientes módulo equivalencia elemental, y para finalizar, dehemos 
observar que si L no es una lógica compacta, entonces, en general, C SF / = no es home-
omorfo a St,,. / =· Sin embargo, si L es compacta, entonces, probaremos en la proposición 
(10) siguiente que, para todo tipo T, C St,,. / = es homeomorfo a St,,. / =· Es más, el home-
omorfismo construido será un s-homeomorfismo. 

LEMA. Si Sf' es compacto, entonces, con respecto ai retracto F : C St,,. __. St'' tenemos 
lo siguiente: (I(,U) = (M, W) {:} F(K;U) = f(M, W). 

DEMOSTRACIÔN. 

Supongamos (K, U) = (M, W), entoqces, para todo <p E U, (1(, U) l~IP <=> (M, W) 
U-<,o, ie. /( n Mod(<,o) EU{=} M n Mod(<,o) E W. 

Probaremos que F(J(,U) = F(M,W). Sea <p E LT tal que F(K,U) F cp, 
ie. F(I<, V) E ~\1od('P), entonces, !( n Mod(<,o) E U, pues si no, tendríamos que 
K n Mod(-,<,o) E li, luego F(I(, U) E Mod(-,ip) ya que, por construcción, F(K,U) E 
íl{ Mod(tf)/I<n Mod(t/J) EU}, una contradicción. Tenemos entonces que Mn Mod(cp) E 
W, por lo tanto, como F(M, W) E íl{ Mod(,p)/M n Mod(,t,) E W}, F(M, W) E Mod(<,o), 
ie. F(M, W) F <p. 

Analogamente se prueba que F(M, W) F <p implica F(I(, U) F ip. 

Supongamos r~ue F(f(, U) e F(M, W), entonces, para todo <p E L,,., F(I(, V) E 
Mod(<,o) {:} F(M, W) E Mod('P)-

Probaremos que (!(, U) = (M, W). Sea <p E l,r tal que (!(, U) li -cp, ie. 
K n Mod( <p) E U, entonccs, F'(/(, U) E Mod( cp) pues, por construéción, F(J(, U) E 
íl{ Mod(tt,)/ I<n Mod(it,) E U}, lucgo, F(M, W) E Mod(<p), de ahí Mn Mod(cp) E W pu~s 
si no tendríamos que Mn Mod(-,'P) E W, y como F(M, W) E íl{ Mod(,t,)/ Mn Mod(,t,) e 
W}, tendríamos que F(M, W) E Mod(-,<p), una contradicción. Por lo tanto, (M, W) 11-'P• 

Analogamenk se prueba que (M, W) lf-'P implica(!(, U) lf--'P 
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PROPOSICIÓN 10. Para. cualquier lógica L y cualquier tipo T tenemos: para ser St"' 
compacto es necesario y suficiente que CSt"' / = sea homeomorfo a St.,. / =· 
DEMOSTRACIÓN . 

SUFICIENCIA. Si e StT / = es homeomorfo a. Sf' / =, entonces SF / = es compacto, 
luego, como la proyección 1r : St.,. --+ St"' / = es un q-homeomorfismo, también es com-
pacto St.,., 

NECESIDAD. Supongamos St.,. compacto, y consideremos el retracto F; CSt.,. --+ St"' 
y la proyección 11" : StT --+ srr / =· 

F induce la aplicación F' : CSf' / = --+ Str / = dada por F'([I<, U]) = 1r(F(J(, U)), 
donde [K, U] denota la ela.se de equivalencia de (I<, U) en CSt.,.). 

Es fácil ver que F' está bien definida pues, por el lema anterior, (I<, U) = (M, W)::::} 
F(I<, U) = F(M, 1,,t1). Por otro lado, la otra implicación dada por el lema, ie. F(K, U) = 
F(M, W) ::::} (J<, U) = (M, W), garantiza que F' es inyectiva. Por lo tanto, F' es una 
biyección ya que es obviamente sobreyectiva. 

AFIRMACIÓN. F' es continua y abierta. 
En realidad probaremos que F' es s-continua y s-abierta. Para esto tenemos que 

explicitar las bases de C St.,. / = y St.,. / = respectivamente. 
Consideremos las proyecciones canónicas ,r1 : SF --+ St.,. / = y ,r2 : C St.,. --+ 

CSt.,. / = ; como ellas son q-homeomorfismos, es fácil de verificar que las colecciones 
{1r1[Mod(cp)]/cp E L.,.} y {1r2[Mod*(cp)]/r.p E P} son bases (de clopens) de St.,./ = y 
CSt.,. / = respectivamente. 

A partir de ahí es de rutina demostrar que para todo r.p E U, 

y 
(F')(1r2[ Mod·(cp)]] = 1r1[ Mod(cp)] 

(siendo ambas equivalentes por ser F' una biyección). Ésto termina la demqstración 
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