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Abstract

This paper has two distinct purposes: first, to give a characterization of com-
pactness of model-theoretic logics by means of ultrafilter convergence of families of
structures, where the ultrafilter limits generalize the ultraproducts of the family;
and second, to define a (topological) compactification of structure spaces which le-
ads to a new (logically) compact semantics for the given logics. We analize several
topological properties of this compactification.

INTRODUCCION

La finalidad de este articulo es doble: primero, dar una caracterizacién de la com-
pacidad de una légica abstracta (model - thearetic logic) en términos de la convergencia
de familias de estructuras via ultrafiltros definidos en esas familias, donde los limites cor-
respondientes de cada familia generalizan debilmente los ultraproductos de la familia; y
segundo, construir una compactificacion (topoldgica) de cada espacio de estructuras, la
cual permitird definir una nueva semantica para la logica original que sea (logicamente)
compacta. :

Los espacios de estructuras con la topologia elemental definida por la 1égica subya-
cente son espacios cero-dimensionales, ie. admiten una base de clopens (abiertos-
cerrados), y la compactificacién construida es tal que preserva la cero-dimensionalidad
de estos espacios. En este caso, la compacidad topoldgica y la compacidad 1égica coinci-
den. ,

El método seguido es puramente topoldgico y permite aplicarlo a cualquier espacio
cero-dimensional, inclusive cuando la coleccién de puntos que subyace al espacio es una
clase propia, ie. un espacio “grande”, que es el caso de los espacios de estructuras que nos
interesa; en este caso, los abiertos de la topologia son en general clases propias. Sin em-
bargo, restringiremos nuestro estudio al caso en que la topologia es “pequefia”, ie. cuando
la coleccién de abiertos puede ser parametrizada por un conjunto, o lo que es lo mismo,




tratindose de espacios de estructuras, cuando la légica es “pequeiia”, ie. la coleccién de
enunciados o férmulas cerradas correspondiente a cada tipo de similaridad es un conjunto,
ya que en este caso la teoria de conjuntos que permite nuestras construcciones puede ser
debidamente fundamentada. En particular, la compacidad de un espacio grande con una
topologia pequeiia involucra solo cubrimientos pequefios de abiertos.

CARACTERIZACION DE LA COMPACIDAD

Sea L > L, una légica abstracta regular (cf. [E] pag. 31), y para cada tipo de
similaridad 7 sean St7 la coleccién de estructuras de tipo 7 y L™ la coleccién de enunciados
de L de tipo 7.

Supondremos que L es una lgica pequefia (small logic), ie. para cada tipo 7, L7 es
un conjunto. ’

La topologia clemental sobre St™ es cero-dimensional y estda dada por la siguiente
base de clopens: { Mod(¢)/¢ € L7}, la cual es una coleccién pequefia de clases en St7
(ie. una coleccién de clases parametrizada por un conjunto) cerrada para intersecciones
finitas y complementos.

Esta topologia admite una estructura uniforme que la genera (cf. [K] cap. 6) dada
por la siguiente base de uniformidad: {Us/® es un subconjunto finito de L™}, donde
para cada ®,Us = {(A,B) € St x 51"/ A =¢ B}, siendo =4 la relacién de equivalencia
elemental con respecto a la coleccion @ de enunciados (cf. [Cal).

Es fécil ver que la base de uniformidad dada tiene la siguiente propiedad para cu-
alquier tipo 7(aqui U, abrevia U{,)): para cada ¢,U,[A] = {B € St"/(A,B) € U} =

Mod(p), si A= ¢
Mod(~g), si A I o,

(los U,[A] son el correspondiente a las “bolas” de un espacio seudométrico). Esta propie-
dad garantiza que ¢l espacio uniforme resultante es totalmente acotado (totally bounded)
o precompacto (ie. dado ¢, el conjunto de las bolas U,[A] que cubren St” es finito), y
que esta base de uniformidad genera la topologia elemental del espacio.

En la teoria general de espacios uniformes se tiene la siguiente caracterizacion, valida
también para espacios grandes con bases pequenas de uniformidad (cf. [K] pag. 198):

COMPACIDAD = COMPLETITUD DE CAUCHY + ACOTACION TOTAL,

donde la completitud de Cauchy es definida en términos de la convergencia de toda red
de Cauchy (las redes son definidas sobre conjuntos). Por lo tanto, para los espacios de
estructuras St” son equivalentes Compacidad y Completitud de Cauchy.

A continuacion daremos una caracterizacion de la compacidad topoldgica de cada
espacio St7, ie., diada la cero-dimepsionalidad del espacio, de la compacidad 1dgica de
c‘ada. L',‘ en términos de una versién abstracta del Teorema de Ultraproductos de -Los.
Esta sera equivalente a la completitud de Cauchy de esos espacios, mostrando asi que el
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teorema de L. os es un teorema de completitud topoldgica.

DEFINICION 1.

1.1 Sea {A;}ic; una familia de estructuras en St” y U un ultrafiltro sobre I. Definimos
limy A; como la coleccién de las estructuras A € St” tal que para todo ¢ € L7 existe
X € U tal que para todo i € X,(A, A) € U,; o equivalentemente, si para todo
e, {iel/(A A)eU,}el.

1.2 Sea (D, <) un “conjunto” dirigido. Una red (net) en St” es cualquier familia de es-
tructuras {A4;}:cp-

1.3 Una red {A;}iep es de Cauchy si para todo ¢ € L existe k € D tal que para todo
i,7 2 k,(Ai, Aj) €U,.

1.4 Sea {A;}icp una red en St”. Definimos lim; A; como la coleccién de las estructuras
A € St” tal que para todo ¢ € L7 existe k € D tal que para todo 1 > k, (A, A;) € U,..

1.5 Un ultrafiltro U sobre un conjunto dirigido D es llamado libre (free ultrafilter) si con-
tiene todos los subconjuntos Y, = {i € D/i > k} con k € D. (La nocién de ultrafiltro
libre sobre un conjunto dirigido generaliza la de ultrafiltro no-principal en w; observese
que la coleccién {Y;}rep tiene la propiedad de interseccion finita).

OBSERVACION 1. Debido a la cero-dimensionalidad de los espacios St”, la coleccién
limy A; puede ser definida de la siguiente manera (cf. [F-M-S] pag. 223): A € limy A; si
y solo si para todo p € L7,

A€ Mod(p) & {i € I/ A; € Mod(yp)} € U.

Asi, toda estructura A € limy A, satisface la propiedad fundamental, dada por el teorema
de Los, que el ultraproducto Iy A; satisface en el caso L = L__.

Se sigue de la observacién anterior que limy A; = N{Mod(p)/{i € I/A: €
Mod(p)} € U}.

El siguiente lema es esencial para la demostracion de nuestra caracterizacion de la
compacidad y es debido fundamentalmente a D. Mundici y A. M. Sette (cf. [M-S-C] pag.
7). La importancia que él tiene para la interpretacién de la convergencia en los espacios
de estructuras sugiere darle un nombre, y aqui lo llamaremos ~“Lema de Convergencia”.

LEMA DE CONVERGENCIA. Si {A;};c; es una red de Cauchy en St” y U es un
ultrafiltro libre sobre D, entonces, lim; A; = limy A;. En particular, limy A; no depende



del ultrafiltro libre U.
DEMOSTRACION.

a) Sean A € lim; A;y ¢ € L", entonces existe k € D tal que para todo i > k, (A, .A;) € U,,

ie., Yy C {i € I/(A, A;) e U,}, luego, como U es libre, {i € I/(A, A;) € U,} € U, por
lo tanto, A € limy A,;.

b) Sean A € limy A; y ¢ € L™, entonces existe X, € U tal que para todo i € X,,, (A, A;) €

U,. Por otro lado, como la red {A4;}icp es de Cauchy, existe k, € D tal que para todo
i:j 2 kwa (Aiv 'AJ) S u¢p-

Consideremos Z = X, NY,,, entonces Z € U por ser U libre, en particular, Z # ¢.
Sea k € Z cualquiera.

AFIRMACION. Para todo i > k, (A, A;) € U,.

En efecto, si # > k, entonces, como k € X, tenemos que (A4, 4;) € U,. Ademads,

como %,k > k, tenemos que (Ax, A;) € U, luego, (A, A;) € U, oU, C U, (pues cada U,
esta definido en términos de una relacién de equivalencia).
Esto prueba que A € lim; A; g

PROPOSICION 1. Para cada tipo 7 son equivalentes:

i)  Para toda familia {A;}ic; en 517 y todo ultrafiltro U sobre I,limy A; # ¢.

ii) Para toda red de Cauchy {A;}icp en St” y todo ultrafiltro libre U sobre
D,]in‘lu .A,' # ¢

iii) El espacio St es completo, ie. para toda red de Cauchy {A;}icp,lim; A; # ¢.

iv) El espacio St” es compacto.

DEMOSTRACION.
(i —ii):  Trivial.

(i1 — iii): Es consecuencia inmediata del lema de convergencia.

(i1i — iv): Es inmediato por ser St” un espacio uniforme totalmente acotado.

(iv = 1):  Sea {A,},c; una familia en St” y U un ultrafiltro sobre I. Por la
observacion (1), limy A; se expresa como la interseccion de
la siguiente familia de cerrados con la propiedad de interseccién finita:
{ Mod(p)/{i € 1/ A, € Mod(p)} € U}. Por lo tanto, como St es
compacto, limy A; # ¢. g

COROLARIO. Sea L > L__ una logica abstracta regular pequeia, entonces son equi-
valentes:



i) L es compacta.
ii) Para todo tipo 7, toda familia {A;};e; en St” y todo ultrafiltro U sobre

Llimy A # 6.

La afirmacidn (ii) del corolario anterior es una versién abstracta y una generalizacién
para ldgicas compactas del teorema de ultraproductos de Los. Ella siempre es vilida en
L.., pues en este caso [IyA; € limy A;. Para otras légicas compactas diferentes de L.,
se puede plantear aqui el interesante problema de la “construccién”, para cada familia
{Ai}ier y cada ultrafiltro U sobre I, de una estructura A € limy A;.

COMPACTIFICACION DE St”

Para cada 7 definimos CSt” = {(K,U)/K C St” es un “conjunto” y U es un
ultrafiltro sobre K}, y para cada ¢ € L™ definimos Mod™(¢) = {(K,U) € CSt"}{A €
K/IAE@}eU}={(K,U)e CSt"/K n Mod(¢) € U}.

Mod®(¢p) es la coleccién de “Modelos Generalizados” de . De este punto de vista
podemos definir la “verdad” (truth) de ¢ en (K,U) como

(K,U) ¢ & (K,U) € Mod"(¢) & {A€ KJA = ¢} € U & KN Mod(p) € U,

por lo tanto, (K, U) se comporta como un ultraproducto de X mddulo U. De hecho, si
L = L., entonces para todo o,(K,U) [lp & IyK E ¢, ie. (K,U) =OyK (= denota
la relacién de equivalencia elemental de L).

La coleccién { Mod™(¢)/¢ € L7} tiene las siguientes propiedades:

i)  Mod"(p) N Mod’ (1)) = Mod™ (¢ A ¥)
ii)  Mod(p)° = Mod"(~y)
i) (St7) =CSr.
Por lo tanto, es una base de clopens para una topologia pequena cero-dimensional
en CSt™, que es cerrada para intersecciones finitas y complementos.
Consideremos la aplicacién h : St™ — CSt™ dada por h(A) = ({A}, {{A}}).

Puede probarse facilmente lo siguiente:
a) h es inyectiva.

b) para todo A € St” y todo p € L™ : h(A) | & A k= ¢, por lo tanto, la semantica de
CSt” extiende la semdntica de St” (es importante observar que el lenguaje L™ no ha
cambiado al extender la semantica).

c) Mod®(p) N k(St”) = h[Mod(y)], lo que implica que h es un homeomorfismo de St~
gobre h[St7], ie. St” puede ser considerado como un subespacio de CSt™.

En lo que sigue identificaremos h[St"] con St” y h(A) con A.



DEMOSTRACION. Sea (K,U) € St™ y consideremos la siguiente familia de cerrados
de K : {K N Mod(yp)/(K,U) |}

AFIRMACION., La familia dada tiene la propiedad de interseccién finita.

En efecto, sean ¢, ..., ¢, tales que (K, U) |F¢i,i = 1,...,n, entonces K N Mod(y;) €
U, ..., KN Mod(y,) € U, luego, (K N Mod(;)) N...N (i N Mod(y,)) € U, en particular
es # ¢.

En | consecuencia, como St” es compacto, también K es compacto, por lo tanto, existe
A € N{I N Mod(p)/(K,U) |} = K nN{Mad(p)/(K,U) |-}, ie. existe A € K tal
que para todo ¢ € L7, (K,U) |F¢ = A |= ¢, luego, considerando las negaciones, tenemos

(K,U) o AE v g

Hemos conseguido entonces compactificar la légica L extendiendo la semantica. Mas
aun, hemos obtenido una compactificacién topoldgica del espacio St”. Sin embargo, si St”
es compacto, CSt™ no se reduce a St” pues este ultimo no es Hausdorff (ver proposicion
8, definicién 2 y observacion 4 mas adelante).

UNA APLICACION

En el paragrafo anterior se ha demostrado que toda légica (regular y pequenia) admite
una semantica compacta que extiende la semantica usual.

La compacidad (légica) de la nueva semantica, al igual que la compacidad de la
logica elemental, es importante por sus consecuencias, no solo porque permite garantizar
la existencia de ciertos “modelos” satisfaciendo determinadas propiedades, sino por su
poder en el analisis de la expresabilidad de las teorias matematicas.

A continuacién veremos un pequeiio ejemplo de este analisis, sugerido por A.M.
Sette.

Sea x un cardinal infinito y consideremos la 16gica infinitaria L = L (Qx) donde
Q« es el cuantificador cardinal cuya interpretacion en una estructura A = < A,... >
es la siguiente: A = (Q.z)p(z) & [{a € AJA |= e[a]}] 2 & (Q« es denotado a veces
por @, siendo a el ordinal tal que x = R4). L permite conjunciones, disyunciones y
cuantificaciones universales y existenciales de longitud < x (cf. [B-S] cap. 13 y 14).

En L puede ser expresado el hecho que un conjunto A tenga |A| < «; en efecto,
|A] < & & A E -(Q.2)(z = 2). Por otro lado, para cualquier A\ < &, puede ser
expresado también el hecho que |A| > A de la siguiente manera: sea 32% el enunciado

'(31:0)...(31:,,)... A\ (za # 25) con 5 < A, entonces, se verifica que |A] 2\ & A 32\
af<A :

Puede observarse facilmente que si A es un conjunto (ie. 4 € St®, donde ¢ es el tipo
de similaridad vacio, o sea, el tinico simholo de relacién permitido en las estructuras de



S5t? es la igualdad =), entonces, |A| > \ para todo A < « implica |A| > &, lo que estd
virtualmente en contradiccién con |A| < x. Sin embargo, mostraremos que el conjunto
de enunciados = = {32*/X < &} U {~(Q,z)(z = z)} es no-contradictorio del punto de
vista semantico, ie. existe algin modelo generalizado de 3. De hecho, la existencia queda

garantizada por la compacidad de CSt? pues todo subconjunto finito de ¥ tiene modelo
en St®. En lo que sigue construiremos un modelo concreto de )y

Consideremos el espacio St? y para cada A < k escojemos Ay € St? tal que |Ax| = A
Sea K = {A)/\ < &} (se observa que |K| = k). Obviamente, para cualquier ultrafiltro
U sobre K tenemos que (K,U) |--(Q.z)(z = z) pues {A € K/A | ~(Qxz)(z = z)} =
{AeK/|Al<k}=KeU.

Construiremos ahora un ultrafiltro U sobre K tal que para todo A < &, (K, U) |32,

Para cada X < &, sea My = {A € K/|A| > A}, entonces, la familia { M)} <, tiene la
propiedad de interseccion finita, pues si Ay, ..., A\, < k, tenemos que A € M), N...N M, &
|A] > méx (A, ...;\n), ¥y como max (A, ...,As) < &, existe A € My, N...N M,,,.

Es mads, si « es regular, ie. para toda familia de cardinales {a,},<\ con A < x y cada
a, < k se tiene que sup, ) @, < k, entonces, la familia {M,},\¢. tiene la propiedad de

k-interseccidn, ie. [|M,, # ¢ para toda familia de cardinales {a,},<\ como la descrita
n<A

antes. En este caso, el filtro generado por la familia es x-completo.
Sea U un ultrafiltro que contiene la familia {My}s<« (de hecho U es no-principal),

entonces para todo A < &, (K,U) |F32* pues {A € K/A | 32*} = {Ae K/|A| > \} =
M, eU.

Luego, (K, U) es el modelo generalizado que hace compatibles los conceptos de “tener
cardinalidad > A para todo A < k” y “tener cardinalidad < £”. En el caso particular de
ser k = Rg, son compatibles los conceptos de “ser arbitrariamente grande” y “ser finito”.

DISCUSION SOBRE LA COMPACIDAD DE CSt”

Ya hemos visto que la coleccién { Mod™(¢)/¢ € L7} es una base de clopens para
el espacio CSt", por lo tanto, podemos adaptar la definicién (1.1), en su versidn cero-

dimensional, al espacio CSt™, y definir para una familia {(/;, U;)}ier y un ultrafiltro U
sobre I : (M, W) € limy (I, U;) si y solo si para todo ¢ € L7,

(M, W) € Mod™(p) & {i € I/(¥K;,U;) € Mod™(9)} € U,
ie. ’
{AeM/AEpleW e {iel/{Ae K/|AE}eU}el,
o atin, escrita en términos de las familias M = {A;};es, Ki = {Aij}jes, con ultrafiltros
W en J y U; en J; respectivamente, tenemos

GelAEeyeWS iel/{jeJi/AjkEy) U} el.
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Ahora, la proposicién (1), adaptada al caso del espacio CSt7,junto.con la proposicion
(3), tienen como consecuencia para cualquier légica L que, para cada familia {(K;, Us) Yier
en CSt™ y cada ultrafiltro U sgt‘n-e I, limy(K;, U;) # ¢, ie. ‘exi’ste_(M_, W) € CSt" satisfa-

ag i ¢ S ENERI T ULSPNE o F 0 ¢ $EOTL Y- 1) VoL ] el ! e o FLU IR/ RS ' ﬁ
ciendo la equivalencia'(*). Esto puede ser sonsnderado como el correspondiente Teorema
IR S L B VAN U T S el BTG TR T T L s G ) mlipig e ey =28l
ﬁllq'£_o$_par§ l.o?kgspa.m(')s CSt". "El problema de la construccion’ del ‘par (M, W) para
Aled PR QIG vty Alaly, pend 6t 003 ehntobhienay 25 YA ) SORIHION-2 aGHaim
cualquier 1dgica L queda aqui sugerido. ‘ i g

Ty 1S v
\ = 3 ooup bo! nunitucy-g Ao 1220

PRQPOSICION 5, S L es compacta, entonces, para todo 7, toda familia {(;, Ui)}ies
en US1", ¢on K; ='{Aij};es, 'y Ui ultrafiltro sobre 7, existe” A €'St" tal que para todo
¢ 6 L-,-: -1 3.4 vit 1

aoinnsersing ob Loboiqd L IVIHTE A
i
L B

- A e - 1. = '- N . . -
il & eangola ol s sarr o0 d ssog zobsron shogreaes VD staoa

! .RIH L0 ,:»
DEMOSTRAGION. Es consegencia inmadiata,de:la; disgusion anterior y, de la propo-

SiciOnAd). i o0 e X [0 O stnitisg e S (G TURA L O PN
onp zomaasd V2D 3 UV A sbss sisq 01gmod io L Gl ADNTSENDE0) ad

En L, esta estructura A puede ser realizada explicitamente cophoiehultraproducto
Fu@lusAis)tidis simot oo Y 3 U N N 3 0 2 OV A eomiadsG
’”l) H "_\‘:{',iu - ). ':S'Q. —,‘ “..‘, 1_1’;)" { {;\}} '{}\\_;}) — \\ .‘i\v. ‘) Hion .‘nig:n,': "’”1’\‘:“};« [SRITt I
OBSERVACION . 2;( 57 (K, U)-€ -£5t7, entonces qonsiderando; K- como, una-familia
en CSt™ cuyos elementos estin parametrizados por, ellos.mismos, es. facil probar: que
limy K = cl{(K,U)} (cl denota la clausura en CSt™). En particular, (K,U) € limy K, lo
que refuerza la interpretacion des(f ;/ )-como un ultraproducte generalizadode K médulo

» Y . . . = 20 : . e o 2 ik " % -
~U.’.s > JARC R b ad) "5 ‘) l BT BB N LY =@ B4 \ CUIEY Dy SN fonit | THE

y \* | V7 S DN TEAT S S ' 3 R 2
{*:) bl bty (g \ ) Lonapt (2 )bold = NPT
A ™ e ¢ v .
PRQRIEDAE\‘DE EXTENSION 3 ,\3 ;."\\5"“ Lol { {." N2 {"..‘ !‘_;.‘ \ 5ol
; ey e hotd Gt (LA onp consgiogee {0V 3 UL 0 ANE

N A% 0 \ | ; AN
v - Sean < X,B >y < Y,C > dos espacips. cero:dimensiona es\con.Bry G ba.ses“_(’ie
clopens de X e Y. respectivamente, cerradas para intersecciones finitas y complementos.
Sea f : X — Y una funcién, decimos' que f)es s-continua (strongly continuous) si para
todo W € C, f~'[W] € B. |Obviamente ‘tada, fancién 's-continua es continua. También,
decimos que f es s-abierta si para todp V'€ B, f[V]€ €. .1 .\ . Vo o o
Son ejemplos de funciones s-continuas los siguientes: NIRRT TRN.

1. h: St — CSt" es s-continua ya que para‘todo'y € L" ténémos h"‘[‘Mod".(ga)] -
Mod"(¢) N §t™ == Mod(p).

W? | asgeiiay Y s g Vopea# JO6S QO
2. Denotando con -St™(L) el espacio St 'con la topologia elemental dada por'L tenemos
que, si L; < £, (ie. para cada @& L] existe € L;‘taliql‘le'l\'}Odp,'(tl)) = Mody,(¥))
entonces, la identidad I : St"(Ly) — St7(L,) es s-continua. En particular, si [y < Ly
y L <L, entonces la identidad' I' mencionada es'un homeomorfismo qué preserva las
‘bases.  Un:tal homeomorfismo, ie.' una,funciémibiyectiva s-continua:y. s-abierta, sera
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llamado “s-homeomorfismo”.

PROPOSICION 6. Sean < X,B > un espacio cero-dimensional compacto con B una
base de clopens cerrada para intersecciones finitas y complementos, y f : St” — X una

funcidn s-continua (St™ es considerado con la base dada anteriormente),entonces existe
F :CSt" — X s-continua tal que F[St” = f.

DEMOSTRACION. Sea (I,U) € CSt" y consideremos la coleccién M = {V € B/
Kn f-|vV] e U}.

AFIRMACION 1. M es una coleccién de cerrados de X con la propiedad de interseccién
finita.

En efecto, obviamente M consta de cerrados pues B es una base de clopens. Ahora,
si N, ...,Va € M, entonces, KN f~'[Vi],..., KN f71[V,] € U, luego, KN f[iN..NV,] =
(Knf'VDN..n(KNnf1[V,]) € U, en particular, f~![ViN...NV,] # ¢, ie. iN..NV, # ¢.

En consecuencia, como X es compacto, para cada (K,U) € CSt” tenemos que
N{V € B/Kn f7'|V]e U} # ¢.

Definimos F(K,U) € N{V € B/K N f~'[V] € U} en forma arbitraria con la
tnica siguiente restriccién: si (K,U) = ({A},{{A}}) con A € St” se observa que
MV € B/Kn f7'[V] € U} = N{V € B/f(A) € V} = {f(A)}, luego, exigiendo que
F({A}, {{A}}) = f(A) tenemos que F[St" = f.

AFIRMACION 2. Para todo V € B, F~'[V] = (f~![V])~.

Observemos primero que como f es s-continua, para cada V € B existe ¢ € L7 tal
que f-1[V] = Mod(p), luego, (f~1[V])" significa Mod*(g).

Sea (K,U) € F~'[V], entonces, F(K,U) € V, por otro lado, F(K,U) € N{W €
B/K n f~'[W]) € U}. Supongamos que (K,U) ¢ (f~'[V])" = Mod"(y), entonces,
(K,U) € Mod*(~p), ie. K N Mod(—¢) € U, pero Mod(~¢) = f~![V¢] y V¢ € B,
luego, K N f~}[V¢] = K N Mod(—¢) € U, ie. para W = V* tenemos que (K,U) € W,
una contradiccién, por lo tanto, (/,U) € (f~![V])".

Sea (I,U) € (f7'[V])" = Mod"(y), entonces, KN Mod(p) € U, ie. KNf~'[V] € U,
luego, como F(K,U) € N{W € B/K n f~'[W] € U} tenemos que F(K,U) € V, ie.
(K,U) € F'|V].

En consecuencia, F' es s-continua g

COROLARIO. Sean L, < L; con L; compacta, entonces, para todo tipo 7,S5t"(L,) es
un retracto s-continuo de C'St”(L;), ie. existe F': CSt"(L,) — St"(Lj) s-continuo tal que
F[St™(L;) = I (la identidad). F' es llamado también un retracto.

DEMOSTRACION. Consideremos la identidad I : St"(L;) — St"(L,) que, como ya
vimos, es s-continua. Entonces, como St"(L,) es compacto cero-dimensional, por la pro-
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piedad de extensién (proposicion 6) existe F' : CSt"(L;) — St7(L,) s-continua tal que
F[St7(L,) = I, ie. St"(L,) es trivialmente un retracto s-continuo de CSt"(L,) g

OBSERVACION 3. La s-continuidad de la F construida en el corolario anterior se
puede expresar, siguiendo la afirmacién (2) de la proposicién (6), de la siguiente manera:
para todo ¢ € L] existe 1 € L tal que F~![Mody, ()] = Modj_ ().

A continuacién analizaremos la relacidn estructural intima que existe entre los espa-
cios CSt™ y'St™en el caso de ser L iina 16gica c0mpacta ‘

PROPOSICION 7. Sea L una logica compacta. y. para cualqmer T consnderemos el
retracto F' :< CSt",B > — < St",C >, dado por el corolario anterior, donde B y C son
las bases elementales de clopens respectivas. Entonces:

a) La aplicacién ‘G .'B ¢ d(;,iltin‘:ida,‘ipbrz'G"(M)"z-* F[M] es una biyeccién.

b) Sea {M;}ic;' C B, si B{M;} denota una combinacién booleana arbitraria de los M;
(incluyendo uniones e intersecciones infinitas) entonces, F[S{M;}] = B{F[M;]} (en
particular, G es un ‘isomorfismo de algebras' de'Boole que .preserva-algunas uniones e
intersecciones mﬁmtas)

c) Fle{(K,U)}]= {F(I& } (cl denota la clausura en C.S't’ y la barra en .S't’)

d) F es una aplicacidn propia s-abierta, ie. es s-abierta, cerrada y si I C G't’ es compacto,
entonces F~'[K] es compacto en C'St”.

e) CSt™ y St tienen la topologl'a inducida y co-inducida por F respectivamente.

DEMOSTRACION. Consideremos B = { Mod*(p)/p € L™} y C'={Mod(p)/y € L"}.

a) G esta definida de la siguiente manera: si M € B, entonces M = Mod™(p) con
@ € L7, luego G(M) = F[Mod"()), pero, por la afirmacién (2) de la proposicién (6),
Mod’(p) = F~'[Mod(p))], entonces, como F es sobre, F[Mod*(¢)] = Mod(p), ie.
G(Mod*(p)) = Mod(yp).

Sean p,¥ € L7 tales que G(Mod®(p)) = G(Mod*(¢)), entonces, Mod(p) =
Mod(v), luego, Mod*(¢) = Mod*(¢), ie. G es inyectiva. I’or‘ lo tanto, G es una

biyeccion ya que es obviamente sobre.

b) Basta probar que F' conmuta con los complementos y las intersecciones arbitrarias.
El caso de los complementos es trivial pues las mismas bases B y C son cerradas con
respecto a esa ‘operacion. Por la misma razéon F' conmuta con cualqunex“mterseccxén
finita.
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Finalmente, a partir de las relaciones encontradas en la proposicién anterior, puede
probarse facilmente que para todo ¢ € L™:

F='[Mod(p)) = [ Mod"(v)]

Fla{Mod"(¢)]] = Mocl(</>)

donde 7 : CSt™ — CS t’ |/ F' es la proyeccién canénica, lo que demuestra que F es continua
e abierta, es mas, I es un s-homeomorfismo n

Desde el punto de vista légico podemos obtener atin una mejor descripcién de la
relacién entre CSt" y St” en el caso compacto. Primero observemos que la propiedad:
F~1[Mod(¢)] = Mod*(p) para todo ¢, dada en la afirmacién (2) de la proposicién (6),
expresa lo siguiente: para todo ¢ € L7, (K,U) € Mod*(p) < F(K,U) € Mod(yp); y dado
que F es sobre tenemos que: para todo ¢ € L7 '

(K,U) € Mod™(¢) & F(K,U) € F[Mod"(¢)].

Consideremos estructuras topoldgicas < X,B > y < Y,C > siendo B y C bases de
abiertos, y una aplicacion f : X — Y sobreyectiva, s-continua y s-abierta tal que para
todo a € X y para todo A € B:

aGA@f a) € f[A].

Se:observa facilmente que la condicidn (A) exigida, es equivalente a: para todo A €
B, A = f~![f[A]), ic. cada A € B es saturado con respecto a f. Una funcién f satisfaciendo
las condiciones dadas en el parrafo anterior sera llamada “q-homeomorfismo” (ie. quasi-
homeomorfismo, ya que f seria inyectiva si y solo si para todo B C X,B = f~![f[B]))
(cf. [C)] parag. 1.4.4).

El retracto F : CSt” — St es un g-homeomorfismo. Es mas, se puede demostrar
facilmente, adaptando la demostracién de la proposicién (7), que todo q-homeomorfismo
cumple las propiedades enunciadas en dicha proposicion.

Para todo par de cardinales & > A > w, sea L], el lenguaje formal que tiene como
simbolos primitivos: variables zg, 2y, ..., Zq,...,a < K, para elementos de X (respectiva-
mente Y), Vo, Vi, ..., Va,...,a < &, para elementos de B (respectivamente C), el simbolo
de pertenencia “€” que relaciona elementos de X con elementos de B (ie. z; € V;), y el
~ simbolo de igualdad “=" entre clementos de B (ie. V; = V;). Este lenguaje permite con-
junciones y disyunciones infinitas de longitud < &, y cuantificacién universal y existencial
infinita de longitud < A, pero no permite la igualdad entre elementos de X.

En este lenguaje podemos expresar, por ejemplo, el hecho de ser B base de una
topologia, asi como el hecho de ser X un espacio con base enumerable, o de ser un espacio
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normal o regular. Sin embargo, la propiedad de ser Hausdorff no es expresable porque
involucra la igualdad entre elementos de X.
En la siguiente proposicién # y V denotan secuencias finitas o infinitas de variables,

PROPOSICION 8. Sea f:< X,B> — < Y,C > un g-homeomorfismo. Si ¢(Z, V') es
una férmula de L, entonces para toda secuencia @ de elementos de X y A de elementos
de B tenemos:

< X,B >k ¢ld, A] & < Y,C >k o[f(@), fIA];

en particular, < X, B > = < Y,C >.

DEMOSTRACION. La demostracién es por induccidn sobre la complejidad de Ja

formula .

Caso 1. Si ¢ es atémica de la forma z; € Ve
< X,B > (z; € Vj)[a,A] & a € A & (por la condicién (A))f(a) € f[A] &
<Y,C > (z; € Vj)[f(a), f[A]l.

Caso 2. Si p es atomica de la forma V, =V} :
< X,B>F (V. = Vj)|A,B] & A = B & (por la proposicién (7a)) f[A] =
f[B] & < Y,C >k (Vi = V;)[f[A], f[B})-

Caso 8. Sip es ¢ o Ajcrp: con |I| < &: es trivial.

Caso 4. Si p(%,V) es (32)9(3, 7, V):
< X,B >k (39)9[d, A] « existe b € X tal que < X, B >k [b,d, A] & (por
hipétesis inductiva) existe b € X tal que < Y,C >k o[f(B), f (@), flA)) &
(por ser f sobre) existe ¢ (= f(B)) € Y tal que < Y,C >k ¢[c, f(d), f[/i]] &
<Y,C >k 399/ (@), ).

Caso 5. Sip(&,V)es (Bll’)zp(:z: V,W):
< X,B >k (3W)y[d, A] & existe B € B tal que < X, B >k y[a, A, B] &
(por hipétesis inductiva) existe B € B tal que < Y,C >k Y[f(@), f[A], flB)) &
(por la proposicién (7a)) existe_ C(= f[B] € C tal que < Y,C >F
Y[f(@), [[4),C) & < Y,C >= 3W)Y[f(@), f(A]] m

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es que, si f: X — Y es un

g-homeomorfismo, entonces, X es compacto (normal, regular) si y solo si Y es compacta

(normal, regular).
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EL COCIENTE MODULO EQUIVALENCIA ELEMENTAL
Un ejemplo genérico de q-homeomorfismos se da en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 9. Sea X un espacio topolégico. Definimos sobre X la siguiente re-
lacién de equivalencia: = = y < {z} = {y}, donde la barra denota la clausura en X.
Entonces, si X/ = es el espacio cociente respectivo (llamado “espacio de Kolmogoroff de
X"), la proyeccién canénica 7 : X — X/ = es un g-homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Obviamente, considerando los espacios con sus topologias totales
como bases, 7 es sobre y s-continua. Si probamos que todo abierto A de X es saturado
con respecto a m, ie. 7! [r[A]] = A, serd inmediato que 7 es s-abierta y ademads satisface
-1a condicién (A).

Basta probar que « '[w[A]] C A. Sea z € n![x[A]], entonces m(z) € w[A), luego
existe z € A tal que 7(z) = 7(z2), ie. {:1:} = {z}. Si z ¢ A, entonces, z € A° (que-es
cerrado), luego, {z} = {z} C A° = A° ie. z € A% lo cual es una contradiccién, por lo
tanto,z € A g

En teoria de modelos tenemos que, si A,B € St’(L) entonces, con respecto a la
topologia elemental, {A} = {B} & A =, B, por lo tanto, la proyeccién = : St™(L) —
St7(L)/ =L es un q-homeomorfismo; es mas, es un g-homeomorfismo con respecto a las
bases elementales. En particular, St"(L) es compacto si y solo si St"(L)/ =, es compacto.

Aniloga descripcién puede hacerse con respecto al espacio CSt"(L). Aqui, (K,U) =¢
(M, W) significa que para todo ¢ € L7, (K,U) |l-¢ & (M, W) |l-¢. Luego, la proyeccién
7 : CSt™(L) — CSt"(L)/ =L es un q-homeomorfismo (con respecto a las bases elementa-
les). En este caso, ambos espacios son compactos.

Por ejemplo,-en general tenemos que, si A € K C St"(L) y Uy es el ultrafiltro
principal sobre K generado por A, ie. Uy = {M C K/A € M}, entonces A =, (K,U,)
(recordar que A esta siendo identificado con el par ({A},{{A}})). En efecto, si ¢ € L7,
entonces, (K,Ux) o & {BeE N/BEpleUs & A€ {Be K/B ¢} & Al . Por
lo tanto, dado que todo ultrafiltro sobre un conjunto finito es principal, en CSt"(L)\St"(L)
solo interesan, en esencia, los pares (I, U) con K infinito y U no-principal sobre K.

Esta dltima ohservacién motiva la siguiente modificacion en nuestra construccién de
-una compactificacion de los espacios de estructuras St”.

DEFINICION 2. Sea F(St") = {(K,U)/K C St es un “conjunto” infinito y U un
ultrafiltro no-principal sobre '}, ' . ~

Definimos, C'St” = St” U F(St") y para cada ¢ € L7, Mod'(¢) = Mod(p) U
{(K,U) € F(St")/IK n Mod(y) € U}.

El nuevo espacio C'St” es una compactificacién reducida de St” y, aunque con pro-

15



Veamos el caso de una interseccién arbitraria: sea { Mod*(y;)}ier S B, enton-
ces (Mod* (i) = (F~'[Mod(p:)] = F~}([()Mod(:)), luego, F[(|Mod"(¢:)] =
i€l i€l iel i€l
() Mod(y;) por ser F sobre, ie. F[[|Mod"(¢:)] = [F[Mod"(:)).
sel iel iel

Es consecuencia inmediata de (b) pues la clausura cl/ es una interseccién de cerrados
bésicos.

Es inmediato que F' es s-abierta pues en (a) fue verificado que para el caso de los
abiertos basicos, F[Mod"(¢)] = Mod(¢).

El hecho de ser F' cerrada es consecuencia de (b) ya que todo cerrado es inter-
seccion de cerrados basicos, ie. de abiertos bdsicos pues los espacios considerados son
cero-dimensionales.

Sea K C St compacto y supongamos que F~'[K] C |JMod*(¢;:), entonces,
i€l
K = F[F[K)| C F[U Mod*(¢;)] = |JF[Mod*(¢:)] = | Mod(y;), luego, como K es

1€l iel

compacto, existen iy,...,i, € I tales que X C U Mod(y;, ), por lo tanto, F-'[K] C
k=1

CJF—’[MOd(‘P-‘. )] = U Mod*(¢i, ), ie. F~'[K] es compacto.

k=1 k=1

Basta probar que CSt” y St” tienen como base la inducida y co-inducida por F res-
pectivamente.

En efecto, como para todo ¢ € L tenemos que F~'[Mod(p)] = Mod"(y), en-
tonces: B = {Mod*(¢)/p € L7} = {F~}[Mod(p)]/¢ € L™ siendo que Mod(p) €

C} = {F-'[M]/M € C} = BASE INDUCIDA POR F, y C = {Mod(p)/p €

L} = {Mod(¢)/F~'[Mod(p)] = Mod"(¢) € B} = {M/F-![M] € B} = BASE
CO-INDUCIDA POR F

La parte (e) de la proposicién anterior dice que St es un cociente de CSt™ (siempre

COROLARIO. Definiendo en CSt" la relacién de equivalencia determinada por F, ie.
(K, U) ~p (M\,W) & F(K,U) = F(M,W), tenemos que el espacio cociente CSt"/F es
s-homeomorfo a St'. ’

DEMOSTRACION. Denotando con (K, U] la clase de eqmvalencla de (K,U) en CSt™,

podemos definir la aplicacion F : CSt™/F — St™ por F([X, U)) = F(K,U)y obvxa.mente
es una biyeccidn.

|
e)
en e] caso compacto), y el siguiente corolario da el cociente explicitamente.
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piedades analogas a la compactificacion CSt", tiene la siguiente importante ventaja.

OBSERVACION 4. La propiedad que define los pares (K,U) en Mod'(p), ie.
“K N Mod(p) € U™, es equivalente a “existe A € U con A C Mod(yp)”, por lo tanto, para
cada ¢ € L", Mod'(p) = Mod(p) U {(K,U) € F(St7)/ existe A € U con A C Mod(p)}.
Desde este punto de vista, la compactificacion C'St™ puede ser entendida como una com-
pactificacién tipo Wallman para St7, que ademaés la generaliza, pues una compactificacién
de Wallman exigiria fijar § = St” en todos los pares (K, U), lo cual no es permitido en la
teoria de conjuntos que fundamenta nuestras construcciones. Por otro lado, dejar libre K,
siendo aiin un conjunto, es mas conveniente para las necesidades de la teoria de modelos,
como ya vimos.

Volviendo a los cocientes médulo equivalencia elemental, y para finalizar, debemos
observar que 8i L no es una logica compacta, entonces, en general, CSt”/ = no es home-
omorfo a St"/ =. Sin embargo, si L es compacta, entonces, probaremos en la proposicion
(10) siguiente que, para todo tipo 7,CSt"/ = es homeomorfo a St”/ =. Es mads, el home-
omorfismo construido serd un s-homeomorfismo.

LEMA. Si §t” es compacto, entonces, con respecto al retracto £ : CSt™ — St” tenemos
lo siguiente: (K,U) = (M, W) & F(K,U) = F(M,W).

DEMOSTRACION.

Supongamos (K,U) = (M, W), entonces, para todo ¢ € L7, (K,U) |l & (M, W)
[l-¢, ie. K N Mod(g) € U & M N Mod(p) € W.

Probaremos que F(K,U) = F(M,W). Sea ¢ € L7 tal que F(K,U) E o,
ie. F(K,U) € Mod(p), entonces, K N Mod(p) € U, pues si no, tendriamos que
K N Mod(~¢) € U, luego F(K,U) € Mod(~y) ya que, por construccién, F(K,U) €
N{ Mod(¥)/ K N Mod(3) € U}, una contradiccion. Tenemos entonces que M N Mod(y) €
W, por lo tanto, como F(M, W) € N{ Mod(¥)/M N Mod(s) € W}, F(M, W) € Mod(y),
ie. F(M,W) = ¢.

Analogamente se prueba que F(M,W) |= ¢ implica F(K,U) | ¢.

Supongamos que F(K,U) = F(M,W), entonces, para todo ¢ € L™, F(K,U) €
Mod(y) & F(M,W) € Mod(p).

Probaremos que (K,U) = (M,W). Sea ¢ € L7 tal que (K,U) | —¢, ie.
K N Mod(p) € U, entonces, I'(K,U) € Mod(p) pues, por construccién, F(K,U) €
N{ Mod(¥)/ KN Mod() € U}, luego, F(M,W) € Mod(p), de ahi MN Mod(p) € W pues
si no tendriamos que M N Mod(—¢) € W,y como (M, W) € N{ Mod()/MN Mod(y) €
W}, tendriamos que F'(M, W) € Mod(~), una contradiccién. Por lo tanto, (M, W) |l-.

Analogamente se prueba que (M, W) |l-¢ implica (K,U) |l-¢ g
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PROPOSICION 10. Para cualquier l6gica L y cualquier tipo 7 tenemos: para ser St”
compacto es necesario y suficiente que CSt”/ = sea homeomorfo a St7/ =.

DEMOSTRACION.

'SUFICIENCIA. Si CSt™/ = es homeomorfo a St”/ =, entonces St”/ = es compacto,

luego, como la proyeccién 7 : St™ — St"/ = es un q-homeomorfismo, también es com-
pacto St7. )

NECESIDAD. Supongamos St” compacto, y consideremos el retracto F : CSt™ — St”
y la proyeccién 7 : St” — St"/ =

F induce la aplicacion F': CS't | =- St = dada por F'([K,U]) = =(F(K,U)),
donde K, U] denota la clase de equivalencia de (K,U) en CSt7).

Es facil ver que F” estd bien definida pues, por el lema anterior, (K,U) = (M, W) =
F(K,U) = F(M,W). Por otro lado, la otra implicacién dada por el lema, ie. F(K,U) =
F(M,W) = (K, U) (M, W), garantiza que F’ es inyectiva. Por lo tanto, F' es una
biyeccién ya que es obviamente sobreyectiva.

AFIRMACION. F' es continua y abierta. ‘

En realidad probaremos que F’ es s-continua y s-abierta. Para esto tenemos que
explicitar las bases de CSt"/ = y St”/ = respectivamente.

Consideremos las proyecciones candnicas 7, : St” — St"/ =y m, : CSt™ —
CSt"/ = ; como ellas son g-homeomorfismos, es facil de verificar que las colecciones
{Wl[MOd((P)]ﬁP € L™} y {m[Mod"(¢)]/¢ € L7} son bases (de clopens) de St"/ =y
CSt™ [ = respectivamente.

A partir de ahi es de rutina demostrar que para todo ¢ € L,

(F")~'[m1[ Mod()]] = m3[ Mod™(i0)]

y
F')[my[Mod*())) = mi[Mod(e)]

siendo ambas equivalentes por ser F/ una biyeccion). Esto termina la demastracion
n
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