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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema de otimizagao topoldgica estrutural tridimensio-
nal, cujo proposito é auxiliar a producao de estruturas que tenham a méxima rigidez (ou
a minima flexibilidade), para que sejam capazes de suportar cargas externas sem sofre-
rem grandes deslocamentos e deformagoes, mantendo o equilibrio estatico e satisfazendo
uma restricao de volume. Utilizamos o método dos elementos finitos para discretizar o
dominio no qual a estrutura estara contida e aproximar os deslocamentos da mesma. Por
sua vez, a topologia 6tima da estrutura é determinada pela melhor distribuicao das den-
sidades de material na malha de elementos finitos. O problema na forma discretizada é
um problema de otimizacao nao linear, que resolvemos aplicando um algoritmo de pro-
gramacao linear sequencial. Apresentamos resultados computacionais, obtidos com uma
implementacao feita em Matlab, na qual utilizamos o método multigrid, nas versoes ge-
ométrica e algébrica, como precondicionador do método dos gradientes conjugados na
resolucao dos sistemas lineares de equilibrio, reduzindo substancialmente o tempo gasto
nessa etapa. Além disso, aplicamos um esquema de multirresolucao, cuja ideia é trabalhar
com discretizacoes diferentes em cada etapa da otimizacao topologica, reduzindo o custo
computacional enquanto mantemos uma resolucao alta da estrutura. Em contrapartida,
a multirresolucao pode apresentar regioes com rigidez artificial, formando artefatos in-
desejados na estrutura, especialmente quando reduzimos o raio de aplicacao do filtro de
densidades. Para amenizar esse inconveniente e obter solugdes mais precisas sem preju-
dicar demais a eficiéncia do algoritmo, propomos uma estratégia adaptativa de aumento
do grau de aproximacao dos deslocamentos, com uma técnica para suprimir variaveis do
problema. Também propomos uma nova estratégia de arredondamento das densidades,
baseada em informacoes do vetor gradiente, para obter estruturas compostas por regioes
completamente s6lidas ou vazias.

Palavras-chave: Otimizagao Topologica. Programacao Nao Linear. Método dos Elemen-
tos Finitos. Métodos Multigrid. Multirresolucao.



Abstract

In this work, we study the three-dimensional structural topology optimization problem,
whose purpose is to assist the production of structures that have maximum stiffness (or
minimum compliance), so that they can bear external loads without suffering large dis-
placements and strains, keeping the static equilibrium and satisfying a volume constraint.
We use the finite element method to discretize the domain in which the structure must
be contained and to approximate its displacements. The optimal topology of the struc-
ture is determined by the best distribution of material densities in the finite element
grid. The problem in the discretized form is a nonlinear optimization problem, that we
solve applying a sequential linear programming algorithm. We present computational re-
sults, obtained with an implementation written in Matlab, in which we use the multigrid
method, in geometric and algebraic versions, as preconditioner of the conjugate gradi-
ent method for solving the equilibrium linear systems, substantially reducing the time
spent on this stage. Furthermore, we apply a multiresolution scheme, whose idea is to
work with different discretizations at each stage of the topology optimization, reducing
the computational cost while keeping a high resolution for the structure. However, the
multiresolution may present regions with artificial stiffness, forming undesired artefacts
in the structure, especially when we reduce the application radius of the density filter. To
alleviate this inconvenient and to obtain more accurate solutions without undermining
too much the algorithm efficiency, we propose an adaptive strategy to increase the degree
of approximation of the displacements, with a procedure to suppress variables from the
problem. We also propose a new density rounding strategy, based on the gradient vector
information, to obtain structures composed by fully solid or void regions.

Keywords: Topology Optimization. Nonlinear Programming. Finite Element Method.
Multigrid Methods. Multiresolution.
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Introducao

A aplicacao de métodos matematicos e computacionais é fundamental para a
obtencao de solucoes confidveis e eficazes para problemas reais. Na engenharia estrutural,
em particular, um dos avangos mais importantes certamente foi o desenvolvimento de
técnicas de otimizacao capazes de melhorar as estruturas e os seus componentes de maneira
rapida e econdémica. A criacao de uma nova estrutura deve satisfazer certas exigéncias,
pois ela precisa ser segura e, ao mesmo tempo, sua producao deve ser economicamente
viavel. A elaboracdao de um modelo de estrutura que cumpra todas as exigéncias requer
grande capacidade, experiéncia e criatividade dos projetistas ou engenheiros. Além disso,
com o avango tecnoldgico, exige-se que os projetos sejam desenvolvidos de forma rapida
e tenham maior funcionalidade e qualidade. A otimizacdo topolégica estrutural é uma
metodologia matematica que auxilia na selecao de um formato inicial adequado para uma
nova estrutura, facilitando e acelerando o trabalho de desenvolvimento da mesma.

Na formulacao mais simples, o problema de otimizacao topologica estrutural
consiste em obter uma estrutura que tenha a maior rigidez (ou, equivalentemente, a menor
flexibilidade) possivel, de modo que ela consiga suportar a aplicacdo de cargas externas
sem sofrer deslocamentos e deformacoes excessivos, mantendo-se em equilibrio estatico e
satisfazendo uma restricao de volume maximo.

Existem outras técnicas de otimizagao estrutural que permitem melhorar o de-
sempenho de uma estrutura (vide Haslinger e Mékinen [28]). Na otimizacdo paramétrica,
o objetivo é otimizar um determinado parametro (por exemplo, a espessura ou a area da
segao transversal), de modo que a estrutura tenha maxima rigidez ou minima deflexao.
Outra estratégia é a otimizacao de forma, na qual busca-se otimizar o contorno de uma
estrutura previamente conhecida. Diferentemente das duas técnicas citadas, na otimiza-
¢ao topologica nao é necessario conhecer de antemao o formato da estrutura. No inicio,
definimos apenas o dominio no qual a estrutura deve ser construida, as forcas externas
aplicadas, os apoios responsaveis pela sustentagao da estrutura, a quantidade disponivel de
material e, eventualmente, regioes do dominio onde nao pode haver material ou onde deve
haver material. A topologia 6tima da estrutura é determinada pela melhor distribuicao
do material no dominio.

O primeiro algoritmo computacional para resolver problemas de otimizacao
topologica foi apresentado por Bendsge e Kikuchi [5]. Os autores utilizaram um método
de homogeneizacao e propuseram a formulagao do problema como um problema de distri-
buicao de material, cuja resolucao consiste em decidir se cada um dos pontos do dominio
deve conter ou nao conter material. Matematicamente, isso pode ser descrito por meio de
uma funcao que assume valor 1 se o ponto contém material ou valor 0 em caso contrério.
Todavia, sob o ponto de vista computacional, é extremamente dificil e caro fazer com que
cada ponto do dominio seja representado apenas por essas duas possibilidades. Assim,
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utiliza-se geralmente uma func¢do continua que pode assumir valores no intervalo [0, 1]
e que representa a densidade de material em cada ponto do dominio. Com o intuito de
eliminar densidades intermediarias, Bendsge [4] sugeriu o uso do modelo SIMP (do inglés
Solid Isotropic Material with Penalization) no qual a densidade é elevada a um expoente
maior que 1. Neste trabalho, fazemos uso dessa abordagem, que passou a ser conhecida
como abordagem de densidade.

Além da abordagem citada acima, existem outras formas de tratar o problema
de otimizagao topologica, como as que utilizam métodos de conjuntos de nivel [17], analise
isogeométrica [55|, moving morphable components [61], entre outras. O artigo de Sigmund
e Maute [47] fornece uma revisdo comparativa entre algumas das diferentes abordagens.

Embora, neste texto, trabalhemos apenas com o problema estrutural na forma
simples, ¢ possivel expandir as estratégias apresentadas para outros tipos de problemas
de otimizacao topoldgica mais complexos, como os que envolvem restricoes adicionais
de manufatura [60, 63|, permitindo a integra¢do com a impressao 3D, ou o projeto de
uma classe especial de estruturas, denominadas mecanismos flexiveis |23, 44, 62|, que sdo
desenvolvidas para que haja deslocamentos em algumas direcoes, permitindo segurar um
determinado objeto ou acionar algum dispositivo, por exemplo.

Desde a sua introducgao, o problema de otimizagao topologica vem ganhando
destaque na academia e na industria, com diversas aplica¢oes nas engenharias civil, meca-
nica, aeroespacial, automobilistica, entre outras areas. O livro de Bendsge e Sigmund [6]
fornece uma compilagao de estudos teoéricos, métodos computacionais e aplicacoes da oti-
miza¢ao topologica. Outras revisoes bibliograficas podem ser consultadas em |15, 18, 47|.

No contexto computacional, um dos maiores desafios da area tem sido o desen-
volvimento de algoritmos eficientes para a resolucao de problemas de grande porte, especi-
almente os tridimensionais. Em Matlab, Sigmund [45] disponibilizou uma implementagao
para a resolugao de problemas de otimizagao topologica bidimensionais. Posteriormente,
Andreassen et al. |2] melhoraram essa implementacao, explorando o uso das operagoes
matriciais com o Matlab. Uma extensao para problemas tridimensionais foi apresentada
por Liu e Tovar [30], na qual os autores sugeriram o uso de métodos iterativos para a reso-
lugao dos sistemas de equilibrio. Uma versao mais atual e eficiente dessas implementacoes
foi proposta por Ferrari e Sigmund [19]. Ao longo dos anos, surgiram diversos outros
trabalhos com estratégias para acelerar o processo de otimizacao topoldgica, conforme
podemos ver em [35]. Nesta tese, buscamos fornecer um algoritmo robusto e eficiente para
a resolucao de problemas de otimizacao topologica de estruturas tridimensionais, combi-
nando algumas técnicas ja existentes e propondo novas estratégias que permitam obter
solugoes de melhor qualidade. Além disso, desejamos que os textos apresentados sejam
proveitosos para aqueles que estudam o assunto.

Na abordagem de densidade, a otimizacao topoldgica estrutural é combinada
com o método dos elementos finitos [3, 14], utilizado para discretizar o dominio no qual
a estrutura deve estar contida, o que evita a resolu¢ao do problema em um espaco de
dimensao infinita. Ao invés de buscarmos o valor da densidade de material para cada um
dos infinitos pontos do dominio, buscamos a densidade de cada elemento finito. Neste
trabalho, consideramos problemas tridimensionais, dividindo os dominios em pequenas
regioes iguais com o formato de um prisma retangular reto, criando uma malha regular.
Inicialmente, trabalhamos com elementos lineares e, posteriormente, empregamos também
elementos de grau 2 e 3 do tipo Lagrange e do tipo serendipity, com o intuito de melhorar
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a aproximagcao dos deslocamentos da estrutura.

No Capitulo 1, estudamos a formulacao fisica do problema de otimizacao topo-
logica estrutural e, em seguida, fazemos uma introdugao ao método dos elementos finitos,
descrevendo os detalhes do tipo de elemento utilizado, bem como a caracterizagao do sis-
tema de equilibrio estatico, e apresentamos o problema na forma discretizada. Além disso,
comentamos sobre algumas instabilidades numéricas [48] que podem surgir na resolugao
do problema e uma possivel salvacao, que é a aplicagao de um filtro [9]. Utilizamos o filtro
da média ponderada das densidades, proposto em [12], que possui a vantagem de manter
a linearidade na restricao de volume e permitir o calculo dos gradientes da fungao objetivo
e das restricoes do problema de forma analitica.

O problema na forma discretizada ¢ um problema de otimizacao nao linear.
Existem diversos métodos para resolugao desse tipo de problema (vide [32, 41]). No caso
da otimizacao topologica, por se tratar de um problema com muitas variaveis, os métodos
que envolvem segundas derivadas costumam ser evitados. Os mais comumente aplicados
a resolucao do problema em questdo sao o método do critério de otimalidade (consulte
[6], Secao 1.2), o método das assintotas moveis [51] e a programagao linear sequencial
[22, 44]. Neste trabalho, implementamos um algoritmo globalmente convergente de pro-
gramagao linear sequencial, descrito por Gomes e Senne [22|. Em nossa implementagao,
adaptamos o algoritmo para problemas tridimensionais, fazendo alguns ajustes nos para-
metros, e empregamos um critério de parada baseado nas condi¢oes Karush-Kuhn-Tucker
do problema, semelhante ao que é proposto em [23]|. No Capitulo 2, explicamos o método
de programacao linear sequencial e apresentamos os detalhes do algoritmo.

Um dos maiores desafios para a resolucao eficiente dos problemas de otimizagao
topologica de grande porte é o calculo da fungao objetivo, que envolve a resolu¢ao de um
sistema linear diferente a cada iteracao, relacionado a condicao de equilibrio no caso em
que a relacao entre as deformacoes e as tensoes na estrutura é linear. Sob certas condigoes,
a matriz desse sistema, denominada matriz de rigidez, é simétrica, definida positiva e
esparsa. No caso tridimensional, a dimensao dessa matriz cresce demasiadamente quando
aumentamos a quantidade de elementos na malha para obter solugoes mais precisas. Nesta
tese, estendemos o trabalho realizado na dissertagao de mestrado [53], na qual verificamos
que a resolucao dos sistemas lineares ¢ a etapa mais cara do processo de otimizacao
topologica e que, para problemas de grande porte, é mais vantajoso utilizar um método de
resolugao iterativo, como o método dos gradientes conjugados, ao invés da decomposicao
de Cholesky. Entretanto, com os precondicionadores frequentemente utilizados, como uma
matriz diagonal ou a fatoragao incompleta de Cholesky, a resolugao dos sistemas lineares
continua sendo uma etapa bastante custosa. Isso nos motivou a buscar precondicionadores
melhores e, neste trabalho, estudamos os métodos multigrid [10, 52|, que sdo empregados
para a resolucao de sistemas lineares provenientes de problemas com discretizacoes.

No trabalho de Amir et al. [1], o multigrid na forma geométrica foi aplicado
como precondicionador do método dos gradientes conjugados no contexto da otimizacao
topologica, mostrando resultados promissores. Em um trabalho mais recente, Peetz e
Elbanna [40] fizeram uma comparagio entre o multigrid geométrico e o algébrico como
precondicionadores, utilizando o método GMRES para a resolucao dos sistemas lineares.
Em nossa implementacgao, utilizamos o multigrid, tanto na forma geométrica quanto na
forma algébrica, como precondicionador do método dos gradientes conjugados. A versao
algébrica que empregamos é diferente daquela utilizada em [40] e é baseada nos trabalhos
de Franceschini et al. [20] e Magri et al. [33], que propoem uma versao do método voltada
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para problemas estruturais. Testamos essa versao do multigrid algébrico para o caso da
otimizacao topoldgica, fazendo ajustes de parametros. Além disso, a maioria dos trabalhos
utilizam o multigrid geométrico com malhas compostas por elementos lineares. Dentre os
trabalhos que combinam o multigrid com o método dos elementos finitos de ordem maior,
encontramos o artigo de Sundar et al. [50], que compara algumas alternativas nessa linha.
A alternativa denominada h-multigrid é parecida com a que propomos neste trabalho,
na qual utilizamos as funcoes de forma do método dos elementos finitos para construir a
matriz de prolongacgao, permitindo aplicar o multigrid geométrico com elementos do tipo
Lagrange e do tipo serendipity de grau maior do que 1. No Capitulo 3, apresentamos os
métodos iterativos estacionarios utilizados como suavizadores do método multigrid e, em
seguida, descrevemos as ideias do multigrid geométrico e do multigrid algébrico na versao
classica, bem como na versao utilizada em nossa implementacao.

Outras estratégias tém sido aplicadas para reduzir o custo computacional re-
lacionado a resolugao dos sistemas lineares do problema de otimizagao topologica, como a
reandlise [43| e os modelos de ordem reduzida [13, 21, 57|. A primeira estratégia consiste
em reaproveitar a fatoracao de Cholesky da matriz de rigidez em iteracoes subsequentes
do algoritmo de otimizacao. J4 a segunda estratégia consiste em utilizar soluc¢oes obtidas
em iteracoes anteriores para construir uma base, denominada base reduzida, e formar um
sistema linear de dimensao menor, com o qual é possivel obter uma aproximagao para
a solucao do sistema original da iteracao atual. No Capitulo 4, descrevemos com mais
detalhes a ideia dos modelos de ordem reduzida e apresentamos duas possibilidades para
a construcao da base reduzida, uma delas utilizando o processo de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt e a outra utilizando a decomposi¢ao em valores singulares (SVD).

A obtencao de estruturas com melhor qualidade e mais detalhes requer que
utilizemos malhas com um numero grande de elementos finitos. Além de aumentar o
tempo de resolucao, isso provoca um consumo elevado de memoria computacional. Esse
contratempo se mantém mesmo quando utilizamos estratégias como o multigrid ou a
reducao de ordem, citadas acima. Ademais, essas estratégias reduzem apenas o tempo
computacional relacionado ao calculo da funcao objetivo, muito embora outras etapas do
processo de otimizacao topologica também possam ser custosas. Com o intuito de tornar
o algoritmo mais eficiente, estudamos a multirresolugao, conforme proposta por Nguyen
et al. |37, 38]. Nessa técnica, utilizamos malhas com refinamentos distintos para as etapas
do processo de otimizagao topoldgica: uma malha mais grossa para a aproximagao dos
deslocamentos nodais (resolugao dos sistemas de equilibrio), uma malha intermediaria
para a resolucao do problema de otimizacao e uma malha mais fina na qual é definida a
distribuicao das densidades de material. Com isso, a resolucao final da estrutura é alta,
enquanto o custo computacional das etapas mais caras do algoritmo é reduzido. Dentre
outros trabalhos que utilizam a multirresolucao em diferentes aplicacoes e abordagens da
otimizagao topologica, citamos os artigos [24, 25, 39, 59]. Neste trabalho, combinamos a
multirresolucao com a programacao linear sequencial e o multigrid, obtendo um algoritmo
bastante eficaz para a resolugao de problemas tridimensionais. No Capitulo 5, explicamos
os detalhes dessa estratégia de separagao das malhas.

Um inconveniente da multirresolucao é a baixa precisao na aproximacao dos
deslocamentos da estrutura (feita na malha mais grossa), que pode causar imprecisdes na,
distribui¢ao das densidades de material (feita na malha mais fina). Essas imprecisoes nao
sao percebidas pelo método de otimizacao e acabam gerando solucoes com rigidez arti-
ficial, que podem conter os chamados artefatos (vide Gupta et al. [26]), que sao regices
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com material distribuido de maneira aleatoria, gerando barras incompletas ou partes “flu-
tuando” na estrutura. O surgimento dos artefatos, embora ainda sem essa nomenclatura,
também foi relatado nos trabalhos de Groen et al. [24], Gupta et al. [27] ¢ Nguyen et
al. [36]. Os resultados desses trabalhos sugerem que o uso de um filtro de densidades e o
aumento no grau de aproximacao dos deslocamentos podem amenizar o surgimento dos
artefatos. Em [24], os autores utilizam o método das células finitas e em [36] utilizam a
versao-p do método dos elementos finitos, ambos com funcoes de forma hierdrquicas para
melhorar a precisao na aproximacao dos deslocamentos. Em nossos resultados, também
observamos o surgimento de artefatos nas solugoes obtidas com a multirresolucao, espe-
cialmente quando reduzimos o raio de aplicacao do filtro de densidades, com o intuito de
obter estruturas mais detalhadas. Além disso, testamos o uso de elementos finitos clés-
sicos, do tipo Lagrange e do tipo serendipily, aumentando o grau dos polinébmios que
compoem as fungoes de forma a fim de melhorar a aproximacao dos deslocamentos e,
consequentemente, a qualidade das solucgoes.

Entretanto, aumentar o grau dos elementos finitos causa uma elevacao no
tempo de resolucao dos sistemas lineares, uma vez que o nimero de nés da malha aumenta.
Para amenizar esse infortinio, Gupta et al. [25] propdem uma estratégia adaptativa que
modifica o grau dos elementos finitos e a quantidade de varidveis de projeto em cada ele-
mento no decorrer do processo de otimizagao. A ideia é aumentar esses valores nas regioes
do dominio que necessitam de uma precisao maior, como as que podem conter artefatos, e
reduzir os valores em regioes cuja precisao pode ser menor. Os resultados obtidos com essa
estratégia sao promissores, embora os problemas testados sejam apenas bidimensionais.
Em nosso trabalho, propomos uma outra estratégia adaptativa de aumento do grau dos
elementos finitos, que consiste em (i) resolver o problema com um grau baixo; (ii) supri-
mir algumas variaveis (mantendo os valores fixados) em regides do dominio cujo formato
da estrutura ja esteja bem definido na solu¢ao obtida; e (iii) resolver o problema nova-
mente aumentando o grau de aproximacao dos deslocamentos. Esse processo de fixacao
de variaveis e resolucao de um problema com uma aproximacao de maior grau para os
elementos é repetido até que a solucao encontrada nao contenha artefatos e seja adequada.
No Capitulo 6, descrevemos os detalhes dessa estratégia.

Também no Capitulo 6, propomos uma nova estratégia de arredondamento de
densidades, com o objetivo de reduzir as densidades intermediarias na solucao, obtendo
estruturas formadas por regioes completamente sélidas ou vazias. O uso do modelo SIMP,
junto com a restricao de volume, faz com que a solugao tenha poucas densidades interme-
diarias. Contudo, a aplicacao do filtro pode fazer com que essas densidades aparecam com
mais frequéncia. Ademais, as densidades intermediarias podem ter influéncia sobre o valor
da flexibilidade. O desenvolvimento de técnicas para obter solucoes binarias é, portanto,
um assunto relevante na otimizacao topolégica. Os trabalhos que utilizam estratégias de
arredondamento incluem os artigos de Wang et al. [54] e Xu et al. [58]. Nossa estratégia é
baseada em informacoes do vetor gradiente do Lagrangiano do problema e permite obter
solucoes com melhor qualidade, que estao proximas de minimizadores locais.

Para finalizar, no Capitulo 7, apresentamos os experimentos numeéricos realiza-
dos ao longo do desenvolvimento deste trabalho com uma implementagao feita em Matlab,
bem como uma analise detalhada dos resultados computacionais obtidos, seguindo algu-
mas das recomendagoes feitas em [46]. Testamos a resolugido do problema de otimizagao
topologica estrutural para diversos tipos de estruturas tridimensionais e analisamos a efi-
cacia das estratégias mencionadas acima para a resolucao de problemas de grande porte.
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Capitulo 1

Otimizacao Topologica Estrutural

A otimizacao topoldgica estrutural é uma metodologia matemaética desenvol-
vida com o proposito de auxiliar a producao de estruturas que tenham a maxima rigidez
(ou, equivalentemente, a minima flezibilidade), para que sejam capazes de suportar car-
gas externas sem sofrerem grandes deslocamentos e deformacgoes, mantendo o equilibrio
estatico e satisfazendo certas restricoes, como ter um volume maximo.

Algumas técnicas permitem otimizar o contorno (otimizacdo de forma) ou
algum parametro (otimizagcao paramétrica) de uma estrutura cujo formato inicial seja
previamente conhecido (vide Haslinger e Mékinen [28]), mas encontrar um novo modelo
de estrutura requer tempo, experiéncia e criatividade do projetista ou engenheiro. A
otimizacao topologica é um conjunto de ferramentas que facilita a selecao de um formato
inicial adequado. De inicio, conhecemos o dominio Q2 C R? no qual a estrutura deve
ficar contida, as cargas externas aplicadas, os apoios responsaveis pela sustentacao da
estrutura e a quantidade maxima de material que podera ser utilizada. A topologia 6tima
da estrutura é determinada pela melhor distribuicao do material no dominio €.

O problema de distribuicao de material foi introduzido de forma computacional
por Bendsge e Kikuchi [5] no final da década de 1980. Desde entéo, a otimizagao topologica
vem ganhando destaque na academia e na industria, com diversas aplicacoes nas enge-
nharias e outros campos. A literatura da area é bastante ampla e revisoes bibliograficas
podem ser consultadas no livro de Bendsge e Sigmund [6] e nos artigos [15, 18, 47].

1.1 O problema de distribuicao de material

Na resolucao do problema de otimizagao topologica, conhecemos o espaco de
projeto, isto é, o dominio Q2 C R? no qual a estrutura deve ficar contida, e queremos
determinar em quais pontos desse dominio havera material. Dito de outra forma, queremos
saber se cada ponto x € () serd vazio ou s6lido. Dessa maneira, a topologia da estrutura
pode ser representada por uma fungdo X : Q — {0, 1}, dada por

1, se o ponto x contém material
X(X) — { ) p )

0, se o ponto x nao contém material.

Podemos imaginar que cada ponto do dominio sera colorido de branco (sem material) ou
preto (com material), permitindo que se tenha uma ilustracao do formato da estrutura.
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O uso da funcao discreta X torna mal condicionado o problema numérico a
ser resolvido, devido & mudanca brusca no valor das variaveis de decisao, além de tornar
o problema mais dificil e custoso computacionalmente. Uma alternativa ¢ permitir que as
varidveis assumam valores intermediarios entre 0 e 1, substituindo a funcao X por uma
fungao continua p : Q@ — [0, 1] que representa a densidade de material em cada ponto
x € ). Assim, além do branco e do preto, os pontos podem assumir tons de cinza, que
representam as densidades entre 0 e 1, conforme ilustra a Figura 1.1.

@@@.‘.‘.

- p(x) € (0,1) plx) = 1

Figura 1.1: Representacao das densidades de material em pontos do dominio.

1.1.1 Modelo de densidades (SIMP)

A versao relaxada do problema, utilizando a funcao p para descrever a dis-
tribuicao de material, ¢ mais simples de ser resolvida. Porém, a solu¢cao com densidades
intermediarias pode nao ter interpretacao fisica e é impossivel produzir uma estrutura
utilizando materiais com diferentes densidades em cada um dos pontos.

Para amenizar esse inconveniente, aplicamos o modelo de densidades, ou Solid
Isotropic Material with Penalization (SIMP) (Bendsge [4]), no qual, ao invés de p, utiliza-
se a fungdo pP para controlar a distribuicao de material, sendo p > 1 um parametro de
penalizacao responsavel pela diminuicao da ocorréncia de densidades intermediérias.

De acordo com Rietz [42], na pratica devemos ser cautelosos com a penalizagao
excessiva das densidades, ou seja, com o emprego de um valor do expoente p muito alto,
pois, conforme o parametro aumenta, as densidades no intervalo (0, 1) ficam cada vez mais
proximas de zero, como ilustra a Figura 1.2 para alguns valores de p. Assim, a medida que
p aumenta, a variacao entre as densidades se torna cada vez mais abrupta, o que pode
trazer de volta o mau condicionamento do problema.

0.8

0.6~

04+

O K (T T |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.2: Efeito do aumento do parametro p do modelo SIMP sobre as densidades.
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Sob certas hipoteses, pode-se mostrar que é possivel encontrar um valor finito
do parametro de penalizacdo tal que o valor 6timo de cada densidade seja 0 ou 1 (veja
Martinez [34] e Rietz [42]), ou seja, existe um valor finito de p tal que a solugdo do
problema de otimizacao topologica ¢é discreta. Na prética, costuma-se utilizar p = 3, ou
entao uma estratégia de aumentar o valor de p = 1 até p = 3 gradativamente, e o modelo
de densidades apresenta bons resultados.

O modelo SIMP, junto com a restricao de volume méximo da estrutura, faz
com que a solucao obtida tenha poucas densidades intermediarias. Entretanto, o desenvol-
vimento de novas técnicas para obter solugoes completamente binérias ainda é um assunto
de bastante interesse na otimizacao topoldgica.

1.2 Minima flexibilidade

A distribuicao de material no espaco de projeto deve ser 6tima, no sentido de
que a estrutura obtida seja a mais rigida possivel. A rigidez esta inversamente relacio-
nada ao conceito de flexibilidade, de tal forma que maximizar a rigidez de uma estrutura
equivale a minimizar a sua flexibilidade. Assim, o problema bésico de otimizagao topo-
logica estrutural pode ser formulado matematicamente com o objetivo de minimizar a
flexibilidade da estrutura, garantindo que ela esteja em equilibrio estatico e satisfaca uma
restricao de volume.

Consideremos a estrutura como um corpo elastico, em um dominio 0 C R?,
que deve ser mantido fixo em uma regiao I'y; C € e que estd submetido & aplicacao de
uma carga externa ¢ na regiao I'; C ), conforme ilustra a Figura 1.3.

Figura 1.3: Exemplo de dominio com apoios e a aplicacao de cargas.

Estando fixado na regiao ['y, o corpo deve se manter em equilibrio apos rece-
ber a aplicacdao da carga externa. Contudo, seus pontos sao deslocados, de modo que o
carregamento externo gera um campo de deslocamentos, dado por vetores

u=[ux) v(x) w) }T, (1.1)

em que as funcoes u,v,w : 2 — R representam os deslocamentos do ponto x € 2 nas
direcoes coordenadas x, y e z, respectivamente. Cada uma dessas funcoes deve pertencer a
um conjunto de funcoes admissiveis, que devem ser diferencidveis e quadrado-integréveis
em 2 e devem se anular nos pontos da regiao I',, onde estao os apoios que impedem alguns
deslocamentos. Denotamos por V o conjunto dos campos de deslocamentos admissiveis,
formados por vetores na forma (1.1), com as trés fungoes u, v e w admissiveis.
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Além dos deslocamentos, o corpo também sofre deformagoes ao receber o carre-
gamento externo. Supomos que o corpo é composto por um material isotrdpico, isto é, que
possui as mesmas propriedades independentemente da diregao, e que ele estd em regime
elastico linear. Neste caso, o trabalho interno associado as deformacoes esté relacionado
com a forma bilinear a : V x V — R dada por

a(u,v) = /Qe(u)TDe(V) dQ, uvev,

em que €(u) e €(v) sdo os vetores de deformagoes associados aos campos de deslocamentos
u e v, respectivamente, e a matriz D ¢ um tensor de elasticidade simétrico, que contém
as propriedades elasticas do material.

O trabalho externo realizado pela carga ¢ estd relacionado com a forma linear
[:V — R dada por

l(v) = / vigdl,, veV.
Iyq
Para que a estrutura esteja em equilibrio, o trabalho interno deve se igualar ao trabalho
externo para qualquer campo de deslocamentos admissivel, de modo que

a(a,v) =1(v), Vvev,

sendo 1 € V o campo de deslocamentos gerado pela carga externa quando o corpo fica
em equilibrio estatico.

Definimos a flexibilidade média da estrutura como sendo o trabalho externo
realizado pela carga para o campo de deslocamentos 1, ou seja,

I() :/ ' q dT,.
Iq

O objetivo do problema é minimizar essa funcao. Além disso, para construir a estrutura
dispomos de uma certa quantidade maxima de material. Assim, sendo V,,,, 0 volume
méaximo de material que podera ser utilizado, devemos satisfazer a restricao

/ p() dQ < Vi, (1.2)

em que p ¢ a funcdo que representa as densidades de material em cada ponto x de Q. As
densidades também devem satisfazer as restri¢oes 0 < p(x) < 1, Vx € Q.

Reunindo os elementos apresentados acima, formulamos o problema de otimi-
zagao topologica estrutural com o objetivo de encontrar as densidades de material nos
pontos do dominio que minimizem a flexibilidade média, garantindo o equilibrio da estru-
tura, sujeito a restricdo de volume e com as densidades no intervalo [0, 1]:

Min (1)
p
s.a a(u,v)=Iv), YWEeV, weV,

p(x) dQ < Viaz,
Q

0<px) <1, Vxe.

O problema nessa forma possui infinitas varidveis e é extremamente complicado de ser
resolvido. Na préatica, trabalhamos com ele em sua forma discretizada, aplicando o método
dos elementos finitos, que descrevemos na proxima secao.
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1.3 Tratamento numérico do problema pelo método dos
elementos finitos

Na secao anterior, a formulagao do problema de otimizagao topologica estru-
tural foi considerada em um dominio Q C R3, que é um meio continuo. Na pratica, a reso-
lugao do problema nessa forma é complicada, pois envolve a resolucao de um problema de
otimizacao nao linear em um espaco de dimensao infinita. Para resolvé-lo numericamente,
aplicamos o método dos elementos finitos, discretizando o dominio 2.

O método dos elementos finitos é um procedimento numérico bastante empre-
gado em diversas areas. Particularmente na andlise de estruturas, ele é utilizado para se
obter aproximacoes para os deslocamentos, deformacoes ou tensoes em um corpo sujeito
a aplicacao de cargas externas (consulte, por exemplo, Assan [3| e Cook et al. [14]). A
obtencao desses dados para todos os pontos do dominio no qual o corpo esta contido é um
problema dificil. A estratégia do método consiste em discretizar esse dominio, dividindo-o
em uma quantidade finita de pequenas regioes, denominadas elementos finitos, e definir
problemas mais simples em cada elemento.

Apos ser dividido em pequenas regioes, o dominio passa a ser chamado de
malha de elementos finitos e os pontos que conectam as linhas da malha sao chamados de
nds. A quantidade de divisoes feitas no dominio, isto é, o ntimero de elementos e de nos na
malha, depende da precisao exigida para a solu¢ao aproximada do problema. Se queremos
uma solucao mais precisa e detalhada, é necessario utilizar uma malha mais refinada, ou
seja, com uma grande quantidade de elementos, entretanto o custo computacional para
obter essa solugao serd maior.

Com a malha de elementos finitos, ao invés de tentarmos encontrar as den-
sidades de material para cada um dos infinitos pontos do dominio {2, vamos obter as
densidades em cada elemento da malha, supondo que em todos os pontos do elemento
a densidade seja uniforme. A Figura 1.4 ilustra uma malha bidimensional formada por
elementos quadrados e uma possivel distribuicao do material nessa malha.

(a) Malha inicial. (b) Malha com o material distribuido.

Figura 1.4: Exemplo de uma malha bidimensional de elementos finitos.

Neste trabalho, consideramos que o dominio €2 possui a forma de um prisma
retangular reto e utilizamos elementos que também tém esse formato, chamados de ele-
mentos prisméticos retangulares. Cada né do elemento possui trés graus de liberdade, que
representam os deslocamentos desse né nas diregoes z, y e z. A Figura 1.5 mostra um
elemento prisméatico retangular com oito nos, localizados nos vértices, e a ordem adotada
para a numeracao dos nos do elemento: de baixo para cima, da esquerda para a direita
e de tras para a frente. Pode-se numerar os nés em qualquer outra ordem, desde que ela
seja mantida fixa até o final.
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1.3.1 Formulacao do problema

Para a descri¢ao do método dos elementos finitos, vamos considerar o elemento
prisméatico retangular da Figura 1.5 com comprimento 2a, altura 2b e largura 2c. Além
disso, vamos adotar um sistema de coordenadas locais (&, 7, () cuja origem esté localizada
no baricentro do elemento.

Figura 1.5: Elemento finito prismatico retangular com oito nos.

Consideramos que as coordenadas locais (£,7,() dos pontos do elemento as-
sumem valores no intervalo [—1, 1]. Assim, as relagoes entre as coordenadas locais e as
coordenadas globais (x,y, z) sao dadas por

x Y z
5 = n=-, C = -
a b c
Nesse caso, as coordenadas locais de cada no, conforme a numeracao estabelecida, sao
mostradas na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Coordenadas locais dos nos do elemento.

N6 1 2 3 4 5 6 7 8
¢ ~1 -1 41 +1 -1 -1 41 41
n -1 41 -1 41 -1 +1 -1 41
¢ -1 -1 =1 =1 +1 41 41 41

Seja 2. C Q o conjunto dos pontos do elemento e. Escolhemos as funcoes
u,v,w : Q. — R, dadas por

w(&,m, ¢) = di + do€ + dsn + duC + d5&n + denC + d76C + dgén¢,
v(&,m, Q) = dg + d1o€ + di1n + di2C + disén + dianC + di56C + di6€nC,
w(&,n, ) = dir + dis€ + dign + daoC + do1&n + daanC + daszé( + d2uénd,

para aproximar os deslocamentos dos pontos de €2, nas dire¢des x, y e z, respectivamente.
As funcbes u, v e w sdo trilineares, isto é, lineares em cada uma das variaveis. Por esse
motivo, dizemos que o elemento prismético retangular com 8 nés ¢ um elemento linear.
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Mais adiante, nesta secao, apresentaremos elementos finitos que utilizam polindmios de
? )
grau maior para as funcoes aproximadoras.

A aproximacao dos deslocamentos é feita por meio de uma interpolagao, uti-
lizando os nos do elemento como pontos interpoladores. Os coeficientes dq, do, ..., doy S80
determinados particularizando as fungoes interpoladoras para cada né6. Considerando a
funcao u, por exemplo, e utilizando a Tabela 1.1, temos

No1-—u =dy —dy—ds—ds+ds+ds+ dy — dg,
N62—uy=dy —dy+ds —dy—ds — dg + d7 + ds,
N63 — ug=dy +dy —ds —dy — ds + dg — d7 + dg,
N6 4 — uy=dy +dy+ds—dy+ds — dg — dy — dg,
N6 b —us =dy —dy —ds+dy+ds — dg — d7 + ds,
N6 6 — ug =dy —do +ds+dy — ds + dg — d7 — ds,
NO7T— uy=dy +dy —ds+dy —ds — dg + d7 — dg,
N6 8 — ug =dy +do + ds +dy + ds + dg + d7 + ds,
em que uq,Usg, ..., ug a0 os deslocamentos dos nos, chamados deslocamentos nodais, na

direcao x. Considerando que os deslocamentos nodais sejam conhecidos e resolvendo esse
sistema de equacgoes nas incognitas dy, ds, ..., dg, obtemos

1
d1:g(u1+uQ+U3+u4+u5+u6+u7+u8),
1
d2:g(—ul—u2+u3+u4—u5—u6+u7+u8),
1
d3:g<_U1+u2_U3+u4_u5+u6_u7+u8)7
1
d4—g(—’u,l—UQ—Ug—U4+U5+U6+U7+U8),
1
d5:g(ul—u2—u3+u4+u5—u6—u7+u8),
1
dGIg(Ul—UQ+U3—U4—U5+UG—U7+U8),
1
d7:g(U1+U2—U3—U4—U5—U6+U7+u8),
1
dg—g<—U1—|—UQ+U3—U4+U5—UG—U7+U8).

De maneira analoga, determinamos dg, dy, ..., d1g em funcao dos deslocamen-
tos nodais vy, ve, ..., vg na direcao y e determinamos dy7,dss, ..., dsy em funcao dos des-
locamentos nodais wy, ws, ..., wg na direcao z. Substituindo os coeficientes nas funcoes
interpoladoras e explicitando-as com relagéo aos deslocamentos nodais, obtemos

u(é,m,¢) Z@fn, ui, (1.3)
v(&,m,0) Z@fn, vi, (1.4)

w(é,n,¢) = Zcbz &, Qwi, (1.5)
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em que as funcoes ¢; : Q. — R, i =1,2,...,8, dadas por

SEm O =5 1-O1-n)(1-0),
Sr(Em Q= (1= 1+ (1-0),
636 Q)= (1+6 A=) (1-0),
b6 Q=1+ A +m) (1 -0),
56O = (1= 1 - (1+0),
bo(6m Q)= £ (1= (L4 (1+0),
b6 Q=51+ A=) (1+0),
Bo(6m Q) = 5 1+ (1 +0) (140

sao denominadas func¢des de forma. Note que a funcao ¢; tem valor 1 no né i e 0 nos
demais nos. As equagdes (1.3), (1.4) e (1.5) descrevem os deslocamentos aproximados em
um ponto do elemento como combinagoes lineares dos deslocamentos nodais.

. T
Sejam ul® = [ul V1 Wy Us Vg Wg -+ U U 'U)g} o vetor de deslo-

camentos nodais do elemento e, 0 = [ w(&,n,¢) v(&n ) w(&n, () }T 0 vetor com 0s
deslocamentos aproximados para um ponto do elemento e ® € R3*?* a matriz dada por

¢ 0 0 ¢ 0 0 -+ ¢g 0 O
P=10 ¢ 0 0 ¢o 0 -~ 0 ¢ 0 |, (1.6)
0 0 ¢ 0 0 ¢ -~ 0 0 g

contendo as func¢oes de forma aplicadas no mesmo ponto em que estamos aproximando os
deslocamentos. Nesse caso, as equagoes (1.3), (1.4) e (1.5) podem ser escritas em forma
matricial como

= du'®, (1.7)

Logo, para aproximar os deslocamentos em qualquer ponto da estrutura precisamos obter
o vetor de deslocamentos nodais u(®. Para tanto, utilizamos alguns conceitos de resisténcia
dos materiais, que podem ser vistos com mais detalhes em Hibbeler [29], por exemplo.

Por consequéncia do carregamento externo, a estrutura sofre deformagcoes, que
dependem dos deslocamentos nas direcoes z, y e z. Considerando os deslocamentos apro-
ximados dados pelas funcoes u, v e w, as componentes de deformagoes lineares em um
elemento finito sao dadas por

B ou ov B ow

€z = 5 €y = 5 €= 5>
ox Y oy 0z

e as componentes de deformacoes angulares sao dadas por

o v, o o ow
Ty = oy Oz’ T2 = 5, oy’ T =, T
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Em forma matricial, temos

€ 2 0 0
9

€y 0 By 0 y

0

€, 0 0 92
- o 0 v

Vay 5y oz U
a 0 w

Vyz 0 2 oy

0 0

L 7:22 i L Dz 0 or ]

Denotando por € = [ €2 € € Yoy Vyr Vaz }T o vetor de deformacoes, L. a matriz de

operadores diferenciais e G = [ U vow }T, temos € = L. Com a equacao (1.7), obtemos
e = Lou'® = Bu'®, (1.8)

em que B = L®, denominada matriz de deformacao, relaciona as deformacoes do elemento
com os deslocamentos nodais.

Como uma forma de reagao as cargas externas, surgem diversas forcas no
interior da estrutura. A intensidade média das forcas internas distribuidas em uma secao
do corpo é chamada de tensdo. Para cada elemento finito tridimensional, consideramos
trés componentes de tensoes normais: o,, 0, e 0., e trés componentes de tensoes de
cisalhamento: 7,,, 7, € T,..

Quando o material que compoe a estrutura esta no regime elastico linear, a le:
de Hooke nos diz que as deformagoes e as tensoes se relacionam de forma linear, ou seja,

o = De, (1.9)

em que o = [ Op Oy Os Tay Ty Taz }T é o vetor de tensoes, € o vetor de deformacoes
e D é uma matriz que contém os parametros de elasticidade do material. Supomos que
o material também é isotropico, isto é, que possui as mesmas propriedades em todas as
dire¢oes. Assim, a matriz D que aparece em (1.9) é dada por

_1—1/ v v 0 0 0 ]
v l—v v 0 0 0
_ E v v 1—v O 0 0 (1.10)
(I+v)1—-2v) | o 0 0 == o o |
0 0 0 0 =& 0
I 0 0 0 0 0 %_

em que as constantes E e v sao, respectivamente, o mddulo de Young (ou mddulo de elas-
ticidade) e o coeficiente de Poisson do material, com E > 0 e 0 < v < 1. Observamos
que, quando aplicamos o modelo SIMP, na pratica podemos calcular a matriz D conside-
rando £ = 1 e o valor real do modulo de Young é inserido posteriormente, junto com a
penalizacao das densidades, conforme veremos adiante.



CAPITULO 1. OTIMIZACAO TOPOLOGICA ESTRUTURAL 27

Estamos considerando que a estrutura estd sujeita a aplicacao de uma carga
externa ¢ em uma regiao do dominio. Para um elemento finito e, o trabalho externo
realizado pela carga ¢ é dado por

W, = [ alqdl.,
Te

sendo I', a fronteira do elemento. O trabalho interno, associado com a energia de defor-
macao, & dado por

1
U, = §/EETJ dSQ.,

em que €2, é o conjunto dos pontos do elemento. A energia potencial total do elemento
finito é definida como a diferenca entre o trabalho interno e o externo:

1
HGZL{E—WGZ§/ eTadQe—/ alq dr..
e e

A presenca de apoios que mantém uma regidao da estrutura fixa permitem
que ela se mantenha em equilibrio estatico apos sofrer os deslocamentos. De acordo com o
principto da minima energia potencial total, dentre os possiveis campos de deslocamentos,
aquele que minimiza a energia potencial total ¢ o que mantém o corpo em equilibrio.
Assim, queremos minimizar o funcional I, que representa a energia potencial total para
um elemento finito. Pode-se mostrar que a segunda variacao desse funcional é sempre
positiva no estado de equilibrio. Logo, para minimizar esse funcional basta tomar a sua
primeira variacao igual a zero, ou seja,

STL, = 8U, — SW, = 0. (1.11)
De (1.8) obtemos de = Béu'®. Dai, com a relacio (1.9), temos que
ou, = / Selo dQ), = / (6u(e))T B"DBu'® dQ..
Qe Qe
Agora, utilizando a equacdo (1.7) obtemos d = ®dul®. Assim,
oW, = | 6ilqdr, = / (6u©)" ®7q dr,.

Te

Logo, substituindo em (1.11), obtemos

(5u<e>)T ( / B'DB dQe) ul® = (5u(e))T / ®"q dr,.

Como os deslocamentos 6u'® sio arbitrarios, devemos ter
( / B'DB dQe> ul® = / dTq dT,.

K@:/ BTDB df, (1.12)

Denotamos por



CAPITULO 1. OTIMIZACAO TOPOLOGICA ESTRUTURAL 28

a matriz de rigidez do elemento e por
£e) = / dTq dr, (1.13)

o vetor de cargas nodais equivalentes do elemento. Assim, obtemos o sistema linear

Ky — @),

conhecido como sistema de equilibrio estatico para o elemento e.

A maneira como obtivemos o sistema de equilibrio é similar para qualquer tipo
de elemento finito tridimensional. Na préxima secdo, veremos como calcular a matriz K
e o vetor f(®) para um elemento prismatico retangular. A resolucio desse sistema linear
nos fornece o vetor de deslocamentos nodais. A flexibilidade média de cada elemento é
entao aproximada por

1(4) = / ilq dl, = / 0@ @Tq dr, = u©" / 0Tq dl, = @ O = £ @),
e e

Te

Como a rigidez do elemento finito esta diretamente relacionada as proprieda-
des efetivas do material que o compoe, a penalizacao das densidades de material inter-
mediarias, por meio da aplicacao do modelo SIMP, ¢ introduzida na matriz de rigidez do
elemento, empregando-se a formula

K (pe) = (Emin + (pe)" (Eo — Emin)) K, (1.14)

parae = 1,2, ....,ny, em que p, ¢ a densidade do elemento e, p é o parametro de penalizacao
do modelo SIMP, n.; é a quantidade total de elementos na malha, Ey é o médulo de Young
do material so6lido e F,,;, ¢ um ntmero real positivo e pequeno se comparado com Ej.
Neste caso, note que a matriz D em (1.10) deve ser calculada com o parametro E = 1.

Na pratica, obtemos os deslocamentos nodais de todos os elementos de uma
sO vez, resolvendo um tnico sistema linear global, contendo informagcdes de toda a malha
de elementos finitos,

K(p)u =f.

Além disso, a flexibilidade média de toda a estrutura é aproximada por fTu. A matriz
K = K(p) é denominada matriz de rigidez global, u é o vetor global de deslocamentos
nodais e f é o vetor global de cargas nodais equivalentes.

A matriz de rigidez global é obtida pela superposicao das matrizes de rigidez
dos elementos, que dependem de p, logo pode ocorrer que K seja singular devido a presenca
de densidades muito proximas de zero. Uma maneira de evitar isso consiste em atribuir
um valor minimo positivo (mas pequeno o suficiente), F,,;,, para o médulo de Young do
elemento vazio, como aparece em (1.14). Outra maneira equivalente consiste em atribuir
um valor minimo, p,;,, para o limitante inferior das densidades.

Neste trabalho, utilizamos a estratégia do valor E,,;,, de modo que as densi-
dades p. possam assumir valores em todo o intervalo [0,1]. A restrigao de volume (1.2)
apo6s a discretizacao fica sendo

Nel

> vepe < Vinaa,

e=1
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em que v, ¢ o volume do elemento e.

Portanto, o problema de otimizagao topoldgica estrutural na forma discretizada
é dado pelo seguinte problema de otimizacao nao linear:

Min fTu

pyu

s.a K(pu=H,
o (1.15)
> " vepe < Vinas,
e=1

0<p. <1, e=12 ..ng.

Apo6s a imposicao das condicoes de contorno do problema, relacionadas aos apoios que
sustentam a estrutura, a matriz de rigidez K se torna definida positiva e, portanto, nao
singular, sendo possivel resolver o sistema linear e obter o vetor de deslocamentos nodais
u = K(p) 'f. Nesse caso, o problema (1.15) pode ser reescrito como
Min {7K(p)~'f
p

Nel
S. a Zvepe S Vmar, (116)
e=1

0<p. <1, e=1,2,...,ngy.

Note que a matriz K depende de p, de modo que precisamos resolver um sistema linear
diferente a cada vez que p se altera durante a resolucao do problema.

1.3.2 Elementos prismaticos retangulares do tipo Lagrange

O método dos elementos finitos foi descrito utilizando o elemento prismético
retangular com oito nos, representado na Figura 1.5. Para a aplicacao do método, preci-
samos escolher funcoes u, v e w que aproximam os deslocamentos dos pontos do elemento
em cada uma das direcoes x, y e z, respectivamente. Para o elemento com oito nos, as
funcoes escolhidas sao trilineares, isto é, lineares em cada uma das trés variaveis &, n e (.
Dito de outra forma, as fun¢oes aproximadoras sao combinagoes dos termos polinomiais

L & n ¢ &n, nG ¢ e &ng,

nos quais as variaveis aparecem com expoente igual a 0 ou 1. Utilizando os oito nos do
elemento como pontos interpoladores, é possivel determinar unicamente os oito coeficientes
da combinacao que define cada funcao aproximadora.

Dizemos que o elemento prisméatico retangular com oito nos ¢ linear ou que ele
¢ um elemento de grau 1. As funcgoes de forma desse elemento sao dadas por

¢i(&,n,¢) = é(l + &6 (1 +nim) (1 + (),

para ¢ = 1,2,...,8, em que &, n; e (; sao as coordenadas locais do n6 i. Note que essas
funcoes de forma sao produtos das funcoes unidimensionais dadas por

1

l:i(§) = %(1 + &), Lin) = %(1 +nm) e Li(Q) = 5(1 + Gi¢),
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que sao polinomios de Lagrange de grau 1. Por esse motivo, também dizemos que esse
elemento pertence a familia de elementos do tipo Lagrange.

O elemento linear é bastante popular devido ao seu baixo niimero de nos, o que
é atrativo para problemas tridimensionais. Além disso, ele apresenta bons resultados para
os problemas de otimizacao topologica. Entretanto, pode ser que a aproximacao linear dos
deslocamentos da estrutura nao seja adequada, sendo necessaria uma precisao melhor para
essa aproximacao. Nesse caso, podemos utilizar elementos cujas funcoes aproximadoras
sao compostas por polindomios de grau maior.

O elemento prisméatico retangular de grau 2 (quadratico) do tipo Lagrange pos-
sui 27 nos, conforme a Figura 1.6. As fungoes escolhidas para aproximar os deslocamentos
sao combinagoes dos termos polinomiais

L, & o ¢ &no ¢ & ¢, &, ont, G
&n, £€¢ &, ¢, &G, n¢ &, ¢, 0
En¢, ¢, &t &P . ¢ e &P

em que as variaveis aparecem com expoente igual a 0, 1 ou 2.

3

Figura 1.6: Elemento finito prisméatico retangular de grau 2 do tipo Lagrange.

As funcoes de forma sao obtidas pelo produto de polinomios quadraticos de
Lagrange unidimensionais. Para os nos localizados nos vértices do prisma, temos

1
®i(§;m,¢) = 5(52 +&E)(7* + nin) (¢ + GO),
parat=1,3,7,9,19,21,25,27. No interior das arestas do prisma, temos
1
®i(§;m,¢) = ZTI?Q?U — &) * +nm)(¢* + ¢Q)
1 1
+ 16 CE + GO =)+ GO + 78 (€ + &0 + ) (1= ),
para i = 2,4,6,8,10, 12, 16, 18, 20, 22, 24, 26. No interior das faces do prisma, temos
1
¢i(€,m, ) = 5(1 - &)1 =)+ G0

5@+ 61— )1 = ) (1= )0 + )1 - ),
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para i = 5,11,13,15,17,23. Por fim, no centro do elemento, temos

$14(§,m,¢) = (1 =€) (1 = n*)(1 = ¢*).

Note que cada fungao de forma ¢; assume valor 1 no né i e zero nos demais nos, assim
como ocorre com as funcoes do elemento linear.

Quando utilizamos o elemento quadratico, a aproximacgao dos deslocamentos
da estrutura fica mais precisa do que com o elemento linear, porém isso implica em um
custo computacional maior, uma vez que a quantidade de nés em cada elemento aumenta
de 8 para 27, de modo que o numero total de nés na malha cresce, aumentando bastante
a dimensao dos sistemas lineares de equilibrio. Caso ainda se deseje uma precisao melhor,
é possivel utilizar elementos de grau maior. O préximo elemento prismatico retangular do
tipo Lagrange é o de grau 3 (ctbico), que possui 64 nds. Entretanto, esse elemento, em
geral, nao é competitivo com o elemento de grau 3 do tipo serendipity, que apresentamos
a seguir.

1.3.3 Elementos prismaticos retangulares do tipo serendipity

Os elementos do tipo serendipity utilizam menos termos polinomiais nas fun-
coes que aproximam os deslocamentos e, consequentemente, possuem menos noés. Por
outro lado, o grau da aproximagao obtida é equivalente ao do elemento correspondente do
tipo Lagrange, o que faz com que os elementos serendipity sejam bastante empregados.

O elemento linear é igual ao da familia Lagrange. Ja o elemento prismético
retangular de grau 2 do tipo serendipily possui 20 nos, localizados nos vértices e nos
pontos médios das arestas do prisma, conforme ilustra a Figura 1.7. As fungoes escolhidas
para aproximar os deslocamentos sao combinagoes dos termos polinomiais

L, & n ¢ & on¢ & e, &, nh
&n, ¢ &, n¢ & net € ¢, &nd?

em que nao aparecem os termos contendo mais do que uma variavel elevada ao quadrado,
que estao na aproximacao do elemento quadratico de Lagrange. Apesar da aproximacgao
ficar menos precisa, ela continua sendo de grau 2 e h4 uma economia de 21 graus de liber-
dade por elemento, o que explica a popularidade do elemento serendipity em aplicacoes.

Figura 1.7: Elemento finito prismatico retangular de grau 2 do tipo serendipity.
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As funcoes de forma para os nés nos vértices do prisma sao dadas por

¢i(&,1,¢) = (1 + &GO+ min) (1 + GO (&& + min + G¢ — 2),

para: = 1,3,6,8,13,15,18,20. E no interior das arestas do prisma, temos
1 .

sz(g, 7, C) = _(1 - §2>(1 + 771‘77)(1 + CzC)? para t = 47 57 167 17;

¢i(&m.¢) = u+@@< —1P)(1+¢C), parai=2,7,14,19;

?i(&,n,C) = (1+&€)(1+77m)(1—c2), parai=9,10,11,12.

O elemento prismatico retangular de grau 3 do tipo serendipity possui apenas
32 nos, sendo 8 nos vértices e 24 ao longo das arestas do prisma, conforme a Figura 1.8,
0 que o torna muito mais eficiente do que o elemento cibico de Lagrange que possui 64
nos. As funcoes aproximadoras sao combinacoes dos termos polinomiais

17 57 n? C’ é-,r]’ 77(7 €C7 £UC7 527 7727 C27 62777
&¢, P nC ¢, net, ¢ ¢, ¢t &L o, ¢
En, £¢ &P, ¢ &8, nl, &€l ¢ e e

de modo que a aproximagao é de grau 3.

Figura 1.8: Elemento finito prismatico retangular de grau 3 do tipo serendipity.
As fungoes de forma nos vértices sao dadas por

8iEm, ©) = gy (1 EEA+mn) (1 4GOI + 97 + 97~ 19),

para ¢ = 1,4,9,12,21,24,29,32. Ja no interior das arestas do prisma, temos

¢i(&,m,¢) = ’ — (&A= ) (1 +9Im) (1 +GC),  parai=2,3,10,11,22, 23,30, 31;

64

¢i(&,m,¢) = (1 + &)1 +nm)(1 =) (1 +9GC), parai=13,14,15,16,17, 18,19, 20.
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Em problemas tridimensionais, utilizar elementos de grau maior do que 3 pode
tornar o algoritmo de resolucao ineficiente, além de deixar a implementagao mais compli-
cada. Por isso, neste trabalho, consideramos apenas elementos de grau 1, 2 ou 3.

1.4 Sistema de equilibrio estatico

Conforme vimos anteriormente, o cilculo da funcao objetivo do problema de
otimizagao topologica estrutural (1.15) envolve o vetor de deslocamentos nodais, u, solugao
do sistema linear

K(p)u =1,

que representa as condicoes de equilibrio estatico para toda a estrutura. Isso traz uma
das maiores dificuldades da resolucao, uma vez que a matriz K depende das densidades
p, que sao variaveis do problema.

A matriz de rigidez global, K, que representa todo o dominio discretizado, é
obtida por meio de uma superposi¢ao das matrizes de rigidez de todos os elementos da
malha. De maneira analoga, o vetor global de deslocamentos nodais, f, é obtido por meio
de uma superposicao dos vetores de cargas nodais equivalentes de cada elemento. Nesta
secdo, explicamos como calcular a matriz K(® e o vetor f(®) para um elemento prismatico
retangular e como construir o sistema de equilibrio global.

1.4.1 Matriz de rigidez do elemento

A matriz de rigidez de um elemento é dada pela integral em (1.12). No caso do
elemento prismatico retangular com comprimento 2a, altura 2b e largura 2¢, utilizando as
coordenadas locais (&, 7, (), temos dQ). = dx dy dz = abc d¢ dn d¢. Logo,

1 1 1
K© = / / / abc BTDB d¢ dn d¢. (1.17)
-1J-1J-1

Essa matriz é simétrica, uma vez que D, dada em (1.10), é simétrica. Considerando uma
malha uniforme, isto ¢, com todos os elementos do mesmo tipo e tamanho, a matriz K
sO precisa ser calculada uma vez, pois serd a mesma para todos os elementos da malha.

No caso do elemento linear, com 8 nés, essa matriz tem ordem 24 x 24. Embora
seja possivel calcular a integral tripla em (1.17) de forma analitica e obter cada entrada
da matriz, esse calculo se torna muito dificil se usarmos elementos de grau maior que 1
ou se a malha nao for uniforme, além de nao ser conveniente para implementacoes. Na
pratica, aproximamos a integral numericamente, utilizando a quadratura Gaussiana.

Para exemplificar, considere inicialmente uma funcao continua, f, com apenas
uma variavel, £, no intervalo [—1, 1] e suponha que queiramos calcular a integral definida
de f nesse intervalo. Uma regra de quadratura Gaussiana fornece o valor aproximado da
integral definida utilizando uma combinacao linear de valores da funcao em certos pontos
&, com —1 < & <1, e pesos w;. Ou seja, a integral é calculada somando-se os produtos
do peso em cada ponto pelo valor da funcao no mesmo ponto:

/1 (&) dé = wif(&1) +waf(&o) +- - +wnf(&n) = Zwif(fz‘)~ (1.18)
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Os pontos &; e os pesos w; sao determinados de modo que a regra forneca a integral de
forma exata para qualquer polinémio de grau 2n — 1, sendo n a quantidade de pontos
tomados no intervalo [—1,1].

As regras de quadratura sdo definidas para o dominio de integracdo [—1,1].
A Tabela 1.2 mostra as coordenadas §; € [—1,1] dos pontos de integragdo e os pesos w;
calculados para integrais de ordem n = 1, 2, 3, 4.

Tabela 1.2: Quadratura Gaussiana para & € [—1,1].

Ordem n & w;
1 0 2
2 L L 11
V3 V3
3 _ /3 0 3 5 8 0
5 5 9 9
B 3+2 6 /3 26 18 —v30 18 ++/30
7 7\5 7 7V5 36 36
4
3 2 [6 3+2 6 18++30 18 —+/30
7 7V5 7 7V5 36 36

A quadratura Gaussiana pode ser estendida para duas e trés dimensoes. Seja
f(&,n,¢) uma fungao que queiramos integrar no dominio [—1,1]*. Entao,

ny Ny

1,1 gl N
/1 /1 . f(§7n7C) d& d77 dC%ZZZwkijl f(&a”ja(k% (119)

k=1 j=1 i=1

em que ng,, N, € n, sao os nimeros de pontos de integracao nas diregoes &, n e (, res-
pectivamente, e w;, w; e wy sao os pesos correspondentes. Nao ¢ necessario considerar
o mesmo numero de pontos de integracao nas trés direcoes, mas, por conveniéncia, em
nossa implementacao utilizamos n, = n, = n, e esse valor foi considerado como sendo o
grau do elemento mais um.

Utilizando a formula de quadratura Gaussiana em (1.19) e os dados da Tabela
1.2, podemos calcular a integral em (1.17) e obter a matriz de rigidez do elemento. Neste
caso, consideramos a fungiao matricial f(£,7,¢) = B(&,n,()TDB(E, n, €).

1.4.2 Vetor de cargas nodais do elemento

O vetor de cargas nodais do elemento ¢ dado pela integral em (1.13). Na
descricao do método, consideramos a aplicacao de uma tnica carga externa ¢, embora
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possa haver um conjunto de mais cargas sendo aplicadas na estrutura. Nesse caso, cada
uma das cargas geraria um trabalho externo e todos os trabalhos se somariam produzindo
o trabalho total, W,, do elemento finito. Assim, a contribuicao de cada carga é somada
no vetor f(©.

Na préatica, o calculo da integral s6 é necessario nos casos em que o carrega-
mento é nao uniforme ou quando a area de aplicacao da carga ¢é irregular. Neste trabalho,
consideramos problemas com cargas de trés tipos: concentrada em um ponto; uniforme-
mente distribuida em uma das direcoes x, y ou z; e uniformemente distribuida em um
retangulo paralelo a um dos planos xy, yz ou xz. Logo, as regioes de aplicacao das cargas
sao pontos, segmentos de reta ou retangulos, respectivamente.

As trés primeiras entradas do vetor () representam a contribuicio das com-
ponentes x, y e z (nessa ordem) das cargas no primeiro n6 do elemento, as trés seguintes
correspondem ao segundo no6 e assim por diante. Para o elemento linear, com 8 nés, o
vetor f(¢) tem 24 entradas e numeramos os noés do elemento conforme a Figura 1.5.

Consideremos o exemplo ilustrado na Figura 1.9, em que uma carga concen-
trada, ¢; = [ 1IN —1IN ON ]T, estd aplicada no né de niimero 7 do elemento desta-

. . o T
cado, e uma carga uniformemente distribuida na direcao x, g = [ oxX 1 & o X } ,
A J mm mm mm,
estd aplicada por toda a aresta que une os nos 2 e 4 do elemento destacado e também
passa pela aresta de um elemento vizinho na malha. Suponhamos que as dimensoes dos

elementos sejam todas iguais a 1 mm.

......
----------

Figura 1.9: Exemplo de aplicacao de cargas.

Iniciamos o vetor f(*) como um vetor nulo com 24 entradas. Para cargas con-
centradas, toda contribuicao é passada para o n6 mais proximo do ponto de aplicagao. No
exemplo, as componentes da carga ¢; sao passadas para as entradas 19, 20 e 21 do vetor,
que correspondem ao nd de nimero 7.

No caso da carga uniformemente distribuida, ¢, sua contribuicao é separada
da seguinte maneira. Sejam a; a aresta que une os nds 2 e 4 do elemento e ay, a aresta
do elemento vizinho, paralela a a;, que também passa pelo n6 2. A parte da carga que
estd depois do ponto médio da aresta as nao contribui para o elemento em destaque. A
parte da carga no segmento que vai do ponto médio da aresta ay ao ponto médio da aresta
a1 ¢ passada para o n6 2, de modo que as componentes da carga sao multiplicadas pelo
comprimento desse segmento e passadas para as entradas 4, 5 e 6 do vetor. Por fim, a
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parte da carga no segmento que vai do ponto médio da aresta a; ao n6 4 é passada para
o n6 4, de modo que as componentes da carga sao multiplicadas pelo comprimento desse
segmento e passadas para as entradas 10, 11 e 12 do vetor. Portanto, temos

f&=[00 0 000 000000 000]"

Caso algum no6 recebesse as contribuigoes de duas ou mais cargas distintas,
elas seriam somadas nas entradas correspondentes do vetor. A anéalise para cargas uni-
formemente distribuidas nas dire¢oes y ou z é analoga. No caso de cargas uniformemente
distribuidas em um retangulo paralelo a algum dos planos zy, yz ou xz, fazemos algo se-
melhante, mas ao invés de calcular os comprimentos das partes da carga correspondentes
a cada no, precisamos calcular areas de retangulos.

1.4.3 Sistema global

Para obter o sistema de equilibrio global, precisamos adotar uma convencao
para a numeracao global dos elementos, dos nos e dos graus de liberdade associados a cada
no, de modo a obedecer a conectividade entre os elementos da malha. Convencionamos
que a numeragao dos nos e dos elementos deve comecar no canto inferior esquerdo mais
ao fundo da malha e prosseguir sempre de baixo para cima, da esquerda para a direita e
de tras para a frente, de tal forma que o ltimo n6 (e o ltimo elemento) seja o do canto
superior direito mais a frente da malha. A Figura 1.10 mostra um exemplo de malha com
a numeracgao global dos nés. A numerac¢ao dos elementos segue a mesma, ordem.

xT

z

Figura 1.10: Exemplo de uma malha com a numeracao global dos nos.

Cada né j possui trés graus de liberdade, cujos indices sdo 3j —2 (deslocamento
nodal na dire¢ao z), 3j — 1 (deslocamento nodal na diregao y) e 3j (deslocamento nodal
na diregao z). As trés primeiras linhas (e colunas) da matriz K correspondem aos graus
de liberdade do n6 1, as linhas (e colunas) 4, 5 e 6 correspondem aos graus de liberdade
do no6 2, e assim por diante. Dessa forma, a dimensao inicial da matriz K é 3n, x 3n, e a
dimensao inicial dos vetores u e f é 3n,, X 1, em que n,, é o nimero total de n6s na malha.

Na malha da Figura 1.10, o elemento de niimero 3, por exemplo, est& conectado
aos nos globais 4, 5, 7, 8, 16, 17, 19 e 20, nesta ordem, conforme a numeracao local dos
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n6s em cada elemento, seguindo a Figura 1.5. Os graus de liberdade associados a esse
elemento sao os de indices 10, 11, 12, 13, 14, 15, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 46, 47, 48, 49, 50,
51, 55, 56, 57, 58, 59 e 60.

Para cada elemento finito e, obtemos a matriz de rigidez K¢ e guardamos os
indices dos 24 graus de liberdade associados aos 8 nos do elemento, em ordem, em um
vetor, digamos dofs. Cada componente Kg?, parai,j = 1,2, ..., 24, ¢ adicionada na posi¢ao
(dofs;, dofs;) da matriz K. Na pratica, construimos a matriz de rigidez global de forma
esparsa, armazenando o vetor :K com os indices das linhas dos elementos nao nulos de K,
o vetor jK com os indices das colunas correspondentes e o vetor sK com os valores dos
elementos da matriz. Os vetores iK e jK podem ser construidos uma tnica vez, desde que
o refinamento da malha e o tipo dos elementos nao mudem durante o processo; ja o vetor
sK deve ser atualizado a cada vez que as densidades p se alteram.

A Figura 1.11 mostra a disposicao das entradas nao nulas da matriz de rigidez
global para a malha com seis elementos da Figura 1.10. Destacadas com “x”; em vermelho,
estdao as entradas correspondentes a matriz de rigidez do elemento de nimero 3. Nesse
caso, a matriz K é de ordem 72 x 72. Note que ela possui uma estrutura em bandas e é
esparsa. Quanto maior for o refinamento da malha, mais afastadas estarao as bandas.

10 x%X XXXXXX XXX XXXXXX -

XRXXX
XXXXXX KXXXXX

30 !

40 b

XXXXXX

X
50 XXXXX XXXXXX XXKXXXX XXKXXX -
KRXXX KRKXX K KRXKK KHKXKXK

XXXXXX KXXXXX KXXXXX
XXXESS RXXEES XXXXKS
XXXXXX XXXXXX KXXXXX
XXX XXXLELL @ @OXXXKK

XX XXX X KXXXXX XXX XXX
60 - KREILXOOOKXK REELLSOOOKKK

70

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 1.11: Padrao de esparsidade da matriz de rigidez global para uma malha com
3 x 2 x 1 elementos finitos. As entradas com o marcador “x”, em vermelho, correspondem
a contribuicao do elemento de niimero 3.

Se nenhuma condicao de contorno relativa aos deslocamentos nodais for im-
posta ao problema, a matriz K nao tera posto completo. Fisicamente, isso acontece porque
um corpo sem nenhum tipo de restricao aos deslocamentos pode apresentar movimentos
de corpo rigido, ou seja, pode nao estar em equilibrio. No caso tridimensional, descon-
siderando as condicoes de contorno, o posto da matriz de rigidez serd igual ao numero
de linhas (ou colunas) menos 6. O valor 6 representa os possiveis movimentos dos pontos
da estrutura, sendo 3 translacoes nas direcoes dos eixos x, y, z e 3 rotagoes em torno de
cada eixo. Precisamos restringir cada um desses movimentos em pelo menos um dos noés
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da malha. Fazemos isso impondo a presenca de apoios em determinadas regioes do domi-
nio, com o objetivo de impedir certos deslocamentos. Na pratica, eliminamos as linhas e
colunas de K, bem como as componentes dos vetores u e f, correspondentes aos graus de
liberdade que foram restringidos nos nés com apoio. Por exemplo, se no n6é 3 ha um apoio
que impede o deslocamento desse n6 nas direcoes x e z, entao eliminamos de K as linhas
e colunas de indices 7 e 9.

Apos introduzir as condicoes de contorno, a matriz K, que é simétrica, passa
a ser definida positiva, sendo possivel utilizar a fatoracao de Cholesky ou o método dos
gradientes conjugados (veja Watkins [56], secoes 1.4 e 7.6, respectivamente), por exemplo,
para resolver o sistema linear.

Como a matriz K depende das densidades p, precisamos resolver um sistema
linear com matriz diferente a cada vez que p se altera. Em diversos trabalhos com imple-
mentagoes de algoritmos para resolver problemas de otimizacao topologica [19, 30, 35, 53],
constata-se que a resolucao desses sistemas lineares é a etapa mais cara — ou seja, que
consome mais tempo — na resolu¢ao dos problemas, atingindo, em média, mais da metade
do tempo total de resolucao. Diante dessa constatacao, faz-se importante o estudo de
métodos mais eficientes para a resolucao desses sistemas lineares.

A fatoracao de Cholesky é um método direto e acurado, bastante utilizado e
recomendado para resolver sistemas lineares com matriz simétrica definida positiva. Para
aplica-lo precisamos obter o fator de Cholesky da matriz, que geralmente possui muitas
entradas nao nulas, apesar da matriz de rigidez ser esparsa. Dessa forma, o armazena-
mento desses fatores demanda muita memoria do computador. Esta situacao se agrava
nos problemas tridimensionais, nos quais as dimensoes da matriz crescem demasiadamente
sem que aumentemos muito o niimero de elementos na malha.

Experimentos computacionais mostram que um método iterativo, como o dos
gradientes conjugados, é mais eficiente nos casos em que o nimero de elementos na malha
¢ muito grande (veja [30, 53]). Entretanto, para se obter uma melhor eficicia do método,
precisamos utilizar um precondicionador adequado. Costuma-se utilizar como precondi-
cionador a fatoracao incompleta de Cholesky, que apresenta bons resultados, mas ainda
assim o tempo de resolucao dos sistemas lineares ocupa a maior parcela do tempo de
resolugao dos problemas de otimizacao topologica tridimensionais.

Neste trabalho, estudamos um outro tipo de método, conhecido como mul-
tigrid, que promete ser mais eficiente na resolucao dos sistemas lineares que aparecem
em problemas envolvendo discretizacoes, em particular no problema de otimizacao to-
pologica (vide Amir [1], Peetz e Elbanna [40]), podendo também ser utilizado como um
precondicionador eficiente para o método dos gradientes conjugados.

1.5 Instabilidades numéricas

A resolucao do problema de otimizagao topolégica na forma discretizada (1.16)
pode apresentar algumas instabilidades numéricas. Os autores Sigmund e Petersson [4§]
classificaram essas instabilidades em trés categorias principais: minimos locais, dependén-
cia da malha e tabuleiros de xadrez.

O problema dos minimos locais se refere ao fato de que a funcao objetivo
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possui muitos minimos locais, de modo que podemos encontrar solucoes distintas quando
utilizamos diferentes parametros do algoritmo de resolucao. Geralmente, nos problemas
de otimizagao, desejamos encontrar o minimizador (ou maximizador) global da fungao,
mas isso ¢ muito dificil no caso da otimizacao topologica, de modo que nos contentamos
com alguma solucao local.

A dependéncia da malha refere-se ao caso em que nao obtemos, qualitativa-
mente, a mesma estrutura para diferentes refinamentos da malha. Isso pode ser bom ou
ruim, dependendo do que se deseja. Ao refinar a malha, podemos estar tentando encontrar
mais detalhes no formato da estrutura. Por outro lado, podemos querer apenas suavizar
os contornos e melhorar a qualidade de um formato que ja obtivemos em uma malha mais
grosseira, de tal modo que desejamos resultados independentes da malha.

Ja o que chamamos de tabuleiro de xadrez é a distribuicdo do material for-
mando regioes com elementos vazios e solidos, de maneira alternada, semelhante a um
tabuleiro de xadrez, como na Figura 1.12(a). De acordo com Diaz e Sigmund [16], esse
padrao torna a estrutura artificialmente mais rigida e uma das causas do tabuleiro é o
tipo de elemento finito utilizado (retangular com nés apenas nos vértices). Entretanto, a
producao da estrutura nesse formato é inviavel. O ideal é que o material se acumule de
maneira mais homogénea, formando barras solidas e bem definidas.

(a) Sem filtro. (b) Com filtro.

Figura 1.12: Exemplo de uma estrutura na qual aparece o tabuleiro de xadrez.

Uma maneira de prevenir a ocorréncia do tabuleiro de xadrez consiste em au-
mentar o nimero de nés em cada elemento da malha, com o objetivo de obter melhores
aproximagoes dos deslocamentos. Isso faz com que a dimensao da matriz de rigidez global
aumente, tornando a resolugao do sistema linear de equilibrio ainda mais cara. Por esta
razao, preferimos utilizar uma outra estratégia, que consiste na aplicagao de um operador
matematico, denominado filtro espacial, cujo objetivo é redistribuir as densidades de ma-
terial ao redor de cada elemento. A Figura 1.12(b) mostra a mesma estrutura da Figura
1.12(a), obtida com a aplicagao de um filtro.

1.5.1 Filtros de densidade
Um filtro espacial de raio r > 0 pode ser definido como uma funcao F' que

satisfaz algumas propriedades. A aplicacao do filtro sobre as densidades é feita por meio
do produto de convolugao entre as funcoes F' e p, ou seja,

(Fep) = [ Flx=y)oly) dy.

Para mais detalhes sobre os filtros em otimizagao topologica, consulte Bourdin [9].
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Na pratica, para aplicar o filtro devemos obter a vizinhancga de cada elemento
e, isto é, os elementos que estao a uma distancia menor ou igual a r do elemento e.
Denotamos essa vizinhanca por B(e,r), indicando que ela esta centrada no elemento e e
tem raio r. A representacao genérica de um filtro espacial no meio discretizado, para cada
elemento da malha, é entao dada por

(F % p). = zj(m[F@—@dg,

i€B(e,r)

em que ¢, representa o vetor de coordenadas do centro do elemento e. O filtro produz
efeito na densidade do elemento central, levando em conta as densidades dos vizinhos.
Além disso, quanto mais distante um elemento i € B(e,r) estiver do elemento e, menor
serd sua contribuicao a acao do filtro sobre este elemento.

Neste trabalho, utilizamos o filtro da média ponderada das densidades, con-
forme proposto por Bruns e Tortorelli [12]. A ideia deste tipo de filtro é substituir a
densidade de cada elemento e por uma média ponderada das densidades dos elementos
na vizinhanga B(e,r). Assim, a densidade p, é substituida por

~ ~ Wei
Pe = pe(p) - Z w_pi»
i€B(e,r) ¢

em que

7 se dist(e,i) <,
2 (3)

0 se dist(e,i) >,

sdo os fatores de peso, dist(e,i) denota a distancia euclidiana entre os centros dos ele-
mentos e e 7, e w, ¢ a soma dos fatores de peso de todos os vizinhos do elemento e, ou
seja,

Note que apenas as densidades dos elementos tais que dist(e,i) < r sdo consideradas na
aplicagao do filtro no elemento e.

As densidades originais de cada elemento devem ser substituidas pelas densi-
dades filtradas na funcao objetivo e nas restricoes do problema de otimizacao topoldgica
estrutural. Sendo assim, a fungao objetivo do problema se torna f(p) = fTu(p), o sistema
de equilibrio global passa a ser dado por K(p)u(p) = f e a restricdo de volume se torna

C(ﬁ) = Zveﬁe - Vmax S 0.

As principais vantagens desse tipo de filtro sdo que ele preserva a linearidade da restricao
de volume e mantém compativeis as condigoes de otimalidade do problema de otimizacao
topologica estrutural. Além disso, a sua aplicacao é barata se o raio r nao é muito grande
e ele permite que calculemos os gradientes da funcao objetivo e das restricoes do problema
de forma analitica.
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Na literatura, encontramos varios outros tipos de filtros espaciais. Sigmund
[45] utiliza um filtro que modifica o vetor gradiente da fungao objetivo, com base em
uma média ponderada das derivadas primeiras da funcao calculadas em uma vizinhanca
de cada elemento. Nesse caso, como o gradiente é modificado e a funcao objetivo nao é
alterada, as condicoes de otimalidade do problema ficam incompativeis, o que dificulta
a aplicacao do filtro, apesar dele apresentar bons resultados. Bruns [11] apresenta uma,
estratégia que une a filtragem das densidades com uma alternativa ao modelo SIMP para
a penalizacao das densidades intermedirias, denominada modelo SINH, em referéncia
a utilizagao da funcao seno hiperbolico no calculo das novas densidades. Nesse caso, a
penalizacao é aplicada na restricao de volume, que se torna nao linear. Uma vantagem do
modelo SINH é a obtencao de resultados com poucas densidades intermediarias.

1.6 Calculo dos gradientes

Nesta secao, veremos como calcular analiticamente os gradientes da funcao
objetivo e das restricoes do problema de otimizacao topologica estrutural, ou seja, como
obter as primeiras derivadas das funcgoes que representam a flexibilidade da estrutura
e a restricao de volume. Os gradientes sao necessarios para a resolucao dos problemas
por meio da maioria dos métodos de otimizacao, como é o caso da programacgao linear
sequencial, que descreveremos no proximo capitulo.

Apos a aplicacao do filtro da média ponderada das densidades, conforme des-
crito na Subsecao 1.5.1, cada densidade p., de um elemento finito e é substituida por

~ ~ Wei
pe=pelp)= >, —pi
. We
i€B(e,r)
Utilizamos as densidades filtradas na funcao objetivo e nas restri¢coes do problema de
otimizacao topologica. Com isso, a restricao de volume se torna

Nel

C(ﬁ) - Zveﬁe - vmax S 0.

e=1

Sua derivada com relagéo a variavel p. é dada por

82 ie
= 2 6‘,01 > UZ_

1€B(e,r) pe i€B(e,r)

(3,06

Assim, calculamos as componentes da matriz Jacobiana das restricoes, que neste caso
possui uma tnica linha contendo o transposto do vetor gradiente da restricao de volume.
Se considerarmos que todos os elementos na malha possuem volume fixo, é possivel calcular
a matriz Jacobiana uma tdnica vez.

Depois de impor as condicoes de contorno no problema e resolver o sistema
linear de equilibrio, a fun¢ao objetivo fica sendo

f(p) = fTu(p) = 7K (p) ',
cuja derivada com relagao a variavel p. é dada por

00() = (D)0~ OfP) i
ope Z Op; Op. Z opi wi

1€B(e,r) i€B(e,r)
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Vejamos como obter as derivadas de f com relacao as densidades filtradas p;. O
termo que depende de p na fungio objetivo é a matriz de rigidez global K(p). Como vimos,
essa matriz ¢ formada por uma superposicao das matrizes de rigidez dos elementos, que
recebem a penalizacao das densidades intermediarias pelo modelo SIMP. Considerando
K. a matriz com mesma dimensao da matriz K, mas formada apenas pelas componentes
da matriz de rigidez de um tnico elemento e, temos que

Nel

K(ﬁ) = Z(Emm + (ﬁe)p(EO - Emm)) Ke‘

e=1

O sistema de equilibrio global é dado por

K(p)u(p) = £.
Derivando-o com relagao a p;, temos
OK(p ou(p ou(p 0K (p
() + k(5 52 =0 T — ()1 T ) =
ouls
S — K [P (B — B ] ().
Dessa forma, obtemos
of(p rou(p T Ou(p T~ \p1 -
A r ) () T = —alp) [ B~ B ()

Assim, calculamos as derivadas da funcao objetivo usando

8&?/55)) == > ul@)” [p(p:) M (Bo — B K] ()

)
. Wi
1€B(e,r)

para e = 1,2,...,ny, e obtemos o vetor gradiente. Na prética, ao invés de expandir a
matriz de rigidez do elemento formando a matriz K., podemos manter a matriz K
de ordem 24 x 24 (no caso do elemento linear) e extrair do vetor u as 24 componentes
correspondentes aos indices dos graus de liberdade dos nés do elemento e.
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Capitulo 2

Programacao Linear Sequencial

O problema de otimizacao topologica estrutural de minima flexibilidade (1.16),
formulado no Capitulo 1, é um problema de otimizacao nao linear que pode ser resolvido
com diversos métodos conhecidos na literatura (vide [32, 41]). Entretanto, como esse
problema pode possuir muitas varidveis de projeto, os métodos que envolvem segundas
derivadas costumam ser evitados, pois apresentam desvantagens como: a dificuldade no
calculo das segundas derivadas de maneira exata, a demanda de muita memoria compu-
tacional, mesmo quando o calculo das segundas derivadas ¢ feito de forma aproximada e
o custo computacional elevado para resolver subproblemas de programagao quadratica.
Os métodos mais comumente utilizados para a resolugao do problema de otimizacao to-
pologica sdo o método do critério de otimalidade (consulte [6], Secao 1.2), o método das
assintotas moveis [51] e a programagao linear sequencial [22, 44].

Na implementacao feita para obter os resultados deste trabalho, utilizamos
uma versao globalmente convergente da programacao linear sequencial (PLS), baseada
no trabalho de Gomes e Senne [22]. Esse método consiste em resolver uma sequéncia de
subproblemas de programacao linear que aproximam o problema de otimiza¢ao nao linear.
Ele apresenta resultados eficientes na resolucao de problemas de otimizacao topoldgica,
possui uma implementacao simples e utiliza apenas informacoes das derivadas de primeira
ordem, o que é conveniente para os problemas de grande porte.

2.1 Descricao do método

Considere o seguinte problema de otimizacao nao linear com restrigoes:
Min f(x)
s.a  c(x) =0, (2.1)

XISXSqu

em que a funcao objetivo, f : R” — R, e as fungoes de restrigoes, ¢ : R* — R™,
possuem as primeiras derivadas Lipschitz continuas, o vetor x = [ Tl o T }T e R"”
contém as variaveis de projeto e os vetores x;,x, € R" definem os limitantes inferiores e
superiores, respectivamente, para as componentes do vetor x. Note que, utilizando varia-
veis de folga e de excesso, qualquer problema de otimizacao nao linear com restri¢cdes de
igualdade e de desigualdade pode ser escrito na forma (2.1).



CAPITULO 2. PROGRAMACAO LINFAR SEQUENCIAL 44

No caso do problema (1.16) de otimizacao topologica estrutural, as variaveis
de projeto sao as densidades de cada elemento finito, isto é, x = p. O ntimero de varidveis
é n = ng, que é o nimero total de elementos na malha. A funcao objetivo é nao linear,
dada por f(p) = fTK(p) 'f, temos uma (m = 1) restricdo linear de desigualdade,

Nel
C(p) = Zvepe - Vmax S 0

e=1

. . . T
e as restricoes de caixa 0 < p. < 1, para e = 1,2,...,n¢, OU seja, x; = [ 0O --- 0 } e

xa=[1 - 1]".

Dizemos que X € R" é um ponto factivel (ou vidvel) para o problema (2.1) se
todas as restrigoes sao satisfeitas nele, ou seja, ¢;(X) =0, Vi = 1,2,....m, e x; < X < X,.
Se alguma dessas restricoes nao for satisfeita em X, dizemos que ele é um ponto infactivel
(ou invidvel) para o problema.

Como as funcoes f e ¢ possuem as primeiras derivadas Lipschitz continuas,
podemos obter aproximagoes lineares (aproximacoes de Taylor de primeira ordem) para
cada uma delas, em uma vizinhanca de um ponto x*) € R™:

f (™ 45)~ f(xW)+Vf (X(k)>TS,
¢ (P 48) ~ ¢ (xP) + A (xP) s,

em que Vf (x¥) e A (xW) = [ Ve (xP) -+ Ve, (x¥) ]T denotam o vetor gradiente
da funcao objetivo e a matriz Jacobiana das restricoes, respectivamente, no ponto x*).
Assim, dado um ponto x*) € R™, o problema (2.1) pode ser aproximado pelo problema

de programagao linear (PL):
Min Vf (X(k))T S

sca A(x®)s+e(x®) =0, (2.2)
x; < x4+ g < Xy

Os problemas lineares sao, em geral, mais simples de resolver e temos métodos bem
desenvolvidos para tal, como os métodos Simplex e os métodos de pontos interiores (vide
Luenberger et al. [32]).

A programacao linear sequencial é um método iterativo que consiste na reso-
lugao aproximada do problema néo linear (2.1) por meio de uma sequéncia de resolugoes
de subproblemas lineares na forma (2.2). Para aplicar o método, devemos fornecer um
ponto inicial x(© e um critério de parada adequado. A cada iteracio k, o ponto x*¥ é
utilizado para gerar o problema de programacao linear, do qual obtemos uma solugao s.
A solucdo aproximada do problema original (2.1) é entdo atualizada por x*+9 = x(*) 4 3§,
Esse processo é repetido até que o critério de parada estabelecido seja satisfeito.

Observamos, contudo, que nem sempre é possivel resolver o PL (2.2), pois este
pode ser infactivel, isto é, nao possuir nenhum ponto factivel. Ademais, as funcoes lineares
utilizadas para definir o problema podem nao ser boas aproximagoes para as funcoes
originais em um ponto x* + s muito distante de x*), ou seja, nao podemos exagerar
no tamanho do passo. Nas proximas segoes, apresentamos estratégias para evitar esses
inconvenientes e garantir a convergéncia global do método.
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2.2 Regioes de confianca

Para controlar o tamanho do passo s, introduzimos uma regidgo de confianca,
que define a regiao na qual confiamos que as aproximacoes lineares das funcoes sejam
suficientemente boas. Assim, exigimos que |[|s||, < 0, em que 6 > 0 é o raio da regiao de
confianca. Quando adotamos a norma infinito, a regiao de confianca pode ser combinada
com as restri¢oes de caixa do problema linear (2.2). Para tanto, observamos que

|s;| < max |s;| =||s]|,, < 0= —-0<s<9, Vi=12..,n
1<j<n

Além disso, pelas restri¢oes de caixa em (2.2),

x; < x®) +g<x, = (x1); — ng) < < (Xy); — X(»k), Vi=1,2,...,n.

]

Entao, cada s; deve satisfazer
max {—57 (x1); — ng)} < s; < min {5, (%u); — ng)} :

Portanto, podemos escrever o problema de programagao linear (2.2) acrescido
da regiao de confianca como

Min Vf (X(k))Ts
s.a A (x(k)) s+c (x(k)) =0, (2.3)

s <s < sy,

em que (s;), = max {—(5, (x1); — ng)} e (s,); = min {(5, (Xu); — xgk)}, parai=1,2,...,n.

2.3 Factibilidade do PL

A cada iteracao k£ do método, desejamos obter uma solucao do subproblema
linear (2.3), que utilizaremos para melhorar a aproximagao da solu¢ao do problema (2.1).
As restricoes de caixa combinadas com a regidao de confianca garantem que o problema
(2.3) é limitado. Todavia, ele ainda pode ser infactivel, a menos que x*) seja factivel para
o problema original. Uma maneira de verificar a factibilidade do PL é por meio de uma
estratégia parecida com a fase 1 do método Simplex de duas fases, na qual resolvemos o
seguinte problema:

Min ez
(s,2)
s.a A (X(k)> s+ c¢ (X(k)) +E (X(k)) z =0, (2.4)
gl S S S gu,
z > 0,
em que e’ = [ 11 --- 1 ] € RY, z € R? é um vetor de variaveis artificiais correspon-

dentes as ¢ restricdes infactiveis de (2.1) no ponto x*), E (X(k)) € R™*7 é uma matriz
formada por colunas da matriz identidade, I € R™*™, ou de —1I, e

(51); = max {—0,8 5; (x), — Xz(k)} ’

(S4); = max {0,8 85 (xu); — ng)} :
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para ¢ = 1,2,...,n. Note que a regiao de confianga utilizada no problema artificial é um
pouco menor, para que o problema (2.3) tenha uma regiao factivel suficientemente grande.
A escolha do valor 0,8 é experimental, assim como outros parametros do algoritmo.

Se na solugdo 6tima do problema artificial (2.4) tivermos e’z = 0, entdo con-
seguimos um ponto factivel para o PL (2.3). Caso contrario, descobrimos que o problema
(2.3) ¢ infactivel.

Na otimizacao topologica estrutural, podemos iniciar o método com um ponto
x( que ja é factivel e, em geral, os demais pontos x¥) continuam factiveis, especialmente
quando a restricao de volume continua linear apos a aplicacao do filtro. Dessa forma, a
estratégia adotada é tentar resolver diretamente o problema linear (2.3) para obter o passo
S. Caso o método de resolucao do PL detecte que ele nao possui solucao, entao resolvemos
o problema artificial (2.4) até obter uma solucio s, e consideramos § = s,,. Felizmente,
em todos os problemas testados, conseguimos resolver diretamente o problema (2.3).

2.4 Critério de aceitacao do passo

Apés obter o passo §, precisamos verificar se x*+1) = x(¥) 13 & uma aproximacdo
melhor do que x*) para a solucdo do problema original (2.1). Queremos que a nova
aproximacao reduza suficientemente o valor da funcao objetivo e também precisamos
controlar a factibilidade do problema.

Consideramos que a medida de infactibilidade de um ponto x € R"™ com relagao
ao problema (2.1) é dada pela fungao ¢ : R" — R,
1 2
o) = 5 )2,

e a medida de infactibilidade do problema (2.3) ¢ dada pela funcao M : R" x R" — R,
1
M(sx,5) = 5 [AG)s + (o).

A escolha do fator 1/2 e da norma euclidiana elevada ao quadrado é feita para simplificar
algumas demonstragoes de convergeéncia.

A cada iteracao do método queremos que o novo ponto obtido reduza os valores
da funcdo objetivo f e da funcao ¢, ou seja, ficamos felizes se f (x*V) << f(xW) e
© (x(’““)) << @ (X(k)). Porém, nao sabemos ao certo o que ocorre nos casos em que

f (X(k+1)) < f (X(k)) e @ (X(k+1)) > (X(k))
ou
f (X(k+1)) > f (X(k)> e (X(kJrl)) < (X(k)) ’

isto é, quando o valor da funcao objetivo é reduzido, mas a factibilidade é perdida, ou
quando o ponto melhora a factibilidade, mas nao reduz o valor da funcao objetivo.

Nesta situacao, definimos uma funcao de mérito que combina as duas medidas
(otimalidade e factibilidade). Assim, consideramos a fun¢ao ¢ : R™ x R — R, dada por

b(x,0) = 0f(x) + (1 - 0)e(x),
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em que ¢ € (0,1] é um parametro de penalizagao, cujo objetivo é dizer se a otimalidade
terd maior relevancia sobre a factibilidade, ou vice-versa.

Agora, a cada iteracao queremos reduzir a fungao de mérito. A aceitagao do
passo serd baseada em uma comparacao entre a reducao prevista pelo modelo linear do
problema (2.3) e a redugao real obtida no problema original (2.1). A redugao real de ¢
para os pontos x®) e x(**1) & definida por

Aveq = A% + (1 — 0) AL

red’

em que
Ay = (W) = f ()

é a reducao real da funcao objetivo e
Al = ¢ (xB) = (x")
é a reducao real da infactibilidade. A reducgao prevista de 1 é definida por

Preg = 0P% + (1 — )P

red red
em que
PP =V (x") 0 - V(") 5= —vf(x®) s
red -
é a reducao prevista da funcao objetivo e
Py =M (x®,0) — M (x®,3)
é a reducgao prevista da infactibilidade.

Se a reducao real for muito pior do que a reducao prevista pelo modelo linear,
significa que o modelo nao fez uma previsao adequada, entao nao aceitamos o passo. Por
exemplo, se a reducdo real corresponder a menos de 10% da reducao prevista, ou seja, se
Areqd < 0,1P,.4, entdo o passo S é rejeitado. Neste caso, estamos tentando dar um passo
muito grande, ji que o modelo prevé uma reducao maior da funcdo. Assim, precisamos
diminuir o raio da regiao de confianca, tomando por exemplo

Op+1 = min {0,25 [5]| 5 0,165} .

O passo 8§ é aceito se A eq > 0,1P,qq. Além disso, se a reducao real for boa o suficiente (por
exemplo, A,cq > 0,5P,cq), podemos aumentar o raio da regido de confianga para tentar
acelerar a convergéncia, tomando

Ok41 = min {270 Ok; “Xu - XlHoo} .

Ademais, sempre que o passo é aceito, atualizamos o raio ¢ verificando se ele é maior do
que um raio minimo 9,,;,, > 0, para evitar passos muito pequenos quando estamos longe
da solucao. Os valores aqui apresentados para os parametros utilizados para verificar a
aceitagao do passo e para aumentar ou diminuir o raio da regiao de confianca foram
obtidos experimentalmente. Aqui, decidimos manter os valores numéricos que utilizamos
nos resultados obtidos com a implementacgao, para simplificar a notacao.

O parametro de penalizacao 6 da funcao de mérito também precisa ser atu-
alizado a cada iteragao. Para tanto, comecamos com 0y = 1 e definimos 6,,,, = 1. Na
iteragao k calculamos

o . large psup
O = min {019,037, O }
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em que

arge N 1
02 9¢ — |:1 -+ W] min {90, --'701671}7 (25)

fsb

red . Popt < Pfsb
0 = sup { P> 05PL)} = 0,5 <—pfsb - Popt> 08¢ B S 05805 (95

0€[0,1] ..
1; caso contrario.

Além disso, quando o passo é rejeitado, consideramos 6,,,. = 0k, € quando o passo é
aceito, tomamos e, = 1. A constante N > 0, utilizada para calcular 6%, deve ser
ajustada para permitir que 6 tenha um decréscimo nao monétono ao longo das iteragoes.
Na implementacao feita neste trabalho, consideramos N = 10°.

2.5 Critério de parada

No método de programacao linear sequencial, geramos uma sequéncia de ite-
randos x*), que se aproximam cada vez mais de um ponto estacionario do problema (2.1).
Como o valor da funcao objetivo decresce, esse ponto tende a ser um minimizador local.
Na pratica, precisamos parar em algum momento, seguindo algum critério adequado.

Um critério bastante simples é baseado no tamanho do passo, no qual inter-
rompemos o algoritmo quando ||3]| , < &, por trés (ou mais) vezes seguidas, sendo 5 > 0
uma tolerancia preestabelecida. A obtencao de passos pequenos consecutivos indica que o
método nao consegue caminhar e podemos estar proximos de uma solucao. Outro critério
parecido com esse é baseado no decréscimo da funcao objetivo, no qual paramos quando
| f(x®)) — f(x*D)| < e por trés iteragoes consecutivas.

Além dos critérios citados acima, utilizamos um critério de parada mais ro-
busto, baseado nas condigoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema (2.1) (consulte
Ribeiro e Karas [41], Se¢do 7.2), similar ao que é proposto em |23]. Seja Px(y) a projegao
ortogonal de um vetor y no conjunto X = {x € R" | x; < x < x,} das restri¢oes de caixa
do problema. Considere VL (X(k), )\(’“)) o gradiente do Lagrangiano associado apenas as
restricoes de igualdade, em que A*) & o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a
essas restricoes. Uma aproximacao para esses multiplicadores nos é fornecida na resolucao
do subproblema de programacao linear. Assim, a cada iteracdo obtemos o vetor

gp (x0) = Py (x® — 7L (x0), A®B)) — x®

e paramos o algoritmo quando ng (X(k)) < g4 por trés iteracoes consecutivas. Cada

componente ¢ do vetor gp (x(’“)) pode ser calculada por

gp (X(k))i = min {(Xu)i, max {(Xl)i, ng) — V.. (X(k), )\(k))}} — ng),

para:t=1,2,...,n.

Na implementacdo, consideramos e, = 107% e = 5 x 1072, ¢, = 1073 e
combinamos ambos os critérios, de modo que o algoritmo para quando as tolerancias € e
g4 sao atingidas ao mesmo tempo por trés iteragoes seguidas ou quando a tolerancia e €
atingida por trés iteragoes seguidas. Ademais, colocamos um limite de 500 iteracoes como
critério de parada adicional. Na pratica, o critério do gradiente projetado junto com o
decréscimo da funcao foi o primeiro a ser atingido para todos os resultados apresentados.
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2.6 Algoritmo

Dados um ponto inicial x® € R™ com x; < x© < x,, um raio da regido de
confianca inicial 09 > 0,in > 0, 0g = O1ee = 1 € kK =0, 0 Algoritmo 1 resolve o problema
de otimizacao nao linear (2.1) utilizando a programacao linear sequencial.

Algoritmo 1 Programagao Linear Sequencial (PLS)

1: enquanto algum critério de parada nao é satisfeito faga
2: encontre a solugao § do problema linear (2.3),

Min Vf (X(k))Ts
s.a A (x(k)) s+ c (X(k)) =0,

s; < s < sy,
3: se o problema (2.3) for infactivel entao
4: encontre a solugao s, do problema artificial (2.4),

Min e’z
(s,2)

s.a A (X(k)) s+c (X(k)) +E (X(k)) z =0,

gl S S S gua
z > 0.
5: S ¢— S,.
6: fim
7 atualize 6, = min { 01779 457, Qmax}, utilizando (2.5) e (2.6).
8: calcule as redugoes real (A,.q) e prevista (P,.q) da fungao de mérito.
9: se Areq < 0,1P,cq (0 passo é rejeitado) entao
10: 0 «— min {0,253]| _; 0,1 9%}
11: Omaz <— 0.
12: senao
13: x®) «— x(k) 4 g,
14: se A,.q > 0,5PF,.; entao
15: 5k — m1n{2,0(5k, HXU_XlHoo}'
16: fim
17: 0 <— max {5k7 (Smm}.
18: atualize A (x®) e Vf (x®).
19: Omae <— 1.
20: k+—Fk+1.
21: fim
22: fim

Observe que contamos uma nova iteragdo externa apenas quando o passo S é
aceito. Entretanto, mesmo que isso nao ocorra, temos que resolver o problema linear e
calcular o valor da funcao objetivo, o que envolve resolver um sistema linear no caso da
otimizacao topologica. Ja o calculo dos gradientes é feito a cada iteracao externa.
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As demonstragoes de que o algoritmo estd bem definido e dos resultados de
convergéncia podem ser vistas com detalhes em [22].

2.7 Fluxograma da otimizacao topolégica com a PLS

Na Figura 2.1, apresentamos um fluxograma simplificado do processo de resolu-
¢ao do problema de otimizacao topologica estrutural com a programacao linear sequencial.
A primeira etapa consiste em discretizar o dominio no qual a estrutura estara contida,
formando a malha de elementos finitos, definir os apoios, o vetor de cargas nodais, a quan-
tidade e a numeracao dos elementos, dos nos e dos graus de liberdade. Em seguida, as
variaveis de projeto (distribuicao das densidades de material antes da aplicagao do filtro)
e outros dados iniciais sao fornecidos.

A etapa de pré-filtragem corresponde a obtencao das vizinhancas de cada ele-
mento finito e ao calculo dos fatores de peso, necessarios para a aplicacao do filtro de
densidades. Na preparacao da matriz de rigidez global, encontramos os indices das linhas
e colunas dessa matriz que podem conter entradas nao nulas e calculamos a matriz de
rigidez dos elementos. Essas etapas podem ser realizadas uma tinica vez. Antes de iniciar o
algoritmo da PLS, também precisamos calcular os valores iniciais das densidades filtradas,
dos deslocamentos, da fungao objetivo (flexibilidade) e dos gradientes.

As préximas etapas do processo correspondem ao algoritmo da programacao
linear sequencial. Primeiro, verificamos se a soluc¢ao inicial ja é 6tima, seguindo os critérios
de parada descritos na Secao 2.5. Se a solucao for 6tima, chegamos ao fim. Caso contrario,
aproximamos o problema original por um problema de programacao linear e resolvemos
o PL obtendo um passo com o qual atualizamos as variaveis de projeto. Em seguida,
aplicamos o filtro para obter as novas densidades, com as quais podemos montar a matriz
de rigidez global. Entao, resolvemos o sistema linear de equilibrio para calcular os novos
deslocamentos e o novo valor da funcao objetivo. Com essas informacoes, calculamos as
reducoes real e prevista da funcao de mérito e verificamos se o passo sera aceito, seguindo
os critérios da Secao 2.4. Se o passo for rejeitado, retomamos os valores das varidveis de
projeto anteriores e reduzimos o raio da regiao de confianca. Caso contrario, calculamos o
novo vetor gradiente da funcao objetivo. Aceitando o passo ou nao, precisamos atualizar
a regiao de confianca e outros parametros, conforme o Algoritmo 1. Depois, tornamos a
verificar se a solucao atual é 6tima. Esse processo se repete até que o critério de parada
seja satisfeito e tenhamos a distribuicao 6tima de material, formando a estrutura desejada.

Observamos que, na pratica, chamamos de solugao 6tima um ponto que satisfaz
o critério de parada com as tolerancias preestabelecidas e nao necessariamente o minimi-
zador global do problema. A funcao objetivo do problema de otimizacao topologica possui
muitos minimos locais, de modo que qualquer alteracao nos parametros do algoritmo pode
causar diferencas nos resultados. Além disso, resolvemos de maneira aproximada os PLs
e os sistemas lineares. Dessa forma, a solucao obtida é apenas uma aproximacao para a
melhor distribuicao de material.
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Figura 2.1: Fluxograma da otimizacao topologica com a programacao linear sequencial.
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Capitulo 3

Multigrid

Durante a resolucao dos problemas de otimizacao topologica estrutural, no
calculo da fungao objetivo, precisamos lidar com sistemas lineares muito grandes e que
possuem a matriz de coeficientes esparsa. Os métodos de resolucao iterativos costumam ser
mais eficientes nesses casos. Neste trabalho, estudamos o método multigrid, que possui boa
aplicagao na resolucao dos sistemas lineares provenientes de problemas com discretizacoes,
em particular da otimizacao topolégica. Antes de descrevé-lo, apresentamos um breve
estudo sobre alguns métodos iterativos mais classicos (vide Watkins |56/, Se¢ao 7.2), que
sao fundamentais para o desenvolvimento do multigrid.

3.1 Meétodos iterativos estacionarios para resolucao de
sistemas lineares e o principio da suavizacao

Nosso objetivo é resolver um sistema de equagoes lineares, que denotaremos
Ax = b. Em geral, estamos interessados no caso em que a matriz A : n X n é esparsa,
simétrica e definida positiva, mas, para a descricao dos métodos desta secao, pode-se
considerar apenas que A : n x n é qualquer matriz nao-singular com todas as entradas da
diagonal principal nao nulas, ou seja, a; # 0, para todo i = 1,2, ..., n.

Os métodos iterativos apresentados a seguir também sao conhecidos como
métodos estaciondrios, o que significa que a forma como atualizamos a aproximacgao para
a solucao é sempre a mesma em todas as iteracoes. Veremos que cada método pode ser
completamente descrito pela maneira como um iterando x® é utilizado para gerar o
proximo iterando x*+Y. Além disso, cada método pode ser descrito na forma matricial

x*+D) — (k) L N1 (b _ Ax(k)) =x®) 4+ M1 ®),
em que M é denominada matriz de iteracio e 1'¥) = b — Ax*) ¢ denominado residuo da
aproximacao x.

3.1.1 O método de Jacobi

A ideia do método de Jacobi é utilizar a i-ésima equacao do sistema linear para
corrigir a aproximacao da i-ésima incognita, para cada i = 1,2, ...,n. A i-ésima equacao
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do sistema Ax = b é dada por
Z aijxj = bl
j=1

Isolando nesta equagao a incognita x;, obtemos

1
xT; = a—” (bz — Z(lmﬁj) s

JFi

o que pode ser feito pois supomos que a; # 0, para todo 7 = 1,2,...,n. Dada uma
aproximacdo x*) para a solucdo do sistema, se substituirmos x por x*) na igualdade

. . 1 . < (k+1)
acima, em geral ela deixa de ser valida. Definimos entao z;
tornaria a i-ésima igualdade verdadeira:

(k) _ L (k)

JFi

como sendo o valor que

Fazendo isso para i = 1,2, ...,n, obtemos o proximo iterando x*+1.

. ~ k k+1 . L, . ~ 4
Note que a atualizacao xl( N xl( ) corrige a i-ésima equagao, mas também

afeta todas as outras equacoes nas quais aparece a i-ésima incognita. Desse modo, a
nova aproximacdo x**1 ainda ndo é uma solucio exata do sistema. A esperanca é que
a sequéncia de iterandos x*), k = 0,1,2, ..., convirja para a solucdo exata. Na pratica,
paramos o método em alguma iteracao na qual a aproximacao seja suficientemente boa,
seguindo algum critério de parada.

Seja D a matriz diagonal cuja diagonal principal ¢ a mesma da matriz A. As
equagoes da forma (3.1) para i = 1,2, ...,n podem ser escritas da seguinte maneira:

a11$gk+l) =b — (aml‘gk) + a13$gk) + At alnng)> ,

a22$§k+1) = by — <a2lxgk) + a23$z()>k) Tt agnx;k)> ’

Azt = b, — (anlx(lk) + angxék) NPT amn_lx?(f_)l) .
Na forma matricial, temos
an zngrl) by 0 a2 -+ ain ng)
22 xékﬂ) B bo | e 0 - ag, xék)
Ann x,(f'#) b, ani Gpa -+ 0 mg;k)

& Dx) = b — (A — D)x®
& x*D =D [b—(A-Dx"].

Ou, equivalentemente,

D = x® | DL (b = Ax®) = x® 1 D=1,
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em que 1¥) & o residuo da aproximacao x®). Observe que D é invertivel, pois a; # 0, para
todo i =1,2,...,n. Assim, a matriz de iteracao do método de Jacobi é M = D.

O processo de correcao de uma equacao modificando uma das varidveis mui-
tas vezes é chamado de relaracao. Dizemos que o método de Jacobi realiza relaxacgao
simultanea, pois todas as equacoes do sistema podem ser relaxadas ao mesmo tempo. Em
muitos casos, a convergéncia do método pode ser acelerada introduzindo um parametro
de relaxagao w € (0, 1] e substituindo a férmula (3.1) por

(k+1 (b _Zam ) —w)xgk),

J#
para ¢ = 1,2, ...,n. Na forma matricial, temos
<+ — D! [b— (A - D)x(’“)} + (1 —w)x®
=wD b — wD TAX® 4+ WD IDx® 4 x*B) — yx*)
= wD™'b — wDTAx®) 4 x*).
Ou, equivalentemente,

x®H) = x®) 4 D! (b— AX(k)) = x® 4 wD 1 ®),

Assim, a matriz de iteracao do método de Jacobi com relaxacao é M = iD. Note que,
para w = 1, recuperamos o método de Jacobi original.

3.1.2 O método de Gauss-Seidel e 0 SOR

No método de Jacobi, descrito anteriormente, utilizamos a i-ésima equacao do
sistema linear para atualizar a aproximacao da i-ésima incognita. Todas as incognitas
podem ser atualizadas simultaneamente, pois apenas os valores da aproximacao atual sao
utilizados nas atualizagoes. A ideia do método de Gauss-Seidel é utilizar os novos valores
das incognitas assim que eles forem sendo obtidos, por meio de um processo sequencial.

A partir de uma aproximacdo x*), primeiro utilizamos a equacao 1 para cal-

cular xgkﬂ) depois usamos a equacao 2 para calcular xgkﬂ) e assim por diante. Quando
chegarmos na equacao ¢, ja teremos calculado x(k+1), xékﬂ), e J;glf{l). No célculo de xEkH)

podemos utilizar esses novos valores ou os antigos, xgk), xgk), s :Ugﬁ)l. O método de Jacobi
utiliza os valores antigos e o de Gauss-Seidel utiliza os novos. Entdo, uma iteracao do
método de Gauss-Seidel é descrita da seguinte forma:

i—1

bty _ 1 b (k+1) 3.9
)= 2 (0= St - 3 e, 32

j=1 j=i+1
parai=1,2,...n

A ordem em que as atualizacbes das incognitas sao feitas é importante. Por
exemplo, se fossem realizadas na ordem reversa (decrescente), ou seja, comecando na
equacao n e indo até a equacao 1, a iteragao teria um resultado diferente. Vamos assumir
que a iteracao de Gauss-Seidel é realizada na ordem padrao (crescente), i = 1,2,...,n, a
nao ser que se diga o contrario.
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Considere D a matriz diagonal cuja diagonal é a mesma de A, L. a matriz
formada pela parte estritamente triangular inferior de A e U a matriz formada pela parte
estritamente triangular superior de A. Dessa forma, A = D+ L+ U. As equacgoes da forma
(3.2) para i = 1,2,...,n podem ser escritas como

G11$(1k+1) =b - (alzxgk) + ot alnxff)> )
9oV = by — (amxg/m)) _ <a23xék) TR a2n$$lk)> ’

CL333§’§I€+1) = b3 — <6L311’§k+1) + Cl32$ék+1)> — (a34x§k) + -+ a3nx7(1k)> )

annl‘q(zk+1) - bn - <an1‘rgk+1) et amn—lx?(’bkjll)) )

Na forma matricial, temos

an xngrl) by "0 o0 ... 01T xgk:Jrl)
a2 2 | b a0 -+ 0 2
Ann x%k'-i-l) by, | an1 Apy - 0 I xgc'ﬂ)

[0 aiz -+ oan || xgk)

0 0 - as, :zzgk)

1 00 0 i 2K

& DxF*) = b — Tx®H) — Uxk),

(k+1

Juntando os termos que envolvem x*+_ obtemos

(D + L)x* Y = b — Ux®
& x*D = (D+ L) (b —Ux®).
Além disso, note que U= A — (D + L). Assim,
X = x® 4 D+ L) (b— AxW) =x® + (D + L) +®,

Logo, a matriz de iteracdo do método de Gauss-Seidel ¢ M = D + L, que é uma matriz
formada pela parte triangular inferior da matriz A.

Diferentemente do método de Jacobi, que realiza relaxacdo simultianea nas
equacoes do sistema, o método de Gauss-Seidel realiza relaxagao sucessiva, pois caminha
de equacao em equacao, relaxando uma apos a outra. Muitas vezes, a convergéncia do
método pode ser acelerada por meio da sobre-relaxacao, na qual escolhemos um fator
w > 1 e substituimos (3.2) por

i—1 n
(k+1) (k) w (k+1) (k)
x; =z, + G_n' (bi — 2 @ij T, — Zaijzvj ) ,
Jj= J=i

para i = 1,2, ....,n, dando origem ao método SOR (do inglés Successive Qver-Relazation).
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Na forma matricial, temos
xF) = x®) + wD™ (b — Lx® — (D 4+ U)x™)
Equivalentemente,

Dx**) = Dx® 4 wh — wLx®+D) — (D + U)x®

o TDx®H) 4 [0+ — 4 Lpg® _ pg® _ gx®
w w

1 1—
o <—D + L) xBH) — p 4 K—”) D— U] x(®)
w w

1 - 1—
o xtH) = (—D+L) {b+ K—“) D—U] x<k>}_
W w
Lembrando que U = A — D — L, obtemos

-1

-1
D) (k) (lD + L) (b— Ax®) = x® ¢ (lD n L) L)
w w

Logo, a matriz de iteragao do método SOR é M = %D + L. Note que para w = 1
recuperamos o método de Gauss-Seidel. Também podemos utilizar w < 1, caso em que
terfamos uma sub-relaxagao. Além disso, verifica-se que o método diverge para w > 2 e,
portanto, consideramos w € (0, 2).

Como dito anteriormente, a ordem em que as atualizacoes das incégnitas sao
feitas no método de Gauss-Seidel é importante. Dependendo do problema, pode ser que
as propriedades do método melhorem ao utilizarmos uma ordenacao diferente da padrao.
A ordenagao red-black, por exemplo, é representada na Figura 3.1, em que os pontos sao
rotulados de forma alternada como vermelho (red, r) e preto (black, b), no padrdo de um
tabuleiro de xadrez.

b r b r
[ [ [ [
r b r b
[ L [ L
b r b r
[ ] o [ ] [
r b r b
[ L [ L

Figura 3.1: Ordenagao red-black do método de Gauss-Seidel.

Separamos os indices das equagoes (e das incognitas) do sistema linear em dois
subconjuntos (vermelho e preto). Todas as incognitas do sistema relacionadas aos pontos
vermelhos sao atualizadas primeiro e, em seguida, atualizamos as incognitas relacionadas
aos pontos pretos. Observe que os vizinhos mais proximos (na horizontal e na vertical)
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de cada ponto vermelho sao sempre pontos pretos e vice-versa. Logo, a corregao das
incognitas do tipo vermelho deve depender apenas dos valores das incognitas do tipo
preto e vice-versa. Isso significa que a relaxacao pode ser feita de forma simultanea em
todas as equacoes do tipo vermelho e, uma vez obtidos os novos valores das incognitas
vermelhas, aplicamos a relaxacao de forma simultidnea em todas as equacoes do tipo preto.
Assim, o método de Gauss-Seidel com a ordenacao red-black se torna paralelizavel.

Segundo Trottenberg et al. [52] (Subsecao 2.1.3), no contexto do multigrid, as
propriedades de suavizacao do método de Gauss-Seidel podem melhorar com a ordenacao
red-black. Entretanto, para diversos sistemas lineares de grande porte que surgem em
aplicacoes, pode ser dificil ou até impossivel separar as equacoes e incégnitas na forma
red-black. Nesses casos, existem ainda estratégias de ordenacao multicolor, que envolvem
mais do que duas cores na separacao das equacoes.

Neste trabalho, testamos o método de Gauss-Seidel apenas com a ordenacao
padrao (crescente), bem como a ordenagdo reversa (decrescente), que gera o método de
Gauss-Seidel simétrico (e o SSOR). Essa ultima versao, que serd apresentada a seguir,
pode ser mais efetiva para os problemas de otimizacao topologica estrutural, nos quais a
matriz do sistema linear é simétrica.

3.1.3 O método de Gauss-Seidel simétrico e o SSOR

Podemos aplicar o método de Gauss-Seidel na ordem reversa. Nesse caso, co-
1. ~ k . i1 ~
mecamos utilizando a equacao n para calcular X! ), depois utilizamos a equacao n—1 para
calcular x§L21 e assim por diante. Na forma matricial, temos

(D + U)x**+) = b — Lx®,

O método de Gauss-Seidel simétrico consiste em aplicar uma iteracao de Gauss-Seidel na
ordem padrao, seguida de uma iteragao na ordem reversa.

k)

Assim, a partir de uma aproximacio x*), aplicamos Gauss-Seidel padrio ob-

. L 1
tendo um ponto intermediario x(k+2>

x(2) = (D + L)1 (b — Ux®).
Em seguida, aplicamos Gauss-Seidel reverso, transformando x(F+3) em x(+D).
(D + U)x®+D =1 — Lx(+3)
=b—-LMD+L)"(b-Ux®)
=[I-LMO+L)']b+L(D+L)"Ux®.
Observando, entao, que

[-LDO+L)'=DO+L)D+L)'-LMD+L)™!
=D+L-L)(D+L)"'=DD+L)",
obtemos
(D + U)x* ) =L +L)'Ux® + DD + L)'
& D+L)D D+ U)x*Y = (D +L)D LD + L)~tux® + b
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o Mx®D = Nx®) 4 b,
em que M= (D+L)D'(D+U)eN=(D+L)D'L(D +L)"'U. Note que

N=D+L)D'LD+L)"'U
=DD 'L(D+ L) 'U+ LD 'L(D+L)'U
=LI+D'L)YD+L)'U
=LD'(D+L)(D+L)"'U
=LD'U.

Além disso,

M—-N=D+LD*D+U)-LD'U
=DD'D+DD'U+LD'D+LD'U-LD'U
=D+U+L=A.

Dessa forma, obtemos
MxH) = Nx® 4 b = (M — A)x® +b = Mx* + b — Ax®)

e x®D) = x®) 4 MY(b — Ax®)) = x®) 4 MR,

Logo, a matriz de iteragio do método de Gauss-Seidel simétrico ¢ M = (D+L)D~}(D+U).
No caso em que a matriz A é simétrica, entdao U =LT e M = (D+L)D"(D+L)T também
¢ simétrica.

Escolhendo um parametro de relaxacao w € (0,2), podemos obter o método
SSOR (do inglés Symmetric Successive Over-Relazation) que consiste em aplicar uma
iteracao do método SOR na ordem padrao, seguida de uma iteracao do SOR na ordem
reversa. De maneira parecida com a que fizemos anteriormente, podemos verificar que

1 1
M:L<_D+L> D! <—D+U)
2—w \w w

é a matriz de iteracao do método SSOR.

3.1.4 Suavizacao

Consideremos agora um sistema linear, Au = f, proveniente da discretizacao
de um problema de equacées diferenciais, com matriz A : n X n simétrica definida positiva.
Vamos estudar o comportamento dos métodos estacionérios (Jacobi, Gauss-Seidel, SSOR)
para resolver este tipo de sistema. Nesta secao, utilizaremos como exemplo o problema
modelo de Poisson unidimensional com condigoes de contorno de Dirichlet, que consiste
em encontrar uma fungao u : 2 C R — R que satisfaca

—u”(x) - f7
u(0) = u(1) =0,

no dominio 2 = [0,1]. Apos a discretizacio desse dominio em pontos com espagamento
h = % e a aplicacao do método de diferencas finitas centradas, obtemos um sistema linear
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na forma Au = f, com matriz tridiagonal. Também vamos considerar um sistema vindo da
discretizacao, pelo método dos elementos finitos, de um problema de otimizacgao topolédgica
da viga em balanco tridimensional, que sera apresentado no Exemplo 1 da Secao 7.2.

E mais simples analisarmos a resolugao do sistema linear homogéneo associado,
Au = 0, pois, neste caso, conhecemos a solugao exata (u = 0) e, para qualquer aproximagao
v, temos que o erro é dado por e = —v. Assim, podemos obter informacoes sobre as
componentes do erro olhando apenas para as componentes da aproximacao v.

Obtemos informagcoes interessantes ao considerarmos as componentes da apro-
ximac¢ao como sendo os chamados modos de Fourier (do inglés, Fourier modes):

'k
v; = sin (‘7—7T> ) g=12 ..n.
n

O inteiro k é denominado niumero de onda e indica a quantidade de meias ondas de seno
que constituem o vetor v no dominio do problema. Valores pequenos de k correspon-
dem a ondas mais longas e suaves (de baixa frequéncia), enquanto valores grandes de k
correspondem a ondas mais oscilatdrias (de alta frequéncia), como ilustra a Figura 3.2.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

=0

-0.2

041 \ U 1

-0.6

k=1 \ !
L|=-==-k=3 \ / |
0.8 i \ ,

Figura 3.2: Modos de Fourier com diferentes nimeros de onda.

Partindo de aproximacoes iniciais desta forma, com diferentes valores de k,
aplicamos 100 iteragoes do método estacionario para resolver o sistema Au = 0 do pro-
blema de Poisson com n = 64 e de um problema da viga em balanco com n = 41616. As
Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 mostram os graficos do numero de iteracoes pela norma infinito do
erro (|le||,.), para os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SSOR, respectivamente. Vemos
que o erro diminui no decorrer das iteracoes e que a taxa de decréscimo é maior quanto
maior for o valor de k. Ou seja, os métodos estacionarios reduzem mais rapidamente o erro
com alta frequéncia, porém sao mais lentos quando o erro é suave (com baixa frequéncia).

Agora, considerando a aproximagao inicial com um nimero de onda fixo, k = 3,
vamos observar o que acontece quando mudamos a dimensao n do problema, ou seja,
quando consideramos malhas com refinamentos diferentes. Novamente, realizamos 100
iteracoes do método estacionario para resolver sistemas do problema de Poisson e da viga
em balanco. As Figuras 3.6, 3.7 e 3.8 mostram os resultados para os métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel e SSOR, respectivamente. Observe que a convergéncia é melhor para as
malhas mais grossas, isto é, para valores menores de n. Isso indica que, quando o método
nao consegue progredir, ¢ melhor trabalhar em uma malha mais grossa.
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(b) Viga em balanco com n = 41616.

Figura 3.3: Convergéncia do método de Jacobi com relaxacao w = 0,5 para aproximacgoes

iniciais

compostas por modos de Fourier com diferentes parametros k.
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(a) Problema de Poisson com n = 64.
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(b) Viga em balango com n = 41616.

Figura 3.4: Convergéncia do método de Gauss-Seidel (SOR com w = 1) para aproximagoes
iniciais compostas por modos de Fourier com diferentes parametros k.
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(b) Viga em balango com n = 41616.

Figura 3.5: Convergéncia do método SSOR com w = 1 para aproximagoes iniciais com-
postas por modos de Fourier com diferentes parametros k.
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Figura 3.6: Convergéncia do método de Jacobi com relaxacao w = 0,5 para aproximacgoes
iniciais compostas por modos de Fourier com k£ = 3 em diferentes refinamentos da malha.
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(b) Viga em balanco.

Figura 3.7: Convergéncia do método de Gauss-Seidel (SOR com w = 1) para aproximagoes
iniciais compostas por modos de Fourier com k£ = 3 em diferentes refinamentos da malha.
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(b) Viga em balanco.

Figura 3.8: Convergéncia do método SSOR com w = 1 para aproximagoes iniciais com-
postas por modos de Fourier com k = 3 em diferentes refinamentos da malha.
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Em geral, os vetores nao possuem componentes com a mesma, frequéncia. FEn-
tao, outro experimento interessante é considerar a aproximacao v constituida por trés
modos de Fourier: um de baixa frequéncia (k = 1), um de média frequéncia (k = 6) e
outro de alta frequéncia (k = 32), da forma

1 ' 6J 327
vj = 3 [Sin (‘E) + sin (ﬂ) + sin (ﬂ)] 5 J=12...,n
n n n

Aplicamos 100 iteracoes do método estacionario a partir desta aproximacao
inicial para resolver o sistema Au = 0 do problema de Poisson com n = 64 e de um
problema da viga em balanc¢o com n = 41616. Tracando o grafico do nimero de iteragcoes
pela norma infinito do erro, vemos que o erro é reduzido rapidamente nas primeiras
iteracoes e depois decresce de forma mais lenta. As Figuras 3.9, 3.10 e 3.11 mostram
esses resultados para os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SSOR, respectivamente. O
decréscimo inicial rapido corresponde a eliminacao das componentes de alta frequéncia
do erro. Quando sobram apenas as componentes de baixa frequéncia, o método se torna
lento e encontra dificuldades para convergir.

Norma do erro
o
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(a) Problema de Poisson com n = 64.
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o
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o
~

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Iteracéo

(b) Viga em balanco com n = 41616.

Figura 3.9: Convergéncia do método de Jacobi com relaxacao w = 0,5 para uma aproxi-
macao inicial composta por trés modos de Fourier com diferentes frequéncias.
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(a) Problema de Poisson com n = 64. (b) Viga em balango com n = 41616.

Figura 3.10: Convergéncia do método de Gauss-Seidel para uma aproximacao inicial com-
posta por trés modos de Fourier com diferentes frequéncias.
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Norma do erro
Norma do erro

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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(a) Problema de Poisson com n = 64. (b) Viga em balango com n = 41616.

Figura 3.11: Convergéncia do método SSOR com w = 1 para uma aproximacao inicial
composta por trés modos de Fourier com diferentes frequéncias.

A eliminacdo das componentes de alta frequéncia é chamada de suavizacao.
Podemos observar a suavizacao analisando as componentes do vetor erro em cada iteracao,
conforme ilustra a Figura 3.12 para o método de Jacobi aplicado a resolugao de um sistema
linear do problema de Poisson com n = 64. Note que, na aproximacao inicial, o erro era
bastante oscilatério e com apenas 10 iteracoes ele se torna mais suave.

1 Iteragdo 1 1 Iteracdo 2
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
0 20 40 60 0 20 40 60
N Iteracéo 5 N Iteracdo 10
0.5 0.5
0 0
0.5 -0.5
-1 -1
0 20 40 60 0 20 40 60

Figura 3.12: Suavizacao do erro pelo método de Jacobi com w = 0,5 aplicado ao problema
de Poisson com n = 64.

Estes experimentos exemplificam a constatacao de que os métodos estaciona-
rios conseguem eliminar rapidamente as componentes de alta frequéncia dos erros, fa-
zendo com que eles fiquem mais suaves. Contudo, esses métodos encontram dificuldades
em trabalhar com os erros suaves e se tornam lentos. Além disso, um erro suave em uma
determinada malha é, em geral, menos suave em uma malha mais grossa, onde o método
estacionario consegue ter mais efeito sobre ele. Isso motiva a ideia do método multigrid,
que pode ser dividido em duas classes: multigrid geométrico e multigrid algébrico.
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3.2 Multigrid geométrico

O multigrid € um método iterativo desenvolvido para a resolucao de sistemas
lineares provenientes da discretizacao de equacoes diferenciais ou problemas de valor de
contorno (PVC), que surgem em diversas aplicacoes, como é o caso dos sistemas de equili-
brio que aparecem na resolucao do problema de otimizacao topologica. Os livros de Briggs
et al. [10] e Trottenberg et al. [52] sdo 6timas referéncias para o método multigrid.

Consideremos, por exemplo, um dominio  C R? com fronteira I'. Em um
PVC, queremos encontrar uma funcao u : {2 — R que satisfaca um sistema de equacoes
diferenciais e algumas condicoes de contorno sobre os pontos da fronteira I'. Em muitos
casos, nao conseguimos encontrar uma solugao analitica e nos contentamos em obter
aproximagoes para os valores da func¢ao em um conjunto finito de pontos.

Para isso, discretizamos o dominio €2 em uma malha €, em que h = (hy, hy, h.)
contém informacoes das dimensoes dos elementos da malha nas trés direcoes coordenadas
x, y e z. Utilizando o método dos elementos finitos ou diferencas finitas, por exemplo, apos
aplicar as condicoes de contorno, obtemos um sistema linear na forma Aju;, = f;,, do qual
queremos obter o vetor u; com as aproximacoes dos valores da funcao nos nés da malha.
Em geral, a matriz A, é esparsa, em bandas, simétrica e definida positiva. Entretanto, a
dimensao dessa matriz pode ser muito grande, dependendo da quantidade de elementos
na malha, de modo que a resolucao do sistema linear se torna uma etapa muito cara
na resolucao dos problemas. O multigrid surge como uma alternativa mais eficaz para a
resolucao de sistemas lineares desse tipo.

3.2.1 Consideracoes iniciais

Considere o sistema linear Au = f. Seja v uma aproximacgao para a solucao u.
Definimos o vetor erro: e = u — v e o vetor residuo: r = f — Av. Entao, podemos escrever

Ae=Au—v)=Au—Av=f—-Av=r,

ou seja, Ae = r, que chamamos de sistema do residuo. Se resolvermos esse sistema, obtendo
o vetor erro, entao teremos a solucao do sistema original, dada por u = v +e.

Como o proprio nome sugere, o método multigrid trabalha em miltiplas ma-
lhas, com elementos de diferentes tamanhos. Ele utiliza informacgoes do sistema linear
original e do sistema do residuo em cada malha para obter aproximacoes da solucao,
tentando explorar a vantagem de trabalhar com malhas mais grossas (isto ¢, com menos
elementos), nas quais as dimensoes dos sistemas sdo menores.

A motivacao para o desenvolvimento deste método surge da observacao de al-
guns fendémenos que vimos experimentalmente na Subsecao 3.1.4. Para os sistemas lineares
em questao notam-se dois principios interessantes:

e Principio da suavizagao: alguns métodos iterativos estacionarios (Jacobi, Gauss-
Seidel etc.) conseguem suavizar rapidamente as componentes do erro de qualquer
aproximacao para a solucao do sistema.

e Principio da malha grossa: um erro suave pode ser bem aproximado, sem perda
de informacao, em uma malha mais grossa, na qual o método estacionario consegue
ter mais efeito sobre ele.
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Com base nestes principios, uma primeira descricao da ideia do método mul-
tigrid é: aplicar algumas iteragoes de um método iterativo estacionario para resolver o
sistema linear, até que o erro se torne suave. Entao, mudar para uma malha mais grossa
e obter uma aproximacao do erro, resolvendo o sistema do residuo. Por fim, voltar para a
malha mais fina e corrigir a aproximacao da solucao do sistema original.

3.2.2 Ciclo em duas malhas

Apresentamos o algoritmo do método multigrid utilizando duas malhas, que é
a base para o desenvolvimento de outros ciclos mais complexos. Considere a discretizacao
do dominio 2 em uma malha €0 e o sistema linear Aju, = f;,. Considere também uma
outra malha mais grossa, {0y, em que H > h. Normalmente tomamos H = 2h, ou seja,
cada elemento da malha grossa contém dois elementos da malha fina em cada direcao.

Para aplicar o método, precisamos de mecanismos capazes de transferir as
informagoes de uma malha para a outra, isto é, precisamos definir os operadores:

e R: leva informagdes da malha fina, €2, para a malha grossa, {1y, denominado ope-
rador de restri¢ao.

e P: leva informagoes da malha grossa, (g, para a malha fina, €2;,, denominado ope-
rador de prolongacdo (ou interpola¢ao).

Além disso, precisamos definir a matriz Ay com informacoes do sistema linear
na malha y. Veremos estratégias para obter esses operadores nas proximas secoes. A
aplicagao do multigrid é dividida em duas fases: a construcao dos operadores, denominada
fase de setup, e a fase de resolugao. Considerando que ja tenhamos realizado a fase de
setup, podemos escrever o algoritmo do ciclo multigrid em duas malhas.

Algoritmo do ciclo em duas malhas

. ~ k ~ . .
Dada uma aproximacao uﬁl) para a solucao do sistema linear, obtemos uma

s (k) : .
nova aproximacao uh por meio das etapas.

(1) Pré-suavizagao: aplicar 7, iteragoes de um método iterativo estacionério (Jacobi,

Gauss-Seidel etc.) ao sistema linear A,u;, = f},, com aproximacao inicial uﬁl ), obtendo
uma nova aproximacao vp;

(2) Corregao na malha grossa

(a
(b

) Calcular o residuo: rp, = f;, — Apvy;

)
(c) Resolver Agey = ry na malha Qp;

)

)

Restringir o residuo na malha grossa: ry = Rry;

(d) Prolongar o erro na malha fina: e, = Pey;
(e) Corrigir a aproximagao: v, = vj, + ep;

(3) Pés-suavizagao: aplicar 7, iteracoes do método iterativo estacionéario ao sistema

. B . 1 (k+1)
linear Ajpuy, = f5, com aproximacao inicial v, obtendo u, .
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O diagrama na Figura 3.13 ilustra as etapas de uma iteracao do algoritmo do
ciclo em duas malhas.

O, ugf) (1) - (2a) v, e (2e) ¥ (3) ungrl)
Y) (zy/
Qg rHﬂ'eH

Figura 3.13: Esquema do ciclo em duas malhas.

Esse ciclo é repetido até atingirmos algum critério de parada, que pode ser,
por exemplo, a norma do residuo menor que alguma tolerancia preestabelecida. Note que
o sistema da etapa (2c) possui dimensao menor do que o sistema original, por estar na
malha mais grossa, de modo que a sua resolucdo é mais simples e barata. Ademais, nem
sempre precisamos resolver o sistema do residuo de forma exata e podemos, inclusive,
aplicar novamente o método multigrid, de forma recursiva, dando origem a ciclos com
mais malhas. Na préatica, para aplicar o método precisamos determinar:

e O processo de suavizacao;

As quantidades de iteragbes na pré e na pos-suavizacao (1, e 72);

O operador de restrigao R;

O operador de prolongacao P;

A matriz Ay.

Em geral, o processo de suavizacao é algum método estacionario como Jacobi ou Gauss-
Seidel e as quantidades de iteracoes n; e 7y sdao pequenas. Essas escolhas dependem do
problema a ser resolvido e devem ser testadas experimentalmente. Veremos a seguir es-
tratégias para construir os operadores de restricao e prolongacao de forma geométrica e,
posteriormente, como obter a matriz do sistema na malha grossa.

3.2.3 Operador de restricao

Como podemos levar as informagoes da malha fina (£2;) para a malha grossa
(Qy)? Ou seja, conhecido um vetor v, na malha fina, como podemos obter o vetor cor-
respondente, vy = Rvy,, na malha grossa?

Vamos considerar H = 2h, isto é, o tamanho do elemento na malha grossa
¢ o dobro do tamanho do elemento na malha fina, em cada direcao, de modo que cada
elemento na malha grossa contém dois elementos da malha fina, em cada dire¢ao. Ademais,
consideramos que as malhas estao sobrepostas e que os elementos sao lineares.

Uma ideia bastante simples é associar cada ndé x na malha grossa ao seu cor-
respondente na malha fina, fazendo vy (x) = v,(z), para todo = € Qp C ;. Todavia,
esta ideia nao apresenta bons resultados, ji que nao leva em conta as informagoes dos
nés da malha fina que nao estao na malha grossa. A Figura 3.14 ilustra esta ideia em 1D.
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Os pontos com marcador “x”, em azul, correspondem aos ndés da malha fina que também
) )
estao na malha grossa.

Outra estratégia mais elaborada é a denominada restri¢ao full-weighting, que
leva em consideragao os valores em todos os nos da malha fina. O valor em cada n6 da
malha grossa ¢ dado por uma combinagao dos valores do n6 correspondente na malha fina
e dos seus vizinhos. A Figura 3.15 ilustra esta estratégia em 1D.

Qh b3 %
Qp % *
Figura 3.14: Restricao simples em 1D.

AVAYAVA

Figura 3.15: Restricao full-weighting em 1D.

X =—X
X =—X
X -=— X

Qh

X +-— X
X -=— X
X -=— X
X -=— X
X -— X

Qg

Restricao 1D: considere um problema unidimensional. Neste caso, o valor
em cada n6 z da malha grossa recebera como contribuigao metade do valor do n6 corres-
pondente na malha fina e um quarto de cada um dos seus vizinhos:

1 1 1
vy(z) = th(x —h)+ Evh(x) + th(x + h).
Note que os nos nas extremidades da malha possuem apenas um vizinho, enquanto os nos

interiores possuem dois vizinhos.

Por exemplo, considerando a malha unidimensional €2, com 9 nés e a malha
Qg com 5 noés, como na Figura 3.15, suponha que ja conhecemos os valores vy, vs, ..., vg
para os nés da malha fina. Obtemos os valores 21, 23, ..., 25 para os nés da malha grossa
por meio da seguinte relagao:

(%1

Vg

Z1 2 1 V3

z9 1 1 21 V4
Z3 = Z_l 1 21 Vs . (33)

24 121 Vg

zZ5 H 1 2 U7

ks | s

L Y9 1y

Neste exemplo, a matriz de restricao R ¢ de ordem 5 x 9.

Restrigao 2D: no caso bidimensional, cada n6 (z,y) da malha grossa recebe
contribuicao do né correspondente na malha fina e de até oito vizinhos. As fracdes de
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contribuigao sao: 1/4 do valor do proprio nd, 1/8 de cada vizinho mais préoximo (a um
passo de distancia) e 1/16 de cada vizinho mais distante (a dois passos de distancia),
conforme ilustra o esquema na Figura 3.16. O ponto central corresponde ao n6 da malha
grossa e os pontos pretos ao redor sao nés que estao apenas na malha fina. Neste caso,
para um no (x,y) interior da malha grossa, temos:

1
VH(%Z/) = E [4Vh($7/y) + 2Vh('2j + hay) + 2Vh(x - h7y)

+ 2Vh(l',y—|—h)+Vh(l',y—h)+Vh(ﬂf+h,y+h)
+ vi(z+h,y—h)+vp(x —h,y+h)+vy(z—h,y —h)].

VAR

16 8 16
Figura 3.16: Restricao full-weighting em 2D.

Restri¢ao 3D: no caso tridimensional, cada no6 (x, y, z) da malha grossa recebe
contribuicao do né correspondente na malha fina e de até 26 vizinhos. As fracoes de
contribuigao sao: 1/8 do valor do proprio no, 1/16 de cada vizinho mais proximo (a um
passo de distancia), 1/32 de cada vizinho intermediario (a dois passos de distancia) e 1/64
de cada vizinho mais distante (a trés passos de distancia).

3.2.4 Operador de prolongacao

Como podemos levar as informagoes da malha grossa (Qy) para a malha fina
()7 Ou seja, conhecido um vetor vy na malha grossa, como podemos obter o vetor
correspondente, v, = Pvy, na malha fina?

No método multigrid, em geral, utilizamos o operador de prolongacao para
levar o vetor erro da malha grossa para a malha fina. Como as componentes do erro ficam
suaves, uma boa estratégia consiste em utilizar a interpolacao linear. Nesse caso, os valores
nos n6s da malha fina que também estao na malha grossa se mantém iguais. J4 um né da
malha fina que nao estd na malha grossa recebe uma média dos valores nos seus vizinhos
que estao na malha grossa.

Prolongacao 1D: no caso unidimensional, cada elemento na malha grossa
corresponde a dois elementos na malha fina. Dado um n6 x da malha fina, se z € Qg,
entdo vp(x) = vy(z). Caso contrario, consideramos os dois pontos (x — h,vg(z — h))
e (x + h,vy(xz + h)), fazemos a interpolacao linear tracando o segmento de reta cujos
extremos sao esses dois pontos e tomamos o ponto médio desse segmento como sendo o
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ponto (z,vy(z)). Assim,

(x) _ VH(x); sex € Qy,
Slvi(z —h)+vu(z+h)], sex ¢ Qy.

A Figura 3.17 ilustra a ideia de prolongacao no caso unidimensional. Aqui, os nés da malha
estdo numerados no segmento horizontal e os pontos representam os pares (z, vy (z)).

N
w
S
(&)]
[eF 4
~

Figura 3.17: Prolongacao (interpolacao) em 1D.

Por exemplo, considerando as malhas unidimensionais €2, com 9 noés e 2y com
5 no6s, suponha que ja conhecamos os valores zq, 23, ..., 25 para os noés da malha grossa.
Obtemos os valores vy, vg, ..., v9 para os nés da malha fina por meio da seguinte relacao:

U1 2
V2 1 1
U3 2 21
(7 1 11 Z9
Vs = - 2 23
Ve 2 11 o
U7 2 25 H
(%] 11
L Vg S L 2 J
P

Neste exemplo, a matriz de prolongacao P ¢ de ordem 9 x 5. Note também que P = 2RT,
sendo R a matriz do exemplo de restricao 1D em (3.3).

Prolongagao 2D: no caso bidimensional, cada elemento na malha grossa cor-
responde a quatro elementos na malha fina. Para um né (x,y) que esta em alguma aresta
do elemento na malha grossa, podemos fazer algo parecido com o caso 1D, acrescentando
a componente y. J& para o n6 no interior do elemento, o valor sera uma média dos valores
nos quatro n6s da malha grossa que estao ao seu redor.

O diagrama na Figura 3.18 ilustra a prolongacao em 2D. Os nos representados
por e estao na malha grossa, ja os representados por A, [J ou () estao apenas na malha
fina. Os valores nas setas indicam as fracoes de contribuicao que cada né da malha fina
recebe dos nés da malha grossa. Dessa forma, temos:

(

VH(x7y>7 se (‘Tay) = e,
%[VH(m_h7y)+VH(x+hay)]v se(m,y):A,
vi(z,y) = sva(z,y —h) +vu(z,y+h)], se (z,y) =0,

1
—[vu(x —h,y —h)+vy(x —h,y+h) +

4
+vg(z+h,y—h)+vu(z+hy+h)],

\
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Figura 3.18: Prolongacao em 2D.

Prolongacao 3D: no caso tridimensional, cada elemento na malha grossa
corresponde a oito elementos na malha fina. Para um no (z,y, z) que esta em alguma face
do elemento na malha grossa, podemos fazer algo parecido com o caso 2D, acrescentando
a componente z. J4 para o no no interior do elemento, o valor serd uma média dos valores
nos oito nés da malha grossa que estao ao seu redor, isto é,

1
vi(z,y, 2) :é[VH(x+h,y—|—h,z+h)—|—vH(:1:+h,y+h,z—h)

+VH($+h,y—h,Z+h>+VH(l'—h,y+h,2+h)
—|—VH(.T—|—h,y—h,Z—h)+VH($—h,y—h,Z+h>
+vy(x —h,y+h,z—h)+vyg(x —h,y—h,z—h)|.

Na pratica, se trabalharmos com o operador de restricao full-weighting e a
interpolacao, ¢ possivel mostrar que um operador ¢ o transposto do outro multiplicado

por uma constante ¢ € R, isto é,
P = cRT,

em que ¢ depende da dimensdo (¢ =2 em 1D, ¢ =4 em 2D e ¢ = 8 em 3D). Neste caso,
sO precisamos construir uma dessas matrizes. Na implementacao, optamos por construir
apenas a matriz de prolongacao.

Prolongacao com elementos de grau maior

A maneira como definimos o operador de prolongacao utiliza informacoes ge-
ométricas das malhas, como a localizacao dos nos. Os valores para os no6s da malha fina
sao obtidos por meio de uma interpolagao, utilizando os nés da malha grossa que estao ao
seu redor. Normalmente, esse operador é descrito para uma malha com elementos linea-
res. Entretanto, a construgao da matriz P se torna mais complicada se queremos utilizar
elementos de grau maior, como os descritos nas Subsecoes 1.3.2 e 1.3.3, principalmente
no caso dos elementos do tipo serendipity, em que os noés nao estao igualmente espacados.

Para os elementos do tipo Lagrange, ainda podemos usar a interpolacgao linear.
J& para os elementos serendipity, propomos a construcao do operador de prolongacao
utilizando a interpolacao por meio das funcoes de forma do método dos elementos finitos.
Para o elemento prismatico retangular de grau 1, as fungoes de forma sao dadas por

6:61.Q) = S +EE+ (1 +GC),
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para ¢ = 1,2,...,8, em que &, 7; € (; sao as coordenadas locais do n6 ¢ no sistema de
coordenadas (£,7,() com origem no centro do elemento. Dado o vetor u® contendo os
deslocamentos nodais de um elemento e, podemos obter os deslocamentos aproximados
para um ponto qualquer do elemento calculando @ = ®u'®, em que

o1 0 0 ¢ 0 O -+ 935 0 O
P=10 ¢ 0 0 ¢ 0 -+ 0 ¢35 O
0 0 ¢ 0 0 ¢ --- 0 0 ¢

é uma matriz contendo as fungoes de forma aplicadas no mesmo ponto em que estamos
aproximando os deslocamentos.

Considere agora um elemento da malha grossa, que contém oito elementos
da malha fina. Suponha que, ao invés de deslocamentos, conhecamos valores quaisquer,
v (&, mi, (), nos nos do elemento da malha grossa, para i = 1,2, ...,8. O valor v, (&, 7, ()
para um no6 da malha fina contido nesse elemento é obtido por meio de uma combinacao
dos valores conhecidos, multiplicados pelas fungoes de forma aplicadas no ponto (&, 7, (),
de maneira similar & que fizemos acima para os deslocamentos. Isto é,

Vh(gv n, C) = ¢1 (57 n, C)VH<£17 m, Cl) +-+ ¢8<€7 m, C)VH(£87 UED CS) (34)

No caso em que o n6 da malha fina também est4 na malha grossa, temos

Vh(fi,m,@) = VH(fi,ni,Q),

para ¢ = 1,2,...,8, uma vez que o valor da funcao de forma ¢; é igual a 1 no no i e zero
nos demais nés. Agora, se 0 n6 estd na aresta que conecta os nés 1 e 2 do elemento da
malha grossa, por exemplo, os valores da fun¢oes ¢, e ¢ sao iguais a 1/2 e os valores de
03, G4, ..., g sao nulos. Assim,

1 1
vi(€,1,() = §VH(€17771, C1) + EVH(€27772»C2)-

Os valores para nds em outras arestas sao obtidos de maneira similar. Para o n6 da malha
fina no centro da face formada pelos nés 1, 2, 3 e 4 do elemento da malha grossa, os valores
da fungoes ¢1, 2, ¢3 € ¢4 sdo iguais a 1/4 e os valores de ¢5, ¢g, 7 € ¢g sao nulos. Dai,

vi(&,n,¢) = % Ve (&, m, G) + v (&, m2, G2) + va (€3, m3,C3) + Vi (s, na, Ca)] -

Para outros nés nos centros das faces do elemento, o calculo é similar. Por fim, para o né
da malha fina no centro do elemento da malha grossa, temos

vi(€,n,¢) = é Ve (&, m, G) + v (&, m2, Go) + v (€3,m3, (3) + Vir(§a, M4, Ca)+
+ v (&, 15, () + va(&e: 16, C6) + v (&7, 07, Cr) + vE(Es, 18, Cs)] -

uma vez que todas as fungoes @1, ¢o, ..., g valem 1/8.

Podemos observar que as expressoes obtidas sao equivalentes aquelas encon-
tradas anteriormente, quando descrevemos a prolongacao utilizando interpolacao linear.
Ou seja, a expressao (3.4) descreve o operador de prolongacao utilizando as fungoes de
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forma do elemento finito. Aplicando essa expressao para cada elemento da malha grossa,
conseguimos obter os valores prolongados para todos os no6s da malha fina.

Portanto, se quisermos utilizar elementos de grau maior, basta trocar as fun-
¢oes de forma e os valores conhecidos para os n6s do elemento da malha grossa. No caso
do elemento prismatico retangular de grau 2 do tipo serendipity, por exemplo, para cada
elemento da malha grossa, conhecemos os valores nos 20 n6s desse elemento. Os valores
em no6s da malha fina contidos nesse elemento sao obtidos por meio de uma combinacao
dos valores conhecidos multiplicados pelas fungoes de forma. Neste caso, a prolongacao é
obtida por uma interpolacao quadratica, em que os pontos interpoladores sao os 20 nos
do elemento na malha grossa.

Na prética, construimos a matriz de prolongacao, P, de forma esparsa, consi-
derando a malha global. Cada linha ¢ de P representa um né ¢ da malha fina. Nas entradas
(,7) dessa linha, cujos indices j correspondem aos indices globais dos nos do elemento
da malha grossa que contém o né 7, colocamos os valores das funcoes de forma aplicadas
no ponto correspondente ao né 7. Em particular, no caso da otimizagao topologica tridi-
mensional, fazemos algo similar, com a diferenca que cada linha de P representa um grau
de liberdade de um n6 da malha fina, ou seja, cada n6 esta associado a trés linhas da
matriz. Além disso, impondo as condi¢oes de contorno do problema, precisamos retirar
de P as linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade que foram restringidos
por apoios, assim como fazemos na matriz de rigidez.

3.2.5 O sistema na malha grossa

Conhecemos a matriz A, do sistema linear original, mas, no algoritmo do ciclo
em duas malhas, precisamos resolver o sistema do residuo na malha grossa, Agey = rgy.
E possivel obter a matriz Ay refazendo a discretizacao do problema na malha grossa, mas
isso seria bastante trabalhoso. Felizmente, conseguimos obter essa matriz de forma mais
economica a partir da matriz A;, e dos operadores de restricao e de prolongacao.

Observamos que e, = Pey e ry = Rry,. Assim, a partir do sistema do residuo
na malha fina, podemos obter o sistema projetado na malha grossa:

Aheh =Ty = RAhPeH = Rrh = (RAhP) ey =Trgy.

Portanto,
Ay = RA,P

¢ a matriz do sistema na malha grossa. A matriz obtida por esta abordagem também é
conhecida como o operador de Galerkin (vide [52], Subse¢ao 2.3.2).

3.2.6 Ciclo V e ciclo W

Uma vez obtidas todas as ferramentas do método multigrid, podemos aplicar o
algoritmo do ciclo em duas malhas, conforme descrito na Subse¢ao 3.2.2. Na etapa (2¢) do
algoritmo, precisamos resolver o sistema do residuo na malha grossa, Ayey = ry, que é
um sistema linear parecido com o original, mas com dimensao menor, ou seja, mais simples
de resolver. Entretanto, esse sistema ainda pode ser grande, dependendo da dimensao do
problema original, de modo que ainda seja trabalhoso resolvé-lo diretamente. Neste caso,
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é possivel aplicar novamente o método multigrid para resolvé-lo, gerando um processo
recursivo. O verdadeiro poder do multigrid é conseguir trabalhar com malhas cada vez
mais grossas, até que a dimensao do sistema seja pequena o suficiente para resolvermos
com baixo custo.

Suponha que tenhamos uma sequéncia de malhas: Qp, Qop, Qup, ..., Qpp, esco-
lhida de modo que seja possivel resolver o sistema linear na malha mais grossa, €,
diretamente de forma barata, e que tenhamos os operadores de restri¢cao e de prolongacao
que levam informacoes de uma malha para a outra. A ideia do ciclo V do multigrid é
comecar na malha mais fina, €2, aplicar a pré-suavizacao, obter o sistema do residuo na
malha )y, pré-suavizar o sistema nessa malha, obter o sistema do residuo na malha €y,
e assim por diante até chegarmos na malha mais grossa, {275, na qual o sistema do resi-
duo pode ser resolvido diretamente. Depois, deve-se corrigir a solugao na malha €, /o),
poOs-suavizar e prosseguir dessa maneira até voltar para a malha mais fina, €2;,.

Para simplificar a notacao, como feito na descricao do ciclo em duas malhas,
vamos denotar por h o espacamento de uma malha e H = 2h o espacamento da malha
mais grossa em um nivel de refinamento imediatamente abaixo. Além disso, suponhamos
que R e P representam as matrizes de restricao e prolongacao, respectivamente, que levam
informacoes entre as malhas €2, e Q. A seguir, exibimos o esquema recursivo do ciclo V.

Algoritmo 2 Ciclo V do multigrid

1. fungdo CicLOV (vy, fj, Ay)

2 pré-suavizar 7, vezes o sistema Apuy = fj,, com aproximacao inicial vy;
3 fg +— R(fh — Ath);

4 se {1y for a malha mais grossa entao

5: obter vy resolvendo o sistema do residuo, Ayvy = fy, na malha Qp;
6 senao

7 vy < 0;

8 vy +— CicLoV(vy, fy, Ag);

9: fim

10: Vi — Vi + Pvy;

11: poOs-suavizar 7, vezes o sistema Ajpuy, = fj,, com aproximacao inicial vy;
12: retornar vy;

13: fim

O ciclo V é apenas um dos membros de uma familia mais geral de ciclos do
multigrid. Como as malhas mais grossas possuem menos elementos, o trabalho realizado
nelas é mais simples e rapido, de modo que pode ser uma boa ideia ficarmos mais tempo
nos niveis de malhas mais grossas e obter aproximagoes melhores com menos repeticoes
do ciclo. Desta forma, temos a familia de ciclos u, que podem ser definidos recursivamente
de maneira similar ao algoritmo do ciclo V, com a tnica diferenca na etapa da linha 8,
que é realizada p vezes, sendo ¢ > 1 um ntimero inteiro.

Na pratica, costuma-se utilizar apenas © = 1 (que gera o ciclo V) e u = 2 (que
J
gera o ciclo W). Os nomes dados aos ciclos fazem sentido quando olhamos para o caminho
percorrido por cada um deles na sequéncia de malhas, conforme ilustra a Figura 3.19. Os
pontos mais acima da figura representam o que ocorre na malha mais fina. Quanto mais
baixo estiver o ponto, mais grossa é¢ a malha. As linhas representam o caminho percorrido
)
entre as malhas em uma iteracao do ciclo.
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(a) Ciclo V (b) Ciclo W

Figura 3.19: Esquema dos ciclos do multigrid com 4 niveis de malha.

3.2.7 Multigrid como precondicionador

O método multigrid pode ser utilizado diretamente para resolver o sistema
linear ou também como um precondicionador de outro método iterativo, como o método
dos gradientes conjugados.

Se a matriz A do sistema linear for mal condicionada, o método dos gradientes
conjugados pode convergir muito lentamente. Uma forma de corrigir esse problema ¢é
transformar o sistema Au = f em um sistema equivalente, cuja matriz dos coeficientes
seja melhor condicionada do que A. Dada uma matriz M invertivel que aproxima a matriz
A, que seja simples de calcular e com a qual seja mais facil resolver um sistema linear,
consideramos o sistema equivalente

M 'Au = M~If.

Escolhendo a matriz M simétrica definida positiva, podemos ainda utilizar sua fatoracao
de Cholesky para obter um sistema equivalente cuja matriz continua sendo simétrica
definida positiva.

O Algoritmo 3 resolve o sistema linear Au = f por meio do método dos gradi-
entes conjugados com precondicionamento.

Algoritmo 3 Gradientes conjugados com precondicionamento

1: r«— f — Au;

2: s +— M~lr;

3t v<—1Ts;

4: d —s;

5 k<+— 1;

6: enquanto algum critério de parada nao é satisfeito faga
T q +— Ad;

8  a<+—v/(dq);
9: u<— u+ ad;
10: I <— T — Qaq;
11: s +— M !r;
12 y<+— 1Tl
13: B — /v,
14: d +— s+ fd;
15: V<4<,

16: k<+—k+1;
17: im
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O precondicionamento aparece nas linhas 2 e 11 do algoritmo, nas quais preci-
samos resolver um sistema linear Ms = r. Para utilizar o multigrid como precondicionador,
basta substituir essas linhas e obter o vetor s fazendo uma iteragao de algum ciclo do mul-
tigrid para o sistema As =r.

Em nossa implementacao, utilizamos o multigrid como precondicionador do
método dos gradientes conjugados e o critério de parada empregado foi a norma relativa
do residuo menor do que uma tolerancia preestabelecida.

3.3 Multigrid algébrico classico

No método multigrid padrao, apresentado na Secao 3.2, também chamado de
multigrid geométrico (GMQG), utilizamos as informacoes geométricas do problema para
construir as componentes do método. Dito de outra maneira, conhecemos uma sequén-
cia de malhas previamente definidas, nas quais sabemos as posi¢oes de cada no, que sao
numerados e organizados de forma regular, e utilizamos essas informacoes para construir
os operadores de restricao e de prolongacao. Com isso, a aplicacao do método se torna
dificil ou até impossivel para problemas com geometrias complexas ou nos quais s6 temos
disponiveis as equacoes do sistema linear. Além disso, ficamos limitados a utilizar discre-
tizacoes nas quais as quantidades de elementos em cada dire¢ao sao poténcias de 2, para
que possamos construir as malhas mais grossas.

Felizmente, é possivel aplicar as técnicas de multigrid para problemas em que
nao temos uma malha definida, ou ainda em que a malha ¢ irregular ou nao estrutu-
rada, por meio da formulacao algébrica do método. Nesta secao, apresentamos a forma
classica do método multigrid algébrico (AMG), conforme descrita por Stiiben [49] e, pos-
teriormente, estudamos uma versao mais recente do método (Franceschini et al. [20]), que
promete ser mais eficaz no caso dos problemas estruturais.

Para tanto, precisamos redefinir alguns conceitos e saber como construir as
componentes do método: uma sequéncia de malhas, um suavizador, os operadores de
transferéncia entre malhas (prolongagao e restricdo) e as versoes do sistema linear nas
malhas mais grossas, sem utilizar informacgoes de uma malha geométrica, mas apenas com
as informacoes algébricas das equagoes do sistema linear

n
Au=f ou Zaijuj =f;, i=1,2,..,n.

=1

Uma vez obtidas todas as componentes do método, o algoritmo de resolucao
serd o mesmo do caso geométrico, mudando-se apenas a fase de setup. As maiores dificul-
dades do método algébrico sao a obtencao das malhas e a construcao dos operadores de
transferéncia entre elas. Para simplificar, descrevemos as ideias para o algoritmo de duas
malhas e a descricao dos ciclos do multigrid segue de maneira recursiva.

3.3.1 Malha algébrica

Podemos fazer analogias entre os conceitos do método no caso geométrico e
no caso algébrico, ainda utilizando termos geométricos para simplificar o entendimento.
Comecamos definindo o que seria uma “malha” no contexto algébrico.
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No caso geométrico, conhecemos a localizacao e a numeragao dos nés na malha,
e associamos cada incognita u; do sistema linear ao né . Entao, selecionamos um subcon-
junto de nos pertencentes a malha grossa e, consequentemente, um subconjunto de incog-
nitas é utilizado para representar a solugao na malha grossa. Seguindo uma ideia similar,
no caso algébrico, a malha é definida como sendo o conjunto de indices, 2 = {1,2,...,n},
das incognitas uq, us, ..., u, do sistema. A malha grossa é escolhida como um subconjunto
dos indices em (2, particionando esse conjunto em dois subconjuntos disjuntos,

Q=CUF,

em que C contém os indices dos n6s na malha grossa e F contém os indices dos nés que
estao apenas na malha fina.

Em alguns problemas, cada n6 da malha (geométrica) esta associado a mais de
uma incognita do sistema linear. Na otimizacao topoldgica tridimensional, por exemplo,
sabemos que a solucao do sistema fornece os deslocamentos nas trés direcoes coordenadas
para cada no. As incognitas uq, us e us correspondem aos deslocamentos nas direcoes ,
y e z, respectivamente, do primeiro no, e assim por diante. Todavia, no caso algébrico,
precisamos trabalhar com cada incognita separadamente, de modo que cada n6 ¢ € €2 esta
associado a uma tnica incognita u; do sistema linear.

As conexoes entre os nés da malha algébrica sao determinadas pelas entradas
nao nulas da matriz de coeficientes do sistema. Isso pode ser representado por um grafo
de adjacéncia: associamos os vértices do grafo com os nés da malha e desenhamos uma
aresta ligando os vértices i e j se a;; # 0 ou a;; # 0, conforme ilustra a Figura 3.20.

X X X
X X X X
A= X X X
X X X
X X X X
X X X

Figura 3.20: Estrutura esparsa de uma matriz A e seu grafo de adjacéncia.

Dizemos que um noé i estd conectado a um outro né j se a entrada a;; for
diferente de zero. Ademais, definimos a vizinhanca de um n6 ¢ na malha como sendo o
subconjunto de todos os nos que estao conectados a ele, isto é,

Ni={je€Qlay; #0, j#i}.

Desta forma, toda informacao da malha algébrica pode ser obtida olhando
apenas para as entradas da matriz A. Quando nos referimos a algum no i € €2, estamos
também nos referindo & incognita u; ou & equacao ¢ do sistema linear Au = f{.
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3.3.2 Conexoes fortes

Vimos que as conexoes entre os nés da malha algébrica sao dadas pelas entradas
nao nulas da matriz de coeficientes do sistema linear. Um outro conceito importante para
o multigrid algébrico é o de conexdes fortes, que serd fundamental na escolha da malha
grossa e na construcao dos operadores de transferéncia entre as malhas.

Considerando a i-ésima equagao do sistema linear e a incognita wu;, queremos
saber quais outras incognitas u;, com j # ¢, sao mais importantes na equacao ¢ para deter-
minar u;. Uma maneira de definir esse conceito de importancia é baseada na observagao
de que, se o coeficiente a;; (que multiplica u; na equagao i) for grande em relacdo aos
demais coeficientes dessa equagdo, entao uma pequena mudancga no valor de u; pode ter
mais efeito no valor de u; do que pequenas mudancas nos valores das outras incognitas.
Isso motiva a seguinte definicao.

Dada uma tolerancia 6~ € (0, 1], dizemos que o no i depende fortemente nega-
tivamente do no j se
—azj > 07 max {|a|}

De forma similar, dada uma tolerancia 8 € (0, 1], dizemos que o n6 i depende fortemente
positivamente do no j se
aij > 0" max {|ai|}-

Quando dizemos apenas que i depende fortemente de j, estamos nos referindo a depen-
déncia negativa ou positiva.

Essa defini¢ao sugere que um né j da malha é mais importante na determinacao
de valores para um né 7 se a entrada a;; da matriz A tem magnitude comparavel com
a maior entrada fora da diagonal na linha i de A. Se o n6 i depende fortemente do né
j, também dizemos que o n6 j influencia fortemente o n6 i. Ademais, dizemos que i e j
possuem uma conexdo forte.

3.3.3 Suavidade algébrica

Uma iteracao do multigrid em duas malhas é composta por duas etapas prin-
cipais: a suavizagao e a corregao na malha grossa. Na suavizagao, aplicamos um método
iterativo estacionario para a resolucao do sistema linear e, apos algumas iteracoes, nota-
mos que as componentes oscilatorias do erro sao reduzidas, fazendo com que ele se torne
suave. Porém, o método falha ao tentar reduzir as componentes suaves do erro e a conver-
géncia se torna lenta. Entao, a ideia ¢ tentar acelerar a convergéncia por meio da mudanga
para uma malha mais grossa, onde 0s erros suaves parecem mais oscilatorios e as iteracoes
se tornam mais eficientes.

No contexto geométrico, a ideia de suavidade para os erros tem relacao com a
escolha de malhas. Um erro suave deve ser bem aproximado em uma malha mais grossa
predefinida. A escolha da malha grossa é feita de forma simples, geralmente dividindo a
quantidade de elementos em cada direcao por dois. Uma vez fixadas as malhas, ajustamos
a etapa de suavizacao para obtermos uma melhor eficaicia no método.

No caso algébrico, fixamos um método iterativo (em geral, Jacobi ou Gauss-
Seidel) e, a partir dele, definimos o conceito de suavidade. A escolha da malha grossa
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se torna mais complicada e precisa ser feita de modo que um erro suave possa ser bem
aproximado nela. Essa escolha e a etapa de correcao na malha grossa precisam ser bem
elaboradas para que o método se torne eficaz.

Uma propriedade importante do erro suave no caso geométrico é que ele nao
consegue ser reduzido pelo método iterativo estacionario. Assim, por analogia, dizemos
que um erro é algebricamente suave se ele nao for efetivamente reduzido pelo método
estacionario. Neste caso, um erro algebricamente suave pode nao ser suave no sentido
geométrico (veja um exemplo em [10], pagina 140).

Em geral, os métodos iterativos estacionérios sao esquemas de relaxacao que
podem ser descritos de forma matricial por um operador

S=1—-wM A,

em que w é o parametro de relaxacao e M é a chamada matriz de iteracao. Dada uma
aproximacio v(%) para a solucdo do sistema Au = f, obtemos uma nova aproximacao por

vy D — 8 oMt (f — Av(k)> .

Por exemplo, no método de Jacobi, M = D, sendo D a matriz diagonal com a mesma
diagonal de A. No método de Gauss-Seidel, M = D + L, em que L é a matriz triangular
com a parte estritamente triangular inferior de A, conforme vimos na Se¢ao 3.1.

Sejam u a solucdo exata do sistema linear e v(*¥) uma aproximacao obtida na
iteracdo k de um método de relaxacdo. O erro nesta iteracio é dado por e® =u — v(®,
Assim, o erro na iteracao seguinte satisfaz a relacao

ekt — y — ylb+D) — B Mt (f- Av(k))
= e —wM! (Au— Av(k)) = e®) — M TA®
= (I — wM_lA) e = Selk),
Se 0 método comeca a convergir muito lentamente, ou seja, se as aproximacoes v(F) e

k1) ficam muito proximas, entdo o erro também nao se altera e, nesse caso, dizemos
que ele é suave. Logo, um erro e ¢ algebricamente suave se

v

Se =~ e.

Utilizando a norma definida pela matriz A, que é simétrica definida positiva, um erro
algebricamente suave é caracterizado por

1Selly = flells -

De acordo com Stiiben [49], dizemos que o operador de relaxacao S satisfaz a
propriedade de suavizacdo com respeito a matriz A se

ISelly < llelly = o [[Aeld, (3:5)

em que D é a matriz diagonal com a mesma diagonal de A, para uma constante o > 0
independente de e. Dizemos que S satisfaz a propriedade de suavizacao com respeito a
uma classe de matrizes, A, se (3.5) vale uniformemente para toda matriz A € A, isto é,
com o mesmo o. E possivel verificar que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel satisfazem
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a propriedade de suavizacao uniformemente para a classe de matrizes dos problemas de
interesse para o multigrid (veja [49], Subsegao A.3.2).

Essa definicao implica que S é eficiente em reduzir o erro se ||Ae||-. for re-
lativamente grande em comparacdo com ||e||,. Entretanto, S se torna ineficiente quando
|Ael|p-1 << |le||,- Entao, um erro e algebricamente suave satisfaz

2 2 _
|Aelf-1 << le]ly & e"ATD T Ae << " Ae.

Em termos do residuo, r = Ae, temos que

"Dy << et
Escrevendo essa desigualdade em funcao das componentes dos vetores, obtemos

n 2 n
i=1
Com isso, conclui-se que, pelo menos em média, temos |r;| << a;; |e;|. Entao, r; = 0, logo

Ti = Qi€ + E aije; = 0& aue ~— E Qi;€;.
J#i J#i

Portanto, se e for um erro algebricamente suave, algumas componentes e; po-
dem ser aproximadas por uma média ponderada das componentes “vizinhas”. Esta ca-
racterizacao algébrica dos erros suaves ¢ importante na construgao dos operadores de
transferéncia entre malhas.

M-matrizes

Outras propriedades interessantes do erro algebricamente suave podem ser
vistas no caso em que A é uma M-matriz, isto é, uma matriz simétrica definida positiva
com todas as entradas fora da diagonal menores ou iguais a zero.

Seja A : n x n simétrica definida positiva e D a matriz diagonal com a mesma
diagonal de A. Entao, para todo x € R", vale

2
Ixls < lixllp l[Axflp-1 -
De fato, dado x € R", temos
HXHi — xTAx = xTAD 2D2x

- (" (o) < ot o

‘ 2

— VXTAD=3D~$Ax VxTD3Déx = x|, [ Axlp_: .

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Considere que e é um erro algebricamente suave. Entao, como vimos anterior-
mente, ||[Ael|p-1 << |le]| 5. Pelo resultado acima, obtemos

2
lells < llellp lAellp- << lellp llell -
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Assim,
lefls << lellp -

Além disso, pode-se verificar que essa desigualdade é equivalente a
1
5 Z(—aij)(ei — €j)2 + Z aijef << Z aiieiz.
2% i, ] (

Supondo agora que A seja uma M-matriz, ou seja, |a;;| = —a;; para i # j, e
que, para i fixo, E la;;| =~ a;;, entdo para um erro algebricamente suave vale

j#i
2
3 ('a”’) <el e”) <<1, i=1,2,..n
Qg €;

J#

Os produtos no somatoério envolvem termos nao negativos. Logo, um desses termos ou
ambos devem ser pequenos para que a desigualdade seja valida. Se o n6 ¢ depende forte-
mente do n6 j, entao |a;;| é comparavel com a;;, de modo que o primeiro termo no produto
nao pode ser pequeno. Assim, para um no6 ¢ que depende fortemente do n6 j, devemos ter
e; — e; proximo de zero, isto &, e; = e;.

Com isso, dizemos que um erro algebricamente suave varia lentamente na di-
recao de conexoes fortes. Isso fornece uma justificativa para a ideia intuitiva de que um
valor e; na malha fina possa ser prolongado a partir de valores e; na malha grossa, tais
que ¢ dependa fortemente de j.

Segundo Stiiben [49], se A nao for uma M-matriz, mas possuir poucas entradas
positivas fora da diagonal, pode-se ainda concluir que um erro algebricamente suave varia
lentamente na direcao de conexoes fortes (negativas ou positivas). Agora, no caso em que
h& muitas conexoes fortes positivas, em particular no caso em que a matriz quase nao é
diagonalmente dominante, obtém-se a relagao

— 2 + 2
Z |CLZ-]- €, — € —|—Z & €i+€j 1
Q4 €i Q45 € ’

j#i v J#i

em que a;; representa uma entrada negativa da matriz e a;; uma, entrada positiva. Neste

caso, um erro suave varia lentamente na diregao de conexoes fortes negativas, pois e; ~ e;.
Entretanto, e; = —e; se a;; > 0, ou seja, um erro suave tende a variar bastante ao longo de
conexoes fortes positivas. Por este motivo, as conexdes fortes sao separadas em negativas e
positivas, e precisamos tomar um certo cuidado ao trabalhar com problemas que possuam
muitas conexoes fortes positivas.

3.3.4 Operador de prolongacao

Suponha que ja tenhamos feito a escolha da malha grossa e que disponhamos
da particao dos indices (2 = C U F, em que C contém os indices dos nés na malha grossa
e JF contém os indices dos nés que estao apenas na malha fina. Para cada n6 i na malha
fina, consideramos a vizinhanga N; como sendo os nds j # 4 tais que a;; # 0. Podemos
separar esses pontos em trés subconjuntos:
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e (C;: vizinhos na malha grossa que influenciam fortemente o no i,
e F;: vizinhos na malha fina que influenciam fortemente o noé 7,

e )V;: vizinhos que nao influenciam fortemente o no6 i.

Queremos definir um operador de prolongacao, P, capaz de transferir de forma
precisa as componentes do erro da malha grossa para a malha fina. Em geral, como no caso
geométrico, se 0 no ¢ estd na malha grossa, entao a componente ¢ do erro se mantém. Caso
contrario, a componente ¢ do erro serd uma média ponderada das componentes vizinhas
na malha grossa que influenciam fortemente 7. Assim,

€, seieC,

E Wwiker, Set1 € F.

kecC;

(Pe); =

Precisamos determinar quais serao os pesos w; € existem diversas alternativas, cada qual
associada a um operador de prolongacao.

Vimos que as componentes de um erro algebricamente suave podem ser carac-
terizadas em termos do residuo por r; = 0, o que implica que

A6 = — E A;5€;5.
JEN;
Separando o somatorio nos trés subconjuntos de N; definidos anteriormente, temos
Q€6 = — E a;;€; — E a;;€; — E a;;€;. (36)
j€eC; JEF; JEW;
Para obter os pesos w;; precisamos reformular os dois dltimos somatoérios, substituindo

e; por aproximagoes em termos de e; ou de e; para k € C;, uma vez que s6 conhecemos
os valores nos nés da malha grossa.

Alternativa 1

Assumindo que A é uma M-matriz (possui apenas conexdes fortes negativas)
ou que possui poucas conexoes fortes positivas, podemos fazer a aproximacao

E a;;6; = E Q5 | €;-

JECi JEC;
Ela é razoavel pois, se ¢ e j estao fortemente conectados, entao e; ~ e;. Caso contrario, a
entrada a;; ¢ pequena e o erro cometido na aproximagao pode ser desprezado.

Assim, combinamos os somatoérios em F; e em W; com o termo do lado esquerdo

em (3.6), obtendo
@j; + g Qjj + E ajj | €; = — E @ij€;.
JEF; JEW; J€C;
Dessa forma, calculamos os pesos
Qi

Qs + Zaij + Z Qij

JEF; JEW;

Wik = —
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Alternativa 2

Conforme proposto por Briggs et al. [10], utilizando a mesma aproximagao
da alternativa anterior, podemos combinar apenas o somatorio em VV; com o termo da
diagonal em (3.6), obtendo

ai; + E Qi | €~ — E a;;€; — E a;;€;.

JEW; jec; JEF;

Os dois somatorios restantes do lado direito, que envolvem conexdes fortes, sao combinados
aproximando ej, em que j é um n6 da malha fina que influencia fortemente ¢, por uma
combinacao de valores e;, com [ € C;. Isso é feito considerando que, para cada j € F;,

E a;1€]

~ leC;

PN =
D> ai

leC;

Ou seja, e; ¢ uma média ponderada dos valores e;, com [ € C;. Substituindo e; no somatoério
em F; e reorganizando os termos em (3.6), obtemos os pesos

aijajk
an+ Y (=
icF; ZIECi aji

JEF;

A + g ajj

JEW;

Wik = —

Embora essas duas alternativas sejam elaboradas no caso em que A é uma
M-matriz, elas também podem ser aplicadas para problemas mais gerais. Porém, as apro-
ximacoes podem ser imprecisas quando temos muitas conexoes fortes positivas e o método
multigrid fica ineficiente ao utilizar essas prolongacoes.

Alternativa 3
Como proposto por Stiiben [49], podemos também combinar os trés somatorios
em (3.6) obtendo um unico somatorio que envolve valores ey, para k € C;.

No caso em que A é uma M-matriz, consideramos a aproximacao

1 1
P TR p— €. 3.7
Zaik,;@,akek Zaij jezj\;ia]ej ( )

kecC; JEN;
Entao, obtemos
E Qi
JEN;
a;i€; = —y E QikCls com q; = ——.
keC; Z (0297
keC;
Com isso, calculamos os pesos
. ik
Wil —= —0OG;—.



CAPITULO 3. MULTIGRID 83

No caso em que a matriz A possui poucas conexoes positivas, podemos com-
binar os coeficientes a;; > 0 com a diagonal, como nas alternativas anteriores, utilizando
a aproximagao

+,. ~ E + .
aije‘] ~ aij €;.
J J

Ja no caso geral, em que existem conexoes fortes positivas e negativas, a apro-
ximagao acima pode nao ser boa, pois vimos que e; ~ —e; quando a;; > 0. Nesta situacao,
consideramos que aproximagcoes como (3.7) sao satisfeitas separadamente para as entradas
positivas, a;-, e para as entradas negativas, a;;- Entao, obtemos

K
~ - +
aie; = —q; E a;.er — B E a; e,

keC; keC;
com
§ : - § : +
JEN; JEN;
a; = ~ _ e 5@ = —+
E :az’k E :aik
keC; keC;

Assim, temos os pesos
—aiaik/aii, se k € Cz_7

Wi = N
—PBiai/ai, sekeC;,

em que C; e C;” sao os vizinhos na malha grossa que influenciam fortemente negativamente
o n6 7 e que influenciam fortemente positivamente o né 7, respectivamente.

Estas sao algumas alternativas para a prolongacao de forma direta. Existem
ainda outras estratégias de construcao do operador de prolongacao, que podem ser me-
lhores no caso em que temos muitas conexdes positivas (veja [33], por exemplo).

3.3.5 Escolha da malha grossa

No caso geométrico, para obter uma malha mais grossa podemos simplesmente
agrupar alguns elementos proximos na malha fina, formando elementos maiores. Sem as
informacgoes geométricas, a escolha da malha grossa se torna mais complicada e é uma
etapa essencial para o bom funcionamento do multigrid algébrico.

Novamente, vamos utilizar os conceitos de conexoes fortes e de suavidade,
como feito na construcao do operador de prolongacao. Precisamos escolher uma malha
grossa na qual um erro suave possa ser bem aproximado, da qual os erros suaves possam
ser prolongados de forma precisa e que possua uma quantidade de nos substancialmente
menor do que a malha fina.

Para que as aproximacoes feitas na construcao do operador de prolongacao
sejam mais precisas é necessario que os noés da malha fina possuam uma quantidade
suficiente de conexoes fortes com os nés da malha grossa. O objetivo é garantir que isso
aconteca, ao mesmo tempo em que a quantidade de n6s na malha grossa seja pequena.

Sejam S; o conjunto dos nos que influenciam fortemente i e S! o conjunto dos
no6s que dependem fortemente do noé 7. Faremos a separacao do conjunto de indices, €2, em
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dois subconjuntos disjuntos, C (de nos da malha grossa) e F (de nos que s6 pertencem a
malha fina), considerando os seguintes critérios heuristicos:

H1: Para cada i € F, todo no j € S; deve estar na malha grossa e ser vizinho de ¢ (isto
é, j € C;) ou deve depender fortemente de pelo menos um n6 em C;.

H2: O subconjunto C deve ser o maior possivel de modo que nao existam conexoes fortes
entre seus pontos.

Como vimos na subsecao anterior, o valor do erro em um né ¢ € F serd
prolongado a partir dos valores nos noés j € C;. Além disso, as aproximagoes feitas na
construcao do operador de prolongacao serao mais precisas quanto mais conexoes fortes
existirem entre nés j € S; e nés em C;. A heuristica H1 garante a existéncia de pelo
menos uma destas conexoes. A heuristica H2 garante que o subconjunto C seja grande o
suficiente para se ter um bom fator de convergéncia no método, mas também controla o
tamanho de C para que a resolucao do sistema na malha grossa possa ser barata.

Na pratica, nem sempre é possivel garantir que as duas heuristicas sejam sa-
tisfeitas simultaneamente. O usual é garantir que H1 seja satisfeita, para que possamos
aplicar as formulas de prolongagdo com maior precisao, e utilizar H2 como um guia para
nao produzirmos um subconjunto C muito grande.

A seguir, apresentamos um processo classico de selecao da malha grossa, des-
crito por Stiiben [49], no qual considera-se que existem apenas conexoes fortes negativas
entre os nés da malha fina. Todas as conexoes positivas sao consideradas fracas por en-
quanto. Realizamos uma particao dos subconjuntos C e F de tal forma que todos os nos
em J possuam pelo menos uma conectividade forte negativa com os vizinhos em C.

Seja U o conjunto dos ndés que ainda nao foram escolhidos para estar em C
ou em F. Inicialmente, U = (). Para cada ¢ € U, definimos uma medida de importancia,
i, que serd utilizada para decidir se i ird para o subconjunto C. Uma medida usual é a
quantidade de nos que sao fortemente influenciados por i, ou seja,

Escolhemos um n6 ¢ € U com o maior \; positivo para ser um n6 da malha grossa,
isto é, retiramos ¢ de U e o acrescentamos em C. O n6 escolhido influencia fortemente
outros nos e deve aparecer na formula de prolongacao para cada um deles. Assim, os
nos j € SI sdo selecionados para estarem apenas na malha fina, ou seja, para todo
j € ST, retiramos j de U e acrescentamos em F. Agora, olhamos para os outros nos
(diferentes de i) que influenciam fortemente esse nés que acabaram de entrar em F. Estes
sao possiveis candidatos a também estarem em C, pois os seus valores podem ser tuteis
para uma prolonga¢do mais precisa. Desta forma, para cada j € S! aumentamos em 1 a

medida A, para cada k € S; NU.

Em seguida, escolhemos um novo n6é com maximo \; positivo para ser um né
da malha grossa e o procedimento se repete até que todos os nés em U tenham se tornado
nos em C ou em F, ou até que max {\;} seja zero.

Note que pode haver mais de um né com méaximo A; em cada etapa e a escolha
do n6 que ird para o subconjunto C pode gerar diferentes malhas grossas. Uma estratégia
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comum ¢ incluirmos em C o primeiro n6 (de menor indice) com méximo A;. O Algoritmo
4 descreve o processo de escolha da malha grossa.

Em alguns problemas, particularmente os nao simétricos, pode acontecer de
sobrarem noés em U com \; = 0. Segundo Stiiben [49], neste caso, colocamos esses nos
no subconjunto F e seus valores sao prolongados de forma indireta, utilizando outros
nos de F. Felizmente, notamos que esta situacao nao ocorre no problema de otimizacao
topologica estrutural.

Algoritmo 4 Escolha da malha grossa algébrica (coarsening)

U +— Q; C+— 0; F«— 0
. para cada ponto i € U calcule a medida \; = |S];
enquanto U # () e max {\;} # 0 faga
escolha um ponto ¢ € U com maximo \;;
C+—CU{i}; U<+— U\ {i};
para j € ST NU faga
F— FUu{jh U<«—=U\{j}h
para k € S;NU faca
A — A+ 1
fim
fim
. fim

—_
o9

Exemplo: considere um problema bidimensional cuja matriz A do sistema
linear é de ordem 25 x 25 e a conectividade entre um n6 da malha fina e seus vizinhos é
representada pela matriz

-1 -1 -1
-1 4 -1/,
-1 -1 -1
isto ¢, para cada linha 7 de A, temos a; = 4, a;; = —1 para j vizinho de 7, e as de-

mais entradas sao iguais a zero. Dessa maneira, todo no ¢ estd fortemente negativamente
conectado aos seus oito vizinhos, para qualquer tolerancia - € (0, 1].

A Figura 3.21 ilustra o processo de escolha dos n6s da malha grossa para este
exemplo. Os nimeros dentro dos circulos representam as medidas \; para cada né da
malha. Os circulos em cinza representam noés com potencial para se tornarem nos da
malha grossa (que possuem méximo \;) em cada etapa. Os circulos preenchidos em preto
representam noés do subconjunto C e os circulos preenchidos em branco representam nos
do subconjunto F. A ordem do processo na figura segue a mesma ordem de leitura, isto
é, da esquerda para a direita e de cima para baixo.

Quando o procedimento descrito acima é finalizado, todos os nés no subcon-
junto F possuem pelo menos uma conexao forte negativa com noés de C. Porém, no caso
em que existem conexoes fortes positivas, para que a prolongacao seja mais precisa é ne-
cessario que os nés em F possuam conexoes fortes de ambos os tipos com uma quantidade
minima de nos em C. Nos problemas em que a maioria das conexoes fortes é negativa,
podemos utilizar a seguinte estratégia descrita em [49]: ap6s a sele¢do preliminar dos sub-
conjuntos C e F conforme explicado anteriormente, verificamos se existem conexdes fortes
positivas em F. Para cada i € F, se existir uma conexao forte positiva entre ¢ e pelo me-
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nos um no6 de C, nao precisamos fazer nada. Caso contrario, todo n6 j € F que influencia
fortemente positivamente ¢ serd adicionado no conjunto S; e o n6é que corresponde & maior
conexao positiva se tornara um né de C.
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Figura 3.21: Processo de escolha dos nés da malha grossa algébrica.

3.3.6 Operadores na malha grossa

Embora nao tenhamos as informacgoes geométricas do problema, nesta subsecao
continuamos utilizando as notacoes h e H para fazer referéncia & malha fina e & malha
grossa, respectivamente, de modo que A representa a matriz do sistema na malha fina e
Ay representa a matriz do sistema na malha grossa. Além disso, denotamos por R e P os
operadores de restricao e prolongacao, respectivamente.

No contexto algébrico, definimos o operador de restrigado como sendo o trans-
posto do operador de prolongacao, isto é,

R = P7.

Neste caso, s6 precisamos construir a matriz de prolongacao P. Ademais, assim como no
caso geométrico, a matriz do sistema na malha grossa é dada pelo operador de Galerkin,

Ay = RA,P = PTA,P.

E possivel verificar que a escolha dos operadores desta forma faz com que a etapa de
corre¢ao na malha grossa minimize a norma (induzida pela matriz Aj) do erro, no seguinte
sentido: para todo vetor ey,

[ enll,, = minflen = Penll, -

em que K é o operador de corregdao na malha grossa (veja [49], Subsegio A.2.4).

Apobs obtermos todas as componentes do método, a fase de resolucao do mul-
tigrid algébrico é similar & do caso geométrico. O algoritmo do ciclo em duas malhas pode
ser revisto na Subsecao 3.2.2 e os ciclos do multigrid (ciclo V, ciclo W etc.) podem ser
descritos de forma recursiva, conforme a Subsegao 3.2.6.
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3.4 Multigrid algébrico adaptativo

Na secao anterior, estudamos o método multigrid algébrico na sua forma clas-
sica, o qual apresenta bons resultados para diversos tipos de problemas. Contudo, devido
a4 maneira como definimos as conexdes fortes e o operador de prolongacao, o método
pode ser ineficiente para problemas com conexoes fortes positivas, exigindo adaptacoes
complicadas. Conforme verificamos experimentalmente, o método cléssico nao apresenta
bons resultados na resolucao dos sistemas lineares que surgem na otimizacao topologica.
Nesta segao, apresentamos uma alternativa mais recente do multigrid algébrico, proposta
por Magri et al. [33] e melhorada pelos mesmos autores em Franceschini et al. [20], que
promete ser mais eficiente no caso de problemas estruturais.

Considere o sistema linear Au = f, com matriz A : n xn, que desejamos resolver
pelo método multigrid. Seja S = I — wM™'A o suavizador. Para a aplicagao do multigrid
algébrico adaptativo, precisamos inicialmente obter um espaco de teste que represente os
vetores algebricamente suaves, isto é, vetores v € R" tais que Sv ~ v. Esses vetores podem
ser aproximados pelas solucoes do problema de autovalores generalizado:

Av = AMv. (3.8)

Buscamos obter uma matriz V : n X ny, cujas colunas formam uma base para o espaco de
teste. Em geral, essas colunas sdo os autovetores, solugbes da equacao (3.8), associados
aos ny, menores autovalores. Assim, podemos obter a matriz V utilizando o método das
poténcias inverso, por exemplo. Os estudos em [33] sugeriam que o método de Lanczos
fosse a melhor opc¢do neste caso. Ja em [20], os autores propéem uma adaptacao do
método de minimizacao do quociente de Rayleigh por gradientes conjugados, introduzido
por Longsine e McCormick [31], que é mais eficiente para matrizes esparsas.

Suponha que ja tenhamos a matriz V cujas colunas formam uma base para o
espaco de teste. Denotamos por v! a linha i da matriz V, de modo que v; serd um vetor
linha em pé. Definimos a forca de conexdao entre um no6 ¢ e um néd j por

(ViTVj)2

(vivi)(vivs)

SoCli,j] =

Utilizaremos essa nova definicao para obter as conexdes fortes entre os nos e para escolher
a malha grossa, fazendo a separacgao (2 = C U F.

3.4.1 Geracao do espaco de teste

Sejam A e B matrizes n X n simétricas, definidas positivas. Para construir o
espaco de teste, queremos resolver um problema de autovalores generalizado na forma

Av = \Bv,

e obter uma matriz V : n X ny, cujas colunas sao aproximacoes dos autovetores associados
ao0s Ny, menores autovalores. A seguir, descrevemos um método cuja ideia é minimizar o
quociente de Rayleigh em um subespago ortogonal aos autovetores previamente calculados,
utilizando um método de gradientes conjugados (veja |7, 8, 31| para mais detalhes).

Dados vy, Vs, ..., v;_1, aproximagoes para os autovetores associados aos auto-
valores \; < A\ < ... < Aj_;, vamos obter uma aproximacao para o j-ésimo autovetor
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minimizando o quociente de Rayleigh no subespaco ortogonal aos j — 1 autovetores pre-
viamente calculados. Isto é, vamos minimizar a funcao dada por

xT Ax
= —, 3.9
comx =y — Vj(VjTy), em que V; = [vq,Va, ..., vj_1]. O primeiro autovetor, v, ¢ obtido
minimizando (3.9) com x =y € R", ou seja, com V; = [ ] (uma matriz vazia).

Suponha que ja obtivemos V; = [vq,Va,...,vj_1] e queremos obter v;. Para
minimizar a fun¢ao ¢, aplicamos um método de descida do tipo gradientes conjugados.
Dada uma aproximacdo inicial y(?), calculamos

x(0) — y(O) —V; (V]-Ty(o))

e vamos encontrar uma sequéncia de vetores x(¥, x(M x(® . de modo que a cada iteracio
tenhamos ¢(x**1) < ¢(x*)). Para ir de x*) até x*+1) escolhemos uma direcio de descida
d® e calculamos sua projecio no subespaco ortogonal a V;, dada por

k) _ Ak 4 (k
d® =d® — v;(vId®W).
Em seguida, fazemos uma busca linear na direcao d®), isto é, obtemos o passo
Qp = argmin {q(x(k) +ad®) | a e R},
e atualizamos o ponto
KD ) g g,
O processo se repete até atingirmos algum critério de parada.

No caso do método dos gradientes conjugados com precondicionador M, cal-
culamos o vetor s*) = —M~1Vq(x*), escolhemos a direcdo inicial d© = s e obtemos
uma sequéncia de dire¢oes conjugadas calculando, para £ > 1, o termo

V(x0T

P = Vq(x*D)Tgk-D)

e a diregio d® = s® + B, A1,

Também é possivel obter uma férmula fechada para o passo ay. Para simplificar
a escrita, vamos omitir o indice k. Temos, entao,
(x+ad)TA(x+ad) xTAx+ 2ad? Ax + o*dT Ad

d) = = :
alx+ad) (x+ad)TB(x+ad) x"Bx+ 2ad?Bx + o2dTBd

Definindo os valores
v = xT Ax, n = x! Bx,

a; =dTAx, ay=dTAd, a3=d'Bx, ay=d"'Bd,

temos
v+ 2a100 + asa’®

N+ 2aza + aga?’

g(x+ad) =
Calculando a derivada de g(x 4+ ad) com relagdo a « e igualando-a a zero, obtemos

(1 + 2aza + a,0?)(2a1 + 2az0) — (7 + 2a10 + aga?)(2a3 + 2a40) = 0 &
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& (agaz — ayas)a’ + (agn — agy)a + (an — azy) = 0.

Denotando por a = asasz — ajaq, b = asn — asy € ¢ = a1n — az?y, temos
ac? + ba+c=0.

Entao, calculamos a raiz positiva desta equagao polinomial de segundo grau:

B —b+b? — 4ac

o (3.10)

«

ou, equivalentemente,

—2c
a0O=——. 3.11
b+ vVb? — 4ac ( )

Para evitar o cancelamento subtrativo, utilizamos a formula (3.10) quando b < 0 e a
formula (3.11) quando b > 0.

O gradiente da funcao g pode ser calculado por:

2 2
Va(x) = e [Ax — g(x)Bx] = o

em que r = Ax — ¢(x)Bx. Os produtos Ax e Bx s6 precisam ser calculados para o ponto
inicial, Xf) = Ax® ¢ xg)) = Bx® sendo depois atualizados por XEfH) = Xff) + Ozkd(:) e

xgﬂ) = x;’f) + akdg), com dff) = Ad® e dg) = Bd™. Além disso, podemos atualizar

Ye+1 = Yk + 20100 + asa’,

Ne+1 = M + 2430+ asa”

e q(x®) = v, /n. em cada iteracdo k.

Suponha que k seja o indice da tdltima iteragao, quando atingimos o critério
de parada. Neste caso, teremos que q(z*)) = Ajev; = X(k)/\/ﬁ ¢ uma aproximagao
para o autovetor associado. Assim, acrescentamos v; na tltima coluna de V; e repetimos
0 processo para obter o proximo autovetor, v ;. O Algoritmo 5 descreve o processo de
geragao do espaco de teste.

Na implementacao feita neste trabalho, consideramos dois critérios de parada
para o algoritmo de geracgao do espaco de teste: a norma relativa do residuo menor do que
uma tolerancia ¢, > 0, isto é,

=]
2
[ Ax R

e a diferenca relativa entre os valores do quociente de Rayleigh em duas iteracoes conse-
cutivas menor que uma outra tolerancia e, isto ¢,

< é&p,

’CIk - qu! .
qk

Em geral, as tolerancias nao precisam ser muito pequenas, pois as aproximagoes dos
autovetores podem ser imprecisas.

Eq-

Com a matriz do espaco de teste V, podemos calcular a forca de conexao entre
um noé ¢ e um nd j por
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Entdo, verificamos quais destes valores sdo maiores do que algum parametro 6, € (0,1] e
obtemos as conexoes fortes entre os nés da malha. Com isso, escolhemos a malha grossa,
fazendo a separagao () = C U F da mesma maneira que no multigrid algébrico classico.

Algoritmo 5 Geracao do espaco de teste

1: V+— H,
2: para j=1,...,n4 faca

3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:

17:
18:
19:
20:

21:
22:
23:

24
25:
26:

27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:

escolha uma aproximacao inicial y(o);

XEE) — AX(O); Xg) — BX(O);

v — X(O)TXEE); 7 — X(O)Txg);
qo <— v/m;

A — XE4O) — qoxg]);

k +<— 0;

enquanto algum critério de parada nao é satisfeito faga
V(x®) — 2r(#),
n
sk ¢« — M1V q(xM);
se k = 0 entao

~

d®) S(k);
senao (T (B)
Vq(x S
B ")

V(D) Tsk=1) )
A0 §®) 4 g 4D,
fim

d®) «— d® — V(VTd®);
Ay «— Ad®; 4B +— Ba®),

ap <— d(k)TXEf); Ay d(k)Td(:); as <— d(k)Tch); aq d(k)ng);

@ <— Qa3 — a1ay; b 4— an — agy; € — a1 — az?y;
se b < 0 entao

—b+ Vb2 — 4ac

«Q
~k 2a
senao
—2c
677

—
b+ Vb —4dac
fim

Kb+ B 4 dR):
X(:H) — X(:) + akd(:); ngﬂ) — ng) + akdg);
v 4— v+ 2a104 + agai; n<— 1+ 2azap + cuozi;
Q1 < 7/ 1;
r ) X(fﬂ) - qk+1xg+1);
k<+— k+1;

fim

No— qi; vy —xW® /s

V<+— [V vjl;

37: fim




CAPITULO 3. MULTIGRID 91

3.4.2 Prolongagao DPLS

A matriz de prolongacao, P, serd construida por linhas. Para cada i € F,
vamos obter um vetor w; contendo os pesos relacionados aos vizinhos do né ¢ na malha
grossa que contribuirao para a prolongagao desse no.

Escolhemos um parametro d, como comprimento maximo de caminho ao longo
de conexdes fortes (em geral, utiliza-se d, = 1 ou d, = 2). Para cada n6 i € F, obtemos
o conjunto J; contendo os nés da malha grossa que estao conectados fortemente ao né ¢
por um caminho de distancia menor ou igual a d,, ou seja,

Ji = {Jj € C | existe um caminho de i para j de distancia menor ou igual a d,} .

Os no6s neste conjunto serao os candidatos a contribuirem para a prolongacao do no6 .
De J; vamos extrair gradativamente um subconjunto C; C J;, com os nés que, de fato,
contribuirdao para a prolongacao do no i.

Queremos que a prolongacao seja a mais precisa possivel para os vetores alge-
bricamente suaves. Para tanto, utilizamos as informagoes do espaco de teste construido
anteriormente e, para cada ¢ € F, requeremos que o vetor linha ¥v;, da matriz V, seja uma
combinagao linear dos vetores V; para j € C;, isto ¢,

V=Y B

Jj€C;

Seja n; a quantidade de elementos em C;. Denotando por V.; a matriz de ordem ny, x n;
jas col a tores v;, j € C; ;= " o vet ~
cujas colunas sdo os vetores V;, j € C;, e por w; = [$;---3,,]" 0 vetor com os pesos f3;,
temos que
vcini = Vz

Resolvendo esse sistema linear, obtemos o vetor w; com os pesos da prolongacao do no .

Em geral, o sistema acima ¢ inconsistente e o melhor que podemos obter é uma
solucao de quadrados minimos. Dessa forma, os pesos da prolongacao sao calculados de
modo a minimizar a norma do residuo, isto é,

Min ||v; — Vi
fin v~ 3",

JeC; 9

A ideia principal do método DPLS (do inglés Dynamic Pattern Least Squares),
descrito por Magri et al. [33], é construir o subconjunto C; de forma adaptativa, ao mesmo
tempo em que aplicamos transformacgoes de Householder (consulte [56], Se¢ao 3.2) para
triangularizar a matriz V. ; e resolver o problema de quadrados minimos.

Dado o conjunto J;, queremos encontrar os n; no6s que possuem mais impor-
tancia na prolongacao do né i. Supondo que n; = 1, o problema se resumiria em encontrar
o indice j € J; tal que v; € o vetor mais proximo de v; ou, equivalentemente, tal que o
angulo entre os vetores V; e V; seja minimo. Sendo 6 esse angulo, temos que

<T=_\2
(Vi v;) -
cos?(0) = —r——2—— = SoCli, j).

(V1) (%] 75)
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O angulo 6 sera minimo quando cos(f) for maximo. Assim, escolhemos o n6 j € J; que
possui a maior for¢a de conexao com o né i, acrescentamos j em C; e V; como a tltima,
coluna de V.

Antes de escolher o proximo né em C;, ja construimos a primeira transformacao
de Householder, @, de modo a zerar as componentes 2,3, ..., 1y, do vetor ¥;. Aplicamos
essa transformacdo nos vetores v; e V; com j € J; \ C;. Apés atualizar esses vetores,
recalculamos as forcas de conexoes e, novamente, escolhemos o n6 com a maior delas para
entrar em C;.

Esse processo se repete até que todos os nés em J; sejam colocados em C; ou
até que um critério de parada seja satisfeito, por exemplo

Vi— Y BVl <eplwilly-

JeC; 2

Conforme Magri et al. [33], na pratica podemos verificar se ||z||, < ¢, ||[¥;]|,, em que z é
o vetor v; atualizado apods aplicarmos a transformacao de Householder em cada iteracao.
Segundo Franceschini et al. [20], a escolha da tolerancia ¢, ¢ dificil e dependente do pro-
blema que esta sendo resolvido, podendo gerar matrizes de prolongacao mal-condicionadas
e prejudicar a eficiéncia do multigrid algébrico. Os autores sugerem um novo critério de
parada, baseado no nimero de condi¢ao da matriz V.;, que apresentamos a seguir.

Aplicamos as transformacoes de Householder com o objetivo de triangularizar
a matriz V.;, obtendo uma matriz U triangular superior. Em cada iterac¢ao, construimos
uma nova coluna de U e verificamos o critério de parada

cond(U) > k,

em que cond(U) representa o nimero de condigdo da matriz U e k é uma tolerancia
predefinida. Além disso, sugere-se a utilizagao de um nimero maximo de iteracoes, it,,
que controle a quantidade de nés que contribuirao para a prolongacao de cada no6 i € F.

No final do processo, obtemos o vetor w; com os pesos da prolongacao para o
no6 ¢ resolvendo um sistema triangular superior,

Uw; = z.

Com esses pesos e os indices dos nos que foram colocados em C;, podemos construir a
linha ¢ da matriz P. O Algoritmo 6 descreve o método DPLS.

Na implementacao, consideramos d, = 1 e obtivemos o conjunto J; como
sendo o conjunto de indices dos n6s da malha grossa que possuem conexao forte com o no
1. As reflexdes de Householder foram obtidas utilizando a fatoracao QR do Matlab. Nos
resultados computacionais, apresentamos uma andlise dos valores « e it,, bem como outros
parametros do método multigrid algébrico adaptativo, quando aplicado na resolucao dos
sistemas lineares provenientes da otimizacao topologica estrutural.
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Algoritmo 6 Prolongacao DPLS

1: para i € F faga

2 k+—0;Ci+—0;z2+— vi; Vi +— vi; U<+ [];

3 obtenha o conjunto 7;;

4 enquanto cond(U) < k e k < it, faga

5: k<+— k+1;

6 selecione j € J; \ C; que possui maior forga de conexiao com i;
7 Cz — Cz U {5}7

8 obtenha a reflexao () de HH que zera as tltimas ng,, — k entradas de v;;
9: adicione V; como a tltima coluna de U;

10: 7 — Qz;

11: para j € J; \ C; faca

12: Vj — QVJ,

13: fim

14: atualize as forcas de conexoes;

15: fim

16: calcule w; resolvendo o sistema triangular Uw; = z;

17: fim
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Capitulo 4

Modelos de Ordem Reduzida

Na resolucao do problema de otimizacao topologica, precisamos resolver, a
cada iteracao, um sistema linear na forma Ku = f, o que é a etapa mais cara do processo,
pois a dimensao n da matriz de rigidez global, K, pode ser muito grande, principalmente
no caso tridimensional. Uma estratégia que tem sido explorada para diminuir esse custo
¢ o uso de Modelos de Ordem Reduzida, ou ROMs (do inglés Reduced Order Models),
que encontram solugoes aproximadas dos sistemas lineares com um custo computacional
baixo (veja |13, 21, 57| para mais detalhes).

Uma classe particular das técnicas de reducao de ordem ¢é baseada em pro-
jecao, também conhecida como abordagem de base reduzida, cujo objetivo é reduzir a
quantidade de variaveis do modelo por meio da projecao em um subespago gerado por
uma determinada base. Apresentamos a seguir os conceitos basicos dessa estratégia.

4.1 Sistema reduzido

No processo de otimizagao topoldgica, resolvemos uma sequéncia de sistemas
lineares na forma Ku = f, gerando uma sequéncia de solucgoes uy, us, us, ... Se o problema
for factivel, essa sequéncia de solucoes converge para uma solucao 6tima, u*. No inicio,
as solucoes obtidas variam bastante, de modo que pode ser satisfatorio utilizar apenas
aproximacoes para as solugoes. Ja no final do processo, as solu¢oes nao mudam muito,
isto é, a solucao uy fica proxima da solugao anterior, u,_;, para um indice de iteracao
k suficientemente grande. Entdo, na iteracao k, a ideia é buscar uma aproximagao para
a solucdo uy que esteja no subespaco V gerado por m (com m << n) solugbes anteri-
ores. Tipicamente, o subespaco V é definido por uma base, denominada base reduzida.
Denotaremos por ¥ : n X m a matriz cujas colunas sao os vetores dessa base.

Tomando a aproximacao u, ~ Vo, de modo que uy seja uma combinacao linear
dos vetores da base de V, na qual a contém os coeficientes dessa combinacao, e projetando
o sistema Ku = f no subespaco gerado por ¥, obtemos

(UTKW)a = U7 & Ko =1, (4.1)

denominado sistema reduzido. A matriz K = WTKW¥ possui dimensdo m X m e o vetor
do lado direito, f = WTf, tem dimensdo m x 1. Como m << n, a resolucdo do sistema
reduzido tem um custo muito menor se comparada a do sistema original.
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Assim, resolvemos o sistema reduzido para obter o vetor a e encontramos
uma aproximacao para a solugao do sistema original, u, ~ U, = VYa. A precisao dessa
aproximacao pode ser medida por meio da norma relativa do residuo:

I = K|
TROM — — 7+
|[£]]

Se este valor for pequeno o suficiente, a aproximagao uy é boa, uma vez que o residuo da
solucao exata é igual a zero. Consideramos entao a condicao

TROM < EROM;

em que egom > 0 é uma tolerancia que indica a precisao exigida para a aproximacao.
Gogu [21] utiliza, em seus experimentos, valores para a tolerancia da ordem de 107! ou
1072, Choi et al. [13] propoem um critério mais elaborado, baseado nas condi¢oes KKT
do problema de otimizacao topologica, para verificar se a solucao do sistema esta proxima
da 6tima e nao aceitar solucoes que sejam imprecisas.

Se a condicao acima for satisfeita, consideramos a aproximacgao obtida pelo
modelo reduzido boa o suficiente e a utilizamos no restante do processo de otimizacao
topologica, em lugar da solucdo exata. Caso contrario, seguimos outra estratégia para
obter uma solugao mais precisa, como resolver o sistema linear original normalmente,
utilizando a fatoracao de Cholesky ou o método dos gradientes conjugados. Nos casos
em que nao aceitamos a solugdo aproximada, Choi et al. [13] propéem uma estratégia
denominada ROM-Recycling, que reutiliza a base ¥ no algoritmo de gradientes conjugados
e conseguem obter uma solugao mais precisa com um custo menor do que resolver o sistema
de forma exata.

4.2 Construcao da base reduzida

Existem diferentes estratégias para construir e atualizar a matriz V. Estudamos
algumas técnicas nas quais se atualiza a base reduzida durante o processo de otimizacao
topologica, utilizando valores anteriores dos deslocamentos nodais, ou seja, solugoes do
sistema linear de iteragoes anteriores.

Na m-ésima iteracao, ja teremos calculado as solucoes uy, us, ..., Uy, que serao
utilizadas para a criacdo da base reduzida. Uma opgao é considerar W = [u; ug -+ up].
Entretanto, conforme nos aproximamos da solugao 6tima, o conjunto das m solucoes an-
teriores fica quase linearmente dependente, de modo que nao podemos utilizar os préprios
vetores solucao na base. Neste caso, utilizamos um processo de ortogonalizacao da base.
Para tanto, sao propostas duas abordagens:

e base ortonormal via Gram-Schmidt (Gogu [21]);

e base ortonormal via decomposicao SVD, conhecida como Decomposicao Ortogonal
Apropriada (POD, do inglés Proper Orthogonal Decomposition) (Xiao et al. [57]).

Uma vez construida a matriz W, nas iteragoes seguintes obtemos aproximagoes para as
solugbes do sistema linear resolvendo o modelo de ordem reduzida (4.1). Caso a condigao
rroMm < Erom Nao seja satisfeita, isto ¢, a aproximacao nao seja boa o suficiente, precisamos
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encontrar uma solucao mais precisa do sistema e, entao, usar essa solugao para atualizar
a base.

Em geral, consideramos um valor fixo N, como o tamanho maximo da base.
Depois que a matriz W possui IV, colunas, toda vez que um novo vetor entra para atualizar
a base, retiramos o vetor mais antigo da base, ou seja, retiramos a primeira coluna de V.

4.2.1 Atualizacao via Gram-Schmidt

A ideia é construir uma base ortonormal aplicando o processo de ortonorma-
lizacao de Gram-Schmidt (consulte [56], Secao 3.4) aos vetores solucao, conforme eles
forem sendo calculados. Iniciamos com a matriz U vazia. Obtida a solucao do sistema na
primeira iteragao, uy, a primeira coluna de W sera o vetor u; normalizado, ou seja,

U
v — .
[Ju ]

Os proximos vetores da base sao calculados pelo processo de Gram-Schmidt. Obtida uma
solucao u;, calculamos

v - Y (6l ) =u — U(T ),

j=1

em que ¢; denota a coluna j da matriz V. Em seguida, acrescentamos uma coluna em W
com o vetor v normalizado, isto é,
v
Ve |V 7 |,
V]l
Antes disso, contudo, podemos verificar se ||v|| > eqr, em que eqr > 0 é alguma tolerancia

que indica se o vetor u; é linearmente independente dos demais vetores da base (colunas
de ). Se a condi¢do ndo for satisfeita, nao incluimos o vetor na base.

Realizamos esse procedimento até que ¥ possua uma quantidade méaxima de
colunas, N,. A partir dai, utilizamos essa matriz para obter as solucdes aproximadas dos
sistemas lineares, por meio do modelo de ordem reduzida (4.1). A qualidade da solugao
aproximada precisa ser testada em cada iteracao e, se a condicao rrom < €rom nao for
satisfeita, precisamos obter uma solucao mais precisa de outra maneira e atualizar a base
reduzida. Para atualizar a base, descartamos o vetor mais antigo, isto ¢, a primeira coluna
de W, e calculamos a nova coluna como antes, aplicando Gram-Schmidt.

Dados uma solucao u, candidata a entrar na base, o nimero da iteracao atual,
k, a matriz W atual e a quantidade de colunas da matriz, my, atualizamos a base reduzida
pelo processo de Gram-Schmidt por meio do Algoritmo 7. A versao do algoritmo que uti-
lizamos em nossa implementacao corresponde ao processo de Gram-Schmidt modificado,
que é mais estavel numericamente e, portanto, evita que a ortogonalidade entre as colunas
da base seja perdida no decorrer das iteracoes.
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Algoritmo 7 Atualizacao da base reduzida via Gram-Schmidt modificado

1: se k = 1 entao
U +— ﬁ;
senao
se m;, = N, entao
retirar a primeira coluna de W;
fim
v+—u— U (0T);
se ||v|| > eqr entao
U +— [ v };

I

fim
11: fim

._.
@

4.2.2 Atualizacao via decomposicao SVD

Consideremos agora um conjunto de solucoes uy, us, ..., u, e a matriz cujas
colunas sao esses vetores, A = [ U Uy -+ Uy } Queremos obter uma base para o
subespago V = span{uy,us,...,u,} = Im(A). Uma base ortonormal para o subespago
imagem aparece na decomposi¢ao em valores singulares (SVD) da matriz:

A=UDV?T,

em que U :n xneV :m xm sao matrizes ortonormais e D : n X m é tal que d;; = 0
para i # j e d; = o; sao os valores singulares de A, com o1 > gy > ... > 0, > 0, sendo
r < min{n, m} o posto de A.

Sabemos que as primeiras r colunas da matriz U formam uma base ortonormal
para o subespago Im(A) (veja, por exemplo, Watkins [56], Se¢do 4.1). Assim, podemos
considerar ¥ = U(:, 1 : ), a matriz formada pelas primeiras r colunas de U. Além disso,
essa base é tal que ¥ minimiza a distancia, na norma de Frobenius, entre a matriz A e a
matriz projetada no subespacgo V, isto é,

U = arg min |A— BBTA|j%.
B:nxr, BT B=I
Entretanto, o calculo da decomposicao SVD é muito caro, mesmo para uma matriz A

que possui poucas colunas. Vejamos como obter a base reduzida de forma mais eficiente,
fazendo atualizacoes da SVD a cada inclusao de uma nova coluna na matriz A.

Iniciamos com a matriz ¥ vazia. Obtida a primeira solucao do sistema linear,
uy, consideramos a matriz A; = [uy] cuja decomposi¢ao SVD reduzida é dada por

A = [ L } [l ][1]=0DW".

[ |

Assim, tomamos ¥ = U; como a matriz da base reduzida na primeira iteracao.

Suponha que, na iteracao k, tenhamos a matriz Ay, cujas colunas sao vetores
solugoes obtidos anteriormente, e que conhecamos a decomposicao SVD reduzida dessa
matriz, A, = UpDyVi", de modo que ¥ = Uj. Obtida uma nova solucao u, candidata a
entrar para a base, consideramos a nova matriz Ay, = [ A u } e precisamos obter a
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sua decomposi¢ao SVD reduzida. Felizmente, como Ay, é a matriz A, com apenas uma
nova coluna, é possivel atualizar a decomposicao SVD ja conhecida, da seguinte forma:

T
Vi. O
Ak+1:[Ak U}Z[UkaVkT U}Z[Uka u]|:0k 1:|
i u—UkUkTu T }{Vk O}T
= | UuDy UpUp"u+ - UpU
_ rUr UgUg u ||U_UkUk:Tu||Hu RUr' ] 0 1
- T
u— Uz Vi O
:_U u— U,z D =z Vi 0O T
ok 5 0 o 0 1

T
. Dk Z Vk 0
=L U W}{ 0 5“0 1} ’
em que z = Uy u sdo as coordenadas reduzidas do vetor u na base dada por ¥ = U,

d = ||lu — Uyz|| é a norma da diferenca entre u e a sua projecao ortogonal no subespago
gerado pela base ¥, e w = (u — Uyz)/0 é essa diferenca normalizada.

A expressao obtida acima é quase a decomposicao SVD reduzida da matriz
Agi1, a nao ser pela matriz central,

. DkZ
B’“‘{ 0 5}’

que é quase diagonal, exceto pelo vetor z na tltima coluna. Além disso, se 1 é o posto de
Ay, entao a matriz By é quadrada de ordem r, + 1, que é um valor relativamente pequeno.
Logo, o calculo da decomposicao SVD de By é computacionalmente mais barato. Seja

By = UkEkaT

essa decomposicao. Assim, obtemos

T
A = [ Uk W]Bk[‘gk (1)]
T

T
= U1 Dp1 Vi1

que é a decomposicao SVD reduzida de Ag,q, em que Uy = [ U, w } Uy, Dip1 = Dy e

Vir1 = [ ‘g’“ (1) } V5. Com isso, podemos atualizar a matriz da base reduzida, ¥ = Uy, .

Assim como na atualizacao via Gram-Schmidt, é necessario verificar a de-
pendéncia linear dos vetores da base. Para isso, definimos uma tolerancia egyp > 0 e
verificamos se § > egyp. Se a condicao nao for satisfeita, consideramos 6 = 0 na matriz
By.. Neste caso, a decomposicao By = UkﬁkaT é tal que a matriz Dj, terd um zero na
ultima componente da diagonal. Assim, s6 atualizamos as primeiras r; linhas e colunas
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das matrizes, da seguinte forma:

Uk+l = UkUk(l Tk, 1: Tk);
Diy1 = Di(1: 73,1 :13);
Vier = ViVi(L o rg, 1o my).

Embora a ortogonalidade da matriz Uy esteja teoricamente garantida por ser
o produto de matrizes ortogonais, numericamente essa ortogonalidade pode ser perdida.
Uma possibilidade heuristica de verificacao consiste em conferir se a primeira e a tltima
coluna de Uy, sao ortogonais. Note que nao ha garantia de que essa heuristica funcione sem-
pre, pois pode ocorrer que duas colunas intermedidrias nao sejam ortogonais. Entretanto,
essa estratégia de verificacao da ortogonalidade geralmente apresenta bons resultados e é
uma alternativa barata. Se o teste de ortogonalidade falhar, podemos obter a fatoragao
QR da matriz Uy e tomar Uy = Q.

Neste trabalho, tentamos implementar a estratégia dos modelos de ordem re-
duzida, utilizando tanto Gram-Schmidt quanto a decomposicao SVD na atualizacao da
base, para resolver os problemas de otimizacao topologica estrutural, mas infelizmente
nao obtivemos bons resultados iniciais ao combina-la com a programacao linear sequen-
cial. O uso das solugoes aproximadas do sistema linear, obtidas pelo modelo reduzido, no
meio do processo de otimizacao, pode tornar incompativeis as reducoes real e prevista da
funcao de mérito, de modo que o passo é recusado inimeras vezes, na primeira tentativa
em que tentamos utilizar a base reduzida, prejudicando a convergéncia do método. Nesse
caso, é necessario fazer adaptacoes complicadas no algoritmo da PLS.

No proximo capitulo, apresentamos outra estratégia, denominada multirreso-
lugao, que também tem sido utilizada para reduzir o tempo de resolucao dos problemas
de otimizacao topologica e que conseguimos combinar, de forma mais eficiente, com o
método multigrid e com a PLS.
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Capitulo 5

Multirresolucao

Na otimizacao topoldgica estrutural, encontramos o formato de uma estrutura
contida em um determinado dominio dividindo-o em uma malha de elementos finitos e
definindo a topologia da estrutura por meio da densidade de material em cada elemento.
A resolucdo da estrutura indica o nivel de detalhes que ela possui, o que depende da
quantidade de elementos na malha, de maneira parecida com a resolucao de uma ima-
gem /fotografia, que expressa a qualidade da mesma por meio da quantidade de pizels
que a compoem. A obtencao de estruturas mais detalhadas e com contornos mais suaves
requer uma resolucao alta, isto é, uma grande quantidade de elementos na malha.

Aumentar o nimero de elementos faz com que a quantidade de varidveis do
problema de otimizacao e a dimensao dos sistemas lineares de equilibrio crescam de-
masiadamente, sobretudo no caso tridimensional, acarretando um consumo elevado de
memoria e tempo computacional para resolver os problemas. Diversos trabalhos propoem
estratégias para reduzir esse consumo, geralmente focadas no sistema de equilibrio, como
técnicas de reanalise [43|, redugdo de ordem [13, 21, 57] e o uso de métodos multigrid
[1, 40|, conforme estudamos nos capitulos anteriores.

Neste capitulo, apresentamos uma estratégia de multirresolugao, proposta por
Nguyen et al. [37, 38], cuja ideia é trabalhar com resolucoes diferentes em cada etapa da
otimizagdo topologica: uma malha mais grossa (com menos elementos) para a resolugao
dos sistemas lineares, uma malha intermediaria para a resolucao do problema de otimi-
zagdo e uma malha mais fina (com mais elementos) na qual é definida a distribui¢do das
densidades de material. Com isso, o tempo gasto nas etapas mais caras é reduzido, porque
trabalhamos em malhas com menos elementos, enquanto a resolucao final da estrutura é
alta, pois a distribuicao do material é definida em uma malha com mais elementos.

5.1 Definicao das malhas

Vamos considerar trés malhas distintas, isto é, com diferentes quantidades de
elementos, para um mesmo dominio de um problema de otimizacao topologica:

e Malha de deslocamentos: utilizada para obter uma aproximacao dos deslocamentos
da estrutura, resolvendo-se o sistema linear de equilibrio, Ku = f;
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e Malha de varidveis de projeto: utilizada para obter a solucao do problema de otimi-
zacao, aplicando-se a PLS, por exemplo;

e Malha de densidades: utilizada para representar a distribuicao de material.

Chamaremos de elemento de deslocamento um elemento pertencente a malha de desloca-
mentos, de elemento de densidade um elemento pertencente & malha de densidades e de
varidvel de projeto (um valor numérico) um elemento da malha de variaveis de projeto.
Observamos que esta ultima malha nao possui significado fisico.

No método tradicional, as trés malhas sao iguais, de modo que cada elemento
de deslocamento possui uma densidade a ele associada, que também é uma varidvel de
projeto. A proposta da multirresolucao é trabalharmos com malhas diferentes. Em geral, a
malha de deslocamentos é escolhida como a de resolugao mais baixa, ou seja, a que possui
menos elementos, de modo que a dimensao da matriz de rigidez global, K, seja pequena.
Para obtermos uma estrutura com resolucao alta, a malha de densidades é escolhida como
a mais fina, contendo mais elementos.

No trabalho de Nguyen et al. [37], as variaveis de projeto sao definidas como
os valores das densidades de material nos centros dos elementos de densidade. Entretanto,
as malhas de variaveis de projeto e de densidades nao precisam necessariamente coincidir.
Em [38], os mesmos autores propéem uma melhoria da multirresolu¢do na qual utilizam
trés malhas distintas entre si, de modo que a economia no tempo gasto para resolver
os problemas é ainda maior. No nosso trabalho, testamos o caso em que as variaveis de
projeto equivalem as densidades e também a utilizacdo da malha de varidveis de projeto
como uma malha intermediaria entre a de deslocamentos e a de densidades.

Consideramos como base a malha de deslocamentos, que serd a mais grossa.
Cada elemento de deslocamento é um elemento prismatico retangular. Para definir a ma-
lha de densidades, “subdividimos” cada elemento de deslocamento em (nm,,)3 elementos
menores, que serao os elementos de densidade. Cada aresta de um elemento de densidade
correspondera a 1/n,,, da aresta do elemento de deslocamento. De maneira anéloga, “sub-
dividimos” cada elemento de deslocamento em (dm,,)?’ elementos iguais, que formarao a
malha de variaveis de projeto. Observamos que 1 < d,,, < n,,, € ambos os parametros,
Ay € Ny, devem ser nimeros inteiros.

Por exemplo, se d,,, = 2 € n,,. = 4, cada elemento de deslocamento contém 8
variaveis de projeto e 64 elementos de densidade, conforme ilustra a Figura 5.1. Em 5.1(a)
os pontos pretos representam os nos do elemento de deslocamento, em 5.1(b) os pontos
laranja sao os centros dos elementos na malha de variaveis de projeto e 5.1(c) mostra os
elementos de densidade. Neste caso, uma malha de deslocamentos com 30 x 10 x 10 = 3000
elementos, por exemplo, possui 31 x 11 x 11 = 3751 noés, de modo que, desconsiderando-se
as condigoes de contorno, o problema terd 11253 graus de liberdade (3 deslocamentos
para cada n6). Com d,,, = 2, o problema tera 8 x 3000 = 24000 variaveis de projeto e,
com N, = 4, a resolucao final da estrutura terd 120 x 40 x 40 = 192000 elementos de
densidade. Para obter uma estrutura com essa mesma resolu¢cao na maneira tradicional,
seria necessério trabalhar com 192000 varidveis de projeto e 610203 graus de liberdade.

A seguir, descrevemos outros aspectos importantes da multirresolucao, expli-
cando como as informacoes das diferentes malhas se conectam para a resolucao do pro-
blema de otimizacao topoldgica estrutural.
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(a) Elemento de deslocamento.  (b) Variaveis de projeto. (c) Elementos de densidade.

Figura 5.1: Elementos nas diferentes malhas da multirresolucao, com n,,, =4 e d,,. = 2.

5.2 Projecao das variaveis de projeto em densidades

O problema de otimizacao sera resolvido na malha de variaveis de projeto, o
que significa que cada elemento j desta malha terd um valor x; associado e o vetor que
contém esses valores serd atualizado a cada iteracao do método de otimizagao empregado.
Porém, também precisamos conhecer a densidade p; de cada elemento ¢ na malha de
densidades.

Denotemos por x o vetor das variaveis de projeto e por p o vetor das densidades
de material. No caso da multirresolucao em que d,,, = N, assim como na otimizacao
topologica tradicional, podemos considerar que cada densidade equivale a uma varidvel
de projeto, de modo que temos p = x. Agora, quando d,,,, # Ny, 0 vetor de densidades
p ¢ obtido por meio de uma projecao do vetor das variaveis de projeto:

p = fp(x),

em que f, denota a funcao de projecao.

Podemos utilizar uma projecao linear, que funciona de maneira parecida com
a aplicacao do filtro de densidades. Consideramos um raio r,,;, > 0 e, para cada elemento
de densidade ¢, encontramos as variaveis de projeto x; que estao na vizinhanca B(%, I ),
isto ¢, encontramos os elementos da malha de variaveis de projeto cujos centros estao a
uma distancia menor ou igual a r,,;, do centro do elemento de densidade i. A Figura 5.2
ilustra a vizinhanga de um elemento de densidade em um problema bidimensional.

A densidade p; é entao calculada como uma média ponderada dos valores das
variaveis de projeto na vizinhanca do elemento i:

w;i(dist(z, 7
,01' — Z 1]( ( 7])) ﬂjj, (51)
- Wi
JGB('Lvain)
em que w;; sdo fatores de peso, dist(i, j) denota a distancia euclidiana entre os centros do
elemento de densidade ¢ e do elemento 7 na malha de variaveis de projeto, e w; ¢ a soma
dos fatores de peso w;; para todo j € B(%, 7)), Ou seja,

Ww; = E Wij-

JEB(i, Tmin)
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e N6 da malha de deslocamentos

+ ‘
i Z'/ 7’7”/” i
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‘ ‘ // ‘ ¢ Variavel de projeto
‘ : ‘ : Variavel de projeto vizinha
1 l 1 l ao elemento de densidade i

Figura 5.2: Vizinhanca de um elemento de densidade ¢ na multirresolugao, com n,,, = 4
e dy = 2, para a projecao das variaveis de projeto em densidades, considerando-se um
problema bidimensional.

Em [38] os autores propdem a utilizagao dos fatores de peso dados por

Tmin — dist(i, j)

se dist(t,7) < Tmin,
Wij = T'min (52)

0 se dist(i,7) > Tmin.

Também se pode utilizar outros fatores. Neste trabalho, além de (5.2), mantivemos os
fatores utilizados na aplicacao do filtro de densidades:

(

dist(i, )2
_2<rmin>2
3
Vi
9 (mm)
"3

0 se dist(i,7) > Tmin-

exp

se dist(i,7) < Fin,

\

Neste caso, observe que, quando as variaveis de projeto equivalem as densidades, ou seja,
p = X, a projecao para obter as densidades equivale & aplicacao do filtro.

Considerando a distingao entre o vetor x das variaveis de projeto e o vetor
p das densidades, o problema de otimizacao topologica estrutural pode ser reescrito da
seguinte forma.

Min fTu

S.a p= fP(X>>
K(p)u =1, (5.3)
Z%‘Pz‘ S Vmaxv
i=1

0<z; <1, j=1,2,...,ny,
em que u é o vetor global de deslocamentos nodais, f é o vetor global de cargas nodais
equivalentes, K = K(p) ¢ a matriz de rigidez global, V., ¢ o volume méximo que a
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estrutura pode ocupar no dominio, ny ¢ a quantidade total de variaveis de projeto, n, é a
quantidade total de elementos de densidade, p; é a densidade e v; ¢ o volume do elemento
de densidade 7. As dimensoes dos vetores x, p e u sao, respectivamente, ny, n, € Ngyrs, €M
que ngofs € 0 nimero total de graus de liberdade dos nés na malha de deslocamentos. Se
¢ 0 N total de elementos de desl to, entio ny = (dp,)” = ’
ne € o nimero total de elementos de deslocamento, entao ny = (dpy) e € 1y = (Nyr) Net-

5.3 Construcao da matriz de rigidez

A resolucao do sistema linear Ku = f consome muito tempo. Por este motivo,
ela é feita na malha de deslocamentos (ou malha de analise), que possui menos elementos
em comparagao com as outras malhas utilizadas na multirresolugao. Dessa forma, o vetor
u, solucao do sistema, contém os deslocamentos dos nés da malha de deslocamentos.

A matriz de rigidez global, K, é formada por uma superposi¢ao das matrizes
de rigidez K(©), para cada elemento e na malha de deslocamentos. Tradicionalmente, essas
matrizes dos elementos recebem a penalizacao das densidades de material, por meio da
aplicagao do modelo SIMP, e sao dadas por:

K (pe) = (Epin + (pe) (Eo — Emin)) / BTDB d€,, (5.4)
Qe

em que p. é a densidade do elemento e, p é o parametro de penalizacao do SIMP, Ej é o
modulo de Young do material solido, F,,;, ¢ um valor minimo utilizado para evitar que
a matriz seja singular, {2, é o dominio do elemento e, B é a matriz de deformacao e D é
uma matriz que contém os parametros de elasticidade do material.

O que muda na multirresolucédo é o célculo das matrizes K(¢). Agora, nao temos
mais as densidades p., mas cada elemento de deslocamento é composto por N, = (nmr)3
elementos de densidade, conforme ilustra a Figura 5.3 para n,,, = 4.

—1 |

—

\\\
L |

Figura 5.3: Elemento de deslocamento dividido em N,, = 4% = 64 elementos de densidade.

Consideremos um elemento (de deslocamento) prismatico retangular com com-
primento 2¢, altura 2h e largura 2w. Além disso, adotemos o sistema de coordenadas
locais (&,m,(), cuja origem estd no baricentro do elemento, e consideremos que as co-
ordenadas dos pontos no elemento assumem valores no intervalo [—1, 1], de modo que
¢ =uz/l,n =y/he( = z/w Dessa forma, temos Q. = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] e
dQe = dx dy dz = Cthw d§ dn d{. Assim, a integral que aparece em (5.4) é dada por

1 1 1
/ BTDB dQ, = / / / Chw BTDB d¢ dn dC. (5.5)
Qe —-1J-1J-1
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Ao dividirmos o elemento em N,, = (nmr)?’ elementos de densidade, também dividimos o
intervalo [—1, 1] em pequenos subintervalos de tamanho 1/n,,,. Logo, a integral pode ser
calculada como uma soma de integrais em dominios dados por intervalos menores:

N’n,
/ B'DB dQ, = » / BTDB dQ., | , (5.6)
Qe i=1 \Y;
em que €1, ¢ o dominio de um elemento de densidade e; que esta dentro do elemento de
deslocamento e, para 1 = 1,2, ..., NV,.

Sejam [ag, b, [ay, by] € [ac, b os intervalos de integracao do elemento de densi-
dade e; nas direcoes &, n e (, respectivamente, de modo que Q., = [ag, b¢] X [a,, by] X [ac, bc].
Os intervalos de integracao sao diferentes para cada elemento de densidade e;, mas aqui
omitimos o indice e; para simplificar a notagao. Assim,

bc bn bf
Kle) — / BTDB dQ., = / / / Chw BTDB d¢ dn dC. (5.7)
Qe, a¢ an ag

Na pratica, essa integral é aproximada numericamente, por exemplo, por meio da qua-
dratura Gaussiana.

Considere inicialmente uma funcao continua, f, com apenas uma variavel,
&, no intervalo [—1,1] e suponha que queiramos calcular a integral definida de f nesse
intervalo. Uma regra de quadratura Gaussiana fornece o valor aproximado da integral
definida utilizando uma combinacao linear de valores da funcao em certos pontos &;, com
—1 <& <1, e pesos w;. Ou seja, a integral é calculada somando-se os produtos do peso
em cada ponto pelo valor da funcao no mesmo ponto:

| 1@ demwf@) vt + o ruse) = S wie). 63)

Os pontos &; e os pesos w; sao determinados de modo que a regra forneca a integral de
forma exata para qualquer polinémio de grau 2n — 1, sendo n a quantidade de pontos
tomados no intervalo [—1, 1].

As regras de quadratura sdo definidas para o dominio de integragdo [—1,1] e
a Tabela 1.2 mostra as coordenadas & € [—1,1] dos pontos de integracio e os pesos w;
calculados para integrais de ordem n = 1,2, 3,4. Logo, para calcular a integral em outro
dominio [ag, b¢], precisamos fazer uma mudanca de intervalos, transformando a varidvel &

em uma variavel £. Entao, temos a seguinte transformacao na integral:

/ CH©) de = | ) / 9(6) (5.9)

em que o fator |J¢| é o Jacobiano da transformacdo e g é a funcdo f composta com a
funcao que representa a transformacao. A mudanca de variavel é definida pela equagao

& €1
Qg -1 1 :0,
be 11

de onde obtemos

- (52 (55)
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Ademais,
_ 48 be—a

Je = —
€d£ 9

Logo, em (5.9) temos

be bg—ag ! ((bg—&g) 2 (b§+&§)> 2
de =25 "¢ T - dg. .
9= /1f )+ (5 ; (5.11)

A aproximacao por integracao numérica utilizando n pontos passa a ser
be be — G — be — ag\ - be + a
dé ~ 5% ) I P e S 5.12
ISR N (C R C (5.12)

A quadratura Gaussiana pode ser estendida para duas e trés dimensoes. Seja
f(&,n,¢) uma fungao que queiramos integrar no dominio [—1,1]*. Entao,

ny Ny ng

1 1 1
/_1 /_1 . f(5777a C) df d77 dC ~ Zzzwkij, f(&,?’]j7ck), (513)

k=1 j=1 i=1
em que n,, 1, € n, sao os numeros de pontos de integracao nas direcoes &, 1 e (, respec-
tivamente, e w;, w; e wy sao os pesos correspondentes.

Para integrar em outro dominio, €2, = [ag, be] X [ay, by] X |ac, be], fazemos a
mudanca dos intervalos trocando as variaveis &, n e ¢ por &, 7 e (, de forma analoga aquela
indicada em (5.10). Dai, temos

ny Ny ng

be  pby b . .
[ seno s dnac = 1 353w oGy &) (514)
ac Jan Jag

k=1 j=1 i=1

em que g é a funcao f composta com a transformacao e

g ds  dS
dé dn d¢
_ | dgp dnp dyp | _ bc-flc) (%-%) (bg—%)
Jenc Ay dl ( 2 2 2 )
¢ d¢ dg
¢ dn d¢

Nao é necessario considerar o mesmo nimero de pontos de integracao nas trés direcoes,
mas, por conveniéncia, na implementacao utilizamos n, = n, = n..

Utilizando a formula de quadratura Gaussiana em (5.14) e os dados da Tabela
1.2, podemos calcular a integral em (5.7), que representa a contribui¢ao de um elemento de
densidade para a matriz de rigidez do elemento de deslocamento. Neste caso, consideramos

a fungao matricial f(&,n,¢) = B(&,n,0)TDB(&,n, €).

Se o elemento de deslocamento estd dividido em N,, = (nm,n)3 elementos de
densidade, entdo precisamos obter N, matrizes K¢ calculando uma integral da forma
(5.7) para cada elemento de densidade e;, i = 1,2, ..., N,,, que esta contido no elemento de
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deslocamento e. A matriz é diferente para cada e;, pois os intervalos de integragao mudam.
Felizmente, no nosso caso as malhas sao regulares, isto é, possuem todos os elementos do
mesmo tipo e tamanho. Assim, s6 precisamos calcular uma vez cada uma das N,, matrizes
K dos elementos de densidade, pois elas se repetem em cada elemento de deslocamento.

Por fim, a matriz de rigidez K¢ de um elemento de deslocamento é calculada
como a combinacao linear das matrizes K(¢) de seus elementos de densidade, ponderadas
pelos termos de penalizacao das densidades de material, p,,. Isto &,

Np,

KO =3 (B + (9" (Bo — Eyin)) K. (5.15)

i=1

A matriz de rigidez global, K, é construida da mesma forma que na otimizacao topoldgica
tradicional, superpondo as matrizes K(¢) para todos os elementos da malha.

5.4 Calculo dos gradientes

Para a aplicacao dos métodos de otimizacao que envolvem primeiras deriva-
das, como é o caso da programacao linear sequencial, precisamos calcular os gradientes
da funcao objetivo e das restricoes do problema de otimizacao topologica estrutural, ou
seja, Vf(x) e A(x*)), sendo x*) o vetor das variaveis de projeto na iteracio k. Na mul-
tirresolucao, uma vez que o problema de otimizacao é resolvido na malha intermediaria
(das variaveis de projeto), o calculo dos gradientes também é feito nessa malha.

Vimos em (5.1) que a densidade p; de um elemento de densidade i ¢ calculada
como uma média ponderada dos valores das variaveis de projeto na vizinhanca desse
elemento. A restricdo de volume no problema (5.3) depende das densidades e pode ser
escrita como

Tp
C(p) = szpz - Vmax S 0.
i=1
A derivada dessa restricao com relacao a varidvel xy é

dc(p) 0 e _ v dp;
Orr  Oxg (Z UZPZ) N ;Uzﬁxk'

=1

Além disso, de (5.1) temos

W; .
apl _ i Z @x _ wf se k€ B(Z7rmin>7
oxy, oxr, \ - Wy ’
JEB(i; Tmin) 0 se k ¢ B(Z7 7’7nin>~
Logo,
dc(p) Wik
aflfk B _ ’ Wi 7

iGB(k‘, Tmin)

em que B(k,r,,) denota o conjunto dos elementos de densidade cujos centros estdo a
uma distancia menor ou igual a r,,;, do centro do elemento k£ na malha de variaveis de
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projeto. Assim, calculamos as componentes da matriz Jacobiana A(x®)), que neste caso
possui uma tnica linha. Se considerarmos que todos os elementos na malha possuem
volume fixo, é possivel calcular a matriz Jacobiana uma tnica vez.

A funcao objetivo do problema é dada por

Flp) =1"u(p) = u(p) K(p)u(p).

Pela regra da cadeia, a derivada da funcao f com relacao a variavel xy é

0 Wik
Z f(p)

opi  wj '

8xk ; 8/)Z (%k

ZGB(k7 Tmin)

Vejamos como calcular as derivadas de f com relacao as densidades p;.

Denotando por K, a matriz com mesma dimensao da matriz K, mas formada
apenas pelas componentes da matriz de rigidez de um tnico elemento de deslocamento e,

temos

Nel Nel

Bty (z@m + () (B - Emm»m) |

e=1 e=1 1€Qe
em que K; é uma matriz com mesma dimensao da matriz K, mas formada apenas pelas
componentes da matriz K(¢) do elemento de densidade i. A notacao i € €, indica que o
elemento de densidade i esta “dentro” do elemento de deslocamento e, se considerarmos
as malhas sobrepostas. Assim,

IK(p)

= p(pi)" " (Eo — Epin)K;.
o) = (0 (Bo = i)

Derivando o sistema de equilibrio, K(p)u(p) = f, com respeito a variavel p;, obtemos:

o ufp)+Kip) B2 =05 T — i T
> 0D ) [l (o — B )
Dessa forma, temos
A r ) () T = —alo)T [0 (B — B K] ()

Assim, calculamos as derivadas da funcao objetivo com relacdo as variaveis de projeto,

ore) _ _ > " [p(pi)P By — Epin)Ki] u =,

8cck - Wi
ZGB(karmin)

obtendo as componentes do vetor gradiente. Na pratica, ao invés de expandir a matriz
K() do elemento de densidade i, formando a matriz K;, podemos manter a matriz original
e extrair do vetor u os deslocamentos dos nds correspondentes ao elemento e no qual o
elemento de densidade ¢ esta contido.
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5.5 O surgimento de artefatos

Infelizmente, a multirresolucao pode apresentar um inconveniente na solucao
do problema de otimizacao topoldgica, que ¢ o surgimento de regioes com o material
desconexo, com elementos vazios entre elementos sélidos, formando partes “flutuando” ou
barras incompletas na estrutura, conforme ilustra a Figura 5.4. Gupta et al. [26] fazem um
estudo sobre o surgimento dessas regides, que chamam de artefatos ou padroes de cédigos
QR (devido ao padrao criado pelos artefatos em problemas bidimensionais). Nesta se¢ao,
apresentamos um resumo das conclusdes obtidas pelos autores.

af 13

. .
g T T

Figura 5.4: Estrutura bidimensional com artefatos.

De maneira geral, as regioes com os artefatos sao interpretadas erroneamente
como rigidas e sao causadas pela baixa precisao no modelo de elementos finitos adotado,
isto é, a interpolacao dos deslocamentos feita por fungoes de forma compostas por po-
linomios de ordem pequena. Como a malha de densidades é mais fina do que a malha de
deslocamentos, os erros causados pela baixa precisao crescem ao passarmos as informacoes
de uma malha para a outra, fazendo com que a distribuicao de densidades com os arte-
fatos seja artificialmente rigida. Groen et al. [24] e Nguyen et al. [36] também reportam
problemas com o surgimento de artefatos devido ao uso de elementos com grau baixo.

Em [26], os autores examinam casos bidimensionais elementares, nos quais a
distribui¢cdo de material dentro de um tnico elemento finito (dividido em elementos de
densidade) é otimizada para minimizar a flexibilidade. Utilizando elementos de grau 6 e
sem a aplicagao do filtro, testes realizados com diferentes condicoes de carregamento apre-
sentaram resultados contendo artefatos, ainda que os valores da funcao objetivo fossem
muito menores do que aqueles obtidos ao resolver o problema na malha mais fina com
o método tradicional, indicando que as estruturas com artefatos sao interpretadas como
mais rigidas. Além disso, nota-se que os elementos so6lidos “flutuando” livremente também
sao deformados, o que significa que uma carga consideravel é transferida através do vazio.
Naturalmente, o vazio deveria ter uma rigidez insignificante e ser deformado significati-
vamente. Contudo, as deformagoes nas areas vazias ficam comparéveis com aquelas das
partes solidas, indicando que o vazio possui, portanto, uma rigidez artificial.

Em outro teste, os autores consideram que a distribui¢ao inicial do material no
elemento contém uma parte solida e uma lacuna vazia de altura h,. Tiras finas de vazio
podem surgir na estrutura durante o processo de otimizacao topoldgica e, neste caso, a
forca aplicada nessas regioes deve se anular ou as fungoes de forma devem ser capazes de
modelar corretamente a descontinuidade de material. Variando o grau do elemento e o
parametro h,, os resultados mostram que:

e Para valores pequenos do grau do elemento (1, 2 ou 3), a precisdo obtida no calculo
da flexibilidade é baixa em todos os casos;

e Para lacunas mais largas (h, = 0,9), grau 4 foi suficiente;
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e Quanto menor o tamanho da lacuna, maior é o grau necessario para se obter uma
boa representacao do campo de deslocamentos;

e Entretanto, para lacunas muito finas (h, = 0,1), nem mesmo grau 12 foi adequado.

Com valores pequenos do grau do elemento, os deslocamentos na parte vazia
sao bastante subestimados. Ja4 com polinémios interpoladores de ordem maior, os des-
locamentos para uma distribuicao de material descontinua podem ser representados de
maneira mais precisa. Todavia, se a parte vazia for muito fina, até mesmo com uma
ordem alta dos polindomios, os deslocamentos sao mal previstos, devido a limitacao das
funcoes de forma polinomiais em representar a mudanca brusca de deslocamento perto da
descontinuidade de material.

Também ¢ possivel que o algoritmo de otimizacao convirja para a solugao
contendo artefatos em virtude da nao-unicidade do campo das variaveis de projeto. Gupta
et al. [27] estudam as limitacoes presentes na separagao das malhas com a multirresolugao
e concluem que, para se ter unicidade do campo das variaveis de projeto, é necessario que
a ordem dos polinomios interpoladores que compoem as funcoes de forma e os parametros
da multirresolucdo sejam escolhidos de acordo com alguns limitantes. Sejam K(©) a matriz
de rigidez do elemento e m o nimero de variaveis de projeto utilizadas para definir a
distribuicao de material dentro de cada elemento finito. Nesse caso, devemos ter

m < posto(K©)). (5.16)
No caso tridimensional, desconsiderando as condicoes de contorno do problema, o posto da
matriz K(¢) é igual ao niimero de graus de liberdade do elemento menos 6, por conta dos seis
possiveis movimentos de corpo rigido dos pontos do elemento (trés translagoes nas dire¢oes
dos eixos coordenados e trés rotagoes, em torno de cada eixo). Assim, posto(K(e)) = 3n.—6,
em que n, ¢ o nimero de nés do elemento. Além disso, neste trabalho consideramos que
a quantidade de variaveis de projeto contidas em cada elemento finito é m = (d,,,)?.

Na Tabela 5.1, apresentamos o limitante superior para m, bem como o limitante
superior para d,,,, nos casos dos elementos prismaticos retangulares do tipo Lagrange e do
tipo serendipity de grau 1, 2 ou 3, que utilizamos neste trabalho. Na pratica, a qualidade
dos resultados também depende do raio do filtro e do parametro n,,., de modo que é
possivel encontrarmos resultados razoaveis mesmo ultrapassando o limite para d,,,.

Tabela 5.1: Niimero maximo de variaveis de projeto para alguns tipos de elementos finitos
prismaticos retangulares.

Tipo do elemento Lim. sup. para m | Lim. sup. para d,,,

Lagrange de grau 1 18 2
Lagrange de grau 2 75 4
Lagrange de grau 3 186 5
Serendipity de grau 2 54 3
Serendipity de grau 3 90 4

Ademais, a penalizagdo das densidades de material intermediarias (modelo

SIMP) também pode contribuir para a formagao dos artefatos, pois ela fornece aos padroes
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vazio-solido (solugao discreta) uma vantagem adicional sobre distribuigbes de material com
densidades intermediérias.

Saber como detectar os artefatos ainda é um problema em aberto e, geralmente,
s6 conseguimos percebé-los depois que a solucao final é obtida. Entretanto, observamos
que os artefatos podem nao ser tao aparentes como ocorre na Figura 5.4, ou seja, a
solucao obtida com a multirresolu¢ao pode ser imprecisa mesmo que a estrutura nao tenha
regioes estranhas visivelmente. Uma maneira heuristica de verificar a precisao da solugao
é comparar o valor da funcao objetivo com aquele que seria obtido ao resolver o mesmo
problema na malha fina com o método tradicional. Se o valor da funcao for muito menor do
que o de referéncia, é provavel que a estrutura contenha artefatos, pois sua rigidez tende a
ser artificialmente maior e, portanto, a flexibilidade serd menor. Porém, o calculo do valor
da funcao de referéncia pode ser impraticavel, devido a falta de memoria computacional,
uma vez que o propésito da multirresolucao é obter estruturas com resolugoes muito altas,
que normalmente nao conseguimos obter com o método tradicional.

Atualmente, as estratégias conhecidas para amenizar o problema dos artefatos
sao: 0 aumento do grau dos elementos finitos e a aplicagao de um filtro de densidades. As-
sim como no caso dos tabuleiros de xadrez, o filtro faz com que o material seja distribuido
de maneira mais homogénea, evitando a formacao das regidoes com artefatos. Entretanto,
para que a estrutura nao tenha artefatos, é necessario que o raio do filtro nao seja pe-
queno demais. Quanto menor for o raio, mais detalhes tendem a surgir na estrutura, como
a formacao de novas barras, de modo que podem aparecer lacunas e mudancas bruscas na
distribuicao de material. Conforme vimos, isso pode favorecer o surgimento dos artefatos.
Neste caso, se desejamos reduzir o raio do filtro, é necessério também aumentar o grau
de aproximacao dos deslocamentos.

A desvantagem em aumentar o grau dos elementos é o crescimento do custo
computacional, uma vez que o nimero de nos cresce, elevando a dimensao do sistema li-
near de equilibrio. Mesmo com o sistema sendo resolvido na malha mais grossa, o aumento
excessivo do grau dos elementos pode fazer com que percamos a eficiéncia conquistada
com a multirresolucdao. Em problemas tridimensionais, deve ser suficiente utilizarmos no
maximo grau 3, ja que valores maiores tornam o algoritmo ineficiente. Assim, precisamos
combinar o aumento do grau com a utilizacao de um raio minimo para o filtro de densi-
dades. Além disso, é importante que a desigualdade em (5.16) seja satisfeita, embora, na
préatica, conseguimos obter bons resultados utilizando valores de m acima do limite, caso
a aplicacao do filtro seja capaz de eliminar os artefatos.

Neste trabalho, em geral, obtivemos bons resultados utilizando a multirreso-
lugdo com elementos lineares e a aplicacao de um filtro, porém as solugoes obtidas sao
independentes da malha, de modo que nao ganhamos informacdes adicionais sobre o for-
mato da estrutura ao aumentarmos a resolucao. Com o intuito de obter estruturas mais
detalhadas sem a presenca de artefatos, reduzimos o raio de aplicacao do filtro até certo
ponto e propomos uma estratégia adaptativa para aumentar o grau dos elementos, supri-
mindo algumas varidveis de modo a prejudicar o minimo possivel a eficiéncia do algoritmo.
Essa estratégia serd apresentada no proximo capitulo.
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Capitulo 6

Estratégias Adicionais

Neste capitulo, propomos estratégias adicionais para a melhoria do algoritmo
de resolucao dos problemas de otimizacao topologica. A primeira delas é o arredondamento
de densidades, com o qual podemos obter solucoes em que a distribuicao de material é
bindria ou possui poucas densidades intermediarias, ou seja, conseguimos obter estrutu-
ras compostas por regioes completamente solidas ou vazias. Em seguida, propomos uma
estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos finitos, com o intuito de obter
solu¢oes mais precisas utilizando a multirresolucao, reduzindo a presenca de artefatos sem
prejudicar demais a eficiéncia do algoritmo.

6.1 Arredondamento de densidades

Na resolucao do problema de otimizagao topologica, dividimos o dominio no
qual a estrutura deve ficar contida em pequenos elementos e precisamos decidir se cada
elemento serd vazio ou solido, de modo que a distribuicao de material minimize a flexi-
bilidade da estrutura e satisfaca uma restricio de volume. Entretanto, para evitar um
problema de otimizacao inteira, permitimos que as variaveis assumam valores entre 0 e
1, considerando que cada elemento tera uma densidade p; € [0, 1], e aplicamos o modelo
SIMP para diminuir a ocorréncia de densidades intermediarias.

Sejam V' o volume total do dominio e vy,q. a fracao predeterminada de volume
que a estrutura podera ocupar. Supondo que o dominio tenha sido dividido em uma malha
com ng; elementos, a restricao de volume do problema é dada por

Nel

sz‘ﬂz‘ S vfracv: (6]—)

=1

em que v; € o volume e p; é a densidade do elemento . O modelo SIMP, junto com a
restricao (6.1), faz com que a solucdo tenha poucas densidades intermediarias. Contudo,
a aplicacao do filtro pode fazer com que essas densidades aparecam com mais frequén-
cia, geralmente formando camadas intermediarias entre as partes sélidas e as vazias. O
desenvolvimento de técnicas para obter solugoes completamente bindrias ¢ um assunto
relevante na otimizacao topologica.

O objetivo do arredondamento de densidades é eliminar as densidades inter-
mediédrias que fazem parte do vetor solucao do problema, sem violar a restricao de volume
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(6.1). Dessa forma, apds o arredondamento, esperamos que exatamente |vg,q. e | elemen-
tos tenham densidade 1 e que todos os demais tenham densidade 0.

Para efetuar o arredondamento, dispomos de duas estratégias, das quais uma
é baseada apenas no valor das densidades, enquanto a outra leva em conta o gradiente do
Lagrangiano. Ao apresentarmos essas estratégias, suporemos que p é o vetor de densidades
antes do arredondamento e que p é o vetor de densidades arredondadas. Além disso, VL
representara o gradiente do Lagrangiano.

Independentemente da estratégia adotada, as densidades sao sempre arredon-
dadas quando estao muito proximas dos limites 0 ou 1, da seguinte forma:

e Se p; > t,, arredondamos p; para 1.

e Se p; < t;, arredondamos p; para 0.

Em nossos testes, utilizamos ¢, = 0,95 e t;, = 0,05.

6.1.1 Estratégia baseada no valor das densidades

A primeira estratégia de arredondamento adotada pelo algoritmo consiste em
realizar os seguintes passos:

(1) Dispor as densidades na ordem decrescente de seus valores;
(2) Selecionar as |vfqcne] primeiras densidades e arredondé-las para 1;

(3) Atribuir 0 a todas as demais densidades.

Apos essa tentativa de arredondamento, conferimos se o vetor d = p — p é uma direcao
de descida para o gradiente do Lagrangiano, ou seja, se
vctd
— e > €08 (Unaz ), (6.2)
VL[ d]] "
em que Y4, € um parametro que estipula o angulo maximo admitido entre —V.L e d. Em
nossos testes, utilizamos ¥,,., = 89,9°.

Se a condicdo (6.2) for satisfeita, aceitamos o vetor p como a nova solugao.
Caso contrario, recorremos a estratégia baseada no gradiente do Lagrangiano.

6.1.2 Estratégia baseada no gradiente do Lagrangiano

A segunda estratégia de arredondamento das densidades consiste em projetar
o vetor p = p—aV L sobre a caixa 0 < p < 1. Nesse caso, precisamos determinar o maior
valor possivel de a para que a solugdo projetada, p, satisfaca a condi¢ao de angulo (6.2),
bem como as salvaguardas definidas abaixo.

e SO podem ser arredondadas para 1 as densidades que satisfizerem p; > vy ..

l

max-”

e 56 podem ser arredondadas para 0 as densidades que satisfizerem p; < v
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. u _ l _ .
Em nossos experimentos, adotamos v, = 0,3 e v,,,, = 0,7. Essas salvaguardas evitam

que densidades préximas de 0 sejam arredondadas para 1 e vice-versa, o que pode causar
instabilidades no algoritmo devido a mudanca brusca na solugao.

Dados os vetores p e VL, se a componente ¢ do gradiente do Lagrangiano for
positiva, o valor da densidade p; diminui quando se anda na direcao de —V L, indicando
que ela pode ser arredondada para 0. Por outro lado, se V;L for negativa, o valor da
densidade aumenta, indicando que ela pode ser arredondada para 1. Na pratica, podemos
determinar, para cada componente ¢, qual é o valor a; que faz com que p; = p;—;V,L =0
(se ViL>0) ou p; =p; —a;V;L=1 (se V;L <0).

Assim, criamos uma lista dos valores «;, para i = 1,2, ...,n., em ordem cres-
cente e adotamos o maior valor de «, tal que p = p — aV L satisfaca as duas salvaguardas
acima, bem como a condicao de angulo.

Observe que, dadas essas condicoes, é possivel que algumas densidades mudem
de valor, mas permanecam intermediarias, isto é, nao sejam arredondadas para 0 ou 1.

6.1.3 Controle da qualidade da solucao arredondada

Se a estratégia de arredondamento baseada no valor das densidades é adotada e
o vetor p é aceito, ou seja, se a condicao de angulo é satisfeita, entao a solucao obtida con-
tém apenas valores iguais a 0 ou 1. Por outro lado, quando se recorre a estratégia baseada
no gradiente do Lagrangiano, nao h4 garantia de que todas as densidades intermedidrias
sejam eliminadas.

Além disso, a solucao arredondada, p, pode nao corresponder a um minimo
local da funcao objetivo do problema de otimizagao topologica e pode até mesmo nao
satisfazer a restricao de volume.

Para controlar a qualidade da solugao obtida, aplicamos novamente o algoritmo
da programacao linear sequencial (PLS), usando p como vetor de densidades inicial. Esse
processo de resolucao do problema e arredondamento das densidades é repetido até que
algum dos critérios abaixo seja satisfeito.

e A diferenca entre duas solucoes arredondadas consecutivas seja relativamente pe-
quena e a violacao na restricao de volume esteja dentro de uma tolerancia, ou seja,

Nel

Hﬁk - ﬁk71H1 < SNHﬁklel € sz’ﬂi < Ufch +ev.
i=1

e O nimero maximo de tentativas de arredondamento seja atingido.

Em nossos experimentos, empregamos as tolerancias ey = 0,01 e £y = 0,005 e 0 maximo
de 10 tentativas de arredondamento.

Para acelerar esse processo iterativo de reducao das densidades intermediérias,
as novas aplicagoes da PLS ao problema de otimizacao topologica podem adotar parame-
tros diferentes daqueles empregados para a obtencao da primeira solucao. Por exemplo,
podemos utilizar apenas elementos finitos de grau 1, mesmo que elementos de grau maior
tenham sido empregados anteriormente. Essa é uma boa estratégia quando a solugao an-
tes do arredondamento ja contém densidades muito proximas de 0 ou 1, mas é perigosa
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quando isso nao ocorre, motivo pelo qual decidimos nao utilizar essa estratégia em nossos
testes. Ademais, podemos redefinir o raio de aplicagao do filtro. Adotamos r2? = 1,1 como

raio nas novas aplicacoes da PLS sempre que esse valor for menor que o raio utilizado
inicialmente.

6.1.4 Projecao com base no filtro de Heaviside

Quando aplicamos a estratégia baseada no gradiente do Lagrangiano para ar-
redondar as densidades, costuma haver um niimero grande de varidveis cujas componentes
correspondentes do gradiente sao positivas, o que as leva para zero. Nesse caso, ¢ possivel
que o ntimero de varidveis cujo gradiente é negativo seja menor do que o necessario para
manter o volume desejado.

O proposito do filtro suave de Heaviside é tornar mais proximas de 1 as densi-
dades maiores que um valor n € (0, 1), bem como tornar mais proximas de 0 as densidades
menores que 7. Naturalmente, o valor de 7 deve ser selecionado de modo que [vyqc Tei |
densidades se aproximem de 1 e que as demais se aproximem de 0.

Neste trabalho, utilizamos a versao do filtro de Heaviside baseada na tangente
hiperbolica, proposta por Wang et al. [54]. Nesse caso, a densidade projetada de um
elemento 7 é dada por

_ tanh(8n) + tanh(5(p; — 7))
tanh(fn) + tanh(B(1 — 7))’

em que p; ¢ a densidade original do elemento e § é um parametro de projecao que indica
quao arrojada serd a estratégia de arredondamento. A Figura 6.1 mostra os gréaficos da
funcao h com n = 0,5 e diferentes valores de f3.

h(pla6777)

h(p,B,1/2)
100
| —— B=5
08 p=10
B=25
06|
04
02@
02 o4 o6 o8  10?

Figura 6.1: Funcao de Heaviside com n = 0,5 e diferentes valores de f3.

Para assegurar que o volume desejado da estrutura seja alcancado, escolhemos
o valor de n utilizando a estratégia proposta por Xu ef al. [58]. Dado um valor do paré-
metro [, supondo que p seja o vetor original de densidades e que h forneca as densidades
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projetadas, o valor de n que preserva o volume atual da estrutura corresponde ao zero da
funcao dada por

)= vihlon B.n) = 3 vipe.
=1 i=1

Observe que h(p;, 8,0) > p;, de modo que f(0) > 0 se existir ao menos um elemento com
densidade maior do que 0. De forma analoga, h(p;, 8,1) < p;, o que faz com que f(1) < 0.
Sendo assim, ha sempre um valor n* € (0,1) tal que f(n*) = 0, pelo teorema do valor
intermediario. Na pratica, encontramos o valor n* utilizando o método de Newton.

Em nossa implementacao, a projecao de Heaviside é aplicada ao vetor de den-
sidades encontrado como solugao apo6s aplicarmos a PLS, imediatamente antes de aplicar-
mos as estratégias de arredondamento, pois ela impele as densidades para as proximidades
dos limites 0 ou 1. Além disso, ela é aplicada novamente apos o arredondamento, com o
objetivo de preservar o volume desejado.

Fornecemos um valor inicial, 3y, para o parametro . Esse valor é atualizado
apos o arredondamento das densidades, empregando-se a féormula

6k+1 < m1n<5ﬁ6k7 ﬁmax)u

em que Snae € 0 valor maximo admitido para S. Com essa estratégia, as densidades
tornam-se cada vez mais proximas de 0 ou 1 a cada nova aplicacao da PLS. Em nossos
testes, utilizamos By = 1,0, d3 = 2,0 e B4 = 1000.

6.2 Estratégia adaptativa de aumento do grau dos ele-
mentos finitos

A multirresolucao, descrita no Capitulo 5, permite resolver os problemas de
otimizacao topologica de grande porte de maneira mais eficiente. A ideia é trabalhar com
refinamentos diferentes em cada etapa do processo: uma malha mais grossa para a apro-
ximac¢ao dos deslocamentos (malha de deslocamentos), uma malha intermediaria para a
resolu¢ao do problema de otimiza¢do (malha de variaveis de projeto) e uma malha mais
fina na qual é definida a distribui¢do das densidades de material (malha de densidades).
Assim, o custo computacional é reduzido, pois as etapas mais caras sao realizadas em
malhas mais grossas, enquanto a resolucao final da estrutura é alta. Em contrapartida,
a multirresolucao pode apresentar regioes com rigidez artificial, formando artefatos inde-
sejados na estrutura. Conforme vimos na Secao 5.5, a causa desse infortiinio ¢ a baixa
precisao na aproximacao dos deslocamentos, que é feita na malha mais grossa.

As tinicas maneiras conhecidas atualmente para amenizar o problema dos arte-
fatos sd@o o aumento do grau dos elementos finitos e a aplicacao de um filtro de densidades.
Aumentar o grau dos elementos na malha de deslocamentos faz com que a aproximacgao
dos deslocamentos seja mais precisa, porém o custo para isso ¢ elevado, ja que o nimero
de nés em cada elemento cresce bastante conforme aumentamos o grau. Por outro lado, a
aplicagao do filtro de densidades precisa ser feita com um raio que nao seja muito pequeno
para evitar o aparecimento dos artefatos. Assim, os detalhes no formato da estrutura que
seriam obtidos com a resolucao alta podem ser perdidos ao utilizarmos o filtro com um raio



CAPITULO 6. ESTRATEGIAS ADICIONAIS 117

grande. Se desejamos obter solu¢des mais precisas e estruturas mais detalhadas sem per-
der a eficiéncia do algoritmo, serd necessario balancear o aumento do grau dos elementos
e a reducgao do raio do filtro.

Neste trabalho, testamos a utilizagao de raios pequenos para o filtro e propomos
uma estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos finitos para corrigir os
artefatos na estrutura e melhorar a qualidade da solucao. Essa estratégia consiste em
realizar as seguintes etapas:

(1) Obter a solugao utilizando elementos de grau 1;
(2) Escolher variaveis que podem ser fixadas e “elimina-las” do problema;

(3) Utilizando como aproximagao inicial a solu¢ao encontrada, resolver o problema no-
vamente com elementos de grau 2. Se necessario, usar elementos de grau 3 ou maior;

(4) Arredondar as densidades e controlar a qualidade da solugao.

Inicialmente, resolvemos o problema utilizando elementos lineares. Se o raio do
filtro for pequeno (menor que o tamanho dos elementos de deslocamento, por exemplo), é
bastante provavel que a distribuicao de material encontrada contenha artefatos. Contudo,
essa solucao ja possui informacoes relevantes sobre o formato da estrutura, de modo que
ela pode ser uma boa aproximagao inicial para a resolucao do problema com elementos de
grau maior. Como a aproximacao inicial nao precisa ser exata, para acelerar o processo
adaptativo, podemos relaxar a tolerancia utilizada no critério de parada da PLS, descrito
na Se¢ao 2.5. Se ¢, é a tolerancia desejada para a norma do gradiente projetado, utilizamos
€4 = 10x e, como tolerancia para obter a solugao inicial. Na resolu¢ao com o grau maximo,
utilizamos a tolerancia €, original.

Na etapa (2), apos obter a solugdo com elementos de grau 1, com base nas
regioes solidas ou vazias da estrutura, escolhemos algumas variaveis que podem ser su-
primidas do problema, tendo seus valores fixados. Essa escolha sera descrita com mais
detalhes na proxima subsecao.

Na etapa (3), aumentamos o grau dos elementos para 2 e, utilizando a solugao
obtida anteriormente como aproximacao inicial, resolvemos o problema novamente. Espe-
ramos que a resolucao do problema com elementos de grau maior gaste menos iteracoes,
j& que estamos fornecendo uma aproximagao inicial que contém informacoes sobre o for-
mato da estrutura, e que consuma menos tempo, pois suprimimos algumas variaveis do
problema na etapa (2). O objetivo é que essa nova resolucao elimine os artefatos presentes
na solucao inicial e seja mais barata do que aquela obtida resolvendo-se o problema com
elementos de grau 2 logo de inicio. Entretanto, pode ser que a nova solugao ainda seja
imprecisa e contenha artefatos. Nesse caso, podemos resolver o problema novamente au-
mentando o grau para 3 e assim sucessivamente até atingirmos algum critério de satisfacao
com relagao a solucao obtida.

Infelizmente, nao sabemos como detectar analiticamente a presenca de arte-
fatos. Além disso, em problemas tridimensionais, aumentar o grau dos elementos para
4 ou mais pode prejudicar bastante a eficiéncia do algoritmo. Em nossa implementacao,
utilizamos um parametro que controla o valor maximo para o grau dos elementos, que
pode ser 2 ou 3.
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Por fim, na etapa (4), aplicamos a estratégia de arredondamento de densida-
des, descrita na Secao 6.1, e controlamos a qualidade da solugao, conforme explicado na
Subsecao 6.1.3, para obter a estrutura final.

6.2.1 Escolha das variadveis que serao fixadas

Com o proposito de reduzir o tempo de resolucao do problema utilizando a
multirresolucao com elementos de grau maior do que 1, obtemos a solugao inicial com ele-
mentos lineares e escolhemos algumas variaveis que podem ser suprimidas do problema,
tendo seus valores fixados. A solucao inicial fornece informacoes sobre o formato da estru-
tura, como a presenca de regides vazias ou solidas. Essas informacgoes sao utilizadas para
a escolha das variaveis que serao fixadas.

Para auxiliar o entendimento das ideias propostas, consideremos um problema
da viga MBB quase bidimensional (com apenas uma camada de elementos na dire¢ao z). A
Figura 6.2 mostra a estrutura inicial obtida usando a multirresolucao com n,,,, = d,,, = 2,
elementos de grau 1 e raio do filtro 7,,;, = 0,8. Neste caso, consideramos que os lados
dos elementos de deslocamento medem 1 unidade de comprimento, enquanto os lados
dos elementos de densidade medem 0,5 unidade de comprimento, de modo que podemos
aplicar o filtro com um raio menor do que 1. Na Figura 6.2, exibimos toda a malha de
densidades, incluindo os elementos brancos com densidades iguais a zero. Notamos que a
estrutura encontrada com elementos lineares possui varias regioes com artefatos. Vejamos
como escolher as variaveis que serao fixadas antes de resolver o problema novamente com
elementos de grau maior.

i | o

e o

Figura 6.2: Viga MBB bidimensional obtida com a multirresolucao, n,,, = d,,, = 2, raio
do filtro r,,;, = 0,8 e elementos finitos de grau 1.

Nos problemas tridimensionais, consideramos que cada elemento de desloca-
mento ¢ composto por N, = (n,,)* elementos de densidade e contém Ny = (d,)? va-
ridveis de projeto. Suponhamos que um elemento de densidade e; dentro do elemento de
deslocamento e possua densidade p., e denotemos por V. f a componente do gradiente
da funcao objetivo correspondente & varidvel de projeto j contida no elemento de desloca-

mento e. Um elemento de deslocamento ser& considerado vazio se satisfizer as condigoes:
® pe; < plip, Para todo i =1,2,..., Ny,
o V., [ > —€grad, Para todo j =1,2,..., Ng,

em que plfm € Egrad S0 tolerancias com valores positivos e proximos de zero. Em outras
palavras, um elemento serd considerado vazio se todas as densidades dentro dele forem
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proximas de zero e se as variaveis de projeto nesse elemento nao aumentarem demasiada-
mente quando se anda na direcao de menos gradiente.

De maneira similar, um elemento de deslocamento serd considerado sdlido se
satisfizer as condigoes:

® pe; 2 Pfiys Para todo i = 1,2, .. Ny,

o Ve, f < ¢€graa, Para todo j =1,2,..., Ny,

em que p};, € uma tolerancia com valor proximo de 1. Em outras palavras, um elemento
serd, considerado solido se todas as densidades dentro dele forem préximas de 1 e se as
varidveis de projeto nesse elemento nao diminuirem demasiadamente quando se anda na
direcao de menos gradiente.

As salvaguardas relacionadas ao gradiente da funcdo objetivo garantem que,
ao menos no inicio do processo de otimizacao, os valores das variaveis de projeto nos
elementos vazios nao aumentem e os valores das variaveis de projeto nos elementos solidos
nao diminuam. Isso indica que podemos fixar os valores dessas variaveis.

Em nossos experimentos, utilizamos as tolerancias plﬂx =107°% p}, =09 e
Egraa = 1075, Observamos que a tolerancia plﬁx, escolhida para encontrar densidades pro-
ximas de zero, deve ser mais restrita para evitar erros numéricos, pois desejamos suprimir
do calculo do gradiente as componentes relacionadas aos elementos vazios, com base na
observacao de que essas componentes tém valores préximos de zero.

2

No exemplo bidimensional, cada elemento de deslocamento ¢ composto por
N, = 22 = 4 elementos de densidade. Além disso, como 7, = dny, as densidades
correspondem as varidveis de projeto. A Figura 6.3 exibe a estrutura com os elementos
de deslocamento vazios destacados em azul com marcador “o” e os elementos solidos

destacados em vermelho com marcador “x”.

Figura 6.3: Estrutura com elementos de deslocamento vazios (em azul com marcador “o”)
e elementos so6lidos (em vermelho com marcador “x”).

Nas iteragoes finais do processo de otimizagao topologica, a mudanca na dis-
tribuicao de material entre um iterando e o proximo geralmente ocorre nas regioes do
contorno da estrutura, ou seja, onde ha o encontro de uma parte solida com uma parte
vazia do dominio. Por esse motivo, podemos fixar as varidveis em elementos que sao com-
pletamente vazios ou s6lidos e manter no problema apenas as variaveis em elementos que
possuem densidades mistas ou intermediédrias. Para assegurar que a regiao do dominio na
qual as variaveis podem ser atualizadas seja suficientemente grande, em nossa implemen-
tacao consideramos que apenas elementos de deslocamento vazios cercados por vazios ou
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elementos solidos cercados por so6lidos tenham variaveis fixadas. A Figura 6.4 exibe esses
elementos para o exemplo bidimensional.

Figura 6.4: Estrutura com elementos vazios cercados por vazios (em azul com marcador

“0”) e elementos solidos cercados por solidos (em vermelho com marcador “x”).

Apos determinarmos esses elementos, mantemos fixos os valores das variaveis
de projeto neles contidas. Na Figura 6.5, destacamos em laranja com marcador “x” as va-
riaveis de projeto (que também sao densidades) escolhidas para serem fixadas no exemplo

bidimensional.

Figura 6.5: Estrutura com variaveis de projeto fixadas (em laranja com marcador “x”).

As componentes correspondentes as variaveis de projeto fixadas podem ser
retiradas da resolucao dos subproblemas de programacao linear. Como resolvemos o PL
para obter o passo que serd usado para atualizar as varidveis de projeto, podemos fazer
com que os limitantes inferior e superior das componentes do passo correspondentes as
varidveis fixadas sejam ambos iguais a zero. Assim, essas componentes serao nulas e as
varidveis nao serao alteradas.

Note que as densidades nos elementos escolhidos podem mudar com a aplicagao
do filtro e é importante que as variaveis de projeto nos elementos solidos, de fato, facam
parte do calculo das densidades ao redor desses elementos. Na pratica, como escolhemos
elementos vazios (ou solidos) cercados por vazios (ou solidos) e utilizamos um raio de filtro
pequeno (menor que o tamanho do elemento de deslocamento), além de fixar as variaveis
de projeto, os valores das densidades nos elementos escolhidos nao devem variar muito.

Como todas as densidades contidas nos elementos vazios cercados por vazios
sao proximas de zero, as componentes do gradiente correspondentes a esses elementos
também terao valor proximo de zero, de modo que podemos suprimir essas componentes
do calculo do gradiente e atribuir valor 0 a elas.
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Ademais, podemos fixar em zero os deslocamentos nodais internos aos elemen-
tos vazios, uma vez que a contribuicao da matriz de rigidez desses elementos, calculada
pela expressao (5.15), sera aproximadamente nula, ja que todas as densidades internas
sao aproximadamente iguais a zero. Contudo, nao podemos fixar os deslocamentos dos
elementos solidos. Além disso, os graus de liberdade dos ndés que pertencem a elementos
vizinhos que nao foram escolhidos para serem fixados devem permanecer no problema.
Assim, fixamos apenas os deslocamentos dos nos que sao compartilhados somente por
elementos vazios cercados por vazios. Na Figura 6.6, exibimos a estrutura do exemplo
bidimensional com a malha de deslocamentos e destacamos em verde com marcador “x”
os noés cujos graus de liberdade serao suprimidos do problema. Note que a escolha desses
no6s deve ser feita apdés aumentarmos o grau dos elementos. Neste exemplo, utilizamos
elementos do tipo Lagrange de grau 2.

: FEie G

3N | *4 I -
ca

AR

=g

Figura 6.6: Estrutura com noés cujos graus de liberdade serao suprimidos do problema (em
verde, com marcador “x”).

Na pratica, retiramos as componentes correspondentes aos graus de liberdade
desses nos do vetor de cargas nodais, bem como as linhas e colunas da matriz de rigidez
global, e fixamos os valores dos deslocamentos nodais em zero, de maneira similar aquela
que fazemos com os graus de liberdade restringidos por apoios. Com isso, reduzimos a
dimensao dos sistemas lineares de equilibrio.

Isso pode ser feito pois as linhas (e colunas) da matriz de rigidez global cor-
respondentes aos graus de liberdade dos nos internos aos elementos vazios sao aproxima-
damente nulas, de modo que as equagoes podem ser removidas do sistema de equilibrio
e os valores das incognitas (deslocamentos) podem ser fixados. Entretanto, na pratica, as
componentes dessas linhas da matriz tém a ordem de grandeza do valor E,,;, (modulo de
Young do elemento vazio), utilizado justamente para evitar que a matriz seja singular de-
vido a presenca de linhas ou colunas nulas. Assim, para que nao ocorram erros numéricos
com a estratégia proposta, devemos utilizar um valor FE,,;, préximo de zero, mas ainda
grande o bastante para que a matriz nao seja singular. Em nossos testes, obtivemos bons
resultados utilizando E,,;,, = 107?E, sendo Ey o médulo de Young do material solido.

Observamos também que apos retirarmos as linhas e colunas da matriz de rigi-
dez global, se estivermos utilizando o método dos gradientes conjugados com o multigrid
como precondicionador na resolucao dos sistemas lineares, serd necessario refazer a fase
de setup. Além disso, se o método utilizado for a fatoracao de Cholesky, serd necessério
recalcular o vetor de permutacao de minimo grau da matriz.

Na Figura 6.7, apresentamos a estrutura final obtida para o exemplo desta
secao, apos eliminarmos as variaveis escolhidas, resolvermos o problema novamente utili-
zando elementos do tipo Lagrange de grau 2 e aplicarmos a estratégia de arredondamento
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de densidades. Essa estrutura nao contém artefatos aparentes, o que sugere que o aumento
do grau dos elementos para 2 foi suficiente para melhorar a qualidade da solugao.

Figura 6.7: Estrutura final obtida ap6s a resolucao do problema com elementos de grau 2
e o arredondamento de densidades.

6.2.2 Adaptacao das variaveis fixadas

No processo descrito anteriormente, escolhemos as variaveis que serao fixadas e
suprimidas do problema uma tinica vez, apés a resolucao com elementos lineares. Contudo,
no decorrer do processo de otimizagao topologica, podem surgir novas regioes vazias ou
solidas na estrutura. Dessa forma, a quantidade de variaveis escolhidas para serem fixadas
pode aumentar ou até diminuir ao longo das iteracoes.

Além disso, escolher as variaveis que serao fixadas no inicio do processo, com
base na solugao obtida com grau 1, pode ser perigoso. Por exemplo, a estrutura pode
conter uma barra incompleta com uma regiao vazia no meio. Se escolhermos fixar as
varidveis de projeto dessa regiao em zero, o algoritmo pode encontrar dificuldades para
convergir caso deseje preencher a barra com material.

Tendo isso em vista, propomos algumas estratégias de adaptacao das varidveis
que serao fixadas, refazendo a escolha ao longo das iteracoes.

e Estratégia 1: escolher as varidveis apenas uma vez, antes da resolucao do problema
com grau maior.

e Estratégia 2: escolher as variaveis em todas as iteragoes externas da PLS para o
problema com grau maior.

o Estratégia 3: escolher as varidveis a cada n iteracoes externas da PLS.

e Estratégia 4: escolher as variaveis no inicio e na n-ésima iteracao externa da PLS.

As escolhas sao sempre feitas em iteracoes externas da PLS, isto é, em iteracoes
nas quais o passo foi aceito. Nos resultados computacionais, comparamos cada uma dessas
estratégias, com o objetivo de determinar qual delas é a mais adequada, isto é, a que torna
o algoritmo mais eficiente.
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Capitulo 7

Resultados Computacionais

Neste capitulo, apresentamos os resultados computacionais obtidos por meio de
uma implementacao desenvolvida para a resolugao de problemas de otimizagao topologica
de estruturas tridimensionais, apresentados no Capitulo 1. Analisamos o desempenho e a
eficiéncia do multigrid (descrito no Capitulo 3) como precondicionador do método dos gra-
dientes conjugados para a resolucao dos sistemas lineares de equilibrio e, posteriormente,
testamos a técnica de multirresolucao, explicada no Capitulo 5.

Para a resolucao dos problemas de otimizacao, utilizamos um algoritmo de
programacao linear sequencial (PLS), conforme descrito no Capitulo 2. Aplicamos o mé-
todo dos elementos finitos, utilizando inicialmente elementos prismaticos retangulares de
grau 1. Com o objetivo de evitar os artefatos que surgem na multirresolucao, testamos a
utilizagao de elementos com grau maior e estratégias adaptativas para suprimir variaveis,
propostas no Capitulo 6, obtendo estruturas mais detalhadas sem prejudicar demais a
eficiéncia conquistada com a multirresolucao. Além disso, testamos a estratégia de arre-
dondamento das densidades, para obter solucoes com poucas densidades intermediarias.

A implementacao foi feita em MATLAB®. Os resultados da Secdo 7.3 foram
obtidos em um computador com processador Intel® Core™ i7 - 8700U (3.2GHz), 32GB
de memoria RAM, sob o sistema operacional Ubuntu 18.04.1 LTS, utilizando a versao
R2019a do Matlab. J4 os resultados das demais se¢oes foram obtidos em um computador
com processador AMD Ryzen™ Threadripper™ 1950X, com 64GB de memoria RAM,
utilizando a versao R2021b do Matlab.

7.1 Detalhes da implementacao

Por simplicidade, consideramos problemas artificiais em que os elementos fini-
tos possuem as trés dimensoes medindo 1 unidade de comprimento (mm, por exemplo),
o modulo de Young do material sélido que compoe as estruturas é Ey = 1 N/mm?, o
modulo de Young do vazio é E,,;, = 107°Ey, o coeficiente de Poisson é v = 0,3 e a in-
tensidade das forgas aplicadas ¢ de 1 N (ou 1 N/mm? no caso de forgas distribuidas). O
parametro de penalizacao do modelo SIMP utilizado foi p = 3.

Para a resolucao dos sistemas lineares de equilibrio, comparamos a rotina pcg
do Matlab com precondicionador ichol e uma nova rotina de gradientes conjugados que
utiliza o método multigrid como precondicionador. Na Secao 7.3 apresentamos testes de
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parametros do multigrid.

Os subproblemas de programagcao linear (PL) foram resolvidos utilizando a
rotina interna linprog do Matlab, da qual aumentamos o nimero maximo de iteragoes
para garantir a resolucao precisa dos PL, pelo método Dual Simplex. Seguindo a notagao
dos parametros da PLS no Capitulo 2, o raio da regiao de confianc¢a inicial utilizado é
do = 0,1 e o raio minimo & d,,;, = 10~*. Os parametros da funcdo de mérito sdo 0y = 1 e
Omazx = 1. Outros parametros, como os de aceitacao do passo, reducao e aumento do raio
da regiao de confianca, tém os valores numéricos que aparecem no Algoritmo 1.

Ademais, escolhemos o vetor das varidveis de projeto inicial como sendo um
vetor constante com todas as componentes iguais a fracao de volume maximo permitido.
Por exemplo, se a estrutura deve ocupar no maximo 40% do volume total do dominio,
tomamos um vetor com dimensao igual ao nimero de elementos na malha e com todas as
componentes iguais a 0,4. Com isso, o ponto inicial é factivel para o problema.

7.2 Estruturas testadas

Nesta secao, mostramos os exemplos de problemas de otimizagao topolégica
estrutural testados. Nos testes, consideramos diferentes discretizagoes do dominio de cada
problema, ou seja, consideramos malhas com diferentes quantidades de elementos. Repre-
sentamos a viga em balanco pelas iniciais ¢b, a viga MBB por mbb, a torre de transmissao
por tt, o meio cubo por he, o prédio com tor¢ao por bt, a viga em L por 1s e a ponte por
bd, seguido do niimero de elementos em cada dire¢ao z, y e z, nesta ordem. Por exem-
plo, cb60x20x20 representa a viga em balanco com o refinamento da malha contendo 60
camadas de elementos na diregao z, 20 na direcao y e 20 na direcao z.

7.2.1 Exemplo 1 - Viga em balancgo

Este tipo de estrutura é frequentemente empregado na literatura de otimizacao
topologica. Uma das extremidades da viga é engastada, isto é, fixada em outro corpo rigido
(impedindo os deslocamentos em todas as dire¢oes), e a extremidade oposta recebe uma
carga, motivo pelo qual dizemos que ela estd em balanco. A Figura 7.1 ilustra o dominio
do problema. Uma forca concentrada é aplicada para baixo no ponto médio da aresta
inferior direita. A estrutura deve ocupar, no méaximo, 20% do volume total do dominio.

Figura 7.1: Dominio inicial do problema da viga em balancgo.
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7.2.2 Exemplo 2 - Viga MBB

A viga originalmente produzida pela empresa alema Messerschmitt-Bolkow-
Blohm, mais conhecida como viga MBB, se tornou outro classico da otimizacao topologica
estrutural. Ela possui apoios nos quatro cantos da parte inferior e uma carga concentrada
é aplicada no centro da parte superior. A Figura 7.2 ilustra o dominio do problema. A
estrutura deve ocupar, no maximo, 20% do volume total do dominio. Neste e em outros
exemplos, consideramos que os apoios estao aplicados em todos os nos da face inferior dos
elementos nos cantos inferiores da malha.

b Z4

Impede deslocamentos em .

® Impede deslocamentos em x, y e z.

Figura 7.2: Dominio inicial do problema da viga MBB.

7.2.3 Exemplo 3 - Torre de transmissao

Neste exemplo, tentamos reproduzir uma torre de transmissao de energia elé-
trica. Para isso, consideramos o dominio da Figura 7.3.

4L

® Impede deslocamentos em z, y e z.

Figura 7.3: Dominio inicial do problema da torre de transmissao.

Ha apoios nos quatro cantos inferiores. Uma carga concentrada é aplicada para
baixo no centro da face superior e outras duas cargas sao aplicadas para baixo em duas
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faces laterais opostas, na largura média e a 4/5 da altura do dominio (onde estariam os
bragos da torre, que sustentam os cabos). A estrutura deve ocupar, no méaximo, 15% do
volume total do dominio.

7.2.4 Exemplo 4 - Meio cubo com carga concentrada

A Figura 7.4 ilustra o dominio deste exemplo, que consiste em metade de um
cubo, com apoios nos quatro cantos inferiores. Uma carga concentrada é aplicada para
baixo no centro da face inferior. A estrutura deve ocupar, no méaximo, 16% do volume.

Impede deslocamentos em y.
e Impede deslocamentos em x, y e z.

Figura 7.4: Dominio inicial do problema do meio cubo.

7.2.5 Exemplo 5 - Prédio com torgao

Este exemplo consiste em um prédio sujeito a uma forca de torcao. A Figura
7.5 ilustra o dominio do problema. A face inferior é engastada, isto é, possui um apoio que
impede os deslocamentos nas trés direcoes. Para simular a torcao, consideramos cargas
concentradas aplicadas nos pontos médios das arestas da face superior, com direcoes e
sentidos de acordo com a Figura 7.5. A estrutura deve ocupar, no méximo, 10% do volume
total do dominio.

T

e Impede deslocamentos em z, y e z.

z

Figura 7.5: Dominio inicial do problema do prédio com torgao.
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7.2.6 Exemplo 6 - Viga em L

O dominio deste exemplo é constituido pela unidao de dois prismas retangulares
retos, que se juntam no formato da letra “L”, conforme ilustra a Figura 7.6. Podemos
considerar o dominio como sendo um tnico prisma retangular que possui uma regiao
vazia, fixando as densidades dessa regiao em zero. Uma carga concentrada é aplicada para
baixo no centro da extremidade lateral direita. A estrutura é engastada na face superior
do dominio e deve ocupar, no maximo, 18% do volume total.

"o Impede deslocamentos em x, y e z.

Figura 7.6: Dominio inicial do problema da viga em L.

7.2.7 Exemplo 7 - Ponte

A Figura 7.7 ilustra o dominio do problema da ponte. Os apoios estdo na
face inferior a uma distancia L dos vértices. Consideramos que ha uma camada que deve
conter material, ou seja, que contém elementos de densidades fixas em 1, na parte central
do dominio, paralela ao plano zz (a passarela da ponte). Uma carga distribuida é aplicada
para baixo por toda parte superior dessa camada. A estrutura deve ocupar, no maximo,
15% do volume total do dominio.

e Impede deslocamentos em z, y e z.

Figura 7.7: Dominio inicial do problema da ponte.
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7.3 Testes de parametros do multigrid

Nesta secao, apresentamos os resultados dos experimentos realizados com uma
implementacgao do multigrid como precondicionador do método dos gradientes conjugados
para a resolucao de sistemas lineares provenientes das discretizacoes dos problemas de
otimizacao topologica estrutural tridimensionais. Analisamos o desempenho do multigrid
em comparacao com a fatoracao incompleta de Cholesky, que é comumente utilizada como
precondicionador na resolucao dos sistemas lineares de grande porte.

7.3.1 Multigrid geométrico

Para os testes do multigrid geométrico, trabalhamos com trés estruturas dis-
tintas (Exemplos 1, 2 e 3 da Secao 7.2) e dois refinamentos para cada uma: cb48x16x16,
cb96x32x32, mbb96x16x16, mbb192x32x32, tt16x80x16 e tt32x160x32. Para algumas
andlises da influéncia da dimensao do problema no tempo de solugao, também considera-
mos outros dois refinamentos da viga em balanco: cb144x48x48 e cb192x64x64. Guarda-
mos as informacgoes de um sistema linear, Ku = f, obtido na 5% iteracao externa da PLS,
para cada problema e analisamos a resolucao desse sistema com diferentes parametros do
multigrid geométrico.

Testamos o método multigrid alterando a quantidade de malhas, o tipo de
ciclo, o suavizador e as quantidades de iteragoes da pré e da pos-suavizagao (1n; e 72).
Consideramos como padrao o método com 4 niveis de malhas, ciclo V, suavizador Jacobi
com relaxacao w = 0,5 e n; = 1y = 1. Nas tabelas, utilizamos a seguinte legenda:

e N,,,: ntimero de iteragoes para convergéncia do método dos gradientes conjugados
com multigrid geométrico como precondicionador.

e N,;.: nimero de iteracoes para convergéncia do método dos gradientes conjugados
com Cholesky incompleto como precondicionador.

o TS,y tempo (em segundos) para a fase de setup do multigrid geométrico.
e T'S,.: tempo (em segundos) para o célculo do fator de Cholesky incompleto.

o T, tempo (em segundos) para resolver o sistema linear utilizando o método dos
gradientes conjugados com multigrid geométrico como precondicionador.

e Tj.: tempo (em segundos) para resolver o sistema linear utilizando o método dos
gradientes conjugados com Cholesky incompleto como precondicionador.

Consideramos como critério de parada para convergéncia do método dos gra-
dientes conjugados a norma relativa do residuo menor do que 10, para ambos os precon-
dicionadores. A fase de setup do multigrid geométrico envolve a preparacao do suavizador,
a construcao das malhas, das matrizes de prolongacao e das matrizes do sistema em cada
malha, além da fatoracao de Cholesky da matriz na malha mais grossa.

Inicialmente, resolvemos os sistemas lineares utilizando os parametros padrao
do multigrid geométrico, conforme descritos anteriormente: 4 malhas, ciclo V, suavizador
Jacobi com w = 0,5 e n; = 1, = 1. Comparamos os resultados com a resolucgao utilizando o
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precondicionador Cholesky incompleto, obtendo os valores da Tabela 7.1. Note que tanto
o numero de iteracoes quanto os tempos de setup e de solucdo foram menores para o
multigrid geométrico em todos os sistemas testados, o que sugere que ele é um excelente
precondicionador. A reducao no tempo de solucao foi bastante significativa, principalmente
nos problemas maiores, chegando a um tempo de solucao aproximadamente 32 vezes menor
no caso do problema mbb192x32x32.

Tabela 7.1: Resultados com os parametros padrao do multigrid geométrico.

Sistema Ning N; TSny TS; Ting T; Tic/Ting
cb48x16x16 31 294 0,07 0,09 0,44 2,46 9,09
cb96x32x32 24 597 0,07 0,77 2,58 35,54 13,78

mbb96x16x16 30 082 0,14 0,19 0,86 9,94 11,56
mbb192x32x32 | 21 1217 | 1,29 156 | 4,11 131,69 | 32,04

t£16x80%16 33 653 | 0,12 0,16 | 0,81 9,14 11,28
££32x160%32 97 1388 | 1,00 1,28 | 4,94 13859 | 28,05

Observando os dois refinamentos de um mesmo tipo de estrutura, notamos
que, no caso do precondicionador Cholesky incompleto, o nimero de iteracoes necessarias
para convergéncia do método dos gradientes conjugados cresce conforme o ntimero de
varidveis aumenta, fazendo com que o tempo de solugao também fique cada vez maior e
dificultando a utilizacao de malhas mais finas. Por outro lado, isso nao parece acontecer
com o multigrid geométrico, em que o nimero de iteracoes foi até menor para os problemas
com mais variaveis.

Para reforcar esse resultado, resolvemos outros dois sistemas da viga em ba-
lango com refinamentos maiores e analisamos como a dimensao do sistema influencia no
tempo de solucao, obtendo a Tabela 7.2 e o gréafico da Figura 7.8. Os pontos para o multi-
grid geométrico foram bem aproximados por uma curva de tendéncia linear (com coefici-
ente de determinagao R? aproximadamente igual a 0,9964) e, apesar de haver crescimento
do tempo com a dimensao, ele é mais controlado. J4 no caso do Cholesky incompleto, os
pontos sao bem aproximados por uma curva quadratica (com R? aproximadamente igual
a 0,9999) e vemos que o tempo de solucdo cresce bastante com a dimensao dos sistemas.

Tabela 7.2: Resultados para sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos.

Sistema Dim. Ning N; Ting T;
cb48x16x16 41616 31 294 0,44 2,46
cb96x32x32 313632 24 597 2,58 35,54
cb144x48x48 1037232 22 879 6,57 142,55
cb192x64x64 2433600 20 1178 | 13,66 467,42

Em seguida, analisamos o desempenho do multigrid alterando alguns parame-
tros e mantendo os demais na forma padrao. Na Tabela 7.3, mostramos os resultados
obtidos variando a quantidade de malhas entre 3, 4 e 5. Note que, para todos os sistemas
lineares, o nimero de iteracoes e o tempo de solucao foram menores ao utilizarmos 3
niveis de malhas e maiores ao utilizarmos 5 niveis. Ou seja, a utilizacao de 3 malhas foi
suficiente para um bom desempenho do método, mas usar 5 malhas foi exagero.
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Figura 7.8: Tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema linear para problemas da
viga em balanco, com os precondicionadores multigrid geométrico e Cholesky incompleto.

Tabela 7.3: Resultados variando a quantidade de malhas do multigrid geométrico.

Sistema Malhas Ning T'Spmg Thng

3 25 0,07 0,37

cb48x16x16 4 31 0,07 | 0,44
5 33 0,07 0,47

3 19 0,64 | 2,16

cb96x32x32 4 24 0,57 | 258
5 30 0,58 3,26

3 23 0,15 | 0,69

mbb96x16x16 4 30 0,14 0,86
5 32 0,14 0,93

3 17 1,73 3,70

mbb192x32x32 4 21 1,29 | 4,11
5 28 1,27 | 5,51

3 23 0,13 | 0,59

t£16x80x16 4 33 0,12 | 0,81
5 41 0,11 | 1,02

3 23 1,34 | 4,62

t£32x160x32 4 27 1,00 | 4,94
5 35 1,00 | 6,44

Acreditamos que essas conclusdes possam ser diferentes se resolvermos siste-
mas maiores do que os considerados. Para sistemas com dimensoes maiores, possivelmente
a utilizacao de mais do que 3 niveis de malhas seja mais eficaz. Para verificar isto, resol-
vemos outros dois sistemas da viga em balanco com refinamentos maiores e analisamos o
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crescimento do tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema utilizando 3, 4 ¢ 5
niveis de malhas, obtendo os resultados da Tabela 7.4 e plotando os graficos da Figura 7.9.
Observe que, para as trés quantidades de malhas, o crescimento do tempo de solucao em
funcao da dimensao ¢ bem aproximado por uma curva de tendéncia linear (com valores R?
aproximadamente iguais a 0,9995; 0,9964 e 0,9969 para 3, 4 e 5 niveis, respectivamente)
e que, a partir de uma certa dimensao, a curva para 4 malhas comeca a ficar abaixo da
curva para 3 malhas, confirmando que a utilizacao de 4 malhas se torna mais eficaz.

Tabela 7.4: Resultados variando a quantidade de malhas do multigrid geométrico para
sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos.

Sistema Dim. Malhas Ning T'Smg Thng
3 25 0,07 0,37
cb48x16x16 41616 4 31 0,07 0,44
5 33 0,07 0,47
3 19 0,64 2,16
cb96x32x32 313632 4 24 0,57 2,58
5 30 0,58 3,26
3 18 3,00 6,05
cb144x48x48 1037232 4 22 2,23 6,57
5 25 2,21 7,46
3 17 9,06 14,39
cb192x64x64 2433600 4 20 5,51 13,66
5 25 5,40 17,07
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Figura 7.9: Tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema linear para problemas
da viga em balanco, com diferentes quantidades de malhas do multigrid geométrico.

Ja o tempo de setup, em geral, foi maior com 3 niveis de malhas, devido ao
calculo do fator de Cholesky na malha mais grossa, que é feito para uma matriz com
dimensao maior quando menos niveis sao utilizados. Em sistemas muito grandes, esse
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tempo de setup pode ficar significativo e indicar que é necesséario utilizar mais malhas
para melhorar o desempenho.

Na Tabela 7.5, apresentamos os resultados obtidos variando o tipo de ciclo do
multigrid, considerando o ciclo V e o ciclo W. Para todos os sistemas resolvidos, o ciclo
W foi mais eficiente, reduzindo o nimero de iteracoes e, consequentemente, também o
tempo de solucao. O tipo de ciclo nao influencia em nada a etapa de setup, motivo pelo
qual nao mostramos os tempos dessa etapa na tabela.

Tabela 7.5: Resultados variando o tipo de ciclo do multigrid geométrico.

Sistema Ciclo | N, Tong
\Y% 31 0,44
cb48x16x16
W 23 0,35
\Y 24 2,58
cb96x32x32
W 17 2,05
\Y% 30 0,86
mbb96x16x16
W 21 0,73
\Y% 21 4,11
mbb192x32x32
W 16 3,65
\Y 33 0,81
tt16x80x16
W 24 0,66
\% 27 4,94
tt32x160x32
W 19 3,99

Agora, analisamos alguns métodos estacionarios que sao frequentemente uti-
lizados como suavizadores no multigrid: Jacobi (J) com relaxagio, Gauss-Seidel (GS) ou
Successive Over Relazation (SOR) e Symmetric Successive Over Relazation (SSOR).

Testamos a resolucao dos sistemas para os trés tipos de estruturas, variando
o parametro de relaxacao w para cada um dos suavizadores. Neste caso, consideramos
um nimero maximo de 200 iteragoes para convergéncia do método dos gradientes con-
jugados, uma vez que, dependendo do valor de w, o método estaciondrio pode nao ser
um bom suavizador e prejudicar a convergéncia. Como todos os sistemas testados com os
parametros padrao foram resolvidos com menos de 50 iteracoes de gradientes conjugados,
consideramos que um nimero de iteragoes maior do que 200 ja é indicio suficiente de que
o método convergiu muito lentamente. Na Tabela 7.6, apresentamos os resultados para o
método de Jacobi. Note que a convergéncia ¢ lenta para w > 0,8, ultrapassando as 200 ite-
ragoes. O valor w = 2/3, que geralmente é o melhor para Jacobi, nio foi tdo bom quando
utilizamos o método como suavizador neste tipo de problema, ja que os tempos de solucao
foram menores para outros valores de w. E importante ressaltar que o melhor valor de
w depende de cada sistema que estd sendo resolvido. Durante a resolucao do problema
de otimizacao topologica, nos deparamos com varios sistemas lineares diferentes, e aqui
estamos testando somente um desses sistemas para cada estrutura. Apesar dos resultados
indicarem que w = 0,6 foi melhor, alguns testes mostraram que esse valor pode nao ser
tao bom em certas iteragoes da otimizacao topologica, sendo necessario utilizar um valor
menor. Assim, por seguranca, decidimos manter w = 0,5 para o método de Jacobi, que
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apresentou bons resultados e funcionou bem para todos os problemas considerados.

Tabela 7.6: Resultados variando o parametro w do suavizador Jacobi.

Sistema w Ning Ting
0,1 45 4,96

0,3 30 3,29

0,5 24 2,58

cb96x32x32 0,6 23 2,50
2/3 42 4,62

0,8 =200 >22,41
1 =200 >22,44

0,1 39 7,74
0,3 26 5,11
0,5 21 411
mbb192x32x32 | 0,6 20 3,90
2/3 | 42 8,38

0,8 =200 | >40,64
1 =200 | >40,72

0,1 47 8,74
0,3 31 5,71
0,5 27 4,94
tt32x160x32 0,6 26 4,77
2/3 | 48 8,96

0,8 =200 >37,96
1 >200 >37,97

Os resultados variando o parametro w do método SOR estao na Tabela 7.7.
Observe que o método dos gradientes conjugados sé conseguiu convergir antes das 200
iteracoes para valores de w muito pequenos, abaixo de 0,2, e mesmo assim o tempo de
solucao nao foi melhor do que com o suavizador Jacobi. Como a matriz de rigidez é
simétrica, acreditamos que esse inconveniente tenha ocorrido devido a perda da simetria
na matriz de iteracao do método SOR. Por esse motivo, nos problemas de otimizagao
topologica, ¢ melhor utilizarmos o método SSOR, com o qual obtivemos os resultados
da Tabela 7.8. Neste caso, a convergéncia ocorreu em poucas iteracoes para todos os
valores de w testados. Além disso, notamos que o tempo de solucao fica pior conforme w
se aproxima dos valores extremos, 0 ou 2, e os melhores resultados aconteceram para w
no intervalo [0,8; 1,2]. Novamente, é dificil dizer qual é o melhor valor de w para todos os
sistemas lineares que aparecem no decorrer da resolucao de cada problema de otimizacao
topologica. E possivel elaborar estratégias para adaptar w durante o processo iterativo,
mas neste trabalho decidimos utilizar valores fixos para o parametro.

Para o método de Jacobi, vimos que é necessaria a utilizacao do parametro de
relaxacao e utilizamos w = 0,5, que funcionou bem para todos os sistemas considerados.
J4 para o método SSOR decidimos utilizar w = 1,2. Na Tabela 7.9, apresentamos os
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resultados obtidos variando o suavizador e as quantidades de iteragoes na pré e na pos-
suavizagao (1 e 7).

Tabela 7.7: Resultados variando o parametro w do suavizador SOR.

Sistema w Ning Trng

0,2 41 5,81

0,4 | =200 | >28,84
0,6 | =200 | >2893
0,8 | >200 | >28,88
cb96x32x32 1 >200 >28,94
1,2 | =200 | >28,85
1,4 | =200 | >2897
1,6 | >200 | >28,89
1,8 | =200 | >28,96
0,2 38 9,76

0,4 | >200 | >52,60
0,6 | =200 | >52,64
0,8 | =200 | >52,57
mbb192x32x32 1 >200 >52,58
1,2 | =200 | >52,79
1,4 | =200 | >52,60
1,6 | =200 | >52,63
1,8 | =200 | >52,51
0,2 60 14,29
0,4 | >200 | >48,32
0,6 | >200 | >48,10
0,8 | =200 | >48,21
t1t32x160x32 1 =200 >48,21
1,2 | >200 | >48,37
1,4 | >200 | >48,36
1,6 | =200 | >48,56
1,8 | =200 | >48,35

Nao reportamos os resultados para o método SOR porque, conforme vimos,
ele nao funcionou bem como suavizador e o método dos gradientes conjugados convergiu
de forma bastante lenta, atingindo a quantidade méxima de iteracoes, sendo necessério
aplicarmos um parametro de relaxacao w muito pequeno para melhorar a convergéncia.
Contudo, notamos que o método funciona melhor para valores maiores de 7, e 1, embora,
mesmo assim, nao consiga obter resultados tao bons quanto os outros suavizadores.

Para os suavizadores considerados na Tabela 7.9, notamos que o tempo de
solucao do sistema foi menor utilizando 7, = 7y = 1, apesar de ter sido necessario realizar
mais iteragoes para convergéncia. Ou seja, é suficiente aplicarmos apenas uma iteracao na
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pré e na pos-suavizagao. Acreditamos que, quanto maiores os valores de n; e 1y, menos
eficaz serd o método e, por esse motivo, nao consideramos quantidades maiores do que 2.

Tabela 7.8: Resultados variando o parametro w do suavizador SSOR.

Sistema w Nig Tong
0,2 27 4,88

0,4 21 3,76

0,6 18 3,21

0,8 18 3,19

cb96x32x32 1 17 3,07
1,2 17 3,01

1,4 17 3,02

1,6 18 3,21

1,8 21 3,77

0,2 24 7,89

0,4 19 6,21

0,6 16 5,17

0,8 15 4,82

mbb192x32x32 1 15 4,92
1,2 15 4,82

1,4 15 4,82

1,6 17 3,52

1,8 22 7,23

0,2 35 10,74

0,4 29 8,77

0,6 27 8,17

0,8 25 7,56

tt32x160x32 1 25 7,69
1,2 25 7,58

1,4 26 7,87

1,6 28 8,52

1,8 35 10,71

Comparando os suavizadores, observamos que o método de Jacobi apresentou
melhores resultados com relacao ao tempo de solucao dos sistemas lineares. Além disso, o
tempo de setup é maior quanto mais complexas sao as matrizes que precisam ser extraidas
para a aplicacao do suavizador. Assim, o setup fica mais barato com o método de Jacobi
e mais caro com o SSOR. Portanto, o método de Jacobi com 7, = 1, = 1 foi o suavizador

mais eficiente para os sistemas testados.

Para finalizar, testamos algumas combinacoes dos parametros do multigrid
geométrico que apresentaram melhores resultados. Conforme vimos nas Tabelas 7.3 e 7.5,
a utilizacao de 3 malhas foi melhor do que 4 malhas e o ciclo W foi mais eficiente do que
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o ciclo V para os sistemas considerados. Mas ser& que a combinacao desses parametros é
melhor ainda? Os resultados na Tabela 7.10 sugerem que isso nao é sempre verdade.

Tabela 7.9: Resultados variando o suavizador do multigrid geométrico.

Sistema Suavizador (17;,72) Nimg | TSy Ting
J (1, 1) 31 | 0,07 | 0,44
J (2, 2) 26 0,07 0,56
cb48x16x16
SSOR (1, 1) 21 0,10 0,51
SSOR (2, 2) 18 0,10 0,72
J(1,1) 24 | 0,57 | 2,58
J (2, 2) 20 0,58 3,25
cb96x32x32
SSOR (1, 1) 17 1,00 3,01
SSOR (2, 2) 15 1,03 4,50
J(1,1) 30 | 0,14 | 0,86
J (2, 2) 23 0,14 0,99
mbb96x16x16
SSOR (1, 1) 20 0,20 0,97
SSOR (2, 2) 18 0,20 1,49
J(1,1) 21 | 1,29 | 4,11
J (2, 2) 17 1,30 4,98
mbb192x32x32
SSOR (1, 1) 15 | 2,06 | 4,82
SSOR (2, 2) 13 207 | 7,11
J(1,1) 33 | 0,12 | 0,81
J(2,2) 26 | 0,12 | 0,94
tt16x80x16
SSOR (1, 1) 34 0,17 1,46
SSOR (2, 2) 30 0,17 2,11
J (1, 1) 27 | 1,00 | 4,94
J (2, 2) 23 1,02 6,38
tt32x160x32
SSOR (1, 1) 25 1,74 7,58
SSOR (2, 2) 22 1,75 | 11,42

Utilizar menos niveis de malhas e o ciclo W parece reduzir o nimero de itera-
coes, porém, com relacdo ao tempo de solucao, nos sistemas maiores foi um pouco mais
eficaz utilizar 4 malhas e o ciclo W do que 3 malhas e o ciclo W. Novamente, ressaltamos
que isso depende das dimensoes dos problemas considerados. Para sistemas muito gran-
des, talvez seja melhor a utilizacdo de mais niveis de malhas. Além disso, existem outros
tipos de ciclos do multigrid que podem ser analisados em trabalhos futuros.

De modo geral, para os problemas que estamos resolvendo, consideramos que
o melhor para o método multigrid geométrico ¢é utilizar o ciclo W, suavizador Jacobi com
relaxacao w = 0,5 e n; = 1y = 1. Porém, a quantidade de malhas pode variar conforme a
dimensao do problema.

Além disso, estamos utilizando a fatoragao de Cholesky para resolver o sistema
na malha mais grossa, o que pode ficar caro dependendo da dimensao e da quantidade
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de malhas utilizada. Neste caso, uma op¢ao é utilizar um método iterativo (gradientes
conjugados, por exemplo) para resolver o sistema na tltima malha. Outra estratégia é
aumentar a quantidade de malhas com base em alguma dimensao maxima para a qual
seja possivel utilizar Cholesky. Assim, comparamos as seguintes estratégias:

e Estratégia 1: utilizar 3 malhas e Cholesky para resolver o sistema linear na malha
mais grossa.

e Estratégia 2: utilizar 3 malhas e gradientes conjugados com precondicionador Cho-
lesky incompleto para resolver o sistema na malha mais grossa.

e Estratégia 3: comecar com 3 malhas, mas aumentar esse niimero caso a dimensao
do sistema na ultima malha seja maior que 7500.

e Estratégia 4: utilizar o méximo de malhas possivel e Cholesky para resolver o
sistema na malha mais grossa.

A dimensao 7500, utilizada na Estratégia 3, foi obtida experimentalmente.

Tabela 7.10: Resultados variando parametros combinados do multigrid geométrico.

Sistema Parametros Nig | Thng
4 malhas e ciclo V 31 0,44
PP 3 malhas e C.1C10 V 25 0,37
4 malhas e ciclo W 23 0,35
3 malhas e ciclo W 21 0,34
4 malhas e ciclo V 24 2,b8
3 malhas e ciclo V 19 2,16
cb96x32x32 .
4 malhas e ciclo W 17 2,05
3 malhas e ciclo W 17 2,20
4 malhas e ciclo V 30 0,86
3 malhas e ciclo V 23 0,69
mbb96x16x16 .
4 malhas e ciclo W 21 0,73
3 malhas e ciclo W 20 0,72
4 malhas e ciclo V 21 4,11
PO 3 malhas e C.1C10 \Y 17 3,70
4 malhas e ciclo W 16 3,65
3 malhas e ciclo W 16 4,24
4 malhas e ciclo V 33 0,81
£t 16x80x16 3 malhas e C.1C10 \Y 23 0,59
4 malhas e ciclo W 24 0,66
3 malhas e ciclo W 21 0,59
4 malhas e ciclo V 27 4,94
3 malhas e ciclo V 23 4,62
tt32x160x32 .
4 malhas e ciclo W 19 3,99
3 malhas e ciclo W 19 4,48
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Pensando na resolugao de problemas maiores, testamos essas estratégias para
os sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos, obtendo os resultados da
Tabela 7.11. Na Estratégia 3, para os problemas cb144x48x48 e cb192x64x64, o ni-
mero de malhas foi aumentado para 4. Na Estratégia 4, para os problemas cb48x16x16
e cb144x48x48, é possivel utilizar no méximo 5 malhas, para o problema cb96x32x32 é
possivel utilizar 6 malhas e para cb192x64x64 é possivel utilizar 7 malhas. As Estratégias
3 e 4 tiveram melhor desempenho, pois a resolucao do sistema na malha mais grossa é
mais eficiente com a fatoracao de Cholesky quando a dimensao dessa malha é pequena.

Tabela 7.11: Resultados utilizando diversas estratégias do multigrid geométrico para sis-
temas da viga em balan¢o com diferentes refinamentos.

Sistema Dim. Estratégia | N,,, | TS, Ting
1 21 0,08 0,34
2 21

cb48x16x16 41616 0,08 0,57
3 21 0,08 | 0,31
4 23 0,08 0,38
1 17 0,64 2,20

cb96x32x32 313632 2 17 | 059 | 595
3 17 0,62 2,09
4 17 0,59 2,06
1 16 2,63 5,73

cb144x48x48 1037232 2 16 2,29 | 26,73
3 16 2,26 | 5,37
4 16 | 227 | 539
1 16 6,91 14,19

cb192x64x64 2433600 2 16 5,51 | 82,03
3 16 5,45 12,42
4 16 5,42 | 12,40

Independentemente dos parametros utilizados, vimos que o multigrid geomé-
trico ¢ um 6timo precondicionador para o método dos gradientes conjugados na resolugao
dos sistemas lineares provenientes da otimizagao topologica, permitindo a resolucao desses
sistemas em tempos muito menores do que com o precondicionador Cholesky incompleto.

7.3.2 Multigrid algébrico

Apresentamos agora os resultados dos experimentos realizados com uma im-
plementacao do multigrid algébrico adaptativo como precondicionador do método dos
gradientes conjugados, para a resolucao de sistemas lineares da otimizagao topologica. Tra-
balhamos com trés estruturas distintas e dois refinamentos para cada uma: cb60x20x20,
cb90x30x30, mbb120x20x20, mbb180x30x30, tt20x100x20 e tt30x150x30. Para algumas
andlises sobre a influéncia da dimensao do problema no tempo de solucao, também conside-
ramos outros refinamentos da viga em balanco: cb120x40x40, cb150x50x50, cb180x60x60
e cb210x70x70. Guardamos as informacoes de um sistema linear, Ku = f, obtido na 5%
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iteracao externa da PLS, para cada problema e analisamos a resolucao desse sistema
com diferentes parametros do multigrid algébrico. Também analisamos o desempenho do
precondicionador em comparacao com a fatoragao incompleta de Cholesky.

Além dos parametros comuns ao multigrid geométrico — quantidade de malhas,
tipo de ciclo, suavizador e quantidades de iteragoes na pré e na pos-suavizagao (n; e 72)
—, também precisamos analisar parametros presentes nos algoritmos da fase de setup do
multigrid algébrico: o parametro de conexdes fortes (), a quantidade de vetores na base
do espaco de teste (ny,), as tolerancias para geracao do espago de teste (g, e g,), 0 nimero
maximo de iteragoes na prolongagdo DPLS (it,) e a tolerancia para o nimero de condi¢do
na prolongacao DPLS (k). Consideramos como padrao o método com 4 niveis de malhas,
ciclo V, suavizador Jacobi com relaxacao w = 0,5, 71 = 12 = 1 e os parametros 6, = 0,5,
nw = 10, &, = 1072, g, = 1074, it, = 5 e K = 50. Nas tabelas, utilizamos a legenda:

® Nyng: nimero de iteracoes para convergéncia do método dos gradientes conjugados
com multigrid algébrico como precondicionador.

e N,;.: numero de iteracoes para convergéncia do método dos gradientes conjugados
com Cholesky incompleto como precondicionador.

e T;5: tempo (em segundos) para a geragao do espago de teste.

e T..: tempo (em segundos) para o calculo das forcas de conexoes.

e T.: tempo (em segundos) para a construgdo das malhas grossas (coarsening).
e T,: tempo (em segundos) para a construcao das matrizes de prolongagao.

o T'Sumg: tempo total (em segundos) para a fase de setup do multigrid algébrico.
e T'S,.: tempo (em segundos) para o célculo do fator de Cholesky incompleto.

o Timg: tempo (em segundos) para resolver o sistema linear utilizando o método dos
gradientes conjugados com multigrid algébrico como precondicionador.

e T;.: tempo (em segundos) para resolver o sistema linear utilizando o método dos
gradientes conjugados com Cholesky incompleto como precondicionador.

Consideramos como critério de parada para convergéncia do método dos gradi-
entes conjugados a norma relativa do residuo menor que 1078, A fase de setup do multigrid
algébrico é mais complicada do que a do multigrid geométrico, de modo que analisamos
separadamente os tempos de cada uma das etapas mais complexas: geragao do espago
de teste, calculo das forcas de conexoes, construcao das malhas grossas e construcao das
matrizes de prolongacao. Além dessas quatro etapas, o tempo total de setup também en-
volve a preparacao do suavizador, a construcao das matrizes do sistema em cada malha e
a fatoracao de Cholesky da matriz do sistema na malha mais grossa.

Resolvendo os sistemas lineares com os parametros padrao do multigrid al-
gébrico, conforme descritos anteriormente, e comparando os resultados com a resolucao
utilizando o precondicionador Cholesky incompleto, obtivemos os valores da Tabela 7.12.
Os resultados indicam que o multigrid algébrico também é um bom precondicionador,
pois reduziu o nimero de iteracoes e o tempo de solucao em comparacao com o Cholesky
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incompleto. Todavia, essas redugoes nao foram tao grandes quanto no caso geométrico,
chegando-se a um tempo médio de solugao apenas 1,74 vezes menor, aproximadamente.
Ademais, diferentemente do multigrid geométrico, no caso algébrico o nimero de iteracoes
parece estar crescendo com a dimensao do sistema linear, e o tempo gasto na fase de setup
é bastante grande, o que exige maior cuidado.

Uma das maiores vantagens do multigrid algébrico sobre o geométrico é a sua
aplicabilidade. No caso geométrico, é necessario que as quantidades de elementos nas trés
direcdes da malha inicial sejam divisiveis por 279"%~! sendo ngrids a quantidade de
malhas utilizada, para que seja possivel construir as malhas mais grossas dividindo as
quantidades de elementos por 2 ao passar de um nivel para o outro. Por exemplo, se utili-
zamos 4 niveis de malhas, é necessario que as quantidades de elementos nas trés direcoes
da malha inicial sejam divisiveis por 23. Assim, podemos resolver o problema cb48x16x16,
mas ocorre um erro ao tentarmos resolver o problema cb60x20x20. O multigrid algébrico
trabalha apenas com a matriz do sistema linear, sem se preocupar com a malha, podendo
ser aplicado em uma variedade muito maior de problemas.

Tabela 7.12: Resultados com os parametros padrao do multigrid algébrico.

Sistema Nomg N TSumg TS; Tomg T; Tie) Tamg
cb60x20x20 96 360 | 24,40 020 | 271 566 2,09
cb90x30x30 | 134 551 | 109,85 0,64 | 12,25 27,29 2,23

mbb120x20x20 256 742 86,21 0,40 | 14,36 22,46 1,56
mbb180x30x30 333 1152 | 418,86 1,33 | 60,38 113,27 1,88
tt20x100x20 399 888 91,99 0,33 | 16,55 22,80 1,38
tt30x150x30 546 1301 | 316,08 1,06 | 83,70 107,45 1,28

Olhando para os tempos de cada etapa do setup no multigrid algébrico, forne-
cidos na Tabela 7.13, observamos que a etapa mais cara ¢ a de geracao do espaco de teste
(T}s), que envolve a resolucao de um problema de autovalores generalizado pelo método
de minimizacao do quociente de Rayleigh. Para os sistemas com dimensoes menores, o
tempo gasto para construir as matrizes de prolongac¢ao pelo método DPLS (7),) aparece
em segundo lugar. J& quando aumentamos a dimensao, o tempo de construgao das malhas
grossas (T.) passa a ser maior. O tempo de calculo das forgas de conexdes (Ty.) é menor
que os demais, mas também ¢é significativo. Em geral, o tempo total de setup (T'Sqmg)
cresce bastante com a dimensao do problema.

Tabela 7.13: Tempos de setup do multigrid algébrico.

Sistema Tis Ty T, T, T'Samg
cb60x20x20 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40
cb90x30x30 88,19 2,65 7,39 11,05 | 109,85

mbb120x20x20 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21
mbb180x30x30 | 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86
££20x100x20 82,22 1,32 2,73 5,47 91,99
tt30x150%x30 274,74 4,50 1849 17,54 | 316,08
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Para analisar melhor como a dimensao do sistema influencia os tempos de
solucao e de setup, resolvemos outros quatro sistemas da viga em balanco com refinamentos
maiores, obtendo os resultados da Tabela 7.14.

Tabela 7.14: Resultados para sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos.

Sistema Dim. Namg N;e TSumg T'S; Tomg T;
cb60x20x20 79380 96 360 24,40 0,20 2,71 5,66
cb90x30x30 259470 134 551 109,85 0,64 | 12,25 27,29
cb120x40x40 605160 133 723 296,66 1,43 | 22,66 68,35
cb150x50x50 1170450 176 918 732,90 2,73 | 56,29 167,17
cb180x60x60 2009340 192 1097 | 1629,31 5,01 | 111,38 356,48
cb210x70x70 3175830 | 254 1279 | 3135,92 9,14 | 221,46 648,40

Na Figura 7.10, plotamos o tempo de solucao em funcao da dimensao do sis-
tema. Tanto para o multigrid algébrico quanto para o Cholesky incompleto, os pontos
foram bem aproximados por curvas de tendéncia quadraticas, com valores do coeficiente
de determinacao aproximadamente iguais a 0,9996 e 0,9993, respectivamente. Contudo,
notamos que o crescimento do tempo de solucao com a dimensao do sistema é mais ra-
pido no caso do Cholesky incompleto. Uma maneira de compararmos esses crescimentos é
olhando para o coeficiente do termo quadratico em cada curva de ajuste. Para isso, divi-
dimos cada uma das dimensées pela menor delas (79380) e obtivemos gréficos parecidos,
mas agora com os coeficientes das curvas de ajuste em ordem de grandeza menor. Nesse
caso, a curva para o Cholesky incompleto possui o coeficiente do termo quadrético igual
a 0,1659, enquanto para o multigrid algébrico esse coeficiente é 0,075.
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Figura 7.10: Tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema linear para problemas
da viga em balanco, com os precondicionadores multigrid algébrico e Cholesky incompleto.

Na Figura 7.11, plotamos o tempo total de setup em funcao da dimensao do sis-
tema. Neste caso, a situagao se inverte e o tempo de preparagao para o multigrid algébrico
cresce mais rapidamente que o do Cholesky incompleto. Os pontos para o multigrid foram
bem aproximados por uma curva quadratica com coeficiente de determinacao 0,9996, ja
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os pontos para o Cholesky incompleto foram aproximados por uma curva linear com coe-
ficiente de determinacao 0,9908. Apesar da fase de preparacao do multigrid algébrico ser
bastante cara, veremos que, na resolucao do problema completo de otimizagao topologica,
felizmente conseguimos realizar a fase de setup uma tnica vez, antes da primeira iteragao
da PLS, e utilizar as componentes obtidas para resolver os sistemas em todas as demais
iteracoes.
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Figura 7.11: Tempo de setup em funcao da dimensao do sistema linear para problemas da
viga em balanco, com os precondicionadores multigrid algébrico e Cholesky incompleto.

Em seguida, analisamos o desempenho do multigrid algébrico alterando alguns
parametros e mantendo os demais na forma padrao, assim como fizemos para o caso
geométrico. Comparamos o ntiimero de iteragoes e o tempo de solucao do sistema linear,
bem como o tempo gasto em cada etapa de setup do multigrid.

Na Tabela 7.15, mostramos os resultados obtidos variando a quantidade de
malhas entre 3, 4 e 5. Na Tabela 7.16, apresentamos os resultados obtidos comparando
os ciclos V e W. Note que os resultados nessas duas tabelas foram compativeis com
aqueles apresentados para o multigrid geométrico nas Tabelas 7.3 e 7.5. Ou seja, novamente
constatamos que o uso de apenas 3 niveis de malhas foi melhor e que usar 5 malhas foi
um exagero para os problemas com as dimensoes consideradas. Além disso, o ciclo W
apresentou resultados melhores do que o ciclo V, com relacao ao numero de iteracoes e
ao tempo de solucao para todos os sistemas lineares resolvidos. Com relacao ao setup, a
quantidade de malhas nao parece alterar significativamente o tempo total e sabemos que
o tipo de ciclo nao influencia em nada esta etapa.

Estudamos também o crescimento do tempo de solucao em funcao da dimen-
sao do sistema linear, utilizando diferentes quantidades de malhas. Para isso, resolvemos
outros quatro sistemas da viga em balanco, com diferentes refinamentos, obtendo a Tabela
7.17 e os graficos da Figura 7.12.

Para as trés quantidades de malhas, o crescimento do tempo de solucao em
fungao da dimensao foi bem aproximado por uma curva de tendéncia quadratica (com
coeficientes de determinacao aproximadamente iguais a 0,9986; 0,9996 e 0,9998 para 3, 4
e b niveis, respectivamente). Para as dimensoes consideradas, a curva para 3 malhas esta
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sempre abaixo da curva para 4 malhas, que, por sua vez, esta sempre abaixo da curva para
5 malhas. Nesse caso, nao pudemos constatar se é melhor utilizar mais do que 3 niveis de
malhas quando a dimensao aumenta muito.

Tabela 7.15: Resultados variando a quantidade de malhas do multigrid algébrico.

Sistema Malhas | Ny, Tis T, T, T, T'Samg Tomg

3 72 17,80 0,79 1,74 3,41 | 23,90 | 2,04

cb60x20x20 4 96 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40 2,71

5 107 17,84 0,80 1,75 3,44 23,98 2,98

3 92 89,95 2,66 7,41 10,88 | 111,51 | 8,88

cb90x30x30 4 134 | 88,19 2,65 7.39 11,05 | 109,85 | 12,25

5 156 89,84 2,69 7,43 11,06 | 111,57 | 14,30

3 225 74,03 1,58 3,59 6,33 85,86 | 13,10

mbb120x20x20 4 256 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21 14,36
5 301 73,84 1,59 360 634 | 85,68 | 16,66

3 269 | 363,59 5,33 2859 20,33 | 419,33 | 54,10

mbb180x30x30 4 333 | 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86 | 60,38
5 383 | 367,85 5,38 28,83 20,68 | 423,87 | 69,36

3 265 7991 1,31 2,72 5,36 89,56 | 12,73

t£20x100x20 4 355 82,22 1,32 2,73 547 91,99 16,55
5 393 79,74 1,33 2,75 547 | 89,55 | 18,40

3 479 | 275,49 4,45 18,25 17,31 | 316,50 | 78,88

tt30x150x30 4 546 | 274,74 4,50 1849 17,54 | 316,08 | 83,70
5 585 | 272,35 4,51 1840 17,52 | 313,60 | 89,09

Tabela 7.16: Resultados variando o tipo de ciclo do multigrid algébrico.

Sistema Ciclo | Ngng Tomg
v 96 2,71
cb60x20x20
W 71 2,19
\Y% 134 12,25
¢cb90x30x30
\% 93 9,45
\Y% 256 14,36
mbb120x20x20
% 209 | 12,86
\Y% 333 60,38
mbb180x30x30
% 263 | 53,95
\Y 355 16,55
tt20x100x20
% 259 | 13,40
\Y% 546 83,70
tt30x150x30
W 467 79,49
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Tabela 7.17: Resultados variando a quantidade de malhas do multigrid algébrico para
sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos.

Sistema Dim. Malhas Namg Tamg
3 72 2,04
cb60x20x20 79380 4 96 2,71
5 107 2,98
3 92 8,88
cb90x30x30 259470 4 134 12,25
5 156 14,30
3 92 17,43
cb120x40x40 605160 4 133 22,66
5 174 29,81
3 112 42,16
cb150x50x50 1170450 4 176 56,29
5 222 70,54
3 135 98,21
cb180x60x60 2009340 4 192 111,38
) 244 140,71
3 156 | 183,58
cb210x70x70 3175830 4 204 221,46
5 318 271,63
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Figura 7.12: Tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema linear para problemas

da viga em balanco, com diferentes quantidades de malhas do multigrid algébrico.

Conforme vimos nas Tabelas 7.15 e 7.16, a utilizacao de 3 malhas foi melhor
do que 4 malhas e o ciclo W foi mais eficiente do que o ciclo V para os sistemas considera-
dos. Testamos também a combinacao desses parametros para os sistemas com dimensoes
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maiores, obtendo os resultados da Tabela 7.18. Observe que utilizar 3 niveis de malhas e
o ciclo W reduz o niimero de iteragoes. Porém, essa nao parece ser sempre a combinacao
mais eficiente com relacao ao tempo de solucao.

Tabela 7.18: Resultados variando a quantidade de malhas e o ciclo do multigrid algébrico.

Sistema Parametros Namyg Tomg
4 malhas e ciclo V 192 111,38
3 malhas e ciclo V 135 98,21
cb180x60x60
4 malhas e ciclo W 134 89,88
3 malhas e ciclo W 112 106,72
4 malhas e ciclo V 333 60,38
3 malhas e ciclo V 269 54,10
mbb180x30x30
4 malhas e ciclo W 263 53,95
3 malhas e ciclo W 242 58,27
4 malhas e ciclo V 546 83,70
3 malhas e ciclo V 479 78,88
tt30x150x30
4 malhas e ciclo W 467 79,49
3 malhas e ciclo W 437 83,98

Analisando agora o suavizador, primeiramente testamos diferentes fatores de
relaxagao w. Neste caso, consideramos um ntmero maximo de 1000 iteragoes para con-
vergéncia do método dos gradientes conjugados. Para o método de Jacobi, obtivemos os
resultados da Tabela 7.19. Note que a convergéncia é lenta para w > 0,8, ultrapassando
as 1000 iteracoes. Os tempos de solucao foram melhores para w em torno de 0,6. Assim
como no caso geomeétrico, por seguranca, decidimos manter w = 0,5 para o Jacobi.

No caso do método SSOR, obtivemos os resultados da Tabela 7.20. Note que,
em geral, o valor de w mais eficiente com relacao ao niimero de iteragoes e ao tempo de
solucao foi 1,4. Porém, observe também que ha uma diferenga significativa nos tempos de
setup para cada valor de w, principalmente nos problemas mbb180x30x30 e tt30x150x30,
por conta da geracao do espaco de teste. Ademais, é dificil dizer qual é o melhor valor de w
para todos os sistemas lineares que aparecem no decorrer da resolucao de cada problema
de otimizacao topologica. Desse modo, escolhemos w = 1,2 para o método SSOR, pois
apresentou bons resultados.

Utilizando os métodos de Jacobi (J) com relaxacao w = 0,5 e 0 método SSOR
com w = 1,2, na Tabela 7.21 apresentamos os resultados obtidos variando o suavizador e as
quantidades de iteragoes na pré e na pos-suavizagao (1, e 72). Para ambos os suavizadores,
notamos que o tempo de solucao do sistema foi menor utilizando 17, = 1, = 1, apesar dessa
opcao exigir mais iteragoes para convergéncia. Concluimos, portanto, que basta aplicar
poucas vezes a suavizacao para que o método multigrid seja eficaz.

Agora, comparando os suavizadores com 1n; = 17, = 1, notamos que, para
todos os problemas, o método SSOR apresentou resultados melhores que o método de
Jacobi com relagao ao nimero de iteracoes e ao tempo de solucao dos sistemas lineares,
diferentemente do que ocorreu com o multigrid geométrico, no qual Jacobi obteve sempre
os melhores resultados. Entretanto, o tempo de setup para o SSOR é muito maior do
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que para o método de Jacobi, por conta da etapa de geracao do espaco de teste e da
preparacao do suavizador. A matriz que precisa ser extraida e utilizada no problema de
autovalores generalizado para o método de Jacobi é simplesmente a matriz diagonal com
a mesma diagonal da matriz K do sistema. Ja para o SSOR essa matriz é mais complexa.

Tabela 7.19: Resultados variando o parametro w do suavizador Jacobi.

Sistema w Namg Tis Ty, T. T, T'Samg Tamg

0,3 162 86,46 2,63 7,32 10,81 | 107,76 | 14,75
0,5 134 88,19 2,65 7,39 11,05 | 109,85 12,25
cb90x30x30 | 0.6 | 126 | 86,79 2,63 7,34 10,81 | 108,12 | 11,45
2/3 193 87,73 2,63 7,32 10,87 | 109,10 17,66
0,8 | >1000 | 86,77 2,62 7,31 10,81 | 108,07 >92

0,3 418 358,10 5,37 28,87 20,44 | 413,90 75,70
0,5 333 363,20 5,34 2858 20,61 | 418,86 60,38
mbb180x30x30 | 0,6 312 356,57 5,36 2859 20,32 | 411,96 | 56,44
2/3 421 35547 5,33 28,75 20,26 | 410,92 | 75,86
0,8 | >1000 | 356,31 5,31 2890 20,44 | 412,07 >181
0,3 685 269,79 4,46 18,56 17,45 | 311,07 | 104,96
0,5 546 274,74 4,50 1849 17,54 | 316,08 83,70
tt30x150x30 | 0,6 507 271,72 447 18,68 17,58 | 313,25 | 77,15
2/3 762 273,31 4,45 18,51 17,37 | 314,45 | 115,94
0,8 | >1000 | 273,57 449 18,15 17,38 | 314,38 >152

Tabela 7.20: Resultados variando o parametro w do suavizador SSOR.

Sistema W | Namg Tis T, T. T, T'Samg Tamg
0,8 80 155,33 2,64 7,13 10,85 | 178,43 12,37

1 76 153,17 2,63 7,19 10,89 | 176,34 11,62
cb90x30x30 1,2 68 150,75 2,63 7,32 10,95 | 174,18 | 10,47
1,4 67 151,85 2,63 7,05 11,00 | 175,03 | 10,32
1,6 84 159,22 258 7,09 10,97 | 182,30 12,72
0,8 178 | 631,08 5,34 29,34 20,78 | 691,52 | 54,45

1 159 | 645,52 5,26 28,41 20,50 | 704,81 48,15
mbb180x30x30 | 1,2 146 | 671,60 5,33 28,87 20,66 | 731,67 | 44,98
1,4 133 | 691,03 5,28 27,11 20,57 | 749,18 | 40,64
1,6 141 727,14 529 27,61 20,79 | 785,98 | 43,22
0,8 | 349 | 488,30 4,49 1886 17,80 | 533,66 | 90,63

1 254 | 507,10 4,48 19,38 17,38 | 552,43 | 65,45
tt30x150x30 | 1,2 | 227 | 543,72 4,46 19,37 17,80 | 589,58 | 58,77

Y

1,4 | 227 | 639,96 4,44 19,12 17,79 | 685,48 | 58,50

Y

1,6 | 215 | 619,74 4,36 18,60 17,58 | 664,34 | 55,31
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Tabela 7.21: Resultados variando o suavizador do multigrid algébrico.

Sistema Suav. (n1,72) | Namg | Tis T. T. Ty | TSamg | Tamg
J(1,1) 96 | 18,17 0,80 1,75 3,52 | 24,40 | 2,71
J(2,2) 75 | 18,21 0,80 1,77 348 | 2443 | 3,14

cb60x20x20
SSOR (1, 1) o6 30,79 0,78 1,70 3,39 | 37,36 2,67
SSOR (2, 2) 47 32,01 0,78 1,75 3,46 | 38,68 3,80
J (1, 1) 134 | 88,19 2,65 7,39 11,05|109,85 | 12,25
J(2,2) 106 | 88,99 2,63 7,40 10,77 | 110,35 | 14,41

¢cb90x30x30
SSOR (1,1) | 68 |150,75 2,63 7,32 10,95| 174,18 | 10,47
SSOR (2,2) | 57 |154,81 2,59 7,36 11,00 | 178,26 | 14,97
J(1,1) 256 | 74,30 1,59 3,63 6,38 | 86,21 | 14,36
J(2,2) 196 | 75,32 1,68 3,62 6,24 | 87,07 | 16,28

mbb120x20x20
SSOR (1, 1) 113 140,34 1,59 3,59 6,49 | 153,47 | 10,64
SSOR . (2, 2) 93 | 140,20 1,54 3,59 6,45 | 153,16 | 14,95
J (1, 1) 333 | 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86 | 60,38
J(2,2) 955 | 364,02 534 28,84 20,37 | 419,69 | 69,29

mbb180x30x30
SSOR (1, 1) | 146 | 671,60 5,33 28,87 20,66 | 731,67 | 44,98
SSOR (2, 2) 118 673,57 5,19 2820 20,51 | 732,67 | 61,70
J(1,1) 355 | 82,22 1,32 2,73 547 | 91,99 | 16,55
J(2,2) 9280 | 81,96 1,32 2,74 541 | 91,65 | 19,57

t1t20x100x20
SSOR (1, 1) 162 | 153,46 1,33 2,79 5,37 | 164,11 | 12,83
SSOR (2, 2) 134 | 154,21 1,29 2,86 5,33 | 164,78 | 18,01
J(1,1) 546 | 274,74 4,50 18,49 17,54 | 316,08 | 83,70
J(2,2) 395 | 280,70 4,49 18,37 17,38 | 321,74 | 90,56

tt30x150x30
SSOR (1, 1) | 227 | 543,72 4,46 19,37 17,80 | 589,58 | 58,77
SSOR (2, 2) 175 542,28 4,42 19,86 17,93 | 588,70 | 78,45

Apesar da fase de preparacao do multigrid algébrico ser bastante cara, na re-
solucao do problema completo de otimizacao topolégica felizmente conseguimos realizar a
fase de setup uma Unica vez, antes da primeira iteracao da PLS, e utilizar as componentes
obtidas para resolver os sistemas em todas as demais iteragoes. Nesta situacgao, fica dificil
perceber qual é o melhor suavizador, pois precisamos levar em consideracao o tempo de
setup e os tempos de solucao dos sistemas. Para tentar obter resultados mais conclusivos,
resolvemos os problemas completos de otimizacao topoldgica variando o suavizador, ob-
tendo os resultados da Tabela 7.22. Com isso, observamos que o tempo total gasto para
resolver o problema (T;,4;) € sempre menor para o suavizador Jacobi. Note que o nimero
de sistemas resolvidos (V) fica igual mesmo trocando o suavizador.

Na Tabela 7.23, variamos o parametro utilizado para decidir se as conexoes
entre os nos da malha sao fortes ou nao. Lembramos que o valor de 6, deve estar no
intervalo [0, 1). Além disso, quanto mais proximo de zero esta este valor, mais conexoes sao
consideradas como fortes e, quanto mais proximo de 1, menos conexoes sao consideradas
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fortes. Este parametro nao parece influenciar significativamente os tempos de preparagao
das componentes do multigrid algébrico, isto é, as etapas de setup. J& o nimero de iteracoes
e o tempo de solugao dos sistemas lineares, em geral, foram melhores para 6, mais proximo
de 1. Ou seja, o método é mais eficaz quando consideramos menos conexoes como fortes.
Note que nao podemos utilizar 6, = 1, pois, neste caso, nao teriamos nenhuma conexao
forte e nao seria possivel construir as malhas grossas da maneira como estamos fazendo.

Tabela 7.22: Resultados variando o suavizador do multigrid algébrico resolvendo o pro-
blema completo de otimizacao topoldgica.

Problema Suav. (n1,12) N, Tiotal
J(1,1) 39 | 224,81
cb60x20x20
SSOR (1,1) | 39 | 244,38
J(1,1) 23 | 776,12
¢cb90x30x30
SSOR (1,1) | 23 | 796,41
J(1,1) 46 | 963,33
mbb120x20x20
SSOR (1,1) | 46 | 1113,94
J(1,1) 25 | 2540,69
mbb180x30x30
SSOR (1,1) | 25 | 2887,15
J(1,1) 56 | 1224,11
tt20x100x20
SSOR (1,1) | 56 | 1241,72
J(1,1) 38 | 3210,50
tt30x150x30
SSOR (1,1) | 38 | 337258

Segundo Franceschini et al. [20], esta forma de célculo das conexoes fortes, de
fato, gera valores muito proximos de 1 e é dificil escolher a melhor tolerancia para decidir
quais delas serao fortes. Os autores utilizam uma estratégia um pouco diferente, na qual
escolhem um valor 6, inteiro como sendo a quantidade de conexoes fortes que cada n6 pode
possuir. Testamos essa estratégia, variando o parametro 0y, e obtivemos os resultados da
Tabela 7.24. Note que o nimero de iteragoes cresce conforme ¢y aumenta e que o tempo
de solucao do sistema, em geral, ¢ menor para 6y = 20. Além disso, observe que os tempos
de todas as etapas de setup sofrem alteracoes significativas conforme variamos ¢, o que
nao ocorre na outra estratégia que testamos. Em geral, o tempo total de setup parece
diminuir conforme aumentamos 6.

Variando a quantidade ny, de vetores na matriz do espago de teste, obtivemos
os resultados da Tabela 7.25. Como esperado, quanto maior for essa quantidade, mais cara
fica a etapa de geracao do espaco de teste, pois precisamos encontrar mais autovetores.
Além disso, o tempo gasto no calculo das forcas de conexoes e na prolongacao também
cresce. Porém, utilizar uma quantidade muito pequena nao parece ser uma boa ideia
quando olhamos para o tempo de solugao do sistema linear, o qual, na maioria dos casos,
diminui conforme ny;, aumenta. Assim, precisamos escolher um valor intermediario, para
o qual o método seja eficaz, mas sem prejudicar demais o tempo de setup.

Para tentar obter resultados mais conclusivos, resolvemos os problemas com-
pletos de otimizacao topoloégica variando o parametro ny,, obtendo a Tabela 7.26. Observe
que o valor ng, = 30 forneceu os menores tempos em trés dos seis problemas testados e
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ficou em segundo lugar em outros dois problemas. Portanto, acreditamos que esse seja
um bom valor para o parametro. Todavia, é complicado dizer exatamente qual é o melhor
valor, pois os resultados sao sensiveis ao problema que esta sendo resolvido.

Tabela 7.23: Resultados variando o parametro 65 do multigrid algébrico.

Sistema 0, Namg Tis Ty T, T, T'Samg Tomg
0,2 257 18,18 0,81 1,62 3,59 24,35 7,02

0,3 148 17,86 0,79 1,65 3,56 24,01 4,12

b60%20%20 0,5 96 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40 2,71
0,7 89 1787 0,79 1,77 3,43 24,01 2,46

0,9 89 17,82 0,78 1,75 3,37 23,88 2,49

0,95 77 18,01 0,83 1,89 3,46 24,39 2,25

02 | 373 | 85,74 264 6,64 11,29 | 106,81 | 33,41

0,3 290 86,64 2,65 7,09 11,25 | 108,15 26,30

cb90x30x30 0,5 134 88,19 2,65 7,39 11,05 | 109,85 12,25
0,7 100 86,08 2,63 7,17 10,90 | 107,34 9,09

0,9 99 86,48 2,65 7,51 10,97 | 108,19 9,09

0,95 98 87,98 2,60 7,32 10,75 | 109,23 9,15

0,2 506 74,75 1,59 3,44 6,55 86,62 27,88

0,3 274 74,77 1,61 3,72 6,54 86,96 15,35

bb120x20%20 0,5 256 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21 14,36
0,7 206 73,87 1,59 3,70 6,54 86,01 11,55

0,9 174 74,43 1,60 3,82 6,43 86,58 9,77

0,95 165 72,67 1,60 3,72 6,43 84,75 9,39
0,2 833 | 357,88 5,35 29,85 20,62 | 414,72 | 14791

0,3 411 359,20 5,36 29,31 20,74 | 415,69 73,69

bb180x30%30 0,5 333 | 363,20 5,34 2858 20,61 | 418,86 60,38
0,7 250 | 354,04 5,30 26,48 20,31 | 407,11 | 44,76

0,9 208 | 357,16 5,31 27,78 20,35 | 411,56 37,27

0,95 192 | 356,33 5,22 27,48 19,79 | 409,84 | 34,56

0,2 722 80,16 1,33 2,66 5,51 89,90 33,27

0,3 | 524 | 80,75 1,32 2,72 542 | 9044 | 24,14

££20%100x20 0,5 355 82,22 1,32 273 5,47 91,99 16,55
0,7 271 80,08 1,31 2,72 5,30 90,15 12,55

0,9 260 80,09 1,32 2,75 5,24 90,14 12,11

0,95 244 79,95 1,28 2,82 5,17 89,49 11,51
0,2 1031 | 270,90 4,47 1791 17,98 | 312,06 | 155,63
0,3 747 | 271,93 4,45 18,55 17,77 | 313,48 | 113,02

££30%150x30 0,5 546 | 274,74 4,50 18,49 17,54 | 316,08 83,70
0,7 426 | 270,32 4,48 19,65 17,69 | 313,00 65,29

0,9 275 | 272,39 4,43 1896 17,87 | 314,51 42,10

0,95 | 265 | 269,42 4,37 19,01 17,23 | 310,97 | 40,84
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Tabela 7.24: Resultados variando o parametro de conexoes fortes 8y do multigrid algébrico
conforme a estratégia de Franceschini et al. [20].

Sistema Or | Namg Tis T T. T, T'Samg Tamg
5 43 26,51 1,59 6,63 3,09 38,78 2,85
10| 49 | 2312 142 457 3,70 | 3334 | 2,14
cb60x20x20 | 20 | 61 | 21,27 1,27 3,18 426 | 3034 | 2,18
30 67 19,96 1,22 2,96 4,50 28,95 2,18
40 | 91 1946 1,19 270 470 | 28,32 | 2,82
5 48 124,39 498 28,16 8,84 172,47 | 14,36
10 58 108,70 455 21,66 10,97 | 148,15 9,14
cb90x30x30 | 20 | 70 | 99,75 4,17 13,65 12,49 | 131,29 | 8,25
30 82 94,99 4,03 11,63 13,40 | 125,04 8,90
40 | 103 94,02 3,95 10,00 14,13 | 123,01 | 10,61
5 80 98,14 3,00 15,91 5,23 125,16 | 13,20
10 90 89,81 2,75 8,65 6,57 108,96 8,45
mbb120x20x20 | 20 | 112 82,31 2,54 6,45 7,70 99,68 8,08
30 | 152 79,50 2,40 5,23 8,10 95,75 9,94
40 | 206 | 78,13 237 473 862 | 94,35 | 12,86
5 7 449,89 9,61 111,56 15,69 | 614,77 | 69,15
10 | 101 | 416,75 9,04 60,71 19,95 | 513,05 | 38,65
mbb180x30x30 | 20 | 139 | 393,33 8,23 4554 21,98 | 471,63 | 32,87
30 | 189 | 376,25 7,86 37,76 23,41 | 447,15 | 39,67
40 | 261 | 376,78 7,93 33,70 25,07 | 445,20 | 53,26
5 86 113,95 252 11,14 4,43 134,47 | 11,86
10 | 122 96,74 2,35 6,81 5,71 112,66 9,87
tt20x100x20 | 20 | 158 89,98 2,08 4,59 6,58 103,80 9,35
30 | 197 87,81 1,99 3,83 6,91 101,03 | 10,84
40 | 235 85,88 1,95 3,50 7,45 99,20 12,38
5 86 377,72 816 91,12 13,63 | 510,90 | 62,51
10 | 132 | 344,62 751 4621 16,92 | 420,74 | 42,62
tt30x150x30 | 20 | 186 | 297,81 6,70 31,46 19,17 | 357,20 | 37,05
30 | 214 | 290,02 6,53 27,25 2049 | 345,90 | 38,49
40 | 294 | 279,44 6,50 2480 21,73 | 333,90 | 50,06

No célculo dos autovetores da geracao do espago de teste, consideramos como
critérios de parada a norma do residuo relativa menor que uma tolerancia €, e a diferenca
relativa entre os valores do quociente de Rayleigh em duas iteracoes consecutivas menor
que uma outra tolerancia ¢,. Na Tabela 7.27, comparamos os resultados variando essas
duas tolerancias. Observe que o tempo gasto na geragao do espago de teste (7;5) diminui
bastante ao aumentarmos as tolerancias. Porém, ao utilizar valores muito altos, como
e, = £, = 107!, notamos um aumento significativo no tempo de solugio do sistema linear,
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uma vez que os vetores no espaco de teste perdem muita precisao. Felizmente, ainda
podemos utilizar tolerancias grandes sem comprometer a eficiéncia do multigrid.

Tabela 7.25: Resultados variando o parametro ng, do multigrid algébrico.

Sistema Nty | Namg Tis T, T, T, T'Samg Tomg

5 250 9,81 0,68 1,62 3,09 15,32 6,69

10 96 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40 2,71

cb60x20x20 20 92 32,22 0,89 1,76 3,88 38,91 2,62

30 95 49,21 097 1,67 429 56,32 2,74

40 85 65,97 1,02 1,59 4,43 73,17 2,37
5 414 47,32 2,43 6,74 9,55 66,46 36,62
10 134 88,19 2,66 7,39 11,05 | 109,85 12,25
cb90x30x30 20 109 160,15 2,92 7,28 1236 | 183,29 10,02
30 113 247,66 3,23 7,37 13,90 | 272,73 10,39
40 108 329,64 342 7,12 14,32 | 355,07 9,87
5 271 52,35 1,60 3,78 5,30 63,17 15,11
10 256 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21 14,36
mbb120x20x20 | 20 199 122,83 1,77 3,89 7,50 136,32 11,17
30 208 178,43 1,95 3,73 8,36 192,83 11,80
40 186 228,61 2,10 3,71 8,43 243,18 | 10,51
5 352 251,35 491 29,14 16,63 | 302,91 | 63,37
10 333 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86 | 60,38
mbb180x30x30 | 20 225 582,70 591 26,99 23,81 | 640,55 | 40,42
30 173 859,56 6,53 26,13 26,13 | 919,56 | 31,33
40 195 | 1185,03 6,97 26,64 27,21 | 1247,00 | 35,41
5 568 55,05 1,25 277 4,78 64,06 26,40
10 355 82,22 1,32 2,73 5,47 91,99 16,55
t£20x100x20 20 334 12349 1,48 2,79 6,33 134,35 15,75
30 276 158,33 1,64 291 7,04 170,24 13,07
40 242 195,38 1,75 2,72 7,06 207,16 | 11,27
5 | 418 | 163,13 4,06 19,20 14,43 | 201,54 | 64,06
10 546 274,74 450 18,49 17,54 | 316,08 | 83,70
tt30x150x30 20 498 507,63 4,93 19,01 19,78 | 552,19 75,89
30 347 725,56 546 18,71 21,88 | 772,57 | 53,21
40 278 886,80 5,84 18,24 2292 | 934,73 | 42,88

Novamente, para tentar obter resultados mais indicativos de quais valores esco-
lher, resolvemos os problemas completos de otimizagao topoldgica variando as tolerancias
g, e £,. Dentre os pares (g, ¢,) testados na Tabela 7.27, acreditamos que (107!,107!) nio
forneceu bons resultados, pois o tempo de solucao do sistema cresce bastante e a redugao
no tempo de setup com relagao ao par (107, 1072) pode nao ser satisfatoria. Além disso,
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os pares (1071,107%), (1072,10™*) e (107*,10~*) apresentaram resultados parecidos, sendo
que (1071,107) foi um pouco melhor, em geral.

Tabela 7.26: Resultados variando o parametro ng, do multigrid algébrico resolvendo o
problema completo de otimizacao topologica.

Problema T N, Tiotal

5 39 290,93
10 39 224,81
cb60x20x20 20 | 39 215,63
30 | 39 | 212,20
40 39 232,21
5 23 1049,70
10 23 776,12
cb90x30x30 20 23 742,72
30 23 759,02
40 23 790,83
5 46 1224,42
10 46 963,33
mbb120x20x20 20 46 990,48
30 46 978,72
40 46 940,77
5 25 3034,73
10 25 2540,69
mbb180x30x30 20 25 2638,36
30 25 2536,40
40 25 3214,16
5 56 1091,02
10 56 1224,11
tt20x100x20 20 56 1089,37
30 56 1011,31
40 56 964,55
) 38 3341,27
10 38 3210,50
tt30x150x30 | 20 | 38 | 2767.23
30 38 2592,52
40 38 2744,75

Assim, testamos a resolucao dos problemas completos apenas para os pares
(1071,1072), (1071,1073) e (107%,107%), obtendo os resultados da Tabela 7.28. Observe
que os menores tempos (Tjq) foram obtidos para (107!,1072) em quatro dos seis pro-
blemas testados. Apenas nos dois problemas da viga MBB os tempos para (107!,1073)
foram um pouco menores. Note também que a quantidade de sistemas resolvidos (Ny)
fica igual mesmo trocando os parametros, com excecao do problema tt30x150x30, para o
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qual essa quantidade com o par (107!, 1073) foi maior do que com os demais. Decidimos
entdo escolher g, = 107! e g, = 1072

Tabela 7.27: Resultados variando os parametros e, e e, do multigrid algébrico.

Sistema e €q | Namg Tis T, T, T, | T'Samg | Tamg
10°' 107'| 146 | 3,13 0,79 1,67 3,63 | 9,39 | 4,03

1071 1072 | 88 807 0,77 167 344 | 14,12 | 2,42

bE0X20x20 107' 1073 | 111 | 14,05 0,80 1,75 3,58 | 20,34 | 3,11
10°Y 107*| 99 | 1786 0,78 1,75 3,43 | 23,98 | 2,75

1072 107*| 96 | 18,17 0,80 1,75 352 | 24,40 | 2,71

107 107*| 96 | 17,96 0,77 1,75 3,41 | 24,05 | 2,66

10°' 10°' | 311 | 10,68 2,63 7,45 1220 | 33,53 | 28,18

107Y 1072 | 115 | 3550 2,59 6,86 11,16 | 56,65 | 10,43

590x30x30 107" 107% | 132 | 66,09 2,66 7,23 10,99 | 87,50 | 11,97
107Y 107* | 129 | 88,89 263 7,41 11,00 | 110,48 | 11,82

1072 107*| 134 | 88,19 2,65 7,39 11,05 109,85 | 12,25

107 107* | 134 | 87,43 2,62 7,37 10,99 | 108,96 | 12,21

107Y 107' | 392 | 7,14 1,60 3,83 7,48 | 20,37 | 21,84

107Y 1072 | 316 | 27,45 1,56 3,62 6,69 | 39,63 | 17,57

b 120%20%20 1071 107% | 253 | 54,06 1,59 3,62 6,43 | 66,01 | 14,12
1071 107* | 251 | 73,08 1,56 3,63 6,39 | 84,95 | 13,98

1072 107*| 256 | 74,30 1,59 3,63 6,38 | 86,21 | 14,36

107 107* | 256 | 73,18 1,56 3,61 6,41 | 85,04 | 14,26

1071 107' | 675 | 24,49 5,31 33,87 23,60 | 88,50 | 121,12

1071 1072 | 575 | 91,45 5,26 31,17 22,39 | 151,43 | 102,99
Eb180x30x30 1071 1072 | 353 | 223,69 5,36 27,72 20,57 | 278,47 | 63,21
1071 107*| 333 | 359,61 5,25 2866 20,62 | 415,27 | 60,19

1072 107* | 333 | 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86 | 60,38

107 107* | 333 | 360,03 5,23 28,64 20,60 |415,63 | 60,16

107Y 107' | 476 | 5,90 1,31 2,89 6,02 | 16,38 | 22,30

1071 1072 | 319 | 2244 1,30 2,78 5,57 | 32,34 | 14,92

£ £90x100x20 107Y 107% | 356 | 59,04 1,31 2,77 5,39 | 68,75 | 16,62
1071 107*| 343 | 7950 1,31 2,74 542 | 89,20 | 15,95

1072 107* | 355 | 82,22 1,32 2,73 547 | 91,99 | 16,55

107 107*| 355 | 79,81 1,30 2,73 5,41 | 89,48 | 16,59

107" 10°'| 786 | 17,60 4,38 1858 19,54 | 61,08 | 119,49

1071 1072 ] 690 | 93,78 4,42 18,83 18,06 | 136,02 | 105,60

6305150530 107' 107® | 616 | 183,74 4,53 1926 18,35 | 226,74 | 94,37
1071 107* | 541 | 274,91 4,39 1825 17,45 | 315,81 | 82,92

1072 107* | 546 | 274,74 4,50 18,49 17,54 | 316,08 | 83,70

107* 107* | 546 | 273,28 4,39 18,16 17,41 | 314,04 | 83,62
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Tabela 7.28: Resultados variando os parametros ¢, e ¢, do multigrid algébrico resolvendo
o problema completo de otimizagao topologica.

Problema Er Eq Ny Tiotal
107 1072 | 39 224,89
cb60x20x20 1071 1073 | 39 226,25
107t 107 | 39 229,16
10°Y 1072 | 23 713,86
cb90x30x30 1071 1073 | 23 725,60
107t 107 | 23 795,38
1071 1072 | 46 1070,80
mbb120x20x20 | 10~' 1073 | 46 950,79
107 107* | 46 951,38
107 1072 | 25 2578,49
mbb180x30x30 | 10! 1073 | 25 | 2449,28
107t 107* | 25 2535,43
10°Y 1072 | 56 | 1036,09
t£20x100x20 1071 107% | 56 1144,36
1071 107 | 56 1205,96
107t 1072 | 38 | 2813,58
t£30x150%30 1071 1073 | 57 4184,18
107t 107 | 38 3156,19

Na Tabela 7.29, variamos o nimero méaximo de iteracgoes it, utilizado como
critério de parada no algoritmo da prolongacao DPLS. Esse parametro praticamente nao
teve influéncia nas etapas de setup, com excecao da etapa de construcao das matrizes de
prolongacao, que ficou um pouco mais rapida para o valor it, = 2. Em geral, o valor
padrao it, = 5 apresentou bons resultados com relacao ao tempo de solugao do sistema.

No algoritmo da prolongacao DPLS, também utilizamos a tolerancia x para
o nimero de condigao. Variando essa tolerancia, obtivemos os resultados da Tabela 7.30.
Novamente, nao houve mudanca significativa nos tempos das etapas de setup, com excecao
da construcao das matrizes de prolongacao, que fica mais rdpida quanto menor é o valor
de k. J4 em relacao ao nimero de iteracoes e ao tempo de solucao do sistema linear,
observamos um crescimento quando usamos um valor muito grande ou muito pequeno
para k, de modo que os melhores resultados foram obtidos para x = 50 e x = 100.
Escolhemos utilizar x = 100.

Levando em consideracao os resultados apresentados nesta secao para os pro-
blemas testados, consideramos que o melhor para a nossa implementacao do método mul-
tigrid algébrico é utilizar 4 niveis de malhas, ciclo W, suavizador Jacobi com relaxacao
w =205, m =mn =1 e os parametros §; = 20, ny,, = 30, &, = 1071, ¢, = 1072, it, = 2
e k = 100. Na Tabela 7.31, apresentamos os resultados obtidos com esses “melhores”
parametros e os comparamos com a resolucao utilizando o precondicionador Cholesky in-
completo, assim como fizemos no inicio da se¢do com os parametros padrao (Tabela 7.12).
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Note que, agora, a reducao do niamero de iteragoes e do tempo de solugao do sistema
linear foi maior, chegando-se a um tempo de solucao 3 vezes melhor no caso do problema
mbb180x30x30.

Tabela 7.29: Resultados variando o parametro it, do multigrid algébrico.

Sistema ity | Namg Tis Tec T. T, T'Samyg Tomg
101 17,73 0,80 1,76 2,68 23,11 2,79
96 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40 2,71
cb60x20x20
96 17,92 080 1,76 3,46 24,10 2,67
10 96 17,94 0,80 1,75 3,44 24,09 2,67
118 86,63 2,66 7,37 8,68 | 105,81 | 10,70
134 88,19 2,65 7,39 11,05 | 109,85 12,25
¢cb90x30x30
134 86,79 2,66 7,35 10,79 | 108,15 12,15
10 134 87,30 2,66 7,33 10,80 | 108,64 12,16
251 | 73,12 158 359 526 | 83,84 | 13,92
256 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21 14,36
mbb120x20x20
256 73,50 1,59 3,60 6,33 85,32 14,28
10 256 73,34 1,59 3,59 6,27 85,09 14,22
336 353,09 5,35 28,57 17,22 | 405,27 | 60,24
333 363,20 5,34 28,58 20,61 | 418,86 60,38
mbb180x30x30
333 354,91 5,38 28,57 20,42 | 410,39 59,88
10 333 356,45 5,39 28,63 20,55 | 412,13 | 59,86
353 | 80,14 1,32 273 441 | 88,81 | 16,40
355 82,22 1,32 2,73 5,47 91,99 16,55
tt20x100x20
355 79,95 1,33 2,75 5,38 89,65 16,67
10 355 80,25 1,32 2,76 5,37 89,95 16,60
545 269,52 4,48 18,34 14,47 | 307,53 | 83,42
546 274,74 450 1849 17,54 | 316,08 83,70
tt30x150x30
546 274,69 4,52 1840 17,52 | 315,93 83,73
10 546 273,08 4,50 18,30 17,43 | 314,10 83,60

Pensando na resolucao de problemas maiores, comparamos novamente o cres-
cimento do tempo de solucao em funcao da dimensao do sistema utilizando os “melhores”
parametros com diferentes quantidades de malhas, obtendo os resultados da Tabela 7.32
e os graficos da Figura 7.13. Observe que, para resolver os problemas grandes, foi melhor
utilizar uma quantidade maior de malhas.

Os pontos para 3 malhas foram melhor aproximados por uma curva de ten-
déncia quadratica com coeficiente de determinacao igual a 0,9998. J4 os pontos para 4 e
5 malhas foram aproximados por curvas lineares, com coeficientes de determinacao iguais
a 0,9918 e 0,9984, respectivamente.

De um modo geral, obtivemos bons resultados para o multigrid algébrico com
relacao ao tempo de solucao dos sistemas lineares. Em todos os casos, esse tempo foi
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menor do que utilizando o precondicionador Cholesky incompleto. No entanto, as etapas
de setup do AMG sao bastante caras.

Tabela 7.30: Resultados variando o parametro x do multigrid algébrico.

Sistema K Namg Tis T T. T, T'Samg Tomg
10 121 17,38 0,79 1,74 2,50 22,52 3,29
50 96 18,17 0,80 1,75 3,52 24,40 2,71
cb60x20x20
100 97 17,90 0,79 1,74 3,71 24,31 2,69
500 104 18,78 0,81 1,80 4,21 25,79 2,96
10 147 85,03 2,56 7,36 7,91 | 103,19 | 13,22
50 134 88,19 265 7,3
cb90x30x30 , , 39 11,05 | 109,85 12,25
100 124 8796 2,62 7,35 11,80 | 110,30 | 11,48
500 156 91,83 2,61 7,37 13,35 | 115,79 14,50
10 280 73,27 1,56 3,63 4,83 83,47 15,25
50 256 74,30 1,59 3,63 6,38 86,21 14,36
mbb120x20x20
100 258 75,50 1,58 3,60 6,92 87,90 14,31
500 309 7762 1,55 3,61 7,70 90,82 17,18
10 367 | 353,62 5,16 29,07 15,71 | 404,25 | 64,89
50 333 363,20 5,34 2858 20,61 | 418,86 | 60,38
mbb180x30x30
100 341 360,63 5,32 28,72 22,47 | 418,35 61,98
500 372 371,88 5,33 28,76 24,64 | 431,93 67,72
10 381 80,41 1,30 2,74 4,02 88,62 17,38
50 355 82,22 1,32 2,73 5,47 91,99 16,55
tt20x100x20
100 361 82,06 1,31 2,74 5,77 92,11 16,87
500 434 8296 1,30 2,73 6,29 93,56 20,52
10 | 572 | 263,66 4,34 18,40 13,13 | 300,04 | 85,21
50 546 274,74 4,50 18,49 17,54 | 316,08 83,70
tt30x150x30
100 540 270,79 4,39 18,07 18,72 | 312,81 | 82,85
500 737 | 275,21 4,50 18,22 20,94 | 319,78 | 112,36

Tabela 7.31: Resultados com os “melhores” parametros do multigrid algébrico.

Sistema Namg — Nic | TSamg  TSic | Tamg T Tic/Tomyg
cb60x20x20 o0 360 32,70 0,20 2,36 5,66 2,40
cb90x30%30 55 551 | 144,01 064 | 9.64 27,29 9.83

mbb120x20x20 | 86 742 | 92,07 0,40 | 9,02 2246 2,49
mbb180x30x30 91 1152 | 393,53 1,33 | 36,88 113,27 3,07
tt20x100x20 133 888 78,35 0,33 | 11,75 22,80 1,94
££30x150x30 | 129 1301 | 340,72 1,06 | 40,90 107,45 | 2,63
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Tabela 7.32: Resultados para sistemas da viga em balanco com diferentes refinamentos
utilizando os “melhores” parametros e variando a quantidade de malhas do multigrid
algébrico.

Sistema Dim. Malhas Namg Tomg Tamg
3 46 32,28 2,69
cb60x20%20 79380 4 50 32,70 2,36
5 52 33,22 2,43
3 48 143,41 12,51
cb90x30x30 259470 4 5% 144,01 9,64
5 57 145,99 9,05
3 49 391,63 40,77
cb120x40x40 605160 4 57 389,48 22,89
5 60 391,06 20,00
3 50 977,56 114,46
cb150x50x50 1170450 4 59 981,29 54,28
5 63 980,45 43,14
3 51 2431,33 313,05
cb180x60x60 2009340 4 58 2211,74 107,16
5% 64 2222 31 77,23
350
300
g 250
2 200
3 150
3
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Figura 7.13: Tempo de solugao em fungao da dimensao do sistema linear para problemas da
viga em balanco, com diferentes quantidades de malhas do multigrid algébrico utilizando
os “melhores” parametros.
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7.4 Multigrid aplicado a otimizacao topologica

Apos verificarmos o bom funcionamento do multigrid na resolucao de alguns
sistemas lineares provenientes da otimizacao topoldgica estrutural e ajustarmos os pa-
rametros do método, consideramos nesta secao uma anélise da resolucao dos problemas
completos. Comparamos a utilizacao do método dos gradientes conjugados com precondi-
cionador sendo a fatoracdo incompleta de Cholesky (ichol), o multigrid algébrico (AMG)
e o multigrid geométrico (GMG) na resolugao dos sistemas lineares.

Conforme vimos anteriormente, o multigrid algébrico aparenta ser eficiente
para a resolucao dos sistemas, porém com um custo de preparacao elevado. Neste caso,
tentamos realizar a fase de setup uma tnica vez, antes da primeira iteracao da PLS, e uti-
lizar as componentes obtidas do multigrid em todas as demais iteragoes, sendo necessario
apenas recalcular as matrizes de iteracao do suavizador, as matrizes do sistema em cada
malha e o fator de Cholesky da matriz na malha mais grossa em cada iteracao. Felizmente,
isso funcionou bem e o método se mostrou eficaz na resolucao dos sistemas lineares de
todas as iteracoes, ja que o custo para a realizacao do setup em mais de uma iteragao
poderia ser maior do que o ganho no tempo de solugao.

O multigrid foi aplicado com 4 niveis de malhas, ciclo W, suavizador Jacobi
com relaxacao w = 0,5 e n; = 1o = 1. No multigrid algébrico, utilizamos os parametros
0y = 20, ny = 30, &, = 107%, ¢, = 1072, it, = 2 e K = 100, que acreditamos ser
a melhor combinagao encontrada a partir das andalises da Secao 7.3. Nas tabelas desta
secao, utilizamos a seguinte legenda:

e N;: ntmero de iteragbes externas (com passo aceito) para convergéncia da PLS.

N,: quantidade de sistemas lineares resolvidos.

F: valor 6timo da funcao objetivo.

T,p: tempo (em segundos) gasto na fase de setup do precondicionador.

Ts: tempo (em segundos) gasto para resolver os sistemas lineares.

Tiotar: tempo total (em segundos) gasto para resolver o problema.

Testamos os problemas da viga em balanco, da viga MBB e da torre de trans-
missao, com diferentes refinamentos da malha inicial. Na Tabela 7.33, apresentamos os
resultados das resolucoes completas de cada problema, comparando os diferentes precon-
dicionadores. Observe que, para um mesmo problema, o nimero de iteragdes da PLS (),
o namero de sistemas lineares resolvidos (V) e o valor 6timo da funcao objetivo (F'), com
quatro casas decimais de precisao, em geral foram iguais para os trés precondicionadores,
com excecao dos problemas da torre, para os quais o0 método com multigrid convergiu em
menos iteracoes do que com ichol, obtendo, entretanto, um valor de fun¢ao maior.

O tempo de setup do precondicionador (7,) foi sempre menor para o GMG e
maior para o AMG. Os resultados do tempo de solucao confirmam que o multigrid, tanto
geométrico quanto algébrico, foi um precondicionador melhor que a fatoracao incompleta
de Cholesky, reduzindo consideravelmente o tempo de solucao dos sistemas lineares (75)
e, consequentemente, o tempo total de solu¢ao dos problemas (Tiotq1)-
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Comparando os resultados entre o multigrid geométrico e o algébrico, notamos
que o GMG ¢é mais eficaz e também possui um setup muito rapido. A grande desvanta-
gem do método ¢ que ele s6 pode ser aplicado em problemas com dominios regulares e
discretizacoes especificas, ou seja, é necessario que a quantidade de elementos em cada
direcao da malha inicial seja divisivel por 279"4~1 sendo ngrids a quantidade de malhas
utilizada. O multigrid algébrico é mais robusto, podendo ser utilizado em qualquer tipo
de problema e, mesmo com um tempo de setup grande, se mostra mais eficiente do que a
fatoracao incompleta de Cholesky.

Tabela 7.33: Resolugao dos problemas de otimizacao topologica, comparando os precon-
dicionadores do método dos gradientes conjugados para resolver os sistemas lineares.

Problema Prec. | N; N, F T, T, Total

ichol 27 30 17,3682 27,70 2509,93 2887,59
cb96x32x32 AMG | 27 30 17,3682 171,69 522,81 1044,43
GMG | 27 30 17,3682 6,59 97,24 453,97
ichol 26 30 14,6952 53,83 6509,70 7628,74
cb120x40x40 | AMG | 26 30 14,6952 371,04 1186,94 2625,93
GMG | 26 30 14,6952 12,57 175,63 1254,13
ichol 32 36 12,7875 79,18  20272,02 21862,06
mbb192x32x32 | AMG | 32 36 12,7875 459,69 259427 455715
GMG | 32 36 12,7875 16,66 162,68 1704,05
ichol 23 26 9,9553 106,67  32067,73  34809,10
mbb240x40x40 | AMG | 23 26 9,9553 1031,39 4490,94 8153,36
GMG | 23 26 9,9553 23,29 197,74 2864,92
ichol 33 35 31,6311 50,69 11052,08 11690,97
tt32x160x32 | AMG | 25 27 31,8482 365,27 1791,43 2651,96
GMG | 25 27 31,8482 9,81 221,01 726,84
ichol 26 27 27,8722 73,72 19528,49  21125,10
tt40x200x40 | AMG | 23 24 27,9789 783,20 3256,40 5473,88
GMG | 23 24 279789 16,81 212,55 1648,57

A comparacao entre os tempos de resolucao, apresentada na Tabela 7.33, tam-
bém pode ser vista nos graficos da Figura 7.14, para cada um dos problemas resolvidos.
As barras azuis com marcador “X” representam a fatoracao incompleta de Cholesky, as
barras laranja com marcador “A” representam o multigrid algébrico e as barras verdes
com marcador “o” representam o multigrid geométrico. Todos os graficos mostram as
mesmas conclusoes: o tempo de setup é maior para o AMG e menor para o GMG, o
tempo de resolucao dos sistemas e o tempo total sdo maiores para o ichol, sao reduzidos

significativamente com o AMG e a redugao é ainda maior com o GMG.

As Figuras 7.15-7.20 mostram as estruturas 6timas obtidas para cada um
dos problemas testados. Notamos que nao ha diferenca entre as estruturas obtidas com
cada precondicionador, com excecao de pequenos detalhes nos problemas tt32x160x32 e
tt40x200x40, que sao praticamente imperceptiveis. Nas legendas das figuras, informamos
o raio do filtro, r, utilizado em cada problema.
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Figura 7.14: Comparacgao dos tempos de resolucao dos problemas de otimizacao topoldgica
utilizando diferentes precondicionadores do método dos gradientes conjugados.
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Figura 7.15: Estruturas 6timas obtidas para o problema cb96x32x32 (r = 2,2).

Figura 7.16: Estruturas 6timas obtidas para o problema cb120x40x40 (r =

) ichol

) AMG

) GMG

2.5).
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(a) ichol (b) AMG (c) GMG

Figura 7.17: Estruturas o6timas obtidas para o problema mbb192x32x32 (r = 5,0).

(a) ichol (b) AMG (c) GMG

Figura 7.18: Estruturas 6timas obtidas para o problema mbb240x40x40 (r = 5,5).

(a) ichol (b) AMG (c) GMG

Figura 7.19: Estruturas 6timas obtidas para o problema tt32x160x32 (r = 2,0).

(a) ichol (b) AMG (c) GMG

Figura 7.20: Estruturas 6timas obtidas para o problema tt40x200x40 (r = 2,2).

7.4.1 Numero de iteragoes do método dos gradientes conjugados

Nesta subsegao, analisamos o niimero de iteracoes do método dos gradientes
conjugados na resolucao de cada um dos sistemas lineares durante o processo de otimi-
zagao. As Figuras 7.21, 7.22 e 7.23 mostram graficos da quantidade de iteragoes do PCG
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para cada sistema linear dos problemas da viga em balanco, da viga MBB e da torre
de transmissao, respectivamente, com cada um dos trés precondicionadores. No problema
tt32x160x32, consideramos apenas os primeiros 27 sistemas e, no problema tt40x200x40,
os primeiros 24 sistemas, ainda que a resolucao com ichol tenha exigido mais iteracoes.
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Em geral, o método dos gradientes conjugados com o precondicionador ichol
precisou de mais iteragoes para convergir e o precondicionador GMG foi o que gastou
menos iteragoes. Notamos também que o comportamento do nimero de iteragoes do PCG
no decorrer do processo de otimizacao topologica depende do problema resolvido.

Em todos os casos, ha um crescimento grande do niimero de iteracoes no inicio.
Isso provavelmente ocorre porque a distribuicao das densidades de material muda bastante
no inicio do processo e comecam a surgir regioes vazias na estrutura, ou seja, elementos
com densidade proxima de zero, o que aumenta o ntimero de condicao da matriz de rigidez.
Como utilizamos a solucao de um sistema como aproximacao inicial para a resolucao do
proximo, a quantidade de iteragdes do PCG fica mais estavel depois de um determinado
momento.

No caso dos problemas da viga em balango, notamos que h4 um pico no nimero
de iteracoes entre o 102 e o 152 sistema linear. Neste momento, aparecem alguns sistemas
dificeis de resolver, que gastam um ntimero de iteragoes acima da média, o que acreditamos
ser devido ao aumento no nimero de elementos com densidades proximas de zero. No
problema cb96x32x32, por exemplo, 0 GMG gasta menos de 30 iteragOes, em geral, para
resolver os sistemas, mas durante o pico ele ultrapassa 70 iteracoes. O nimero de elementos
com densidade menor do que 0,01 é 33041 durante a resolucao do 82 sistema e aumenta
para 61428 no 112 sistema. Depois dessa elevacao, o nimero de iteracoes do PCG volta a
decrescer um pouco e se estabiliza. Algo parecido acontece com os problemas da torre de
transmissao. No caso da viga MBB, depois do 102 sistema, a quantidade de iteracoes fica
mais estavel, porém nao diminui como nos outros problemas.

7.4.2 Tempo gasto em cada etapa do algoritmo

Vimos que o multigrid apresenta 6timos resultados como precondicionador do
método dos gradientes conjugados para a resolucao dos sistemas lineares provenientes da
otimizacao topologica, reduzindo significativamente o tempo gasto na resolucao desses
sistemas, que em geral é a etapa mais cara na resolucao dos problemas. No problema
mbb240x40x40 da Tabela 7.33, por exemplo, observamos que o tempo gasto na resolugao
dos sistemas com o GMG foi menor que 24 segundos, enquanto o tempo total de resolu-
cao do problema foi aproximadamente 2865 segundos. Isso sugere que em alguns casos,
principalmente para os problemas com dimensoes grandes, o multigrid é tao eficaz que a
resolucao dos sistemas lineares deixa de ser a etapa que consome mais tempo no algoritmo
de otimizagao topologica.

Tendo isso em vista, nesta subsecao analisamos a distribuicao do tempo gasto
em cada etapa do algoritmo utilizando os diferentes precondicionadores (ichol, AMG e
GMG), para cada um dos trés tipos de estrutura testados. Dividimos os tempos das
etapas principais do algoritmo da seguinte maneira:

o T,s: tempo gasto na pré-filtragem.
e T}: tempo gasto nas aplicagoes do filtro.
e T: tempo gasto para montar as matrizes de rigidez.

e T,,: tempo gasto na fase de setup do precondicionador.
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T,: tempo gasto para resolver os sistemas lineares.

T,: tempo gasto para os célculos do gradiente da funcao objetivo.

T},: tempo gasto na resolucao dos subproblemas de programagcao linear.

T,: tempo gasto nas demais linhas de cédigo.

Tiorar: tempo total gasto para resolver o problema.

Todos os tempos sao medidos em segundos e foram obtidos considerando a aplicacao da
PLS até a convergéncia. A etapa de pré-filtragem corresponde & obtencao dos vizinhos
de cada elemento na malha inicial e ao calculo dos fatores de peso, necessarios para as
aplicagoes do filtro de densidades. Essa etapa é realizada uma tinica vez, antes da primeira
aplicacao do filtro. O tempo T} inclui a montagem da matriz de rigidez do elemento e da
matriz global na malha mais fina, ji o tempo para construir as matrizes em outros niveis
de malha do multigrid ¢ incluido em Tj),.

Nas Tabelas 7.34, 7.35 e 7.36, apresentamos os tempos gastos em cada etapa
do algoritmo para os problemas cb120x40x40, mbb240x40x40 e tt40x200x40, respecti-
vamente. Ao lado de cada tempo, entre parénteses, mostramos a porcentagem do tempo
gasto naquela etapa com relacao ao tempo total de resolucao.

Observe que apenas os tempos de setup (Ty,) e resolucao dos sistemas (75)
sao efetivamente alterados quando mudamos o precondicionador. Para os trés tipos de
estruturas testados, quando usamos a fatoracao incompleta de Cholesky as etapas que
consumiram mais tempo foram a resolucao dos sistemas lineares, a resolucao dos sub-
problemas de programacao linear e a construcao das matrizes de rigidez, nesta ordem.
Quando utilizamos o multigrid algébrico, a ordem entre essas etapas se manteve, mas o
tempo de resolucao dos sistemas lineares diminuiu e o tempo da etapa de setup entrou
para os trés maiores, ultrapassando a construcao das matrizes de rigidez. J4 no caso do
multigrid geométrico, o tempo de resolucao dos sistemas diminuiu bastante e a etapa que
mais consumiu tempo foi a resolucao dos subproblemas de PL. Agora, a resolucdo dos
sistemas lineares ficou na segunda posicao nos casos da viga em balanco e da torre de
transmissao, e na terceira posicao no caso da viga MBB.

Tabela 7.34: Tempos gastos em cada etapa do algoritmo para o problema cb120x40x40.

Tempo ichol AMG GMG

Ty 15,11 (0,20%) 15,49 (0,59%) 15,52 (1,24%)
Ty 0,46 (0,01%) 0,46 (0,02%) 0,45 (0,04%)
T 121,77 (1,60%) 122,15 (4,65%) 122,19 (9,74%)
T, 53,83 (0,71%) 371,04 (14,13%) 12,57 (1,00%)
T, 6509,70 (85,33%) 1186,94 (45,20%) 175,63 (14,00%)
Ty 8,37 (0,11%) 8,35 (0,32%) 8,33 (0,66%)
T, 918,79 (12,04%) 921,18 (35,08%) 919,12 (73,29%)

) ) )

T, 0,71 (0,01% 0,32 (0,01% 0,32 (0,03%
Trotal 7628,74 2625,93 1254,13
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Tabela 7.35: Tempos gastos em cada etapa do algoritmo para o problema mbb240x40x40.

Tempo ichol AMG GMG
Ty 130,31 (0,37%) 129,76 (1,59%) 132,18 (4,61%)
Ty 6,61 (0,02%) 6,69 (0,08%) 6,48 (0,23%)
Ty 215,77 (0,62%) 215,94 (2,65%) 215,05 (7,51%)
Tsp 106,67 (0,31%) 1031,39 (12,65%) 23,29 (0,81%)
T, 32067,73 (92,12%) 4490,94 (55,08%) 197,74 (6,90%)
T, 16,03 (0,05%) 16,13 (0,20%) 15,98 (0,56%)
Ty, 2264,75 (6,51%) 2261,84 (27,74%) 2273,56 (79,36%)
T, 1,23 (0,00%) 0,67 (0,01%) 0,64 (0,02%)

Tiotal 34809,10 8153,36 2864,92

Tabela 7.36: Tempos gastos em cada etapa do algoritmo para o problema tt40x200x40.

Tempo ichol AMG GMG
Ty 16,47 (0,08%) 16,36 (0,30%) 16,64 (1,01%)
Ty 0,30 (0,00%) 0,28 (0,01%) 0,27 (0,02%)
Ty 184,35 (0,87%) 164,66 (3,01%) 163,82 (9,94%)
Ty, 73,72 (0,35%) 783,20 (14,31%) 16,81 (1,02%)
T, 19528,49 (92,44%) 3256,40 (59,49%) 212,55 (12,89%)
T, 13,75 (0,07%) 12,17 (0,22%) 12,10 (0,73%)
Ty 1307,05 (6,19%) 1240,35 (22,66%) 1225,92 (74,36%)
T, 0,97 (0,00%) 0,46 (0,01%) 0,46 (0,03%)

Tiotal 21125,10 5473,88 1648,57

A maior variacao aconteceu no caso da viga MBB. Utilizando a fatoragao in-
completa de Cholesky como precondicionador, o tempo de resolucao dos sistemas lineares
representou 92,12% do tempo total. Com o AMG, essa porcentagem caiu para 55,08%, ha-
vendo uma reduc¢ao no tempo T de aproximadamente 7,1 vezes. J& com o GMG, o tempo
de resolucao dos sistemas com relacao ao precondicionador ichol foi aproximadamente 162
vezes menor e essa etapa representou apenas 6,90% do tempo total.

7.4.3 Crescimento do tempo com a dimensao

Nos resultados anteriores, vimos que a utilizacao do multigrid ajuda a reduzir
o tempo de resolugao dos sistemas lineares da otimizagao topolégica. Entretanto, existem
outras etapas no processo que consomem bastante tempo, fazendo com que o tempo
total de resolugao dos problemas com dimensoes grandes ainda seja elevado. Pensando
na resolucao de problemas com malhas cada vez mais finas, ou seja, com mais elementos,
nesta subsegao analisamos o crescimento do tempo gasto em cada etapa do processo de
otimizacao em funcao da quantidade de elementos na malha. Para tanto, resolvemos o
problema da viga em balanco com diferentes refinamentos da malha.
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Na Tabela 7.37, apresentamos os resultados das resolugoes completas de cada
um dos problemas com os diferentes precondicionadores. A coluna “Dim.” da tabela apre-
senta o numero total de elementos na malha inicial. Lembramos que nem todos os pro-
blemas podem ser resolvidos com o multigrid geométrico (GMG). Em alguns casos, seria
possivel utilizar apenas 2 ou 3 malhas e, consequentemente, a comparacao dos tempos
poderia ser injusta. Observamos novamente que, para um mesmo problema, o nimero de
iteracoes da PLS (V;), o niimero de sistemas lineares resolvidos (Ns) e o valor 6timo da
fungao objetivo (F') foram iguais, independentemente do precondicionador utilizado. O
tempo total de resolucao foi maior para o precondicionador ichol e menor para o GMG.
A Figura 7.24 mostra as estruturas 6timas obtidas para cada um dos refinamentos.

Tabela 7.37: Resolucao dos problemas da viga em balanco com diferentes refinamentos.

Problema Dim. Prec. N; N, F Tiotal
ichol 39 41 32,5918 213,14

cb48x16x16 12288 AMG 39 41 32,5918 106,44
GMG 39 41 32,5918 45,73

ichol | 45 48 25,3198 653,20
AMG | 45 48 253198 281,79
ichol | 22 23 21,2219 694,05
cb72x24x24 41472 | AMG | 22 23 21,2219 284,40
GMG | 22 23 21,2219 129,19
ichol | 29 32 18,0806 270712
AMG | 29 32 18,0806 935,88
ichol | 27 30 17,3682  2887,59
cb96x32x32 98304 | AMG | 27 30 17,3682  1044,43
GMG | 27 30 17,3682 453,97
ichol | 26 30 14,6952 762874
cb120x40x40 192000 | AMG | 26 30 14,6952 262593
GMG | 26 30 14,6052  1254,13
ichol | 24 27 13,1159  13840,76
cb144x48x48 331776 | AMG | 24 27 13,1159  4771,34
GMG | 24 27 13,1159  2503,56
ichol | 27 32 128113  19198,90
AMG | 27 32 128113  6136,73
ichol | 27 33 11,7715  31052,36
cb168x56x56 526848 | AMG | 27 33 11,7715  9573,56
GMG | 27 33 11,7715  4706,57
ichol | 21 24 11,1901  28277,39
AMG | 21 24 11,1901  9838,11
ichol | 21 25 10,8924  38701,17
cb192x64x64 786432 | AMG | 21 25 10,8924 1295646
GMG | 21 25 10,8924  5997,65

cb60x20x20 24000

¢b90x30x30 81000

cb150x50x50 375000

cb180x60x60 648000
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(a) cb48x16x16 (r = 1,5) (b) ¢b60x20x20 (r = 1,5) (c) cb72x24x%24 (r = 1,5)

(d) ¢b90x30x30 (r = 2,0) (e) cb96x32x32 (r = 2,2) (f) cb120x40x40 (r = 2,5)

() cb144x48x48 (r = 3,5) (h) ¢b150x50x50 (r = 4,0) (i) cb168x56x56 (r = 4,2)

(j) cb180x60x60 (r = 4,7) (k) cb192x64x64 (r = 5,2)

Figura 7.24: Estruturas 6timas obtidas para o problema da viga em balanco.

Estamos resolvendo problemas artificiais em que os elementos tém todos os
lados de tamanho 1 e a intensidade da carga aplicada ¢ 1 N, para qualquer refinamento
da malha. Assim, quanto maior é a quantidade de nos, mais precisa fica a solugao e os
deslocamentos nodais aproximados sao menores, uma vez que a intensidade da carga é
sempre a mesma. Por esse motivo, o valor da funcao objetivo diminui conforme aumen-
tamos o refinamento. Além disso, tentamos obter solucoes independentes da malha, ou
seja, o mesmo formato da estrutura para todos os refinamentos. Para tanto, como o ta-
manho dos elementos é sempre igual, precisamos aumentar o raio de aplicacao do filtro
de densidades e ajustar esse raio para cada problema. Observamos que a escolha de raios
proporcionais as quantidades de elementos nao foi capaz de eliminar o problema de de-
pendéncia da malha em todos os refinamentos. Neste caso, para obter as estruturas da
Figura 7.24, testamos diversos valores para r e escolhemos aqueles apresentados nas le-
gendas da figura. Entretanto, para a analise de crescimento do tempo com a dimensao, é
mais adequado utilizarmos raios que crescem de maneira proporcional, o que fizemos para
obter os resultados apresentados a seguir.

Pela Tabela 7.37, notamos que, para cada refinamento, temos uma quantidade
diferente de iteragoes e de sistemas resolvidos (Ny e Ny), de modo que nao é possivel
comparar o tempo gasto na resolucao dos sistemas lineares quando um problema precisa
resolver 40 sistemas e o outro resolve apenas 20, por exemplo. Sendo assim, para uma
analise mais efetiva, nos resultados apresentados a seguir paramos a resolu¢ao dos pro-
blemas em um nimero fixo de 10 repeticoes do laco principal do algoritmo, isto é, 10
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iteracoes internas. Apenas no calculo dos gradientes consideramos 10 iteracoes externas
(quando o passo da PLS é aceito), pois o gradiente precisa ser recalculado apenas quando
o passo ¢ aceito. Esse valor de 10 iteragoes nao ultrapassa a quantidade total de iteracoes
necessarias para a resolucao completa de nenhum dos problemas considerados.

Nas tabelas que seguem, comparamos o tempo gasto em cada etapa para os
diferentes refinamentos da viga em balanco, utilizando os precondicionadores ichol, AMG
e GMG na resolucao dos sistemas lineares. Apresentamos o nimero de elementos na malha
de cada problema (Dim.) e também o raio do filtro utilizado, pois este valor precisa ser
aumentado conforme as dimensoes crescem, influenciando os tempos gastos nas etapas
de pré-filtragem, aplicagoes do filtro e calculo dos gradientes. Para uma melhor anélise,
consideramos raios que crescem de maneira proporcional ao aumento na quantidade de
elementos em cada direcao da malha. Apresentamos também graficos relacionados a cada
tabela, que ilustram as tendéncias de crescimento do tempo em funcao da dimensao.

Tabela 7.38: Crescimento do tempo gasto na pré-filtragem.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 0,30 0,27 0,26
cb60x20x20 24000 1,5 0,82 0,78 -
cb72x24%24 41472 1.8 1,49 1,45 1,47
cb90x30x30 81000 2,25 5,95 5,97 -
cb96x32x32 98304 2.4 7,28 7,19 7,29
cb120x40x40 192000 3,0 20,91 21,24 20,99
cb144x48x48 331776 3.6 46,36 45,22 46,21
cb150x50x50 375000 3,75 61,85 62,99 -
cb168x56x56 526848 4,2 109,33 107,79 108,76
cb180x60x60 648000 4,5 158,15 158,86 -
cb192x64x64 786432 4,8 200,71 199,93 202,20
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Figura 7.25: Crescimento do tempo gasto na pré-filtragem.
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As tendéncias de crescimento dos tempos de pré-filtragem (Figura 7.25) e apli-
cagoes do filtro (Figura 7.26) sao parecidas e ambas aparentam ser quadréticas. O valor de
R? para a curva do AMG (em laranja, com marcador “A”), por exemplo, é igual a 0,9963
no caso da preé-filtragem e 0,9985 no caso das aplicagoes do filtro. Os tempos dessas eta-
pas dependem também do raio do filtro utilizado, de modo que devemos tomar cuidado e
evitar aumentar o raio demasiadamente. A pré-filtragem consome bastante tempo, porém
ela é realizada apenas uma vez no inicio das iteragcoes e, em compensacao, torna baratas
as aplicacoes do filtro.

Tabela 7.39: Crescimento do tempo gasto nas aplicacoes do filtro.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 0,00 0,00 0,00
cb60x20x20 24000 1,5 0,01 0,01 -
cb72x24x24 41472 1.8 0,01 0,01 0,01
cb90x30%30 81000 2,25 0,04 0,04 -
cb96x32x32 98304 2.4 0,06 0,06 0,06
cb120x40x40 192000 3,0 0,25 0,26 0,25
cb144x48x48 331776 3,6 0,60 0,64 0,62
cb150x50x50 375000 3,75 0,97 0,97 -
cb168x56x56 526848 4,2 1,66 1,64 1,64
cb180x60x60 648000 4,5 2,40 2,37 -
cb192x64x64 786432 4,8 3,59 3,59 3,57

Tempo (em segundos)
N

Aplicagoes do filtro

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000

Numero de elementos na malha
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Figura 7.26: Crescimento do tempo gasto nas aplicacoes do filtro.

O tempo consumido na construcao das matrizes de rigidez, apesar de ser
grande, apresenta uma tendéncia de crescimento linear em funcao da dimensao do pro-
blema (Figura 7.27), com valor de R? igual a 0,9978 para o AMG, por exemplo. Além
disso, a maior parte do tempo gasto nessa etapa corresponde ao uso da fun¢ao sparse do
Matlab, utilizada para armazenar a matriz na forma esparsa.
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Tabela 7.40: Crescimento do tempo gasto para montar as matrizes de rigidez.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cba8x16x16 12288 1,2 2,16 2,30 2,34
cb60x20x20 24000 1,5 4,51 451 _
cb72x24x24 41472 1,8 10,93 10,86 10,88
cb90x30x30 81000 2,25 21,00 91,23 ;
cb96x32x32 98304 2,4 27,83 27,82 27,84
cb120x40%40 192000 3.0 54,84 54,78 54,89
cb144x48x48 331776 3,6 94,64 94,60 95,11
cb150x50x50 375000 3,75 107,61 108,29 -
cb168x56x56 526848 4,2 152,89 152,64 153,11
cb180x60x60 648000 4,5 172,33 172,92 -
cb192x64x64 786432 4,8 218,13 217,54 217,98

Construcao das matrizes de rigidez
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Figura 7.27: Crescimento do tempo gasto para montar as matrizes de rigidez.

Os tempos de setup do precondicionador e de resolucao dos sistemas lineares
sao os unicos que efetivamente se alteram quando mudamos o precondicionador. Pela
Figura 7.28(a), podemos observar que a tendéncia de crescimento do tempo de setup para
o precondicionador AMG ¢é melhor aproximada por uma curva quadratica, com R? igual
a 0,9998, e por uma reta para os precondicionadores ichol e GMG, com R? igual a 0,9950
e 0,9989, respectivamente. Para o GMG, o crescimento do tempo de setup é um pouco
mais lento do que para a fatoragao incompleta de Cholesky. O tempo gasto com o AMG ¢é
muito maior do que com os outros precondicionadores, de modo que fica dificil visualizar os
graficos de tendéncia para ichol e GMG. Para uma melhor anélise, apresentamos também
os graficos com os eixos em escala logaritmica na Figura 7.28(b). Aproximando os pontos
por curvas de tendéncia do tipo poténcia, o expoente obtido foi aproximadamente igual
a 1,23 para o AMG, 1,06 para o ichol e 1,01 para o GMG.
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Tabela 7.41: Crescimento do tempo gasto na fase de setup do precondicionador.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb4a8x16x16 12288 1,2 1,25 14,37 0,37
cb60x20x20 24000 1,5 2,64 32,43 -
Cb72x24x24 41472 1,8 4,93 56,46 1,19
cb90x30x30 81000 2,25 9,98 126,07 -
cb96x32x32 98304 2,4 13,19 161,57 3,16
cb120x40x40 192000 3,0 26,20 353,78 5,84
cb144x48x48 331776 3,6 45,22 736,75 10,44
cb150x50x50 375000 3,75 51,72 868,05 -
cb168x56x56 526848 4,2 75,02 1407,93 16,37
cb180x60x60 648000 4,5 81,67 1847,60 -
cb192x64x64 786432 4,8 100,58 2491,92 23,37
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(b) Escala logaritmica.

Figura 7.28: Crescimento do tempo gasto na fase de setup do precondicionador.



CAPITULO 7. RESULTADOS COMPUTACIONAIS

172

Tabela 7.42: Crescimento do tempo gasto para resolver os sistemas lineares.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 47,38 21,40 11,21
cb60x20x20 24000 1,5 118,68 38,23 -
cb72x24x24 41472 1,8 252,24 a7,04 15,93
¢b90x30x30 81000 2,25 665,34 122,71 -
cb96x32x32 98304 2,4 962,17 184,41 38,48
¢b120x40x40 192000 3,0 2367,17 370,14 58,74
cb144x48x48 331776 3,6 4755,66 713,11 98,64
cb150x50x50 375000 3,75 572297 852,67 -
cb168x56x56 526848 4,2 9201,93 1253,01 143,99
¢b180x60x60 648000 4,5 10953.,06 1557,87 -
cb192x64x64 786432 48 13956,77 1963,69 180,99
Resolugao dos sistemas lineares
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Figura 7.29: Crescimento do tempo gasto para resolver os sistemas lineares.
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(b) Escala logaritmica.
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No caso da resolucao dos sistemas lineares, a tendéncia de crescimento do
tempo (Figura 7.29(a)) aparenta ser quadratica para o ichol e linear para o AMG e o
GMG, com valor de R? igual a 0,9976, 0,9969 e 0,9836, respectivamente. O consumo de
tempo nesta etapa é maior para a fatoracao incompleta de Cholesky e menor para o GMG.
Apresentamos também os gréaficos em escala logaritmica na Figura 7.29(b). Aproximando
os pontos por curvas de tendéncia do tipo poténcia, o expoente obtido é aproximadamente
igual a 1,38 para o ichol, 1,12 para 0 AMG e 0,72 para o GMG, reforcando que o multigrid
é mais adequado para problemas de grande porte.

Os célculos do gradiente possuem uma tendéncia de crescimento do tempo
aproximadamente linear (Figura 7.30), com valor de R? igual a 0,9978 no caso do AMG.
Essa etapa consome pouco tempo em relacao ao total.

Tabela 7.43: Crescimento do tempo gasto no calculo dos gradientes.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 0,23 0,22 0,22
cb60%20x20 24000 1,5 0,41 0,42 ;
cb72x24x24 41472 1,8 0,70 0,69 0,71
cb90x30x30 81000 2,25 1,38 1,38 -
cb96x32x32 98304 2.4 1,74 1,77 1,75
cb120x40x40 192000 3,0 3,34 3,35 3,34
cb144x48x48 331776 3,6 5,86 5,89 5,85
cb150x50x50 375000 3,75 6,55 6,54 -
cb168x56x56 526848 4,2 9,13 9,22 9,25
cb180x60x60 648000 4,5 11,73 11,59 -
cb192x64x64 786432 4,8 14,92 14,87 14,81

Calculo dos gradientes

Tempo (em segundos)

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000

Numero de elementos na malha
Xichol AAMG @ GMG
Figura 7.30: Crescimento do tempo gasto no calculo dos gradientes.

Vimos que a resolucao dos subproblemas de programacao linear é uma das
etapas mais caras do algoritmo, se tornando a mais cara de todas quando utilizamos o
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multigrid geométrico. Além disso, pela Figura 7.31, notamos que o crescimento do tempo
dessa etapa é melhor aproximado por uma curva de tendéncia quadratica, com valor de
R? igual a 0,9943 para o AMG, por exemplo. O termo quadratico da curva de tendéncia
¢ muito pequeno, o que nos da a falsa impressao de que a curva seja praticamente linear.
Contudo, ao aproximarmos os pontos por uma reta, notamos que a maioria deles fica
relativamente distante da curva.

Tabela 7.44: Crescimento do tempo gasto na resolucao dos subproblemas de PL.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 3,55 2,88 2,86
cb60x20x20 24000 1,5 10,40 10,48 -
cb72x24%24 41472 1.8 31,42 31,31 31,34
cb90x30%30 81000 2,25 120,60 120,45 ;
cb96x32x32 98304 2.4 191,26 191,60 191,16
cb120x40x40 192000 3,0 656,72 663,45 655,53
cb144x48x48 331776 3,6 1580,57 1585,56 1584.,07
cb150x50x50 375000 3,75 1917,64 1901,46 -
cb168x56x56 526848 4,2 2868,39 2863,25 2881,37
cb180x60x60 648000 4,5 3440,88 3421,72 -
cb192x64x64 786432 4,8 4067,99 4069,07 4078,29

Resolugao dos PLs

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000

Numero de elementos na malha
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Figura 7.31: Crescimento do tempo gasto na resolucao dos subproblemas de PL.

Em geral, o crescimento do tempo total de resolugdo dos problemas em fun-
¢ao do numero de elementos na malha segue uma tendéncia quadratica (Figura 7.32).
A utilizacao do multigrid como precondicionador reduz significativamente o tempo total,
sendo o0 GMG mais rapido do que o AMG. Para reduzir ainda mais os tempos da nossa
implementacao, podemos tentar acelerar a fase de setup do multigrid algébrico e, princi-
palmente, voltar nossa atengao para a resolucao dos subproblemas de programacao linear,
que se torna a etapa principal em termos de consumo de tempo.
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Tabela 7.45: Crescimento do tempo total em funcao da dimensao do problema.

Problema Dim. Raio ichol AMG GMG
cb48x16x16 12288 1,2 54,95 41,46 17,29
cb60x20x20 24000 1,5 137,51 86,90 -
cb72x24x24 41472 1,8 301,81 157,87 61,56
cb90x30x30 81000 2,25 824,42 397,93 -
cb96x32x32 98304 2,4 1203,69 574,52 269,83
cb120x40x40 192000 3,0 3129,73 1467,16 799,73
cb144x48x48 331776 3,6 6529,45 3182,05 1841,20
cb150x50x50 375000 3,75 7869,93 3801,31 -
cb168x56x56 526848 4,2 12419,23 5795,98 3314,95
cb180x60x60 648000 4,5 14821,27 7173,56 -
cb192x64x64 786432 4.8 18563,99 8961,35 4721,90
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Figura 7.32: Crescimento do tempo total em funcao da dimensao do problema.

7.5 Simetrias das estruturas

Apesar do multigrid ser muito eficiente na resolucao dos sistemas lineares de
equilibrio e, consequentemente, em reduzir o tempo total de resolugao dos problemas de
otimizacao topoldgica, a problematica do consumo de meméria computacional continua
ativa. Precisamos armazenar a matriz de rigidez global e, no caso do multigrid, também
temos que armazenar matrizes em outras malhas e os operadores de transferéncia entre
as malhas. Quanto maior for o niimero de elementos na malha, maior é a quantidade de
entradas nao nulas dessas matrizes, havendo um ponto a partir do qual nao conseguimos
mais refinar a malha por falta de memoria computacional para resolver o problema.

Felizmente, em muitos casos, a estrutura possui simetrias que podemos explo-
rar para reduzir o tempo e a memoéria consumidos. Embora na otimizagao topolégica nao
saibamos qual ¢ o formato da estrutura, podemos deduzir que ela seja simétrica por algum
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plano que passa pelo dominio, desde que os apoios e as cargas externas sejam simétricos
com relagao a esse plano.

Assim, consideramos que as densidades de material em elementos simétricos
devem ser iguais e, consequentemente, s6 precisamos obter uma delas. Com isso, reduzimos
a quantidade de variaveis do problema e as dimensoes das matrizes de rigidez.

Para levar em conta a simetria da estrutura, precisamos adaptar o dominio
do problema. Primeiro, reduzimos a regiao do dominio, considerando somente a parte
desejada e mantendo os apoios e as cargas nos pontos originais. Depois, acrescentamos
novos apoios nos planos de simetria, impedindo os deslocamentos nas direcoes ortogonais a
esses planos. Por exemplo, a viga em balango possui uma simetria por um plano paralelo ao
plano zy passando pela metade da largura do dominio. Nesse caso, cortamos o dominio
por esse plano, conforme a Figura 7.33, e acrescentamos apoios por toda a nova face
(destacada em verde, com marcador “<”), impedindo o deslocamento na direcao z.

g ® Impede deslocamentos em x, y e z.
< Impede deslocamentos em z.

Figura 7.33: Dominio inicial do problema da viga em balanco com simetria.

A viga em balan¢o e a viga em L (Exemplos 1 e 6 da Se¢ao 7.2) possuem
simetria com relacao a um plano paralelo ao plano xy. Ja a viga MBB, a torre de trans-
missdo, o meio cubo e a ponte (Exemplos 2, 3, 4 e 7 da Se¢ao 7.2) possuem dois planos
de simetria, um paralelo ao plano xy e outro paralelo ao plano yz, de modo que podemos
trabalhar apenas com um quarto dessas estruturas. O prédio com tor¢do (Exemplo 5) é
o tnico problema deste trabalho em que nao podemos considerar nenhuma simetria, por
causa da disposi¢ao das cargas no dominio.

Testamos a resolucao dos problemas da viga em balanco, da viga MBB e da
torre de transmissao considerando as simetrias das estruturas. Na Tabela 7.46, compara-
mos os resultados obtidos com aqueles provenientes da resolucao dos problemas completos
(sem considerar as simetrias). Utilizamos o multigrid geométrico como precondicionador
para a resolucao dos sistemas lineares e o mesmo raio do filtro, r, para resolver o problema
com ou sem as simetrias. As Figuras 7.34, 7.35 e 7.36 mostram as estruturas 6timas ob-
tidas, nas quais espelhamos as densidades de material em relacao aos planos de simetria
para obter o formato completo das estruturas.

Na Tabela 7.46, a coluna “Dim.” mostra o nimero de elementos na malha
mais fina para cada problema. Considerando as simetrias, h4 uma reducao significativa na
dimensao, principalmente nos casos da viga MBB e da torre, em que resolvemos apenas um
quarto das estruturas. A tabela também mostra o nimero de iteracoes para a convergéncia
da PLS (N;) e o nimero de passos recusados, entre parénteses. Em todos os problemas
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testados, o numero de iteragoes foi maior quando consideramos as simetrias. Apesar disso,
o tempo total de resolucao é reduzido, além do consumo de memoria ser menor, de modo
que agora somos capazes de resolver problemas com resolucoes maiores.

Tabela 7.46: Resultados para os problemas considerando as simetrias das estruturas.

Problema Simetrias Dim. N F Tiotal
Nao 786432 21 (+3) 10,8924 5997,65
cb192x64x64
Sim 393216 25 (+1) 21,5657 3920,47
Nao 384000 23 (+2) 9,9553 2864,92
mbb240x40x40
Sim 96000 36 (+4) 39,5974 667,30
Nao 320000 23 (+0) 27,9789 1648,57
t£40x200x40 ,
Sim 80000 52 (+5) 70,6786 414,28

(a) Sem simetrias (b) Com simetrias

Figura 7.34: Estruturas 6timas obtidas para o problema cb192x64x64 (r = 5,2).

(a) Sem simetrias (b) Com simetrias

Figura 7.35: Estruturas 6timas obtidas para o problema mbb240x40x40 (r = 5,5).

(a) Sem simetrias (b) Com simetrias

Figura 7.36: Estruturas 6timas obtidas para o problema tt40x200x40 (r = 2,2).
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O valor da fungdo objetivo (F) aumenta quando consideramos as simetrias
porque estamos aplicando as forcas externas com as mesmas intensidades em apenas
metade ou um quarto da estrutura, de modo que os deslocamentos calculados sao maiores,
fazendo com que a estrutura tenha uma flexibilidade maior. Para melhorar a comparac¢ao
entre os valores da funcao objetivo, a partir da solucao obtida com as simetrias, montamos
um vetor de densidades para a estrutura completa, levando em conta que as densidades em
elementos simétricos sao iguais. Com esse novo vetor de densidades, calculamos o valor da
funcao objetivo para o problema na malha sem simetrias. Nesse caso, o valor obtido para
o problema cb192x64x64 foi F' = 10,7828, para o problema mbb240x40x40 foi F' = 9,8982
e para o problema tt40x200x40 foi F' = 27,8052. Esses valores estao mais proximos e sao
menores do que aqueles obtidos com a solugao dos problemas sem considerar as simetrias.

Além disso, lembramos que os problemas de otimizacao topologica possuem
muitos minimos locais, de modo que a solucao encontrada em cada caso pode variar.
Todavia, os formatos obtidos para as estruturas com simetrias sao bastante parecidos
com aqueles sem considerar as simetrias e, em muitos casos, ficam até melhores, uma vez
que sao perfeitamente simétricos.

A seguir, apresentamos resultados utilizando a estratégia de arredondamento
das densidades, que permite obter estruturas com poucas densidades intermedidrias. A
partir daqui, sempre que possivel, utilizaremos o multigrid geométrico como precondicio-
nador para resolver os sistemas de equilibrio e exploraremos as simetrias das estruturas.

7.6 Arredondamento de densidades

Nos resultados apresentados anteriormente, o vetor de densidades obtido como
solugdo possui varias componentes com valores no intervalo (0, 1), embora isso ndo seja tao
perceptivel nas figuras com as estruturas obtidas, uma vez que estamos exibindo apenas
os elementos com densidades maiores que 0,5, com o intuito de esconder os elementos
brancos (ou cinza claro) e facilitar a visualizacao das estruturas tridimensionais. Contudo,
a presenca de densidades intermediarias pode dificultar a producao da estrutura obtida.
Além disso, nao sabemos o quanto as densidades com valores pequenos (menores que 0,5),
que sequer aparecem na figura, contribuem para reduzir a flexibilidade da estrutura.

Conforme vimos, o valor da fungao objetivo do problema de otimizacao to-
pologica se altera quando mudamos as condi¢oes nas quais resolvemos o problema (por
exemplo, o refinamento da malha, a consideracao de simetrias, o raio do filtro e os valores
dos parametros do algoritmo), devido a presenca de muitos minimos locais. De acordo com
Sigmund |[46|, para uma comparacao mais efetiva dos resultados com métodos diferentes,
devemos utilizar sempre os mesmos parametros, calcular o valor da fungao objetivo con-
siderando o mesmo refinamento e utilizar condi¢des de contorno independentes da malha.
Ademais, o autor sugere que o ideal é arredondar as densidades para 0 ou 1, respeitando
a restricao de volume, e recalcular o valor da funcao objetivo, pois assim eliminamos a in-
fluéncia das densidades intermedirias no valor da flexibilidade. Também ¢é mais adequado
utilizar a solucao arredondada para comparar as figuras das estruturas obtidas.

Outra boa pratica é fornecer o valor da funcao objetivo referente a estrutura
totalmente sélida, isto ¢, com todas as densidades iguais a 1, ocupando 100% do volume
do dominio. Esse é um caso extremo, no qual a estrutura é a mais rigida possivel, formada
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por um bloco totalmente solido. Quanto menor for a fracao de volume que a estrutura
pode ocupar no dominio, maior serd o valor 6timo da funcao objetivo. Assim, o valor
da flexibilidade para a estrutura totalmente solida nos fornece uma informagao adicional
sobre quao boa é a solucao obtida.

Em [46], o autor utiliza uma técnica de arredondamento simples, que consiste
em atribuir o valor 1 para as maiores densidades, até completar o volume desejado, e
atribuir 0 para as demais densidades. Entretanto, ele sugere que é ainda melhor comparar
os resultados utilizando uma estratégia de arredondamento mais elaborada, que envolva,
por exemplo, a projecao de Heaviside. Neste trabalho, propomos uma nova estratégia
de arredondamento, explicada na Secao 6.1, que leva em consideracao as informagoes do
vetor gradiente do Lagrangiano do problema.

Nesta se¢ao, apresentamos resultados obtidos com essa estratégia de arredon-
damento. Os valores utilizados para os parametros do algoritmo foram apresentados na
Secao 6.1. Comparamos as solucoes obtidas sem arredondamento, com o arredondamento
simples, com o novo arredondamento e com a estrutura totalmente solida.

A Tabela 7.47 apresenta os valores 6timos da func¢ao objetivo (flexibilidade)
calculados em cada caso, para os problemas da viga em balanco, da viga MBB e da torre
de transmissao. Nesta tabela, utilizamos a seguinte notacao:

e F: valor da flexibilidade para a solugao original, sem arredondar as densidades.
e [.,4: valor da flexibilidade para a solucao obtida com o arredondamento simples.

e [7,;: valor da flexibilidade para a solucao obtida com o novo arredondamento de
densidades, baseado em projecao.

e F.,: valor da flexibilidade para a estrutura totalmente so6lida.

Tabela 7.47: Valores da flexibilidade obtidos com o arredondamento de densidades.

Problema F Frnd Forj Fio
cb192x64x64 21,5657 18,5492 18,5464 11,1078
mbb240x40x40 39,5974 26,7998 26,7618 13,2849
tt40x200x40 70,6786 64,4782 64,4782 42,0986

Notamos que, em todos os problemas testados, o valor da funcao objetivo
para a estrutura original (F') foi o maior, indicando que as densidades intermediarias
influenciam no célculo da flexibilidade, e o valor da funcao para a estrutura totalmente
solida (Fy) foi sempre o menor, pois essa € a estrutura menos flexivel. Além disso, nos
problemas da viga em balanco e da viga MBB, o valor obtido para a estrutura com o
novo arredondamento de densidades (F),;) foi menor do que aquele encontrado para a
estrutura com o arredondamento simples (F,,4), indicando que a nossa estratégia é capaz
de encontrar solucoes mais proximas de um minimizador local. J4 no caso da torre de
transmissao, esses valores foram iguais, ao menos com 4 casas decimais de precisao.

As Figuras 7.37, 7.38 e 7.39 mostram as estruturas obtidas com as densidades
originais (& esquerda), com as densidades arredondadas de forma simples (no meio) e
com as densidades arredondadas pela nossa estratégia (a direita). Notamos que ndo ha
diferencas visiveis nos formatos das estruturas.
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2 W

) Densidades originais ) Arredondamento simples ) Novo arredondamento

Figura 7.37: Estruturas 6timas obtidas para o problema cb192x64x64 com o arredonda-
mento de densidades (r = 5,2).

TR Ry I

) Densidades originais ) Arredondamento simples ) Novo arredondamento

Figura 7.38: Estruturas 6timas obtidas para o problema mbb240x40x40 com o arredonda-
mento de densidades (r = 5,5).

11l

) Densidades originais ) Arredondamento simples ) Novo arredondamento

Figura 7.39: Estruturas 6timas obtidas para o problema tt40x200x40 com o arredonda-
mento de densidades (r = 2,2).

Em nossa estratégia de arredondamento, controlamos a qualidade da solugao
obtida aplicando novamente o algoritmo da programacao linear sequencial, usando a so-
lugao arredondada como vetor de densidades inicial. Repetimos esse processo até que o
ntimero maximo de 10 tentativas de arredondamento seja atingido ou até que a diferenca
entre duas solucoes arredondadas consecutivas seja relativamente pequena e a violacao
na restricao de volume esteja dentro de uma tolerancia. Nos trés problemas apresentados
aqui, foi necessaria apenas 1 tentativa de arredondamento para atingir o critério de parada
mencionado. Na Tabela 7.48, apresentamos o namero de itera¢oes da PLS (N;), com o
namero de passos recusados (N,.) entre parénteses, o tempo (em segundos) gasto para
arredondar as densidades (7,,;) e o tempo total gasto para resolver o problema (Tjyq1).

As chamadas da PLS apoés o arredondamento, em geral, gastam poucas ite-
racoes, uma vez que a solucao arredondada ja estd proxima de um minimizador local.
Muitas vezes, é necessario apenas realizar as 3 iteragoes consecutivas nas quais a norma
do gradiente projetado ¢ menor que a tolerancia estabelecida no critério de parada da PLS.
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Portanto, o tempo total de resolucao nao cresce demasiadamente com as novas chamadas
da PLS, desde que ndo sejam feitas muitas tentativas de arredondamento. Ademais, o
tempo gasto para arredondar as densidades cresce conforme a quantidade de elementos
na malha aumenta, mas ele ¢ praticamente insignificante em relacao ao tempo total de
resolugao. O valor T,,; ¢ um pouco maior ap6s o arredondamento, pois é nesse momento
que aplicamos a projecao de Heaviside.

Tabela 7.48: Resultados obtidos com o arredondamento de densidades.

Problema Chamada da PLS Nit (Nye) Ty Tiotal

Solugao inicial 25 (+1) 0,01 3992,92

cb192x64x64
Apos o arredondamento 3 (+0) 0,77 169,27
Solucao inicial 36 (+4) 0,01 681,04

mbb240x40x40
Apos o arredondamento 7(+0) 0,18 51,48
Solugao inicial 52 (+5) 0,01 422,92

tt40x200x40
Apos o arredondamento 3(+0) 0,16 17,36

Na Tabela 7.49, mostramos as quantidades de elementos vazios (com densi-
dade p = 0), de elementos intermediarios (com densidade p € (0,1)) e de elementos
solidos (com densidade p = 1), para as solugoes original e arredondada de cada problema,
considerando apenas a parte simétrica das estruturas. Notamos que as solugoes originais
possuem uma quantidade significativa de elementos intermediarios, especialmente no pro-
blema mbb240x40x40, o que pode justificar a diferenca entre os valores F' e F},; na Tabela
7.47. O arredondamento de densidades foi capaz de eliminar completamente os elementos
intermediarios nos problemas da viga MBB e da torre, mantendo o volume da estrutura
em 20% e 15% do total, respectivamente. Ja no problema cb192x64x64, restaram 54 ele-
mentos intermediarios, que representam apenas 0,014% do total de elementos. Entretanto,
o volume da estrutura foi mantido em 20% do total.

Tabela 7.49: Distribuicao das densidades de material no dominio.

Problema Solucao p=0 pe(0,1) p=1
Original 218982 153938 20296

cb192x64x64
Arredondada 314545 54 78617

Original 43972 51765 263

mbb240x40x40
Arredondada 76800 0 19200
Original 59328 15694 4978

tt40x200x40
Arredondada 68000 0 12000

A estratégia de arredondamento de densidades proposta se mostrou bastante
eficaz, sendo capaz de reduzir significativamente a quantidade de elementos com densi-
dades intermediérias e obter solugoes com valores da flexibilidade menores, sem violar a
restricao de volume, com um custo computacional relativamente baixo.

Na proxima secao, apresentaremos os resultados obtidos com a técnica de mul-
tirresolucao, que permite obter estruturas com resolugoes altas em um tempo menor do
que o método tradicional. Utilizaremos o arredondamento de densidades para comparar
os métodos de maneira mais efetiva.
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7.7 Multirresolucao

Nosso objetivo é encontrar estruturas cada vez mais detalhadas e com con-
tornos mais suaves, o que exige que utilizemos malhas com uma quantidade grande de
elementos. Com o intuito de tornar o algoritmo de resolucao mais eficiente, além de utili-
zar a programacao linear sequencial para resolver o problema de otimizacao, explorar as
simetrias das estruturas e aplicar o método multigrid na resolucao dos sistemas lineares
de equilibrio, neste trabalho combinamos essas estratégias com a multirresolugao, descrita
no Capitulo 5. Nesta secao, apresentamos resultados obtidos com a implementacao dessa
técnica para resolver problemas tridimensionais de otimizagao topolégica estrutural.

7.7.1 Comparacoes com o método tradicional

Inicialmente, comparamos as solucoes obtidas com a multirresolucao e com
a otimizacao topoldgica tradicional. Na multirresolucao, as malhas de densidades e de
varidveis de projeto sao obtidas a partir da malha de deslocamentos, dividindo cada
elemento maior em (n,,,)* elementos de densidade e (d,,,)” variaveis de projeto. Testamos
algumas combinagoes de valores para os parametros n,,, € d,.

Consideramos que a malha de deslocamentos possui elementos que medem 1
unidade de comprimento em cada direcao. Por sua vez, os elementos de densidade sao
menores e medem 1/n,,,. unidade de comprimento em cada diregao. Neste caso, podemos
utilizar raios menores para o filtro (usado para a projecao das variaveis de projeto no
espaco das densidades), em comparagao com os raios utilizados no problema tradicional.
Nos resultados desta subsecao, para a multirresolucao escolhemos um raio, r,,;,, € tenta-
mos manté-lo para todos os valores de n,,,.. Ja para as estruturas de referéncia, utilizamos
um raio proporcional, isto é, igual a 7, Tmin-

Ademais, consideramos que as regides de aplicacao dos apoios em cada método
sao iguais. Por exemplo, se ha um apoio que restringe os deslocamentos dos pontos da
face de um elemento do problema base, na multirresolu¢ao com n,,, = 2 esse apoio passa
a estar nas faces de 4 elementos de densidade. Além disso, no método tradicional com o
dobro da resolugao também colocamos os apoios na mesma regiao que engloba as 4 faces
desses elementos. Com isso, a comparagao entre os métodos fica mais precisa.

Observamos, contudo, que os cenarios nos quais resolvemos o problema com a
multirresolucao e com o método tradicional ainda sao diferentes, isto é, alguns parametros
do algoritmo se alteram, como o tamanho dos elementos de densidade, o valor do raio do
filtro, a quantidade de nés e de elementos na malha onde resolvemos o sistema linear etc.
Como os problemas de otimizagao topologica possuem muitos minimos locais proximos,
naturalmente pode haver diferencas nos resultados numéricos e nos formatos das estru-
turas obtidas com os diferentes métodos. Para uma anélise mais objetiva, apresentamos
também as estruturas obtidas com a estratégia de arredondamento de densidades.

No problema da viga MBB, tomamos o refinamento com 96x16x16 elementos
de deslocamento como base e obtivemos a viga com as resolu¢oes contendo 192x32x32,
288x48x48 e 384x64x64 elementos de densidade, utilizando n,,, igual a 2, 3 e 4, respec-
tivamente. Também variamos os possiveis valores de d,,,., com 1 < d,,, < n,,,. O raio do
filtro utilizado foi r,,;,, = 2,0. As Figuras 7.40, 7.41 e 7.42 mostram as estruturas 6timas
obtidas com o método tradicional e com a multirresolu¢gdo (MR).
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Em geral, o formato da estrutura com a multirresolugao ficou parecido com o
que encontramos no método tradicional, havendo apenas alguns detalhes diferentes. Na
estrutura obtida com a multirresolucao, n,,, = 4 e d,,, = 3, com o arredondamento de
densidades podemos notar a presenca de barras que nao estao nas demais vigas encon-
tradas. Na verdade, essas barras também estao “escondidas” nas estruturas com n,,, = 3,
dpmr = 3 € com Ny, = 4, d,,, = 3 sem o arredondamento, pois os elementos nas novas
barras possuem densidades préoximas de 0,5, que nao aparecem na figura. Aplicando o
arredondamento simples, isto é, atribuindo 1 para as maiores densidades até completar o
volume desejado e 0 para as demais, podemos ver que as barras aparecem incompletas na
estrutura, como mostra a Figura 7.43, na qual exibimos a visao lateral das vigas. O uso
da nossa estratégia de arredondamento de densidades foi capaz de eliminar os artefatos
presentes na solucao. Com n,,, = 3, as barras adicionais foram eliminadas, ja com n,,, = 4
elas foram totalmente preenchidas.

(a) Tradicional (b) Tradicional (arredondada)

(¢) MR com ngpyr = 2, dpyyr = 2 (d) MR com ny,, =2, d,,, = 2 (arredondada)

Figura 7.40: Estruturas obtidas para a viga MBB com resolu¢ao 192x32x32 (7, = 2,0).

(a) Tradicional (b) Tradicional (arredondada)

(¢) MR com nyr = 3, dppyr = 3 (d) MR com ny,, = 3, dp,, = 3 (arredondada)

(e) MR com np,r = 3, dpyr = 2 (f) MR com Ny = 3, dpyyr = 2 (arredondada)

Figura 7.41: Estruturas obtidas para a viga MBB com resolu¢io 288x48x48 (7, = 2,0).
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(a) Tradicional (b) Tradicional (arredondada)

(¢) MR com nyyr = 4, dpyr = 4 (d) MR com ny,, =4, d,,, = 4 (arredondada)

(e) MR com np,r =4, dppr = 3 (f) MR com 1y, = 4, dpyr = 3 (arredondada)

(g) MR com nyppr =4, dipyr = 2 (h) MR com n,, = 4, d,,, = 2 (arredondada)

Figura 7.42: Estruturas obtidas para a viga MBB com resolu¢ao 384x64x64 (7, = 2,0).

(a) MR com Ny = 3, dipr = 3 (b) MR com nr = 3, dpr = 3
(arredondamento simples) (novo arredondamento)

(¢) MR com ny,y =4, dpyr =3 (d) MR com np,r =4, dpyr =3
(arredondamento simples) (novo arredondamento)

Figura 7.43: Visao lateral da viga MBB, nas quais aparecem artefatos ou barras adicionais.

Observamos que o uso do parametro d,,, com valor maior do que 2 ultrapassa
o limitante superior imposto na Tabela 5.1, uma vez que estamos utilizando elementos
finitos de grau 1. De acordo com Gupta et al. |27], isso pode causar a nao unicidade
do campo das variaveis de projeto, favorecendo o surgimento de artefatos na estrutura.
Na Figura 7.43, notamos o aparecimento de artefatos ou barras adicionais na viga MBB
quando utilizamos d,,,, = 3. Todavia, em alguns casos conseguimos bons resultados, mesmo
ultrapassando o limitante para d,,,, gracas a aplicacao do filtro de densidades.

Também resolvemos o problema da torre de transmissao considerando o refi-
namento com 16x80x16 elementos de deslocamento como base e obtivemos a estrutura
com as resolucoes contendo 32x160x32, 48x240x48 e 64x320x64 elementos de densidade,
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utilizando n,,, igual a 2, 3 e 4, respectivamente, e variando o parametro d,,.. O raio do
filtro utilizado foi r,,;, = 1,1. As Figuras 7.44, 7.45 e 7.46 mostram as estruturas obtidas.

Neste caso, o formato da estrutura obtida com a multirresolu¢ao também fi-
cou parecido com o que encontramos no método tradicional, havendo apenas pequenas
diferencas. No caso da multirresolucao com n,,, = d,,, = 4, a estrutura apo6s o arredon-
damento de densidades apresentou um formato diferente, no qual as barras que conectam
o centro da torre foram suprimidas e apareceram buracos na parte onde estao os bracos

que sustentam os cabos.

) Tradicional ) Tradicional (c) MR com ) MR com npy = 2,
(arredondada) Nr = 2, dpr = 2 me =2 (arredondada)

Figura 7.44: Estruturas obtidas para a torre com resolu¢ao 32x160x32 (7, = 1,1).

& a

) Tradicional ) MR com nyr = 3, dyppr = 3 ) MR com ngpr = 3, dppyr = 2
) Tradicional ) MR com nypr = 3, dypr = 3 ) MR com nr = 3, dirr = 2
(arredondada) (arredondada) (arredondada)

Figura 7.45: Estruturas obtidas para a torre com resolu¢ao 48x240x48 (7 = 1,1).
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Ny

) Tradicional ) MR com ) MR com (d) MR com
nmr—4 Ay =4 nmr—4 Ay =3 N = 4, Ay = 2
) Tradicional ) MR com ) MR com (h) MR com
(arredondada) nm, =4, dp, =4 nm7 =4, dpyr =3 Ny = 4, dppyr = 2
(arredondada) (arredondada) (arredondada)

Figura 7.46: Estruturas obtidas para a torre com resolu¢ao 64x320x64 (7, = 1,1).

Nas Tabelas 7.50 e 7.51 apresentamos alguns resultados numeéricos para a viga
MBB e a torre, respectivamente, comparando as solugoes obtidas pelo método tradicional
e pela multirresolugao, variando os parametros n,,, € d;.

Para n,,, = 2, em ambos os problemas, o nimero de iteragoes da PLS (V)
e o tempo total de resolugao (Tjo) diminuiram com a multirresolu¢ao. Para n,,, = 3,
o nimero de iteracoes aumentou e, quando d,,. = 3, o tempo total acabou sendo maior
do que com o método tradicional. A justificativa para isso é que, utilizando o multigrid,
a maior parte do tempo gasto vem da resolucao dos subproblemas de programacao linear
(PL), conforme vimos na Subse¢ao 7.4.2. Logo, se Ny, = dp,, 0s PL sdo resolvidos em uma
malha com o mesmo refinamento do método tradicional e, uma vez que a multirresolucao
gastou mais iteragoes, o tempo total ficou maior. Diminuindo o valor de d,,,, reduzimos o
tempo de resolucao do problema de otimizacao e, consequentemente, o tempo total. Mesmo
com um nimero de iteragoes consideravelmente maior, h4 uma reducao significativa no
tempo gasto quando d,,, = 2. Para n,,, = 4, as conclusoes sao similares.

Como ja observamos acima, a resolucao dos problemas com a multirresolucao e
com o método tradicional é feita em cenarios diferentes, de modo que pode haver variacoes
nos resultados numéricos e é dificil comparar as solucoes. O valor da funcao objetivo
calculado com a multirresolucao, por exemplo, é bastante diferente daquele encontrado
com o método tradicional. Para contornar esse problema, tentamos corrigir o valor da
funcao utilizando o vetor de densidades 6timo encontrado com a multirresolucao para
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resolver o sistema de equilibrio na mesma malha do método tradicional. Nas Tabelas 7.50
e 7.51, apresentamos os valores da fungdo com a solugdo original (F') e com a solugdo
arredondada (F,,;) corrigidos para a multirresolucao. Os valores de F},.; foram levemente
menores do que os do método tradicional nos problemas da viga MBB e levemente maiores
nos problemas da torre. Entretanto, essa comparacao nao é perfeita porque os problemas
de otimizacgao resolvidos nao sao idénticos.

Tabela 7.50: Resultados para a viga MBB utilizando a multirresolucao.

Problema Método Nyt (Nye) F Forj Tiotal
Tradicional 149 (+49) 42,2079 29,5838 1007,85
mbb192x32x32
MR (i = 2, diy = 2) | 99 (+28) 41,8844 29,0968 404,64
Tradicional 31 (+1) 30,6031 21,8568 1310,43

mbb288x48x48 MR (1, = 3, dpy = 3) | 54 (+16) 30,7311 21,5573  2038,39
MR, (Ryny = 3, dpny = 2) | 119 (+-35) 30,0526 21,5270 507,97

Tradicional 23 (+4) 24,5260 17,9443 417288
MR (py =4, dpy =4) | 27 (+3) 24,5207 17,7055 5128,90
MR, (Rgny = 4, dpy = 3) | 62 (+19) 24,5949 17,6148 2289,97
MR (1 = 4, diy = 2) | 109 (+31) 24,1608 17,7139 497,78

mbb384x64x64

Tabela 7.51: Resultados para a torre de transmissao utilizando a multirresolucao.

Problema Método Nyt (Nye) F Forj Total
Tradicional 145 (+39) 74,1889 64,2686 584,69
t1t32x160x32
MR (g = 2, dyor = 2) | 48 (+3) 75,0051 64,5759 85,62
Tradicional 38 (+9) 59,8312 52,3252 915,67

t£48x240%48 MR (i = 3, dr = 3) | 56 (+10) 59,6810 52,3825 866,34
MR (Rpy = 3, dupy = 2) | 70 (+15) 59,8071 52,4316 145,45

Tradicional 30 (+4) 52,0692 46,2967 2830,03
MR (1 = 4, dpy =4) | 65 (+16) 51,8031 46,3002 5372,10
MR (e = 4, dpy = 3) | 69 (+10) 51,8570 46,3242 1022,87
MR (e = 4, dy = 2) | 79 (+19) 51,9503 46,3885 173,78

t1t64x320x64

A fim de obter resultados mais conclusivos sobre a qualidade da solu¢ao encon-
trada com a multirresolucao, resolvemos o problema pelo método tradicional utilizando o
vetor de densidades obtido com a multirresolu¢ao como aproximacao inicial. Se o valor da
funcao objetivo (F},s) calculado apds essa nova resolucao do problema estiver proximo do
valor (F,,,) calculado para a solucdo inicial, significa que a distribui¢gdo de material en-
contrada com a multirresolucao ja era uma boa solugao para o problema. Caso contrario,
concluimos que a solucao obtida pela multirresolucao é imprecisa. Na Tabela 7.52, apre-
sentamos os valores I, e F,s, bem como o nimero de iteracoes da PLS (N,,s) necessarias
para resolver o problema novamente usando a solucao da multirresolucao como aproxi-
macao inicial, obtidos para alguns problemas da viga MBB e da torre com n,,, = d,,,.

Em geral, o nimero de iteragoes (N,,s) foi pequeno, com excegao dos problemas
tt32x160x32 e tt48x240x48, 0 que fez com que o valor da razao F,,/F,,s fosse um pouco
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maior nesses dois casos. Contudo, o valor dessa razao foi aproximadamente igual a 1 em
todos os problemas, indicando que as solucoes que obtivemos com a multirresolucao sao
consideravelmente boas.

Tabela 7.52: Resultados obtidos ao resolver o problema pelo método tradicional utilizando
a solucao encontrada pela multirresolu¢ao como aproximacao inicial.

Problema Npos For Fos Fmr/Fpos
mbb192x32x32 | 7 (+2) 41,8844 41,8522  1,0008
mbb288x48x48 | 3 (+0) 30,7311 30,7041 1,0009
mbb384x64x64 | 3 (+0) 24,5207 24,4960  1,0010
t£32x160x32 | 41 (+9) 75,0951 74,5537  1,0073
tt48x240x48 | 12 (+2) 59,6810 59,5096  1,0029
tt64x320x64 | 3 (+0) 51,8031 51,7492  1,0010

Para analisar o tempo gasto em cada etapa do algoritmo, resolvemos alguns
problemas parando apoés 20 repeticoes do laco principal, isto é, apos 20 iteragoes externas
da PLS. Dividimos os tempos das etapas principais do algoritmo da seguinte maneira:

e T, tempo gasto na pré-filtragem.

e T: tempo gasto nas aplicagoes do filtro.

e T}: tempo gasto para montar as matrizes de rigidez.

e T,,: tempo gasto na fase de setup do precondicionador.

e T,: tempo gasto para resolver os sistemas lineares.

e T,: tempo gasto para os calculos do gradiente da func¢ao objetivo.

e T;,: tempo gasto na resolucao dos subproblemas de programacao linear.
e T,: tempo gasto nas demais linhas de cédigo.

o T}, tempo total gasto para resolver o problema.

Todos os tempos sao medidos em segundos. Nas Tabelas 7.53 e 7.54, apresentamos os
resultados para os problemas da viga MBB e da torre de transmissao, com resolucoes
288x48x48 e 48x240x48, respectivamente.

Os tempos de montagem da matriz de rigidez, setup do precondicionador e re-
solucao dos sistemas lineares sao sempre reduzidos com a multirresolucao, uma vez que os
sistemas de equilibrio sdo resolvidos em uma malha mais grossa (malha de deslocamentos)
se comparada com a malha do método tradicional. Quando n,,, = d,,, = 3, as malhas de
variaveis de projeto e de densidades sao iguais e ambas tém o mesmo refinamento daquela
utilizada no método tradicional. Sendo assim, os tempos de pré-filtragem e aplicacoes
do filtro ficam parecidos. Em contrapartida, o tempo de célculo dos gradientes foi um
pouco menor para a multirresolucao, pois mais passos da PLS foram recusados, enquanto
o tempo de resolucao dos PL foi maior, provavelmente porque os subproblemas resolvidos
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eram mais complicados. No total, o tempo gasto foi reduzido com a multirresolucao. Essa
reducao é muito maior quando utilizamos d,,, = 2, uma vez que, neste caso, os tempos
gastos em todas as etapas sao menores do que os do método tradicional.

Tabela 7.53: Tempos gastos em cada etapa do algoritmo para o problema mbb288x48x48.

Tempo | Tradicional MR (n,, =3, dpr =3) MR (0 = 3, dypr = 2)
T, 63,72 64,54 6,75
T 2,70 3,00 0,80
Ty 79,72 3,95 3,38
Ty 8,53 0,37 0,37
T 68,14 7,47 7,33
T, 6,52 9,74 2,40
T, 752,04 830,35 77,86
T, 0,32 0,14 0,07
Tiotal 981,69 912,16 98,96

Tabela 7.54: Tempos gastos em cada etapa do algoritmo para o problema tt48x240x48.

Tempo | Tradicional MR (n,, =3, dpr =3) MR (0 = 3, dppr = 2)
T, 17,27 17,18 2,32
Ty 0,44 0,43 0,24
T, 77,69 3,14 3,21
Ty 7,60 0,36 0,38
Ty 77,56 7,32 7,77
T, 4,88 2,28 2,21
T 390,80 427,72 38,63
T, 0,22 0,12 0,06
Total 576,46 458,56 54,81

7.7.2 Outras estruturas

O proposito da otimizacao topologica é ajudar na escolha de um formato inicial
para uma estrutura previamente desconhecida. Vimos que a multirresolugao consegue
obter resultados em tempos menores do que o método tradicional e, embora existam
algumas diferencas, o formato da estrutura fica parecido com aquele de referéncia e é
bastante razoavel. Nesta secao, testamos a resolucao de outros problemas, incluindo alguns
mais desafiadores, que envolvem cargas distribuidas ou regioes com densidades fixas no
dominio.

As Figuras 7.47, 7.48 e 7.49 mostram as estruturas 6timas obtidas para os
problemas do meio cubo, do prédio com tor¢ao e da viga em L (Exemplos 4, 5 e 6 da
Secao 7.2), respectivamente. Para esses problemas, consideramos como base os refinamen-
tos com 32x16x32, 16x64x16 e 48x48x16 elementos de deslocamento, respectivamente,
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correspondendo & estrutura completa. Nesses trés problemas, utilizamos d,,,. = 2 e obti-
vemos duas resolugoes diferentes, com n,,, = 3 e n,,, = 4. Na Figura 7.50, mostramos
a estrutura obtida para o problema da ponte (Exemplo 7 da Se¢ao 7.2) com n,,, = 3 e
dymr = 2, utilizando como base o refinamento com 192x48x24 elementos de deslocamento.

Observamos que alguns artigos consideram restrigoes de tensao no problema
da viga em L, para evitar tensoes excessivas na regiao que conecta as partes horizontal
e vertical da viga, mas nao fizemos isso neste trabalho. Ademais, no problema da ponte,
normalizamos o vetor de cargas nodais para facilitar a resolucao do problema.

P S

) hc96x48x96 ) hc128x64x128

Figura 7.47: Estruturas obtidas para o problema do meio cubo (7, = 1,5).

ik

) bt48x192x48 ) bt64x256x64

Figura 7.48: Estruturas obtidas para o problema do prédio com tor¢ao (r,, = 1,5).

L &L

) 1s144x144x48 ) 1s192x192x64

Figura 7.49: Estruturas obtidas para o problema da viga em L (7,,;, = 1,5).
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(a) Visdo obliqua da ponte

(b) Visao lateral da ponte

Figura 7.50: Estrutura obtida para o problema da ponte bd576x144x72 (7., = 1,5).

Todas as estruturas encontradas sao adequadas e fazem sentido, do ponto de
vista da engenharia. Portanto, conseguimos resolver os problemas de otimizacao topolo-
gica estrutural utilizando a multirresolugao, incluindo problemas mais complicados, que
envolvem multiplas cargas (prédio com tor¢ao), regides vazias fixas (viga em L), regioes
solidas fixas e cargas distribuidas (ponte).

Na Tabela 7.55, apresentamos os resultados obtidos para esses problemas, in-
cluindo o nimero de iteragbes da PLS (N;;), com o numero de passos recusados entre
parénteses (N,.), e o tempo total de resolucao (Tipe). A coluna “Dim.” da tabela mostra
a quantidade de elementos na malha de densidades, considerando apenas a parte simé-
trica das estruturas. Notamos que o tempo de resolugao foi razoavelmente baixo, apesar
do nimero de iteracoes ter sido grande em alguns casos.

Tabela 7.55: Resultados obtidos para outras estruturas com a multirresolucgao.

Problema Dim. Nit (Nye) Tiotal
hc96x48x96 110592 43 (+9) 71,74
hc128x64x128 | 262144 42 (+10) 80,59
bt48x192x48 442368 334 (+66)  5225,36
bt64x256x64 1048576 | 164 (+30)  2703,75
1s144x144%48 497664 116 (+29) 104741
1s192x192x64 | 1179648 | 122 (+29)  1144,29
bd576x144x72 | 1492992 | 129 (+17)  9015,47

Obtivemos estruturas boas com resolugoes altas, consumindo menos memo-
ria e tempo computacional. As dimensdes dos problemas bt64x256x64, 1s192x192x64 e
bd576x144x72 ultrapassam 1 milhao de elementos, mesmo considerando apenas a parte
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simétrica das estruturas. Portanto, conseguimos resolver de maneira eficiente problemas
tridimensionais que podem ser considerados de grande porte.

Com o método tradicional, sequer conseguimos resolver alguns desses proble-
mas com resolugoes maiores, devido a falta de memoria computacional. Nas Figuras 7.51,
7.52 e 7.53, comparamos as estruturas obtidas pelo método tradicional e pela multirresolu-
¢ao para os problemas com dimensoes mais baixas, apos o arredondamento de densidades.
Nos trés problemas, com a multirresolucao utilizamos o raio do filtro rmm =15ecomo
método tradicional utilizamos um raio proporcional, igual a 1, 7min =

R

) Tradicional ) MR com nyr = 3, dypyr = 2

Figura 7.51: Estruturas obtidas para o problema hc96x48x96 (7, = 1,5).

B

) Tradicional ) MR com ngppr = 3, dpyr = 2

Figura 7.52: Estruturas obtidas para o problema bt48x192x48 (7, = 1,5).

L L

) Tradicional ) MR com npyr = 3, dpy = 2

Figura 7.53: Estruturas obtidas para o problema 1s144x144x48 (1, = 1,5).
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Notamos que ha diferencas nas estruturas encontradas pelo método tradicional,
como um preenchimento maior na parte inferior do meio cubo, bem como na parte central
do prédio com torcao, e a substituicao de duas barras laterais da viga em L por uma
Ginica barra central. E possivel que consigamos encontrar estruturas mais parecidas com
as obtidas pela multirresolucao fazendo ajustes no valor do raio do filtro. Além disso,
lembramos que os problemas resolvidos por cada método nao sao idénticos. Contudo, os
formatos obtidos sao bastante proximos e comprovam que a multirresolucao é capaz de
encontrar solucoes adequadas.

Na Tabela 7.56, comparamos os resultados numéricos obtidos pelo método
tradicional e pela multirresolugao. O valor da funcao objetivo apresentado corresponde
ao da solucao com densidades arredondadas para 0 ou 1 (F),;) e esse valor foi corrigido
para a multirresolucao, utilizando o vetor de densidades 6timo encontrado para resolver
o sistema de equilibrio na mesma malha do método tradicional.

Tabela 7.56: Comparacoes entre o método tradicional e a multirresolucao.

Problema Meétodo Nit (Nye) FE,.; Tiotal
Tradicional 17 (+4) 8,6015 382,70
hc96x48x96
MR (nmr =3, dpr = 2) 43 (+9) 8,4205 71,74
Tradicional 126 (+54) 66,8234 24206,39
bt48x192x48
MR (nmr =3, dp,r = 2) 334 (+66) 66,4727 5225,36
Tradicional 45 (+4) 35,5820 5842.83
1s144x144%48
MR (M = 3, dpy = 2) | 116 (+29) 39,0343 104741

Apesar do ntimero de iteracoes ter sido maior com a multirresolucao em todos
os problemas, o tempo total gasto foi significativamente menor. O valor da flexibilidade,
calculado para a solucao arredondada, foi levemente menor com a multirresolucao nos
casos do meio cubo e do prédio com torcao, e maior no caso da viga em L.

7.7.3 Crescimento do tempo com a dimensao

Testamos a resolucao de diversos tipos de problemas com a multirresolucao,
variando os valores dos parametros n,,, e d,,,. Em geral, obtivemos estruturas boas e so-
lugoes precisas com um baixo custo computacional. Entretanto, notamos que é necessério
tomar cuidado com a escolha do parametro d,,,. E recomendado que esse valor esteja
dentro do limite imposto na Tabela 5.1, para amenizar o surgimento de artefatos. Além
disso, quanto maior for o valor de d,,,, maior sera a quantidade de variaveis de projeto, o
que faz com que o tempo de resolucao dos subproblemas de PL cresca. Por outro lado, o
valor de n,,, determina a resolucao final da estrutura. Logo, desejamos aumentar o valor
de n,,, e reduzir o valor de d,,,.

Nesta secao, analisamos a qualidade da solucao obtida e o crescimento do
tempo gasto em cada etapa do algoritmo quando aumentamos o valor de n,,, e mantemos
o valor de d,,, fixo. Para tanto, resolvemos o problema do meio cubo com carga concen-
trada, considerando o refinamento com 32x16x32 elementos de deslocamento como base
e variando o valor do parametro n,,, de 2 até 9. Mantivemos o parametro d,,, = 2 fixo,
bem como o raio do filtro r,,;, = 1,5.
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A Figura 7.54 mostra as estruturas obtidas para o problema do cubo com os
diferentes valores de n,,,, apos o arredondamento de densidades. Como estamos mantendo
o valor do raio do filtro, as solugoes sao independentes da malha, de modo que nao
ganhamos novos detalhes no formato da estrutura com o aumento da resolucao. Além
disso, uma diferenca grande entre os valores de n,,, e d,,, pode fazer com que a qualidade
do contorno da estrutura seja reduzida, exigindo que aumentemos o raio do filtro, o que
prejudica a eficiéncia do algoritmo.

(a) hc64x32x64 (N, = 2) (b) hc96x48%96 (N = 3)

3

(c) hc128x64x128 (1, = 4) (d) hc160x80x160 (1, = 5)

() hc192x96x192 (N, = 6) (f) hc224x112x224 (nyy = 7)

8

() hc256x128%256 (1, = 8) (h) hc288x144x288 (1, = 9)

Figura 7.54: Estruturas obtidas para o problema do meio cubo utilizando a multirresolugao
com d,,, = 2 e diferentes valores de 1, (Tmin = 1,5).

Para uma analise mais efetiva do crescimento do tempo, paramos a resolucao
dos problemas em um ntimero fixo de 20 repeticoes do lago principal do algoritmo, isto €,
20 iteragoes externas da PLS. A Tabela 7.57 mostra os tempos gastos em cada etapa do
algoritmo, em funcao do parametro n,,,.

As malhas de deslocamento e de variaveis de projeto sao sempre as mesmas,
uma vez que o problema base e o parametro d,,, estao fixos. Assim, os sistemas lineares,
bem como os PLs, tém sempre as mesmas dimensoes, independentemente do valor de n,,,.
Por esse motivo, os tempos de setup do precondicionador (T},), resolucao dos sistemas
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lineares (75) e resolugdo dos PLs (1},) se mantém aproximadamente constantes com o
aumento de n,,,.. Os tempos gastos nas demais etapas crescem conforme aumentamos a
resolugao final da estrutura, pois dependem da quantidade de elementos na malha de
densidades. Embora a matriz de rigidez tenha sempre a mesma dimensao, o tempo T
cresce quando aumentamos n,,. porque a matriz de cada elemento de deslocamento é
calculada pela equagao (5.15), que envolve uma soma de termos calculados para cada
elemento de densidade contido no elemento de deslocamento.

Tabela 7.57: Crescimento dos tempos gastos em cada etapa do algoritmo utilizando a
multirresolucao, em funcao do parametro n,,,, para o problema do meio cubo.

Ny Ty Ty Ty Ty T T, Ty Thotal
2 332 0,00 256 035 408 081 3011 | 4148
3 2,61 0,28 2,62 0,34 4,40 1,77 31,65 43,74
4 5,89 0,65 3,11 0,34 4,19 3,69 30,78 48,71
5 | 1164 139 420 035 444 682 3277 | 61,67
6 | 1997 231 543 034 440 1145 3121 | 7522
7 32,44 3,69 7,30 0,34 4,56 18,03 32,02 98,48
8 48,06 5,77 12,94 0,34 4,92 27,10 32,88 132,15
9 | 7236 807 1593 036 466 40,78 36,06 | 180,33

O crescimento dos tempos gastos na pré-filtragem (7),7), nas aplicacoes do filtro
(T¢), na montagem das matrizes de rigidez (7}) e no calculo dos gradientes (7,) exige que
tenhamos certo cuidado ao aumentar o valor de n,,, demasiadamente.

Com base nos resultados que obtivemos até aqui, consideramos que o mais
adequado é utilizar um valor pequeno para o parametro d,,,, respeitando os limites indi-
cados em [27], como d,,, = 2 quando usamos elementos finitos de grau 1, por exemplo.
Ademais, se o objetivo é reduzir o raio do filtro para obter mais detalhes na estrutura com
o aumento da resolucao, o melhor é utilizar valores de n,,, proximos de d,,, (por exemplo,
Ay < Nr < dpr + 3), para que a qualidade da solucao nao seja perdida.

7.7.4 O problema dos artefatos

Na multirresolucao, quando aumentamos o refinamento da malha de densida-
des, ou seja, quando aumentamos o valor de n,,,, o tamanho dos elementos de densidade
diminui. Se mantivermos o mesmo raio do filtro, a regiao de aplicagao do filtro ficara igual
para todas as resolucoes, de modo que obteremos resultados independentes da malha,
conforme vimos anteriormente.

Dessa maneira, o formato da estrutura em alta resolucao é o mesmo daquele
encontrado com uma resolucao mais baixa, com a vantagem de possuir uma qualidade
melhor e contornos mais suaves. Todavia, com o aumento da resolucao, muitas vezes de-
sejamos observar mais detalhes no formato da estrutura, incluindo o surgimento de novos
buracos e novas barras, por exemplo. Nesse caso, para atingir esse objetivo, precisamos
reduzir o raio de aplicacao do filtro.

Contudo, a reducao do raio do filtro torna mais aparente um infortinio da
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multirresolucao, que é o surgimento de regioes com o material distribuido em um padrao
aleatorio, com partes “flutuando” ou barras incompletas, como ilustra a Figura 7.55 para
a viga MBB com raio r,,;, = 0,6. Conforme vimos na Subsecao 5.5, de acordo com Gupta
et al. |26], o aparecimento dessas regides (denominadas artefatos) ¢ decorrente da baixa
precisao utilizada na aproximacgao dos deslocamentos da estrutura, que é feita em uma
malha muito mais grossa do que a malha de densidades.

(a) Visao obliqua da viga (b) Visao lateral da viga

Figura 7.55: Estrutura obtida para a viga MBB, utilizando a multirresolu¢ao com n,,, = 4
e d,, = 2, raio do filtro r,,;,, = 0,6 e elementos finitos de grau 1.

Uma maneira de amenizar o problema dos artefatos é a aplicagao de um filtro
de densidades. Entretanto, para que a estrutura nao tenha artefatos, devemos utilizar um
raio de filtro relativamente grande, o que nos leva de volta ao problema da baixa resolucao
da estrutura obtida. Logo, se queremos reduzir o raio para encontrar mais detalhes da
estrutura, é necessario aplicar outras estratégias para a correcao dos artefatos. Neste
trabalho, testamos a utilizacao de elementos finitos de grau maior do que 1, apresentados
nas Subsecoes 1.3.2 e 1.3.3, com o intuito de melhorar a aproximacao dos deslocamentos
da estrutura.

Na préxima secao, apresentamos resultados obtidos com o aumento do grau dos
elementos finitos. A desvantagem em se utilizar elementos de grau maior do que 1 é que a
dimensao das matrizes de rigidez aumenta, de modo que a resolucao dos sistemas lineares
pode voltar a ser a etapa mais cara do algoritmo, mesmo com a utilizacao do multigrid.
Neste caso, testamos as estratégias adaptativas para suprimir variaveis, propostas na Se¢ao
6.2, reduzindo a dimensao dos sistemas lineares e a quantidade de variaveis do problema,
de modo que podemos utilizar elementos de grau 2 ou 3 sem prejudicar demais a eficiéncia
conquistada com a multirresolucao.

7.8 Aumento do grau dos elementos finitos

Para amenizar o surgimento de artefatos na estrutura quando reduzimos o raio
de aplicacao do filtro e melhorar a qualidade da solucao obtida com a multirresolucao,
testamos a utilizacao de elementos finitos com grau maior do que 1, isto é, elementos cujas
funcoes de forma sao compostas por polinémios de grau maior do que 1, de modo que a
aproximacao dos deslocamentos da estrutura seja mais precisa.

Inicialmente, comparamos a utilizacao de elementos do tipo Lagrange e do tipo
serendipity, apresentados nas Subsecoes 1.3.2 e 1.3.3, respectivamente, com grau 1, 2 e 3.
Em seguida, testamos a estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos e fixagao
de variaveis, proposta na Se¢ao 6.2. Para utilizar o multigrid geométrico com elementos
do tipo serendipity, realizamos a prolongacao como proposto na Subsecao 3.2.4. Ademais,
utilizamos o suavizador SSOR, que foi melhor para os elementos de grau maior que 1.
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7.8.1 Comparacoes entre elementos Lagrange e serendipity

Resolvemos os problemas da viga em balanco e da viga MBB, utilizando a
multirresolucao com n,,, = 4 e d,,, = 2, raio do filtro 7,,;, = 0,6 e comparamos as
solucoes obtidas com elementos do tipo Lagrange e do tipo serendipity de grau 1, 2 e 3.
As Figuras 7.56 e 7.57 mostram as estruturas obtidas para os problemas cb192x64x64 e
mbb384x64x64, respectivamente. Nas figuras, exibimos a solucao apo6s o arredondamento
de densidades, com a visao obliqua e a visao lateral das estruturas, para permitir uma

melhor visualizagao dos detalhes e da presenca de artefatos.

) Grau 2 Lagrange ) Grau 2 serendipity

) Grau 3 Lagrange ) Grau 3 serendipity

Figura 7.56: Estruturas obtidas para o problema cb192x64x64, utilizando a multirresolu-
¢ao com Ny, = 4, d,, = 2 e raio do filtro r,,;, = 0,6.

a) Grau 1 (b) Grau 2 Lagrange (c) Grau 2 serendipity
(d) Grau 3 Lagrange (e) Grau 3 serendipity

Figura 7.57: Estruturas obtidas para o problema mbb384x64x64, utilizando a multirreso-
lugao com n,,, = 4, d, = 2 € raio do filtro r,,;, = 0,6.
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A distribuicao de material encontrada com elementos de grau 1 conteve uma
grande quantidade de artefatos, de modo que é dificil interpretar a estrutura obtida. Com o
uso de elementos de grau maior, as partes solidas ficaram mais definidas e nao apareceram
artefatos visiveis, sendo que com grau 3 a estrutura ficou levemente melhor do que com
grau 2. Assim, verificamos que a melhoria na aproximacao dos deslocamentos faz com que
o surgimento dos artefatos seja amenizado. Para os problemas tridimensionais, parece ser
suficiente utilizar elementos de grau 2 ou 3.

Em geral, a reducao no raio do filtro fez com que surgissem novos detalhes na
estrutura, como era desejado. Notamos, entretanto, que as solucoes encontradas foram
diferentes quando alteramos o tipo e o grau dos elementos. Isso provavelmente ocorreu
devido ao problema de otimizacao topologica possuir muitos minimos locais e estarmos
encontrando apenas uma aproximacao para a melhor distribuicao de material. A variacao
na solu¢ao com a mudanga no tipo de elemento foi mais aparente na viga em balanco,
onde as barras centrais mudaram bastante. Ja no caso da viga MBB, houve uma pequena
mudanca nas solucoes obtidas com grau 3, onde surgiram algumas barras adicionais.

A Tabela 7.58 mostra os resultados obtidos para cada problema com os dife-
rentes tipos de elementos. O valor ﬁ’prj corresponde & flexibilidade 6tima calculada pela
multirresolucao para a solugao com densidades arredondadas para 0 ou 1. J4 o valor
F,,; corresponde a flexibilidade 6tima corrigida, calculada com os deslocamentos obtidos
resolvendo-se o sistema de equilibrio na malha de densidades com elementos de grau 1.

Tabela 7.58: Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos.

Problema Elemento Nyt (Nye) Fp,,j Forj Tiotal
Lagrange de grau 1 | 146 (+3) 50,7310 32,9178 304,03

Lagrange de grau 2 54 (+3) 65,4032 18,9579 964,84
cb192x64x64  Lagrange de grau 3 53 (+5) 84,9460 189811 10179,56
Serendipity de grau 2 | 38 (+0) 60,3249 19,2790  1094,98
Serendipity de grau 3 | 50 (+0) 62,2680 19,1914  5853,88

Lagrange de grau 1 | 177 (+0) 49,5897 88,6575 371,84
Lagrange de grau 2 41 (+1) 62,2408 17,8114 713,69
mbb384x64x64  Lagrange de grau 3 | 86 (+27) 78,3640 17,9775 18518,54
Serendipity de grau 2 | 43 (+1) 57,0394 18,0393  1136,08
Serendipity de grau 3 | 90 (+30) 58,6524 18,0499 14199,92

Notamos que, em ambos os problemas, o valor Fprj foi muito menor com ele-
mentos de grau 1 do que com elementos de grau maior. Isso indica que a estrutura com
artefatos possui uma rigidez artificial, de modo que a sua flexibilidade aparenta ser menor.
Além disso, o valor da fungao objetivo varia bastante de acordo com o tipo e o grau dos
elementos, o que faz com que a comparagao seja dificil e imprecisa. Quando corrigimos o
valor da funcao, calculando £}, ;, a flexibilidade ficou muito maior com elementos de grau
1. Ademais, os valores ficaram mais proximos e comparaveis utilizando elementos de grau
2 e 3. O valor F),; para a solu¢ao com elementos do tipo Lagrange foi levemente menor
do que com elementos do tipo serendipity. Para ambos os tipos de elementos, o valor com
grau 2 foi levemente menor do que com grau 3, exceto para o problema cb192x64x64 com

elementos serendipity. Todavia, ressaltamos que a comparacao entre os valores da funcao



CAPITULO 7. RESULTADOS COMPUTACIONAIS 199

objetivo ainda nao é perfeita, uma vez que as solucoes obtidas foram visivelmente dife-
rentes e a mudanca no tipo e no grau dos elementos faz com que os problemas resolvidos
nao sejam idénticos.

Quando mudamos do grau 2 para o grau 3, a diferenca no valor da funcao
objetivo (F),;) foi relativamente pequena. Por outro lado, a diferenca no tempo total de
resolucao (Tjeq) foi significativa. O aumento no grau dos elementos faz com que o tempo
de resolugao cresca bastante, uma vez que a dimensao dos sistemas lineares aumenta.
Dessa forma, devemos ter cuidado com o aumento excessivo do grau dos elementos em
problemas tridimensionais. Felizmente, pelos resultados obtidos até aqui, notamos que as
solucoes encontradas com elementos de grau 2 ja sao consideravelmente boas. Utilizar
elementos de grau maior do que 2 ou 3 pode nao ser vantajoso por conta do crescimento
do custo computacional.

Para uma melhor comparacao entre os tempos gastos com cada tipo de ele-
mento, resolvemos os problemas até atingir 30 iteracoes externas da PLS. Na Tabela 7.59,
apresentamos os tempos gastos nas etapas de montagem da matriz de rigidez (7}), setup
do precondicionador (T5,), resolugao dos sistemas lineares (7%) e calculo dos gradientes
(T,), bem como o tempo total (i), utilizando o multigrid geométrico como precondi-
cionador do método dos gradientes conjugados na resolugao dos sistemas.

Tabela 7.59: Tempos gastos com diferentes tipos de elementos.

Problema Elemento Ty Ty T T, Tiotal
Lagrange de grau 1 5,84 0,59 16,32 8,28 | 103,27
Lagrange de grau 2 67,69 20,36 403,45 22,17 | 583,47
cb192x64x64  Serendipity de grau 2 | 30,14 12,40 758,75 14,46 | 883,91
Lagrange de grau 3 | 529,27 121,44 4616,35 354,57 | 5691,31
Serendipity de grau 3 | 90,87 34,51 342288 27,87 | 3645,09
Lagrange de grau 1 5,50 0,56 16,24 8,13 98,72
Lagrange de grau 2 65,70 19,76 393,90 22,35 | 563,82
mbb384x64x64 Serendipity de grau 2 | 30,02 12,67 735,98 14,29 | 857,53
Lagrange de grau 3 | 642,87 148,90 5669,17 355,53 | 6885,23
Serendipity de grau 3 | 103,20 38,39 3945,65 30,53 | 4182,03

Naturalmente, os tempos gastos nas etapas relacionadas ao calculo dos deslo-
camentos nodais (Ty, Ty, e Ts) e o tempo gasto no calculo dos gradientes (7}), que envolve
os deslocamentos, crescem conforme aumentamos o grau dos elementos, uma vez que o
niimero de nés da malha aumenta.

Comparando os elementos do tipo Lagrange e do tipo serendipity com grau 2
ou 3, notamos que os tempos Ty, T, e T, foram menores para os elementos serendipity.
Isso era esperado, ja que os elementos do tipo serendipity possuem uma quantidade menor
de no6s em relacao aos elementos do tipo Lagrange de mesmo grau. Entretanto, o tempo
de resolucao dos sistemas (T5) e, consequentemente, o tempo total, foram maiores para
os elementos serendipity com grau 2 e menores apenas com grau 3. Para entender melhor
0 que aconteceu nesse caso, analisamos o nimero de iteracoes do método dos gradientes
conjugados. A Figura 7.58 mostra os graficos da quantidade de iteracoes do PCG para
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cada sistema linear dos problemas da viga em balango e da viga MBB, com cada um dos
tipos de elementos finitos.
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Figura 7.58: Nimero de iteragoes do PCG com diferentes tipos de elementos.

Observe que o nimero de iteracoes do PCG foi menor com os elementos do
tipo Lagrange em comparacao aos elementos do tipo serendipity. Acreditamos que isso
ocorre pois o multigrid geométrico possui uma certa vantagem com os elementos de La-
grange. Os nos nesse tipo de elemento estao igualmente espacados, de modo que é possivel
realizar a prolongacao do multigrid de maneira usual, interpolando os valores para nos da
malha fina com base nos valores dos nos vizinhos na malha grossa. No caso dos elementos
do tipo serendipity, a posicdo dos nds faz com que a prolongacao seja mais complicada.
Neste caso, realizamos a prolongacao utilizando a interpolagao por meio das funcoes de
forma do método dos elementos finitos, conforme descrito na Subsecao 3.2.4. Essa estra-
tégia funcionou bem, porém o multigrid geométrico nao teve o mesmo desempenho como
precondicionador quando utilizamos os elementos serendipity, de modo que o niimero de
iteracoes do método dos gradientes conjugados aumentou. Com elementos de grau 2, ape-
sar da dimensao dos sistemas lineares ser menor para os elementos serendipity, o aumento
no numero de iteragoes do PCG fez com que o tempo de resolucao dos sistemas fosse maior
do que com elementos Lagrange. Por outro lado, com grau 3, a reducao na dimensao dos
sistemas é mais significativa do que o aumento no ntimero de iteragoes, de tal forma que
o tempo de resolugao dos sistemas ficou menor para os elementos serendipity.

Com base nesses resultados, concluimos que é mais vantajoso utilizar elementos
do tipo Lagrange até o grau 2 e do tipo serendipity com grau 3 ou mais quando usamos o
multigrid geométrico na resolucao dos sistemas lineares. As solucoes obtidas foram boas
para ambos os tipos de elementos e o uso de elementos com grau 2 ou 3 foi suficiente para
reduzir a presenca de artefatos nas estruturas tridimensionais.

7.8.2 Estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos

Vimos que o aumento no grau dos elementos finitos é capaz de melhorar a
qualidade da solucao do problema de otimizacao topologica estrutural com a multirreso-
lucao, mas provoca um crescimento no custo computacional. Nesta subsegao, testamos a
estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos, proposta na Se¢ao 6.2, com o
objetivo de obter estruturas detalhadas e sem artefatos, prejudicando o minimo possivel
a eficiéncia conquistada com a multirresolucao.
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Conforme explicado na Se¢ao 6.2, para evitar erros numéricos na estratégia
aplicada ao fixar os deslocamentos em regides vazias, utilizamos o valor E,,;, = 107E,
como modulo de Young do vazio, sendo Ey = 1N/mm? o modulo de Young do material
solido. Ademais, utilizamos as tolerancias ply,, = 107° e p},. = 0,9 para encontrar os
elementos com densidades proximas de 0 ou 1, respectivamente, e a tolerancia €y, = 107°
para as componentes do gradiente da funcao objetivo na escolha das varidveis de projeto
que serao fixadas.

Resolvemos versoes mais desafiadoras dos problemas da viga MBB e da viga
em balango, nas quais reduzimos o volume maximo das estruturas para 15% do volume
total do dominio, e também testamos o problema da viga em I, com 18% do volume. Nos
trés problemas, utilizamos a multirresolu¢ao com n,,, = 4 e d,,, = 2. Primeiramente, com-
paramos as estruturas obtidas na primeira etapa da estratégia adaptativa (com elementos
de grau 1) e apos a resolucdo com grau 2, sem fixar nenhuma variavel. As Figuras 7.59,
7.60 e 7.61 mostram as estruturas obtidas para os problemas mbb384x64x64, cb192x64x64
e 1s192x192x64, respectivamente, com diferentes raios do filtro.

QQ

Com elementos de grau 1 (b) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = 1,5) para grau 2 e o arredondamento (7, = 1,5)

(c) Com elementos de grau 1 (d) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = 1,1) para grau 2 e o arredondamento (7, = 1,1)

(e) Com elementos de grau 1 (f) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Tmin = 0,6) para grau 2 e o arredondamento (i, = 0,6)

Figura 7.59: Estruturas obtidas para o problema mbb384x64x64 com 15% do volume,
utilizando a multirresolucao com n,,, = 4 e d,,, = 2.
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(a) Com elementos de grau 1 (b) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = 1,5) para grau 2 e o arredondamento (7p,in = 1,5)

(c) Com elementos de grau 1 (d) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = 1,1) para grau 2 e o arredondamento (7, = 1,1)

(e) Com elementos de grau 1 (f) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = 0,8) para grau 2 e o arredondamento (7, = 0,8)

Figura 7.60: Estruturas obtidas para o problema ¢b192x64x64 com 15% do volume, uti-
lizando a multirresolucao com n,,, =4 e d,,, = 2.

A reducao no raio do filtro, de fato, fez com que as estruturas tivessem mais
barras e buracos, gerando formatos mais detalhados. Contudo, quando reduzimos o raio
excessivamente (geralmente quando r,,;, < 1,0), a solu¢ao obtida com elementos de grau
1 apresentou diversos artefatos. A estratégia de aumento do grau 1 para grau 2 foi capaz
de eliminar a maioria desses artefatos, melhorando a qualidade da estrutura e mantendo
a esséncia do formato encontrado na solucao inicial.

Na Tabela 7.60, apresentamos os valores da flexibilidade obtidos para cada
problema com os diferentes raios do filtro. Utilizamos a seguinte legenda:

e [4: valor 6timo da funcao objetivo para a solucao inicial, com elementos de grau 1.
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e F:valor 6timo da funcao objetivo para a solucao obtida com a estratégia de aumento
do grau 1 até grau 2.

e [, ;: valor 6timo da fun¢ao objetivo para a solucao obtida com a estratégia de

aumento do grau 1 até grau 2 e densidades arredondadas.

Para permitir uma comparacao mais adequada, todos os valores da funcao foram corrigi-
dos, isto é, recalculados na malha de densidades com elementos lineares.

L &
ko ko

) Com elementos de grau 1 ) Com a estratégia de aumento do grau 1
(Pmin = para grau 2 e o arredondamento (7, =

(c) Com elementos de grau 1 ) Com a estratégia de aumento do grau 1

(min = 0,6) pam grau 2 e o arredondamento (7, = 0,6)

Figura 7.61: Estruturas obtidas para o problema 1s192x192x64 com 18% do volume,
utilizando a multirresolucao com n,,, =4 e d,,, = 2
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Tabela 7.60: Valor 6timo da fun¢ao objetivo obtido com a estratégia de aumento do grau.

Problema Trmin Fy F Foj

1,5 28,9117 28,8230 22,0466
mbb384x64x64 1,1 26,4703 26,2478 21,5667
0,6 28,2834 23,8943 21,9514
1,5 28,3227 28,2484 22,6476
cb192x64x64 1,1 29,9472 28,9959 22,8144
0,8 29,1993 26,9456 22,6302
1,5 41,4058 40,8706 30,1565
0,6 60,8895 33,3053 30,4914

1s192x192x64

O valor da funcao objetivo para a solucao obtida com a estratégia de aumento
do grau (F') foi sempre menor do que aquele encontrado para a solucgao inicial (Fp). Quando
usamos raios de filtro maiores que 1,0, a diferenca entre esses valores foi relativamente
pequena, indicando que a solugao obtida com grau 2 se manteve proxima daquela encon-
trada inicialmente. Com raios menores que 1,0, para os quais a solugao inicial continha
artefatos, o aumento do grau melhorou bastante a qualidade da estrutura e o valor da
flexibilidade ficou bem menor, sobretudo no problema 1s192x192x64.

Ademais, o valor F' foi menor para as estruturas obtidas com os raios de filtro
menores que 1,0. Todavia, o mesmo nao ocorreu sempre com o valor da funcao apés o
arredondamento de densidades (F),,;). Em geral, podemos dizer que as estruturas mais
detalhadas sao tao boas quanto aquelas mais simples e possuem formatos razoaveis. Nos
proximos resultados, consideramos apenas as solugoes obtidas com raios de filtro menores
que 1,0 para os trés problemas testados.

A seguir, testamos a estratégia proposta para fixar variaveis, com o intuito de
reduzir o tempo gasto na resolucao do problema com grau maior que 1. Conforme dito
na Subsecao 6.2.2, propomos algumas estratégias de adaptacao das variaveis que serao
fixadas. Apresentamos os resultados para as seguintes estratégias:

e EO: nao escolher varidveis para serem fixadas.

E1: escolher as variaveis uma vez, antes da resolucao do problema com grau maior.

E2: escolher as varidveis em todas as iteracoes externas da PLS para o problema
com grau maior.

E3: escolher as varidveis a cada 5 iteracoes externas da PLS.

E4: escolher as varidveis no inicio e na 52 iteracao externa da PLS.

A Tabela 7.61 mostra as quantidades de iteragoes da PLS e os valores 6timos
da fungao objetivo obtidos com cada estratégia. O niumero de iteragdes (N;;) e o nimero
de passos recusados (V,.) com sobrescritos 1 e 2 correspondem aos necesséarios para obter
a aproximagao inicial com grau 1 e a solucao com grau 2, respectivamente. Observamos
também que, nos trés problemas, foi necessaria apenas uma tentativa de arredondamento
de densidades, que gastou 3 iteracoes da PLS.
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Tabela 7.61: Resultados obtidos com a estratégia de aumento do grau dos elementos.

Problema Estratégia | N, (N') N2 (N2) F Fyj
EO 22 (+1) 32 (+5) 23,8943 21,9514
El 22 (+1) 32 (+5) 23,8043 21,9514
mbb384x64x64 E2 22 (+1) 32 (+5) 23,8943 21,9514
E3 22 (+1) 32 (+5) 23,8943 21,9514
E4 22 (+1) 32 (+5) 23,8043 21,9514
EO 56 (+11) 102 (+23) | 26,9456 22,6302
El 56 (+11) 86 (+20) | 26,9545 22,6251
cb192x64x64 E2 56 (+11) 86 (+20) | 26,9545 22,6251
E3 56 (+11) 86 (+20) | 26,9545 22,6251
E4 56 (+11) 86 (+20) | 26,9545 22,6251
EO 27 (+0) 32 (+1) 33,3053 30,4914
El 27 (+0) 32 (+1) 33,3053 30,4914
1s192x192x64 E2 27 (+0) 32 (+1) 33,3053 30,4914
E3 27 (+0) 32 (+1) 33,3053 30,4914
E4 27 (+0) 32 (+1) 33,3053 30,4914

Em geral, o ntimero de iteragoes e o valor da fungao obtidos com cada estratégia
foram iguais, com exce¢ao do problema cb192x64x64 que gastou menos iteracoes quando
fixamos as variaveis, obtendo, entretanto, um valor de funcao levemente maior para a
solucdo original (F') e menor para a solucdo arredondada (F),;). As estruturas obtidas
foram praticamente idénticas com as diferentes estratégias.

Na Tabela 7.62, apresentamos os tempos gastos (em segundos) com cada es-
tratégia. Os valores correspondem ao tempo total necessario para obter a solucao final,
somando-se os tempos gastos na resolucao inicial com grau 1, na resolucao com grau 2 e no
arredondamento de densidades. Mostramos os tempos consumidos nas etapas do algoritmo
que efetivamente se alteram quando mudamos a estratégia, utilizando a legenda:

e T,,: tempo gasto na fase de setup do precondicionador.

T,: tempo gasto para resolver os sistemas lineares.

T,: tempo gasto para os célculos do gradiente da funcao objetivo.

Ty,: tempo gasto na resolucao dos subproblemas de programacao linear.

Ty,: tempo gasto na escolha das varidveis fixadas.

e T tempo total gasto para resolver o problema.

Observamos que os tempos gastos na pré-filtragem, aplicacao do filtro, montagem da
matriz de rigidez e demais linhas de c6digo nao se alteram efetivamente quando fixamos
as variaveis, motivo pelo qual nao apresentamos esses valores na tabela.
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Tabela 7.62: Tempos gastos com a estratégia de aumento do grau dos elementos.

Problema Estratégia | 7Tj, T T, T, Tty Tiotal
EO 28,38 1355,84 32,24 79,44 0,00 | 1601,05
E1l 18,66 887,60 21,85 67,50 0,26 | 1102,11
mbb384x64x64 E2 18,31 885,13 21,57 67,90 5,02 | 1098,37
E3 18,73 883,41 21,75 68,38 1,03 | 1099,91
E4 18,63 883,11 21,66 67,20 0,38 | 1096,96
EO 82,99 3499.81 90,09 230,58 0,00 | 4193,95
E1 52,41 222271 5997 197,62 0,31 | 2779,40
cb192x64x64 E2 53,81 2231,21 60,06 196,22 10,86 | 2797,88
E3 51,82 2213,69 59,24 196,18 2,29 | 2768,05
EA4 52,20 2231,68 59,43 197,06 0,35 | 2786,58
EO 71,35 3574,63 52,66 208,00 0,00 | 4196,82
E1l 30,69 1882,14 37,48 193,09 0,86 | 242191
1s192x192x64 E2 33,08 1901,82 36,97 188,99 16,19 | 2455,50
E3 30,80 1861,87 37,02 188,67 3,50 | 2399,72
E4 30,47 1846,67 37,09 188,38 1,31 | 2381,19

Quando fixamos alguns deslocamentos na resolucao do problema com grau 2, as
dimensoes dos sistemas de equilibrio diminuem, de modo que 0s tempos gastos nas etapas
de setup do precondicionador (T,) e resolucdo dos sistemas lineares (1) sdo reduzidos.
Além disso, ao fixarmos algumas variaveis de projeto, reduzimos os tempos gastos no
calculo dos gradientes (7)) e na resolugao dos PLs (73,). Por sua vez, o tempo gasto com
a escolha das variaveis fixadas (T},) foi geralmente pequeno em relagdo ao tempo total.
Logo, a estratégia proposta para fixar variaveis foi bastante eficaz em reduzir o tempo
total de resolucao dos problemas.

Comparando as diferentes estratégias de adaptacao das variaveis fixadas, vemos
que todas elas foram igualmente eficientes, sendo que a estratégia 4 foi levemente melhor
nos problemas mbb384x64x64 e 1s192x192x64, e a estratégia E3 foi levemente melhor
no problema cb192x64x64. A estratégia E1 pode ser perigosa, uma vez que escolher as
varidveis com base apenas na solucao inicial pode fazer com que o algoritmo encontre
dificuldades para convergir, embora isso nao tenha acontecido nos problemas testados.
Por outro lado, a estratégia E2, na qual escolhemos as variaveis em todas as iteracoes,
pode fazer com que os tempos T}, e Ty, crescam, prejudicando o tempo total. Com base
nesses resultados, acreditamos que as estratégias E3 ou E4 sejam melhores. E possivel que
variacoes dessas estratégias sejam ainda mais eficientes. Podemos, por exemplo, refazer a
escolha das variaveis em outros intervalos de iteracoes.

Agora, resolvemos os problemas utilizando o método tradicional com elementos
de grau 1 e raios de filtro proporcionais aos utilizados na multirresolucao, bem como a
multirresolucao com elementos de grau 2 desde o inicio, e comparamos os resultados com
aqueles obtidos pela nossa estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos. Nessas
comparagoes, utilizamos a estratégia E4 para a escolha das variaveis fixadas.

As Figuras 7.62, 7.63 e 7.64 mostram as estruturas obtidas com cada método
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para os problemas mbb384x64x64, cb192x64x64 e 18192x192x64, respectivamente. Nota-
mos que cada método convergiu para um minimizador local diferente, de maneira que as
distribuicoes de material obtidas nao foram iguais. Em geral, as estruturas obtidas pela
estratégia de aumento do grau dos elementos foram um pouco mais detalhadas, enquanto
aquelas obtidas pela multirresolucao com grau 2 tiveram formatos mais simplificados.

Ay, . TR

) Tradicional ) MR com grau 2 c) Estratégia proposta

Figura 7.62: Estruturas obtidas para o problema mbb384x64x64 (7, = 0,6).

N I

) Tradicional ) MR com grau 2 c) Estratégia proposta

Figura 7.63: Estruturas obtidas para o problema cb192x64x64 (7., = 0,8).

LLL

) Tradicional ) MR com grau 2 c) Estratégia proposta

Figura 7.64: Estruturas obtidas para o problema 1s192x192x64 (7,:, = 0,6).

Na Tabela 7.63, comparamos os resultados obtidos com cada método. Para a
estratégia de aumento do grau, consideramos a soma do niimero de iteracoes necessarias
para obter as solucoes com grau 1 e com grau 2. Além do valor da fungdo objetivo para
a solu¢do original (F'), também apresentamos o valor da fungdo para a solu¢ido apds o
arredondamento de densidades (F,,.;). O tempo total corresponde ao tempo gasto para
obter a solucao final com densidades arredondadas para 0 ou 1.

O numero de iteragoes foi sempre menor para o método tradicional. Com a
multirresolucao utilizando elementos de grau 2 desde o inicio, a quantidade de iteracoes
foi, em geral, mais elevada. A estratégia proposta, na qual resolvemos o problema com
grau 2 ap6s obter uma aproximacao inicial utilizando elementos de grau 1, conseguiu
reduzir o nimero de iteracoes, exceto no caso da viga em balanco.

Apesar do ntmero de iteragoes ser menor, o tempo total de resolucao com o
método tradicional foi sempre maior. Mesmo utilizando elementos de grau 2, a multirreso-
lugao se manteve mais eficiente do que o método tradicional. Com a estratégia proposta,
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reduzimos ainda mais o tempo de resolucao, sem perder a qualidade da solucao. Entre-
tanto, os valores da flexibilidade nem sempre foram menores para as estruturas obtidas
com a estratégia proposta.

Tabela 7.63: Comparagoes entre o método tradicional, a multirresolucao com grau 2 e a
estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos.

Problema Método Nit (Nye) F Forj Tiotal
Tradicional 32 (+2) 23,9889 21,3414 5178,87
mbb384x64x64 MR com grau 2 125 (-+6) 24,3325 22,3007 4571,80
Estratégia proposta 54 (+6) 23,8943 21,9514 1096,96
Tradicional 46 (+38) 24,7126 21,6733 7351,34
cb192x64x64 MR com grau 2 95 (+9) 24,2809 21,5981  3250,48
Estratégia proposta | 142 (+31) 26,9545 22,6251 2786,58
Tradicional 28 (+1) 29,9054 26,4983  17337,37
(+3)
(+1)

1s192x192x64 MR com grau 2 72 33,9329 31,1160 11304,99
Estratégia proposta 59 33,3053 30,4914 2381,19

Até aqui, testamos a estratégia de aumento do grau dos elementos utilizando
no maximo grau 2. Para finalizar, também testamos a estratégia aumentando o grau dos
elementos de 1 até 3 para os problemas da viga MBB e da viga em L. Nas Figuras 7.65 e
7.66, comparamos as estruturas obtidas com a estratégia proposta utilizando grau maximo
2 e 3. A Tabela 7.64 apresenta os resultados para esses problemas.

AT NAN AT NAN

(a) Grau méximo 2 (b) Grau méximo 3

Figura 7.65: Estruturas obtidas para o problema mbb384x64x64 com 15% do volume,
utilizando a multirresolucao, n,,, = 4, dmr = 2, Tmin = 0,6 € a estratégia adaptativa de
aumento do grau dos elementos.

Tabela 7.64: Resultados obtidos com a estratégia de aumento do grau dos elementos.

Problema | Grau méaximo | N} (NL) N2 (N2) N2 (N2)| Fu, Tiotal
2 22 -
I (+1) 32 (15) 21,9514 | 1096,96
3 22 (+1) 16 (+0) 21 (+6) | 21,9250 | 8119,33
2 27 -
197107564 (10) 32 (+1) 30,4914 | 2381,19
3 97 (+0) 16 (+0) 37 (+0) | 30,4819 | 15197,55
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(a) Grau méximo 2 (b) Grau méaximo 3

Figura 7.66: Estruturas obtidas para o problema 1s192x192x64 com 18% do volume,
utilizando a multirresolucao, n,,, = 4, dmnr = 2, "min = 0,6 € a estratégia adaptativa de
aumento do grau dos elementos.

No caso da viga MBB, a resolucao com grau 3 foi capaz de corrigir um pequeno
artefato remanescente na parte superior central da viga. Contudo, no geral, as mudan-
cas visiveis no formato da estrutura obtida com grau 3 foram pequenas em comparagao
com aquela obtida com grau maximo 2. Além disso, a reducao no valor da flexibilidade
foi pouco significativa. Por outro lado, o uso de elementos com grau 3 provocou um au-
mento significativo no tempo total de resolucao, que ficou maior do que aquele obtido ao
resolvermos o problema pelo método tradicional no caso da viga MBB.

E possivel que para resolucdes maiores, ou seja, para valores maiores de n,,,,
a estratégia proposta com grau maximo 3 continue mais eficiente do que o método tra-
dicional. Porém, conforme vimos, a melhoria na qualidade da solucao com o aumento do
grau 2 para o grau 3 é relativamente pequena. Em nossos testes, concluimos que o uso
de elementos finitos de grau 2 foi suficiente para amenizar o problema dos artefatos nos
problemas tridimensionais e para obter estruturas com formatos razoaveis usando raios
de filtro consideravelmente pequenos.

A estratégia adaptativa de aumento do grau dos elementos se mostrou bastante
eficaz. Conseguimos obter estruturas mais detalhadas e sem artefatos, conforme desejado,
gastando menos memoéria e tempo computacional.
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Conclusao

Neste trabalho, estudamos o problema de otimizacao topologica de estruturas
tridimensionais e apresentamos diversos resultados computacionais obtidos com uma im-
plementacao feita em Matlab, na qual combinamos técnicas que aceleram a resolucao do
problema, reduzindo significativamente a memoria computacional e o tempo consumidos.

Aplicamos o método dos elementos finitos para discretizar o dominio no qual
a estrutura deve estar contida, utilizando elementos que tém o formato de um prisma
retangular reto. Na forma discretizada, temos um problema de otimizacao nao linear com
restri¢oes, que resolvemos aplicando um método de programacao linear sequencial (PLS).
Em nossa implementacao, ajustamos os parametros do algoritmo da PLS e utilizamos um
critério de parada baseado nas condi¢oes KKT do problema. Os resultados computacionais
mostram que, em geral, o método foi capaz de resolver os problemas gastando poucas
iteragoes, com poucas recusas de passo, obtendo topologias 6timas que condizem com a
finalidade de cada estrutura, do ponto de vista da engenharia.

A aplicacao do filtro da média ponderada das densidades foi eficaz em evitar
a formacao do chamado “tabuleiro de xadrez” na estrutura, que ¢ uma instabilidade nu-
mérica decorrente do tipo de elemento finito utilizado. Além disso, com ajustes no raio de
aplicagao do filtro, as solucoes obtidas foram independentes da malha, ou seja, o formato
da estrutura se manteve parecido em diferentes refinamentos. Contudo, notamos que pe-
quenas mudancas no raio do filtro ou nos demais parametros do algoritmo podem gerar
solucoes distintas, devido a presenca de muitos minimos locais proximos.

Analisamos os tempos gastos em cada etapa do algoritmo de resolucao do
problema e constatamos que o célculo da funcao objetivo, que envolve a resolucao de um
sistema linear relacionado a condicao de equilibrio estatico da estrutura, é a etapa mais
cara, consumindo mais da metade do tempo total. A matriz desse sistema, denominada
matriz de rigidez, é simétrica, definida positiva e esparsa. Em problemas tridimensionais,
as dimensoes dessa matriz crescem demasiadamente sem que aumentemos muito o ndmero
de elementos na malha. Nesse caso, evitamos utilizar a decomposicao de Cholesky para
resolver o sistema linear, pois o armazenamento do fator de Cholesky demanda muita
memoria computacional. Utilizamos entao o método dos gradientes conjugados, que é
mais conveniente em problemas de grande porte. Entretanto, para se obter uma melhor
eficacia do método, decidimos combiné-lo com um precondicionador apropriado. Tendo
isso em consideragao, testamos a aplicacao do método multigrid e conseguimos reduzir
significativamente o tempo gasto na resolucao dos sistemas lineares em comparagao com
a fatoracao incompleta de Cholesky, que é comumente utilizada como precondicionador.

Implementamos o multigrid geométrico na forma cléssica, bem como uma ver-
sao do multigrid algébrico para problemas estruturais. Realizamos varios testes computa-
cionais alterando a quantidade de malhas, o tipo de ciclo, o suavizador, as quantidades
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de iteracoes da pré e da pos-suavizagao, além de outros parametros no caso do multigrid
algébrico. Ajustamos cada um desses parametros, com a intengao de obter a melhor efica-
cia possivel ao aplicarmos o multigrid como precondicionador do método dos gradientes
conjugados na resolucao dos sistemas lineares de equilibrio. Tanto o multigrid geométrico
quanto o algébrico foram bastante eficientes para esse propoésito, sendo que a versao geo-
métrica foi melhor. A desvantagem do multigrid geométrico é que ele s6 pode ser aplicado
em problemas com malhas regulares e discretizacoes especificas. J& o multigrid algébrico
é mais robusto, podendo ser utilizado em qualquer tipo de problema, ainda que o custo
de preparacao (setup) desse método seja elevado.

Com a utilizacao do multigrid, a etapa que mais consome tempo passa a ser
a resolucao dos subproblemas de programacao linear. Considerando as analises de cres-
cimento do tempo conforme aumentamos o nimero de elementos na malha, constatamos
que a resolucao dos PLs inspira cautela quando se resolve problemas de grande porte.

Em alguns casos, exploramos as simetrias das estruturas, restringindo as di-
mensoes dos dominios, e conseguimos reduzir a memoria consumida no armazenamento
da matriz de rigidez, bem como o custo de resolu¢ao dos problemas.

Ainda com a intencao de reduzir o custo do calculo da funcao objetivo, estuda-
mos os modelos de ordem reduzida, cuja ideia é obter aproximacoes para as solucoes dos
sistemas lineares resolvendo sistemas com dimensoes menores. Todavia, nao conseguimos
combinar essa estratégia com a programacao linear sequencial, pois o uso das solucoes
aproximadas no meio do processo de otimizacao pode tornar incompativel a comparacao
entre as reducoes real e prevista da funcao de mérito, de modo que o algoritmo encontra
dificuldades para convergir.

Em compensacao, conseguimos combinar a PLS com uma técnica de multirre-
solucao, utilizando trés malhas com refinamentos distintos, de tal forma que conseguimos
obter estruturas com resolucoes altas reduzindo os custos de todas as etapas da resolucao
do problema de otimizacao topologica estrutural. Mantendo os mesmos parametros do al-
goritmo, em geral, obtivemos estruturas parecidas com aquelas encontradas pelo método
tradicional. Além disso, os valores da flexibilidade ficaram préximos quando calculados no
mesmo cenario, isto é, considerando a mesma malha e as mesmas condi¢oes de contorno.
Observamos, entretanto, que a comparacao entre os métodos nao é perfeita, ja que os
problemas resolvidos nao sao idénticos. Utilizando uma malha mais grossa para a resolu-
cao dos sistemas lineares, uma malha intermedidria para a resolucao dos subproblemas de
programacao linear e uma malha mais fina para a distribuicao das densidades de material,
fomos capazes de obter estruturas tridimensionais com mais de 1 milhao de elementos na
malha de densidades, consumindo menos memoria e tempo computacional.

Por outro lado, mantendo o raio de aplicagao do filtro (usado para a proje-
¢ao das variaveis de projeto no espaco das densidades), obtivemos solugées independentes
da malha, de modo que o aumento na resolu¢do nao apresentou novos detalhes no for-
mato da estrutura. Para obter estruturas mais detalhadas com a multirresolucao, fomos
obrigados a diminuir o raio do filtro. Contudo, ao fazer isso observamos o surgimento de
“artefatos”, isto é, regides com o material distribuido de maneira aleatoéria, contendo par-
tes “flutuando” ou barras incompletas na estrutura. Verificamos que esse inconveniente é
decorrente da baixa precisao na aproximacao dos deslocamentos e conseguimos ameniza-lo
utilizando elementos finitos de grau maior do que 1. Recorrendo a interpolagao por meio
das funcoes de forma do método dos elementos finitos, conseguimos construir o operador
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de prolongagao e aplicar o0 método multigrid geométrico com elementos do tipo Lagrange
e do tipo serendipity de grau 2 e 3. Atestamos que é mais vantajoso utilizar elementos do
tipo Lagrange até o grau 2 e do tipo serendipity com grau 3 ou maior. Independentemente
do tipo de elemento, o aumento no grau faz com que a resolucao dos sistemas lineares volte
a ser a etapa mais cara do algoritmo, causando um crescimento consideravel no tempo
de resolucao do problema. Felizmente, nos problemas tridimensionais, o uso de elementos
com grau 2 ou 3 foi satisfatorio para eliminar os artefatos na estrutura.

Para amenizar o crescimento do tempo de resolucao quando utilizamos elemen-
tos de grau maior do que 1, propusemos uma estratégia adaptativa de aumento do grau
dos elementos, na qual suprimimos algumas variaveis do problema, mantendo seus valores
fixados. Essa estratégia se mostrou bastante eficiente e conseguimos obter estruturas com
mais detalhes, sem a presenca de artefatos, mantendo a multirresolucao mais eficiente do
que o método tradicional mesmo com o uso de elementos de grau 2 ou, em alguns casos,
até de grau 3. Salientamos, entretanto, que o uso de elementos com grau maior do que 3
pode tornar o algoritmo ineficiente.

Ademais, propusemos uma nova estratégia de arredondamento de densidades,
baseada em informacoes do gradiente do Lagrangiano do problema, com a qual consegui-
mos reduzir substancialmente a quantidade de elementos com densidades intermediarias e
obter solucoes binarias que estao proximas de um minimizador local, sem violar a restricao
de volume, com um acréscimo no custo computacional relativamente pequeno.

Comprovamos que nossa implementacao é robusta e permite obter uma boa
solucao para o problema de otimizacao topoldgica estrutural, cumprindo o objetivo de
fornecer um formato inicial adequado para a estrutura. Combinando a programacao linear
sequencial, o multigrid, a multirresolucao e as novas estratégias propostas, conseguimos
obter estruturas tridimensionais em alta resolugao, contendo mais detalhes, com um baixo
consumo de memoria e de tempo computacional.

Por fim, sugerimos alguns possiveis desdobramentos deste trabalho:

e Combinar as técnicas propostas para resolver problemas com restricoes de manufa-
tura aditiva [60, 63|, permitindo que seja possivel reproduzir modelos das estruturas
com a impressao 3D para a realizacao de testes fisicos;

e Resolver outros tipos de problemas de otimizacao topologica, como os de mecanismos
flexiveis |23, 44, 62];

e Resolver problemas com malhas irregulares ou elementos com outros formatos (te-
traédricos, por exemplo), aplicando o multigrid algébrico;

e Comparar outros tipos de suavizadores do multigrid (Gauss-Seidel red-black, por
exemplo), bem como outros tipos de ciclo (full multigrid, por exemplo);

e Persistir na tentativa de combinar a PLS com os métodos de reducao de ordem,
fazendo as ressalvas necessarias;

e Utilizar alternativas para as fun¢des sparse (como proposto em [19]) e linprog do
Matlab, com o objetivo de acelerar a montagem da matriz de rigidez e a resolucao dos
subproblemas de programacao linear, respectivamente. Como op¢ao, implementar o
algoritmo utilizando outra linguagem de programacao de alto nivel.
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