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Resumo

Este trabalho se concentra na modelagem das dinamicas celulares nas criptas do colon, com
énfase em modelos baseados em células. Inicialmente, realizamos uma anéalise abrangente
do Cellular Potts Model (CPM) e do Cell-Centre Voronoi Tesselation Model (VT), ambos
pertencentes a categoria de modelos discretos baseados em células. Nossa exploracao inclui
a implementacao e simulacao desses modelos, abordando a reorganizacao celular sem
proliferacao ou diferenciagdo em uma cripta, considerando a Hipdtese de Adesao Celular
Diferenciada e as preferéncias regionais de trés grupos de células presentes na cripta. Além
disso, desenvolvemos um modelo de simulacao que combina a abordagem discreta dos
modelos baseados em células com o rigor das equacoes diferenciais dos modelos continuos
celulares, denominado Modelo Celular Hibrido (MCH). Este modelo é parte principal dos
resultados desta pesquisa e representa um avancgo significativo na compreensao de um
possivel cenario de proliferacao celular “anormal” dentro de uma tnica cripta representada

em uma superficie bidimensional.

Palavras-chave: Criptas do Célon. Dinamica Celular. Modelos Celulares.



Abstract

This study focuses on modeling the cellular dynamics within colon crypts, emphasizing
cell-based models. Initially, we provide a comprehensive analysis of the Cellular Potts
Model (CPM) and the Cell-Centre Voronoi Tesselation Model (VT), both of which belong
to the category of discrete cell-based models. Our investigation includes the implementation
and simulation of these models, addressing cellular reorganization without proliferation
or re-specification in a crypt, considering the Differential Adhesion Hypothesis and the
regional preferences of three groups of cells within the crypt. Furthermore, we developed
a simulation model that combines the discrete approach of cell-based models with the
rigor of differential equations from continuous cellular models, termed the Hybrid Cellular
Model (HCM). This model, developed as part of the results of this research, represents
a significant advancement in understanding potential scenarios of “abnormal” cellular

proliferation within a single crypt represented on a two-dimensional surface.

Keywords: Colon Crypts. Cellular Dynamics. Cellular Models.
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Introducao

Modelos celulares tém sido amplamente utilizados para investigar o comporta-
mento e a dindmica das células em diversos contextos biolégicos. Nesse cenario pode-se
destacar o estudo da dinamica das células nas criptas do colon, estruturas encontradas
no revestimento interno do intestino grosso em formato de cavidades, distribuidas quase
uniformemente no epitélio do colon (ver Figura 1). Essas criptas sdo responsaveis pela
renovagao continua das células epiteliais do célon, desempenhando assim um papel funda-
mental na manutencdo da saide intestinal. Estudos (OSBORNE, 2015), (PINHO, 2009)
reconhecem que o Céancer Colorretal (CRC), um dos tumores malignos mais comuns no
mundo ocidental (World Health Organization, 2018), pode potencialmente originar-se nes-
sas criptas. Devido a essa caracteristica, hd um crescente interesse no estudo da dinamica

celular intrinseca a essas estruturas.

Figura 1 — Imagem endoscopica de uma cripta no epitélio do célon. Foram marcadas as
regioes das trés familias principais de células da cripta: stem (células tronco),
differentiating ou semi-differentiated (células semi diferenciadas) e fully diffe-
rentiated (células totalmente diferenciadas).

Existem diferentes tipos de modelos celulares que podem ser aplicados para
simular a dindmica da populagdo celular nas criptas do colon. Cada tipo de modelo possui

suas caracteristicas e niveis de complexidade, permitindo abordar diferentes aspectos do
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comportamento celular e da dinamica das criptas. Esses modelos podem ser divididos em
dois grupos principais: “on-lattice” e “off-lattice”. Os modelos “on-lattice” sao baseados
em uma malha ou rede regular, em que as células sao posicionadas em sitios ou locais
especificos da malha. Cada célula ocupa um sitio ou colecao de sitios a depender do modelo
e interage apenas com as células vizinhas em posicoes adjacentes. Esses modelos sao
particularmente 1teis para simular processos em que a geometria e a organizagao espacial
das células sao importantes, como proliferagao, migracao e interagoes locais. Por outro lado,
os modelos “off-lattice” sao caracterizados pela auséncia de uma malha regular. Nesses
modelos, as células sao representadas como entidades individuais que possuem posigoes e
interagem umas com as outras de forma livre, sem restrigoes estritas de vizinhanca fixa.
Isso permite que as células se movam e interajam em um ambiente continuo, simulando

com maior fidelidade a natureza dinamica e a heterogeneidade dos tecidos multicelulares.

No ambito da modelagem das dinamicas celulares nas criptas do célon ambos
os tipos de modelos celulares foram utilizados nas tltimas décadas (ALMET et al., 2020).
Em particular podemos referenciar o modelo on-lattice Cellular Potts Model (CPM)
(GRANER; GLAZIER, 1992) e o modelo off-lattice Cell-centre model Voronoi tessellation
(VT) (MEINEKE; POTTEN; LOEFFLER, 2001). Uma recente comparagao entre modelos
on-lattice e off-lattice para testar algumas propriedades tumorais ao nivel celular foi
desenvolvida no trabalho (OSBORNE et al., 2017) que utilizando uma tnica plataforma
computacional Chaste (MIRAMS et al., 2013) conseguiu analisar o mesmo problema de

dindmica celular com os varios modelos.

O processo de carcinogénese, ou seja, o conjunto de eventos que ocorrem
no organismo e levam ao desenvolvimento do cancer respeita uma sequéncia de passos:
iniciagao, promogao, progressao e invasao (FEARON; VOGELSTEIN, 1990). Ao longo
desse trabalho busca-se focar somente no passo de iniciagdo da carcinogénese onde as
mutagoes ao nivel celular estdo presentes somente numa unica cripta, que levam as células
mutaveis também chamadas “anormais” a ter uma taxa de proliferacao elevada que pode

induzir uma deformacao das paredes da cripta e do seu orificio.

De todo modo, com o objetivo de compreender detalhes especificos sobre a
proliferagdo do cancer colorretal, este trabalho se dedica ao estudo de modelos celulares
nas criptas do célon, concentrando-se na simulagao de um cenario potencial de proliferacao
celular “anormal” dentro de uma tunica cripta representada como uma superficie bidi-
mensional. Para isso, nos aprofundamos com detalhes em dois modelos: o CPM (modelo
de células em rede “on-lattice”) e o VT (modelo fora da rede “off-lattice”). A escolha
desses dois modelos se baseia na necessidade de explorar diferentes abordagens para a
simulagao da interagao celular, permitindo assim uma anélise comparativa abrangente dos
processos envolvidos. Além disso, como parte essencial do projeto, inspirados em trabalhos
anteriores (OLIVEIRA; ROMANAZZI, 2022), reconhecemos a necessidade de desenvolver
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um Modelo Hibrido que combine elementos continuos e celulares, visto que informagoes
complementares de ambas as abordagens sao essenciais para uma representa¢do mais
precisa e abrangente da dindmica celular nas criptas. Esse Modelo Hibrido ¢ desenvolvido
ao acoplar o modelo VT com um sistema de equacoes diferenciais, representando trés tipos
de células que desempenham funcgoes especificas dentro de uma cripta. Esse sistema de
equagoes diferenciais é resolvido em diferentes instantes do tempo, contribuindo para uma

analise mais abrangente da proliferacao celular em um contexto de uma cripta “anormal”.

No Capitulo 1 é feita uma breve apresentagao dos modelos de compartimento,
modelos continuos e modelos baseados em células, que sao trés possiveis abordagens

utilizadas no estudo das criptas.

Ja no Capitulo 2, ha a apresentacao e discussao sobre o Cellular Potts Model
(CPM), que é um tipo de modelo baseado em células bastante utilizado para investigar as

propriedades celulares nas criptas.

O Capitulo 3 é dedicado a exposi¢ao de outro modelo baseado em células, o
Cell-Centre Voronoi Tesselation Model (VT), que desempenha um papel significativo na
compreensao e na andalise dos fenémenos abordados neste trabalho principalmente por

permitir uma representacao celular um pouco mais realista do que o CPM.

Na sequéncia, o Capitulo 4 fica encarregado de apresentar a implementacao
e simulagdo dos modelos CPM e VT para um caso de auto reorganizacao celular na
auséncia de proliferacao ou diferenciacao dentro de uma cripta, assumindo que as células
presentes na cripta tém preferéncias por certas regioes e que a Hipotese de Adesao Celular

Diferenciada é satisfeita.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta o desenvolvimento do Modelo Celular Hibrido
(MCH), que integra o modelo celular VT com um sistema de equagoes diferenciais. Este
sistema de equacoes diferenciais descreve a densidade celular de trés tipos distintos de
células em cada instante de tempo, permitindo uma analise mais detalhada e dindmica do

funcionamento das criptas.
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1 Uma Breve Analise dos Modelos Matemati-

cos nas Criptas do Célon

No estudo das criptas, encontramos trés abordagens principais utilizando mo-
delos matematicos, cada uma com sua prépria perspectiva. Os Modelos de Compartimento
(TOMLINSON; BODMER, 1995) investigam como as células interagem dentro das criptas,
sem se preocupar com sua localizacao espacial especifica. Por outro lado, os Modelos
Continuos” (BYRNE; DRASDO, 2009) recorrem a sistemas de equagoes diferenciais para
mapear as quantidades de interesse em todos os pontos do tecido. Ja os Modelos baseado
em Células” (MEINEKE; POTTEN; LOEFFLER, 2001) se concentram na representagao
das células individuais, assumindo que o movimento celular pode ser explicado por um
conjunto limitado de forgas, concentragdes de proteinas ou por outras variaveis em pontos
especificos do dominio. Neste Capitulo, vamos conhecer um pouco mais essas abordagens

de modelagem e suas implicagoes.

1.1 Modelos de Compartimento

Esses modelos analisam diferentes populagoes de células, como por exemplo
as “stem” “semi-differentiated” e “fully differentiated”, que sdo possiveis tipos de células
dentro de uma cripta, interagem umas com as outras. Em vez de modelar o comportamento
de células individuais, os modelos de compartimento descrevem o comportamento geral das
populacoes celulares. Eles usam relagoes de recorréncia e rastreiam a contagem de células
em cada compartimento ao longo do tempo. Uma das simplificagoes desses modelos é que
eles nao levam em consideracao a localizagao espacial especifica das células dentro da cripta.
Isso significa que eles ndo modelam a estrutura detalhada da cripta, mas se concentram
nas dinamicas populacionais. Através dos modelos de compartimento, sao analisadas,
por exemplo, trés principais caracteristicas: “proliferacao sustentada”, “resisténcia a
apoptose” e “imortalidade replicativa”, centrando-se na alteracao das trés populagoes
celulares consideradas. A introducao de mutacoes é representada pela modificacdo dos

parametros de taxa, permitindo uma simulacao precisa e informativa do processo de
mutagao (KERSHAW et al., 2013).

Os modelos de compartimento tém desempenhado um papel fundamental na
busca por uma compreensao mais profunda de distirbios como o cancer colorretal (CRC).
Pesquisas, como as realizadas por Britton, Wright e Murray (1982), e o trabalho de Boman
et al. (2001), tém destacado a superproducao de células-tronco (stem cells) como um

fator causal importante no desenvolvimento do CRC. Alguns outros modelos posteriores
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direcionaram sua atencao para a dinamica da populagao de células em transito, explorando

a complexidade desse processo, como o realizado por Garbo et al. (2010).

Um exemplo notavel é o modelo desenvolvido por Boman et al. (2008), que
adota uma abordagem minuciosa ao dividir o sistema em 81 compartimentos distintos,
cada um representando uma geracao celular separada. Esses compartimentos sao, por sua
vez, compostos por subcompartimentos que englobam células em fases especificas do ciclo
celular. Uma caracteristica marcante desse modelo é a variacdo das taxas de transicdo da
fase S (estagio do ciclo celular em que ocorre a sintese de DNA| crucial para a replicagdo
celular), escolhidas para refletir os dados experimentais disponiveis. Essas taxas variam
ao longo da extensao da cripta, evidenciando a heterogeneidade do processo de divisao
celular. A mitose, nesse contexto, é um evento assimétrico, no qual uma célula da geragao
g se divide para dar origem a duas células-filhas, uma pertencente a geragao g e outra a
geracao g+ 1. Essa estrutura de compartimentalizacao permite uma analise da contribuicao
de fendmenos como a superpopulagao celular e o encurtamento da fase do ciclo celular
para o desenvolvimento inicial de tumores. De maneira intrigante, os resultados sugerem
que a desregulacao dos mecanismos da fase S no compartimento das células-tronco pode

desempenhar um papel crucial na iniciagdo do processo tumoral.

Uma limitacao dos modelos de compartimento é que eles podem nao capturar
totalmente as nuances das interagoes celulares em um contexto espacial, dessa forma,
nao conseguem incorporar a informacao espacial necessaria para estudar processos como
“invasao tecidual” e “metastase” (KERSHAW et al., 2013). Em criptas reais, as células
estdo organizadas em camadas e tém interacoes locais complexas que podem influenciar

seu comportamento.

1.2 Modelos Continuos

Os modelos continuos, por outro lado, adotam uma abordagem matematica mais
ampla, descrevendo as interagoes celulares em um contexto espacial continuo. Isso permite
uma analise mais detalhada da distribuicao de células e substancias ao longo do tecido
intestinal. Embora alguns exemplos 1D utilizem equagoes diferenciais ordinarias (EDOs),
como é o caso de (EDWARDS; CHAPMAN, 2007), os modelos continuos empregam
comumente sistemas de equagoes diferenciais parciais para descrever as quantidades
de interesse em todos os pontos do dominio e varios autores tém contribuido para o

desenvolvimento e aplicacao desses modelos.

Em um exemplo especifico, temos um modelo espacial continuo baseado em
EDPs, que determina a densidade e a pressdo de adesao célula-célula de células completa-
mente diferenciadas e células de transito proliferativas em uma tnica cripta (OLIVEIRA;

ROMANAZZI, 2022). Com o uso desse modelo é possivel analisar como diferentes posigoes
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da anormalidade no tecido afetam a evolugdo do processo de desenvolvimento do cancer
colorretal. Além de ser possivel também modelar como células anormais caracterizadas por
proliferacao excessiva podem levar a deformacao das criptas, que pode ocorrer antes do
aparecimento do cancer. O trabalho sugere ainda que é possivel entender onde as células
anormais estao agindo, observando o orificio deformado e as paredes das criptas, o que
pode ser util para forcar os medicamentos alvo a agirem em regioes especificas do epitélio

do cdlon, a fim de bloquear a formagao do cancer colorretal ou reduzir o seu crescimento.

Outro exemplo é o0 modelo desenvolvido por Murray e colaboradores (MURRAY
et al., 2011b), um modelo continuo 1D da cripta saudével. Este modelo demonstrou ser
compativel com dados experimentais existentes sobre as velocidades celulares. O modelo
assume simetria em relagao ao eixo longitudinal da cripta e utiliza uma equagao de difusao
nao linear para descrever a evolucao da densidade celular, incorporando um termo de
fonte que representa a proliferacao celular, mas com cessa¢do de proliferacao acima de

uma altura limite especifica.

Além desses exemplos podemos explorar também o modelo continuo 2D (OS-
BORNE et al., 2010). Neste modelo, a lei de Darcy desempenha um papel fundamental
como uma relagao constitutiva que descreve o movimento das células em resposta a um
gradiente de pressao gerado pela proliferagao celular. Essa representacao, combinada com
uma equagao conservativa de balanco de massa, permite caracterizar o fluxo celular impul-
sionado pela pressao em toda a extensao do dominio. A proliferacao celular é incorporada
por meio de um termo de fonte que varia espacialmente, enquanto o dominio é concebido
como sendo cilindrico e abriga duas populagoes distintas de células, separadas por uma
interface movel. Vale destacar que a variacdo da viscosidade relativa, que representa a
resisténcia ao movimento celular, entre essas duas populagoes, demonstrou ter um impacto
significativo nas propriedades da interface, revelando a complexidade desse fenémeno
(KERSHAW et al., 2013).

1.3 Modelos baseado em Células

Os modelos discretos ou modelos baseado em células que foram escolhidos
para serem o foco principal desse trabalho permitem testar hipoteses especificas sobre o
comportamento das células e como fatores ambientais ou genéticos podem influencia-lo.
Diferentemente dos modelos continuos, que tratam o tecido como um meio continuo, os

modelos celulares se concentram na representacao de células individuais e suas interagoes.

Como mencionado anteriormente esses modelos se enquadram em duas classes
principais: on-lattice, nos quais as células sao confinadas para se mover dentro de uma
malha especifica, e modelos off-lattice, onde tais restrigoes sao suspensas. Basicamente

para os modelos on-lattice as regras para atualizacao da rede sao definidas pelo usuario e
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envolvem consideragoes como: definir a vizinhanga de uma célula e, portanto, os locais
préximos para os quais uma célula pode se mover, bem como definir a probabilidade de
uma célula se dividir ou se mover em uma determinada direcao. Para os modelos off-lattice
as células tém maior liberdade de movimento e interacdo e as regras variam entre os

modelos.

A pesquisa sobre a dindmica das criptas intestinais e o desenvolvimento de
modelos baseados em células comecgou a ganhar destaque nas tltimas décadas. Esses modelos
tém como objetivo entender como as células dentro das criptas intestinais se comportam,
se reproduzem e interagem umas com as outras. Um dos primeiros modelos notaveis nesse
campo foi desenvolvido por Loeffler e colaboradores na década de 1980 (LOEFFLER et
al., 1986), (LOEFFLER et al., 1988). Eles criaram modelos de criptas intestinais tratando-
as como uma grade em 2D, o que implicava em varias simplificacbes nao realistas. No
entanto, esses modelos ajudaram a estabelecer as bases para pesquisas futuras. Modelos
mais realistas comegaram a surgir com base no trabalho de Glazier e Graner em 1992 e
1993 (GRANER; GLAZIER, 1992), (GLAZIER; GRANER, 1993), que desenvolveram
o chamado Cellular Potts Model (CPM). Esse modelo foi uma inovagao, pois levou em
consideracao a adesao celular e a dinamica de rearranjo das células devido a diferencas
nas propriedades de adesao. O CPM se baseou em principios da mecanica estatistica,
especificamente no modelo de spin ferromagnético de Potts, e permitiu simulagdes do
comportamento celular. Além disso, houve o desenvolvimento de outros modelos espaciais,
como os baseados em redes de Voronoi e Delaunay (MEINEKE; POTTEN; LOEFFLER,
2001), que ajudaram a capturar caracteristicas de geometria celular em 2D e 3D. A seguir,

nos Capitulos 2 e 3 conheceremos ainda mais detalhes sobre os modelos CPM e VT.
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2 Cellular Potts Model (CPM)

O presente Capitulo tem como foco a apresentacao do Cellular Potts Model
(CPM), amplamente reconhecido por seu papel nos estudos relacionados a morfogénese
e & dindmica de tecidos biolégicos. Esse modelo desempenha um papel significativo na
simulacao da dinamica celular nas criptas do célon. Neste Capitulo, vamos explorar os

fundamentos tedricos subjacentes a esse modelo e suas estratégias de implementacao.

2.1 Modelo de Ising

O Cellular Potts Model foi desenvolvido a partir do modelo de Ising, um
modelo da fisica estatistica usado para descrever comportamentos magnéticos em materiais
ferromagnéticos. Proposto por Wilhelm Lenz ao seu orientando Ernst Ising em 1920, o
modelo foi solucionado para uma estrutura unidimensional por Ising em 1924 e para
uma rede quadrada (2D) por Lars Onsager em 1944 (ONSAGER; HEMMER; HOLDEN;,
1996). O modelo de Ising surgiu como uma resposta para compreender a transi¢ao de
fase de segunda ordem, que se manifesta quando materiais ferromagnéticos sao aquecidos
e perdem suas caracteristicas magnéticas distintivas (ISING, 1925). A ideia central do
modelo de Ising é representar cada atomo ou ifon magnético em um material como um
dipolo magnético, um “spin”. Cada spin desse interage com seus spins vizinhos, o que
significa que eles podem influenciar uns aos outros. Essas interagoes sdo descritas em
termos de uma energia que depende da orientagao dos spins adjacentes. No modelo, esses
spins assumem a forma mais simples possivel, que nao é particularmente realista, de
variaveis escalares o; que podem assumir apenas dois valores +1. Na situacao mais simples,
todas as interagoes tém a mesma forga, representada por J, e ocorrem exclusivamente
entre spins que ocupam sitios adjacentes na rede. A trajetéria evolutiva do sistema é
delineada por uma dinamica que adota as propriedades inerentes ao processo de Markov
de balanceamento detalhado e ergodicidade (ROSA; PIRES; DORIA, 2020). Isso assegura
ao sistema que seu curso de desenvolvimento conduz a estados de equilibrio, delineados
com precisao pela distribuicao de Boltzmann. Esses conceitos sao explorados em maior
detalhe na Secao 2.3. No contexto do modelo de Ising, na auséncia de qualquer campo
magnético externo, o Hamiltoniano que representa a energia total do sistema é definido da

seguinte maneira (NEWMAN; BARKEMA, 1999):

H=-J) o0 (2.1)
Gy
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A notagao (i, j) é utilizada para denotar que os sitios i e j que surgem na soma sao sitios
vizinhos. A inclusao do sinal negativo nessa notacao é uma convencao estabelecida, servindo
apenas para determinar o sinal do parametro de interacao J. Com os sinais mantidos
conforme convencionados, um valor positivo de J implica que os spins tém uma tendéncia
intrinseca a se alinharem uns com os outros. Esse comportamento é caracteristico de um
modelo ferromagnético, no qual os spins buscam uma orientacao paralela. Por outro lado,
se o valor de J for negativo, isso resulta em um modelo antiferromagnético, no qual os
spins tém uma preferéncia por se alinharem de forma antiparalela, apontando em dire¢oes
opostas. Essa escolha de sinais desempenha um papel fundamental na determinacao do
comportamento do sistema e é essencial para distinguir entre modelos ferromagnéticos
e antiferromagnéticos, destacando a riqueza de fené6menos magnéticos que podem ser

explorados através da Hamiltoniana de Ising.

A base da dindmica do Modelo de Ising é a aplicagdo do Algoritmo de Metropolis,
para decidir se um spin deve ser alterado e, em caso afirmativo, como ele deve ser alterado.
Esse Algoritmo leva em consideracao a variacdo de energia que ocorreria como resultado

da mudancga do spin.

Adicionalmente, pode-se introduzir um campo magnético externo B acoplado

aos spins. A Hamiltoniana assume entao a forma:

H: —JZO'iO'j—BZO'i. (22)

G.5) i
Nesse cenario, os spins tém uma tendéncia intrinseca de alinhar-se na mesma
direcao do campo externo. Eles sao positivos quando B > 0 e negativos quando B < 0.
Esse alinhamento é uma resposta a influéncia do campo magnético externo sobre seu
comportamento, uma busca pela harmonia com o ambiente magnético circundante. Além
disso, pode-se introduzir um campo magnético variavel espacialmente no Hamiltoniano,

tendo assim:

H=-J Z 0;05 — ZBzaz (23)
G5y i

O Hamiltoniano do modelo é formulado de tal forma que os spins adjacentes

tém uma tendéncia a se alinhar na mesma direcdao, o que representa a interacdo magnética
favoravel entre eles. Por outro lado, os spins antiparalelos tém uma energia mais alta,
representando a tendéncia de spins opostos se repelirem. A minimizacao do Hamiltoniano
no contexto do Modelo de Ising significa encontrar a configuracao mais estavel e de menor
energia dos spins magnéticos em um material. Isso equivale a encontrar a disposi¢ao dos
spins que minimiza a energia total do sistema. Em temperaturas baixas, o sistema tende a

se magnetizar, ou seja, todos os spins tendem a alinhar na mesma dire¢ao para minimizar a
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energia. No entanto, em temperaturas mais elevadas, o sistema pode se tornar desordenado,
com os spins apontando em diregoes aleatérias (NEWMAN; BARKEMA, 1999). Devido
a sua simplicidade, o Modelo de Ising tem ampla aplicacao no tratamento estatistico de

sistemas fisicos, sendo considerado um dos modelos mais importantes na fisica estatistica.

2.2 Modelo de Potts

A extensao conceitual do modelo de Ising apresentada por Potts (POTTS, 1952),
em vez de dar apenas dois estados possiveis para os spins, permite que cada spin possa ter
q estados diferentes, onde ¢ é um nimero inteiro positivo. Cada estado é associado a um
valor de energia e, assim como no modelo de Ising, os spins interagem com seus vizinhos
mais préoximos. A motivacao por tras da extensao proposta por Potts foi desenvolver uma
generalizagdo que se encaixaria melhor com uma variedade de fenoémenos fisicos, abrindo

as portas para a modelagem de sistemas mais complexos.

O modelo de Potts, originalmente idealizado para investigar processos de
difusao relacionados a energia de superficie em contextos nao biologicos, revelou-se uma
ferramenta surpreendentemente versatil. Ele se destacou ao desvendar a evolugao temporal
em cenarios tao diversos quanto a mudanca no tamanho médio dos graos durante o
recozimento de agregados policristalinos (HAESSNER, 1978), (ANDERSON et al., 1984)
e experimentos envolvendo metais e espumas liquidas (GLAZIER; ANDERSON; GREST,
1990), (WEAIRE et al., 1991). Mas o alcance do modelo de Potts ndo se limitou a
esse dominio. Sua aplicabilidade se estendeu ao campo bioldgico, onde se mostrou capaz
de replicar com precisao o desenvolvimento de organismos complexos, como o mofo
mucilaginoso Dictyostelium discoideum (SAVILL; HOGEWEG, 1997) e o crescimento
de tecidos (DRASDO; KREE; MCCASKILL, 1995). No cerne desse modelo reside a
representacao de um material puro, onde as interagoes entre “células”, representadas como
spins, sao quantificadas por meio de energias de ligacao. Ligacoes entre spins distintos
recebem uma energia J, enquanto ligagoes entre spins semelhantes sao energeticamente
favoraveis, com uma energia 0. Essa descricao ¢ formalizada pelo Hamiltoniano, que
encapsula as contribuigoes energéticas das interacoes entre os spins. O Hamiltoniano pode

ser escrito da seguinte forma:

H = —JZ 8(0i,05), (2.4)

G5y
onde d(0;,0;) representa a funcao delta de Kronecker, que é igual a 1 se 0, = 0; e 0 caso
contrario. A soma é feita da mesma forma que no modelo de Ising e J segue sendo a

energia de interacao entre spins. No caso ¢ = 2, o modelo de Potts ¢ equivalente ao modelo
de Ising, com uma constante aditiva no Hamiltoniano (NEWMAN; BARKEMA, 1999).
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2.3 Fundamentos essenciais para compreender a dinamica do Mo-

delo CPM

2.3.1 Hipotese de Adesao Celular Diferenciada

E verdade que se células embriongrias de dois ou mais tipos histolégicos entrarem
em contato umas com as outras, elas poderao sofrer padroes espontaneos e reprodutiveis
de rearranjo e classificacao. Por exemplo, este processo pode permitir com que um tipo
de célula seja envolvida por outro tipo de célula (OSBORNE et al., 2017). A Hipoétese
de Adesao Diferenciada, amplamente aceita na biologia celular, oferece uma compreensao
fundamental desse fendmeno observado. Trata-se de um modelo termodinamico no qual
a interacao entre as células ocorre por meio de uma energia de adesao superficial, que
depende das moléculas de adesdo nas membranas celulares. Assim, a hipotese de adesao
diferenciada, afirma que as células tendem a preferir o contato com alguns tipos de células
mais do que com outros devido a adesao intercelular diferencial especifica de cada tipo
(STEINBERG, 1970). A minimizagao dessa energia que pode ser considerada uma tensao
superficial guia a evolugao do sistema, nos agrupamentos celulares, as interfaces entre
células de tipos distintos abrigam energias diversas, traduzidas em tensoes superficiais.
Essas tensoes, por sua vez, tém o poder de influenciar a integragao ou a segregacao de
diferentes tipos celulares. Em situacoes em que as tensoes superficiais sao negativas, células
de diferentes tipos se misturam, enquanto tensoes superficiais positivas impulsionam a
segregacao desses grupos celulares. Dessa forma, essas energias regem o equilibrio entre a
mistura e a segregacao de tipos celulares distintos nos agregados celulares. Uma mistura de
dois tipos hipotéticos, células claras e escuras foi apresentada no trabalho (GRANER, 1993)

onde as tensoes superficiais entre agregados celulares foram definidas matematicamente.

2.3.2 Método de Monte Carlo

Método de Monte Carlo, ou simulagao de Monte Carlo, como também é conhe-
cido, pode ser usado para descrever qualquer técnica que aproxima solugoes para problemas
quantitativos por meio de amostragem estatistica. Suas aplica¢des sao vastas, permeando
diversas areas do conhecimento, como Matematica, Fisica, Ciéncias Economicas, Ciéncias
Médicas e muitas outras. Quando cientistas trabalhavam no desenvolvimento da bomba
atomica durante o projeto Manhattan na Segunda Guerra Mundial, eles se depararam com
problemas complexos de fisica nuclear e termodindmica que nao podiam ser resolvidos
por métodos analiticos convencionais. Para simular a difusao aleatéria de néutrons em
materiais radioativos, Stanistaw Ulam recorreu a simulagoes usando nimeros aleatérios,
reinventando os métodos de amostragem estatistica de Fermi (NEWMAN; BARKEMA,
1999). Embora tenha chamado a atengao nesse periodo, a base conceitual do método jé era

familiar ha bastante tempo. Ha registros de que Lord Kelvin, muitos anos antes, empregou
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técnicas semelhantes ao Monte Carlo em suas andalises das equagoes de Boltzmann (KEL-
VIN, 1901). Isso demonstra que os fundamentos desse método ja estavam presentes muito
antes de sua formalizagdo moderna. O método foi formalizado em 1949, em um artigo de
Metropolis e Ulam sobre técnicas estatisticas para estudar equagoes integro-diferenciais.
Esse artigo contém em seu titulo o primeiro uso do termo “Monte Carlo” para descrever
esse tipo de calculo. O nome Monte Carlo foi adotado porque as simulagoes de Monte Carlo
compartilham uma caracteristica fundamental com os jogos de cassino: a aleatoriedade.
Ele foi cunhado por Nicholas Metropolis, que também foi um dos pioneiros na aplicagao
dessa abordagem a fisica estatistica. Em 1953 junto com outros pesquisadores descreveu
pela primeira vez a técnica de Monte Carlo que veio a ser conhecida como Algoritmo de
Metropolis, sendo esse posteriormente conhecido como o mais utilizado nas simulagoes de
Monte Carlo.

A esséncia do Método de Monte Carlo reside em criar uma simulagao de um
sistema fisico, permitindo-nos deduzir suas propriedades termodinamicas com base em
suas caracteristicas estatisticas. Seguindo as ideias em (NEWMAN; BARKEMA, 1999),
pode-se dizer entdao que o objetivo usual na simulagao de Monte Carlo aplicada a um
sistema fisico é o cdlculo de um valor esperado (A) para um sistema em equilibrio de
alguma quantidade observavel A. Em sistemas muito pequenos, o método mais apropriado
para calcular essa expectativa é determinar a média da quantidade de interesse em todos
os estados p do sistema, levando em consideragao o peso de cada estado determinado pela

distribuicao de probabilidade de Boltzmann correspondente:

2 Ay
m
o
7z . 1 ’ ’ . /. .
onde E, ¢ a energia do estado i, 3 = KT onde T é a caracteristica fisica do sistema, K

a constante de Boltzmann e Z a func¢édo de particdo do sistema definida como Z e PEx

(JENSEN, 2003). Em sistemas maiores, o melhor que pode-se fazer é calcular z: média
(A) em algum subconjunto dos estados, uma vez que calcular (A) para todos os estados
pode se tornar impraticavel, o que pode resultar em imprecisoes nos calculos. Utilizando
as técnicas de Monte Carlo um subconjunto dos estados é escolhido aleatoriamente a
partir de alguma distribuicao de probabilidade p,, especificada. Assim, supondo que sao

escolhidos M desses estados a estimativa da quantidade A agora é dada por:

Ay = =2 : (2.6)
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Este A é denominado o estimador de A. Perceba que, a medida que o nimero
M de estados aumenta, Ay, se torna uma estimativa cada vez melhor de (A). Para
escolher os M estados de tal forma que A, seja um bom estimador de A, ou seja, escolher
a distribui¢ao de probabilidade p, adequada, os Métodos de Monte Carlo utilizam a
ideia chamada de amostragem por importancia, que é a técnica de selecionar os estados
importantes dentre um grande nimero de possibilidades (NEWMAN; BARKEMA, 1999).
A forma mais comum de amostragem por importancia que a maioria dos Algoritmos
utiliza é a de tentar obter uma amostra dos estados do sistema em que a probabilidade de
qualquer um em particular aparecer é proporcional ao seu peso de Boltzmann. A estratégia

é descrita melhor a seguir.

Amostragem por importancia: Selecionamos os M estados de acordo com a probabili-

dade de um estado especifico u ser escolhido, representada por:

1

Py = Ze_ﬁE“, (2.7)

que ¢ a distribuicao de probabilidade para os estados no caso de um sistema termodinamico
em equilibrio (SALINAS, 2005) denominada por Distribui¢ao de Boltzmann ou Distribuigao
Canonica. Dessa forma, o estimador para (A), conforme definido na equagao 2.6, simplifica-

se para:

1 M
Ay = M;AM. (2.8)

Note que um estimador para A pode ser uma média aritmética. Entretanto, ainda falta
determinar um método preciso para selecionar os M estados de forma que cada um deles
contribua com sua probabilidade de Boltzmann apropriada. Em (NEWMAN; BARKEMA,
1999) ¢ utilizado um mecanismo conhecido como “Processo de Markov” sendo a solugao

padrao para esse problema.

Processo de Markov: Podemos entender um processo de Markov como um mecanismo
que, partindo de um sistema no estado u, gera um novo estado v para esse sistema. Essa
geracao ¢é realizada de maneira aleatoria, o que significa que nao produzird o mesmo estado
v a cada vez que comega com o estado inicial y. A probabilidade de transicao de u para v,
denotada como P(u — v), é o fator que determina a chance desse processo gerar v a partir
de p. Para ser considerado um verdadeiro processo de Markov, todas as probabilidades de

transicao precisam obedecer a duas condigoes fundamentais:

(1) Elas ndo devem variar com o tempo.

(11) Devem depender exclusivamente das caracteristicas dos estados atuais p e v, nao
sendo influenciadas por quaisquer outros estados pelos quais o sistema possa ter

passado anteriormente.
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As probabilidades de transicao também devem satisfazer as condigoes:
YP(u—v)=1. (2.9)

P(p—v) = 0. (2.10)

O processo de Markov é selecionado de forma a garantir que, ao ser executado
por um tempo suficientemente longo, a partir de qualquer estado do sistema, ele even-
tualmente gere uma sequéncia de estados cujas probabilidades seguem a distribuicao de
Boltzmann (NEWMAN; BARKEMA, 1999). Esse processo, conhecido como “alcancar o
equilibrio”; reflete precisamente o caminho que um sistema real percorre quando atinge o
equilibrio a temperatura ambiente. Para alcangar esse objetivo, outras duas condigoes ao
processo de Markov, além das mencionadas anteriormente, chamadas de “ergodicidade”
e “equilibrio detalhado” sao necessarias. Essas condi¢oes sao fundamentais para garantir
que o processo reproduza adequadamente as caracteristicas do sistema em equilibrio
termodindmico (NEWMAN; BARKEMA, 1999).

Ergodicidade: A condicao de ergodicidade estabelece que podemos tornar algumas das
probabilidades de transicao do nosso processo de Markov iguais a zero, mas deve haver
pelo menos um caminho de probabilidades de transicao nao nulas entre quaisquer dois
estados que escolhermos. E um requisito fundamental, pois é essencial que o nosso processo
de Markov possa atingir qualquer estado do sistema a partir de qualquer outro estado,
desde que o executemos por um tempo suficientemente longo. Essa condi¢ao é crucial

para alcancar o objetivo de gerar estados com suas probabilidades corretas de Boltzmann
(NEWMAN; BARKEMA, 1999).

Equilibrio detalhado ou Balanceamento detalhado: O equilibrio detalhado descreve
uma condicdo importante que deve ser satisfeita para que um sistema atinja o estado
de equilibrio termodinamico. Essa condi¢ao é a que garante que ¢é a distribuicao de
probabilidade de Boltzmann que ¢é gerada apds o sistema ter alcancado o equilibrio, e
nao qualquer outra distribuicaio (NEWMAN; BARKEMA, 1999). Em termos simples, o
equilibrio detalhado afirma que, em um sistema fisico, as taxas de transi¢cao entre diferentes
estados devem ser as mesmas, independentemente de a transi¢ao ocorrer no sentido direto
ou reverso. Em outras palavras, se um sistema pode fazer a transicdo de um estado p para
um estado v com uma certa probabilidade, ele também deve ser capaz de fazer a transicao
de v para p com a mesma probabilidade. Assim como feito em (NEWMAN; BARKEMA,
1999) vamos estudar essa condigdo matematicamente. Considere a equagdo que governa a
evolucao de w,(t) que representa a probabilidade de que o sistema esteja no estado x no

tempo t.
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) S i, (1P )~ ()P (1 = 1)) (2.11)
No equilibrio temos que dw(’l;(t) =0, isto &,
D lw,(@)P(v — p) = wu(t)P(u — v)] = 0, (2.12)

S w ()P — 1) = Y w, ()P — v). (2.13)

A equacao (2.13) admite diversas solugbes, mas segundo (NEWMAN; BAR-
KEMA, 1999) a condigao de equilibrio estara assegurada se, ao examinarmos os termos da
soma, verificarmos que eles se anulam mutuamente, um a um. Sendo assim, matematica-

mente a condicao de equilibrio detalhado é apresentada da seguinte forma:

w,P(p—v) =w,Pv—p). (2.14)

Uma vez que o objetivo é garantir que a distribuicao de equilibrio seja a
distribuicao de Boltzmann, é evidente que deseja-se selecionar os valores de w,, como sendo
as probabilidades de Boltzmann, ou seja, w,(t) = p,. A condicdo de equilibrio detalhado,

portanto, estipula que as probabilidades de transicao devem obedecer a seguinte relagao:

Plp=v)  Po_ pw-r, (2.15)
Pv—upu)  pu
Essa equacao, juntamente com a condicao de ergodicidade, estabelecem as
diretrizes para a selegao das probabilidades de transi¢ado P(u — v). Ao atender a essas
restrigoes, garante-se que a distribuicao de equilibrio dos estados no processo de Markov

correspondera a distribuicao de Boltzmann.

2.3.3 Algoritmo de Metropolis

Dentro a classe dos métodos de Monte Carlo, um dos Algoritmos fundamentais
é o Algoritmo de Metropolis. Ele desempenha um papel crucial na construgao do Processo
de Markov que representa o comportamento estatistico de sistemas complexos. O Algoritmo
de Metropolis opera gerando configuracoes de acordo com a distribuicdo de Boltzmann,
por meio de uma sequéncia de selecoes aleatorias de transicoes entre estados. Esse processo
é projetado de forma a assegurar que, ao final, a configuracio atinja o equilibrio desejado.
Uma caracteristica importante desse Algoritmo é a escolha das taxas de transicao entre
estados 1 e v, que obedecem a condicao de equilibrio detalhado e a egordicidade. Essas

taxas sao selecionadas de modo a priorizar as configuragoes mais provaveis, aumentando a
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probabilidade de ocorréncia das grandezas de interesse. Em outras palavras, o Algoritmo
de Metropolis restringe a busca a um subconjunto de configuragoes estacionarias que sao
energeticamente favoraveis, permitindo uma exploracao eficiente do espaco de estados
do sistema. Seguindo o Algoritmo, é fundamental que as probabilidades de transicao
satisfacam:

e PEv—Ey) para B, — E, >0

Pp—v) = (2.16)

1 caso contrario

Dessa forma, podemos compreender o funcionamento do Algoritmo de Metro-
polis da seguinte maneira: quando selecionamos um novo estado para o sistema, se esse
novo estado apresentar uma energia igual ou menor a do estado atual, a transicao é sempre
aceita. No entanto, se o novo estado possuir uma energia superior a do estado atual, a
aceitacao da transicao é uma possibilidade, determinada pela probabilidade mencionada
anteriormente (ver Figura 2). Isso significa que, mesmo em estados de energia mais alta,

ainda existe a chance de aceitar a transicao, embora seja menos provavel.

Figura 2 — Fluxograma do Algoritmo de Metropolis.
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mudanga de estado |

Aceita a variacio
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aentre0el

im a —BA 30
S

Fonte: Elaborado pelo autor

Mesmo que essa regra possa parecer contraintuitiva a primeira vista, o Algoritmo
de Metropolis demonstrou ser altamente eficiente e eficaz na pratica. Ele satisfaz o equilibrio
detalhado, uma condicao crucial para garantir que a distribuicao de equilibrio do sistema

seja a distribui¢do de Boltzmann correta. Como resultado, o Algoritmo de Metropolis se
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tornou uma possivel escolha em uma ampla gama de estudos de Monte Carlo envolvendo
modelos estatisticos simples ao longo das tltimas quatro décadas (NEWMAN; BARKEMA,
1999).

2.3.3.1 Algoritmo de Metropolis aplicado ao modelo de Potts (MPM)

O Algoritmo de Metropolis aplicado ao modelo de Potts consiste nas seguin-
tes etapas (DURAND; GUESNET, 2016): Selecione aleatoriamente um sitio da rede i
(candidato), sendo o; seu valor. Selecione aleatoriamente um valor ¢’ (alvo) entre os ¢
possiveis valores que o sitio pode ter. Calcule a mudanca na energia resultante na alteracao
do valor do spin ¢ para o'. Aceite a modificacao do valor do spin com probabilidade

P(o — o') = min(1,e P*H). Para facilitar o entendimento (ver Algoritmo 1).

Algoritmo 1 — Algoritmo de Metropolis Potts Model.

1 for passo «— 1 to Quantidade de MCS do

2 Calcule o Hamiltoniano no estado atual, Hy;
3 Selecione aleatoriamente um sitio ¢ na rede, com valor oy;
4 Selecione aleatoriamente um valor o) entre os g possiveis valores;
5 Altere a configuragio para que o sitio i agora tenha o valor o7;
6 Calcule o Hamiltoniano no novo estado, Hy;
7 if AH = Hy — Hy <0 then
8 Aceitar a mudanca;
9 end
10 else
11 Avalie p = eiATH;
12 Amostar um nimero a € [0, 1);
13 if a < p then
14 ‘ Aceitar a mudanca;
15 end
16 else
17 ‘ Volte a configuracio anterior
18 end
19 end
20 end

2.4 O Modelo CPM

O Cellular Potts Model (CPM), foi proposto inicialmente por Graner e Glazier
(GRANER; GLAZIER, 1992), é um modelo computacional usado para simular a morfogé-
nese e a dinamica de tecidos biologicos. Ele é baseado no modelo de Potts, que, como ja
foi apresentado, é uma generalizacdo do modelo de Ising, com a capacidade de representar

diferentes tipos de células e suas interacoes. Graner e Glazier estavam interessados em
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testar a hipotese de adesao diferenciada e generalizaram o modelo de Potts para fazer seu
estudo. Na sua generalizacao incluiram o conceito de célula, em substituicao ao dominio.
Em uma abordagem simplificada, podemos imaginar uma malha ou rede em que cada
ponto anteriormente representava uma entidade identificada por um spin. No entanto,
agora, em vez de pontos individuais, regides contiguas com o mesmo indice (spin) passam
a representar uma unidade, que chamaremos de célula. E fundamental observar que essa
“célula” nao precisa ser uma entidade biolégica; pode ser uma bolha de ar, uma goticula
de agua ou qualquer outro objeto com uma estrutura semelhante a de células. Portanto,
estamos considerando diferentes tipos de células em um contexto mais amplo. Assim, a
motivacao por tras desse modelo esta relacionada a hipotese de adesao diferenciada entre
essas entidades, sejam elas biol6gicas ou nao. Para testar essa hipétese, Graner e Glazier
introduziram uma energia de interacao que depende dos tipos de células em contato umas
com as outras. No entanto, para descrever completamente essas células, a energia de
interacao por si s6 nao é suficiente. Uma das restri¢goes possiveis que podem ser adiciona-
das ao modelo esta relacionada ao volume das células. Isso é particularmente relevante
no contexto de células biolégicas, que possuem um volume especifico que nao deve ser
significativamente alterado. Para abordar essa questdo, os pesquisadores se inspiraram em
um modelo anterior, o modelo de espumas de Wejchert, Weaire e Kermode (WEJCHERT;
WEAIRE; KERMODE;, 1986). Esse modelo introduziu a ideia de restrigdes ao volume das
células. Assim, o Cellular Potts Model pode ser formulado para levar em consideracao
nao apenas as interacgoes entre os diferentes tipos de células, mas também as restrigoes de
volume que garantem que as células mantenham caracteristicas especificas, como tamanho
e forma, durante as simulagoes. Esse modelo oferece uma maneira interessante de explorar
fenémenos relacionados a adesdo e ao comportamento de células e estruturas celulares em
diversos contextos. Dessa forma, um possivel hamiltoniano do Cellular Potts Model pode

ser definido da seguinte maneira:

H =) J(1(0:),7(07))(1 = 8(03,95)) + D Avar(7) (v(0) = Vi(7(0)))*. (2.17)

)

O primeiro termo de H representa a energia de contato, aqui temos uma soma
sobre os pares de sitios de rede i e j e a notagao (i, j) é utilizada para denotar que sao
sitios vizinhos. A fungéo J(7(0;),7(0;)) mede a interagao entre os spins o; e 0; apds a
aplicagdo 7 nos spins, onde (o) é o tipo associado. E importante destacar que um grupo
g de spins ¢ com o mesmo indice define uma célula, sendo que o tamanho de cada grupo
g pode ser escolhido de acordo com a preferéncia do usuario na implementacdo. Temos
também que, 6(0;,0;) é a delta de Kronecker que verifica se os spins o; e 0; sdo diferentes.
Se eles forem diferentes, o termo contribui para a energia total. O segundo termo da

definicdo de H é uma energia de volume que depende do volume de todas as células. A
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expressio (v(o) — Vi(7(0)))? mede o desvio ao quadrado entre o volume atual v(c) de
cada célula e o volume alvo Vi(7(0)) ap6s a aplicagdo das transformagoes 7. Esse termo
penaliza desvios do volume alvo ao quadrado, indicando a energia associada a esses desvios.

Por fim o termo Ay, (7) determina o peso do desvio na energia.

O processo de evolucao do sistema no modelo CPM ocorre em etapas discre-
tas, denominadas “passos de Monte Carlo (MCS) ” usando o Algoritmo de Metropolis
modificado (MMA) (ver Algoritmo 2). O Algoritmo MMA como o nome sugere ¢ uma
adaptagao do Algoritmo de Metropolis aplicado ao modelo de Potts (MPM) (ver Algoritmo
1) (ANDERSON; CHAPLAIN; REJNIAK, 2007), (NEWMAN; BARKEMA, 1999). Essa
adaptacao é feita, pois o Algoritmo MPM permite a formacao de um valor de sitio diferente
daqueles em sua vizinhancga. Em termos cientificos o Algoritmo oferece a capacidade de
induzir nucleagao espontanea (DURAND; GUESNET, 2016). Sendo que em sistemas
celulares reais cada célula deve estar conectada de forma contigua, essa abordagem é
uma escolha ruim para representar fielmente esses sistemas. Dessa forma, para adaptar
o Algoritmo de Metropolis (MPM) e evitar a nucleagao, conforme proposto por Graner
Glazier (GRANER; GLAZIER, 1992), (GRANER, 1993), e subsequentemente adotado
na maioria das literaturas cientificas, faz-se uma modificagao no terceiro passo onde ao
invés de selecionar aleatoriamente um valor o' (alvo) entre os ¢ possiveis valores de sitio
agora seleciona-se aleatoriamente um sitio na lista de vizinhos do sitio candidato. Essa
modificacao especifica do Algoritmo de Metropolis (MMA) visa preservar a conectividade
entre células, garantindo que as células do sistema CPM permanecam contiguas, em

conformidade com as caracteristicas dos sistemas bioldgicos celulares reais.
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Algoritmo 2 — Algoritmo de Metropolis Modificado (MMA).

1 for passo «— 1 to Quantidade de MCS do

2 Calcule o Hamiltoniano no estado atual, Hy;
3 Selecione aleatoriamente um sitio ¢ na rede, com valor oy;
4 Selecione aleatoriamente um sitio j com valor o} da lista de vizinhos do sitio i
candidato;
5 Altere a configuragio para que o sitio i agora tenha o valor o7;
6 Calcule o Hamiltoniano no novo estado, Hy;
7 if AH = Hy — Hy <0 then
8 Aceitar a mudanca;
9 end
10 else
11 Avalie p = e#;
12 Amostar um nimero a € [0, 1);
13 if p > a then
14 ‘ Aceitar a mudanca;
15 end
16 else
17 ‘ Volte a configuracao anterior
18 end
19 end
20 end

A minimizacao da energia H é uma maneira de representar o comportamento
biologico das células, pois as células tendem a se organizar de maneira a minimizar seu
estado energético, buscando configuragoes mais estéveis. De acordo com (DURAND;
GUESNET, 2016) a razao principal para usar a taxa de aceitacdo de Metropolis no
pentltimo passo ¢ de que, dessa forma, a evolugao temporal média da configuracao segue
a relagao aristotélica de forga e velocidade ou a superamortecida: v oc VH (ANDERSON;
CHAPLAIN; REJNIAK, 2007).

A expressao exata da Hamiltoniana H pode variar consideravelmente depen-
dendo do contexto da aplicagao. Para ilustrar, considere processos como a adesao entre
células, a influéncia da pressao hidrostatica, a movimentacgao direcionada por gradientes
quimicos (quimiotaxia) e a migracao influenciada por gradientes de substincias aderentes
(haptotaxia). Cada um desses componentes pode ser incorporado na formulacao da fungao
de energia H, contribuindo para a compreensao das dinamicas e dos comportamentos
observados em diferentes sistemas biolgicos (IZAGUIRRE et al., 2004). Portanto, a fungao
de energia H é uma ferramenta versatil que pode ser adaptada para representar uma

variedade de processos e fendomenos biologicos.
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3 Cell-Centre Voronoi Tesselation Model

(VT)

Ao longo deste Capitulo, exploraremos as bases tedricas que sustentam o
Cell-Centre Model baseado na Tesselacao de Voronoi, conhecido como modelo VT, com-
preendendo os principios matematicos que o governam, como a formacao das regices de
Voronoi, a conectividade celular, a for¢ca de interacao entre as células e a dindmica da

populacao celular.

3.1 Fundamentos essenciais para compreender a dinamica do Mo-

delo VT

3.1.1 Tesselacao de Voronoi

A Tesselagao de Voronoi ou Diagrama de Voronoi como também é conhecido, foi
nomeado em homenagem ao matematico russo Georgy Fedoseevich Voronoy, (1868-1908),
e desempenha um papel fundamental na divisao do espago em regides distintas, cada uma
delas associada a um ponto de origem especifico. O conceito de Tesselagdo de Voronoi no
qual Georgy Voronoy em meados do século XIX trabalhou usava como base o estudo de
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet o que faz, até hoje, também serem chamados de
tesselagoes de Dirichlet (DIRICHLET, 1850) (VORONOI, 1908). Dirichlet havia estudado
particoes do espaco induzidas por pontos de grade inteira como sitios para Diagramas de
Voronoi, conhecidas como “células de Dirichlet”. Ele estava principalmente interessado
em resolver problemas relacionados a formas quadraticas e seguia as ideias de Kepler
que havia introduzido as “Tesselagdes de Voronoi” geradas por grades inteiras enquanto
estudava as formas de flocos de neve e o problema do empacotamento mais denso de esferas.
Além de Kepler, René Descartes também utilizou uma ideia similiar para verificar que a
distribui¢ao da matéria no universo forma voértices centrados em estrelas fixas (LIEBLING;
POURNIN, 2012). Ainda antes do trabalho de Georgy Voronoy, durante o surto de célera
de 1854 em Londres, o médico britdnico John Snow com um conceito semelhante ao usado
por Voronoy, concluiu que a maioria das pessoas que morreram na epidemia de célera em
Soho, distrito de Londres, moravam mais perto da bomba de agua de Broad Street do que
de qualquer outra bomba, mostrando assim a relacao entre a dgua consumida e o surto da
doenga (JOHNSON, 2008).

Uma definicdo intuitiva para a Tesselacdo de Voronoi em um plano pode
ser apresentado como em (OKABE; BOOTS; SUGIHARA, 2000) da seguinte forma.
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Primeiramente, considere um conjunto de pelo menos dois pontos distintos P = {p,--- , p,}
dispostos no plano euclidiano. A ideia fundamental é que cada ponto no plano pertence a
regiao de Voronoi de um dos pontos de referéncia dados em P, onde a regiao de Voronoi
de um ponto p; é definida como o conjunto de todos os pontos no plano que estao mais
préoximos de p; do que de qualquer outro ponto em P. Isso cria uma divisao do espago
em regioes onde cada regiao ¢ dominada por um tunico ponto gerador apresentado no
conjunto P. As regioes resultantes sao abrangentes e cobrem completamente toda a area
do plano, pois cada localizacao é atribuida a pelo menos um membro do conjunto P. Os
pontos que sao equidistantes de dois ou mais pontos p; formam a fronteiras dessas regioes.
Regides vizinhas se sobrepoem apenas nas suas fronteiras. Com isso, o conjunto das regioes
forma uma tesselagao, pois é coletivamente exaustivo e mutuamente exclusivo, exceto pelas
fronteiras. Essa tesselagdo é geralmente chamada de Diagrama de Voronoi, (ver Figura 3),

e as regioes que compoem o Diagrama de Voronoi sao denominadas poligonos de Voronoi.

Figura 3 — Um exemplo de Diagrama de Voronoi, com pontos geradores, escolhidos aleato-
riamente.

Fonte: Elaborado pelo autor

Defini¢do 3.1 (Regido e Tesselacao de Voronoi). Seja P = {p1,...,pn} S R? pontos dis-
tintos, onden € N,n = 2, com coordenadas cartesianas (z11, T12), - - ., (Tn1, Tn2). Definimos

V(p:) a regiao de Voronoi do ponto p; como seque:

Vip)={pe®R?||p-pl <lp—pi| V j+#i}, (3.1)
FEsta regiao € também chamada poligono de Voronoi associado a p; (ou o poligono de

Voronoi de p;).

Em 3.1 usamos a norma euclidiana d(p,p;) = ||p — pi|| = v/ (z1 — 2:1)? + (22 — 2i2)2. O

conjunto dado por:
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V={V(p), ... V(pn)} (3.2)

¢ a Tesselagao de Voronoi gerada por P (ou o Diagrama de Voronoi de P). Chamamos p;
de ponto gerador ou gerador do i-ésimo poligono de Voronoi, as vezes também chamado
de sitio de tesselagao. O conjunto P = {p1,...,pn} € chamado de conjunto gerador da
Tesselagio de Voronoi V. De forma concisa, costuma-se abreviar V; para V(p;). Além disso,

quando se quer enfatizar as coordenadas do ponto gerador podemos usar V (1, T).

Um detalhe importante na Definigdo 3.1, é que a equagao (3.1) é estabelecida
usando o simbolo <, em vez de <. Isso implica que um poligono de Voronoi é, de fato, um
conjunto fechado. De forma alternativa, (OKABE; BOOTS; SUGIHARA, 2000) também

define um poligono de Voronoi como:

Ve(p) ={pe R | p—pil <|p—plVj # i}, (3-3)

isso €, sendo um conjunto aberto. No nosso contexto vamos sempre trabalhar com um
poligono de Voronoi como um conjunto fechado, uma abordagem conveniente e realista

devido as caracteristicas das células e do ambiente em que estao inseridas.

De acordo com a Defini¢cao 3.1 a Tesselacdo de Voronoi consiste do conjunto
que contém todas as regides definidas como a equagao (3.1). Observamos que cada uma
dessas regides sdao poligonos em R?, e os seus vértices sao também identificados como os
vértices da tesselagdo. Como um poligono pode ser definido em termos de semiplanos,
podemos alternativamente considerar a Tesselacdo de Voronoi em termos de semiplanos.
Para isso vamos utilizar a linha que bissecta perpendicularmente o segmento p;p; que une
dois pontos geradores p; e p; e a denotamos por b(p;, p;). Como um ponto em b(p;, p;) esté

equidistante dos pontos geradores p; e p;, podemos descrever b(p;, p;) para cada i # j:
b(pisp;) = {p e R* | lp — pi = |p — psI1}- (3.4)
A mediatriz divide o plano em dois semiplanos e fornece:

H(pi,p;) ={peR?| |p—pi| <llp—psl}- (3.5)

Este semiplano H (p;,p;) é denominado regiao de dominancia de p; sobre p;.
Obviamente, na regido de dominancia H(p;, p;), a distancia até o gerador p; ¢ menor ou
igual a distancia até o gerador p;, portanto, a distancia de um ponto p na interse¢ao das
regides em relacao ao gerador p; é menor ou igual a distdncia de p ao gerador p;, (ver

Figura 4).
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Figura 4 — Ilustracao da regiao de dominancia.

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, podemos entao, descrever a regiao de Voronoi associada a p; na forma

de uma interseccao de conjuntos que representam os semiplanos.

Proposi¢do 3.1. Seja P = {p1,...,pn} S R?, onde 2 < n < o, com coordenadas
cartesianas (X11,%12), .-, (Tn1, Tn2) ou vetores de localizagao xq,xs, ..., T,, satisfazendo
X #xjparai # j, 1,5 €L, ={1,...,n}. O conjunto intersecao ﬂ H(pi,pj) coincide

jeln\{i}
com a regido de Voronoi definida em 3.1 que é a regiao de Voronoi V(p;).

Note que H(p;,p;) é um semiplano limitado por uma reta, portanto, V(P) é
sempre convexa. Pode-se facilmente estender a Definicido 3.1 e proposicao 3.1 para o espago

euclidiano de m dimensoes.

Definigao 3.2. Seja P = {p1,...,pn} S R™, onde 2 < n < o , com coordenadas
cartesianas (x11,212), ..., (Tn1, Tna) ou vetores de localiza¢io x1,xa, ..., x,, satisfazendo
x; #xj para i # j, 1,5 € I, ={1,...,n}. Chamamos a regido,
Vipi) = {x||r— x| < |x— x| para j #1i,j € 1,} (3.6)
= ﬂ H(pi,p;) (3.7)
Jeln\{i}

de poliedro de Voronoi associado a p;, e o conjunto V(P) = {V (p1),...,V(p,)} de Diagrama
de Voronoi m-dimensional gerado por P, onde H(p;,p;) € dado pela equagio (3.5) para
pi,p; € R™.

Uma apresentacgao visual de um Diagrama de Voronoi m-dimensional se torna
dificil quando m = 4. Formalmente, chamamos as fronteiras de um Diagrama de Voronoi

m-dimensional de faces de Voronoi.

3.1.2 Triangulacao de Delaunay

As contribuig¢oes de Voronoi nao se limitaram apenas aos Diagramas de Voronoi.

No mesmo artigo (VORONOI, 1908) em que trabalhou essas estruturas, ele também
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estudou as tesselacoes duais associadas que eventualmente foram chamadas de triangulagoes
de Delaunay. O termo “Triangulagdo de Delaunay” é uma homenagem ao matemaético
russo Boris Nikolaevich Delaunay (1890-1980), que contribuiu significativamente para o
desenvolvimento da teoria geométrica subjacente a essa construcao. A Triangulacao de
Delaunay é um conceito bastante estudado na matematica e envolve a criacao de um
conjunto de tridngulos a partir de um conjunto de pontos em um plano, garantindo que
nenhum ponto esteja dentro do circulo circunscrito a qualquer tridngulo. Boris Delaunay
estudou profundamente essa tesselacao e suas propriedades, e suas contribui¢oes ajudaram
a estabelecer a base para o estudo moderno dessa estrutura e sua relacao com os Diagramas

de Voronoi.

A seguir, podemos descrever uma Triangulacao de Delaunay a partir de um
Diagrama de Voronoi. Imagine um cendario onde temos um Diagrama de Voronoi, que
representa regioes definidas por um ntimero finito de pelo menos trés pontos geradores nao
alinhados. O que fazemos é conectar todos os pares de pontos geradores cujas regioes de
Voronoi compartilham um lado da fronteira. Isso cria uma segunda divisdo do espaco em
regioes. Agora, se essa segunda divisdo consistir apenas em triangulos, determinamos a
Triangulacao de Delaunay. Caso contrario, quando ainda temos outras formas geométricas,
determinamos a pré-triangulagao de Delaunay. Para transformar essa pré-triangulacao
em uma verdadeira Triangulagao de Delaunay, dividimos as formas geométricas nao
triangulares em triangulos, utilizando segmentos de linha que conectam os vértices e nao
se cruzam. Isso resulta em uma triangulacao completa, que também pode ser chamada de

Triangulagao de Delaunay. De maneira mais formal temos a seguinte definicao (OKABE;
BOOTS; SUGIHARA, 2000):

Definigao 3.3 (Triangulagao de Delaunay). Seja V(P) um Diagrama de Voronoi gerado
por um conjunto de n pontos distintos, onde 3 <n <o e P ={py,...,pn} < R? com a
condi¢cdo de nao colinearidade satisfeita, ou seja, os pontos em P ndo estdo na mesma
linha; seja também Q = {q,...,qn,} 0 conjunto dos n, vértices de Voronoi em V, e
A ,xzi os vetores de localizacao dos k; pontos geradores cujos poligonos de Voronoi

compartilham um vértice q;. O conjunto:

T(P)={T1,...,T,,}, (3.8)
com T; dado por:
T, = {xeR2 | x = Z)\jx;,ondeZ)\j =1,X=20,j= 1,...,1@} (3.9)
j=1 j=1

denominado como Triangulagao de Delaunay de T (P) associado a P, sempre que todos
0s pontos em P tém um grau de conectividade k; = 3, para todo i € I,, = {1,...,n,}.

Agora, se existe pelo menos um ponto com grau de conectividade k; > 4, chamamos o
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conjunto T (P) de pré-triangulag¢io de Delaunay. Para os casos em que k; = 4, divide-se
T; em k; — 2 triangulos usando segmentos de linha que nao se cruzam, e denotamos o0s
triangulos resultantes como T}, . .. ,T,f;FQ. Note que, para k; = 3, Tﬁf2 =T =T, ou seja,
quando o grau de conectividade k; de um ponto € iqual a 3, nao é necessdrio realizar a
subdivisdo dos triangulos porque eles sdo idénticos ao triangulo original T', sendo assim,

eles ja formam a Triangulacio de Delaunay desejada.

De acordo com a definicao anterior, podemos descrever um triangulo de Delau-
nay (ver Figura 5) como um conjunto fechado que inclui sua fronteira. As arestas desses
triangulos sao comumente chamadas arestas de Delaunay. Especificamente, quando uma
aresta de Delaunay é compartilhada por dois triangulos de Delaunay, a denominamos de
aresta de Delaunay interna. Caso contrario, quando nao ¢ compartilhada, a chamamos
de aresta de Delaunay externa. Quando o conjunto V(P) nao é degenerado, podemos
estabelecer uma correspondéncia tinica entre as arestas de Voronoi e as arestas de Delaunay
(OKABE; BOOTS; SUGIHARA, 2000). Isso significa que o ntimero de arestas de Voronoi
em 7 (P) é o mesmo que o nimero de arestas de Voronoi em V(P). Ao contrario das
arestas de Voronoi, todas as arestas de Delaunay sao finitas e os pontos finais de uma
aresta de Delaunay sdo chamados de vértices de Delaunay. E importante observar que cada
vértice de Delaunay corresponde a um ponto gerador de V(P), e, portanto, o conjunto de

vértices de Delaunay em 7 (P) é dado por P.

Figura 5 — Sobreposigdo de um Diagrama de Voronoi (em preto) e a Triangulagao de
Delaunay (em vermelho).

Fonte: Elaborado pelo autor

Sendo que a triangulacdo é uma concepgao geométrica essencialmente bidimen-

sional, a definicdo de uma Triangulacdo de Delaunay se aplica inicialmente ao espaco R.
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No entanto, podemos generalizar essa no¢ao para um espago euclidiano de m dimensoes
qualquer assim como feito em (OKABE; BOOTS; SUGIHARA, 2000).

Definicao 3.4 (Generalizacao de 3.3 em R™). Seja V(P) um Diagrama de Voronoi gerado
por P ={p1,...,pn} € R™ (m+1 < n < w), onde os pontos geradores satisfazem a
suposi¢ao de nao colinearidade. Seja Q = {qi, ..., qn,} 0 conjunto dosn, vértices de Voronoi
em V(P); V(p}),...,V(p},) as faces de Voronoi (m — 1)-dimensionais compartilhadas por
¢, e seja T; o invélucro convexo (a menor regido conveza, isto é, uma regido sem bordas
concavas que contém todos esses pontos) m-dimensional que abrange os pontos geradores
pﬁ,...,pzi. Se k; = m + 1 para todos os os vértices q;,i = 1,....,n, em I,, = {1,...n,},
o conjunto T (P) ={T1,...,T,,} consiste em simplices m-dimensionais (figura poligonal
convera com m + 1 vértices em um espaco euclidiano m-dimensional, ou seja, é uma
generalizagdo de poligonos e poliedros para dimensoes superiores). Chamamos o conjunto
T(P) de Triangula¢io de Delaunay m-dimensional. Se existir pelo menos um k; = m + 2,
chamamos o conjunto T (P) de pré-triangula¢io de Delaunay m-dimensional. Neste caso,
particionamos T; em k; —m simplices distintos. Essa subdivisao é realizada por meio de
hiperplanos nao intersectantes que atravessam os vértices de T;. Os simplices resultantes
sio denotados como T{,..., T}, ., (onde T}, =T} = T; para k; = m + 1). Chama-se um

simplex em T (P) de um simplex de Delaunay de m-dimensoes.

Como podemos observar através das defini¢oes anteriores a Triangulagao de
Delaunay ¢é intimamente relacionada ao Diagrama de Voronoi. Os vértices das células
de Voronoi correspondem aos pontos que geram a Triangulagdo de Delaunay, e como
mencionado anteriormente podemos estabelecer uma correspondéncia tnica entre as
arestas de Voronoi e as arestas de Delaunay. Isso significa que, dada uma Triangulacao
de Delaunay, é possivel construir um Diagrama de Voronoi correspondente, e vice-versa.
Mas, isso nao implica que uma Triangulagao de Delaunay deva sempre ser definida a
partir de um Diagrama de Voronoi. Na verdade, uma Triangulagao de Delaunay pode ser
definida sem um Diagrama de Voronoi (ver Figura 6). Podemos definir uma Triangulagao

de Delaunay dado um conjunto de pontos P, observe o Teorema 3.1 a seguir.

Definigao 3.5 (Critério do circuncirculo vazio). Dado uma triangulag¢ao abrangendo um
conjunto finito P de pontos distintos, se o circuncirculo de um triangulo na triangulacao
for um circulo que nao contem algum ponto de P, dizemos que o triangulo satisfaz o

critério do circuncirculo vazio.

Teorema 3.1 (Teorema do circuncirculo vazio). Todo triangulo em uma triangulag¢io
abrangendo um conjunto finito P de pontos distintos satisfaz o critério do circuncirculo

vazio 3.5 se e somente se a triangulacdo é a Triangulacio de Delaunay que abrange P.

Demonstragio. Pagind 75 (OKABE; BOOTS; SUGIHARA, 2000). ]
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Figura 6 — Figura (a) Triangulacdo de Delaunay e Figura (b) Triangulagdo Delaunay com
os circulos circunscritos representados.

Fonte: Elaborado pelo autor

3.2 O Modelo VT

Os Diagramas de Voronoi e suas estruturas afins tém amplas aplicagoes em
diversos campos do conhecimento, incluindo astronomia, arqueologia, urbanismo, fisica,
fisiologia, andlise de epidemias e ecologia, entre outras disciplinas (OKABE; BOOTS;
SUGIHARA, 2000). Essas estruturas geométricas oferecem uma maneira tunica de analisar
padroes espaciais e interagoes em contextos variados. Em um contexto de pesquisa especi-
fico o estudo conduzido por Meineke et al. (2001) (MEINEKE; POTTEN; LOEFFLER,
2001) prop6s um modelo baseado em células do tipo cell-centre. Esse modelo envolve
células em movimento continuo em uma superficie 2D, onde as células sdo indicadas pela
regiao de Voronoi dos “centros celulares”. Uma das razoes cruciais que impulsionaram o
desenvolvimento deste modelo cell-centre reside no fato de que os modelos “on-lattice”,
como o Cellular Potts Model mencionado no Capitulo anterior, podem nao capturar
adequadamente a dindamica dos sistemas celulares de forma realista. Por exemplo, es-
ses modelos podem envolver o deslocamento de uma coluna ou linha inteira de células
para acomodar uma célula recém-nascida, resultando em efeitos instantaneos de “acao a
distdncia” (KERSHAW et al., 2013). No modelo apresentado nesse Capitulo, as células
sao individualizadas por seus centros, que sao modelados como um conjunto de pontos
{p1,...,Pn} que sdo livres para se mover no espaco. Essa caracteristica é o que define o
modelo como “off-lattice”; ou seja, fora da grade, no sentido de que esses pontos sao livres
para se deslocar “sem restri¢oes”. As bases dos modelos cell-Centre, que é o caso do VT,

estao relacionadas principalmente com os seguintes dois conceitos fisicos:
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(i) A forga entre duas células em contato que é a forca de interagao célula-

célula.

A interacao entre células é influenciada, em grande parte, pela posicao de seus
centros, e essa interagao gera uma forga que ocorre ao longo da linha que conecta esses
centros celulares. A forma como as células interagem umas com as outras depende das
condigoes em que se encontram, ou seja, se estao sendo comprimidas ou esticadas. De
acordo com (PATHMANATHAN et al., 2009) diversas leis de interagao foram propostas
na literatura que descrevem essa interacao, desde leis de comportamento simples e lineares,
que tratam a compressao e a tracdo da mesma forma, até modelos extremamente complexos
que consideram uma gama de fatores. O modelo aqui apresentado utiliza a relacdo mais
simples possivel entre forga e sobreposicao, onde a sobreposicao entre células k e [ é definida

como a diferenca entre a separacao dos centros das células e sua separacao “natural”:

di = R + R — |pr — pil (3.10)

sendo r; e r; os raios naturais das células k, [ e pg e p; 0s seus respectivos centros.
Assim, Fj; que representa o modulo da forca Fy; que atua sobre a célula k devido a

interacao com a célula adjacente [ é dado pela relacao conhecida como lei linear:

onde p é um pardmetro de rigidez e dy,; descrito como em (3.10) é a sobreposigdo entre
as células k e [. Note que a forca é diretamente proporcional a sobreposicao das células.
Essa abordagem basica oferece uma visao fundamental das interagoes mecanicas entre as

células.

Como mencionado anteriormente, sendo que a forca Fy; atua ao longo da

direcao que conecta as células k e [ temos:

Pr — Pi
||Pk—Pz||

Esta forca Fy; é chamada forca de interagao célula-célula. A forga total que atua na célula

Fkl = Fkl (312)

k é dada por Fj = Z F};, onde N, é o conjunto de todas as células em contacto com a

lGNk
célula k. Essa forca é frequentemente contrabalancada pela resisténcia viscosa a medida

que as células se deslocam. Em outras palavras, aqui considera-se a versao superamortecida
da segunda lei de Newton, na qual a inércia é desconsiderada. Esse equilibrio entre forca
e resisténcia é uma caracteristica comum na descricao de movimentos celulares. Entao

temos,
dpk

=F 3.13
n dt k ( )
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onde 7 é o coeficiente de viscosidade que representa a adesao entre uma célula e o substrato
subjacente. A equagao (3.13) pode ser compreendida como uma ferramenta numérica para
direcionar o sistema para o proximo estado estacionario (PATHMANATHAN et al., 2009).
A equagao (3.13) pode ser resolvida usando o método de Euler avancado, de modo que a

posicao de uma célula no tempo t + At, dada sua posigdo no tempo t, é dada por:

pr(t + At) = p(t) + AntFk(t) (3.14)

Observe que o método de Euler é uma abordagem relativamente rudimentar e para resolver
(3.13), sendo um método numérico explicito requer passos de tempo At pequenos para

aproximar bem os vetores de posigao celular py .

(ii) A conectividade celular, onde dadas as localizagoes dos centros das células,

define quais células estao em contato.

No modelo VT como mencionado anteriormente as células sao representadas
pela regiao de Voronoi dos centros celulares. Agora a conectividade celular é definida pelo
dual da regiao de Voronoi, conhecida como Triangulagao de Delaunay. Assim, supoe-se que
dois centros de células estejam conectados se compartilharem uma aresta na Triangulacao
de Delaunay. A area A, de uma célula k é definida como a area da regiao de Voronoi
correspondente. E importante destacar que, quando empregamos uma Triangulacio de
Delaunay para estabelecer as conexdes entre as células e utilizamos as relagoes (3.11)-(3.12)
para definir a interacdo celular, uma grande atracao entre células distantes pode ocorrer,
e é possivel que surja a formacao de bordas longas entre células. Isso pode resultar em
conexoes que nao refletem a realidade biologica. Para superar essa limitagao, como proposto
em (PATHMANATHAN et al., 2009), é fundamental adotar uma lei de for¢a que seja
igual a zero quando as células estao suficientemente afastadas (ou seja, quando hd uma
sobreposi¢ao negativa suficientemente grande). Dessa forma, introduzimos uma lei de forga

com uma caracteristica de corte linear, que pode ser expressa pela seguinte equacao:

d ara di; = dmin
Fy = MOk P kl (3.15)
0 para di; < dmin

Essa abordagem permite que consideremos adequadamente as interagoes entre

as células, tornando a modelagem mais realista e precisa.
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4 |mplementacao e Simulacao dos Modelos
CPM e VT nas Criptas

O estudo sobre os modelos celulares introduzidos nos Capitulos anteriores
oferecem uma possivel maneira de entender como as células interagem, se organizam e
contribuem para a formacido e manutencao das criptas intestinais, estruturas cruciais
no revestimento do intestino que desempenham um papel importante na absorcao de
nutrientes e na protegao contra patégenos (ALMET et al., 2020). Dentro das criptas,
encontramos diferentes tipos de células, cada uma desempenhando fungoes especificas no
revestimento do intestino. Os principais tipos de células presentes nas criptas incluem
(MURRAY et al., 2011a):

Stem Cells (Células-Tronco): As Stem Cells tém a capacidade de se dividir e gerar células
descendentes que se diferenciam em outros tipos celulares. Essas células desempenham um
papel crucial na renovacao continua do revestimento intestinal fazendo a reposicao das

células que sao naturalmente descartadas.

Semi-Differented Cells (Células Semi-Diferenciadas): As células semi-diferenciadas
passam por um processo de especializacao para que desempenhem fungoes especificas no
intestino. Embora sejam especializadas em relacao as células-tronco ou células progenitoras,
elas tém a capacidade de se dividir e se diferenciar, desenvolvendo assim funcoes vitais no

intestino.

Fully Differentiated Cells (Células Totalmente Diferenciadas): Essas sao as células
maduras irreversivelmente especializadas. Essas células estao em um estagio avancado de
desenvolvimento e desempenham fungoes especializadas em seus tecidos ou 6rgaos, mas

nao tém a capacidade de gerar novas células da mesma linhagem através de divisao celular.

A relacao entre esses tipos de células é crucial para a homeostase do intestino,
que representa o estado de equilibrio dindmico no ambiente interno deste 6rgao, sendo
crucial para seu funcionamento adequado (ASARIAN; GLOY; GEARY, 2012). As células-
tronco garantem que haja uma fonte continua de células diferenciadas para manter o
revestimento intestinal, e as células semi-diferenciadas e totalmente diferenciadas executam
as fungoes vitais necessarias para a digestao e a absor¢do de nutrientes, bem como para a
protecao da mucosa intestinal contra agressoes externas. Além disso, desempenham um

papel crucial na prevencao de doengas intestinais, incluindo o cancer colorretal.

A forma geométrica das criptas pode variar dependendo da regidao do intestino
em que estao localizadas, na pratica geralmente as criptas tém quase a forma de um tubo
de ensaio (ver Figura 7) (KERSHAW et al., 2013). No entanto, a estrutura morfolégica das
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criptas intestinais é frequentemente representada e analisada sob a forma de um cilindro,
sendo essa abordagem uma simplificacao 1til para a compreensao de sua geometria
(MIRAMS et al., 2012). Essa representacao cilindrica é amplamente adotada na maioria
dos estudos que envolvem simulagoes computacionais, devido a sua capacidade de capturar
os principais aspectos da organizacao das criptas. Vale ressaltar que, embora seja uma
representacao simplificada, essa abordagem permite uma compreensao acessivel e eficaz dos
processos biolégicos ocorrendo dentro das criptas intestinais, incluindo o comportamento

das células, o padrao de divisao celular e a migracao diferenciada.

Figura 7 — Imagem endoscépica das criptas no epitélio do célon.

Fonte: Figura 7(a) <https://www.nku.edu/~dempseyd/large-intestine.html>. Figura 7(b)
<https://histology.siu.edu/erg/GI183b.htm>

Dessa forma, baseado nos varios trabalhos de estudos das criptas nos quais
foram utilizados os modelos CPM e VT (MEINEKE; POTTEN; LOEFFLER, 2001),
(WONG et al., 2010), ao longo das nossas simulagoes é considerada a representagao

cilindrica da cripta (ver Figura 8), definida pelo dominio espacial


https://www.nku.edu/~dempseyd/large-intestine.html
https://histology.siu.edu/erg/GI183b.htm
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Q={(r,y)eR*:0<wv<c, 0<y<h} (4.1)

aqui ¢ e h sdo respectivamente o comprimento da circunferéncia do orificio da cripta e a
altura da cripta, onde a periodicidade é imposta nos limites esquerdo e direito x = 0 e
z = ¢ . E importante destacar que ndo consideramos a possibilidade de deformacdo da
estrutura da cripta e restringimos o comportamento das células a permanecerem nessa

superficie fixa.

Figura 8 — Diagrama indicando a simplificagdo geométrica e as coordenadas utilizadas
em nosso modelo. Aproximamos a cripta por uma superficie cilindrica que por
conveniéncia de modelagem computacional “desenrolamos” em um retangulo
com lados periddicos.
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.1 Modelando a Adesao Celular

Cada um dos trés tipos de células citados anteriormente atua em uma regiao
especifica, organizadas em uma hierarquia da parte inferior da cripta até seu topo. Estudos
(KERSHAW et al., 2013), (LEEUWEN et al., 2006) identificaram que a populagao de
células-tronco estao presentes nas regides inferiores da cripta, apresentando uma taxa de
proliferacao limitada. As células-tronco passam por divisdes sucessivas, gerando células
semi-diferenciadas que ocupam as regides intermediarias da cripta. Conforme ascendem na
estrutura, o potencial proliferativo dessas células aumenta até um certo ponto da altura da
cripta e diminui progressivamente. Esse processo culmina na parte superior da cripta, onde
as células alcangcam um destino final, irreversivelmente especializando-se como enterdcitos
absortivos ou células caliciformes secretoras de muco, como destacado por Cheng et al.
em seu estudo (CHENG; LEBLOND, 1974). Nesse cenério, o terco superior da cripta ndo
apresenta atividade mitética significativa. Nesse ambiente, as células atingem o fim de
seu ciclo de vida, prontas para serem eliminadas e descartadas no limen intestinal. O
estudo de Cairnie et al. (CAIRNIE; LAMERTON; STEEL, 1965) corrobora a observagao
da falta de atividade mitética nessa regiao da cripta, destacando a complexidade e a

precisao da regulacao celular nesse microambiente. Dessa forma, baseado na caracteristica
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de que cada tipo de célula esta presente em uma regiao da cripta e considerando uma
populagdo mista de 3 tipos de células, A, B e C representando respectivamente as stem
cells, semi-differentiated cells, e fully differentiated cells, assumimos para esses tipos de
células a hipétese de adesao diferenciada (Capitulo 2, subsecao 2.3.1) como sendo satisfeita.
Assim, é possivel simular um processo que envolve a auto reorganizacao celular na auséncia
de proliferacao e diferenciacao dentro de uma cripta com os modelos CPM e VT. Para
nossas simulagoes embora o nimero total de células em uma unica cripta possa variar
ligeiramente, estudos indicam que em média, uma cripta do intestino humano contém cerca
de 2.000 células (NICOLAS et al., 2007). Apesar disso, por questdoes numéricas praticas o
numero total de células utilizado é de 210 células divididas igualmente entre os 3 tipos,
isso significa que é como se cada célula na nossa simulacdo representasse mais ou menos
10 células em uma cripta humana. A implementacao dos modelos foi realizada utilizando
Python, escolhido devido a sua versatilidade, vasta biblioteca de ferramentas cientificas e
facilidade de integracdo com métodos numéricos e visualizacdo de dados. Isso permitiu
uma abordagem eficiente e flexivel para explorar e analisar os resultados obtidos a partir
das simulagoes. Vamos explorar nas se¢oes seguintes quais estratégias foram adotadas e

quais parametros foram utilizados na implementacao dos modelos.

411 CPM

Dado o dominio €2 da cripta definido como na equagao (4.1) vamos representé-lo
de forma discreta em uma grade (malha) de tamanho 20x42, ou seja, um total de 840
sitios, onde cada célula fisica é representada por um conjunto de 4 sitios com o mesmo
valor de spin (o), que é o indice de célula (para um exemplo ver Tabela 1). Essa escolha foi
feita, pois é um caso que permite ter o nimero total de células (210) divididas igualmente
entre os tipos escolhidos . Uma vez que estamos focados na dindmica celular dentro de
uma cripta e restringindo nossa discussao a um espaco bidimensional, o Hamiltoniano

pode ser definido como:

Ncens

H = Z [a (Ak — A}(;J)>2 + 8 (Ck — CéO))?] + Z J(1(0:),7(0;)) (1 = b5,0,) »  (4.2)
k=1 G.5)

onde o primeiro somatério representa a energia de restricdo de area e perimetro somada
sobre cada célula do sistema, os termos A,(f) e C,EO) denotam a “area alvo” e “perimetro alvo”
especificados para a célula k, respectivamente. Esse parametro pode variar dependendo das
propriedades de cada célula e permite modelar também o crescimento celular. No nosso
modelo, consideramos a area A, de cada célula k dada pela soma da area de todos os sitios
da rede contidos na célula e o perimetro Cj a quantidade de vizinhos com valores de spin
diferentes que cercam cada sitio de uma célula. Os parametros a e § desempenham um

papel crucial na resposta das células as restricoes de area e perimetro. Eles influenciam a
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rapidez com que as células se ajustam a essas restrigoes. O segundo somatoério representa
a energia de adesdo. Para o nosso contexto a notagao (i, j» é utilizada para denotar que
sao sitios vizinhos. O simbolo o; é utilizado para representar o indice da célula que ocupa
a locagao i. A fungao d, ,, ¢ a delta de Kronecker que verifica se os spins sao diferentes, se
forem diferentes contribuem para a energia H caso contrario nao contribuem. O simbolo
7(0) é usado para denotar o “tipo” da célula. A energia de interacao entre células vizinhas

é representada por J(7(0;), 7(0;)).

Tabela 1 — Representacao descritiva da distribui¢ao de células usando o modelo CPM.
Cada um dos sitios da rede com o mesmo indice de célula (indicado por um
nimero) pertence a uma célula especifica. Neste exemplo temos 15 células,
cada uma localizada em 4 sitios e as cores verde, azul e amarelo representam
respectivamente as células: stem, semi-differentiated e fully differentiated.

13 113 |14 | 14 | 15 | 15

Fonte: Elaborado pelo autor

Para assumir que as células exibem adesao diferencial escolhemos especifica-

mente que a energia de interagao J satisfaz a seguinte relagao, (OSBORNE, 2015):

J(A, A) = J(B, B) = J(C,C) < J(A,B) < J(B,C) < J(A,C). (4.3)

Assim, levamos a uma preferéncia na adesao celular, onde as células do mesmo tipo tém

uma preferéncia maior uma pela outra em comparacao com as células de tipos diferentes.
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Para considerar que as células de acordo com seus tipos tém preferéncia em
certas regioes da cripta, acrescentamos ao Hamiltoniano H que sera minimizado ao longo

das etapas de Monte Carlo o termo:

Ncens

Hy= > > wilk) — yr (k) (4.4)
k=1 i(k)

Aqui, H, representa a energia associada a preferéncia das células por regioes
especificas da cripta onde o primeiro somatério é feito sobre todas as células e o segundo
sobre todos os sitios associados a essa célula na rede (notagao i(k)), cada sitio i(k) pode
ser visto como um duplo indice espacial i(k) = (i1(k),i2(k)), onde i;(k) determina a
coordenada espacial horizontal paralela a circunferéncia da cripta e iy(k) aquela vertical
na direcao paralela ao eixo da cripta. A posicao vertical atual do sitio da célula k é dada

por:

‘ A
Yik) = i2(k) Ay + 7@’ (4.5)

Em vez a posicao vertical de preferéncia da célula & é denotada por y,y. Assim, em (4.4)
v é o peso entre estas duas posi¢des no calculo do Hamiltoniano do sistema H + H,., que

serd minimizado ao longo do método de Monte Carlo. Na nossa implementacao, usamos

h
A, = — na equacao (4.5), pois temos 42 sitios ao longo do eixo vertical da cripta. Além

42
disso, P segue a seguinte definicao:

-

éh’ se 7(k)=A

1
Yr(k) = 3 §h’ se 7(k) =B (4.6)

Zh, se (k) =C

\

O modelo CPM é implementado usando o Algoritmo 2 (MMA) apresentado em detalhes

no Capitulo 2. O Hamiltoniano utilizado é:

H= Z J(7(03),7(0;)) (1 - 5@-,%)
g
Ncels

+ kZl [oz (A - AS”)Z +8(C - O,EP))Q] (4.7)
Ncens

+ 0> v (wilk) =y (R)*.
k=1 i(k)

Em suma, podemos escrever um algoritmo geral da nossa implementacao como

no seguinte Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 — Algoritmo CPM Implementagao

1 Crie uma grade de tamanho n x m e para cada sitio dessa grade dé um valor de spin (o)
que depende da quantidade de células que deseja simular e de quantos sitios
representam uma célula. Associe um tipo A, B ou C a cada um dos spins;

2 while H ndo se repete sequidamente por uma quantidade definida de iteragoes do
3 for passo «— 1 to Quantidade de MCS do

4 Processe o Algoritmo 2 que é o Algoritmo de Metropolis Modificado,
considerando o Hamiltoniano H definido em 4.7;

5 end

6 end

A Tabela 2 a seguir apresenta os parametros utilizados na simulacdo, definidos
com base nas necessidades especificas do modelo em estudo, seguindo uma abordagem
semelhante a descrita em (OSBORNE, 2015).

Tabela 2 — Pardmetros do modelo CPM

Parametro ‘ Descricao ‘ Valor
At | Passos de Monte Carlo (MCS) | 1000
T ‘ Temperatura ‘ 1
A©) ‘ Area alvo da célula ‘ 4
c© ‘ Perimetro alvo da célula ‘ 8
«@ ‘ Coef. de deformacao de Area ‘ 2
15} ‘ Coef. de deformacao de Perimetro ‘ 1
¥ ‘ Coef. de deformagao de Posicao ‘ 1.5
J(A,A) = J(B,B) = J(C,C) | Coef. de adesio entre células do mesmo tipo | 0.01
J(A, B) | Coef. de adesdo entre células do tipo Ae B | 0.1
J(A,C) | Cocf. de adesdo entre células do tipo Ae C | 1
J(B,C) | Coef. de adesdo entre células do tipo Be C | 0.5

Fonte: Elaborado pelo autor

Os resultados obtidos da implementagao do Algoritmo 3 usando o Python sao

visualizados na Figura 9.
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Figura 9 — Simulacdo da Adesao diferenciada na cripta coldnica, Modelo CPM.
As células de tipo stem, semi-differentiated e fully differentiated sao represen-
tadas pelas cores: verde, azul e amarelo, respectivamente.
A figura 9(a) representa a configuracao inicial da cripta, as figuras 9(b), 9(c),
9(d), 9(e) e 9(f) é a evolugao da cripta ao longo do tempo, sendo feitas 10, 100,
250, 500 e 1000 iteracoes, respectivamente.

(d) () (f)

Fonte: Elaborado pelo autor



Capitulo 4. Implementacio e Simulagio dos Modelos CPM e VT nas Criptas 55

412 VT

No modelo VT implementado, consideramos, conforme ja mencionado, o domi-
nio retangular € definido em (4.1), com os pardmetros ¢ = 20 e h = 42, como especificado
na se¢ao anterior. As células sao representadas pelas regioes de Voronoi, cujos centros
estao localizados em p,. De acordo com as equagdes (3.11-3.12), a forca de interagao e a

equagao de movimento utilizadas nesta implementacao sao definidas por:

Fu = M(Skl - szz)f)kl (4'8)

e 4 ¢ a constante de rigidez da mola.

e s =R+ R,

Pr = ||pk _pl||~

P € 0 vetor unitario associado a py;.

A lei de equilibrio utilizada é a equagao (3.13), que reescrevemos a seguir:

dpk

=F 4.9
ndt k ( )

e 7 denota uma constante de amortecimento.

o« Fi(t) = Z F,, representa a forca total atuando na célula k no instante de tempo ¢,

leN}
calculada como a soma das forgas Fj; provenientes das interacoes com suas células

vizinhas e adjacentes, denotadas por N.

e N, é o conjunto de células cujos centros compartilham uma aresta com o centro da

célula k£ na Triangulacao de Delaunay.

Para que nao aconteca de que as conexoes entre células em algum momento
deixem de refletir a realidade bioldgica introduzimos um comprimento de corte,r,,q., de
modo que as células mais distantes do que o comprimento de corte nao estejam mais

conectadas. A seguir representaremos Fy, = (fx,, fr,)-
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Para assumir que as células exibem adesao diferencial escolhemos especifica-
mente que para qualquer par de células vizinhas a constante de mola pu, é reduzida por
um fator peqn = 0.1 se as células forem de tipos diferentes. Isso implica que a forca de
interacao é mais intensa entre células do mesmo tipo, resultando em uma preferéncia por

contatos entre essas células mais do que com as de tipos diferentes.

Agora, para considerar as regides em que cada tipo de célula tem preferéncia,
modificamos F} acrescentando a ela o termo —V,U onde definimos U = (y — y(7(k)))?,
sendo y; a coordenada y do ponto gerador da célula k no tempo ¢ e y(7(k)) a regiao em

que as células de acordo com seus tipos tem preferéncia, y(7(k)) é definido como:

1
—h, set(k)=A
6
1
y((k)) =« gh ser(k) =B (4.10)
5
—h, sert(k)=C
L 6
Dessa forma temos que,
dpr
" = Fj + (=ViU) (4.11)

= (fk'lﬁ fk2) + (O’ _Q(yk - yT(k’))
= (frr> fro = 2y — Yr ()

Essa escolha ¢ feita, pois ao definir U como uma diferenga de posigao relacionada
as células, seu gradiente negativo atua como uma forca que age sobre a célula k e faz com
que as células se movam na dire¢do onde a variacao de U é mais negativa, ou seja, onde U
estd diminuindo mais rapidamente. Isso significa que as particulas se deslocardao em direcao
as regioes de preferéncia das células para minimizar a diferenca entre suas posi¢oes atuais
e a posicao das regides de preferéncia. Portanto, é uma estratégia apropriada que contribui

para a compreensao do comportamento das células em relacao as suas preferéncias.

A dindmica do modelo esta relacionada com resolver a equagao (4.11) nu-
mericamente usando o método de Euler explicito. O Algoritmo 4 descreve os passos de

implementacao e a Tabela 3 mostra os parametros utilizados na simulacao.
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Algoritmo 4 — Algoritmo VT Implementagao

1 Dé uma configuracao inicial de posi¢ao para um conjunto de pontos P distribuidos
na cripta e associe um tipo A, B ou C a cada um deles;

2 for passo < 1 to Numero Mdazximo de passos do

3 Gere a a Tesselacao de Voronoi e Triangulagao de Delaunay associadas a P;

4 Encontre os pontos que compartilham arestas na Triangulacao de Delaunay

com tamanho menor ou igual a r,,,, e deixem que sejam vizinhos;

5 Calcule a forca de interagao Fk(t) = Z F,(t) — ViU considerando o firedy
leN},

para os vizinhos de tipos diferentes;

At =
6 | Atualize as posigoes usando o método de Euler, py(t + At) = pp(t) + —F(¢);
n

7 end
Tabela 3 — Parametros do modelo VT
Pardmetros baseados em (OSBORNE et al., 2017).
Parametro ‘ Descricao ‘ Valor
At ‘ Passo de tempo ‘ 0.005
1 ‘ Constante de rigidez da mola ‘ 50
i ‘ Coeficiente de Viscosidade ‘ 1
T ‘ Comprimento de corte ‘ 1.5
Mhredu ‘ Fator de reducao da contaste de rigidez da mola ‘ 0.1

Fonte: Elaborado pelo autor

A Figura 10 abaixo apresenta os resultados obtidos pela implementacao do

Algoritmo 4 em Python.
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Figura 10 — Simulacao da Adesao diferenciada na cripta coloénica, Modelo VT.
As células de tipo stem, semi-differentiated e fully differentiated sao represen-
tadas pelas cores: verde, azul e amarelo, respectivamente.
A figura 10(a) representa a configuragao inicial da cripta, as figuras 10(b),
10(c), 10(d), 10(e) e 10(f) é a evolugao da cripta ao longo do tempo, sendo
feitas 10, 100, 250, 500 e 1000 iteragoes, respectivamente.

(d) (e) (f)

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.1.3 Anadlise e Discussao dos Resultados

Os resultados das simulacoes realizadas tanto no Modelo CPM quanto no
Modelo VT oferecem uma visualizacao detalhada da evolugao celular na cripta colonica ao
longo do tempo. Em ambos os modelos, as células stem, semi-differentiated e fully diffe-
rentiated sao representadas pelas cores verde, azul e amarelo, respectivamente, facilitando

a distin¢ao dos diferentes tipos de células usados na simulagao.

4.1.3.1 Modelo CPM (Cellular Potts Model)

Na simulacao baseada no Modelo CPM (Figura 9), apresentamos a configuragao
inicial da cripta colonica, onde os diferentes tipos celulares sao dispostos de forma alternada,
garantindo que células de um determinado tipo estejam sempre adjacentes a células de
outro tipo, ao longo de toda a estrutura da cripta. Ao longo das interacoes temporais
(Figuras 9(b) a 9(f)), é possivel notar uma redistribuigdo das células a medida que as
adesoes celulares influenciam sua movimentagdo. O aumento no nimero de iteragoes,
especialmente entre 500 e 1000, revela uma dindmica mais estavel nas posi¢oes das células
diferenciadas, indicando que o modelo tende a uma configuragao mais organizada e com

menos movimentacao das células apds certo numero de iteragoes.

4.1.3.2 Modelo VT (Cell-Centre Voronoi Tesselation Model)

A simulagao utilizando o Modelo VT (Figura 10) segue uma estrutura seme-
lhante para a configuracio inicial da cripta colénica. A medida que as iteracoes progridem
(Figuras 10(b) a 10(f)), observa-se uma dinamica de adesao celular um pouco diferente em
comparacao ao Modelo CPM. No VT, as células tendem a manter uma organizacao mais
rigida, resultado da forma como a Tesselacao de Voronoi define as regides de influéncia de
cada célula. O aumento das interacoes reflete uma evolugdo mais suave em comparacao ao
CPM, com uma organizacao celular mais aparente ja nas iteragoes intermediarias (por

volta de 250 interagoes).

4.1.3.3 Comparacdo entre os modelos

A principal diferenga observada entre os modelos é o comportamento das
células ao longo das iteragdes. O Modelo CPM apresenta uma maior movimentacao celular
nas iteragoes iniciais, seguida por uma estabilizacao progressiva. Ja& no Modelo VT, a
organizacao celular se forma de maneira mais rigida e definida desde as primeiras iteracoes,
sugerindo que esse modelo pode impor restri¢oes espaciais mais fortes as células. Ambos os
modelos oferecem informagoes importantes sobre a adesao diferenciada na cripta coldnica,
porém, a escolha entre eles depende do objetivo especifico da simulagao. No caso do
Modelo CPM, observa-se a ocorréncia de fragmentacao celular, que se da principalmente

devido as restrigoes impostas pelas regioes de preferéncia de cada célula. Isso resulta
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em uma distribuicdo nao contigua de partes de uma mesma célula pela cripta, o que
nao corresponde a realidade dos sistemas biologicos, onde as células devem permanecer
conectadas de forma contigua. Por outro lado, o Modelo VT proporciona uma organizagao
espacial mais rigida e controlada, sendo mais adequado para simulacoes que requerem

uma disposicao celular coerente e sem fragmentacoes.
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5 Modelo Celular Hibrido (MCH)

Neste capitulo, descrevemos e implementamos um modelo para a dindmica
celular dentro de uma cripta, que combina um modelo celular discreto com a precisao de
um modelo continuo baseado em um sistema de equacoes diferenciais parciais. O modelo
proposto, denominado Modelo Celular Hibrido (MCH), representa um passo significativo
na compreensao de cendarios de proliferacao celular anormal dentro de uma cripta. Assim
como no Capitulo 4, a cripta é representada por uma superficie cilindrica bidimensional

aberta, €2, conforme ilustrado na Figura 8.

O epitélio do célon realiza uma renovacao completa, operada por um processo
programado que é impulsionado pela cinética celular no interior das criptas, como do-
cumentado em (JOHNSTON et al., 2007), (LEEUWEN et al., 2006). Esse processo de
renovagao ¢ essencial para manter a saude e o funcionamento adequado do colon. Nas
criptas colonicas humanas normais a completa renovacao das células é feita em um periodo
de até 7 dias. Essa renovac¢ao abrange a proliferacao das células, sua vida ao longo das
paredes da cripta em dire¢ao ao topo, e a subsequente apoptose a medida que atingem a
abertura da cripta, finalizando o ciclo celular (FIGUEIREDO et al., 2011). A perturbagao
dessa renovacgao celular pode levar a formacgao de adenomas nas criptas do epitélio do
cblon, o que pode evoluir para cancer (LEEUWEN et al., 2006). Por isso, é importante

entender o cendrio celular e os mecanismos envolvidos nessa renovacao.

Para definir o modelo mateméatico proposto neste trabalho, utilizamos um
modelo continuo espacial seguindo as mesmas ideias de (FIGUEIREDO et al., 2010),
(FIGUEIREDO et al., 2016), (FIGUEIREDO et al., 2011), (FIGUEIREDO et al., 2019) e
(OLIVEIRA; ROMANAZZI, 2022).

5.1 Modelo continuo espacial

O modelo a seguir é descrito por um sistema eliptico-parabdlico de equagoes
diferenciais que analisa a dindmica das células proliferativas nas criptas. Como incognitas
deste modelo nos pontos espacias (x,y) € Q e t € [0, T] temos a densidade celular C(x,y, t)
e a pressao p(z,y,t) exercida entre as células devido a sua atividade mitética. A pressao
induz um deslocamento passivo das células de velocidade v definida pela seguinte lei de

Darcy

v =—EVp (5.1)
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onde £ esta relacionado com a permeabilidade e viscosidade do tecido epitelial e depende
do tipo de cada célula (GREENSPAN;, 1976).

O modelo considera trés tipos de células no dominio da cripta (ver Figura 11):
stem cells, semi-differentiated cells e fully differentiated cells, denotados como A, B e
C, respectivamente. Além disso, supomos que estas células de densidades C'y, Cg e C¢
tem um fluxo difusivo-convectivo de coeficiente de difusdo que pode variar entre os tipos

celulares e de velocidade convectiva definida em (5.1).
Figura 11 — Representacao do dominio €2 de uma cripta obtido como descrito na Figura 8

do Capitulo 4. Em particular o lado I's coincide com o lado I'y, I'; representa
o fundo da cripta e I's o topo da cripta.

Iy

I's Iy

I'y

Fonte: Elaborado pelo autor

Dessa forma, para caracterizar a dinamica celular do célon, adotamos o seguinte

modelo continuo:

(0C
aTA =V - (DaVCya) + V- (£4VpCl)
0Cp

) = = V- (DgVCg)+ V- (£gVpCs) + agCp(1 — Cp) + BapCa — BecCh (5.2)
0Ce

| =V (DeVCe) + V- (€oVpCe) + BcCrp

com condigoes iniciais e de contorno que serao especificadas a seguir nesta secao.

O modelo em consideragao descreve a dindmica da renovagao celular nas criptas
e é representado por equagoes diferenciais parciais. O operador de divergéncia é denotado
por V-, F7 é o operador de derivada parcial em relacao ao tempo e o operador gradiente é

indicado por V.
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No modelo descrito em (5.2), ap representa a taxa de proliferacao das células
do tipo B, Bap € a taxa de diferenciacao de células do tipo A para o tipo B, e 8gc é a taxa
de diferenciacao de células do tipo B para o tipo C. As células que entram em processos
de diferenciacdo, ou seja, as semi-differentiated cells sdo geralmente o resultado de divisoes
assimétricas de stem cells, dando origem a uma stem cells e uma célula comprometida
com a diferenciagdo (NICOLAS et al., 2007), (BACH; RENEHAN; POTTEN, 2000).
Esta hipdtese é utilizada no modelo, justificando a presenca do termo S45C'4 na segunda
equagao do sistema e a omissao desse termo na primeira equagao. Assim, o nimero de
stem cells permanece constante ao longo do tempo no caso normal. E importante frisar
que as fungbes a e § nessa modelagem dependem da posicao da célula em relagao ao eixo

vertical da cripta.

No processo tipico de renovagao celular, a funcao ag aumenta progressivamente
ao longo da altura da cripta até atingir um ponto maximo. Posteriormente, diminui, sendo
nula na parte superior da altura da cripta, (ver Figura 15(a)). Por outro lado, as fungoes
[ possui comportamento inverso, sendo nula na parte inferior da cripta e atingindo valores

significativos no topo, (ver Figuras 15(b) e 15(c)).

Essas taxas proporcionam uma distribuicao preferencial das células proliferativas
na parte inferior da cripta, enquanto as células totalmente diferenciadas sdo predominan-
temente encontradas no topo, conforme documentado em (DRASDO; LOEFFLER, 2001),
(GARBO et al., 2010).

Uma outra suposi¢ao incorporada no modelo diz respeito a relagdo entre os trés
tipos de células no sistema, lembrando que C'4, Cp e C¢ sao densidades volumétricas segue
a hipétese de densidade total C'y + Cp + Ce = 1, essa condigao vale matematicamente,
pois é uma maneira de expressar que as entidades juntas compoem a totalidade do sistema,
e nao ha outras entidades relevantes no contexto considerado. Dessa forma, somando as

trés equagoes em (5.2), obtemos um novo sistema que representa o modelo continuo:

—V - [((€a = &c)Ca + (€8 — &c)CB + &) V] =
V- [(DA — Dc)VCA + (DB — DC)VCB] + aBCB(l — CB) + asCy

oC'
(TtA =V - (DAVCa) + V- (£E4VPCa)
! (5.3)
0Cp
—, =V (DBVC5) + V- (65VpCp)

+OéBCB(1 — CB) + ﬁABCA - BBC’CB

Co=1-C4—Cp
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As seguintes condigbes iniciais e de contorno complementam o sistema (5.3):

Condicoes para p

-

(pressao):

p=0 em I

?;20 em I's e I'y
g;):—gy, gy >0 em Iy

Condigoes para C'y (Densidade de tipo A):

Ca=1 em I}

Ca=0 em Iy

0C 4

%:O em F36F4

[ Ca(z,y,0) = Y

Condigoes para C'z (Densidade de tipo B):

Cg=0 em Iy

Cg=0 em Iy

0Cp

67:0 em I's e I'y

| C(z,y,0) = Cp

(5.6)
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Condigoes para Co (Densidade de tipo C):

(C’CzO em I’y

OC:]. em PQ

oCe

%:0 em F36F4

kCC(I7y70) = Og

O modelo continuo (5.3) descreve matematicamente as interagoes complexas
entre os diferentes tipos de células, levando em consideracao processos de difusao, conveccao,
e reagoes proliferativas. A condigao de densidade total (Cy + Cp + Cc = 1) destaca a
contribuicao coletiva dessas entidades para o comportamento do sistema. Note que, as
condigoes nas fronteiras I's e I'y em (5.4)-(5.7) refletem a periodicidade lateral do dominio,
(ver Figura 11). A condigdo de Neumann sobre a pressao em (5.4) reflete o fato de que,
por meio de medic¢oes biologicas, é possivel determinar a velocidade vertical das células no
topo do orificio das criptas em contato com o limen do célon, permitindo assim fornecer
o termo g,. As condigoes de fronteira no fundo I'; e no topo I'y derivam do fato de que,
em uma cripta normal, células-tronco (tipo A) estdo presentes no fundo, enquanto células

completamente diferenciadas (tipo C) estdo presentes no topo (KERSHAW et al., 2013).

5.2 O Método de Elementos Finitos (FEM)

Na resolucao numérica das equagdes apresentadas no modelo (5.3), adotamos a
abordagem do Método de Elementos Finitos (FEM), uma técnica amplamente utilizada
na solucao de problemas com derivadas parciais, que oferece uma estratégia eficaz para
discretizar os dominios, convertendo as equacoes diferenciais em um sistema de equacoes
algébricas solucionaveis. A compreensao e implementacao do FEM sao fundamentais
para este trabalho, nés seguimos as diretrizes apresentadas em (GOCKENBACH, 2006),
(SOLIN, 2005) e (RINCON; ISHIH, 2013), que fornecem uma visio abrangente e detalhada

deste método.

A escolha do Método de Elementos Finitos é motivada pela sua capacidade de
lidar com diversas geometrias, bem como pela sua versatilidade em adaptar-se a diversas
condi¢oes de contorno. A aplicagao deste método permite a modelagem detalhada do
comportamento espacial e temporal das varidveis envolvidas, como é o caso da densidade

de células nas criptas no nosso contexto.
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O Método de Elementos Finitos divide o dominio do problema em pequenos ele-
mentos geométricos, como triangulos, quadrilateros, tetraedros ou hexaedros, dependendo
da dimensao do problema. Esses elementos sao usados para criar uma malha que cobre
todo o dominio. Dentro de cada elemento, as equagoes diferenciais sao aproximadas por
fungoes simples, conhecidas como fungoes de forma, que descrevem o comportamento da
solucao em termos das variaveis discretizadas. Normalmente se usam func¢oes polinomiais a
tratos, nas nossas simulagoes usamos polinomios lineares a tratos. Em vez de aproximar as
equagoes localmente, o método utiliza uma abordagem global que integra as contribuigoes
de todos os elementos para formar um sistema de equacoes algébricas. Esse sistema ¢é
entao resolvido numericamente para obter uma solucao aproximada para o problema
original. Essa técnica permite a modelagem e analise de sistemas complexos com precisao
e eficiéncia, ajustando a complexidade da malha conforme necessario para alcangar um

equilibrio entre precisao e custo computacional.

No Método de Elementos Finitos (FEM), a abordagem comega pela formulagao
da equagao diferencial na forma fraca, que é uma representagdo mais maleavel e adequada
para a discretizacdo do dominio. A forma fraca, também conhecida como formulagao
variacional, envolve a multiplicagdo da equacao diferencial por uma funcao de teste
e integracao sobre o dominio. Essa manipulagao matematica leva a obtencao de uma
equacao integral, que é mais adequada para a discretizagao utilizando elementos finitos.
Uma das formas de resolver essa equacao integral é empregar o Método de Galerkin que
aproxima a solucao do problema. No Método de Galerkin, as funcoes de teste sao escolhidas
como as funcoes de forma dos elementos finitos, simplificando assim a representacao da
solugdo aproximada. A principal ideia do Método de Galerkin ¢é representar a solugao
do problema como uma combinagao linear das fungoes de forma locais nos elementos,
utilizando coeficientes apropriados para garantir a continuidade e a suavidade ao longo da

malha.

Ao discretizar o dominio em elementos finitos e aplicar o Método de Galerkin,
obtém-se uma representacao aproximada da solucao do problema continuo. Isso gera um
sistema de equacoes algébricas para os coeficientes desconhecidos associados as fungoes
de forma. A solucao final é obtida ao resolver numericamente esse sistema de equagcoes,

fornecendo uma aproximacgao numérica para a solugdo do problema original.

5.2.1 O Método de Elementos Finitos aplicado ao modelo continuo

A estratégia empregada envolve a aplicacao do Método de Elementos Finitos
para resolver cada problema especifico. Nesta secao, apresentaremos o problema aproximado
(Método de Galerkin) associado a cada equagdo do modelo. A formulagdo variacional,
fundamental para a aplicacao do Método de Galerkin, é essencial para a compreensao

do processo. Conforme mencionado anteriormente, no FEM discretiza-se o dominio do
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problema utilizando-se uma malha de elementos finitos, (ver Figura 12). Adotamos algumas
hipéteses simplificadoras, considerando 4 = £ = & = £, de modo que a velocidade
celular gerada pelo gradiente de pressao é independente do tipo. Além disso, assumimos

Dy = Dp = D¢, indicando que o modo difusivo também nao depende do tipo celular.

Figura 12 — Exemplo de uma Malha de Elementos Finitos usando elementos triangulares
que é o caso das nossas implementagoes.

Iy

Iy
Fonte: Elaborado pelo autor

5.2.1.1 Método de Galerkin aplicado a equa¢&o da pressdo em (5.3)

Para iniciar nossa andlise, vamos examinar a primeira equagao do sistema (5.3)
com a condigao de contorno associada (5.4). Lembrando que supomos, {4 = &g = & =&

e Dy =Dp = Dc = D. O problema em questao é apresentado abaixo:

—V - (£Vp) = apCp(1 — Cp) + BapCa

p=0 em I
J (5.8)
@ =0 em Fg e F4
ox
dp

k a—y:—gy, gy >0 em Iy
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Determinando a forma fraca do problema (5.8) no espaco V = {v e H'(Q) |
vlr, = 0}, onde H'(Q) é 0 espacgo de Sobolev das funcdes quadrado integréveis (pertencentes

a L*(Q)) com derivadas que sdo também quadrado integraveis.

Seja v € V', multiplicando por v a primeira equacao de (5.8) e integrando em (2

J —V - ({Vp)vdady = JQBCB(l — Cp)vdrdy + JﬁABCAU dzdy
9) Q @

=>J€Vvadxdy— J (uVp -nds
Q

Toul'gul'y

= JaBCB(l — Cp)vdxdy + JBABCAU dxdy
Q Q

Note que, usando as condigoes de fronteira em (5.4) para p:

J EvVp-nds = ff’qu-nds—i— vaVp-ndS—i— vaVp-nds
FQ l—‘3 F4

Taul'gul'y

=—| &vgyds
1)

Assim, a forma fraca associada ao problema (5.8) pode ser expressa como:

Encontrar p € V tal que, a(p,v) = [(v),V v € V, onde:

a(p,v) = JprVv dxdy
9)
l(v) = fOéBCB(l — Cp)vdady + JﬁABCAU dedy — | &vg,ds (5.9)
Q Q Iy
VveV.

Como a solugao exata do problema fraco reside em um espaco V' de dimensao
infinita, pode ser desafiador encontra-la. Isso leva a necessidade de reformular o problema
(5.9) em um espago aproximado de dimensao finita. O Método de Galerkin possibilita
reescrever o problema (5.9) em uma sequéncia de espacos de dimensao finita V},, onde

.....

o problema aproximado pelo Método de Galerkin é:

Np
Encontrar p, € V}, < V tal que, a(pp,v) = l[(v) ¥V v € V},, onde p;, = Z njP;.
j=1
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Como v € V}, temos:
Ny,
a (Z %5 ¢z‘> =1(d) VgieVy (5.10)
j=1
Usando a linearidade do operador a definido em (5.9):
Ny, Np,
a (Z 77j¢j,¢i> = Z nja(@;, i) = U(ei).
j=1 =1

Isso representa um sistema algébrico de N, equacoes lineares para determinar

os coeficientes 7);.

Em forma matricial, o sistema é:

An=b,
onde:
T l(¢1)
Ay=a@noy, n=| "] b=]|
NNy, l(én,)

Este sistema ¢ resolvido para encontrar os coeficientes 7;, que determinam a

solucao aproximada py, na forma de uma combinacao linear das fungoes de base ¢;.

5.2.1.2 Método de Galerkin aplicado a equagdo de C'y em (5.3)

Agora, passaremos a examinar a segunda equacdo do sistema (5.3) com a
condigao de contorno (5.5) associada. Também supondo §4 =g =éc =& e Dy = Dp =
DC = D:

(0C'4

— =V (DVCA) + V- (£VpCa)

Ca=1 em I}y

1CA=0 em Ty (5.11)
@ =0 e F3 e F4
or

CA(xaya O) = CS!

\
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A forma fraca do problema (5.11) é construida no espaco V = {v e H'(Q) |
U|F17F2 = 0}

Seja v € V', multiplicando por v a primeira equacao de (5.11) e integrando em

f (6; ) vdrdy = JV (DVCa)vdzdy + JV (EVpCy)v dady
9)

= f (%%‘) vdrdy = — J(DVCA)VU dxdy + J DuVCy -nds
Q Q 30Dy
f(fCAVP)VU dxdy + f EvC'AVp - nds
Q Izul'y

E verdade pelas condices nas fronteiras I's, I'y de C4 e da pressdo p que,

f DuvV(Cy - nds-JDUVCA nds—i—vaVCA nds
I'sul'y

=0

f EvCaVp-nds = JfUCAVp ‘nds + f&vC’AVp -nds

F3 UF4 F3 1—‘4

=0

Dessa forma, a formulagao variacional do problema (5.11) é

Encontrar C4 € Hl(Q) de forma que Cy =1 em I'y e Cy = 0 em I'y, tal que:

J(&; )vda:dy—i—a(CA, v) =1v),YveV. (5.12)

Onde,

a(Cy,v) J (DVC4)Vudxdy + J(fCAVp)Vv dxdy
Q Q

O

l(v) =
YveV.

Assim, considerando {¢;} a base de Vj, € V, o problema aproximado pelo

método de Galerkin é:
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Encontrar (7A,h eV, <V tal que, J (6%2’}1) vdr + a(CNZ'A,h, v) =0, YveV,

Q
onde:

Cap = Z n;®;
j=1

E sucessivamente construimos Cy, como Cap = Cap + ¥(y) onde W(y) é
independente do tempo e de x, e atende as seguintes condigoes: ¥ =1 em 'y, ¥ = 0 em

dv

Iy, e e 0 em I'y e I'y, além de satisfazer a(¥,v) = 0. Dessa maneira, garantimos que
X

Cap = (j‘A,h + W(x,y) satisfaga as condigoes de contorno da equagao (5.11) e também o

problema fraco:

P vdedy + a(Cap,v) =0
0 5

Para completar foi utilizado o método de Backward Euler:

1. Discretizacao da derivada temporal usando Backward Euler:

~ L X
dCan _ Cn+ —Chy
~ )

ot At

onde C" é a aproximacgao de C4 no instante de tempo ¢, e At é o tamanho do passo de

tempo.

2. Substituicao no problema variacional:
Coit —Cn
J (AtAh> vdzdy + a(ChHv) =0 YveV,.
Q

3. Rearranjo dos termos:

Multiplicando toda a equacao por At para isolar C;™:

JC”HU dzdy + At - a(CTv) = Jé’ﬁvhv drdy Y veV,. (5.13)
0 by

4. Discretizacao no espago usando fungoes de base:

Assumimos uma expansao de Cy4 nas fungoes de base ¢;:

n+1 n+1
Ah_

Chy= Z 7 o;
j=1
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5. Formulacao do sistema de equacgoes lineares:

Substituindo essas expansoes na equacao (5.13) e utilizando as propriedades

das fungoes de base, obtemos um sistema de equacoes lineares:

n+1
Z 1
j=1 Q

A =a(d;, ) = J(DV%‘ Vo +£6;Vp- Vo) dedy Vi, j=1,2,...,Np.

Np, Np,

6. Montagem da matriz do sistema:
Definimos as matrizes e vetores correspondentes:

- Matriz de massa M:

szfgb]gzﬁldxdy Vi,jzl,Q,...,Nh.
Q

- Matriz de rigidez A:

Q

- Vetores de coeficientes 7" e n™:

Ui

n+1 __ n+1l , n+1 n+117T n o__ n ,n n 17
= [ty R = ntns o,

Assim, o sistema de equacoes lineares para encontrar "' é:

(M + AtA)n"t = Mn".

i dady + At Y i a(gy, b)) = Y7 ngjgbi dedy Yi=1,2,...,Np.
Jj=1 Jj=1 Q

(5.14)

Depois adicionamos a fungao particular ¥ a esta C 4,n Para obter a Cy . Por-

tanto, o método de elementos finitos associado a esse problema é usado para a atualizacao

de U4, em cada passo de tempo.

5.2.1.3 Método de Galerkin aplicado a equacio de C'z em (5.3)

O préximo problema considera a terceira equagao do sistema (5.3) e a condigao

de contorno (5.6) associada. Continuando com {4 =& =§c =& e Dy = D = Do = D.

A principal diferenga em relagdo ao problema anterior é que, neste caso, ndao dispomos de

uma solugao particular para somar a solu¢ao do problema fraco. Em detalhes, a funcao

Cp satisfaz o seguinte sistema:
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(0C'p

W =V- (DVCB) + V- (f’VpC’B) + OéBCB(l — CB) + 5,430,4 — 53003

OB:O em Fl

{CE=0 em I} (5.15)

20
ox

=0 em F3€F4

CB(xv?%O) = C’%

A forma fraca do problema (5.15) é escrita no espaco V = {v € H*(Q) |

v I, = 0}

Seja v € V', multiplicando por v a primeira equacao de (5.15) e integrando em

) obtemos:

f (‘3;3) vdady = J (V- (DVCp))odady + j (V - (€VpCi))v dady

+ J((CYB — Bpc)Cp)vdedy — J(aBC%)v dxdy + J(BABCA)U dxdy
) 0 0

.
= J (566;3) vdxdy = — [ (DVCp)Voudzdy + J DuVCpg-nds
Q ;2 F3u1—‘4
f‘
— | (€gCEVp)Vudrdy + f EpvCpVp - nds
6 I'suly
N
+ | ((ap — Bpc)Cp)v dxdy — J(QBCJQB)U dxdy + J(ﬁABCA)U dxdy
J
Q Q 0

Perceba que, pelas condi¢oes nas fronteiras I's, I'y de C'g e da pressao p:

J DuvVCg-nds = JD’UVCB -nds + JDUVCB -nds
F3UF4 F3 I‘4

=0

J EvCpVp-nds = JévC’BVp -nds + f{UC’BVp -nds
F3UF4 F3 1—‘4

=0
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A forma fraca associada ao problema (5.15) é: Encontrar Cg € V' tal que:

J(ﬁgf)vdxdy—i—a(CB,v) =Il(v),YveV. (5.16)
0

Onde,

a(Cp,v) = J(DVCB)VU dxdy + f({CBVp)Vv dxdy
Q Q

- J((@B — Bpc)Cp)v drdy + J(QBC%)U dxdy
9 iy

l(v) = f(ﬁABCA)U dxdy
Q
YoveV.

Assim, considerando {¢;} a base de V,, < V, o problema aproximado pelo

método de Galerkin é: Encontrar Cpj € V, < V tal que:

Np,
J <aC£h> vdxdy + a(Cpp,v) = 1(v),Y v € Vj, onde Cpy, = Z 0,

j=1

Observamos que o problema acima é nio linear pela presenca de C%, entdo

algum processo numérico tem de ser implementado. Para lidar com essa nao linearidade,

definimos a,(Cpp, w,v) da seguinte forma: an(Cpp, w,v) é igual a a(Cpp,v), com a

diferenca de que a integral ozBC%’hwdxdy ¢ substituida por | apCpy - vwdrdy. Assim,
Q

Q
o problema aproximado resulta em: dada a aproximacao C} ,, encontrar Cpy € Vj, tal que

oC
J af,hvdxdy + an(Ch p, Cgh,v) = l(v), YveV,
Q

onde Cg ), € Vj, ¢ uma outra aproximacao de Cpp. A especificagao desta funcao discreta

auxiliar é mais clara quando discretizamos a derivada temporal como segue.

1. Discretizacao da derivada temporal usando Backward Euler:

n+1 n
dCpn _Cpr —Cha

ot At ’

onde C} ¢ a aproximagao de C'p no instante de tempo ¢, e At é o tamanho do passo de

tempo.

2. Substituicao na equagao variacional:

Con —Cha nl om N
N vdrdy + an(Cgh, , Cppyv) =1(v) Yvel,.
o
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3. Rearranjo dos termos:

Multiplicando toda a equacdo por At para isolar Cx™:

JC']Z?U dady + At - ap(CHh Chpv JC’gvhv dedy + At -l(v) YveV,  (5.17)

4. Discretizagao no espacgo usando fungoes de base:

Assumimos uma expansao de C'p nas funcoes de base ¢;:

n+1 n+1
Bh —277] ®;

B = Z 77?%‘
j=1

5. Formulacao do sistema de equagoes lineares:

Substituindo essas expansoes na equacao (5.17) e utilizando as propriedades

das fungoes de base, obtemos um sistema de equagoes lineares:

j mdcsdyMthnﬂ j,an@k, anfmdxdwm-z(@),

Vi=1,2...,N,.

6. Montagem da matriz do sistema:
Definimos as matrizes e vetores correspondentes:

- Matriz de massa M:

Mljzf¢]¢ld$dy Vi,j=1,2,...,Nh.

- Matriz de rigidez A:

Np,
= a(¢;, i) = J(DBv¢i'v¢j_§B¢iv])'v¢j+(aB_5BC)¢i¢j_an)iq)j Z N ®r) drdy
0 =1
Viji=12. . N,

- Vetores de coeficientes 7"t e n™:

= [t = s ]
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- Vetor do lado direito b:

bi = 1(6) = [(BanCordedy ¥i=12..... .
Q

Assim, o sistema de equacoes lineares para encontrar "' é:

(M + AtA)y™ = My + Atb. (5.18)

Portanto, o método de elementos finitos associado a esse problema que é usado
para a atualizacao de Cp ) em cada passo de tempo estéd relacionado a resolver o sistema

de equagoes lineares (5.18).

5.2.1.4 Determinacdo de C¢ a partir de C'y e Cp

Em nossa implementacao, determinamos diretamente C¢ a partir do conheci-
mento de C'y e C'g, uma vez que assumimos que Cy + Cg + Cc = 1. Assim, apds obter as

aproximacoes Cy, € Cpp, podemos calcular a aproximagao de C¢ como:
Con=1-Cyp—Cpy (5.19)

5.3 O Software FEniCS

O modelo proposto neste trabalho utiliza o FEniCS para resolver as equagoes
governantes. O FEniCS representa uma iniciativa notavel no campo da simulagao numérica,
fornecendo uma plataforma flexivel e poderosa para a resolucao de problemas modelados

por meio do Método de Elementos Finitos.

FEniCS, uma abreviacao para “Finite Element Computational Software”, tem
como objetivo simplificar o processo de implementacao e solugdo de problemas governados
por equagoes diferenciais, oferecendo uma biblioteca de software de cddigo aberto, acessivel
e eficiente para a comunidade cientifica. Sua caracteristica distintiva é a abordagem baseada
em linguagem de alto nivel, como Python, que permite aos pesquisadores expressar e

resolver problemas complexos de maneira concisa e intuitiva.

A utilizacdo do FEniCS no contexto deste trabalho simplifica a implementacao
de problemas complexos, permitindo que as equacoes diferenciais sejam expressas em
sua formulacdo variacional.. Isso facilita a tradugao direta dos modelos matematicos
para c6digo computacional. A flexibilidade do FEniCS destaca-se na capacidade de lidar
com geometrias complexas e condigoes de contorno variadas, tornando-o uma ferramenta

versatil para uma ampla gama de aplicagoes.

Além disso, o FEniCS é capaz de lidar tanto com problemas transientes quanto

estacionarios, oferecendo métodos robustos para a solucdo de sistemas lineares e nao
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lineares. A comunidade em torno do projeto contribui para seu desenvolvimento continuo,
proporcionando atualizagoes, correcoes e extensoes, promovendo um ambiente colabo-
rativo e dindmico. Todas as informacoes a respeito do uso do FEniCS utilizadas aqui
foram retiradas do site do projeto https://fenicsproject.org e dos tutoriais disponiveis em
(LANGTANGEN; LOGG, 2017) e (LOGG; MARDAL; WELLS, 2011).

5.4 Descricao do Modelo Celular Hibrido e determinacdo dos para-

metros do modelo

Nesta secao, apresentamos uma descri¢cao detalhada do Modelo Celular Hibrido

(MCH), destacando os procedimentos fundamentais que orientam a simulagao.

A partir da anélise de dados bibliograficos obtidos de medigoes bioldgicas reais,
deduzimos o pardmetro de permeabilidade/viscosidade £, a taxas de proliferacido ap e as
de diferenciacao Sag, Bpc. As medigoes biologicas usadas no caso de uma cripta normal
sao a velocidade g, no topo da cripta, a taxa de proliferagao ap ao longo do eixo vertical
da cripta. Além disso, observou-se uma uniformidade na dindmica celular ao longo da
direcdo x, o que levou a definicdo dos parametros de proliferacao ap e diferenciacao Bap,
Bec, bem como das condi¢oes iniciais, considerando apenas a variavel y. Também foi
constatado que as células-tronco permanecem fixas na base da cripta e que a distribuigao
celular, em condigoes normais, segue as equagoes (5.23), (5.24) e (5.25), que respeitam
o fato de que no fundo da cripta (y < h/6) existem apenas células-tronco; no meio,
predominam as células semidiferenciadas; e no topo (y > h/6), as células completamente
diferenciadas dominam a regiao. No que diz respeito ao coeficiente de difusdo, como nao
havia informagoes especificas disponiveis, foi atribuido arbitrariamente o valor D = 1,

independentemente do tipo celular.

O dominio Q < R? utilizado no MCH é dimensionado espacialmente com base
nas dimensoes celulares (altura e largura de cada célula), onde cada célula é representada
como um quadrado de tamanho uniforme, independentemente de seu tipo. A unidade
temporal adotada no modelo MCH ¢ a hora, o que permite uma interpretacao direta dos

fenomenos bioldgicos ao longo do tempo.

Conhecendo as fungoes ap(y), fas(y), Bec(y), {(y) e as condigoes iniciais para
Ca(z,y), Cp(x,y), Co(x,y), o dominio €, o coeficiente de difusdo D e tendo escolhido a
malha e o espaco V}, associado, estamos preparados para resolver os problemas continuos
(5.8), (5.11), (5.15) e (5.19), utilizando o método de elementos finitos de Galerkin. Com isso,
obtemos as solugbes aproximadas para p, Cy, Cg e C¢ no instante de tempo corrente. A
proxima etapa envolve a integracao dessas solugoes continuas com a representacao discreta
das células. Para isso, utilizamos o modelo de Tesselacao de Voronoi (VT) apresentado no

Capitulo anterior. Assumimos que as células estao bem distribuidas no dominio da cripta.


http://fenicsproject.org/
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Esta distribuicao é representada por um conjunto de pontos geradores do VT. Cada ponto
gerador corresponde ao centro de uma célula no modelo discreto. O algoritmo a seguir
descreve o procedimento para transferir as informagoes de densidades celulares do modelo

continuo para o modelo celular VT.

Algoritmo 5 — Integracao Continuo-Celular

1 Considere todos os pontos geradores do modelo VT dados por pr = (2, yx)-

Se Ca(pr) # Cr(pPr) # Co(pr) € Cr(pr) = max{Ca(pr); Cs(pr); Cc(pk)} entao
dé o tipo T a célula com centro p,. Por exemplo se for

[

max{Ca(pr); Cs(pr); Co(pr)} = Ca(pr) entdo a célula com centro em (py) é do
tipo A.

w

h
Se Ca(pr) = Cp(pr) > Co(pk), atribua o tipo A se yp < 3 Caso contrario,
atribua o tipo B.

I

2h
Se Cp(pr) = Cc(pr) > Ca(pk), atribua o tipo B se y;, < 3 caso contrario,
atribua o tipo C.

(S}

h
Se Ca(pr) = Co(pr) > Cp(pk), atribua o tipo A se y; < 5 Caso contrario,
atribua o tipo C.
A partir dessa configuracao dos tipos celulares implementamos o modelo VT

usando o Algoritmo 4, onde a adesao celular vai determinar como as células interagem.

Da configuragao atual da cripta no modelo VT, determinamos as densidades
continuas Cy, Cg e C¢ para utiliza-las como novas condic¢oes iniciais. Para isso, utilizamos
o dominio da cripta, que é discretizado em uma malha de elementos finitos (ver Figura
13(a)). Os nés dessa malha sdo representados como o centro de um quadrado que representa
a regiao ao redor de cada n6. Consideramos este quadrado como a unidade de medida de
densidade para cada tipo celular no modelo VT (ver Figura 13(b)). E importante observar
que os nés da malha nao sdo necessariamente os centros celulares px. O Algoritmo de

Integragao Celular-Continuo (Algoritmo 6) descreve esta nova fase.
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Algoritmo 6 — Integracao Celular-Continuo

1 Determine os quadrados nés (z;,y;) da malha de elementos finitos .
2 Usando as células no modelo VT define-se a densidade nos nés da malha de

elementos finitos: ; ) '
Somatorio das areas das células VT de tipo A

C TiyYj) = =
a1, 5) Area do quadrado
Somatorio das areas das células VT de tipo B
CB (xiu y]) = A
rea do quadrado
Somatorio das areas das células VT de tipo C
Co(wi,y5) = :

Area do quadrado
Obs: O calculo é feito para todos os (z;,y;) nés da malha. Para considerar a

periodicidade do dominio os nds da esquerda e direita devem ter o mesmo valor
de Cy, Cp e C¢. Para isso, basta considerar a soma das areas de cada célula
dentro do quadrado de cada né e dividir pela Area do quadrado, considerando os
dois lados. E importante destacar que o quadrado, nesse contexto, sempre

representa uma regiao contida no dominio da cripta.

Figura 13 — Figura 13(a) Malha de elementos Finitos e 13(b) Representagao Grafica da
interface entre os nés da malha de elementos finitos e as regides celulares na
geometria do modelo VT. Os nés da malha na figura 13(a) sdo os centros dos
quadrados na figura 13(b), que sdo usados no Algoritmo 6 para determinar os
valores das densidades continuas.

AMAY]
VWY
AAVY]

A

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, dada uma certa configuracdo do modelo VT verificamos como a densi-
dade celular de cada tipo é distribuida com base nos nés da malha de elementos finitos.

Uma vez feito isso e interpolando esse resultado no espaco de fung¢oes V), considerado,
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teremos novos valores de densidade C4, Cp, C¢ no instante de tempo corrente. Com
isso, usando esses valores determinados podemos implementar mais um passo do modelo
continuo resolvendo os problemas (5.8), (5.11), (5.15), (5.19) e continuar todos os processos
por um periodo de tempo suficientemente desejado. O Algoritmo a seguir resume o que foi

descrito a respeito do Modelo Hibrido.
Algoritmo 7 — O Modelo Celular Hibrido (MCH)

1 Inputs:

Discretizacao do dominio {2 em uma malha de elementos finitos.

N

w

Ntmero de passos no tempo N, .

4 Condigoes iniciais C'a(x,y,0), Cp(z,y,0), Cc(x,y,0).

5 Fungoes invariantes no tempo: ag, Bag, Brc, &, D.

6 O Espaco de fungoes V},.

7 for n <1 to V;, do

8 Resolva os problemas formulados em 5.2.1.1, 5.2.1.2, 5.2.1.3 ¢ 5.2.1.4
determinando Cy(z;, y;,t"), Cp(zi,y;,t"), Co(xi, v, t") .

9 Chame o Algoritmo de Integragdo Continuo-Celular (Algoritmo 5)
10 Chame o Algoritmo VT Implementagdo (Algoritmo 4).

11 Chame o Algoritmo de Integragao Celular-Continuo (Algoritmo 6).

12 Defina os resultados da linha anterior como novos valores para Cy(z;, y;,t"),
Cp(wi,y;,t"), Co(zi, y;,t").

13 end

5.5 Simulagcdes do Modelo Celular Hibrido (MCH)

Nesta se¢ao, apresentamos as simulagoes realizadas utilizando o modelo hibrido
proposto. As simulagoes tém como objetivo demonstrar o funcionamento do modelo
nos cenarios de condi¢des normais de proliferacdo e condigoes anormais dentro de uma
cripta. Ao longo das simulagoes, foram consideradas algumas hipdteses, ajustados diversos
parametros e variaveis, permitindo uma andlise abrangente do comportamento do modelo
nessas situacoes. Os resultados levam em consideracao também as hipoteses do modelo

discreto VT apresentadas nesse trabalho.

O objetivo é simular a dindmica celular dentro de uma cripta do epitélio do
c6lon humano, utilizando dados que se aproximam ao maximo das caracteristicas de uma
cripta humana real. Segundo Guebel e Torres (GUEBEL; TORRES, 2008), as células de
uma cripta do c6lon humano possuem, em média, largura e altura de 5.9um. Além disso,
de acordo com Baker (BAKER et al., 2014), criptas normais apresentam entre 23 e 24
células na circunferéncia, enquanto Bernstein (BERNSTEIN et al., 2010) menciona que

criptas tém entre 75 e 110 células ao longo de sua altura.
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Para traduzir esses dados para o nosso modelo, utilizamos uma cripta cilindrica

de circunferéncia (ou base da cripta ver Figuras 8, 11) de comprimento 23-5.9 = 135.7um na

(75 + 110)

base da cripta. Para a altura consideramos a média = 92.5 células resultando

em 92.5-5.9 = 545.75um. Dessa forma, a relagao entre altura e a base da cripta é
545.75

135.7

Uma possivel dimensionalizacao da cripta retangular € é usar uma base b = 23
células e uma altura de h = 92 células. Essa cripta vai conter entdo 2116 células inteiras.
No entanto, para poder limitar o custo computacional da implementa¢ao do modelo
hibrido vamos representar cada célula V'I' como um conjunto de 9 células aglomeradas
bidimensionalmente na estrutura 3x3. Assim, vamos ter no modelo VT, 8 células na base
e 30 na altura, ja que 2 =8e % = 30. Logo usamos b = 8 e h = 30 como dimensoes
do dominio Q = [0,b] x [0, h]. Observe que, na nossa implementacao do modelo MCH,
a unidade de medida no espaco ¢ a dimensao de uma célula VT, a qual corresponde a

dimensao de trés células reais.

5.5.1 Caso Normal

Neste pardgrafo, consideramos e simulamos um caso que representa um cenario
de proliferacdo normal das células em uma cripta. A hipodtese inicial é que a taxa de
proliferacao das células semi-diferenciadas, definida por ap, é descrita por uma funcao
continua ao longo da altura da cripta. Esta funcao foi deduzida através de uma analise
detalhada das informagoes, conforme figura presente no artigo (POTTEN et al., 1992,

p.75). Observa-se que esta taxa no artigo de Potten atinge o seu maximo aproximadamente
1

29.9
1
aproximadamente ayg = —. Com base na figura do artigo, deduz-se a seguinte expressao

em y = 3 alcancando um valor préximo a ay = e o seu valor na base (y = 0) é

analitica para a taxa de proliferacdo, ap = ap(y), (ver Figura 15(a)).

-

h
—a1y2+a2y+a0 se 0<y<g
R\ > h 2h
ag = 4 — - — —<y< — 5.20
B{ag(y5)+a4865y3 (5.20)
2h
a5(y—h)2 se §<y<h
\

Analisando ainda o grafico de Potten et al. (1992, p.75), em y = 3 é possivel estimar o

valor da fun¢do apg nesse ponto como a metade do valor em y = 0. Portanto, podemos

2h 0
dizer que para nosso modelo, ap () = 0632( ) = %. Entao,

3

2h 2 Qo 9@0
Gl M) T T BT g
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Supondo a continuidade da fun¢do ap em y = 2/3h obtemos:

B hN (Y
&33 5 a4—a53

0y~ (4)’
2
@

Agora resta determinar os parametros a; e as. Observe que agp

= —ay’ +
asy + ap descreve uma pardbola céncava em [0, h/5] (com a; > 0), e, para garantir que

essa parabola atinja seu ponto maximo em y = h/5, impomos a seguinte condigao:

h h h
a’y <5> = —2a16 +as=0=as =2a, (5> (5.21)

Agora, impondo que o maximo valor de ag é ay4:

ap (Z) = —a (2)2 + as (Z) + ag = ay (5.22)

Assim, usando o que foi encontrado nas equagoes (5.21) e (5.22):

— h 2_|_2 ﬁ 2+ = ﬁ 2+ —
aq 5 aq 5 ag = aq 5 ag = Qg

que implica na seguinte relacao:

a4 — Qg
ap = 3
h
(5)
E assim,
2 —
g = (a4 — ao)

Outra hipotese utilizada diz respeito as densidades iniciais, que sao expressas
pelas densidades tedricas normais escolhidas como:

(5.23)
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(3 h
—y se 0<y< <
h h 32h
Cp(z,y,0) =<1 se 3 <y < £ (5.24)
] 3 2h - 2h
EANE v=73
2h
0 se 0<y < 3
2% (5.25)

C’C(x,y,O): 3 ( 2h
h

y_3> vz

Definimos f4p5 como uma fungao continua descrita em (5.26). Essa expressao
analitica é fundamentada na observagao de que as células-tronco no célon humano comple-
tam um ciclo celular em aproximadamente uma semana e que a maior diferenciacao ocorre
a um tergo da altura da cripta, ou seja, em y = h/3 (NICOLAS et al., 2007). Daqui dedu-

zimos que fSap = em [1/horas|. Para fpc é estabelecida a relacao descrita

24-7 _ 168
na equacao (5.27), a qual busca descrever que a taxa aumenta conforme ascendemos na
cripta, alcancando seu valor maximo de sempre uma diferenciagdo por semana no topo da
cripta (y = h). Os graficos correspondentes a essas taxas de diferenciagao sao apresentados

nas Figuras 15(b) e 15(c), respectivamente.

0 se Yy < Z
6 h h h
— = —<y< - 2
Bap(z,y) = 4 168h (h 6) se 6 Y 3 (5.26)
1 S h
L 168 Y=g
2h
0 se 0<y < 5
Bpc(x,y) = 3 o 2% (5.27)
wsn\Y "3 ) V- T
op

Ainda precisamos definir o valor de —{— = g, que representa a velocidade na

fronteira superior do dominio o qual chamamos gg Vtops (Vtop = Gy). SUPOIMOS (uUe essa
velocidade seja sempre na direcao da altura (diregao y), isso porque na situa¢ao normal
a velocidade das células é direcionada verticalmente do fundo para o topo da cripta, e
tem o seu valor maximo no topo. Por isso vamos trabalhar com ¢ = £(y). Tomando como

referéncia (POTTEN et al., 1992) podemos estimar a velocidade no topo como 1 posigao



Capitulo 5. Modelo Celular Hibrido (MCH) 84

celular /hora, que equivale a 1 altura de célula/hora. Considerando que na dire¢ao y no
nosso modelo temos 3 células representadas em cada grupo de 9, vamos adotar vy, = =

d
Dessa forma, uma possivel escolha para & que satisfaca —¢& (y)d—p = 1/3 no topo da cripta,
Y

e que ao mesmo tempo assegure um comportamento crescente para a velocidade, é:

3 (5.28)

A seguir é representada graficamente a ¢ usada no nosso modelo MCH.

Figura 14 — Representacao Grafica da funcgao &.
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Fonte: Elaborado pelo autor

A Tabela 4 a seguir apresenta os valores dos pardmetros constantes usados na

implementagao do MCH:
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Tabela 4 — Outros parametros do modelo Hibrido.

‘ Continuo ‘
Parametro ‘ Descrigao ‘ Valor
N, ‘ Numero de iteragoes no continuo ‘ 100
A, ‘ Tamanho dos elementos finitos na dire¢ao x ‘ 0.2
Ay ‘ Tamanho dos elementos finitos na direcao y ‘ 0.3
At, ‘ Passo de tempo no continuo ‘ 0.01
D ‘ Coeficiente de difusao ‘ 1.0
‘ Discreto ‘
Parametro ‘ Descrigao ‘ Valor
Ny, ‘ Numero de iteragoes no discreto ‘ 100
Aty ‘ Passo de tempo no discreto ‘ 0.005
1 ‘ Constante da mola ‘ 50
i ‘ Coeficiente de Viscosidade ‘ 1
T ‘ Comprimento de corte ‘ 1.5
hredu ‘ Constante da mola ‘ 0.1

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 15 — Representacao grafica das funcoes: ap, Sap, Osc
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Figura 16 — Resultados da simulacao do Caso Normal. Os resultados a seguir estao or-
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ganizadas da seguinte forma: As figuras (a), (b), (¢), (d) e (e) representam
respectivamente, as condicoes iniciais para C'y, Cp, C¢, o resultado da pressao
p e a velocidade v no tempo inicial, ¢t = 0. A partir desses dados iniciais o
modelo Hibrido inicia todo o seu processo, onde o resultado final é descrito
nas figuras (f), (g), (h), (i) e (j) que s@o respectivamente Cy, Cp, C¢, 0
resultado da pressao p e velocidade v no tempo final, t = 1 hora. O Modelo
Hibrido realiza um total de 100 iteracoes, sendo que a cada passagem no
dominio discreto, sao realizadas 100 iteragoes no VT. Ao final, é apresentado
a representacgao final no VT das células na figura (k), onde as células de tipo
stem, semi-differentiated e fully differentiated sao representadas pelas cores:
verde, azul e amarelo, respectivamente.
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(k)

Fonte: Elaborado pelo autor

Os resultados obtidos corroboram a validagao do modelo, demonstrando que
pode representar adequadamente a proliferagao celular em uma cripta sem anormalidades.
Durante as interagoes observadas ao longo do tempo, nao se verificaram mudancas significa-
tivas nos padroes de dinamica celular, o que era de se esperar em um cenario normal. Este
comportamento estd alinhado com o pressuposto de que, em condi¢oes normais, as células
em uma cripta proliferam de maneira estavel e regulada, mantendo um equilibrio homeos-
tatico. As células-tronco localizadas na base da cripta se dividem, gerando novas células
que gradualmente migram para cima, diferenciam-se e, eventualmente, sdo descartadas
na superficie. Este ciclo continuo de renovacao celular é essencial para a manutencao da
integridade e fun¢ao do tecido. No caso especifico da velocidade, as oscilagoes observadas
nas Figuras (e) e (j) sdo inevitdveis a menos que se utilize um refinamento muito mais
significativo. Essas oscilagoes sao um reflexo da alta rigidez da pressao, note na figura (i)
o alto valor do gradiente da pressao perto da base da cripta, indicando que a resolugao
atual da malha nao é suficientemente refinada para capturar suavemente as variagoes
de velocidade. Embora um refinamento mais detalhado da malha permitisse obter uma
representacao mais precisa da velocidade e eliminasse essas oscilagoes indesejadas, as
limitagoes computacionais encontradas impedem a realizacao desse refinamento acoplado

a0 nosso Modelo Hibrido.

Portanto, os resultados nao apenas validam o modelo para condigoes normais,
mas também proporcionam um fundamento sélido para investigacoes futuras. A confirma-
¢ao de que nao ha anormalidades em um cenario controlado é um passo essencial para
garantir que qualquer alteragao observada em simulagoes subsequentes possa ser atribuida

com confianca aos fatores experimentais introduzidos, e em geral nao ha falhas no modelo.
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5.5.2 Casos Anormais

E importante destacar que as anormalidades podem surgir de diferentes formas
ao longo de uma cripta do célon. Essas anormalidades podem se manifestar como alteragoes
benignas, pré-cancerigenas ou malignas. Embora existam teorias e fatores de risco bem
documentados, a origem exata dessas anormalidades muitas vezes permanece desconhecida,

o que torna o estudo e a vigilancia continuos essenciais (SAWICKI et al., 2021).

Neste contexto, nosso objetivo foi simular anormalidades especificas, impostas
modificando a velocidade das células, a taxa de proliferacdo ap e as condigoes iniciais
Cy, Cpg, Cc. Para garantir a precisao da simulagao e isolar o impacto dessas varidveis,
mantivemos constantes todas as outras hipdteses e parametros em relagdo ao caso normal.
Essa abordagem nos permite observar diretamente como essas alteracoes influenciam o

comportamento global das células na cripta.

Ao focar exclusivamente na variacdo de ap e na velocidade celular, podemos
investigar como essas mudancas contribuem para o desenvolvimento de anormalidades.
Essa abordagem pode nos ajudar a entender melhor os mecanismos subjacentes ao cres-
cimento celular descontrolado e ao surgimento de lesdes pré-cancerigenas ou malignas.
Tal compreensao ¢ fundamental para o desenvolvimento de estratégias de prevencao e

tratamento mais eficazes.

5.5.2.1 Anormalidade 1 - Mudanca na taxa de proliferacdo ap e velocidade celular

Nesta se¢ao, investigamos os efeitos de uma anormalidade especifica na cripta
do colon, onde tanto a taxa de proliferacao celular, ag, quanto a velocidade celular no topo
da cripta sdo aumentadas significativamente. Especificamente, consideramos um cenario

em que a fungdo ap é aumentada em 5 unidades em todos os seus pontos (ver Figura 19),

e a velocidade no topo da cripta ¢ aumentada em 5 vezes, resultando em v, = 3

Figura 19 — Representacao grafica de ap
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Figura 20 — Resultados da simulacao do Caso Anormal 1. Os resultados a seguir estao
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Pressure

organizadas da seguinte forma: As figuras (a), (b), (¢), (d) e (e) representam
respectivamente, as condicoes iniciais para C'y, Cp, C¢, o resultado da pressao
p e a velocidade v no tempo inicial, ¢t = 0. A partir desses dados iniciais o
modelo Hibrido inicia todo o seu processo, onde o resultado final é descrito
nas figuras (f), (g), (h), (i) e (j) que s@o respectivamente Cy, Cp, C¢, 0
resultado da pressao p e velocidade v no tempo final, t = 1 hora. O Modelo
Hibrido realiza um total de 100 iteracoes, sendo que a cada passagem no
dominio discreto, sao realizadas 100 iteragoes no VT. Ao final, é apresentado
a representacgao final no VT das células na figura (k), onde as células de tipo
stem, semi-differentiated e fully differentiated sao representadas pelas cores:
verde, azul e amarelo, respectivamente.
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(k)

Fonte: Elaborado pelo autor

A modificacao da taxa de proliferagdo ag, com o aumento de 5 unidades acima
dos niveis do caso normal em todos os pontos, implica em uma proliferacao celular mais
intensa. As células semi-diferenciadas, que sao diretamente afetadas por apg, comegam a se
dividir a uma taxa muito maior, resultando em uma produgao excessiva de células. Esse
aumento significativo na proliferacao cria uma pressao adicional dentro da cripta, levando

a uma maior necessidade de migracao celular para acomodar as novas células.

O descontrole na taxa de proliferagao, que resulta do aumento de ap, provoca
uma maior pressao dentro da cripta. Este aumento de pressao, por sua vez, altera a
velocidade celular. A combinacao de uma alta taxa de proliferacao e uma velocidade
celular aumentada pode resultar em um crescimento descontrolado e na formacao de
lesoes pré-cancerigenas ou malignas. Entender essas dinamicas é crucial para desenvolver
estratégias de prevencao e tratamento mais eficazes para doencas relacionadas a cripta do

c6lon, como o cancer colorretal.

Portanto, a simulagdo revelou claramente o impacto dessas alteracoes. Ao

aumentar significativamente ap, foi observada uma proliferacao exacerbada das células
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semi-diferenciadas, indicando um desvio do comportamento normal. Este resultado sugere
que a modificacao de ag pode ser um fator determinante na formacao de anormalidades
dentro da cripta, corroborando a hipdtese de que o controle preciso da taxa de proliferacao

¢é crucial para a manutencao da homeostase tecidual.

5.5.2.2 Anormalidade 2 - Modificacdo do Input das condicdes iniciais C4 e Cp

Neste novo cendrio, propomos uma mudanca significativa em relacao ao nosso
modelo padrao, ajustando as condicoes iniciais das densidades C'y e Cpg. Para Cy4, a
densidade inicial é configurada de modo que ha a presenca das células-tronco na regiao do
meio da cripta, contrariando o padrao normal onde elas sdo tipicamente encontradas na
base. Quanto a Cp, sua densidade inicial é ajustada para indicar a auséncia de células
semi-diferenciadas nessa regidao. Essas configuragoes visa investigar os efeitos de uma
concentragao inicial elevada de células-tronco em uma localizacao atipica e a falta de

células semi-diferenciadas na dindmica celular, proliferacao e diferenciacao dentro da cripta.

( 3 h
1—Ey se 0<y<§
0 Seé<y<ﬁ—1
2
Caly) = < P L (5.29)
0 se —+1<y<h
\ 2
(3 h
-~y se 0<y<—
h h 3h
1 se g<’y<2—1
h
2h
1 —+1<y<—
se 2+ Y 3
] 3 2h 2h
ERANE V=73
2h
se Ogysg
o, (5.31)
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Figura 23 — Resultados da simulacao do Caso Anormal 2. Os resultados a seguir estao

A initial

L=

Pressure

organizadas da seguinte forma: As figuras (a), (b), (¢), (d) e (e) representam
respectivamente, as condicoes iniciais para C'y, Cp, C¢, o resultado da pressao
p e a velocidade v no tempo inicial, ¢t = 0. A partir desses dados iniciais o
modelo Hibrido inicia todo o seu processo, onde o resultado final é descrito
nas figuras (f), (g), (h), (i) e (j) que s@o respectivamente Cy, Cp, C¢, 0
resultado da pressao p e velocidade v no tempo final, t = 1 hora. O Modelo
Hibrido realiza um total de 100 iteracoes, sendo que a cada passagem no
dominio discreto, sao realizadas 100 iteragoes no VT. Ao final, é apresentado
a representacgao final no VT das células na figura (k), onde as células de tipo
stem, semi-differentiated e fully differentiated sao representadas pelas cores:
verde, azul e amarelo, respectivamente.
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(k)

Fonte: Elaborado pelo autor

A observacao da persisténcia da anormalidade ao longo do tempo nos resultados
¢ crucial para compreender como condigoes iniciais nao convencionais podem impactar
a dinamica celular. Os resultados sugerem que as células-tronco, uma vez posicionadas
de forma andémala, podem manter essa posicao devido as interagoes complexas com seu
ambiente microscopico e as respostas adaptativas das células circundantes. Além disso,
a persisténcia da anormalidade pode indicar uma resposta adaptativa insuficiente do
tecido para restaurar a homeostase. Em vez de “corrigir” a posi¢ao das células-tronco
para um padrao mais convencional, na nossa simulagao o ambiente celular continuou a
sustentar essa condigao atipica. O que resulta em alteragoes prolongadas na proliferacao,
diferenciacao e migracao celular, potencialmente aumentando o risco de desenvolvimento
de desordens patologicas, como lesdes pré-cancerigenas. Portanto, entender como e por
que esse tipo de anormalidade pode vir a acontecer mesmo que em um periodo curto de
tempo ¢é essencial para explorar intervengoes terapéuticas que possam corrigir ou mitigar

esses efeitos adversos no tecido biolégico.
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5.6 Convergéncia do método de elementos finitos no Modelo Con-
tinuo

Nesta secao, focamos no modelo continuo apresentado anteriormente, com o
objetivo de apresentar a convergéncia do Método dos Elementos Finitos (FEM) aplicado a
esse modelo. A andlise da convergéncia é fundamental, pois essa garante que a solugao
numérica obtida por meio do FEM se aproxima adequadamente da solucao exata a medida
que o refinamento da malha é realizado. Considerando o sistema (5.3) que descreve o

comportamento do modelo, impomos como solucao exata Cy, Cg e C¢:

2 h
9%—%+1 se 0<y < =
Caly) ={ P 1 3 (5.32)
0 _
se y > 5
( 92 Gy h
~ 2
Crly) =41 se §<y<3h (5.33)
(% 12y 2
\ 2 h Y773
Coly) =1—Cp—Cp (5.34)

Observe que essas solugoes sao regulares, ou seja, sao continuas e possuem
derivadas continuas. Isso assegura, do ponto de vista tedrico, como é demonstrado a seguir,
que o Método dos Elementos Finitos aplicado ao sistema diferencial em questao converge
com ordem 2, desde que utilizemos fungdes teste lineares por partes (JOHNSON, 1987).

Sendo assim, essas fungoes sao solugao do problema modificado abaixo:

-

-V (gvm = 0135'3(1 — 6’3) —l—ozACN'A + U4+ Vg

‘2%‘ =V (DVCA) + V- (EVPCa) + Uy
. (5.35)
TtB =V - (DVCE) + V- (£VHCp)

+0435'B(1 - 53) + BaCa — BpcCp + Vg

Co=1-Cs—Cp

\
Aqui, ¥4 e Up sao fungoes auxiliares que garantem que Cy, Cpg, C¢ sdo solugoes

do sistema anterior.
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Uy =—V-(DVCy) — V- (EVPCY) (5.36)

Up=-V- (DV&B) - V. (fVﬁ(NjB) — OéBCN'B(l — 63) — BABCN'A + 5306’3 (537)
40
(y+1)

A andlise da convergéncia se fundamenta na comparacao entre as solugoes

+ 40.

onde p =

numéricas obtidas pelo Método dos Elementos Finitos (FEM) e as solugoes exatas defi-
nidas nas Equacoes (5.32), (5.33) e (5.34). Note que a pressdo § e as densidades C; sio
consideradas constantes no tempo e apresentam uma forma que reflete o comportamento
esperado de uma cripta em condi¢oes normais. Assim, essas solugoes exatas servem como
condi¢Oes iniciais para as simulac¢oes, o que permite avaliar de forma quantitativa a taxa
de convergéncia do método a medida que a malha é refinada. O refinamento progressivo
da malha é uma técnica fundamental no FEM, pois, ao reduzir o tamanho dos elementos

finitos, espera-se que a solu¢do numérica se aproxime cada vez mais da solucio exata.

Além disso, é importante ressaltar que todos os outros pardmetros e fungoes
presentes no modelo, que nao foram explicitamente alterados nesta se¢ao, continuam a
seguir as defini¢des originalmente apresentadas na Secao 5.5.1, relativa ao caso normal. Ou
seja, parametros como os coeficientes de difusdo D, o coeficiente de adveccao &, as fungoes

ap, Pap € Bpc permanecem inalterados, o que facilita a nossa anélise.

Para quantificar a precisao das solugoes numéricas em relagao as solugoes

exatas, utilizamos uma norma L, discreta definida da seguinte forma:

”6”}1 = (Z (uexata(xi) - unumérica(xi))z sz) ) (538)

i=1

onde Uexata (T;) Tepresenta a solucao exata avaliada no né x; € Upumerica (i) € a
solucdo numérica obtida pelo FEM no mesmo ponto. A soma é realizada sobre todos os

noési=1,..., N da malha, e Ax; representa o tamanho dos elementos finitos.

Para analisar a convergéncia do método, verificamos como o erro Ly se comporta
em funcao do refinamento da malha. A convergéncia é garantida se o erro diminui a medida
que o tamanho dos elementos Ax; é reduzido. A taxa de convergéncia associada ao erro

entre duas malhas consecutivas, k e k 4+ 1 pode ser avaliada pela seguinte expressao:

lex]n
log (Hemnh)

Az ’
log (AﬂﬂkL )

onde A,, é o comprimento do maior lado do tridngulo, também conhecido como

(5.39)

Taxa de convergéncia =

o didmetro dos elementos da malha k. No nosso caso, utilizamos uma malha uniforme, o
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que implica que todos os triangulos que compdem a malha possuem tamanhos e formas
semelhantes, garantindo uma discretizacao homogénea. Essa uniformidade facilita o controle
da precisao e da convergéncia do método numérico, ja que todos os elementos apresentam
o mesmo nivel de refinamento, contribuindo de maneira equilibrada para o erro global da
solucao. Assim, esse método permite determinar se a solu¢do numérica estd convergindo
para a solucao exata com uma taxa adequada, e, portanto, é uma ferramenta crucial para
validar a precisao do modelo. Os resultados que validam a convergéncia do modelo sao

descritos na Tabela abaixo:

Tabela 5 — Erro e taxa de convergéncia em funcao do tamanho dos elementos

At =0.000lh  Tgjpag = 1h

Ax lellr, Taxa de Convergéncia

0.4 0.002612 -

0.2 0.000653 1.999978
Ca
0.1 0.000163 1.999986
0.05 | 4.0829-107° 1.999976
0.025 | 1.0209 - 10° 1.999688
Ax lellr, Taxa de Convergéncia
0.4 0.003695 -
0.2 0.000923 1.999941
Cp
0.1 0.000230 1.999770
0.05 | 5.7783-107° 1.999085
0.025 | 1.4482-107° 1.996323

Os resultados apresentados nas tabelas mostram que, a medida que o tamanho
dos elementos Axy diminui, o erro na norma |e|, reduz-se de forma consistente, confirmando

a convergéncia esperada. As taxas calculadas indicam que o método utilizado atinge
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uma convergéncia proxima do valor tedérico de 2, o que valida tanto a precisdo quanto
a estabilidade do modelo numérico. Essa taxa de convergéncia de 2 esta diretamente
relacionada ao grau do polinomio utilizado na aproximacao da solugao, sendo explicada
pelo uso de fungoes de forma lineares (polindmios de grau 1), como no caso presente,
(JOHNSON, 1987).
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6 Consideracoes Finais

Trabalhar com modelos mateméaticos ¢ essencial em diversas situagoes por
varios motivos. Entre eles, destaca-se a capacidade dos modelos de representar e descrever
fendmenos complexos de maneira simplificada e compreensivel. Isso permite entender os
principios subjacentes aos sistemas estudados, prever seu comportamento em diferentes
condi¢oes e tomar decisdes fundamentadas com base nas informacgoes fornecidas. No
caso dos modelos celulares nas criptas do célon, sua importancia é destacada devido
sua relevancia em ajudar na compreensao dos processos bioldgicos que ocorrem nesses
microambientes. Pela sua relevancia, um dos nossos objetivos foi descrever alguns modelos
populares para a dindmica celular nas criptas, com destaque para os modelos baseados em

células, também conhecidos como modelos discretos em algumas literaturas.

Parte desse estudo envolveu a discussao de dois tipos distintos de modelos
discretos: o primeiro é o Cellular Potts Model (CPM), um modelo do tipo on-lattice,
que é representado dentro de uma rede onde as células ocupam sitios especificos da
malha e interagem apenas com as células vizinhas em posi¢oes adjacentes. O segundo é
o Cell-Centre Voronoi Tesselation Model (VT), um modelo do tipo off-lattice, onde as
células sao representadas como entidades individuais que possuem posigoes livres, sem
restri¢oes rigidas de vizinhanca fixa. Optamos por explorar esses modelos uma vez que nos
interessava compreender como ocorre, a nivel celular, a representagao e, principalmente,
a interacao das células nesse tipo de sistema. Nao nos limitamos apenas aos modelos
celulares discretos; também desenvolvemos um modelo continuo, uma vez que a dinamica
e a interacao celular na cripta podem ser caracterizadas de forma convectiva, difusiva e
reativa, pois a dinamica celular é influenciada pela pressao celular, pela difusao celular e
pela proliferagao das células, respectivamente. Essa abordagem nos permite obter uma

visdo mais abrangente dos processos bioldgicos envolvidos.

Os modelos celulares discretos nos permitem simular interagoes individuais
entre células, fornecendo detalhes granulares sobre como cada célula se comporta e responde
ao seu ambiente imediato. Estes modelos sdo especialmente uteis para estudar fenémenos
como a migracgao, adesao e diferenciacao celular. Por outro lado, os modelos continuos
oferecem uma perspectiva macroscopica, capturando o comportamento coletivo das células
em um tecido. Ao utilizar fungdes continuas para descrever varidaveis como a taxa de
proliferagao e diferenciacao celular, podemos entender melhor os padroes emergentes e
as dindmicas gerais da cripta. Esses modelos sao fundamentais para investigar como
variagoes em parametros continuos, como a taxa de proliferacao, afetam todo o sistema,

possibilitando uma analise detalhada dos efeitos dessas variagoes na dinamica celular.
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Ao combinar ambas as abordagens, buscamos aproveitar os pontos fortes de
cada tipo de modelo. Esta metodologia hibrida nos permitiu simular de forma mais robusta
tanto os detalhes microscépicos quanto os padroes macroscopicos de comportamento
celular. Por exemplo, ao integrar o modelo VT e o modelo continuo deduzido, conseguimos
observar como alteragoes na taxa de proliferagdo no nivel continuo podem impactar
significativamente o comportamento local das células, conforme discutido na Se¢ao 5.5.2.
Além disso, em niveis individuais de células (como a velocidade, a pressao intra-celular e
a densidade celular que sdo todas quantidades continuas) podem escalar e influenciar o

comportamento global do tecido.

Podemos destacar uma série de vantagens a respeito dessa abordagem. Primeiro,
essa abordagem permite uma validagao cruzada dos resultados, onde observacoes feitas
em um modelo podem ser testadas e verificadas no outro. Isso é particularmente relevante,
pois as modificagoes nos dados experimentais, como as observadas em medigoes do epitélio
do célon de pacientes, sao mais presentes ao nivel continuo que no celular. Segundo, essa
metodologia proporciona uma maior flexibilidade na simulagao de diferentes cenarios
bioldgicos, desde a homeostase normal até condi¢oes patologicas. Por exemplo, podemos
utilizar modelos discretos para estudar a dinamica de formagao de tumores em um estégio
inicial e, em seguida, aplicar modelos continuos para entender a progressao do tumor e

seu impacto no tecido circundante.

Ao desenvolver o trabalho percebemos que a metodologia hibrida facilita a
investigacao de interagoes complexas entre diferentes tipos celulares e seus microambientes.
Com essa abordagem, é possivel explorar como as stem cells, semi-differentiated cells e fully
differentiated cells interagem e se auto-organizam ao longo do eixo da cripta. Além disso,
com um aprimoramento do modelo, talvez seja possivel examinar como fatores externos,
como sinais quimicos e mecanicos, influenciam esses processos. Esta integracao pode
também revelar muitas informagcdes sobre a transicdo entre o comportamento individual e
coletivo das células, proporcionando uma compreensao mais completa dos mecanismos

biolégicos subjacentes.

Essa abordagem hibrida demonstra ser fundamental para a construcao de
modelos mais precisos e preditivos, aplicaveis a uma ampla gama de estudos biologicos e
médicos, desde a investigacao de doencas até o desenvolvimento de terapias inovadoras.
Portanto, esperamos que mais trabalhos utilizem e aprimorem esse modelo apresentado,
avancando significativamente no entendimento das complexas interacoes celulares que

ocorrem dentro das criptas do célon e além.
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