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RESUMO

Dentro do contexto da mecénica quéntica, a descricao de estados quanticos é fun-
damental para explicar e prever o comportamento de sistemas finitos. Uma estratégia para
realizar isso é por meio do método variacional, onde os estados quéanticos sao descritos
por fungoes de onda tentativa. Além disso, a semelhanga impressionante entre algorit-
mos de aprendizado profundo e o método variacional sugere que fungoes tentativa podem
ser representadas por redes neurais artificiais. De fato, essa representagao foi empregada
neste trabalho para analisar sistemas compostos de bosons, como aglomerados de hélio-4,
e férmions, como pontos quanticos. Ao usar a integracao de Monte Carlo para calcular
as integrais relevantes e treinar a rede neural para encontrar a energia do estado funda-
mental desses sistemas, os resultados obtidos atingiram uma precisao sem precedentes em
comparacao com os métodos quanticos de Monte Carlo. Embora estes métodos produzam
valores estatisticos robustos para a energia de sistemas bosonicos, eles exigem extrapolagao
para quantidades que nao comutam com o hamiltoniano, potencialmente introduzindo viés.
Portanto, com o objetivo de contornar extrapolagoes, a representacao do estado fundamen-
tal através de redes neurais foi empregada para calcular varias propriedades, como perfis
de densidade, fungoes de distribuicao de pares e fungoes densidade de pares. Além disso,
correlagoes de curto alcance no contexto de universalidade fraca para aglomerados de hélio
foram investigadas. Também, para tentar entender o sucesso de redes neurais descrevendo
sistemas quéanticos, propriedades de escala do tamanho da rede e a estrutura nodal das
fungoes tentativa otimizadas foram analisadas para pontos quéanticos.

Palavras-chave: Aprendizado profundo; Método variacional de Monte Carlo; Sis-

temas finitos



ABSTRACT

In the field of quantum mechanics, the description of quantum states is fundamen-
tal to explain and predict the behaviour of finite systems. One strategy to accomplish
this is through the variational method, where the quantum states are described by trial
wave functions. Moreover, the striking resemblance between deep learning algorithms and
the variational method suggests that trial functions can be represented by artificial neu-
ral networks. Hence, this representation was employed in this work to analyse systems
composed of bosons, such as helium-4 clusters, and fermions, such as quantum dots. By
using Monte Carlo integration to compute the relevant integrals and by training the neural
network to find the ground state energy of these systems, the yielded results reached unpre-
cedented accuracy compared with quantum Monte Carlo methods. While those methods
produce robust statistical values for the energy of bosonic systems, it requires extrapo-
lation for quantities that do not commute with the Hamiltonian, potentially introducing
bias. Therefore, aiming to circumvent extrapolations, the neural network representation
of ground states was employed to compute several properties such as density profiles, pair
distribution functions, and pair density functions. Moreover, short range correlations in
the context of weak universality for helium clusters was investigated. Also, in order to
understand the success of neural networks describing quantum systems, properties of sca-
ling the size of the network and the nodal structure of the optimised trial functions were
analysed for quantum dots.

Keywords: Deep learning; Variational Monte Carlo method; Finite systems
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1 INTRODUCAO E MOTIVACAO

Em virtude da teoria quantica ser uma descricao em nivel atémico e subatomico, a
maioria dos fenémenos estudados através desses principios possuem um carater microsco-
pico. Entretanto, alguns sistemas macroscopicos apresentam comportamentos quanticos,
resultando em fenémenos como a superfluidez e a supercondutividade. Ambos efeitos tem
origem no transporte sem dissipagao de cargas (no sentido de teoria quéntica de campos).
No caso da supercondutividade, essa carga é a carga elétrica, enquanto nos superfluidos
a carga € a massa. Apesar desses dois comportamentos quanticos serem muito similares,
eles diferem fundamentalmente do ponto de vista tedérico. No supercondutor tradicional,
a origem desse comportamento vem da quebra espontanea de simetria local. Por outro
lado, a superfluidez tem origem na quebra global de simetria de gauge do sistema [1]. Isto
é, nao é a natureza fermionica ou bosonica que define o fenémeno, ao contrario do que se
pode pensar. Por causa da importancia desses fenomenos fisicos macroscopicos de natureza
quantica, a investigacao de aglomerados de particulas se torna importante. Entender como
sistemas finitos se comportam pode trazer uma compreensao e um entendimento mais fun-
damental sobre a fisica envolvida, bem como aprofundar o conhecimento de como esses
fendmenos ocorrem em sistemas finitos. De modo especial, aglomerados de hélio e pontos
quanticos sao dois desses sistemas finitos que exibem comportamentos interessantes.

Apesar da superfluidez em aglomerados de “He ser identificada através caracteristi-
cas diferentes do hélio liquido, é consensual que o mesmo fenémeno é observado [2]. Mesmo
assim, o comportamento de impurezas em matrizes de hélio macroscopico e aglomerados
¢ bastante distinto. Atomos e moléculas sdo expulsas para as fronteiras de amostras ma-
croscopicas de hélio em seu estado super fluido. Contudo, nem sempre esse é o caso para
aglomerados. Uma caracteristica aplicavel das nano gotas de hélio é sua habilidade de
absorver qualquer espécie com as quais elas colidem, tornando-as uma 6tima matriz de es-
tudo de moléculas [3]. Dependendo da intensidade da interacdo entre o dopante e o hélio,
o dopante pode ficar no interior da gota ou em sua superficie.

Um outro aspecto desses aglomerados, que satisfazem a estatistica de Bose-Einstein,
envolve o estudo das propriedades do estado fundamental, o qual exibe comportamentos
peculiares devido a combinacao das forcas interatomicas fracas e a massa leve do hélio.
A uniao dessas caracteristicas torna o estado fundamental altamente deslocalizado. Além
disso, esses sistemas também manifestam correlagoes universais de curto alcance 4], com-
portamento intimamente ligado com o alcance e baixa intensidade da interacao entre &to-
mos de hélio. Assim, aglomerados de hélio representam um sistema versétil para explorar

propriedades quanticas na escala microscopica e suas conexoes com fenémenos macrosco-
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picos e universalidades. Com isto em vista, esse sistema foi escolhido para ser objeto de
estudo deste trabalho. No Cap. 2 é apresentada uma modelagem de aglomerados de hélio
e alguns fendmenos fisicos relevantes que surgem nesse contexto.

Por sua vez, pontos quanticos podem ser realizados através de estruturas feitas de
material semicondutor de tal maneira que os elétrons desses dispositivos sejam confina-
dos em uma pequena regiao do espago. Do ponto de vista de sistemas macroscopicos, o
confinamento é feito em todas as dimensoes. Essa restricao espacial exerce efeitos tinicos
para as propriedades Oticas e eletronicas dos pontos quénticos [5]. Da perspectiva de apli-
cagoes tecnologicas, isso é bastante interessante na medida em que é possivel manipular
essas propriedades através do tamanho, da forma e do material que sao feitos. Em alguns
regimes de densidade, além do confinamento, as correlagoes elétron-elétron sao fortes e
impactam na descrigao do espectro [6]. Dessa forma, no Cap. 3 é exposto intuigoes fisicas
de como modelar os elétrons de um ponto quéantico e os comportamentos aproximados que
se espera da funcao de onda dessas cargas. Assim, este trabalho investiga tanto sistemas
que satisfazem a estatistica de Bose-Einstein, como aqueles que obedecem a estatistica de
Fermi-Dirac.

Além disso, o desejo de criar vida artificial permeia a humanidade pelo menos desde
a Grécia antiga, onde lendas contavam figuras miticas como Hefesto, deus do fogo, dos
ferreiros, dos artesaos e da metalurgia. Segundo a mitologia grega, Pandora, a primeira
mulher mortal foi forjada por Hefesto, evidenciando as reflexoes existentes na época acerca
de inteligéncia humana criada artificialmente. Além disso, esse mito também menciona
que caracteristicas e qualidades como graca e persuasao foram dadas a Pandora pelos deu-
ses. Um paralelo com computadores atuais pode ser tracado, onde um algoritmo, isto é,
uma sequéncia de instrugoes adaptaveis de acordo com uma finalidade especifica é transmi-
tida para uma maquina com intuito de automatizar um procedimento. As caracteristicas
programaveis dos computadores sao como as qualidades ofertadas & Pandora e, de forma
similar a Grécia antiga, a aspiracao de criar computadores que pensam ainda intriga a
sociedade atualmente.

Em particular, o jogo da imitagdo proposto por Alan Turing [7] visa investigar se
maquinas sao capazes de pensar. Devido ao carater filosodfico do significado de pensar, a
questao é substituida por uma mais pratica. Assim, a investigacao se resume em descobrir
se maquinas sao capazes de imitar inteligéncia humana. Portanto, o teste de Turing envolve
trés participantes, um humano entrevistador e dois entrevistados, sendo um humano e
uma maquina. O entrevistador conversa com ambos entrevistados separadamente por
mensagens de texto e deve fazer perguntas com o objetivo de descobrir quem é o humano
e quem é a maquina. Por sua vez, a méquina tentara imitar o comportamento humano
para enganar o entrevistador. Se méaquina conseguir convencer o entrevistador de que ela
¢ o humano, entao essa maquina seria capaz de pensar no sentido proposto por Turing.

Com o desenvolvimento dos grandes modelos generativos como o GPT-3, o teste de
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Turing esta cada vez mais proximo de ser alcangado da maneira como foi construido [8].
Para chegar nesses avancos, as aplicacoes de inteligéncia artificial atuais avancaram consi-
deravelmente, resultando em tecnologias como realidade aumentada e virtual [9], veiculos
autonomos [10], assistentes virtuais [11] e gémeos digitais [12|. Porém, para alcancar o es-
tagio atual das tecnologias de inteligéncia artificial, foram necessarios alguns importantes
desenvolvimentos tanto intelectuais como tecnolégicos. Em particular, fundamental para o
campo da inteligéncia artificial, a origem dos computadores programaveis reside no desejo
de automatizar célculos numéricos. Historicamente, o inicio desse desejo possivelmente co-
megou apos Galileo iniciar o processo de formula¢ao matematica das ciéncias naturais [13].
Isso teve uma influéncia direta na criacao da maquina de adi¢ao de Pascal em 1642 e, pos-
teriormente, na elaboragao da roda de Leibniz em 1673. O dispositivo de Pascal era capaz
de somar e subtrair, enquanto o de Leibniz acrescentava também a capacidade de multipli-
car e dividir & maquina de adicao. Mais tarde, no século XIX, esses dispositivos ajudaram
Charles Babbage no desenvolvimento da maquina diferencial e da maquina analitica, as
quais sao consideradas precursores dos computadores programéveis. Na mesma época e
baseada nos trabalhos de Babbage, Ada Lovelace propos um método representado por uma
sequéncia de passos para computar os nimeros de Bernoulli utilizando a maquina anali-
tica [14]. Frequentemente, esse método é referenciado como o primeiro algoritmo criado
para ser processado por uma maquina, tornando Ada a primeira programadora.

Apos o surgimento dos computadores programaveis e até chegar ao estagios atuais
das tecnologias de inteligéncia artificial, um fator importante foi o avango tecnologico dos
computadores, especialmente fendmeno conhecido como lei de Moore [15], 0 qual enuncia
que o niamero de transistores em um microchip dobra aproximadamente a cada dois anos.
Paralelo e suportado por esse avanco, ocorreu o desenvolvimento de uma das principais
ferramentas empregadas em inteligéncia artificial atualmente, o aprendizado profundo, ou
também conhecido como deep learning. Porém, para chegar na forma atual dessa ferra-
menta, houveram trés grandes ondas de desenvolvimento [16]. A primeira onda é conhecida
como cibernética e teve seu pico de popularidade durante década de 1940 até aproxima-
damente 1960. Nesse periodo, os primeiros precursores do aprendizado profundo eram
apenas modelos lineares, sendo o neurénio de McCulloch-Pitts [17] um deles. Esse modelo
era capaz de reconhecer duas categorias diferentes de informagoes, entretanto, era neces-
sario ajustar o modelo manualmente para que ele fosse capaz de separar corretamente as
categorias. Alguns anos depois, um outro modelo linear conhecido como perceptron foi
proposto e ele era capaz de aprender como separar as informagoes nas categorias a partir
de exemplos [18]. Atualmente, esse modelo ainda é amplamente usado no contexto de ma-
chine learning, isto é, o aprendizado de maquina. Este termo também é uma ferramenta
utilizada em aplicagoes de inteligéncia artificial e € mais abrangente que o aprendizado pro-
fundo, no sentido em que o campo de estudo do deep learning esta contido no aprendizado

de maquina.
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A segunda onda de desenvolvimento ficou historicamente conhecida como conexi-
onismo e teve seu auge nas década de 1980 e 1990. Diversos avangos aconteceram nesse
periodo e muitos deles permanecem até hoje como base para construcao das redes neurais
artificiais atuais. Dentre os progressos dessa época, um modelo chamado de cognitron [19]
introduziu maneiras nao lineares de processar as informagoes fornecidas ao modelo. Até
entao, apenas um unico neurénio artificial era utilizado para compor os modelos. Entre-
tanto, a ideia central no conexionismo era alcangar comportamentos inteligentes através de
conectar unidades computacionais simples entre si, de maneira semelhante aos neurénios
biolégicos. Por isso, os precursores dos modelos atuais chamados de redes neurais artificiais
foram propostos nesse periodo.

Nesse contexto, surgiu o conceito de representacao distribuida [20|. Para entender
essa ideia, considere que certo sistema de visao é capaz de reconhecer armarios, mesas e
cadeiras, os quais podem ser feitos de madeira, metal ou plastico. Uma forma de organizar
os neuronios do modelo seria atribuir um para cada combinacao possivel de objeto e ma-
terial, resultando em nove neurdnios. Outra possibilidade seria dividir em duas camadas
de conceitos, onde uma camada diferenciaria o objeto e a outra o material. Conectando
densamente essas camadas, seriam necessarios somente trés neurénios em cada camada, ou
seja, um total de seis. Essa seria uma representacao distribuida do modelo, o que reduz
a quantidade total de neurdnios necessarios. Esse tipo de representagao possibilita aos
neurdnios entender conceitos complexos em termos de uma hierarquia de conceitos mais
simples. Ainda nesse periodo, uma importante contribuicao foi o éxito no emprego do
algoritmo de retro propagagao, ou back-propagation [21], para treinar os modelos de deep
learning e a popularizagao desse procedimento.

A partir de 2006, a terceira onda se inicia com um trabalho que mostrou a possibili-
dade de um modelo especifico ser treinado eficientemente com uma estratégia chamada de
pré-treinamento ganancioso camada a camada [22]. Logo na sequéncia, outros trabalhos
mostraram que a mesma estratégia poderia ser usada para treinar outros tipos de modelos
e torna-los melhores sistematicamente [23]. Foi nessa onda de trabalhos que o termo deep
learning se popularizou. Eventualmente, o avango dessas técnicas nas diferentes éreas do
conhecimento atingiu a fisica nos seus mais diversos dominios, em especial, na fisica da
matéria condensada [24].

Embora o uso extensivo das ferramentas de machine learning aplicadas a fisica
seja recente, hé fertilizacao cruzada entre a fisica estatistica e o aprendizado de maquina
desde a onda do conexionismo [25]. Um exemplo interessante ¢ a transicdo de fase de
primeira ordem que ocorre em perceptrons ao serem treinados por exemplos [26]. Conforme
o niamero de exemplos aumenta, o modelo atinge o estado de referéncia. Outra conexao
notavel vem do fato de um modelo de aprendizado de maquina, chamado maquina restrita
de Boltzmann, ser conhecido como o problema do modelo de Ising inverso [27] na literatura

de fisica. Nesse problema, a ideia é encontrar valores para os acoplamentos entre spins a
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partir de um conjunto de configuracoes de Ising. Junto a isso, a recente ampla adogao e
integracao das ferramentas de inteligencia artificial na pesquisa cientifica promoveu uma
consideravel evolucao sobre diversos dominios, em particular na fisica. Muitas aplicac¢oes
demonstraram relevancia consideravel, abrangendo desde estudos de cosmologia [28] e fisica
de particulas [29] até sistemas de muitos corpos quénticos [30], quimica quantica [31],
mecanica estatistica [32| e materiais [33].

A integracao das redes neurais no estudo da fisica é em certa medida natural. Isso
porque redes neurais sao construidas com o proposito de reconhecer padroes em dados e
adquirir conhecimento através desse processo. Da mesma forma, reconhecer padroes nos
fenomenos fisicos e descrevé-los em termos matematicos permeia as ciéncias naturais possi-
velmente desde as primeiras civilizagoes que estudavam a astronomia. Portanto, empregar
essas ferramentas de inteligéncia artificial para auxiliar o desenvolvimento de conhecimento
é em certo aspecto imediato. Especialmente no contexto da fisica quéntica, uma sinergia
notavel entre o método variacional e algoritmos de deep learning se manifesta através de
um paralelo entre os dois métodos. Por exemplo, a funcao de onda tentativa do método
variacional é uma funcao auxiliar cujo proposito é correspondente ao papel exercido pela
rede neural nos algoritmos de deep learning.

Historicamente, funcoes variacionais ja demonstraram serem extremamente efetivas
para explicar alguns fendmenos como supercondutividade [34], liquidos de spin [35] e efeito
Hall quantico fracionario [36]. Consequentemente, explorar redes neurais para construir
funcoes tentativa é promissor por dois motivos. O primeiro deles se sustenta na afirmacao
de que redes neurais sao capazes de representar uma classe bastante abrangente de fungoes
[37]. O segundo motivo reside no sucesso ja demonstrado de estados variacionais que
empregam redes neurais em sua construcgao, isso para a investigacao de sistemas quanticos
abertos [38], magnetos quanticos frustrados [39], cadeias de spin [10], estimadores de forcas
inter atdomicas [41], entre outros [31,42].

O Cap. 4 aborda os conceitos do aprendizado de méquina com o intuito de formar
uma base conceitual e aplicd-la em problemas de muitos corpos quanticos posteriormente.
Além disso, o Cap. 5 apresenta o método variacional, técnicas de otimizacao e também
explora outros aspectos da sinergia existente com algoritmos de aprendizado de maquina.
A técnica empregada para computar estimativas das integrais envolvidas no método vari-
acional e no processo de otimizagao foi a integragao de Monte Carlo. J& para combinar
as redes neurais com o método variacional, as func¢oes tentativa empregadas para estudar
os sistemas apresentados nos Cap. 2 e Cap. 3 sao construidas no Cap. 6 utilizando redes
neurais em sua construcao. Assim, a forma dessas func¢oes tentativas é intimamente ligada
e dependente de redes neurais artificiais, estabelecendo a ponte que conecta a fisica com a
inteligéncia artificial.

O objetivo deste trabalho foi verificar a capacidade de redes neurais artificiais repre-

sentarem estados quénticos de sistemas de muitos corpos, especificamente funcoes de onda
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de aglomerados de hélio e de pontos quanticos em seus estados fundamentais. Os Cap. 7
e Cap. 8 apresentam resultados robustos que demonstram o poder de representacao das
fungoes tentativa baseadas em redes neurais. Adicionalmente, a capacidade de generali-
zacao dessas fungoes também é demonstrada através do estudo de propriedades que nao
comutam com o hamiltoniano e de uma anélise dos resultados obtidos através das fungoes
tentativas em funcao do tamanho das redes neurais. Por fim, as conclusoes e perspectivas

desse estudo sao incluidas no Cap. 9.
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2 CARACTERISTICAS DE AGLOMERADOS DE
HELIO

Um dos fatores que geram interesse no estudo de sistemas de hélio na matéria con-
densada ¢ a riqueza Unica desse elemento quimico. O hélio é o menor atomo que possui
todas as camadas eletronicas com ocupacao totalmente preenchidas quando neutro. Isso o
torna um elemento praticamente inerte numa ampla faixa de temperatura e pressao. Na
natureza ele ¢ encontrado na forma de dois isétopos, o He com dois neutrons e o *He,
mais leve, com apenas um neutron. Em particular, o hélio-4 tem spin inteiro e, portanto,
é um boéson e, por sua vez, o hélio-3 é um férmion. Apesar de terem massa e estatisticas
de spin distintas, o potencial de interagao entre pares de atomos de hélio é independente
da combinacao de isétopos envolvidos. Mesmo assim, as diferengas apontadas geram feno-
menos fisicos distintos. Essa flexibilidade atrai o interesse de tedricos e experimentais
em diversas aplicagoes. Os estudos se estendem desde aglomerados sem e com impure-
zas |2,43], sistemas em dimensoes reduzidas, tanto 1D [44] quanto filmes em 2D [45, 46],
até situagoes no limite termodinamico, abrangendo efeitos como superfluidez [47] e estados

metaestaveis [48].

2.1 Propriedades de aglomerados ou clusters de hélio

Um ponto peculiar dos atomos de hélio é que ambos is6topos podem existir tanto
no limite termodinamico na forma de liquidos, quanto em estados autoligados, também
conhecidos como clusters ou aglomerados atomicos. Em especial, o hélio 3 é o tnico
férmion neutro conhecido que tem essa dupla caracteristica [3|, entretanto, é necessario um
nimero minimo de atomos para que a formagao de um estado auto ligado seja possivel.
Calculos tedricos indicam que esse ntimero minimo nao é maior que Ny, = 32 [49]. Por
outro lado, o hélio 4 ja forma estado ligado a partir do dimero. Além disso, estudos
com particulas hipotéticas de *He fermiodnico e *He bosdnico sugerem que esses compostos
seriam capazes de formar aglomerados fracamente ligados a partir de ao menos oito atomos
[50]. Isso indicaria que, tanto a massa mais leve, quanto a estatistica sdo importantes na
determinacao de N, e para formacao desses clusters, sendo que a massa mais leve esta
diretamente associada com um valor mais alto de momento de ponto zero.

Processo de produgao de aglomerados de hélio

As gotas de hélio sao geradas através de uma expansao adiabatica de gas hélio ultra
purificado, pressurizado na faixa de 20 & 60 bars e previamente resfriado até por volta de

12 a4 22 Kelvin [51]. Armazenado nessas condi¢oes, o gas passa por um bocal de 5 um e vai
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para uma camara de vicuo, onde a expansao ocorre e, durante esse processo, as gotas sao
formadas. Apos a formagao das gotas, elas sao colimadas em direcao a camara de coleta,
onde elas perdem temperatura rapidamente através de resfriamento por evaporacao, até
chegarem na temperatura de equilibrio de 0.37 K para o *He ou de 0.15 K para o *He.
Esse processo ocorre eficientemente devido a fraca coesao entre os atomos do aglomerado.

O arranjo experimental para produzir clusters de hélio é esquematizado na Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Representacao esquematica do conjunto experimental usado para producao de aglomerados de
hélio. Figura adaptada de [51].

Para sistemas macroscopicos, o que difere um liquido comum de um superfluido é
a baixissima viscosidade deste. Do ponto de vista pratico, o superfluido é definido por
como ele responde & movimentos lentos de suas bordas. Em particular, o experimento
de Andronikashvili [52| investiga o comportamento da circula¢ao do liquido sob agao de
um tipo de pendulo de tor¢cao. Nele, um rotor com diversos discos finos e proximamente
espagados é colocado dentro de um recipiente com hélio liquido e girado suavemente. A
partir do momento de inércia do rotor, a quantidade de hélio que é arrastado e passa a
se movimentar com os discos é observada. Ao resfriar o sistema, o hélio liquido sofre uma
transicao de fase e passa a se comportar como um superfluido. A temperatura na qual a
transicao ocorre é chamada de ponto lambda, que para o hélio 4 é de aproximadamente
2.7 K. Abaixo do ponto lambda, verifica-se que cada vez menos atomos de hélio se movem
junto com o rotor, sobretudo experimentos recentes indicam que apenas poucas camadas
de hélio sao arrastadas com os discos [53].

Contudo, no que diz respeito a sistemas microscopicos, a definicao do fenémeno da
superfluidez torna-se imprecisa, uma vez que viscosidade é uma propriedade essencialmente
macroscopica. Ainda assim, o experimento de Andronikashvili pode ser estendido para
compreender sistemas microscopicos. Uma representacao comparativa das duas versoes
do experimento sao mostradas na Fig. 2.2. Em especial, a versao microscopica desse
experimento foi primeiramente conduzido por Grebenev em 1998 [54]|. Nesse experimento,
uma tnica molécula de sulfeto de carbonila (OCS) foi adicionada tanto em gotas de hélio
4 puro, como também em gotas de hélio 3 puro, ambas de mesmo tamanho. Esse tipo de
dopagem é feita na cAmara de coleta como esquematizado na Fig. 2.1. Posteriormente, as
gotas dopadas passam para a camara de espectroscopia onde o espectro rotacional infra

vermelho dos dopantes é medido. Quando o dopante esta na presenca de hélio 4, as linhas



2. Caracteristicas de aglomerados de hélio 26

Ls?

=

4He

(a)

Figura 2.2: Representagido comparativa dos experimentos de Andronikashvili “classico” (a) e microscopico
(b). Figura adaptada de [55]

observadas sao estreitas e bem definidas, enquanto na presenca de hélio 3 apenas um pico
largo e esparso foi encontrado. No caso do hélio 4, o subsistema da molécula experimenta
rotacoes livres e apresenta transi¢oes rotacionais bem resolvidas, como se o rotor estivesse
girando e o hélio nao, semelhantemente ao caso original. Fenomenologicamente, a molécula
age como se fosse o rotor do experimento macroscopico e seu movimento é desacoplado do
cluster. Uma vez que esse comportamento nao aparece no caso do hélio 3, essa diferenca

nas observagoes indica a manifestacao microscopica da superfluidez.

2.2 Apresentacao e analise dos potenciais de interacao

No estudo de sistemas de muitos corpos, um fator fundamental sao as interacoes
entre as particulas. Modelar matematicamente de maneira acurada func¢oes para repre-
sentar interacgoes reais ¢ um desafio antigo na fisica. Mesmo interacoes entre gases nobres
sao complicadas de se modelar. Em particular, uma tentativa bem sucedida e amplamente

estudada foi o potencial de Lennard-Jones [56]. Sua forma paramétrica é representada por:

= [()" - ()] ot

onde ¢ é uma escala de distancia e e uma escala de energia. Ambas escalas dependem do par
de objetos que esta interagindo. Esse modelo de interacao reflete caracteristicas essenciais
de interacoes de dtomos e moléculas simples. Isso pode ser visto pelos dois termos da Eq.
2.1, onde o termo proporcional ao inverso da décima segunda potencia da distancia ¢ um
termo repulsivo que atua principalmente em curtas distancias e é proveniente da repulsao
das nuvens eletronicas dos objetos interagentes. Por outro lado, o termo negativo da mesma
equagao ¢ proveniente de interacoes do tipo dipolo-dipolo, também conhecidas como as
forcas de Van der Waals do sistema, isto é, é um termo atrativo que atua principalmente &
distancias moderadas [57]. Em particular, para interagdes hélio-hélio, a escala de energia
vale € = 10.22 K, enquanto a de distancia vale ¢ = 2.556 A [58]. Note que a constante de

energia foi dividida pela constante de Boltzmann e, por isso, estd em unidades de Kelvin.
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Entretanto, nem todos os resultados usando o potencial de Lennard-Jones sao rigoro-
sos o suficiente atualmente. Para célculos de secao de choque de espalhamento, coeficientes
da expansao do virial e propriedades de transporte mais precisos, ja ¢ possivel utilizar po-
tenciais mais acurados [59]. De fato, o potencial de Lennard-Jones se revela excessivamente

12 ¢ com o minimo de energia razoavelmente maior do que ou-

repulsivo em seu termo 7~
tros modelos. Em particular, com o objetivo de alcancar resultados mais precisos e para
caracterizar a interagao entre atomos de hélio em uma larga escala de temperaturas, foi
construido o potencial HFD-B(HE) [60], também conhecido como potencial Aziz-87 e sua

forma é dada por:

2
o
Vasr(z) = € | A exp(—a*z + °2%) — F(z) ) | xggg (2.2)

Y

=0
onde x = 7/r,, é a distdncia em unidades adimensionais, a fungdo F'(x) tem a seguinte

expressao :

_ {exp [_ (2 - 1)2] , x<D, 23)

1, x> D,

e as constantes envolvidas estao apresentadas na Tab. 2.1. Novamente, a constante de

energia esta em Kelvin, isto é, foi dividida pela constante de Boltzmann.

Tabela 2.1: Parametros para o potencial HFD-B(HE). Os digitos mostrados sao suficientes para nao causar
erros de arredondamento [60].

/K 10.948

A* 1.8443101 - 10°
a* 10.43329537
p* —2.27965105
D 1.4826

o 1.36745214

cs 0.42123807

10 0.17473318

rm /A 2.963

Esse potencial é consistente com calculos ab initio tanto para curto quanto para longo
alcance, bem como consistente com medidas de coeficientes da expansao virial em uma larga
faixa de temperaturas e com medidas de propriedades de transporte. Também descreve
bem medidas de segdo de choque de espalhamento diferencial e integral [60].

Para comparagao, ambos os potenciais de Lennard-Jones e Aziz sao mostrados na
Fig. 2.3, onde o comportamento em funcao da distancia pode ser comparado visualmente.
Para longas distancias, ambos os potenciais se comportam semelhantemente, porém, as
diferencas comecam a aparecer a partir de distancias moderadas. Como ja pontuado, o

minimo do potencial de Aziz é inferior ao minimo do potencial Lennard-Jones, resultando
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em interacoes mais fortes nessa regiao ao usar potenciais mais realistas como HFD-B. A

imagem nao consegue manifestar a repulsao excessiva do potencial Lennard-Jones, entre-

12

tanto, ¢ simples mostrar que, para curtas distancias, este diverge com r~'%, enquanto o

potencial Aziz-87 tende para uma constante.
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Figura 2.3: Comparagao entre os potenciais de Lennard-Jones (vermelho) e HFD-B (azul) em funcao da
distancia para interagoes entre atomos de hélio. A unidade de distancia est4 em Angstrom e os potenciais
em unidades de Kelvin.

2.3 Intuicoes fisicas do comportamento da funcao de

onda

Além de um potencial acurado, como o Aziz-87, estudar as propriedades quénticas
de clusters de hélio requer também funcoes de onda acuradas. A anéalise dessas funcoes
para diferentes tamanhos de aglomerados permite identificar caracteristicas de efeitos de
correlacao para diferentes regimes de tamanho desses clusters. Além disso, é possivel
determinar suas estruturas geométricas e estados excitados. Dessa forma, nesta secao
serao apresentadas algumas propostas de funcoes tentativa baseadas em intuigoes fisicas
sobre os aglomerados de hélio.

Uma forma geral de funcao de onda tentativa muito usada para estados com simetria
par de troca de particulas é o fator generalizado de Jastrow usando funcoes de correlacao

até de trés corpos da forma:

Y(R) = fi(R) f2(R) f5s(R), (2.4)

onde R = {ry,ry,...,rx} é 0 conjunto de vetores posigao das N particulas que compdem o



2. Caracteristicas de aglomerados de hélio 29

sistema e f; sao termos de 1, 2 e 3 corpos.

Para que as particulas se mantenham ligadas, imagine que elas estao sob o efeito
de um campo harmonico médio, ou seja, uma funcao tipo gaussiana ligando-as a origem
do sistema de coordenadas. Por consequéncia dos corpos estarem ligados entre si, e nao
exatamente & origem, esse campo médio pode ser pensado como uma componente de corre-
lagao associada ao fragmento de (N — 1) dtomos interagindo com o atomo restante. Desse

ponto de vista, o termo f; pode ser escrito como:

fi(R) =exp —% ; ao |vi — Tem| + bo |t — Tem)? , (2.5)
onde r., € o vetor centro de massa, ag € by sao parametros variacionais. Uma segunda
possibilidade seria substituir o r.,, pelo centro de massa do fragmento de (N — 1) atomos.

Para as correlagoes de dois corpos, a funcao de onda deve incluir os efeitos de
correlacao de curto e longo alcance. Para distancias curtas, a funcao é dominada por efeitos
repulsivos entre as particulas. Um termo que reflete muito bem esse comportamento foi
sugerido por McMillan em 1965 para o estudo de liquidos de hélio e obteve resultados de
energias de coesao em razoavel acordo com dados experimentais [58]. Essa fun¢ao pode ser

expressa da seguinte maneira:

1 b\"
fmcm = eXp _5 Z (a) s (26)

i<j

onde b e m sao parametros variacionais, enquanto 7;; denota as distancias relativas entre
as particulas, isto é, r;; = |r; —r;|. Como b e m sdo usualmente positivos, repare que para
curtas separagoes entre qualquer par de particulas, o argumento da exponencial e altamente
negativo e, portanto, o termo fy., se anula rapidamente. Em particular, essa funcao é
a solucao da equacao de Schrodinger de um corpo para o potencial de Lennard-Jones no
limite em que as distancias sdo pequenas, ou seja, 7 << o (veja o Ap. B). Entretanto, uti-
lizando somente esse termo, algumas propriedades nao se comportam devidamente, como
por exemplo o fator de estrutura e a distribuicao de momentos para pequenos valores de
vetor de onda. Isso ocorre principalmente por conta dessa expressao nao considerar cor-
relagoes de longo alcance, como efeitos vibracionais. Em 1966, Chester e Reatto propoem
uma extensao da fungao fpem para incluir essas consideragoes [61], resultando no termo

adaptado para clusters como se segue:

1 Qp
fecr =exp |—= E — | (2.7)

24~

1<) J
onde o é um parametro variacional. Além disso, no estudo de aglomerados, em particular,
existe uma correlacao de longo alcance associada com uma particula que é removida do

cluster e levada para longe dele. Entao, esse corpo pode ser representado por uma onda cir-
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cular espalhada no infinito, isto ¢, representada por um decaimento do tipo exp(ikr’)/(kr’)
e que dependente da distancia r’ dessa particula afastada com relagdo ao centro de massa
das demais. Esse termo também sera considerado em f5, uma vez que esse comportamento
assintotico pode ser representado através das distancias relativas entre as particulas da

seguinte maneira:

1
f2L’ = exXp [—m <O./1’I"Z'j + Qo In 7"@‘)] 5 (28)
1<j

onde o momento k foi substituido por dois parametros variacionais a; e ag. Isso confere a
funcao de onda tentativa mais flexibilidade, aumentando o espaco de fungoes que ela pode
representar.

Por fim, em 1979, O’Reilly e Tsang chamam atencao para a existéncia de regides de
alta densidade e baixa densidade em liquidos de hélio, além de um ordenamento espacial no
estado superfluido [62]. Esse ordenamento ¢ influenciado pelo relaxamento dos atomos de
hélio em torno de vacéncias juntamente com a alta amplitude vibracional de ponto zero,
criando qualitativamente uma modulagao em termos de ondas de densidade de &tomos
num liquido no zero absoluto de temperatura. Essas proposi¢oes levaram a construcao do

seguinte termo:

forr = exp [—— 0632 = kOTU)] ) (2-9)

kOsz

onde, igualmente, kg e a3 serao parametros variacionais. Juntando todas as correlagoes de

dois corpos, a funcao f5 terd a seguinte expressao:

1 b\" korii
fg(R) :exp{—§ E |:<—> +f_20+&17”ij+&2 lnmj%—agwl } . (210)
ij

i<j 1 0745

Correlagoes de ordem superiores sao importantes em sistemas como hélio liquido e
solido, onde correlacoes de trés corpos correspondem a aproximadamente 10% da energia de
ligacao. Entretanto, para aglomerados que possuem entre trés até por volta de uma dezena
de particulas, as correlagoes de dois corpos dominam a energia de ligagao que as mantém
juntas, correspondendo entre 97% até 99% da energia de ligagao [63]. Por consequéncia,
¢ uma boa aproximacao considerar a func¢oes de correlacao de trés corpos como unitaria.
Portanto, para os clusters considerados pequenos, segue que f3(R) = 1. Dessa forma, esses
sao os principais comportamentos que uma fungao tentativa deve capturar e, portanto, que

a rede neural deve aprender.
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2.4 Propriedades universais e correlacoes de curto al-

cance

Diferentemente da mecéanica classica, um potencial atrativo nem sempre é capaz
de formar estados ligados entre duas particulas na mecénica quantica. Isso tem origem
na energia de ponto zero, isto é, nas flutuacoes quanticas da energia cinética no estado
fundamental, que tendem a afastar as particulas através da movimentacao, enquanto a
parte atrativa do potencial de interacao procura liga-las. Devido a essa competicao, um
potencial atrativo pode ser fraco demais para formar estados ligados entre um par de
particulas. Se a interagao é intensa o suficiente para cancelar esse efeito da energia cinética
e suportar um estado fracamente ligado, essa interacao é dita ressonante, ja que durante
um processo de espalhamento a baixas energias esse par de particulas ficam muito perto de
formarem um estado ligado durante a colisao [64]. Isso é caracterizado por um comprimento
de espalhamento a, de onda s muito maior que o alcance ry do potencial.

Especificamente, o comprimento de espalhamento pode ser extraido da teoria de
espalhamento [65] através do comportamento da fun¢ao de onda para distancias muito
maiores que o alcance do potencial. Esse comportamento é dado por

P 11 , (2.11)

T as

onde r ¢ a distancia relativa do par de particulas. Entretanto, geralmente as e ry tem a
mesma ordem de grandeza e apenas em casos excepcionais o comprimento de espalhamento
é muito maior que o alcance. Particularmente, a partir de potenciais de interacao entre
pares de atomos de hélio, o comprimento de espalhamento calculado é de as = 189 ay,
enquanto o alcance efetivo é de r; = 14 ag [66], onde ag é o raio de Bohr. Além disso,
em experimentos com gases ultra frios é possivel ajustar a interacao através de campos
magnéticos, onde exatamente na ressonincia o comprimento de espalhamento diverge [67].

Para espalhamentos entre duas particulas interagindo por um potencial central,
a energia do sistema é conservada e ha apenas transferéncia de momento. Dessa forma,
observaveis como a se¢ao de choque de espalhamento sao determinadas essencialmente pelo
comprimento de espalhamento. Por outro lado, se uma terceira particula esta perto do par
que esta colidindo, podem ocorrer processos de transferéncia de energia do par para a
terceira particula, de maneira que o comportamento da funcao de onda de dois corpos para
distancias da ordem do alcance do potencial influenciam no espalhamento [68]. Porém, se
a interacao é ressonante, o comprimento de espalhamento deixa de ser um comprimento
caracteristico do sistema, os detalhes da interacao deixam de ser importantes. Quando
observaveis fisicos sao insensitivos ao alcance e outros detalhes da interacao, eles sao ditos
possuirem comportamentos universais. Efeitos interessantes da fisica de trimeros nessa

situagao foram estudados por Efimov [69]. Para potenciais como Lennard-Jones e Aziz,
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a interacao possui um termo atrativo e um termo repulsivo. No caso de interagoes entre
atomos de hélio, o comprimento de espalhamento é razoavelmente maior que o alcance
efetivo potencial, entretanto, a distancia interatomica média em aglomerados de hélio é
da mesma ordem de grandeza que o alcance da calda de Van der Waals, isto é, o termo
atrativo. Nesse caso, nao é esperado uma universalidade forte. Porém, devido & intensa
interagao de repulsao a curtas distancias, pares de particulas préximos praticamente nao
sao influenciados por outras particulas ao redor [4]. Isso coloca os aglomerados de hélio
em uma posi¢ao intermediaria, na qual é esperado que haja comportamentos universais
apenas no regime de curto alcance. Essa situagao é chamada de unitariedade fraca.

Para enxergar essa caracteristica de pares proximos nao serem influenciados por ou-
tras particulas ao redor, primeiramente considere um sistema formado por férmions, cujo
o alcance da interacao é muito menor que outros comprimentos caracteristicos. Estudos
anteriores mostraram que esses sistemas podem ser analisados pela aproximacao de alcance
nulo. Isso significa que os detalhes da interacao podem ser negligenciados, surgem caracte-
risticas universais no sistema e elas podem ser descritas em termos de um pequeno conjunto
de parametros, como o comprimento de espalhamento. Essa é uma aproximacao plausivel
pois, em suficientemente baixas energias, o momento relativo p = hk de dois atomos tam-
bém é pequeno e, consequentemente, o comprimento de onda de de Broglie A\g = 27/p ¢
grande. Dessa maneira, o valor de Ag é maior que a extensao espacial dos dtomos, o que
impossibilita resolver a estrutura interna do par interagente [66]. Em particular, varias
propriedades sao governadas apenas pelo parametro conhecido como contato C' quando a
interagao é ressonante, o qual tem origem nas relagdes de Tan [70-72].

Vérias relagoes podem ser definidas com o contato. Para pares de particulas, o
contato de dois corpos é uma medida da probabilidade de um par de particulas estarem
proximas. Para ver isso, considere que a funcao de onda para um sistema de N particulas
pode ser fatorada em um produto de uma fungao universal de dois corpos ¢2 e uma fungao
de estado dependente AéN) que descreve o sistema residual, quando um par de particulas
17 estd proximo. Novamente, o curto alcance da interacao possibilita essa aproximacao,

resultando na expressao |70]

U(ry,...,ry) — ¢2(Tij)A§N)(rgi£)arks«é{i,j}) ; (2.12)

7’1']'%0
onde rl¥) = ri+rj/2 ¢ 0 centro de massa do par. Na aproximagcao de alcance nulo, a fungao

de dois corpos ¢ assume a forma da Eq. 2.11. Entao, o contato é definido como [4]

oM — (J;f) <A§N)‘A§N)> : (2.13)

onde o primeiro fator é um coeficiente binomial. Usando essas expressoes, é possivel co-
nectar uma propriedade para um sistema de N corpos com o dimero. Dessa maneira, é

interessante utilizar os contatos para estudar as correlagoes de curto alcance em aglomera-
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dos de hélio-4, ja que ¢é esperado que esses sistemas apresentem comportamentos universais
de curto alcance.
Por exemplo, para conectar propriedades de um aglomerado composto por N dtomos

com uma propriedade do dimero, examine o seguinte operador:

) =S ) (214)
i<j rs

O valor esperado desse operador define a chamada funcao densidade de pares py(r) para
um sistema composto de N particulas [4]. Devido & definigao do operador, a integral
em distancias r dessa funcao resultard no nimero de pares presentes no sistema, isto é,
a densidade é normalizada tal que [ py(r)r? dr = NN=-1/5. Quando um sistema esté
no regime da unitariedade fraca, é esperado que o comportamento da funcao densidade
de pares para pequenas distancias r seja semelhante nos diferentes tamanhos de clusters
[73]. Especificamente, a fungao densidade de N particulas deve ser proporcional a fungao
densidade do dimero, isto é

pn(r) = O palr) (2.15)

Devido ao principio de exclusao de Pauli, férmions idénticos sao impedidos de se
aproximarem em estados relativos de onda s. Isso faz com que interacoes de trés corpos
sejam negligiveis em misturas com férmions de duas componentes [4]. Contudo, é espe-
rado que isso seja relevante em sistemas compostos por bésons. Em particular, como ja
mencionado, o comprimento de espalhamento é mais de dez vezes o alcance efetivo da
interacao [66] para a interacao entre atomos de hélio, tornando esse sistema um 6timo
candidato para observar os efeitos da coalescéncia de trés corpos em um sistema que exibe
caracteristicas de sistemas com comportamentos universais.

Um modo diferente de olhar as correlacoes de pares de particulas consiste no ope-

rador dado por

P(ry=>) 6(r—ry) , (2.16)

i<j
onde a fungdo distribuigdo de pares P(r) é normalizada tal que [ P(r) dr = 1. Outro

operador de interesse é expresso por

ar) =Y fa—r) (2.17)

onde ¢; = |r; — roy| € a disténcia ao centro de massa. Nesse caso, o valor esperado desse
operador resulta no perfil de densidade n(r) em relagdo ao centro de massa do aglomerado.

Por definicao, a integral sob a variavel r tera como resultado o niimero total de particulas,
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ou seja, o perfil de densidade ¢ normalizado tal que [7*n(r)dr = N. Tanto P(r) quanto
n(r) sao utilizados para estudar propriedades estruturais dos aglomerados de hélio.
J& para correlacoes de trés corpos, a funcao que deve ser monitorada é a distribuicao

de Jacobi de trés corpos P](\? Jacobi) [4], a qual é computada através do operador

N-2N-1 N
PB.jacobi) (p) = 2 Z Z Z {5(%'1:,1 —p) + S(pjie — p) i O(prj — p)
" NN -1)(N-2) j=1 k>j 1>k P P’ P 7
(2.18)

onde a distribui¢do de Jacobi ¢ normalizada tal que [ pQPJ(\§3 Jacobi)())dp =1 e as distancias

pjk1 correspondem & distancia da particula [ ao centro de massa do par jk, isto ¢,

r; +rg
2

Pikl = |T1 — (219)

2 p32ob) (5} ¢ uma medida da probabilidade de encontrar uma

Assim, a quantidade p
particula a uma distancia p do centro de massa de um par de outras duas particulas.
Analogamente ao contato CéN) de dois corpos, a definicao do contato par-atomo C’éﬂ para
sistemas compostos por N < 3 é dada através da expressao

3,jacobi N 3,jacobi
e (O I Y < Al () (2.20)

r<ro

Portanto, através dessas propriedades, a unitariedade fraca presente em sistemas de
aglomerados de hélio pode ser investigada. O estudo de propriedades estruturais, como a
distancia média entre atomos, a funcao de distribuicao radial e correlagoes de dois corpos,
entre outras caracteristicas destes sistemas permite a exploracao de conceitos que nao sao
apenas validos para aglomerados de dtomos de hélio, mas sao de aplicacao geral para
outros sistemas que exibem comprimentos de espalhamento grandes e fracas energias de
ligacdo. Assim, os aglomerados com mais de dois atomos de *He constituem-se, portanto,
num sistema modelo paradigmatico para o estudo de conceitos fundamentais da mecanica

quantica e da fisica da matéria condensada.
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3 ATRIBUTOS DO GAS DE ELETRONS BIDIMEN-
SIONAL CONFINADO

Em diversas situagoes, a natureza apresenta estruturas nas quais os elétrons estao
confinados, como por exemplo em atomos, onde essas particulas ficam presas ao nucleo
através de forgas coulombianas atrativas. Outros sistemas como clusters metalicos e gases
atomicos aprisionados também compoem essa categoria de sistemas que definiram paradig-
mas no contexto do estudo da fisica de muitos corpos |74, 75]. Em particular, os avangos
tecnologicos permitiram a fabricagao de dispositivos nanométricos chamados pontos quan-
ticos ou quantum dots, os quais sao capazes de confinar elétrons com alto grau de controle
e ajuste de propriedades |76]. Seu sucesso e ampla gama de aplicagoes tecnologicas con-
duziu & concessao do prémio Nobel de quimica de 2023 & Moungi G. Bawendi, Louis E.
Brus e Aleksey Yekimov pela descoberta e desenvolvimento desses dispositivos. Pontos
quanticos também compartilham diversas caracteristicas com os sistemas confinados exis-
tentes na natureza. Adicionalmente, por serem manufaturados cuidadosamente, explorar
essas analogias de maneira controlada torna-se uma 6tima opg¢ao para se estudar aspectos
pertinentes da mecanica quantica.

Além disso, as aplicagoes sao miltiplas, impactando desde a pesquisa cientifica até
dispositivos eletronicos usados no dia a dia. As propriedades eletronicas e Opticas carac-
teristicas desses objetos nanométricos sao exploradas no contexto da informagao quén-
tica |77], na implementacdo de g-bits [78|, além de também estarem presentes em aplica-
¢oes médicas [79], dispositivos fotovoltaicos [80] e em aparelhos de televisao na forma de
QLEDs [81]. De modo especial, um atributo de interesse reside na sensibilidade das pro-
priedades ao tamanho fisico do quantum dot. Por exemplo, a emissao e absorcao 6ptica de
pontos feitos de seleneto de cadimo (CdSe) podem ser ajustados por todo o intervalo visivel
do espectro 6ptico dependendo do seu tamanho. Outra questao importante é o confina-
mento dos elétrons, em um atomo eles sao ligados ao nucleo pelo potencial de Coulomb,
enquanto os elétrons em pontos quanticos semicondutores sao confinados por potenciais
eletrostaticos artificialmente criados. Detalhes associados a essas questoes sao explorados

nas proximas segoes com intuito de chegar em um modelo para descrever esses sistemas.

3.1 Escalas de energia e comprimento caracteristicos

Apesar de existirem diversos tipos de pontos quanticos, neste trabalho foi explorado
aqueles cuja a construcao é baseada em semicondutores, como ja brevemente indicado.

Uma representagao esquemética da montagem experimental é apresentada na Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Representagdo de um ponto quantico circular de dupla heteroestrutura [82].

Com o objetivo de construir um modelo hamiltoniano para descrever os elétrons presentes
nesses pontos quanticos, inicialmente uma analise qualitativa utilizando um potencial de
confinamento simplificado é apresentada. Na sequéncia, consideracoes sobre um potencial
mais condizente com os pontos quanticos circulares sao apresentadas.

Tipicamente, em um sélido composto de um material semicondutor e especifica-
mente no seu estado fundamental, os elétrons ocupam sua banda de valéncia, enquanto
a banda de conducao fica vazia. Entre as duas bandas existe uma regiao de energia ina-
cessivel ao sistema chamada de gap. Excitagoes térmicas podem levar elétrons da banda
de valéncia para a banda de conducgao, situacao na qual a teoria quantica de sélidos ex-
plica que o comportamento destes elétrons é aproximadamente equivalente ao de elétrons
livres [83]. Entretanto, pela influéncia da rede cristalina, o comportamento é modificado
de tal forma que os elétrons agem como se tivessem uma massa efetiva m*.

Por outro lado, uma maneira de olhar a estrutura eletronica de pontos quénticos
reside em analisar os elétrons da banda de conducao, que neste caso estao confinados
espacialmente nas trés dimensoes. Nesse caso, os elétrons podem ser considerados nao
interagentes e aprisionados em uma caixa de lado a, cujo os niveis de energia sao dados
por

h2m?

Erngm. = m(ni + ni +n?), (3.1)
onde n,, n, e n, sao numeros quanticos. Esse modelo ¢ extremamente simplificado, porém
uma caracteristica importante é capturada, os niveis de energia sao essencialmente discretos
por causa do confinamento. Além disso, é possivel extrair uma nocao da escala de energia

dos espacamentos entre os niveis, ou seja,

h2

m*a?

AFE x

(3.2)

Uma componente chave na etapa de fabricacao de pontos quanticos é a criagao de um gés

de elétrons bidimensional (2DEG), visto que uma forma de produzir os quantum dots é
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através de hétero-estruturas resultantes do empilhamento de dois tipos de semicondutores
dissimilares. Como consequéncia, os elétrons ficam aprisionados em um poco de potencial
aproximadamente simétrico na direcao de empilhamento dos materiais. Em virtude da
largura desse pogo ser pequena (~ 10 nm) e em baixas temperaturas (~ 0.2 K), somente o
estado de menor energia desse poco é ocupado, gerando um confinamento perpendicular a
dire¢ao de empilhamento [84|. Dessa forma, considerando que os materiais estao empilha-
dos na direcao do eixo z, pode-se supor que o movimento dos elétrons se limitam ao plano
z = 0 em boa aproximacao, isto é, ocorre a formagao de um 2DEG.

Por outro lado, o confinamento lateral efetivo, ou seja, o potencial V' real que atua
nos elétrons no plano em que eles podem se mover nao é o de uma caixa bidimensional.
Além disso, diversos fatores podem contribuir para a forma de V, inclusive a preparacao
experimental. Uma descrigao simples, porém eficiente, se resume em adotar um potencial

parabolico isotropico [5] da forma

= —, (3.3)

onde w é a frequéncia de confinamento. Escrevendo esse potencial em unidades adimensi-
onais para o oscilador harmonico, surge uma escala de comprimento, onde o inverso desse
comprimento é dado por

m*w

aygo = o (34)

Entretanto, uma descricao mais precisa também deve levar em conta as interacoes
repulsivas presentes entre os elétrons. Especificamente, a interacao de Coulomb entre dois
elétrons em um semicondutor também é blindada pela constante dielétrica €. Entao, o
potencial fica escrito como:

k.e? 1
—. (3.5)

€ Tz’j

v(rij) =

onde k. é a constante de Coulomb ¢ e ¢ a carga eletronica. Portanto, a energia coulombiana
de repulsao v, entre os elétrons para um quantum dot cujas dimensoes tem tamanho a é
da ordem de

k.e?

ee 9 36
Vee OX - (3.6)

Como as diferengas entre niveis de energia diminuem com o inverso quadrado do tamanho
do sistema, enquanto a repulsao diminui somente com o inverso de a, isto implica que os
efeitos da interacao eletronica sao relativamente mais importantes quanto maior é o ponto
quantico [85]. Uma distancia recorrente no estudo desse potencial é o raio de Bohr, porém,
¢ necessario empregar o raio de Bohr efetivo a}; com intuito de levar em conta a influéncia

do fundo semicondutor, assim aj; pode ser definido como:
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2
eh
*
ap=——. 3.7)
B (
kem*e?
Ainda nesse contexto, outra escala de energia ¢ o Hartree efetivo E}, que é uma adapta-
¢ao equivalente considerando o material semicondutor para a energia de Hartree, a qual

comumente aparece na solu¢ao do atomo de hidrogénio. Dessa forma, £} ¢ escrito como:

h2 kee?\?
E;::ﬁ:m*( e) . (3.8)
m* (aj) ch

Com isso, as principais escalas de energia e comprimento caracteristicos sao resumi-
damente apresentadas na Tab. 3.1. Se um ponto quéantico 2D semicondutor possui qualquer
semelhanca com um 2DEG, é esperado que a energia cinética seja dominante no regime de
alta densidade, enquanto no regime de baixa densidade as interagoes coulombianas sejam
dominantes [86]. Naturalmente, se a distancia inter eletronica média for alta, isto é, baixas
densidades, como a energia cinética decresce com o quadrado da distancia caracteristica,
isso significa que a interacao tera mais importancia, uma vez que seu decréscimo é apenas
com o inverso da distancia. Entretanto, se a densidade for alta e a distancia inter eletronica
média for baixa, a energia cinética serd dominante.

Tabela 3.1: Resumo das varias escalas de energia e comprimento envolvidas na modelagem dos elétrons de
pontos quanticos circulares baseados em semicondutores.

Quantidade Escala

2
: * * ee?
Energia [Ej| m (ke—h>

Comprimento [a%] ke;hiSQ
~ kee?
Interagao [ve| é
Confinamento [V] huw

3.2 Modelo para os pontos quanticos

Com estas consideragoes em vista, um modelo adequado que descreve o comporta-
mento dos N elétrons compondo o ponto quantico, confinados por um potencial parabdlico

e se movendo no plano z = 0 é determinado pelo hamiltoniano:

h? m*w? k.e? 1
=— Vg — 24 = — . 3.9
Mo g 2V i (3.9)

7 1<J

Novamente, os efeitos do fundo semicondutor sao condensados na massa efetiva e na cons-

tante dielétrica do material. Uma forma interessante de reescrever a Eq. 3.9 consiste em
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dividir ambos lados pela energia de Hartree efetiva. Ao fazer isso, obtém-se um hamilto-

niano adimensional dado por

oSSR R () e
¥

v? 72 1
AN .10b
Sh+ ;2+Z@j, (3.10b)

1<j

onde a constante adimensional A = Fi/nw reflete a importancia relativa entre o potencial
de confinamento e a interacao coulombiana. Em outras palavras, se a configuracao experi-
mental é tal que a razao \ esta no intervalo entre zero e um, o confinamento é dominante.
Um tipico semicondutor usado em pontos quanticos é o arsenieto de gélio (GaAs), o qual
possui elétrons com uma massa efetiva de m* = 0.067 m,, sendo m, a massa de repouso
do elétron, e uma constante dielétrica de e = 12.7 [6]. Ja para valores tipicos do confi-
namento, a energia hw é da ordem meV, em particular, o confinamento considerado nos
calculos realizados foi de hw = 0.28 Ej}, que é equivalente a aproximadamente 1.1 meV.
Esse é um valor tipicamente encontrado na literatura [87]. Essa breve descrigao é suficiente
para os propositos deste trabalho, uma vez que o maior objetivo consiste em analisar como
a aplicacao de redes neurais pode amenizar o problema do sinal em métodos de Monte

Carlo quantico.

Comportamentos esperados para fungao de onda
No estudo de férmions de spin 1/2, uma abordagem muito comum utilizada para
garantir o carater antissimétrico da fungao de onda ¢é o uso de determinantes de Slater [88],

os quais podem ser escritos da seguinte forma

Bs(R) = det [qﬁi (@)] det [qﬁi (rj)] , (3.11)

(I

_ gt R e . , ,
onde nesse caso R = {rj, ..., T T, rni}, r; sao as coordenadas do elétron j com spin

+
J
elétrons com spin para cima e para baixo, respectivamente. O determinante é computado

para cima, r7 sdo as coordenadas do elétron j com spin para baixo, n' e nt sdo o nimero de
considerando a matriz cujo o elemento da linha i e coluna j ¢ dado por ¢;(r}), onde
a = {1, ]} pode assumir os dois possiveis valores de projegao do spin. Usualmente, essas
funcoes ¢; sao solugoes do sistema nao interagente, isto é, solu¢oes do oscilador harmonico
quantico nesse caso.

Para incluir as correlagoes entre os elétrons, uma maneira comum ¢é multiplicar os

determinantes de Slater por fatores de Jastrow [6], isto é,

Vss(R) = @5(R)¥,(R) , (3.12)
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onde o fator de Jastrow pode ser escrito em termos de um produtério sobre os possiveis

pares de particulas,

U,R) =] 7(ry) - (3.13)
i<j
Nesse caso, esse termo inclui apenas correlagoes de dois corpos. Uma forma comum para

funcao J é dada por

a—+ br

J(r)zexp( " ) , (3.14)

onde as constantes a e b sao pardmetros variacionais. Outros detalhes podem ser encon-

trados em [89].
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Parte 11

Panorama dos métodos computacionais
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4 (CONCEITOS DO APRENDIZADO DE MAQUINA

No contexto da inteligéncia artificial, um dos desafios é fazer com que computadores
resolvam tarefas que sao complicadas de descrever formalmente em termos computacionais,
como, por exemplo, reconhecimento facial em imagens. Nesse sentido, existem dois modos
distintos em que a expressao “algoritmo de aprendizado de maquina” é empregada. O
algoritmo pode ser utilizado para treinamento ou para predicao, isto é, ou ele esté sendo
treinado para executar uma tarefa, ou ele esta sendo usado para realizar uma predicao
sobre uma tarefa. Em particular, esses algoritmos aprendem a partir de conjuntos de dados
ao serem treinados. Entretanto, para que esse treinamento seja efetivo, os conjuntos de
dados precisam ter tamanhos consideraveis. Felizmente, o aumento exponencial do poder
computacional visto nas ultimas décadas proporcionou um aumento na capacidade de gerar
e analisar conjuntos enormes de dados [15]. Junto com a tendéncia de aumento no conjunto
de dados e do poder computacional, novas técnicas de anélise e teoria do aprendizado foram
desenvolvidas, as quais foram amplamente inspiradas em estatistica, neurociéncia, ciéncias
da computagao e também na fisica [90]. Esses avangos possibilitaram aplicagdes abrangendo
visdo computacional [91], reconhecimento de fala [92|, processamento de linguagem natural
[93], entre outros [16].

Por outro lado, uma caracteristica intrinseca da mecéanica quantica é sua natureza
probabilistica. Isso torna sistemas fisicos fontes praticamente inesgotaveis de dados, seja
através de experimentos, seja através de dados sintéticos provenientes de simulagdes [25].
Tais circunstancias tornam esses sistemas um 6timo campo para aplicacoes de algoritmos
de aprendizado de méquina. Especificamente, o problema de muitos corpos pode ser ata-
cado utilizando os conceitos do aprendizado de maquina através de algumas perspectivas
distintas. Dentre as possiveis aplica¢oes estao a identificagdo de fases quanticas [24], ace-
leragdo de simulagoes [32], construgao de potenciais para simulag¢oes atomisticas [33] e
representagao de estados quanticos |24, 31].

Para entender particularmente como algoritmos de aprendizado de maquina sao
capazes de representar estados quanticos, este capitulo discute os conceitos chave de al-
goritmos de machine learning, como construir seus elementos fundamentais, como treinar
esses algoritmos para realizar uma determinada tarefa e quais cuidados necessérios devem
ser tomados para que um treinamento eficiente seja executado. Nessa etapa, o foco reside
em entender as ferramentas matematicas empregadas no contexto da inteligéncia artificial,
enquanto a conexao dos conceitos de aprendizado de maquina com o problema de muitos

corpos quantico e o método de Monte Carlo é feita nos Cap. 5 e Cap. 6.



4. Conceitos do aprendizado de maquina 43

4.1 Estabelecendo definicoes de conceitos chave

O aprendizado de maquina é um campo de estudo dedicado ao desenvolvimento
de algoritmos e modelos estatisticos que permitem ao computador realizar tarefas sem ser
explicitamente programado para isso. Para que isso seja possivel, apresenta-se ao compu-
tador um conjunto de informacoes chamados de dados de treinamento. Em particular, o
machine learning pode ser definido como uma forma de estatistica aplicada com maior
énfase ao uso de computadores para estimar fungoes complicadas e menor énfase aos in-
tervalos de confianga dessas fungoes [16]. Em outras palavras, supondo que a tarefa em
questao possa ser representada por uma funcao, a énfase reside em estimar com acurécia
essa funcao independente de quando novos dados sao apresentados, diferentemente de um
ajuste de fungao, procedimento no qual existe uma preocupagao maior em torno da regiao
na qual o ajuste é confidvel. Adicionalmente, o modelo é essa fun¢ao capaz de executar a
tarefa.

Portanto, os algoritmos de aprendizado tem como objetivo genérico reconhecer pa-
droes em dados e aprender a partir destes. Entretanto, aprender é um conceito subjetivo
que pode ser interpretado de diversas maneiras. Por essa razao, surge a seguinte defini¢ao
sugerida por Mitchell [94]: dado uma experiéncia E com respeito a uma classe de tarefas
T e uma medida de performance P, o conceito de aprender para um programa compu-
tacional consiste em aprimorar sua performance P nas tarefas T' com a experiéncia E.
Assim sendo, o conjunto de dados de treinamento utilizado para treinar o algoritmo é a
experiéncia E apresentada a ele.

Com isto em vista, aprender significa adquirir a habilidade de desempenhar bem
em uma determinada tarefa. Em geral, essas tarefas sao descritas em termos de como
um exemplo especifico deve ser processado pelo algoritmo. Nesse contexto, um exemplo é
entendido como um conjunto de atributos, isto é, um conjunto de dados numeéricos que
podem ser representados por um vetor x € R”, onde x; sao os elementos desse vetor. Para
exemplificar, uma imagem de um animal doméstico € um exemplo cujos atributos sao os
valores de seus pixels. Para esse caso, uma possivel tarefa seria identificar qual tipo de
animal doméstico esta presente na foto. Ha diversos tipos de tarefa que o aprendizado de
méquina ¢é capaz de enfrentar, porém, dois dos tipos mais importantes sao a classificagao
e a regressao.

A classificacao é um tipo de tarefa onde o objetivo é especificar a qual categoria os
exemplos pertencem, ou seja, dado um conjunto de exemplos e um de categorias identifi-
cadas por um codigo numérico y, a ideia é encontrar uma fungao que conecte os exemplos
x as suas devidas classificagoes y. Reconhecimento de faces em fotos usa esse tipo de ideia
para marcar perfis de redes sociais de maneira automaética [95]. Note que, neste caso y pode
assumir apenas valores discretos. Regressao, por outro lado, tem como objetivo prever um

valor numeérico y a partir de um exemplo x. Novamente, a intencao é achar a funcao que
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conecte os dois, ou seja, ambas tarefas sao semelhantes, com a diferenca que, para a regres-
sao, os valores de y pertencem ao continuo. Um exemplo de regressao é a analise do prego
de agdes em bolsas de valores [96]. Outros exemplos de tarefa sdo a transcri¢ao, usada
para reconhecimento de texto e fala, a deteccao de anomalia, usada para reconhecimento
de fraudes em transacoes bancarias, e a sintese e amostragem, usada para geragao de novos
dados a partir dos exemplos usados para treinamento [16].

Além disso, os exemplos processados pelo algoritmo geralmente podem ser classifi-
cados em trés tipos, aqueles que pertencem aos dados de treinamento, ao conjunto de teste
ou aos novos dados. Usualmente, o conjunto de dados teste é a colecao de informacoes
usadas para computar a performance do algoritmo. Porém, para avaliar o desempenho
do algoritmo ao executar uma tarefa, torna-se necessario a elaboracao de uma medida
quantitativa de performance. O tipo de medida depende diretamente de qual tarefa se
quer realizar. Para a classificacao, por exemplo, a proporcao de exemplos para os quais o
modelo produziu o resultado correto, isto é, a acuracia é uma boa medida de performance.
De maneira geral, a performance pode ser entendida como um retorno ou feedback para o
processamento de um exemplo pelo modelo. Ao obter uma boa pontuacao na performance,
isso é equivalente a ter um retorno positivo, indicando ao modelo para continuar apren-
dendo nessa direcao. De maneira semelhante, uma baixa pontuacao mostra um feedback
negativo, levando a uma mudanga de caminho no aprendizado.

Entretanto, a forma como a experiéncia é apresentada ao algoritmo também pode
variar. Por consequéncia, os algoritmos sao classificados majoritariamente em trés maneiras
dependendo de qual tipo de experiéncia é apresentada. Os algoritmos de aprendizado nao
supervisionado sao aqueles que experienciam um conjunto de dados contendo diversos
atributos e sao capazes de aprender as estruturas e padroes internos ao conjunto. Ja para
os algoritmos de aprendizado supervisionado, além dos atributos de entrada, a cada
exemplo do conjunto é atribuida uma categoria de saida ou valor alvo de saida que o modelo
tem como objetivo prever. Por tltimo, ha também o aprendizado reforgado, no qual
o algoritmo interage com um ambiente, de maneira que existe um ciclo de feedbacks entre
o sistema e suas experiéncias. Um exemplo desse tipo de aprendizado ¢é o treinamento de
modelos para jogar xadrez.

Com base no conceito de aprender, usualmente, um modelo antes de entrar em con-
tato com uma experiéncia tem uma baixa performance. O processo de aprendizado, isto
é, a melhoria da performance com a experiéncia esta intimamente ligado a algoritmos de
otimizacao. Frequentemente, a performance é descrita em termos de uma funcao, cujo s
pontos de méximo ou minimo correspondem as melhores performances que o modelo pode
ter. Também, como mencionado anteriormente, um desafio central no processo de aprendi-
zagem reside em obter algoritmos que tenham um bom desempenho no processamento de
exemplos nao vistos na etapa de treinamento, ou seja, novos dados. A demonstracao de um

bom desempenho em dados nao observados previamente é conhecida como generalizagao.
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Exatamente isso é o que separa uma otimizagao simples de um algoritmo de aprendizado
de méquina, neste ultimo também se deseja que a medida de performance P seja boa em

dados nao utilizados no treinamento.

4.2 Modelos de inteligéncia artificial

Para compreender com mais detalhes estes conceitos, dois exemplos serao explora-
dos a seguir. O primeiro é amplamente conhecido nas ciéncias exatas, a regressao linear,
enquanto os neurénios artificias sao o segundo, estrutura base para diversos modelos utiliza-
dos no contexto de inteligéncia artificial. Com estes, pode-se definir os modelos conhecidos
como redes neurais diretas, as quais foram amplamente empregadas no estudo e aplicagoes
em machine learning apresentados anteriormente.

Regressao linear

Muitas vezes, as tecnologias de inteligéncia artificial sao vistas como obscuras e
incompreensiveis. Entretanto, analisando a definicao de aprender apresentada, um exem-
plo simples de algoritmo de aprendizado de méaquina é a regressao linear. Por exemplo,
suponha que a tarefa considerada seja encontrar uma lei para um determinado fenémeno
cujo experimento nos fornece um certo conjunto de dados. Considere também que cada
exemplo nesse conjunto seja composto de um vetor x com n atributos e um valor alvo y.
Modelos nada mais sao do que funcoes de muitas variaveis. Essas variaveis sao separadas
em dois tipos, os ja mencionados atributos x e os parametros 6. Assim, denotando essa

fungao por ¢, pode-se escrever um modelo linear como

o(x,0) = Zwimi +b=w'x+b, (4.1)

onde w = {wy, ..., w, } é um conjunto de pardmetros pertencentes a 6 chamados de pesos e,
semelhantemente, b também pertence & @ e é chamado de viés. Nessa equacao, foi utilizada
uma notacao matricial, onde considera-se que um vetor é uma matriz coluna. Em vista
disso, a tarefa pode ser reinterpretada como predizer o valor alvo y a partir do exemplo x
através do calculo de ¢(x, ).

Uma maneira de representar o conjunto total de dados é através da matriz design
X, onde os elementos compondo uma coluna formam um exemplo e elementos de linhas
diferentes correspondem a atributos distintos. Essa matriz armazena dois tipos de exem-
plos, onde no processo de avaliagao da performance ¢ empregado o conjunto teste X't e
na etapa de aprendizagem ¢é utilizado o conjunto de treinamento X" ambos contidos
na matriz design e totalmente excludentes, isto ¢, nao possuem exemplos iguais entre si.
De maneira semelhante, os valores alvo de cada exemplo sao armazenados no vetor y na

ordem correspondente, além de também estar separado entre valores alvo de teste y't e

train

de treinamento y
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Nesse caso, uma boa escolha de medida de performance é o quanto a previsao dada
pelo modelo desvia do valor alvo esperado, em outras palavras, o erro médio do modelo.
Especificamente, o erro médio quadréatico é uma 6tima medida para esse exemplo, portanto,
a performance seré avaliada sob esta 6tica. Como mencionado anteriormente, essa medida

é feita no conjunto de teste, consequentemente, o desempenho do modelo serda dada por

1
P=—=>"[p(x",0) —yi=]" (4.2)

m =
i

test
)

onde m ¢é o namero de amostra no conjunto teste, x{*** ¢ um exemplo de X** e y** & seu
valor alvo correspondente. Note que nessa situagao, quanto menor é o valor de P, melhor
é o desempenho.

Para que o algoritmo possa aprender, isto é, melhorar o desempenho, é necessario
construir um algoritmo que melhore os pesos w e viés b de forma que reduza P quando
o algoritmo é apresentado & experiéncia, ou seja, ao conjunto de dados de treinamento.
Uma forma intuitiva de fazer isso é minimizar o erro quadratico médio para o conjunto de
treinamento. Com esse propoésito, o objetivo torna-se encontrar os valores de @ que anulam

o gradiente dessa fungao. Para isso, basta encontrar a solugao de

Vo> [o(xi, 0) — yiin]” = 0. (4.3)

i
Particularmente para a regressao linear, esse sistema tem solugao exata conhecida. De
posse dos parametros 8 6timos que minimizam o erro médio, o algoritmo tem seu desem-
penho melhorado e, como consequéncia, ele aprendeu. E claro que a regressao linear é um
algoritmo de aprendizado de maquina muito simples e tem muitas limitagoes, mas mostra
de maneira simplificada como podem funcionar algoritmos mais complexos.

Neuronios artificiais

Uma das deficiéncias com a regressao linear é a necessidade de correlagdes nao li-
neares entre os atributos e as previsoes do modelo, situagao presente em diversas tipos de
tarefas. Para transpor esse problema surgiram modelos chamados de neurdnios artifici-
ais. Semelhantemente aos neurdnios de animais, esses modelos recebem sinais primarios
ou proveniente de outros neurdnios, processam de modo nao linear e transmitem o sinal
processado, seja para outros neurdnios artificiais ou para composicao da resposta do mo-
delo. Os sinais primarios sao os atributos e correspondem aos sentidos, como a visao por
exemplo. De maneira geral, um neurdnio artificial vai receber um vetor, denotado pela
letra a, com as informacoes dos sinais que ele esta recebendo.

Apos receber as informagoes, o neurdnio artificial junta todas elas através de uma
combinacao linear, semelhante ao procedimento da Eq. 4.1. Ja o tratamento nao linear do
sinal é executado através de uma fungao de ativacao o, que é associada ao neurdnio. Na

Fig. 4.1 é apresentado o esquema de um neurénio artificial, onde é possivel ver os sinais
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chegando ao neurdnio, sendo processados e, posteriormente, sendo emitido. A expressao

desse processo pode ser escrita como

h=o(w'a+b) . (4.4)
LA
aq w1
ag) 2 Z _f o(w'a+b)
. Wn
A, Neuro6nio artificial

Figura 4.1: Ilustracao esquematica de um neurdnio artificial. Os sinais a; chegam ao neurénio com dife-
rentes pesos w; e sao combinados linearmente junto com o viés b. O resultado desse processamento passa
por um filtro nao linear e é emitido para os proximos neurdnios.

Note que a figura representa a combinacao linear pela letra grega ¥ e a operacao nao linear

pelo grafico da funcao sigmoid, a qual tem a seguinte expressao

B 1
14t

o(t) (4.5)

Essa funcao pode ser vista como um filtro, onde até uma certa amplitude de sinal nao ha
transmissao e para amplitudes maiores ha transmissao. Existem diversas fungoes de ativa-
cao empregadas nesses modelos, dentre elas estao a funcao sigmoid citada anteriormente,
como também estao a tangente hiperbolica, a funcao sinal e a unidade linear retificada
(ReLU). Esta ultima é definida como zero para valores negativos e o proprio argumento
para valores positivos, o que esclarece o nome atribuido.

A partir dessa estrutura é possivel compor diversos neurénios artificiais para criar
as chamadas redes neurais. Como a maioria dos neurénios artificiais nao interagem direta-
mente com os atributos de entrada ou com a composi¢ao do resultado final do modelo, essas
estruturas sdo chamadas de unidades ocultas (hidden units), por isso sao representados pela
letra h na Eq. 4.4.



4. Conceitos do aprendizado de maquina 48

4.3 Descricao das redes neurais diretas

Os modelos empregados nos algoritmos de aprendizado de maquina com frequéncia
se fundamentam nas chamadas redes neurais diretas, as quais utilizam neurénios artificiais
organizados em formato de camadas sucessivas e inter conectadas, com cada camada sendo
uma fun¢ao da camada anterior. Essas redes sao alimentadas com os atributos, também
chamados de elementos de entrada ou camada de entrada, processam essa informacao
através dos neurdnios presentes e realizam, por exemplo, uma classificagao ou uma previsao
relacionada com a tarefa que se quer cumprir.

O ntimero total de camadas encadeadas ¢ chamado de profundidade do modelo,
onde a ultima delas é conhecida como camada de saida. Adicionalmente, cada camada
contém uma determinada quantidade de neurénios, propriedade conhecida como largura.
Pelo fato das camadas serem conectadas sequencialmente, pode-se escrever relagoes de
recorréncia entre elementos de uma dada camada ¢ e os elementos da camada anterior
¢ — 1. Como mencionado anteriormente, essas camadas intermediarias sao chamadas de
camadas ocultas.

Da mesma forma que no neurénio artificial, uma camada ¢ recebe um vetor a*~1 da
camada anterior £ — 1 para ser processado. Entretanto, ao contrario de um tnico neurdnio,
cada camada geralmente possui diversos neuronios, ou seja, o resultado do processamento
também serd um vetor. Portanto, para realizar a combinacao linear ¢ necessério utilizar

0

uma matriz de pesos W e um vetor de vieses b®¥) para conectar camadas subsequentes.

Para tanto, uma quantidade intermediaria chamada de pré-ativagao é definida como

720 = WO-1D L pO (4.6)

Note que cada linha das matrizes W representa os pesos de um dos neurénios da camada,
bem como os elementos de b representam os vieses de cada neurénio. De forma mais
explicita, essa representacao matricial pode ser reescrita em termos dos elementos. Assim,

o elemento i da pré-ativagao da camada ¢ é dado por
O WY )
J

Na etapa seguinte do processamento, a operacao nao linear é realizada, isto ¢é, a
funcao de ativacao o, é aplicada a cada elemento da pré-ativacao. Consequentemente, os
sinais que serao transmitidos & préxima camada sao o resultado desse processamento e

podem ser escritos vetorialmente como

al) =gy (z(z)) , (4.8)

onde a funcao de ativagao esta sendo aplicada elemento a elemento do vetor de pré-ativacao
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z¥). Para uma rede neural cuja a profundidade ¢ de L camadas, a expressao final do modelo

é dada por

Gun(x,0) = o (WHall"D 4 pH)) (4.9)

onde x = a(®) representa a camada de entrada e o vetor @ = {W®1U{b®} & o conjunto de
todos os parametros da rede neural. Note que esse calculo pode retornar também um vetor
de resultados, além de valores escalares. Essa flexibilidade reside na liberdade de escolha
do tamanho da largura de cada camada, em particular, da largura da tltima camada.

Um fator importante para que o modelo tenha éxito na tarefa é a maneira como as
informacoes disponiveis sao codificadas nos atributos a(®’. Em uma tarefa relacionada com
o processamento de imagens, como por exemplo reconhecimento de objetos em imagens,
é preciso representar a imagem em termos computacionalmente legiveis, isto é, ntimeros.
Uma forma comum ¢ transformar cada pixel da imagem em uma trinca de valores, onde
cada valor pode assumir valores reais entre 0 e 1 e representa a quantidade de vermelho,
verde e azul daquele pixel. Essa é uma maneira de construir os atributos a®, outras
formas também existem e algumas delas sao mais eficientes por serem pensadas para uma
tarefa especifica. Portanto, vale pontuar que essa é uma etapa importante do processo
e dependente do problema em questao. A forma como os atributos sao apresentados a
rede neural é chamada de representacao. Um ponto no plano pode ser representado em
coordenadas cartesianas ou polares, por exemplo.

Para fins ilustrativos, uma representacao esquematica de uma rede neural é apresen-

tada na Fig. 4.2, a qual é detalhada a seguir. A rede representada no esquema apresenta

Camada de entrada
| Camada oculta
Camada de saida

al®

al®
asv) a(®

ay” af® Pun (X, 0)
agt a® W®

a0

: WD (alt W

Figura 4.2: Tlustragdo esquemaética de uma rede neural direta. A rede possui duas camadas ocultas, uma
com 4 neurdnios e outra com 2. Nesse caso, a camada de saida é um tnico ntiimero representado pela fungao

(0)

)

¢nn (X, 0), onde os atributos x sao representados pelos sinais da camada de entrada a
pelas matrizes de pesos W.

e os parametros 6
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uma camada de entrada com 3 atributos, duas camadas ocultas, sendo uma de largura 4
e outra de largura 2. A camada de saida nesse exemplo é um escalar. Por motivos de
clareza, os vieses nao foram representados na figura. De posse do modelo, ideias seme-
lhantes as introduzidas no exemplo da regressao linear podem ser empregadas para atacar
diversos tipos de tarefa, em particular, tarefas nas quais os valores alvo tem correlagoes nao
lineares com os atributos. Sobretudo, considerar que a tarefa pode ser representada por
uma funcao introduz um questionamento relacionado & capacidade do modelo apresentado
de representar a fungdo em questdo. De fato, o teorema de Cybenko [37] garante que a
classe de fungoes multivaridveis da Eq. 4.9 é capaz de aproximar tao bem quanto se queira
qualquer funcao real com suporte no hiper-cubo unitario, isto é, fun¢des compactas em um
subconjunto do R™. Geralmente, esse é o caso para problemas de aprendizado de maquina.

Com modelos desse tipo, desempenhos avaliados por quantidades similares ao erro
médio quadréatico e dados representados adequadamente e em quantidades suficientes para
treinar essas redes neurais, quase todas as componentes do algoritmo de aprendizado de
méaquina estao descritas. A componente que completa os algoritmos de aprendizado de

méquina sao os algoritmos de otimizacao.

4.4 Elementos de algoritmos de otimizacao

Métricas de performance sao sempre construidas tal que seus maximos, ou minimos
dependendo da construgao, resultem em um melhor desempenho do algoritmo. Por esse
motivo, é necessario discutir algoritmos de otimizacao para redes neurais, os quais sao
responsaveis por encontrar os parametros @ do modelo tal que este seja capaz de realizar a
tarefa com um bom desempenho. Usualmente, a funcao que mede a performance também é
chamada de funcao perda e é denotada por £. Como ja mencionado, um exemplo de fungao
perda é o erro quadratico médio. Nesse caso, a funcao perda depende do resultado das redes
neurais, ou seja, ¢ uma fungao composta L£(¢p,,(x, @)). Por simplificagao, considere que esse
seja o caso geral. Portanto, para o calculo de £, emprega-se a rede neural direta utilizando
os dados de entrada x para produzir valores de saida ¢n,(x,8), onde a informagcao flui
pela rede progressivamente, isto é, ela avanca de camada para camada. Esse processo é
chamado de propagacao progressiva.

Para encontrar os parametros que otimizam o desempenho do modelo, métodos
baseados em gradiente estao entre os mais comuns. Assim, com o objetivo de calcular os
gradientes da funcao perda, o algoritmo de retro-propagacao foi desenvolvido [21]|. Esse
procedimento também é conhecido como back-propagation e permite que a informagao flua
da funcao perda para a rede neural, ou seja, de maneira retrograda. Nesse sentido, a forma
analitica dos gradientes de £ sao calculados através de uma série de regras da cadeia. Na

primeira etapa desse calculo obtém-se:
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VoL(fnn(x,0)) = L' (¢un(x,0)) Vodun(x,0) . (4.10)

Note que a funcao perda é um escalar e, por isso, sua derivada pode ser denotada sim-
plesmente como £'. A partir desse ponto, é preciso dividir o gradiente em duas categorias,
uma para as derivadas com relacao aos vieses b() e outra para as derivadas com relacio

aos pesos W, Para a camada de saida L, as expressdes para as derivadas sdo dadas por

63_([/) aa(L) .
ob@D — 9z@ Lo, (Z( )) , (4.11)
aa(L) aa(L)
— (L-1)
WD ~ gpm 22 - (4.12)

A operacgao ® denota um produto onde cada elemento de um vetor multiplica cada elemento
de uma coluna da matriz, isto ¢, (M ©® v), ; = M;jv;. Enquanto a operacao ® indica produto
tensorial. Note a necessidade de primeiro computar as derivadas da ultima camada para
depois fluir as informacgoes de forma retrograda pela rede até chegar ao inicio, sendo assim,
uma retro-propagacgao. As quantidades das Eq. 4.11 e Eq. 4.12 sao retroativamente
empregadas no calculo das derivadas com relacao aos pesos e vieses de uma camada ¢ < L

da rede neural, cujas expressoes sao escritas como

0alt) 02 ey (4.13)
ob®)  9zlt+l) ’ ’
dal) dal)

_ (e—1)

Matematicamente, a Eq. 4.13 também sao derivadas com relacao as pré-ativagoes, além de
serem chamadas de sensibilidades e denotadas por e). Detalhes adicionais da derivacio
dessas expressoes podem ser encontrados no Ap. C.

Diferentemente da regressao linear, encontrar os parametros que anulam o gradiente
de redes neurais nao se resume a um conjunto de equagoes lineares exatamente solavel por-
que a nao linearidade do modelo torna a funcao perda nao convexa, isto €, ela pode possuir
miultiplos minimos locais. Entao, torna-se necessario explorar algoritmos de otimizacao
para achar parametros do modelo que aumentem seu desempenho. Um método bastante
empregado para otimizagao nesse contexto é o gradiente estocéstico descendente [97]. As
possibilidades de método e detalhes variam conforme a tarefa.

Costumeiramente, os métodos de otimizacao sao iterativos e os parametros sao

atualizados durante as iteragoes do algoritmo de acordo regras do tipo

0111 =0+, (4.15)
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onde t é um indice inteiro que monitora as iteragoes e v; ¢ uma variagao potencialmente
benéfica para o desempenho. Geralmente, essa quantidade é proporcional ao gradiente
da funcao perda, ou seja, v; = —nVeL,;, em que o coeficiente de proporcionalidade 7 é
conhecido como taxa de aprendizagem. Essa escolha tem origem na propriedade do
gradiente de apontar para a diregao de crescimento da fung¢ao no ponto. Uma justificativa
com mais detalhes é apresentada no Cap. 5. Entretanto, devido aos minimos locais,
pontos de sela e possiveis ruidos nos dados, basear-se somente em gradientes pode levar
a resultados sub-otimizados. Além disso, parametros diferentes frequentemente estao a
distancias distintas dos seus valores 6timos e, portanto, uma taxa de aprendizagem global
também pode atrapalhar o processo.

Por causa de problemas desse tipo, as atualizacoes v dos pardmetros precisam uti-
lizar estratégias para transpor essas dificuldades. Dentre elas esta o algoritmo do mo-
mento [98], o qual introduz um termo em v que faz o papel de uma velocidade no espago

de parametros. Essencialmente, esse termo acumula durante o processo de otimizacao

informagoes das derivadas da funcao perda de iteracoes passadas, isto é

v = avy, — Vel (4.16)

onde a constante « é usualmente referenciada como momento. Esse procedimento acumula
uma média mével com decaimento exponencial do gradiente da funcao perda e é geralmente
realizado logo antes da atualizagao dos parametros. Como « é escolhido entre 0 e 1, os
termos de iteracoes anteriores decaem exponencialmente, uma vez que, a cada iteracao v
¢ multiplicado por « antes de acumular o novo gradiente.

Em diversos casos, devido aos gradientes serem estimados estocasticamente, o cal-
culo dos gradientes contém ruidos provenientes das amostras aleatorias. Assim, outra
préatica necesséaria é a adaptacao da taxa de aprendizagem como funcao das iteragoes do

algoritmo. Uma forma de atualizar essa taxa n na iteracao ¢t é dado por

p

1

7 4.17
L+ & (4.17)

n(t) = o
onde 7y ¢ a taxa de aprendizagem inicial, t, ¢ a taxa de retardamento e¢ p é a taxa
de decaimento. Isso é necessario, pois o ruido introduzido por métodos estocasticos na
estimativa nao se anula nos minimos. Ao utilizar este tipo de decaimento, visa-se diminuir
as variagoes de parametro durante suas atualizagoes, de forma que os ruidos dos dados
influenciem menos ao fim do processo de treinamento.

Como mencionado anteriormente, o que diferencia aprendizado de maquina de uma
simples otimizagao é como construir um algoritmo que desempenhe bem nao s6 no conjunto
de dados de treinamento, como também nos dados de teste. Existem diversas estratégias

utilizadas com esse objetivo que possibilitam uma diminui¢ao do erro de teste, mesmo que
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em detrimento do erro de treinamento em alguns casos. Esse conjunto de estratégias é
geralmente referido como regularizagao. Usualmente, essas taticas se baseiam em res-
trigoes ou penalidades incluidas na fungao perda ou no modelo. Uma maneira comum de
implementar isso é modificar a funcao perda para acrescentar a constricao da norma dos

parametros do modelo como penalidade. A funcao perda modificada fica igual a

L' =L+)070, (4.18)

onde A é chamado de constricao da norma e é um valor escolhido previamente que define
quanto é a preferéncia por valores menores de 0. Isso garante que os valores 6timos de @
sejam 0s menores possiveis.

Neste trabalho, foi utilizado uma modificacao do método de aproximacao da curva-
tura com fatorizagdo de Kronecker (KFAC) [99], que é uma aproximagao para o gradiente
natural descendente [100] apropriado para redes neurais. Do ponto de vista da mecénica
quantica, esse método é uma variacao do método de reconfiguracao estocastica, que é ex-
plorado no Cap. 5. Fundamentalmente, o gradiente natural é um método que considera a
quantidade de informacao que uma variavel aleatéria carrega sobre um parametro desco-
nhecido, isto ¢, a informacao que um determinado parametro do modelo carrega sobre os
outros parametros. A medida dessa quantidade de informacao é feita através da matriz de

informagao de Fisher (FIM), definida como

] e

onde IE, representa o valor esperado com respeito a densidade de probabilidade p da fungao

F=F,

log-verossimilhanca log £. Para os casos em que o modelo pode ser interpretado como uma
densidade de probabilidade, o logaritmo da funcao perda pode ser visto como a funcgao
log-verossimilhanga. Note que o valor esperado ¢ computado sobre o conjunto de dados
de treinamento e para cada par de parametros do modelo, formando uma matriz simétrica
e, portanto, diagonalizavel. Além disso, essa matriz fornece uma medida da curvatura da
fungao log-verossimilhanga. Com base nisso, a proposta de variagdo v nos parametros 6

na iteracao t + 1 do processo de treinamento é dada por

V1 = v, — () F, VoL (4.20)

onde F; e L} sdo a matriz de Fisher e a funcdo perda calculadas na iteragdo ¢, respec-
tivamente. Esse procedimento leva em conta a geometria do espago de parametros ao
considerar a curvatura. Isso também torna o processo de otimizagao mais robusto e efici-
ente, uma vez que a convergéncia é comumente atingida mais rapidamente do que usando
gradiente descendente simples e problemas relacionados com divergéncia e desaparecimento

de gradientes sao evitados ao considerar a geometria do espago. Contudo, para modelos de
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larga escala, os quais possuem de milhares até milhoes de parametros, computar a inversa
da matriz de Fisher toda iteracao pode ser impraticdvel. O método KFAC faz duas apro-
ximagoes com o intuito de amenizar esse problema. A primeira consiste em considerar que
os elementos F;; sao nulos se 6; e 0; pertencem a camadas distintas da rede neural. Isso
torna a matriz de Fisher bloco diagonal entre camadas e razoavelmente mais eficiente de se
inverter. A segunda aproximacao decorre da fatoracao de Kronecker da inversa desses blo-
cos, que pode ser escrita em termos das derivadas do modelo com relagao aos parametros

como

E

p

Ologp 91059 \"|" ) o o) (a® o a@) ]
OvecW ) OvecW ) :EP [(a ®e )(a ®e ) ] (4.21&)

—1 —1
~E, 290" @, [eMe®’] T (421b)

onde vecW ¥ so os parametros da camada ¢ dispostos em um vetor, al¥) sdo as ativacoes
diretas e e¥) sdo as sensibilidades retroativas da camada ¢. Dessa forma, as informacoes
transmitidas diretamente sao desacopladas das informacoes fluindo retroativamente. Ou-
tros detalhes dessa aproximagido podem ser encontrados em [99]. Inicialmente, o método
KFAC foi pensando para densidades de probabilidades normalizadas, porém, pequenas
alteragoes no procedimento podem estende-lo para casos em que apenas se tem acesso a
densidades de probabilidade nao normalizadas [31].

Entretanto, mesmo com esses cuidados, inverter a matriz de Fisher pode apresentar
problemas numéricos. Uma maneira de melhorar a estabilidade da inversao da matriz é
adicionando um termo proporcional a matriz identidade antes de computar a inversa da

matriz de Fisher. Dessa forma, a regra de atualizacao dos parametros é escrita como

Vi = avy — () (F + M\1) ' VL (4.22)

onde a constante \; é chamada de amortecimento. Essa técnica estabiliza o processo de
treinamento, reduzindo oscila¢oes e prevenindo divergéncias. Outro método de regulariza-
¢ao utilizado foi o decaimento de médias méveis da matriz de covariancia. Esse método
introduz uma penalizacao baseada na covariancia das ativagoes da rede neural, o que en-

coraja ativacoes descorrelacionadas.

Ve = avy — n(t) [(F+ Aal) " VL, + A cov(Ay) 6] (4.23)

onde o parametro A\, é chamado de decaimento da matriz de covariancias e A; é a
matriz de covariancia das ativacgoes. Neste trabalho, a atualizacao dos parametros da rede
neural foram conduzidas utilizando a biblioteca KFAC-JAX [101, 102].

A quantidade total de iteracoes é chamada de iteragoes de treinamento ou itera-
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¢oes de otimizacao. Além disso, o namero de exemplos considerado na matriz design de
treinamento é chamado de tamanho do batch. Os valores da profundidade e largura do
modelo, bem como o ntmero de iteragoes de treinamento, o tamanho do batch, a taxa de
aprendizagem inicial, o momento, as taxas de decaimento e retardamento, a constricao de
norma e o amortecimento sao quantidades que controlam o comportamento do algoritmo
durante o processo de treinamento. Para diferenciar dos parametros 8 do modelo, eles sao
chamados de hiper parametros do algoritmo. De posse desses elementos, da rede neural e
do conjunto de dados, a funcao perda e as atualizacoes dos parametros sao computados, os
parametros sao atualizados de acordo com regras do tipo da Eq. 4.22 e esse procedimento é
repetido até o desempenho atingir seu maximo, ou minimo, dependendo de como a fungao

perda foi construida.
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5 ASPECTOS DO METODO VARIACIONAL NA
MECANICA QUANTICA

A partir do inicio do século XX, a equacao de Schrodinger tem sido uma das princi-
pais fontes de pesquisa para desenvolver o entendimento cientifico das leis da fisica na escala
microscopica. Entretanto, resolvé-la se mostrou tao problematico, que somente poucos sis-
temas tem solugao conhecida como, por exemplo, a particula livre, o oscilador harmonico
e o potencial coulombiano. No que diz respeito a modelos realistas, os quais geralmente
possuem interacoes entre muitos corpos, torna-se ainda mais complicado, ou até impossivel,
resolver a equacao analiticamente. De fato, esses problemas sao ditos pertencer a classe
NP-hard [103]. Todavia, existem dois métodos bastante genéricos e que sao ferramentas
lteis para determinar aproximadamente os niveis de energia e fungoes de onda de espectros
discretos, nomeadamente, a teoria de pertubacao e o método variacional. Em particular,

este ultimo seré o objeto de estudo deste capitulo.

5.1 Principio variacional e o método de Ritz

O principio por tras do método variacional pode ser exposto como a seguir. Consi-
dere uma equacao a ser estudada e um espaco de fungoes § completo. Além disto, seja uma
fungao arbitraria ¢ pertencente ao espago §. Agora, suponha que as solugoes da equagao
sob estudo sao aquelas fungoes tais que, para um dado funcional Q[], ele é estacionario,

1sto é:

SQ) =0 . (5.1)

O objetivo do método é encontrar solugoes da equagao acima em um subespago de fun-
¢oes ¥ mais restrito, ou seja, contido no espaco original completo §. Esse procedimento
¢ chamado método variacional de Ritz [65], onde a Eq. 5.1 representa um célculo de vari-
agoes, além de ser conhecido como o principio variacional. Particularmente, na mecénica
quantica, o funcional apropriado é o valor esperado do hamiltoniano, como serd mostrado
a seguir. Vale apontar também que, fundamentalmente, o método de Ritz é um problema
de otimizacao do funcional (). Nesse cenario, a escolha do subespago é importante por
dois motivos, o problema de otimizacao deve ser resolvivel ao menos numericamente nesse
subespacgo, ou nao faria sentido usar o método, e a escolha do subespaco deve ser feita
cuidadosamente para que uma solucao aproximada esteja em ' e seja qualitativamente

proxima a solugao exata.



5. Aspectos do método variacional na mecénica quantica 57

Para mostrar que o valor esperado do hamiltoniano respeita o principio variacional,
assuma um sistema genérico, governado pelo hamiltoniano H, o qual possui niveis de
energia discretos e nao degenerados, sem perda de generalidade. Os niveis de energia
podem ser escritos como E,, e os respectivos autoestados como |p,), onde n pertence aos
nimeros naturais incluindo o zero. Em especial, n = 0 define o estado fundamental, em
outras palavras, o nivel de menor energia. E claro que, como apontado anteriormente,
essas solucoes nao sao conhecidas, entretanto, existem algumas propriedades importantes
que podem ser derivadas sem seu conhecimento prévio. Seja |1)) um estado arbitrario do
espago de estados total gerado pelos autoestados |, ), entdo, ele pode ser expandido em

termos desses autoestados da seguinte maneira:

V) = ch Pn) (5.2)

n
onde ¢,, sao coeficientes complexos que determinam a superposicao com o n-ésimo estado.
Essa combinagao linear de estados compoe o calculo da energia média do sistema, podendo

ser escrita usando a notacao de Dirac como:

> CnCn L (Om|on) > |Cn|2En

W = B
e D ST TN EW P Sl oI P LI (53)

Uma vez que a energia do estado fundamental Ejy é sempre menor ou igual a energia E,
para qualquer estado n, entao, o quociente da fracao acima é sempre maior ou igual a
Ey (¥]1)), sendo igual se, e somente se, o estado |1)) for exatamente o estado fundamental.

Portanto, segue que a desigualdade a seguir é sempre valida,

(H) [¢] = Eo . (5.4)

Por consequéncia, é garantido que para qualquer funcao de onda escolhida, a energia mé-
dia associada nunca terd um valor inferior ao valor da energia do estado fundamental,
implicando necessariamente que o funcional () [¢)] tem um minimo global no espago de
estados. Como resultado, se existe um minimo, também hé fortes evidéncias de existir
propriedades estacionarias para esse funcional. Considerando que o objetivo é encontrar
uma aproximacao para as solugoes, em particular, o estado fundamental, o valor esperado
do hamiltoniano parece se encaixar perfeitamente no método variacional de Ritz. De fato,

o teorema de Ritz garante que [38]:

Para que o valor médio do hamiltoniano seja estaciondrio, € uma condi¢ao necessdria e
suficiente que o estado 1)) seja um auto estado discreto de H, isto €, o valor esperado

(H) [¢] € estaciondrio nas vizinhangas de seus auto estados discretos:

|Y) € auto estado de H <= 6 (H)=0. (5.5)



5. Aspectos do método variacional na mecénica quantica 58

Para provar o teorema, considere uma versao ligeiramente modificada da Eq. 5.3,

mas totalmente equivalente, que pode ser escrita como

(W) (H) = (W [H]Y) - (5.6)

Neste momento, para computar uma variacao infinitesimal do valor médio, serda tomado
o diferencial dos dois lados da equagao acima. Em especial, o vetor de estado |¢) sofrera

uma variagao arbitraria infinitamente pequena de |§1)), resultando em:

(1) 6 (H) + (($109) + (014)) (H) = (¢ |H]69) + (0¢ [H] ) . (5.7)

Isolando o primeiro termo do lado esquerdo da igualdade e definindo o vetor de estado
o) = (H — (H)) ), é imediato ver que a Eq. 5.7 pode ser reescrita em termos desse novo

estado, alcancando a expressao simplificada:

6 (H) (Pl) = (pld9) + (09 ]g) - (5.8)

Quando o vetor de estado arbitrario |¢)) € um auto estado do hamiltoniano, o valor esperado
da energia é o seu proprio autovalor, consequentemente, o estado |p) é identicamente nulo.
Portanto, ¢ imediato que, se o estado [¢)) é um auto estado de H, entao o valor esperado da
energia é estacionério, ou 0 (H) = 0. Assim, fica provado uma parte do teorema de Ritz.
Nao obstante, a Eq. 5.8 deve ser satisfeita para qualquer vetor de estado infinitesimal |0¢)).

Para provar a segunda parte do teorema, o estado arbitrario infinitamente pequeno
pode ser escolhido como [§1)) = d\|p), onde dA é um namero real infinitesimal. Conside-
rando que na segunda parte a hipotese é que o valor médio da energia é estacionario, isto
é, d (H) = 0, isso leva a conclusao de que, independente do ntimero infinitesimal arbitrario
dA, a norma de |¢) é sempre zero, logo, o proprio estado s6 pode ser o estado nulo e,

consequentemente,

Hly) = H)[¥) (5.9)

que é uma equagao de autovalores e, portanto, prova que [¢)) é um auto estado do hamil-
toniano.

Antes de deixar este topico, ha alguns detalhes subjacentes importantes de se men-
cionar. Primeiramente, para estados degenerados, o teorema se mantém, porém com um
aspecto de diferenga, o estado [¢)) podera ser uma combinagao linear de estados com o
mesmo valor de energia, ou seja, ele vai pertencer ao subespago gerado pelos autoveto-
res de um particular nivel de energia. Em segundo lugar, procurar uma aproximacao do
estado fundamental na mecanica quantica pelo método variacional de Ritz vai consistir
em, resumidamente, escolher uma familia de estados |¢g), 0s quais dependem de um con-

junto de parametros variacionais 8. Em seguida, encontrar as solugoes para o funcional
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d (H) [|1e)] = 0, ou seja, minimizar o valor esperado da energia com relagdo aos parame-
tros variacionais. Note que, como dito anteriormente, essa familia de func¢oes pertencem
a um espago de estados mais restrito do que aquele que contém as solugoes da equagao
de Schrodinger. Por consequéncia, encontrar esses estados 6timos que minimizam o valor
do funcional da energia ird fornecer a melhor aproximacao para a solucao dentro desse
subespago de acordo com o principio variacional.

Esses vetores [ig) sdo chamados de estados tentativos ou, quando representado
no espago de coordenadas, fun¢des de onda tentativas. Elas sao construidas com base
em visoes e percepcoes de propriedades do sistema e do hamiltoniano. Por essa razao, a
sobreposicao com o estado desejado ¢ usualmente apreciavel. Mesmo assim, o método nunca
alcanga a solugao exata, porque o espago de funcoes gerado por esses estados tentativos
nao é completo, diferentemente do espaco gerado pelas autofungoes do sistema, que é
completo. Para exemplificar, considere um sistema de trés niveis de energia discretos e
nao degenerados. Agora, suponha que o estado tentativo escolhido possua um parametro
variacional real # e a expansao desse vetor em termos dos auto estados do sistema ¢é escrito

COImMo:.

[1g) oc (1 +10]) |¢o) + cos B |p1) + sin b |ps) . (5.10)

Observe que, independente do valor do parametro, o estado tentativo nunca sera o estado
fundamental exatamente. Ao propor uma funcao tentativa, geralmente nao se sabe como os
parametros vao influenciar nos coeficientes da expansao, podendo inclusive correlacionar os
coeficientes, como neste exemplo. Dessa maneira, fica mais tangivel o fato de o subespaco
gerado pelas fungoes tentativas ser incompleto. Um outro exemplo interessante é o caso
da particula no pogo de potencial infinito. O estado fundamental exato é¢ dado por sin(7x)
para um poc¢o de tamanho unitario. Uma boa escolha de fungao de onda tentativa seria
o polinémio z(1 — x), que pode ser reescrito em termos de polinomios de Legendre como
~2/3Py(x) + Pi(z) — 1/3Py(z). E pertinente lembrar que a funcdo seno pode ser expandida
em uma soma infinita de polindmios de Legendre, isto é, o conjunto total desses polinomios
consegue gerar as solugoes exatas. Entretanto, a funcao tentativa proposta usa apenas trés
polinémios do conjunto completo e, mais uma vez, o subespaco escolhido demonstra ser
insuficiente para alcangar a solugao exata. Vale ressaltar também que os estados tentativos
devem satisfazer as condigoes de contorno do problema, do contrario, a energia poderia
violar o principio variacional. Um exemplo desse caso seria considerar a fun¢ao constante
como funcao tentativa do poco de potencial infinito. Dessa forma, a energia calculada
seria nula e, portanto, menor que a do estado fundamental. Porém, por nao se anular
continuamente nas paredes do pogo infinito, a fun¢ao nao satisfaz as condig¢oes de contorno

do problema.
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5.2 Minimizacao do valor esperado da energia

Com o funcional da energia em maos, a finalidade do método variacional no contexto
da mecanica quantica é obter a funcao de onda tentativa que minimiza o valor esperado
da energia. Essa tarefa é um problema de otimizacao, assunto recorrente no campo da
matemaética. Tanto na natureza, como nos estagios iniciais da civilizagao humana, o prin-
cipio de otimizagao se mostrou fundamental [104]. Uma aranha, ao sentir um mosquito
ficar preso em sua teia, procura o fio tensionado para encontrar o trajeto mais curto até
sua presa. Ao soltar bolas do alto de uma montanha, elas tendem a descer pelos caminhos
mais rapidos até a base. Na matematica, o problema de otimizacao consiste em selecionar
o melhor elemento de um conjunto de alternativas, que satisfaga um particular critério.

Formalmente, otimizagdo matemaética é o processo de [105]:

i. definicao da funcao f a ser otimizada, e

ii. determinacao da solugao para

min [f(8)], 6 = [01,0s,....0,]" €R" ,n N, (5.11)

cr.a 6

onde c.r.a significa “com respeito a”, e sujeito aos vinculos

gz(e) §O7 i:1727"'7Q7 quv
hi(0) =0, j=1,2,...p, pEN.

Dentre as diversas formas de programagcao nao linear, outro nome pelo qual a otimi-
zacao matematica é conhecida, os procedimentos baseados em gradiente sao um dos mais
utilizados. Dentre eles, o método do gradiente descendente é um dos mais intuitivos e foi
primeiramente proposto por Cauchy [106]. Dado que o gradiente de uma func¢ao pode ser
interpretado como a direcao de crescimento naquele determinado ponto avaliado, intuiti-
vamente, basta ir no sentido contrario para procurar o minimo. Assim sendo, o método do
gradiente descendente é mais formalmente descrito como a seguir.

Método do gradiente descendente

Seja v = f(6) uma fungdo multivariada continua e nao negativa em seu dominio.
Perceba que a condicao da fungao nao ser negativa é equivalente a garantir que ela possui
pelo menos um minimo global, em particular, considere que esse minimo global é em u = 0,
sem perda de generalidade. Entao, para encontrar os valores de 8 que satisfazem a equacao
u = 0, basta seguir uma sequéncia tal que a fungao decresca até que ela se anule. Tome
um particular valor 6; de pardmetros como inicial e chame o valor da funcao avaliada nesse
ponto de u;. Aqui, como o gradiente descendente é um processo iterativo, ¢ vai representar o
numero da iteragao do método. Entao, realizando pequenos incrementos nesses parametros,

o valor atualizado da funcao pode ser escrito aproximadamente como:
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Tomando essa pequena variagdo § proporcional ao gradiente da fung¢ao no ponto original,
isto ¢, 6 = —nVef(0;), a funcdo avaliada nesse novo ponto serd aproximadamente:
U1 = f(0iy1) = f(0; =0V f(0;)) = u; — n!Vef(Hi)IQ : (5.13)

Isso implica que, para um valor 1 pequeno o suficiente, cada iteracao do método reduz o
valor do modelo f, gerando uma sequéncia monotonica decrescente de valores u;. Note que
1 € a taxa de aprendizagem mencionada no Cap. 4. Assim, esse procedimento é repetido
até uma certa condigdo de precisdo ser satisfeita, como por exemplo f(6;) < ¢, onde € é
um numero que determina o quao numericamente proximo ao resultado exato se deseja

alcancgar. Dessa forma, o procedimento de otimizacao se resume ao seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.1 Pseudo algoritmo para o método do gradiente descendente.

0 «— 90

while f(0) > ¢ do
§ < —nVef(6)
0—0+6

end while

Usualmente, o hiper parametro n é conhecido como a taxa de aprendizado no contexto do
aprendizado de méaquina. Valores muito pequenos tornam o processo lento e ineficiente,
além de haver riscos maiores do algoritmo ficar preso em minimos locais. Por outro lado,
valores muito altos tornam a aproximacao da Eq. 5.12 inadequada, impedindo que a
sequéncia decrescente seja gerada de maneira consistente. Contudo, o célculo do gradiente
do valor esperado do hamiltoniano com relacao aos paradmetros variacionais da funcao de
onda pode parecer, em alguma medida, inocente. Entretanto, é necessario muito cuidado
para computar essas quantidades.

Calculo do gradiente da energia

Para computar essas derivadas, considere um sistema composto de N particulas mo-
delado pelo hamiltoniano H e um conjunto de estados tentativos 1g, onde 8 sao parametros

variacionais. A energia escrita na representagao de coordenadas é dada por

_ Jdm bg(R)Hue(R)
Jdr [We(R)]?

onde R = {ry,...,rx} é o conjunto de todas as coordenadas cartesianas das particulas e

E(6)

(5.14)

dr é o diferencial de volume das coordenadas desses corpos. Para simplificar a notacao, a
dependéncia em 6 da funcao de onda seré omitida daqui em diante. Perceba que, tanto o
quociente, como o dividendo dependem dos parametros variacionais e, por consequéncia,

ambos devem ser derivados. Além disso, é conveniente definir a seguinte densidade de
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probabilidade normalizada:

)P
) = T (R

Reescrever as equacoes em termos dessa densidade de probabilidade vai se mostrar essen-

(5.15)

cial, uma vez que o método para estimar essas integrais multidimensionais seré a integracao

de Monte Carlo. Outra definicao importante é a quantidade dada por:

_ HU(R)
G(R)

também conhecida como energia local. Com base nessas defini¢oes, os primeiros passos

Er(R)

(5.16)

para o célculo do gradiente se resumem a aplicar a regra da divisao para derivadas e, na
sequéncia, inverter a ordem das integrais com a derivada, ja que as duas operacoes atuam
em varidveis distintas. Ao realizar essas operacoes, chega-se em:

Jdr |2 (f dr [v]2)°

onde a dependéncia em R da fungao de onda também foi omitida para aumentar a clareza

na leitura. Pretendendo chegar em uma expressao mais eficaz do ponto de vista computa-
cional, os dois termos do gradiente serao calculados separadamente.

Entao, o calculo do primeiro termo se d4 como a seguir:

[dr Vo (W HY) _ [dr (Vev™) Hip n Jdr v H (Vo))

JarE Jar [P Tdr 0P (5:18¢)
Jar P (%) (%) | Jar e (%) (%)

ST Ja e T JarplP (5:180)

—2 [ dar p(R)EL(R) (Voln 0] (5.180)

:/dT p(R)EL(R) (VoIn|]?) . (5.18d)

Um aspecto interessante da mecanica quantica reside na aplicacao de um operador hermi-
tiano na funcao de onda, podendo ser aplicado tanto a direita como a esquerda, lembrando
que neste tltimo caso é preciso aplicar o operador conjugado. Como o hamiltoniano e seu
conjugado hermitiano sao iguais para os sistemas considerados, entao é equivalente aplicar
‘H em ambos os lados. Essa propriedade foi usada na passagem da Eq. 5.18a para a Eq.
5.18b, isto €, no segundo termo da Eq. 5.18b, o hamiltoniano ¢é aplicado a esquerda. Isso

evita o acimulo de operacoes em uma tunica funcao onda, caso contrario, seria necessario
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aplicar o hamiltoniano no gradiente da funcao de onda com relagao aos parametros varia-
cionais. Outro ponto é que, na passagem da Eq. 5.18b para a Eq. 5.18c, foi considerado
que a funcao de onda é real. Essa suposicao é razoavel para os objetivos deste trabalho
porque os hamiltonianos examinados tem simetria de reversao temporal.

J& o segundo termo da Eq. 5.17 pode ser expresso como:

Jdr Vol¢ [dr "y [dr [ (Vey) + (Vev™)¢] [ dr ¢"HY

(f dr [0])’ Jdr o “Tarwe e
fdr2 R (Velnlel) [ dr vrHe
A R AT (5.19b)
_ / dr p(R) (Veln 1) / dr p(R)Ew(R) . (5.19¢)

Por fim, a expressao final para o gradiente do valor esperado do hamiltoniano com relagao

aos parametros variacionais é escrita como [31]:

Vo (0) = [ dr (R {EL<R> -/ dT'p<R’>EL<R'>] Vo n [do(B)[? (5.208)

= COVp(R) [EL(R), Vg In "Lﬁg(PL)F] . (520b)

Avaliando do ponto de vista da teoria de probabilidades, é seguro dizer que o gradiente do
funcional da energia é a covariancia amostral entre a energia local e o gradiente do logaritmo
natural da funcao de onda ao quadrado. Especificamente, a densidade de probabilidade
utilizada na avaliagao dessa quantidade é a densidade de probabilidade p(R) previamente
definida.

Com essa quantidade em maos, pode-ser aplicar um dos métodos de otimizacao ba-
seado em gradientes para minimizar a energia. Também, como declarado anteriormente, as
integrais envolvidas no céalculo do gradiente do valor esperado do hamiltoniano serao esti-
madas através do método de integragao de Monte Carlo. Como esse método de integragao
estima os resultados das integrais através de médias de amostras geradas estocasticamente
da densidade de probabilidade, esses gradientes terao, similarmente, um aspecto estocas-
tico. Entretanto, como ja comentado no Cap. 4, alguns métodos de minimizagao mais
rebuscados também utilizam quantidades relacionadas com a correlagao de parametros.
Em particular, dentre eles esta o método KFAC, o qual detém diversas similaridades com
o método de reconfiguragao estocastica [107], que por sua vez é amplamente empregado no

contexto de Monte Carlo variacional, o qual sera explorado na Sec. 5.4.
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5.3 Meétodo de reconfiguracao estocastica

Com o intuito de entender como, a partir da mecanica quantica, pode-se chegar em
um método de minimizagao de segunda ordem semelhante ao KFAC, considere o seguinte
raciocinio. Primeiro, uma maneira de projetar o estado de menor energia é analisar a
equacao de Schrodinger sob a 6tica do tempo imaginario, em outras palavras, efetuar a
mudanca de variavel § = it. Isto posto, a equagao transforma-se em:

D 3 (5.21)

s
A suposicao de que o hamiltoniano independe da variavel temporal é razoavel para diversos
sistemas, particularmente, isso é verdade para os modelos estudados. Entao, uma maneira

de expressar a solucao formal da igualdade acima é dada pelo estado

[(8)) = e % [$(0)) (5.22)

onde [1(0)) é o estado no tempo imaginario igual a zero. Uma vez que o estado fundamen-
tal tem a menor energia do sistema, é possivel realizar um deslocamento no espectro de
energias, tal que o estado fundamental torne-se o zero de energia, isto é, Fy = 0. Fazendo
isto e supondo que as solucoes da equacao independente do tempo sejam os auto estados
|pn) com autoenergias F,, o estado inicial pode ser expandido e, ao tomar o limite de
longos tempos imaginarios, obtém-se:

B—00

lim [:(5)) = lim 3~ e e [n) = co o) - (5.23)

Como o estado no tempo zero é arbitrario, considere que ele faca parte de uma familia
de estados [1g), onde @ é um conjunto de pardmetros variacionais. A colegdo de estados
gerados por todos os possiveis valores de @ gera um subespaco de estados §', que esta
contido no espago completo § gerado pelos auto estados |p,). Perceba que a projegao do
estado fundamental, no limite de longos tempos imaginarios, ocorre no espaco completo
de estados, ou seja, executar esta estratégia num subespaco como § ird projetar o estado
mais proximo do estado fundamental nesse subespaco, similarmente ao objetivo do método
variacional.

Com isto em mente, considere o propagador e—98M para tempos 03 curtos, onde,
tanto o intervalo de tempo imaginario, quanto o hamiltoniano H estdao em unidades adi-
mensionais. Esse propagador pode ser aproximado em primeira ordem por (1 — 5 7—2)

Dessa forma, considere a equacao iterativa a seguir baseada na Eq. 5.22:

[en) = (1 =08 ) o) . (5.24)

onde |1)) = |1, ) ¢ 0 estado tentativo da iteragao k, cujos parametros variacionais sao 6.
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Vale ressaltar que, ao efetuar um grande nimero de iteragoes, isso é equivalente a aplicar
o propagador repetidas vezes, de modo que, ao final do processo, isso é equivalente a ter
aplicado o propagador para tempos longos no estado inicial. Portanto, esse procedimento
iterativo vai conduzir o estado inicial para a melhor solucao para o estado fundamental no
subespaco em questao.

E razoével expandir o estado [{;1) em uma série de Taylor multivariada até pri-
meira ordem, uma vez que, para um valor suficientemente pequeno de /3, nao é esperada
uma modificacao severa no estado entre iteracoes subsequentes. Assim, a Eq. 5.24 também

pode ser escrita como:

1) = Z O i) A (5.25)
=0

onde O7 = /9o, ¢ o operador que calcula a derivada do estado com relagao ao parametro
6;, ng é o nimero total de pardmetros e Af; é uma pequena variacao. Juntamente, o
operador para j = 0, isto ¢, O = 1 sera a matriz identidade. Na sequéncia, é interessante
calcular o produto interno entre o estado (¢y|O' e as duas versoes do estado [¢pi1).

Consequentemente, essas quantidades sao resumidas nas seguintes expressoes:

(Vn |OZ‘ V1) = <¢k ‘Oi(]l —op 7‘2)‘ ¢k> (5.26a)
= (¢ |00 ) AG; (5.26b)
j=0

Por construgao, os estados |¢) nao sdo normalizados, mesmo que o estado inicial seja.
Por isso, ¢ importante dividir as equagoes acima pela norma de [¢x). Além disso, dado
que o objetivo é encontrar o valor dos parametros variacionais para a proxima iteracao,
isso equivale a encontrar o valor das variagoes Af;. Por consequéncia, as equagbes acima
formam um sistema linear com ny + 1 equagoes, cujas incognitas a serem determinadas sao

os valores de Af;. Assim, para a equacgao 7 = 0, a variacao fica:

Ay = (1 —03-H) — i (O7) A, (5.27)

onde (-) é uma simplificagdo da notagao “kll¥r)/ @y, |y,). Em seguida, substituindo o valor

encontrado para Afy nas equagoes onde i # 0, chega-se em:

(0" <<]1 — 6B H) — i (O07) A@) - i (O'O'YNO; =(O'(L—68-H)) . (5.28)

Jj=1
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Por 1ltimo, agrupando cuidadosamente os valores esperados e separando de um lado da
equagao as quantidades que multiplicam as incognitas A#; e do outro as demais, o sistema

linear adquire o aspecto:

no

> ((0'07) —(07)(07)) AY; = =65 ((O'H) = (O") (H)) . (5.29)

Jj=1
Nao é dificil notar a semelhanca do lado esquerdo da equacao com uma multiplicagao de
matrizes, em particular, entre uma matriz quadrada e uma matriz coluna. De fato, a matriz

das covariancias das derivadas com relacao aos parametros variacionais, definida por:

My = (0~ (09) (07— (0)) . (5.30)

pode ser usada para expressar os coeficientes desse sistema linear. Em contrapartida, o
lado direito da Eq. 5.29 é proporcional ao gradiente do valor esperado da energia, que esta
presente na Eq. 5.20b. Logo, reescrevendo a Eq. 5.29 em termos dessas quantidades, a

nova expresséo assume a forma:

DE(0)
20,

1
> MiAG; = —508 (5.31)
J
Agora, de posse desse sistema linear com ny equagoes e ny incognitas, basta resolvé-lo
para encontrar as variagoes nos parametros e, dessa forma, achar qual seré o estado |1 1)
da iteracao seguinte. Ja que a solucao de um sistema linear é a multiplicagao da matriz
inversa dos coeficientes pela matriz coluna dos termos constantes, a equacao iterativa para

os parametros variacionais pode ser escrita como:

1
Or1 = 61 — 508 M .VeE . (5.32)

Existem formas de estimar o valor de 3, entretanto, a performance do método é pouco
afetada ao manter essa quantidade constante [108], o que torna essa abordagem mais eficaz,
j& que o custo computacional para estimé-lo é consideravel. Finalmente, assim como para o
calculo de Vg FE, a matriz das covariancias sera calculada usando integragao de Monte Carlo.

Para isso, é necessario escrever o seguinte valor esperado na representacao de coordenadas:

(07 = /dT p(x) %@’:(X) . (5.33)

Ainda na computagao dos elementos da matriz, nos termos que correlacionam duas de-
rivadas, os operadores O° e 7 serao aplicados a esquerda e a direita, respectivamente.
Novamente, isso é feito para evitar o acimulo de operagoes em um tnica funcao de onda,

levando a seguinte forma desses termos:
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<Oi(9j> = /dT p(x) 8ln§g;:(x)alnazg;;(x) ) (5.34)

Um detalhe computacional pertinente é o cancelamento catastrofico [109]. Esse problema

ocorre quando as operagoes multiplicativas estao sujeitas a erros de arredondamento. Ao
subtrair quantidades com valores proximos, isso pode causar erros relativos tao altos que
todos os digitos do resultado podem ser insignificantes, em razao dos digitos significati-
vos se cancelarem, sobrando apenas erros de arredondamento. Ao calcular a matriz de
covariancias da forma expressa na Eq. 5.29, ela esta suscetivel & esse cancelamento. Ao
contrario, no formato da Eq. 5.30, os elementos sao livres desse problema, porém exigem
mais armazenamento de memoria. De maneira geral, a primeira abordagem é suficiente
para maioria dos casos tratados.

A conexao do método de reconfiguragao estocastica com o método de aproximagcao
da curvatura com fatorizacao de Kronecker se da na identificacao da matriz de covariancias
com a matriz de Fisher. Essencialmente, a diferenca entre elas reside no fato de que
uma é calculada empregando uma densidade de probabilidade normalizada e a outra nao.
Dessa forma, é possivel provar que elas sao iguais a menos de um fator constante, como

demonstrado no Ap. C.

5.4 Método variacional de Monte Carlo

Com o intuito de unir os aspectos do principio variacional, dos métodos de oti-
mizacao apresentados na segoes anteriores e encontrar uma representacao para o estado
fundamental de sistemas de muitos corpos quéanticos, o método variacional de Monte Carlo
se apresenta como um candidato para alcancar essa tarefa. Através da utilizacao de cadeias
de Markov, a integragao de Monte Carlo detalhada no Ap. A é aplicada para estimar as
integrais [110] relevantes no processo de determinagao dos parametros da fungao tentativa
que minimizam o valor esperado da energia.

Como um todo, o método é condensado em quatro etapas repetidas iterativamente,
sendo elas a amostragem, a estimativa da energia, a estimativa dos gradientes e a atu-
alizagao dos parametros. Um diagrama com a sequéncia das etapas ¢ mostrado na Fig.
5.1. Na amostragem, um conjunto de M configuragoes {R;} sdo amostradas da densidade
de probabilidade ]2, sendo 1 a fungao tentativa em questdao. Vale ressaltar que essas
configuragoes R; encapsulam as informagoes de todas as coordenadas do sistema. Além
disso, a amostragem ¢ feita através do algoritmo de Metropolis [111]|. Essencialmente, o
algoritmo propoe novas amostras baseadas nas atuais e aceita ou rejeita a nova amostra
baseado na razao das distribui¢oes de probabilidade da nova e da amostra atual. Isso cria
uma cadeia de Markov, para i grande, cuja sequéncia de configuracoes R; pode ser usada

como a distribuigao de probabilidade |¢|*.
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Amostragem de um Estimativa da Energia por
conjunto de configuracdes integracdo de Monte Carlo
[ (R)® Hy(R)
R)= —/—F——— EL(R) =
") = TR (R L(R) = o
Atualizacio dos parimetros Célculo da matriz de Fisher
variacionais e dos gradientes logaritmicos
Fver Voln|y(R)| = 7

0

Figura 5.1: Diagrama das etapas do processo de otimizacao empregadas no método variacional de Monte
Carlo. Cada execugao das 4 etapas é uma iteragao e elas sao realizadas repetidamente até a minimizagao
da energia.

Portanto, a partir das M configuracoes geradas e amostradas de acordo com /2, a
integral da Eq. 5.14 pode ser estimada através de uma média da energia local sobre essas

configuracgoes, isto é,

1
E= Z EL(R;) . (5.35)

Esse procedimento é conhecido como integracao ou quadratura de Monte Carlo. No con-
texto de machine learning, a estimativa da energia E do sistema é equivalente a funcao
perda da tarefa a ser resolvida. Por sua vez, a tarefa consiste em obter uma represen-
tagao funcional do estado fundamental de um sistema quéntico de muitos corpos. Para
atingir esse objetivo, a funcao perda, ou seja, a energia precisa ser minimizada. Note que
o procedimento de minimizar a energia é equivalente ao treinamento de redes neurais e
que a funcao auxiliar na forma do modelo tem uma correspondéncia com a densidade de
probabilidade 2. Por outro lado, as M configuracoes amostradas seriam equivalentes ao
conjunto de dados de treinamento, com a diferenca de que esse conjunto nao é conhecido a
priori, ao contrario, ele é gerado a partir da densidade de probabilidade do préprio modelo.
Tragando um paralelo com os comentarios feitos no Cap. 4, o numero de configuragoes M
é equivalente ao hiper parametro batch size, ou tamanho do batch.

Na terceira etapa, os gradientes com relacao aos parametros variacionais da Eq.
5.20 e os elementos da matriz de Fisher F da Eq. 5.30 também podem ser estimados
utilizando integracao de Monte Carlo e usando o mesmo conjunto de M configuragoes
empregado para computar a estimativa da energia. Na tltima etapa, os parametros da
funcao tentativa sao atualizados de acordo com a Eq. 5.32. Além disso, variacoes das
ferramentas de regularizacao, taxas de aprendizagem adaptativas e outros hiper parametros
também podem ser incluidos nessa etapa de maneira razoavelmente simples. O conjunto
dessas quatro etapas configura uma iteracao do método variacional de Monte Carlo. As
iteragoes sao repetidas sequencialmente até uma quantidade de iteracoes pré-definida ou

até a precisao desejada ser alcancada.
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6 CONSTRUCAO DOS ESTADOS QUANTICOS
VARIACIONAIS

Para explorar a correspondéncia entre a fungao de onda tentativa no método variaci-
onal e o modelo composto por redes neurais artificiais no aprendizado de maquina, diversos
trabalhos propuseram maneiras de incorporar a estrutura de redes neurais na representa-
cao de estados quanticos e aplicar o método variacional. Algumas das abordagens para
representar estados quanticos empregam um tipo de aprendizado de méquina conhecido
como méaquinas de Boltzmann restrita [30], outras utilizam redes tensoriais [112] e redes
neurais convolucionais [113]. Para aplicar modelos de machine learning em conjunto com
o método variacional de Monte Carlo, funcoes tentativas baseadas em rede neurais foram
propostas para estudar sistemas de spin [114], bosons [42,115,116] e férmions [31] e apre-
sentaram resultados competitivos com métodos estado-da-arte em diversas configuracoes
de sistema [25].

Aproveitando a mobilizacao de estudos cientificos nessa direcao, as fungoes tentati-
vas propostas neste trabalho visam expandir essas abordagens e aplicar em sistemas ainda
pouco explorados, em particular, os sistemas de aglomerados de *He e os pontos quanticos
apresentados nos Cap. 2 e Cap. 3, respectivamente. Nas proximas secoes, ¢ apresentado a
maior parte dos desenvolvimentos e contribuigoes, especialmente os relativos a elaboragao
das funcoes de onda tentativa baseadas em redes neurais e especializacoes para abordar e
representar estados fundamentais dos sistemas de aglomerados de hélio e pontos quénticos.
Com os estados tentativos propostos, uma combinacao entre o aprendizado de méquina e
o método variacional apresentados respectivamente nos Cap. 4 e Cap. 5 pode ser utilizada

para encontrar representacoes de estados quénticos através de redes neurais.

6.1 Explorando estados quanticos como inspiracao

Para iniciar a construcao da funcao de onda tentativa genérica, considere um sis-
tema de particulas nao interagentes. Sem a inclusao da estatistica e devido a auséncia de
interagoes, o problema completo de muitas particulas pode ser desacoplado e a solugao se
resume a um produto tensorial de estados de uma particula, onde esses estados sao solugoes
do hamiltoniano de um corpo. Nesse caso, a solu¢ao completa de um sistema de N particu-
las nao interagentes confinadas, por exemplo, em um potencial harmonico tridimensional

é dado por:
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XOé(R) = H¢ai(ri) ’ (61)

onde a = {ay, g, ..., an}, dq, s80 as solugdes do oscilador harmonico e a; condensa os ni-
meros quanticos associados ao estado correspondente. Cada conjunto possivel de « resulta
em uma funcao distinta e as diferentes fungoes y, resultantes formam uma base. Recor-
dando que, na mecanica quantica, um estado genérico é descrito como uma combinagao

linear de estados de uma base, uma funcao de onda genérica é representada na forma:

Y(R) = waxa(R), (6.2)

onde w, sao coeficientes. Entretanto, no cenario de um sistema formado por particulas
idénticas, isto é, particulas que possuem as mesmas propriedades fisicas, os valores espe-
rados de observaveis devem se manter inalterados sob uma troca de particulas, uma vez
que ¢é inviavel fazer uma observacao que possa distingui-las. Do ponto de vista da teoria,
essa indistinguibilidade ocorre se o hamiltoniano e todos os observaveis fisicos sao simétri-
cos com respeito a troca de duas particulas. Por causa dessa propriedade, os estados da
Eq. 6.1 precisam ser corrigidos, ja que estes podem distinguir as particulas através da sua
identificagao numérica ¢ e do estado «; bem definido em que estao. Como, na pratica, o
maximo que pode ser dito é que N; particulas estao no estado oy, N, particulas estao no
estado as e similarmente para todos os outros estados, com a restricao do niimero total
de particulas ser N, entao existem N!/[], n;! combinagdes possiveis de estados equivalentes.

Essa ambiguidade é resolvida através do postulado de simetrizacao, que afirma:

Os estados de um sistema contendo N particulas idénticas sao necessariamente ou todos

simétricos ou todos antissimétricos com respeito as permutagoes das N particulas [65].

Qual das circunstancias deve ser aplicada dependera da natureza das particulas.
Dentre elas, sao chamadas de bésons aquelas que possuem estados simétricos e constata-se
que o spin dessas particulas é inteiro, como por exemplo os fétons. Por outro lado, as
particulas que possuem estados antissimétricos sao chamadas de férmions e verifica-se que
seu spin é semi-inteiro, como por exemplo os prétons, néutrons e elétrons. O caminho
mais comum para corrigir a Eq. 6.1 no caso de férmions é o determinante de Slater, uma
vez que o operador de anti simetrizagao se reduz a essa operagao. Contudo, para bodsons,
o operador de simetrizacao pode ser substituido pela operagao do permanente, que nem
sempre ¢é factivel de efetuar computacionalmente. Uma maneira nao ideal, porém simples e
mais facil de implementar ao invés de considerar apenas uma fun¢ao ¢,, para cada particula
na Eq. 6.1, utilizar uma soma sobre todos os valores de «; que pertencem ao conjunto a,

isto é,
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Pa,(X) = > o) . (6.3)

O indice u, que percorre os diferentes estados, foi usado para evitar confusao com o indice ¢
do produtoério, que percorre as particulas. Dessa forma, todos os termos no produtoério terao
a mesma forma funcional e, portanto, uma mudanca na ordem dos termos é equivalente a
uma troca de particulas. Como o produto é comutativo, a fungao é simétrica em relagao
a troca de duas particulas. Nesse caso, sao necessarios dois indices, um para percorrer as
particulas e o outro para percorrer os estados, de modo que a forma resultante da fungao

de onda é escrita como:

Xa(R) = H Z¢au(ri) . (6.4)

Em particular, supoe-se que nenhum estado no conjunto « se repete e que o tamanho do
conjunto ¢é igual ao nimero de particulas V.

E natural que para sistemas nio interagentes os estados dependam apenas das co-
ordenadas de uma tnica particula. Entretanto, ao incluir a interagao, é razoavel imaginar
que a correlagao entre as coordenadas de particulas diferentes passe a ser relevante para a
descricao dos fenomenos. Nesse sentido, é importante incluir essas correlagoes de alguma
forma ao mesmo tempo que preservar a simetria proveniente da estatistica do tipo de par-
ticula. Considerando que r/; é o conjunto das coordenadas das particulas do sistema que
nao sao a particula ¢, um recurso para esse problema é incluir a dependéncia desse conjunto
nas fungoes ¢, restringindo que essa dependéncia seja invariante em relagao a ordem das

particulas do conjunto r/;, resultando na forma da fungao:

Xa<R) = H Z ¢a,u(ria r/z) . (65)

Dessa forma, a permutacao de duas particulas continua equivalente a troca de posicao de
dois termos do produtorio e, consequentemente, a fungao continua simétrica.
Especialmente quando se considera sistemas finitos, como atomos, moléculas e aglo-
merados, suas fungoes de onda devem ser necessariamente normalizaveis em todo espaco,
isto é, a integral volumétrica em todo o espaco deve ser finita. Para expor essa propriedade
explicitamente na expressao da funcao da Eq. 6.5, um decaimento exponencial dependente

da distancia ao centro de massa ¢; do aglomerado é incluido, chegando em

Xo(R) =D ban(ri.r) expl—da,uqi] , (6.6)

i op
onde a,, sao coeficientes relacionados com a coesao do cluster. Posteriormente, esses

coeficientes serao vistos como pardmetros variacionais. A partir daqui, a funcdo ¢ sera
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tomada como uma rede neural cujas caracteristicas de entrada podem ser expressas em

termos da particula principal ¢ e do conjunto das outras particulas /1.

6.2 Incorporacao de simetrias fisicas de aglomerados na

rede neural

As redes neurais do tipo feedforward apresentadas no Cap. 4 sao poderosas e ampla-
mente utilizadas em diversos modelos e aplicagoes [16]. Entretanto, aplica-las isoladamente
nao é o suficiente para muitos problemas, sendo necessario ajustar e complementar com
outras técnicas de machine learning. Um exemplo sao os chamados autoenconders utili-
zados em modelos generativos [117], ou seja, modelos que produzem dados similares aos
fornecidos, como por exemplo a geracao de imagens baseadas em um estilo artistico.

Para atingir a intricada tarefa de representar um estado quantico, a rede neural
construida se baseou em uma estrutura de duplo canal, algo semelhante a duas redes neurais
onde a informagao flui em paralelo. Também utilizou-se simetrias fisicas presentes em
aglomerados para construir a representagao das caracteristicas de entrada, isto é, a maneira
como a informagao é fornecida para a rede neural processar. Devido a complexidade da

arquitetura, um diagrama esquematico é apresentado na Fig. 6.1. O esquema representa

Tem I v
(0) (1) & (2)
J ai—| b — [ 7| ——[ b — [ ——[b’
o 0" / / /o
0) 0) (1) (1) (2)
r;; W [—n° b\ —h n’
_____ L‘ I o I
2
-a,,9; Z'U“ ]-_[Z
oo Pl *" P, Xe (4
o
. n"
_____ — & residuo
o

o camada oculta

Figura 6.1: Modelo esquemaético da rede neural artificial que compoe a fungao de onda tentativa. O canal
de particula tinica é representado nos quadrados azuis, enquanto o canal de duas particulas estid em verde.
A fase final de montagem da fungdo é mostrada em amarelo.

os dtomos de hélio por esferas azul escuro, onde cada uma é indexada por um valor ¢ =
{1,...,N} e esta conectada ao seu vetor posi¢ao r;. As informagoes de todos os atomos
é transmitida para computar o vetor centro de massa r., e para calcular as distancias
relativas r;;.

A estrutura de duplo canal mencionada anteriormente que compoe a rede neural

também é esquematizada na Fig. 6.1, sendo que os canais sao divididos em canal de parti-
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cula tnica e de duas particulas, onde por canal de particula tnica se entende a sequéncia
de dados representada na cor azul, enquanto o canal de duas particulas é a sequéncia re-
presentada em verde. Particularmente, as informacoes provenientes do aglomerado, isto é,
as coordenadas das particulas sao usadas para alimentar esses canais. Entretanto, sistemas
finitos que interagem através de potenciais dependentes apenas das distancias relativas e
na auséncia de agoes externas possuem a caracteristica intrinseca de que uma translagao
global das particulas nao altera a situacao fisica do problema. Em outras palavras, o hamil-
toniano é invariante por uma translacao global e, consequentemente, o sistema apresenta
essa simetria. Nesse sentido, uma representacao mais adequada para as configuracoes dos
atomos seria em termos das posi¢oes em relagao ao centro de massa, ou seja, q; = r; — Iy
Juntando isso com as posicoes relativas r;;, as representacoes escolhidas para as informa-
¢oes de entrada fornecidas aos canais de particula tnica e de duas particulas sao denotadas

por

h” = (q;,¢:) ; hz(-?) = (rij, 75j) , (6.7)

respectivamente. Note que cada indice i dispoe de um conjunto de dados diferentes. Con-
tudo, essa representacao ainda nao ¢ invariante sob a troca de posi¢oes entre particulas do
conjunto {r/;}, uma vez que as posicoes relativas se modificariam ao trocar os indices. Para
solucionar isso, uma operacao intermediaria é efetuada a fim de garantir uma representa-
¢ao apropriada. Esse procedimento consiste em realizar uma média sobre os elementos do
canal de duas particulas e concatenar o resultado com h§°). Dessa forma, as informacgoes

referentes a cada atomo sao apresentadas no vetor intermediério

Ir;; T
£ {rph) = [ @a Y NJ NJ : (6.8)
J J

Repare que os elementos desse vetor sao quantidades invariantes sobre translacoes globais,
além de também serem invariantes sob a troca de particulas no conjunto r,;. Essa se-
gunda invariancia se mostrara importante para satisfazer o carater bosonico desejado para
a funcao de onda tentativa. Isto posto, as caracteristicas de entrada da rede neural estao
definidas.

Com base nessas quantidades, as camadas ocultas da rede neural sao montadas,
onde cada camada ¢ dispoe de componentes hz(»e) e hgf) do canal de particula tinica e de
duas particulas, respectivamente. As informagoes fluirao na rede neural pelos dois canais
paralelamente, tal que o fluxo de dados no canal de particula tnica recebe sinais do seu
canal irmao através de operagoes intermediérias. Considerando isso, o vetor intermediario

de particula tnica é definido como
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0 ( 03 h” 5 h(‘f)>
fi”"=1h" — - S (6.9)
- N - N

Na sequéncia, os canais de cada camada ¢ sao conectados com seus sucessivos na camada
seguinte através de uma combinagao linear seguida de uma operacao nao linear. Essenci-
almente, essa conexao ocorre de modo semelhante ao das camadas totalmente conectadas,
como exposto no Cap. 4. Conjuntamente, essa operagao ¢é representada pelo simbolo de
camada oculta na Fig. 6.1. De maneira adicional, nos casos em que as camadas possuem
tamanhos iguais, uma conexao residual dos canais é transmitida para a proxima camada,
operacao também representada na Fig. 6.1 pelo simbolo de residuo. Essas operagoes podem

ser resumidas nas expressoes a seguir

B — tanh (Vw)fiw) n b(e)) +h" (6.10)

h{""" = tanh <W On{) + c(£)> +h) (6.11)
onde os pesos VI ¢ WO bem como os vieses b e ¢ sdo pardmetros variacionais a
serem otimizados. Por fim, com o objetivo de ajustar a quantidade de dados de saida da
rede neural ao formato da Eq. 6.6, realiza-se um tultimo procedimento nas componentes do
vetor intermediario fi(L) da tltima camada L. Portanto, os vetores de saida da rede neural

podem ser escritos como

by, — o (Kafi(L) n ja> , (6.12)

onde os pesos K, e vieses j, sao parametros variacionais, o é a fungao sigmoid da Eq. 4.5
e a é um hiper pardmetro que assume valores inteiros de 1 até m. A arquitetura da rede
neural é pré moldada tal que o tamanho desses vetores seja igual ao nimero de particulas
N presentes no sistema. Consequentemente, pode-se mapear um elemento p desses vetores

a uma das fungoes ¢ presentes na Eq. 6.6,

gbau(ria r/z) = hiau ) (613)

onde hjq, = (hiq), ¢ um elemento do vetor h;,. Com essa relacao estabelecida, a montagem
final da funcao de onda pode ser implementada, sendo este o processo que esta representado
em amarelo na Fig. 6.1. Os valores h;,, serao multiplicados por decaimentos exponenciais
seguindo inspiracoes da Eq. 6.6. Na sequéncia, uma operagao de soma sobre o indice u
seguido de um produtorio sobre o indice ¢ sao realizadas nessa ordem. Portanto, o estado

da Eq. 6.2 pode ser reescrito da seguinte maneira
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Y(R) =) wa HZ(hm)#exp(—aauqi) . (6.14)

Em principio, baseado no teorema de Cybenko [37], essa é uma excelente fungao tentativa,
com uma Otima capacidade de aproximar densamente funcoes que satisfazem algumas
condigoes leves mencionadas no Cap. 4, em particular, estados quanticos de sistemas
finitos compostos por bosons.

A fundagao da arquitetura da rede neural ilustrada na Fig. 6.1 é inspirada na fun-
¢ao tentativa FermiNet [31], em particular sua estrutura de dois canais. Contudo, existem
algumas distingoes importantes entre as duas. As caracteristicas de entrada em fi(o) e dos
fi(g)

No caso da FermiNet, ha uma separacao no tratamento entre particulas de spins com pro-

vetores intermediérios deste trabalho sao especializadas para particulas de spin s = 0.
jegoes opostas, uma vez que elétrons tem spin s = 1/2. Adicionalmente, devido & simetria
de translacgao global dos aglomerados, a distancia relativa ao centro de massa foi empregada
na construcao das caracteristicas de entrada de particula tnica hgo) neste trabalho. Essa
particularidade surge do tratamento do atomo de hélio como uma particula sem graus de
liberdade internos, isto é, considerando o conjunto ntcleo e elétrons como uma particula
tnica. Isso elimina a necessidade de aplicar a aproximacao de Born-Oppenheimer feita no
contexto de quimica quantica. Essa disting¢ao ¢ evidente também nos vetores intermediarios
da Eq. 6.9, onde ¢ realizada uma subtracao ao invés de uma concatenacao das médias dos
vetores de particula tnica hl@. Além disso, as abordagens divergem consideravelmente a
partir dos vetores de saida hEL) da rede neural, onde a montagem final da funcao é feita
com o objetivo de capturar os comportamentos apresentados por sistemas compostos por
bosons. Ainda, é importante notar que a combinacao linear de funcoes x, na Eq. 6.2 pode
ser vista como algo semelhante a expansao de miultiplos determinantes introduzida pela
FermiNet, estabelecendo uma tltima conexao entre as duas fungoes.

Por outro lado, a quantidade de parametros variacionais depende essencialmente de
quatro hiper parametros relacionados com a montagem do estado tentativo. Um deles é o
numero m de fungoes simétricas x, na expansao de multiplos estados, enquanto o nimero
de camadas L é outro. Apesar de nao ser mandatorio, estabeleceu-se usar camadas de
tamanho iguais para explorar os residuos presentes nas equagoes 6.10 e 6.11. Dessa forma,
os dois hiper parametros faltantes serao as larguras dos canais de particula tinica e de duas
particulas, definindo as dimensoes das matrizes correspondentes aos pesos e dos vetores
dos vieses. Vale ressaltar que a tangente hiperbolica foi escolhida como funcao de ativacao,
com excecao apenas da Eq. 6.12, que usa a funcao sigmoid. Além disso, o canal de duas

particulas flui de maneira independente do canal de particula tnica.
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6.3 A funcao tentativa para aglomerados e suas varia-
coes

Apesar da fungao mostrada na Eq. 6.14 ser suficiente para descrever sistemas com-
postos por bosons, ela nao inclui explicitamente condigoes de ciispide para nenhum po-
tencial de interacao especifico. Entretanto, tanto o potencial de Aziz quanto o potencial
de Lennard-Jones possuem comportamentos consideravelmente abruptos para distancias
menores que metade do seus respectivos comprimentos caracteristicos. Por esse motivo, a

funcao tentativa proposta neste trabalho para estudar aglomerados de hélio é dada por

Ypuc(R) = exp [—% Z rif] (Z waXQ(R)> , (6.15)

i<j

onde a fungao tentativa BHC (bosonic neural network for helium clusters) é composta por
dois termos, sendo o primeiro um termo de McMillan [58] como apresentado na Eq. 2.6,
porém com os pardmetros b = 1 e m = 5 fixos. A necessidade de fixar esses parametros
¢ devido a instabilidades apresentadas durante o processo de otimizacao ao inclui-los. O
segundo termo é a combinagao linear da Eq. 6.14, onde as fungoes y, sao dadas pela

expressao

Xa(R) = ] D_ Ganlri {r/:}) exp[—aa,ail, (6.16)
iop
sendo que a parte da funcdo tentativa baseada em redes neurais estd encapsulada nas
fungoes ¢, que sao os elementos de saida da rede proposta. Em particular, a inicializagao
dos parametros variacionais é feita de maneira aleatoéria, sendo que os parametros w, e todos
os vieses sao amostrados de uma distribui¢ao normal, enquanto os pesos sao amostrados de
uma distribuicao normal escalada pelo largura da camada em questao. Ja os decaimentos
exponenciais sdo inicializados uniformemente iguais 4 107! em unidades adimensionais.
Apesar de fundamentalmente as func¢oes ¢, dependerem das coordenadas da parti-
cula principal e do conjunto de coordenadas das outras particulas, elas também podem ser

escritas em termos dos atributos de entrada da rede neural, ou seja,

Gan(ti, {r/i}) = dap ({07}, {h3}) - (6.17)

Como consequéncia, ¢ possivel pensar em duas variagoes para a fungao tentativa BHC. A
)

primeira variagio seria ignorar os atributos de entrada de particula tnica h?*, de modo

que a informacao fluiria através da Eq. 6.11 até a ultima camada L, enquanto o vetor

intermediério fi(L) seria dado por
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h'&
S N M 6.18
i N (6.18)

Dessa forma, a sequéncia da montagem da funcao tentativa nao sofreria alteragoes. Essa
mudanca utiliza informagoes das coordenadas relativas r;; e ignora as informacoes das
coordenadas q;. Por esse motivo, essa versao ¢ denotada por .. Restringindo ainda mais
as informagoes utilizadas, uma segunda variagao para a funcao tentativa se limita ao uso

somente das distancias relativas r;; como atributos de entrada, isto ¢,

0 Tij
PO =571 (6.19)

— N

j

Por motivos semelhantes, essa versao sera denotada por ¢, . Essas diferentes maneiras
de apresentar os atributos de entrada para a rede neural sao chamadas de representagoes.
Diferentes representagoes tem capacidades de aprendizado distintas, mesmo que sejam
baseadas em um mesmo conjunto de informacgoes, que nesse caso sao as coordenadas de
todas as particulas. Em particular, esse aspecto é explorado no Cap. 7, onde os resultados

sao apresentados.

6.4 Comentarios acerca da funcao para pontos quanti-

COS

Ja para o estudo de quantum dots, a fungao tentativa utilizada se baseou em uma
reinterpretacao do Ansatz FermiNet [31] para atender as necessidades especificas de um
sistema de elétrons aprisionados em um potencial harmoénico em duas dimensoes. Para um
sistema composto de n' elétrons com spin para cima e n* elétrons com spin para baixo,
sua forma geral é composta por uma combinacao linear de produtos de determinantes dado

por

(el o) = S (dee [off (e {x] s o'} aee [ot (e { }:07)])

(6.20)
onde os coeficientes wy sao parametros variacionais, as coordenadas do elétron j com spin
a sao denotadas por r{. Além disso, {r®} representa o conjunto de coordenadas de todos
elétrons com spin « = {1,]}, enquanto {r‘/"j} representa o conjunto dos elétrons de spin
a que nao sao o elétron principal, isto é, o elétron j. De maneira semelhante a fungao
tentativa BHC, as funcdes ¢f® sdo construidas empregando redes neurais como base e

podem ser escritas como



6. Construgao dos estados quéanticos variacionais 78

o (r5 {rf ) {r%)) = (wi® - by 4 g) exp (—[Zfr5]) (6.21)

onde w}®, gF* e X sdo parmetros variacionais e hf® sao os elementos de saida da rede

neural. Para computar esses elementos utiliza-se as seguintes relagoes

B = tanh (V£ + b’) + hi® (6.222)

onde, semelhantemente ao caso apresentado anteriormente, V¢ e W' sdo pesos, enquanto
b’ e ¢’ sdo vieses da rede neural. Entretanto, os elementos de uma camada qualquer ¢ sdo
especializados para spin s = 1/2. Assim sendo, os elementos h‘® correspondem ao canal
de um elétron, enquanto os elementos hf;‘ﬂ correspondem ao canal de dois elétrons. Para
o canal de dois elétrons, « indica o spin do elétron ¢ e § o do elétron j. Além disso, os
vetores intermediarios £/ também sdo especializados para elétrons e assumem a seguinte

forma

1 & 1 1 1
loe loo — o AN ZaT Lol
f“ — | n' vah Zh Zh Zh : (6.23)
J:
Por fim, os atributos de entrada de cada canal sao dados pela concatenacao das coordenadas
das particulas e das coordenadas relativas, sendo assim, eles podem ser escritos como

e = (x2, [r%]) 5 b7 = (r‘?‘ 7 Jpo —rﬁy) (6.24)

2

Essa fungao possui todos elementos necessarios para descrever um sistema composto
de elétrons e aprisionados por um potencial harmoénico, como ¢ o caso do modelo para
pontos quanticos apresentado anteriormente. Em particular, a anti-simetria da funcao de
onda esta presente nos determinantes empregados na Eq. 6.20, o decaimento exponencial
com & distancia até a origem devido ao potencial harmoénico estd incluido nas funcgoes
. Os demais comportamentos relevantes do sistema, a rede neural tem capacidade de

aprender.
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Apresentacao e discussao dos resultados
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7 APLICACOES EM AGLOMERADOS DE HELIO

O estudo de aglomerados de hélio através de métodos de Monte Carlo na literatura é
bastante extenso [3,43,49,50,63,118,119]. Por ser um sistema formado por bésons, alguns
métodos de Monte Carlo quantico sao capazes de alcancar resultados de energia conside-
rados exatos dentro da sua incerteza estatistica. Ainda que resultados exatos possam ser
alcangados nesse caso, aglomerados de hélio continuam atraindo interesse em contextos
como da unitariedade fraca [73], comportamentos universais [120] e estudo de correlagoes
de curto alcance [4]. Assim, de posse das fungoes tentativas introduzidas no Cap. 6 e do
método variacional descrito no Cap. 5, foi realizado um estudo dos aglomerados de hélio
através dessa metodologia com o objetivo de verificar se as redes neurais sao capazes de
aprender o estado fundamental desses sistemas e, consequentemente, contribuir para seu
melhor entendimento.

Para estudar os clusters de hélio, foi utilizado um hamiltoniano largamente empre-

gado na literatura que é dado por

H = —% ZV? + ZV(T‘U) ; (7.1)

1<j

onde m = 4.0026 m,, é a massa de um atomo de hélio-4 [121], m, é a constante de massa
atomica e o potencial de interacao empregado serd sempre o potencial de Aziz da Eq. 2.2
a menos que explicitado o contririo. Vale ressaltar que para as unidades do potencial e da
energia cinética serem compativeis é necessario dividir a energia cinética pela constante de
Boltzmann kp. Como resultado, as energias serao exibidas em unidade de Kelvin.

A principal funcao de onda tentativa adotada nas simulagoes foi a da Eq. 6.15, cuja
rede neural esta associada com 4 hiper parametros que definem sua arquitetura, além de al-
guns outros relacionados mais especificamente com o processo de aprendizagem. A selecao
cuidadosa destes desempenha um papel importante para o processo de aprendizagem, ga-
rantindo sua eficiéncia e eficacia. Por isso, a Tab. 7.1 exibe valores tipicos para esses hiper
parametros. Devido a construcao dessas redes terem inspiragoes retiradas da FermiNet,
alguns dos parametros tipicamente usados por este Ansatz foram reutilizados. Além disso,
sistemas com ntimeros de particulas diferentes exigem algum aprimoramento dos hiper pa-
rametros, em particular daqueles que definem a arquitetura da rede, uma vez que sistemas
com mais particulas precisam de redes neurais maiores para atingir comparativamente o
mesmo grau de acuracia.

Os resultados obtidos foram divididos em trés partes, iniciando pela validacao da

metodologia através de comparagoes com métodos bem estabelecidos. A segunda parte da
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Tabela 7.1: Tipicos valores dos hiper parametros empregados nas simulagoes de aglomerados de hélio.

Tamanho do batch 8192
Largura do canal de particula tnica 128
Largura do canal de duas particulas 16
Numero de fungoes simétricas 8
Namero de camadas 4
Taxa de aprendizado inicial 0.001
Taxa de decaimento 1.0
Taxa de retardamento 10000
[teracoes de treinamento 2 x 10°
Amortecimento 0.001
Momento 0.0
Decaimento da matriz de covariancias 0.95
Constrigao de norma 0.001

énfase no célculo de propriedades além da energia e nas conexoes com conceitos de unita-
riedade fraca. Por fim, a ultima parte explora diferentes possibilidades nas caracteristicas
de entrada da rede neural e algumas variagoes das arquiteturas. Além disso, uma versao
open source do programa empregado na obtencao destes resultados pode ser encontrado
em [122).

7.1 Validando a metodologia empregada

Para verificar se a funcao de onda tentativa proposta na Eq. 6.15 é capaz de re-
presentar suficientemente bem estados fundamentais de aglomerados de hélio, o primeiro
passo foi aplicar o processo de otimizagao representado na Fig. 5.1 com intuito de mini-
mizar a energia do sistema. Inicialmente, um aglomerado composto por 6 particulas foi
analisado e o processo de treinamento da rede neural é mostrado na Fig. 7.1 em azul.
Por propositos de clareza, as incertezas dos valores nao foram exibidas. Durante o pro-
cesso, observou-se que sua evolucao ocorreu de forma aquém do ideal, exibindo algumas
instabilidades na fase final de otimizacao, particularmente apés encontrar parametros que
descrevem qualitativamente bem os valores para energia. Nesse ponto, conjecturou-se que
as flutuagoes tinham relacao com as condi¢oes de cuspide e com a presenca de pares de par-
ticulas extremamente proximas em algumas configuragoes amostradas. Como mostrado no
Ap. B, o termo de McMillan da Eq. 2.6 com os devidos parametros é a solucao para curtas
distancias considerando o potencial de Lennard-Jones e, portanto, atende as condigoes de
cuspide. Assim, para verificar a veracidade da hipotese, uma simulacao equivalente usando
o potencial de Lennard-Jones da Eq. 2.1 foi feita para o mesmo ntmero de particulas
e ¢ mostrada no destaque da Fig. 7.1 em verde. Embora as simulacoes nao possam ser
diretamente comparadas, houve uma consideravel melhora nas flutuagoes, confirmando a

sugestao anterior.
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Figura 7.1: Evolugao da energia total com o ntimero de passos de otimizagao para um aglomerado composto
por 6 atomos interagindo pelo potencial de Aziz (circulos azuis). O efeito da inclusdo do potencial de esfera
dura é mostrado em laranja. O destaque ilustra uma otimizagao considerando o potencial de Lennard-
Jones.

Por consequéncia, com o objetivo de transpor estas instabilidades, um potencial de
esfera dura de raio ar foi incorporado ao potencial de Aziz exclusivamente durante as oti-
mizagoes. Assim, quando qualquer configuracao amostrada tivesse algum par de particulas
cuja distancia entre elas fosse menor do que ag, essa configuracao seria automaticamente
rejeitada. Com alguns testes observou-se que um raio ag de aproximadamente 1.8A foi
capaz de controlar as flutuacoes o suficiente, além de nao ser critico nem prejudicar signi-
ficativamente as estimativas das energias. Consequentemente, outra simulagao equivalente
considerando essa inclusao do potencial de esfera dura no potencial de Aziz foi realizada
e é apresentada na Fig. 7.1 em laranja. Dessa forma, as flutuacoes foram controladas
efetivamente. Em particular, como abordado no Cap. 2, as propriedades de unitariedade
fraca satisfeitas por clusters de hélio garantem que a inclusao do potencial de esfera dura
seja pouco relevante do ponto de vista da funcao de onda tentativa.

Com essa experiéncia, padronizou-se utilizar a combinagao do potencial de Aziz e da
esfera dura no decorrer exclusivamente do processo de treinamento. Sendo assim, o passo
seguinte foi comparar os resultados com calculos obtidos através do método de difusao de
Monte Carlo (DMC). O método de Monte Carlo por difusdo destaca-se como uma técnica
computacional poderosa. Por meio de uma rotacao de Wick, ele reformula a equacao
de Schrodinger dependente do tempo em uma equacgao de difusao no tempo imaginéario.
Ao evoluir iterativamente um conjunto de configuragoes do sistema amostradas de uma
funcao de onda tentativa, que representam as posigoes das particulas no espago, por tempo
imaginario suficientemente longo, o DMC projeta a componente do estado fundamental
dessas configuragoes. A partir das configuracoes, chamadas de caminhantes aleatoérios,

distribuidas de acordo com a funcao de onda do estado fundamental, o DMC fornece
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estimativas precisas das energias do estado fundamental, sujeitas apenas a incertezas de
natureza estatistica. Em particular, os resultados sao considerados exatos dentro dessa
incerteza para sistemas compostos puramente por bosons.

Para exemplificar a comparacao com esse método, a Fig. 7.2 mostra o processo
de otimizagao para aglomerados contendo de 2 até 10 atomos de hélio, onde a evolugao
da energia do sistema é mostrada em azul em funcao do niimero de passos, enquanto os

resultados de DMC [43] sao apresentados em laranja tracejado. Alguns aspectos chamam
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Figura 7.2: Diversos processos de treinamento mostrando o progresso da energia (azul) em fungdo das
iteragoes de otimizacao. Os aglomerados considerados continham de 2 até 10 atomos. Para comparagao,
resultados de DMC sao exibidos por um linha tracejada laranja.

atencao, por exemplo, é possivel dividir o processo qualitativamente em duas fases. A
primeira fase se estende até por volta de alguns milhares de passos e o foco do treinamento
reside em encontrar pardmetros que descrevam qualitativamente bem a energia do sistema.
Desse ponto em diante, sem qualquer diretiva explicita incluida no programa, a rede neural
passa a aprender como reduzir as flutuacoes entre passos de otimizacao, levando a um
resultado mais acurado como consequéncia. Novamente, as incertezas nao sao apresentadas
para maior clareza das imagens.

Vale ressaltar também que, em diversos momentos do processo, é notavel que os
resultados parecem estar abaixo da energia considerada exata, especialmente para o caso

de N = 9 particulas, o qual apresenta uma evolucao nao usual da energia do sistema.
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Esse comportamento tem origem no carater estocastico da simulacao e na maneira como
as configuracoes iniciais sao amostradas, como comentado no Cap. 5. De modo especial,
as estimativas iniciais de energia sao imprecisas por efeito de escolhas desavantajosas das
posicoes dos atomos no comeco do processo, bem como o nivel de aceitagao das novas
amostras nas primeiras etapas do método ainda esta alto. Nao s6 as estimativas de energia
sao imprecisas como também as variancias associadas sao consideraveis. Por esse motivo,
os resultados parecem aumentar a energia em vez de diminuir, contudo, as incertezas
estatisticas no inicio da otimizacao sao substanciais o suficiente para tornar as energias
associadas inconclusivas. Entretanto, com a evolugao do treinamento, a aceitacao se ajusta
gradualmente até atingir niveis esperados e as configura¢oes amostradas comecam a gerar
resultados relevantes, os quais possuem incertezas razoaveis. Assim, as energias passam a
concordar dentro das incertezas estatisticas com os resultados de DMC.

Apos a otimizagao, os parametros da funcao de onda tentativa sao salvos e nao serao
mais alterados. De posse dessa boa aproximacao para o estado fundamental do sistema, sao
realizadas novas simulacoes levando em conta somente o potencial de Aziz. As estimativas
da energia e de outras propriedades sao obtidas utilizando integragao de Monte Carlo e
considerando amostras maiores, isto é, simulagoes mais longas, com intuito de reduzir as
incertezas. Esses resultados sao exibidos na Tab. 7.2, onde podem ser comparados com os
mesmos resultados de DMC mencionados anteriormente. Na tabela pode ser encontrado
Tabela 7.2: Em unidades de Kelvin, sdo apresentadas a energia cinética (7T) e a energia total (E) obtidas

com a funcdo tentativa 1puc para aglomerados de “He contendo N atomos. A quarta coluna mostra
resultados de DMC da literatura [43].

N (T) (E) DMC
2 0.1246(4) -0.002142(6) -

3 1.695(2) -0.13323(9) -0.135(2)
4 4.353(3)  -0.5775(1)  -0.573(2)
5 7.745(4)  -1.3341(2)  -1.334(2)
6 11.666(4) -2.3710(3) -2.367(3)
7 16.145(5) -3.6510(4)  -3.646(4)
8 20.997(6) -5.1448(4)  -5.144(5)
9 26.212(7) -6.8207(9) -6.827(6)
10 31.868(8) -8.6766(7) -8.673(6)

estimativas variacionais da energia cinética e da energia total para clusters contendo de 2
até 10 4tomos. A ultima coluna apresenta os valores obtidos através dos calculos de DMC.
Valores adicionais para resultados de energia podem ser encontrados no Ap. D.

Para analisar a qualidade de propriedades além da energia, a quantidade escolhida
foi a distribuicao de distancias interatomicas para o trimero (N = 3), a qual foi calculada
através do valor esperado do operador da Eq. 2.16. Dessa forma, os resultados obtidos de
P(r) sao apresentados na Fig. 7.3 em circulos laranjas, enquanto os dados representados

pela linha azul sao célculos utilizando DMC e foram extraidos de [123]. A concordancia
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Figura 7.3: Representagdo das distribuigoes P(r) (Eq. 2.16) para o trimero obtidas através de redes neurais
e de calculos de DMC em laranja e azul, respectivamente.

entre os métodos ¢é excelente e sugere uma 6tima capacidade de representacao de estados
quanticos através das redes neurais nos calculos de propriedades além da energia. E im-
portante notar que, para propriedades diferentes da energia, resultados de DMC devem ser
extrapolados, o que pode introduzir um viés variacional em certos casos [124].

Outro teste realizado foi examinar as energias obtidas sob a 6tica do modelo de

gota, onde as energias escalam de acordo com

Eg(N) = C,N + O;N* + C.N"* | (7.2)

onde os parametros C,, C e C, correspondem aos termos de volume, superficie e curvatura,
respectivamente. Foram realizadas otimizagoes para clusters contendo de 11 até 24 atomos,
sendo que de 11 até 14 particulas foi realizado 10° iteracoes de otimizacao, enquanto de 15
até 24 dtomos foram executados apenas 10* passos, uma vez que para aglomerados maiores
as simulagoes sao consideravelmente mais lentas. As energias obtidas sao apresentadas na
Fig. 7.4 em pontos pretos, enquanto a linha vermelha representa um ajuste desses dados ao
modelo de gota. Além disso, a linha tracejada azul mostra um ajuste similar feito através de
resultados obtidos com DMC [43]. Os coeficientes de ambos ajustes podem ser consultados
no Ap. D. Até por volta de 17 particulas, os ajustes sao bastante similares, regiao na qual os
resultados tem maior precisao. Conforme o sistema aumenta e também devido ao niimero
reduzido de passos de otimizagao, os ajustes terminam por divergir entre si. Contudo,
os resultados anteriores indicam que, utilizando tempo e recurso computacionais maiores,
seria possivel inclusive atingir resultados com menores desvios estatisticos ao comparar
com resultados obtidos com o método DMC, ja que as fungoes tentativas obtidas teriam
uma qualidade maior.

Como tltima analise desta etapa, o tempo computacional gasto (walltime) no pro-
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Figura 7.4: Energias totais em funcao do numero de particulas no aglomerado é exibido em circulos
pretos. Um ajuste desses dados ao modelo de gota é representado por uma linha vermelha. Por razoes de
comparagao, um ajuste similar feito com base em resultados de DMC é apresentado em azul tracejado.

cesso de otimizacao de aglomerados compostos de 2 até 14 4tomos é mostrado na Fig. 7.5

em azul. Todos os tempos ¢ty de simulagao sao exibidos em relacao ao tempo ty de apro-
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Figura 7.5: Dimensionamento do tempo computacional gasto ¢y em termos de walltime para diversos
tamanhos de clusters em relacao ao tempo de treinamento do dimero ¢t5. A linha tracejada em laranja
representa um ajuste polinomial de segundo grau.

ximadamente 7 minutos ¢ meio empregado no dimero (N = 2) para uma simula¢do com
10% iteracoes de otimizacao. Um ajuste polinomial de segundo grau também é exibido em
tracejado laranja. Para este caso, foram utilizadas quatro GPUs NVIDIA A100 interco-
nectadas.

A partir destes resultados apresentados, comprovou-se que o emprego de redes neu-
rais na construcao da funcao de onda tentativa é um boa abordagem para representar o

estado fundamental na investigacao de sistemas formados por bésons, em particular, os
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aglomerados de dtomos de hélio. As sinergias existentes no contexto de machine learning
com o método variacional de Monte Carlo mostraram-se eficiente, especialmente utilizando
o otimizador KFAC.

Ainda sobre o procedimento de otimizacao, alguns comentarios técnicos relevantes
se fazem necessarios. O algoritmo de Metropolis utilizado para amostrar as configuracoes
é baseado em aceitar ou nao configuragoes propostas, como comentado no Cap. 5. Como
as novas amostras sao propostas com base nas atuais, o grau de aceitagao varia com quao
distante a nova configuracao foi proposta. Geralmente, isso é controlado por um hiper
parametro que define a largura do movimento proposto, sendo que quanto maior esse
parametro, menor ¢ a aceitagao. Para a versao utilizada desse algoritmo, a porcentagem
de aceitacao das novas amostras deve ser em torno de 40% a 50% [124] para maior eficiéncia.
Entretanto, o procedimento adotado busca adaptar a largura dos movimentos propostos
durante a otimizacao de maneira que no inicio do treinamento a aceitagao seja proxima
de 99% e, gradualmente, a aceitacado diminua até atingir valores em torno de 40%. Esse
processo ¢é feito principalmente durante os primeiros milhares de iteracoes, de forma que a
maior parte da otimizacgao é conduzida com aceitacao de 50%.

Outro aspecto pratico das simulagoes realizadas reside no tamanho do batch. Ti-
picamente, o valor utilizado para M ¢é da ordem de 10* configuracoes. Para o hardware
usado nas simulagoes, essa ordem de grandeza é geralmente suficiente para utilizar eficien-
temente as GPUs e conduzir o processo de treinamento de maneira eficaz. Entretanto, esse
nimero de amostras é razoavelmente pequeno e, portanto, as incertezas das estimativas
da energia ao empregar amostras desse tamanho sao razoaveis, geralmente uma ordem de
grandeza acima do desejado mesmo ao final do processo de treinamento. Por esse motivo,
como observado anteriormente, é necessario conduzir simulagoes mais longas ao final da
otimizacao. Além disso, devido a alta aceitagdo no inicio da simulacao e em virtude das
configuracoes iniciais das posi¢oes dos atomos serem amostradas aleatoriamente de uma
distribuicao gaussiana, as flutuacoes e os desvios padrao das energias iniciais sao considera-
veis. Isso pode gerar comportamentos atipicos da curva de otimizagao, como por exemplo
as estimativas de energia iniciais terem valores abaixo da energia do estado fundamental.
Entretanto, devido aos erros estatisticos serem consideravelmente altos nessa parte da si-
mulacao, isso torna esses valores inconclusivos. Além disso, esse comportamento pode ser
evitado escolhendo adequadamente a dispersao da distribuicao gaussiana utilizada para

amostrar as posicoes iniciais.

7.2 Calculo de propriedades e a unitariedade fraca

Nesta etapa do trabalho, as atencoes foram direcionadas aos célculos de propri-
edades além da energia do sistema, particularmente, muitas das quantidades estudadas

tinham como objetivo sondar os aspectos universais relacionados com aglomerados de hé-
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lio. Embora universalidade nao seja esperada nesses sistemas devido as suas distancias
caracteristicas, um carater universal parcial pode ser observado, como comentado no Cap.
2. Ainda vale mencionar que os resultados dessa se¢ao foram obtidos empregando as fun-
¢oes resultantes do processo de otimizacao mencionado anteriormente.

Primeiramente, com o intuito de visualizar a representagao do estado fundamental
gerado pela rede neural, um corte no plano z = 0 da fun¢ao de onda do dimero é apresentada

na Fig. 7.6. Para produzir a imagem, um dos atomos foi fixado na origem e a fungao é
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Figura 7.6: Fungao de onda do dimero projetada no plano xy em func¢ao das coordenadas ap6s a otimizagao
da energia. Um dos 4tomos estéa fixo na origem e o eixo z mostra em uma escala arbitréaria o valor da fungao
quando o outro 4tomo esta nas coordenadas (z,y,0). Para enfatizar as regides de alta probabilidade, uma
mapa de cores foi utilizado.

avaliada em diferentes posi¢oes do segundo d&tomo no plano xy, gerando valores em uma
escala arbitraria, uma vez que a fun¢ao nao estda normalizada. Interessantemente, apesar
de nao ser incluido explicitamente na construcao da funcao de onda, a rede neural foi
capaz de capturar a simetria esférica do problema. Nao apenas isso, como também o
comportamento segue o esperado, onde se presume que o estado se anule rapidamente
quando as particulas se aproximam, tenha um méximo em uma posi¢ao intermediéria e
decaia lentamente conforme elas se afastam. Inclusive, através da regiao de decaimento da
funcao tentativa, a aproximacao da Eq. 2.11 pode ser usada para estimar o comprimento
de espalhamento do potencial usando um ajuste dessa regiao. Ao realizar esse calculo, a
estimativa do comprimento de espalhamento foi de 115A, enquanto o valor calculado para
o potencial de Aziz é de 124A [73]. Outra quantidade calculada foi o comprimento de
ligagao do dimero, determinada pelo valor médio da distancia do par (r;;) = 36.6 £ 0.6A, o
qual é um pouco menor que o valor experimental de 524+ 4A [125]. Essa discrepancia muito
provavelmente esta relacionada com efeitos relativisticos e de eletrodinamica quantica [126].

Antes de adentrar as propriedades relacionadas com a unitariedade fraca, uma ané-

lise do perfil de densidade n(r) dos aglomerados foi realizada. Na Fig. 7.7 ¢ apresentado
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Figura 7.7: Perfis de densidade em funcao da distancia ao centro de massa para aglomerados compostos
de 2 até 14 atomos, onde as cores vao do amarelo para o azul com o aumento do nimero de particulas.
Sao considerados apenas clusters com nimeros pares de atomos.

esses perfis para aglomerados contendo N = 2, 4, 6, 8, 10, 12 e 14 dtomos de hélio, onde
as cores seguem do amarelo para o azul nessa ordem de tamanhos. Repare que o centro
de massa do dimero é essencialmente vazio, evidenciando o largo comprimento de liga-
¢ao. Além disso, conforme o numero de particulas aumenta, o comportamento do perfil
de densidade para pequenas distancias parece convergir, indicando que no centro dos aglo-
merados a densidade esta convergindo para a densidade de equilibrio do bulk de 0.0218
A-3 [127]. Note que a normalizagao do perfil de densidade é sobre todo volume, isto ¢, a
integral radial dessas fungées pode ser reescrita como [ n(r)r? dr = N/ax. Diferentemente,
a normalizacao da densidade de pares py nao leva em conta a integral angular da maneira
como foi definida.

J& para estudar aspectos da unitariedade fraca, as fungoes densidade de pares py
obtidas através do valor esperado da Eq. 2.14 foram calculadas para varios tamanhos de
aglomerados. Essas fungoes sao mostradas na Fig. 7.8 levando em conta clusters contendo
N =4,6,8,10, 12 e 14 4&tomos nas cores do amarelo para o roxo, nessa ordem. Sua estrutura
geral acompanha o esperado, onde comportamento delas apresenta um pico seguido de um
decaimento suave, além de se anularem rapidamente para pequenas distancias. Entretanto,
devido a universalidade fraca presente nesses sistemas, o comportamento dessas fungoes no
regime de curtas distancias é definido pela densidade de pares do dimero a menos de um
fator multiplicativo, como visto no Cap. 2. Esse fator é o contato C’éN) e indica uma medida
da correlacao de dois corpos para curtas distancias. Para estimar o valor desses fatores, foi
feito um ajuste através da minimizagao do valor da integral [ (pN(r) - C’Q(N) m(r)) dr no
intervalo de zero até o valor de r correspondente ao valor méaximo da densidade de pares
pn(r). Na Fig. 7.9 sdo apresentados os resultados para os contatos em fun¢ao do tamanho
do aglomerado. Os valores numéricos obtidos sao apresentados no Ap. D na Tab. D.3.

Ja para observar o colapso da densidade de pares, a Fig. 7.10 mostra a razao entre
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Figura 7.8: Fungio densidade de pares para aglomerados de *Hey contendo N = {4, 6,8,10, 12, 14} 4tomos
em funcgao da distancia e apresentadas nas cores do amarelo para o azul, nessa ordem.
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Figura 7.9: Valores para os contatos C2(N) em funcao do numero de particulas N em escala logaritmica.

as densidades de pares py e o contato C’éN) equivalente para aglomerados compostos de
N = 2,46, 8, 10, 12 e 14 dtomos, lembrando que por defini¢gao 02(2) = 1. Novamente, as
cores do amarelo para o azul representam tamanhos de clusters do menor para o maior.
O colapso das densidades para N > 3 sobrepondo aproximadamente a densidade de pares
do dimero na regiao de distancias curtas é notavel para todos os tamanhos analisados.
Esse resultado é um indicio de que esses sistemas apresentam universalidade fraca e sao
consistentes com previsoes existentes na literatura [128].

Um procedimento semelhante ao realizado para observar a densidade de pares tam-
bém foi empregado para a analise de correlagoes de trés corpos nesses sistemas. Nesse
caso, a funcao utilizada foi a distribuicao de trés corpos de Jacobi P](\? bl g5 B 2.18.
Na Fig. 7.11 é apresentado o comportamento das distribui¢oes de Jacobi em funcgao de p
para aglomerados contendo de 3 até 14 atomos. Vale ressaltar que p deve ser visto como

a distancia de um atomo até o centro de massa de algum outro par. Para caracterizar
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respectivos contatos Cz(N). As diferentes cores do amarelo para o azul mostram resultados para aglomerados
contendo de N = 2 até N = 14.
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Figura 7.11: Distribuigdes de Jacobi PP de trés corpos para diferentes tamanhos de aglomerado em
funcao da distancia p de um atomo até o centro de massa de um par de outros dois atomos.

as correlagoes de curto alcance de trés corpos, em particular as correlagoes de par-atomo,
os contatos de par-atomo Cz(iq foram calculados utilizando o mesmo procedimento empre-
gado na estimativa dos contatos C’Q(N), ou seja, através da minimizacao do valor da integral
J <P]§ dacebl) _ CéﬂPg(?”jaCObi)) O colapso das distribuigoes de Jacobi é mostrado na Fig.
7.12. A sobreposi¢ao para curtas distancias das distribui¢oes de aglomerados com mais de
trés atomos em relagao a distribuicao do trimero é evidente. Além disso, é interessante
notar que o comportamento dessas fungoes no limite de p — 0 é mais suave do que no
caso das densidades de pares, as quais se anulam rapidamente para curtas distancias, como
pode ser visto na Fig. 7.10. Por fim, alguns resultados adicionais podem ser encontrados
no Ap. D.
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7.3 Influéncia das caracteristicas de entrada

Com o objetivo de analisar a relevancia da representacao dos dados para a rede
neural, trés diferentes formas de construir os atributos de entrada para a funcao Ygyc foram
considerados. Evidentemente, um deles considera a funcao tentativa completa como escrita
na Eq. 6.15. Como ela utiliza informacao de q; e r;; na construgao dos atributos hg()) e hg-)),

essa versao da funcao tentativa é denotada como g, ,,.. Como comentado nas variacoes da

ri;
funcao tentativa no Cap. 6, um segundo Ansatz que ignora os termos dependentes de q; e
q; ¢ expressado como ¥, onde essa versao depende somente das coordenadas relativas ry;.
Finalmente, uma fungao tentativa dependente apenas das distancias relativas r;; também
foi examinada e denotada por ¥,

O processo de otimizacao da energia para um aglomerado de 5 &tomos é apresentado
na Fig. 7.13 considerando esses diferentes niveis de informagcao presentes na fungao tenta-
tiva. A evolucao da energia com o decorrer das iteragoes durante o processo de otimizagao
¢ mostrado em azul, verde e laranja para as fungoes ¢, ¥r,; € q,r,;, Tespectivamente.
Pode-se observar que todas as fungoes alcancam um grau similar de acuracia. Entretanto,
um conjunto de informagoes mais completo facilita a otimizagao, tornando-a mais rapida
e eficiente. E interessante notar que, embora o hamiltoniano do sistema essencialmente
depender somente das coordenadas relativas, adicionar informacao referente a distancia ao
centro de massa de cada atomo melhora substancialmente o processo de aprendizagem.
Além disso, no destaque da Fig. 7.13 é apresentado resultados da energia variacional para
cada versao da fungao tentativa apds o processo de otimizacao.

Também foram conduzidos experimentos numeéricos para o dimero de *He. Devido

a simetria radial do potencial de interacao, o estado fundamental do sistema depende
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Figura 7.13: Processo de otimizagao da energia para diferentes representacoes dos atributos da rede neural,
isto é, para diferentes fungoes tentativa. O pontos azuis utilizaram a fungao ¥y, ;, 08 verdes empregaram a
fungdo 1y, e os laranjas a funcao completa 9, r,;- O destaque mostra as energias variacionais estimadas
ap0Os o processo de otimizacao para as respectivas funcgoes tentativa.

somente da distancia entre o par de particulas. Como resultado, todas as trés formas

da funcao tentativa devem satisfazer essa propriedade apos a otimizagao. Contudo, por

2

causa do modo como foram construidas, somente a densidade de probabilidade qﬁfij é
intrinsecamente radial dentre as trés formas. Para mostrar que a rede neural é capaz
de adquirir razoavelmente essa propriedade durante o processo de treinamento, a Fig. 7.14

mostra o moédulo das diferencas entre a densidade de probabilidade radial wfij e as médias

2

angulares dos outros dois formatos da densidade de probabilidade @thr“ e ¢3ij- A curva em

1.50F A

1.25

1.00F:

0.75F:

050F

0.25

Probabilidade relativa [10 3]

PUCH ST

0.00

LI 9
1

5 10 15
Distancia [r,,]

Figura 7.14: Modulo das diferengas de probabilidade das fung¢oes nao radiais com relagao a funcgéo radial,
onde os pontos laranja sao dados por |, — <in7rij> | e os pontos verde por [¢,,, — <1/)rij> |. O destaque
mostra a densidade de probabilidade 1/’?1-]"

2

v, | €0

verde representa |1p3ij —1#21, - |, enquanto a curva laranja mostra os valores de Wij —
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funcao da distancia do par. Além disso, a densidade de probabilidade nao normalizada ¢Zij
¢ mostrada em azul no destaque da figura. Essas comparagoes mostram que as fung¢oes com
dependéncia angular apresentam a maior diferenca em torno do méximo de w?ij. Porém,
essa diferenca é pequena, sendo trés ordens de magnitude menor que os proprios valores.
Adicionalmente, a variancia das médias angulares das densidades de probabilidade sao
usualmente da ordem de 10~% ou menor nas unidades arbitrarias utilizadas. Portanto, as
redes neurais com dependéncia angular foram capazes de aprender a simetria do sistema
sem serem explicitamente programadas para isso.

Portanto, a representacao dos dados demonstrou relevancia na obtencao de resul-
tados. Isso também sugere que melhorias na representacao podem conduzir a processos
de treinamento mais eficientes, onde as redes neurais ainda sejam capazes de aprender as
simetrias relevantes do sistema mesmo se os atributos de entrada nao incluem diretamente

essas propriedades.
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8 APLICACOES EM PONTOS QUANTICOS

Ao contrario dos aglomerados de hélio, os pontos quanticos descritos no Cap. 3 sao
sistemas constituidos por elétrons, isto é, férmions. Adicionalmente, uma limitacao dos
métodos de Monte Carlo quantico empregados no estudo do problema de elétrons correla-
cionados é o problema do sinal fermionico [129]. Em particular, como citado anteriormente,
o método de difusao de Monte Carlo apresenta essa limitagao. Especificamente, a maneira
usual que o DMC contorna essa dificuldade é utilizando a aproximagao de nos fixos [130],
entretanto, o método permanece exato somente se a estrutura nodal da funcao guia usada
for igual a estrutura nodal da funcao exata. Caso contrario, para estruturas nodais dis-
tintas, a energia calculada do sistema é um limite superior para a energia exata do estado
fundamental [131].

Funcoes tentativas cujas estruturas nodais sao aproximadamente iguais & do estado
fundamental sao amplamente desejadas, pois o problema do sinal fica atenuado ao se aplicar
o método DMC. Além disso, com boas fun¢oes de onda tentativas, a aplicacao do método
variacional é vantajosa, porque no célculo de propriedades diferentes da energia a avaliagao
¢ imediata, ao contrario do DMC, onde ainda é necessario extrapolagoes. Portanto, um
dos objetivos desse estudo com pontos quanticos foi descobrir se funcao tentativa da Eq.
6.20, isto é, se redes neurais sao capazes de produzir resultados melhores que os calculados
pelo método DMC para esse sistema e encontrar fungoes tentativas com estruturas nodais
melhores que as disponiveis na literatura. Outro objetivo foi analisar a natureza estocastica
do otimizador e fazer uma avaliacdo quantitativa usando ferramentas estatisticas. Além
disso, uma investigagao de propriedades relacionadas com o escalonamento do tamanho da
rede neural empregada também foi realizado.

Resultados encorajadores foram obtidos utilizando uma méquina de Boltzmann res-
trita para pontos quéanticos circulares. Entretanto, a abordagem da Ref. [132] tem limita-
¢oes, como a necessidade de incorporar insights analiticos sobre o sistema e as restrigoes
da arquitetura implementada. Neste trabalho, melhores resultados utilizando técnicas de
deep learning foram obtidos, como sera discutido nas secoes seguintes.

As simulacoes foram majoritariamente conduzidas em conjuntos de 4 placas gréficas
NVIDIA A100 GPUs interconectadas. Dentre os hiper parametros relacionados com regu-
larizacao e com o procedimento de atualizacao dos parametros, o momento, a atenuagao,
a constricao de norma, o decaimento da covariancia movel, a taxa de decaimento e a taxa
de retardamento foram os mesmos utilizados para o caso dos aglomerados de hélio. Porém,
a taxa de aprendizado foi usualmente escolhida igual & 0.05 e o tamanho do batch igual a
1024.
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8.1 Analisando o carater estocastico do otimizador

A natureza estocéastica do otimizador tem sua origem na forma como as integrais
necessarias sao estimadas, uma vez que a integracao de Monte Carlo é empregada para tal
fim. Junto a isso, pela forma como a rede neural é construida e devido & quantidade de
parametros, o funcional da energia variacional apresenta um amplo espaco de parametros
com diversos minimos locais equivalentes e de alta qualidade do ponto de vista da funcao
perda [133]. Dessa forma, simulagoes independentes, isto é, simulagoes cujos nimeros
pseudo aleatorios utilizados sao sequéncias diferentes e sem correlacao entre si, chegam
em resultados essencialmente independentes. Como a sequéncia de ntmeros aleatérios
gerados é diferente, cada otimizacao segue um caminho diferente no espaco de parametros
e, consequentemente, os parametros das funcoes de onda tentativa apos a otimizacao sao
conjuntos distintos.

Para analisar a influéncia disso, 100 simulacgoes independentes de 10° passos cada
foram realizadas para um sistema de 12 elétrons. A arquitetura da fungao tentativa para
esse caso utilizou 3 camadas, 8 determinantes, o canal de um elétron com largura de 56 e o
de dois elétrons com largura de 20 neurénios. Especificamente, para amenizar as flutuacoes
entre passos de otimizacao, foi utilizado médias moveis de m = 1600 passos conforme a Eq.
A.9. Na Fig. 8.1 é apresentado em azul escuro a evolugao da média das 100 simulagoes

em fungao do passo de otimizagdo. As areas hachuradas em tons de azul mais claro sao
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Figura 8.1: Média movel da energia total entre 100 simulagoes independentes em fungao da evolugao das
iteragoes do processo de treinamento em azul escuro para um ponto quantico contendo 12 elétrons. O
desvio padrao moével também é mostrado nas faixas em tons de azul claro, bem como a energia calculada
por DMC em tracejado vermelho.

uma, duas e trés vezes o desvio padrao moével calculado através da Eq. A.10, indicando a
incerteza relativa & média mével. Ainda nessa figura, a linha vermelha tracejada representa

um resultado obtido por DMC [134]. Fica claro que, mesmo com o ruido estocastico do
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otimizador, as simulagoes consistentemente encontram energias menores que o resultado
de referéncia.

Entretanto, nao fica claro qual o tipo de distribuicao os resultados das simulacoes
seguem. Portanto, para identificar essa distribuicao e sua evolucao com os passos de
otimizagao, a Fig. 8.2 mostra histogramas de frequéncia da média moével da energia para

trés momentos das simulagoes. Do azul mais escuro para o mais claro, os histogramas
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Figura 8.2: Histogramas de frequéncia da distribui¢ao de energia para diferentes momentos do processo
de otimizacdo, sendo que os histogramas sdo construidos a partir das médias méveis nas iteracoes 212, 213
e 2'% do azul escuro para o claro, respectivamente. As médias de cada distribuicdo sdo representadas por
linhas tracejadas.

foram construidos com as energias nos passos de otimizacao 22, 2!3 e 2!, As linhas
tracejadas indicam as médias de cada distribuicao. Conforme o processo de otimizagao
avanga, a distribuicao inicialmente larga evolui gradualmente para uma distribui¢ao mais
estreita. Ao mesmo tempo, a média da distribuicao é deslocada para esquerda, mostrando a
evolucao da energia durante a otimizacao. A distribuicao final da média movel de energias
é apresentada na Fig. 8.3, onde a linha tracejada vermelha representa o resultado de DMC
apontado anteriormente e a tracejada azul representa a média da distribuicao.

Como esperado, o processo estocéstico junto com as medias moveis produziram uma
distribuicao que se assemelha & uma gaussiana. O erro proveniente dos ruidos do otimizador
¢ dependente da quantidade de passos de otimizagao realizados e ele reduz gradualmente
com o tempo de simulacao. Além disso, também por ser um processo estocastico, esse
erro tem flutuacoes, como se pode observar na Fig. 8.1 e na Fig. 8.2. Mesmo assim,
a distribuicao final demonstra a capacidade das redes neurais de produzirem resultados
melhores que um método de Monte Carlo quantico como o DMC, que até o momento havia
produzido as melhores energias obtidas. Note também que toda distribuicao apresenta

energias menores que as obtidas pelo método DMC.
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Figura 8.3: Histograma da distribuigdo de energia ao final do processo de treinamento. A linha tracejada
preta representa a média da distribuicao, enquanto a tracejada vermelha representa a energia calculada
através do DMC. Note a escala diferente das energias no eixo x com respeito a da Fig. 8.2.

8.2 Investigando os resultados e sucesso das redes neu-
rais

Otimizacao da energia

Sabendo da capacidade de acuracia das redes neurais em representar estados quén-
ticos, foram estudados quantum dots contendo 6, 12, 20 e 30 elétrons. Sistemas com esses
nimeros de particulas preenchem totalmente estados até um determinado nivel de energia
no caso nao interagente, isto é, sao camadas fechadas. Para determinar resultados de re-
feréncia, os hiper parametros que definem o tamanho da rede neural considerada foram 4
camadas, 8 determinantes, 128 de largura para o canal de um elétron e de 32 para o canal de
dois elétrons. Para computar a estimativa final da energia variacional, assim como feito no
caso dos aglomerados de hélio, apos o procedimento de otimizagao foi realizado um calculo
de Monte Carlo variacional padrao, o qual manteve os parametros da fungao tentativa fixos
e, através de uma simulagao mais longa para obter resultados com uma variancia menor,
a estimativa foi computada junto com seu desvio de acordo com o procedimento descrito
no Ap. A. O resumo dos resultados obtidos é apresentado na Tab. 8.1, onde os resultados
também sdo comparados com outros calculos presentes na literatura 134, 135]. As ener-
gias comparadas sao provenientes de dois calculos de difusao de Monte Carlo. A diferenga
entre os resultados das literaturas citadas e a energia obtida neste trabalho também sao
mostradas na coluna AFE em unidades de mH*.

O processo de otimizagao da energia também pode ser visualizado na Fig. 8.4,
onde é mostrado a evolugao da energia variacional em funcao do nimero de iteragoes de
otimizagao. Além disso, em tracejado laranja, energias calculadas pelo método DMC [135]

sao apresentadas para comparacao. Pelo tamanho da rede ser padronizado, nota-se que
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VrN AE [mH"] DMC

6 7.59699(4) 311 7.6001(1)
12 25.62608(7) 9.52 25.6356(1)
20 61.9074(1) 14.60 61.922(2)

30 123.9469(2) 2140  123.9683(2)

Tabela 8.1: Comparacao entre valores de energia total em unidades de H* obtidas com a funcao tentativa
YpN e com o método DMC para pontos quanticos de camada fechada contendo N = 6, 12, 20 e 30 elétrons.
A terceira coluna mostra a diferenca entre os dois métodos em mH*. Os dados do DMC foram extraidos
da Ref. [134], com excegdo para N = 30, que foi extraido da Ref. [135].
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Figura 8.4: Evolucao da energia durante o processo de otimizagao para pontos quanticos contendo 6 e 12
elétrons nos quadros superiores, 20 e 30 elétrons nos inferiores, ambos da direita para esquerda. A energia
é mostrada em azul, enquanto os tracejados laranjas representam as energia calculadas pelo método DMC.

conforme o nimero de elétrons aumenta, a rede neural leva mais iteragoes para aprender
a representar o estado fundamental. Dado que em todos os casos a rede foi capaz de
aprender, essa arquitetura tem capacidade de representacao de até pelo menos 30 elétrons.

Perfil de densidade bidimensional

De posse da representacao do estado fundamental dada pela rede neural apos a
otimizacao, outras propriedades interessantes baseadas em valores esperados de operadores
podem ser calculadas através da integragao de Monte Carlo tradicional. Uma delas é perfil
de densidade em duas dimensoes. Essa quantidade é semelhante a funcao da Eq. 2.17,

porém com resolucao em diregoes. Nesse sentido, o operador pode ser escrito como:

flap(r) = Z 5(r; — 1), (8.1)

onde o perfil de densidade em duas dimensoes é normalizado tal que f nep(r) dA = 1.
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A Fig. 8.5 mostra um exemplo dessa propriedade para um ponto quantico contendo 20

elétrons. Qualitativamente, o perfil resultante apresenta simetria radial e um padrao de

0.008

0.006

r)

0.004 %
<
0.002

0.000

Figura 8.5: Histograma bidimensional normalizado das posi¢oes dos elétrons em um ponto quantico con-
tendo 20 elétrons. O perfil de densidade foi construido utilizando 100 x 2'° configuracdes amostradas da
funcao de onda tentativa ap6s o processo de otimizagao.

picos e vales envoltos por um envelope decrescente.

Estrutura nodal do estado fundamental

Outro aspecto interessante ¢ a estrutura nodal da funcao de onda obtida. Em
especial, esse aspecto pode trazer esclarecimentos do sucesso das redes neurais em descrever
estados quanticos. Como mencionado anteriormente, métodos de Monte Carlo quantico
como o DMC usualmente utilizam aproximacao de nés fixos para transpor o problema
do sinal fermionico. Nesse caso, quanto melhor é a estrutura nodal da funcao guia, isto
é, quanto mais as regioes onde a funcao guia se anula forem proximas da regiao em que
a solucao da equacao se anula, melhores sao os resultados obtidos por esses métodos.
Portanto, para analisar a estrutura nodal, a Fig. 8.6 apresenta um mapa de cores do
modulo da fung¢ao no dominio do logaritmo para um ponto quantico contendo 20 elétrons.
A figura reflete uma configuracao especifica que foi amostrada da fungéo tentativa apods
o procedimento de otimizagao. Para montar a imagem, a funcao de onda foi avaliada
em diferentes coordenadas espaciais de um dos elétrons, enquanto todos os outros foram
mantidos fixos. As setas pretas indicam a posi¢ao e a proje¢ao do spin dos elétrons fixos e
a seta em vermelho representa a coordenada original do elétron da configuracao amostrada
que nao foi fixado. Vale ressaltar que a funcao tentativa nao estd normalizada e que
o modelo assume um hamiltoniano bidimensional. Note que as linhas brancas revelam
a estrutura nodal do estado para esta projecao da hiper superficie que define os zeros da
funcao. Repare também que elétrons com a mesma projecao de spin que a da seta vermelha

estao sempre sobre essa linhas brancas, como esperado de uma func¢ao anti-simétrica.
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Figura 8.6: Mapa de cores do logaritmo da funcao de onda ndo normalizada em fungao das coordenadas
e em escala arbitraria. Para compor o mapa, uma configuracao foi amostrada da densidade de probabi-
lidade gerada pela fungao de onda e a fungao foi computada ao varrer um dos elétrons por todo espago
bidimensional, com todos os outros elétrons fixos.

8.3 Estabelecendo critérios de acuracia

Na se¢ao anterior, foi mostrado que redes neurais sao capazes de representar estados
fundamentais de pontos quanticos. Além disso, os resultados obtidos foram consistente-
mente melhores que os alcancados pelo método DMC. Parte desse sucesso foi atribuido a
capacidade das redes de melhorar as estruturas nodais das fungoes empregadas no DMC.
Entretanto, as diversas possibilidades de tamanho da rede neural adicionam uma questao
importante quando se trata da obtencao de resultados competitivos com os de referéncia.
Em que ponto a rede é grande o suficiente para alcancar resultados desejados, porém nao
maior do que o necessario para que as simulagoes nao percam em eficiéncia. Em outras
palavras, qual seria o niimero minimo de parametros necessario para atingir uma certa acu-
racia. Assim, o objetivo desta parte do trabalho foi entender melhor as caracteristicas de
escalonamento da rede neural, sem necessariamente obter os melhores resultados possiveis,
mas sim como uma forma de entender o comportamento dos resultados com o tamanho da
rede neural.

Para fazer um estudo nesse sentido é preciso definir um critério de qualidade. O
critério adotado foi baseado na distancia relativa da energia variacional com relagao a
energia do método DMC [134], isto é,

AFE = EDMC — EVMC . (82)

Se o valor de A for menor que 2 mH*, o critério de qualidade é alcancado. Além disso,
devido a natureza estocastica do otimizador demonstrada anteriormente, o procedimento

de célculo de Evyic para realizar a comparacao considera uma média entre 10 simulagoes
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independentes da média dos ultimos 1600 passos de otimizagao de cada uma delas. O
desvio padrao entre as 10 simulacoes também ¢é calculado.

Com esse procedimento em mente, diversas simula¢oes com tamanhos diferentes de
rede neural foram realizadas. Por completeza, vale relembrar que os hiper parametros que
definem a quantidade de parametros variacionais sao o nimero de camadas L, o nimero
de termos considerados na expansao de determinantes da Eq. 6.20, a largura do canal de
um elétron e a largura do canal de dois elétrons. Dessa forma, as simulagoes realizadas
consideraram redes com duas camadas e apenas um termo de determinante. Mantendo esses
dois hiper parametros fixos, as larguras dos canais foram variadas independentemente a fim
de estudar o comportamento do escalonamento da rede em funcao desses hiper parametros.

Para um ponto quéantico contendo N = 6 elétrons, as energias variacionais Fyvyc

em funcao da largura do canal de um elétron sao apresentadas na Fig. 8.7, onde as di-
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Figura 8.7: Comportamento da energia de um ponto quantico contendo 6 elétrons com o aumento da
largura do canal de um elétron. As diferentes cores representam larguras diferentes para o canal de dois
elétrons, sendo que o azul, laranja, verde e vermelho correspondem a 8, 12, 16 e 24 de largura.

ferentes cores dos pontos indicam diferentes larguras para o canal de dois elétrons, sendo
que as cores azul, laranja, verde e vermelho representam larguras de 8, 12, 16 e 24, res-
pectivamente. Junto a isso, a linha tracejada preta indica a energia de referéncia e a linha
tracejada cinza indica quando o critério de qualidade é atingido. Equivalentemente, na Fig.
8.8 sao apresentados resultados semelhantes para um ponto quantico contendo N = 12 elé-
trons. Em ambas figuras é possivel identificar uma tendéncia da rede neural de atingir a
acuracia cada vez com larguras menores para o canal de um elétron conforme o canal de
dois elétrons é aumentado. Particularmente na Fig. 8.8 é notéavel as flutuacoes geradas
pela estocasticidade do otimizador, uma vez que redes neurais de tamanhos semelhantes
apresentam resultados estatisticamente equivalentes, mesmo que aumentando o nimero de
parametros. Esse comportamento pode ser observado principalmente nos pontos azuis e

laranjas nas regioes de 135 e 110 de largura, respectivamente.
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Figura 8.8: Comportamento da energia de um ponto quéntico contendo 12 elétrons com o aumento da
largura do canal de um elétron. As diferentes cores representam larguras diferentes para o canal de dois
elétrons, sendo que o azul, laranja, verde e vermelho correspondem & 8, 12, 16 e 24 de largura.

Por ultimo, com o intuito de definir critérios qualitativos de quando uma rede neu-
ral é grande o suficiente para produzir resultados competitivos com outros métodos de
Monte Carlo quéntico, a Fig. 8.9 apresenta um mapa de cores da energia relativa AF
entre a energia calculada através do DMC e as energias obtidas empregando fungoes ¥py

com diferentes tamanhos de rede neural para um ponto quantico contendo 6 elétrons. O
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Figura 8.9: Mapa de calor da variacao de energia AFE entre os resultados obtidos usando o estado tentativo
Ypn e cilculos de DMC em fungéo das larguras do canal de um e dois elétrons. As retas tracejadas separam
qualitativamente as regides onde o tamanho da rede neural é insuficiente, indeterminado e suficiente para
desempenhar tdo bem quanto o método DMC.

eixo horizontal mostra a largura do canal de um elétron, enquanto o eixo vertical mostra a
largura do canal de dois elétrons. Nesse caso, para todas as energias calculadas foi conside-
rado apenas um determinante na expansao multi orbital e redes neurais compostas de duas

camadas. O mapa de cores é uma interpolacao de uma grade 10 por 10, onde as larguras
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consideradas para o canal de um e dois elétrons foram nimeros pares de 14 até 32 e de 6
até 24, respectivamente. Duas retas tracadas qualitativamente separam a regiao do espaco
de hiper parametros considerada em trés partes. A regiao abaixo da linha tracejada preta
sao redes neurais pequenas demais para serem competitivas, alcancando apenas energias
maiores que a energia de DMC, mesmo considerando o erro estatistico desses resultados da
literatura. A regiao entre as duas retas engloba redes neurais com tamanhos intermediarios
e que apresentam resultados com desempenho equivalente ou muito proximo ao DMC. Essa
regiao pode ser vista como uma transi¢ao na qual é indeterminado dizer quais resultados
sao melhores. Por fim, a regiao acima da linha tracejada vermelha define as redes neurais
cujos tamanhos sao grandes o suficiente para atingir resultados melhores que de difusao de
Monte Carlo.

Nesse sentido, para obter resultados com energias estatisticamente melhores que
aquelas calculadas usando o DMC, deve-se escolher hiper pardmetros na regiao azul escuro
0 mais proximo possivel da reta vermelha, porém ainda acima dela. Note que essa escolha
¢é qualitativa e que nao necessariamente sera a menor energia alcancavel pela rede neural,
entretanto, é a escolha mais eficiente computacionalmente para obter energias menores que
as obtidas pelo DMC, mesmo que minimamente. Além disso, empregando esse critério e
extrapolando o comportamento da energia otimizada em fun¢ao do tamanho de cada canal
para outros nimeros de particulas, uma boa proporcao seria de sempre utilizar o tamanho

do canal de um elétron aproximadamente 1.4 vezes maior que o canal de duas particulas.
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9 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Na busca para entender o sucesso das ferramentas de inteligéncia artificial aplicadas
a pesquisa cientifica, especialmente no estudo de sistemas finitos, investigou-se a utiliza-
¢ao de redes neurais artificias para representar func¢oes de onda tentativa com o intuito
de descrever estados quanticos de aglomerados de hélio e pontos quéanticos. Ao explorar
essa representacao através do método variacional, foi possivel verificar que as funcoes ten-
tativas propostas foram capazes de representar o estado fundamental de ambos sistemas
precisamente.

O processo de otimizacao da energia demonstrou ser sensivel ao comportamento do
potencial de interagao entre particulas, ja que, para aglomerados de hélio, o treinamento
apresentou instabilidades. Contornar esse problema foi desafiador, porém, abusando da
universalidade das correlacoes de curto alcance esperadas para esse sistema, adicionar o
potencial de esfera dura durante a etapa de treinamento resolveu esse impasse. Outro
fator importante para obter resultados competitivos foi a inclusao de uma etapa apods
o procedimento de otimizagao na qual aumenta-se a estatistica mantendo os parametros
variacionais fixos para obter estimativas mais precisas das propriedades de interesse. Além
disso, a construgao dos atributos de entrada que respeitassem simetria de translacao global
foram cruciais para tornar o treinamento factivel, mostrando a importancia de construir
redes neurais que contenham informagoes sobre a tarefa que se deseja desempenhar.

Mesmo sendo treinadas apenas através da energia, as redes neurais também foram
capazes de obter resultados relevantes e de 6tima qualidade para outras propriedades,
incluindo aquelas cujos os operadores nao comutam com o hamiltoniano. Isso demonstra
a aptidao de generalizacao dessa classe de fungoes, aspecto fundamental que diferencia um
simples ajuste dos algoritmos de aprendizagem, como também é uma vantagem com relagao
a outros métodos de Monte Carlo quantico. Particularmente, para os aglomerados de hélio,
foram calculados o perfil de densidades, a distribuicao e densidade de pares, a distribuicao
de Jacobi e os contatos. Com essas quantidades, especificamente o colapso das densidades
de pares e da distribuicao de Jacobi, analisou-se o comportamento universal de curto
alcance dos aglomerados. Devido essa situacao intermediaria chamada de universalidade
fraca, na qual a distancia média entre as particulas nos aglomerados sao da mesma ordem
de grandeza que o comprimento de van der Waals, esses sistemas exibem uma riqueza de
fendmenos interessante, evidenciada pelos resultados obtidos. Boa parte dos resultados
referentes esse estudo foram publicados [115] e os adicionais estao em processo de escrita.

Por outro lado, na investigacao do sucesso das redes neurais descrevendo aglome-

rados, também foi analisado o comportamento do processo de treinamento ao considerar
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redes com diferentes representagoes para os atributos de entrada, ou seja, como a infor-
macao é disponibilizada para ser processada pela rede. Observou-se principalmente que a
qualidade da representacao é essencial para garantir um treinamento eficiente e que as redes
sao capazes de aprender caracteristicas presentes no sistema mesmo nao sendo construidas
sujeitas as restricoes dessas caracteristicas, como no caso das versoes da rede neural com
dependéncia angular aplicada ao dimero de hélio. Essa analise, o estudo do modelo de gota
e do escalonamento de tempo de simulagao também foram publicados [116].

Ja no estudo dos pontos quanticos, o aspecto estocastico do otimizador foi explorado
para entender como o fator aleatério intrinseco ao método poderia influenciar nos resul-
tados. Através de simulagoes independentes e da anéalise por médias moéveis, percebeu-se
que as simulagoes tendem a chegar em resultados equivalentes se estendidas por iteragoes
suficientes. Equivalentemente, a distribuicao respeitada pelas energias otimizadas das si-
mulacoes independentes tende a ser uma distribuicao gaussiana, cuja média e variancia
moveis ficam cada vez menores com o aumento do nimero de iteragoes.

Ainda analisando pontos quanticos, porém sob outro enfoque, a influéncia do tama-
nho da rede neural no treinamento também foi investigada. O mapa de calor resultante
desse estudo foi dividido em trés regides de hiper parametros de maneira qualitativa. Uma
das regides condiz com as redes neurais com tamanho grande o suficiente para obter valo-
res de energia tao bom quanto ou melhores que célculos de Monte Carlo quantico. Uma
segunda regiao define as redes pequenas, que nao sao capazes de alcancar a qualidade de
outros métodos de Monte Carlo. Por fim, a terceira regiao corresponde uma fase de transi-
¢ao, na qual nao é claro a qual das outras duas regides pertence o resultado. Essa regiao de
transi¢ao tem origem na natureza estocéstica do otimizador. Com esse estudo, foi possivel
estabelecer critérios qualitativos para a escolha do tamanho da rede neural nesses sistemas.

Outra importante anélise realizada foi a investigagao da qualidade da estrutura
nodal das fungoes tentativa baseadas em redes neurais para sistemas compostos de férmions,
particularmente pontos quanticos. Esse tipo de estudo é pouco explorado na literatura
[130], entretanto, comparar as estruturas nodais das fungoes utilizadas em métodos de
Monte Carlo quanticos e func¢oes baseadas em redes neurais é essencial para entender o
sucesso dessa ferramenta, ja que a qualidade dos resultados de métodos como o DMC sao
intimamente relacionada com a estrutura nodal empregada. Os resultados referentes aos
pontos quanticos também estao sendo preparados para publicagao.

Por tltimo, hé algumas diregoes subsequentes interessantes de se explorar. Dentro
do contexto de universalidades e aglomerados de hélio, seria vantajoso fazer ajustes na
forma da funcao Yppc da Eq. 6.15 com intuito de tornar o treinamento mais eficiente e
habilitar a aplicacao das redes neurais em sistemas compostos de mais particulas. Usual-
mente, o estudo de super-solidos e superfluidos empregam simulagoes contento em torno de
64 até 128 atomos de hélio, entretanto, o primeiro objetivo seria alcangar uma simulagao

eficiente e com resultados acurados para até 32 dtomos. Nesse mesmo sentido, adaptar o
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programa [122] para sistemas com condi¢oes periodicas de contorno e dimensoes reduzidas
ampliaria as possiveis aplicagoes e estudos.

Outra via a ser pesquisada compete aos interesses recentes dentro do estudo da uni-
tariedade e comportamentos universais [4,73]. Uma alternativa de perspectiva seria avangar
nessa direcao, explorando invariancia de escala ao olhar para estados excitados em sistemas
compostos por boésons interagindo perto da ressonancia, por exemplo. Também razoavel-
mente relacionado essa area, a pesquisa em gases de Fermi aprisionados e na presenca de
impurezas [136] também parece promissora para a aplica¢do de redes neurais como fungoes
tentativa. Ja dentro da area de computacao quantica, uma extensao do estudo dos pontos
quénticos poderia ser feita através da investigacao de ifons aprisionados [137]. Com relagao
aos métodos e as redes neurais artificiais, duas 6timas ferramentas que podem ajudar na
pesquisa desses temas sdo os pacotes DeepMD-kit [138] e NetKet [139]. A inclusao desses
pacotes em conjunto com as ideias apresentadas para construgao de func¢oes tentativa no
Cap. 6 formam uma caixa de ferramentas poderosa para auxiliar no desenvolvimento da
pesquisa cientifica.

Em resumo, esse trabalho trouxe contribuigoes relevantes para o entendimento do
sucesso das redes neurais aplicadas na representacao de estados quanticos variacionais.
Servindo-se da sinergia presente entre algoritmos de deep learning e o método variacional,
sistemas finitos de muitos corpos formados por bésons ou por férmions foram analisados,
proporcionando uma descri¢ao acurada do estado fundamental e indicando novos caminhos
para se explorar na fisica de sistemas complexos, em particular, sistemas finitos. Esses
resultados tem o potencial de pavimentar o desenvolvimento de func¢oes variacionais ainda
mais precisas e eficientes, capazes de descrever uma ampla gama de sistemas além de
aglomerados de hélio e pontos quanticos. Finalmente, a trajetéria tracada até aqui foi
muitas vezes desafiadora e algumas vezes gratificante, além de ser cheia de picos e vales.
Ao seguir para as proximas etapas, a esperanca que fica é de que as ideias apresentadas
sirvam de inspiragao e inovagao, ajudando a desenvolver os esforcos coletivos na pesquisa

cientifica.
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APENDICE A - INTEGRACAO DE MONTE CARLO E
FERRAMENTAS ESTATISTICAS

Para computar a estimativa de uma integral através da quadratura de Monte Carlo,

considere a seguinte forma para integral que se quer calcular

G- / g(0)f(z)dz | (A1)

onde f(x) > 0 é uma densidade de probabilidade normalizada no espago €y que se quer

integrar, isto é,

flx)dez=1. (A.2)

Qo
Seja a sequéncia de variaveis aleatorias {x1,...,z)} amostradas de acordo com a
densidade f(x). Assim sendo, a integral G pode ser estimada através de uma média

aritmética [110] dada por

G~ % Zg(xl) . (A.3)

Como as variaveis aleatorias sao distribuidas de acordo com a densidade de probabilidade
f(z), a média aritmética da fungdo g sobre essa sequéncia é equivalente a uma média
da funcao g ponderada pela probabilidade f. Um procedimento equivalente pode ser

empregado para computar integrais de func¢oes de multi variaveis.

A.1 Algoritmo de Metropolis

Uma maneira de gerar a sequéncia de variaveis aleatorias é através do algoritmo de
Metropolis [111]. Esse método é um algoritmo iterativo de aceitacdo e rejeigao, isto é, uma
variavel x; é proposta a partir de uma variavel aleatoria inicial z; e é aceitada ou rejeitada
dependendo da funcao f nesses pontos. explora

Para descrever o procedimento, seja T'(z|x;) uma distribui¢ao de probabilidade que
da a probabilidade de transi¢ao de x; para z;, ou seja, T'(x;|z;) fornece a probabilidade do
sistema sair de z; e chegar em z;. As principais distribuigoes T utilizadas sao a distribui¢ao

uniforme e a gaussiana. Considere também a razao q(z;|z;) definida como

T'(z4|;) f ()

T(wi|z) f(x) (A4)

q(wilz,) =
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Note que q(z;|z;) > 0. O algoritmo propoe que a variavel aleatoéria z; seja aceita ou
rejeitada se baseando na probabilidade de aceitacao dada por A(x;|z;) = min [1, q(z;|x;)].

Assim, o algoritmo de Metropolis segue a seguinte sequéncia de passos
1) z; é amostrado da distribuicao T'(x|z;);
2) a probabilidade de aceitacao A(x;|z;) é computada;

3) se A(x;|z;) for maior que um numero pseudo aleatorio £ € (0,1), entdo z; ¢ aceito e

a proxima variavel aleatoria da sequéncia serd x;.1 = x;. Caso contrério, ;11 = x;.

Note que a densidade de probabilidade f nao precisa ser normalizada para empregar
esse algoritmo, uma vez que apenas razoes entre valores de f sao utilizados no procedi-
mento. Usualmente, a porcentagem de aceitacao de novas amostras ¢ em torno de 40% ou

50% para essa versao do algoritmo. Outros detalhes podem ser consultados na Ref. [110].

A.2 Estatistica por blocos e médias moéveis

Devido a natureza estocastica do procedimento, as estimativas devem ser trata-
das estatisticamente de maneira adequada. Nesse caso, a analise por blocos [140] é um
procedimento apropriado para isso.

Considere que g; = g(x;) e que a sequéncia de variaveis aleatorias tenha um total

de M amostras. Portanto, a estimativa da integral G é dada por

1 M

Dividindo essas amostras em m blocos, a média de um bloco qualquer G; é escrita como

= 1

j=(i—1)n+1
onde n = M/m é o nimero de amostras em cada bloco. Por simplicidade, supoe-se que o
nimero de amostras M ¢é divisivel pelo nimero de blocos m. Outra forma de computar a

estimativa da integral também é a média dos blocos, ou seja,

_ 1 <
_ 2 - Al
G m;Gl (A7)

Por outro lado, para calcular a variancia dessa estimativa da integral é necessario

empregar a seguinte forma

> (G- G2 (A.8)

=1

1
var(G) = mm =1
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Esse calculo assume que as médias por blocos G; envolvem um ntmero suficientemente
grande de amostras. Dessa forma, o erro padrao da estimativa G ¢ dado pela raiz quadrada
var(G).
Outra métrica interessante para analisar dados com flutuagoes é a média moével. O
calculo dessa quantidade envolve computar médias de se¢oes do conjunto total de dados.
Assim, seja uma série temporal de dados E;, onde i = {1,..., M'}. Entao, a média movel

para um determinado ponto k da série temporal é dada por

k
1
MM, = — E . A
K m.z (A.9)

i=k+1—-m
sendo que, nesse caso, m ¢ o tamanho da se¢ao sobre a qual a média movel é calculada.

Também é possivel definir um desvio padrao moével dessa métrica, o qual é escrito como

k

DPM, = > (B = MMy)? (A.10)

. m
i=k+1—m
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APENDICE B - SOLUCAO LIMITE PARA O POTEN-
CIAL DE LENNARD-JONES

Considere a equagao de Schrodinger independente do tempo para uma particula de
massa m sob o efeito do potencial da Eq. 2.1. Como o potencial é radial, o primeiro passo
é transformar as variaveis cartesianas para esféricas e utilizar o método de separacao de
varidveis para resolver parcialmente a equacao diferencial parcial. Fazendo isso, o problema
se reduz a resolver a seguinte equagao:

h? d? 00+ 1)h?

—2mrwr+‘/(7’) +

2 ] Ryuo(r) = Eie Ri(r) (B.1)

onde Ry ,(r) sdo as solugoes da equagao radial, sendo que a funcdo de onda v (r) solugao

da equagao de Schrodinger é dada por

Y(r) = agRy(r)Py(cosb) | (B.2)

onde P, sao polindmios de Legendre e a, sao coeficientes.

E interessante escrever a Eq. B.1 em termos de quantidades adimensionais, por isso,
a distancia é reescrita como r = 7o, onde o é o comprimento caracteristico do potencial de
Lennard-Jones, e a energia é reescrita como £ = Ee, onde € ¢ a escala de energia também

do potencial V,5(r). Definindo a constante adimensional A como

h2
e =

- 2mo?kp

(B.3)

é possivel reescrever a equacgao radial na seguinte forma

AN &> d
—= |7 2—| +4
{ f[df2+ df*}jL

Para encontrar o comportamento a curtas distancias da fungao radial, suponha que R(7) o

7 7 72

(l) v (1)6] " M} ¢ Rius(7) = E € Ryy(7) . (B.A)

exp (afﬂ). Devido a condigao R(0) = 0, o valor de /8 sera negativo. Substituindo R(7) na
Eq. B.4, chega-se na igualdade a seguir

E=-XaB [afi*®* 2+ (B - 1)i" 2+ 2/ 1] +4

() ()| ws
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Olhando para o regime de curtas distancias, os dois termos dominantes dessa equacao

A

correspondem & 72572 e 7712, Exigindo que esses termos se anulem, a condicdo necessaria

é dada por

MaB)? P2 =4 (1) N : (B.6)

7

Igualando as potencias da distancia adimensional e os coeficientes que acompanham 7, os
valores obtidos para a e 3 sao dados por
2 /1
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APENDICE C - ALGORITMO DE RETRO-
PROPAGACAO PARA REDES NEURAIS

As saidas da rede neural sao dadas por:

P = o (zi(L)) : (C.1)

onde os elementos da pré ativacao sao escritos como
L L) (L—1 L
P=> w4 (C.2)

Primeiramente, calcula-se as derivadas com relacao aos parametros da tultima camada.

Para os pesos a expressao fica

Ul () = () 0

enquanto para os vieses é dada por

oa'") ;L)
ab—z[’) =0y <Zi ) 5zm . (04)

Uma conta importante nesse processo ¢ a derivada dos resultados da rede neural com

relacao as pré ativacoes de uma camada ¢ qualquer, que pode ser computada por

dal) dat) 5Z§ZH)
— = _— (C.5a)
827(5) F 8z§€+1) 82(@

_ZZ 9z +1) aa](f az(e) (C.5b)

j m

(L) 0 (€)
- Z Z 8az+1 [Z Wj(rl;—‘rl)ag) + b§e+1)] M (C.5¢)
0}

o2
- Z Z Z Py (£+1 ZH o, (Zz(f)> OnkOkm (C.5d)
8a(L) ,
- Z az(gﬂ) M/j(rl:rl)gz (=) - (C.5e)
J J

Note que a regra da cadeia foi feita utilizando as pré ativagoes da camada seguinte da
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camada ¢ < L para que uma relagao de recorréncia surja. Assim, para o calculo das

derivadas com relagao aos vieses de uma determinada camada ¢, segue que

WL B s
- .6a
k55 azf“) aa,g@ ab)
(0)
_ e+1) s (LY P
ST M () S e
da” vy oy 00t
; Wm 9 Zm) = : . (CGC)
- 823@-&-1) J 14 ( ) 8ZT£)
Por outro lado, para os pesos, as derivadas assumem a forma
dal”) dal" 02" 9a !
o ~ Sy RP0) © (C.7a)
)
e+1) day,
- ZZZ 92 (z+1 o Opk (C.7b)
_ WEHgr (o0 0 ,, ©
CSS e () g [ | e
mn P
aai e
- Z Z Z (Z+1) +1 2 < ) -1 5mk:(5np (C?d)
7w e 9%
90t ey s oy eeny _ 00 s
- Z PRCE Wim 0% (Zﬁn)) ay V= W“% ) (C.Te)
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Empregando estes célculos para computar o gradiente com relagao aos pesos e vieses
da Eq. 4.9, as derivadas com relagao aos parametros da rede neural de uma camada ¢ < L

podem ser escritos resumidamente como

dal) dal)

oW 9z ’
Hal) Hal)

ob®d ~ 9z

(C.8)

(C.9)

onde a matriz Jacobiana das ativacoes al’) com relacio as pré ativacoes z(9 é dada por

dal) Hal)
9200~ [azwm

A operagao ® denota multiplicacao elemento a elemento ou produto de Hadamard, en-

W‘””] ® o, (z9) . (C.10)
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quanto a opera¢ao ® indica produto tensorial. Para o caso em que ¢ = L, a expressao da

matriz se resume a

dal)
0z(L)

Com essa quantidade e utilizando as relagoes das equagoes C.8, C.9 e C.10, é possivel

=100, (z7) . (C.11)

computar todas as derivadas com relacao aos parametros do modelo. Note que a informacao
flui do fim para o comecgo da rede neural nesse caso e, por isso, esse procedimento é chamado

de algoritmo de retro propagagao [21].

C.1 A matriz de covariancias no contexto de machine

learning

Uma importante conexao entre abordagens de aprendizado de maquina e simulacoes
de Monte Carlo quantico é a chamada matriz de informagao de Fisher. Essencialmente, a
matriz de Fisher é equivalente a matriz de covariancias da Eq. 5.30, conectando o método
do gradiente natural descendente com o método de reconfiguragao estocéstica [31].

Para enxergar essa relagao, considere a densidade de probabilidade nao normalizada

p(R) = |e(R)|*. Entao, sua normalizacao ¢ definida como

7(6) = / dR |0e(R)? | (C.12)

onde @ sao os parametros com relagao aos quais se deseja computar a matriz de Fisher.

Dessa maneira, a densidade de probabilidade normalizada pode ser escrita como

_ Ws(R) _ (R)
Z(6) ~ 2(0)

Por construcao, a derivada logaritmica de g e p com relaggo & um parametro 6; sao

p(R) (C.13)

conectadas através da igualdade

I 9e(R) _ dlnve(R)| _ 10In(R)
w(R) 00; 06, 2 00,

Para encontrar a conexao entre as matrizes de covariancias e de Fisher, considere o

O'(R) = (C.14)

valor esperado das derivadas logaritmicas de 19 dado por
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Ey(r)O'(R)] = %EP(R [81%253)} (C.15a)
= % / dR p(R)ahngR) (C.15h)
— % / dR g((};; 81%125R) (C.15¢)
-3/ R ey o6, (C15)
- %@ / dR a;;j) (C.150)
= %@5{; dR p(R) (C.15¢)
0 Ca
= %mna_i(e) : (C.15h)

Portanto, a derivada logaritmica do fator de normalizac¢ao Z(0) é igual ao valor esperado de
O'(R). Além disso, essa quantidade est4 conectada com o célculo da derivada logaritmica

da densidade de probabilidade p(R), que pode ser escrita como

(C.16)

dlnp(R)  Z(6) ( 1 9p(R)  B(R) 8Z(0))_81n]5(R)_81nZ(0)
Z(6) o6, [z(O)F o6, )~ '

96, p(R) 26, 26,

De posse dessas relagoes, os elementos da matriz de covariancias podem ser escritos

em termos dos valores esperados de O como

Mi; = Eyry [(O" = Ep]07]) (07 — Epr)[07])] (C.17a)
1 Olnp(R) 0IlnZ(0) dlnp(R) 0InZ(0)
g K 00; 06, ) ( 20, 00, )} (CAT)
1 Jlnp(R)dInp(R) Fij
= ZE:D(R) [ agi 8§j } =1 (C.17c)

Assim, pode-se identificar a matriz de covariancias com a matriz de Fisher F da Eq. 4.19.
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APENDICE D - RESULTADOS COMPLEMENTARES

Tabela D.1: Em unidades de Kelvin, sdo apresentadas a energia cinética (T) e a energia total (E) obtidas
com a funcdo tentativa 1puc para aglomerados de “He contendo N &tomos.

N (T) (E)

11 37.72(1) -10.665(2)
12 43.50(1) -12.801(2)
13 48.79(1) -15.069(2)
14 55.92(1) -17.444(2)
15 61.96(1) -19.806(1)
16 67.76(1) -22.401(2)
17 74.82(1) -25.039(2)
18 82.60(1) -27.755(2)
19 90.20(1) -30.544(3)
20 99.17(1) -33.381(2)
21 103.16(1) -36.426(2)
22 108.26(1) -38.949(3)
23 118.91(2) -41.639(3)
24 118.16(2) -44.615(3)

Tabela D.2: Coeficientes ajustados ao modelo de gota considerando estimativas de energia através do
método DMC e através das estimativas variacionais obtidas pela representacao da fungao de onda tentativa

YBHC.

C, (o8 C.
DMC -7.842 23.126 - 17.423
Bosenet -5.887 13.767 -6.242

Tabela D.3: Estimativas dos valores de contato por particula CéN)/N para vérios tamanhos de aglomerados
de *Hey.

n 3 4 5 6 8 10 11 12 13 14
- 1496 | 10.19 | 15.23 | 19.67 | 27.88 | 34.83 | 37.86 | 39.94 | 42.13 | 44.73
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Figura D.1: Tempo de execugao ty e seu inverso em fung¢ao do nimero de GPUs empregadas no calculo,
ambos normalizados pelo tempo de execugao ao usar apenas uma GPU. As simulacGes foram realizadas
em aglomerados de hélio com N = 5 particulas.
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Figura D.2: Tempo de execugao (azul) e porcentagem de utilizagdo das GPUs (vermelho) em fungao do
numero de GPUs empregadas no célculo. As simulagdes foram realizadas em aglomerados de hélio com

N =5 particulas.
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Figura D.3: Otimizacdo da energia para o caso N = 3 do gas de elétrons nao interagente aprisionado em
um potencial harmoénico tridimensional. Nesse caso, a energia do estado fundamental é 5.5 em unidades
adimensionais. Das cores claras paras as escuras aumenta-se o tamanho da rede neural considerada. A
linha tracejada é o valor da energia do estado fundamental.
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