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Resumo
Os resultados presentes nessa tese estão situados na teoria de identidades diferenciais em
álgebras com derivação, ou álgebras associativas que são ao mesmo tempo L-módulos,
sobre corpos de característica zero. Foram estudadas as identidades diferenciais de Um, a
álgebra de matrizes triangulares superiores de ordem m, em que m ¥ 3, sob ação de uma
álgebra de Lie L gerada pelas derivações internas induzidas pelos elementos e11, emm e
e1m, que em todo caso é isomorfa à álgebra de Lie t2 formada pelas matrizes triangulares
superiores de ordem 2.

Dentre os principais resultados, foi exibido um conjunto gerador para o TL-ideal de
identidades de Um e foi encontrada a decomposição em Sn-módulos irredutíveis dos
polinômios diferenciais multilineares próprios quocientados por TLpUmq. Isso permitiu
ainda o cálculo da n-ésima codimensão diferencial e do PI-expoente diferencial para o caso
particular de U3.

Palavras-chave: identidades polinomiais; polinômios diferenciais; álgebras com derivação;
L-álgebras; matrizes triangulares superiores.



Abstract
The results presented in this thesis are situated in the theory of differential identities in
algebras with derivation, or associative algebras that are at the same time L-modules,
over fields of characteristic zero. Were studied in this work the differential identities of Um,
the algebra of upper triangular matrices of order m, where m ¥ 3, under the action of a
Lie algebra L generated by the inner derivations induced by the elements e11, emm, and
e1m, which in all cases is isomorphic to the Lie algebra t2 formed by the upper triangular
matrices of order 2.

Among the main results, a generating set for the TL-ideal of identities of Um was exhibited
and the decomposition into irreducible Sn-modules of the proper multilinear differential
polynomials quotiented by TLpUmq was found. This also allowed the calculation of the
n-th differential codimension and the differential PI-exponent for the particular case of U3.

Keywords: polynomial identities; differential polynomials; algebras with derivation; L-
algebras; upper triangular matrices.
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Introdução

Como dito por Yu. P. Razmyslov em (Razmyslov, 1994) as identidades repre-
sentam um instrumento algébrico muito útil para distinguir diferentes classes de objetos. E
sua utilidade assume uma grande generalidade uma vez que os objetos em estudo podem
ser considerados com diferentes estruturas como grupos, anéis, álgebras associativas entre
tantas outras classes de álgebras (graduadas, de Lie, de Jordan, etc).

De certo modo as identidades satisfeitas por uma classe de objetos traduzem
determinadas relações satisfeitas globalmente ou até mais localmente com respeito aos
objetos em questão. Por exemplo, uma identidade polinomial satisfeita por uma álgebra
associativa A representa uma relação satisfeita por todos elementos de A enquanto uma
identidade graduada de A, supondo que A possua uma graduação não trivial por um grupo
G, representa uma relação satisfeita por determinadas componentes Ah’s de A � `gPGAg.

Deixando a generalidade dos objetos um pouco de lado para tratar especifi-
camente de identidades polinomiais em álgebras associativas, um início possível dessa
teoria é marcado pelo artigo (Dehn, 1922) em que o autor buscava traduzir os teoremas
de intersecção do Plano Desarguiano (em homenagem à Girard Desargues) a partir de
relações polinomiais que a álgebra com divisão D em questão deveria satisfazer.

Muito se desenvolveu a partir daí, tanto no estudo das classes de álgebras que
satisfazem um determinado conjunto de identidades, as chamadas variedades de álgebras,
assim como em casos de álgebras concretas.

Tratando-se deste último caso, em (Wagner, 1937) Wagner mostrou que M2pF q
satisfaz a identidade rrx1, x2s2, x3s � 0, hoje conhecida como identidade de Hall. Bem mais
tarde, em 1973, Razmyslov apresentou uma base finita para o T -ideal de identidades de
M2pF q quando F é um corpo de característica 0 (Razmyslov, 1973). Nem 10 anos depois,
Drensky mostrou a existência de uma base minimal para este mesmo T -ideal (Drensky,
1981) formado somente por duas identidades, a de Hall e a identidade standard s4 � 0.

Não demorou portanto para se perceber a dificuldade em encontrar identidades
polinomiais em álgebras concretas, quanto mais descrever uma base para o T -ideal de
identidades dessa álgebra. Isso se evidencia até hoje uma vez que o problema de descrever
uma base para as identidades polinomiais só possui resposta fechada para poucos casos
além da álgebra de Grassmann (Latyshev, 1963), (Krakowski; Regev, 1973), da álgebra de
matrizes triangulares superiores de ordem m ¥ 2 (Mal’tsev, 1971) e obviamente de M2pF q.

De certo modo, todos esses problemas estão vinculados à um outro de ordem
maior, o chamado Problema de Specht. Em 1950, no artigo (Specht, 1950), o autor
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conjecturou que todo T -ideal deveria ser finitamente gerado. Em outras palavras Specht
reformulou a tese do Teorema da Base de Hilbert para o contexto de PI-Álgebras, assim
como fez B. H. Neumann para grupos (Neumann, 1937).

Essa conjectura teve sua primeira demonstração sobre corpos de característica
zero, apresentada por Kemer em (Kemer, 1987). Para uma exposição mais completa
sobre essa conjectura, os diferentes contextos em que ela já foi formulada e respondida,
recomenda-se a leitura de (Belov-Kanel; Rowen; Vishne, 2012).

No que se refere à investigação das variedades de álgebras, mais importante do
que exemplos concretos talvez seja a influência das identidades na álgebra associativa livre
F xXy. Uma variedade VpIq gerada por um conjunto I � F xXy (equivalentemente pelo
T -ideal gerado por I) é definida como a classe das F -álgebras associativas que satisfazem
as identidades f � 0, @f P I.

Um teorema de Birkhoff (Birkhoff, 1935) mostrou que uma classe de álgebras
C é uma variedade se e somente se é essa classe é fechada ao se considerar subálgebras,
imagens homomórficas e produtos cartesianos. Além disso, o quociente de F xXy pelo
T -ideal que gera a variedade fornece a chamada álgebra relativamente livre de VpIq, o
exemplo de álgebra mais representativa dentro dessa variedade.

É bem sabido que sobre corpos de característica zero é possível aplicar o
processo de multilinearização para garantir que o T-ideal de identidades de uma álgebra A
é suficientemente gerado pelas identidades multilineares de A. Nesse contexto surgem os
tais invariantes numéricos associados a uma variedade V . Define-se a n-ésima codimensão
de V como

cnpVq :� dim Pn

PnX ⟨I⟩
T

,

em que Pn é o espaço dos polinômios multilineares de grau n e ⟨I⟩
T

é o T -ideal gerado
pelo conjunto I das identidades satisfeitas por V . E o PI-expoente de V é

ExppVq :� lim
nÑ8

n
?
cn,

quando esse limite existir. Desta maneira pode-se definir o crescimento de uma variedade
com base no crescimento da sequência pcnqnPN. Obviamente esses conceitos podem ser
associados a uma álgebra A ou a um T-ideal J considerando as variedades definidas por A
ou por J , respectivamente.

Em 1972, Regev provou que se A satisfaz uma identidade de grau d ¥ 1 então

cnpAq ¤ pd� 1q2n (Regev, 1972).

Quase 20 anos depois, Kemer mostrou que, na verdade, cnpAq ou é limitado por um
polinômio ou então cresce exponencialmente (Kemer, 1991). Já com relação ao PI-expoente,
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Giambruno e Zaicev provaram, em meados dos anos 2000, uma conjectura de Amitsur
que afirmava que ExppAq é sempre um número inteiro não negativo (Giambruno; Zaicev,
1998), (Giambruno; Zaicev, 1999).

Um resultado de Kemer em (Kemer, 1979) deixa explicito a importância desses
invariantes numéricos na classificação de variedades. Foi mostrado que uma variedade V
possui crescimento polinomial se e só se V não contém a variedade gerada por UT2 nem a
variedade gerada pela álgebra de Grassmann E.

Curvando essa crônica um pouco para o contexto específico de variedades de
álgebras com derivação, que é o ambiente de investigação dessa tese, ainda nos anos 70,
Kharchenko publica dois artigos (Kharchenko, 1978), (Kharchenko, 1979) fundamentais
para o estabelecimento da teoria de identidades diferenciais em álgebras com derivação.
Mais tarde, esses trabalhos seriam organizados e incluídos no contexto maior de identidades
generalizadas a partir do livro (Beidar; Martindale; Mikhalev, 1996) e restrito às identidades
diferenciais e identidades com automorfismos na monografia (Kharchenko, 1991).

Porém o contexto de H-identidades, ou identidades em álgebras sob ação
de uma álgebra de Hopf H, forneceu uma generalização suficientemente adequada para
diversos tipos de identidades, dentre estes as identidades diferenciais. Com os trabalhos
(Berele, 1996) e (Gordienko, 2013a), (Gordienko, 2013b), (Gordienko; Kochetov, 2014)
sobre H-identidades, o ambiente da PI-teoria ordinária foi traduzido para esse novo
contexto. Em particular, foram introduzidas as técnicas para o estudo quantitativo das
identidades diferenciais, como a n-ésima codimensão diferencial cL

n , o n-ésimo cocaracter
diferencial ξL

n e o PI-expoente diferencial ExpL. Outra consequência foi a demonstração de
um análogo à conjectura de Amitsur sobre o PI-expoente para o contexto diferencial.

Nos últimos anos uma série de artigos tratando de casos concretos de álgebras
com derivação forneceram mais materialidade para esses resultados. Em 2017 um artigo
de Giambruno e Rizzo estudou as identidades diferenciais de UT2 sob ação de DerpUT2q e
mostrou que, diferentemente do caso ordinário, a variedade diferencial gerada por UT2 não
possui crescimento quase polinomial apesar dos expoentes ainda coincidirem (Giambruno;
Rizzo, 2019).

No ano seguinte, Rizzo estudou a variedade diferencial VLpGq gerada pela
álgebra de Grassmann de dimensão infinita G sob ação de uma álgebra de Lie abeliana
L � ⟨δi : 1 ¤ i ¤ t⟩

Lie
, onde t ¥ 1 e cada δi é uma derivação interna (Rizzo, 2020). Nesse

caso, o TL-ideal das identidades diferenciais continua sendo gerado pela identidade ordinária
(como TL-ideal!) e assim como em (Giambruno; Rizzo, 2019), em discrepância com o caso
ordinário, VLpGq não possui crescimento quase polinomial.

Na sequência, Di Vincenzo e Nardozza em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021)
determinaram um conjunto gerador para o TL-ideal de identidades diferenciais TLpUTmq,
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em que L é a álgebra de Lie metabeliana de dimensão dois. Além disso, foi determinada
a estrutura de Sn-módulo dos espaços formados pelos polinômios multilineares próprios
(módulo identidades) e calculadas cL

npUTmq para m P t2, 3u.
Foi inspirado principalmente nesse último artigo que esse trabalho começou. A

partir de uma investigação de como as derivações internas agiam nas matrizes de UTm, se
destacou uma simetria que havia entre as derivações ad pe11q e ad pemmq. Curiosamente,
para todo m ¥ 2, L � ⟨ad pe11q, ad pemmq, ad pe1mq⟩Lie

é isomorfa à t2. E daí em diante
o que se sucedeu se encontra nas próximas páginas do presente trabalho. Em resumo,
conseguimos estender a esse caso aquilo que foi obtido pelos autores em (Di Vincenzo;
Nardozza, 2021).

Não poderia deixar de mencionar alguns artigos publicados há pouco tempo e
que acabei por ler já no período de conclusão da tese. O artigo (Nardozza, 2023) estudou
o caso de UT3 sob ação de DerpUT3q e muito bem destacou uma identidade comum às
nossas investigações e que só ocorre no caso particular em que m � 3. Além desse, o
artigo (Brox; Rizzo, 2024) estudou MmpF q sob ação de DerpMmpF qq, fornecendo resultados
completos quanto a um conjunto gerador das identidades diferenciais e também em relação
ao crescimento de VLpMmpF qq.
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1 Conceitos Preliminares

1.1 Convenções
Antes de discorrer sobre resultados matemáticos, é importante estabelecer

o contexto padrão, ou aquele comum à maioria das proposições e teoremas que serão
apresentados nesta tese.

Geralmente F denotará um corpo cuja característica é zero e toda estrutura
algébrica que tenha um corpo base será considerada sobre F . O termo “álgebra” irá se
referir sempre a uma F -álgebra associativa com unidade e será comumente denotada por
A.

X � txi : i P Nu denotará um conjunto enumerável de variáveis (equivalente-
mente, letras do alfabeto X) e F xXy representará a álgebra de polinômios não comutativos
nas variáveis X, que na maioria das vezes será o exemplo concreto de álgebra associativa
livre considerado. Podemos "visualizar"F xXy como sendo o espaço vetorial cuja base
é formada pelos monômios não comutativos em X (as palavras no alfabeto X), e com
multiplicação entre dois monômios dada pela justaposição. Usando as leis distributivas,
estendemos esta multiplicação aos elementos de F xXy, isto é, aos polinômios. Como de
costume, Pn denotará o espaço dos polinômios multilineares de grau n, nas variáveis x1,
. . . , xn. Esse é o chamado contexto ordinário desta tese.

Por outro lado, como esse trabalho trata de identidades em álgebras com deriva-
ção (ou L-álgebras), há também um outro contexto caracterizado como diferencial. Como
uma álgebra com derivação é uma álgebra que também é um L-módulo, com L � DerpAq
uma álgebra de Lie, será comum denotar uma álgebra com derivação simplesmente por
A porém explicitando o contexto para não haver dúvidas do que se trata. Como há uma
equivalência em considerar ações de L ou de UpLq, onde UpLq é a álgebra universal
envelopante de L, A será vista como UpLq-módulo por ser mais conveniente.

Além disso, XL � txd
i : i P N, d P UpLqu denotará um conjunto enumerável de

variáveis (ou letras) diferenciais enquanto F xXLy será a álgebra de polinômios diferenciais
nas variáveis XL. Como é de se esperar, F xXLy também satisfaz uma propriedade universal
na classe das álgebras com derivação e por isso será considerada uma álgebra livre com
derivação.

Neste novo alfabeto é evidente que há um conjunto formado pelos polinômios
diferenciais multilineares de grau n, que será denotado por PL

n . Assim como no caso
ordinário, em característica zero este conjunto também corresponde a uma base para o
espaço vetorial dos elementos multilineares na álgebra livre com derivação. De novo o
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processo de linearização (polarização) é invertível e o inverso é a chamada simetrização
(restituição), pois a característica de F é 0. Logo os elementos multilineares contidos num
ideal de identidades determinam unicamente este ideal.

Vale destacar que tanto a nomenclatura “L-álgebra” quanto “álgebra com
derivação” serão utilizadas, isto pois a primeira permite distinguir quem é a álgebra L
que age em A enquanto a outra destaca a natureza dos elementos dessa álgebra L, que é
formada por derivações da álgebra A. Portanto a escolha em utilizar um nome ou outro
se dará pela necessidade de destacar um desses aspectos, podendo ser também por mera
brevidade de escrita.

Em resumo, o contexto padrão se trata portanto da união desses dois contextos,
ordinário e diferencial. É evidente que ambos não se resumem somente aos objetos desta-
cados acima porém o restante (e.g., variedade ordinária e diferencial, n-ésima codimensão
ordinária e diferencial, etc) pode ser definido no decorrer deste texto.

1.2 Representações de Sn
Nesta seção serão apresentados alguns conceitos e resultados da teoria de

representações dos grupos simétrico, Sn, e geral linear, GLmpF q. A discussão feita a seguir
tem como referência o livro (Drensky, 2000) e se faz necessária para que o conteúdo dessa
tese seja o mais autocontido possível. Omitiremos as demonstrações das afirmações, essas
podem ser encontradas em (Drensky, 2000).

Se G é um grupo, FG denotará a álgebra de grupo de G, ou seja, FG é um
espaço vetorial com base formada pelos elementos de G e o produto de dois elementos
desta base é dado pelo produto em G.

Dado um espaço vetorial W , GLpW q denotará o grupo geral linear de W , ou
seja, o grupo das transformações lineares invertíveis de W . Se dimW � m   8 e for
fixada uma base tw1, . . . , wmu de W , é óbvio que este grupo pode ser identificado com o
grupo das matrizes m�m invertíveis com entradas em F . Além disso, nesse caso, GLpW q
poderá ser denotado simplesmente por GLm ou GLmpF q.

Definição 1.2.1. Sejam G um grupo e W um espaço vetorial sobre F .

(i) Um homomorfismo de grupos ϕ : G ÝÑ GLpW q será chamado uma representação
de G em W . Com isso, W tem uma estrutura de G-módulo à esquerda com a ação
de G sobre W dada por:

g � w � ϕpgqw, g P G,w P W.

Ou seja, a aplicação � : G �W Ñ W , cuja imagem �pg, wq é denotada por g � w,
satisfaz as propriedades pg1g2q � w � g1 � pg2 � wq e 1 � w � w, com 1, g1, g2 P G e
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w P W . A dimensão de W sobre F será chamada de grau da representação ϕ, cuja
notação será deg ϕ.

(ii) A representação ϕ e o G-módulo correspondente, W , serão ditos irredutíveis se W
não possui G-submódulos próprios. ϕ e W serão completamente redutíveis se W for
uma soma direta de G-módulos irredutíveis.

(iii) A representação regular de G corresponde à álgebra de grupo FG considerada como
um G-módulo à esquerda. A ação de G em FG será dada por

g �
�¸

hPG

ahh

�
�
¸
hPG

ahpghq, g P G, ah P F, h P G.

Um olhar atento ao último item permite constatar que os G-submódulos (à
esquerda) de FG coincidem com os ideais à esquerda de FG. Não só isso mas a tarefa de
descrever os G-submódulos irredutíveis coincide com a de descrever os ideais minimais à
esquerda de FG. O próximo teorema é válido para qualquer corpo F tal que a característica
de F não divide a ordem de G. (Como consideramos corpos de característica 0, isso é
automaticamente satisfeito.)

Teorema 1.2.1 (Maschke). Todas representações de dimensão finita de um grupo finito
G são completamente redutíveis. Se F é algebricamente fechado, a álgebra de grupo FG é
isomorfa à soma direta

Md1pF q ` � � � `MdrpF q,
onde cada Mdi

pF q é uma álgebra de matrizes de ordem di com entradas em F .

Teorema 1.2.2. Se G é um grupo finito, então

(i) Toda representação irredutível de G é equivalente à uma subrepresentação da repre-
sentação regular de G, ou seja, todo G-módulo irredutível é isomorfo a um ideal
minimal à esquerda de FG.

(ii) Se F é algebricamente fechado, o número de representações irredutíveis não isomorfas,
ϕi, de G coincide com o número de classes de conjugação de G.

Na sequência será explorado um pouco da teoria de partições inteiras de um
número natural n. Como este trabalho se trata de uma tese em álgebra, não cabe aqui
resultados puramente analíticos ou combinatórios da Teoria de Partições, como a descrição
do caráter assintótico da função partição.

Ao invés disso, serão destacados resultados de teor mais estrutural sobre as
partições como aqueles que fornecem ferramentas de combinatória relacionados com
problemas algébricos, e.g. a descrição das representações irredutíveis de Sn.
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Definição 1.2.2. Seja n ¥ 1 um número inteiro. Uma partição λ de n, denotada por
λ $ n, é uma sequência finita de inteiros λ � pλ1, . . . , λkq tais que λ1 ¥ � � � ¥ λk ¥ 0 e
λ1 � � � � � λk � n. Os inteiros λi são chamados as partes de λ. Duas partições λ e λ são
idênticas sempre que elas diferirem por uma sequência de zeros.

O diagrama de Young rλs de λ pode ser definido como o conjunto dos pontos
ou nós pi, jq P Z2 tais que 1 ¤ j ¤ λi, para i P t1, . . . , ku.

Graficamente, os diagramas são representados substituindo os pontos por
quadrados, adotando a convenção que a primeira coordenada, i, aumenta de cima para
baixo e a segunda coordenada, j, aumenta da esquerda para a direita. Exatamente como é
ordenado o crescimento das linhas e colunas de uma matriz.

A i-ésima linha contém λi quadrados. Por exemplo, a partição λ � p5, 3, 2, 1, 1q $
12 é representada pelo diagrama abaixo.

rλs �

Para simplificar a escrita de uma partição que contém partes iguais, quando for
conveniente será utilizada uma notação exponencial, combinando as partes iguais em uma
só e representando a quantidade de partes iguais no expoente. Por exemplo, a partição
λ � p7, 7, 4, 3, 3, 3, 2, 1, 1q $ 31 pode ser escrita como λ � p72, 4, 33, 2, 12q.

Definição 1.2.3. Se λ � pλ1, . . . , λkq $ n é uma partição, denote por λ1j o comprimento
da j-ésima coluna de rλs. A partição λ1 � pλ11, . . . , λ1tq, com t � λk e seu diagrama rλ1s são
ditas conjugadas respectivamente a λ e rλs.

Definição 1.2.4. Para uma partição λ � pλ1, . . . , λkq $ n, a λ-tabela, Tλ, de conteúdo
α � pα1, . . . , αmq, com α1 � � � � � αm � n, é definido como o diagrama rλs com quadrados
preenchidos por α1 números 1, α2 números 2,. . . , αm números m. Nos livros clássicos Tλ é
comumente chamado de λ-tableau.

A tabela Tλ é dita semistandard se suas entradas crescem da esquerda para a
direita, com possíveis repetições, nas linhas e crescem estritamente de cima para baixo
nas colunas. Tλ é dita standard se é semistandard de conteúdo p1, . . . , 1q. Ou seja, se cada
inteiro de 1 a n aparece exatamente uma vez na tabela e as entradas crescem de cima para
baixo e da esquerda para a direita.

Definição 1.2.5. Para uma partição λ de n, o grupo simétrico, Sn age em uma λ-tabela
Tλ de conteúdo p1, . . . , 1q permutando o número preenchido em cada quadrado de Tλ. Mais
precisamente, dado σ P Sn, se a entrada pi, jq de Tλ contém o inteiro k, a entrada pi, jq da
tabela σTλ contém σpkq.
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Para σ P Sn, preenchendo o diagrama rλs com os elementos σp1q, σp2q, . . . , σpλ1q
na primeira linha, depois com σpλ1 � 1q, σpλ1 � 2q, . . . , σpλ1 � λ2q na segunda linha e
preenchendo as demais linhas dessa mesma maneira, obtém-se uma tabela de conteúdo
p1, . . . , 1q, que será denotada por Tσ. Na verdade não é difícil ver que toda tabela de
conteúdo p1, . . . , 1q pode ser obtida dessa forma, para algum σ P Sn.

Proposição 1.2.1.

(i) O conjunto Pn dos polinômios multilineares em n variáveis, sob ação de Sn dada por

σ
�¸

αixi1 . . . xin

	
�
¸

αixσpi1q . . . xσpinq, σ P Sn, αi P F, xi1 . . . xin P Pn.

é um Sn-módulo isomorfo ao módulo regular (à esquerda) FSn de Sn.

(ii) Se U é um T-ideal de F xXy então U X Pn é um submódulo de Pn.

Definição 1.2.6. Seja n um inteiro positivo e λ uma partição de n. Para cada tabela Tσ,
σ P Sn, obtida de λ, o estabilizador das linhas RpTσq de Tσ é definido como o subgrupo
de Sn que fixa o conjunto das entradas de cada linha de Tσ. Analogamente, define-se o
estabilizador de colunas CpTσq.

O simetrizador de Young de Tσ, denotado por epTσq, é o elemento da álgebra
de grupo de Sn, denotada também por FSn, dado por

epTσq �
¸

ρPRpTσq

¸
ηPCpTσq

p�1qηρη.

Além disso, para cada f P F xXy define-se por fTσ o elemento

fTσ � epTσq � f.

Em razão da identificação entre G-submódulos e ideais à esquerda de FG já
explicitada, o teorema seguinte fornece uma descrição das representações irredutíveis do
grupo simétrico Sn.

Teorema 1.2.3. Seja n um inteiro positivo. Para uma partição λ $ n e uma λ-tabela, Tσ,
temos

(i) A menos de constante multiplicativa, epTσq é igual a um idempotente minimal da
álgebra de grupo FSn e gera um ideal minimal à esquerda de FSn.

(ii) Se µ é outra partição de n e Tµ é uma µ-tabela, então os Sn-módulos FSn � epTλq e
FSn � epTµq são isomorfos se, e somente se, λ � µ.

(iii) Todo Sn-módulo irredutível é isomorfo a FSn � epTλq, para alguma partição λ $ n.
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Definição 1.2.7. Para cada λ � pλ1, . . . , λkq $ n, o Sn-módulo irredutível FSn �epTλq será
denotado ou por rrλss ou por rrλ1, . . . , λkss quando houver a necessidade de se explicitar
quem são as partes de λ.

Este módulo é comumente conhecido como módulo de Specht associado a λ

apesar do nome mais natural ser simplesmente Sn-módulo irredutível associado a λ. É
óbvio que, não havendo dúvida da partição considerada, pode-se omitir o complemento a
qualquer um dos nomes reservados a esse módulo.

Teorema 1.2.4.

(i) Seja λ $ n. Então a dimensão dλ do Sn-módulo irredutível rrλss é igual à quantidade
de λ-tabelas standard.

(ii) (The Hook formula)
dλ � n!±pλi � λ1j � i� j � 1q ,

com o produto percorrendo todos quadrados pi, jq P rλs.

Ou seja, uma maneira de se obter o grau de uma representação irredutível de
Sn associada à uma partição λ é calcular a quantidade de λ-tabelas standard. Isso reduz
um problema algébrico em outro de natureza combinatória e a fórmula do gancho (do
inglês, the hook formula) é uma resposta para esse último.

Reservando um pouco a teoria de representações de Sn, na sequência se inicia
uma breve exposição de resultados sobre as representações do grupo geral linear GLm.

Definição 1.2.8. Seja ϕ : GLm ÝÑ GLs uma representação de dimensão finita de GLm,
para algum s. A representação ϕ é dita polinomial se as entradas pϕpgqqij , i, j P t1, . . . , su,
da matriz ϕpgq são polinômios das entradas akl, k, l P t1, . . . ,mu de g, para todo g P GLm. A
representação ϕ é homogênea de grau d se os polinômios pϕpgqqij são polinômios homogêneos
de grau d.

Como é de se esperar, um GLm-módulo W é dito polinomial se a representação
correspondente é polinomial. Do mesmo modo são definidos os módulos polinomiais
homogêneos.

Fixando um F -espaço vetorial Vm e uma base tx1, . . . , xmu, considere a ação
canônica de GLm em Vm. Além disso, considere também

F xVmy � F xx1, . . . , xmy

a álgebra associativa livre de posto m.
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Pode ser definida em F xVmy uma ação de GLm como uma extensão da ação de
GLm em Vm. Em outras palavras, a ação é diagonal:

gpxi1 . . . xinq � gpxi1q . . . gpxinq, g P GLm, xi1 . . . xin P F xVmy.

Proposição 1.2.2.

(i) F xVmy é um GLm-módulo que se decompõe na soma direta de seus submódulos
pF xVmyqpnq, para n P t1, 2, . . . u, onde pF xVmyqpnq é a componente homogênea de grau
n de F xVmy.

(ii) Para todo T-ideal U de F xVmy, os espaços vetoriais F xVmy X U e pF xVmyqpnq X U

são submódulos de F xVmy.

(iii) Todo submódulo W de F xVmy é a soma direta de suas componentes homogêneas
W X pF xVmyqpnq.

Teorema 1.2.5.

(i) Toda representação polinomial de GLm é uma soma direta de subrepresentações
polinomiais homogêneas irredutíveis.

(ii) Todo GLm-módulo polinomial homogêneo irredutível de grau n ¥ 0 é isomorfo a um
submódulo de pF xVmyqpnq.

As representações polinomiais homogêneas irredutíveis de grau n de GLm são
descritas em termos de partições de n em não mais que m partes e seus respectivos
diagramas de Young.

Teorema 1.2.6. As representações polinomiais homogêneas irredutíveis duas a duas não
isomorfas de GLm de grau n ¥ 0 estão em correspondência biunívoca com as partições
λ � pλ1, . . . , λmq de n, com m ¤ n.

Em virtude desse resultado, tanto Wmpλq quanto Wmpλ1, . . . , λmq serão nota-
ções reservadas para o GLm-módulo irredutível associado a λ.

Teorema 1.2.7.

(i) Seja λ � pλ1, . . . , λmq uma partição de n, com m ¤ n. Então Wmpλq é isomorfo a
um submódulo de pF xVmyqpnq. Este último se decompõe como

pF xVmyqpnq �
¸

dλWmpλq,

onde dλ é a dimensão do Sn-módulo rrλss e a soma é tomada sobre todas as partições
de n em não mais que m partes.
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(ii) Como subespaço de pF xVmyqpnq, o espaço vetorial Wmpλq é multihomogêneo. A di-
mensão da componente homogênea W pn1,...,nmq

m é igual ao número de λ-tabelas semis-
tandard de conteúdo pn1, . . . , nmq, com n1 � � � � � nm � n.

Definição 1.2.9. O GLn-submódulo de F xXy gerado por fTσ será denotado por MpTσ, fq.
Além disso, fTσ denotará a simetrização de fTσ , ou seja, o polinômio obtido de fTσ

identificando todas as variáveis que aparecem na mesma linha com uma única variável.

Um fato interessante e importante é que a linearização de fTσ é sempre um
múltiplo escalar de fTσ .

Considere agora a seguinte ação à direita de Sn em F pxVmyqpnq:

pxi1 . . . xinqσ�1 � xiσp1q . . . xiσpnq
.

Com essa ação, pF xVmyqpnq se torna um Sn-módulo à direita. Chamamos a atenção do leitor
que a ação à esquerda de Sn sobre os polinômios multilineares é dada por permutações das
variáveis, e a ação à direita acima definida, consiste em trocar as posições das variáveis.

Sejam λ � pλ1, . . . , λmq uma partição de n em não mais que m partes e
q1, . . . , qλ1 os comprimentos das colunas do diagrama rλs. Com isso pode-se definir sλ �
sλpx1, . . . , xqq, com q � q1, como sendo o polinômio

sλpx1, . . . , xqq �
k¹

j�1
sqj
px1, . . . , xqj

q,

em que sppx1, . . . , xpq representa o polinômio standard de grau p.

Teorema 1.2.8. Seja λ � pλ1, . . . , λmq uma partição de n em não mais que m partes.
Então

(i) O polinômio sλpx1, . . . , xqq gera um GLm-submódulo irredutível de pF xVmyqpnq iso-
morfo a Wmpλq.

(ii) Todo Wmpλq � pF xVmyqpnq é gerado por um elemento não nulo da forma

wλpx1, . . . , xqq � sλpx1, . . . , xqq
�¸

σPSn

ασσ

�
, aσ P F.

Tal elemento é chamado vetor de peso máximo de Wmpλq. Ele é único a menos
de constante multiplicativa e está contido no espaço unidimensional dos elementos
multi-homogêneos de grau pλ1, . . . , λmq em Wmpλq.

O próximo resultado mostra uma relação estreita entre a teoria das representa-
ções do grupo simétrico, Sn, e a do grupo geral linear, GLn.
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Proposição 1.2.3. Sejam m ¥ n, λ $ n e Wmpλq � F xVmy. O conjunto M � WmpλqXPn

de todos os elementos multilineares de Wmpλq é um Sn-submódulo de Pn isomorfo a rrλss.
Além disso, qualquer submódulo rrλss de Pn pode ser obtido desta maneira.

Para ser fiel à máxima continência possível desse texto, resta somente tratar da
redutibilidade completa do produto tensorial de dois GLm-módulos polinomiais irredutíveis
W1 e W2. Uma resposta para essa questão é dada pela Littlewood-Richardson rule.

Porém, para aplicação em alguns resultados que serão apresentados na tese, é
suficiente uma versão simplificada dessa regra, a Young rule. Trata-se de um teorema que
considera os casos particulares quando um dos módulos é isomorfo à Wmp1nq ou Wmpnq.

Teorema 1.2.9 (The Young Rule). O produto tensorial de um GLm-módulo irredutí-
vel Wmpλ1, . . . , λmq por Wmpqq ou por Wmp1qq (q ¤ m, nesse último caso) possui uma
decomposição em GLm-módulos irredutíveis da seguinte maneira:

Wmpλ1, . . . , λmq bWmpqq � `Wmpλ1 � p1, . . . , λm � pmq,

com a soma percorrendo o conjunto das m-uplas pp1, . . . , pmq de inteiros não negativos
tais que p1 � � � � � pm � q e λi � pi ¤ λi�1 quando i P t2, . . . ,mu;

Wmpλ1, . . . , λmq bWmp1qq � `Wmpλ1 � q1, . . . , λm � qmq,

com a soma percorrendo o conjunto das m-uplas pq1, . . . , qmq P t0, 1um tais que q1 � � � � �
qm � q e λi � qi ¤ λi�1 � qi�1 quando i P t2, . . . ,mu.

No contexto de diagramas de Young, um diagrama rµs associado a uma compo-
nente irredutível de WmpλqbWmpqq só pode ser obtido adicionando-se q quadrados em rλs
de modo que dois novos quadrados nunca são adicionados em uma mesma coluna. No caso
de Wmpλq bWmp1qq, o diagrama rµs só pode ser obtido de rλs se dois novos quadrados
nunca forem adicionados em uma mesma linha de rλs.

Para destacar um caso ainda mais particular, quando q � 1 esse resultado é
conhecido como branching rule.

Definição 1.2.10. Para cada 1 ¤ k ¤ n defina

Λτϵ
n,k �

#
pl1, . . . , lkq P Nk : l2, . . . , lk�1 ¥ 2, l1, lk ¥ 1,

ķ

i�1
li � n

+
.

Λτ
n,k �

#
pl1, . . . , lkq P Nk : l2, . . . , lk ¥ 2, l1 ¥ 1,

ķ

i�1
li � n

+
.

Λϵ
n,k �

#
pl1, . . . , lkq P Nk : l1, . . . , lk�1 ¥ 2, lk ¥ 1,

ķ

i�1
li � n

+
.
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Λ1
n,k �

#
pl1, . . . , lkq P Nk : l1, . . . , lk ¥ 2,

ķ

i�1
li � n

+
.

Considere nesses conjuntos a ordem lexicográfica à direita, que é dada por

pl1, . . . , lkq   ps1, . . . , skq ô Di P t1, . . . , ku tal que lj � sj, @j ¥ i, mas li   si.

Esses conjuntos ordenados representam partições de n em exatamente k partes
satisfazendo as condições de cada conjunto. Eles serão úteis para mensurar, de certo
modo, a L-álgebra relativamente livre da variedade diferencial gerada por Um, a álgebra
de matrizes triangulares superiores m �m sob ação de uma álgebra de Lie L � t2. Em
momento oportuno eles serão rememorados.

1.3 Polinômios e PI-Álgebras

Definição 1.3.1. Um polinômio f � fpx1, x2, . . . , xnq é dito uma identidade polinomial
(ou simplesmente uma identidade) da álgebra A se fpa1, a2, . . . , anq � 0, para todo ai P A.

Neste caso, se f é não nulo, costuma-se dizer que A é uma PI-álgebra e que A
satisfaz a identidade f � 0.

Observando que uma avaliação fpa1, a2, . . . , anq do polinômio f em elementos
de A é, na verdade, a aplicação de uma função X Ñ A em f , é possível ainda definir o
conceito de identidade de um modo equivalente.

Todo homomorfismo de álgebra φ : F xXy Ñ A é definido por sua imagem em
X. Por outro lado, pela propriedade universal de F xXy, toda função X Ñ A define de
maneira única um homomorfismo de F xXy em A. Consequentemente vale que

f � 0 ðñ f P X
φ

Ker φ,

com φ percorrendo todos homomorfismos de álgebras F xXy Ñ A.

O conjunto T pAq, também denotado por IdpAq, formado pelas identidades
satisfeitas por A é um ideal de F xXy e possui a propriedade de ser invariante por
endomorfismos de F xXy. Aos ideais que satisfazem essa propriedade será reservado o nome
de T-ideal.

A seguir serão exibidos alguns exemplos concretos de PI-álgebras.

Exemplo 1.3.1 (Álgebras de dimensão finita, veja por exemplo (Brešar, 2014)). Seja A
uma F -álgebra de dimensão n. Então A satisfaz a identidade sn�1 � 0, em que,

sn�1 � sn�1px1, x2, . . . , xn�1q �
¸

σPSn�1

p�1qσxσp1q � � � xσpn�1q.
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Mais ainda, sabe-se que toda álgebra A desse tipo satisfaz qualquer polinômio
multilinear que possua uma quantidade de variáveis alternantes maior que dimA.

Particularmente sd é um polinômio alternante em todas suas d variáveis. Por
sua relevância na teoria de PI-álgebras, sd é chamado de polinômio standard de grau d.

Exemplo 1.3.2 (Álgebra de matrizes). Seja MmpF q a álgebra associativa cujos elementos
são matrizes de ordem m�m com entradas no corpo F . Então MmpF q satisfaz s2m � 0 e
essa é a identidade de menor grau satisfeita por MmpF q.

Como dimMmpF q � m2, é evidente, a partir do primeiro exemplo, que MmpF q
é uma PI-álgebra. O que o resultado anterior destaca é a existência de uma identidade de
grau mínimo, a saber s2m. Esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki
em razão da primeira demonstração ter sido apresentada no artigo (Amitsur; Levitzki,
1950) escrito por ambos matemáticos. Com o passar dos anos, diferentes provas foram
sendo apresentadas, incluindo uma que utiliza Teoria de Grafos para representar produtos
de matrizes unitárias a partir de caminhos em grafos eulerianos (Swan, 1963) (Swan, 1969).

Uma discussão mais detalhada sobre esse teorema e suas demonstrações pode
ser encontrada em (Drensky, 2000), assim como referências àquele que busca uma pesquisa
mais aprofundada.

A seguir serão apresentados outros exemplos concretos de PI-álgebras. Embora
sejam resultados cuja verificação é mais fácil, vale destacar que a bibliografia supracitada
também é referência para suas demonstrações.

Exemplo 1.3.3 (Álgebra de matrizes triangulares superiores). Considere UTm a subálgebra
de MmpF q formada por matrizes triangulares superiores. Então UTm satisfaz a identidade

rx1, x2s � � � rx2m�1, x2ms � 0,

em que rxi, xjs � xixj � xjxi.

Exemplo 1.3.4 (Álgebra de Grassmann). Sejam V � ⟨ei : i P N⟩
EV

e G a álgebra de
Grassmann de V , isto é, a álgebra associativa cujos elementos são palavras envolvendo
tei : i P Nu sob a relação de anticomutatividade eiej � �ejei, i, j P N. O conjunto

t1, ei1 � � � ein : i1   � � �   in, n P Nu

é uma base de G. É possível definir uma Z2-graduação G � G0 `G1 a qual

G0 � ⟨1, ei1 � � � ei2k
: i1   � � �   i2k, k P N⟩

EV

e
G1 �

〈
ei1 � � � ei2k�1 : i1   � � �   i2k�1, k P N

〉
EV
.
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Ou seja, G0 representa o centro de G formado pelos elementos de comprimento par e G1 o
conjunto dos elementos de comprimento ímpar.

Denotando por rx1, x2, x3s :� rrx1, x2s, x3s, com poucas contas é possível verifi-
car que

rx1, x2, x3s � 0

é uma identidade de G. Basta notar que a avaliação de rx1, x2s em quaisquer elementos
de G resulta em um elemento central, ou seja, para todo homomorfismo φ : F xXy Ñ G

tem-se
φprx1, x2sq P G0.

Neste ponto é natural o questionamento se é possível estabelecer uma corres-
pondência entre T-ideais e PI-álgebras.

Apesar de toda PI-álgebra A ter associado o T-ideal T pAq, nota-se que um
mesmo T-ideal pode ter mais de uma PI-álgebra associada. Por exemplo, o T-ideal
I � ⟨rx, ys⟩

T
de F xXy gerado pelo comutador pode ser associado a quaisquer duas (ou

mais) F -álgebras comutativas e não nilpotentes. Também é fácil ver que A e A ` A

satisfazem as mesmas identidades, para qualquer álgebra associativa A.

Formalidades a parte, de fato há PI-álgebras que melhor representam um
T-ideal I, como F xXy{I que assume certa propriedade universal na classe das álgebras
A tais que I � T pAq. Mais precisamente, toda avaliação X Ñ A pode ser estendida de
modo único a uma aplicação φ̄ : F xXy{I Ñ A a partir da propriedade universal da álgebra
associativa livre F xXy e do diagrama comutativo

F xXy A

F xXy{I

φ

π φ̄

Para corrigir essa disfunção na tentativa de obter uma correspondência biuní-
voca entre T-ideais e PI-álgebras, define-se o conceito de variedade.

Definição 1.3.2. Considere o conjunto não vazio S � F xXy. A variedade determinada
por S é denotada por VpSq e definida como a classe das álgebras A que satisfazem as
identidades f � 0 tais que f P S, i.e., álgebras tais que S � T pAq.

É óbvio que ao T-ideal I gerado por S está associada de modo único a variedade
determinada por S, o que justifica a notação VpIq para esta variedade. Também é concebível
uma variedade ser gerada por uma álgebra A definindo-a como VpAq :� VpT pAqq.
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Vale ressaltar que a álgebra F xXy{I está em VpIq e T pF xXy{Iq � I. Motivado
por isso, à F xXy{I será reservado o nome de álgebra relativamente livre da variedade VpIq.

Se tratando de corpos de característica 0, é natural que o estudo dos polinômios
se restrinja à polinômios multilineares.

A fim de entender os efeitos que as identidades multilineares de uma álgebra A
surtem nesses polinômios, considera-se o conjunto Pn X T pAq das identidades multilineares
de grau n de A. Este é um submódulo do Sn-módulo Pn. Além disso, seja

PnpAq � Pn

Pn X IdpAq
que, consequentemente, é também um Sn-módulo. Essa estrutura em PnpAq permitirá
uma análise quantitativa e até assintótica sobre as identidades multilineares de A.

Definição 1.3.3. Seja A uma PI-álgebra. A n-ésima codimensão de A é denotada e
definida por cnpAq :� dimPnpAq. Já o PI-expoente de A é definido como

exppAq � lim
nÑ8

n
a
cnpAq

quando esse limite existir. O n-ésimo cocaracter de A nada mais é que o caracter da
representação de Sn associada ao módulo PnpAq.

Na verdade é um fato que, em característica zero, exppAq existe para toda
PI-álgebra A e é um inteiro não negativo. Essa era uma conjectura de Amitsur que foi
comprovada em (Giambruno; Zaicev, 1999).

A motivação para estudar o Sn-módulo quociente, e não as identidades multili-
neares, é que os T-ideais costumam ser “muito grandes” O conhecido teorema de Regev
estabelece que se A é uma PI álgebra que satisfaz alguma identidade de grau d, então
cnpAq ¤ pd� 1q2n para todo n. Como a função exponencial tem crescimento muito mais
lento que o fatorial (dimPn � n!), é possível concluir que para n muito grande,“quase
todo” Pn será composto por identidades, e o estudo de Pn X T pAq será “mais difícil” que o
do módulo quociente.

Ao se tratar da variedade gerada por A serão estendidos os conceitos de
codimensão e expoente de A para VpAq. De modo geral será dito que uma variedade V
possui crescimento polinomial quando a sequência de suas codimensões pcnpVqqnPN possuir
crescimento polinomial. V será uma variedade de crescimento quase polinomial se toda
subvariedade própria de V possuir crescimento polinomial mas V não possuir.

Um resultado de Kemer apresentado no artigo (Kemer, 1979) ressalta a impor-
tância da codimensão e do PI-expoente como ferramentas úteis para a caracterização de
variedades.
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Teorema 1.3.1. Uma variedade V possui crescimento polinomial se e somente se V não
contém a álgebra de Grassmann de dimensão infinita G e nem a álgebra de matrizes
triangulares superiores UT2.

Como é sabido que exppGq � exppUT2q � 2, segue o corolário

Corolário 1.3.1. Se o crescimento de V é de ordem maior que polinomial então

exppVq ¥ 2.

A seguir será definido um tipo diferente de polinômios, aqueles chamados
próprios. A importância desses polinômios ficará evidente conforme alguns resultados da
teoria de identidades polinômiais próprias forem apresentados. Em especial, destaca-se o
fato de que sobre um corpo infinito F , as identidades ordinárias de uma PI-álgebra com
unidade A seguem de suas identidades próprias.

Ao leitor interessado, as demonstrações omitidas nos próximos resultados
também podem ser encontradas em (Drensky, 2000).

Definição 1.3.4. Um polinômio f P F xXy é chamado de polinômio próprio no caso de f
ser uma combinação linear de produtos de comutadores, i.e.,

fpx1, x2, . . . , xmq �
¸

αi,...,jrxi1 , . . . , xips � � � rxj1 , . . . , xjq s, αi,...,j P F.

Recorde aqui que o comutador (ou colchete) em qualquer álgebra associativa é
dado por ra, bs � ab � ba. Os comutadores de comprimento maior que 2, sem colchetes
internos, serão assumidos normados à esquerda. Em outras palavras, ra, b, cs � rra, bs, cs e
assim por diante. O conjunto de todos polinômios próprios de F xXy será denotado por B.
Já o subconjunto dos polinômios próprios em n variáveis será denotado por Bn. Denote o
conjunto dos polinômios multilineares próprios de grau n assim:

Γn � PnXB, n P N.

Todos esses conjuntos são, na verdade, F -subespaços de F xXy. Em paralelo ao que é feito
no caso multilinear, considere o homomorfismo canônico

π : F xXy Ñ F xXy
T pAq

e denote por BpAq e BnpAq as imagens dos homomorfismos obtidos pelas restrições π|B
e π|Bn

, respectivamente. Há ainda uma última convenção a ser feita. Daqui em diante
X será um conjunto ordenado da seguinte forma: xi ¤ xj se i ¤ j. Estenda essa ordem
para uma base do espaço vetorial da álgebra de Lie livre LpXq gerada por X da seguinte
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maneira. Suponha que esta base contenha o conjunto X e os elementos restantes são
comutadores normados à esquerda, e suponha que

rxi1 , . . . , xips   rxj1 , . . . , xjq s quando p   q.

No caso de comutadores de mesmo comprimento, i.e., p � q, a desigualdade acima significa
que existe k   p tal que il � jl para todo l   k mas ik   jk. Segue pelo bem conhecido
teorema de Poincaré, Birkhoff e Witt (que providencia uma base para a álgebra universal
envolvente a partir de uma base ordenada da respectiva álgebra de Lie), e pelo teorema de
Witt (que diz que a álgebra associativa livre é a universal envolvente da álgebra livre de
Lie), que:

Proposição 1.3.1. (i) Uma base para o espaço F xXy é dada pelos polinômios

xa1
1 � � � xaq

q rxi1 , xi2sb � � � rxl1 , . . . , xlpsc,

em que a1, . . . , aq, b, . . . , c ¥ 0 e rxi1 , xi2s   � � �   rxl1 , . . . , xlps são comutadores da
base ordenada de LpXq descrita acima. Além disso, o subconjunto de tais polinômios
que satisfazem a1 � � � � � aq � 0 é uma base para o espaço B dos polinômios
próprios.

(ii) Se A é uma PI-álgebra com unidade sobre um corpo infinito F então o T -ideal T pAq
formado pelas identidades ordinárias de A é consequência de T pAqXB. Mais ainda,
se char F � 0 então T pAq é consequência de T pAqXΓn, n P N.

Como este trabalho se restringe às F -álgebras associativas com unidade em
que char F � 0, é suficiente investigar as identidades multilineares próprias.

Teorema 1.3.2. O espaço Γn possui uma base descrita pelo conjunto dos polinômios

fpx1, x2, . . . , xnq � rxi1 , . . . , xik
s � � � rxj1 , . . . , xjl

s

tais que

(i) f é multilinear em todas suas variáveis;

(ii) cada comutador rxp1 , . . . , xpss é um comutador normado à esquerda de comprimento
¥ 2 satisfazendo p1 ¡ p2, . . . , ps;

(iii) comutadores mais curtos precedem os mais longos, i.e., k ¤ � � � ¤ l;

(iv) se dois comutadores consecutivos têm o mesmo comprimento, e.g.

f � rxi1 , . . . , xik
s � � � rxp1 , . . . , xpssrxq1 , . . . , xqss � � � rxj1 , . . . , xjl

s,

então p1   q1.
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Daqui em diante será denotado por ΓnpAq o espaço vetorial

Γn

ΓnXT pAq .

Assim como em Pn, Γn pode ser visto como um Sn-módulo com a ação definida
pela permutação dos índices das variáveis. O mesmo vale para ΓnXT pAq. Com isso também
será possível fazer um estudo quantitativo das identidades próprias a partir de dim ΓnpAq.

Definição 1.3.5. Seja A uma PI-álgebra com unidade sobre um corpo de característica 0.
A n-ésima codimensão própria de A é definida por

γnpAq � dim ΓnpAq, n P N�.

O próximo resultado é uma consequência da proposição 1.3.1.

Teorema 1.3.3. Seja A uma PI-álgebra com unidade sobre um corpo infinito F .

(i) Seja
twjpx1, . . . , xkq : j P Nu

uma base para o espaço BkpAq. Então a álgebra relativamente livre de posto k

FkpAq � F xx1, x2, . . . , xky
F xx1, x2, . . . , xkyXT pAq

possui uma base dada por

txa1
1 � � � xak

k wjpx1, . . . , xkq : ai ¥ 0, j P Nu.

(ii) Se
tuijpx1, . . . , xkq : j P t1, . . . , γkpAqu

é uma base para o espaço ΓkpAq formado pelos polinômios multilineares próprios
de grau k em F pAq então PnpAq possui uma base formada por todos polinômios
multilineares da forma

xp1 � � � xpn�k
uijpxq1 , . . . , xqk

q, j P t1, . . . , γkpAqu, k P N,

em que p1   . . .   pn�k e q1   . . .   qk.

Corolário 1.3.2. Existe uma relação entre a n-ésima codimensão de A e a n-ésima
codimensão própria de A dada por

cnpAq �
ņ

k�0

�
n

k



γkpAq, n P N.
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Além do contexto de álgebras associativas, é possível generalizar o conceito de
identidade polinomial para outras classes de álgebras, como álgebras de Lie, álgebras de
Jordan, álgebras de Hopf, entre tantos outros contextos algébricos existentes.

É óbvio que uma boa generalização requer um ambiente bem comportado,
onde - ao menos - as definições e ferramentas do contexto associativo (por vezes chamado
ordinário) podem ser reformuladas. Para minimamente exemplificar: em um contexto de
álgebras de Lie é necessário que a álgebra livre, geralmente representada por um anel de
polinômios em variáveis não comutativas, seja também uma álgebra de Lie.

Entretanto reformular não é mais uma grande preocupação. Já há estabele-
cida uma teoria de identidades generalizadas em anéis que fundamenta muitas dessas
generalizações. Uma referência clássica ao tema é o livro (Beidar; Martindale; Mikhalev,
1996).

Para dar materialidade à discussão serão apresentados alguns exemplos de
identidades em outros sistemas algébricos.

Exemplo 1.3.5. Seja tm a álgebra de Lie formada pelas matrizes triangulares superiores
de ordem m com entradas no corpo F . Então tm satisfaz a identidade

rrx1, x2s, . . . , rx2m�1, x2mss � 0.

Exemplo 1.3.6. Denote por G a álgebra de Grassmann vista como álgebra de Lie, ou
seja, G � Gp�q. Então G satisfaz a identidade

rx1, x2, x3s � 0.

1.4 Derivações e Álgebras com Derivação

Definição 1.4.1. Uma transformação linear d P EndpAq é uma derivação da álgebra A
quando

dpa1a2q � dpa1qa2 � a1dpa2q, a1, a2 P A. (1.1)

O conjunto das derivações de A é na verdade um subespaço de EndpAq e será denotado
por DerpAq.

É fácil ver que DerpAq munido do comutador r , s é uma álgebra de Lie. Uma
derivação d P DerpAq que satisfizer, para algum b P A,

dpaq � ra, bs, @a P A,

receberá o nome de derivação interna (induzida por b) e será denotada por adpbq. Com
poucas contas é possível ver que adpbq é de fato uma derivação, para todo b P A.
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Será visto adiante que essa estrutura em DerpAq desempenhará um papel
importante na construção dos chamados polinômios diferenciais. Por simplicidade, será
utilizada a notação superescrita à direita ad ao invés de dpaq para uma derivação avaliada
em um elemento arbitrário. Em outras palavras, (1.1) pode ser reescrito como

pa1a2qd � ad
1a2 � a1a

d
2.

Exemplo 1. Seja d : F rxs Ñ F rxs a derivada de polinômios em uma variável,

d :� d

dx
.

Se f, g P F rxs são polinômios na variável x, temos que pfgq1 � f 1g � fg1. Então,

pfgqd � fdg � fgd ùñ d P DerpF rxsq.

Um resultado clássico da teoria de álgebras de Lie semissimples g caracteriza a
álgebra de Lie das derivações Derpgq.

Teorema 1.4.1. Toda derivação de uma álgebra de Lie semissimples g é interna.

Uma consequência do teorema de Skolem e Noether mostra que se R é uma
álgebra central e simples, de dimensão finita, então toda derivação de R é interna. Este
resultado foi generalizado no artigo (Coelho; Polcino Milies, 1993) que classifica derivações
em álgebras de matrizes triangulares superiores e que também motiva as investigações
desse trabalho.

Teorema 1.4.2. Seja R uma álgebra central, simples e de dimensão finita. Toda derivação
de UTmpRq é uma derivação interna.

Definição 1.4.2. Seja L � DerpAq uma subálgebra de Lie da álgebra de derivações de A.
É possível definir uma ação de L em A dada por

a � d � ad, d P L, a P A.

Para uma álgebra A com tal estrutura de L-módulo serão reservados os nomes de álgebra
com derivação ou L-álgebra.

Exemplo 1.4.1. Seja G � G0 ` G1 a álgebra de Grassmann de dimensão infinita
(exemplo 1.3.4) apresentada em sua Z2-graduação. Define-se o suporte de um elemento
g � ei1 � � � ein P G como o conjunto Supptgu � tei1 , . . . , einu. Agora é possível construir a
álgebra de derivações: sejam g1, . . . , gt P G1 de modo que

SupptgiuX Supptgju � H
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quando i � j. Neste caso, as derivações são definidas como

δi � 2�1ad pgiq, i P t1, . . . , tu.
Como rδi, δjspgq � 0 para todo g P G (a álgebra G satisfaz a identidade rx, y, zs � 0), o
subespaço L � ⟨δ1, . . . , δt⟩EV

de DerpGq pode ser visto como uma álgebra de Lie abeliana
de dimensão t.

Em suma, G munida da ação de L é uma álgebra com derivação a qual costuma-
se denotar por G̃ (Rizzo, 2020).

Exemplo 1.4.2. Considere em UTm a base teij : i ¤ ju formada por suas matrizes
elementares, que têm 1 na posição pi, jq e 0 nas demais posições. Definindo δ � ad pe1mq e
ϵ � ad pemmq se verifica facilmente que rδ, ϵs � δ, ou seja, L � ⟨δ, ϵ⟩

Lie
é a álgebra de Lie

metabeliana de dimensão 2. Munindo UTm com a ação de L define-se uma estrutura de
álgebra com derivação em UTm.

É óbvio que uma mesma álgebra A pode ser munida com diferentes estruturas
de L-álgebra, a variar com a escolha da álgebra de Lie L � DerpAq. A título de exemplo,
se no caso anterior for considerada a álgebra L � ⟨τ, ϵ, δ⟩

Lie
com τ � ad pe11q, obtém-se em

UTm uma outra estrutura de L-álgebra que, de algum modo, contém informações sobre a
primeira.

Para essa escolha de L, a álgebra UTm como L-álgebra será denotada por Um

e será o objeto central da investigação contida neste trabalho. Um fato interessante é que
L � ⟨τ, ϵ, δ⟩

Lie
é isomorfa à t2, a álgebra de Lie das matrizes triangulares superiores de

ordem 2, sempre que m ¥ 2.

Outra L-álgebra importante é a álgebra de polinômios diferenciais F xXLy, que
fundamenta a construção das identidades nesse novo contexto. Sua construção se desenhará
a seguir.

Denote por UpLq a álgebra universal envolvente de uma álgebra de Lie L. O
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) permite trabalhar de maneira equivalente com
UpLq-módulos ao invés de L-módulos. Isso tem uma vantagem computacional uma vez
que se retira a necessidade de lidar com comutadores nos expoentes.

A maneira mais objetiva de se construir a L-álgebra de polinômios diferenciais
F xXLy é a seguinte: considere um conjunto X � tx1, x2, . . .u e construa o F -espaço vetorial
FX b UpLq, onde FX é o F -espaço que tem X como base. Então F xXLy pode ser vista
como a álgebra tensorial T pFX b UpLqq.

Porém tal construção ainda carece de informações para que, por exemplo,
possam ser construídos os polinômios explicitamente. Para isso, considere L uma base
ordenada de L. Pelo Teorema PBW, o conjunto W das palavras semistandard, i.e.,
w � h1h2 � � �hn satisfazendo h1 ¤ h2 ¤ � � � ¤ hn, com n P N e hi P L, é uma base de UpLq.
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Com essas observações, os geradores de F xXLy são os geradores livres xi b w,
em que xi P X e w é um elemento da base de UpLq. Estes serão denotados por xw

i e
por vezes serão chamados de variáveis ou letras diferenciais. Neste caso, XL denotará o
conjunto de todas variáveis diferenciais.

Note que como 1 P UpLq, toda letra (ordinária, em distinção à definição anterior)
no alfabeto X pode ser vista como uma variável diferencial, o que motiva a notação xi

para as variáveis diferenciais x1
i . Dessa forma se identifica X em XL e, consequentemente,

F xXy em F xXLy. Uma variável xw
i será puramente diferencial quando w � 1. Neste caso,

xw
i também é chamada uma w-variável diferencial ou simplesmente uma w-variável.

Os elementos de F xXLy, que são as combinações lineares de palavras formadas
pelas letras diferenciais, serão chamados de polinômios diferenciais. Além disso, F xXLy
pode ser vista como UpLq-módulo munido da ação

pxhi1
j1
� � � xhin

jn
q � h � x

hi1 h

j1
� � � xhin

jn
� � � � � x

hi1
j1
� � � xhin h

jn
, h P UpLq.

Desse modo F xXLy pode ser vista como uma álgebra com derivação e a essa
L-álgebra será reservado o nome de álgebra livre com derivação ou simplesmente L-álgebra
livre. O nome se deve obviamente ao fato de F xXLy ser um objeto livre na classe das
L-álgebras, ou seja, F xXLy é uma L-álgebra que goza da propriedade de que em toda
L-álgebra A, qualquer avaliação X Ñ A se estende de modo único a um homomorfismo de
álgebras F xXLy Ñ A que também é um homomorfismo de L-módulos (equivalentemente
UpLq-módulos).

Em virtude da propriedade antes descrita e almejando também por uma redação
mais sucinta, este momento se mostra oportuno para a seguinte definição.

Definição 1.4.3. Sejam A e B duas L-álgebras. Uma aplicação ϕ : A Ñ B será cha-
mada de homomorfismo de álgebras com derivação (ou de L-homomorfismo) se ϕ for um
homomorfismo de álgebras que também é um homomorfismo de L-módulos.

O conjunto formado por todos L-homomorfismos entre A e B será denotado
por HomLpA,Bq. Quando A � B a notação se torna EndLpAq, que representa o conjunto
de todos L-endomorfismos de A.

Assim estabelecemos os principais conceitos para este trabalho, a saber, álgebras
com derivação e polinômios diferenciais. Há ainda uma redução aos polinômios multilineares
próprios que facilitará a investigação das identidades diferenciais em característica zero.

Considere o espaço dos polinômios diferenciais multilineares de grau n

PL
n �

〈
xw1

σp1q � � � xwn

σpnq : wi P W , σ P Sn

〉
EV

.
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É óbvio que PL
n é um Sn-módulo com a ação definida como em 1.2.1. Além disso, considere

BL a subálgebra de F xXLy gerada pelos comutadores

rzi1 , . . . , zik
s, zij

P XL, k ¥ 2.

Os elementos de BL são chamados polinômios diferenciais próprios ou L-polinômios
próprios. Observa-se aqui que para não sobrecarregar a notação, serão omitidas, quando
isso não causar equívoco, os índices superiores (as “potências”) nas variáveis que indicam
as derivações.

Assim como no caso ordinário (Teorema 1.3.3), há uma intrínseca relação entre
F xXLy e BL: se L é a álgebra de Lie livre gerada por XL então L1 � rL,Ls também é
uma álgebra de Lie livre e L é gerada por XL módulo L1. Mais ainda, o Teorema de Witt
garante que F xXLy coincide com UpLq enquanto BL coincide com UpL1q

Já o corolário 2.16, (ii), em (Bahturin, 2021) garante que, fixada uma ordem
linear em XL de modo que as variáveis ordinárias precedam as variáveis diferenciais, uma
base para L1 pode ser formada pelos comutadores semistandard

rzi1 , zi2 , . . . , zik
s tais que zi1 ¡ zi2 ¤ zi3 ¤ . . . ¤ zik

. (1.2)

Além disso, acrescentando XL ao conjunto desses elementos obtém-se uma base
para L. Para usar o Teorema PBW novamente, considere nessa base uma ordenação em
que XL precede os comutadores. Então F xXLy possui uma base dada pelos polinômios
wb, em que w é um monômio semistandard no alfabeto XL enquanto b é uma sequência
semistandard de elementos da base de L1.

É possível reduzir ainda mais a investigação. Para isso, considere BL
X a subálge-

bra de F xXLy gerada pelas variáveis puramente diferenciais juntamente dos comutadores
no alfabeto XL.

Um comutador semistandard rzi1 , zi2 , . . . , zik
s é normal se possuir no máximo

uma variável puramente diferencial, sendo zi1 essa variável, caso possua. As variáveis
puramente diferenciais serão consideradas comutadores normais semistandard (nssc) de
comprimento 1. Para diferenciar, quando um comutador semistandard não possuir variáveis
puramente diferenciais, este será chamado de ossc (do inglês ordinary semistandard
commutator).

A proposição 7 de (Di Vincenzo; Nardozza, 2010) garante que os nssc’s formam
uma base para BL

X . Mais ainda, como em característica zero é suficiente considerar
polinômios multilineares próprios, ou seja, aqueles em

ΓL
n � PL

n XBL
X ,

os comutadores normais standard (nsc) - cuja desigualdade em (1.2) é estrita - também são
suficientes para formar uma base de ΓL

n . Logo denote por B o conjunto de todos produtos
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de nsc’s e particione este conjunto conforme a quantidade de comutadores multiplicados,
isto é, B � Yk¥0 Bk em que

B0 � t1F u
B1 � txw : x P X,w P UpLqzt1uu
Bk � tc1 � � � ck : ci é um nscu, k ¥ 2

Por fim, denote por ΓL
n,k � PL

n X Bk o conjunto dos polinômios diferenciais
multilineares próprios em n variáveis que são formados por produtos de k nsc’s. Além
disso, seja ΓL � YnPN ΓL

n . Será visto na próxima seção que TLpAq é gerado como TL-ideal
pela sua parte multilinear própria, i.e., ΓLXTLpAq

1.5 Identidades em Álgebras com Derivação

Definição 1.5.1. Seja f � fpx1, x2, . . . , xnq P F xXLy um polinômio diferencial não nulo.
Ele é uma identidade diferencial de uma L-álgebra A se

fpa1, a2, . . . , anq � 0, @ai P A.

Nesse caso, será dito que A é uma PI-álgebra com derivação e que A satisfaz a identidade
f � 0.

Como já observado, os polinômios ordinários, i.e., os elementos de F xXy, são
também polinômios diferenciais. Entretanto, mesmo quando um polinômio ordinário for
uma identidade diferencial de uma L-álgebra A, tais identidades serão distinguidas como
identidades ordinárias.

Além disso, a propriedade universal da álgebra livre com derivação permite
uma formulação equivalente para f � 0 ser uma identidade diferencial de A. De modo
análogo ao caso ordinário, A satisfaz a identidade f � 0 se e somente se f P Kerpϕq para
todo homomorfismo de L-álgebras ϕ : F xXLy Ñ A.

O conjunto de todas identidades diferenciais de A é um TL-ideal, i.e., um ideal
de F xXLy que possui a propriedade de ser invariante por L-endomorfismos de F xXLy.
Para este TL-ideal será reservada a notação TLpAq.

Definição 1.5.2. Seja f P F xXLy. O suporte de f é o subconjunto Supptfu de X que
representa as variáveis, de modo ordinário, que estão envolvidas na expressão de f . Ou
seja, Supptfu não carrega a derivação que pode ocasionalmente estar presente em uma
variável de f . Por exemplo,

Supptx1x
h1
2 x

h2
3 u � tx1, x2, x3u, hi P L.
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Lema 1.5.1. TLpAq é gerado por ΓL X TLpAq como TL-ideal.

Demonstração: Considere
J � 〈

ΓL X TLpAq
〉

TL
.

Obviamente J � TLpAq pois J é gerado por um subconjunto de TLpAq. Para concluir a
demonstração é suficiente mostrar que TLpAq � J . Nesse sentido, como foi convencionado
que A é sempre uma álgebra sobre um corpo de característica zero, vale que PL X TLpAq
gera TLpAq, em que PL � YnPNP

L
n . Portanto é suficiente mostrar que〈
PL X TLpAq

〉
TL
� J.

Para isso suponha que TLpAq � J e considere

n � mintk P N : f P PL
k X TLpAq com f R Ju.

Ou seja, existe um polinômio não nulo f P PL
n XTLpAq tal que f R J . Em vista da discussão

feita no final da última seção, tal f pode ser escrito como uma combinação linear de
elementos da forma wgw, em que w é um monômio standard enquanto gw é um produto
de nsc’s, ambos satisfazendo

Supptwu Y Supptgwu � tx1, . . . , xnu e Supptwu X Supptgwu � H.

Primeiramente, é possível escrever f como duas somas, a primeira envolvendo termos
αwwgw, αw P F , com w satisfazendo x1 P Supptwu e a última o caso contrário quando
x1 R Supptwu, ou seja, x1 P Supptgwu. Vale lembrar que x1   . . . , xn   xα

1 para todo
α � 1. Logo, se xα

1 é uma variável puramente diferencial presente no monômio wgw então
x1 P Supptgwu, seja como um nsc de comprimento 1 ou mesmo aparecendo em um nsc de
comprimento maior que 1. Com isso, obtém-se a seguinte expressão

f �
¸

x1PSupptwu

αwx1w
1gw �

¸
x1RSupptuu

αuugu

em que w1 e u são monômios standard que não possuem x1 em seus suportes além de que
w � x1w

1.

Considere φ P EndLpF xXLyq o L-endomorfismo que fixa todas variáveis di-
ferentes de x1 e envia x1 ÞÑ 1F . Então φpfq P TLpAq pois este ideal é invariante por
L-endomorfismos de F xXLy. Além disso, φpxh1

1 q � 0 se h1 � 1 e, de modo geral, φpguq � 0
pois x1 P Supptguu. Logo

φpfq �
¸

αww
1gw

é um polinômio multilinear de grau n � 1. Pela escolha de minimalidade no grau de f
segue que φpfq P J . Em particular,

¸
αwx1w

1gw � x1

�¸
w

αww
1gw

�
P J.
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Portanto ao quocientar por J , o polinômio f se resume à expressão
¸

αuugu,

podendo ter seus termos distinguidos naqueles em que xh1
1 aparece em gu como um nsc

de comprimento 1 ou como variável de um nsc de comprimento maior que 1 compõe a
expressão de gu.

Em outras palavras, foram eliminados da expressão de f todos monômios em
que xh1

1 é uma variável ordinária que não aparece em um nsc. Fazendo o mesmo com
as variáveis x2, x3 até xn será obtido que f é equivalente a um polinômio multilinear e
próprio em X � tx1, . . . , xnu.

De fato, considerando agora x2, o quociente de f por J pode ser escrito como
duas somas, exatamente como antes mas com x2 no lugar de x1.

f �
¸

x2PSupptuu

αux1u
1gu �

¸
x2RSupptvu

αvvgv.

O mesmo argumento da construção de φ, agora com x2 ÞÑ 1F , garante que f módulo J é
equivalente a um polinômio multilinear e próprio em tx1, x2u. No limite esse processo leva
a

f �
¸

αgg pmod Jq,

em que cada monômio g é um produto de nsc’s de tamanho maior ou igual a 1. Em outras
palavras,

f � 0 pmod Jq,
isto é, f P J , o que é uma contradição com a hipótese assumida. Portanto TLpAq � J . #

Seguindo na mesma direção, serão reformulados para esse contexto “diferencial”
os conceitos de variedade, cocaracter e as ferramentas para um estudo quantitativo de
identidades, a saber a codimensão e o PI-expoente.

Definição 1.5.3. Seja S � F xXLy um conjunto não vazio de polinômios diferenciais.
Será dado o nome de variedade diferencial determinada por S à classe das L-álgebras que
satisfazem as identidades f � 0 tais que f P S. Além disso, tal variedade será denotada
por VLpSq.

Assim como no caso ordinário, uma variedade pode ser determinada por um
TL-ideal ou por uma álgebra com derivação A, sendo que neste último caso define-se a
variedade diferencial determinada por A como VLpAq � VLpTLpAqq.

Indo agora a caminho da definição dos invariantes numéricos de uma variedade
VLpAq, observe que PL

n X TLpAq é também um Sn-módulo uma vez que um polinômio
diferencial multilinear não deixa de ser uma identidade ao se permutar suas variáveis. Com
isso, define-se o Sn-módulo

PL
n pAq �

PL
n

PL
n X TLpAq .



Capítulo 1. Conceitos Preliminares 42

Ao caracter da representação de Sn associada a esse módulo será reservado o
nome de n-ésimo cocaracter diferencial (ou n-ésimo L-cocaracter) de A, que é geralmente
denotado por χL

npAq. A n-ésima codimensão diferencial de A é definida como

cL
npAq � dim PL

n

PL
n X TLpAq .

É evidente que para toda álgebra com derivação A e todo n ¥ 1 tem-se cnpAq ¤ cL
npAq.

Isso se baseia somente no fato de que todo polinômio ordinário é também um polinômio
diferencial. Em particular, todo polinômio multilinear que for uma identidade ordinária é
também uma identidade diferencial. Indo além, define-se o PI-expoente diferencial de A
como

expLpAq � lim
nÑ8

n
a
cL

npAq
quando esse limite existir. De fato, assim como no caso ordinário esse limite sempre existe.
Foi provado em (Gordienko, 2013a) um análogo a conjectura de Amitsur no contexto mais
geral de álgebras associativas sobre ação de uma álgebra de Hopf H.

Obviamente é possível estender tais conceitos para variedades diferenciais e,
exatamente como no caso ordinário, estudar o crescimento assintótico das variedades
buscando classificá-lo dentre algum tipo de crescimento (polinomial, quase-polinomial,
etc).

Aqui uma observação se faz necessária: quando não houver dúvida de contexto,
será omitida a palavra “diferencial” ao se referir a qualquer um desses conceitos. Desse
modo se evitam repetições cansativas à leitura do presente trabalho.

Para substanciar a discussão acerca de identidades em álgebras com derivação
serão apresentados dois exemplos. O primeiro envolve a álgebra de Grassmann G̃ do
exemplo 1.4.1 e foi explorado em (Rizzo, 2020).

Denotando por txu a parte inteira de um número real x, o resultado central do
artigo (Rizzo, 2020) pode ser descrito como

Teorema 1.5.1. Sejam F um corpo infinito de característica p � 2 e G̃ a L-álgebra de
Grassmann de dimensão infinita sobre F em que L � ⟨δ1, . . . , δt⟩Lie

. Então

• TLpG̃q � ⟨rx1, x2, x3s⟩TL
.

• cL
npG̃q � 2t2n�1 �

tt{2u̧

j�1

ţ

i�2j

�
t

i


�
n

i� 2j



.

Já o segundo exemplo foi explorado no artigo (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e
trata da L-álgebra de matrizes triangulares superiores construída no exemplo 1.4.2. Dentre
os resultados apresentados pelos autores, destacam-se aqueles que descrevem um conjunto
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gerador para o TL-ideal TLpUTmq e que decompõe o cocaracter diferencial dessa L-álgebra
em cocaracteres associados aos Sn-submódulos irredutíveis. De modo mais detalhado:

Teorema 1.5.2. TLpUTmq é gerado como TL-ideal pelo conjunto formado pelos polinômios

xϵ2 � xϵ, xδ2
, xδϵ � xδ, xϵδ

xδrx1, x2s, rx1, x2sxδ, rx1, x2sδ, xϵrx1, x2s,

rx1, y1s � � � rxm, yms, rx1, y1s � � � rxm�1, ym�1sxϵ,

rx1, y1s � � � rxm�2, ym�2s prxm�1, ym�1sϵ � rxm�1, ym�1sq

Teorema 1.5.3. Para todo n ¥ 2 vale que

ΓL
npUTmq � 2 � rrnss ` 2 �

�
m�2

k̀�1
`

lPΛ1
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk � 1, 1ssqSn

�

` `
lPΛ1

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

`
�

m�1

k̀�1
`

lPΛϵ
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk�1 � 1, 1ss b rrlkssqSn

�
.
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2 Variedade diferencial gerada por Um

2.1 Um e Algumas Identidades Diferenciais
Descrever a álgebra de Lie das derivações L que agirá em UTm é crucial, isso

porque é L quem determina a estrutura dos polinômios diferenciais de F xXLy. Nesse
sentido, considere

τ :� ad pe11q,
ϵ :� ad pemmq,
δ :� ad pe1mq,

as derivações internas induzidas por e11, emm e e1m, respectivamente.

Seja L a subálgebra de Lie de EndpUTmq gerada por tτ, ϵ, δu. É óbvio que L é
isomorfa a t2 como álgebra de Lie, basta considerar L Ñ t2 dada por τ ÞÑ e11, ϵ ÞÑ e12,
δ ÞÑ e22. Se for considerada a ordenação τ   ϵ   δ na base de L, o teorema PBW garante
que

t1, τn1ϵn2δn3 : ni P Nu
é uma base da álgebra universal envolvente UpLq.

Portanto, ao invés de trabalhar com a ação de uma álgebra de Lie, equivalente-
mente é possível considerar uma ação da álgebra associativa UpLq. Como já foi ressaltado
na seção anterior, a vantagem disso é principalmente por motivos computacionais, simplifi-
cando a descrição das identidades estruturais (Nardozza, 2023).

Com isso será denotada por Um a álgebra com derivação em que A � UTm

e L � ⟨τ, ϵ, δ⟩
Lie

. Apesar de nomear Um também por L-álgebra reforça-se que a ação
considerada em Um será a ação de UpLq.

A lista a seguir é composta por operadores que agem (com ação à direita) em
Um como o operador nulo. A maneira mais imediata (e natural) de verificar isso é avaliando
em uma matriz arbitrária de Um.

δ2 � 0 ϵ2 � ϵ � 0 τ 2 � τ � 0

ϵδ � 0 τδ � 0 ϵτ � τϵ � 0

δϵ� δ � 0 δτ � δ � 0.

Em outras palavras, os operadores do lado esquerdo das igualdades pertencem ao núcleo
da ação de UpLq em Um. Como as derivações são transformações lineares, essas igualdades
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implicam diretamente nas seguintes identidades diferenciais de Um:

xδ2 � 0 xϵ2 � xϵ � 0 xτ2 � xτ � 0

xϵδ � 0 xτδ � 0 xϵτ � xτϵ � 0

xδϵ � xδ � 0 xδτ � xδ � 0

Essas são as chamadas identidades diferenciais estruturais de Um.

Consequentemente, módulo TLpUmq, há apenas quatro variáveis diferenciais:
xτ , xϵ, xδ e xτϵ. É possível proceder da mesma forma feita em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021),
Lemma 3.2, obtendo novas identidades diferenciais em duas variáveis como consequência
das identidades de grau 1:

xδ
1x

δ
2 � 0 xϵ

1x
ϵ
2 � 0 xϵ

1x
δ
2 � xδ

1x
ϵ
2 � 0

Para elucidar melhor esse procedimento serão verificadas novas identidades de grau 2 que
são consequências das identidades estruturais.

Lema 2.1.1. Os seguintes polinômios diferenciais estão em TLpUmq:

• xα
1x

α
2 , com α P tτ, τϵu

• xτϵ
1 x

β
2 e xβ

1x
τϵ
2 , com β P tτ, ϵ, δu

• xτ
1x

δ
2 e xδ

1x
τ
2

Além disso, todos eles são consequências das identidades estruturais de Um.

Demonstração: Para os cálculos abaixo, considere sempre o quociente por TLpUmq. A
partir dessa convenção, será cometido um pequeno abuso de notação ao usar a igualdade
no lugar do símbolo de congruência.

Usando somente do fato de que τ é uma derivação e que xτ2 � xτ P TLpUmq
segue que

0 � px1x2qτ2 � px1x2qτ � pxτ2

1 x2 � 2xτ
1x

τ
2 � x1x

τ2

2 q � pxτ
1x2 � x1x

τ
2q.

A mesma identidade estrutural aplicada em xτ2

1 e xτ2

2 implica

2xτ
1x

τ
2 � 0.

Logo xτ
1x

τ
2 � 0 é uma identidade diferencial de Um que é consequência da identidade

estrutural xτ2 � xτ � 0, uma vez que charF � 0.

Agora é possível aplicar o L-endomorfismo induzido por xi ÞÑ xϵ
i , i P t1, 2u, na

identidade anterior para ver que
xτϵ

1 x
τϵ
2 � 0 (2.1)
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também é uma identidade de Um. Neste caso, como “ser consequência” é uma propriedade
transitiva, (2.1) é consequência das identidades estruturais xτ2 � xτ � 0 e xτϵ � xϵτ � 0.

Por outro lado, fazendo xi ÞÑ xϵ
i e xj ÞÑ xj , com i � j, são obtidas as identidades

xτϵ
1 x

τ
2 � 0, xτ

1x
τϵ
2 � 0.

É evidente que se for considerada a identidade xϵ
1x

ϵ
2 � 0 juntamente com os L-endomorfismos

induzidos por xi ÞÑ xτ
i e xj ÞÑ xj, com i � j, obtém-se

xτϵ
1 x

ϵ
2 � 0, xϵ

1x
τϵ
2 � 0.

Para concluir o caso dos polinômios envolvendo τϵ, aplique nas últimas duas identidades,
de modo conveniente, os L-endomorfismos induzidos por xi ÞÑ xδ

i e xj ÞÑ xj, com i � j,
para obter

xτϵ
1 x

δ
2 � 0, xδ

1x
τϵ
2 � 0.

Por fim,

0 � px1x2qτδ � pxτ
1x2 � x1x

τ
2qδ � xτδ

1 x2 � xτ
1x

δ
2 � xδ

1x
τ
2 � x1x

τδ
2 � xτ

1x
δ
2 � xδ

1x
τ
2

. Fazendo xi ÞÑ xτ
i e xj ÞÑ xj, com i � j, segue que

xτ
1x

δ
2 � 0, xδ

1x
τ
2 � 0,

são identidades diferenciais de Um. #

Vale ressaltar que não são todas identidades de grau 2 que são consequências
das identidades estruturais. Para ver isso o método tradicional de avaliar polinômios em
matrizes arbitrárias de Um é sugestivo.

Considere portanto X � pxijq P Um. Então

Xτ � �
m̧

j�2
x1je1j, Xϵ �

m�1̧

i�1
ximeim.

Logo, para quaisquer X, Y P Um, é evidente que

XϵY τ � 0

i.e., o polinômio diferencial
xϵ

1x
τ
2 � 0

é uma identidade diferencial de Um.

Aproveitando as avaliações explícitas das variáveis diferenciais em matrizes,
vale destacar mais alguns fatos: o primeiro é que xτ

1x
ϵ
2 � 0 não é uma identidade de Um

uma vez que

XτY ϵ � �
�

m�1̧

j�2
x1jyjm

�
e1m.
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O outro é com relação à distinção que há entre xδ e xτϵ. Veja queXτϵ � �x1me1m

enquanto Xδ � px11 � xmmqe1m.

Todas as identidades acima em duas variáveis garantem que - modulo TLpUmq -
polinômios diferenciais não nulos nunca terão duas variáveis concatenadas sendo ambas
variáveis diferenciais, exceto no caso xτ

1x
ϵ
2.

Na sequência serão apresentadas outras identidades diferenciais. Algumas delas
já foram mostradas em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e é por isso que suas demonstrações
serão omitidas aqui. Uma vez que a álgebra associativa envolvida é a mesma e a álgebra
de Lie xϵ, δyLie que age em UTm em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) é uma subálgebra de
Lie de L � xτ, ϵ, δyLie, as identidades de (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) são identidades
também nesse caso.

Abaixo está uma lista de identidades diferenciais de UTm que estão contidas
dentre os geradores do TL-ideal de identidades em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021).

xδrx1, x2s � rx1, x2sxδ � 0, rx1, x2sδ � 0, xϵrx1, x2s � 0

rx1, y1s � � � rxm�1, ym�1sxϵ � 0,

rx1, y1s � � � rxm�2, ym�2s prxm�1, ym�1sϵ � rxm�1, ym�1sq � 0. (△)

Como foi destacado, todas essas identidades estão também em TLpUmq. Além dessas,

Teorema 2.1.1. Os seguintes polinômios diferenciais estão em TLpUmq:

rx1, x2sxτ (2.2)

xτ rx1, y1s � � � rxm�1, ym�1s (2.3)

prx1, y1sτ � rx1, y1sq rx2, y2s � � � rxm�1, ym�1s (♢)

rx1, x2sxτϵ (2.4)

xτϵrx1, x2s (2.5)

Demonstração: Para o primeiro polinômio diferencial, observe que sob qualquer substituição
h : X Ñ Um, os termos de (2.2) assumem a seguinte forma:

rx1, x2s hÞÑ

�
�����

0 � � � � �
... . . . . . . ...
0 � � � 0 �
0 � � � 0 0

�
����
 e xτ hÞÑ

�
�����

0 � � � � �
0 � � � 0 0
0 � � � 0 0
0 � � � 0 0

�
����
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em que � representa as únicas entradas não nulas possíveis de hpxτ q. Portanto, é óbvio que
(2.2) é uma identidade diferencial de Um. Já (2.3) é uma consequência direta da identidade
ordinária de Um uma vez que xτ é um comutador.

Agora, se ci � rxi, yis, , 1 ¤ i ¤ m�1, o polinômio diferencial (♢) pode ser visto
como pcτ

1 � c1qc2 � � � cm�1. Se h : X Ñ Um é uma substituição tal que hpc2 � � � cm�1q � 0,
então

hpc2 � � � cm�1q �

�
��������

0 � � � 0 � �
0 0 � � � 0 �
0 0 0 � � � 0
... . . . ...
0 � � � 0

�
�������

.

Observe que hpc1q e hpcτ
1q contribuirão para hppcτ

1�c1qc2 � � � cm�1q apenas com suas entradas
p1, 1q, p1, 2q e p2, 2q. Como estas entradas de hpc1q coincidem com as de �hpcτ

1q segue que

hppcτ
1 � c1qc2 � � � cm�1q � 0, para toda substituição h.

(2.4) e (2.5) podem ser verificadas assim como foi feito com (2.2) uma vez que

xτϵ hÞÑ

�
�����

0 � � � 0 �
0 � � � 0 0
0 � � � 0 0
0 � � � 0 0

�
����
.

#

Por fim há mais uma identidade que constituirá o conjunto gerador de TLpUmq.
Ela é uma generalização para matrizes de ordem maior de uma identidade que surge no
caso m � 3. Esse caso particular foi descrito em (Nardozza, 2023) e lá vale a identidade
diferencial

rx1, x2sτϵ � rx1, x2sτ � rx1, x2sϵ � rx1, x2s � 0. (2.6)

Verificar essa identidade não é uma tarefa hercúlea. Basta notar que por se
tratar de uma soma de comutadores, qualquer substituição h : X Ñ U3 em cada comutador
estará retornando uma matriz que pode ser identificada em UT2, uma vez que a diagonal
principal foi anulada.

Depois disso, é suficiente notar que hprx1, x2sτ q “reconstrói” as entradas p1, 2q e
p1, 3q de hprx1, x2sq, assim como hprx1, x2sϵq faz com as entradas p1, 3q e p2, 3q de hprx1, x2sq.
Por fim, a entrada p1, 3q, que foi somada duas vezes, é corrigida por hprx, ysτϵq que reconstrói
somente a entrada p1, 3q de hprx1, x2sq.

De modo geral quando m ¥ 4 e h : X Ñ Um é uma substituição, é possível
identificar hprx1, y1s � � � rxm�2, ym�2sq com uma matriz de UT2 da mesma maneira. Os
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mesmos argumentos garantem que

prx1, y1s � � � rxm�2, ym�2sqτϵ � prx1, y1s � � � rxm�2, ym�2sqτ

�prx1, y1s � � � rxm�2, ym�2sqϵ � rx1, y1s � � � rxm�2, ym�2s � 0
(2.7)

é uma identidade diferencial de Um.

Seja I � F xXLy o conjunto formado por todos polinômios diferenciais que
apareceram nas identidades diferenciais de Um apresentadas até agora, com exceção dos
polinômios (△), (♢) e, dentre as identidades de grau 2, inclúi-se em I somente o polinômio
xϵ

1x
τ
2. Além disso, será denotado por I o TL-ideal gerado por I.

Neste momento a razão dessa exceção é quase óbvia: será mostrado que I é um
conjunto gerador para o TL-ideal das identidades diferenciais de Um. Como xϵ

1x
τ
2 � 0 é a

única identidade de grau 2 que não é consequência das identidades estruturais, é necessário
considerá-la dentre os geradores. No caso dos polinômios (△) e (♢), será visto que eles
não são necessários para gerar TLpUmq devido à identidade (2.7).

2.2 Um Conjunto Gerador para TLpUmq

Nessa seção será mostrado que I é um conjunto gerador para o TL-ideal TLpUmq.
De início serão apresentados uma série de resultados que reduzem as possibilidades de
expressões para os polinômios diferenciais multilineares próprios módulo I. Desse modo se
garantirá um conjunto gerador PnpUmq para o espaço vetorial formado por estes polinômios.
Em um segundo momento, será mostrado que, na verdade, esse conjunto é uma base
para o espaço dos polinômios módulo TLpUmq. Com isso, conclui-se que I � TLpUmq e
consequentemente I é um conjunto gerador de TLpUmq.

Os resultados que aparecem aqui sem demonstração podem ser consultados em
(Di Vincenzo; Nardozza, 2021).

Lema 2.2.1. Se u é um nsc envolvendo uma δ-variável então uc � cu � 0 pmod Iq, para
todo nsc c.

Lema 2.2.2. Seja u P ΓL
n,1 um polinômio envolvendo uma δ-variável. Então

u � rxδ
n, x1, . . . , xn�1s pmod Iq.

Foi destacado há pouco que, quando avaliado em matrizes de Um, xτϵ se
assemelha à xδ. É de se esperar portanto que também haja certa semelhança em polinômios
diferenciais envolvendo essas variáveis diferenciais. Isto se evidencia nos próximos resultados.

Lema 2.2.3. Se u é um nsc envolvendo uma τϵ-variável então uc � cu � 0 pmod Iq, para
todo nsc c.
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Demonstração: Se u � xτϵ então

uyϵ � uyδ � uyτ � uyτϵ � 0 pmod Iq.

Analogamente, para todo s ¥ 1, e todo α P t1, δ, τ, ϵ, τϵu,

uryα, y1, . . . , yss � 0 pmod Iq

pois urx1, x2s P I e nessa identidade pode-se aplicar um L-endomorfismo dado por x1 ÞÑ
ryα, y1, . . . , ys�1s, x2 ÞÑ ys.

Seja u � rxτϵ, x1, . . . , xrs. O caso r � 0 acabou de ser verificado. Suponha
portanto que rxτϵ, x1, . . . , xr�1sc P I, para qualquer nsc c e defina u1 � rxτϵ, x1, . . . , xr�1s.
A partir disso,

uc � ru1, xrsc � u1xrc� xru
1c,

e por hipótese de indução
uc � u1xrc pmod Iq.

Mas xrc � cxr � rc, xrs. Portanto

uc � u1cxr � u1rc, xrs � 0 pmod Iq, @c nsc.

É óbvio que argumentos análogos (com sua devida simetria) garantem também
que cu � 0 pmod Iq. #

Assim como acontece com polinômios diferenciais que envolvam uma δ-variável,
se u P ΓL

n,k envolve uma τϵ-variável e u R I, então k � 1.

Lema 2.2.4. Considere u P ΓL
n,1 um polinômio envolvendo uma τϵ-variável. Então u �

rxτϵ
j , x1, . . . , xn�1s pmod Iq, para algum j P t1, 2, . . . , nu.

Demonstração: Sejam 1 ¤ j ¤ n e u � rxτϵ
j , x1, . . . , x̂j, . . . , xns. Então

rxτϵ
j , x1, . . . , xns � rrrxτϵ

j , x1, . . . , xn�2s, xn�1s, xns.

Olhando para r�, xns como uma derivação, segue que

u � rxτϵ
j , x1, . . . , xns

� rrrxτϵ
j , x1, . . . , xn�2s, xns, xn�1s � rrxτϵ

j , x1, . . . , xn�2s, rxn�1, xnssloooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
PI

� rxτϵ
j , x1, . . . , xn�2, xn, xn�1s pmod Iq

Portanto, módulo as identidades de I, as variáveis ordinárias podem ser re-
ordenadas de modo crescente. Para finalizar, observe também que é possível trocar a
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τϵ-variável de posição.

rrrx1, . . . , xj�2s, xj�1s, xτϵ
j s � rx1, . . . , xj�2s, xτϵ

j s, xj�1s � rrx1, . . . , xj�2s, rxj�1, x
τϵ
j sslooooooooooooooomooooooooooooooon

PI

� rx1, . . . , xj�2, x
τϵ
j , xj�1s pmod Iq.

#

Continuando com a redução dos polinômios módulo identidades, serão apresen-
tados ainda mais alguns resultados.

Lema 2.2.5. Seja u um nsc envolvendo uma ϵ-variável. Então uc � 0 pmod Iq, para todo
nsc c.

Lema 2.2.6. Se u é um nsc envolvendo uma τ -variável então cu � 0 pmod Iq, para todo
nsc c.

Demonstração: Considere u � zτ . No caso em que c � yα, com α P tδ, τ, ϵ, τϵu, é evidente
que

cu � 0 pmod Iq,
pois yαzτ P I para qualquer escolha de α. Mais ainda, se c � ryα, y1, . . . , yss é um nsc,
fazendo x1 ÞÑ ryα, y1, . . . , ys�1s e x2 ÞÑ ys, segue de rx1, x2sxτ P I que

cu � 0 pmod Iq.

Suponha agora que cv � 0 pmod Iq para todo nsc c, em que v é um nsc de comprimento
menor que s�1 envolvendo uma τ -variável. Seja u � rzτ , z1, . . . , zss e u1 � rzτ , z1, . . . , zs�1s.
Então

u � ru1, zss � u1zs � zsu
1 ùñ cu � czsu

1 pmod Iq, @c nsc.

Além disso, czs � rc, zss � zsc, logo

cu � rc, zssu1 � zscu
1 pmod Iq.

Pela hipótese de indução cu1 � 0 pmod Iq, para todo nsc c. Consequentemente cu � 0 pmod Iq
e segue o resultado. #

Vale destacar que a prova desse teorema dá a idéia para o caso simétrico que
foi omitido na demonstração do lema 2.2.3. Nesse ponto portanto o leitor pode verificar
aquele caso simplesmente trocando a derivação τ por τϵ na demonstração anterior.

Com os lemas apresentados até aqui é possível fazer uma redução na forma da
identidade (2.7). Se α é uma derivação então

prx1, y1s � � � rxj, yjsqα � rx1, y1sα � � � rxj, yjs � � � � � rx1, y1s � � � rxj, yjsα. (2.8)
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Do mesmo modo (a partir da identidade de Leibnitz), é possível distribuir a derivação
dentro de cada comutador. Para derivações concretas, se α � τ por exemplo, (2.8) se
expressa como

rx1, y1sτ � � � rxj, yjs pmod Iq
em virtude do Lema 2.2.6. Analogamente, se α � ϵ, (2.8) se expressa como

rx1, y1s � � � rxj, yjsϵ pmod Iq.

No caso particular em que α � τϵ, α não é uma derivação mas é possível aplicar o que foi
feito quando α � τ e em seguida o que foi feito quando α � ϵ obtendo a seguinte expressão
para (2.8):

rx1, y1sτ rx2, y2s � � � rxj�1, yj�1srxj, yjsϵ pmod Iq.

Com essas observações segue que a identidade (2.7) se expressa como

rx1, y1sτ rx2, y2s � � � rxm�3, ym�3srxm�2, ym�2sϵ�
�rx1, y1sτ rx2, y2s � � � rxm�3, ym�3srxm�2, ym�2s�
�rx1, y1srx2, y2s � � � rxm�3, ym�3srxm�2, ym�2sϵ�
�rx1, y1srx2, y2s � � � rxm�3, ym�3srxm�2, ym�2s

� 0 pmod Iq (2.9)

Ou seja, isolando o polinômio ordinário fica evidente que qualquer produto
de m � 2 comutadores ordinários é equivalente a uma soma de polinômios diferenciais
envolvendo uma τ -variáveis ou uma ϵ-variáveis (podendo envolver ambas simultaneamente).

As contas foram feitas para comutadores de comprimento 2 mas obviamente a
idéia usada na demonstração dos lemas anteriores que transforma rx1, x2s em ry, y1, . . . , yss
a partir de x1 ÞÑ ry, . . . , ys�1s, x2 ÞÑ ys, pode ser usada para generalizar este resultado
para comutadores de qualquer comprimento.

Com isso pode ser demonstrado o seguinte resultado.

Lema 2.2.7. Seja u P ΓL
n,m�1 um polinômio envolvendo uma α-variável, com α P t1, τ, ϵu.

Então u é equivalente a uma soma de polinômios formados por m� 1 comutadores em que
o primeiro comutador envolve uma τ -variável e o último envolve uma ϵ-variável.

Demonstração: considere u � c1 � � � cm�1 em que cada ci é um nsc. Se α � 1 então
a identidade (2.9) pode ser aplicada tanto nos primeiros quanto nos últimos m � 2
comutadores. Na verdade esta identidade será aplicada desses dois modos e tanto faz por
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qual escolha começar. Então, utilizando os lemas anteriores segue que

u � pc1 � � � cϵ
m�2 � cτ

1 � � � cm�2 � cτ
1 � � � cϵ

m�2qcm�1 pmod Iq
� �cτ

1c2 � � � cm�2cm�1 pmod Iq
� �cτ

1pc2 � � � cϵ
m�1 � cτ

2 � � � cm�1 � cτ
2 � � � cϵ

m�1q pmod Iq
� �cτ

1c2 � � � cm�2c
ϵ
m�1 pmod Iq

Por outro lado, se α � τ a diferença é que necessariamente c1 envolverá a
τ -variável enquanto que no caso de α � ϵ será cm�1 que envolverá a ϵ-variável. Em ambos
casos as contas anteriores se simplificam pois quando α � τ só será aplicada a identidade
(2.9) nos últimos m� 2 comutadores e se α � ϵ nos primeiros m� 2 comutadores. Com
isso, segue o resultado. #

Neste ponto se faz necessário introduzir algumas notações para prosseguir com
a discussão. Para k ¤ m� 3, denote por P1

n,kpUmq o subconjunto de ΓL
n,k com elementos

c1 � � � ck, em que ci é um osc para todo 1 ¤ i ¤ k.

Para k ¤ m � 2, seja Pϵ
n,kpUmq o subconjunto de ΓL

n,k de todos os produtos
c1 � � � ck, em que ci é um osc para todo 1 ¤ i   k e ck é um nsc envolvendo uma ϵ-variável em
sua primeira entrada. Considere também o subconjunto Pτ

n,kpUmq formado por elementos
c1 � � � ck, em que ci um osc para todo 1   i ¤ k, e c1 é um nsc envolvendo uma τ -variável
em sua primeira entrada.

Além disso, defina

Pδ
npUmq � trxδ

n, x1, . . . , xn�1su � ΓL
n,1,

Pτϵ
n,1pUmq � trxτϵ

1 , x2, . . . , xns, rxτϵ
2 , x1, . . . , xns, . . . , rxτϵ

n , x1, . . . , xn�1su � ΓL
n,1.

Para tratar dos polinômios “mistos” que surgem, será denotado por Pτϵ
n,kpUmq, com 2 ¤ k ¤

m� 1, o subconjunto de ΓL
n,k com elementos c1 � � � ck nos quais c1 envolve uma τ -variável,

ck envolve uma ϵ-variável, ambas em suas primeiras entradas, e ci é um nsc ordinário
quando 2   i   k � 1.

É importante notar que, módulo as identidades de I, termos como

u � rxα
1 , . . . , xr, y

β
1 , . . . , yss, com α, β P tτ, ϵu, α � β, and r � s � n,

pertencem ao espaço gerado por Pτϵ
n,2. De fato, a depender das escolhas de α e β, u é igual

a
rrxτ

1, . . . , xrsyϵ
1, y2 . . . , yss, quando α � τ, β � ϵ,

ou
�ryτ

1 rxϵ
1, . . . , xrs, y2 . . . , yss, quando α � ϵ, β � τ.
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Junte a isso o fato de que toda álgebra associativa satisfaz

rx1x2, x3s � rx1, x3sx2 � x1rx2, x3s

e a afirmação se verifica.

Para concluir esta extensa lista de definições sobre polinômios diferenciais e
seus conjuntos, denote por

Pα
n pUmq � Y

k¤m�1
Pα

n,kpUmq, α P t1, δ, τ, ϵ, τϵu,

sendo Pα
n,kpUmq � H quando este conjunto não tiver sido definido para o par pα, kq.

E para finalizar, Γα
npUmq irá representar o F -subespaço gerado por Pα

n pUmq no
quociente de ΓL

n por TLpUmq. Por simplicidade os elementos de Γα
npUmq serão chamados

α-polinômios diferenciais.

Com essas subdivisões é possível dar a seguinte descrição para o conjunto

PnpUmq � P1
npUmq Y Pδ

npUmq Y Pτ
npUmq Y Pϵ

npUmq Y Pτϵ
n pUmq

Toda discussão até aqui é na verdade a demonstração do teorema abaixo.

Teorema 2.2.1. PnpUmq gera o espaço vetorial ΓL
n módulo I.

Demonstração: Considere um polinômio f P ΓL
n . Então f pode ser escrito como uma

combinação linear de nsc’s c1 � � � ck. Quocientando ΓL
n por I, com base nos resultados acima

segue que cada c1 � � � ck é equivalente ou a zero, no caso de f � 0 ser uma identidade
diferencial de Um ou a uma combinação linear de polinômios de PnpUmq.

Em outras palavras, todo elemento de ΓL
n , módulo I, é uma combinação linear

de polinômios de PnpUmq. Consequentemente

ΓL
n{I � ⟨PnpUmq⟩EV

.

#

Como uma implicação direta, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.2.1. PnpUmq gera ΓL
npUmq.

Demonstração: É suficiente observar que I � TLpUmq. Consequentemente,

ΓL
npUmq � ΓL

n

TLpUmq � ΓL
n{I.

#

Em resumo, acaba de ser demonstrado que PnpUmq é suficiente para gerar
- módulo I - todos polinômios multilineares próprios de grau n, em particular módulo
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o TL-ideal de identidades de Um. Na sequência se iniciará a discussão para provar a
independência linear de PnpUmq módulo TLpUmq e com isso terá sido provado um dos
teoremas centrais da tese:

Teorema 2.2.2. PnpUmq é uma base de ΓL
npUmq. Consequentemente I � TLpUmq e, em

particular, I é um conjunto gerador para as identidades diferenciais de Um.

A demonstração desse resultado se reduzirá à demonstração do restante dos
resultados desta seção.

Proposição 2.2.1. Para qualquer n ¥ 1, o vetor rxδ
n, x1, . . . , xn�1s é l.i. dos demais

vetores de PnpUmq.

Demonstração: Suponha que

f �
¸
u

auu�
¸
v

avv � brxδ
n, x1, . . . , xn�1s � 0,

com u percorrendo todos elementos de P1
n Y Pϵ

n e v percorrendo Pτ
n Y Pτϵ

n . Como eϵ
11 �

eτ
11 � 0,

e11 P Kerpτq XKerpϵq XKerpτϵq.
Com isso, considerando a substituição X ξÑ te11u avaliada em f , obtém-se ξpfq � 0 e

ξpuq � 0, @u P P1
n Y Pϵ

n,

uma vez que e11 P Kerpϵq e todo osc comuta quando avaliado por ξ. De modo similar,

ξpvq � 0, @v P Pτ
n Y Pτϵ

n .

Apesar disso,
ξprxδ

n, x1, . . . , xn�1sq � 0,

pois eδ
11 � e1m. Logo b � 0. #

Visando uma escrita mais simplificada, daqui em diante, ao ser dito que X é
um subconjunto l.i. de PnpUmq significará que o conjunto X é linearmente independente
dos demais elementos de PnpUmq que ainda não foram mostrados com essa propriedade.

Em outras palavras, o que está sendo feito é um processo de eliminação dos
elementos de PnpUmq: o primeiro passo foi dado pela proposição anterior que eliminou
ω � rxδ

n, x1, . . . , xn�1s de ser gerado por PnpUmq. O próximo passo é verificar que um dado
subconjunto X não pode ser gerado por R :� PnpUmqztωu e com isso elimina-se X de R.
Esse processo segue sucessivamente, eliminação por eliminação, findando quando R atinge
o conjunto vazio. É o fim desse processo que garantirá que PnpUmq é l.i.

Esta convenção tem o propósito de não ficar repetindo esta explicação a cada
novo resultado que mostra tal propriedade para um subconjunto de PnpUmq mas também
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para não induzir o leitor ao erro de pensar que foi mostrada a independência linear de
PnpUmq mostrando que os subconjuntos que particionam este primeiro conjunto são l.i.
separadamente.

Feito esse apontamento é possível retornar a discussão dos resultados.

Proposição 2.2.2. P1
npUmq é um subconjunto l.i. de PnpUmq.

Demonstração: Considere K a subálgebra de Um formada por matrizes com a primeira
linha e a última coluna assumindo apenas valores zero. É fácil ver que K � UTm�2 como
F -álgebras. Para se convencer disto é suficiente escrever esta aplicação e verificar com
contas simples que vale o isomorfismo. Com isso em mente, seja

f �
¸

uPP1
npUmq

auu�
¸
vPR

avv,

com R � PnpUmqzpP1
npUmq Y Pδ

npUmqq.
Se X ξÑ K é uma substituição então ξpXq P Kerpτq XKerpϵq XKerpτϵq pois K

está nesses núcleos. Além disso, como consequência da identidade (ordinária) de UTm�2,
qualquer produto de mais de m� 3 comutadores se anula nesta substituição.

Em outras palavras, qualquer substituição em K se anula em Pα
n pUmq com

α P tτ, ϵ, τϵu. Como resultado,

ξpfq � ξ

�
� ¸

uPP1
npUm�2q

auu

�

� 0

em que ξ é uma substituição arbitrária em K � UTm�2, ou seja,¸
uPP1

npUm�2q

auu � 0

é uma identidade polinomial ordinária de UTm�2. Como é sabido (e.g.(Drensky, 2000))
P1

npUmq é uma base para ΓnpUTm�2q, logo au � 0, @u P P1
npUm�2q. #

Relembrando as notações estabelecidas em 1.2.10, para todo k, n P N sa-
tisfazendo k ¤ n, considere para as próximas definições ω � c1 � � � ck P Pα

n,kpUmq,
α P t1, τ, ϵ, δ, τϵu.

Definição 2.2.1. A estrutura de ω é definida como a sequência lpωq � plpc1q, . . . , lpckqq
dos comprimentos dos comutadores envolvidos em ω. Em particular, se ω P Pα

n,kpUmq então
lpωq P Λα

n,k.

Definição 2.2.2. Se zi é a variável na primeira posição do comutador ci, então zi será
chamada a letra principal de ci e todas outras serão as letras secundárias. A palavra
principal de ω é a palavra ||ω|| :� z1 � � � zk obtida da concatenação das letras principais de
c1 até ck respectivamente.
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Existem maneiras simples de identificar matrizes de ordem menor de Us, com
s   m, em Um: uma delas é escrever uma matriz s � s nas primeiras s linhas e colunas
de uma matriz em Um. Mais precisamente, aplicar o homomorfismo Us

ısÝÑ Um no qual
eij ÞÑ eij para 1 ¤ i ¤ j ¤ s, e eij ÞÑ 0 nos demais casos.

Outra maneira é identificar uma matriz s � s com as últimas s linhas e
colunas de uma matriz em Um. Para isso, é aplicado o homomorfismo Us

θsÝÑ Um tal que
eij ÞÑ em�s�i,m�s�j para 1 ¤ i ¤ j ¤ s e zero nos demais geradores.

Não é difícil ver que ıs, θs, s   m, são monomorfismos de álgebra. Além disso,
se 1 ¤ s ¤ m� 1,

ıspUsq � Kerpϵq, θspUsq � Kerpτq.
Essas identificações serão importantes para construir algoritmos para eliminar polinômios
diferenciais em Pτ

npUmq Y Pϵ
npUmq Y Pτϵ

n pUmq.

Definição 2.2.3. Para cada 1 ¤ k ¤ m � 2 e ω � c1 � � � ck P Pτ
n,kpUmq, considere a

substituição ψω : X Ñ ık�1pUk�1q � Um definida por

zi ÞÑ ei i�1

letras secundárias de ci ÞÑ ei�1 i�1,

em que zi é a letra principal de ci, i ¤ k. À ψω será dado o nome de substituição especial
induzida por ω. É importante notar que ψωpωq � λe1 k�1, com λ P F z0.

Definição 2.2.4. Para cada 1 ¤ k ¤ m � 2 e ω � c1 � � � ck P Pϵ
n,kpUmq, considere a

substituição ϕω : X Ñ θk�1pUk�1q � Um definida por

zi ÞÑ θk�1pei i�1q
letras secundárias de ci ÞÑ θk�1pei�1 i�1q.

Essa substituição foi construída em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) e, como no
artigo, será chamada de Ak�1-substituição induzida por ω.

Resta provar mais um lema técnico para finalmente estabelecer o algoritmo.

Lema 2.2.8. Seja ω P Pτ
n,kpUmq, com 1 ¤ k ¤ m� 2, e ψω a substituição especial induzida

por ω. As seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Para todo u P Pϵ
npUmq Y Pτϵ

n pUmq vale que ψωpuq � 0.

2. Para todo h ¡ k, e u P Pτ
n,hpUmq, vale que ψωpuq � 0.

3. Se u P Pτ
n,kpUmq e ψωpuq � 0 então lpuq ¥ lpωq. Além disso, se lpuq � lpωq então

u � ω.
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Demonstração: 1. Como já observado, ıspUsq � Kerpϵq se s ¤ m � 1. Como Impψωq �
ık�1pUk�1q quando 1 ¤ k ¤ m� 2, é evidente que qualquer nsc envolvendo uma ϵ-variável
se anula na substituição ψω. Com isso,

ψωpuq � 0, @u P Pϵ
npUmq Y

s¥2
Pτϵ

n,spUmq.

Note entretanto que Kerpτϵq � Umz ⟨e1m⟩
EV

. Como consequência ıspUsq � Kerpτϵq e
ψωpuq � 0 também no caso em que u P Pτϵ

n,1pUmq.
2. Isso é uma consequência direta de que qualquer produto de mais de k comutadores é
uma identidade de Uk�1.
3. Considere u � d1 � � � dk P Pτ

n,kpUmq satisfazendo ψωpuq � 0. Em ψω apenas k entre todas
as n variáveis são substituídas por elementos fora da diagonal, mais especificamente, as
variáveis denotadas por z1, . . . , zk. Como u é formado apenas por k comutadores, cada
comutador di deve ter exatamente uma variável em tz1, . . . , zku, caso contrário haverá um
comutador dl que se anula.

É importante ressaltar que qualquer permutação diferente da identidade anula
o produto

e12 e23 � � � ek k�1.

Esse fato implica que, ao analisar a substituição ψωpuq, é possível afirmar sobre u que
cada zi deve aparecer exatamente no comutador di, para cada 1 ¤ i ¤ k. Caso contrário
ψωpuq � 0. As variáveis restantes, como já mencionado, são substituídas por elementos
diagonais. Portanto, duas letras secundárias não podem preencher simultaneamente as
duas primeiras posições de um comutador. Em resumo, para cada i, a variável zi está na
1ª ou 2ª posição de di.

Suponha agora que uma letra secundária de ck apareça em dj, com j   k.
Então ψωpdjq � 0 pois rej j�1, ek�1 k�1s � 0. Mas ψωpuq � 0. Portanto, todas as letras
secundárias de ck devem estar em dk e, consequentemente, lpdkq ¥ lpckq.

No caso de lpdkq � lpckq, todas as variáveis de dk coincidem com as de ck.
Em particular, elas têm o mesmo mínimo, que é a variável em sua 2ª posição. Assim, zk

preenche a 1ª posição de cada uma delas e a ordenação standard das variáveis em nsc’s
implica que dk � ck.

Se k ¡ 1 e lpdk�1q � lpck�1q, a mesma situação descrita anteriormente ocorrerá:
nenhuma letra secundária de ck�1 pode aparecer em dj quando j   k � 1 sem que
ψωpdjq � 0. Consequentemente todas as variáveis de ck�1 devem estar em dk�1 e, em
particular, elas têm a mesma variável mínima. Como antes, zk�1 está na primeira posição
e, a variável mínima, na segunda posição. Em conclusão dk�1 � ck�1.

Esses argumentos podem ser usados para tratar os demais comutadores. No
último comutador, especialmente, temos uma pequena simplificação: z1 é uma letra
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diferencial envolvendo τ e é por isso que z1 deve estar na primeira posição de c1 e d1.
Portanto, lpd1q � lpc1q implica, da mesma forma, que d1 � c1.

Com isso, se ψωpuq � 0 e lpuq � lpωq então u � ω. #

Como mencionado, o último lema permite usar um algoritmo análogo ao
utilizado em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021). É possível eliminar um a um os τ -polinômios
diferenciais de estrutura máxima que são l.i. com os demais, começando de k � 1 até m�2.
O passo inicial é eliminar o polinômio de estrutura máxima de Pτ

n,1, depois o próximo
de estrutura máxima nesse mesmo conjunto até mostrar a independência linear de Pτ

n,1

completamente. Em seguida se repete o mesmo processo para Pτ
n,2 e assim sucessivamente

até Pτ
n,m�2. Com o final desse processo, está provado que Pτ

npUmq � Ym�2
k�1 Pτ

n,kpUmq é um
subconjunto linearmente independente de PnpUmq.

Além disso, o algoritmo de (Di Vincenzo; Nardozza, 2021) também pode ser
aplicado aqui para eliminar os ϵ-polinômios diferenciais.

Lema 2.2.9. Seja ω P Pϵ
n,kpUmq, , 1 ¤ k ¤ m� 2, e φω a Ak�1-substituição induzida por

ω. As seguintes afirmações valem:

1. Para todo u P Pτ
npUmq Y Pτϵ

n pUmq tem-se φωpuq � 0.

2. Para todo h ¡ k, e todo u P Pϵ
n,hpUmq, tem-se φωpuq � 0.

3. Se u P Pϵ
n,kpUmq e φωpuq � 0 então lpuq ¥ lpωq. Além disso, se lpuq � lpωq então

u � ω.

Antes de apresentar a prova, vale ressaltar o fato de que o item 1 garante que
é possível provar a independência linear de Pϵ

npUmq sem ter provado que Pτ
npUmq é l.i.,

usando o mesmo algoritmo com os itens 2 e 3.

Demonstração: 1. De forma simétrica ao lema anterior, já sabemos que θspUsq � Kerpτq,
para todo s ¤ m� 1. Consequentemente θspUsq � Kerpτϵq. Como

Impφωq � θk�1pUk�1q se 1 ¤ k ¤ m� 2,

segue que
φωpuq � 0, @u P Pτ

npUmq Y Pτϵ
n pUmq.

A prova dos itens 2 e 3 pode ser consultada em (Di Vincenzo; Nardozza, 2021), Lemma
4.6. #

Portanto o algorítmo descrito anteriormente garante que Pϵ
pUmq é um subcon-

junto l.i. de PnpUmq.
Agora é necessário lidar com os polinômios “mistos”, ou seja, os polinômios de

Pτϵ
n pUmq. O primeiro passo será lidar com os polinômios diferenciais de Pτϵ

n,1pUmq.
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Proposição 2.2.3. Pτϵ
n,1pUmq é um subconjunto l.i. de PnpUmq.

Demonstração: Para eliminar todos os polinômios de Pτϵ
n,1pUmq, é necessário, para cada

i P t1, . . . , nu, uma avaliação ξi : X Ñ Um que envie

xi ÞÑ e1 m

xj ÞÑ em m se i � j

Com isso,
ξiprxτϵ

j , x1, . . . , xnsq � �δije1m.

Mais ainda, todo ω que é produto de comutadores satisfaz

ξipωq � 0,

uma vez que ξi substitui somente uma variável por um elemento fora da diagonal. Portanto,
considerando 0 como uma combinação linear de todos os elementos de Pτϵ

n pUmq é possível
eliminar os polinômios de Pτϵ

n,1pUmq um a um. #

Resta lidar com Yk¥2 Pτϵ
n,kpUmq. Para isso será considerada uma nova substitui-

ção “especial”.

Definição 2.2.5. Para cada 2 ¤ k ¤ m� 1 e ω � c1 � � � ck P Pτϵ
n,kpUmq, seja ηω : X Ñ Um

a substituição que envia

zi ÞÑ ei i�1

letras secundárias de ci ÞÑ ei�1 i�1, quando 1 ¤ i ¤ k � 2,

zk�1 ÞÑ ek�1 m�1

letras secundárias de ck�1 ÞÑ em�1 m�1,

zk ÞÑ em�1 m

letras secundárias de ck ÞÑ em m.

Não é difícil ver que ηωpωq � λe1m, com λ � 0.

Lema 2.2.10. Seja ω P Pτϵ
n,kpUmq, 2 ¤ k ¤ m � 1, e ηω a substituição induzida por ω

conforme a definição anterior. As seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Para todo h ¡ k e u P Pτϵ
n,hpUmq vale que ηωpuq � 0.

2. Se u P Pτϵ
n,kpUmq e ηωpuq � 0 então lpuq ¥ lpωq. Além disso, se lpuq � lpωq então

u � ω.

Demonstração:
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1. Seja u � d1 � � � dh P Pτϵ
n,hpUmq com h ¡ k. Como antes, ηω substitui somente

k variáveis por elementos fora da diagonal. Consequentemente existe j P t1, . . . , hu tal que
dj é formado somente por letras secundárias de c1, . . . , ck. Nesse caso ηωpdjq � 0, i.e., dj

comuta e portanto ηωpuq � 0 sempre que h ¡ k.

2. A prova desse item é exatamente a prova do item 3. do Lema 2.2.8, trocando
somente ψω por ηω. #

Portanto, como feito com as outras substituições, é possível eliminar um a um
os polinômios de Yk¥2Pτϵ

n,kpUmq começando por k � 2 até k � m�1. Desse modo se mostra
a independência linear de Yk¥2Pτϵ

n,k e consequentemente está concluída a demonstração do
Teorema 2.2.2.

2.3 Estrutura de ΓLnpUmq como Sn-módulo
Os próximos resultados já são bem conhecidos na teoria de identidades polinô-

miais ordinárias. Mais uma vez a bibliografia (Drensky, 2000) é uma referência para suas
demonstrações (veja Theorem 12.5.6 ).

Lema 2.3.1. Para todo m ¥ 3 e n ¥ 2,

ΓnpUTmq �Sn ΓnpUTm�1q ` `lPΛ1
n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn .

Corolário 2.3.1. Para todo m, n ¥ 2,

ΓnpUTmq �Sn

m�1

k̀�1
`

lPΛ1
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk � 1, 1ssqSn .

Como foi descrita uma base para ΓL
npUmq em termos dos conjuntos Pα

n pUmq
(Corolário 2.2.1), com α P t1, τ, ϵ, δ, τϵu, é suficiente descrever a estrutura em Sn-módulos
irredutíveis dos espaços Γα

npUmq. É isso que será feito a seguir.

Lema 2.3.2. Para todo m ¥ 3 e n ¥ 2,

Γ1
npUmq �Sn ΓnpUTm�2q.

Demonstração: esse resultado é direto uma vez que P1
npUmq é uma base para esses dois

F -espaços e a ação de Sn em ambos também coincide. #

Corolário 2.3.2. Para todo m ¥ 3 e n ¥ 2,

Γ1
npUmq �Sn

m�3

k̀�1
`

lPΛ1
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk � 1, 1ssqSn .

#

O próximo resultado é uma consequência direta do Lema 2.2.2.
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Lema 2.3.3. Para todo m, n ¥ 2, Γδ
npUmq � rrnss

Antes de seguir para a estrutura do restante dos polinômios diferenciais, se
faz necessário estabelecer algumas notações. Para α P tτ, ϵ, τϵu, será adotada a seguinte
partição (de conjuntos)

Pα
n pUmq � Pα

n,¤m�3pUmq �YPα
n,m�2pUmq �YPα

n,m�1pUmq,
em que

Pα
n,¤m�3pUmq � m�3Y

k�1
Pα

n,kpUmq.
Agora, se α P t1, τ, τϵu e l P Λα

n,k, define-se para k P tm� 2,m� 1u
Pα

n,kpUm, lq � tω P Pα
n,kpUmq : lpωq � lu.

É evidente que
Pα

n,kpUmq � �Y
lPΛα

n,k

Pα
n,kpUm, lq.

Além disso, denote por

Wα
¤m�3pUmq �

〈
Pα

n,¤m�3pUmq
〉

EV
, Wα

k pUmq �
〈
Pα

n,kpUmq
〉

EV
, Wα

k plq �
〈
Pα

n,kpUm, lq
〉

EV
,

quando l P Λα
n,k. Não é difícil ver que

Wα
k � `

lPΛα
n,k

Wα
k plq.

Estas definições foram feitas de maneira geral a fim de tornar o texto mais flúido mas
vale relembrar que Pα

n,m�1pUmq � H quando α P tτ, ϵu. Simplificando e resumindo, a idéia
é a seguinte: cada ω � c1 � � � ck é um gerador de um “Sn-módulo” Wα

k plpωqq para algum
α específico. Como o espaço Wα

k foi decomposto em uma soma direta dos subespaços
Wα

k plpωqq indexada pela estrutura dos polinômios, é possível determinar completamente
a estrutura de Wα

k como Sn-módulo analisando somente suas componentes e, por fim,
somando todas elas.

Vale relembrar que em todos esses resultados os espaços vetoriais de polinômios
próprios estão sendo sempre considerados quocientados por TLpUmq e, para evitar repetições
tediosas, isso não será mencionado novamente.

Lema 2.3.4. Para todo n ¥ 2,

Γτϵ
n pU3q �Sn rrnss ` rrn� 1, 1ss

` `
lPΛ1

n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,2

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,2

prrl1ss b rrl2ssqSn .
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Demonstração: De início, note que como consequência da identidade ordinária de UT3,
Pτϵ

n,kpU3q � TLpU3q para k ¥ 3. Com isso, é obtida a seguinte decomposição em F -
subespaços

Γτϵ
n pU3q � W τϵ

1 pU3q `W τϵ
2 pU3q.

Considere ω � c1c2 P Pτϵ
n,2pU3q um polinômio com estrutura lpωq � pl1, l2q P

Λτϵ
n,2pU3q. Observe que lpωq � lpσ � ωq, para todo σ P Sn. Logo W τϵ

2 plpωqq é cíclico e gerado
por qualquer elemento de Pτϵ

n,2pU3, lq em que l � lpωq. Dito isso, considere Li o conjunto
formado pelos índices das variáveis de ci, com i P t1, 2u. Há alguns casos distintos para se
observar:

1. l1 � l2 � 1,

2. l1 � 1 e l2 ¡ 1,

3. l1 ¡ 1 e l2 � 1,

4. l1, l2 ¡ 1.

Para cada caso será definido um subgrupo Hω de permutações em L1 Y L2 associado à
estrutura de ω. Este grupo será isomorfo a um subgrupo de Sn, uma vez que #L1�#L2 � n.

Para o caso 1, define-se Hω :� SL1 �SL2 . Neste caso trivial, tem-se Hω isomorfo
ao subgrupo S1 � S1 e portanto o espaço gerado pela órbita de ω em Hω é um Hω-módulo
tal que

FHωω �Hω rr1ss b rr1ss.
No caso 2 define-se

Hω :� SL1 � Sj � SL2ztju

em que j é o índice de ||c2||. Ou seja, Hω é isomorfo à um subgrupo de Sn que fixa a
variável de c1 e a letra principal de c2. De fato a ação desse subgrupo em ω é trivial uma
vez que a ordenação dos nsc’s permite reorganizar as variáveis a partir da segunda posição
de c2. Consequentemente ω gera um S1 � S1 � Sl2�1-módulo isomorfo à

rr1ss b rr1ss b rrl2 � 1ss.

Ao induzir em Hω e aplicar a branching rule tem-se

FHωω �Hω rr1ss b prr1ss b rrl2 � 1ssqSL2

�Hω rr1ss b rrl2ss ` rr1ss b rrl2 � 1, 1ss.

É evidente que o caso 3 é análogo ao caso anterior, o que resulta em

FHωω �Hω rrl1ss b rr1ss ` rrl1 � 1, 1ss b rr1ss.
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Para o caso 4 é suficiente unir as técnicas dos casos 2 e 3, ou seja, é necessário definir Hω

como antes porém fixando as letras principais ||c1|| e ||c2||. Neste caso obtém-se

FHωω �Hω prr1ss b rrl1 � 1ssqSL1 b prr1ss b rrl2 � 1ssqSL2 .

Portanto será necessário usar a branching rule por duas vezes,

FHωω �Hω prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ssq
` prrl1ss b rrl2 � 1, 1ssq
` prrl1 � 1, 1ss b rrl2ssq
` prrl1ss b rrl2ssq .

Em todos casos, denote por pFHωωqSn este módulo induzido em Sn. Uma vez
que Pτϵ

n,2pU3, lpωqq está contido em W τϵ
2 plpωqq e sempre vale que

dimpFHωωqSn � #Pτ
n,2pU3, lpωqq � dimW τϵ

2 plpωqq
segue que ambos Sn-módulos coincidem.

Agora basta considerar todas estruturas l P Λτϵ
n,2 e somar as componentes de

W τϵ
2 pU3q associadas a cada l para obter

W τϵ
2 �Sn ` `

lPΛ1
n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,2

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,2

prrl1ss b rrl2ssqSn

Um problema imediato é que W τϵ
1 pU3q não é um Sn-módulo. Isso porque ao

permutar termos de um comutador podem ocorrer situações como

rxα
2 , x1, x4, x3s � rxα

2 , x1, x3, x4s � rxα
2 , x1srx4, x3s � rx3, x4srxα

2 , x1s.
De modo geral, somente quando uma permutação age em um produto de m�1 comutadores
é que esses produtos de dois comutadores que surgem podem ser descartados pela identidade
ordinária de Um.

Um caminho para lidar com W τϵ
1 pU3q é observar que os cosets de seus elementos

formam um Sn-submódulo de Γτϵ
n pU3q{W τϵ

2 pU3q. Este Sn-submódulo será denotado por
W τϵ

1 pU3q. Nesse sentido, considere ω P W τϵ
1 pU3q.

Como antes é necessário fixar o índice j de ||ω||. Ou seja, Hω é isomorfo à
Sj � St1,...,ĵ,...,nu que age trivialmente em ω devido à ordenação das variáveis em um nsc.
Consequentemente a branching rule garante mais uma vez que

FHωω �Hω rrnss ` rrn� 1, 1ss.
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Portanto

W τϵ
1 pU3q �Sn rrnss ` rrn� 1, 1ss.

#

Lema 2.3.5. Para todo m ¥ 4, n ¥ 2,

Γτϵ
n pUmq �Sn Γτϵ

n pUm�1q ` `
lPΛ1

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn .

Demonstração: Essa demonstração nada mais é que uma generalização da anterior. De
início, serão feitas as considerações convencionais: W τϵ

m�1pUmq é um Sn-módulo enquanto
que, pelo que foi discutido na demonstração anterior, W τϵ

m�2pUmq não compartilha dessa
propriedade. Entretanto considerando o quociente de W τϵ

¤m�2pUmq por W τϵ
m�1pUmq, é possível

considerar a seguinte decomposição em Sn-módulos:

Γτϵ
n pUmq � W τϵ

¤m�2pUmq `W τϵ
m�1pUmq.

Seja ω � c1 � � � cm�1 P Pτϵ
n,m�1pUmq, com lpωq � pl1, . . . , lm�1q P Λτϵ

n,m�1pUmq. Se Li é o
conjunto de índices envolvidos em ci, será necessário separar os quatro casos possíveis para
l1 e lm�1 ao construir Hω. Repetindo os mesmos argumentos do lema anterior, são obtidas
as seguintes expressões para o Hω-módulo FHωω:

1. l1 � lm�1 � 1:

rr1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rr1ss

2. l1 � 1 e lm�1 ¡ 1:

rr1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b prrlm�1ss ` rrlm�1 � 1, 1ssq

3. l1 ¡ 1 e lm�1 � 1:

prrl1ss ` rrl1 � 1, 1ssq b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rr1ss

4. l1, lm�1 ¡ 1:

prrl1ss ` rrl1 � 1, 1ssq b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b prrlm�1ss ` rrlm�1 � 1, 1ssq
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Induzindo em Sn obtém-se exatamente W τϵ
m�1plq com l � lpωq. Considerando

todas estruturas l P Λτϵ
n,m�1 e somando as componentes W τϵ

m�1plq associadas, é possível
recuperar a estrutura de W τϵ

m�1pUmq:

W τϵ
m�1pUmq �Sn `

lPΛ1
n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn

Resta somente analisar a componente composta pelos τϵ-polinômios formados
como produtos de no máximo m� 2 nscs. Contudo observe que as ações de Sn respectivas
a cada módulo, W τϵ

¤m�2pUmq e Γτϵ
n pUm�1q, agem igualmente (em seus respectivos contextos).

Além disso, Pτϵ
n,¤m�2pUmq � Pτϵ

n pUm�1q, isto é, a base desses Sn-módulos coincidem.
Consequentemente

W τϵ
¤m�2pUmq �Sn Γτϵ

n pUm�1q.

Por fim, é suficiente unificar os resultados acima com a redutibilidade completa
de Γτϵ

n pUmq para obter

Γτϵ
n pUmq �Sn Γτϵ

n pUm�1q ` `
lPΛ1

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn .

#

Lema 2.3.6. Para todo n ¥ 2,

Γτ
npU3q �Sn rrnss ` rrn� 1, 1ss.

Demonstração: Antes de tudo, observe que pela escolha feita para o espaço dos τ -
polinômios, W τ

1 pU3q não é um Sn-módulo uma vez que permutações em seus elementos
podem fornecer τ -polinômios envolvendo produto de dois comutadores e, módulo TLpU3q,
tais polinômios são equivalentes a uma combinação linear de elementos de Pτϵ

n,2pU3q, isto
é, são equivalentes a elementos de W τϵ

2 pU3q. Para resolver esse problema será utilizada a
mesma técnica anterior, porém quocientando por W τϵ

2 pU3q. Com isso Γτ
npU3q se torna um

Sn-módulo composto somente pela componente W τ
1 pU3q. Ou seja,

Γτ
npU3q � W τ

1 pU3q.
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Considere portanto ω P W τ
1 pU3q. Nesse caso os argumentos usados no Lema 2.3.4 para

tratar de W τϵ
1 pU3q podem ser repetidos para tratar desse caso. Constrói-se Hω exatamente

como foi feito lá para se obter

W τ
1 pU3q �Sn rrnss b rrn� 1, 1ss.

#

A demonstração do próximo resultado é análoga a do lema anterior, com exceção
de algumas pequenas adaptações para lidar com situações originadas pelo crescimento na
ordem das matrizes.

Lema 2.3.7. Para todo m ¥ 4 e n ¥ 2,

Γτ
npUmq �Sn Γτ

npUm�1q ` `
lPΛ1

n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,m�2

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn .

Demonstração: Neste caso, considere a decomposição

Γτ
npUmq � W τ

¤m�3pUmq `W τ
m�2pUmq,

em que a barra simples representa o quociente por W τϵ
m�1pUmq enquanto que a barra dupla

representa o quociente por W τ
m�2pUmq `W τϵ

m�1pUmq. Desse modo essa descrição se torna
uma decomposição em Sn-submódulos de ΓL

npUmq.
Agora resta aplicar as técnicas dos lemas anteriores. Considere inicialmente

ω P W τ
m�2pUmq. É evidente que nesse caso também vale que W τ

m�2plpωqq é cíclico e portanto
podemos fazer a mesma análise de antes sobre essas componentes. Com isso FHωω é um
Hω-módulo isomorfo à

1. Se l1 � 1:
rr1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss.

2. Se l1 ¡ 1:

prrl1ss ` rrl1 � 1, 1ssq b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss.

Induzindo em Sn obtém-se, em cada caso, exatamente W τ
m�2plpωqq. Agora é suficiente

somar as componentes respectivas a cada estrutura l P Λτ
n,m�1 para obter

W τ
m�2pUmq �Sn `

lPΛ1
n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτ

n,m�2

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn .

Por fim, tratando da última componente W τ
¤m�3pUmq, uma vez que
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- a ação de Sn em W τ
¤m�3pUmq coincide com a ação de Sn em Γτ

npUm�1q módulo
W τϵ

m�2pUm�1q X TLpUm�1q,

- Pτ
n,¤m�3pUmq � Pτ

npUm�1q, que são bases para esses espaços,

é possível concluir que
W τ

¤m�3pUmq �Sn Γτ
npUm�1q.

Consequentemente segue o resultado. #

Os próximos resultados podem ser demonstrados com argumentos idênticos
aos anteriores. A única diferença é que no caso de um τ -polinômio foi analisado mais
detalhadamente o primeiro nsc enquanto que no caso de ϵ-polinômios é suficiente fazer a
mesma análise no último nsc, que carregará a variável diferencial envolvendo a derivação ϵ.

Esta idéia também pode ser visualizada nos lemas anteriores tratando dos
τϵ-polinômios. Por isso, para evitar repetições tediosa, serão omitidas as demonstrações
dos lemas seguintes.

Lema 2.3.8. Para todo n ¥ 2,

Γϵ
npU3q �Sn rrnss ` rrn� 1, 1ss.

Lema 2.3.9. Para todo m ¥ 4 e n ¥ 2,

Γϵ
npUmq �Sn Γϵ

npUm�1q ` `
lPΛ1

n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�3 � 1, 1ss b rrlm�2ssqSn .

A partir dos resultados anteriores, é possível descrever, módulo identidades
diferenciais de Um, a estrutura como Sn-módulo do espaço dos polinômios multilineares
próprios. De início, considere o caso m � 3.

Teorema 2.3.1. A estrutura de ΓL
npU3q como Sn-módulo é dada por

ΓL
0 pU3q � F,

ΓL
1 pU3q �S1 4 � rr1ss,

E quando n ¥ 2,

ΓL
npU3q �Sn 4 � rrnss ` 3 � rrn� 1, 1ss

` `
lPΛ1

n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛϵ

n,2

prrl1 � 1, 1ss b rrl2ssqSn

` `
lPΛτ

n,2

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ssqSn

` `
lPΛτϵ

n,2

prrl1ss b rrl2ssqSn .
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Demonstração: Tratando-se de polinômios próprios é óbvio que, para todo m ¥ 3,

ΓL
0 pUmq � F.

Já no espaço ΓL
1 pU3q as possibilidades são maiores uma vez que variáveis puramente

diferenciais são concebidas como nsc’s de tamanho 1. Portanto

ΓL
1 pU3q � `αPtτ,ϵ,δ,τϵuFx

α

e o mesmo fato continua valendo para m ¥ 3. Quando n ¥ 2, o corolário 2.2.1 junto com
a discussão da seção anterior garantem que

P1
npU3qYPδ

npU3qYPτ
npU3qYPϵ

npU3qYPτϵ
n pU3q

é uma base de ΓL
npU3q como F -espaço vetorial. Portanto, para descrever ΓL

npU3q em Sn-
submódulos irredutíveis é suficiente olhar para os lemas anteriores que tratam do caso
m � 3.

Neste caso, vale destacar ainda que tanto a discussão da seção 2.2 quanto o
Lema 2.3.2 evidenciam que P1

npU3q � H. Ou seja, devido à identidade (2.6), há somente
polinômios puramente diferenciais em ΓL

npU3q.
#

Teorema 2.3.2. Para todo m ¥ 4 e n ¥ 2,

ΓL
npUmq �Sn ΓL

npUm�1q `
�

`
lPΛ1

n,m�3

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�3 � 1, 1ssqSn

�

` 2
�

`
lPΛ1

n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn

�

` `
lPΛ1

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

`
�

2

k̀�1
`

lPΛτ
n,m�k

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�k � 1, 1ssqSn

�

`
�

2

k̀�1
`

lPΛϵ
n,m�k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�k�1, 1ss b rrlm�kssqSn

�

` `
lPΛτϵ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn .

Demonstração: Esse resultado é consequência direta de todos resultados anteriores. #

Vale destacar que, em virtude de Γτϵ
n pUkq, com k ¤ 4, não se encaixar na

expressão geral fornecida pelo lema 2.3.5, surge no enunciado desse teorema uma restrição
necessária em m. Entretanto, a estrutura de ΓL

npU4q pode ser facilmente recuperada a
partir dos lemas desta seção.
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Corolário 2.3.3. Para todo m ¥ 4 e n ¥ 2,

ΓL
npUmq �Sn 4 � rrnss ` 4 �

�
m�3

k̀�1
`

lPΛ1
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk � 1, 1ssqSn

�

` 3 �
�

`
lPΛ1

n,m�2

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ssqSn

�

` `
lPΛ1

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

` 2
�

m�2

k̀�2
`

lPΛτ
n,k

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlk � 1, 1ssqSn

�

`
�

`
lPΛτ

n,m�1

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlm�1 � 1, 1ssqSn

�

` 2
�

m�2

k̀�2
`

lPΛϵ
n,k

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlk�1, 1ss b rrlkssqSn

�

`
�

`
lPΛϵ

n,m�1

prrl1 � 1, 1ss b � � � b rrlm�2 � 1, 1ss b rrlm�1ssqSn

�

`
�

m�1

k̀�2
`

lPΛτϵ
n,k

prrl1ss b rrl2 � 1, 1ss b � � � b rrlk�1 � 1, 1ss b rrlkssqSn

�
.

Demonstração: Obviamente basta unir ao teorema anterior as expressões de ΓL
npU3q e

ΓL
npU4qzΓL

npU3q fornecida nos lemas anteriores. #

Para finalizar, serão calculadas a n-ésima codimensão diferencial e o PI-expoente
diferencial de VLpU3q. Em função do corolário 1.3.2 é suficiente calcular a n-ésima codi-
mensão diferencial própria.

Teorema 2.3.3. Seja γL
n � dim ΓL

npU3q. Então

γL
n � npn� 1q2n�2 � 3n� 1, n ¥ 0.

Demonstração: Esse resultado é uma consequência direta do Teorema 2.3.1. Basta somente
calcular as dimensões de cada componente e somar. #

Corolário 2.3.4. A n-ésima codimensão diferencial de U3 é

cL
npU3q � npn� 1q3n�2 � p3n� 2q2n�1.

Demonstração: Pelo corolário 1.3.2,

cL
npU3q �

�
n

0



γL

0 �
�
n

1



γL

1 �
ņ

k�2

�
n

k



γL

k

� 1� 4n�
ņ

k�2

�
n

k



kpk � 1q2k�2 � 3

ņ

k�2

�
n

k



k �

ņ

k�2

�
n

k



.
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Agora basta um pouco de esforço braçal, usando expressões do tipo px� 1qn �
ņ

k�0

�
n

k



xk,

e as suas derivadas, e substituir depois x convenientemente por 1 ou 2, fazendo as devidas
correções. Assim se calculam todas estas somas e se alcança a expressão de cL

npU3q do
enunciado. #

Como consequência desses fatos, prova-se ainda que o PI-expoente diferencial
de U3 coincide com seu PI-expoente ordinário.

Corolário 2.3.5. expLpU3q � 3.

Como já dito, foi mostrado em (Gordienko; Kochetov, 2014) que o PI-expoente
diferencial sempre existe. Não só isso, nesse mesmo trabalho foi garantido que

expLpAq � exppAq,

quando L é uma álgebra de Lie semissimples e de dimensão finita, sendo conjecturado que
o resultado continuaria válido sem a hipótese de semissimplicidade.

De fato a conjectura é verdadeira. Este último resultado da tese reforça sua
validade uma vez que a álgebra de Lie L considerada aqui é solúvel. Todavia uma prova já
foi apresentada e pode ser consultada em (Rizzo, 2023).
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