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1. La Practica tal como se presenta

La Optimizacién Numérica, como la entendemos en este articulo, se ocupa del pro-
blema de minimizar funciones continuas en dominios definidos por ecuaciones e
inecuaciones:

Minimizar f(z)
sujeitaa  hy(z) =0 (1.1)

donde f: R* - IR, h,: R — IR™, h,:R" — IR".

Varios casos particulares de (1.1) merecen atencién especial. Cuando no hay res-
tricciones, el dominio donde se desea minimizar f es JR", y hablamos, en ese caso,
de Minimizacién Irrestricta. Cuando f,h; y hy son lineales, se trata del problema
de Programacién Lineal. Si f es cuadratica, hy y A, lineales, (1.1) es el problema
de Programaciéon Cuadratica, etc.

Un marco muy importante para el analisis y la resolucién de (1.1) es el problema de
resolver un sistema no lineal, o sea, encontrar z € IR" tal que

F(z)=0 (1.2)

donde F' : " — IR". Efectivamente, por un lado las condiciones de optimalidad
de (1.1) son de tipo (1.2) y, por otro lado, (1.2) es en si mismo un problema de
optimizacién, a través de su transformacién en

Minimizar || F(z)|. (1.3)

El objetivo dltimo de la Optimizacién Numérica (O.N.) es el desarrollo de algorit-
mos computacionals eficientes para resolver problemas practicos de tipo (1.1). No
pretendemos dar una definicién rigurosa de Prdctica en el contexto de la O.N.. An-
tes bien, vamos a describir aquello que los optimizadores numéricos han pensado los
ultimos 35 anos al usar ese término.

1.1 Problemas de juguete

La denominacién “Problemas de juguete” (Toy problems) no tiene aqui conte-
nido despectivo. Se trata del conjunto de problemas de descripcién facil, encontra-
bles y a veces colecionados en la literatura, y raras veces vinculados a aplicaciones
reales. El problema mdés famoso de ese tipo es la minimizacién de la funcién de
Rosenbrock, f(z1,23) = 100 (z; — 2})? + (1 — 2;)?. Algunos problemas de juguete
fueron inventados con dificuldades especificas pero, frecuentemente, el objetivo ini-
cial de la invencién fue olvidado. El mérito principal de los problemas de juguete es
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ofrecer un conjunto de tests facilmente reproducibles que sirven para dar una idea
preliminar sobre el funcionamiento de algoritmos nuevos.

La coleccién mas popular de problemas de juguete en Minimizacion sin Restricciones
es la publicada por Moré, Garbow y Hillstrom [1981]. Se trata de 35 problemas,
15 de los cuales de dimension variable, y los otros 20 con dimensiones de hasta 31

variables. Unos pocos de estos problemas se originaron en aplicaciones, pero la gran
mayoria son artificiales.

Para Minimizacién con Restricciones, la coleccién mds difundida de problemas de
juguete es la publicada por Hock y Schittkowski [1981].

1.2 Colecciones de Problemas Reales

Los esfuerzos por coleccionar problemas de optimizacion provenientes de aplicaciones

reales son recientes. Ver Moré [1989], Averick, Carter y Moré [1991], Conn, Gould
y Toint [1992].
La coleccién de Moré [1989] incluye:

1) Problemas de autovalores con peso positivo, con aplicacion en niveles de energia,
estados cuanticos de dtomos y moléculas.

2) Determinacién de las condiciones de equilibrio de columnas de destilacién.
3) Fenémenos de difusién no lineal en combustién y semiconductores.

4) Ecuacién Integral de Chandrasekhar.

5) Problemas de lnbiicacin Flastohidrodimannea.

6) Flujo Renal.

71 Problenias de Ohstacaio

3) Modelo de reactor qpuinco tubolar.

9) Modelo de estabihidad de aevoplanos.

10) Problemas de senncouductores.

En Averick, Carter v Moré [1991] aparecen los siguientes problemas:

1) Inyeccién de fldido por un lado de un canal vertical largo.



2) Flaidos en remolino.

3) Determinacién experimental electrolitica del momento dipolar en el corazén hu-
mano.

4) Combustién de Propano.

5) Isomerizacién de « - pineno.

6) Deteccion no destructiva de falta de uniformidad en revestimientos.
7) Problemas de ajustes exponenciales de datos.

8) Analisis de la resistencia de un termostato como funcién de la temperatura.
9) Anélisis de una reaccién enzimatica.

10) Torsién elastoplastica.

11) Distribucién de presiones en una pelicula de lubricante entre dos cilindros circu-
lares.

12) Disefio 6ptimo con materiales compuestos.

13) Superconductores no homogéneos.

Las colecciones de problemas reales son ttiles porque, probablemente, repre-
sentam mas adecuadamente que los problemas de juguete, las aplicaciones que se
encuentran en Fisica, Quimica, Ingenieria, etc. Sin embargo, como veremos mas
adelante, desde que no sabemos exatamente qué significa “representar”, también
estos testes deben ser considerados apenas como “parte” de la Practica cotidiana en
Optimizacién Numérica.

Todavia hay dificultades de comunicacioén y reproduccién de este conjunto de proble-
mas. Las funciones que los definen no son tan simples como en el caso de problemas
de juguete, y, por lo tanto, su difusién a través de la literatura estd sujeta a bas-
tantes errores. Una manera de eliminar, o disminuir, estos errores, es difundir los
problemas mediante la transimnisién directa de los programas, por correo electrénico.
Esa tarea estd siendo ejecutada con mucho éxito para problemas de Programacién
Lineal (Gay [1985]). En este caso, la definicién del problema envuelve apenas datos
numéricos (no funciones) y el formato MPS de IBM es aceptado en el mundo entero.
Para problemas no lineales la situacion no es tan simple. En este caso, la definicién
del problema envuelve funciones y, por lo tanto, seria necesario una convencién que



unificase lenguajes y caracteristicas de las subrutinas, asi como parametros, estruc-
turas de datos, y areas en common que las definen.

1.3 Problemas Aleatorios

Generando aleatoriamente los datos, pueden ser creados infinitos problemas diferen-
tes, algunas de cuyas caracteristicas pueden ser fijadas a priori. Esta técnica ha sido
usada frecuentemente para generar problemas de Programacién Cuadratica:

Minimizar 1J:TG:Z: +
o 2 (1.4)
sujeitaa Az =5b :
z2>0

Se trata de producir problemas de tipo (1.4) donde la solucién y otras particulari-
dades sean conocidas. Las etapas de esa tarea son las siguientes:

1) Generar la matriz A, con estructura predeterminada, densidad de los elementos
no nulos, etc.

2) Generar una solucién ., decidiendo de antemano componentes iguales a cero
(grado de degeneracién primal).

3) Calcular b, usando A y z..
4) Generar (G, predeterminando autovalores, estructura y densidad.

5) Decidir nimero de multiplicadores de Lagrange nulos (grado de degeneracién
dual), y generar los restantes.

6) Usando G y los multiplicadores de Lagrange, calcular c.

La ventaja de este sistema es que se pueden generar muchos problemas con una
propiedad dada y, consecuentemente, testear la eficiencia de un algoritmo ante Hes-
sianos singulares, grados de singularidad, de degeneracidn, etc.

Sin embargo, muchas veces el desempeiio de un algoritmo en problemas reales resulta
totalmente diferente de lo previsto por los experimentos aleatorios. Esto se debe a
que la estructura de los problemas aleatorios es “exactamente” la inducida por el ex-
perimentador, mientras que en los problemas reales hay muchas mas caracteristicas
estructurales no percibidas. No sabemos, inclusive, si poseemos ya herramientas ma-
tematicas utiles para describir tales estructuras ocultas pero, lo que es cierto es que
ellas no aparecen en experimentos aleatorios, cuya esencia es, precisamente, destruir



todas las estructuras no deseadas.
1.4 Problemas de Consultoria

Muchos problemas reales admiten ser analizados mediante Modelos Matematicos.
Estos son problemas matematicos, cuya resolucién es interpretable como solucién,
por lo menos aproximada, del problema original. En nuestro caso, entenderemos que
el problema matematico, o modelo, es de Optimizacién. En un primer momento, el
consultor optimizador recibe un modelo matematico para ser resuelto, o participa de
su formulacion con el “consultante”, digamos, un fisico. La formulacién del modelo,
o sea, €l tipo de problema matematico, es también influenciada por las técnicas de
resolucion disponibles. Una vez aceptado el modelo por ambas partes, el optimizador
procede a su resolucion usando la bateria de algoritmos que considera adecuada. En
general, tiene éxito en esta tentativa. Sin embargo, en la inmensa mayoria de los
casos, el fisico rechaza esta primera solucién por considerarla imposible en relacién
a su problema real. Normalmente, el fisico mostrara al consultor que tal variable no
puede crecer tan rapido, tal otra no puede ser negativa, y que determinada relacién
entre algumas variables no se cumple. El optimizador reconocera inmediatamente
que lo ocurre es que las restricciones que el fisico estd acusando como violadas no
estaban en el modelo original, razén por la cual, justamente, no fueron respetadas.
Proceden, en consecuencia, a modificar el modelo, teniendo en cuenta las nuevas
restricciones. Esta modificacién puede exigir la aplicacién de técnicas diferentes de
las utilizadas originalmente.

El processo de ida y vuelta esbozado arriba puede repetirse muchas veces. Fre-
cuentemente “no converge”, a veces por razones no estrictamente cientificas. Sin
embargo, sea cual fuere su conclusién, deja un residuo de experiencia practica que,
contrariamente a la resefiadaen las subsecciones anteriores, no es documentada ni
coleccionada de forma alguma. Paradéjicamente, es bastante difundida la opinién
de que ésta es la experiencia que realmente importa, seguramente porque es el unico
tipo vinculado a flujos econdmicos.

A veces, el consultor optimizador acumula un enorme bagaje de experiencia,
mas apenas en una unica clase de problemas. Por ejemplo, durante muchos afios
ha resuelto problemas de Ingenieria Quimica, probablemente porque trabaja en un
Departamento de esa area en una universidad o industria. De hecho, en esos casos,
el consultor es mds identificado por su drea de aplicacién que por su especialidad
dentro de la matemadtica. La experiencia de este tipo de consultor también es muy
importante y, en general, permanece igualmente no documentada.

Los consutores son depositarios, pues, de rica e influyente experiencia para el
desarrollo de algoritmos. La subjetividad y falta de comunicacién confiable son los



obstaculos obvios para la generalizacion de su influencia entre los inventores de al-
goritmos.

2. El Desafio Tedrico

Nos ocupamos aqui de Teorie Matemdtica sobre Problemas y Algoritmos de
Optimizacion. Es casi imposible que una teoria matematica hable de un algoritmo
tal como es en la practica. De hecho, en teoria trabajamos como si los algoritmos
generasen sucesiones infinitas de puntos en IR", cuando en la realidad generamos
apenas una sucesion bastante corta de puntos en un conjunto finito (el de las n-uplas
representables en la computadora ) mucho menor que IR*. Por lo tanto, un teorema
rara vez se aplica directamente a la prediccién de un comportamiento numérico. Se
aplica, si, a través de un trabajo de Inferpretacion.

Las teorias matematicas sobre algoritmos y problemas son corretas dentro del
universo matematico, independientemente de los experimentos. Las teorias son utiles
porque, cuando correctamente interpretadas sirven para predecir el desempefio de
algoritmos o la posibilidad de resolver ciertos problemas y, por lo tanto, orientar
el desarollo de
nuevas técnicas de manera mucho mas econémica que a través de ensayos y er-
rores. La relevancia, la motivacion y el objetivo de teoria matematica en Optimi-
zacion esta vinculada a su interpretabilidad en términos de desempeno practico de
métodos. Curiosidades o ejercicios de Analisis Matematico pueden, eventualmente,
ser interesantes, pero no en este contexto.

Podemos ordenar las posibles teorias matematicas em Optimizacion Numérica
de acuerdo con una jerarquia de creciente desafio e interés, medido por el posible
impacto practico en el desarollo de algoritmos. Para simplificar, mencionaremos
apenas tres escalones de relevancia:

1) Teoria que, de acuerdo con interpretacion ya consagrada, explica el
comportamiento practico de algoritmos.

2) Teoria destinada a explicar comportamientos para los cuales no hay, por el mo-
mento, explicacion tedrica disponible.

3) Teoria destinada a explicar comportamientos discrepantes con otras teorias exis-
tentes, de acuerdo con las interpretaciones usuales.

Podemos observar que lo que va siendo crecientemente cuestionado en nuestra
jerarquia es precisamente la interpretacion. En el primer grupo, la interpretacion
corriente no es cuestionada, y la teoria se desarrolla dentro de paradigma consagrado,



sin grandes conflictos. En el segundo grupo, las interpretaciones son insuficientes,
pero todavia no estan cuestionadas. El tercer grupo es el mds interessante porque,

aparentemente, nos lleva a revisar el significado (interpretacién) habitual dado a
una teoria.

En las secciones siguientes, daremos ejemplos de los tres tipos de cuestiones
tedricas, tomados de nuestra propria experiencia.

3. Huyendo de Puntos de Ensilladura

Recientemente, Dennis, Echebest, Guardarucci, Martinez, Scolnik y Vaccino
[1991] introdujeron un algoritmo para minimizacién sin restricciones basado en
biisquedas curvilineas en el camino Levenberg-Marquardt. El algoritmo bésico es el
siguiente.

Algoritmo 3.1 Sea A un numero positivo (grande), @ € (0,1/2), B € (0,1). Dado
zi € IR" tal que V f(zy) # 0, Hy, simétrica com autovalores A (Hy) < ... < A\ (Hy),
definimos

Yi(z) = %(-’5 — 2) Hi(z — z¢) + V(21)7 (2 — z1), (3.1)

[(zx, Hi) = { z € R" tales que  minimiza
¥r(z) en el conjunto ||z — zi|| < 6,
para algin é > 0} (3.2)

Los pasos para calcular z,; son:

Paso 1. Se M(Hi) < 0, definitr Ay « A « A. Si no, definir sV =
= N
—H'WVf(zy), Ap — Ap — min{A,"—SEﬁ}.

Paso 2. Elegir T € I'(zk, Hy) tal que

BPAL < |7 — k| < Ax. (3.3)
Paso 3. Si

f(Z) < f(zk) + o (@), (3.4)



definir 343 = 7.
Paso 4. A — Ak/2

De hecho, el algoritmo publicado en Dennis et al [1991] es ligeramente diferente
de éste. Alli, en vez de la condicién (3.4), tenemos la condicién “de Armijo”

(@) < f(zp) + @ Vi(z) (z - z). \ (3.5)

En la implementacién computacional, hacemos e = 10~* y elegimos ¥ como un mini-
mizador aproximado de f en I'(zk, Hy), lo que es, en general, bastante més exigente
que (3.4) o (3.5). Como consecuencia, el desempefio practico de la implementacién
basada en (3.4) es idéntico al basado en (3.5).

En Dennis et al [1991] fue demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Si eziste M > 0 tal que |Hi|| < M para todo k, entonces todo
punto de acumulacion x. de una sucesion {x} generada por el Algoritmo 3.1 es
estacionario de primer ordem, o sea, satisface

Vi{z:) =0. (3.6)

Resultados como el enunciado en el Teorema 3.2 son tipicos en la teoria de
minimizacion sin restricciones. Es generalmente admitido que algoritmos que pueden
generar puntos de acumulacién no estacionarios no merecem siquiera ser sometidos
a experimentacion.

En la implementacién del Algoritmo 3.1 elegimos Hy = V2f(z,) siempre que k es
multiplo de un entero fijo g. En los otros casos, usamos una férmula Quasi-Newton
para construir Hj. :

Como es bien sabido, puntos z. que satisfacen (3.6) pueden no ser minimizadores
locales de f. De hecho, si el Hessiano V2f(z.) tiene algiin autovalor negativo, z.
no sera minimizador local. Algunas funciones test de juguete tienen puntos estaci-
onarios donde el Hessiano tiene autovalores positivos y negativos. Algoritmos que
satisfacen apenas el Teorema 3.2 tiendem, segin el caso, a converger a esos puntos
estacionarios (llamados “de ensilladura”) o, més frecuentemente, a pasar muchas
iteraciones en los alrededores de esos puntos, antes de conseguir apartarse definiti-
vamente de su influencia. Sin embargo, en nuestra implementacién del Algoritmo
3.1, nada de eso fue observado. El algoritmo no mostré ninguna atraccion por puntos
de ensilladura que no fueram verdaderos minimizadores, lo que nos llevé a conjeturar
que algin resultado tedrico mas fuerte debia ser valido. Asi, en Martinez [1992a),
demostramos el siguiente teorema.



Teorema 3.3 Supongamos que f € C*(R"), y que la sucessidn infinita {z,} es

obtenida usando el Algoritmo 3.1. Supongamos que Ky C IN es un conjunto infi-

nito de indices tal que klél}'{l By 2= B, B klil}l;; Hy = V*f(z.). Entonces Vf(z.) =0y
1 At 2%}

V2f(z.) es positiva semidefinida.

Esencialmente, el Teorema 3.3 dice que subsucesiones de la sucesién generada por
nuestro algoritmo no pueden converger a puntos estacionarios donde el Hessiano
tiene algin autovalor negativo. La interpretacién de este resultado tedrico es que
dificilmente la solucién arrojada por el método en un caso préctico serd un punto de
ensilladura, y que la sucesién pasara rapidamente por la proximidad de esos puntos,
sin sentirse tentada por sus cantos de sirena. Este comportamiento es, precisamente,
el observado en la practica. La interpretacién natural de la teoria fue asi confirmada,

luego, estamos en presencia de resultados tedricos de tipo 1, de acuerdo con la cla-
sificacién de la Seccién 2.

4. El Método de Actualizacién de Columna

Desde la década del 60 los métodos Quasi Newton se cuentam entre los mas eficientes
para resolver Sistemas No Lineales y otros problemas de Optimizacién.
Consideremos el problema de resolver

F(z)=0, (4.1)

donde F' : IR" — IR" es diferenciable. La iteracién tipica de un método Quasi
Newton es

Thtl = Thp — BEIF(:B;‘) (42)

Definiendo sx = @41 — 2k, Yx = F(zr41) ~ F(z41), los métodos Quasi Newton que
satisfacen

Biy18k = yi (4.3)

para todo k € IV se llaman secantes. Las teorias de convergencia para métodos
secantes fueron ganando amplitud en los dltimos 20 afios. Ver Martinez [1990,
1992d] y los articulos previos de Broyden, Dennis y Moré [1973], Dennis y Moré
[1977], Dennis y Walker [1991], etc.

El método de Broyden (Broyden [1965]) es uno de los métodos secantes maés uti-
lizados. En ese método, la generacién de Byy; a partir de Bj corresponde a la
férmula

(yx — Brse)si

By, =B . 4.4
k+1 T 3 stk ( )
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Por (4.4) y por la férmula de Sherman y Morrison (Golub y Van Loan [1989])
también tenemos que,

Bili = (I +wst)...(I +uosg)By! (4.5)
para todo k € IN, donde z, = s y

(5%~ By i)

U =
T -1
s By yk

(4.6)

De (4.5) resulta que el método de Broyden puede ser implementado usando O(n?)
operaciones por iteracién, cuando n es pequefio, y que una implementacién para
problemas grandes también es posible (Gomes-Ruggiero, Martinez y Moretti [1992]).

Con la intencién de desarollar un método secante con propiedades similares a
Broyden, pero con una férmula de actualizacién ain mds barata que (4.5), introdu-

jimos el Método de Actualizacién de una Colunna por Iteracién (CUM) (Martinez
[1984]). En CUM, en vez de (4.4), tenemos

=B T
Byt = By + & - k%)), (4.7)

eijk

donde e;, es un vector de la base candnica de IR" para el cual le sk| = ||sk|les- Con-
secuentemente, las férmulas (4.5) y (4.6) contindan vélidas para CUM, con z; = e;,.
El costo en tiempo y memoria de CUM es menor que el de Broyden, aunque del
mismo orden. Hasta 1991, los principales resultados de convergencia para Broyden
y- CUM eram los siguientes.

Teorema 4.1 Supongamos que F(z.) = 0, F'(z.) no singular, y que existem L,p > 0
tales que

1 (z) = Fi(z)ll € Lijz — 2P (4.8)

para todo T en un entorne convero de z.. Entonces ezisten £,6 > 0 tales que, si
llzo — z.]| < € y ||Bo— J(z1)|| < 6, la sucesion {z} generada por Broyden estd bien
definida, converge a z. y satisface

O T 2l
k—oo ||zp — 2|

0. (4.9)

Demostracion. Ver Dennis y Schnabel [1983]. La propiedad (4.9) se denomina Con-
vergencia Q-superlineal. O
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Teorema 4.2 Supongamos las mismas hipdtesis sobre F' que en el Teorema 4.1.
Consideremos el método CUM con la siguiente modificacion: si k + 1 es multiplo
de un entero fijo m, elegimos Bry, = F'(xi). Entonces, existe ¢ > 0 tal que, si
lzo — z.|| < €, la sucesion {z,} estd bien definida, converge a x., y satisface (4.9).

Demostracidn. Ver Martinez [1984]. Una extensién para espacios de Hilbert se en-
cuentra en Gomes-Ruggiero y Martinez [1992]. Un teorema analogo para la “versién
inversa” de CUM se halla em Martinez y Zambaldi [1992]. O

Existe uma gran distancia entre el resultado del Teorema 4.1 y el del Teorema
4.2. El Teorema 4.1 nos dice que la convergencia local superlineal para Broyden se
obtiene, para un punto inicial suficientemente cercano de z,, exigiendo apenas que
B esté bastante préximo de F'(z.),0, en la practica, de F'(z;). El Teorema 4.2 dice
que el mismo resultado se obtiene para CUM pero exigiendo mucho mds: que todas
las aproximaciones By, cuando k es multiplo de m, sean Jacobianos. La debilidad
del Teorema 4.2 se ve confirmada por el hecho de que el mismo resultado vale para el
“Método de Newton estacionario con recomienzos periodicos”, en el cual By = By
si k no es miltiplo de m y Byy; = F'(2x4) si lo es.

No sabemos todavia si el método CUM puro, es decir, sin los recomienzos
periddicos, tiene ni siquiera convergencia local.

A despecho de la debilidad de los resultados teéricos, realizamos a partir de
1984 cientos de experimentos numéricos usando Broyden y CUM. Los resultados
son sorprendentes:

a) Jamds encontramos un caso donde uno de los dos métodos converge y el otro no.

b) La diferencia entre el nimero de iteraciones usado por uno y otro raramente
excede un 10 por ciento del total.

c) En general, CUM usa menos tiempo que Broyden, debido al menor trabajo en
Algebra Lineal por iteracion.

Nos encontramos, pues, en presencia de desempefios practicos no explicados por
la teoria existente. Varias veces retomamos la tarea de intentar cerrar el intervalo
que separa aqui teoria y practica. En principio, la tarea es tratar de encontrar resul-
tados tedricos de convergencia mas fuertes para CUM. Em 1992 conseguimos probar
los siguientes teoremas.

Teorema 4.3 Bajo las hipétesis sobre F' del Teorema 4.1, consideramos el método
CUM (sin recomienzos). Supongamos que la sucesion {z)} estd bien definida, con-
verge a T,, y existe r > 0 tal que

leess — 2l < 7 flox — 2] (4.10)
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para todo k € IN. Entonces

li l|$k+2n - 33*” _

=0 4.11
o Py (1)

Y
lim ||z — z. )V =0 . (4.12)

Demostracion. Ver Martinez [1992c]. La propiedad (4.11) se denomina Convergen-
cia 2n-Q-superlineal, y (4.12) es convergencia R-superlineal. m

Teorema 4.4 Con las hipdtesis habituales sobre F, consideramos el método CUM
con la siguiente modificacion: Dado m > 2n, si k + 1 es miltiplo de m, la férmula
(4.7) puede no ser obedecida. Entonces existem €,6 > 0 tales que, si ||zo — z,|| < ¢
Y || Besr — F'(2.)|| < 6 para todo k tal que k + 1 es maltiplo de m, la sucesidn {z;}
estd bien definida, converge pare z. y satisface (4.12).

Demostracion. Ver Martinez [1992c]. o

Teorema 4.5 Con las mismas hipdtesis sobre F, consideramos el método CUM,
con n = 2. Entonces dado r € (0,1), existem €,6 > 0 tales que, si |79 — z.]| < ¢
Y | Bo — J(z.)|| £ 8, la sucesion {z1} estd bien definida, converge a x., y satisface

(4.10), (4.11) y ( 4.12).

Demostracion. Ver Martinez [1992c]. 0O

Los Teoremas 4.3, 4.4 y 4.5 son avances claros en relacién al Teorema 4.2. Por lo
tanto, contribuyen, en parte, a explicar por qué los comportamientos de Broyden
y CUM son tan parecidos. Sin embargo, el problema todavia esta lejos de haber
sido resuelto. En particular, la convergencia local de CUM sin recomienzos sélo fue
demonstrada para n = 2, lo que significa poco si consideramos que Broyden y CUM
tienen desempenios casi idénticos justamente en problemas grandes. La comparacién
entre (4.11) y (4.9) también es llamativa. Tomadas literalmente, estas propiedades
parecen decir que CUM tarda 2n iteraciones para hacer algo que Broyden hace en
una. Esto es muy diferente de lo observado en la practica.

Por lo tanto, todavia existen muchos interrogantes teéricos para explicar la eficiencia
de CUM. Creemos que estos interrogantes pueden ser formulados como problemas
abiertos dentro de los paradigmas tedricos vigentes. Por lo tanto, nos parece que
encaramos, en este caso, una teoria de tipo 2, de acuerdo con la clasificacién de la
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seccion 2 de este articulo. En la proxima seccion estudiaremos un caso del tercer
tipo.

5. Discrepancia entre Teoria y Practica

Grandes sistemas no lineales, problemas de minimizacion sin restricciones y de Pro-
gramacion No Lineal son muchas veces resueltos usando el Método de Newton Ine-
xacto, a veces llamado Newton Truncado, que, para el caso de sistemas no lineales
puede ser formulado de la siguiente manera: Dado z) € JR", la k-ésima aproximacién
para resolver (4.1), calctilase zy.; definiendo s; tal que

E"(zk)se + F (i)l < Okl| F ()l (5.1)

v haciendo

Thy1 = T+ Sk (5.2)

para todo k € IN, donde 6, € (0,1) . Como vemos, si es una solucién aproximada
del sistema lineal newtoniano

F’(.’L‘k)s = *-F(:I:k). (53)

En la implementacidn, el incremento s; que satisface (5.1) se obtiene aplicando un
método iterativo lineal al sistema (5.2), normalmente, métodos de tipo “subespacios
de Krylov”, categoria a la cual pertenecen el clasico método de gradientes conjuga-
dos (Hestenes y Stiefel [1952]) y el mds reciente GMRES (Saad y Schultz [1986]).
El siguiente teorema, de Dembo, Eisenstat y Stethaug describe la convergencia del
método basado em (5.1) y (5.2).

Teorema 5.1 Supongamos que F(z.) = 0, J(z.) no singular y continua en z,,
Y Or < Omax < 8 <1 para todo k € IN. Eziste ¢ > 0 tal que, st ||zo — z.| < ¢

entonces la sucesion {zi} generada por (5.1) - (5.2) estd bien definida, converge a
T., Y satisface

l2e+r — 2ulls < 6|2k — @4l (5.4)

para todo k € IN, definiendo ||y||. = ||J(z.)y|l- S limp_o Ox = 0, la convergencia
es @-superlineal.

Demontracion. Ver Dembo, Eisenstat y Steihaug [1983]. o
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Por el Teorema 5.1 y la condicién (5.1), observamos que, para obtener conver-
gencia Q-superlineal, necesitamos en principio que 6 tienda a 0. O sea, el grado
de precisién requerido en la solucién iterativa de (5.3) debe ser cada vez mayor, y
tender a infinito, cuando aumenta k. Por lo tanto, el numero de pasos del método
iterativo lineal que aplicamos a (5.3), también debe crecer mucho con k. Esto es
un serio inconveniente, ya que la eficiencia del Método de Newton Inexacto esta
vinculada a que el costo de la iteracién principal sea moderado.

Esto no sélo es verdadero para los sistemas lineales grandes provenientes de
sistemas no lineales, sino también para sistemas lineales grandes en general, inde-
pendientemente de su origen. Para que el nimero de iteraciones de un método
iterativo aplicado a un sistema lineal sea pequefo, se suelen usar técnicas de Pre-
condicionamiento. En el caso del sistema (5.3), precondicionar significa reemplazar
(5.3) por el sistema equivalente

B 'F'(zi)s = — By F(xy), (.5)

donde B;'F’(z)) debe ser una matriz bien condicionada, y B;' debe ser facil de
calcular. Existen muchas técnicas de precondicionamiento de sistemas lineales. La

mas popular es hacer By igual a la matriz diagonal cuyos elementos son precisamente
los de la diagonal del sistema original.

Recientemente, comezamos a preguntarmos si la particularidad de tener que resol-
ver una sucesion de sistemas lineales parecidos, con la forma (5.3), sugeriria algin
tipo de precondicionamiento a través del cual la exigencia 6, — 0 en (5.1) no fuera
necesaria. Asi, llegamos a la formulacién del siguiente algoritmo.

Algoritmo 5.2 Sea 8, € (0,6) para todo k € IN,§ € (0,1) y k]_imﬂk = 0. Supon-

gamos que zo € IR", y que By € IR™*", no singular, es el precondicionador inicial.
Dado z; € IR", By no singular, los pasos para obtener z,,; son los siguientes.
? g ] P P +

Paso 1. Calcular

sf = —B; F(z). (5.6)
Paso 2. Si
1F"(za)sg + F(ae)ll < OIF (z4)ll (5.7)
definir
sk =83 (5.8)



sl no, encontrar un incremento s; tal que (5.3) se satisface, usando algiin método
iterativo.

Paso 3. Definir z441 = x5 + 34.

©

En el Algoritmo 5.2, By es interpretado naturalmente como precondicionador de
(5.3) debido a que en cualquier método de subespacios de Krylov precondicionado
aplicado a (5.3), sk definido por (5.6) es necesariamente la primera iteracién. Asi,
el Algoritmo 5.2 dice que, si la primera iteracién del método iterativo lineal pre-
condicionado satisface la condicién débil (5.7), ella sera aceptada como incremento.
En caso contrario, pediremos la condicién fuerte (5.1). El Teorema 5.3 enuncia el
principal resultado de convergencia relativo al Algoritmo 5.2.

Teorema 5.3 Supongamos que F : Q C R* — IR™, Q abierto y convezo, F €
C' (%), F'(z.) no singular, y existem L > 0, p > 1 tales que ||F'(z) — F'(z.)|| <
Ll|z — z.||P. Supongamos que || B y || Bi!|| estdn acotados y que

i 1B = F'(@)]si]

k-0 sl

—0 . (5.9)

Entonces existe ¢ > 0 tal que, si ||zo — z.|| < &, la sucesion {z)} generada por
el Algoritmo 5.2 estd bien definida y converge Q-superlinealmente a z,. Mds ain,
existe kg € IN tal que s, = s;? para todo k > k.

Demostracién. Ver Martinez [1992b]. (]

El Teorema 5.3 dice que, si usamos una sucesién de precondicionadores By que
satisfagan la condicién (5.9), entonces obtenemos convergencia superlineal sin nece-
sitar que 8, tienda a cero, y tampoco necesitando que B, sea cercano a ningiin
Jacobiano verdadero. Una sucesién de precondicionadores que satisfacen (5.9)
puede ser generada usando procedimientos definidos en Martinez [1992b]. Como
caso particular, si B;; es construida a partir de B! usando la férmula de Broyden
((4.4) y (4.5)), podemos probar que || Bx|| y || B || son acotadas y que vale (5.9). Por
lo tanto, el Teorema 5.3 resuelve de manera elegante la cuestién que nos planteamos
después del Teorema 5.1. Por éste, parecia que la convergencia superlineal estaba
asociada a #; — 0, o sea al crecimiento de trabajo en cada iteracién del método de
Newton Inexacto. En el Teorema 5.3 vemos que, si usamos precondicionadores con
una cierta caracteristica, obtenemos convergencia superlineal haciendo apenas una
iteracion a partir de ky. En otras palavras, sin necesidad de que el primer condicio-
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nador Bj sea bueno, los precondicionadores B; van ganando informacién a lo largo
del proceso, hasta que, para k suficientemente grande, el paso — By F(z}) es capaz,
por si solo, de garantizar la convergencia superlineal.

La Interpretacién del Teorema 5.3 en términos practicos nos parecid, al principio,

muy clara: Si usdsemos la férmula de Broyden, por ejemplo, como precondicionador,
1

definiendo 8 = 27 0 = T
haria bastantes iteraciones para k pequefio, y, para k suficientemente grande, ese
nlimero de iteraciones internas se reducird a una, ya que (5.7) seria satisfecha. Asi,
hicimos experimentos usando problemas clésicos (discretizaciones de la ecuacién de
Poisson), esperando observar ese comportamiento. Sorprendentemente, el mencio-
nado comportamiento no fue observado en ningin caso. Al contrario, el niimero
de iteraciones del método de Krylov, en este caso GMRES, fue creciendo con k, de
manera que el efecto de reducir 6, fue més fuerte que precondicionar.

Una visién superficial diagnosticaria que la interpretacién del Teorema 5.3 men-

cionada arriba estd obviamente equivocada, porque el teorema dice “Existe kg € IV
tal que...”, y lo que sucede es que el nimero de iteraciones realizado en los experi-
mentos no habria alcanzado el kq del cual se habla. Sin embargo, esta salida crea
més problemas de los que resuelve. De hecho, cualquier afirmacién que se refiera
a limite de una sucessién incluye implicitamente un “Existe k, € IV tal que...”.
Por lo tanto, si nos negamos a interpretar esas palavras en términos practicos, es-
taremos cuestionando el derecho de interpretar pricticamente la convergencia de
cualquier sucesién, una prohibicién que condenarfa a la futilidad todas las teorias
de convergencia.
Sin embargo, la Discrepancia entre teorfa y practica en este caso existe. La Inter-
pretacion del hecho tedrico estd cuestionada. No sabemos cudl es la interpretacién
correcta, y no conocemos la teoria que explica lo que ocurre. El cuestionamiento de
la Interpretacién puede llevarmos a revisar interpretaciones consagradas de muchos
otros resultados tedricos y varias contradicciones deberan ser deshechas antes de
llegar a una verdad aceptable. Tenemos razones mas que suficientes para incluir
esta teoria en el tercer nivel de desafio.

para todo k, con By = I, el método iterativo lineal

6. Teorias para el Futuro

En los 1ltimos 30 afios, las teorfas predominantes en Optimizacién Numérica giraron
alrededor del concepto de convergencia. Es posible que en el préximo siglo se desar-
rollen teorias explicativas con marcos bastante diferentes. En esta seccién haremos
el ejercicio “futurolégico” de intentar predecir esas tendencias.

Dentro del objetivo tedrico béasico de explicar y prever el comportamiento de algorit-
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mos en problemas concretos, la teoria actual encara con bastante mas profundidad
los algoritmos que los problemas. Una inversién de esa tendencia serd oportuna. A
eso se refieren nuestros dos primeros ejercicios de prevision.

a) Teorfas de Clasificacién de Problemas: Borges [1974, p. 708] recuerda las “am-
bigiiedades, redundancias y deficiencias”, que un doctor Franz Kuhn atribuye a
cierta enciclopedia china: “En sus remotas paginas estd escrito que los animales
se dividen en (a) pertenecientes al Emperador, (b) embalsamados, (c) amaestra-
dos, (d) lechones, (e) sirenas, (f) fabulosos, (g) perros sueltos, (h) incluidos en esta
clasificacién, (i) que se agitan como locos, (j) innumerables, (k) dibujados con un
pincel finisimo de pelo de camello, (1) etcétera, (m) que acaban de romper el jarron,
(n) que de lejos parecen moscas.” En la actualidad, nuestra capacidad de clasificar
coherentemente problemas esta en nivel similar a la clasificacién de la enciclopedia
borgiana. Por el contrario, la teoria de clasificacién que preconizamos para el futuro
serd teérica porque su objetivo esencial estard en prever qué algoritmo resultara
més adecuado para qué problema. Buenas clasificaciones posibilitardn una organi-
zacién mejor de la experimentacién numérica, ya que sera posible elegir muestras
de problemas significativos, y dar significado estadistico a los resultados. La buena
clasificacion tedrica es necesaria. Con el “boom” de la computacién, la capacidad de
hacer experimentos ha crecido, y crecerd, explosivamente. Sin buenas clasificacio-
nes corremos el riesgo de acumular montafas de datos que no sabremos interpretar.
Necesitaremos saber si mil experimentos son efetivamente mil historias diferentes, o
si son el mismo experimento repetido mil veces.

b) Estructuras Ocultas: Como mencionamos en la Seccidn 1, es comdn que los resul-
tados de un algoritmo em problemas aleatorios sean diferentes que los resultados en
problemas reales que, en apatiencia, tendrian la misma estructura que los primeros.
Cualquier experimentador numérico ha enfrentado alguma vez, con perplejidad, este
fenémeno. En nuestra opinién, en muchos problemas hay “estructuras matematicas
ocultas” , que tienen influencia sobre el comportamiento de algoritmos, y que to-
davia no sabemos identificar. El punto de partida para descifrar estos enigmas sera
profundizar los problemas donde hay divergencias entre los comportamientos en los
problemas reales con respecto a los aleatorios, en vez de dejarlos a un lado como
hacemos actualmente. Como siempre, un buen comienzo para resolver un problema
es reconocer su existencia.

¢) Regularidades secuenciales: Todo experimentador numeérico que haya

acompafiado en la terminal de la computadora la sucesién de iterandos, valores
funcionales, u otros efectos observables de una sucesién producida por un algoritmo,
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convergente o no, ha observado regularidades en la estructura de la sucesién en su
camino hacia el limite, o hacia la divergencia. Normalmente, consideramos observa-
ble apenas la convergencia y sua velocidad, de manera que miramos con curiosidad
las extrafias regularidades que se presentan, pero no las registramos, seguramente
por no saber qué hacer con ellas. Sin embargo, es bastante plausible que el analisis
de regularidades del proceso encierre informaciones aprovechables para la resolucién
del problema. Inclusive, el procesamiento de las informaciones sugeridas por las re-
gularidades podria ser desarrollado paralelamente al desarollo normal del algoritmo,
usando modernas arquitecturas computacionales. Para aprovechar las reguia.rida—
des, necesitamos un marco tedrico que las contenga.

d) Familias de Problemas: Es ficil entender que problemas de optimizacién prove-
nientes de diferentes discretizaciones de un mismo problema en dimensién infinita
forman parte de la misma familia. En general, cuando un algoritmo es formulable en
dimension infinita, su comportamiento en los problemas discretizados es el mismo.
De hecho, ésta es una interpretacién generalmente aceptada para la convergencia de
algoritmos en dimensién infinita. Sin embargo, es muy comin observar identidad de
comportamiento de algoritmos em familias de problemas donde varia la dimensién
pero donde no hay una vinculacién candnica con un tnico problema de dimensién
infinita. Las razones de estas identidades, cuando existen, permanecen no explica-
das.

e) Comportamiento de Primeiras [teraciones: Desde la invencién del Célculo Infinite-
simal, sabemos que muchas veces podemos hablar del infinito con més seguridad que
de objetos finitos. En Optimizacién Numérica, esto se expresa de manera dramatica.
A veces, sabemos casi todo sobre la convergencia asintética de una sucesién, pero
no podemos decir nada sobre la iteracion 15. Paraddjicamente, en nmchos proble
mas de gran importancia practica. como los de Reconstruccion de Imageues. son las
primeras iteraciones las que interesan, porque es deseable obtener hienas imagenes
después de un moderado trabajo computacional, y porque el mal condicionamento
mtriuseco de los problemas disininuye el significado practico del limite. Es obvio que
la teoria de primeras iteracioues sera, al principio, inncho mas dificil que la teoria
asintotica, pero nos parece que si en los dltiimos cinenenta afos se hubiera dedicado
tanto esfuerzo a las primneras iteraciones como al comportamiento en el liuite, gran
parte del camino ya habria sido andado.

f) Dominios de Convergencia: Cuando trabajamos en convergencia local de algorit-

mos para Optimizacion, imaginamos al dominio de convergencia como una bola, y
cuando trabajamos en convergencia global, imaginamos que es todo el espacio. En
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verdad, nada mas diferente de auténticas bolas que los dominios de convergencia de
métodos iterativos. Al mismo tiempo, cuando hay mas de una solucién global, la
frontera entre los dominios de convergencia de diferentes soluciones dista mucho de
ser a superficie suave de nuestras fantasias. Los avances recientes en Geometria Frac-
tal comienzan a mostrarnos los verdaderos contornos de las regiones de convergencia
reales. Por ahora, parecemos estar apenas contemplando interesantes curiosidades.
Sin embargo, no es dificil conjeturar que después de esta etapa sabremos usar las
nuevas geometrias para extraer ideas utiles para el desarrollo de algoritmos y la
resolucién de problemas.
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