COMPLETAMENTO E COMPACTIFICAGCAC DE
ESPACOS ZERO-DIMENSIONAIS

J. C. Cifuentes

Novembro RP 53/92

RT-IMECC
- IM/4082

Relatério de Pesquisa

Instituto de Matematica
Estatistica e Ciéncia da Computacao

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Campinas - Sao Paulo - Brasil

R.P.
IM/53/92




ABSTRACT - In this paper we give a characterization of compact topological spaces, in special, of
compact zero-dimensional spaces (Theorems 1 and 2), in terms of ultrafilter convergence (Definition 1).
Motivated by this characterization, we introduce a general method of compactification, which, in the
gero-dimensional case, preserves zero-dimensionality. Since those spaces are uniformizable, the method
also yields the respective Cauchy completion. In the general case this compactification can be interpreted
as “completion” with respect to the ultrafilter convergence. We also prove that the continuous functions
with values in compact zero-dimensional spaces possess an extension property w. r. t. the mentioned
compactification.

IMECC - UNICAMP

Universidade Estadual de Campinas
CP 6065

13081 Campinas SP

Brasil

O conteiido do presente Relatério de Pesquisa é de tinica responsabilidade do autor.

Novembro — 1992
The author is a PhD) student having Prof. A. M. Sette as advisor.
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J. C. Cifuentes
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Abstract. In this paper we give a characterizatien of compact topological spaces, in spe-
cial, of compact zero-dimensional spaces (Theorems 1 and 2), in terms of ultrafilter conver-
gence (Definition 1). Motivated by this characterization, we introduce a general method
of compactification, which, in the zero-dimensional case, preserves zero-dimensionality.
Since those spaces are uniformizable, the method also yields the respective Cauchy com-
pletion. In the general case this compactification can be interpreted as “completion” with
respect to the ultrafilter convergence. We also prove that the continuous functions with
values in compact zero-dimensional spaces possess an extension property w. r. t. the
mentioned compactification.

Um espago zero-dimensional (z-d) X é um espago topolégico que admite uma base
de clopens (ie. abertos-fechados). E claro que a colecao de todos os clopens de um espago
z-d é uma base do espago que é fechada para intersecbes finitas e complementares. No
que segue suporemos que B é uma base de clopens de X fechada para intersegdes finitas
e complementares (neste caso obviamente B contém X e o vazio §).

A topologia de um espaco z-d admite uma estrutura uniforme que a gera dada pela
seguinte sub-base de uniformidade: {Uy /V € B}, onde Uy = {(z,y) e X x X[z €V &
y € V}. Em particular, para cada V € B existe W € B tal que Uw o Uw C Uy. Esta
sub-base tem a seguinte propriedade, a que, além de garantir que a topologia do espaco
é gerada por essa uniformidade, mostra que o espaco uniforme resultante é totalmente
limitado: para todo z € X e todo V € B,
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Para este tipo de espagos uniformes, entdo, ser completo, no sentido de que toda
rede de Cauchy converge, é equivalente a ser compacto.



Esta nota tem duas partes: a primeira da uma caracterizagao dos espacos z-d com-
pactos em termos da convergéncia em ultrafiltros, e a segunda introduz um método de
compactificagdo geral que no caso dos espagos z-d preserva a zero-dimensionalidade e
fornece o completamento respectivo. Neste caso podemos demonstrar um teorema de
extensdo para certas fungdes continuas (ver Teorema 8).

Sao exemplos de destaque de espagos z-d os seguintes: os racionais @@ com a topologia
induzida pela topologia da reta, o espago de ordens de um corpo real com a topologia de
Harrison, e os espagos vetoriais topoldgicos ndo-arquimedianos, entre outros.

Definigoes. Seja X um espago z-d:

1. Seja (z;)ies uma familia em X e U um ultrafiltro sobre I; define-se limy #; como
o conjunto dos z € X tais que para todo V € B existe A € U tal que para todo
i € A, (z,z;) € Uy, ou equivalentemente, se para todo V € B,{i € I [ (z,z;) e Uv} € U.
(Esta definicdo é equivalente, para espagos 2-d, & usual de convergéncia em ultrafiltros
(ou U-convergéncia) num espago topoldgico qualquer: z € limy z; see para todo V € B

comz€eV,{iel/z;€eV}el).

2. Seja (D, <) um conjunto dirigido; uma rede em X é qualquer familia (z;);ep de ele-
mentos de X.

3. Uma rede (2;);ep € dita de Cauchy se para todo V € B existe k € D tal que para todo
i? .7 2 k, (‘Thwj) € uV-

4. Seja (z:)iep uma rede em X; define-se lim; z; como o conjunto dos z € X tais que para
todo V € B existe k € D tal que para todo > k, (z,z;) € Uy.

5. Um ultrafiltro U sobre um conjunto dirigido D é chamado de livre se contém todos
os subconjuntos Ay = {1 € D [ ¢ > k}, k € D. (A nogao de ultrafiltro livre sobre um
conjunto dirigido generaliza a de ultrafiltro nao-principal sobre os naturais N; observa-se
que {Ai}rep tem a Propriedade de Intersegio Finita (PIF)).

Lema. Seja (z;);ep uma rede de Cauchy em X e U um ultrafiltro livre sobre D, entdo,
limy z; = lim; z; (e, em consequéncia, limy z; independe do ultrafiltro /).

Demonstracgao.

a) Seja z € lim; z; e seja V € B com z € V; temos que existe k € D tal que para todo
i 2k, (z, z;) EUy,le. z; €Uz]=V,]logo A,={t€eD/i>k}C{ieD/z €V}
portanto, como U é livre temos que {i € D [ z; € V} € U, ie. z € limy z;.



b) Seja z € limy z;, entao, para todo V € B existe Ay € U tal que parai € Ay, (z, ;) €
Uy, mas como (z;)iep ¢ de Cauchy, para todo V € B existe ky € D tal que para
i, J 2 kv, (2, z;) € Uv.

Seja V € B e consideremos W € B tal que Uw o Uy C Uy, entao existem Aw e kw
como acima, logo, como U/ é livre, Z = Aw N A, € U (em particular, Z # 0).

Seja k € Z qualquer, entdo se ¢ > k, temos que: como k € Aw, (z,z;) € Uy, mas
como i, k > kw, (zx, x;) € Uw, ie. (z, ;) € Uw olUw C Uy, logo, = € lim; z; g

Teorema 1. S3o equivalentes (para espagos z-d):

i) Para toda familia (z;);e; e todo ultrafiltro U sobre I, limy z; # 0, e se z € limy z;
temos que para todo V € B:

reVeliel[z;eV}ell

ii) Para toda rede de Cauchy (z;);ep e todo ultrafiltro livre U sobre D, lim;z; # @, e se
z € lim; z; temos que para todo V € B:

reVelieD/z;eV}iel.
iii) O espago X é completo.
iv) O espago X é compacto.
Demonstragao.

(i = ii): E consequéncia imediata do Lema.

(it = iii): Por (ii) toda rede de Cauchy (z;);ep converge a todo z € lim; z,.

(iii = iv): E imediato por ser X um espago uniforme totalmente limitado.

(iv = 1): Suponhamos que para todo € X existe V, € B tal que 2z € V; e
{it el ]z e V.} U. Obviamente, {Vy}zex é um cobrimento aberto de X, logo,
como X é compacto, existem ry,...,z, € X tais que {V,, } é ainda um cobrimento de X.

Afirmagdo. {iel [z, eV, }U...U{i€el[z;eV, } =1
n
Com efeito,dador € I, r; € X = U V., entao existe k =1,...,n tal que z; € V,,

k=1
ie.ie{iel/z;eV,}.
Portanto, como I € U/ e [/ é maximal, existe k = 1,....,ntal que {i € I [ z; €
Vi, } € U, uma contradigao. Logo, limy z; # 0.
Seja z € limy x; e V € B. Se x € V, entdo, por definigao {1 € [ [ z; € V} € U.
Se z ¢ V, entio r € V° € B, logo, por defini¢ao, {i € I [ z; € V°} € U, ie.



{itel/zeV}gUgyg

A seguir damos um teorema de caracterizacio da compacidade de um espago to-
pologico qualquer em termos da U-convergéncia. Ele serd a motivagiao para o metodo de
compactificagdo seguinte.

Teorema 2. Seja X um espago topoldgico qualquer, entdo sdo equivalentes:

i) O espago X é compacto.
ii) Para toda familia (z;):er e todo ultrafiltro U sobre I, limy z; # 0.
iii) Para toda rede (z;):cp e todo ultrafiltro U livre sobre D, limy; z; # 0.

Demonstragao.

(i = ii): Esta contida na prova (iv = i) do Teorema 1.

(ii = iii): Obvio.

(iii = i): Seja {F;}jes uma familia de fechados de X com a PIF. Seja K = P,(J) a

colecido de subconjuntos finitos de J, e para cada A € K seja z5 € ﬂ F;. Consideremos

€A

a familia (za)aek; esta familia é uma rede com a ordem natural daiia pela inclusio.
Para cada A € K, seja Ay = {A' € K /| A C A’} (ver Definigdes, parte 5), entio

{Aa}aex tem a PIF. Seja U um ultrafiltro sobre K tal que {Aa}acx € U; entdo U é

livre e, por hipétese, existe z € limy z 4.

Afirmagio. z € [ F;.
i€d
Com efeito, seja j € J e suponhamos que z ¢ Fj, entdo x € Ff que é aberto, logo,
existe Ve Bcomz € Ve VNF; =0. Mas como z € limyza, para aquele V, {A €
K [ za € V} € U; além disso, A(jy € U, em particular, {A € K [ 25 € V}N Ay # 0,
i.e. existe A € K com j € A tal que zp € V. Por outro lado, zp € ﬂ Fy., em particular,

k€A
za € Fj,i.e. VN F; # 0, uma contradicio g

O seguinte é um método de compactificagao de todo espaco topoldgico sem nenhuma
condi¢ido de separacao. No caso zero-dimensional, ele preserva a zero-dimensionalidade
do espago.

Seja. X um espago topologico qualquer e B uma base de X fechada por interseces
finitas e contendo X e @ (pode-se considerar a prépria topologia gerada por B).

Seja X™ a colegao de todos os pares (K,U) onde K C X e U é um ultrafiltro so-
bre K. Definimos sobre X~ a seguinte base: B~ = {V"/V € B} onde V* = {(K,U) €
X* | KNV € U}. Esta base é fechada para intersegdes finitas e, no caso zero-dimensional,



por complementares, pois, VN W= = (VN W)* e (V*)° = (V°)*. Observa-se que a topo-
logia de X* depende fortemente da base B considerada em X.

Consideremos a seguinte aplicacdo injetora ¢ : X — X~ dada por ¢(z) =
({z}, {{z}})- Verifica-se facilmente que: (a) p(z) € V* & 2 € V, (b) ¢ é um mergulho
de X em X* pois V™ N p[X] = p[V], e (c) ¢[X] é denso em X* ji que se (K,U) € V*
existe € K tal que p(z) € V*

Teorema 3. X~ é compacto.

Demonstragao. Seja {V;*};c; uma colecao de fechados basicos com a Propriedade de
Intersecao Finita (PIF). Temos que provar que (V™ # 0.

i€l
Afirmagao 1. {V};c; tem a PIF.

Com efeito, se iy,.. . ,i, € I, existe (K, U) € V*n...NV<, je. KN(VEN...NVE) € U,
logo, existe z € K tal quez € VSN ... NV,
Seja M = | V7, entdo existe um ultrafiltro W sobre M que contém {Vi}ier.
i€l
Afirmacdo 2. (M, W) e (V™
i€l
Basta observar que para cadai € I, MNV =Ve W g

Corolario. Se X é compacto e {V;**};cs é uma familia de fechados basicos em X*, entio
existe z € X tal que p(x) € (Vi™
iel

Demonstragao. {V/},c; tem a PIF em X, entdo, como X é compacto, existe z € vs,

iel
logo, ¢(z) € (1V;". w
ie]

Teorema 4. Seja (z;);c; nma familia em X e U um ultrafiltro sobre I (a familia pode
ser entendida como uma fungao x : / — X tal que para todo i € I, z(i) = z;).

Seja K o conjunto imagem da familia, i.e. K, = 2(I|, e U, = {AC K, [ z7'[A] €
U} (facilmente pode-se provar que U/, é um ultrafiltro sobre K, ).

Entdo, identificando z,(€ X) com ¢(z;) (€ X*), temos que, em X*: (K., U,) €
limU ;.

Demonstragao. Observando que sao equivalentes z; € V com ¢(z;) € V*, devemos
provar que para todo V~ com (K,, U;) e V", {iel [z; e V} e U.

Com efeito, se (K, 1/;) € V*, entao K, NV € U, logo, por definigio, z}[K.NV] €
U,mas z7'[K.NV]={i el [z; €V}, portanto, {i€ I [r; €V} €U g



Teorema 5. Dado (K, U) € X*, entao (K, U) € limy K (considerando K como uma
familia em X cujos elementos estao parametrizados por eles préprios).

Demonstragio. Seja V* com (K, U) € V*, entédo, KNV € U, mas, KNV = {2 €
K[/zeV},logo,{z€eK[zeV}eU. g

Observagao. X* é uma compactificagio de X em qualquer caso, zero-dimensional ou
nao. No caso zero-dimensional é também o completamento do espago uniforme subjacente.
No caso arbitrario, X* pode ser considerado como o completamento de X a respeito da
U-convergéncia, onde toda familia de elementos de X U-converge a algum limite em X*
(Teorema 4), e todo ponto de X é U-limite de alguma familia de elementos de X (Teo-
rema 5). Deve-se observar que se X é Hausdorff, X* nao necessariamente é Hausdorff, e
que se X é compacto, em geral X* nao se reduz a X.

A seguir definiremos um funtor * da categoria dos espacos topoldgicos (X, B) com
uma base distinguida na categoria dos espagos compactos também com uma base distin-
guida. Um morfismo nesta categoria é uma funcdo continua f : (X, B) — (Y, C) que
preserva as bases respectivas, i.e. se W € C, entdo f~}[W] € B. Diremos simplesmente
que f é s-continua (strongly continuous).

Define-se f* : (X*, B*) — (Y, C*) de modo que o seguinte diagrama comute (sendo
@ € 1 as imersées canonicas):

_ Y
e | 1 ¥
K* e ™
fi

se (K, U) € X*, f*(K, U) = (f[K], U;) onde U; = {A C f[K] ] AN K € U}.

f* tem as seguintes propriedades: (a) Uy é um ultrafiltro sobre f[K], (b) f*op = pof,
ie. f*[X = f, (c) (idx)* = idx-, (d) Ugos = (Uys),y, donde (g o f)* = ¢g* o f.

Teorema 6. f* é s-continua.

Demonstragao. Seja W* = {(K', U') € Y* /| K'nW € U'} € C, entdo
()W) = {(K, U) € X* | f(K, U) e W} = {(K, U) € X* [ (f[K], Uy) €
W*}={(K, U)e X"/ fIKInW e Us} ={(K, U)e X* | ffIKINW]INK €U} =
{(K, U)e X*[Kn [T [W]eU}=(fT[W])€B" g

Terminaremos com os resultados referentes a propriedade de extensido da compacti-
ficacéo construida.



Lema. Se X é um espago z-d e (K, U) € X*, entdo em X:

limyK={VeB/KnVelU)}.

Demonstragao.

i) se z € limy K, entdo para todo V € Becom z € V, KNV € U. Suponhamos que existe
W e B com KNW €U tal que z ¢ W, neste caso, z € W° € B, logo, KN W€ U, i.e.
KNW & U, uma contradigéo, portantoz € \{Ve€ B/ KNV e U}.

ii) suponhamos z € N{V € B/ KNV € U} e z ¢ limy K, entéo existe W € B com
z€Wtalque KNW ¢ U,ie. KNW¢° e U, logo, como W°¢ € B temos que z € W*,
uma contradigdo, portanto, z € limy K g

Observar que este Lema, no caso X compacto, fornece uma outra demonstragio da

parte (iv = i) do Teorema 1 ja que a familia {V € B / KNV € U} é uma familia de
fechados com a PIF.

Teorema 7. Se X é uma espago z-d compacto,-entdo existe uma aplicagdo g : X* — X
que satisfaz as seguintes propriedades:

i) g é s-continua e g[X = idx (identificando X com [X]), em particular, X é um retrato
de X™.

ii) g é aberta.

iii) para todo V € B : g7 [g[V"]] = V*.

iv) g € uma aplicagio propria, i.e. g é fechada e se K C X é compacto, entdo g~* (K] é
compacto em X*.

Demonstragdo. Seja (K, U) € X", entdo, pelo Teorema 5, (KX, U) € limy K, além
disso, pelo Lema, existe « € X tal que ¢ € limy K. Definimos g(K, U) = z (observar que
a escolha de z €, em principio, arbitriria em limy K). No caso de (K, U) = ({z}, {{z}})
com z € X temos que \{V € B / {z}NV € {{z}}} = N{V € B/ z € V}, logo, definimos
9(K, U) = z satisfazendo a exigéncia de ter g[X = idy.

i) para provar a s-continuidade de g provaremos que para todo V € B : g V)=V

Se (K, U) € g7'[V], entédo = g(K, U) € V, mas como z € limy K temos que,
para aquele V, KNV € U, ie. (K, U)e V™~

Se (K, U) € V=, entdo, por defini¢io, z = g(K, U) € limpK = ({W €
B/ KNW € U}, em particular, como K NV € U temos que z € V, portanto,
(K, U) € g'[V].

ii) de (i) resulta que se V € B, g[V"] = g[¢g~![V]] = V por ser g (obviamente) sobrejetora.
Portanto, g é aberta.



iii) é consequéncia imediata de (i) e (ii) que para todo V € B: g7 [g[V*]] = g7} V] =V

iv) o fato de g ser fechada sera provado em duas partes.

a) para todo V € B, g[V*°]° € B: com efeito, provaremos que g[V*°] = V¢ da
demonstragio da parte (i) resulta que V* = g7'[V], donde V™ = g~'[V]¢ = ¢~1[V*], logo,
g[V*] = gl¢g~}[V?]] = V© por ser g sobrejetora.

b) gl\Vi] = 9lVi}: com efeito, (Vi = [g7' Vi) = ¢Vl logo,

i€l €l 1€l el i€l
gVl = NV = NalVi)-
i€l iel iel
Seja K C X compacto e suponhamos que g~*[K] C | JV}*, entdo, K = ¢[g~}[K]] C
iel

g[UV‘.*] - U-‘][Vi*] - UV,-, logo, como & K compacto, existem ¢,,...,1, € I tais que
i€l el iel

KC UV,H portanto, g [K] C Ug“1 W)= U i, ie. g7'[K] é compacto g
k=1 k=1 k=1

Teorema 8. Se f : X — Y é s-continua com ¥ um espaco z-d compacto, entdo existe

f:X* =Y s-continua tal que fX=f.

Demonstragao. Basta considerar o seguinte diagrama:

f

X —— Y
¢ Loy
X*®  tic X it X
f* 9
Definindo f = go f* temos que f é s-continua pelos Teoremas 6 e 7, € que se

z€X, f(z)= .;,)) 9(f(2)) = f(z),ie. [[X=1 m

Nota. Xavier Caicedo (Universidade de Los Andes, Bogoté4, Colombia) observou apés o
término deste trabalho que o Teorema 7 pode ser reformulado para espagos compactos
regulares (observe que todo espago z-d é regular). Nesse caso pode-se provar apenas que
a aplicagdo g ai construida é continua. Para isso, basta construir a base da topologia de
X* a partir da topologia total 7 de X (ndo apenas de uma base) e observar que o lema
prévio adquire a seguinte forma: limy K =N {V /V € r e KNV € U} (a barra denota
o fecho em X). Uma versao adaptada do Teorema de extensio segue para este caso.
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