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COMPLETAMENTO E COMPACTIFICACAO DE 
ESPAÇOS ZERO-DIMENSIONAIS' 

J. C. Cifuentes • 

Dedicada à Au.:JVTJ, deusa de Olinda, filha do 
Céu e da Terra, Urano e Géia, e mãe de Afr~ 
dite, sob cuja inspiração foi realizada esta pes-
quisa. 

Abstract. ln this pa.per we give a. cha.racteriza.tien of compact topological spaces, in spe-
cial, of compact zero-dimensional spaces (Theorems 1 and 2), in terms of ultra:filter conver-
gence (Definition 1). Motivated by this cha.racterization, we introduce a general method 
of compa.ctification, which, in the zero-dimensional case, preserves zero-dimensionality. 
Since those spaces are uniformiza.hle, the method a.lso yields the respective Cauchy com-
pletion. ln the general case this compactification ca.n be interpreted as "completion" with 
respect to the ultrafilter convergence. We a.lso prove tha.t the continuous functions with 
va.lues in compact zero-dimensiona.} spa.ces possess an extension property w. r. t. the 
mentioned compa.ctifica.tion. 

Um espaço zero-dimensional (z-d) X é um espaço topológico que admite uma base 
de clopens (ie. abertos-fechados). E claro que a coleção de todos os clopens de um espaço 
z-d é uma base do espaço que é fechada para interseções finitas e complementares. No 
que segue suporemos que 8 é uma base de clopens de X fechada para interseções finitas 
e complementares (neste caso obvia.mente 8 contém X e o vazio 0). 

A topologia de um espaço z-d admite uma. estrutura uniforme que a gera dada pela 
seguinte sub-base de uniformidade: {Uv/V E 8}, onde Uv = {(x , y) E X x X/x E V{:} 
y E V}. Em particular, para. cada. V E 8 existe HI E 8 tal que Uw o Uw Ç Uv . Esta. 
sub-base tem a seguinte propriedade, a que, além de garantir que a topologia do espaço 
é gerada por essa uniformidade, mostra. que o espaço uniforme resultante é totalmente 
limita.do: para. todo x E X e todo V E B, 

{
V , sexEV 

Uv[x] = {y E X/ (x,y) EUv} = yc c1. V , se x . 
Para. este tipo de espaços uniformes, então, ser completo, no sentido de que toda 

rede de Cauchy converge, é equivalente a ser compacto. 
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Esta nota tem duas partes: a primeira da uma caracterização dos espaços z-d com-
pactos em termos da convergência em ultra-filtros, e a segunda int roduz um método de 
compactificação geral que no caso dos espaços z-d preserva a zero-dimensionalidade e 
fornece o completamento respectivo. Neste caso podemos dem'.'.:>nstrar um teorema de 
extensão para certas funções contínuas (ver Teorema 8). 

Sã.o exemplos de destaque de espaços z-d os seguintes: os racionais Q com a topologia 
induzida pela topologia da reta, o espaço de ordens de UID: corpo real com a topologia de 
Harrison, e os espaços vetoriais topológicos não-arquimedianos, entre outros. 

Definições. Seja X um espaço z-d: 

1. Seja (xi)ieI uma família em X e U um ultra-filtro sobre I; define-se limu Xi como 
o conjunto dos x E X tais que para todo V E 8 existe A E U tal que para todo 
i E A, (x, Xi) E Uv, ou equivalentemente, se para todo V E 8, {i E J / (x, xi) E Uv} EU. 
(Esta definição é equivalente, para espaços z-d, à usual de convergência em ultra.filtros 
(ou U-convergência) num espaço topológico qualquer: x E limu x ; see para todo V E 8 
com x E V, { i E J / Xi E V} E U). 

2. Seja (D, S) um conjunto dirigido; uma rede em X é qualquer família (xi)ieD de ele-
mentos de X . 

3. Uma rede (x;)ieD é dita de Cauchy se para todo V E 8 existe k E D tal que para todo 
i, j > k, (xi, x 3) E Uv . 

4. Seja (x;)ieD uma rede em X; define-selim; x; como o conjunto dos x E X tais que para 
todo V E 8 existe k E D tal que para todo i k, (x,xi ) E Uv . 

5. Um ultra-filtro U sobre um conjunto dirigido D é chamado de livre se contém todos 
os subconjuntos Ak = {i E D/ i k}, k E D. (A noção de ultrafiltro livre sobre um 
conjunto dirigido generaliza a de ultrafiltro não-principal sobre os naturais N; observa-se 
que {AkheD tem a Propriedade de Interseção Finita (PIF)). 

Lema. Seja (x;);eD uma rede de Cauchy em X e U um ultrafiltro livre sobre D, então, 
limu Xi = lim; x; (e, em consequência, limu x ; independe do ultrafiltro U). 

Demonstração. 

a) Seja x E liIDi Xi e seja V E 8 com x E V; temos que existe k E D tal que para todo 
i > k, (x, x;) E Uv, ie. Xi E U[x] = V, logo Ak = {i E D/ i k} Ç {i E D/ x; E V}, 
portanto, como U é livre temos que { i E D / Xi E V} E U, ie. x E limu Xi. 
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b) Seja x E limu xi, então, para todo V E B existe Av E U tal que parai E Av, (x, xi) E 
Uv, mas como (xi)ieD é de Cauchy, para todo V E B existe kv E D tal que para 
i, j > kv, (xi, xi) E Uv . 

Seja V E B e consideremos W E B tal que Uw o Uw Ç Uv , então existem Aw e kw 
como acima, logo, como U é livre, Z = Aw n Akw E U (em particular, Z =/ 0). 

Seja k E Z qualquer, então sei k, temos que: co~o k E Aw, (x , xk) E Uw, mas 
como i, k > kw, (xk , xi) E Uw, ie. (x, Xi ) E Uw oUw Ç Uv, logo, x E liIIl.iXi 

Teorema 1. São equivalentes (para. espaços z-d): 

i) Para toda família (x i)ieJ e todo ultra.filtro U sobre I , limu Xi =/ 0, e se x E limu xi 
temos que para todo V E 8: 

x E V{=> {i E J / xi E V} E U. 

ii) Para toda rede de Cauchy ( Xi )ieD e todo ultrafiltro livre U sobre D, limi X i =/ 0, e se 
x E lim; Xi temos que para todo V E 8: 

iii) O espaço X é completo. 

iv) O espaço X é compacto. 

Demonstração. 

:r E V {=> { i E D / Xi E V} E U. 

(i => ii): É consequência imt>diata do Lema. 
(ii => iii): Por (ii ) toda rt>dt> de Cauchy (x;);eD converge a todo :r E lim; x, . 
(iii => iv): É ime<lia,t,o por St>r X um espaço uniforme totalnwnte limitado. 
(iv => i): Suponhamos que para todo x E X existé' Vx E B tal que x E V,: e 
{i E J / Xi E Vx} r/. U. Obviamente, {Vx }xeX é um cobrimento aberto de X, logo, 
como X é compacto, existem x 1, . . . , Xn E X tais que {V.,J é ainda um cobrimento de X. 

Afirmac;ão. {i E/ / :r , E Vx,} U . . . U {i E J / x, E Vx,.} = J. 
n 

Com efeito, dado i E / , x; E X= U lfxk , então existe k = 1, ... , n tal que x1 E~"' 
k=l 

ie. i E { i E J / x ; E v ,,k } • 
Portanto, como T E U e U é maximal, existe k = 1, . .. , n tal que { i E J / x, E 

VxJ E U, uma contradição. Logo, limv Xi =f, 0. 
Seja x E lin1<1 :i·; e V E 8 . S<' x E V, então, por definição {i E J / Xi E V} E U. 

Se x r/. V, então .r E F •· E B, logo, por definição, {i E / / Xi E v c} E U, ie. 
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{ i E J / Xã E V} i U 

A seguir damos um teorema. de caracterização da compacidade de um espaço to-
pológico qualquer em termos da U-convergência.. Ele será a motivação para o metodo de 
compacti:ficação seguinte. 

Teorema 2. Seja X um espaço topológico qualquer, ent~ são equivalentes: 

i) O espaço X é compacto. 
ii) Para toda família (x;);e1 e todo ultra.filtro U sobre I, limuxi-/:- 0. 
iii) Para toda rede (x;)ieD e todo ultrafiltro U livre sobre D, limu xi-/:- 0. 

Demonstrac;ão. 

(i => ii): Está contida na prova (iv => i) do Teorema 1. 
(ii => iii): Óbvio. 
(iii => i): Seja {F;}ieJ uma família de fechados de X com a PIF. Seja K = 'Pw(J) a. 
coleção de subconjuntos finitos de J' e para cada Li E K seja X_õ. E n F;. Consideremos 

jED.. 
a família (xa).õ.eK; esta família é uma rede com a ordem natural dada pela inclusão. 

Para cada Ll E K, seja A.ô. = {Li' E K / Li Ç Li'} (ver Definições, parte 5), então 
{AD..}.~EK tem a PIF. Seja U um ultra.filtro sobre K tal que {AA}.õ.eK Ç U; então Ué 
livre e, por hipótese, existe x E limu Xó.-

Afirmação. x E ílF;. 
jEJ 

Com efeito, seja j E J e suponhamos que x i Fj, então x E Ff que é aberto, logo, 
existe V E 8 com x E V e V n Fi = 0. Mas como x E limu x.õ., para aquele V, {Ll E 
K / XI). E V} E U; além disso, Â{i} EU, em particular, {Li E /( / xa E V} n A{i}-/:- 0, 
i.e. existe a E K com j E a tal que XI). E V. Por outro lado, X.t,. E n Fk, em particular, 

kEÃ 
XI). E Fi, i.e. V n F; -/:- 0, uma contradição 

O seguinte é um método de compacti:ficação de todo espaço topológico sem nenhuma 
condição de separação. No caso zero-dimensional, ele preserva a zero-dimensionalidade 
do espaço. 

Seja X um espaço topológico qualquer e B uma base de X fechada por interseções 
finitas e contendo X e 0 (pode-se considerar a própria topologia gerada por 8). 

Seja X* a coleção de todos os pares (K, U) onde I< Ç X e U é um ultrafiltro so-
bre K. Definimos sobre x· a seguinte base: B* = {V*/ V E B} onde V* = {(K, U) E 
X* / K n V E U}. Esta base é fechada para interseções finitas e, no caso zero-dimensional, 
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por complementares, pois, v• n w· = (V n W)* e (V*f = (Vc)"'. Observa-se que a topo-
logia de X* depende fortemente da base B considerada em X. 

Consideremos a seguinte aplicação injetora. cp : X -+ x• da.da por cp(x) = 
({x}, {{x}}). Verifica-se facilmente que: (a) cp(x) E v• x E V, (b) cp é um mergulho 
de X em X• pois V* n cp[X] = cp[V], e (c) cp(X) é denso em x• já que se (K, U) E V* 
existe X E K tal que cp( X) E v· 
Teorema 3. X* é compacto. 

Demonstração. Seja {V;*c}ieJ uma coleção de fechados básicos com a Propriedade de 
Interseção Finita (PIF). Temos que provar que íl½*c =/= 0. 

iEI 

Afirmação 1. {V;c}ie/ tem a PIF. 

Com efeito, se i1 , •.. , in E J, existe (1<, U) E Y;7cn_ . . nv.:c, ie. Kn(V.~n .. . nV.:) EU, 
logo, existe x E K tal que x E½~ n ... n ½:-

Seja M = LJV;C, então existe um ultra.filtro ·w sobre M que contém {V.c}ieJ-
iEJ 

Afirmação 2. (M, W ) E íl½•c_ 
iE/ 

Basta observar que para cada i E J, M n V;c = V;c E W 

Corolário. Se X é compacto e {11;-c}ie/ é uma farru1ia de fechados básicos em X*, então 
existe X E X tal que cp( X) E n v.•c. 

iE/ 
Demonstração. {V/" Le1 tem a PIF em X , então, como X é compacto, existe x E íl½C. 

iEI 
logo, cp(x) E íl½•c_ 

iE/ 

Teorema 4. Seja (xi)iet uma família em X e V um ult rafiltro sobre J (a família pode 
ser entendida como uma fu nção .e: J -t X tal que para todo i E J, x(i) = xi). 

Seja Kx o conjunto imagem da. família, i.e. Kx = x [I], Ux = {A Ç Ke / x - 1 [A] E 
U} (facilmente pode-se provar que ffx é um ultra.filtro sobre I<x )-

Então, identificando x;(E X) com <p(x;) (E X"'), temos que, em X"': (Kx, Ux) E 
limu Xi -

Demonstração. Observando que são equivalentes x; E V com cp(x i) E v·, devemos 
provar que para todo v· com U<x , Ux) E v-, {i E J / X i E V} Eu. 

Com efeito, se (!(,., ffx) E v·, então JC,n V E Ux, logo, por definição, x- 1 [I<.xnV] E 
V, mas x-1 [1<x n V] = {i E J / Xi E V }, portanto, {i E J / x i E V} 
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Teorema 5. Dado (K, U) E X*, então (/(, U) E limu K ( considerando K como uma 
família em X cujos elementos estão parametrizados por eles próprios). 

Demonstração. Seja V* com(/{, U) E V*, então, K n V E U, mas, K n V= {z E 
K / z E V}, logo, { z E K / z E V} E U. 

Observação. X* é uma compactificação de X em qualquer caso, zero-dimensional ou 
não. No caso zero-dimensional é também o completamento do espaço uniforme subjacente. 
No caso arbitrário, X* pode ser considerado como o completamento de X a respeito da 
U-convergência, onde toda família de elementos de X U-converge a algum limite em X• 
(Teorema 4), e todo ponto de x· é U-limite de alguma família de elementos de X (Teo-
rema 5). Deve-se observar que se X é Hausdorff, x· não necessariamente é Hausdorff, e 
que se X é compacto, em geral X* não se reduz a X. 

A seguir definiremos um funtor * da categoria dos espaços topológicos (X, 8) com 
uma base distinguida na categoria dos espaços compactos também com uma base distin-
guida. Um morfismo nesta categoria é uma função contínua f : (X, B} -+ (Y, C) que 
preserva as bases respectivas, i.e. se W E C, então 1-1 [W] E B. Diremos simplesmente 
que/ és-contínua (strongly continuous). 

Define-se f*: (X*, 8*)-+ (Y*, C*) de modo que o seguinte diagrama comute (sendo 
<p e '1/J as imersões canônicas): 

X 
<p l 

X* 

f --+ 

-r 

y 
l VJ 

Y* 

se (K, U) E X*, J*(K, U) = (f[K], U1) onde U1 = {A Ç f[K] / J-1[A] n K EU}. 

f* tem as seguintes propriedades: (a) U1 é um ultrafiltro sobre f[K], (b) f*o<p = '1/Jof, 
i.e. J*fX = f, (e) (idx)* = idx·, (d) Ugof = (U1)9 , donde (g o f)* = g* o f*. 

Teorema 6. J* és-contínua. 

Demonstração. Seja W· = {(K', U') E Y· j K' n W E U'} E e·, então 
(f*t1 [W*] = {(J<, U) E x· / J(I(, U) E w·} = { (K, U) E x· / (f[K], u,) E 
W*} = {(I<, U) E X"/ J[I<] n w E UJ} =. {(K, U) Ex·/ 1- 1 [J [K] n W] n K EU}= 
{(I<, U) E X* / K n J-1 [W] E U} = (J-1 [W])* E B* 

Terminaremos com os resultados referentes à propriedade de extensão da compacti-
ficação construída. 
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Lema. Se X é um espaço z-d e (K, U) E X*, então em X: 

limu J( = íl{V E B / K n V E U}. 
Demonstração. 
i) se x E limu ](, então para todo V E B com x E V, K n V E U. Suponhamos que existe 
WEB com J( n W E U tal que x ft W, neste caso, x E wc E B, logo, J( n wc EU, i.e. 
J( n W ft U, uma contradição, portanto x E íl{V E B / I< n V EU}. 
ii) suponhamos x E íl{V E B / K n V E U} ex ft limu K, então existe W E B com 
x E W tal que J( n W (/. U, i.e. J( n wc E U, logo, como wc E B temos que x E wc, 
uma contradição, portanto, x E limu J( 

Observar que este Lema, no caso X compacto, fornece uma outra demonstração da 
parte (iv => i) do Teorema 1 já que a família {V E B / K n V E U} é uma farru1ia de 
fechados com a PIF. 

Teorema 7. Se X é uma espaço z-d compacto, -então existe uma aplicação g : x• -+ X 
que satisfaz as seguintes propriedades: 
i) g és-contínua e gf X= idx (identificando X com <p[X]), em particular, X é um retrato 
de X*. 
ii) g é aberta. 
iii) para todo V E B : g-1 [g(V*]] = V*. 
iv) g é uma aplicação própria, i.e. g é fechada e se]( Ç X é compacto, então g-1 [K] é 
compacto em X*. 

Demonstração. Seja (J(, U) E x·, então, pelo Teorema 5, (J{, U) E limu K, além 
disso, pelo Lema, existe x E X tal que x E limu K. Definimos g(J(, U) = x (observar que 
a escolha de x é, em princípio, arbitrária em limu K ). No caso de(/{, U) = ( {z }, {{z}}) 
com z E X temos que íl{V E B / {z} n V E {{z}}} = íl{V E B / z E V}, logo, definimos 
g(K, U) = z satisfazendo a exigência de ter gf X= idx, 

i) para provar as-continuidade de g provaremos que para todo V E B: g-1 [V] = V*. 
Se (K, U) E g-1 [V], então x = g(K, U) E V, mas como x E limu K temos que, 

para aquele V, I< n V EU, i.e. (J<, V) E V*. 
Se (K, U) E v·, então, por definição, x = g(K, U) E limu K = íl{W E 

B / K n W E U}, em particular, como K n V E U temos que x E V, portanto, 
(K, U) E g-1[V]. 

ii) de (i) resulta que se V E B, g[V*] = g[g- 1 [V]] = V por ser g (obviamente) sobrejetora. 
Portanto, g é aberta. 
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iii) é consequência imediata de (i) e (ii) que para todo V E B: g-1 [g[V*]] = g-1 [V] = V•. 

iv) o fato de g ser fechada será provado em duas partes. 
a) para todo V E B, g[V•c]c E 8: com efeito, provaremos que g[V*c] = vc; da 

demonstração da parte (i) resulta que V* = g-1 [V], donde V*c = g-1 [V]c = g-1 {Vc], logo, 
g[V*c] = g[g-1 [Vc]] = vc por ser g sobrejetora. 

b) g[íl½*C] = ílg[½*C]: com efeito, íl½*C - ng-1(½cl = g-1[íl½c], logo, 
iE/ iEI iEI iEI iEI 

g{íl½*C] = íl½C = íl9[½*C]. 
iEI iEI iEl 

Seja I< Ç X compacto e suponhamos que g-1 [I<] Ç LJ½*, então, J( = g(g-1(I<]] Ç 
iEI 

g[LJ½*] = LJg[½*] = LJ½, logo, como é J< compacto, existem i1, ... , Ín E J tais que 
iel iEl iEI 

n n n 

J( Ç LJ½,., portanto, g-1[I<] Ç LJg-1[½,.] = LJ½: , ie. g- 1[K] é 
k=l k=l k=l 

Teorema 8. Se f : X - Y é s-contínua com Y um espaço z-d compacto, então existe 
1: x· - Y s-contínua tal que Ir x = 1. 

Demonstração. Basta considerar o seguinte diagrama: 

X 
I{) l x· 

J --

r 

y 

l t/J 
Y* -- y 

g 

Definindo J = g o J* te~os que 1 é s-contínua pelos Teoremas 6 e 7, e que se 
X E X, J(x) = g(f*(x)) = g(f(x)) = f(x), ie. Jrx = f 

Nota. Xavier Caicedo (Universidade de Los Andes, Bogotá, Colornbia) observou após o 
término deste trabalho que o Teorema 7 pode ser reformulado para espaços compactos 
regulares (observe que todo espaço z-d é regular). Nesse caso pode-se provar apenas que 
a aplicação g aí construída é contínua. Para isso, basta construir a base da topologia de 
X* a partir da topologia total r de X (não apenas de uma base) e observar que o lema 
prévio adquire a seguinte forma: limu I< = íl {V/ V E r e K íl V E U} (a barra denota 
o fecho em X). Uma versão adaptada do Teorema de extensão segue para este caso. 
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