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Resumo
A gênese da Teoria Transcendente dos Números se deu em 1844, quando J.Liouville mostrou
que números algébricos não são “bem aproximados” por números racionais. O trabalho
tem como objetivo principal apresentar esta área. Os números transcendentes carregam
uma certa curiosidade acerca da distribuição destes na reta e no plano complexo devido
aos seus “comportamentos” contraintuitivos em aspectos aritméticos e algébricos. Para um
estudo mais específico, o matemático K.Mahler (1903-1988), em 1932, decidiu classificar
os números transcendentes em três conjuntos disjuntos: S´, T´ e U -números. Para tal
classificação, utilizou-se das aproximações diofantinas (em específico a aproximação de
números transcendentes por números algébricos). Espera-se ao final do projeto, apresentar
alguns resultados desta teoria em torno da classificação de Mahler, que continua em um
relativo recente desenvolvimento.
Palavras-chave: Aproximações; Mahler; Classificação; Transcendentes.



Abstract
The genesis of Transcendental Number Theory occurred in 1844, when J.Liouville showed
that algebraic numbers are not “well approximated” by rational numbers. The main
objective of the work is to present this area. Transcendental numbers carry a certain
curiosity about their distribution on the straight line and in the complex plane due to
their counterintuitive “behaviors” in arithmetic and algebraic aspects. For a more specific
study, the mathematician K.Mahler (1903-1988), in 1932, decided to classify transcen-
dental numbers into three disjoint sets: S´, T´ and U -numbers. For this classification,
Diophantine approximations were used (in specific, the approximation of transcendental
numbers by algebraic numbers). At the end of the project, we intend to present some
results of this theory around Mahler’s classification, which continues to be in relatively
recent development.

Keywords: Approximations; Mahler; Classification; Transcendental.



Lista de símbolos

N “ t1, 2, . . . , n, . . . u Conjunto dos números naturais;

Z,Q,R,C Conjuntos dos números inteiros, racionais, reais e complexos;

Q`,Z`,R` Conjunto dos números racionais, inteiros e rais positivos;

#A Cardinalidade do conjunto A;

[x] Maior número inteiro menor ou igual ao número real x;

rxs Menor número inteiro maior ou igual ao número real x;

txu Parte decimal do número real x;

(a,b) Máximo Divisor Comum entre os números inteiros a e b;

grpP q grau do polinômio P ;

HpP q Altura do polinômio P ;

logpxq Logaritmo do número x na base e;

loghpxq Logaritmo do número x na base h.
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Introdução

Normalmente, estamos com uma visão vinculada à cinco conjuntos de números:
Os clássicos naturais (N), inteiros (Z), racionais (Q), reais (R) e complexos (C). Neste
trabalho estaremos, ainda, estudando estes números, mas com a visão voltada para dois
conjuntos em específico: O dos números algébricos e o dos transcendentes, com foco neste
último.

Faremos o estudo de números transcendentes através de aproximações dio-
fantinas. Mas que conceito de aproximação seria esse? Bem, a gênese da Teoria das
Aproximações Diofantinas se deu com o estudo do “quão bem aproximado” um número
real ξ pode ser por um número racional, ou, em outras palavras, o quão pequeno podemos
tornar o valor |ξ ´ p{q| onde p{q P Q? Um dos principais resultados envolvendo tais
questões, veremos no Capítulo 2 deste trabalho, através do Teorema de Dirichlet, onde
garantimos que, para qualquer número irracional ξ, existem infinitos números racionais
p{q onde |ξ ´ p{q| ă 1{q2. No entanto, iremos enunciar este resultado de maneira mais
sofisticada, com o intuito de construirmos um teorema de caracterização dos números
irracionais.

Ainda no capítulo 2, estudaremos os números de Liouville, definidos como
números que admitem uma sequência de infinitos racionais ppn{qnqnPN, com qn ą 1, tais
que para todo n P N, temos

0 ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
qn

n

.

Tais números serão de fundamental importância para muitos outros resultados que veremos
ao longo do texto. A concepção de conjunto de números de Liouville advém da contrapositiva
de outro grande teorema que veremos, o Teorema de Liouville, que nos garante uma
desigualdade para números algébricos de grau maior ou igual a dois. Ao final da seção de
números de Liouville, encontraremos uma “pérola” em formato de teorema.
Com isso referimo-nos ao resultado publicado em 1962 pelo matemático Paul Erdös, que
nos garante a representação de todo número real como a soma de dois números de Liouville
(apesar do conjunto formado por estes apresentarem medida de Lebesgue nula).

No capítulo 3, generalizaremos os resultados do capítulo 2 no sentido de aproxi-
marmos números transcendentes por algébricos ao invés de irracionais por racionais. Com
as ferramentas utilizadas para demonstrar o resultado generalizado do teorema de Dirichlet,
conseguiremos mostrar um teorema de caracterização para números transcendentes! Mais
ainda, seremos capazes de classificar os números transcendentes de uma maneira especial,
através da construção de funções, ωpξq e υpξq, que nos permitirão estudar a classificação de
Mahler, datada de 1932. Além desta, apresentaremos também a classificação de Koksma,
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que, ao final do capítulo, mostraremos que é equivalente à de Mahler.

Mahler dividiu os números transcendentes em 3 conjuntos: os S´T´, U´números,
que serão classificados da seguinte maneira:

1. Se 0 ă ωpξq ă 8 e υpξq “ 8, então ξ é chamado de S-número;

2. Se ωpξq “ 8 e υpξq ă 8, então ξ é chamado de U-número;

3. Se ωpξq “ 8 e υpξq “ 8, então ξ é chamado de T-número.

Ao longo do capítulo 4 estudaremos propriedades extremamente interessantes
de cada uma destas classes, apresentando problemas em aberto, e mostrando a distribuição
de cada classe de números no plano complexo. Por exemplo, veremos que o conjunto dos
U -números e T -números apresentam medida de lebesgue nula em C, consequentemente
o conjuntos dos S´números apresenta medida cheia. Mostraremos também que existem
T´números, porém nenhum número deste tipo fora exibido explícitamente até os dias
atuais. Ao final do trabalho, pretendemos mostrar uma belíssima relação direta entre dois
números algebricamente dependentes e a classificação de Mahler destes.
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1 Preliminares

1.1 Uma breve introdução sobre números algébricos e
transcendentes.

Remonta-se há cerca de 300 a.c o começo da fascinação dos matemáticos pelos
números. Tal fascinação não advém somente da necessidade do uso dos números em nosso
cotidiano, mas também dos seus mistérios e padrões. No presente tópico pretendemos dar
uma ideia do quão supreendentes os números podem ser e iremos analisá-los pelo aspecto de
dois conjuntos: O conjunto dos números Algébricos, que denotaremos por Q, e o conjuntos
dos números transcendentes. Vale lembrar que durante o projeto estaremos focados no
estudo destes números no âmbito dos números complexos (salvo menção contrária).

Inicialmente iremos apresentar algumas definições com o objetivo de demonstrar
um resultado que a princípio pode parecer “inocente”, porém nos dá uma grande informação
sobre a densidade do conjunto dos números transcendentes no plano complexo. Para isto,
comecemos com a seguinte

Definição 1.1. Um números α P C é dito algébrico se este for raíz de algum polinômio
não-nulo com coeficientes inteiros, caso contrário é dito transcendente. Denotaremos o
conjunto de números algébricos por Q.

Agora veremos um pouco sobre a densidade de Q, e mostraremos que este
conjunto apresenta medida de Lebesgue nula em C, o que nos leva a concluir que, de
maneira mais intuitiva, “quase todo número é transcendente”.

Teorema 1.1. O conjunto dos números algébricos tem medida de Lebesgue nula.

Para a demonstração deste teorema, utilizaremos, sem provar, um resultado já
bastante conhecido da Análise, dado pelo seguinte

Lema 1.1. Todo conjunto enumerável em C tem medida de Lebesgue nula.

Demonstração do teorema. Diretamente do lema anterior perceba que se provarmos que
Q é enumerável, o resultado segue. Para isso, consideremos o conjunto Rq definido como o
conjunto das raízes de um polinômio qpxq P Zrxs, onde o grau de qpxq é n, e façamos a
seguinte identificação:

ψ : Zn
rxs Ñ Z˚

ˆ Zn

qpxq “ anx
n

` ¨ ¨ ¨ ` a0 ÞÑ pan, . . . , a0q,
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onde Zn
rxs representa o conjunto de polinômios de grau n com coeficientes inteiros. É

fácil verificar que ψ é bijetora e, a partir disto, concluir que Zrxs é enumerável pois será
uma união enumerável de polinômios. Além disso, veja que

Q “
ď

pPZrxs

Rp.

Rp é um conjunto vazio ou finito para cada p e, além disso, a união enumerável de conjuntos
finitos é enumerável.

Este resultado, além de mostrar que números transcendentes existem, mostra
que de certo modo a maior parte da reta real é constituída por eles. Mas ora, se esta-
tisticamente a reta é composta em sua maioria por números transcendentes, devemos
encontrá-los com grande facilidade, assim como acontece com os números algébricos, certo?
Muito pelo contrário. Apesar de ser contraintuitivo, a procura por números transcendentes
é um trabalho árduo e de certa complexidade. Ao longo deste trabalho, iremos estudar o
comportamento de alguns tipos específicos destes números.

Em palavras mais informais, ao contrário de números algébricos, que são
“bem comportados” em relação a soma e multiplicação, os transcendentes apresentam
comportamentos atípicos. Ao longo do texto estudaremos a Classificação de Mahler, que
tem como objetivo dividir os números transcendentes em classes que apresentam algumas
propriedades interessantes.

O objetivo deste capítulo será fornecer uma base para as notações e definições
que utilizaremos durante todo o texto. Inicialmente iremos abordar um pouco do conceito
de Frações Contínuas, que serão utilizadas em alguns momentos durante este trabalho.

1.2 Frações Contínuas
O estudo de frações remete-se aos egípcios, mas com o advento do Algoritmo

de Euclides, o estudo de frações poderia criar uma nova camada, um maior grau de
profundidade na pesquisa de outras áreas. Assim como todo bom matemático se questiona,
por que não mexer em algo e torná-lo mais sofisticado? Foi exatamente isso o que fez
Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), cientista italiano, quando manipulando uma fração
inicial e modificando-a de uma maneira específica obteve

?
18 « 4 `

2

8 `
2

8 ` ¨ ¨ ¨

.

Mas foi apenas através do matemático John Wallis (1616-1703), que esse tipo de fração se
tornou um objeto de estudo, dando início assim à teoria das frações contínuas. Ao longo
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dos anos vários matemáticos debruçaram-se sobre o estudo de tais frações, sendo Srinivasa
Ramanujan (1887-1920), matemático indiano, uma das principais figuras desta área que
veremos brevemente neste texto.

O foco desta seção será explicar o que são frações contínuas e enunciar alguns
dos seus resultados principais que servirão como ferramentas fundamentais ao longo do
nosso trabalho. Comecemos com a seguinte definição que fora baseada em (BUGEAUD,
2004).

Definição 1.2. Sejam a0, a1, . . . , an, . . . números inteiros com a1, a2 . . . , an, . . . positivos.
Uma fração contínua finita é uma expressão da forma

ra0; a1, a2, . . . , ans “ a0 `
1

a1 `
1

a2 `
1

¨ ¨ ¨ `
1
an

.

Em geral, chamamos qualquer expressão da forma

ra0; a1, a2, . . . s “ a0 `
1

a1 `
1

a2 `
1

¨ ¨ ¨

“ lim
nÑ8

ra0; a1, a2, . . . s

de fração contínua (se o limite existir). Os números a1, a2, . . . são chamados denominadores
parciais dessa fração. A fração contínua é dita simples se todos os a1

is, com exceção de a0,
forem inteiros não-negativos.

Nesta seção, estaremos interessados particularmente em números irracionais.
Dito isto, consideremos ξ um irracional e defina o inteiro a0 e o número ξ1 ą 1 da seguinte
maneira:

a0 “ rξs e ξ1 “
1

tξu
,

onde rξs representa a parte inteira de ξ. Assim, temos que ξ “ a0 `
1
ξ1

. Desta forma temos
as seguintes sequências:

an “ rξns e ξn`1 “
1
ξn

,

onde observamos que ξn “ an `1{ξn`1. Deste modo, podemos associar ξ com a sequência de
inteiros panqnPN. Pode-se mostrar que ξ “ ra0; a1, . . . , an, . . . s e que todo número real pode
ser representado por frações contínuas, porém, é de uma relevante laboriosidade a demons-
tração deste fato que fora intuido. Para uma demonstração completa, ver (BUGEAUD,
2004).
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Com essas observações, a partir de agora faremos referência à representação
por fração contínua de um número qualquer de maneira natural. Definiremos a seguir o
conceito de convergente, que será de fundamental importância nesta seção e em alguns
momentos do texto.

Definição 1.3. Seja ξ um número irracional escrito em fração contínua na forma

ξ “ ra0; a1, . . . , an, . . . s.

Chamaremos o racional
pk

qk

“ ra0; a1, . . . , aks

onde ppk, qkq “ 1, de k-ésimo convergente de ξ.

A partir de agora, quando apresentarmos algum teorema envolvendo frações
contínuas, pk{qk sempre indicará um convergente do número mencionado no enunciado,
salvo menção contrária.

A seguir, mostraremos alguns resultados que serão fundamentais ao longo do
texto. Comecemos com o seguinte teorema clássico que nos permite “enxergar” algumas
propriedades acerca dos convergentes de uma fração contínua:

Teorema 1.2. Seja ξ um irracional como na definição (1.3) e considerando

p´1 “ 1, q´1 “ 0, p0 “ a0 e q0 “ 1

temos que, para todo inteiro positivo n,

pn “ anpn´1 ` pn´2 e qn “ anqn´1 ` qn´2.

Demonstração. Iremos proceder por indução. Como p1{q1 “ a0 ` 1{a1 “ pa0a1 ` 1q{a1,
então, pelas considerações do enunciado, temos que o teorema é válido para n “ 1. Assuma
o resultado válido para um inteiro positivo n e denote por p1

0{q1
0, . . . , p

1
n{q1

n os convergentes
do número racional ra1; a2, . . . , an`1s. Para qualquer inteiro 0 ď j ď n ` 1 temos

pj

qj

“ ra0; a1, . . . , ajs “ a0 `
1

ra1; a2, . . . , ajs
“ a0 `

q1
j´1

p1
j´1

,

Então
pj “ a0p

1
j´1 ` q1

j´1 e qj “ p1
j´1. (1.1)

Segue destas igualdades com j “ n ` 1 e aplicando a hipótese de indução ao racional
ra1; a2, . . . , an`1s que

pn`1 “ aopan`1p
1
n´1 ` p1

n´2q ` an`1q
1
n´1 ` q1

n´2

“ an`1pa0p
1
n´1 ` q1

n´1q ` a0pp1
n´2 ` q1

n´2q
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e
qn`1 “ an`1p

1
n´1 ` p1

n´2.

Assim, por (1.1), temos que

pn`1 “ an`1pn ` pn´1 e qn`1 “ an`1qn ` qn´1.

Corolário 1.1. Para todo inteiro n não-negativo, temos

qnpn´1 ´ pnqn´1 “ p´1q
n.

Demonstração. O resultado segue por indução aplicando diretamente a proposição 1.2.

Proposição 1.1. Dadas as convenções do Teorema 1.2, considere n um inteiro positivo e
ξ “ ra0; a1, a2, . . . s um número irracional. Temos então

ξ “ ra0; a1, . . . , an, ξn`1s “
pnξn`1 ` pn´1

qnξn`1 ` pn´1
,

onde ξn`1 “ ran`1, an`2, . . . s.

Demonstração. Consideremos

ξ “ ra0; a1, . . . , an, ξn`1s “ rb0; b1, . . . , bn, bn`1s.

Assim, ai “ bi para todo i “ 0, 1, . . . , n e bn`1 “ ξn`1. Sejam
ˆ

pj

qj

˙

e
ˆ

p1
j

q1
j

˙

os convergentes

de ra0; a1, . . . , an, ξn`1s e rb0; b1, . . . , bn, bn`1s respectivamente. Assim,

rb0; b1, . . . , bn, bn`1s “
p1

n`1
q1

n`1
.

Mas, pela proposição (1.2)
p1

n`1
q1

n`1
“
bn`1p

1
n ` p1

n´1
bn`1q1

n ` q1
n´1

,

donde p
1
n

q1
n

“
pn

qn

, p
1
n´1
q1

n´1
“
pn´1

qn´1
e bn`1 “ ξn. Então

ξ “ ra0; a1, . . . , an, ξn`1s “
pnξn`1 ` pn´1

qnξn`1 ` pn´1
.

Corolário 1.2. Para todo inteiro n não-negativo, vale

qnξ ´ pn “
p´1qn

qnξn`1 ` qn´1
.
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Demonstração. Pela proposição anterior, sabemos que

ξ “
pnξn`1 ` pn´1

qnξn`1 ` pn´1
,

então,

qnξ ´ pn “
pnqnξn`1 ` pn´1qn ´ qnpnξn`1 ´ pnqn´1

qnξn`1 ` qn´1
“
pn´1qn ´ pnqn´1

qnξn`1 ` qn´1
.

Donde, pelo Corolário 1.1, temos

qnξ ´ pn “
p´1qn

qnξn`1 ` qn´1
.

A partir dos resultados demonstrados, podemos encontrar uma estimativa para
a localização de ξ na reta em relação aos seus convergentes a partir do seguinte

Teorema 1.3. Para todo número irracional ξ e qualquer inteiro n ě 0, temos

1
qnpqn ` qn`1q

ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qnqn`1
.

Demonstração. Sabemos, pelo corolário (1.2) que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

qnpqnξn`1 ` qn`1q
.

Perceba que an`1 ă ξn`1 ă an`1 ` 1. Assim,

1
qnpqnpan`1 ` 1q ` qn´1q

ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qnpqnan`1 ` qn´1q
.

Mas, pela proposição (1.2), isto é equivalente a

1
qnpqn ` qn`1q

ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qnqn`1
.

Como dito anteriormente, as frações contínuas serão de fundamental importân-
cia para demonstrarmos e enunciarmos dois belíssimos resultados que serão apresentados
ao longo deste texto, sendo um deles o Teorema de Hurwitz-Markov e outro um resultado
recente, vinculado à G.Petruska, de 1992, acerca de números de Liouville, que iremos
definir no capítulo a seguir.
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2 Aproximação de Irracionais por Racionais

Neste capítulo abordaremos o “quão distante” um número irracional está de
um racional. Por distância queremos nos referir ao quão pequeno podemos tornar o valor
|ξ ´ p{q| onde ξ é irracional e p{q P Q.

Inicialmente estudaremos o teorema de Liouville e, a partir deste, voltaremos
o foco para um conjunto de grande importância na teoria transcendente, o conjunto dos
números de Liouville.

Ao final do capítulo, enunciaremos o teorema de Dirichlet e mostraremos que,
“juntando” as ferramentas que adquirimos ao longo do capítulo, podemos caracterizar os
números irracionais de uma maneira bastante elegante.

2.1 O Teorema de Liouville

Teorema 2.1 (Teorema de Liouville). Seja α um número algébrico irracional com polinô-
mio minimal P pxq de grau n ą 1. Então, para todo número racional p{q com q ą 0, existe
uma constante C “ Cpαq tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
Cpαq

qn
.

Demonstração. Inicialmente perceba que se
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 1 os números estão relativamente

longe um do outro, e deste modo não teremos muito problema para encontrar um Cpαq

adequado. De fato, considerando Cpαq “ 1 temos

Cpαq

qn
“

1
qn

ď 1 ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

O caso interessante ocorre quando consideramos α e p
q

relativamente próximos,

ou em outras palavras, quando
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1. Para analisarmos este caso perceba que

P

ˆ

p

q

˙

‰ 0 (pois P pxq também será irredutível em Qrxs devido ao Lema de Gauss). Deste

modo teremos P
ˆ

p

q

˙

da forma K

qn
onde K P Z˚. Daí segue que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

qnP

ˆ

p

q

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 1.

Como P pαq “ 0,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P

ˆ

p

q

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P pαq ´ P

ˆ

p

q

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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Além disso, como P pxq é um polinômio (e portanto uma função contínua), segue do
teorema do valor intermediário que existe um elemento θ P R entre α e p

q
tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P pαq ´ P

ˆ

p

q

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|P 1
pθq| ,

Assim,
|qnP 1

pθq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 1.

Deste modo, essa relação começa a ter uma familiaridade com a relação que queremos
encontrar, pois

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
P 1pθq´1

qn
.

Nos falta agora mostrar que de fato a constante depende de α. Para isso
perceba que θ P r1 ´ α, 1 ` αs, e novamente pela continuidade de P pxq, o máximo da
função polinomial será atingido nesse intervalo, digamos que esse valor seja M . Podemos
então definir Cpαq como sendo min tM´1, 1u.

A partir deste teorema uma questão natural surge: E se o grau do polinômio
minimal de α for 1? Isto é, e se α for racional? Responderemos esta pergunta através do
seguinte

Teorema 2.2 (Teorema de Liouville para racionais). Dado um número racional α, existe
uma constante C “ Cpαq onde, para todo racional p{q com p{q ‰ α, temos

|qα ´ p| ě C

Demonstração. Vamos escrever α “
r

s
onde s ą 0. Perceba que

|qα ´ p| “
|rq ´ ps|

s
.

Mas como α ‰
p

q
, |rq ´ ps| ě 1 e rq ´ ps P Z˚, concluímos

|qα ´ p| ě
1
s

:“ Cpαq

O que este teorema nos mostra é que não podemos aproximar muito bem
racionais a partir de outros racionais. Mais a frente veremos números que podem ser muito
bem aproximados a partir de sequências de números racionais.

A partir do seu teorema, Liouville mostrou não só que os números algébricos não
podem ser muito bem aproximados por racionais, mas também nos forneceu uma ferramenta
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para verificar se um número é transcendente. Ora, observando bem a contrapositiva do
teorema, chegamos nos seguintes teoremas:

Teorema 2.3. Seja α P R. Suponha que para cada número real positivo c e cada inteiro
positivo d, existe racional p{q tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
c

qd
,

então α é transcendente.

Teorema 2.4 (Ferramenta para transcendência). seja α P R e suponha que exista uma
sequência de infinitos racionais pPn{qnq satisfazendo a desigualdade

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
qn
,

então α é transcendente.

2.2 Números de Liouville
Uma vez mostrada e existência de números transcendentes, a construção e a

exibição destes se tornou, naturalmente, uma questão de grande interesse na comunidade
matemática, até que, em 1844, Liouville encontrou o primeiro número transcendente que
se tem registro. Para tal, ele utilizou-se do seu teorema mostrando assim que o número

L “
ÿ

ně1
10´n!

“ 0, 110001000000000000000001...

é transcendente.

Agora provarmos que este número é de fato transcendente, através da contra-
positiva do Teorema de Liouville.

Corolário 2.1. L “
ÿ

ně1
10´n! é um número transcendente.

Demonstração. Vamos assumir que L é um algébrico de grau d ą 1 ( pois como os gaps
entre os zeros na expansão de L crescem fatorialmente, L não pode ser racional). Agora
apliquemos o Teorema de Liouville para L. Assim, para todo p{q racional com q ą 0 existe
constante CpLq tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
CpLq

qd
. (2.1)

Agora defina qn :“ 10pn´1q! e pn :“ qnp10´1!
` ¨ ¨ ¨ ` 10´pn´1q!

q. Assim teremos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

měn

10´m!
“ 10´n!

ÿ

měn

10´m!`n!
“ 10´n!

˜

1 `
ÿ

mąn

10´m!`n!

¸

ď 2 ¨ 10´n!
“

2
qn

n
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Portanto, para tais pn

qn

P Q, obtemos a desigualdade
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2
qn

n

para todo n ě 2. Mas, por (2.2) temos
CpLq

qd
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2
qn

n

.

Portanto,
CpLq

qd
n

ď
2
qn

n

ñ qn´d
n ď

2
CpLq

Ou seja, a sequência an “ qn´d
n “ 10pn´1q!pn´dq, com d constante, é limitada, o que é um

absurdo. Concluímos daí que L também não pode ser um algébrico de grau maior ou igual
a 2, logo L é transcendente.

A partir do seu teorema, Liouville mostrou não só que os números algébricos não
podem ser muito bem aproximados por racionais, mas também nos forneceu uma ferramenta
para verificar se um número é transcendente. Ora, observemos bem a contrapositiva do
teorema e vamos remanejar as palavras de tal forma que chegamos na seguinte definição
dada para a caracterização dos números de Liouville.

Definição 2.1. Um número ξ P R é dito número de Liouville se existe uma sequência de
infinitos racionais pn{qn, com qn ą 1, tais que para todo n P N temos

0 ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
qn

n

. (2.2)

Denotaremos o conjunto de números de Liouville por L.

Veremos adiante que todo número de Liouville é transcendente.

Proposição 2.1. A sequência pqnqnPN, definida acima, é ilimitada.

Demonstração. Suponha por absurdo. Como qn é um número inteiro, teremos finitas
possibilidades para qn, e pela definição

0 ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1 ñ |qnξ ´ pn| ă qn.

Como |pn| ´ |qnξ| ď |qnξ ´ pn|, segue que

|pn| ď qnp1 ` |ξ|q ă M

pois pqnqnPN é limitada e o ξ está fixo. Logo a sequência ppnqnPN também é limitada, então
teremos finitas possibilidades para pn

qn

, o que contradiz a definição.
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Proposição 2.2. Todo número da forma

ξ “
ÿ

ně1
ank

´n!,

com k P Nzt1u e an P t1, ¨ ¨ ¨ , k ´ 1u, é um número de Liouville.

Demonstração. Devemos mostrar que existe uma sequência de racionais que satisfaça (2.2).
Considere para cada n P N os seguintes inteiros, qn :“ kn!

ą 1 e pn :“ qnpa1k
´1!

`¨ ¨ ¨ ank
´n!

q,
para obter

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

měn`1
amk

´m!

ď pk ´ 1q
ÿ

měn`1
k´m!

ă pk ´ 1q
ÿ

měpn`1q!
k´m

ă pk ´ 1q
k´pn`1q!`1

k ´ 1
ă

1
kpn`1q!´1

ă
1

kn.n!

ă
1
qn

n

Portanto, concluímos que ξ é de Liouville.

Proposição 2.3. Todos os números de Liouville são transcendentes.

Demonstração. Se ξ P L, ξ é irracional. Suponhamos que ξ é um número algébrico de grau
k ě 2. Assim, pelo Teorema de Liouville, existe uma constante Cpξq tal que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
Cpξq

qk
n

.

Por outro lado, como ξ é um número de Liouville, teremos que para um k fixado
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
qn

n

ñ
1
qn

n

ě
cpξq

qk
n

ñ qn´k
n ď

1
Cpξq

(2.3)

Agora, pela Proposição 2.1, a sequência pqnqnPN não está limitada, isto implica que a
sequência pqn´k

n qnPN também não está limitada, portanto, não pode ser majorada por uma
constante. O que contradiz (2.3). Concluímos que ξ não pode ser algébrico de grau k ě 2,
logo ξ é transcendente.
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2.2.1 Alguns resultados

Uma pergunta natural após um primeiro contato com os números de Liouville é
se todos os números transcendentes são de Liouville. Nesta seção mostraremos que a resposta
desta pergunta é negativa, e, mais ainda, que quase todos os números transcendentes entre
0 e 1 não são de Liouville dada a enumerabilidade de L, como podemos ver no seguinte

Teorema 2.5. O conjunto dos números de Liouville em p0, 1q tem medida (de Lebesgue)
nula.

Demonstração. Dado ϵ ą 0, basta mostrarmos que a medida (de Lebesgue) do conjunto
dos números de Liouville em r0, 1s, que denotaremos por µpLq, é menor que ϵ. Afirmamos

que para tal ϵ dado, existe um inteiro positivo n tal que
8
ÿ

b“2
4{pbn´1

q ă ϵ. Com efeito,

considere a sequência pakqkPN onde ak “

8
ÿ

b“2
4{pbk´1

q ą 0. Então

0 ă ak “

8
ÿ

b“2

4
bk´1 ď 4

8
ÿ

b“2

1
2k´3b2 “

4
2k´3

8
ÿ

b“2

1
b2 “

4
2k´3 ¨

ˆ

π2

6 ´ 1
˙

Ñ 0, quando k Ñ 8.

Assim, pelo teorema do Confronto, ak Ñ 0 e temos o desejado. Agora, se ξ é um número
de Liouville, então existem inteiros a e b, com b ą 1, tais que

|ξ ´
a

b
| ă

1
bn
. (2.4)

Como o lado direito da desigualdade é menor ou igual a 1{2 e ξ P p0, 1q, então ´1{2 ă

a{b ă 3{2, segue que a P p´b{2, 3b{2q. Daí, temos que a é um inteiro em um intervalo
aberto de comprimento 2b, logo, existem no máximo 2b valores para a que satisfazem (2.4).
Denotaremos a quantidade de possíveis valores para a por Cb. Portanto, se ξ P p0, 1q é um
número de Liouville que satisfaz (2.4), então

ξ P

ˆ

a

b
´

1
bn
,
a

b
`

1
bn

˙

,

isto é, ξ deve pertencer a um dos Cb intervalos de comprimento 2{bn para algum inteiro
positivo b ą 1. Assim, considerando todos os possíveis valores de b e pelo observado
anteriormente, temos que

µpLq ď

8
ÿ

b“2
Cb

2
bn

ď

8
ÿ

b“2
2b 2
bn

“

8
ÿ

b“2

4
bn´1 ă ϵ,

onde a ultima desigualdade segue da afirmação. Portanto, conseguimos provar o resultado.

Corolário 2.2. Existem números transcendentes que não são de Liouville.
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Demonstração. Podemos particionar o intervalo r0, 1s em três conjuntos disjuntos: Q “

Números algébricos; L “ Números de Liouville; T “ Números Trascendentes que não são
de Liouville. Sabemos que a medida de Lebesgue (aqui representada por µ) dos números
algébricos é nula, µpQq “ 0, e pelo resultado anterior µpLq “ 0. Portanto µpTq “ 1, e com
isso T ‰ H. Mais ainda, concluímos que quase todos os números transcendentes em r0, 1s

não são de Liouville.

Baseados nos resultados anteriores, a seguinte proposição pode parecer con-
traintuitiva.

Proposição 2.4. Os números de Liouville são não enumeráveis.

Demonstração. Dado b P N, defina

Lb “ t
ÿ

kě1
akb

´k!; ak P t1, . . . , b ´ 1uu.

Pela Proposição 2.2, Lb Ď L.
Suponha Lb enumerável, e seja,

Lb “ tξ1, . . . , ξj, . . . u, ξj “
ÿ

kě1
ajkb

´k!.

Onde pajkqjPN são subsequências de pakqkPN.
Definimos agora o número de Liouville

ξ1
“

ÿ

kě1
αkb

´k! tal que 0 ‰ αk ‰ akk.

Pelo argumento da Diagonal de Cantor, concluimos que ξ1
R Lb. Absurdo. Logo, concluimos

que L não é enumerável

2.2.2 Uma relação nem um pouco intuitiva

Neste tópico abordaremos um resultado “contraintuitivo” advindo de Paul
Erdös (1913-1996), onde nos afirma que todo número real pode ser escrito como a soma de
dois números de Liouville (mesmo L tendo medida de Lebesgue nula!). Para tal resultado,
precisaremos de um Lema que envolve a relação entre funções racionais e números de
Liouville bem como uma reformulação da Definição (2.1). Primeiramente vamos dar uma
definição equivalente à esta:

Definição 2.2. Um número ξ P R é um número de Liouville se existem uma sequência ili-
mitada pωkqkě1 de números reais positivos, uma sequência de infinitos racionais ppk{qkqkě1,
com qk ě 1, e uma constante positiva M tais que para k “ 1, 2, . . .

0 ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pk

qk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă Mq´ωk
k .



Capítulo 2. Aproximação de Irracionais por Racionais 26

Mostraremos agora que a imagem de um número de Liouville por uma função
racional não constante com coeficientes racionais também será um número de Liouville.

Teorema 2.6 (E.Maillet, 1906). Se f é uma função racional não constante com coeficientes
racionais, então fpLq Ă L.

Demonstração. A demonstração deste teorema utilizá-se de alguns “truques” vistos na
demonstração do Teorema de Liouville, como por exemplo, o Teorema do valor médio.
Sabemos, pela Definição 2.1 que existe uma sequência de infinitos racionais pak{bkqkPN,
com bk ą 1, tais que |ξ ´ ak{bk| ă b´k

k . Como ak{bk Ñ ξ, então |ak|{bk Ñ |ξ|. Daí existe
k1 P N onde

|ak|

bk

ă c “ t|ξ|u ` 1 ñ |ak| ă cbk (2.5)

é válido para todo k ě k1. Se escrevermos fpxq “ P pxq{Qpxq, como P pxq e Qpxq possuem
um número finito de raízes, ak{bk não é raiz de P pxq ou Qpxq para k suficientemente
grande, digamos k ě k2. Seja k0 “ maxtk1, k2u. Então, ak{bk satisfaz (2.5) e não é raiz de
P pxq ou Qpxq para k ě k0. Gostaríamos de encontrar uma sequência de aproximantes de
ξ de modo que as condições estabelecidas acima sejam válidas para todo k inteiro positivo.
Para isso, consideramos a sequência de racionais ppk{qkqkPN onde pk “ ak`k0 e qk “ bk`k0 .
Note que qk ě 1 e que para todo k natural

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
ak`k0

bk`k0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

bk`k0
k`k0

ñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pk

qk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qk`k0
k

ă
1
qk

k

. (2.6)

Portanto, ppk{qkqkPN é a sequência desejada. Como sempre podemos considerar P pxq, Qpxq P

Zrxs, escreveremos
fpxq “

c0 ` c1x ` . . . ` cnx
n

d0 ` d1x ` . . . dmxm
(2.7)

e a imagem dos aproximantes pk{qk por f é

f

ˆ

pk

qk

˙

“
c0 ` c1

´

pk

qk

¯

` . . . ` cn

´

pk

qk

¯n

d0 ` d1

´

pk

qk

¯

` . . . ` dm

´

pk

qk

¯m

“
c0q

n`m
k ` c1q

n`m´1
k pk ` ¨ ¨ ¨ ` cnq

m
k p

n
k

d0q
n`m
k ` d1q

n`m´1
k pk ` ¨ ¨ ¨ ` dmqn

kp
m
k

:“ Pk

Qk

‰ 0.

A partir de agora, o índice k será tomado maior do que um inteiro k1
ě 1, que será escolhido

convenientemente. Como f e f 1 são funções contínuas em um determinado intervalo, pelo
teorema do Valor Médio, temos,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpξq ´ f

ˆ

pk

qk

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď M ¨

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pk

qk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

qk
k

(2.8)
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onde M é uma constante positiva que depende apenas de f 1. Também, por (2.5), temos,
para k suficientemente grande, as desigualdades

1 ď Qk ď qm`n
k |d0| ` qm`n´1

k |pk||d1| ` ¨ ¨ ¨ ` qn
k |pk|

m
|dm|

ď qm`n
k |d0| ` cqm`n

k |d1| ` ¨ ¨ ¨ ` cmqm`n
k |dm|

“ qm`n
k p|d0| ` c|d1| ` ¨ ¨ ¨ ` cm

|dm|q ď q
?

k
k , (2.9)

donde 1 ď Qk ď q
?

k
k e voltando a (2.8) obtemos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpξq ´
Pk

Qk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M

Q
?

k
k

. (2.10)

Onde as desigualdades (2.10) e (2.9) são válidas para índices a partir de k1 que satisfazem
as seguintes condições:

1. f não possui pólos entre ξ e pk{qk;

2. |d0| ` c|d1| ` ¨ ¨ ¨ ` cm
|dm| ď q

?
k´m´n

k

3. Qk ě 1.

Portanto, pela Definição (2.2), fpξq é um número de Liouville.

Com essa ferramenta em mãos, podemos por fim demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.7 (P.Erdös, 1962). Todo número real pode ser escrito como a soma de dois
números de Liouville.

Demonstração. Seja t um número real. Dividiremos a demonstração em dois casos: t P Q
e t R Q.

Se t P Q, então dado um número de Liouville ξ qualquer, temos t “ ξ ` pt´ ξq,
onde t ´ ξ é um número de Liouville pelo Lema 2.6. Se t é irracional, vamos escrevê-lo na
forma

t “ rts ` ttu.

Sem perda de generalidade vamos considerar apenas a parte fracionária de t uma vez que
rts é inteiro. A ideia de Erdös foi dividir de maneira “esperta” essa parte decimal. Seja
ttu “

ÿ

ně1
an ¨ 2´n a expansão de ttu na base 2 e defina

ξ1 :“
ÿ

ně1
αn2´n e ξ2 :“

ÿ

ně1
βn2´n

Onde, para n! ď k ă pn ` 1q!,

αk “ ak e βk “ 0 se n “ 1, 3, 5, . . .
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βk “ ak e αk “ 0 se n “ 2, 4, 6, . . .

Perceba que assim teremos a representação de ttu da seguinte forma:

ξ1 “ 0, a1 0 0 0 0 a6 a7 . . . a22 a23 0 0 . . .

ξ2 “ 0, 0 a2 a3 a4 a5 0 0 . . . 0 0 a24 a25 . . .

ttu “ 0, a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 . . . a22 a23 a24 a25 . . .

Agora, resta mostrar que ξ1 e ξ2 são de Liouville. Faremos a demonstração para
ξ1, pois a de ξ2 é análoga e portanto iremos omiti-la. Além disso, a demonstração que ξ1 é
de Liouville utiliza ferramentas e ´´truques” já vistos na demonstração dada no Corolário
2.1 ,como vê-se a seguir:
Dado n ě 1, defina

qn :“ 2p2nq!´1 e pn :“ qn ¨ pα12´1
` . . . αp2nq!´12´p2nq!`1

q.

Assim,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ1 ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

mě1
αm2´m

´

p2nq!´1
ÿ

m“1
αm2´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

měp2nq!
αm2´m.

Mas αm “ 0 para p2nq! ď m ă p2n ` 1q!, e assim
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ1 ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

měp2n`1q!
αm2´m

ď
ÿ

měp2n`1q!
2´m

“ 2´p2n`1q!
¨ 2 ă 2´nrp2nq!´1s

“
1
qn

n

.

Portanto, ξ1 é um número de Liouville, o que completa a nossa prova.

Além da soma, todo número real também poder ser expresso como produto de
dois números de Liouville. Tal resultado pode ser encontrado em (ERDOS, 1962).

Para finalizarmos esta seção, vamos apresentar um resultado mais recente
envolvendo números de Liouville. Para isso, precisaremos redefinir os números de Liouville
através de frações contínuas. A definição a seguir é equivalente às outras que foram aqui
apresentadas. Uma prova desse fato pode ser encontrada em (LEVEQUE, 1965).

Definição 2.3. Dado um irracional ξ, seja ppk{qkqkPN a sequência dos convergentes da
expansão em fração contínua de ξ. Dizemos de ξ é um número de Liouville se para cada
inteiro não-negativo n, existem infinitos k1s tais que qk`1 ą qn

k .

Se quisermos que qk`1 ą qn
k para todo k maior que um determinado inteiro

não-negativo N , obtemos uma propriedade mais forte e assim, um novo conjunto de
números que chamaremos de Números de Liouville Fortes1. Formalizemos esta ideia a
partir da seguinte definição:
1 Tradução livre do termo original “Strong Liouville Numbers”
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Definição 2.4. Um irracional ξ é dito um número de Liouville forte se para cada n inteiro
não-negativo, existe N “ Npnq, também inteiro não-negativo, tal que, para todo k ą n,
temos que qk`1 ą qn

k .

Uma pergunta natural, tendo em vista o teorema (2.7), feita pelo próprio Erdös,
é se todo número real também pode ser escrito como a soma de dois números de Liouville
fortes. A resposta para esta questão foi encontrada por G.Petruska em 1992 e , além
de mostrar que isso não é possível, mostrou que a soma e o produto de um número de
Liouville forte com um número de Liouville sempre será um número de Liouville ou um
número racional. Mas, antes de enunciarmos e demonstrarmos o resultado, precisamos da
seguinte definição:

Definição 2.5. Duas sequências de números positivos pakqkPN, pbkqkPN são ditas M-
comparáveis (Onde M é um inteiro positivo), se para cada n, existem inteiros k ą n,
j ą n tais que

ak ď bj ă aM
k ou bj ď ak ă bM

j .

Teorema 2.8 (G.Petruska, 1992). Sejam ξ um número de Liouville forte e τ um número
de Liouville. Então ξ ` τ é racional ou um número de Liouville. O mesmo resultado vale
para o produto ξτ .

Demonstração. Seja ξ um número de Liouville forte e p1{q1, . . . , pn{qn, . . . seus convergen-
tes. Além disso, considere τ um número de Liouville. Então, pela definição (2.1) temos
que existe sequência prn{snqnPN, onde, dado n P N,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
sn

k

para todo k maior que um determinado N . Vamos dividir a demonstração em dois casos:
Caso 1: pqkq e pskq são M -comparáveis para algum M ą 0.
Dado n, tome m “ pM ` 1qn ` 1 e escolha um inteiro N tal que para k ą N temos:

1. qk`1 ą qm
k ;

2.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
sm

k

.

A existência de tal N satisfazendo essas duas condições é justificada por ξ ser um número
de Liouville forte e τ um número de Liouville.
Como pqkqkPN, pskqkPN são M -comparáveis, escolhemos k ą N e j ą N tal que qj ď sk ă qM

j

ou sk ď qj ă sM
k . Sem perda de generalidade iremos supor que qj ď sk ă qM

j . Assim, como
consequência desigualdade triangular, o teorema (1.3), e das propriedades (1) e (2) temos:
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ` τ ´
pjsk ` qjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pj

qj

` τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qjqj`1
`

1
sm

k

ă
1
qm

j

`
1
sm

k

ă
2
qm

j

ă
1

qm´1
j

.

Como m “ pM ` 1qn ` 1, concluímos que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ` τ ´
pjsk ` qjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

qm´1
j

“
1

q
pM`1qn
j

“
1

qMn
j qn

j

ă
1

pqjskqn
.

Vale ressaltar que as contas quando sk ď qj ă sM
k são análogas e, por isso,

consideramos qj ď sk ă qM
j sem perda de generalidade.

Caso 2: pqkq e pskq não são M -comparáveis para qualquer M .
Dado n inteiro positivo, como as sequências não são M -comparáveis, temos que, para
M “ 2n ` 1, existe N tal que, para cada k ą N e j ą n vale:

3. qM
j ď sk sempre que qj ă sk;

4. sM
k ď qj sempre que sk ă qj;

5. qj`1 ą qM
j ;

6.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
sm

k

.

A veracidade dessas afirmações reside na negação da definição (2.5), no fato de ξ ser
Liouville forte e τ ser Liouville.

Sejam j, k ą N escolhidos de tal maneira que qj ă sk ă qj`1. Aplicando p4.q
temos sM

k ă qj`1 e, além disso,
1

qjqj`1
ď

1
QM

k

.

Aplicando p5.q e p6.q perceba que voltamos as contas do caso 1 e chegamos em
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ` τ ´
pjsk ` qjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

pqjskqn
.

Considerando P “ pjsk ` qjrk e Q “ qjsk temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pξ ` τq ´
P

Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
Qn

.

Assim, concluímos que ξ ` τ é de Liouville ou é um número racional.
No caso da multiplicação, basta percebermos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξτ ´
pjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pj

qj

` τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

para alguma constante C e assim, as contas seguem de maneira análoga ao que fizemos
no caso da soma. O que nos resta fazer é mostrar que a desigualdade é de fato verdade.
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Para isso considere a função fpxq “ logpxq. Assim, f 1
pxq “ 1{x. Como estamos lidando

com inteiros maiores que zero, a função é contínua no intervalo fechado rpj{qj, rk{sks e
podemos aplicar o teorema do valor médio para concluirmos a existência de c1 P R tal que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξτ ´
pjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ c1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

logpξτq ´ log
ˆ

pj{qj

rk{sk

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ c1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

logpξq ´ log
ˆ

pj

qj

˙

` logpτq ´ log
ˆ

rk

sk

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Novamente, pelo teorema do valor médio, existem constantes c2, c3 P R tais que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

logpξq ´ log
ˆ

pj

qj

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ c2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pj

qj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

logpτq ´ log
ˆ

rk

sk

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ c3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Tomando C “ maxtc1c2, c1c3u temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξτ ´
pjrk

qjsk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pj

qj

` τ ´
rk

sk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

,

como queriamos mostrar.

Outros tipos de números de Liouville foram descobertos, e, consequentemente,
outros resultados também. Para saber mais sobre números de Liouville, recomendamos o
texto (ALNIACIK, 1983).

Atualmente, ainda se há um forte campo de pesquisa em relação ao conjunto
dos números de Liouville e suas propriedades, consequentemente, vários problemas em
aberto. Uma conjectura, que se provaria um belo teorema, relaciona a fatoração em primos
de um número com os números de Liouville, como podemos ver a seguir:

Conjectura 2.1. seja ξ P R um número transcendente tal qual existe um número positivo
M e infinitos convergentes pn{qn tal que o maior fator primo de pnqn é menor que M .
Então ξ é um número de Liouville.

2.3 O Teorema de Dirichlet
Nesta seção abordaremos um resultado que nos permite analisar o quão “bem

aproximados” são alguns números irracionais por racionais.

Teorema 2.9 (Teorema de Dirichlet). Dado um número τ P R irracional, existe uma
constante C “ Cpτq, tal que para qualquer inteiro positivo H, existem inteiros p e q com
0 ă max t|p|, |q|u ď H satisfazendo

|τq ´ p| ă
C

H
.

Além disso, se H ă C, então q ‰ 0.
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Demonstração. Para analisarmos H, denotemos por FH o seguinte conjunto de polinômios
lineares não-nulos:

FH “ tP pxq P Zrxs; P pxq “ a1x ` a0; 0 ď a0, a1 ď Hu.

Perceba que temos H ` 1 possibilidades para a escolha de a0 e o mesmo ocorre para as
escolhas de a1, logo, pelo Princípio Fundamental da Contagem concluímos que FH possui
pH ` 1q

2 elementos.

Agora, para todo P pxq P FH temos, por desigualdade triangular,

|P pτq| “ |a1τ ` a0| ď a1|τ | ` a0 ď p1 ` |τ |qH.

Defina B “ p1 ` |τ |qH. Deste modo concluímos que P pτq P r´B,Bs, ou seja, o conjunto
de valores para P pτq encontra-se no intervalo r´B,Bs, que chamaremos de S.

Vamos agora dividir o intervalo S em H2 subintervalos, cada um de tamanho
p2Bq{H2, mas, antes de partirmos para a técnica que utilizaremos a seguir, precisamos
garantir que dados dois elementos quaisquer Pipxq, Pjpxq P FH teremos Pipτq ‰ Pjpτq, isso
nos garante pH ` 1q

2 valores distintos para P pτq. De fato, suponha o contrário, ou seja,

a1
1τ ` a1

0 “ Pipτq “ Pjpτq “ a2
1τ ` a2

0.

Deste modo, teremos que
τ “

a1
1 ´ a2

1
a2

0 ´ a1
0

P Q,

um absurdo pois τ é irracional.

Demonstrado isso e sabendo queH2
ă pH`1q

2, podemos então utilizar o famoso
Princípio da Casa dos Pombos para garantir que existem dois polinômios P1, P2 P FH tais
que P1pτq e P2pτq encontram-se em um mesmo subintervalo de S. Deste modo temos que

|P1pτq ´ P2pτq| ď
2B
H2 “

2p1 ` |τ |qH

H2 “
2p1 ` |τ |q

H
.

Se P1pτq “ b1τ ` b2 e P2pτq “ c1τ ` c2, então

|pb1 ´ c1qτ ´ pc2 ´ b2q| ď
2p1 ` |τ |q

H
.

Consideremos q “ b1 ´ c1, p “ c2 ´ b2 e C “ Cpτq “ 2p1 ` |τ |q. Como os coeficientes de
P1pxq e P2pxq estão no intervalo r0, Hs então maxt|p|, |q|u ď H. Se 0 “ maxt|p|, |q|u, então
b1 “ c1 e b2 “ c2, o que implica P1pxq “ P2pxq. Absurdo. Logo, 0 ă maxt|p|, |q|u ď H e

|τq ´ p| ď
C

H
.

Se C ă H suponha que q “ 0. Assim, |p| ď
C

H
ă 1 e então p “ 0, o que implicaria

novamente P1pxq “ P2pxq, um absurdo.
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Normalmente encontramos o Teorema de Dirichlet enunciado da forma "Seja
τ um número irracional, então existem infinitos números racionais p

q
(com p e q inteiros,

q ‰ 0q tais que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
q2 .

É válido salientar que os dois enunciados são equivalentes, porém, a principal
informação que este último nos fornece é em relação à medida de irracionalidade, que não
é o foco deste texto, mas, tal conceito pode ser visto em (IRELAND; ROSEN, 2013). O
enunciado mostrado aqui nos revela algumas nuances em relação ao “quão pequeno‘” pode
ser um polinômio em FH quando aplicado a um irracional τ , como veremos a seguir.

Dado um número irracional τ , desejamos encontrar polinômios lineares P pxq P

Zrxs satisfazendo P pτq ‰ 0 que tenham coeficientes limitados por uma constante e que
minimizem |P pτq|. Vamos então definir para cada inteiro H positivo o seguinte conjunto:

Ωpτ,Hq “ mint|P pτq|; P pxq “ a1x ` a0; P pτq ‰ 0 e HpP q ď Hu, (2.11)

onde HpP q “ maxt|a0|, |a1|u. HpP q é chamado de "altura"do polinômio P pxq. Quando o
grau de um polinômio em Zrxs é maior que 1, definimos a altura do polinômio como o
máximo dos módulos de seus coeficientes. Além disso, definimos também a altura de um
algébrico α como sendo a altura do seu polinômio minimal. Pelo Teorema 2.9, existem
inteiros p, q tais que 0 ă maxt|p|, |q|u ď H e

|τq ´ p| ď CpτqH´1.

Se considerarmos o polinômio com coeficientes inteiro não-nulos, P pxq “ qx´p,
então HpP q “ maxt|p|, |q|u ď H. Pela minimalidade de Ωpτ,Hq concluímos que

Ωpτ,Hq ď CpτqH´1.

A partir de Ωpτ,Hq, vamos definir outra função auxiliar 2.
Defina ωpτ,Hq P R como

Ωpτ,Hq “ H´ωpτ,Hq. (2.12)

Ora, como queremos saber o quão pequeno Ωpτ,Hq pode se tornar, equivalen-
temente queremos saber o quão grande ωpτ,Hq pode ser. Para isso é natural Analisar o
que ocorre para valores arbitrariamente grandes de H, porém sequer sabemos se o limite
existe. Contudo, podemos analisar os pontos de acumulação e saber qual o maior deles.
Para isto, definiremos mais uma função auxiliar 3 dada por

ωpτq “ lim sup
HÑ8

ωpτ,Hq. (2.13)
2 acredite, irá fazer sentido
3 nesta seção será a última vez que definiremos uma função, não desista ainda
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Assim, para todo H ą Cpτq teremos

H´ωpτ,Hq
“ Ωpτ,Hq ď CpτqH´1

ă 1 ñ ωpτ,Hq ě 0 (2.14)

Aplicando log na base H em ambos os lados da desigualdade obtemos

logH H
´ωpτ,Hq

ď logHpCpτqH´1
q ñ 1 ď

logCpτq

logH ` ωpτ,Hq.

Agora aplicando lim sup
HÑ8

em ambos os lados da desigualdade temos que ωpτq ě 1. Então,
se τ é irracional, ωpτq ‰ 0. Por outro lado, se τ P Q temos pelo Teorema 2.2 que

0 ă Cpτq ď H´ωpτ,Hq;

e assim,
´

logCpτq

logH ě ωpτ,Hq ñ ωpτq ď 0.

Mas, como já vimos que para H suficientemente grande, ωpτ,Hq ě 0, concluimos que
ωpτq “ 0.

Perceba que com essas informações conseguimos caracterizar os números irraci-
onais a partir de uma condição da função ωpτq! 4.

Agora formalizemos tudo isso a partir do seguinte teorema que acabamos de
demonstrar:

Teorema 2.10 (Caracterização dos números irracionais). Dado um número τ P R e um
inteiro positivo H, consideremos Ωpτ,Hq definida como anteriormente em (2.11), assim
como ωpτ,Hq em (2.12) e ωpτq em (2.13). Então τ é irracional se, e somente se, ωpτq ‰ 0.

Ao longo desta seção pudemos ver algumas condições que não só serviram
para o estudo das Aproximações Diofantinas em si, mas também para a abertura de
outros estudos e outras visões sobre o que fora estudado. Por exemplo, o Teorema de
Liouville foi fundamental para a definição do conjunto dos Números de Liouville (que
ainda encontraremos novamente ao longo do texto). Aqui vimos também o grande Teorema
de Dirichlet, que fora fundamental não só para o estudo da aproximação de irracionais
por racionais, mas também por nos fornecer uma nova caracterização destes últimos como
vimos no Teorema (2.10).

Para finalizar esta seção, apresentaremos um refinamento do Teorema de
Dirichlet dado por Hurwitz, e, além disso, mostraremos que este refinamento é o melhor
possível em um certo sentido.
4 Avisamos que ela se mostraria importante e que não era para desistir...
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Teorema 2.11 (Hurwitz-Markov). Dado τ um número irracional, existem infinitos inteiros
coprimos p, q e q ą 0 tais que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

?
5q2 .

Além disso, a constante
?

5 é a melhor possível no sentido de existirem infinitas soluções.

Demonstração. Consideremos pk

qk

um convergente arbitrário de τ em sua expansão por

fração contínua. Além disso, vamos definir b “
qn´1

qn

. Sabemos, pelo teorema (1.2) que

qn`1 “ an`1qn ` qn´1,

onde an representa o n-ésimo quociente parcial de τ . Dividindo ambos os lados da relação
por qn obtemos

qn`1

qn

“ an`1 `
qn´1

qn

ñ
1

bn`1
“ an`1 ` bn. (2.15)

Deste modo,
an`1 “

1
bn`1

´ bn. (2.16)

Pela diferença entre convergente de Frações Contínuas Simples, resultado direto do corolário
(1.1), temos

pn`1

qn`1
´
pn

qn

“
p´1qn`2

qn`1qn

“
p´1qn`2

pan`1qn ` qn´1qqn

“
p´1qn`2

pan`1 ` bnqq2
n

.

donde
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn`1

qn`1
´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

q2
npan`1 ` bnq

. (2.17)

Vamos agora mostrar que dados 2 convergentes consecutivos de τ , ao menos um deles
satisfaz o que queremos. Para isso, vamos supor o contrário. Então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą
1

?
5q2

n

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
pn`1

qn`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą
1

?
5q2

n`1
. (2.18)

Desta forma concluímos que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn`1

qn`1
´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą
q2

n`1 ` q2
n?

5q2
nq

2
n`1

.

Mas, por (2.17) temos

1
q2

npan`1 ` bnq
ą
q2

n`1 ` q2
n?

5q2
nq

2
n`1

ñ an`1 ` bn ă

?
5q2

nq
2
n`1

q2
n`1 ` q2

n

.

Por (2.15) e fazendo algumas manipulações aritmética concluímos que

b2
n`1 ´

?
5bn`1 ` 1 ă 0.
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Assim,
Φ ´ 1 ă bn`1 ă Φ ñ Φ ą

1
bn`1

ą Φ ´ 1,

onde Φ representa o Número de Ouro p
?

5 ` 1q{2.
Repetindo o processo feito a partir de (2.18) e substituindo n por n ´ 1 obtemos

Φ ´ 1 ă bn ă Φ.

Finalmente, por (2.16) temos

an`1 “
1

bn`1
´ bn ă 0.

Absurdo, pois os quocientes parciais de uma fração contínua são positivos.

Nos falta apenas mostrar que
?

5 é de fato o melhor denominador possível no
sentido dado no enunciado. De fato, se

ϵ ą 0, τ “
1 `

?
5

2 e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ ´
p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

p
?

5 ` ϵqq2 ,

temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q

ˆ

1 `
?

5
2

˙

´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

p
?

5 ` ϵqq
.

Além disso,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q

ˆ

1 `
?

5
2

˙

´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q

ˆ

1 ´
?

5
2

˙

´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă

ˇ

ˇ

ˇ

1`
?

5
2 ´

p
q

ˇ

ˇ

ˇ

?
5 ` ϵ

,

ou seja,

|p2
´ pq ´ q2

| ă

ˇ

ˇ

ˇ

1“
?

5
2 ´

p
q

´
?

5
ˇ

ˇ

ˇ

?
5 ` ϵ

.

Se q Ñ 8, 1 `
?

5
2 ´

p

q
Ñ 0, donde o lado direito da última desigualdade é muito próximo

de
?

5
?

5 ` ϵ
ă 1, um absurdo, pois |p2

´ pq ´ q2
| ě 1. De fato, pois se p2

´ pq ´ q2
“ 0,

teríamos que p{q seria raíz do polinômio P pxq “ x2
´ x ´ 1. Mas sabemos que as raízes

deste polinômio não são racionais.
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3 Aproximação Algébrica
Para Transcendência

Neste capítulo iremos generalizar dois dos grandes resultados enunciados ante-
riormente, sendo estes o teorema de Liouville e o teorema de Dirichlet. A questão principal
é: generalizar em qual sentido?

Anteriormente, apresentamos aproximações do tipo |ξ ´ p{q|, onde ξ P R e p e
q inteiros coprimos com q ą 0. Perceba que este tipo de aproximação está associada ao
polinômio de grau um, P pxq “ qx ´ p, ou seja, majoramos ξ a partir de |P pξq|. E se o
grau de P pxq for maior que 1? Este será o ponto no qual as generalizações serão focadas.

Além disto, como o título do capítulo sugere, iremos proceder de maneira
parecida ao que fizemos no capítulo anterior para podermos aproximar e caracterizar
os números transcendentes a partir dos números algébricos, assim como fizemos com
os números irracionais em relação aos racionais através do teorema (2.10). Além disto,
as funções que definiremos ao longo da seção serão de fundamental importância na
Classificação de Mahler.

Outro ponto importante a ser salientado é que de agora em diante, daremos mais
foco aos números complexos, ou seja, estaremos abragindo também os números imaginários
nos enunciados dos resultados deste ponto do trabalho em diante (salvo menção contrária).
Portanto, iremos mudar a notação do anel de polinômios com coeficientes inteiros para
Zrzs. É de certo que utilizamos números complexos no capítulo anterior, porém como o
foco era aprximação de irracionais por racionais, estávamos sempre tratando com um viés
de números reais.

Além de generalizarmos os teoremas mencionados, iremos começar a construir
a classificação de Mahler e mostrar como cada classe de números transcendentes é definida
neste caso. Ao final do capítulo apresentaremos uma outra classificação para os números
transcendentes que é equivalente a esta última.

Ao longo deste capítulo as contas e notações serão baseadas ao que fora feito em
(CHAVES, 2010) e (BURGER; TUBBS, 2004) com alguns outros embasamentos algébricos
que serão necessários e que foram consultados em (MACDONALD, 1998).

Comecemos com uma belíssima generalização do teorema de Liouville.
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3.1 Uma Generalização para o Teorema de Liouville
Nesta seção veremos uma belíssima extensão do Teorema de caracterização

dos irracionais, porém desta vez para números algébricos. Para tal, iremos antes estudar
poderosas ferramentas que irão nos auxiliar ao longo deste capítulo. A primeira delas é:

Teorema 3.1 (Teorema de Liouville Generalizado). Seja α um número algébrico de grau
d e N um inteiro positivo. Então, existe constante positiva C “ Cpα,Nq tal que para todo
polinômio P pzq P Zpzq satisfazendo gr(P )ď N e P pαq ‰ 0, temos

|P pαq| ě
Cpα,Nq

HpP qd´1

Demonstração. Seja

fpzq “ adz
d

` ad´1z
d´1

` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0

o polinômio minimal 1 de α. Pelo teorema fundamental da Álgebra, ver (FINE; ROSEN-
BERGER, 2012), garantimos a existência de d raízes, sendo estas α1 “ α, α2 . . . αd, os
conjugados de α. Sabemos também, por este resultado, que podemos reescrever fpzq da
forma

fpzq “ adpz ´ α1q . . . pz ´ αdq. (3.1)

Agora consideremos P pzq P Zrzs onde

P pzq “ bkz
k

` bk´1z
k´1

` ¨ ¨ ¨ ` b1z ` b0 , P pαq ‰ 0 e k ď N.

Denotando β1, . . . βk as raízes de P pzq, podemos escrever

P pzq “ bkpz ´ β1q . . . pz ´ βkq.

Perceba agora que todas as raízes de P pzq são distintas das raízes de fpzq. Com efeito,
suponha αi “ βj para algum par pi, jq. Assim, P pαiq “ 0, mas fpzq é o polinômio minimal
de αi, então f |P e, assim, P pαq “ 0, uma contradição. Portanto, αi ‰ βj para todo par
pi, jq. Concluimos assim que |αi ´ βj| ą 0. Calculemos agora

d
ź

i“1

k
ź

j“1
|αi ´ βj|.

Por um lado,
d

ź

i“1

˜

k
ź

j“1
|αi ´ βj|

¸

“

d
ź

i“1

|P pαiq|

|bk|
.

1 Aqui consideramos polinômio minimal de α como o polinômio irredutível em Zrzs de menor grau tal
que α é raíz, o coeficiente líder é positivo, e os coeficientes deste polinômio são relativamente primos.



Capítulo 3. Aproximação Algébrica
Para Transcendência 39

Por outro lado,
k

ź

j“1

˜

d
ź

i“1
|αi ´ βj|

¸

“

k
ź

j“1

|fpβjq|

ad

.

Concluimos então, que

|P pαq| “ |P pα1q| “

|bk|d
k

ź

j“1
|fpβjq|

ak
d

d
ź

i“2
|P pαiq|

.

O objetivo agora será mostrar que |bk|
d

k
ź

j“1
|fpβjq| é um inteiro positivo. considere o

seguinte polinômio simétrico F px1, . . . , xkq “ fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxkq P Zrx1, . . . , xks. Pelo Teorema
Fundamental das Funções Simétricas (ver (BURGER; TUBBS, 2004)), existe um polinômio
com coeficientes inteiros Gpσ1px1, . . . , xkq, . . . , σkpx1, . . . , xkqq

2, onde

σnpx1, . . . , xkq “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăinďk

xi1 ¨ ¨ ¨ xin

tal que F px1, . . . , xkq “ fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxkq “ Gpσ1px1, . . . , xkq, . . . , σkpx1, . . . , xkqq. Pela defi-
nição de F px1, . . . , xkq temos

F px1, . . . , xkq “ padx
d
1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x1 ` a0q ¨ ¨ ¨ padx

d
k ` ¨ ¨ ¨ ` a1xk ` a0q

“ ak
dpx1 ¨ ¨ ¨ xkq

d
` ¨ ¨ ¨ ` ak

0

“ ak
dpσkpx1, . . . , xkqq

d
` ¨ ¨ ¨ ` ak

0

“ Gpσ1px1, . . . , xkq, . . . , σkpx1, . . . , xkqq

Assim, grpGq ě d. Supondo que grpGq ą d, então deve existir um monômio de
Gpσ1px1, . . . , xkq, . . . , σkpx1, . . . , xkqq, digamos

pσi1px1, . . . , xkqq
c1 ¨ ¨ ¨ pσinpx1, . . . , xkqq

cn ,

tal que c1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn ą d. Mas observando as potências das funções simétricas, temos

pσij
px1, . . . , xkqq

cj “ px1 ¨ ¨ ¨ xij
` Ajpx1, . . . , xkqq

cj “ px1 ¨ ¨ ¨ xij
q

cj ` Bjpx1, . . . , xkq

para todo j P t1, . . . , nu,onde Ajpx1, . . . , xkq e Bjpx1, . . . , xkq são polinômios com coefici-
entes inteiros. Logo, o possível monômio é

σi1px1, . . . , xkq
cj ¨ ¨ ¨ σinpx1, . . . , xkq

cj “

n
ź

j“1

`

px1 ¨ ¨ ¨ xij
q

cj ` Bjpx1, . . . , xkq
˘

“ xc1`¨¨¨`cn
1 ¨ Dpx2, . . . , xkq ` Epx1, . . . , xkq

2 Os σ1
is representam as função simétricas elementares.
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com Dpx2, . . . , xkq e Epx1, . . . , xkq também polinômios com coeficientes inteiros. Mas
isto quer dizer que temos uma potência de x1 maior que d, o que é um absurdo, e
com este argumento conseguimos a igualdade grpGq “ d. Tendo feito tal observação,
podemos finalmente encontrar F pβ1, . . . , βkq. Como P pzq “ bkz

k
` ¨ ¨ ¨ ` b1z ` b0 “

bkpz ´ β1q ¨ ¨ ¨ pz ´ βkq, temos as seguintes igualdades

σ1 “ σ1pβ1, . . . , βkq “ β1 ` ¨ ¨ ¨ ` βk “ ´
bk´1

bk

σ2 “ σ2pβ1, . . . , βkq “ β1β2 ` ¨ ¨ ¨ ` βk´1βk “
bk´2

bk

...
σk “ σkpβ1, . . . , βkq “ β1 ¨ ¨ ¨ βk “ p´1q

k b0

bk

.

Aplicando tais valores em um polinômio inteiro de grau d, como Gpσ1, . . . , σkq, obtemos
um racional cujo denominador é igual a bd

k e podemos finalmente concluir que

bd
k ¨

k
ź

i“1
fpβiq “ bd

k ¨ F pβ1, . . . , βkq “ bd
k ¨ Gpσ1, . . . , σkq P Z.

Assim, concluimos que

|P pαq| “

|bk|d
k

ź

j“1
|fpβjq|

ak
d

d
ź

i“2
|P pαiq|

ě
1

ak
d

d
ź

i“2
|P pαiq|

. (3.2)

Por desigualdade triangular temos que

|P pαmq| ď

k
ÿ

j“0
|bj||αm|

j
ď HpP q

`

1 ` |αm| ` |αm|
2

` ¨ ¨ ¨ ` |αm|
k
˘

.

Considerando A “ maxt|α1|, |α2|, . . . , |αd|u junto com o fato de k ď N temos

|P pαmq| ď HpP q
`

1 ` A ` A2
` ¨ ¨ ¨ ` AN

˘

.

Considerando essa desigualdade, em (3.2) temos que

|P pαq| ě
Cpα,Nq

HpP qd´1 ,

onde Cpα,Nq “ a´N
d

`

1 ` A ` A2
` ¨ ¨ ¨ ` AN

˘1´d
. O que completa a prova.

Uma válida observação é que a demonstração deste teorema é construtiva, de
modo que podemos determinar um majorante para um número algébrico, como podemos
ver no exemplo a seguir:
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Exemplo 3.1. Consideremos α “
?

2, N “ 2 e P pzq “ qz ´ p onde q ą p e q ą 0.
Sabemos que o polinômio minimal de

?
2 é

fpzq “ z2
´ 2.

Da maneira que C foi construído na demonstração, A “ maxt| ´
?

2|, |
?

2|u “
?

2.
Além disso, HpP q “ q. Assim,

Cp
?

2, 2q “ p1 `
?

2 ` 2q
´1.

Concluimos então que

|q
?

2 ´ p| ě
p1 `

?
2 ` 2q´1

q
“

1
qp1 `

?
2 ` 2q

.

Ou, equivalentemente,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?
2 ´

p

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
1

q2p1 `
?

2 ` 2q
.

3.2 Uma Generalização do Teorema de Dirichlet
Nesta seção verementos as ferramentas restantes, que serão necessárias para a

construção da classificação de Mahler e, além disso, iremos proceder para alcançar um
resultado semelhante ao Teorema (2.10) para números transcendentes. Comecemos com
uma extensão do teorema de Dirichlet para polinômios de grau maior que um.

Teorema 3.2 (Dirichlet). Sejam ξ P C e N um inteiro positivo, de modo que ξ é
transcendente ou algébrico de grau menor que N . Então, existe uma constante positiva
C “ Cpξ,Nq tal que para todo inteiro positivo H, existe um polinômio não-nulo P pzq P Zrzs

com grpP q ď N e HpP q ď H satisfazendo a desigualdade

|P pξq| ă
Cpξ,Nq

H
1
2 pN´1q

.

Demonstração. Para esta demonstração, procederemos de maneira parecida ao que fizemos
na do Teorema (2.9). As maiores sutilezas agora estão, não somente, no fato de estarmos
lidando com números complexos, mas também no fato do grau do polinômio ser variável.
Comecemos com o caso N “ 1:
Se N “ 1 consideremos P pzq “ z e Cpξ, 1q “ 2|ξ| ` 1. Assim,

|P pξq| “ |ξ| ď 2|ξ| ` 1 “
Cpξ, 1q

H
1
2 p1´1q

.

Caso N ě 2: Aqui, vamos novamente definir um conjunto como fora feito no teorema (2.9)
da seguinte maneira:

QN,H “ tP pzq P Zrzs;P pzq “

N
ÿ

n“0
anz

n e 0 ď an ď H, @ n “ 0, 1, . . . , Nu.
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Perceba que, pelo princípio fundamental da contagem, #QN,H “ pH ` 1q
pN`1q.

Vamos agora definir um outro conjunto, que chamaremos de Qξ, onde

Qξ “ tP pξq; P pzq P QN,Hu.

Afirmamos que #Qξ “ #QN,H . Com efeito, #Qξ ď #QN,H . Se #Qξ ą #QN,H , teremos
dois polinômios P ˚

1 pzq, P ˚
2 pzq em QN,H tais que P ˚

1 pξq “ P ˚
2 pξq, mas isto implicaria na

existência de um polinômio P ˚
pzq “ P ˚

1 pzq ´ P ˚
2 pzq de grau menor ou igual a N , onde ξ

seria raíz, o que contradiz a hipótese de ξ ser transcendente ou algébrico de grau menor
que N . Deste modo, concluimos que

#Qξ “ #QN,H “ pH ` 1q
N`1.

Por desigualdade triangular temos que

|P pξq| “ |

N
ÿ

j“0
ajξ

j
| ď

N
ÿ

j“0
aj|ξ|

j
ď Hp1 ` |ξ| ` ¨ ¨ ¨ ` |ξ|

N
“ B,

Para todo P pzq P QH,N . Como |P pξq| ď B temos, em particular, que

|RepP pξqq| ď B e |ImpP pξqq| ď B.

Consideremos agora o quadrado S no plano complexo, definido da seguinte maneira:

S “ tx ` iy; maxt|x|, |y|u ď Bu,

como representado na figura 1.
Para todo P pzq P QN,H , o valor de P pξq está contido em S. Dividiremos S em s2 quadrados
de lado 2B{s (Ver Figura 2). Para aplicarmos o princípio da casa dos pombos, queremos
que a quantidade em Qξ exceda o número de quadrados menores, ou seja,

s2
ă pH ` 1q

pN`1q.

Tomando s “ rpH ` 1q
pN`1q

2 s ´ 1 então teremos s2 menor que a quantidade de valores em
Qξ, já que

s2
ă

´

pH ` 1q
pN`1q

2

¯2
“ pH ` 1q

pN`1q.

Mais ainda, como N ě 2 e H ě 1, temos que s ě r
?

23s ´ 1 “ 1. Assim, s é um
inteiro positivo e a escolha feita para tal é apropriada. Vamos, enfim, utillizar o princípio
da casa dos pombos para garantir a existência de dois polinômios P1pzq, P2pzq P QN,H

(figura ao lado) tais que P1pξq e P2pξq estão no mesmo quadrado de lado 2B{s. Portanto,
|P1pξq ´ P2pξq| ď

?
2p2B{sq. Se tomarmos P pzq “ P1pzq ´ P2pzq, então, como grpP1q e

grpP2q são menores que N , grpP q também o é. Por outro lado, se escrevermos

P1pzq “

N
ÿ

n“0
anz

n e P2pzq “

N
ÿ

n“0
bnz

n,
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Figura 1 – (Partição de S) Figura 2 – (Quadrado complexo S)

temos P pzq “

N
ÿ

n“0
pan ´ bnqzn. Como 0 ď an, bn ď H, temos que ´H ď an ´ bn ď H e

assim, |an ´ bn| ď H para todo n “ 0, 1, . . . , N. Portanto HpP q ď H. Além disso temos a
desigualdade

|P pξq| ď
?

22B
s

“ 2
?

2 ¨ p1 ` |ξ| ` ¨ ¨ ¨ ` |ξ|
N

q
H

rpH ` 1q
pN`1q

2 s ´ 1
. (3.3)

Perceba que estamos chegando a uma forma parecida com a que queremos, porém no
denominador desta última desigualdade não temos um fator dependendo unicamente de
H, para podermos criar a constante garantida no enunciado. Para livrarmo-nos deste
problema, afirmamos que

rpH ` 1q
pN`1q

2 s ´ 1 ě rH
pN`1q

2 s. (3.4)

De fato, se tivermos N ímpar, digamos N “ 2K ` 1, então

s “ rpH ` 1q
p2K`2q

2 s ´ 1
“ rpH ` 1q

K`1
s ´ 1

“ pH ` 1q
k`1

´ 1 ą Hk`1
“ rHk`1

s “ rH
N`1

2 s.

Agora, caso N “ 2K, então

s “ rpH ` 1q
p2K`1q

2 s ´ 1
“ rpH ` 1q

K
pH ` 1q

1
2 s ´ 1

ě rpHK
` 1qH

1
2 s ´ 1

ě rH
2K`1

2 ` H
1
2 s ´ 1

ě rH
2K`1

2 ` 1s ´ 1 “ tH
N`1

2 u.

Assim, podemos reescrever (3.3) da seguinte maneira:

|P pξq| ă 2
?

2p1 ` |ξ| ` ¨ ¨ ¨ ` |ξ|
N

qH ¨
2

H
N`1

2

ă
4
?

2p1 ` |ξ| ` ¨ ¨ ¨ ` |ξ|N q

H
N´1

2
“

C

H
1
2 pN´1q

,

onde C “ Cpξ,Nq “ 4
?

2p1 ` |ξ| ` ¨ ¨ ¨ ` |ξ|
N

q.
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Com uma ideia análoga à utilizada no capítulo anterior, vamos examinar o
quão próximo de zero |P pξq| pode se tornar ao variarmos P pzq sobre todos os polinômios
em Zrzs, com grau e altura menores ou iguais a N e H, respectivamente, e, logicamente,
com |P pξq| ‰ 0. Para tal objetivo iremos novamente nos aventurar por diversas funções
auxiliares que serão de fundamental importância para um teorema de caracterização dos
números transcendentes. Comecemos definindo o conjunto

PN,H “ tP pzq P Zrzs; grpP q ď N e HpP q ď Hu

e o valor
Ωpξ,N,Hq “ mint|P pξq|; P pzq P PN,H e P pξq ‰ 0u.

Para compararmos Ωpξ,N,Hq em relação ao expoente de H utilizando o
teorema de Dirichlet, seria fundamental expressarmos Ωpξ,N,Hq como H´ΘN para uma
escolha conveniente de Θ. Vamos então definir a função ωpξ,N,Hq como o expoente que
satisfaz

Ωpξ,N,Hq “ H´ωpξ,N,HqN .

Como H ě 1, e o expoente deste é ´ωpξ,N,HqN onde N ě 1, então o problema
de encontrar o menor valor para Ωpξ,N,Hq é equivalente a encontrar o maior valor para
ωpξ,N,Hq. Façamos isto, então. Perceba, primeiramente que, por definição,

Ωpξ,N,Hq ă |P pξq| para todo P P PN,H .

Além disso, se ξ for transcendente, podemos aplicar o Teorema de Dirichlet.
Ora, vamos então partir do pressuposto que ξ é transcendente, e assim teremos que, para
todo N e H dados, vale

Ωpξ,N,Hq ă |P pξq| ď
Cpξ,Nq

H
1
2 pN´1q

. (3.5)

Usando logaritmo, temos

logH Ωpξ,N,Hq “ logH H
´ωpξ,N,Hq¨N

ă logH Cpξ,NqH´ 1
2 pN´1q.

Assim,
´ωpξ,N,Hq ¨ N ă logH C `

1
2pN ´ 1q,

e então
N ´ 1

2 ă
logC
logH ´ ωpξ,N,Hq ¨ N. (3.6)

Para prosseguir com a análise desta última desigualdade, vamos antes observar o cresci-
mento de ωpξ,N,Hq.
De maneira análoga ao que fizemos no capítulo anterior, não sabemos se lim

HÑ8
ωpξ,N,Hq
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existe, mas estamos interessados no maior ponto de acumulação de ωpξ,N,Hq, que sempre
existe. Definimos então

ωpξ,Nq “ lim sup
hÑ8

ωpξ,N,Hq.

Aplicando lim sup
HÑ8

em (3.6) temos

lim sup
HÑ8

N ´ 1
2 ď lim sup

HÑ8

ˆ

logC
logH

˙

` ωpξ,Nq ¨ N.

Mas, como
lim sup

HÑ8

ˆ

logC
logH

˙

“ 0,

temos
ωpξ,Nq ě

N ´ 1
2N . (3.7)

Ainda temos uma variável para ser analisada, o N . Procederemos então de maneira análoga
ao que acabara de ser feito, e definiremos:

ωpξq “ lim sup
NÑ8

ωpξ,Nq
3.

Agora vamos aplicar lim sup
NÑ8

em (3.7), obtendo

ωpξq “ lim sup
NÑ8

ωpξ,Nq ě lim sup
NÑ8

N ´ 1
2N “

1
2 .

Concluímos então que se ξ é transcendente, ωpξq ‰ 0 (em particular é maior que 1{2).
E se ξ for algébrico de grau, digamos, d? Bem, tudo sugere que evoquemos o teorema de
Liouville (3.1), e é exatamente isto que iremos fazer.
Seja P pzq P PN,H que satisfaz

|P pξq| “ Ωpξ,N,Hq “ H´ωpξ,N,HqN .

Aplicando o teorema de Liouville obtemos

Cpξ,Nq

Hd´1 ď
Cpξ,Nq

HpP qd´1 ď |P pξq| “ H´ωpξ,N,HqN ,

o que implica em
logH Cpξ,Nq ď logH H

´ωpξ,N,Hq¨N`d´1.

Então,
ωpξ,N,Hq ď

d ´ 1
N

´
logCpξ,Nq

N logH .

Aplicando as definições de ωpξ,Nq e ωpξq concluimos que

ωpξ,Nq “ lim sup
HÑ8

ωpξ,N,Hq ď lim sup
HÑ8

d ´ 1
N

´ lim sup
HÑ8

logCpξ,Nq

N logH .

3 Notemos a semelhança com a função do teorema 2.10
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Mas,
lim sup

HÑ8

logCpξ,Nq

N logH “ 0.

Então, concluímos que
ωpξ,Nq ď

d ´ 1
N

,

e por fim,
ωpξq “ lim sup

NÑ8

d ´ 1
N

“ 0.

Então ωpξq ď 0. Para o caso d “ 1 procedemos de maneira análoga utilizano o complemento
o teorema de Louville (2.2). Ora, acabamos de mostrar uma condição para transcendência!
De fato, como acabamos e ver, se ωpξq ‰ 0 este é transcendente, caso contrário é algébrico!
Formalizemos este resultado a partir do seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Caracterização para transcendentes). Dados ξ P C e inteiros positivos H e
N , considere os conjuntos

PN,H “ tP pzq P Zrzs; grpP q ď N e HpP q ď Hu

e
Ωpξ,N,Hq “ mint|P pξq|; P pzq P PN,H e P pξq ‰ 0u.

Além disso, defina as funções

ωpξ,N,Hq “ ´
logH Ωpξ,N,Hq

N
, ωpξ,Nq “ lim sup

HÑ8

ωpξ,N,Hq e ωpξq “ lim sup
NÑ8

ωpξ,Nq.

Então, ξ é transcendente se, e somente se, ωpξq ‰ 0.

A partir deste resultado, vamos estudar mais detalhadamente a função ωpξq,
pois é a partir desta que será construída uma caracterização de números transcendentes,
que nos fornecerá ferramentas para resultados mais profundos em relação a estes. Estamos
nos referindo à Classificação de Mahler para números transcendentes, que veremos em
seguida, e será nosso ponto ´´focal”

3.3 Classificação de Mahler
Uma vez estudada a função ωpξq, uma pergunta natural seria: Quais os possíveis

valores que essa função pode assumir? No Teorema (3.3) vimos que se ωpξq “ 0, ξ é algébrico,
e transcendente caso contrário. Porém, deste modo, estaremos restrigindo o estudo a apenas
dois casos.
Bem, sabemos que ωpξq é um limsup, portanto, teremos

0 ď ωpξq ă 8 ou ωpξq “ 8.
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Além disto, ωpξ,Nq também é um limsup. Observemos que se ωpξ,N0q “ 8 para algum
inteiro positivo N0 temos que:

ωpξq “ lim sup
NÑ8

ωpξ,Nq ě ωpξ,N0q “ 8.

Então, ωpξq “ 8. Deste modo, observamos que há duas maneiras de obtermos ωpξq “

8: uma delas é existir um N0 tal que ωpξ,N0q “ 8 e a outra é quando a sequência
ωpξ, 1q, ωpξ, 2q, . . . não possui ponto de acumulação. Assim, podemos dividir os números
complexos em quatro classes, quando:

• ωpξq “ 0;

• 0 ă ωpξq ă 8;

• Existe N0 tal que ωpξ,N0q “ 8;

• ωpξq “ 8 e para todo N , ωpξ,Nq ‰ 8.

Onde essas três últimas classes formam uma partição dos números transcendentes.
Com o objeivo de analisá-los, vamos definir υpξq como sendo o menor inteiro po-
sitivo N tal que ωpξ,Nq “ 8. Caso ωpξ,Nq ă 8 para todo N , então υpξq “ 8

. Deste modo, temos quatro possibilidades para ωpξq e υpξq que correspondem às
quatro classes já mencionadas e que originaram, em 1932, a classificação de Mahler
(MAHLER, 1932) para um número complexo ξ definida da seguinte maneira:

• Se ωpξq “ 0 e υpξq “ 8, então ξ é chamado de A-número;

• Se 0 ă ωpξq ă 8 e υpξq “ 8, então ξ é chamado de S-número;

• Se ωpξq “ 8 e υpξq ă 8, então ξ é chamado de U-número;

• Se ωpξq “ 8 e υpξq “ 8, então ξ é chamado de T-número.

A notação “A-número” foi propositalmente escolhida pois representa os números algébricos.
De fato, pelo Teorema (3.3), α é algébrico se, e somente se, ωpαq “ 0. Além disso, como
ωpα,Nq ă 8 para todo N inteiro positivo, temos que υpαq “ 8.

A escolha da nomenclatura dos outros números há uma certeza quanto à origem.
Acredita-se que o S foi em homenagem ao orientador de Mahler, C.L.Siegel(1896-1981) e
as letras T e U foram escolhidas pela ordem alfabética, mas não há um registro concreto
para a razão destas notações.

3.4 Classificação de Koksma
Como em diversas áreas da matemática, é comum existirem maneiras diferentes

de abordar algo. Foi o que ocorreu com a classificação de números transcendentes, quando,



Capítulo 3. Aproximação Algébrica
Para Transcendência 48

alguns anos após Mahler classificá-los como S,T e U-números, o holandês Jurjen Koksma
(KOKSMA, 1939), apresentou uma maneira equivalente de classificar tais números. A
grande diferença fora a maneira de abordar a classificação. Enquanto Mahler estudava o
quão próximo de zero |P pξq| poderia se tornar dado com P pzq P Zrzs com grpP q e HpP q

limitados, Koksma se interessava no quão bem aproximado ξ poderia ser por números
algébricos com graus e alturas também limitados. Desta forma, ele definiu

Ω˚
pξ,N,Hq “ mint|ξ ´ α|; α algébrico real, grpαq ď N, Hpαq ď H e α ‰ ξu,

onde Hpαq denota a altura de α definida como a altura do polinômio minimal deste em
Zrzs.
A partir daqui, apontamos uma certa semelhança com a maneira como fora construída a
classificação de Mahler, donde algumas funções auxiliares irão surgir para que a classificação
siga. De fato, vamos definir a função ω˚

pξ,N,Hq como

H´1´ω˚pξ,N,Hq
“ Ω˚

pξ,N,Hq.

E, de maneira análoga ao que foi feito na seção anterior, definimos também

ω˚
pξ,Nq “ lim sup

HÑ8

ω˚
pξ,N,Hq e ω˚

pξq “ lim sup
NÑ8

ω˚
pξ,Nq.

Notemos que ω˚
pξ,Nq é o supremo dos números reais ω˚ para os quais existem infinitos

algébricos reais α de grau menor ou igual a N satisfazendo

0 ă |ξ ´ α| ď Hpαq
´ω˚´1.

Com efeito, como
H´1´ω˚pξ,N,Hq

“ Ω˚
pξ,N,Hq ě |ξ ´ α| ą 0,

onde α atende às condições da definição de Ω˚
pξ,N,Hq temos

0 ă |ξ ´ α| ď H´1´ω˚pξ,N,Hq
ď Hpαq

´1´ω˚pξ,N,Hq.

Como já comentado, a construção da classificação de Koksma é feita utilizando os mesmos
argumentos vistos na seção anterior, de tal forma que υ˚

pξq é definido de maneira análoga
a υpξq, ou seja, como sendo o menor inteiro positivo N tal que ω˚

pξq “ 8 (caso tal inteiro
não exista, já sabemos como a definição irá proceder).

1. Se ω˚
pξq “ 0 e υ˚

pξq “ 8, então ξ é chamado de A˚-número;

2. Se 0 ă ω˚
pξq “ 0 e υ˚

pξq “ 8, então ξ é chamado de S˚-número;

3. Se ω˚
pξq “ 8 e υ˚

pξq ă 8, então ξ é chamado de U˚-número;

4. Se ω˚
pξq “ 8 e υ˚

pξq “ 8, então ξ é chamado de T ˚-número.

A seguir veremos que as duas classificações são equivalentes e iremos mostrar algumas
relações entre elas.
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3.5 Relação entre as classificações
4 Nesta seção nosso intuito é comparar as classificações de Mahler e Koksma,

enunciando alguns resultados, sendo o último fundamental para a elucidar em qual sentido
estamos dizendo que as classificações são equivalentes.
Comecemos com um resultado onde podemos comparar ωpξ,Nq e ω˚

pξ,Nq.

Proposição 3.1. Para qualquer inteiro positivo N e qualquer ξ real, vale

ωpξ,Nq ě ω˚
pξ,Nq.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assumimos ω˚
pξ,Nq>0. Considere ω˚ um real

tal que
0 ă ω˚

ă ω˚
pξ,Nq.

Pela definição de ω˚
pξ,Nq existem infinitos algébricos não-nulos α com grpαq ă N , onde

|ξ ´ α| ď Hpαq
´1´ω˚.

Denotando por P pzq o polinômio minimal de α em Zrzs, temos, pelo teorema de Rolle
(ver (IRELAND; ROSEN, 2013)) que. para alguma constante positiva Cpξ,Nq, vale

|P pξq| ď |ξ ´ α| max
tPrξ´1,ξ`1s

|P 1
ptq| ď Cpξ,NqHpP qHpαq

´1´ω˚

.

Como HpP q “ Hpαq, essa relação nos mostra que ωpξ,Nq ě ω˚. Fazendo ω˚ tender a
ω˚

pξ,Nq, temos o resultado desejado.

Apesar de usarmos um dos maiores “canhões” da Teoria moderna dos números
(o teorema de Rolle), conseguimos mostrar com base nos cálculos feitos em (BUGEAUD,
2004), uma majoração de ωpξ,Nq para com ω˚

pξ,Nq. Porém, foi somente em 1961, que
obteve-se uma majoração no sentido contrário, cuja demonstração pode ser encontrada em
(WIRSIN, 1961):

Teorema 3.4. Sejam N um inteiro positivo e ξ um número real que não é um algébrico
de grau menor ou igual à N . Então, temos

ω˚
pξ,Nq ě ωpξ,Nq ´ n ` 1 (3.8)

ω˚
pξ,Nq ě

ωpξ,Nq ` 1
2 (3.9)

ω˚
pξ,Nq ě

ωpξ,Nq

ωpξ,Nq ´ n ` 1 (3.10)

ω˚
pξ,Nq ě

n

4 `

?
n2 ` 16n ´ 8

4 (3.11)
4 Algumas demonstrações de resultados serão omitidos nesta seção, porém mostraremos onde encontrá-las
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Corolário 3.1. Sejam N um inteiro positivo e ξ um número real que não é algébrico de
grau menor ou igual a N . Se ωpξ,Nq “ N , então ω˚

pξ,Nq “ ωpξ,Nq “ N .

Demonstração. Sabemos que N ě 1, em particular, 2N ě 1 ` N , e então

N ě
1 ` N

2 .

Juntando esse fato com o Teorema 3.4 e a Proposição 3.1, temos o resultado desejado.

Além disso, pode-se mostrar que a medida de lebesgue do conjunto onde
ω˚

pξ,Nq “ ωpξ,Nq “ N , é “cheia” na reta. Tal resultado pode ser visto como uma
consequência imediata de um resultado encontrado em (SPRINDIZUK, 1967). A seguir
enunciamos mais um resultado que nos indicara a direção em que queremos definir a
equivalência entre as classificações de Mahler e Koksma.
Os resultados dos dois teoremas a seguir podem ser encontrados em (BUGEAUD, 2004):

Teorema 3.5. O conjunto dos A˚-números é precisamente o conjunto dos números
algébricos. Portanto os A-números e os A˚-números coincidem.

Uma pergunta natural é se as outras três classes da classificação de Koksma
também dividem os números transcendentes em três conjuntos disjuntos. A resposta é
positiva e pode ser encontrada em (BUGEAUD, 2004).
A seguir, vemos que de fato as duas classificações são equivalentes no sentido definido a
partir do seguinte teorema:

Teorema 3.6. As classificações de Mahler e Koksma são equivalentes no sentido de que
qualquer S,T,U-número também será um S˚, T ˚, U˚-número, respectivamente.

Apesar de muitas relações serem conhecidas entre as duas classificações, ainda
existem problemas em aberto em torno desta temática, como podemos ver a partir da
seguinte conjectura:

Conjectura 3.1. Sejam pωnqnPN e pω˚
nqnPN duas sequências não-decrescentes no intervalo

r1,`8s, tais que
n ď ω˚

n ď ωn ď ω˚
n ` n ´ 1, @ n ě 1.

Então existe um número real ξ transcendente, tal que

ω˚
pξ, nq “ ω˚

n e ωpξ, nq “ ωn, @ n ě 1.
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4 A Classificação de Mahler
e Suas Consequências

Até o momento, discutimos resultados vinculados à aproximações diofantinas
que foram de fundamental importância para a construção do nosso principal objeto de
estudo: A Classificação de Mahler.

Como visto na seção anterior, Mahler dividiu os números complexos em quatro
classes: Os A-números, S-números, U -números e T -números, sendo a classe dos A-números
os números algébricos. Logo, o foco do nosso trabalho neste último capítulo da pequena
jornada em torno dos números transcendentes será estudar resultados muito interessantes
em torno das três classes restantes, e, se possível instigar o estudo para problemas em
aberto nesta área. Comecemos estudando um pouco os U -números.

4.1 U -Números
Como vimos, os U -números são números transcendentes que satisfazem duas

condições em torno das funções ωpξq e υpξq, sendo estas:

ωpξq “ 8 e υpξq ă 8. (4.1)

Perceba que aqui podemos analisar o menor υpξq. É com esta ideia que iremos definir
subclasses dentro dos U -números.

Definição 4.1. Seja ξ um U-número no qual υpξq “ m. Então dizemos que ξ é um
Um-número.

A partir desta definição, podemos encontrar classes de números já conhecidos
e representá-los através de Um-números. Como um belo exemplo, mostraremos que os
números de Liouville, definidos em 2.1 podem ser representados desta maneira.

Proposição 4.1. Os números de Liouville são exatamente os U1-números.

Demonstração. Inicialmente, vamos considerar ξ um número de Liouville. Então, pela
definição 2.1, existe uma sequência de infinitos racionais ppn{qnqnPN, com qn ě 1, onde

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
qn

n

.

Vamos definir Pnpzq “ qnz ´ pn, então

|Pnpξq| “ |ξqn ´ pn| ă
1

qn´1
n

ď 1. (4.2)
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Agora perceba que

|pn| “ | ´ ξqn ` pn ` ξqn| ď |ξqn ´ pn| ` |ξqn| ď p1 ` |ξ|qqn. (4.3)

Denotemos HpPnq por Hn. Vamos mostrar agora que a seguinte desigualdade é válida para
todo n ě 1:

|Pnpξq| ă
p1 ` |ξ|qn´1

Hn´1
n

.

Com efeito, só temos duas possibilidades para Hn, são elas |pn| ou |qn|.
Se Hn “ |qn|, a desigualdade (4.2) nos garante que

|Pnpξq| ă
1

Hn´1
n

ă
p1 ` |ξ|qn´1

Hn´1
n

.

Se Hn “ |pn|, a desigualdade 4.3 nos dá

|qn| ě
Hn

p1 ` |ξ|q
ñ |pnpξq| ď

1
qn´1

n

ď
p1 ` |ξ|qn´1

Hn´1
n

.

Por definição de ωpξ,N,Hq, temos que

H´ωpξ,1,Hnq
n “ mint|P pξq|; P pzq P P1,Hn , P pξq ‰ 0u.

Pela minimalidade de H´ωpξ,1,Hnq
n e como Pnpzq P Zrzs temos que

H´ωpξ,1,Hnq
n ě |Pnpξq| ă p1 ` |ξ|q

n´1H´pn´1q
n .

Aplicando logaritmo de ambos os lados:

logHn
H´ωpξ,1,Hnq

n ă logHn
p1 ` |ξ|q

n´1
` logHn

H´pn´1q
n .

Desta forma, obtemos

ωpξ, 1, Hnq ą pn ´ 1q

ˆ

1 ´
logp1 ` |ξ|q

logHn

˙

.

Agora perceba que Hn Ñ 8 pois a sequência ppn{qnqnPN é infinita. Assim, para observarmos
o maior ponto de acumulação de ωpξ, 1, Hnq calculemos ωpξ, 1q “ lim sup

nÑ8
ωpξ, 1, Hnq “ 8.

Entao ωpξq “ 8 e υpξq “ 1, logo, ξ é um U1-número.
Reciprocamente, vamos supor que ξ é um U1-número. Perceba que para cada H inteiro
positivo, existem aH e bH inteiros, com maxt|aH |, |bH |u ď H e aH ě 1, tais que

H´ωpξ,1,Hq
n “ mint|aξ ` b|;maxt|a|, |b|u ď Hu “ |aHξ ` bH |.

Como lim sup
HÑ8

ωpξ, 1, Hq “ 8, então, dado um n inteiro positivo, existe um Hn tal que
ωpξ, 1, Hnq ě n. Assim,

|aHnξ ` bHn | “ H´ωpξ,1,Hnq
n ď H´n

n .
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Denotando aHn e ´bHn por qn e pn, respectivamente, e como qn ď Hn, concluimos que

|qnξ ´ pn| ď
1
qn

n

,

e então
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ ´
pn

qn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

qn`1
n

ă
1
qn

n

.

Concluimos então, que ξ é número de Liouville.

Uma pergunta natural seria se existem Um-números para todo m inteiro positivo.
Tal pergunta foi respondida por LeVeque em (LEVEQUE, 1953), onde ele construiu
explicitamente Um-números como raízes m-ésimas de um número de Liouville, mais
especificamente

m

c

3 ` L
4 .

Em 2014, mostrou-se que um certo conjunto de números de Liouville, quando aplicado a
uma determinada função racional, gera Um-números de maneira mais natural como na
forma α ¨ L e α` L são Um-números, onde α é algébrico de grau m. Tal resultado pode ser
encontrado em (CHAVES; MARQUES, 2014). Em 2020, mais um resultado envolvendo
Um números foi generalizado para qualquer função racional (salvo algumas condições), e
pode ser encontrado em (CHAVES; MARQUES; TROJOVSKY, 2020).

Outro fato interessante sobre os Um-números, é que, Andrew Polilington, em
(POLLINGTON, 1993), mostrou que todo número real pode ser escrito como soma de dois
Um-números, generalizando o teorema de Erdös.

Outra questão que surge é: Será que existe um teorema de caracterização como
os vistos para irracionais e transcendentes para os U -números? A resposta é positiva e é
dada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja ξ P C com ωpξq “ 8. Então ξ é um U-número se, e somente se,
existe um número inteiro positivo Ñ tal que dada qualquer função ilimitada f : N Ñ R`,
existe uma sequência de infinitos polinômios Pkpzq P PÑ,HK

, com pHkqkPN crescentes, tais
que para cada índice k é válido

|Pkpξq| ă
1

H
fpkqÑ
k

.

Demonstração. Como ωpξq “ 8, e denotando υpξq “ Ñ , então

ωpξ, Ñq “ lim sup
HÑ8

pξ, Ñ ,Hq “ 8.

Deste modo, existe uma sequência crescente de inteiros phkqkPN para a qual

lim
kÑ8

ωpξ, Ñ , hkq “ 8.
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Assim, dado k P N existe n˚
k tal que

ωpξ, Ñ , hnq ą fpkq, para todo n ě n˚
k

Considere agora uma subsequência de phkq com os seguintes índices:

n1 “ n˚
1 ; nk “ maxtn1, n2, . . . , nk´1, n

˚
ku ` 1.

Deste modo garantimos que

n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ ă ni ă ni`1 ă . . . e nK ą n˚
k.

Assim, temos
ωpξ, Ñ , hnk

q ą fpkq.

Se definirmos Hk “ hnk
, a sequência também será crescente e teremos, para cada Hk um

polinômio Pkpzq P PÑ,Hk
tal que

|Pkpξq| “ Ωpξ, Ñ ,Hkq “ H
´ωpξ,Ñ ,HkqÑ
k ă H

fpkqÑ
k . (4.4)

Vamos supor agora que, no conjunto de polinômios Pkpzq P PÑ,HK
, exista apenas uma

quantidade finita de elementos distintos. Logo, deve existir um polinômio P pzq P PÑ,HKi
,

para infinitos índices distintos ki P N, onde

|Pkpξq| ă H
´fpkiqÑ
ki

ă HpP q
´fpkiqÑ .

Fazendo i tender ao infinito, teremos |P pξq| “ 0, pois fpkiq é ilimitada, donde ξ é algébrico.
Absurdo. Portanto, existem infinitos polinômios distintos satisfazendo a relação (4.4).
Reciprocamente, seja f : N Ñ R` uma função ilimitada qualquer. Então temos

|Pkpξq| ă H
´fpkqÑ
k

para infinitos polinômios Pkpzq P PÑ,HK
, com Hk crescente. Onde teremos que

H
´ωpξ,Ñ ,HkqÑ
k “ Ωpξ, Ñ ,Hkq ď |Pkpξq| ă H

´fpkqÑ
k .

Concluímos assim, que
ωpξ, Ñ , hkq ą fpkq,

o que implica

lim sup
HÑ8

ωpξ, Ñ ,Hq ě lim
kÑ8

ωpξ, Ñ ,Hkq ą lim
kÑ8

fpkq “ 8.

Logo, υpξq ď Ñ ă 8. Portanto, ξ é U -número.
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Antes de prosseguirmos com o texto, utilizaremos a notação ω˚
pξ, nq já definida

na seção da classificação de Koksma, e daremos a seguinte definição:

Definição 4.2. Um número ξ é dito um U˚
m-número se ω˚

mpξq :“ ω˚
pξ,mq “ 8 e

υ˚
pξq “ m. Em outras palavras, é o lim sup dos números reais ω˚ para os quais existem

infinitos algébricos α de grau n satisfazendo

0 ă |ξ ´ α| ă Hpαq
´ω˚´1

Veremos a seguir a demonstração do primeiro resultado que fora enunciado
anteriormente:

Teorema 4.2 (Chaves; Marques,2014). Sejam α um algébrico de grau m. Suponha que o
polinômio minimal P pzq P Zrzs de α tenha coeficiente líder da forma 2a

¨ 5b
ą 1, e p ∤ P p0q

para p “ 2 e p “ 5. Seja L a constante de Liouville. Então αL é um Um-número, com

ω˚
npαLq ď 2m2n ` m ´ 1

para n “ 1, . . . ,m ´ 1.

Antes de demonstrarmos o resultado, utilizaremos dois lemas cuja demonstração
de um será omitida, pois foge do escopo do trabalho e é de relevante dificuldade. porém, a
mesma pode ser encontrada em (BUGEAUD, 2004).
Comecemos com o seguinte:

Lema 4.1. Dados P pxq P Zrxs de grau m e a{b P Qzt0u. Se Q1pxq “ amP

ˆ

b

a
x

˙

e

Q2pxq “ bmP
´

x ´
a

b

¯

, então

• HpQ1q ď maxt|a|, |b|umHpP q;

• HpQ2q ď 2m`1 maxt|a|, |b|umHpP q.

Demonstração. Inicialmente, vamos escrever Q1pxq na forma

Q1pxq “ am
m
ÿ

j“0
rj

ˆ

b

a
x

˙j

“

m
ÿ

j“0
rjb

jam´jxj.

Suponha, sem perda de generalidade, que |a| ą |b|. Então,

maxt|a|, |b|umHpP q ě |a|
m

|rj| ě |a|
m´j

|b|j|rj|

para todo 0 ě j ě m. Concluimos, então, que

HpQ1q ď maxt|a|, |b|umHpP q.
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Para a segunda afirmação, escrevemos Q2pxq na forma

Q2pxq “

m
ÿ

i“0
cix

i,

onde
ci “ bm

m
ÿ

j“1

ˆ

j

j ´ 1

˙

p´1q
j´i

´a

b

¯j´i

. O que implica que

|ci| ď HpP q

m´i
ÿ

k“0

ˆ

k ` i

k

˙

|a|
k
|b|m´k

ď maxt|a|, |b|umHpP q

m´i
ÿ

k“0

ˆ

k ` i

k

˙

.

Como
m´i
ÿ

k“0

ˆ

k ` i

k

˙

“

ˆ

m ` 1
m ´ i

˙

ď 2m`1,

Concluimos finalmente, que, |c1| ď 2m`1 maxt|a|, |b|umHpP q. O que termina a nossa prova

O próximo lema nos mostra que números algébricos não podem estar tão
próximos quanto quisermos. A demonstração deste teorema pode ser encontrado como
Corolário A.2 de (BUGEAUD, 2004).

Lema 4.2. Sejam α e β dois números algébricos não-nulos de graus n e m, respectivamente.
Então vale a relação

|α´β| ě pn`1q
´m{2

pm`1q
´n{2 maxt2´n

pn`1q
´pm´1q{2, 2´m

pm`1q
´pn´1q{2

uHpαq
´mHpβq

´n.

Com estes dois lemas em mãos podemos demonstrar o Teorema (4.2):

Demonstração do teorema (4.2): A estratégia inicial é similar à utilizada nas demonstra-
ções da seção dos números de Liouville. Para k ě 1 defina

pk :“ 10k!
k

ÿ

j“1
10´j!, qk :“ 10k! e αk “

pk

qk

.

Observe que Hpαk´1q ă Hpαkq “ 10k!
“ Hpαk´1q

k e

|L ´ αk| “ |
ÿ

jěk`1
10´j!

|

“
ÿ

jě0
10´j!´pk`1q!

“ 10´pk`1!q
ÿ

jě0
10´j!

ď p10k!
q

´k´1
ÿ

jě0
10´j

ď
10
9 Hpαkq

´k´1. (4.5)
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Assim, definindo γk :“ ααk, obtemos, da definição p4.2q,

|αL ´ γk| ď cHpαkq
´k´1 (4.6)

onde c “ 10|α|{9. Segue-se pelo lema (4.1) que Hpαkq
m

ě Hpαq
´1Hpγkq e assim

|αL ´ γk| ď cHpαq
k`1

m Hpγkq
´

pk`1q

m (4.7)

donde concluímos que αL é um U -número de tipo pelo menos m (já que γk tem grau m).
Afirmamos que Hpαkq ď Hpγkq para todo k ě 1. De fato, consideremos

P pzq “

m
ÿ

j“0
ajz

j
P Zrxs

o polinômio minimal de α. Em particular, P pαq “ 0, e então, Qpγkq “ 0, onde

Qpzq “

m
ÿ

j“0
ajp

m´j
k qj

kz
j

P Zrxs.

Note que grpQq “ m e γk é um algébrico de grau m. Então, para provar que Q é o
polinômio minimal de γk, precisamos mostrar que Q é primitivo. Em outras palavras, que

pa0p
m
k , a1p

m´1
k qk, . . . , amq

m
k q “ 1.

Isto segue diretamente do fato que pa0, a1, . . . , amq “ 1 (pela definição que demos para
polinômio minimal em Zrzs) e das condições da hipótese sobre a0 e am, sendo elas p ∤ a0 e
am “ 2a

¨ 5b.
Temos, em particular, que

Hpγkq ě maxt|a0||pk|
n, |an||qk|

n
u ě maxt|pk|, |qk|u “ Hpαkq,

como desejado.
Agora usamos esse fato, junto com o lema (4.1) e obtemos

Hpγk`1q ď HpαqHpαk`1q
m

“ HpαqHpαkq
pk`1qm

ď HpαqHpγkq
pk`1qm.

Agora seja γ um algébrico de grau n ă m e Hpγq ě Hpγ1q. Então, existe um k suficiente-
mente grande tal que

Hpγkq ă Hpγq
2m2

ă Hpγk`1q ď HpαqHpγkq
pk`1qm. (4.8)

Pelo Lema (4.2), teremos

|γk ´ γ| ě fpm,nqHpγq
´mHpγkq

´n, (4.9)

onde fpm,nq é uma constante positiva que não depende de k e γ. Portanto, por (4.8)

|γk ´ γ| ě fpm,nqHpαq
1{2mHpγkq

´pk`1q{´n. (4.10)
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Tomamos Hpγq suficientemente grande de modo que o índice k satisfaça

Hpγkq
pk`1q{2´n

ě 2cfpm,nq
´1Hpαq

k`1{2m. (4.11)

Logo, por (4.7), (4.10) e (4.11) temos |γk ´ γ| ě 2|αL ´ γk|. Portanto, exceto por um
número finito de algébricos γ de grau n estritamente menor que m, vale

|αL ´ γ| ě |γk ´ γ| ´ |αL ´ γk|

ě
1
2 |γk ´ γ|

ě
fpm,nq

2 Hpγq
´mHpγkq

´n
ą
fpm,nq

2 Hpγq
´2m2nm

onde usamos o lado esquerdo da desigualdade (4.8). Segue-se que ω˚
mpαpLqq ď 2m2n`m´1

o que conclui a nossa demonstração.

Um exemplo da aplicação deste teorema é o número

2024

c

2023
2000 ¨ L.

De fato, o polinômio minimal de 2024
a

2023{2000 é P pxq “ 2000x2024
´ 2023, onde 2000 “

24
¨ 53 e nem 2, nem 5 dividem 2023. Logo, 2024

a

2023{2000 ¨ L é um U2024´número.

Analisamos, até o momento, construções de Um-números, mas várias outras
maneiras de exibir estes foram criadas, e, para mais exemplos, o leitor pode se referir à
(ORYAN., 1980) e (ORYAN, 1983).

No teorema 2.5 mostramos que L apresenta medida (de Lebesgue) nula no
intervalo p0, 1q. Mas o que dizer da medida dos números de Liouville em toda reta? E,
agora que sabemos que o conjunto destes números é exatamente a classe dos U1-números,
podemos analisar a medida de Lebesgue destes no plano complexo através de um “forte”
resultado, que nos afirma que a medida de Lebesgue do conjunto dos U´números em C é
nula.

Teorema 4.3. O conjunto dos U-números apresentam medida de Lebesgue nula em C.

Para prosseguirmos, precisaremos de lemas que serão de fundamental impor-
tância para a demonstração deste.
Omitiremos as demonstrações dos lemas, porém estas podem ser encontradas em (BUR-
GER; TUBBS, 2004).

Lema 4.3. Dado um polinômio P pzq P Zrzs, seja σpP q “ maxtgrpP q, log HpP qu. Suponha
que ξ P C é tal que existe um número real ρ ą 0 satisfazendo

|P pξq| ă e´ρ¨grpP qσpP q.

Então, existe um fator irredutível Qpzq P Zrzs, de P pzq, que satisfaz

|Qpξq| ď e´ 1
3 ρ¨grpQqσpQq.
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Lema 4.4. Sejam Qpzq um polinômio irredutível em Zrzs e ξ P C. Se α é a raíz de Qpzq

mais próxima de ξ e 2 ď grpQq ď HpQq, então

|ξ ´ α| ď HpQq
6grpQq

|Qpξq|.

Durante a demonstração, talvez apareçam alguns termos que não foram apresen-
tados no texto, mas quando (e se) for necessário, faremos uma nota de rodapé explicando.
Se esta não aparecer, é porque partimos do pressuposto que o leitor já está familiarizado
com determinados conceitos. Com estas observações, mostremos que a medida de Lebesgue
dos U -números é nula em C.

Demonstração do Teorema 4.3. Consideremos ξ P C um U -número, e fpkq uma função
crescente, positiva e ilimitada. Sabemos, pelo Teorema 4.1, da existência de um inteiro
positivo Ñ e uma sequência de infinitos polinômios Pkpzq P PÑ,Hk

, com pHkqkPN crescente,
tal que para todo índice k, temos

|Pkpξq| ď
1

H
fpkqÑ
k

.

Escrevendo
H

´fpkqÑ
k “ elogpHkq´fpkqÑ

,

obtemos
|Pkpξq| ă H

´fpkqÑ
k ď e´fpkqgrpPkq logpHkq. (4.12)

Como a sequência pHkqkPN é ilimitada, plogHkqkPN também o é, e portanto existe um
K0 P N tal que

logpHkq ě Ñ ě grpPkq para todo k ě k0. (4.13)

Vamos tentar, agora, encaixar as condições necessárias para podermos aplicar o lema 4.3.
Para isso, vamos definir σpPkq “ maxtgrpPkq, logpHkqu para todo k ě k0.
Dados esses termos junto com a relação (4.12), vamos reescrever a expressão (4.12) de
seguinte maneira:

|Pkpξq| ď e´fpkqgrpPkqσpPkq. (4.14)

Enfim recaímos nas hipóteses do lema (4.3). Reordenando os índices de modo que a relação
anterior seja válida para todo K e, pelo lema (4.3), observamos que deve existir um fator
irredutível Qkpzq P Zrzs de Pkpzq, onde

|Qkpξq| ď e´ 1
3 fpkqgrpQkqσpQkq. (4.15)

Nosso objetivo agora será encontrar uma sequência de infinitos polinômios irredutíveis
Qkpzq para os quais a desigualdade (4.15) seja válida e que σpQkq possa ser substituído
por log HpQkq. Para isso, mostraremos que existe uma subsequência pkiqiPN com

HpQk1q ă HpQk2q ă HpQk3q ă . . . .
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Com efeito, suponha que existe inteiro positivo H tal qeu HpQkq ď H para todo k

suficientemente grande. Lembrando que grpQkq ď grpPkq ď Ñ , então Qkpzq P PÑ,H . Como
o conjunto PÑ,H é finito, e a desigualdade (4.15) é válida para uma quantidade infinita de
índices, garantimos pelo princípio da casa dos pombos, que existe polinômio Qpzq P PÑ,H

e uma subsequência pkiqiPN crescente, tal que

Qpzq “ Qk1pzq “ ¨ ¨ ¨ “ Qknpzq “ . . .

Daí,
|Qpξq| “ |Qki

pξq| ă e´fpkiqgrpQqσpQq. (4.16)

Como f é crescente e ilimitada, fazendo i Ñ 8, teremos fpkiq Ñ 8 e então |Qpξq| “ 0, o
que contradiz o fato de termos tomado ξ transcendente.
Reordenaremos os índices k1

is de tal forma que

eÑ
ă HpQk1q ă HpQk2q ă HpQk3q ă . . . (4.17)

Como egrpQki
q

ď eÑ
ă HpQki

q temos que grpQki
q ă log HpQki

q para todo índice ki. Assim,

σpQki
q

def
“ maxtgrpQki

q, log HpQki
qu “ log HpQki

q.

Conseguimos então o que queriamos, e podemos escrever a relação (4.15) da forma

|Qki
pξq| ď e´ 1

3 fpkiqgrpQki
q logpQki

q
ă

`

elog HpQki
q
˘´ 1

3 fpkiqgrpQki
q
.

Concluímos, deste modo, que

|Qki
pξq| ă HpQki

q
´ 1

3 fpkiqgrpQki
q. (4.18)

Pelo Lema 4.4, temos que, para cada ki, existe uma raíz αki
de Qki

pzq, satisfazendo
αki

P AÑ,HpQki
q, onde

AÑ,HpQki
q “ tα P Q; grpαq ď Ñ e Hpαq ď HpQKi

qu.

Assim,
|ξ ´ αki

| ď HpQki
qHpQki

q
´ 1

3 fpkiqgrpQki
q.

Como f é crescente e ilimitada, para i suficientemente grande, temos que fpkiq ą 27.
Substituindo em (4.18), obtemos

|ξ ´ αki
| ă HpQki

q
´3grpQki

q.

Como, Qki
é minimal de αki

, reescrevemos

|ξ ´ αki
| ă Hpαki

q
´3grpαki

q. (4.19)
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Caso necessário, reindexamos a sequência de algébricos pαki
q para que a relação acima

seja válida para todo ki. Tendo estas observações feitas, vamos definir o disco no plano
complexo

Dpξ, rq “ tz P C; |z ´ ξ| ă ru.

Então, o que a desigualdade (4.19) e as observações feitas anteriormente nos dizem é que,
para cada U -número ξ P C, existe um inteiro positivo Ñ “ Ñpξq e infinitos algébricos
distintos αki

P AÑ,Hki
tais que para todo ki

ξ P D
´

αki
, H

´3grpαki
q

ki

¯

,

onde Hki
“ Hpαki

q.
Como grpαki

q ď Ñ para infinitos algébricos αk, temos, pelo princípio da casa dos pombos,
que existe uma subsequência destes algébricos onde todos os seus elementos possuem o
mesmo grau. Deste modo, redefinimos Ñ como o grau dos algébricos desta subsequência e
reindexamos tal sequência (se necessário), para termos grpαki

q “ Ñ . Logo,

ξ P D
´

αki
, H´3Ñ

ki

¯

(4.20)

é válido para todo i.
Definimos agora, para N e H inteiros positivos, o conjunto

UpN,Hq “
ď

αPAN,H

Dpα,H´3N
q.

Assim, dado ξ um U -número, para todo N ě Ñpξq e H suficientemente grande, ξ P

UpN,Hq, por (4.20). Observamos que dado um inteiro positivo h˚, para cada U -número ξ,
existe índice n “ npξq tal que h˚

ď Hkn , pois a sequência de inteiros pHki
q é crescente e

ilimitada. Além disso, ξ P D
´

αkm , H
´3Ñ
kn

¯

. Portanto, podemos afirmar que todo U -número
satisfaz

ξ P

8
ď

H“h˚

8
ď

N“2
UpN,Hq.

Agora, queremos encontrar um limitante superior para a área das uniões acima, para uma
escolha conveniente de h˚. Primeiro, vamos estimar a área do conjunto UpN,Hq e depois
relacionar com a área da tripla união. Tentamos fazer uma pequena representação através
da figura 3, sem muito rigor, apenas como um aspecto um pouco mais visual da prova.
Vamos estimar a área do conjunto UpN,Hq ignorando todas as interseções, apenas somando
as áreas dos discos:

Área pUpN ,Hqq ď
ÿ

αPAN,H

Área pDpα,H´3N
qq “

ÿ

αPAN,H

πH´6N . (4.21)

Pelo princípio multiplicativo, a quantidade de polinômios em PN,H é p2H ` 1q
N`1. Cada

um desses polinômios tem no máximo N raízes. Logo, o total de algébricos em AN,H é
limitado por

Np2H ` 1q
N`1

ď Np3Hq
N`1

ď 3N`1NH2N .
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Utilizando esta desigualdade em (4.21), obtemos

Área pUpN ,Hqq ď
3N`1NH2Nπ

H6N
ď

ˆ

3N`1Nπ

H2N

˙

¨
1
H2 . (4.22)

Para N ě 2 e H ě 9, vale a desigualdade

3N`1

h2N
¨ πN ď

3N`1

34N
¨ πN ď

4
32N´1 ¨

N

3N
.

Como, para N ě 2, 4
32N´1 ď 1 e N3

ď 3N , então

3N`1

H2N
¨ πN ď

1
N2 . (4.23)

Substituindo (4.23) em (4.22), obtemos

Área pUpN ,Hqq ď
1
N2 ¨

1
H2 .

Utilizando a identidade
8
ÿ

N“1

1
N2 “

π2

6 , obtemos a majoração

Área
8
ď

N“2
pUpN ,Hqq ď

8
ÿ

N“1

1
N2 ¨

1
H2 “

π2

6H2 .

Dado um ϵ, escolhemos h˚ suficientemente grande, de modo que seja válido
8
ÿ

H“h˚

1
H2 ă

6
π2 ¨ ϵ.

Esta escolha é sempre possível pois
8
ÿ

H“h˚

1
H2 Ñ 8 quando h˚

Ñ 8.

Deste modo, concluímos, finalmente, que

Área

˜

8
ď

H“h˚

8
ď

N“2
UpN,Hq

¸

ď
π2

6

8
ÿ

H“h˚

1
H2 ă ϵ.

Donde concluímos que os U -números têm medida de Lebesgue nula em C.

Em 1953, Mahler mostrou que logpαq não é um U -número, onde α ‰ 1, é um
algébrico não-nulo. Um resultado clássico da teoria transcendente dos números, conhecido
como teorema de Lindemann, nos afirma que logpαq é transcendente. Muitos outros
resultados acerca dos U -números foram também conjecturados, e veremos alguns deles no
tópico final deste trabalho. A seguir, estudaremos um pouco sobre outra classe de números
transcendentes via Mahler: os S-números.
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4.2 S-números
Na seção anterior, pudemos observar alguns comportamentos e propriedades

dos U -números em C. Um desses resultados nos mostra que a medida de Lebesgue do
conjunto dos U -números é nula. Uma consequência imediata deste resultado é que a união
dos conjuntos dos S´ e T´números apresentam medida “cheia”. De fato veremos, que na
verdade, o conjunto dos S-números constituem “a maior parte dos números”, enquanto os
T -números têm medida nula.

Sabido que π é um número transcendente, podemos indagar que este é um
S-número, porém não há um resultado que nos mostre isto, sendo de fato até hoje uma
conjectura.

Em relação à constante e, temos o resultado de Hermite (1822-1901), que pode
ser visto como teorema 3.4 em (BURGER; TUBBS, 2004), que nos garante que para todo
polinômio não-nulo P pzq P Zrzs, e qualquer algébrico não-nulo α, temos

0 ă |P peα
q|.

Então, pela definição (1.1), e é transcendente. Mas será que, ao contrário do π, podemos
determinar em qual classe ele se encontra?

Primeiramente, vamos de fato mostrar que o conjunto dos S-números tem
medida de Lebesgue “cheia”. Para tal, usaremos como base resultados encontrados em
(CHAVES, 2010) e (BURGER; TUBBS, 2004). Para a demonstração desse fato, precisamos
antes de um lema cuja demonstração é análoga ao teorema (4.1).

Lema 4.5. Seja ξ P C. Então ωpξq “ 8 se, e somente se, dada uma função ilimitada
f : N Ñ R`, existe uma sequência de infinitos polinômios Pkpzq P PNk,HK

, com pHkqkPN

crescente e Nk ilimitado, tal que para cada índice k é válido

|Pkpξq| ă
1

H
fpkqNk

k

.

Mais ainda, se υpξq “ 8, então Pkpξq pode ser escolhido de maneira que Nk ă log HpPkq.

Teorema 4.4. Quase todos os números são S-números.

Demonstração. A demonstração deste fato usa a mesma técnica que utilizamos para provar
o Teorema 4.3, mas desta vez iremos mostrar que o conjunto dos T -números tem medida de
Lebesgue nula, então, como consequência, a medida de Lebesgue da classe dos S-números
é cheia!
Seja ξ um T -número. Pelo Lema 4.5, dada uma função positiva e ilimitada fpkq, existe uma
sequência de infinitos polinômios Pkpzq P PNk,H´k, tal que para cada índice k a seguinte
relação é válida:

|Pkpξq| ă H
´fpkqNk

k . (4.24)
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Além disso, como a sequência das alturas é crescente, também temos

P1 ă P2 ă P3 ă . . .

Podemos então reescrever a desigualdade (4.24) na forma

|Pkpξq| ă H
´fpkqNk

k ď HpPkq
´fpkqNk .

Escrevendo HpPkq
´fpkqNk como

`

elog HpPkq
˘´fpkqgrpPkq, obtemos

|Pkpξq| ď e´fpkqgrpPkqσpPkq,

já que Nk ě grpPkq e σpPkq ě log HpPkq (vale salientar que σ aqui tem a mesma definição
da que fora dada no teorema (4.3).
Reordenando os índices de modo que a relação anterior seja válida para todo K e, pelo
lema (4.3), observamos que deve existir um fator irredutível Qkpzq P Zrzs de Pkpzq, onde

|Qkpξq| ď e´ 1
3 fpkqgrpQkqσpQkq. (4.25)

Mostremos agora que após encontrar uma subsequência apropriada de pQkq e reindexá-la,
se necessário, é possível termos

grpQ1q ă grpQ2q ă ¨ ¨ ¨ ă grpQkq ă . . .

Com efeito, suponha que a sequência pgrpQkqq é limitada por algum M inteiro positivo.
Temos então dois casos: HpQkq limitada ou ilimitada. Caso HpQkq seja limitada, teremos
a mesma situação que ocorrera na demonstração do Teorema (4.3) e assim, ξ P Q̄. Logo,
HpQkq deve ser ilimitada. Considere a subsequência HpQki

q tal que grpQki
q “ M̃ , para

algum M inteiro positivo. Assim,

|Qki
pξq| ď e´ 1

3 fpkiqσpQki
qM̃

ă
`

elog HpQki
q
˘´ 1

3 fpkiqM̃
.

Concluímos, deste modo, que

|Qki
pξq| ă HpQki

q
´ 1

3 fpkiqM̃
“ H

´ 1
3 fpkiqM̃

ki
. (4.26)

Onde denotamos Hki
“ HpQki

q. Mas sabemos, por definição, que

|Qki
pξq| ě Ωpξ, M̃ ,Hki

q “ H
´ωpξ,M̃,Hki

qM̃

ki
.

Utilizando-a em (4.26), obtemos

H
´ωpξ,M̃,Hki

qM̃

ki
ď H

´ 1
3 fpkiqM̃

ki
,

donde concluímos que
ωpξ, M̃ ,Hki

q ě
1
3fpkiq.
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Operando com as funções já conhecidas ωpξ, M̃q, ωpξq e υpξq, teremos

ωpξ, M̃q “ lim sup
HÑ8

ωpξ, M̃ ,Hq ě lim sup
iÑ8

ωpξ, p̃Mq, Hki
q ě

1
3 lim

iÑ8
fpkiq “ 8.

Teremos assim, que existe um inteiro M̃ que satisfaz ωpξ, M̃q “ 8, o que contradiz o fato
de ξ ser um T -número, provando a existência da sequência desejada.
Observamos também que é possível selecionar outra subsequência conveniente para termos

HpQ1q ă HpQ2q ă ¨ ¨ ¨ ă HpQkq ă . . .

Denotando grpQkq “ N˚
k e HpQkq “ H˚

k , podemos escolher polinômios irredutíveis Qkpzq

que satisfazem, para cada índice k, a desigualdade

|Qkpξq| ď
`

eσpQkq
˘´ 1

3 fpkqN˚
k ď

´

elog H˚
k

¯´ 1
3 fpkqN˚

k

.

e então,
|Qkpξq| ď H˚

k
´ 1

3 fpkqN˚
k ,

onde as sequências pN˚
k q e pH˚

k q são crescentes.
Nosso objetivo agora é aplicar o Lema 4.4 e concluir que para todo índice k existe um
algébrico αk P AN˚

k
,H˚

k
satisfazendo

|ξ ´ αk| ď H˚
k

6N˚
k |Qkpξq|,

ou seja,
|ξ ´ αk| ď H˚

k
6N˚

k H˚
k

´ 1
3 fpkqN˚

k .

Como fpkq é crescente e ilimitada, para fpkq ą 27 teremos

|ξ ´ αk| ď H˚
k

´3N˚
k .

Portanto, para cada ξ, T -número, existem infinitos H 1s e N 1s tais que para cada par
pH,Nq, existe um algébrico α P AN,H satisfazendo

ξ P Dpα,H´3N
q.

Como tínhamos visto no Teorema 4.3, para inteiros positivos H e N denotamos

UpN,Hq “
ď

αPAN,H

Dpα,H´3N
q,

e observamos, pelos mesmos argumentos, que, para cada T -número ξ,

ξ P

8
ď

H“h˚

8
ď

N“2
UpN,Hq,
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para todo h˚ suficientemente grande. Então, pela demonstração anterior, escolhemos h˚

apropriado de maneira que, dado ϵ ą 0, temos

Área

˜

8
ď

H“h˚

8
ď

N“2
UpN,Hq

¸

ă ϵ.

Assim, mostramos que os T -números apresentam medida de Lebesgue nula, e, como
consequência, que “quase todos os números são S-números”.

Apesar deste resultado mostrar que é muito provável o π ser um S-número,
nada foi concretizado até hoje. Mahler, em seu trabalho, (MAHLER, 1932), mostrou que
para todo número algébrico α diferente de zero, eα é um S-número, respondendo assim, a
pergunta feita no início da seção.

Nas proximas Seções, iremos falar um pouco sobre os T -números e explorar
um resultado que envolve diretamente dependência algébrica e a classificação de Mahler.

4.3 T -Números
Como vimos através dos resultados anteriores, Mahler observou que o conjunto

dos U -números é não vazio (uma vez que os números de Liouville são exatamente os
U1-números). Além disso, foi possível mostrar que o conjunto dos U -números e T -números
apresentam medidas de Lebesgue nula. No entanto, Mahler não demonstrou que os T -
números existem.

O primeiro resultado envolvendo a existência de T -números é datado de 1968,
dado em um paper do matemático Wolfgang M. Schmidt (1933), onde ele demonstra a
existência de T -números através de sequência de algébricos que não são explícitos.

Até hoje, não existem exemplos conhecidos de T -números, apesar de sabermos
da existência destes.

Escreveremos aqui a demonstração, nada elementar, da existência de tais
números. O desenvolvimento foi baseado em (SCHMIDT, 1968) e (CHAVES, 2010).

Antes da demonstração, precisaremos do seguinte Lema, cuja demonstração
será omitida e pode ser encontrada em (BAKER, 1975).

Lema 4.6. Para todo algébrico α de grau maior que n e ϵ ą 0, existe apenas uma
quantidade finita de algébricos β, onde B é a altura de β, de grau no máximo n tais que

|α ´ β| ă B´n´1´ϵ. (4.27)

Teorema 4.5. T -números existem.
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Demonstração. Sejam α1, α2, ... algébricos não nulos e υ1, υ2, ... números reais maiores que
1. Mostraremos que existe uma sequência γ1, γ2, ... de números não nulos onde γj{αj P Q
e tal que, se hj denota a altura de γj e Hj “ h

υj

j , então Hj1 ą 2Hj e além disso, γj`1

está contido no intervalo Ij :“ tx P R; 1
4H

´1
j ă x ´ γj ă

1
2H

´1
j u. Também mostraremos

que esta sequência pode ser escolhida de modo que para alguns números reais λ1, λ2, ...

em p0, 1q, teremos para todo o algébrico β com grau n ď j e diferente de γ1, γ2, ..., γj a
desigualdade

|γj ´ β| ą B´1 (4.28)

onde B “ λ´1
n bp3nq4 e b denota a altura de β. Assim, a sequência γ1, γ2, ... tende para um

limite ξ que satisfaz (4.28) para todo o algébrico β diferente de γ1, γ2, ... e também

1
4H

´1
j ď ξ ´ γj ď H´1

j para todo j.

Agora escolhemos α1, α2, ... , denotando nj como o grau de αj, de modo que a equação
nj “ n tenha infinitas soluções, ou seja que infinitos αj’s possuam grau n, para cada n
inteiro positivo. Então ξ é um T ˚-número, donde também é um T -número pelo Teorema
3.6. Devemos construir γ1, γ2, ... satisfazendo quatro condições a serem vistas. Seja Jj o
conjunto dos x P Ij tais que |x ´ β| ą 2B´1 para todo algébrico β de grau n ď j que são
diferentes de γ1, . . . , γj e satisfazem B ą Hj. Então precisamos garantir que

(i) γj P Jj´1;

(ii) |Jj| ą
1
2 |Ij|, onde |I| é o comprimento do intervalo I;

(iii) |γj ´ β| ą 2B´1 para todo β ‰ γj de grau j;

(iv) γj

αj

“
pj

qj

, com a fração pj{qj irredutível e qj ą 0, então |γj ´ β| ą q´1
j para todo β

de grau n ě j e b3n
ď qj.

Usaremos que x " y ðñ x ě cy e x ! y ðñ x ď dy para constantes c e d.

Para definir γ1, primeiro observamos que para todo primo q1 suficientemente
grande, existem c1 " q1 números γ da forma pp1{q1qα1 no intervalo p1, 2q onde a constante
implícita depende apenas de α1, distando d1 " q´1

1 entre si. Além disso, existem k1 ! q
2
3
1

racionais β com b3
ď q1, pois existem ! 2q

1
3
1 possibilidades para o numerador e para

o denominador de β. Assim, existem ! q
2
3
1 números γ satisfazendo |γ ´ β| ď q´1

1 para
pelo menos uma escolha de β. Portanto, podemos escolher γ1 tal que pivq seja válido, e
pelo lema... podemos ter γ1 de modo que as condições sobre |γ1 ´ β| sejam satisfeitas.
Mostraremos mais adiante que piiq é válido para o caso j “ 1 se q1 " 1.

Supondo que os γ1, ..., γj´1 já foram definidos satisfazendo as condições acima;
procedemos para construir γj . As constantes implícitas por " ou ! dependerão apenas de
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números já especificados, incluindo possivelmente λ1, ..., λj´1. Primeiro, seja J 1
j´1 definido

como Jj´1 mas com a condição de que as alturas dos β’s em questão satisfazem b3n
ď qj.

O número de β’s para os quais a última desigualdade é válida é ! q
2
3
j e assim J 1

j consiste

de ! q
2
3
j intervalos. Ademais, J 1

j´1 Ă Jj´1 e por piiq temos |J 1
j´1| ě

1
2 |Ij´1| " 1. Se segue

que, para todo primo qj suficientemente grande, existem " qj números γ em J 1
j´1 da forma

ppj{qjqαj, onde pj é um inteiro ! qj com ppj, qjq “ 1. Além disso, tais γ estão na verdade
em Jj´1, pois se a altura de β satisfaz b3n

ą qj então B ą q
p3nq3

j e assim, observando que
pqj{pjqβ tem altura ! qn

j b, obtemos pelo Lema 4.6

|γ ´ β| " q´1
j pqn

j bq
´3n

ą 2B´1 (4.29)

Agora, como acima, existem ! q
2
3
j números β satisfazendo as hipóteses do item pivq, logo

podemos escolher γ “ γj em Jj´1 de modo que as condições de pivq são válidas. Então
temos |γj ´ β| ą B´1 para todo β diferente de γ1, ..., γj com grau n ă j e B ą Hj´1; e na
verdade isso também vale para B ď Hj´1, e assim, tomando k como o menos índice ě n

para o qual é válido B ď Hk e utilizando piq ou piiiq onde j “ k de acordo com k ą n ou
k “ n, obtemos

|γj ´ β| ě |γk ´ β| ´ |γj ´ γk| ą 2B´1
´ H´1

k ě B´1. (4.30)

Agora usamos o Lema 4.6 para escolher γj tal que |γj ´ β| ą 2B´1 para todo algébrico
β ‰ γj de grau n “ j. Resta apenas mostrar, como no caso j “ 1, que piiq será satisfeita
para q1 suficientemente grande. Temos agora que |x ´ β| ą 2B´1 para todo x P Ij e todo
β ‰ γj com grau n ď j e Hj ă B ď H3

j . Caso b3n
ď qj então, já que Hj " q

υj

j e υj ą 1,
segue de pivq que

|x ´ β| ě |γj ´ β| ´ |γj ´ x| ě q´1
j ´ H´1

j ě 2H´1
j ą 2B´1, (4.31)

e se b3n
ą qj então, usando novamente o Lema 4.6, obtemos

|x ´ β| ě q4n2

j b´3n
´ H´1

j ě B´ 1
4 ´ B´ 1

3 ą 2B´1. (4.32)

Por isso, qualquer x no complementar de Jj em Ij satisfaz |x ´ β| ď 2B´1 para algum
β de grau n ď j e com B ą H3

j . Mas a quantidade de β’s com grau n e altura b é ! bn,
e assim o seu complementar tem medida !

ÿ

B´1bn, onde o somatório é tomado sobre

todo n, b com n ď j e B ą H3
j . Isto implica em ! H´2

j ă
1
8H

´1
j , e o resultado se segue.

4.4 O Resultado Principal
Para finalizarmos esta jornada introdutória sobre aproximações diofantinas e

classificação de Mahler, mostraremos um resultado que exibe uma relação direta entre
dependência algébrica de dois números e a classificação destes.
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Dois números ξ e ζ são ditos algebricamente dependentes se existe um polinômio,
não nulo, de duas variáveis P px, yq P Zrx, ys tal que P pξ, ζq “ 0.

Teorema 4.6. Se dois números são algebricamente dependentes, então eles pertencem à
mesma classe.

Antes de demonstração do teorema, precisamos do seguinte lema, cuja demons-
tração iremos omitir e pode ser encontrada em (BURGER; TUBBS, 2004).

Lema 4.7. Sejam P pxq, P1pxq, P2pxq, . . . , Pkpxq P Zrxs e c P Z. Então:

• Se P pxq “

k
ź

j“1
Pjpxq, então HpP q ď

k
ź

j“1
HpPkq;

• Se P pxq “

k
ÿ

j“1
Pjpxq, então HpP q ď

k
ÿ

j“1
HpPkq;

• Se P pxq “ cP1pxq, então HpP q ď |c|HpP1q.

A ideia da demonstração do teorema (4.6) é a seguinte: Supondo que ξ e ζ são
algebricamente dependentes, existe um polinômio não-nulo Qpx, yq P Zrx, ys satisfazendo
Qpx, yq “ 0. Queremos então mostrar que ξ e ζ possuem as mesmas propriedades de
aproximações diofantinas.

Demonstração. Suponha que ξ e ζ são algebricamente dependentes e seja

Qpx, yq “

L
ÿ

l“0

M
ÿ

m“0
clmx

lym
P Zrx, ys

um polinômio irredutível e não-nulo, onde Qpξ, ζq “ 0. Primeiramente, vamos tratar do
caso mais simples, ou seja, onde ξ ou ζ é algébrico. Suponha, sem perda de generalidade
que ξ é um número algébrico e denotando de ξ “ ξ1, ξ2, . . . , ξk os seus conjugados, temos

k
ź

i“1
Qpξi, ζq “ Qpξ, ζq

k
ź

i“2
Qpξ1, ζq “ 0. (4.33)

Observe que

P px1, . . . , xkq “

k
ź

i“1
Qpxi, ζq

é um polinômio simétrico e, pelo teorema fundamental dos polinômios simétricos, temos
P pξ1, . . . , ξkq sendo uma combinação linear racional dos coeficientes de P px1, . . . , xkq, ou
seja, é uma bominação linear racional de potências de ζ, que é nula por (4.33). Portanto,
ξ também é um algébrico.
Agora partiremos para o caso onde ξ e ζ são transcendentes. Se denotarmos por

F pxq “ Qpx, ζq P Zrxs,
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então ξ é uma raíz de F pxq. Observe que F pxq R Zrxs, já que ξ é transcendente e
este polinômio é não-nulo. Sejam ξ “ ξ1, . . . , ξL as raízes de F pxq. Mostremos que ξl é
transcendente para todo l P t1, . . . , Lu. Com efeito, suponhaque ξj é algébrico para algum
j e seja fpxq P Zrxs seu polinômio minimal. Mostraremos que fpxq é um fator de Qpx, yq,
o que contradiz o fato de Qpx, yq ser irredutível sobre Zrxs.
Sejam ξj “ ξj1 , . . . , ξjk

os conjugados do suposto algébrico ξj. Escrevendo

Qpx, yq “

L
ÿ

l“0

M
ÿ

m“0

`

clmx
l
˘

ym
“

M
ÿ

m“0
Bmpxqym, (4.34)

notamos que Bmpxq P Zrxs e

Qpξj, ζq “ Qpξj1 , ζq “

M
ÿ

m“0
Bmpξj1qζm

“ 0.

Como o polinômio
k

ź

i“1
Qpxk, yq é simétrico nas variáveis x1, . . . , xk, podemos usar novamente

o teorema fundamental das funções simétricas para obtermos

k
ź

i“1
Qpξk, yq P Qrys.

Assim, se multiplicarmos tal produtório por um d P Z conveniente, definimos

Gpyq “ d
k

ź

i“1
Qpξk, yq P Zrys.

Como Qpξj1 , ζq “ 0, temos Gpζq “ 0, mas ζ R Q, logo o polinômio Gpyq deve ser
identicamente nulo. Daí, devemos ter Qpξji, yq “ 0 para algum i, onde Bmpξjiq “ 0 para
m “ 0, 1, . . . ,M. Isto implica em fpxq ser fator de Bmpxq para todo índice m, pois fpxq é
o polinômio minimal de ξji. Assim, existem B˚

mpxq P Zrxs tais que Bmpxq “ fpxqB˚
mpxq.

Assim, podemos reescrever (4.34) da seguinte maneira:

Qpx, yq “

M
ÿ

m“0
Bmpxqym

“ fpxq

˜

M
ÿ

m“0
B˚

mpxqym

¸

.

Finalizando assim, a demonstração de que ξl R Q para l “ 1, . . . , L.

Agora Sejam N e H inteiros positivos e P pzq “

N
ÿ

n“0
anz

n
P PN,H um polinômio satisfazendo

Ωpξ,N,Hq “ |P pξq| “ H´ωpξ,N,HqN . (4.35)

Definindo

A “

L
ź

l“1
P pξlq,
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temos, por (4.35) e usando a desigualdade triangular, que

|A| “

L
ź

l“1
|P pξlq| “ |P pξq|

L
ź

l“2

˜ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“0
anξ

n
l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

ď |P pξq|

L
ź

l“2

˜

N
ÿ

n“0
|an||ξl|

n

¸

ď H´ωpξ,N,HqN
L

ź

l“2
H

˜

N
ÿ

n“0
|ξl|

n

¸

“ H´ωpξ,N,HqN`L´1
L

ź

l“2

˜

N
ÿ

n“0
|ξl|

n

¸

“ cH´ωpξ,N,HqN`L´1 (4.36)

onde c “ cpξ, ζ, Q,Nq “

L
ź

l“2

˜

N
ÿ

n“0
|ξl|

n

¸

. Por outro lado, se definirmos o polinômio simétrico

Apx1, . . . , xLq “

L
ź

l“1
P pxlq P Zrx1, . . . , xLs

onde A “ Apξ1, . . . , ξLq, observamos, usando mais uma vez o teorema fundamental das fun-
ções simétricas, que existe um polinômio A˚

pσ1, ..., σLq P Zrx1, ..., xLs,com Apx1, ..., xLq “

A˚
pσ1, ..., σLq onde, como já vimos na demonstração do teorema (3.1) , as variáveis σn são

as funções simétricas fundamentais:

σn “ σnpx1, . . . , xkq “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăinďk

xi1 ¨ ¨ ¨ xin .

Se escrevermos F pxq “

L
ÿ

l“0
Dlpζqxl, onde Dlpyq “

M
ÿ

m“0
clmy

m, então temos as igualdades

σ1 “ σ1pξ1, . . . , ξkq “ ξ1 ` ¨ ¨ ¨ ` ξL “ ´
DL´1pζq

DLpζq

σ2 “ σ2pξ1, . . . , ξkq “ ξ1ξ2 ` ¨ ¨ ¨ ` ξL´1ξL “
DL´2pζq

DLpζq

...
σL “ σLpξ1, . . . , ξkq “ ξ1 ¨ ¨ ¨ ξk “ p´1q

LD0pζq

DLpζq
.

Com o mesmo argumento do teorema (3.1) , temos grpA˚
q “ grpP q ď N . Assim, A é um

polinômio inteiro de L variáveis aplicado em Dlpζq{DLpζq para l “ 0, 1, ..., L ´ 1. Ou seja,
pela definição do polinômio A˚:

A “ A˚

ˆ

´
DL´1pζq

DLpζq
, ..., p´1q

LD0pζq

DLpζq

˙

.

Agora considere o polinômio Rpyq P Zrys dado por

Rpyq “ DLpyq
NA˚

ˆ

´
DL´1pζq

DLpζq
, ..., p´1q

LD0pζq

DLpζq

˙

.
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É fácil ver que Rpζq “ DLpζq
NA e que grpRq ď NM . Se denotarmos C “ maxt|clm|; l “

0, 1, ..., L e m “ 0, 1, ...Mu, então HpDlq ď C para todo l “ 0, 1, ..., L. Note que HpAq ď

2LpN`1qHL. De fato, sejam bn os coeficientes de A observamos que

|bn| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

i1`...`iL“n
0ďij ďN

ai1 ¨ ¨ ¨ aiL

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

i1`...`iL“n
0ďij ďN

|ai1 | ¨ ¨ ¨ |aiL
|

ď HL
ÿ

i1`...`iL“n
0ďij ďN

“

ˆ

LpN ` 1q ´ pn ` 1q

L ´ 1

˙

HL

ď 2LpN`1qHL

Deste modo, HpAq ď 2LpN`1qHL. Como os coeficientes de A˚, que denotaremos por b˚
n, são

combinações lineares inteiras dos coeficientes de A, então HpA˚
q ď K 12LpN`1qHL, onde

K 1 é uma constante que não depende de an, para n P t0, 1, ..., Nu. Feitas tais observações,
podemos analisar HpRq. Seja Rnpyq um monômio de Rpyq

Rnpyq “ b˚
npD0pyqq

n1 ¨ ¨ ¨ pDL´1pyqq
nLpDLpyqq

N´
řL

i“1 ni .

Pelo lema (4.33)

HpRnq ď |b˚
n|pHpD0qq

n1M
¨ ¨ ¨ pHpDL´1qq

nLM
pHpDLqq

MpN´
řL

i“1 niq

ď K 12LpN`1qCMp
řL

i niqCMpN´
řL

i niq

“ K 12LpN`1qCMNHL.

Como a quantidade de termos Rnpyq em Rpyq não é maior que 2L`N (o que podemos ver
usando técnicas simples de contagem), finalmente concluimos pelo lema 3 que

HpRq ď K 12LpN`1qCMNHL
ñ HpRq ď K1H

L (4.37)

onde K1 “ K1pξ, ζ, Q,Nq não depende de H. Por fim, note que Rpζq ‰ 0 pois caso contrário
A “ 0, o que não pode ocorrer já que mostramos que os ξl são todos transcendentes. Assim,
temos que o polinômio Rpyq pertence ao conjunto PMN,K1HL e por definição são válidas:

Ωpζ,MN,K1H
L

q ď |Rpζq| ď c|DLpζq|
NH´ωpξ,N,HqN`L´1 (4.38)

Ωpζ,MN,K1H
L

q “ pK1H
L

q
´ωpζ,MN,K1HLqMN . (4.39)

Daí, substituindo (4.39) em (4.38),

pK1H
L

q
´ωpζ,MN,K1HLqMN

ď c|DLpζq|
NH´ωpξ,N,HqN`L´1
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aplicando o logH em ambos os lados da desigualdade

logHpK1H
L

q
´ωpζ,MN,K1HLqMN

ď logH

`

c|DLpζq|
NH´ωpξ,N,HqN`L´1˘

e efetuando os cálculos necessários
`

´ωpζ,MN,K1H
L

qMN
˘

plogH K1 ` Lq ď logHpc|DLpζq|
N

q

´ωpξ,N,HqN ` L ´ 1

ñ ωpξ,N,HqN ´ L ` 1 ď
logpc|DLpζq|N q

logH
`ωpζ,MN,K1H

L
qMNL

`ωpζ,MN,K1H
L

qMN
log K1

logH . (4.40)

podemos tomar o lim sup
HÑ8

em (4.40) e deduzir a seguinte desigualdade:

ωpξ,NqN ´ L ` 1 ď ωpζ,MNqMNL

ñ ωpξ,Nq ´
L ´ 1
N

ď ωpζ,MNqLM. (4.41)

Para finalmente podermos obter uma relação entre ωpξq e ωpζq, tomamos o lim sup
NÑ8

em
(4.41) e concluímos que

ωpξq ď ωpζqLM.

Podemos ultilizar a mesma construção para também obter as desigualdades

ωpζq ď ωpξqLM

e
ωpζ,Nq ´

M ´ 1
N

ď ωpξ, LNqLM.

Donde concluímos que ωpξq é finito se e somente se ωpζq é finito e da mesma forma νpξq é
finito se e somente se νpζq é finito. Portanto, ξ e ζ pertencem à mesma classe.

Perceba agora que a contrapositiva deste teorema nos fornece um resultado
bastante útil:

Corolário 4.1. Sejam ξ e ζ números transcendentes que pertencem a classes diferentes e
F px, yq P Zrx, ys um polinômio não-nulo. Então, F pξ, ζq é transcendente.

Demonstração. Suponha que F pξ, ζq é algébrico, então existe polinômio Qpzq P Zrzs tal
que QpF pξ, ζqq “ 0. Definindo o polinômio

G “ QpF px, yqq P Zrx, ys,

temos que
Gpξ, ζq “ 0.

Contradição, pois ξ e ζ são transcendentes. Logo, F pξ, ζq é transcendente.
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Uma aplicação deste corolário, junto com o fato de eα ser um S´número para
α algébrico não-nulo e a proposição 4.1, pode ser vista através do seguinte corolário:

Corolário 4.2. Seja f : C Ñ C a função

fpzq “ ez
` L.

Então, se α é algébrico, fpαq é transcendente.

Finalizamos o trabalho por aqui, mas o estudo não, pois como vimos ao longo
do texto, muitos problemas permanecem em aberto no simples âmbito do que abordamos
aqui, mas os resultados da classificação de Mahler geram um universo de problemas
ainda sem solução (onde inumeráveis deles podem ser encontrados nas referências). Um
simples exemplo surge quando mostramos que um número de Liouville forte somado com
um número de Liouville, é de de Liouville ou é racional, porém, ainda não conseguimos
explicitar a forma destes. Inclusive, muitos dos problemas da teoria transcendente não se
baseiam em mostrar a existência de algo, mas sim explicitar esse “algo”.

Por fim, esperamos que o leitor tenha apreciado, nem que seja um pouco, da
beleza que é a Teoria Transcendente dos Números.



75

Referências

ALNIACIK, K. On mahler’s u-numbers. American Journal of Mathematics, Johns
Hopkins University Press, v. 105, n. 6, p. 1347–1356, 1983. Citado na página 31.

BAKER, A. Transcendental Number Theory. [S.l.]: Cambridge University Press, 1975.
(Cambridge Mathematical Library). Citado na página 66.

BUGEAUD, Y. Approximation by Algebraic Numbers. [S.l.]: Cambridge University Press,
2004. (Cambridge Tracts in Mathematics). Citado 5 vezes nas páginas 15, 49, 50, 55 e 56.

BURGER, E.; TUBBS, R. Making Transcendence Transparent: An intuitive approach to
classical transcendental number theory. [S.l.]: Springer New York, 2004. Citado 5 vezes
nas páginas 37, 39, 58, 63 e 69.

CHAVES, A. Sobre a Classificação de Mahler dos Números Transcendentes. [S.l.]:
Universidade Federal do Ceará, 2010. Citado 3 vezes nas páginas 37, 63 e 66.

CHAVES, A.; MARQUES, D. An explicit family of u m -numbers. Elemente der
Mathematik, v. 69, 01 2014. Citado na página 53.

CHAVES, A. P.; MARQUES, D.; TROJOVSKY, P. On the arithmetic behavior of
liouville numbers under rational maps. Bulletin of the Brazilian Mathematical Society,
New Series, v. 52, 01 2020. Citado na página 53.

ERDOS, P. L. Representations of real numbers as sums and products of liouville numbers.
Michigan Mathematical Journal, v. 9, p. 59–60, 1962. Citado na página 28.

FINE, B.; ROSENBERGER, G. The Fundamental Theorem of Algebra. [S.l.]: Springer
New York, 2012. (Undergraduate Texts in Mathematics). Citado na página 38.

IRELAND, K.; ROSEN, M. A Classical Introduction to Modern Number Theory. [S.l.]:
Springer New York, 2013. (Graduate Texts in Mathematics). Citado 2 vezes nas páginas
33 e 49.

KOKSMA, J. Über die Mahlersche Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen und die
Approximation komplexer Zahlen. [S.l.: s.n.], 1939. Citado na página 48.

LEVEQUE, W. Topics in Number Theory. [S.l.]: Addison-Wesley, 1965. (Addison-Wesley
series in mathematics). Citado na página 28.

LEVEQUE, W. J. On mahler’s u-numbers. Oxford University Press, 1953. Citado na
página 53.

MACDONALD, I. Symmetric Functions and Orthogonal Polynomials. [S.l.]: American
Mathematical Society, 1998. (University lecture series). Citado na página 37.

MAHLER, K. Zur Approximation der Exponentialfunktionen und Logarithmus. [S.l.: s.n.],
1932. Citado 2 vezes nas páginas 47 e 66.

ORYAN. Über gewise potenzreihen, die für albebraische argumente aus der menge der
liouvilleschen zahlen u-zahlen. v. 47, 1980. Citado na página 58.



Referências 76

ORYAN. On power series and mahler’s u-numbers. v. 65, 1983. Citado na página 58.

POLLINGTON, A. Number Theory with an Emphasis on the Markoff Spectrum. [S.l.:
s.n.], 1993. Citado na página 53.

SCHMIDT, W. T-numbers do exist. Symposia Math. IV, Inst. Naz. di Alta Math, 1968.
Citado na página 66.

SPRINDIZUK, V. Mahler’s Problem in Metric Number Theory. [S.l.: s.n.], 1967. Citado
na página 50.

WIRSIN, E. Approximation mit algebraischen Zahlen beschränkten Grades. [S.l.: s.n.],
1961. Citado na página 49.


	Primeira folha
	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de tabelas
	Lista de símbolos
	List of Algorithms
	Lista de Códigos-fonte
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Uma breve introdução sobre números algébricos e ,  transcendentes.
	Frações Contínuas

	Aproximação de Irracionais por Racionais
	O Teorema de Liouville
	Números de Liouville
	Alguns resultados
	Uma relação nem um pouco intuitiva

	O Teorema de Dirichlet

	Aproximação Algébrica ,  Para Transcendência
	Uma Generalização para o Teorema de Liouville
	Uma Generalização do Teorema de Dirichlet
	Classificação de Mahler
	Classificação de Koksma
	Relação entre as classificações

	A Classificação de Mahler ,  e Suas Consequências
	U-Números
	S-números
	T-Números
	O Resultado Principal

	Referências

