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“A prova € o idolo diante do qual o matemdtico se tortura”
(G.H.Hardy)



Resumo

A génese da Teoria Transcendente dos Nimeros se deu em 1844, quando J.Liouville mostrou
que numeros algébricos nao sao “bem aproximados” por niimeros racionais. O trabalho
tem como objetivo principal apresentar esta area. Os niimeros transcendentes carregam
uma certa curiosidade acerca da distribuicao destes na reta e no plano complexo devido
aos seus “comportamentos” contraintuitivos em aspectos aritméticos e algébricos. Para um
estudo mais especifico, o matematico K.Mahler (1903-1988), em 1932, decidiu classificar
os numeros transcendentes em trés conjuntos disjuntos: S—,T— e U-niimeros. Para tal
classificagao, utilizou-se das aproximagoes diofantinas (em especifico a aproximagao de
nimeros transcendentes por nimeros algébricos). Espera-se ao final do projeto, apresentar
alguns resultados desta teoria em torno da classificacao de Mahler, que continua em um
relativo recente desenvolvimento.

Palavras-chave: Aproximacoes; Mahler; Classificagdo; Transcendentes.



Abstract

The genesis of Transcendental Number Theory occurred in 1844, when J.Liouville showed
that algebraic numbers are not “well approximated” by rational numbers. The main
objective of the work is to present this area. Transcendental numbers carry a certain
curiosity about their distribution on the straight line and in the complex plane due to
their counterintuitive “behaviors” in arithmetic and algebraic aspects. For a more specific
study, the mathematician K.Mahler (1903-1988), in 1932, decided to classify transcen-
dental numbers into three disjoint sets: S—,T— and U-numbers. For this classification,
Diophantine approximations were used (in specific, the approximation of transcendental
numbers by algebraic numbers). At the end of the project, we intend to present some
results of this theory around Mahler’s classification, which continues to be in relatively

recent development.

Keywords: Approximations; Mahler; Classification; Transcendental.
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Lista de simbolos

,n,...}+ Conjunto dos niimeros naturais;

Conjuntos dos niimeros inteiros, racionais, reais e complexos;
Conjunto dos niimeros racionais, inteiros e rais positivos;
Cardinalidade do conjunto A;

Maior niimero inteiro menor ou igual ao niimero real x;
Menor ntimero inteiro maior ou igual ao nimero real x;
Parte decimal do nimero real x;

Maximo Divisor Comum entre os niimeros inteiros a e b;
grau do polinémio P;

Altura do polinémio P;

Logaritmo do niimero z na base e;

Logaritmo do nimero z na base h.
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Introducao

Normalmente, estamos com uma visao vinculada a cinco conjuntos de ntimeros:
Os classicos naturais (N), inteiros (Z), racionais (Q), reais (R) e complexos (C). Neste
trabalho estaremos, ainda, estudando estes nimeros, mas com a visao voltada para dois
conjuntos em especifico: O dos ntimeros algébricos e o dos transcendentes, com foco neste

ultimo.

Faremos o estudo de nimeros transcendentes através de aproximagoes dio-
fantinas. Mas que conceito de aproximacao seria esse?” Bem, a génese da Teoria das
Aproximagoes Diofantinas se deu com o estudo do “quao bem aproximado” um niimero
real ¢ pode ser por um nimero racional, ou, em outras palavras, o quao pequeno podemos
tornar o valor |£ — p/q| onde p/q € Q? Um dos principais resultados envolvendo tais
questoes, veremos no Capitulo 2 deste trabalho, através do Teorema de Dirichlet, onde
garantimos que, para qualquer ntimero irracional £, existem infinitos niimeros racionais
p/q onde |€ — p/q| < 1/¢*. No entanto, iremos enunciar este resultado de maneira mais
sofisticada, com o intuito de construirmos um teorema de caracterizacdo dos nimeros

irracionais.

Ainda no capitulo 2, estudaremos os nimeros de Liouville, definidos como
nimeros que admitem uma sequéncia de infinitos racionais (p,/qn)nen, com g, > 1, tais

que para todo n € N, temos
_ Pl L
In|

Tais niimeros serao de fundamental importancia para muitos outros resultados que veremos

0<

ao longo do texto. A concepgao de conjunto de niimeros de Liouville advém da contrapositiva
de outro grande teorema que veremos, o Teorema de Liouville, que nos garante uma
desigualdade para ntmeros algébricos de grau maior ou igual a dois. Ao final da secao de
numeros de Liouville, encontraremos uma “pérola” em formato de teorema.

Com isso referimo-nos ao resultado publicado em 1962 pelo matematico Paul Erdos, que
nos garante a representagao de todo nimero real como a soma de dois niimeros de Liouville

(apesar do conjunto formado por estes apresentarem medida de Lebesgue nula).

No capitulo 3, generalizaremos os resultados do capitulo 2 no sentido de aproxi-
marmos nimeros transcendentes por algébricos ao invés de irracionais por racionais. Com
as ferramentas utilizadas para demonstrar o resultado generalizado do teorema de Dirichlet,
conseguiremos mostrar um teorema de caracterizagdo para nimeros transcendentes! Mais
ainda, seremos capazes de classificar os nimeros transcendentes de uma maneira especial,
através da construgao de fungoes, w(€) e v(§), que nos permitirao estudar a classificagao de

Mabhler, datada de 1932. Além desta, apresentaremos também a classificacao de Koksma,
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que, ao final do capitulo, mostraremos que é equivalente a de Mahler.

Mahler dividiu os niimeros transcendentes em 3 conjuntos: os S—T—, U —niimeros,

que serao classificados da seguinte maneira:

1. Se 0 < w(§) < w0 e v(&) = o, entdao £ é chamado de S-ntimero;
2. Se w(€) = w e v(§) < w0, entao £ é chamado de U-nimero;

3. Sew(§) = w0 e wv(f) = o, entdo £ é chamado de T-nldmero.

Ao longo do capitulo 4 estudaremos propriedades extremamente interessantes
de cada uma destas classes, apresentando problemas em aberto, e mostrando a distribuicao
de cada classe de nimeros no plano complexo. Por exemplo, veremos que o conjunto dos
U-nimeros e T-nimeros apresentam medida de lebesgue nula em C, consequentemente
o conjuntos dos S—numeros apresenta medida cheia. Mostraremos também que existem
T—ntameros, porém nenhum ntmero deste tipo fora exibido explicitamente até os dias
atuais. Ao final do trabalho, pretendemos mostrar uma belissima relacao direta entre dois

numeros algebricamente dependentes e a classificacao de Mahler destes.
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1 Preliminares

1.1 Uma breve introducao sobre nimeros algébricos e

transcendentes.

Remonta-se ha cerca de 300 a.c o comeco da fascinagdo dos matematicos pelos
numeros. Tal fascina¢ao nao advém somente da necessidade do uso dos niimeros em nosso
cotidiano, mas também dos seus mistérios e padroes. No presente tépico pretendemos dar
uma ideia do quao supreendentes os niimeros podem ser e iremos analisa-los pelo aspecto de
dois conjuntos: O conjunto dos ntimeros Algébricos, que denotaremos por Q, e o conjuntos
dos ntimeros transcendentes. Vale lembrar que durante o projeto estaremos focados no

estudo destes niimeros no &mbito dos niimeros complexos (salvo mengao contraria).

Inicialmente iremos apresentar algumas defini¢oes com o objetivo de demonstrar
um resultado que a principio pode parecer “inocente”, porém nos da uma grande informagcao
sobre a densidade do conjunto dos niimeros transcendentes no plano complexo. Para isto,

comecemos com a seguinte

Defini¢ao 1.1. Um numeros a € C é dito algébrico se este for raiz de algum polinomio
nao-nulo com coeficientes inteiros, caso contrdrio € dito transcendente. Denotaremos o

conjunto de nimeros algébricos por Q.

Agora veremos um pouco sobre a densidade de Q, e mostraremos que este
conjunto apresenta medida de Lebesgue nula em C, o que nos leva a concluir que, de

maneira mais intuitiva, “quase todo ntimero é transcendente”.

Teorema 1.1. O conjunto dos nimeros algébricos tem medida de Lebesque nula.

Para a demonstracao deste teorema, utilizaremos, sem provar, um resultado ja

bastante conhecido da Andlise, dado pelo seguinte

Lema 1.1. Todo conjunto enumerdvel em C tem medida de Lebesgue nula.

Demonstracao do teorema. Diretamente do lema anterior perceba que se provarmos que
Q & enumerdvel, o resultado segue. Para isso, consideremos o conjunto R, definido como o
conjunto das raizes de um polindémio ¢(z) € Z[z], onde o grau de ¢(z) é n, e facamos a

seguinte identificacao:

Y Z"x] > ZF x 72"

q(z) = a2 + -+ ag = (an, ..., ao),



Capitulo 1. Preliminares 14

onde Z"|z] representa o conjunto de polinomios de grau n com coeficientes inteiros. E
facil verificar que 1 é bijetora e, a partir disto, concluir que Z[z] é enumerével pois serd
uma uniao enumeravel de polinémios. Além disso, veja que
- Un
peZ[x]

R,, ¢ um conjunto vazio ou finito para cada p e, além disso, a uniao enumeravel de conjuntos

finitos é enumeravel. O

Este resultado, além de mostrar que nimeros transcendentes existem, mostra
que de certo modo a maior parte da reta real é constituida por eles. Mas ora, se esta-
tisticamente a reta é composta em sua maioria por nimeros transcendentes, devemos
encontra-los com grande facilidade, assim como acontece com os nimeros algébricos, certo?
Muito pelo contrario. Apesar de ser contraintuitivo, a procura por nimeros transcendentes
¢ um trabalho arduo e de certa complexidade. Ao longo deste trabalho, iremos estudar o

comportamento de alguns tipos especificos destes niimeros.

Em palavras mais informais, ao contrario de nimeros algébricos, que sao
“bem comportados” em relacao a soma e multiplicacao, os transcendentes apresentam
comportamentos atipicos. Ao longo do texto estudaremos a Classificagao de Mahler, que
tem como objetivo dividir os niimeros transcendentes em classes que apresentam algumas

propriedades interessantes.

O objetivo deste capitulo sera fornecer uma base para as notagoes e defini¢oes
que utilizaremos durante todo o texto. Inicialmente iremos abordar um pouco do conceito

de Fracoes Continuas, que serao utilizadas em alguns momentos durante este trabalho.

1.2 Fracoes Continuas

O estudo de fragoes remete-se aos egipcios, mas com o advento do Algoritmo
de Euclides, o estudo de fragoes poderia criar uma nova camada, um maior grau de
profundidade na pesquisa de outras areas. Assim como todo bom matematico se questiona,
por que nao mexer em algo e torna-lo mais sofisticado? Foi exatamente isso o que fez
Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), cientista italiano, quando manipulando uma fragao

inicial e modificando-a de uma maneira especifica obteve

2
vI8~ 4+ ——

g 2
_|_7
8+ ---

Mas foi apenas através do matemético John Wallis (1616-1703), que esse tipo de fracao se

tornou um objeto de estudo, dando inicio assim a teoria das fra¢des continuas. Ao longo
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dos anos varios matematicos debrucaram-se sobre o estudo de tais fra¢oes, sendo Srinivasa
Ramanujan (1887-1920), matemético indiano, uma das principais figuras desta drea que

veremos brevemente neste texto.

O foco desta secao serd explicar o que sao fragdes continuas e enunciar alguns
dos seus resultados principais que servirao como ferramentas fundamentais ao longo do
nosso trabalho. Comecemos com a seguinte definicao que fora baseada em (BUGEAUD,
2004).

Definicao 1.2. Sejam ag,ay,...,ay,... nimeros inteiros com ay,as ..., Ay, ... POSItIVOS.

Uma fragdo continua finita é uma expressio da forma

1
[ao; a1, ag,...,a,] = ag +
1
ai +
1
ao +
1
. + _
Qn,
Em geral, chamamos qualquer expressao da forma
1 .
lag; a1, as,...] =ag+ ——— = lim [ag; ay, as, . . . |
1 n—00
ay +
1
as + —
de fragio continua (se o limite existir). Os nimeros ay, as, ... sao chamados denominadores

parciais dessa fragio. A fragio continua é dita simples se todos os a;s, com excegio de ag,

forem inteiros ndo-negativos.

Nesta se¢ao, estaremos interessados particularmente em ntimeros irracionais.
Dito isto, consideremos ¢ um irracional e defina o inteiro ag e o nimero & > 1 da seguinte

maneira:

1
33

1
onde [¢] representa a parte inteira de . Assim, temos que { = ag + —. Desta forma temos
1

ap=1[£] e & =

as seguintes sequéncias:
1

5:7

onde observamos que &, = a, +1/&,.1. Deste modo, podemos associar £ com a sequéncia de

an =[] € Eni1 =

inteiros (a,)nen. Pode-se mostrar que £ = [ag; ay, ..., an,...]| e que todo nimero real pode
ser representado por fragoes continuas, porém, é de uma relevante laboriosidade a demons-
tracao deste fato que fora intuido. Para uma demonstracao completa, ver (BUGEAUD,
2004).
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Com essas observagoes, a partir de agora faremos referéncia a representacao
por fracao continua de um nimero qualquer de maneira natural. Definiremos a seguir o
conceito de convergente, que sera de fundamental importancia nesta secdo e em alguns

momentos do texto.

Definicao 1.3. Seja & um nimero irracional escrito em fracao continua na forma

¢ =lag;ay, ..., an,...].

Chamaremos o racional
Dk

dk
onde (pr,qr) = 1, de k-ésimo convergente de €.

= [ag; a1, ..., ax]

A partir de agora, quando apresentarmos algum teorema envolvendo fragoes
continuas, py/q, sempre indicard um convergente do niimero mencionado no enunciado,

salvo mencao contraria.

A seguir, mostraremos alguns resultados que serao fundamentais ao longo do
texto. Comecemos com o seguinte teorema classico que nos permite “enxergar” algumas

propriedades acerca dos convergentes de uma fracao continua:

Teorema 1.2. Seja & um irracional como na definicao (1.3) e considerando
p-1=1,¢1=0, pp=ap eq =1
temos que, para todo inteiro positivo n,
Pn = pPn—1 + Pn—2 € {n = Gpdn—1 + Gn—2.

Demonstragio. Iremos proceder por indugao. Como p;/q1 = ag + 1/a; = (apa; + 1)/ay,

entdo, pelas consideragoes do enunciado, temos que o teorema ¢é valido para n = 1. Assuma

o resultado vélido para um inteiro positivo n e denote por py/qy, - - - , Pl,/q,, 0 convergentes
do nimero racional [aj;as, ..., a,.1]. Para qualquer inteiro 0 < j < n + 1 temos

pj 1 qj—1

—L = [ag; ay,...,a;] = ag + - =ap + ——,

q; [a1;a27"'7aj] pj—l
Entao

pj=aol;  + ;1 eq=pi. (1.1)
Segue destas igualdades com j = n + 1 e aplicando a hipotese de inducao ao racional
lai;a,. .., ans1] que
/ / / /
Pn+1 = ao(an-i-lpnfl + pn72) + an+149y—1 + 4y—o

= an1(aopP)_y + 1) + ao(Pr_s + @_2)
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/ /
Qn+1 = An41Pp 1 + Pr—o-

Assim, por (1.1), temos que

Pn+l = On+1Pn T Pn—1 € Qn+1 = An+1Gn + Qn—1-

Corolario 1.1. Para todo inteiro n nao-negativo, temos
AnPn—1 — Pnln-1 = (_l)n'

Demonstracao. O resultado segue por inducao aplicando diretamente a proposi¢ao 1.2. O

Proposigcao 1.1. Dadas as convengoes do Teorema 1.2, considere n um inteiro positivo e

¢ = lag; a1, as, ...| um nimero irracional. Temos entao

Pnnt1 + Pt
f: ao;a’la"'aa’af 1] = )
[ e ] nén+1 + Pn—1

onde &1 = [anyi1,nyo, - .- .
Demonstracao. Consideremos
f = [a‘O; g, ... 7a’n7€n+l] = [b(]u b17 I bnu bn+1:|-

/
Assim, a; = b; paratodoi =0,1,...,neb, 1 = &,41. Sejam (p,) e (pf> os convergentes
4q;j 4q;
de [ap;ay,...,an,&nr1] € [bo; b1, ..., by, by ] respectivamente. Assim,

/
[b()) b17 S 7bn7 bn+1] = Pnt1 .

n+1
Mas, pela proposigao (1.2)
Po1 _ bnyap, + 10

Qi1 b1y + @y’

/ /
donde p—f —Pn Pnoi_ Pnot bpi1 = &,. Entao

4@ @ G Gt

pn§n+1 + Dn-1
5: ao;al,...,a,f 1\=———-.
[ e ] Qngn—&—l + Pn—-1

Corolario 1.2. Para todo inteiro n ndo-negativo, vale

(="

Wl —pp=—7"""—".
Qngn—i-l + dn—1
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Demonstracao. Pela proposicao anterior, sabemos que

_ pn£n+1 + Pn—1

§ :
Qn€n+1 + Pn—1

entao,

pnqn§n+1 + Pn—-149n — anngn—&-l — Pnln-1 Pn—19n — PnQn—-1
Inén+1 + Q-1 nén+1 + Gn—1

Donde, pelo Corolario 1.1, temos

(="

G —Pn=—""""":
annJrl + Gn—1

O

A partir dos resultados demonstrados, podemos encontrar uma estimativa para

a localizagao de & na reta em relagdo aos seus convergentes a partir do seguinte

Teorema 1.3. Para todo nimero irracional £ e qualquer inteiro n = 0, temos

1

< .
qndn+1

1 n
v )5 P
Qn(Qn + QH—H) qn

Demonstra¢ao. Sabemos, pelo corolario (1.2) que

1
qﬂ(Qn§n+1 + Qn+1) .

‘f_pn _
4n

Perceba que a,1 < &1 < apy1 + 1. Assim,

1 Pn 1
<lE-——|< .
Gn(qn(@ns1 + 1) + Gn1) Gn|  @ul(@nans1 + qn1)
Mas, pela proposicao (1.2), isto é equivalente a
1 , 1
—_— < '{ _Pay :
%1(%1 + Qn+1> dn Anqn+1

O

Como dito anteriormente, as fragdes continuas serao de fundamental importan-
cia para demonstrarmos e enunciarmos dois belissimos resultados que serao apresentados
ao longo deste texto, sendo um deles o Teorema de Hurwitz-Markov e outro um resultado
recente, vinculado a G.Petruska, de 1992, acerca de nimeros de Liouville, que iremos

definir no capitulo a seguir.
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2 Aproximacao de lrracionais por Racionais

Neste capitulo abordaremos o “quao distante” um ntmero irracional esta de

um racional. Por distancia queremos nos referir ao quao pequeno podemos tornar o valor
1€ — p/q| onde £ é irracional e p/q € Q.

Inicialmente estudaremos o teorema de Liouville e, a partir deste, voltaremos
o foco para um conjunto de grande importancia na teoria transcendente, o conjunto dos

numeros de Liouville.

Ao final do capitulo, enunciaremos o teorema de Dirichlet e mostraremos que,
“juntando” as ferramentas que adquirimos ao longo do capitulo, podemos caracterizar os

numeros irracionais de uma maneira bastante elegante.

2.1 O Teorema de Liouville

Teorema 2.1 (Teorema de Liouville). Seja o um nimero algébrico irracional com poliné-
mio minimal P(x) de grau n > 1. Entao, para todo nimero racional p/q com q > 0, existe

uma constante C' = C(«a) tal que

o — P = Cla)
q q"
Demonstracao. Inicialmente perceba que se |a — P > 1 os niimeros estao relativamente
q

longe um do outro, e deste modo nao teremos muito problema para encontrar um C'(«)

adequado. De fato, considerando C'(«) = 1 temos

Cla) 1 _

: . p . -
O caso interessante ocorre quando consideramos « e = relativamente proximos,
q

p .
ou em outras palavras, quando | — —| < 1. Para analisarmos este caso perceba que

P (p) # 0 (pois P(x) também serd irredutivel em Q[z] devido ao Lema de Gauss). Deste
q

o (3)

WV

1.
q q

Como P(a) =0,

K
modo teremos P (p) da forma — onde K € 7*. Dai segue que
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Além disso, como P(x) é um polinémio (e portanto uma funcdo continua), segue do

. o . p
teorema do valor intermediario que existe um elemento 6 € R entre o e = tal que

p Pl
Pla)—P|=]|=|a—=||P(0),
' (@) (C.I) Q‘| @)
Assim,
"P' ()] |a - 2| = 1.
q

Deste modo, essa relagdo comeca a ter uma familiaridade com a relacdo que queremos

encontrar, pois

Nos falta agora mostrar que de fato a constante depende de «. Para isso
perceba que 6 € [1 —a, 1+ «a], e novamente pela continuidade de P(x), o maximo da
funcao polinomial serd atingido nesse intervalo, digamos que esse valor seja M. Podemos

entdo definir C(a)) como sendo min {M ', 1}. O

A partir deste teorema uma questao natural surge: E se o grau do polinémio
minimal de « for 17 Isto é, e se a for racional? Responderemos esta pergunta através do

seguinte

Teorema 2.2 (Teorema de Liouville para racionais). Dado um nimero racional o, existe

uma constante C' = C(a) onde, para todo racional p/q com p/q # «, temos

lga —p| = C

. r
Demonstracao. Vamos escrever a = — onde s > 0. Perceba que
s

_|rq —ps|
lga — p| = ———.
S

Mas como « # ]3, lrq — ps| =1 e rq—pseZ*, concluimos
q

lga—pl > = = C(a)

[

O

O que este teorema nos mostra é que nao podemos aproximar muito bem
racionais a partir de outros racionais. Mais a frente veremos niimeros que podem ser muito

bem aproximados a partir de sequéncias de nimeros racionais.

A partir do seu teorema, Liouville mostrou nao s6 que os nimeros algébricos nao

podem ser muito bem aproximados por racionais, mas também nos forneceu uma ferramenta
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para verificar se um nimero é transcendente. Ora, observando bem a contrapositiva do

teorema, chegamos nos seguintes teoremas:

Teorema 2.3. Seja a € R. Suponha que para cada nimero real positivo ¢ e cada inteiro

positivo d, eziste racional p/q tal que

P
a_i

< C
X 7,
q

q

entao o € transcendente.

Teorema 2.4 (Ferramenta para transcendéncia). seja o € R e suponha que exista uma

sequéncia de infinitos racionais (P, /q,) satisfazendo a desigualdade

entao o € transcendente.

2.2 Nuameros de Liouville

Uma vez mostrada e existéncia de nimeros transcendentes, a construcao e a
exibicao destes se tornou, naturalmente, uma questao de grande interesse na comunidade
matematica, até que, em 1844, Liouville encontrou o primeiro nimero transcendente que

se tem registro. Para tal, ele utilizou-se do seu teorema mostrando assim que o ntimero
L= 2 10~™ = 0, 110001000000000000000001...
n=1
é transcendente.

Agora provarmos que este nimero é de fato transcendente, através da contra-

positiva do Teorema de Liouville.

Corolario 2.1. £ = Z 107™ ¢ wm nimero transcendente.

n=1
Demonstra¢io. Vamos assumir que £ é um algébrico de grau d > 1 ( pois como os gaps
entre os zeros na expansao de £ crescem fatorialmente, £ nao pode ser racional). Agora
apliquemos o Teorema de Liouville para £. Assim, para todo p/q racional com ¢ > 0 existe
constante C'(L) tal que

=

‘c—p cL) (2.1)

q q
Agora defina g, := 10"V e p, 1= ¢, (107" + --- + 107" V") Assim teremos

‘ P
dn

qn
m=n m=n m>n n

2
_ Z 10—m! _ 10—n! Z 10—m!+n! _ 10—n! <1 + Z 1O—m!+n!> < 2. 10—71! _ =
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Portanto, para tais Pn o Q, obtemos a desigualdade
n

‘_m<2
dn| Iy
para todo n = 2. Mas, por (2.2) temos
i) [ .2
q G| dn

Portanto,

< —=4q <
@ a " O£
Ou seja, a sequéncia a, = ¢" % = 1014 " com d constante, é limitada, o que é um
absurdo. Concluimos dai que £ também nao pode ser um algébrico de grau maior ou igual

a 2, logo L é transcendente.

O

A partir do seu teorema, Liouville mostrou nao s6 que os nimeros algébricos nao
podem ser muito bem aproximados por racionais, mas também nos forneceu uma ferramenta
para verificar se um niimero é transcendente. Ora, observemos bem a contrapositiva do
teorema e vamos remanejar as palavras de tal forma que chegamos na seguinte defini¢ao

dada para a caracterizacao dos ntimeros de Liouville.

Definicao 2.1. Um numero & € R é dito nimero de Liouville se existe uma sequéncia de

infinitos racionais p,/q,, com q, > 1, tais que para todo n € N temos

N
L P (2.2)
In| 4y

Denotaremos o conjunto de nimeros de Liouville por L.

0<

Veremos adiante que todo niimero de Liouville é transcendente.

Proposicao 2.1. A sequéncia (q,)nen, definida acima, é ilimitada.

Demonstracdo. Suponha por absurdo. Como ¢, é um nimero inteiro, teremos finitas

possibilidades para q,, e pela defini¢ao

Pn
5_7
q

n

0< <1=|g.& — pnl| < Gn.

Como [pn| — |gn&| < |gn€ — pnl, segue que
Pl < @n(1+[E]) <M

pois (¢n)nen € limitada e o £ estd fixo. Logo a sequéncia (p,,)nen também é limitada, entao

teremos finitas possibilidades para &, o que contradiz a definicao.
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Proposicao 2.2. Todo niumero da forma

5 = Z ank_n!7

n=1

com ke N\{1} ea, € {1,--- ,k— 1}, é um nidmero de Liouville.

Demonstragio. Devemos mostrar que existe uma sequéncia de racionais que satisfaga (2.2).

Considere para cada n € N os seguintes inteiros, ¢, := k™ > Lep, := gu(ark ™"+ - - a,k™™),

para obter
‘6 - & = Z CLmk_m!
In m>=n+1
< (k=1 ) k™
m=n+1
< (k=1 > k"
m=(n+1)!
k—(n+1)!+1
< (k=1)———
(k—1)——
1
< Lrnii
1
< kn.n!
1
< R
I
Portanto, concluimos que £ é de Liouville. O

Proposicao 2.3. Todos os numeros de Liouville sdo transcendentes.

Demonstracao. Se & € L, € é irracional. Suponhamos que £ é um niimero algébrico de grau

k = 2. Assim, pelo Teorema de Liouville, existe uma constante C(¢) tal que

pa| _ C(§
-] 9O
Qn Qn
Por outro lado, como £ é um ntimero de Liouville, teremos que para um k fixado
11 1
‘gp <—=>—>—C(§):>qﬁ_’“<7 (2.3)
) I c(€)

Agora, pela Proposigdo 2.1, a sequéncia (¢, )ney nao estd limitada, isto implica que a
sequéncia (q;"k Jnen também nao estd limitada, portanto, ndo pode ser majorada por uma
constante. O que contradiz (2.3). Concluimos que £ nao pode ser algébrico de grau k > 2,

logo £ é transcendente. O
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2.2.1 Alguns resultados

Uma pergunta natural apos um primeiro contato com os niimeros de Liouville é
se todos os nimeros transcendentes sao de Liouville. Nesta secdo mostraremos que a resposta
desta pergunta ¢ negativa, e, mais ainda, que quase todos os nimeros transcendentes entre

0 e 1 nao sao de Liouville dada a enumerabilidade de I, como podemos ver no seguinte

Teorema 2.5. O conjunto dos nimeros de Liouville em (0,1) tem medida (de Lebesgue)

nula.

Demonstragio. Dado € > 0, basta mostrarmos que a medida (de Lebesgue) do conjunto

dos ntimeros de Liouville em [0, 1], que denotaremos por p(IL), é menor que €. Afirmamos
o0

que para tal € dado, existe um inteiro positivo n tal que Z 4/(b" 1) < e. Com efeito,

b=2
0
considere a sequéncia (ax)reny onde ay = Z 4/(b*1) > 0. Entao
b=2
24 51 4 Gl 4 2
b=2 b=2 b=2

Assim, pelo teorema do Confronto, a — 0 e temos o desejado. Agora, se £ é um niimero

de Liouville, entao existem inteiros a e b, com b > 1, tais que

a 1
|€ — 5| < b (2.4)

Como o lado direito da desigualdade é menor ou igual a 1/2 e £ € (0,1), entdo —1/2 <
a/b < 3/2, segue que a € (—b/2,3b/2). Dai, temos que a é um inteiro em um intervalo
aberto de comprimento 2b, logo, existem no maximo 2b valores para a que satisfazem (2.4).
Denotaremos a quantidade de possiveis valores para a por C,. Portanto, se £ € (0,1) é um

nimero de Liouville que satisfaz (2.4), entao

£ e a 1 a N 1
b b bn)’
isto é, £ deve pertencer a um dos Cj, intervalos de comprimento 2/b" para algum inteiro

positivo b > 1. Assim, considerando todos os possiveis valores de b e pelo observado

anteriormente, temos que

) X2 X4
L)< ) Cp— < ) 2b— = <,
:U’( ) b;z bbn l;z b {;2 bn—l

onde a ultima desigualdade segue da afirmacao. Portanto, conseguimos provar o resultado.

O

Corolario 2.2. Existem niumeros transcendentes que ndo sao de Liouville.



Capitulo 2. Aprorimagao de Irracionais por Racionais 25

Demonstragio. Podemos particionar o intervalo [0, 1] em trés conjuntos disjuntos: Q =
Numeros algébricos; I = Numeros de Liouville; T = Numeros Trascendentes que nao sao
de Liouville. Sabemos que a medida de Lebesgue (aqui representada por p) dos niimeros
algébricos ¢ nula, u(Q) = 0, e pelo resultado anterior p(IL) = 0. Portanto u(T) = 1, e com
isso T # . Mais ainda, concluimos que quase todos os niimeros transcendentes em [0, 1]

nao sao de Liouville. O

Baseados nos resultados anteriores, a seguinte proposicao pode parecer con-

traintuitiva.

Proposicao 2.4. Os numeros de Liouville sao nao enumerdveis.

Demonstracio. Dado b € N, defina
Ly={> ad™; apefl,....b—1}}
k=1
Pela Proposicao 2.2, £, < L.

Suponha L, enumeravel, e seja,

'Cb = {51,. .. a€j7' .. }, gj = Z a,jkb_k!.

k>1
Onde (a;i)jen sao subsequéncias de (ay)gen-

Definimos agora o ntimero de Liouville

= Z apb™® tal que 0 # oy # agg.
k>1

Pelo argumento da Diagonal de Cantor, concluimos que &' ¢ £;. Absurdo. Logo, concluimos

que L ndo é enumeravel O

2.2.2 Uma relacdo nem um pouco intuitiva

Neste topico abordaremos um resultado “contraintuitivo” advindo de Paul
Erdos (1913-1996), onde nos afirma que todo niimero real pode ser escrito como a soma de
dois nimeros de Liouville (mesmo L tendo medida de Lebesgue nula!). Para tal resultado,
precisaremos de um Lema que envolve a relagdo entre fungoes racionais e niimeros de
Liouville bem como uma reformulagao da Definigao (2.1). Primeiramente vamos dar uma

definicao equivalente a esta:

Definicao 2.2. Um nimero £ € R € um niumero de Liouville se existem uma sequéncia ili-
mitada (wg)k=1 de nimeros reais positivos, uma sequéncia de infinitos racionais (Px/qk) k=1,

com qr = 1, e uma constante positiva M tais que para k =1,2,...

0 < ‘g—pk < Mg

qk
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Mostraremos agora que a imagem de um ntimero de Liouville por uma funcao

racional ndo constante com coeficientes racionais também serd um numero de Liouville.

Teorema 2.6 (E.Maillet, 1906). Se f é uma fungao racional nio constante com coeficientes

racionais, entio f(L) < L.

Demonstragio. A demonstracao deste teorema utiliza-se de alguns “truques” vistos na
demonstracao do Teorema de Liouville, como por exemplo, o Teorema do valor médio.
Sabemos, pela Definigdo 2.1 que existe uma sequéncia de infinitos racionais (ay/by)ken,
com by > 1, tais que |€ — ay/bi| < by*. Como ay /b, — &, entdo |ag|/by — |¢]. Daf existe

k1 € N onde
lax|
br

é valido para todo k = k. Se escrevermos f(x) = P(x)/Q(x), como P(z) e Q(x) possuem

<c= Hf” +1= ]ak\ < cby, (25)

um nimero finito de raizes, a;/by nao é raiz de P(z) ou Q(x) para k suficientemente
grande, digamos k > ks. Seja ko = max{ky, k2}. Entdo, ax/by satisfaz (2.5) e nao ¢é raiz de
P(z) ou Q(z) para k > ky. Gostariamos de encontrar uma sequéncia de aproximantes de
¢ de modo que as condigoes estabelecidas acima sejam validas para todo k inteiro positivo.
Para isso, consideramos a sequéncia de racionais (pg/qx)reny onde pr, = apiky € Qx = bpiko-

Note que ¢ = 1 e que para todo k natural

Ak kg 1 Dk 1 1
- :‘g—<<. 2.6
’ bitko b’gizg a| gt gy (2:6)

Portanto, (pr/qk)ken € a sequéncia desejada. Como sempre podemos considerar P(z), Q(z) €

Z|x], escreveremos
co+cx+...+cpx”

flz) = (2.7)

Cdy+diz+ .. dpam™

e a imagem dos aproximantes p/qx por f é

f(”) Coara(B) e (n)

m
gk Dk Pk
do + dy (qk) +...+dm(qk)
ot ™"+ e gt T ok + -+ gty P

= n+m n+m— = 7& O
dogp™™ + duqi " p + -+ ding ol Qk

A partir de agora, o indice k serd tomado maior do que um inteiro &’ > 1, que sera escolhido
convenientemente. Como f e f’ sdo fungoes continuas em um determinado intervalo, pelo

teorema do Valor Médio, temos,

‘ﬂ@—f<$)

g]\/[.‘f_pk

qk

M

<
~

k

dqy

(2.8)
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onde M é uma constante positiva que depende apenas de f’. Também, por (2.5), temos,

para k suficientemente grande, as desigualdades

1< Qy g do| + gt Hpwllda| + - + @ lpe] ™ dim

N

N

ap " do| + eqp M da| + -+ Mg do
g (|do| + cldy| + -+ + ¢|d]) < gF, (2.9)

donde 1 < @, < q,;/E e voltando a (2.8) obtemos

b
Qr

Onde as desigualdades (2.10) e (2.9) sao vélidas para indices a partir de k" que satisfazem

M

< o (2.10)

]f(é)

as seguintes condigoes:

1. f nao possui pélos entre & e pg/qs;
2. ’d0| + C|d1‘ 4+ e+ Cm’dm| < qlxg/Efmfn

3. Q> L.

Portanto, pela Defini¢ao (2.2), f(£) é um nimero de Liouville.

O

Com essa ferramenta em maos, podemos por fim demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.7 (P.Erdos, 1962). Todo nimero real pode ser escrito como a soma de dois

numeros de Liouville.

Demonstragdo. Seja t um ntmero real. Dividiremos a demonstracao em dois casos: t €
eté¢Q.

Se t € Q, entdo dado um nimero de Liouville £ qualquer, temos t = & + (t — &),
onde t — £ é um numero de Liouville pelo Lema 2.6. Se t é irracional, vamos escrevé-lo na
forma

t = [t] + {t}.

Sem perda de generalidade vamos considerar apenas a parte fracionaria de ¢ uma vez que
[t] é inteiro. A ideia de Erdos foi dividir de maneira “esperta” essa parte decimal. Seja
{t} = 2 a, - 27" a expansao de {t} na base 2 e defina
n=1
51 = Z CYn2_n € 52 = Z BnQ_n

n=1 n=1

Onde, para n! < k < (n+ 1)}

ap=ar e [Pr=0 se n=1235...
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Br=ar e ap=0 se n=246,...

Perceba que assim teremos a representagao de {t} da seguinte forma:

51 = 0, aq 0 0 0 0 ag Qa7 ... 929  A93 0 0
52 = 0, 0 o Qa3 Q4 Qs 0 0 e 0 0 24 Q95
{t} = 0, a1 ay a3 a4 as ag ar ... Az A3 Az A2

Agora, resta mostrar que &; e & sao de Liouville. Faremos a demonstracao para
&1, pois a de & é analoga e portanto iremos omiti-la. Além disso, a demonstracao que &; é
de Liouville utiliza ferramentas e ““truques” ja vistos na demonstracao dada no Corolario
2.1 ,como vé-se a seguir:
Dado n > 1, defina

Qn = o(n)i=1 ¢ DPn 1= Qp - (a12*1 + .. .a(gn)!_12*(2”)!+1).
Assim,
2n)!—-1
=D a2 - Z 2" = D a2
m=1 m= 277,
Mas a,, = 0 para (2n)! < m < (2n + 1)!, e assim
1
61 _ny Z amz—m < Z o—m _ 2—(2n+1)! L9 < 2—n[(2n)!—1] _ —.
n m=(2n+1)! m=(2n+1)! In
Portanto, & é um ntmero de Liouville, o que completa a nossa prova. O

Além da soma, todo nimero real também poder ser expresso como produto de

dois nimeros de Liouville. Tal resultado pode ser encontrado em (ERDOS, 1962).

Para finalizarmos esta se¢ao, vamos apresentar um resultado mais recente
envolvendo nimeros de Liouville. Para isso, precisaremos redefinir os niimeros de Liouville
através de fragoes continuas. A definicao a seguir é equivalente as outras que foram aqui

apresentadas. Uma prova desse fato pode ser encontrada em (LEVEQUE, 1965).

Defini¢ao 2.3. Dado um irracional &, seja (pr/qr)ren @ Sequéncia dos convergentes da
expansao em fracao continua de &. Dizemos de & é um numero de Liouville se para cada

inteiro nao-negativo n, existem infinitos k's tais que g1 > qj -

e quisermos que 1 ara todo £ maior que um determinado inteiro
S k1 > G todo k det do int

nao-negativo N, obtemos uma propriedade mais forte e assim, um novo conjunto de
nimeros que chamaremos de Nimeros de Liouville Fortes'. Formalizemos esta ideia a

partir da seguinte definicao:

! Tradugao livre do termo original “Strong Liouville Numbers”
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Definicao 2.4. Um irracional £ € dito wm ntimero de Liouville forte se para cada n inteiro
nao-negativo, existe N = N(n), também inteiro nao-negativo, tal que, para todo k > n,

temos que Qg1 > qj -

Uma pergunta natural, tendo em vista o teorema (2.7), feita pelo préprio Erdos,
é se todo nimero real também pode ser escrito como a soma de dois nimeros de Liouville
fortes. A resposta para esta questao foi encontrada por G.Petruska em 1992 e , além
de mostrar que isso nao é possivel, mostrou que a soma e o produto de um nimero de
Liouville forte com um nimero de Liouville sempre serd um ntimero de Liouville ou um
nimero racional. Mas, antes de enunciarmos e demonstrarmos o resultado, precisamos da

seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.5. Duas sequéncias de nimeros positivos (ax)ren, (brx)ren s@o ditas M-
comparaveis (Onde M é um inteiro positivo), se para cada n, existem inteiros k > n,
7 > n tais que

ar <b; <ay  ou by <ap<bl

Teorema 2.8 (G.Petruska, 1992). Sejam & um nimero de Liouville forte e T um nimero
de Liouville. Entdo & + T € racional ou um numero de Liouville. O mesmo resultado vale

para o produto &T.

Demonstragio. Seja & um nimero de Liouville forte e p1/q1, ..., pn/qn, - .. seus convergen-
tes. Além disso, considere 7 um nimero de Liouville. Entao, pela defini¢ao (2.1) temos

que existe sequéncia (7,/s,)nen, onde, dado n € N,

1

~

n
Sk

Tk
T _
Sk

para todo k£ maior que um determinado N. Vamos dividir a demonstracao em dois casos:
Caso 1: (gx) e (sx) sdo M-comparaveis para algum M > 0.

Dado n, tome m = (M + 1)n + 1 e escolha um inteiro N tal que para k > N temos:

L. qre1 > q1

1

—.
Sk

Tk
T——| <
Sk

2.

A existéncia de tal N satisfazendo essas duas condigoes é justificada por & ser um nimero
de Liouville forte e 7 um nimero de Liouville.

Como (qx)ken, (Sk)ken 580 M-comparaveis, escolhemos k > N e j > N tal que ¢; < 55, < qu
ou s, < qj < sp!. Sem perda de generalidade iremos supor que q; < s < qJM . Assim, como

consequéncia desigualdade triangular, o teorema (1.3), e das propriedades (1) e (2) temos:
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Sk + g7 T 1 1 1 1 2 1
)5—1—7’ pijk’ 97k ‘g T— < o< — < <
Sk q9iq9+1  Sg 4q; Sk 4; q;
Como m = (M + 1)n + 1, concluimos que
PjSk + 4Tk 1 1 1
'f T ) m—1 — (M+L)n _ ,Mn_n < LN
qjSk qj g} " (g55%)

Vale ressaltar que as contas quando s, < ¢; < 52/[ sao analogas e, por isso,
consideramos ¢; < s < q] sem perda de generalidade.
Caso 2: (qx) e (sx) ndo sdo M-comparéveis para qualquer M.
Dado n inteiro positivo, como as sequéncias nao sao M-comparaveis, temos que, para
M = 2n + 1, existe N tal que, para cada k > N e j > n vale:

3. qj\/[ < s sempre que g; < Sg;

4. 824 < ¢ sempre que s; < ¢j;

5. g1 > a4}

1

m
Sk

Tk
T——| <
Sk

6.

A veracidade dessas afirmagoes reside na negagao da definigao (2.5), no fato de £ ser

Liouville forte e 7 ser Liouville.

Sejam j, k > N escolhidos de tal maneira que ¢; < s, < gj4+1. Aplicando (4.)
temos sy < gj+1 €, além disso,
1 1
< —7-
4jqj+1 Q'
Aplicando (5.) e (6.) perceba que voltamos as contas do caso 1 e chegamos em

1
(g580)™

DjSk + Tk
q;Sk

‘5—1—7—

Considerando P = p;sy + g7, e QQ = ¢;; temos

Pl L
Q= Qv

Assim, concluimos que £ + 7 é de Liouville ou é um niimero racional.
No caso da multiplicagdo, basta percebermos que

o)
q; Sk

para alguma constante C' e assim, as contas seguem de maneira andloga ao que fizemos

‘<£+T)

PiTk
fr— =2 <
‘ 4;Sk

no caso da soma. O que nos resta fazer é mostrar que a desigualdade é de fato verdade.
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Para isso considere a fungao f(z) = log(x). Assim, f'(x) = 1/x. Como estamos lidando
com inteiros maiores que zero, a fungdo ¢ continua no intervalo fechado [p;/q;, ri/sk] €

podemos aplicar o teorema do valor médio para concluirmos a existéncia de ¢; € R tal que

log(£7) — log <pﬂ/qﬂ)‘ — ¢, [log(€) — log (pﬂ) +log(7) — log (T’“) ' .

Tk/Sk qj Sk

DTk
&r — =2
‘ q5Sk

Novamente, pelo teorema do valor médio, existem constantes ¢, c3 € R tais que

log(&) — log (m)’ =y |€E— Pil ¢ log(7) — log (rk)’ =c3|T — Tk
q; j Sk Sk
Tomando C' = max{c;cs, c1c3} temos
’§T_W <C(‘§—pj+7—rk),
q;Sk q;j Sk
como queriamos mostrar. O

Outros tipos de numeros de Liouville foram descobertos, e, consequentemente,
outros resultados também. Para saber mais sobre niimeros de Liouville, recomendamos o

texto (ALNIACIK, 1983).

Atualmente, ainda se ha um forte campo de pesquisa em relacdo ao conjunto
dos nimeros de Liouville e suas propriedades, consequentemente, varios problemas em
aberto. Uma conjectura, que se provaria um belo teorema, relaciona a fatoracao em primos

de um ntimero com os numeros de Liouville, como podemos ver a seguir:

Conjectura 2.1. seja & € R um numero transcendente tal qual existe um nimero positivo
M e infinitos convergentes p,/q, tal que o maior fator primo de p,q, € menor que M.

Entao & € um numero de Liouville.

2.3 O Teorema de Dirichlet

Nesta se¢ao abordaremos um resultado que nos permite analisar o quao “bem

aproximados” sao alguns niimeros irracionais por racionais.

Teorema 2.9 (Teorema de Dirichlet). Dado um nimero T € R irracional, eziste uma
constante C' = C(1), tal que para qualquer inteiro positivo H, existem inteiros p e q com

0 < max {|pl, |q|} < H satisfazendo

C
I7q — D <ﬁ~

Além disso, se H < C, entao q # 0.
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Demonstracao. Para analisarmos H, denotemos por Fg o seguinte conjunto de polinémios

lineares nao-nulos:
Fy ={P(z) € Z[z]; P(x) = ayx + ag; 0 < ag,a; < H}.

Perceba que temos H + 1 possibilidades para a escolha de ag e 0 mesmo ocorre para as
escolhas de aq, logo, pelo Principio Fundamental da Contagem concluimos que Fpy possui
(H + 1)? elementos.

Agora, para todo P(z) € Fg temos, por desigualdade triangular,
|P(7)| = |arT + ao| < aq|7| + ap < (1 + |7])H.

Defina B = (1 + |7|)H. Deste modo concluimos que P(7) € [—B, B], ou seja, o conjunto

de valores para P(7) encontra-se no intervalo [—B, B], que chamaremos de S.

Vamos agora dividir o intervalo S em H? subintervalos, cada um de tamanho
(2B)/H?*, mas, antes de partirmos para a técnica que utilizaremos a seguir, precisamos
garantir que dados dois elementos quaisquer P;(x), P;(z) € Fy teremos P;(1) # P;(7), isso

nos garante (H + 1)? valores distintos para P(7). De fato, suponha o contrario, ou seja,
a7+ ay = Py(1) = Pi(1) = aiT + ag.

Deste modo, teremos que
ay — af

€Q,

ag — ag
um absurdo pois 7 ¢ irracional.
Demonstrado isso e sabendo que H? < (H+1)?, podemos entdo utilizar o famoso

Principio da Casa dos Pombos para garantir que existem dois polindmios Py, P, € Fp tais

que Pi(7) e Py(T) encontram-se em um mesmo subintervalo de S. Deste modo temos que

2B 201+ |th)H 2(1+ |7|)
Pi() ~ Pulr)] < o0 = 20 IDH_ 20

Se Pi(T) = biT + by € Py(T) = 17 + ¢, entdo

(61— en)r — (e2 = b)) < 21D

Consideremos ¢ = by — ¢y, p=co — by e C = C(7) = 2(1 + |7|). Como os coeficientes de
Pi(z) e Py(z) estao no intervalo [0, H] entdao max{|p|, |¢|} < H. Se 0 = max{|p|, |¢|}, entao
by = ¢1 e by = 9, 0 que implica P (z) = Py(z). Absurdo. Logo, 0 < max{|p|, |q|} < H e

ra—pl <
Tq —p| < —.
q—p H
. C . .
Se C' < H suponha que ¢ = 0. Assim, |p| < T < 1 e entdao p = 0, o que implicaria

novamente P;(z) = P(x), um absurdo. O
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Normalmente encontramos o Teorema de Dirichlet enunciado da forma "Seja

, . . ~ . . . , . . p . .
T uImm numero 1rra(31onal, entao existem infinitos nimeros racionais — (COIH peq Hltell"OS,
q

1
<?.

E valido salientar que os dois enunciados sao equivalentes, porém, a principal

q # 0) tais que r—P

informacao que este tltimo nos fornece é em relagao a medida de irracionalidade, que nao
é o foco deste texto, mas, tal conceito pode ser visto em (IRELAND; ROSEN, 2013). O
enunciado mostrado aqui nos revela algumas nuances em relacao ao “quao pequeno‘” pode

ser um polindomio em Fgy quando aplicado a um irracional 7, como veremos a seguir.

Dado um ntmero irracional 7, desejamos encontrar polindmios lineares P(x) €
Z|x] satisfazendo P(7) # 0 que tenham coeficientes limitados por uma constante e que

minimizem |P(7)|. Vamos entao definir para cada inteiro H positivo o seguinte conjunto:
Q(r, H) = min{|P(7)|; P(z) = a1z + ap; P(7) #0e H(P) < H}, (2.11)

onde H(P) = max{|ao|, |a1|}. H(P) é chamado de "altura'do polinémio P(x). Quando o
grau de um polindémio em Z[z] é maior que 1, definimos a altura do polinémio como o
maximo dos mdédulos de seus coeficientes. Além disso, definimos também a altura de um
algébrico a como sendo a altura do seu polindmio minimal. Pelo Teorema 2.9, existem

inteiros p, ¢ tais que 0 < max{|p|,|q|} < H e

T —p| < C(r)H .

Se considerarmos o polindémio com coeficientes inteiro nao-nulos, P(x) = gz — p,

entdo H(P) = max{|p|, |¢|} < H. Pela minimalidade de Q(7, H) concluimos que

Q(r,H) < C(r)H .

A partir de Q(7, H), vamos definir outra funcio auxiliar *.
Defina w(r, H) € R como
Q(r,H) = H@H), (2.12)

Ora, como queremos saber o quao pequeno )(7, H) pode se tornar, equivalen-
temente queremos saber o quao grande w(7, H) pode ser. Para isso é natural Analisar o
que ocorre para valores arbitrariamente grandes de H, porém sequer sabemos se o limite
existe. Contudo, podemos analisar os pontos de acumulacao e saber qual o maior deles.
Para isto, definiremos mais uma funcéo auxiliar ® dada por

w(7) = limsupw(r, H). (2.13)

H—o

acredite, ird fazer sentido

3 nesta secdo serd a tltima vez que definiremos uma funcio, nio desista ainda
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Assim, para todo H > C(7) teremos
HH —Q(r H) < C(r)H ' < 1= w(r,H) =0 (2.14)

Aplicando log na base H em ambos os lados da desigualdade obtemos

B log C(7)

logy; H1) <log (C(r)H™ ) =1 < TogH

+ w(t, H).

Agora aplicando lim sup em ambos os lados da desigualdade temos que w(7) = 1. Entao,
H—oo

se T é irracional, w(7) # 0. Por outro lado, se 7 € Q temos pelo Teorema 2.2 que
0<C(r) < H @,

e assim,
log C(7)
log H
Mas, como ja vimos que para H suficientemente grande, w(r, H) > 0, concluimos que
w(r) = 0.

>w(r,H) = w(r) <0.

Perceba que com essas informagdes conseguimos caracterizar os nimeros irraci-

onais a partir de uma condicao da funcio w(r)! *.

Agora formalizemos tudo isso a partir do seguinte teorema que acabamos de

demonstrar:

Teorema 2.10 (Caracterizagao dos nimeros irracionais). Dado um nimero 7 € R e um
inteiro positivo H, consideremos Q(1, H) definida como anteriormente em (2.11), assim

como w(t, H) em (2.12) e w(7) em (2.13). Entao T € irracional se, e somente se, w(7) # 0.

Ao longo desta secao pudemos ver algumas condi¢bes que nao sé serviram
para o estudo das Aproximagoes Diofantinas em si, mas também para a abertura de
outros estudos e outras visoes sobre o que fora estudado. Por exemplo, o Teorema de
Liouville foi fundamental para a definigdo do conjunto dos Numeros de Liouville (que
ainda encontraremos novamente ao longo do texto). Aqui vimos também o grande Teorema
de Dirichlet, que fora fundamental nao s6 para o estudo da aproximacao de irracionais
por racionais, mas também por nos fornecer uma nova caracterizagao destes tltimos como

vimos no Teorema (2.10).

Para finalizar esta secao, apresentaremos um refinamento do Teorema de
Dirichlet dado por Hurwitz, e, além disso, mostraremos que este refinamento é o melhor

possivel em um certo sentido.

Avisamos que ela se mostraria importante e que nao era para desistir...
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Teorema 2.11 (Hurwitz-Markov). Dado T um nimero irracional, existem infinitos inteiros
coprimos p,q e q > 0 tais que

T —

P 1
Sl ——.
‘ V5¢2

Além disso, a constante \/5 é a melhor possivel no sentido de existirem infinitas solugées.

- . Pk Cl . ~
Demonstracao. Consideremos — um convergente arbitrario de 7 em sua expansao por

dk
fracdo continua. Além disso, vamos definir b = -1
dn

. Sabemos, pelo teorema (1.2) que

dn+1 = Api1qn + Qn-1,

onde a,, representa o n-ésimo quociente parcial de 7. Dividindo ambos os lados da relagao

por g, obtemos

nt1 _ pi1 + dn-1 = = Qp41 + by (2.15)
Qn Qn bn-i—l
Deste modo,
1
bn+l

Pela diferenga entre convergente de Fracoes Continuas Simples, resultado direto do corolario
(1.1), temos

D1 B & _ (_1)n+2 _ (_1)n+2 _ (_1)n+2
Gn+1 dn Gn+19n (an-i-l(Zn + Qn—l)Qn (an-i-l + bn)q721
donde .
Prn+1 Dn
B . — (2.17)
dn+1 dn qy%(an+1 + bn)

Vamos agora mostrar que dados 2 convergentes consecutivos de 7, ao menos um deles

satisfaz o que queremos. Para isso, vamos supor o contrario. Entao

Pn 1 ‘ Pt 1
T——|> e |T— > : (2.18)
G| V/5g2 Gni1| V524
Desta forma concluimos que
Prn+1 pn qn+1 + qn
i1 V502621
Mas, por (2.17) temos
1 Qn+1 + qTQL fqnqn+1
s +00) VAR Gr1 + a5

Por (2.15) e fazendo algumas manipulagoes aritmética concluimos que

b2, —V5Bb,1 +1<0.
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Assim,

d—-—1<b,y1<dP=P>

> ¢ — 1,

n+1

onde ® representa o Nimero de Ouro (v/5 + 1) /2.

Repetindo o processo feito a partir de (2.18) e substituindo n por n — 1 obtemos

d—-1<b, <.
Finalmente, por (2.16) temos
1
ntl = —b, <0.
(i1 bn+1

Absurdo, pois os quocientes parciais de uma fragao continua sao positivos.

Nos falta apenas mostrar que v/5 é de fato o melhor denominador possivel no

sentido dado no enunciado. De fato, se

14++/5 p‘ 1

e < —

e>0, 7= T—= )
2 al (V5 +e)g?

temos

() A

Além disso,

1++/5
14++/5 B 1—+/5 B ’ +2 - §
q 9 P g 9 p 7\/5 e
ou seja,
‘@ _p_ \/5‘
2 9 2 q
p° —pa—q’| Tre
14+4/5
Se ¢ — o0, 2[ N 0, donde o lado direito da ultima desigualdade é muito préximo
q

V5
\/5—1-6

terfamos que p/q seria raiz do polinémio P(z) = x

de

< 1, um absurdo, pois |[p* — pg — ¢*| = 1. De fato, pois se p* — pq — ¢* = 0,

2 _ z — 1. Mas sabemos que as raizes

deste polindmio nao sao racionais. O



3 Aproximacao Algébrica

Para Transcendéncia

Neste capitulo iremos generalizar dois dos grandes resultados enunciados ante-
riormente, sendo estes o teorema de Liouville e o teorema de Dirichlet. A questao principal

é: generalizar em qual sentido?

Anteriormente, apresentamos aproximagoes do tipo | — p/q|, onde Ee R e p e
q inteiros coprimos com g > 0. Perceba que este tipo de aproximacao esta associada ao
polinémio de grau um, P(z) = gr — p, ou seja, majoramos & a partir de |P(§)|. E se o

grau de P(x) for maior que 1?7 Este serda o ponto no qual as generalizagoes serdo focadas.

Além disto, como o titulo do capitulo sugere, iremos proceder de maneira
parecida ao que fizemos no capitulo anterior para podermos aproximar e caracterizar
os numeros transcendentes a partir dos ntiimeros algébricos, assim como fizemos com
os numeros irracionais em relagdo aos racionais através do teorema (2.10). Além disto,
as fungoes que definiremos ao longo da secao serao de fundamental importancia na
Classificacao de Mahler.

Outro ponto importante a ser salientado é que de agora em diante, daremos mais
foco aos nimeros complexos, ou seja, estaremos abragindo também os nimeros imaginarios
nos enunciados dos resultados deste ponto do trabalho em diante (salvo mengao contraria).
Portanto, iremos mudar a notagao do anel de polinémios com coeficientes inteiros para
Z|z]. E de certo que utilizamos ntimeros complexos no capitulo anterior, porém como o
foco era aprximacao de irracionais por racionais, estavamos sempre tratando com um viés

de ntmeros reais.

Além de generalizarmos os teoremas mencionados, iremos comecar a construir
a classificacao de Mahler e mostrar como cada classe de nimeros transcendentes é definida
neste caso. Ao final do capitulo apresentaremos uma outra classificacdo para os nimeros

transcendentes que é equivalente a esta tltima.

Ao longo deste capitulo as contas e notagoes serdao baseadas ao que fora feito em
(CHAVES, 2010) e (BURGER; TUBBS, 2004) com alguns outros embasamentos algébricos
que serao necessarios e que foram consultados em (MACDONALD, 1998).

Comecemos com uma belissima generalizacao do teorema de Liouville.
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3.1 Uma Generalizacdo para o Teorema de Liouville

Nesta secao veremos uma belissima extensao do Teorema de caracterizagao
dos irracionais, porém desta vez para ntimeros algébricos. Para tal, iremos antes estudar

poderosas ferramentas que irdo nos auxiliar ao longo deste capitulo. A primeira delas é:

Teorema 3.1 (Teorema de Liouville Generalizado). Seja oo um nimero algébrico de grau
d e N um inteiro positivo. Entdo, existe constante positiva C' = C'(a, N) tal que para todo
polinomio P(z) € Z(z) satisfazendo gr(P)< N e P(a) # 0, temos

Demonstracio. Seja

d—1

f(2) = agz® + ag_1 2"+ 4 arz + ag

o polinémio minimal ! de a. Pelo teorema fundamental da Algebra, ver (FINE; ROSEN-
BERGER, 2012), garantimos a existéncia de d raizes, sendo estas oy = o, @z ...qq, 08
conjugados de «. Sabemos também, por este resultado, que podemos reescrever f(z) da

forma
f(2) =a4(z —a1)...(z — aq). (3.1)

Agora consideremos P(z) € Z[z] onde
P(z) = bz + b1 2+ bz + by P(a) #0 e k< N.
Denotando (i, ... B as raizes de P(z), podemos escrever

P(z) =bi(z — B1) ... (2 — Br).

Perceba agora que todas as raizes de P(z) sdo distintas das raizes de f(z). Com efeito,

suponha «; = f3; para algum par (7, j). Assim, P(a;) = 0, mas f(z) é o polinémio minimal

de oy, entao f|P e, assim, P(«) = 0, uma contradigao. Portanto, a; # [3; para todo par

(4, 7). Concluimos assim que |o; — ;] > 0. Calculemos agora

d k
H o — Byl

=1

Jj=1

)

Por um lado,

T T ar) 7P
L 1 (gb@ 6]|>_J:1[ |bk‘ .

)

! Aqui consideramos polinémio minimal de o como o polinémio irredutivel em Z[z] de menor grau tal

que « é raiz, o coeficiente lider é positivo, e os coeficientes deste polindmio sao relativamente primos.
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Por outro lado,

Concluimos entao, que

O objetivo agora serda mostrar que |bk]d1_[ |f(B;)] é um inteiro positivo. considere o
=1

seguinte polindmio simétrico F'(xq, ..., xx) = f(x1)--- f(xg) € Z[x1, . .., x1]. Pelo Teorema
Fundamental das Fungdes Simétricas (ver (BURGER; TUBBS, 2004)), existe um polinémio
com coeficientes inteiros G(oy(z1,...,2x),...,06(71, ..., 2%))?, onde

O'n(ajl,...,l'k): Z Tiy + T4,

I<ii<-<in<k

tal que F'(z1,...,25) = f(x1) - f(zg) = G(o1(x1, ..., 2k), ..., 06(T1, ..., 21)). Pela defi-

nicao de F(xy,..., ) temos

F($17-.-7xk) = (adxil"‘"‘+a1$1+a0>"'(ad$g+"'+a1xk+a0)
- alc?(xl“'fk)dﬁ-"'—i—ag
= GS(Uk(JI1,...,xk))d+...+a18

= Gloy(zy,...,xk), ..., 0k(x1, ..., 28))

Assim, gr(G) = d. Supondo que gr(G) > d, entdo deve existir um monémio de

G(oy(z1, ... xk), ..., o6(T1, ..., x1)), digamos
(o (1, ooy mp)t e (og, (21, .oy TE)),
tal que ¢; + - - - + ¢, > d. Mas observando as poténcias das fung¢oes simétricas, temos
(o5, (1, 2))7 = (2124, + Aj(2n, .. 2p))9 = (21 2)Y + By, ..., )

para todo j € {1,...,n},onde A;(xy,...,x) € Bj(xy,...,x)) sdo polindmios com coefici-

entes inteiros. Logo, o possivel monomio é

O'il(.Tl,...,.Tk)cj "'O'in(xl,...,l'k)cj = 1_[ ((a:l---xij)cj + Bj(xl,...,:vk))

= aftre s D(xg, . ) + E(x, ..., x)

2 0Os o}s representam as funcio simétricas elementares.
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com D(zs,...,x) e E(xq,...,x;) também polindmios com coeficientes inteiros. Mas
isto quer dizer que temos uma poténcia de x; maior que d, o que é um absurdo, e
com este argumento conseguimos a igualdade gr(G) = d. Tendo feito tal observagao,
podemos finalmente encontrar F(fi,...,H). Como P(z) = bpz" + - + bz + by =
bi(z — B1) -+ (2 — By), temos as seguintes igualdades

bi._
o1 =01(Br,...,Bk) = ﬁ1+”'+5k=—27kl
br—2
oy =03(Br,. .., 0k) = 5152+"'+5k715k=?
: N
or =0or(Br,.-Bk) = B Br=(-1) b
Aplicando tais valores em um polindémio inteiro de grau d, como G(o7,...,0}), obtemos

um racional cujo denominador é igual a bf e podemos finalmente concluir que

k

ol T1F8:) =b8 F(Bu,.... ) = b Glon,...,00) € Z.

i=1
Assim, concluimos que

el [ 11785

. 1
= > . (3.2)

af | [I1P(a)] a’éH |[P(ev)|

=2

|P(e)| =

Por desigualdade triangular temos que
k .
[P(an)] < byl < H(P) (L + Jam] + Jom]” + -+ + |aml*) -
j=0
Considerando A = max{|ay|, |asl, ..., |a4|} junto com o fato de k < N temos

|P(an)| S HP) (L+ A+ A+ + AY).

Considerando essa desigualdade, em (3.2) temos que

C(a,N)
2 -~ 7
P)] > 3
onde C(a, N) = ay ™ (1 + A+ A+ 4+ .AN)lfd. O que completa a prova. O

Uma valida observagao é que a demonstracao deste teorema ¢é construtiva, de
modo que podemos determinar um majorante para um numero algébrico, como podemos

ver no exemplo a seguir:
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Exemplo 3.1. Consideremos a =2, N =2 e P(z) = qz —p onde ¢ > p e ¢ > 0.

Sabemos que o polindmio minimal de /2 é

f(z) =2*—2.

Da maneira que C foi construido na demonstragio, A = max{| — V2|, |v/2|} = V2.
Além disso, H(P) = q. Assim,

C(v2,2) = (1+v2+2)"

Concluimos entao que

(1++v2+2)7t 1
q Cg(1++v2+2)

V2 —p| =

Ou, equivalentemente,

'\f_g‘ g q2<1+1ﬁ+2)'

3.2 Uma Generalizacao do Teorema de Dirichlet

Nesta secao verementos as ferramentas restantes, que serao necessarias para a
construcao da classificagao de Mahler e, além disso, iremos proceder para alcangar um
resultado semelhante ao Teorema (2.10) para nimeros transcendentes. Comecemos com

uma extensao do teorema de Dirichlet para polindmios de grau maior que um.

Teorema 3.2 (Dirichlet). Sejam £ € C e N wm inteiro positivo, de modo que & é
transcendente ou algébrico de grau menor que N. Entdo, existe uma constante positiva
C = C(&, N) tal que para todo inteiro positivo H, existe um polinémio nao-nulo P(z) € Z|z]
com gr(P) < N e H(P) < H satisfazendo a desigualdade

P < SN

H3(N-1)"
Demonstragao. Para esta demonstracao, procederemos de maneira parecida ao que fizemos
na do Teorema (2.9). As maiores sutilezas agora estao, nao somente, no fato de estarmos
lidando com niimeros complexos, mas também no fato do grau do polinémio ser variavel.

Comecemos com o caso N = 1:
Se N =1 consideremos P(z) = z ¢ C(&,1) = 2|¢| + 1. Assim,
C 1)

H%(l—l) ’

[P =8l < 2] +1=

Caso N > 2: Aqui, vamos novamente definir um conjunto como fora feito no teorema (2.9)

da seguinte maneira:

N
Onny ={P(z) € Z|z]; P(z) = Zanz”60<an<H, Vn=01,...,N}.

n=0
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Perceba que, pelo principio fundamental da contagem, #Qn g = (H + 1)(N ),

Vamos agora definir um outro conjunto, que chamaremos de Q¢, onde
Qe = {P(£); P(2) € Qnu}-

Afirmamos que # Q¢ = #Qn u. Com efeito, # Qs < #Qn u. Se #Q¢ > #Qn u, teremos
dois polinémios Pf(z), Py(z) em Qu g tais que Py (§) = Py (§), mas isto implicaria na
existéncia de um polinémio P*(z) = Pj'(z) — P (z) de grau menor ou igual a N, onde ¢
seria raiz, o que contradiz a hipdtese de ¢ ser transcendente ou algébrico de grau menor

que N. Deste modo, concluimos que

#Qe = #Qnm = (H+ 1)V
Por desigualdade triangular temos que
N . N ‘
PO =13, 4] < D léP < HL+ €]+ +1¢V = B,
j=0 7=0

Para todo P(z) € Qu . Como |P(£)| < B temos, em particular, que
[Re(P(§))| < B e [Im(P(§)) < B.
Consideremos agora o quadrado & no plano complexo, definido da seguinte maneira:
S = {o + iy; max|a], |yl} < B},

como representado na figura 1.
Para todo P(z) € Qu.u, 0 valor de P(£) esta contido em S. Dividiremos S em s* quadrados
de lado 2B/s (Ver Figura 2). Para aplicarmos o principio da casa dos pombos, queremos

que a quantidade em Q, exceda o nimero de quadrados menores, ou seja,

s < (H + 1)+,

(N+1) ~ .
Tomando s = [(H + 1) > ] — 1 entdo teremos s*> menor que a quantidade de valores em

e, ja que
(V+1)

32<<(H+1) 2 >2=(H+1)(N“).

Mais ainda, como N > 2 e H > 1, temos que s > [\/?] —1 = 1. Assim, s é um
inteiro positivo e a escolha feita para tal é apropriada. Vamos, enfim, utillizar o principio
da casa dos pombos para garantir a existéncia de dois polinémios Py (2), Py(z) € On.u
(figura ao lado) tais que Pi(&) e Py(§) estao no mesmo quadrado de lado 2B/s. Portanto,
|PL(€) — Pa(€)| < V/2(2B/s). Se tomarmos P(z) = Py(z) — Pa(2), entdo, como gr(P,) e

gr(P,) sdo menores que N, gr(P) também o é. Por outro lado, se escrevermos

N N
Pi(z) = Z a,z" e Py(z) = Z by 2",
n=0 n=0
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Figura 1 — (Particao de S) Figura 2 — (Quadrado complexo S)
N
temos P(z Zan—b . Como 0 < a,,b, < H, temos que —H < a,—b, < He

assim, |a, — bn|n20H para todo n = 0,1,..., N. Portanto H(P) < H. Além disso temos a
desigualdade

H
[(H+ 1) -1

Perceba que estamos chegando a uma forma parecida com a que queremos, porém no

[P(&)] < *—2\[ (L+1gl+ -+ [¢]™) (3-3)

denominador desta ultima desigualdade nao temos um fator dependendo unicamente de
H, para podermos criar a constante garantida no enunciado. Para livrarmo-nos deste
problema, afirmamos que

(N+1) (N+1)
2 2

[(H+1) |-1>[H . (3.4)

De fato, se tivermos N impar, digamos N = 2K + 1, entao

(2K+2)

s = [(H+1) =2 ]-1
= [(H+1)"*" -1
— (H+ 1)k+1 1> gkt — [Hk+1] _ [H%]
Agora, caso N = 2K, entao

s = +1) =2 ]-1

\%

> [H™ +Hz]—1
> [H™ +1]-1=|H"= |

Assim, podemos reescrever (3.3) da seguinte maneira:

PE)| < W21+ [El 4+ NH - Hiﬂ

WL+l O
H CHY
onde C' = C(§,N) = 4v2(1 + [¢] + - + [¢]). O
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Com uma ideia analoga a utilizada no capitulo anterior, vamos examinar o
quao préximo de zero |P(€)| pode se tornar ao variarmos P(z) sobre todos os polindémios
em Z[z], com grau e altura menores ou iguais a N e H, respectivamente, e, logicamente,
com |P(§)| # 0. Para tal objetivo iremos novamente nos aventurar por diversas fungoes
auxiliares que serao de fundamental importancia para um teorema de caracterizagao dos

numeros transcendentes. Comecemos definindo o conjunto
Pnu ={P(z) € Z|z]; gr(P) < N e H(P) < H}

e o valor

Q& N, H) = min{|P(§)|; P(z) € Py e P(§) # 0}

Para compararmos Q(&, N, H) em relacao ao expoente de H utilizando o
teorema de Dirichlet, seria fundamental expressarmos Q(&, N, H) como H ~ON para uma
escolha conveniente de ©. Vamos entao definir a funcao w(§, N, H) como o expoente que
satisfaz

Q(E,N,H) = H@ENDN,

Como H = 1, e o expoente deste é —w(&, N, H)N onde N > 1, entdo o problema
de encontrar o menor valor para Q(§, N, H) é equivalente a encontrar o maior valor para

w(&, N, H). Fagamos isto, entao. Perceba, primeiramente que, por defini¢ao,
Q¢ N,H) < |P(§)| para todo P € P g.

Além disso, se ¢ for transcendente, podemos aplicar o Teorema de Dirichlet.

Ora, vamos entao partir do pressuposto que £ é transcendente, e assim teremos que, para

todo N e H dados, vale

C(¢,N)
QN H) < |P(§)| < ) (3.5)
Usando logaritmo, temos
logy Q& N, H) = logyy H-“ENIN <o, C(¢, NYH 2V,
Assim,
1
—w(¢,N,H) N <logy C + 5(N —1),

e entao N low

_ og

- N, H)-N. '
2 “logn WENH) (3.6)

Para prosseguir com a andalise desta ultima desigualdade, vamos antes observar o cresci-
mento de w(§, N, H).

De maneira analoga ao que fizemos no capitulo anterior, nao sabemos se hl{im w(&, N, H)
—00
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existe, mas estamos interessados no maior ponto de acumulacao de w(&, N, H), que sempre
existe. Definimos entao

w(§, N) =limsupw(&, N, H).

h—0o0

Aplicando lim sup em (3.6) temos
H—w

N -1 1
lim sup <limsup<ogo> + w(&,N) - N.
g

H—o H—o log H
Mas, como
y log C' 0
imsu =
iy log H ’
temos N1
N)>"——. 3.7
w(E,N) > = (37)

Ainda temos uma variavel para ser analisada, o N. Procederemos entdo de maneira analoga
ao que acabara de ser feito, e definiremos:

w(€) = limsupw(&, N)®.

N—o

Agora vamos aplicar limsup em (3.7), obtendo
N—o

N-1 1
w(&) = limsupw(&, N) > limsu = —.
(§) = limsupw(, N) > limsup — - = o

Concluimos entao que se £ é transcendente, w(§) # 0 (em particular é maior que 1/2).
E se ¢ for algébrico de grau, digamos, d? Bem, tudo sugere que evoquemos o teorema de
Liouville (3.1), e é exatamente isto que iremos fazer.

Seja P(z) € Py u que satisfaz
|P(€)] = Q(¢,N,H) = H@ENHN,

Aplicando o teorema de Liouville obtemos

ClE,N) _ CEN)

p— _w(£1N7H)N
Hd_l = H(P)d_l < |P(§)| =H )

o que implica em
IOgH C(&? N) < IOgH wa(&N,H)-Ner,l'
Entao,
d—1_logC(g,N)
N NlogH
Aplicando as definigdes de w({, N) e w(§) concluimos que
a1 log C(€, N)

w(&, N) =limsupw(&, N, H) < limsu — limsu

w(& N, H) <

3 Notemos a semelhanca com a funcio do teorema 2.10
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Mas,
: log C(§, N)
| 2 =
lgl_?ip Nlog H
Entao, concluimos que
d—1
N)< ——,
wlE M) <

e por fim,

w(§) = h]rvnj;p = 0.
Entao w(§) < 0. Para o caso d = 1 procedemos de maneira andloga utilizano o complemento
o teorema de Louville (2.2). Ora, acabamos de mostrar uma condi¢ao para transcendéncial
De fato, como acabamos e ver, se w(&) # 0 este é transcendente, caso contrério é algébrico!

Formalizemos este resultado a partir do seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Caracterizagao para transcendentes). Dados & € C e inteiros positivos H e

N, considere os conjuntos

Py = {P(z) € Z[z]; gr(P) < N e H(P) < H}

Q¢ N, H) = minf{|P(&)|; P(z) € Py e P(§) # 0}.

Além disso, defina as fungoes

L8 AN e N) = limsupw(€, N, H) e w(€) = limsupw(€, N).

w<€7N7H): N H—w N—o0

Entdo, & € transcendente se, e somente se, w(§) # 0.

A partir deste resultado, vamos estudar mais detalhadamente a fungao w(¢),
pois ¢é a partir desta que sera construida uma caracterizagao de ntimeros transcendentes,
que nos fornecera ferramentas para resultados mais profundos em relacao a estes. Estamos
nos referindo a Classificacdo de Mahler para ntimeros transcendentes, que veremos em

seguida, e serd nosso ponto ““focal”

3.3 Classificacao de Mahler

Uma vez estudada a fungao w(§), uma pergunta natural seria: Quais os possiveis
valores que essa fungao pode assumir? No Teorema (3.3) vimos que se w() = 0, & é algébrico,
e transcendente caso contrario. Porém, deste modo, estaremos restrigindo o estudo a apenas
dois casos.

Bem, sabemos que w(§) é um limsup, portanto, teremos

0<w(&) <o ou w(€) = on.
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Além disto, w(&, N) também é um limsup. Observemos que se w(, Ny) = o0 para algum
inteiro positivo Ny temos que:
w(§) = limsupw(&, N) = w(&, No) = .
N—o0
Entao, w(§) = 0. Deste modo, observamos que ha duas maneiras de obtermos w(§) =
oo: uma delas é existir um Ny tal que w(&, Ny) = 0 e a outra é quando a sequéncia
w(&,1),w(&,2),... nao possui ponto de acumulagdo. Assim, podemos dividir os nimeros

complexos em quatro classes, quando:

e 0 <w(&) <oy
« Existe Ny tal que w(&, Ny) = oo;

e w(§) =0 e paratodo N, w(&, N) # o0.
Onde essas trés ultimas classes formam uma particdo dos niimeros transcendentes.
Com o objeivo de analisd-los, vamos definir v(£) como sendo o menor inteiro po-
sitivo N tal que w(§, N) = oo0. Caso w(&, N) < o para todo N, entao v(§) =
. Deste modo, temos quatro possibilidades para w(&) e v(§) que correspondem as
quatro classes ja mencionadas e que originaram, em 1932, a classificacao de Mahler

(MAHLER, 1932) para um ntmero complexo £ definida da seguinte maneira:
e Sew(§) =0ewv(&) = w0, entdao £ é chamado de A-nimero;
e Se 0 <w(é) <weuv() = o, entao £ é chamado de S-nimero;
e Sew(§) =wev() <o, entdo £ é chamado de U-nimero;

e Sew(§) =wewv(f) = w0, entdo £ é chamado de T-nimero.

A notagao “A-ntiimero” foi propositalmente escolhida pois representa os nimeros algébricos.
De fato, pelo Teorema (3.3), « é algébrico se, e somente se, w(a) = 0. Além disso, como

w(a, N) < w0 para todo N inteiro positivo, temos que v(«a) = 0.

A escolha da nomenclatura dos outros niimeros ha uma certeza quanto a origem.
Acredita-se que o S foi em homenagem ao orientador de Mahler, C.L.Siegel(1896-1981) e
as letras T e U foram escolhidas pela ordem alfabética, mas nao ha um registro concreto

para a razao destas notacoes.

3.4 Classificacao de Koksma

Como em diversas areas da matematica, ¢ comum existirem maneiras diferentes

de abordar algo. Foi o que ocorreu com a classificacao de niimeros transcendentes, quando,
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alguns anos apos Mahler classifica-los como S, T e U-ntimeros, o holandés Jurjen Koksma
(KOKSMA, 1939), apresentou uma maneira equivalente de classificar tais ntimeros. A
grande diferencga fora a maneira de abordar a classificacdo. Enquanto Mahler estudava o
quao préximo de zero |P(&)| poderia se tornar dado com P(z) € Z|[z] com gr(P) e H(P)
limitados, Koksma se interessava no quao bem aproximado £ poderia ser por ntimeros

algébricos com graus e alturas também limitados. Desta forma, ele definiu
Q*(¢, N, H) = min{|¢ — af; « algébrico real, gr(a) < N, H(a) < H e a # &},

onde H(a) denota a altura de a definida como a altura do polinémio minimal deste em
Z|z].

A partir daqui, apontamos uma certa semelhanga com a maneira como fora construida a
classificacao de Mahler, donde algumas fun¢oes auxiliares irdo surgir para que a classificagao

siga. De fato, vamos definir a fungao w*(§, N, H) como
HIHENE) — 0% (¢ N, H).
E, de maneira andloga ao que foi feito na se¢do anterior, definimos também
w (€, N) =limsupw*({, N, H) e w*(§) = limsupw* (&, N).
H—o N—w

Notemos que w* (£, N) é o supremo dos niimeros reais w* para os quais existem infinitos

algébricos reais a de grau menor ou igual a N satisfazendo
0<l¢—al <H(a)™"

Com efeito, como
H 7 ENH) — (e N H) > |€ —a > 0,

onde « atende as condigdes da definigdo de Q*(&, N, H) temos
0<|¢—al < H7ENH) (o) 1w ENH)

Como ja comentado, a construcao da classificagdo de Koksma é feita utilizando os mesmos
argumentos vistos na secao anterior, de tal forma que v*(§) é definido de maneira anédloga
a v(§), ou seja, como sendo o menor inteiro positivo N tal que w*(§) = oo (caso tal inteiro

nao exista, ja sabemos como a defini¢do ird proceder).

1. Se w*(¢) =0 e v*(§) = o0, entdo £ é chamado de A*-niimero;
2. Se 0 <w*(&) =0ev*(&) = w0, entdo £ é chamado de S*-ntmero;
3. Se w*(§) = w e v*(&) < w0, entdo £ é chamado de U*-ntimero;

4. Se w*(§) = w0 e v*(§) = w0, entdo £ é chamado de T™*-nimero.

A seguir veremos que as duas classifica¢oes sao equivalentes e iremos mostrar algumas

relacgoes entre elas.
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3.5 Relacado entre as classificacGes

4 Nesta secdo nosso intuito é comparar as classificacdes de Mahler e Koksma,
enunciando alguns resultados, sendo o iltimo fundamental para a elucidar em qual sentido
estamos dizendo que as classificagoes sdo equivalentes.

Comecemos com um resultado onde podemos comparar w(§, N) e w*(§, N).

Proposicao 3.1. Para qualquer inteiro positivo N e qualquer & real, vale
w(§, N) = w* (& N).

Demonstragio. Sem perda de generalidade, assumimos w* (&, N)>0. Considere w* um real
tal que
0 <w* < w*(& N).

Pela definigdo de w*(§, N) existem infinitos algébricos ndo-nulos o com gr(a) < N, onde
€ — af < H(a) 17

Denotando por P(z) o polindmio minimal de « em Z[z], temos, pelo teorema de Rolle
(ver (IRELAND; ROSEN, 2013)) que. para alguma constante positiva C'(§, N), vale

PE) <€ —a] max |P(t)] < C(NYH(P)H(a) ™"

te[€—1,6+1]

Como H(P) = H(«a), essa relagdo nos mostra que w(§, N) > w*. Fazendo w* tender a

w* (&, N), temos o resultado desejado. O

Apesar de usarmos um dos maiores “canhoes” da Teoria moderna dos ntimeros
(o teorema de Rolle), conseguimos mostrar com base nos calculos feitos em (BUGEAUD,
2004), uma majoragao de w(§, N) para com w*(&, N). Porém, foi somente em 1961, que

obteve-se uma majoracao no sentido contrario, cuja demonstragao pode ser encontrada em

(WIRSIN, 1961):

Teorema 3.4. Sejam N um inteiro positivo e & um numero real que ndo € um algébrico

de grau menor ou igual a N. Entao, temos

w € N) = wE&N)—n+1 (3.8)
WHEN) > “(S’Z)H (3.9)
SEN) = w(gj\(fﬁ’ﬁﬂ (3.10)
W& N) = %+ n2+i6n_8 (3.11)

4 Algumas demonstracoes de resultados serdo omitidos nesta se¢do, porém mostraremos onde encontra-las
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Corolario 3.1. Sejam N wum inteiro positivo e & uwm numero real que nao € algébrico de
grau menor ou igual a N. Se w(&, N) = N, entio w*(§, N) = w({,N) = N.

Demonstracao. Sabemos que N > 1, em particular, 2N > 1+ N, e entao

N>12N.

Juntando esse fato com o Teorema 3.4 e a Proposicao 3.1, temos o resultado desejado. O

Além disso, pode-se mostrar que a medida de lebesgue do conjunto onde
w (&, N) = w(,N) = N, é “cheia” na reta. Tal resultado pode ser visto como uma
consequéncia imediata de um resultado encontrado em (SPRINDIZUK, 1967). A seguir
enunciamos mais um resultado que nos indicara a direcdo em que queremos definir a
equivaléncia entre as classificagoes de Mahler e Koksma.

Os resultados dos dois teoremas a seguir podem ser encontrados em (BUGEAUD, 2004):

Teorema 3.5. O conjunto dos A*-numeros é precisamente o conjunto dos numeros

algébricos. Portanto os A-nimeros e 0s A*-nimeros coincidem.

Uma pergunta natural é se as outras trés classes da classificagao de Koksma
também dividem os ntimeros transcendentes em trés conjuntos disjuntos. A resposta é
positiva e pode ser encontrada em (BUGEAUD, 2004).
A seguir, vemos que de fato as duas classificagoes sao equivalentes no sentido definido a

partir do seguinte teorema:

Teorema 3.6. As classificacoes de Mahler e Koksma sdo equivalentes no sentido de que

qualquer S, T, U-nimero também serd um S*,T*, U*-nimero, respectivamente.

Apesar de muitas relagoes serem conhecidas entre as duas classificagoes, ainda
existem problemas em aberto em torno desta tematica, como podemos ver a partir da

seguinte conjectura:

Conjectura 3.1. Sejam (wn)nen € (W) )nen duas sequéncias ndao-decrescentes no intervalo
[1,4+00], tais que
<w, <wr+n—1, ¥Yn=1.

n<w;

Entao existe um numero real £ transcendente, tal que

w*(ﬁ,n) :w;: € W(g,TL) = Wn; Vn=1
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4 A Classificacao de Mahler

e Suas Consequéncias

Até o momento, discutimos resultados vinculados a aproximagoes diofantinas
que foram de fundamental importancia para a construcao do nosso principal objeto de
estudo: A Classificagao de Mahler.

Como visto na se¢ao anterior, Mahler dividiu os nimeros complexos em quatro
classes: Os A-numeros, S-numeros, U-numeros e T-nimeros, sendo a classe dos A-ntimeros
os numeros algébricos. Logo, o foco do nosso trabalho neste tultimo capitulo da pequena
jornada em torno dos ntimeros transcendentes serd estudar resultados muito interessantes
em torno das trés classes restantes, e, se possivel instigar o estudo para problemas em

aberto nesta area. Comecemos estudando um pouco os U-ntimeros.

4.1 U-Ndmeros

Como vimos, os U-niimeros sao numeros transcendentes que satisfazem duas

condigoes em torno das fungoes w(¢) e v(§), sendo estas:
w(é) =m0 e v() <. (4.1)

Perceba que aqui podemos analisar o menor v(§). E com esta ideia que iremos definir

subclasses dentro dos U-nimeros.

Definigao 4.1. Seja & um U-nimero no qual v(§) = m. Entdao dizemos que § é um

U,,-numero.

A partir desta definicdo, podemos encontrar classes de niimeros ja conhecidos
e representa-los através de U,,-nimeros. Como um belo exemplo, mostraremos que os

numeros de Liouville, definidos em 2.1 podem ser representados desta maneira.

Proposicao 4.1. Os numeros de Liouville sao exatamente os Uy-niumeros.

Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar & um nuimero de Liouville. Entao, pela

definigdo 2.1, existe uma sequéncia de infinitos racionais (p,/qn)nen, com ¢, = 1, onde

Vamos definir P,(z) = ¢,z — py, entao

[P = |€an — pal < <1 (4.2)

n—1
n
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Agora perceba que

Pl = | = &@n + Pn + 00| < a0 — Pul + 1€0n] < (1 + 1€]) 0. (4.3)

Denotemos H(F,) por H,. Vamos mostrar agora que a seguinte desigualdade é vélida para

todo n > 1:
(1T + )
Hn—l :

Com efeito, s6 temos duas possibilidades para H,, sdo elas [p,| ou |g,|.

|[Pa(E)] <

Se H, = |q,|, a desigualdade (4.2) nos garante que

1 1 n—1
_ (gt
Hr—1 Hr—1

[Pa(§)] <

Se H,, = |pa|, a desigualdade 4.3 nos d&

n—1
L _ (it
! Hyt

|G| =

[TET)) = |pa(§)] <

Por definicao de w(&, N, H), temos que
H, < &8 — min{|P(€)[; P(2) € Py, P(€)# 0}
Pela minimalidade de H,“¢Y#") e como P,(z) € Z[z] temos que
H #6180 > | (€)] < (1 -+ fel)™~ Hy 0.
Aplicando logaritmo de ambos os lados:

logy ng(ﬁ’l’H") <logy (1 + Pt + logy H-(n=1),

n

Desta forma, obtemos

W€, 1, Hy) > (n— 1) (1_10g<1+\€!>)

log H,

Agora perceba que H,, — o0 pois a sequéncia (p,/qn)nen é infinita. Assim, para observarmos
o maior ponto de acumulacao de w(&, 1, H,) calculemos w(&, 1) = limsupw(¢, 1, H,) = .
Entao w(§) = w0 e v(§) = 1, logo, £ é um U;-ntimero. o

Reciprocamente, vamos supor que £ é um U;-nimero. Perceba que para cada H inteiro

positivo, existem ay e by inteiros, com max{|ay|, |by|} < H e ag > 1, tais que
H, <) = min{|ag + bl; max{|al, [b]} < H} = |ané + bal.

Como limsupw(&, 1, H) = oo, entdo, dado um n inteiro positivo, existe um H, tal que
H—o

w(, 1, H,) = n. Assim,

|am, & + by, | = H,*©H ) < H o™
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Denotando ag, e —bg, por ¢, e p,, respectivamente, e como ¢, < H,,, concluimos que

1
e entao
R
@l ot a
Concluimos entao, que £ é numero de Liouville. O

Uma pergunta natural seria se existem U,,,-nimeros para todo m inteiro positivo.
Tal pergunta foi respondida por LeVeque em (LEVEQUE, 1953), onde ele construiu

explicitamente Up,-ntimeros como raizes m-ésimas de um namero de Liouville, mais

w3+ L
4/74 )

Em 2014, mostrou-se que um certo conjunto de nimeros de Liouville, quando aplicado a

especificamente

uma determinada funcao racional, gera U,,-niimeros de maneira mais natural como na
forma « - L e a+ L sao U,,-niimeros, onde « é algébrico de grau m. Tal resultado pode ser
encontrado em (CHAVES; MARQUES, 2014). Em 2020, mais um resultado envolvendo
U, numeros foi generalizado para qualquer fungao racional (salvo algumas condigdes), e
pode ser encontrado em (CHAVES; MARQUES; TROJOVSKY, 2020).

Outro fato interessante sobre os U,,-nimeros, é que, Andrew Polilington, em
(POLLINGTON, 1993), mostrou que todo niimero real pode ser escrito como soma de dois

U,,-nimeros, generalizando o teorema de FErdos.

Outra questao que surge é: Serd que existe um teorema de caracterizagdo como
os vistos para irracionais e transcendentes para os U-ntimeros? A resposta é positiva e é

dada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja £ € C com w(§) = 0. Entdo & é um U-nimero se, e somente se,
existe wm nimero inteiro positivo N tal que dada qualquer funcdo ilimitada f N — R,
existe uma sequéncia de infinitos polinomios Py(z) € Py g,., com (Hy)ren crescentes, tais

que para cada indice k é vdlido

|Pe(§)] <

HION

Demonstragio. Como w(§) = o0, e denotando v(§) = N, entao

w(&, N) = limsup(¢, N, H) = oo,

H—o

Deste modo, existe uma sequéncia crescente de inteiros (hy)ren para a qual

lim w(&, N, h) = oo.

k—o0
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Assim, dado k € N existe nj tal que
w(&, N, hy) > f(k), paratodon = n}
Considere agora uma subsequéncia de (hy) com os seguintes indices:
ny =nj; ngp=max{ny,ng,...,ng_1,n5} + L.
Deste modo garantimos que
np<mng <. <n <Ny <... € ng>n;.

Assim, temos
w(&, N, hy,) > f(k).

Se definirmos Hj, = h,,,, a sequéncia também sera crescente e teremos, para cada Hjy um

polindmio P;(2) € Py 4, tal que
Pe()] = QUE, N, Hy) = H“ENHON [N, (4.4)

Vamos supor agora que, no conjunto de polinémios Py(z) € Py y, , exista apenas uma
quantidade finita de elementos distintos. Logo, deve existir um polinomio P(z) € Py g, ,

para infinitos indices distintos k; € N, onde

|Pe(§)] < Hk:f(ki)N < H(p)—f(ki)N‘

Fazendo ¢ tender ao infinito, teremos |P(£)| = 0, pois f(k;) é ilimitada, donde £ é algébrico.
Absurdo. Portanto, existem infinitos polindmios distintos satisfazendo a relacao (4.4).

Reciprocamente, seja f : N — R, uma funcao ilimitada qualquer. Entao temos
IP(&)] < HTON

para infinitos polinémios Py (z) € Py p,., com Hj, crescente. Onde teremos que

H N IIN — (e, N, Hy) < |P(e)] < 1O

Concluimos assim, que
w(£7 N) hk) > f(k)7

o que implica

limsupw(é, N, H) > lim w(é, N, Hy) > lim f(k) = .

H—o k—o0 k—o0

Logo, v(£) < N < oo. Portanto, ¢ é U-ntimero.



Capitulo 4. A Classificacio de Mahler

e Suas Consequéncias 55

Antes de prosseguirmos com o texto, utilizaremos a notagao w* (&, n) ja definida

na secao da classificacao de Koksma, e daremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.2. Um nidmero & é dito um U} -nimero se wy,(§) = w*(§,m) = w0 e
v* (&) = m. Em outras palavras, é o limsup dos nimeros reais w* para os quais existem

infinitos algébricos o de grau n satisfazendo

—w¥—
0<|¢—al <Hla)™ !
Veremos a seguir a demonstracao do primeiro resultado que fora enunciado

anteriormente:

Teorema 4.2 (Chaves; Marques,2014). Sejam « um algébrico de grau m. Suponha que o
polinémio minimal P(z) € Z[z] de o tenha coeficiente lider da forma 2*-5° > 1, e pt P(0)

para p =2 e p=">5. Seja L a constante de Liouville. Entao aL é um U,,-nimero, com
wi(al) <2m*n+m —1

paran=1,...,m—1.

Antes de demonstrarmos o resultado, utilizaremos dois lemas cuja demonstracao
de um sera omitida, pois foge do escopo do trabalho e é de relevante dificuldade. porém, a
mesma pode ser encontrada em (BUGEAUD, 2004).

Comecemos com o seguinte:
Lema 4.1. Dados P(z) € Z|z] de grau m e a/b € Q\{0}. Se Q1(x) = a™P (bx> e
m a -
Q2(x) =b"P <a: — b>’ entdo
« H(Q1) < max{[al, [p[}"H(P);

o H(Q2) < 2™ max{|al, [b[}"H(P).

Demonstragdo. Inicialmente, vamos escrever (1 (x) na forma

= aer] ( ) Zr]b]am gt

=0

Suponha, sem perda de generalidade, que |a| > |b]. Entéo,
max{al, b} H(P) = |a|™[r;| = [a]™7[b|r}]
para todo 0 > 7 = m. Concluimos, entao, que

H(Q1) < max{[al, [b[}"H(P).
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Para a segunda afirmagao, escrevemos ()s(z) na forma

onde

. O que implica que

m—i k . m—i k
et < 2e) 3 (5 Ylatrt < maxtial i) 3, (7).

k:O
(ki) _ (ml Jp—
k m—i) ’

Concluimos finalmente, que, |c;| < 2™ max{|al, |b|}"H(P). O que termina a nossa prova
0

Como

O proximo lema nos mostra que nimeros algébricos nao podem estar tao
préximos quanto quisermos. A demonstragao deste teorema pode ser encontrado como

Corolario A.2 de (BUGEAUD, 2004).

Lema 4.2. Sejam « e B dois nimeros algébricos nao-nulos de graus n e m, respectivamente.

Entao vale a relagdo

la—3| = (n+1)""2(m+1)""? max{27"(n+1)"""YV/2 27™ (;m+1)" "= V23 (o) H(B) T
Com estes dois lemas em maos podemos demonstrar o Teorema (4.2):

Demonstragio do teorema (4.2): A estratégia inicial é similar a utilizada nas demonstra-

¢oes da secao dos nimeros de Liouville. Para k > 1 defina

Dk

k
pe =108 Y 107" g = 10" e a
: Z "o C]k

Observe que H(ap_1) < H(ag) = 108 = H(ay_1)* e

£ - = | ) 1077
j=k+1
_ Z 107j!7(k+1)!
j=0
_ 10—(k+l!) 10—j!
< (10k!)—k—1 Z 10—]
7=0
10 e
< 37'[(0%) L (4.5)
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Assim, definindo 7 := aay, obtemos, da defini¢ao (4.2),
lal — | < cH(ay) ! (4.6)
onde ¢ = 10|a|/9. Segue-se pelo lema (4.1) que H (o)™ = H(a) "H () e assim

k+1 (k+1)

AL — | < H() = Hiz) ™

(4.7)

donde concluimos que oL é um U-ntimero de tipo pelo menos m (j& que v, tem grau m).

Afirmamos que H (o) < H(yx) para todo k = 1. De fato, consideremos

P(z) = i ;2 € Z[x]

7=0

o polindmio minimal de a. Em particular, P(«) = 0, e entdao, Q(7x) = 0, onde
Qz) = Z a;pr 7 ql e Z[x).
=0

Note que gr(Q) = m e v é um algébrico de grau m. Entdo, para provar que @ é o

polindmio minimal de 7, precisamos mostrar que ) é primitivo. Em outras palavras, que

(aop}, a1~ 'qk, . . . amq)) = 1.

Isto segue diretamente do fato que (ag,ay,...,a,) = 1 (pela definigdo que demos para
polindémio minimal em Z|z]) e das condigoes da hipétese sobre ag e a,,, sendo elas p t ag e
a, = 2% 5°.

Temos, em particular, que

H (i) = max{ao| |pe["; |anllgn|"} = max{|px], lge[} = H(ax),

como desejado.

Agora usamos esse fato, junto com o lema (4.1) e obtemos
7‘[(714:—&-1) < %(Q)H(ak+1)m — H(Q)H(Oék)(k+l)m < H(Q)H('Yk)(k+l)m.

Agora seja v um algébrico de grau n < m e H(vy) = H(v:). Entdo, existe um k suficiente-

mente grande tal que
Hiw) < H()™ < Hpeen) < Hla)H(y) 0™, (4.8)
Pelo Lema (4.2), teremos
e =1 = fm,n)H ()" H () ™" (4.9)

onde f(m,n) é uma constante positiva que nao depende de k e . Portanto, por (4.8)

e =] = f(m,n)H(a) P2 H () RO (4.10)
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Tomamos H () suficientemente grande de modo que o indice k satisfaga
H () STV = 2¢f (m,n) T H(a) A (4.11)

Logo, por (4.7), (4.10) e (4.11) temos |y, — 7| = 2|aL — 7|. Portanto, exceto por um

numero finito de algébricos v de grau n estritamente menor que m, vale

ol — v = |y — ] — ol —

1
> 5l =
> f(ﬂ;, n)H<7)7mH(f)/k)in - f(n;n)r}_[(,y)2m2nm

onde usamos o lado esquerdo da desigualdade (4.8). Segue-se que w? (a(L)) < 2m*n+m—1

o que conclui a nossa demonstracao. O

Um exemplo da aplicagao deste teorema é o niimero

2021 | 2023
— . L.
2000
De fato, o polindmio minimal de *%/2023/2000 é P(z) = 2000z°°** — 2023, onde 2000 =
2*. 5% ¢ nem 2, nem 5 dividem 2023. Logo, **4/2023/2000 - £ é um Usgys—ntimero.

Analisamos, até o momento, construgoes de U,,-nimeros, mas varias outras
maneiras de exibir estes foram criadas, e, para mais exemplos, o leitor pode se referir a

(ORYAN., 1980) e (ORYAN, 1983).

No teorema 2.5 mostramos que L apresenta medida (de Lebesgue) nula no
intervalo (0,1). Mas o que dizer da medida dos nimeros de Liouville em toda reta? E,
agora que sabemos que o conjunto destes niimeros é exatamente a classe dos U;-ntimeros,
podemos analisar a medida de Lebesgue destes no plano complexo através de um “forte”
resultado, que nos afirma que a medida de Lebesgue do conjunto dos U—ntmeros em C é

nula.
Teorema 4.3. O conjunto dos U-numeros apresentam medida de Lebesque nula em C.
Para prosseguirmos, precisaremos de lemas que serao de fundamental impor-

tancia para a demonstracao deste.

Omitiremos as demonstragoes dos lemas, porém estas podem ser encontradas em (BUR-
GER; TUBBS, 2004).

Lema 4.3. Dado um polinémio P(z) € Z[z], seja o(P) = max{gr(P),log H(P)}. Suponha

que & € C € tal que existe um numero real p > 0 satisfazendo
|P(¢)| < e Pgr(P)o(P)
Entao, existe um fator irredutivel Q(z) € Z|z], de P(z), que satisfaz

1Q(¢)| < e3P 9r(Qo(Q)
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Lema 4.4. Sejam Q(z) um polinémio irredutivel em Z|z] e £ € C. Se a € a raiz de Q(z)
mais prozima de & e 2 < gr(Q) < H(Q), entdo

€ — o] < H(Q)" DIQ(&)].

Durante a demonstracao, talvez aparecam alguns termos que nao foram apresen-
tados no texto, mas quando (e se) for necessério, faremos uma nota de rodapé explicando.
Se esta nao aparecer, é porque partimos do pressuposto que o leitor ja estd familiarizado
com determinados conceitos. Com estas observacoes, mostremos que a medida de Lebesgue

dos U-nameros é nula em C.

Demonstragio do Teorema 4.3. Consideremos ¢ € C um U-ntimero, e f(k) uma fungao
crescente, positiva e ilimitada. Sabemos, pelo Teorema 4.1, da existéncia de um inteiro
positivo IV e uma sequéncia de infinitos polinémios Py(z) € Py p,, com (Hy)ren crescente,

tal que para todo indice k, temos

1
POl < — -5
H,f( )
Escrevendo
Hk—f(k;)N _ elog(Hk)n%k)N7
obtemos

1P (€)] < HP WV < e~ f®ar(Pe)log(Hy), (4.12)

Como a sequéncia (Hy)ren ¢ ilimitada, (log Hg)key também o é, e portanto existe um
Ky e N tal que

log(Hy) = N = gr(Fy) para todo k = k. (4.13)

Vamos tentar, agora, encaixar as condi¢oes necessarias para podermos aplicar o lema 4.3.
Para isso, vamos definir o(P;) = max{gr(P),log(Hy)} para todo k = k.
Dados esses termos junto com a relagao (4.12), vamos reescrever a expressao (4.12) de

seguinte maneira:
|PL(8)] < e~ f(K)gr(Py)o(Py) (4.14)

Enfim recaimos nas hipéteses do lema (4.3). Reordenando os indices de modo que a relagao

anterior seja valida para todo K e, pelo lema (4.3), observamos que deve existir um fator
irredutivel Qx(2) € Z[z] de Px(z), onde

Q1 (8)] < e~ 3/ W9r(@u)e(@s), (4.15)

Nosso objetivo agora serd encontrar uma sequéncia de infinitos polinémios irredutiveis
Qr(z) para os quais a desigualdade (4.15) seja valida e que o(Qy) possa ser substituido

por log H(Qy). Para isso, mostraremos que existe uma subsequéncia (k;);en com

H(Qr,) < H(Qx,) < H(Qy) < -
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Com efeito, suponha que existe inteiro positivo H tal qeu H(Qx) < H para todo k
suficientemente grande. Lembrando que gr(Qy) < gr(P,) < N, entdao Qx(2) € Py .z~ Como
o conjunto Py ; ¢ finito, e a desigualdade (4.15) é valida para uma quantidade infinita de
indices, garantimos pelo principio da casa dos pombos, que existe polindmio Q(z) € Py y

e uma subsequéncia (k;);en crescente, tal que

Q(2) = Qi (2) = = Qp,(2) = ...

Dai,
QO] = Qn.(&)] < e/t @e(@), (4.16)

Como f é crescente e ilimitada, fazendo i — oo, teremos f(k;) — o0 e entdo |Q(£)| =0, o
que contradiz o fato de termos tomado ¢ transcendente.

Reordenaremos os indices k}s de tal forma que

N < H(Qr) < H(Qr) < H(Quy) < ... (4.17)

Como e9"(@r) < e < H(Qy,) temos que gr(Qy,) < log H(Qy,) para todo indice k;. Assim,

0<ka) = maX{gr(Qki)a logH<ka)} = log %(Q/ﬁ)
Conseguimos entao o que queriamos, e podemos escrever a relagdo (4.15) da forma

Q1 (6)] < e 3/ tidor(@e)los(@) < (elogH(Qki))*%f(’%)gr(Qki).

Concluimos, deste modo, que

Qr,(€)] < H(Qy,) 73/ Fam(@i), (4.18)

Pelo Lema 4.4, temos que, para cada k;, existe uma raiz oy, de Qy,(z), satisfazendo

oy, € AN,H(Qk)7 onde
Agmion = {0 €T gr(a) < o H(a) < Q)

Assim,

< H(Qu, Y H(Qy,) 3/ Ko@)

|£ — O,

Como f é crescente e ilimitada, para i suficientemente grande, temos que f(k;) > 27.
Substituindo em (4.18), obtemos

< H(Qki)—?»g?“(@k,-) )

|€ — O,
Como, @k, € minimal de ay,, reescrevemos

< H(oy, ) 39w, (4.19)

‘5 — O
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Caso necessario, reindexamos a sequéncia de algébricos (ay,) para que a relacao acima
seja valida para todo k;. Tendo estas observagoes feitas, vamos definir o disco no plano
complexo

D, r)={2€C; |z—=¢| <r}.
Entéao, o que a desigualdade (4.19) e as observagoes feitas anteriormente nos dizem é que,
para cada U-niimero ¢ € C, existe um inteiro positivo N = N(€) e infinitos algébricos

distintos ay, € Ay y, tais que para todo k;

onde Hy, = H(ou,).

Como gr(ay,) < N para infinitos algébricos ay, temos, pelo principio da casa dos pombos,
que existe uma subsequéncia destes algébricos onde todos os seus elementos possuem o
mesmo grau. Deste modo, redefinimos N como o grau dos algébricos desta subsequéncia e

reindexamos tal sequéncia (se necessério), para termos gr(og,) = N. Logo,
ceD (ak H 3N ) (4.20)

¢é valido para todo i.
Definimos agora, para N e H inteiros positivos, o conjunto

UN,H)= || D(a,HY).

e AN H

Assim, dado ¢ um U-ntimero, para todo N > N (&) e H suficientemente grande, £ €
U(N, H), por (4.20). Observamos que dado um inteiro positivo h*, para cada U-ntimero &,
existe indice n = n(&) tal que h* < Hy,, pois a sequéncia de inteiros (Hy,) é crescente e
ilimitada. Além disso, { € D ( a,,, Hy, 3N ) Portanto, podemos afirmar que todo U-ntimero
satisfaz

ce 0 6 U(N, H).

H=h* N=2
Agora, queremos encontrar um limitante superior para a area das unides acima, para uma

escolha conveniente de h*. Primeiro, vamos estimar a drea do conjunto U(N, H) e depois
relacionar com a area da tripla uniao. Tentamos fazer uma pequena representacao através
da figura 3, sem muito rigor, apenas como um aspecto um pouco mais visual da prova.
Vamos estimar a area do conjunto U (N, H) ignorando todas as intersegoes, apenas somando
as areas dos discos:

Area (UN,H)) < Z Area (D(a, H3N)) = Z THN. (4.21)

OKGAN,H aGAN’H

Pelo principio multiplicativo, a quantidade de polindmios em Py 5 é (2H + 1)¥*!. Cada
um desses polinémios tem no maximo N raizes. Logo, o total de algébricos em Ay gy é

limitado por
NQ2H + )N < NBH)V T < sV NEY,
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Utilizando esta desigualdade em (4.21), obtemos

, 3N+1NH2N7T 3N+1N7T 1
Area (U(N, H)) < HGN < ( HQN ) : m (422)
Para N > 2 e H > 9, vale a desigualdade
3N+1 3N+1 4 N
H2N TN < 34N TN < 32N-1 3N’
C N>2 % <leN* <3V enta
omo, para N > 2, o557 < 1e < 37, entao
3N+1 1
TN TN < ek (4.23)
Substituindo (4.23) em (4.22), obtemos
. 1 1
Area (UN,H)) < N E
=1 2
Utilizando a identidade Z ~5 = —» obtemos a majoragao
=N 6
) * =1 1 2
Area (UN,H)) < — =
]\QQ Nz_ll N2 H? 6H?
Dado um ¢, escolhemos h* suficientemente grande, de modo que seja valido
i 16
A H2 2
o0
Esta escolha é sempre possivel pois Z ™ o quando h* — o0.
H=hx*
Deste modo, concluimos, finalmente, que
0 0 71-2 0 1
Area | UL{(N,H) <€Z T <€
—h* N=2 H=h*
Donde concluimos que os U-ntiimeros tém medida de Lebesgue nula em C. O

Em 1953, Mahler mostrou que log(«) nao é um U-ntimero, onde o # 1, é um
algébrico nao-nulo. Um resultado classico da teoria transcendente dos nimeros, conhecido
como teorema de Lindemann, nos afirma que log(«) é transcendente. Muitos outros
resultados acerca dos U-nimeros foram também conjecturados, e veremos alguns deles no
topico final deste trabalho. A seguir, estudaremos um pouco sobre outra classe de niimeros

transcendentes via Mahler: os S-niimeros.
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4.2 S-nimeros

Na secao anterior, pudemos observar alguns comportamentos e propriedades
dos U-ntimeros em C. Um desses resultados nos mostra que a medida de Lebesgue do
conjunto dos U-ntimeros ¢é nula. Uma consequéncia imediata deste resultado é que a uniao
dos conjuntos dos S— e T'—ntuimeros apresentam medida “cheia”. De fato veremos, que na
verdade, o conjunto dos S-ntimeros constituem “a maior parte dos nimeros”, enquanto os

T-ntimeros tém medida nula.

Sabido que 7 é um nimero transcendente, podemos indagar que este ¢ um
S-ntimero, porém nao ha um resultado que nos mostre isto, sendo de fato até hoje uma

conjectura.

Em relagdo a constante e, temos o resultado de Hermite (1822-1901), que pode
ser visto como teorema 3.4 em (BURGER; TUBBS, 2004), que nos garante que para todo

polindémio nao-nulo P(z) € Z[z], e qualquer algébrico nao-nulo «, temos
0 < |P(eY)].

Entéo, pela defini¢ao (1.1), e é transcendente. Mas serd que, ao contrario do 7, podemos

determinar em qual classe ele se encontra?

Primeiramente, vamos de fato mostrar que o conjunto dos S-ntimeros tem
medida de Lebesgue “cheia”. Para tal, usaremos como base resultados encontrados em
(CHAVES, 2010) e (BURGER; TUBBS, 2004). Para a demonstragao desse fato, precisamos

antes de um lema cuja demonstragao é andloga ao teorema (4.1).

Lema 4.5. Seja £ € C. Entao w(§) = o se, e somente se, dada uma fungdo ilimitada
[N — Ry, existe uma sequéncia de infinitos polindmios Py(z) € Py, my, com (Hy)en
crescente e Ny ilimitado, tal que para cada indice k € vdlido

1

H,f(k)Nk ’

[ Pe(€)] <

Mais ainda, se v(§) = oo, entao Py(§) pode ser escolhido de maneira que Ny < log H(Py).

Teorema 4.4. Quase todos os numeros sao S-niumeros.

Demonstracao. A demonstracio deste fato usa a mesma técnica que utilizamos para provar
o Teorema 4.3, mas desta vez iremos mostrar que o conjunto dos T-ntimeros tem medida de
Lebesgue nula, entdao, como consequéncia, a medida de Lebesgue da classe dos S-nimeros
é cheial
Seja & um T-nimero. Pelo Lema 4.5, dada uma funcao positiva e ilimitada f(k), existe uma
sequéncia de infinitos polinomios Py (%) € P, m—k, tal que para cada indice k a seguinte
relagao ¢ valida:

P(§)] < Hg TN (4.24)
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Além disso, como a sequéncia das alturas é crescente, também temos
7)1<7)2<7)3<...
Podemos entao reescrever a desigualdade (4.24) na forma

|P(€)] < H TN < H () 10N

—f(k)gr(Pr

Escrevendo H(P,)~f®™ como (elogH(P’“)) ), obtemos

|PL(&)] < o~ (k)gr(Pr)o(P)

Y

ja que Ny, = gr(Py) e 0(Py) = log H(P:) (vale salientar que o aqui tem a mesma defini¢ao
da que fora dada no teorema (4.3).
Reordenando os indices de modo que a relagao anterior seja valida para todo K e, pelo

lema (4.3), observamos que deve existir um fator irredutivel Qx(z) € Z[z] de Py(z), onde
Qi(6)] < e~ 5 (K)gr(Qr)o(Qr) (4.25)

Mostremos agora que apés encontrar uma subsequéncia apropriada de (Qy) e reindexa-la,

se necessario, é possivel termos

gr(Q1) < gr(Qa) < -+ < gr(Qx) < ...

Com efeito, suponha que a sequéncia (gr(Qx)) é limitada por algum M inteiro positivo.
Temos entdo dois casos: H(Qy) limitada ou ilimitada. Caso H(Qy) seja limitada, teremos
a mesma situacdo que ocorrera na demonstragao do Teorema (4.3) e assim, £ € Q. Logo,
H(Qy) deve ser ilimitada. Considere a subsequéncia H(Qy,) tal que gr(Qy,) = M, para

algum M inteiro positivo. Assim,

Q. (6)] < e~ B kIo@e)NT (elogH(Qki))*%f(’“”M_

Concluimos, deste modo, que

(ks) M

Qi ()] < H(Qy)~HEM — 15 (4.26)

Onde denotamos Hy, = H(Qy,). Mas sabemos, por defini¢ao, que

~ —w ,M,H M
Qi (€)] = Q&N Hy,) = H, ")

Utilizando-a em (4.26), obtemos
Hj,

donde concluimos que
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Operando com as funcdes ja conhecidas w(&, M), w(€) e v(€), teremos

w(€, M) = limsupw(&, M, H) = limsupw(€, (M), Hy,) > il)) lim f(k;) = oo.

H—w0 i—00 1—00

Teremos assim, que existe um inteiro M que satisfaz w(&, M) = o0, o que contradiz o fato
de £ ser um T-ntmero, provando a existéncia da sequéncia desejada.

Observamos também que é possivel selecionar outra subsequéncia conveniente para termos

H(Q1) < H(Q2) <+ <H(Qp) < ...

Denotando gr(Qx) = Ni e H(Qx) = H;', podemos escolher polinémios irredutiveis Q(z)

que satisfazem, para cada indice k, a desigualdade

1
QU] < (e7@9) TN < (lony
e entao,
_1 *
Qu(6)] < Hy s/ ONE,

onde as sequéncias (N}') e (H;') sdo crescentes.
Nosso objetivo agora é aplicar o Lema 4.4 e concluir que para todo indice k existe um

algébrico a4, € AN:’ H* satisfazendo

€ — | < HijﬁN’;k\Qk(f)‘,

ou seja,

€ — x| < T HESIONE,

Como f(k) é crescente e ilimitada, para f(k) > 27 teremos
€ — on| < Hf3NE,

Portanto, para cada &, T-ntimero, existem infinitos H's e N's tais que para cada par

(H, N), existe um algébrico a € Ay g satisfazendo
¢eD(a, H?Y),
Como tinhamos visto no Teorema 4.3, para inteiros positivos H e N denotamos

UNH)= ] D(a,HY),
e AN H
e observamos, pelos mesmos argumentos, que, para cada T-nimero &,

a0 a0

ce | Juw,m,

H=h* N=2
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para todo h* suficientemente grande. Entao, pela demonstracao anterior, escolhemos h*

apropriado de maneira que, dado € > 0, temos

Area( ) GU(N,H)) <e.

Assim, mostramos que os T-numeros apresentam medida de Lebesgue nula, e, como

consequéncia, que “quase todos os niimeros sao S-nimeros”. O

Apesar deste resultado mostrar que é muito provavel o m ser um S-niimero,
nada foi concretizado até hoje. Mahler, em seu trabalho, (MAHLER, 1932), mostrou que
para todo numero algébrico a diferente de zero, e é um S-ntiimero, respondendo assim, a

pergunta feita no inicio da secao.

Nas proximas Secoes, iremos falar um pouco sobre os T-ntimeros e explorar

um resultado que envolve diretamente dependéncia algébrica e a classificagdo de Mahler.

4.3 T-Nimeros

Como vimos através dos resultados anteriores, Mahler observou que o conjunto
dos U-ntimeros é nao vazio (uma vez que os nimeros de Liouville sdo exatamente os
Ui-ntimeros). Além disso, foi possivel mostrar que o conjunto dos U-niimeros e T-ntimeros
apresentam medidas de Lebesgue nula. No entanto, Mahler ndao demonstrou que os 7T-

numeros existem.

O primeiro resultado envolvendo a existéncia de T-nimeros é datado de 1968,
dado em um paper do matemético Wolfgang M. Schmidt (1933), onde ele demonstra a

existéncia de T-nimeros através de sequéncia de algébricos que nao sao explicitos.

Até hoje, nao existem exemplos conhecidos de T-ntimeros, apesar de sabermos

da existéncia destes.

Escreveremos aqui a demonstracao, nada elementar, da existéncia de tais
nimeros. O desenvolvimento foi baseado em (SCHMIDT, 1968) e (CHAVES, 2010).

Antes da demonstracao, precisaremos do seguinte Lema, cuja demonstragao

serd omitida e pode ser encontrada em (BAKER, 1975).

Lema 4.6. Para todo algébrico o de grau maior que n e € > 0, existe apenas uma

quantidade finita de algébricos B, onde B € a altura de 3, de grau mo mdximo n tais que
o — B8] < BT (4.27)

Teorema 4.5. T-numeros existem.
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Demonstracao. Sejam aq, a, ... algébricos nao nulos e vy, vy, ... nlimeros reais maiores que

1. Mostraremos que existe uma sequéncia vy, 72, ... de niimeros nao nulos onde v;/a; € Q
vj

e tal que, se h; denota a altura de v; e H; = hj”,

entao Hj; > 2H; e além disso, vj41
1
estd contido no intervalo I; := {r e R;~H;' <z —v; < ~H;'}. Também mostraremos
47 2
que esta sequéncia pode ser escolhida de modo que para alguns ntimeros reais Ay, Ag, ...
em (0, 1), teremos para todo o algébrico § com grau n < j e diferente de 1,7, ...,7; a
desigualdade

I — 8l > B! (4.28)

onde B =\ 1p3n* 6 b denota a altura de (. Assim, a sequéncia 7y, ¥z, ... tende para um

limite £ que satisfaz (4.28) para todo o algébrico [ diferente de vq, 79, ... € também

1
1 flgf—fngHj’l para todo j.

Agora escolhemos o, g, ... , denotando n; como o grau de «;, de modo que a equagao
n; = n tenha infinitas solugoes, ou seja que infinitos «;’s possuam grau n, para cada n
inteiro positivo. Entao £ é um T*-ntimero, donde também é um T-ntiimero pelo Teorema
3.6. Devemos construir 71, 72, ... satisfazendo quatro condigoes a serem vistas. Seja J; o
conjunto dos z € I; tais que |x — 3] > 2B~ para todo algébrico 3 de grau n < j que sido

diferentes de 71, ...,7; e satisfazem B > H;. Entao precisamos garantir que

(i) v € Jj-1;
.. 1 ) . .
(ii) |J;] > §|Ij|, onde |I| é o comprimento do intervalo I;
(iii) |y; — 8| > 2B~! para todo 3 # ~; de grau j;
(iv) 2 &, com a fracao p,/q; irredutivel e ¢; > 0, entdo |y; — 5| > q;l para todo 3

QG
de graun > j e b°" < g;.

Usaremos que x » y <= = > cy e x K y <= z < dy para constantes c e d.

Para definir ~;, primeiro observamos que para todo primo ¢, suficientemente
grande, existem c¢; » ¢; numeros v da forma (p;/q;)a; no intervalo (1,2) onde a constante
implicita depende apenas de aq, distando d; » ¢; ' entre si. Além disso, existem k; « q1%
racionais  com b® < g, pois existem « 2q1% possibilidades para o numerador e para
o denominador de 3. Assim, existem « q1§ nimeros v satisfazendo |y — 3| < ¢;* para
pelo menos uma escolha de 3. Portanto, podemos escolher 7 tal que (iv) seja vélido, e
pelo lema... podemos ter 7; de modo que as condig¢oes sobre |y; — 3| sejam satisfeitas.

Mostraremos mais adiante que (ii) é valido para o caso j = 1 se ¢; » 1.

Supondo que os 71, ..., 71 j& foram definidos satisfazendo as condigoes acima;

procedemos para construir ;. As constantes implicitas por » ou « dependerao apenas de
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nimeros ja especificados, incluindo possivelmente Ay, ..., A\;_;. Primeiro, seja J]'-_1 definido
como J;_; mas com a condi¢ao de que as alturas dos 3’s em questao satisfazem b < q;-
2
O ntimero de 3’s para os quais a tltima desigualdade ¢ valida ¢ « ¢; e assim J]’- consiste
2 1
3 - . / ‘. /
de « ¢} intervalos. Ademais, J; ; < J;_; e por (i) temos |J;_,| = §|Ij,1] » 1. Se segue
que, para todo primo ¢; suficientemente grande, existem » ¢; ntimeros v em J ;_1 da forma

(pj/q;)ej, onde p; é um inteiro « g; com (p;, g;) = 1. Além disso, tais y estdo na verdade

em J;_;, pois se a altura de 3 satisfaz b3 > g; entao B > q](-?m)3 e assim, observando que
(¢j/p;)f tem altura < ¢jb, obtemos pelo Lema 4.6
Iy =B » ¢; ' (¢fb)~*" > 2B~ (4.29)

Agora, como acima, existem « qj% nimeros (3 satisfazendo as hipdteses do item (iv), logo
podemos escolher v = 7; em J;_; de modo que as condigbes de (iv) sdo validas. Entao
temos |y, — (| > B~! para todo § diferente de v, .,yjcomgraun <je B> H; ;;ena
verdade isso também vale para B < H;_, e assim, tomando k como o menos indice = n
para o qual é valido B < Hj, e utilizando (i) ou (ii7) onde j = k de acordo com k > n ou

k = n, obtemos
;= Bl = I — Bl = v —wl >2B~" —H' = B~ (4.30)

Agora usamos o Lema 4.6 para escolher v, tal que |y; — 5| > 2B~ para todo algébrico
S # ~; de grau n = j. Resta apenas mostrar, como no caso j = 1, que (i7) sera satisfeita
para q; suficientemente grande. Temos agora que |z — 3| > 2B~! para todo = € I; e todo
B #vjcomgraun < je Hy < B< H;’. Caso b*" < g; entdo, ja que H; » ¢’ ev; >1,

segue de (iv) que
|z =Bl = |y =Bl =y —al=q' — H' =20 >2B7, (4.31)
e se b3 > g; entao, usando novamente o Lema 4.6, obtemos

v — B = ¢ b —H'> B 1 - B75 >2BL. (4.32)

J

Por isso, qualquer x no complementar de .J; em I; satisfaz |z — 3| < 2B~ ! para algum
[ de graun < jecom B > H;’. Mas a quantidade de ’s com grau n e altura b é < b",

e assim o seu complementar tem medida « Z B7'", onde o somatério é tomado sobre

1
todon,bcomn<jeB > H;’. Isto implica em « Hj_2 < 3 j_l, e o resultado se segue. O

4.4 O Resultado Principal

Para finalizarmos esta jornada introdutéria sobre aproximacoes diofantinas e
classificacdo de Mahler, mostraremos um resultado que exibe uma relacao direta entre

dependéncia algébrica de dois niimeros e a classificacdo destes.
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Dois ntimeros & e ¢ sao ditos algebricamente dependentes se existe um polindémio,

nao nulo, de duas varidveis P(z,y) € Z[z,y] tal que P(§,() = 0.

Teorema 4.6. Se dois numeros sao algebricamente dependentes, entdo eles pertencem a

mesma classe.

Antes de demonstracao do teorema, precisamos do seguinte lema, cuja demons-
tragao iremos omitir e pode ser encontrada em (BURGER; TUBBS, 2004).

Lema 4.7. Sejam P(x), Pi(z), Po(z), ..., Py(x) € Z[z] e c € Z. Entdo:

e Se P(z) = Hpj(x), entio H(P) < HH(Pk);
k k
o Se P(x) = Y P(x), entio H(P) < Y. H(Py);

e Se P(x) = cPi(x), entio H(P) < |c|H(P).

A ideia da demonstragao do teorema (4.6) é a seguinte: Supondo que £ e ¢ sdo
algebricamente dependentes, existe um polinémio nao-nulo Q(z,y) € Z[x, y| satisfazendo
Q(z,y) = 0. Queremos entdo mostrar que £ e ¢ possuem as mesmas propriedades de

aproximacoes diofantinas.

Demonstracao. Suponha que ¢ e ( sdo algebricamente dependentes e seja

L M
Qz,y) = Z Z cm'y™ € Z[x, y]

1=0 m=0
um polindmio irredutivel e ndo-nulo, onde Q(&, () = 0. Primeiramente, vamos tratar do
caso mais simples, ou seja, onde £ ou ( é algébrico. Suponha, sem perda de generalidade
que £ é um numero algébrico e denotando de £ = &1, &, ..., & 0s seus conjugados, temos
k k
Q0 =0E 0] e .0 =o. (4.33)
—1 i=2

7

Observe que
k
P(:Ula s 7‘7:]6) = HQ(x27<>
i=1

¢ um polinémio simétrico e, pelo teorema fundamental dos polindmios simétricos, temos
P(&, ..., &) sendo uma combinagao linear racional dos coeficientes de P(x1,...,z), ou
seja, ¢ uma bominagao linear racional de poténcias de ¢, que é nula por (4.33). Portanto,
¢ também é um algébrico.

Agora partiremos para o caso onde £ e ( sao transcendentes. Se denotarmos por

F(z) = Q(x,¢) € Zlz],
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entdao ¢ é uma raiz de F(z). Observe que F(z) ¢ Z[x], j4 que £ é transcendente e
este polindmio é nao-nulo. Sejam & = &,...,&, as raizes de F(z). Mostremos que & é
transcendente para todo [ € {1,..., L}. Com efeito, suponhaque &; é algébrico para algum
J e seja f(x) € Z[x] seu polinémio minimal. Mostraremos que f(x) é um fator de Q(z,y),
o que contradiz o fato de Q(z,y) ser irredutivel sobre Z[z].

Sejam &§; = &j,,...,§;, os conjugados do suposto algébrico §;. Escrevendo

Q(z,y) = Y > (ama’) y™ = > Bu(a)y™, (4.34)

notamos que B,,(z) € Z[z] e

M
Q(gja C) 5]17 Z Bm 5]1
m=0

k
Como o polinéomio | | Q(zk, y) é simétrico nas variaveis xy, . . . , T, podemos usar novamente

i=1
o teorema fundamental das fun¢des simétricas para obtermos

k

[ Q. v) € Qlyl.

i=1

Assim, se multiplicarmos tal produtério por um d € Z conveniente, definimos

G(y) =d H Q& y) € Z[y).

Como Q(&;,,¢) = 0, temos G(¢) = 0, mas ¢ ¢ Q, logo o polinémio G(y) deve ser
identicamente nulo. Dai, devemos ter Q(&;;,y) = 0 para algum 4, onde B,,({;;) = 0 para
m =0,1,..., M. Isto implica em f(x) ser fator de B,,(z) para todo indice m, pois f(z) é
o polindémio minimal de &;;. Assim, existem B}, (x) € Z[x]| tais que B,,(z) = f(z)B,(z).

Assim, podemos reescrever (4.34) da seguinte maneira:
M M
2,y) = Y Bu(z)y™ = f() (Z Bi';(x)ym> :
m=0 m=0
Finalizando assim, a demonstracao de que & ¢ Q paral=1,...,L.
N

Agora Sejam N e H inteiros positivos e P(z) = 2 a,z" € Py g um polindmio satisfazendo

n=0

Q& N, H) = |P(§)] = H &MY, (4.35)

Definindo ;
A=]]P&,
=1
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)

temos, por (4.35) e usando a desigualdade triangular, que

4 - TTIPe) |H<Zm¢

=2 n=0

L /N
< qmz%m@
=2 \n=0
L
< —waH)NHH<Z |€l|n>

_ H—w(f,N,H)N-‘rL—l 1_[ (i |€l|n)
n=0

_ Cwa(f,N,H)N+L71 (436)

L [N
ondec = ¢(§,(,Q, N) H (Z |§l|”> . Por outro lado, se definirmos o polindémio simétrico

=2 \n=0
L
A(zy, ...,z Hle € Z|zy, ... ,xr]
1=1
onde A = A(y, ..., &), observamos, usando mais uma vez o teorema fundamental das fun-

¢oes simétricas, que existe um polinémio A* (o4, ...,0r) € Z|z1, ..., xr],com A(zy,...,x1) =
A*(oy,...,0p) onde, como ja vimos na demonstragao do teorema (3.1) , as variaveis o,, sdo

as fungoes simétricas fundamentais:

on = on(r,mk) = YL T,
1<i1 < <in<k
. M
Se escrevermos F Z )z!, onde Dy(y) = Z cimy", entao temos as ignaldades
= m=0
01 :Ul(glv"wé'k): £1++§L:_Z)l§/;é§)
gy =09(&s .., &) = €1§2+"'+§L‘1§L:DDLLES)
o =0, &)= &&= (_1)ng((?)'

Com o mesmo argumento do teorema (3.1) , temos gr(A*) = gr(P) < N. Assim, A é um
polinémio inteiro de L varidveis aplicado em D;(¢)/Dr(¢) paral = 0,1, ..., L — 1. Ou seja,

pela definicao do polindomio A*:

AzA*< Dy1(¢) ”'7<_1)LD0(C)>‘

Di(¢) Dr(¢)
Agora considere o polinémio R(y) € Z[y| dado por
Rlo) = Dol a (-2 D).
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E facil ver que R(¢) = D(Q)V A e que gr(R) < NM. Se denotarmos C' = max{|cy|; | =
0,1,...,Lem=0,1,..M}, entao H(D;) < C para todo | = 0,1, ..., L. Note que H(A) <

LN HE  De fato, sejam b, os coeficientes de A observamos que

bn| = D a,

i1+...tip=n
OsijsN

> lanlfay|

i1+...+ip=n
OgijsN

< H" )]

i1 +...tip=n
OSi]'gN

_ (L(N+ 1) —(n+ 1))HL

N

L—1
< oL+l L

Deste modo, H(A) < 2™+ HL Como os coeficientes de A*, que denotaremos por b, sio
combinacdes lineares inteiras dos coeficientes de A, entdo H(A*) < K'2'W+VHL onde
K' é uma constante que nao depende de a,,, para n € {0, 1,..., N}. Feitas tais observacoes,

podemos analisar H(R). Seja R, (y) um mondmio de R(y)

Ra(y) = b (Do(y))" - (D1 ()" (Dr ()N =,

Pelo lema (4.33)

N

D3 (D)™ -+ (H(Dy 1)) (H(Dy) M (V2 )
< KI9LWN+L) oM (S ni) oM (N-Xf n;)

KIZL(N+1)CMNHL.

H(R,)

Como a quantidade de termos R, (y) em R(y) ndo é maior que 2™ (o que podemos ver

usando técnicas simples de contagem), finalmente concluimos pelo lema 3 que
H(R) < K'2MWV+HVCMN gLl — 94(R) < K, H* (4.37)

onde Ky = K41(&,¢,Q, N) ndo depende de H. Por fim, note que R({) # 0 pois caso contrario
A = 0, o que ndo pode ocorrer ja que mostramos que os & sao todos transcendentes. Assim,

temos que o polinémio R(y) pertence ao conjunto Pysy x, gz € por definicao sao validas:

QG MN, K HY) < |R(Q)] < e| D (Q)[Y H =&ML (4.38)
Q¢ MN, K HY) = (I HY)w(CMNIHDMN, (4.39)

Dai, substituindo (4.39) em (4.38),

(KIHL)fw((,MN,IClHL)MN < C‘DL(C)‘Nwa(S,N,H)NJrLfl
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aplicando o log; em ambos os lados da desigualdade
logH(,ClHL>—w(g,MN,/C1HL)MN < logH (C|DL(O|NH—w(§,N,H)N+L—1)
e efetuando os cédlculos necessarios

(—w(¢, MN,KiH")MN) (logy Ky + L) < logy (el DL(¢)|™)
—w(¢, NJH)N + L —1

(e NN~ L1 < PO

log H
+w(¢, MN,K\H*YMNL
log K1

MN,KiH"YMN : 4.40
+W(C, s IVl ) IOgH ( )

podemos tomar o limsup em (4.40) e deduzir a seguinte desigualdade:

H—ow
W N)N-L+1 < w((,MN)MNL
L—-1
:w(g,N)—T < w((, MN)LM. (4.41)
Para finalmente podermos obter uma relacao entre w(§) e w(¢), tomamos o limsup em
N—0

(4.41) e concluimos que
w(€) < w(Q)LM.

Podemos ultilizar a mesma construcao para também obter as desigualdades

w(C) s w()LM

W(C’N>_ M]\;l

Donde concluimos que w(§) é finito se e somente se w(() é finito e da mesma forma v/(&) é

< w(& LN)LM.

finito se e somente se v(¢) ¢ finito. Portanto, £ e ¢ pertencem a mesma classe. O

Perceba agora que a contrapositiva deste teorema nos fornece um resultado

bastante util:

Corolario 4.1. Sejam &£ e ¢ numeros transcendentes que pertencem a classes diferentes e

F(x,y) € Z[z,y] um polindmio nao-nulo. Entao, F(§,() € transcendente.

Demonstragio. Suponha que F(&, () é algébrico, entao existe polindémio Q(z) € Z[z] tal
que Q(F(&,¢)) = 0. Definindo o polinémio

G = Q(F(z,y)) € Z[z,y],

temos que
G(£.¢) =0.

Contradicao, pois £ e ¢ sdo transcendentes. Logo, F(&, () é transcendente. O
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Uma aplicagao deste corolario, junto com o fato de e ser um S—ntumero para

a algébrico nao-nulo e a proposicao 4.1, pode ser vista através do seguinte corolario:
Corolario 4.2. Seja f : C — C a fungdo
f(z) =€+ L.

Entdo, se «a € algébrico, f(a) € transcendente.

Finalizamos o trabalho por aqui, mas o estudo nao, pois como vimos ao longo
do texto, muitos problemas permanecem em aberto no simples ambito do que abordamos
aqui, mas os resultados da classificacao de Mahler geram um universo de problemas
ainda sem solu¢ao (onde inumeréveis deles podem ser encontrados nas referéncias). Um
simples exemplo surge quando mostramos que um nimero de Liouville forte somado com
um numero de Liouville, é de de Liouville ou ¢é racional, porém, ainda nao conseguimos
explicitar a forma destes. Inclusive, muitos dos problemas da teoria transcendente nao se

baseiam em mostrar a existéncia de algo, mas sim explicitar esse “algo”.

Por fim, esperamos que o leitor tenha apreciado, nem que seja um pouco, da

beleza que é a Teoria Transcendente dos Niimeros.
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