UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
CAMPINAS

Instituto de Matematica, Estatistica e
Computacao Cientifica

JEFFERSON MONCAO DA SILVA

Conicidade do espaco-tempo via detector de
Unruh-DeWitt: como a funcao resposta depende
das condicoes de contorno?

Campinas

2024



Jefferson Moncao da Silva

Conicidade do espaco-tempo via detector de
Unruh-DeWitt: como a funcao resposta depende das

condicoes de contorno?

Dissertacao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computagao Cientifica
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos exigidos para a obteng¢ao
do titulo de Mestre em Matematica Aplicada.

Orientador: Joao Paulo Pitelli Manoel

Este exemplar corresponde a versao
final da Dissertacao defendida pelo
aluno Jefferson Mongao da Silva e ori-
entada pelo Prof. Dr. Joao Paulo Pi-
telli Manoel.

Campinas

2024



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Silva, Jefferson Moncao da, 2000-

Si38c Conicidade do espago-tempo via detector de Unruh-DeWitt : como a fungéo
resposta depende das condi¢bes de contorno? / Jefferson Monc¢éo da Silva. —
Campinas, SP : [s.n.], 2024.

Orientador: Jodo Paulo Pitelli Manoel.
Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Fisica matematica. 2. Detector de Unruh-DeWitt. 3. Extensfes auto-
adjuntas. |. Manoel, Jodo Paulo Pitelli, 1982-. Il. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgéo Cientifica. Ill.
Titulo.

Informac6es Complementares

Titulo em outro idioma: Conicity of spacetime via Unruh-DeWitt detector : How does the
response function depend on the boundary conditions?
Palavras-chave em inglés:

Mathematical physics

Unruh-DeWitt detector

Self-adjoint extensions

Area de concentracio: Matematica Aplicada
Titulacdo: Mestre em Matemética Aplicada

Banca examinadora:

Samuel Rocha de Oliveira

Mauricio Richartz

Ronaldo Savioli Sumé Vieira

Data de defesa: 27-02-2024

Programa de Pés-Graduacgado: Matematica Aplicada

Identificagdo e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0009-0009-7044-6239
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpq.br/8832181642910289



Dissertacdo de Mestrado defendida em 27 de fevereiro de 2024 e aprovada

pela banca examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). SAMUEL ROCHA DE OLIVEIRA

Prof(a). Dr(a). MAURICIO RICHARTZ

Prof(a). Dr(a). RONALDO SAVIOLI SUME VIEIRA

A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissdo Examinadora, consta no
SIGA/Sistema de Fluxo de Dissertacdo/Tese e na Secretaria de P6s-Graduagdo do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.



Este trabalho é carinhosamente dedicado a minha mae,
a mulher que € a minha inspiracdo.
Seu impacto na minha vida transcende

qualquer medida académica.



Agradecimentos

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001. (processo
numero 88887.674194/2022-00). Agradeco ao Programa de Pés-Graduagdo em Matematica
Aplicada do Instituto de Matemética, Estatistica e Computagao Cientifica (IMECC) da
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). Expresso minha gratidao a equipe do

programa pela estrutura e suporte fornecidos ao longo desta jornada académica.

E com profundo agradecimento que destaco a influéncia marcante de alguns
professores em minha trajetéria académica. Agradego ao Professor Samuel Rocha, meu
dedicado professor de Métodos da Mateméatica Aplicada 1 e 2 na graduacao e ao Professor
Alberto Saa, que nao sé orientou o estagio pedagogico (PED) em Métodos da Matematica
Aplicada 1 e 2 durante meu mestrado, mas também supervisionou um projeto académico
importante durante minha graduagao. Sua orientacao foi essencial em ambas as fases da

minha jornada académica, sendo uma influéncia valiosa em meu percurso.

Maria Tereza Bicudo, minha professora de fisica no ensino médio, merece um
carinhoso agradecimento. Seu entusiasmo pelo ensino de fisica e matematica desempe-
nhou um papel crucial em meu despertar para essas areas, inspirando-me a ingressar na

universidade e seguir o caminho da fisica-matematica.

Além disso, gostaria de expressar a significativa importancia do Professor Joao
Paulo Pitelli, meu orientador que tem sido uma presenca constante desde a iniciacao
cientifica. Ele nao apenas me ensinou os intricados caminhos do meio académico, mas
também compartilhou seus vastos conhecimentos sobre fisica, cosmologia e matematica.
Mesmo com a minha escrita no comego parecendo um labirinto, o Prof. Pitelli foi meu
guia paciente e corajoso nesse emaranhado de palavras e conhecimentos. Sou grato pela
paciéncia e por sua dedicacao, por ser um mentor tao inspirador em minha trajetoria

académica.

A todos esses professores, que com carinho, dedicacdo e competéncia influenci-

aram positivamente minha jornada académica, expresso minha sincera gratidao.

Adicionalmente, expresso minha gratidao aos amigos que, de diversas maneiras,

contribuiram para tornar esses dois anos de mestrado uma experiéncia enriquecedora.



“You can’t blame gravity for falling in love.”
(Albert Finstein)



Resumo

Esta dissertacido de mestrado, conduzida no Instituto de Matematica, Estatistica e Compu-
tacao Cientifica (IMECC) da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), tem como
objetivo a investigacao da deteccao quantica da conicidade no espaco-tempo, conforme
iniciado por Cong et al. (2021). Além disso, abrange a andlise da dependéncia da fungao
resposta em relacao as condigoes de contorno impostas na hipersuperficie que separa a
regiao conica da regiao plana, onde o detector esta localizado. Para alcancar esse propoésito,
o estudo concentra-se na andlise da funcao resposta de um detector de Unruh-DeWitt
acoplado a um campo escalar ndo massivo. O detector é estrategicamente posicionado em
uma regiao plana, delimitada por uma casca cilindrica de raio fixo, sendo que a conicidade

do espago manifesta-se exclusivamente na area externa a essa casca.

Com o intuito de evidenciar que a sensibilidade do detector decorre de fendmenos quanticos,
optou-se por manté-lo ativo por um intervalo de tempo inferior ao necessario para que a luz
percorra o trajeto completo, desde a saida do detector até a regiao com conicidade e retorne.
Adicionalmente, foram estabelecidas diferentes condi¢oes de contorno auto-adjuntas para
o0 campo escalar na casca cilindrica, visando estudar a dinAmica determinada por essas

condicoes e investigar seu impacto na sensibilidade do detector.

Embora a conicidade esteja classicamente localizada fora da regiao de interagao direta do
detector, este demonstrou ser surpreendentemente sensivel a conicidade e as variagoes nas
condigoes de contorno. Este trabalho apresenta, portanto, uma caracterizagao minuciosa
dessa sensibilidade, contribuindo para o avanco do entendimento sobre os fenémenos

quanticos associados a deteccao de conicidade no espago-tempo.

Palavras-chave: Fisica Matematica. Detector de Unruh-DeWitt. Extensoes auto-adjuntas.



Abstract

This master’s thesis, conducted at the Institute of Mathematics, Statistics, and Scientific
Computing (IMECC) of the State University of Campinas (UNICAMP), aims to investigate
the quantum detection of conicity in space-time, as initiated by Cong et al. (2021).
Additionally, it encompasses the analysis of the dependence of the response function
concerning the boundary conditions imposed on the hypersurface that separates the
conical region from the flat region where the detector is located. To achieve this purpose,
the study focuses on the analysis of the response function of an Unruh-DeWitt detector
coupled to a non-massive scalar field. The detector is strategically positioned in a flat
region, delimited by a cylindrical shell of fixed radius, with the conicity of space manifesting

exclusively in the area external to this shell.

In order to highlight that the detector’s sensitivity arises from quantum phenomena,
it was chosen to keep it active for a time interval shorter than necessary for light to
complete the entire path, from the detector’s exit to the region with conicity and back.
Additionally, different self-adjoint boundary conditions were established for the scalar field
on the cylindrical shell, aiming to study the dynamics determined by these conditions and

investigate their impact on the detector’s sensitivity.

Although conicity is classically located outside the direct interaction region of the detector,
it has proven to be surprisingly sensitive to conicity and variations in boundary conditions.
This work, therefore, presents a meticulous characterization of this sensitivity, contributing
to the advancement of understanding the quantum phenomena associated with conicity

detection in space-time.

Keywords: Mathematical physics. Unruh-DeWitt detector. Self-adjoint extensions.
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Introducao

A unificagao das forcas da natureza manteve-se como um dos principais objetivos
para muitos cientistas desde 1870, quando Maxwell demonstrou que a eletricidade e o
magnetismo eram manifestacoes da mesma natureza eletromagnética. Atualmente sao
conhecidas 4 for¢as fundamentais de interagao: a forca nuclear-forte, a forca nuclear-fraca,
a forca eletromagnética e a forca gravitacional. Durante as ultimas décadas houve um
grande progresso para uma teoria unificada das forgas da natureza. As forgas nuclear-fraca
e eletromagnética receberam uma descri¢ao unificada devido a Weinberg (1967) e Salam
(1968). A unificagao da forca nuclear-forte e com a forga eletro fraca é chamada de Teoria
da Grande Unificacdo. A unica forca que ainda nao se juntou as outras forcas em uma teoria
de unificacao é a forca gravitacional. Além disso, a teoria de gravitacao apresenta uma
resisténcia a tentativas de quantizacdo. A teoria quantica de campos em espagos curvos
funciona como uma aproximagao da, ainda inacessivel, teoria de gravitagao-quantica (QG).
Apesar desta ser uma teoria semi-classica de gravitacao, ela pode nos fornecer previsoes e

intuigoes sobre os resultados de uma teoria de QG, Birrell and Davies (1982).

A teoria de campos descreve as interagoes fundamentais da matéria. Em uma
teoria classica de campos, a razao primaria para a introducao do conceito de campo é
a construcao de leis da natureza que sao locais. Leis que envolvem acao a distancia, tal
como a lei de gravitagdo de Newton ou a lei Coulomb resultam em fenémenos que nao sao
razoaveis, tal como o elétron sentir a variagdo na forca imediadamente apds o movimento
de um proéton distante. As teorias de campos propostas por Einstein e Maxwell inserem os

campos como agentes que conectam pontos distintos do espago-tempo.

Na Teoria Qudintica de Campos (TQC) no espago de Minkowski, os campos que
descrevem a matéria sao tratados como operadores em um espago mateméatico chamado
espago de Fock. J4 na Teoria Quantica de Campos em espagos curvos (TQC-CS), que é
uma extensao da TQC para espacos com curvatura, a situagao é um pouco diferente. Nessa
teoria, o campo gravitacional é tratado como um "cenario de fundo'classico, enquanto os

campos que descrevem a matéria sao quantizados da maneira usual.

Neste trabalho, focamos em um campo especifico, chamado de campo escalar
¥, que descreve particulas sem spin, com uma massa especifica m. O Lagrangiano, que

descreve como esse campo se comporta, é bem conhecido:
]. A A A
L= (70 0a 0050 + m?¥?). (1)

O aspecto principal que é explorado nessa dissertacao é a da nao-localidade de

fenomenos quanticos na TQC-CS. De fato, nesta dissertacao é discutido como alteracoes
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na geometria de uma regiao distante pode afetar o observador no cenario da TQC-CS.

T, p + W(x), I{x)
Mesinica Clissica Tewarian abe Caampooss Clibssina
[®,8] =i [d(x), T{y)] = ififi{x — ¥)
i W(x), Il[x)
Mecinica Quinlica Tewwrian Quiinlica de Campeos

Figura 1 — A figura apresenta um panorama das quantidades dindmicas na mecanica
classica, mecanica quantica, teoria de campos classica e TQC.

Além disso, na TQC-CS existe uma ambiguidade no conceito de particulas. De
fato, a definicao do estado de vacuo, isto é, o estado que representa a auséncia de particulas,
depende do mecanismo de detecgao de particulas usado e de sua trajetoria no espago-tempo.
Portanto, uma definicao global de particulas nao é muito util sem a descri¢ao do detector
usado para a deteccao. Isto porque detectores que descrevem trajetorias diferentes no

espago-tempo podem registrar quantidades diferentes de particulas.

Portanto, é necessario apresentar os detalhes e trajetoria do detector para
definir o estado de vacuo. Este trabalho utiliza o modelo do detector proposto por Unruh
e DeWitt que consiste em uma particula pontual idealizada com niveis de energia internos
e acoplada a o campo escalar ¥ via uma interacao monopolar. Entao é feito um estudo
da sensibilidade do detector de Unruh-DeWitt (UDW) como um complemento do debate
conduzido por Wan Cong e Robert B. Mann em Cong et al. (2021). O detector é acoplado
ao campo escalar real e nao massivo por simplicidade, e o estudo analisa a sensibilidade do
detector a conicidade do espago-tempo quando seu efeito local esta ausente, isto é, quando

classicamente nao seria possivel o detector “sentir” a conicidade.

O espaco-tempo conico descreve o espaco-tempo ao redor de uma corda césmica.
Estes sao defeitos topologicos unidimensionais na estrutura do espago-tempo e é teorizado
que formaram-se durante o inicio do universo. Uma caracteristica-chave das cordas cosmicas
¢ que elas geram um campo gravitacional sem criar curvatura local no espago-tempo.
Isso contrasta com a maioria das outras fontes de gravidade, que estao associadas a
regioes de curvatura. A deteccgao fisica de cordas césmicas teria implicagoes profundas
para a nossa compreensao do inicio do universo e da natureza da gravidade. Além disso,
a compreensao da resposta do detector de UDW a fendmenos que classicamente nao

poderiam ser observados é crucial para o entendimento da TQC-CS.

A conicidade se refere ao parametro ¢, que define o deficit angular causado

por uma geometria conica. Na métrica conica em coordenadas cilindricas o parametro c
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aparece dividindo o diferencial da coordenada angular da forma
2
ds® = —dt* + dr* + d2* + —2d¢2.
c

1
Esta métrica esta associada a um deficit angular § = 27 (1 — —). Nesta equagao e no
c
restante deste trabalho, consideramos unidades nas quais a constante de Planck, o valor
da velocidade da luz no vacuo e a constante de gravitacao de Newton sao numericamente

iguais a 1.

Este trabalho se propoe a estudar o detector quando dentro de uma regiao
plana limitada por uma casca cilindrica, com um deficit angular na regiao exterior a casca
(ver Fig.2). E importante destacar que esta configuracao difere do espaco-tempo idealizado

das cordas césmicas, onde o deficit angular esta presente em todas as regioes.

Figura 2 — Imagem para ilustracao da estrutura do espaco-tempo de interesse. Note que,
apesar do espacgo retratado na figura ser bidimensional, o espago-tempo estudado
¢ quadridimensional

A vista disso, o espaco-tempo estudado neste trabalho ¢ dividido em duas

regioes que, em coordenadas cilindricas, sao munidas com as seguintes métricas:

ds? = —dt* + dz* + dp> + p*d¢?, 0<p_ <R,

2
ds® = —dt* + dz* + dp>. + /;—;rdgbZ, cRy < py < cRs.

Para impedir um fluxo de energia do campo entrando ou saindo do espago de interesse,
¢ imposta a condi¢ao de Dirichlet na hipersuperficie com p, = cRs. Isto é, na superficie
onde a regiao conica é truncada serd imposta a condicao U = 0. Isso é equivalente a
uma segunda casca cilindrica infinitamente longa e perfeitamente reflexiva, concéntrica a
primeira. Ainda resta definir uma condigao de contorno sobre a primeira casca cilindrica em
p— =Ry e p. =cR;y. O estudo do comportamento da fungao resposta do detector de UDW
para espagos-tempo com diferentes conicidades e para diferentes condi¢oes de contorno

impostas na hipersuperficie de juncao (p_ = Ry) é o principal foco desta dissertagao.
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1 Teoria Quantica de Campos

Neste trabalho estudaremos algumas das consequéncias da TQC-CS em um
espaco-tempo contendo uma sub-regiao conica. De modo geral, a TQC-CS é uma ge-
neralizagao da teoria em espacos planos. Para introduzirmos a notacao e os conceitos
utilizados no decorrer desse projeto, sera importante revisitarmos alguns fundamentos da
TQC. Desta forma, na sec¢ao (1.1) seremos apresentados brevemente & TQC ordinéria,
nos concentrando (por simplicidade) na teoria quantica para o campo escalar. Em seguida,
na secao (1.2), analisaremos o campo escalar em um espago-tempo qualquer, pontuando as
principais diferengas entre a TQC e a TQC-CS. Na se¢ao (1.3), iremos nos aprofundar no
significado e conceito de particulas em TQC-CS através do estudo dos chamados detectores
de Unruh-DeWitt. Serao enunciados os principais resultados e interpretagoes sobre esses
detectores, cujo estudo da sensibilidade a conicidade do espaco-tempo e as condi¢oes de
contorno impostas na superficie de vinco que separa as duas regives (uma plana e uma
conica) é o principal topico desse trabalho. Destacamos que esta revisao e toda a notagao
deste trabalho serao extraidas da referéncia Birrell and Davies (1982) e Parker and Toms
(2009).

1.1 Campos em Minkowski
Seja R o espaco-tempo de Minkowski quadridimensional com a métrica
ds* = —dt® + da? + dy? + d2?

Um campo escalar \il(t, #) é uma quantidade definida em todos os pontos de R** que ndo
se transforma por uma transformacao de Poincaré caracterizada por uma transformacao de
Lorentz A5 e uma translacao a”. Adotando a notacio z* = (t, ¥), temos ' (2") = U(2h)

/
quando z¥ — x# = A¥ 2" + a".

A densidade Lagrangiana mais simples para o campo ¥ ¢ dada por
1 aBa Jra 23,2
52507&&%W+mW), (1.1)

onde m representa a massa associada ao campo escalar e 17, = diag(—1,1,1,1) é o tensor
métrico de Minkowski. Integrando a densidade lagrangiana (1.1), obtemos a a¢do do campo

escalar

S:/ﬁ&@

que é uma quantidade invariante pelo grupo de Poincaré.
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Nao é dificil mostrar que a variacao da acdo com respeito ao campo V¥ resulta

na equacao hiperbélica conhecida como equacao de Klein-Gordon
(O-m?) ¥ =0, (1.2)

com 0 = n*# 0,0p sendo o operador d’Alembertiano. Essa equagao descreve a evolugao
temporal do campo escalar que estamos interessados em estudar. Note que ela possui um

conjunto especial de solugoes (invariantes por transformagoes de Lorentz)

1 . o
uE(l‘) e pp— e—zwt—i—zkw’ (13)
2w(2m)3

3

onde w; = (k> + m?»)Y2 k = |k| = > k2)!/% ¢ as componentes k; do vetor k podem
i=1

assumir qualquer valor real

—oc0o< k;<oo, 1=1,2,3

Essas solugoes sao ditas de frequéncia positiva com respeito a t, uma vez que

QUE@? 'f) =

5 —iwgug(t, Z), com wg > 0.

Vamos introduzir um produto escalar da forma

(61,02) =~ ({01005 — [Dinlos}d’s
fo
- —i/(bl 0, o,
t
onde a integral é feita em uma superficie de tempo constante, ¢. E possivel mostrar que

este produto interno é conservado para ¢; e ¢o solugoes da equagao de Klein-Gordon. Os

modos ug(t, ¥) e up(t, ¥) dados pela Eq. (1.3) formam um conjunto completo de solugoes

satisfazendo L
(UE7 UE’) = 53(1{3 — k,),
(uh,uf) = —0%(k — &),
(ug, uz,) =

Assim, expandimos um campo escalar genérico, ¥(x), como combinagao linear dos modos

ug(z) e uz(z) como

U(z) =) [a,;u,;(x) + a%uz(x)}, (1.4)
k
onde os coeficientes ay e a]T; sao chamados de operadores de destruigao e criagao respecti-

vamente e dependem das condigoes iniciais para o campo ¥ da forma

~ <
ap = —1 d3x\11(t0, f) 815 u;‘;‘(t()? f)a <15)

to
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o\" ,
— | ey ¢éa

taaa@’&o = at@‘zto, onde t* = <8t

com U(ty,Z) = ‘ij’zm’f e U(ty) =

hipersuperficie em M de tempo constante .
Vale ressaltar que, apesar de denotarmos a expansao de U em (1.4) como uma

soma, Z pode ser substituido pela forma integral do campo no caso continuo de forma

(1.6)

k

que
Bk o o
( Eezkx iwgt + CL;%@ ik :p+zwkt) )

\il(x) = / ———(a
(2m)3/2, 2wy
Os operadores aj e a% agem sobre o espago de Fock. Este espaco é definido

sobre um espago de Hilbert #, para uma defini¢do mais detalhada vide a Schwartz (2014).

O espaco de Fock é descrito como
(1.7)

F-Pue,

n=0
onde H é um espaco de Hilbert, e o espaco H®" é chamado de produto tensorial simétrico,

ele é formado por todos elementos da forma
(1.8)

A

. R 1 R
Cay @+ @, = Y Cofar) ®  ® ()

‘T o€Sh
Na definicdo acima do espaco F, consideremos que H*® = C. Desta forma

podemos detalhar a acao dos operadores de destruicao e de criagao sobre o espago de Fock,

onde
HE — H®(”“),
(1.9)

QTE‘H@m ;
1
aE|H®(TL+1> . H®(n+ ) — H®n

A partir desse momento iremos usar a representacao de ket’s para os elementos de F. A
construcao do espago de Fock se mostrara bastante intuitiva, para um aprofundamento

consulte Nunes et al. (2003).
Para a quantizagao candnica em TQC, tratamos o campo ¥ como um operador
atuando sobre o espaco de Fock. Podemos construir o este espaco a partir do estado de

vacuo |0), que representa a auséncia de particulas e cuja defini¢ao é dada por

az0) =0, VE. (1.10)
Além disso, impomos as relagoes de comutacao usuais
(B (t,7), U(t,§)] = 0
[ (t, %), 7(¢,5)] = 0 (1.11)
j)| = i6° (&~ )
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onde m = 688{@ =90 éo operador momento canonico conjugado a ¥. Em termos dos
operadores (gegtr)uigéo e criacao as relagoes de comutagao tomam a seguinte forma
{ak, alg,} 0
lalal,| =0 (1.12)
o] = O

Na representacao de Heisenberg, a evolucao temporal ocorre através dos ope-
radores que agem sobre os estados do espaco de Hilbert. Os ket’s pertencentes a esse
espago serao denotados por | - ) e uma base conveniente para o espago de Fock pode ser
construida a partir do estado de viacuo dado pela equagao (1.10). Partindo deste estado de
vacuo é possivel construir o estado de uma particula associada a k ao aplicar o operador

)

de criagdo a;. no estado de vacuo |0)

atl0) = |1z).

e o estado de muitas particulas distintas é obtido fazendo esse processo sucessivamente ,
da forma
S 1~ U | i
I R ap ap .. .aEn]0>.
Usando a analogia existente com um sistema de infinitos osciladores harmonicos, obtemos
a seguinte expressao para a agao dos operadores de criagao e destruicao nos estados de

muitas particulas idénticas

affng) = (n+1)"%|(n + 1);)
azlng) = n'2|(n — 1))

e consequentemente obtemos um estado geral de varias particulas

2 l
'ng g, ! ng) = (‘n?nl. .} n!)l/Q(agl) n(CL;%Q) " (a%n) "10).

Esses sao os vetores da base do espaco de Fock, e essa base é normalizada de modo que

1,2 Pl 2 Lo\ o .
(ng s ng,- - nkp| My " M- mk2> = 5p1251ns(1)m...5pns(z)m5k1k,s(l)...6kpk;(l>
S

Novamente em analogia com um sistema de infinitos osciladores harmonicos

desacoplados, definimos o estado o operador nimero total de particulas da forma

Definigao 1 O operador hermitiano Ny = a%a,;, ¢ chamado de operador nimero associado

ao modo k. Também definimos o operador nimero total como

N=3 N
k
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Note que podemos agora calcular o valor esperado do operador nimero no

estado vacuo

(0| Ng/0) = {Olataz|0) =0
e em um estado mais geral do espago de Fock,

1, 2 ! 1, 2 ! i

< n,;l, TLE2, ey TL]-C'Z|NEJ n,;l, nEQ, N n,;l> = n.

Portanto, o valor esperado do operador ntimero N; € o ntimero inteiro ‘n, que representa
T

o nimero de quanta com o modo k;.

Em especial,
1, 2 ! 1, 2 ! N
(np s ng, - ng INI'ng " ng,s e nkl> —Z n.
(]

Isso sugere a motivacao do nome "operador nimero" atribuido a N;; e N, pois esses sao
K3

operadores que contam o nimero de modos. O operador de criacao alg adiciona +1 modo
T

no estado k; e o operador destrui¢ao az e remove 1 do nimero de modos no estado k;.
1

Finalmente, podemos mostrar que o vacuo |0) é um invariante de Poincaré, isto
é, observadores inerciais concordarao com a noc¢ao de vacuo. Este resultado é demonstrado
em Pitelli (2023).

1.2 Campos em espacos curvos

Suponha agora um espago-tempo (M, gos) como uma variedade suave, qua-
dridimensional, pseudo-Riemanniana, munida da métrica g.z. Nesse espago a equagao
de Klein-Gordon para a evolugao do campo é obtida a partir da seguinte densidade de

lagrangiana

L= 10" (4" (0)0,9(0)0, ¥(w) + [m? + ER()(x). (1.13)

e a variagao desta densidade de lagrangiana com respeito ao campo ¥ resulta na equagao
de Klein -gordon (1.14)
(O —m? — €R(x))¥ =0, (1.14)

onde R(z) é o escalar de Ricci, £ é uma constante de acoplamento adimensional e J = V#V,.
A equacgao (1.14) é uma equacao hiperbdlica, i.e., dadas condigbes iniciais ¢y = ¢|x e
bo = n"0,¢|s, restritas a uma hipersuperficie ¥ com vetor normal n*, entdo o campo VA

unicamente determinado no dominio de dependéncia de 3, denotado por D(X%).

A hipersuperficie > é dita acronal se nenhum par de eventos em 3. podem ser
ligados por uma curva do tipo-tempo. Além disso, se ¥ é acronal e D(X) = M entao

> é dita de Cauchy. O espaco-tempo M é dito globalmente hiperbdlico se possui uma
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superficie de Cauchy. No restante dessa seccao iremos supor o espago-tempo globalmente

hiperbdlico.

O produto escalar entre dois campos é generalizado para a seguinte forma onde

dXH = n*dY e dX é elemento de volume em Y.

(61,62) = =i [ 61(2) D un(a)[—gs(w)] a2 (115)

De modo analogo ao caso da TQC em Minkowski, existe um conjunto completo de solugoes
ortonormais {u;(z),u;(x)} para a equacao de Klein-Gordon, tal que

(uiauj) = 5ij7 (u;kau;) = _5ij7 (uhu;k) = 07
onde 7, j representam agora uma familia de indices que sao necessarios para nomear cada
modo. Podemos, novamente, expandir o campo U em termos de u; e u; como no caso de
Minkowski
U(z) = [au(z) + a'ul ()] (1.16)

E a quantizacdo do campo segue de modo andlogo ao caso da TQC em Minkowski, adotando

as relagoes de comutacao (1.11) e (1.12) .

Diferentemente do caso da TQC em Minkowski, onde existe um conjunto de
modos uy dado pela Eq. (1.3) que possui um status especial, isso nao ocorre na TQC-CS. No
caso de Minkowski, os modos uj; sao especiais pois definem um vacuo que ¢ um invariante
pela agao do grupo de Poincaré, e portanto, todo observador inercial concorda com esse
estado de vacuo definido pelos operadores de destruigao, az. Recorde que o operador de
destruicao depende da escolha dos modos em que expandimos o campo escalar. Num
espaco tempo curvo, o grupo de Poincaré nao é mais um grupo de simetria. Em particular

podemos nao ter um campo de Killing para o qual definir modos de frequéncia positiva.

Portanto, nada impede de escolhermos uma segunda base ortonormal de modos

{u;j(),uj(z)} de forma que o campo pode ser expresso nessa nova base

U(a) =) (a,1;(x) + i) ()] (1.17)

J
A definicdo do estado de vacuo procede exatamente da mesma forma que no caso do
espago-tempo de Minkowski, porém agora existe ambiguidade na construgao do formalismo.
Existem duas defini¢oes para o estado de vacuo e, a principio, nenhum critério para
‘escolher o melhor vacuo’ ou seja, o estado de vacuo que entendemos como o estado de
auséncia de particulas. De fato, podemos definir dois estados, |0) e |0) a partir das seguintes

relagoes
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a;|0)y =0V j.
Mas em geral, esses nao sao vacuos equivalentes, isto é,

al0) £0 . a,)0) #0.

Como os dois conjuntos {u;(x), u;(w)} e {u;(x),u}(z)} sdo completos, podemos

expandir uma base em termos da outra, obtendo

uj = Z(ajiui + Bjiu;) (1.18)
e
up =y (aju; — By) (1.19)
J
onde
oy = (U, u5),  Bij = —(w,uj). (1.20)

Igualando as duas expansoes do campo escalar, (1.17) e (1.16), e utilizando
das equacgoes acima obtemos a expressao do operador de destruicao associado a base de
modos {u;(x),u;(x)} em termos dos operadores de destrui¢ao e criacao associados a base
de modos {u;(z),u:(z)},

77

a; =Y (aja; + ﬁjﬁ}) (1.21)
e, analogamente
a; = Z(a;iai - B;ZOJI) (1.22)

Desta forma

ai|0 Z Ji J (123)

a;|0) = Z 6;;@1 (1.24)

o que mostra claramente que os vacuos dlferem quando 3;; # 0. Portanto, podemos calcular
o valor esperado do niimero de particulas associadas aos modos {u;(x), v} (x)} no vacuo

definido pelos modos {u;(r),u;(x)} e vice-versa, isto é,

<6|NZ|6> 0|a az|0 Z |6ﬂ|2 (1.25)

O que mostra que o estado de vacuo associado & base {u;(z), u}(z)} contém > |3;|?

particulas no modo i quando analisamos do ponto de vista da base {u;(x), u(z)}.

Definicao 2 Um espaco-tempo M é dito estaciondrio se possui um campo de Killing do
tipo tempo t¢. Neste caso, no sistema de coordenadas (t,Z) onde t* = 0}, a métrica ndo

depende da coordenada t.
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Definicao 3 Um espaco-tempo estaciondrio M é também dito estdtico se a métrica é
invariante por reversio temporal, t — —t. Portanto, no sistema de coordenadas (t, )
mencionado anteriormente, g, = 0 e existe ¥ C M hipersuperficie ortogonal a t* tal que

a curvatura extrinseca é nula, Kq = 0."

Se M é um espago-tempo estacionario com um campo de Killing do tipo-tempo
K, podemos obter um conjunto completo de modos de modos {u;(z), u;(z)} de frequéncia

positiva com respeito a K, isto é,
Lxu; = —iwu;,  w >0 (1.26)

onde Yk é a derivada de Lie ao longo do vetor K. Dado outro conjunto completo de
modos, {u;(z),u;(r)}, sabemos que cada u; é escrito como uma combinacio linear dos
modos u; de frequéncia positiva e os modos u; de frequéncia negativa. Se u; sé possui
modos de frequéncia positiva, entdo B;; = 0 e isso implica que a;|0) = @;|0) = 0. Neste
caso as duas representagoes concordam no estado de vacuo. Porém, caso @; misture modos
{u;,u;} de frequéncias positiva e negativa, entao existe 3;; # 0 para algum indice i e
7, entao os estados de vacuo nao irao concordar entre si no valor esperado do operador

numero, Eq. (1.25).

Por fim, podemos calcular o tensor de energia e momento 7}, classico associado
ao campo escalar ¥ em um espaco-tempo curvo, usamos a seguinte expressao obtida da

variagao da acdo com respeito a métrica, Oliveira (2022)

o __2 38
" gogm )
— VvV, 0V, ¥ — 5 (VOUVa b +m?0?) g, + (1.27)

1 A A N
f ((Ruu - §guuR>\I/2 + VHVV\IJ2 - g,w/D\Ij> 3

No caso especial de acoplamento minimo £ = 0, a expressao acima toma uma forma muito
mais simplificada
~ ~ 1 ~ ~ ~
T = 0,90, — o (07000 +m*T?) g,,. (1.28)
Essa expressao serd importante quando analisarmos a conservacao de energia e corrente

de energia do campo.

1.3 Detector de Unruh-DeWitt

A ambiguidade na definicao do estado de vacuo coloca em questao a dificuldade
de definir um estado que represente o que presenciamos fisicamente como a auséncia de

particulas. A questdao que surge é a de ‘como escolher o vacuo?’. Note que, mesmo no

! A demonstracio é apresentada na subsecio 3.6.4 da referéncia Poisson (2004).
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espago-tempo de Minkowski, ndo existe um tnico estado de vacuo. De fato, ao resolver a
equacao de Klein-Gordon para o campo escalar ¥ ¢é possivel encontrar diferentes conjuntos
de modos (O —m*)¥ = 0 — {u;, uj} ou {u;,u}}, isto resulta em diferentes conjuntos

dos operadores de destruicao e criagao e consequentemente diferentes defini¢des do vacuo
{ui, ui} ou {uy,uj} — {a;} ou {a;} — |0) ou |0).

Porém, existe um vicuo convencional (invariante de Poincaré) que é definido a partir dos

modos:
1

- (27)3/2 /2wy, ¢

Usualmente escolhemos o vacuo invariante de Poincaré, pois todos observadores

ug z’l?f—z‘wkt N |0M>

inerciais concordam com esse estado de vacuo como o estado de auséncia de particulas.
Porém, mesmo em Minkowski, com o vacuo invariante de Poincaré, um detector acelerado
ird detectar particulas, Birrell and Davies (1982). Portanto, em geral, o conceito de
particulas nao é universal, mas depende do observador. A prépria definicdo de particula
estd mal posta até considerarmos o processo de medida da presenca de particulas. A
presenca de particulas pode ser registrada em alguns detectores e nao em outros. Portanto,
a medida da existéncia de particulas sem a especificacdo do processo de deteccao nao é

um problema bem posto.

Para lidarmos com essas questoes, apresentaremos o conceito do detector de
Unruh-deWitt Conroy (2022). Ele consiste de um sistema quéntico pontual com dois niveis
de energia E e Ey, acoplado via uma interacao monopolar com o campo escalar U, Tremos
denotar |Ey) o estado fundamental do detector e |E) o estado excitado. Denotaremos
também ) = E — Fj a diferenca entre os niveis de energia e (1) a trajetéria do detector

parametrizada por 7, o tempo préprio do detector.

Se o detector interagindo com o campo no estado |Ep) faz uma transigao para
o estado excitado |E) apds interagir com campo, entao dizemos que o detector detectou
um quanta de energia 2. Queremos estudar a resposta do detector para a excitacao e
desexcitacdo. Para isso utilizaremos a teoria de perturbagao, Sakurai and Napolitano
(2013), isto é, analisaremos sua resposta em ordem mais baixa (em relacdo a constante de
acoplamento entre o detector e o campo). Para isso, considere o hamiltoniano total do

sistema campo-detector-interagao dado por
H = Ao + Hp + I (1.29)

com ¢ o hamiltoniano do campo escalar, #p = Q|E)(E| o hamiltoniano do detector,
que satisfaz J#p|Ey) = 0 e HAp|E) = Q|E) e 77 é o hamiltoniano de interagdo. Para teoria
de pertubacao iremos considerar .77 a parte da pertubacao no sistema e J4 = ¢ + H#p

o hamiltoniano ja resolvido. Note que o formalismo é construido sobre o produto tensorial
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de dois espagos de Hilbert Hp ® F, o primeiro é o espago bidimensional formado pela

base {|Eo),|E)} do detector e o segundo ¢ o espago de Fock onde campo escalar ¥ age.

O hamiltoniano de interacao é escolhido ja levando em consideracdo que o

detector é um sistema pontual,
H(r) = A (1) () ¥ ((7)) (1.30)

aqui, A é uma pequena constante de acoplamento, x(7) é uma funcao suave de suporte
compacto responsavel por ‘ligar’ e ‘desligar’ a interacao do campo com o detector, chamada
de funcao switching e m(7) é o operador de momento de monopolo. Na representacao de
Heisenberg, podemos determinar o operador m(7) a partir de m(0) em qualquer instante
de tempo 7 da forma

m(T) — eiJff)‘rm(O)efiJfoT’

onde Mm(0) depende da estrutura interna do detector. Nesse trabalho tomamos 7m(0) =
|E)(Eo| + |Eo){E| seguindo o que foi feito em Cong et al. (2021).

Portanto, a interacao do detector com o campo escalar é descrita pelo seguinte

hamiltoniano de interacao,

Hi(r) = M(7) (e BN Eo| + €™ Eo)(E]) @ W(x(r)). (1.31)

Considere que o campo inicia a interagao com o detector no estado fundamental
|Ep), e o campo no estado de vacuo |0), portanto o estado inicial é |i) = |Ey) ® |0). Apds
a interagao campo-detector, havera uma probabilidade nao nula de encontrar o detector
no seu estado excitado, |E), e o campo em um estado [¢) # |0). Chamaremos esse de o
estado final |f) = |E) ® |¢).

Suponha que |A\| < 1, entao a amplitude de transi¢cao do detector pode ser

calculada em primeira ordem através da teoria de pertubagao e por meio da série de Dyson,
AQ) =8 —i [ ([0 dr+ O03), (1.32)
Portanto, para estados distintos ¢ # f temos

A®) = =ix [ (DT @b ()0} dr. (1.33)

Isso implica que a probabilidade de transicao, para essa ordem de teoria de pertubagao, é
nao nula somente se [¢)) = |1,,) para algum conjunto de indices n.
A fim de calcularmos a probabilidade transigao para qualquer |1,) tomamos

| A(Q)|* e somamos sobre todos possiveis estado finais, de modo que obtemos

P(Q) = N[(E[mn(0)|Eo)[* 7 (2) (1.34)
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onde

FQ) = [ dr [~ arx(mx(r)e ) [Zm@(wm)|1n><1n|@<x<f'>>|o>] - (L3)

n

e onde podemos usar a relagao de completeza

(O] (2(7)) ¥ ((r"))]0) = (0¥ (7)) (Z\ n){Ln |> U (x(7))[0).

n

Dessa forma, chegamos em
F@) = [ dr [~ arx(ox(r)e G w(r), 1), (1.36)

A funcao .# é conhecida como fungdo resposta. Ela é independente de detalhes

internos do detector e é determinada pela fun¢io de Green de Wightman G(x(7), z(7)) =

(010 (a(7)) ¥ (7)) 0)-

1.3.1 Funcao de Wightman

A funcao de Wightman ¢ definida como uma func¢ao de dois pontos
G(x,a') = (0] (z)¥(')|0). (1.37)

Através da decomposi¢do em modos do campo escalar dada pela equagdo (1.16), obtemos

a seguinte expressao

G(z,2') = > (0(asui(z) + a'yu; (2)) (aju;(2) + aljuj (2"))]0) (1.38)

1,J

e usando o fato que a;|0) = (O|a} = 0, obtemos uma representacao mais simplificada para

a fungao de Wightman
Z ui(® "){0la;a J|O>
= Zu uj(2')dy (1.39)
1/7]
=Y w(z)u; (2
Assim, podemos obter a funcao de Wightman a partir da soma de modos como mostra a

equagao acima.

Além disso, substituindo a Eq. (1.39) na expressdo da fungdo resposta %

obtemos a seguinte identidade (que serd 1til na sequéncia do trabalho)

— Z/_O:O dr /_O:O dT’X(T>X<T/)6_iQ(T_T/)Ui($>Ur<£€/). (140)
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2 A estrutura do espaco-tempo

Neste capitulo, nos dedicaremos ao estudo do espaco-tempo utilizado neste
trabalho para a analise da sensibilidade do detector de UDW. Inicialmente, na secao
(2.1), serd discutida a dindmica em espagos-tempo nao globalmente hiperbdlicos a fim
de estabelecermos a importancia das condig¢oes de contorno auto-adjuntas e definirmos o
funcional de energia conservada. Na segao (2.2) serdo apresentadas as condigoes de juncao
e o formalismo de Israel (1966), que estabelecem condigoes para que a colagem de duas
regides do espago-tempo seja adequada. Além disso, iremos nos aprofundar na energia de
vinco que existe na superficie que une as duas regides do espago-tempo de interesse (as
regides plana e conica). A secao (2.3) é focada no significado fisico da conicidade. Nela
serd apresentado o processo de regularizacao, onde basicamente fazemos uma colagem de

dois espacos-tempo.

2.1 Dinamica em espacos nao globalmente hiperbdlicos e estaticos

Seja (Mo, gap) um espago-tempo globalmente hiperbélico possuindo, portanto,
uma superficie de Cauchy, ¥y C M. Para cada condigao inicial ((bo,g250) € C™(Xy) x
C* (%) obtemos unicamente um campo W € C®(M,) que satisfaz a equacdo de Klein-
Gordon (1.14) ¢ é tal que Wy, = ¢ ¢ t*°Vo Uy, = ¢o, onde t* ¢ normal a . Existe

também um difeomorfismo entre My e R x ¥y de forma que M pode ser fatiado por

hipersuperficies ¥;, obtidas de ¥, através do campo vetorial t“. Neste caso, o fluxo de t*
1

conecta as coordenadas y' em X, e ¥, 4 como mostra a figura (3).

X

Figura 3 — A imagem ilustra a decomposicao do espaco-tempo em superficies do tipo
espaco com vetor normal ¢*.

10 estudo de espacos-tempo globalmente hiperbélicos é aprofundado em Sanchez (2022).
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No entanto, para um espaco-tempo M nao globalmente hiperbdlico perdemos
a descri¢ao unica do campo ¥ como mencionado acima. Na pratica, quando existe uma
singularidade, ou mesmo uma fronteira do tipo-tempo em M, precisamos de condicoes de
contorno para saber como o campo evolui, uma vez que nao sabemos “o que pode entrar
ou sair da singularidade (ou da fronteira)”. Mas quais condigoes de contorno dao uma
descrigao razoavel para a evolugao do campo? Essa discussao é explorada em mais detalhes
na referéncia Wald (1980).

Iremos analisar um pouco da dindmica em espagos-tempo nao globalmente
hiperbdlicos e estaticos, M. Em um espaco-tempo estatico existem coordenadas (t, ")

tais que a métrica toma a seguinte forma,
ds® = =V2dt* + hy;(T)dz'dx?, i,j=1,2,3 (2.1)

a (0%
com V(%) e h;;(Z) independentes de t. Além disso, t* = <8t> é um vetor de Killing

tal que V? = —t,t*. Em primeira analise estamos interessados em espacos-tempo M que
possuem uma hipersuperficie ¥ ortogonal com o campo de Killing estatico t*, tal que
as Orbitas de t“ intersectam > apenas uma vez. Considerando a forma da métrica dada
pela Eq. (2.1), o elemento de volume é definido como V~'d¥ onde dX é o elemento de
volume da hipersuperficie ¥ e, de modo andlogo ao caso de M (espago-tempo globalmente

hiperbdlico), definimos ¥; como a “transla¢ao” de ¥ pelo fluxo t*.

E conhecido da literatura, Ishibashi and Wald (2003), que a equacdo (1.14)

toma uma forma simplificada R
PV 4 (2.2)

ot?
com A= —VD*VD,)+mV?*+ERVZ Aqui D* denota a derivada covariante em Y. O
operador A age sobre o espaco de Hilbert, L*(X, V~'dY), das funcdes que sdo quadrado
integraveis em .. E fundamental observar que apesar de A ser um operador positivo e

simétrico, ele ndao é necessariamente auto-adjunto.

Observe que a equagao (2.2) pode ser resolvida em modos aplicando o método

da separacao de variaveis da forma

IO = (o) 23)
A@ = )

onde Y é a parte com dependéncia temporal do campo, e ¥ é a parte com dependéncia
espacial, isto ¢, U(z) = y(t)¥(Z). Portanto, para resolver a Eq. (2.2) precisamos de
condicoes de contorno para . E isto retorna o questionamento, quai as condig¢oes de

contorno adequadas?

A referéncia Wald (1980) demonstra que o problema de desenvolver uma

dinamica bem definida em espagos nao globalmente hiperbdlicos pode ser transferido para
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o de encontrar extensoes auto-adjuntas de A. Portanto, as condi¢bes de contorno que
devemos impor na parte espacial do campo sao condigoes que caracterizam o dominio onde
o operador A é auto-adjunto, estas condig¢oes serdao chamadas de condicoes de contorno

auto-adjuntas.

Para a equagao (2.2), ndo sabemos a principio, quais as condigoes de contorno
sobre o campo U na fronteira. Portanto, o dominio do operador A é inicialmente escolhido
como o conjunto C;°, i.e., o conjunto das fung¢oes suaves e de suporte compacto em X
(lembramos que a fronteira nao faz parte do espago-tempo, de forma que evitamos - em

primeira andlise - a interagdo campo/fronteira).

Ishibashi e Wald estabelecem, entao, algumas exigéncias para que a dinamica
do campo seja “razodvel”. Para isso, consideram dados (¢g, ¢o) € C°(X) x C°(X), através
dos quais, obtemos um campo U e C* (M) que satisfaz (1.14) em todo espago-tempo. A
dependéncia de ¥ nos dados iniciais (o, do) deve ser tal que ¢y = \f/\g e gy = tava\mz.
Além disso, as suposi¢oes para que a evolucao seja considerada “adequada” sao dadas por
Ishibashi and Wald (2003):

Suposicdo 1. Causalidade: Seja Ko = supp(do) U supp(dy), o suporte dos
dados iniciais (¢, gﬁo) em Y. Portanto,
supp(¥) € D¥(K,) U D™ (Ko)
onde DY (Ky) e D™ (K,) denotam o dominio de dependéncia futuro e passado de Kj
respectivamente.

Esta primeira suposicao diz respeito a causalidade do campo . A equacao
supp(¥) € D*(Ky) U D™ (Ky) diz que o campo ¥ evolui a partir das condigdes iniciais de

modo que, em regides de M fora do dominio de dependéncia de K, teremos ¥ = 0.

Figura 4 — O diagrama ilustra do dominio de dependéncia K e os valores do campo escalar

v,
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Definicao 4 Translagio temporal: Definimos Ty : C°(M) — C*(M) o operador de
translagao temporal, tal que, para toda fung¢io f: M — M entao T;(f)(s, %) = f(s —t,Z).

Defini¢ao 5 Reflexio temporal: Definimos P : C*(M) — C*(M) o operador de reflexio
temporal, tal que, para toda fungio f: M — M entio P(f)(s,Z) = f(—s, ).

Seja U a solugdo do campo escalar que corresponde aos dados iniciais (¢, qﬁo),
definimos ¢y = U, e ¢y = 1V, Uy,

Suposicao 2.i Invariancia por translacdo temporal: Seja W solugao associada
aos dados (¢, g'bo). Considere especificadas as condigoes iniciais “transladadas” (¢, qbt) em

Y. Entao a solucao do campo escalar com essas novas condicoes sera T, W.

Suposicao 2.ii Invariancia por reflexao temporal: Se os dados iniciais forem
(o, —po) em X - que correspondem aos dados iniciais com reflexdo temporal - , entéo o

campo, com essas novas condig¢oes, correspondera a solu¢ao com reversao temporal, PW.

O objetivo principal desta discussao é o de definir um funcional de energia
adequado, E : C5°(X) x C3°(2) — R que nao dependa do tempo. No caso estatico (com
vetor de Killing do tipo-tempo £”) e globalmente hiperbdlico, a energia é definida a partir
da equacao

E=2 / T, ne" ds,

o (2.4)
= /2 (05 + 0" doicho + m>Gp]V .

(o fator 2 na equacao acima é definido por pura conveniéncia) e toma a seguinte forma
(ap6s uma integracao por partes, considerando que o campo se anula suficientemente

rapido no infinito espacial)
B(b, W) = [ {48+ doAo}V"ax. (2.5)

Observe que o funcional E' ¢é positivo definido e pode ser visto como um produto

interno sobre o espago de solugoes de (2.2) com condigao inicial em C5°(X) x C5°(2),

E(E, ) = (S, ¢0)12 + (S0, Ado) 12, (2.6)

onde (£, &), (do, do) € C(X) x C(X) e = é a solugao do campo com condigdo inicial
(éO; 50) .

Seja W o espago vetorial das solugbes de (2.2) com condigbes iniciais em
C3e(X) x C5°(X). Pode-se mostrar que 7; é um operador W-invariante Ishibashi and Wald
(2003). Seja V o espago o espago vetorial das solugdes de (2.2) que podem ser expressas

como combinacao linear finita de solugoes em W

V={d|d="T,% + 1,0 +...T,,&,, & € W}. (2.7)
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Requirimos, para a dindmica no caso nao globalmente hiperbdlico, a existéncia
de um funcional bilinear, positivo definido e simétrico E : ¥V x )V — R que satisfaca as

seguintes suposicoes:

Suposicao 3.i Invariancia por translacao temporal de E: O funcional de energia

como definido anteriormente é invariante por translagao temporal,

A

E(Ty(01), T,(02)) = E(Uy, 0y). (2.8)

onde \ffl e ‘i/g eVv.

Suposicao 3.ii Invariancia por reflexao temporal de E: O funcional de energia

é invariante por reflexdo temporal no sentido de que

E(PU,, PUy) = E(Uy, Us). (2.9)

Suposicao 3.iii Compatibilidade com o caso globalmente hiperbolico: Se U e

= € W entdo E é dado pela mesma formula do caso globalmente hiperbélico
E(Z,0) = (S, o)1z + (&0, Atho) 2. (2.10)

Suposicao 3.iv Convergéncia: Seja ¥, é uma sequéncia de Cauchy em V.
Além disso, suponha que exista U em V tal que ()0 — Yo € (&n)o — 9 uniformemente
em qualquer subconjunto compacto de Y. Entao exigimos que \i/n — U na norma E isto
é,

A A A

lim E(U, — ¥, ¥, —0) =0. (2.11)

n—o0

Ishibashi e Wald entao mostraram que, dado um campo 0 (satisfazendo todas
as condigbes acima), solu¢ao da equagao
0> X
— =AY
ot?
com dados iniciais (¢, ¢g) € C(X) x C°(X) e com o dominio de A dado por C(X%),

existe uma extensao auto-adjunta positiva Ag de A tal que a dinamica do campo dada por
¢y = cos (Agt)pg + A;;/Qsen(AEt)(bo, (2.12)

concorda com a prescrigao para o campo V. Note que a Eq. (2.12) satisfaz a equacao de
Klein-Gordon, com cos (Agt) e A}fsen(A gt) definidos via teorema espectral. Desta forma,
vemos que a equagao (2.12) fornece uma prescrigdo razoavel para a evolugao do campo
escalar se os dados iniciais possuem suporte compacto. Além disso, se a extensao auto-
adjunta nao for tnica, teremos infinitas prescri¢oes para a evolu¢ao do campo consideradas

fisicamente aceitaveis.
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2.2 Condicoes de juncao

Seja S uma hipersuperficie do tipo-tempo, isto é, seu vetor normal serda do
tipo-espaco?. Se S é imersa em M e que divide o espaco-tempo em duas regides V™ e VT,
o vetor normal da superficie serd denotado por n* e por convencao aponta de V™ para V7.

Este vetor satisfaz a seguinte relacao

nnt = +1. (2.13)

A hipersuperficie S pode ser definida de duas formas: ou por uma funcao de

restricao das coordenadas de M,
O(z) =0, (2.14)

ou apresentando as equacoes que parametrizam S
% = x%(y*). (2.15)

Assumimos que as coordenadas y® podem ser definidas em ambos lados da hipersuperficie
S. Pois desta forma podemos definir os vetores e& = dz®/0y® que sao tangentes a S de
modo que a métrica induzida em S pode ser calculada em ambos lados da hipersuperficie

pela expressao

hab = Gapeley. (2.16)
V+ n
S
V-

Figura 5 — A figura ilustra a orientagao do vetor normal n da hipersuperficie de juncao.

A principio definimos a métrica goiéﬁ e as coordenadas =% em cada regiao V7 e

V™, pois a priori essas quantidades nao precisam ser as mesmas.

Definigao 6 Seja T' um tensor qualquer, definimos a quantidade [T]| =T |s—T" |5, onde

T* representa o tensor T na regido V=,

2 Um estudo mais aprofundado de condigdes de juncio nos trés tipos de hipersuperficies: tipo-tempo,

tipo-espago e tipo luz, pode ser encontrado em Mars and Senovilla (1993)
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Seguindo as condicdes para a juncao das regido YV e YV~ como apresentadas em

Poisson (2004), a primeira condigio de jun¢ao impoe a continuidade da métrica através
de S,

[9a8) = 945 — 9ap = 0, (2.17)
e este requerimento depende do sistema de coordenadas x®. Contudo pode facilmente ser
reescrito como a seguinte condicao que independe de coordenadas

[hab] = [gaﬁegel/j] = [gaﬁ]egelf =0 (2.18)

onde
["tab] = hgy, — hay
e h3 é a métrica tridimensional induzida em S por gfﬁ. Este requerimento deve ser

satisfeito para que a superficie S tenha uma geometria bem definida.

O fato de que a métrica g,s € continua através de S nas coordenadas x“ implica
que suas derivadas tangentes também devem ser continuas. Portanto, se 0,g.s possui

alguma descontinuidade, isso ocorre ao longo do vetor n*. Assim sendo, existe um tensor

kqp tal que
[0+9ap] = Kagny (2.19)
e kqp € tal que a curvatura extrinseca K, de S satisfaz
(K] = %kageg‘ef. (2.20)

A sequnda condig¢do de juncao especifica um tensor de energia e momento

superficial em S expresso pela seguinte equagao

Sup = =~ ([Kut] = [K]h). (2.21)

a sequnda condi¢ao de jungdo exige que [K,| = 0 e é expressa de maneira independente
das coordenadas x. Esta condicio conclui o critério de suavidade da métrica através de
S. Quando esta condigao é violada existem uma densidade de energia e de momento na

superficie S nao nulas e o espago-tempo ¢é singular em S.

O espacgo tempo de interesse desse trabalho é munido de uma hipersuperficie
singular. Em adicao, para a determinacao do campo \il, sao necessarias condigoes de
contorno na superficie singular S. Estas condi¢des, como detalhado na secao anterior,
devem ser condi¢des de contorno auto-adjuntas para a conservacao do funcional de energia

do campo e uma dindmica adequada no sentido apresentado em Ishibashi and Wald (2003).

2.3 Singularidade conica e regularizacoes

O espago-tempo conico é munido da seguinte métrica escrita em coordenadas

cilindricas )
ds> = —dt* + dp* + L dg* + a2, (2.22)

c
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onde p € (0,00),z € R,¢ € [0,27) e t € R. A conicidade é o pardmetro ¢ da métrica
desse espaco e diz respeito ao quao acentuadamente conica é a geometria do espaco, vide
a Helliwell and Konkowski (1987) para um aprofundamento do significado fisico de um

espago-tempo conico.

Por meio da mudanca de coordenadas ¢’ — ¢ !¢, a métrica conica resultante

toma a seguinte forma
ds? = —dt® + d2* + dp? + p*dd'”. (2.23)

2
Porém agora a coordenada angular varia num intervalo menor, ¢’ € [0, —). A equagao
acima assemelha-se a métrica do espago-tempo de Minkowski. Todavia possui um déficit
1
angular § = 27(1 — =) > 0 para ¢ > 1. Por isso é interpretado que espagos com métrica
c

cOnica possuem corte angular como mostrado na figura (6).

Figura 6 — A figura ilustra a construgao de uma geometria conica. A fatia do disco circular
com abertura d ¢é retirada e os dois cortes radias ligados pela seta dupla sao
identificados.

O nome “conico” atribuido a espagos com a métrica (2.22) é devido ao fato

que superficies do tipo-tempo com ¢ e z fixados possuem a seguinte métrica induzida
2
di* = dp* + C—2d¢2, (2.24)

que representa a métrica de uma folha do cone com equacio z = 7p imersa em R? e

1/2
ilustrada na figura (7), onde v = ¢ (1 — 2) . Fisicamente a métrica conica representa o
espaco tempo ao redor de uma corda césmica, podemos visualizar isto como uma estrutura

muito longa e fina, mas com densidade linear de massa p muito grande.

Um calculo direto nos mostra que R,, = 0 e R = 0 para um espaco-tempo
conico. Desta forma, o aspecto singular da estrutura da corda césmica nao é evidente nas
quantidades R, e R calculadas a partir das defini¢oes. De fato, para observar efeitos da
curvatura infinita concentrada no apice do cone é necessario recorrer a outras ferramentas,

tais como o teorema de Gauss-Bonet.
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—

Figura 7 — Na figura vemos a superficie bidimensional imersa em R* de equacdo z = yp
em coordenadas cilindricas.

Como mostrado na referéncia de Oliveira (1986), o teorema citado acima resulta

no seguinte tensor de energia e momento

1
——diag(1,0,0,~1)6:(p). (2.25)

C

T, =

onde 9, é a distribuicdo delta de Dirac bidimensional, que satisfaz a seguinte relagao

/000 roo(r)dr = 1. (2.26)

Aqui podemos definir p = 1 (1 — ) a densidade linear de massa associada a
c

corda césmica. Note que, como 1 < ¢ entao 0 < p.

Isto representa uma densidade de energia infinita concentrada no ponto p =0
do espacgo tempo conico. Para contornar os efeitos dessa divergéncia de energia podemos
considerar regularizagoes do espaco. Devido a esta singularidade associada ao espago-tempo
ao redor corda césmica, é util usar modelos que regularizam o espago-tempo conico, tal

como o modelo “Flower pot” descrito na referéncia Jensen and Soleng (1992).

Para este trabalho, considere o espago-tempo estudado em Cong (2021), este
consiste de um espaco segmentado em duas regides cilindricas e concéntricas, V™ e VT,

cada uma delas descrita por uma das seguintes métricas respectivamente
dsi = —dt* +dp* + p* d¢* + dz?,

ds? — —di® + % + pRdg? + d2?, (2.27)

com 0 < p_ < Ry e cRy < p;. Dessa forma a singularidade do pico do cone ¢ transferida
para a hipersuperficie de jungdo S; entre as regices V~ e V', veja a figura (8).
A primeira condicao de jungao exige a continuidade da métrica g;fﬁ|51 = Gapls,

2
e por conseguinte p* |5, = —;r| s,- Como a casca cilindrica S; é posicionada em p_ = R,
c

para o sistema de coordenadas interno, a condi¢ao de juncao implica que a casca cilindrica
¢ localizada em p; = cR; para o sistema de coordenadas externo. Deste modo, o intervalo

angular é mantido constante nas duas regioes.
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Figura 8 — A figura ilustra o espago-tempo estudado, aqui o espago que antes era conico
foi dividido em duas regides. A regido mais interna é um espaco cilindrico plano
quadri-dimensional e de raio finito, a regiao externa é um espaco conico que a
principio nao é limitado. Estas duas regides sao concéntricas.

Contudo, existe uma descontinuidade na derivada da métrica quando deixamos
a regido plana V™ e adentramos na regiao com conicidade V*. Esta descontinuidade induz
um tensor de energia de momento superficial na hipersuperficie de juncao S; dado pela

sequnda condigdo de jungdo por

c—1
Sup = diag(1,0, —1 2.28
b 8mck, iag( ) ( )
onde a métrica superficial em S é
di* = —dt* + R3d¢* + d2*. (2.29)

Observe que quando integramos Sy e S,, na variavel angular, obtemos o mesmo
valor das densidades de energia e momento na direcao z calculadas a partir do tensor de
energia de uma césmica idealizada (2.25). Isto motiva a interpretagao de que a singularidade

do espago conico foi transferida de p = 0 para a superficie de vinco S; em p_ = R,

Este é o espago tempo usado neste trabalho para investigar a sensibilidade do
detector de UDW & conicidade do espago. O detector sera posicionado na regiao mais
interna, ¥V, e o método de investigagao ird analisar o comportamento da fungao resposta
do detector quando variamos os pardmetros tais como a conicidade, ¢, na regiao V' e as

condigbes de contorno de ¥ em 9.
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3 Obtencao do campo escalar

Este capitulo é dedicado a resolver a equacao de Klein-Gordon no espago-tempo
de interesse e estudar as extensoes auto-adjuntas das solugoes do campo escalar. Na se¢ao
(3.1) a equagao de Klein-Gordon é resolvida em modos, a menos da parte com dependéncia
radial. Esta é encontrada ao resolver um problema de Sturm-Liouville em dois intervalos
e o estudo desse problema é feito na se¢ao (3.2). Na segao (3.3) seremos apresentados a
alguns casos especiais das condi¢oes de contorno auto-adjuntas e suas propriedades. Nesta
secao iremos estabelecer quais condigoes auto-adjuntas serao usadas para o estudo da
sensibilidade do detector. Na subsecao (3.3.4) é demonstrada a conservacao do funcional

de energia para as condigoes auto-adjuntas estudadas.

3.1 Modos do campo escalar

A equacgao de Klein-Gordon para o campo escalar nao massivo toma a seguinte

forma no espaco-tempo apresentado anteriormente

RV +p 0, W .
cZ T T L =0, 0<p <R

A ~O}U + 92 U+

0.9 =0— (3.1)

628;@ + p40,, o
P

+8§@ =0, cRy <py
P+

23 2 3
—0;V + 0,V +
onde 4 é o operador d’Alambertiano respectivo para cada regiao do espaco. A solugao

de campo ¢ dada em modos por

\Ijkmq(x) - Nkmqe_iwteikzeimQSwmq(p:t)7 (32)

com w? = k? + ¢, Nimg € uma constante de normalizacdo e y,,(ps) é a parte de

dependéncia radial do campo.

Esta solucao para os modos do campo é encontrada ao aplicar o método de
separacao de varidveis e isto resulta em um problema de Sturm-Liouville (PSL) em dois
intervalos para v,,,, cuja equagao diferencial é a equacao de Bessel com funcoes peso p_
e P+ e autovalores £+¢2. Para evitarmos os modos ligados, admitiremos neste trabalho

c
apenas solucoes com autovalores positivos +¢*. Temos assim

(P (0)) + 1 b(p-) = -oalp-)
P+ ! 2/)_C J (3.3)
— (C%q(m)) +m E@qu(fh) = 4 Ymg(p+),

cujas solugoes sao as fungoes de Bessel J as e fungoes de Neumann Y de modo que

Vmg(p-) = arm(qp-) + a2Yn(qp-), (3.4)
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Uing(p1) = c1dme(qp+) + 2Yme(gp-). (3.5)
Note que podemos fazer uso da condicdo de regularidade do campo 0 para eliminar a
constante ay. Como p_ = 0 pertence ao dominio de ¢,,,(p—) e a fungao Y,, diverge neste
ponto, exigimos que as; = 0 e a constante a; é absorvida pela constante de normalizagao

Nimgq- Portanto,
Umg(p=) = Jm(ap-). (3.6)
Além disso, para que que o campo esteja bem definido no espago, a periodicidade da

coordenada angular ¢ impoe a condi¢cao m € Z.

Para determinarmos completamente os modos do campo escalar ¥, ainda resta
definir as condigoes de contorno sobre a superficie de jungao S; que irao resultar nos

valores de ¢; e c¢s.

Antes disso, podemos observar a forma do campo escalar ¥ apesar de desco-
nhecer os coeficientes ¢; e co. Basta calcular a norma dos modos da parte radial do campo

escalar como segue

R cR: /
1 2 P
Wnall? = [ Unlad)F 740 + [ [eron(ap) + ex¥onlad)]* Sap. (3.7)

A segunda integral da equagao acima nao converge para Ry — co. Como um dos objetivos
desse trabalho é estudar as condigbes de contorno sobre a superficie Sy (e isto ird variar as
constantes c; e ¢y), é util truncar a regiao V, em p, = cRy com Ry > R, finito. Isto é feito
ao aplicar a condi¢ao de contorno de Dirichlet nessa segunda casca esférica Sy definida

por py = cRy,

Vmg(py = cRa) = 0. (3.8)
Note que tomaremos o limite Ry — 0o posteriormente para recuperar as caracteristicas do
espaco infinito. A condigao de contorno de Dirichlet é responsavel por isolar o campo do
lado externo do espaco de interesse, p4 > cR,. Isso ¢ devido ao fato do fluxo radial de
energia do campo, dado por T°,, = —@(x)8p+\i/(x) ser nulo na casca cilindrica S;. Desta
forma garantimos que nao ha troca de informacoes entre a regiao de interesse e o lado

externo.

Finalmente, podemos calcular a constante de normalizacao

1
21\ 2% + ¢2{[¢mq|
Portanto o campo escalar nao massivo ¢ dado por
B(z) =3 /_ _dk (kg Whma (%) + Ay Whg (@) (3.10)

mq

onde appg € altmq sao os operadores destruicao e criacao respectivamente.
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3.2 Topicos em Problemas de Sturm-Liouville em Multi-intervalos

Nesta secao, abordaremos o formalismo associado aos problemas de Sturm-

Liouville multi-intervalados, seguindo a referéncia de Zettl (2005).

Defini¢ao 7 Seja k > 2 um namero inteiro. O problema de Sturm-Liouville (PSL) em

k-intervalos consiste de um sistema de k PSL’s com condigcoes de contorno:
—pY) + @y = Aopy em (ay,b,) com 0<r<k. (3.11)

tais que X\ € C é o autovalor fizado e —00 < a;,b; < ooV 0 < j < k. Assumimos que os

coeficientes e as funcoes peso do PSL satisfazem'
Py G wr € L(Jy, R), (3.12)

onde J,. = (a,,b,) ew, > 0.

Neste momento iremos focar em tratar em detalhes o caso de dois intervalos,
com k = 2, como o do problema radial de v,,. Seja J1 = (a1,b1) e Jo = (ag,b2) o0s dois
intervalos nos quais iremos estudar o PSL com condi¢des de contorno auto-adjuntas, onde
—00 < a; < b; < oo para j € {1,2}. Os intervalos .J; e J, de um PSL multi-intervalado
podem ser idénticos, disjuntos ou sobrepostos. Seja M; a expressao do operador diferencial

em J; de forma que Mjy; = —(p;y;) + gy, com fungdo peso w, e y; € L*(Jy, wp).

O objetivo é encontrar operadores auto-adjuntos que satisfacam do PSL em cada
intervalo .J.. Alguns dos operadores auto-adjuntos em H = H; + Hy com Hy, = L*(Jy, wy)
podem ser encontrados ao fazer a soma direta de operadores auto-adjuntos em H; e Ho.
Se estes fossem todos os operadores auto-adjuntos para o PSL em dois intervalos nao
precisariamos de uma teoria nova para problemas multi-intervalados. Na verdade existem

muitos outros operadores que envolvem interagoes entre os dois intervalos.

Os elementos de H serao representados por f = (f1, fo) com f; € Hy e fo € Hy
e o produto interno em H ¢é definido por (f,g) = (f1,91)1 + (f2, 92)2 onde (-, -), é o produto

interno usual em H,
(fa g)T - /J frg'rwr- (313)

Enquanto a forma sesquilinear de Lagrange em H é definida por

[f,g] = [f1, 91]1(b1) = [f1, g1]1(ar) + [f2, gala(ba) — [fo, g2]1(az), (3.14)

e conecta todos os quatro pontos de bordo do PSL em dois intervalos. Recorde que a

forma sesquilinear de Lagrange é dada por [f, g] = f(pg) — g(pf’) para f,g € Dpae, onde

! Como em Wang et al. (2007).
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o dominio maximo e minimo do PSL em dois intervalos pode ser definido como a soma

direta dos correspondentes dominios (D)/operadores (T) no caso de 1-intervalo
Dmax = Dl mazx T D2 max Dmm = Dl min T D2 min» (315)

Tmaa: - Tl maz T T2 maz Tmm = Tl min T TQ min: (316)

E o dominio méximo associado a (3.11) é definido por D, 0 = {y : J = Cly,py €
AC1e(J) e y,w *Myy € H,}, com ACj,(J,) o conjunto de todas as funcdes complexas que
sao absolutamente continuas em cada sub-intervalo compacto de .J,.. O operador maximo

é definido por T, 42y = wr_lj\/[ry para y € Dy yaz-

J& o operador minimal é unicamente definido como o adjunto de T, 4., i.€.
%
Tr min — T

s © também satisfaz T, i,y = w. ' M,y para y no dominio minimo, D, i,

definido como dominio do operador T, ,.;,. Perceba que a equacao de autovalor dos
operadores tratados aqui satisfaz a forma do PSL em cada intervalo T} ,in/mazy =
w, M,y = Ay, e diferem apenas pelo dominio em que estdo definidos. Recorde que Ishibashi
and Wald (2003) demonstra que é necessario encontrar uma extensao auto-adjunta da
parte espacial do operador diferencial a fim de obter uma dinamica adequada para o campo
escalar. Portando, é necessario estudar as extensoes auto-adjuntas do operador minimal e

o dominio que as caracterizam.

3.2.1 Caracterizacdo das extensoes auto-adjuntas

Uma extensao auto-adjunta 7" do operador minimal 7;,,;, ird satisfazer a seguinte

relagdo apresentada em Wang et al. (2007)
Trin CT =T" C Thhau, (3.17)

o operador 1" pode ser considerado uma extensao de 7,,;, ou, de modo equivalente, uma
restricao de T},... Logo de inicio, para caracterizar as extensoes auto-adjuntas do operador

Tonin, iremos enunciar alguns lemas cujas demonstragoes sdo apresentadas em Zettl (2005):

Lema 1 Temos as sequintes relacoes entre os operadores mdzximo e minimal de H :

Trtun = T'f< min + T2* min Tl maz T T2 maxr — Tmaaz, (318)
T:"La:t = Tl* mazx + T2* maz — Tl min T T2 min — Tmin- (319)

Em particular
Dmax = D(Tmax) = D(Tl max) + D<T2 ma:p) (320)

Lema 2 O operador minimal T,,;, € fechado e simétrico.
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Em um PSL usual de um tnico intervalo, o indice de deficiéncia do operador
minimal 7). ,,;, é definido como d, = dim(Ny; ) (pag 175, Zettl (2005)) onde

Nii r = {y € Hr’Tmaxy = >\y7 A= il} (322)

de forma que 0 < d, < 2. O indice de deficiéncia em dois intervalos é definido por
d=dy+dyeétal que 0 <d<4.

Lema 3 Se T é uma extensdo auto-adjunta do operador minimal T,,;, com indice de
deficiéncia d, tal que D(Tpin) C D(T) C D(Thas), entao existem fungoes gy, ... ¢, €
D(T) C D(Thna) tais que

(1) gy,--.,9, sao linearmente independentes médulo Dy,
(2) g;,9r) =0 para j,k=1,2,....d

(3) D(T> :{fEDma:eragk] :O,k:1,2,...,d}

O lema (3) caracteriza o dominio da extensao auto-adjunta 7' de T,,;,. Este
dominio é determinado entao pela formula sesquilinear de Lagrange que relaciona os quatro

pontos de bordo do PSL; isto é, o dominio de T é determinado por condigbes de contorno.

Para um PSL na forma —(py’)’ 4+ qy = Awy, um ponto b no bordo do PSL pode

ser classificado como Souto (2019):

« Regular (R): Se 1/p, ¢ e w sdo integraveis em uma vizinhanca de b e lim;_,y(t) =

y(b), limy_p(py')(t) = (py')(b) existem e sdo finitos.
 Singular (S): Se nao ¢ regular.

o Circulo Limite (LC): Se todas solugoes sdo quadrado integrdveis em uma vizi-

nhanca de b.

« Ponto Limite (LP): Se ndo ¢ circulo limite.

Lema 4 Todo ponto reqular R € circulo limite LC, uma vez que todas solugoes tem limites

finitos nos pontos requlares.

Teorema 1 Caracteriza¢io das extensoes auto-adjuntas: Considere o PSL em dois inter-
valos com as defini¢oes apresentadas acima. Além disso, sejam u = {uj,us} e v= {vy,v9}
fungoes em Dyqp tais que v; e uj sao fungoes reais e linearmente independentes modulo
Dj ez que satisfazem a sequinte condi¢io de normalizacao em cada ponto de bordo c¢; ndo
LP

[uj,v;](e) =1, j=1,2 (3.23)
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Entao, o todas extensoes auto-adjuntas de T,,;, sao determinadas pelas condigoes

de contorno definidas nos pontos de bordo ¢; que sao nao LP. Podemos estudar cada caso

para o indice de deficiéncia do PSL, 0 < d < 4, separadamente:

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

Caso 4.

d = 0. Neste caso Tyin = Thaez, portanto Ty, jd é auto-adjunto e nao admite
extensoes proprias. Esse caso ocorre se, e somente se, todos os pontos de bordo sdo

do tipo LP, em particular ndo sao necessdrias condicoes de contorno e vale para todo
f=A{fi. f2},9= {91, 92} € Dinax 0 sequinte

[f.g] = 0. (3.24)

d = 1. FEsse caso ocorre se, e somente se, existem exatamente 3 pontos de bordo LP

e 1 ponto de bordo R ou LC que iremos denotar por b.

Nesse caso, a condicao (3) do lema (3) se reduz para:
c11ly, ul(b) + cia[y, v](b) = 0, c11,c12 € R com (e11,¢12) # (0,0) (3.25)
se b é ponto R, entao a condigcdo pode ser reescrita como
ey (D) + c2(py’)(b) = 0, c11,¢c12 € R com (eq1, ¢12) # (0,0) (3.26)
e a condi¢io (2) do lema (3) implica a sequinte relagao de simetria
c11612 — cricz = 0. (3.27)

d = 2. Este caso é equivalente a existéncia de dois pontos de bordo LP e dois pontos

R ou LC, digamos c e d. Nesse caso, a condigio (3) do lema (3) se reduz a:
culy, ul(c) + cualy, vl(c) + duly, ul(d) + dizly, v](d) = 0, (3.28)
enly, W)(©) + enly, 6(0) + daly, (d) + dmly, () =0, (3.29)
onde ¢;;,d;; € C

d = 3. Esse caso ocorre se, e apenas se, apenas um dos pontos de bordo é LP, denote

por a,b e c 0s outros trés pontos de bordo que serdo R ou LC.

Sejam A = (a;j), B = (bi;) e C = (¢i;) matrizes em Msy2(C), a condigio (3) do lema

pode ser representada como a sequinte expressao matricial

AY (a) + BY (b) + CY (¢) = 0, (3.30)
onde Y (z) = GZ fﬁg;) A condigio (2) do lema (3) toma a sequinte forma
AEA* — BEB* + CEB* =0, E = ((1) _01) . (3.31)
y(x)

Note que se os pontos de bordo forem R, entdo Y (x) = ) e as matrizes

(py') ()

A,B e C devem satisfazer posto(A|B|C) = 3 pela condigio (1).
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Caso 5. d = 4. Se, e somente se, nenhum dos pontos de bordo é LP. Sem perda de generalidade,
considere que os intervalos Jy e Jo sio dados por Ju = (a,b) e Jo = (¢,d) e
os pontos de bordo a,b,c e d serdo R ou LC. Nesse caso, considere as matrizes
A = (a;),B = (bij),C = (ci5) e D = (d;j) € Myx2(C), a condigao (3) do lema (3) se
reduz a:

AY (a) + BY (b) 4+ CY (¢) + DY (d) = 0, (3.32)

enquanto a condigao (2) leva a
0 -1
AEA* — BEB* + CEC* — DED* =0, E = (1 . ) (3.33)
e a condi¢io (1) do lema implica em posto(A|B|C|D) = 4.

Em Everitt and Zettl (1986), Everitt e Zettl iniciam o estudo de operadores
diferenciais auto-adjuntos sobre uma soma direta de espacos de Hilbert associados a PSL’s
para um k > 2 qualquer. Para um sistema de k& PSL’s com todos pontos de bordo nao LP
Everitt e Zettl mostram que estes operadores auto-adjuntos sao restricoes do operador
maximal no dominio determinado pelas condi¢oes de contorno (BC’s) que possuem a
seguinte forma:

Ek: A;Yi(a;) + Ek: B;Y;(b;) = 0, (3.34)

=1

iV
condicao do posto

onde Y; = ( Yi > enquanto A; e B; sao matrizes complexas 2k x 2 tais que satisfazem a

posto (Ay|By| - - - |Ag|Br) = 2k (3.35)
e a condicao auto-adjunta
k
Y A;EA, =" B,EB! (3.36)
j=1 j=1

onde

Esta ¢ uma teoria geral para um PSL multi-intervalado, dentro das proximas
secoes iremos focar no PSL em dois intervalos que descreve o comportamento da parte dos

modos campo do escalar com dependéncia radial, 1,,,(p).

3.2.2 Aprofundamento do PSL radial

O PSL radial que estamos trabalhando é um problema em dois intervalos com
J1 = (0,Ry) e Jo = (cRy, cRs). Observe que os intervalos de um PSL multi-intervalado
podem ser idénticos, disjuntos ou sobrepostos e para ¢ > 1 os intervalos J; e Jy sao

disjuntos.
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Vamos estudar agora os operadores diferenciais que surgem do PSL em dois
intervalos para a parte radial do campo, ¥,,4. Seja M; a expressao do seguinte operador

diferencial em J; com funcao peso w; = p_
1
Mitpmg(p-) = —(p-tpng(p-)) + m2?¢mq(p—), (3.37)
analogamente definimos o operador M, com funcao peso w = py/c

Mathug(p+) = =(ZEg (02)) + g (). (3.38)
P+

Para caracterizarmos as solugoes auto-adjuntas desse PSL é necessaria a classi-
ficacdo dos pontos de bordo do problema, observe que em um problema com dois intervalos
existem quatro pontos de bordo, para o caso de interesse sao: a; = 0,by = Ry,a9 = cR; e

by = cRy cuja distribugao no espago tempo é representada na figura (9).

Desse modo podemos classificar os pontos do PSL radial, note que a; =0 ¢é LP

pois a fun¢do de Neumann, Y;,(gp_) diverge em p_ = 0 e os trés outros pontos de bordo
sao R.
p_=0 p- =Ry
i chky
pr = cRy “”“-11;-:0

Figura 9 — A figura ilustra a distribuicao do pontos de bordo para o PSL radial estudado,
note que apesar de p_ = Ry e p, = cR; identificarem o mesmo ponto no espaco
fisico, sdo pontos de intervalos distintos para o PSL.

Desse modo podemos classificar os pontos do PSL radial, note que a; =0 é LP
pois a funcao de Neumann, Y,,(gp_) diverge em p_ = 0 e os trés outros pontos de bordo
sao R. Além disso, apesar de espacialmente os pontos p_ = Ry e p, = cR; indicarem a
mesma posicao espacial, a superficie de juncao Sy, estes s@o pontos de bordo de intervalos

distintos e disjuntos.

p+ =cRy p+ =cRo

Portando, sejam A = (a;;), B = (b;;) e C = (¢;;) as matrizes 3 x 2 que definem
as condigoes de contorno auto-adjuntas, como no formalismo estudado nas se¢oes anteriores.

Desse modo, essas matrizes satisfazem a condi¢ao do posto
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posto(A|B|C) = 3, (3.39)
e a condicao auto-adjunta
(aj1are — ajobp1) — (bjll_)k2 — jQBkl) + (cjir2 — CjoCr1) =0,  j,k=1,2,3. (3.40)

onde a;j, b;; e ¢;; € C. E logo, a condigao de contorno sobre a parte radial do campo escalar

¢ descrita explicitamente pela seguinte equacao:

AY (p- = R)) + BY (p- =cRy) + CY(py = cRy) =0, (3.41)
_ Ymg(p) . , R _
onde Y (p) = ; , aqui foi usada a seguinte notacao py = p,/cep_ =p_.
Pil/)mq(f’)

Sabemos que a condicao de contorno aplicada na casca esférica Sy, py = cRo, é

a condicao de contorno de Dirichlet, portanto a forma matricial de C' é determinada como

C:

= O O
o O O

enquanto A e B possuem a ultima linha zerada

ail aig b1 bio
A= [ay ay e B= by byl (3-42)
0 0 0 0

De fato, com esta definicio das matrizes A,B e C a terceira equagao de (3.41) é escrita

como
Umq(ps = cRz) =0.

Logo, a condigdo auto-adjunta (3.40) toma a seguinte foma:

(ajar2 — ajolp) — (bj16k2 — jQBk'l) =0, J,k=123. (3.43)

A condicao de contorno na superficie de juncao do espaco-tempo é entao escrita
como

AY (p_ = Ry) + BY (py = cR;) = 0, (3.44)

onde aqui A e B representam as matrizes 2 x 2 formadas pelas primeiras linhas das matrizes

Ae B (3.42),
~ a1 a - by; b
Ao (@ @2} s (O b2}
ag1 A22 ba1 Do
e os seus coeficientes satisfazem
110y — 1291 = bi1byy — biobyy

a1y — G12G1; = bi1biy — biabyy (3.45)

A21G22 — Q22021 = ba1bag — baoboy
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E notavel que as duas ultimas condigoes acima sao satisfeitas quando as matrizes A e B

sao reais, e a primeira condigao diz que det(A) = det(B). Além disso, o caso especial com

det(A) = 0 = det(B) contém o caso de condigoes de contorno separadas
a11Ymg(p— = R1) + alzRﬂﬂ;nq(P— =R) =0, (3.46)
lewmq<p+ = CRl) + b22R1¢;n€1<p+ = CRl) = 0 (347)

As condigoes estudadas aqui sao equivalentes as condigoes de contorno separadas
em dois pontos de bordo, p_ =0 e p; = cRy e uma condicao de contorno acoplada nos
pontos de bordo p_ = Ry e py = cRy que possui a seguinte representagao canoénica (pag
269 Zettl (2005)):

Y(p- = R) ="K Y(py = cRy) (3.48)

com —m <7y <me K € SLy(R) tal que det(K) = 1.

3.3 Analise das Condicoes de Contorno Auto-Adjuntas

Em resumo, as extensoes auto-adjuntas de 7T,,,;, sao caracterizadas pela matriz

K e o argumento v da condigdo de contorno® (3.48), onde

ko k
K = ( " 12) ki eR (3.49)

ko1 koo
com a exigéncia kiikos — kiokoy = 1.

Portanto, o caso mais geral de condi¢ao de contorno consiste de um sistema de

trés equagoes dadas pelas expressoes a seguir

Umg(p— = Ry) = € (k11¥mg(p+ = cRy) + ko Ryt (p+ = cRy)),
Ryt (p— = Ry) = €7 (korthmg(py = cRy) + koo Rutfy, (p4 = cRy)), (3.50)
wmq(p+ = CRZ) =0,

note que nao estamos interessados em solugoes desse sistema com parte imaginaria, uma

vez que o campo escalar WU é real, portanto fazemos v — 0 e o sistema resultante se torna

Umg(p— = 1) = ki1thmg(p+ = cB1) + ke Bathy, (o4 = cRy),
le;nq(p— = R1) = ka1¥mq(py = cRy) + /€2231¢;nq(p+ = cRy), (3.51)
Vmg(py = cRa) =0,

esse sistema possui 3 graus de liberdade, ki1, k12 € koo. Pois det(K) = 1.

Recorde que queremos encontrar as extensoes auto-adjuntas de T;,;, para obter uma dindmica adequada
para o campo V¥, onde podemos definir um funcional de energia que se conserva no tempo.
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Além disso, se ki1 = 0 ou ko = 0, entdo —kioko; = 1 pela condicao do
determinante det(K) = 1. E se K for simétrica teremos de antemao que kjy, koy # 0 ja

que k12 € R e podemos escrever sem perdas que

kiop = , (3.52)

e portanto a condi¢ao de contorno (3.48) possuird apenas 2 parametros independentes, kiq
e k1o para um K simétrico mas 3 parametros ki, k12 € koo para uma matriz K geral. Por

enquanto nos atentamos ao caso com K simétrico por simplicidade.

Neste caso, a parte radial ¢,,,(p+) do campo U satisfaz o sistema condigoes de

contorno auto-adjunta que pode ser escrito explicitamente como:
Umg(p— = B1) = k11tmg(p+ = cl) + kiaBathy,q (o4 = cl), (3.53)
R, (p— = Ri) = k1o¥mg(py = cR1) + koo Rat,, (04 = cRy). (3.54)

Por meio da decomposicao de Iwasawa, Ahlén (2016), podemos escrever a
matriz K como K = Ry - Ag - N, onde

Ry — (003(0) —sen(@)) A, = (ﬁ 0 ) e N — (1 6) (3.55)
sen(0)  cos(0) 0 1/p 0 1

e cada uma dessas matrizes possuem um unico grau de liberdade. Porém apenas a matriz

Ap é diagonal e resulta numa andlise mais simples das condicoes de contorno.

Falta apenas inserir as solugoes de 1,,,(p+) nas equagoes (3.53) e (3.54) para
determinar os coeficientes ¢; e ¢y e assim obter a decomposicao em modos do campo
0. Todavia, quando o campo escalar U foi resolvido em modos, na equacao (3.2), foi
considerado ¢* > 0 o auto-valor do problema de Sturm-Liouville radial, (3.3). Porém isso
leva a apenas uma parcela das solucoes da equacao de KG, na realidade o autovalor A do
problema de Sturm-Liouville radial necessita apenas de ser um nimero real (positivo, nulo
ou negativo), uma vez que temos o operador diferencial como um operador auto-adjunto

no dominio determinado pelas condi¢oes de contorno, entao

A= —¢* 0ou ¢’

3.3.1 Estados ligados

Este trabalho tratou apenas das solugoes dadas por autovalores positivos,
pois nao pertence ao seu escopo lidar com modos de estados ligados (ocasionalmente
chamearemos estes de modos ligados). Para um aprofundamento a relagao dos auto-valores

negativos com estados ligados vide a Zimmermann (1958).

Considere por um momento que A = 0, entao o PSL radial toma a seguinte

forma:
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! 1
— (P-Whg(p-)) +m>—thmglp-) = 0,
. : 5; (3.56)
(B0 + 12 nglp4) = O,
¢ P+
cuja solucao é dada por
Vmg(p-) = arp” +azp”",
(3.57)
Umg(p+) = apl®+cop™,

se m > 0 entao pela condicao de regularidade temos que as — 0 e a; é absorvida na
constante de normalizacao Ny,,, todavia, se m < 0 entao a; — 0 e ag é absorvida na

constante de normalizagao, portanto

Vmg(p-) = P‘lnl-
Considere agora que A = —¢?, entdo o PSL radial toma a seguinte forma:
/ ! Zi _ 2
~(ptlng(p-)) + 0 tg(p-) =~ -t (p-).
T 539
- (w;nq(p'i‘)) +m 7¢mq(p+> = —q 7¢mq<p—)7
c Py c
cuja solucao ¢ dada por
Umg(p-) = arJm(—igqp-) + a2V (—igp-), (3.59)
Vmg(pr) = bidem(—igps) + b2Yerm(—igpy),
ou, usando as relagoes [, (z) = i~ “J,(iz) e Ky (z) = Zsm;T@rc)g)(]_a_Ia) podemos expressar

essas solugoes em termos das fungoes de Bessel modificadas

{wmq(p-) = diln(ap-) +daKon(ap-), (3.60)

Umg(py) = cilem(qpy) + calem(aps),

e pela condicao de regularidade temos d, — 0 e a constante d; é absorvida na constante

de normalizagdo Njn,, pois K,(z) diverge para x — 0.

A fim de eliminar solugdes com autovalores A nao positivo da analise é necessario
escolher condig¢oes de contorno auto-adjuntas que nao possuam modos associados a estes
auto-valores como solugoes da equacao de KG. Isso é feito ajustando os pardmetros do
campo e graus de liberdade da condicao de contorno auto-adjunta de maneira que nao

exista A negativo ou nulo no espectro do PSL.

3.3.2 Condicao de suavidade

A primeira condicao de contorno analisada tem o significado fisico mais intuitivo,

a suavidade de 1,4 e da derivada radial w;nq na casca cilindrica S;. O estudo da funcao
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resposta com esta condigao de contorno ja foi realizado por Cong (2021). A condicao de

suavidade é construida para a seguinte escolha de parametros
¥=0,kn=1 e ko =k =0, (3.61)
esta condi¢ao de contorno toma a seguinte forma:
Umg(p— = R1) = Yimg(ps = cRa), (3.62)
Urg(p— = R1) = Y, (04 = cRy). (3.63)

Perceba que desta condigao obtemos o sistema de 3 equagoes que explicita

totalmente a condicao de contorno de suavidade para o campo escalar

Vmg(p— = R1) = Ymg(py = cRa),
winq(p— = Rl) = ¢7/ﬂq(p+ = CRl)? (364)
Ymq(p+ = cRy) = 0. (Condicao de Dirichlet)

Contudo, para A = 0 esse sistema equivale a

(R1)I™ = ¢1(cR1)™ + ca(cRy) ™™,
Im|(Ry)™ = = em c1(cRy)™ ™ — em ¢y(cRy) ™™, (3.65)
c1(cRy)™ + co(cRy) ™™ = 0.

que nao possui solugdo para nenhum par de ¢; e cs.

De modo andlogo, para A = —¢* o sistema de equacbes das condicoes de

contorno se torna

Iom(qRy) = c1lem(qeRy) + co Ko (qeRy),

L1 (qR) + Lo (gRy) =

c1(Lemy1(qeRa) + Iem—1(qeRy)) + co(Kemt1(geR) + Kem—1(qcRy)),
c1lom(qcRy) + coK e (qcRs2) = 0.

(3.66)

Este sistema possui solugao para c¢;(m, q,c, Ry), ca(m, q, ¢, Ry) dada pelas primeiras duas
equagoes, a terceira equacao determina o espectro ¢ do PSL. Para evitarmos os modos
ligados é necessario escolher os parametros m, q,c, Ry e Ry de modo ao espectro do PSL

radial nao possuir autovalores negativos, e isso é testavel computacionalmente.

Uma discussao mais profunda sobre a existéncia de estados ligados com autova-
lores negativos sera deixada para proxima subsecao que abordara uma classe de condicao

de contorno que possui como caso especial a condi¢ao de suavidade.
Finalmente podemos resolver o sistema para A\ = +¢2,

Jem(qR1) = c1Jem(qeRy) + c2Yem(qeRy),

Imt1(qRr) + Jn-1(qRn) =

c1(Jem+1(qeRa) + Jem—1(qeRn)) + c2(Yoms1(geRn) + Yem—1(qcRy)),
c1Jem(qcRy) + coYem(qeRy) = 0.

(3.67)
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este sistema resulta em

1
01<C,m, q, Rl) = 7C7qu1<Jm(qu)Ych—1(Cqu) - Jm—l(qu)chm(Cqu))a
CQ<C>m7 q, Rl) = ECT‘-qu(Jmfl(qR1>=]cm(chl) - Jm(qR1>Jcmfl(0qu))'

(3.68)

Perceba que os coeficientes encontrados acima satisfazem que ¢; - 1 e ¢y — 0
para ¢ — 1, portanto, na auséncia de deficit angular na regido V' obtemos como solucio

da parte radial do campo escalar

Vmg(p) = Jm(ap),

e esta solucdo ¢ valida para M = YV~ U VT, Isso estd ligado ao fato de que para ¢ = 1
nao existe descontinuidade da métrica em .S; e ndo é necessario o formalismo do PSL em
dois intervalos, uma vez que o campo pode ser resolvido como um PSL usual no intervalo
J = (0, Ry).

3.3.3 Condicao diagonal

Considere agora um caso um pouco mais geral de condigdo de contorno auto-
adjunta
¥=0 e ko =kn =0, (3.69)

1

k= —.
11 k’gz

(3.70)

Com esta definicao de parametros a matriz K toma uma forma diagonal
0
K = B , (3.71)
0 1/p

Portanto o sistema de equagdes que explicita as condi¢oes de contorno para a

onde 6 = k?u € R.

parte radial do campo escalar é

wmq(p— = Rl) = meq(pﬂ- = CR1)>

Vgl = Fa) = Guig(ps = cR), (3.72)

Ymq(p+ = cRy) = 0. (Condigao de Dirichlet)

Note que a condi¢ao de contorno de suavidade é um caso particular da condi¢ao
com K diagonal para § = 1, contudo, para 8 # 1 o campo e sua derivada serdao descontinuos.
Apesar de fisicamente intuirmos a continuidade do campo, esse critério nao é necessario
para definir uma dindmica adequada, como a proposta em Ishibashi and Wald (2003), esta

é a principal contribui¢do deste trabalho em relagdo a anélise iniciada em Cong (2021).
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Além disso, perceba que se multiplicarmos lado-a-lado as duas primeiras linhas

da equacao (3.72) obteremos uma relagdo de conservagdo em S da funcdo F,(ps) =

VP20 (02) = 300 (ma(p2)?), de fato

wmq(p*ﬁp?/nq(p*) |P7=R1 = wmq(p+)¢;nq(p+) |P+:CR17 (373)

entao, modo-a-modo o fluxo radial do campo \ii, definido pela funcao F},, se preserva
quando atravessa a hipersuperficie S; de juncao das regides V~ e V' do espaco-tempo

estudado para uma condi¢do de contorno na forma diagonal.

Para A = 0 o sistema de equagoes (3.72) se torna

RI™ = B(c1(cR1)™ + ¢a(cRy)™™),

_ 1
|m|R|1m‘ - Bmc(cl(ch)mc_l — CQ(CRl)_mC_l), (3.74)
c1(cR)™ 4 co(cRy) ™™ = 0.

e nao possui solucao para c; e ¢y, logo nao existe modo associado com A = 0 para a

condicao de contorno diagonal.

Para A = —¢? obtemos um sistema mais complicado, porém, para m = 0 o
sistema nao possui solucdo com A\ = —g¢® < 0. Para o caso com A = +¢°, o sistema de

equagoes para ¢; e ¢z (3.72) possui o seguinte par solugao:

a = %CW[(qujm—l(qu)+(—1+52)me(ma qR1))Yem(cqR)

—52(131 m(qR1)Y o 1(ch1)] (3.75)
Co = %CW[( qR1Jm-1(qR1) — (=14 B> )mJpn(m, qR1)) Jem(cqR1)

—5 qR1J, (qu)Jcm 1(CC]R1)]

onde ¢ deve ser tal que o campo satisfaz a condigao de Dirichlet 1,,,,(gcR2) = 0. Portanto o
espectro do PSL radial é dado como as solugoes da terceira equagao de (3.72). Observe que
¢; — —¢; quando [ — —f para ¢ = 1, 2, essa propriedade sera importante para investigar

a dependéncia da funcgao resposta do detector por S.

3.3.4 Energia conservada

Neste ponto, iremos verificar se as condigoes de contorno analisadas descrevem
uma dindmica adequada como a proposta por Ishibashi and Wald (2003), para isto, vamos
verificar a suposicao 3.i que diz respeito a definicdo de um funcional de energia que

independe do tempo, — F = (0. Considere novamente a decomposicao em modos do campo

dt
U apresentada na equagao (3.10)

= Z /_ dk(akmq\pl@mQ(w) + alJrcmq\Ijqu< ))
mq oo
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note que podemos escrever o campo acima como

Z¢mq fmq Z ¢> )

onde frq(z,0,t) = /dekmq{akmqei(k”m‘b’“t) + akmqefi(k”md)’”t)}. Portanto, podemos
escrever o sistema de equagoes de contorno (3.51) com ¥ e ¥ no lugar de Yimg-

Da equagao de Klein-Gordon, .U = 0 obtemos que 83\11 = ﬁi@, portanto,
definimos A4 = —ﬁi e o funcional de energia do campo escalar é dado por (aqui nao foi

colocado o fator 2 usado anteriormente)

1 A A oo A

E, = 5/ (B2 — V2 4)ds (3.76)
p
e no espago-tempo estudado pode ser calculado como
o 2 52 f2 py 2
E—- /dz/ dgb/pdp\ll Ve / dp+\11 L V)

(3.77)

Aqui o Laplaciano ﬁi definido em V* pode ser calculado nas duas regives do
espago-tempo,

=2 1 1 2 2
V() = p*@pf(p—apf(-)) + E%(-) +0;(),

- 1 c?
Vi) = =0, (p+0,. () + —05(-) + (),
P+ P+
e nas duas regioes podemos usar a propriedade do Laplaciano

Vi Vi(f?) = VA(fY) = 2(fVAf + (VL)) (3.78)

com essa propriedade e aplicando o teorema do divergente obtemos que
1 e T
E=E.—- / Ry(U_VI_ e, |, g — 0V, 6, |y —er)dédz  (3.79)

1 X _, A ~
onde E, = 5 /(\112_ + ( 2 / \112 \If )?). Portanto, perceba que
t

R . .
E=E, - 21 / (B0, |, g, — B0, U], —or,)dodz (3.80)

A — A A

de modo s.imples ppdemos calcular Ec e usar a relagao ﬁi (PLViUy) = \Ilint\IJi +

1
>

ﬁi@iﬁi@i com \ili = ﬁi@i para determinar que

E /Rl \Il aﬂf\I] |p =Ry — \I/+ \IJ+|P+ CR1)d¢dZ

R

. Ry A A o A A - o &
E= > d¢dz ({\I/—apf\l/—‘p,=R1 - \P—aﬂf\ll—‘p7=R1:| - [‘lj+8p+‘1’+|p+=cR1 - \Ij+ap+‘lj+‘P+=CR1]>

e isto resulta, apds aplicar as condi¢oes de contorno, que
. R ~ A A X
B = [ dodz(1 4 kigkoy — Ktkn) (910,00 = (0, 9.0 ) humen,  (381)

e esta equagao implica que E =0 se det(K) =1, que é nosso critério para uma condigao

auto-adjunta.
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4 Analise da sensibilidade do detector

Na primeira secao deste capitulo iremos derivar a expressao da funcao resposta
para o campo escalar estudado, e nas se¢oes seguintes serd estudada a sensibilidade do
detector de UDW posicionado na regiao V. Diferentes casos e desdobramentos serao
devidamente apresentados e estudados. A finalidade aqui é apresentar os resultados

numeéricos que colaboram para a analise proposta.

4.1 A funcao resposta

Em geral, o detector pode descrever qualquer trajetéria z(7) no espago-tempo.
Iremos considerar que as trajetorias em que detector se mantém dentro da regiao V™
Com o proposito de medir a sensibilidade do detector de UDW a conicidade da regiao
cilindrica externa sera suficiente limitar-nos a trajetérias estacionarias do detector onde o

detector permanece em repouso com coordenadas espaciais fixadas,

fL’(T) = (Ta Pd, ¢d7 Zd)>

onde 7 é o tempo préoprio do detector, 0 < pg < R; e, devido a simetria axial do espago
de interesse, podemos fixar sem perdas ¢4 = z4 = 0. De fato, nao é esperado que ocorra
qualquer mudanca nas taxas de excitacdo ou dexcitagdo do detector apds uma translacao
em zy — zq + dz ou rotacao ao redor do eixo de simetria ¢g4 — ¢gq + d¢, isto fica explicito

pela forma da funcao de dois pontos:

162—|—q2 AT—kAz)

zmA(b
Gla(r),a()) = 3 o malPa)Ving /dk

ma 872 |thmg |2 VEZ+ ¢

A expressao acima foi obtida a partir da expressao da soma de modos para
calcular G(z(7), z(7")):

Galr), o) = X [ AWy (o(7)) ¥y (a(7). @)

Considere agora que o campo e o detector interagem mutuamente durante
um intervalo de tempo finito A7. A funcao switching é responsavel por ligar e desligar
a interagao e neste trabalho a funcao foi escolhida assim como na referéncia Cong et al.
(2021), para que os resultados colhidos possam ser comparados com os da referéncia

—T ™

cos'(nT), == <7<
x(1) = 21 2n (4.2)

0, cc.



Capitulo 4. Andlise da sensibilidade do detector 57

onde n = 7/Ar.

Substituindo a expressao dos modos Wy,,, na identidade acima obtemos uma

forma final para a funcao de dois pontos que depende apenas de quantidades conhecidas

|Jjmi(gpa) —iw(r="")
Glotr) o) = s SR [ s 43

mq

Ao inserir esta expressdo em (1.36) obtemos a forma para a fungdo resposta do espago

estudado
1 o) 00 3 ‘Jlml qu 7zw T’)
Z(Q) = —/ dT/ dr'x(T)x(7")e ™ . (4.4)
L) 3 [ s
seja X(y) a transformada de Fourier de x(7), portanto X(y) / e (T)dr e
\/27‘(‘
portanto
T ( X(Q+ VK2 2
47T mq meqH k + q

com w? = k? + ¢*. A principio o detector é mantido no centro da regido cilindrica interna
V™, com pg = 0 e portanto Jj,|(0) = do,,. E portanto a funcao resposta do detector

centrado é simplificada

e Q+\/k:2+q)|
20 - L

(4.6)

Agora que conhecemos a funcao resposta do detector de UDW no espago tempo
de interesse poderemos analisar a sensibilidade do detector a conicidade e as condigoes de

contorno.

Perceba que na expressao acima para a func¢do resposta, a ocorréncia do
pardametro da conicidade se d& apenas em ||1),,4||. Este termo depende da conicidade pois
o campo ¢ normalizado em todo o espago e a dependéncia da norma de ,,, por ¢ ocorre

através dos coeficientes ¢; e ¢s.

Portanto, estudar a sensibilidade do detector a conicidade da regidao V' é o
mesmo que estudar o comportamento de ¢; e ¢o quando a conicidade ¢ varia. Quando
aplicamos diferentes condigdes de contorno auto-adjuntas na hipersuperficie Sy, estamos
mudando a expressao de ¢; e ¢y e consequentemente o valor da fungao resposta e sua

sensibilidade a diferentes conicidades em V7.

4.2  Aspectos Numéricos da analise da funcido resposta

Partindo de uma andlise do comportamento esperado da fungao resposta %, é

importante observar que o detector esta posicionado em V™. Portanto, os modos do campo
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escalar quando analisados na trajetéria do detector em repouso, x(7) = (7, pa, Pd, 24) SAO

aqueles associados a regiao interna ¥V~ do espago-tempo, isto é:
Wiomq(2(7)) = Nimge ™7 *4e™ 0 ], (qpa).

e quando, por argumentos de simetria, fixamos as coordenadas z4 = ¢4 = 0, 0os modos do

campo tomam a seguinte forma

Whmg(2(7)) = Nkmqe_iWT‘]m(qu>~ (4.7)

A simplificacao dos modos é ainda maior quando detector é mantido em repouso em pg; = 0,

pois dessa forma J,,(gpa = 0) = 0.

e "™ sem =0

1
qjkmq = 27 V 2 \% k2 + quwqu (48)

0, sem # 0.

Ao conhecer a fungao resposta do detector, podemos analisar sua sensibilidade
para cada parametro da funcao resposta: Ry, Ra, pg, ¢, €2, A7. Como mantemos o detector

no centro da regiao interna ¥V, analisaremos a forma da funcao resposta simplificada

1 / d|XQ+\/k2+Q)|
I\wo ql? VE?+ ¢ '

Perceba que apds aplicar a condicao de contorno em S; e determinar os coeficientes ¢; e

(Rl, Rg, Pd, C, Q AT) (49)

co, a funcao resposta é determinada por uma soma dos seguintes termos

Z, = / g X2 F VR F ) (4.10)
“ 47T||¢0q|! VE + ¢

Onde, usando a forma da funcdo x(7) apresentada em (4.2), podemos calcular

a sua transformada de Fourier {(y)

2,4 Ty
24\[’” sen(s,) sen >0 (4.11)
Y5 — 20302 + 64ynt’ ’

contudo, durante a investigagao realizada neste trabalho o tempo de interacao entre o

X(y) =

detector e o campo escalar foi mantido como A7 = 1. Portanto, na expressao de Y podemos

substituir n = 7 /A7 = 7 e obtemos uma fun¢ao que depende apenas da variavel y

24\/§7r7/2sen(%)

. 4.12
y® — 20y37m2 + 64yt (4.12)

X(y) =

A primeira vista, podemos pensar que X(y) possui pontos singulares nas raizes

de y® —20y37% +64yn* = 0, que sio estas {11 =0,yp = +4m,ys = —4m,ys = —2m,y5 = 27},
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0.1

. ! . .
40 -20 20 40

Figura 10 — A figura apresenta a forma da fungio Y(y) em funcao de y.

Mas todas estas sdo também raizes de sen(y/2) de maneira que X(y) ndo possui pontos

singulares.

Agora podemos nos atentar a parte integral de .7,

no=[" dk:bz(QJ )l

onde w = y/k% + ¢ para w > 0. Esta é uma integral par em relacdo a k, e portanto

podemos escrever sem perdas que

11527 7sen? (4 (w + Q)
((w +Q)° — 2072 (w4 Q) + 647 (w + Q))2

L,(Q) =2 / "k (4.13)
0 w

Apesar de complicada, essa integral pode ser calculada a partir de métodos numéricos

e isso é feito com facilidade através do software Mathematica. Podemos entender o

comportamento de .#, através da figura (11). Perceba que .#, tende a 0 rapidamente

para q¢ >> 1. Apesar de que para diferentes condi¢oes de contorno a escala dos graficos

apresentados em (11) possa mudar, o comportamento descrito se mantém.

F(E) Gmaz
0.0014343 1
0.00923942 5
0.00106168 | 10

0.000593584 | 15
0.00003203 | 18
1.26509 «107¢ | 19
1.59392 %1077 | 20

(4.14)

Aliado aos graficos da figura (11), na tabela (4.14) foi considerada uma escolha

arbitraria dos pardmetros da funcgao resposta, ¢ = 2, p; =0, Ry =1, Ry = 5e ) =
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—2. Percebemos através disso que a funcao resposta .# decai rapidamente para ¢’s
suficientemente grandes. Logo, podemos truncar a soma de autovalores que define .# em
um determinado ¢,,., onde o erro passa a ser menor que a precisao escolhida. Por exemplo,
se estabelecermos que o erro em cada ponto calculado no gréafico da fungao resposta seja
menor que duas casas decimais da ordem de grandeza da propria funcao, erro < 1077,

entdo podemos escolher um ¢,,,, tal que a contribuicdo a partir deste termo para .# seja

da ordem de 1077 e a soma, Z, é truncada em @ ay.
q

Fq
0020}
0.01 5 — 0=-20
Q=-10
0.010 C Q=0
: — Q=10
0005}
20 50 80 °

F-

Figura 11 — A figura apresenta a dependéncia em ¢ do funcional .%,, aqui foram feitos

quatro curvas de .%#, em fungao de ¢ para 2 = —10,0, 10,20 com a seguinte
escolha de parametros: Ry = 1, Ry = 5, ¢ = 2 e condicao de contorno de
suavidade.

Uma vez que o objetivo é investigar como a fungao resposta se relaciona com
cada parametro Ry, R, pg,c,$2, AT, o estudo envolveu a elaboracao de varios gréficos,

seguindo um conjunto especifico de passos.

Inicialmente, foram selecionados os coeficientes k;; da matriz K que determina
a condicao de contorno em Si, aqui ja assumimos v = 0, para encontrar as constantes
c1(m,q,c,Ry) e ca(m,q,c, Ry) que determinam unicamente os modos do campo, Wy,,,.
Em seguida, procedeu-se ao calculo do espectro do problema de Sturm-Lioville radial,
representado pela equagdo ¥,(p+ = cR2) = 0. Este calculo envolveu uma aproximagao

numeérica para a determinacgao da raizes da equacao

(&1 (m7 q,C, Rl)Jcm(chZ) + CQ(ma q, ¢, Rl)}/::m(chZ) = 0.

Por fim, a fun¢ao resposta foi calculada para diferentes escolhas dos parametros
R1, Ra, pa, ¢, 2 e AT. Isto resultou em distribuigoes discretas dos valores de .# e o grafico
final é o resultado da funcao de interpolacao de .%#, onde a distancia dos pontos é muito

pequena quando comparada a escala de .7 . Este cdlculo permitiu a andlise da variacao da
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Figura 12 — Grafico de ¢gq(p+ = cR2) = ¢1(0, ¢, ¢, R1)Jeo(qcR2) + ¢2(0,q, ¢, R1)Yeo(qcR2)
em funcao de ¢q. Foiusadoc=2, Ry =1, Ry =5e pg = 0.

fungao resposta conforme cada pardmetro é modificado, fornecendo insights valiosos sobre

o comportamento do sistema em estudo.

E importante notar que escolher os coeficientes k;; de forma a satisfazer as
relacoes das condigoes de contorno auto-adjuntas e nao admitir solugoes com estados
ligados nao é um processo numericamente dificil. O uso do software Mathematica pode
auxiliar na algebra operacional necessaria. Porém, o calculo do espectro de autovalores
do problema de Sturm-Liouville é uma tarefa complexa dada a enorme quantidade de

autovalores que precisam ser calculados com precisao adequada.

No gréfico (12) foi utilizado k12 = ko = 0, ki1 = 1/kos € kog = —2 para
expressar a quantidade raizes da equagao ,,(p+ = cRy) = 0 para uma escolha arbitraria
de parametros. Os pontos em vermelho em (12) sdo as raizes, ou autovalores ¢. Perceba
que ¢ devido a oscilacao de ¥n,(p+ = cR2) em funcao de ¢, que encontrar as raizes
é demorado e que podem haver ‘saltos’ na contagem de raizes se usarmos os métodos

numéricos levianamente.

4.3 Graficos da funcao resposta

A funcao resposta do detector, quando a conicidade da regido externa V' é
¢ = 1, serd representada como .%._; enquanto a funcao resposta para um c¢ qualquer
seré representada por .%.. Notavelmente, no cendrio com ¢ = 1, ndo ha presenca de
descontinuidade na superficie de jungao S; e portanto nao é necessario impor condicoes de

contorno em Sj.

A Figura (13) apresenta o formato e a dependéncia da funcao resposta do
detector em relacao a €2, com a escolha especifica de ¢ = 1. No entanto, a curva de
Z. para outras conicidades seria sobreposta a figura devido a escala do gréafico. Para
melhor observar as variagoes na fungao resposta quando os parametros sao modificados, é
necessario plotar o grafico da diferenca ., — .%._;. E importante destacar que, para as
analises a seguir, o intervalo de tempo A7 durante o qual a interacdo entre Detector-Campo

ocorre é insuficiente para que a luz percorra a distancia do detector até a regiao com
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Figura 13 — A figura mostra o formato geral de .%. em funcao de €2, note que este é o
formato geral pois a variagdo no valor da funcao resposta devido a diferentes
conicidades possui uma ordem de grandeza muito menor que a escala do
grafico.

conicidade ¢ # 1 e retorne. Assim, de uma perspectiva classica, o detector nao tem acesso
a presenca da conicidade em V. No entanto, verificaremos que, apesar dessa limitacdo, o

detector ainda demonstra sensibilidade a conicidade e as condi¢oes de contorno.

4.3.1 Deteccao da conicidade com a condicao de suavidade

4.3.1.1 Dependénciaem Q2 e c

Fe=Fg1

— ¢=2 — ¢=3 c=4

Figura 14 — O gréafico acima plota a diferenca entre a funcao resposta do detector com
c = 2,3 e 4, respectivamente em ordem crescente na figura, e a funcao resposta
com ¢ = 1 em func¢ao de €. Aqui foi considerado Ry =1, Ry =5, pg=0e
A7 = 1. Perceba que a magnitude da diferenca das funcoes respostas cresce
com a conicidade.

O caso com condi¢ao de contorno de suavidade foi estudado em Cong et al.
(2021), nesta segao iremos apresentar alguns dos resultados que ja haviam sido obtidos na
referéncia citada para em seguida comparar com o caso de condicao de contorno diagonal.
Os graficos da figura (14) mostram as curvas %, — Z.—; em funcao de Q para ¢ = {2,3,4}.

A partir deles podemos notar que a diferenca entre as fungoes reposta do detector é



Capitulo 4. Andlise da sensibilidade do detector 63

Fe
0.0844

0.0842
0.0840
0.0838
0.0836
0.0834

0.0832

C

5 10 15 20

Figura 15 — A figura apresenta o grafico da fungao resposta F. em funcao da conicidade
c. Aqui foi considerado Ry =1, Ry, =5, pg =0, Q = 0 e A7 = 1. Notamos
novamente que o valor numérico da fungdo resposta cresce com a conicidade.

nao nula para diferentes conicidades. Portanto o detector de UDW é de fato sensivel a

conicidade do espago, mesmo quando seu efeito local é ausente.

O grafico citado também mostra que a diferenca .%. —.%._; é maior ao redor de
2 = 0 e tende a zero para [(2| >> 1. Portanto o detector perde a sensibilidade a conicidade

na regiao externa para saltos de energia, de excitacao ou desexcitacao, muito grandes.

A dependéncia da func¢ao resposta em ¢ pode ser vista mais claramente na

figura (15), que revela o comportamento da dependéncia de .%, por c.

4.3.1.2 Dependéncia em Ry e R,

Fe=1

0.0465 -

0.0460 -

0.0455

0.0450 -

T

Figura 16 — O grafico mostra a curva %._; em funcao de Ry para 2 = 2, pg = 0 e
AT = Rl =1.

O espaco-tempo estudado foi truncado em p; = cRs ao impor a condicao de
Dirichlet. Isso torna o espectro do PSL em um conjunto discreto {¢;}i=12,.. O comporta-
mento da func¢ao resposta do detector para diferentes valores de Ry pode ser analisado

na figura (16). Perceba que a forma da curva desenhada por .#.-; em fungdo de R, é



Capitulo 4. Andlise da sensibilidade do detector 64

Fe=Fe=1

0.0008
0.0006 - L

0.0004 -

0.0002 -

I I I . LRy
10 20 30 40 50

— =2 — c=3 c=4

Figura 17 — A figura apresenta o grafico de %, — %, parac=2,3,4e Q=2,p5=0¢e
AT = R1 =1.
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Figura 18 — O grafico mostra a dependéncia da fungao resposta pelo raio R, para os valores
de conicidade ¢ = 1,2,3 e 4, onde a funcao resposta com conicidade ¢ é a
curva tracejada. Aqui foi usado pg =0, Ro =5, 2 =2e AT =1.

assintoticamente constante para Ry >> 1. Isso ajuda a entender como a fungao resposta

do detector se comporta no limite Ry — oo.

Podemos também investigar a sensibilidade do detector a conicidade do espago-
tempo a partir da figura (17), nele vemos a diferenca entre as fungoes resposta do detector
para diferentes conicidades, .%. — %.—;. O gréfico revela a existéncia do limite finito para
diferenca entre as fungoes resposta e a sensibilidade do detector para o espaco nao truncado.
Além disso, percebamos que mesmo para Ry — oo o valor da funcao resposta cresce com

a conicidade.

Os coeficientes c¢; e ¢y calculados para a condicao de contorno de suavidade

dependem dos seguintes parametros:

¢,m,dq, Rl-
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note que limg, oc1(c,m =0,q,R1) =1 e limp, 0c2(c,m =0, q, Ry) = 0. Isto equivale a
solugdo da parte radial do campo na forma v,,,,(p+) = Jne(gp+), 0 que se assemelha a
solugdo para o espago ao redor de uma corda cosmica. Aqui vamos tratar o limite Ry — 0,

que nao havia sido estudado na referéncia de Cong et al. (2021).

Na andlise descrita pelo grafico (18) o detector passa a interagir classicamente
com a regiao com conicidade para 0 < R; < 1/2, entdo podemos entender que o aumento
discrepante da diferenca da funcao resposta com conicidades diferentes é devido ao
surgimento de fendmenos classicos que transmitem a informacao da conicidade na regiao

externa.

4.3.2 Deteccao de diferentes condicdes de contorno

4.3.2.1 Dependénciaem Qe c

Fe=Fe=1

— c=2
— =3
c=4

Figura 19 — O gréafico acima apresenta a sensibilidade da resposta do detector com ¢ = 2,3
e 4 e condi¢ao diagonal com = 1/2. Note que a diferenca .#. — %._; cresce
com a conicidade ¢. Aqui foi considerado Ry =1, Ry =5, ps=0e A7 = 1.

As analises que serao apresentadas aqui sdo resultados novos e focados no
estudo da condigao de contorno auto-adjunta definida pela matriz diagonal K = Ag.
Para = 1/2 podemos realizar as mesmas analises da se¢ao anterior e observamos que a
dependéncia de .%#. novamente serd tal que, a escala da diferenga entre .# — .#._; é muito
menor que a escala de .%._1, portanto para perceber a variacdo da funcgao resposta para
diferentes conicidades é necessario plotar a diferenga entre essas funcoes respostas. Note
que Z.—1 é a fungdo resposta com ¢ = 1 e sem condi¢do de contorno em Sy, o que equivale

a condicao de suavidade e ¢ = 1.

Novamente o detector mostra ser mais sensivel a conicidade do espaco-tempo
para € préximo de 0 e o detector de UDW perde esta sensibilidade para |Q2] >> 1. Porém,

diferente do caso com condicdo de contorno de suavidade, a funcdo resposta .%#. para
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Figura 20 — A figura apresenta o grafico da funcao resposta F. em funcao da conicidade ¢
para a condi¢ao diagonal com 8 = 1/2. Aqui foi considerado Ry = 1, Ry = 5,
pa =0, 2 =0e A7 = 1. Notamos novamente que o valor numérico da fungao
resposta cresce com a conicidade.

Comparacédo da depedéncia em ¢
Fe

0.088|

0.086 -

0.084

0.082)

(o]

— B=2 — B=1 — B=1/2

Figura 21 — A figura apresenta a curva de %, em funcao de ¢ para diferentes valores de (.
Aqui foi considerado Ry = A7 =1, Ry =5, pg=0e Q =0.

diferentes valores de ¢ é numericamente menor que a resposta para ¢ = 1 e sem condic¢ao
de contorno. Apesar dessa diferenga, o comportamento e forma do grafico de .%, em fungao
de ¢ se mantém, como mostrado no grafico (20). Podemos perceber que para outros valores

de [ essa analise se mantém, como é apresentado na figura (21).

4.3.2.2 Dependénciaem Ry e Ry

A representagao grafica (22) ilustra a diferenga entre .Z,. e .#._; para a condigao

de contorno auto-adjunta diagonal com f = 1/2, em relacdo a Rs. Observa-se que o
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Figura 22 — A figura apresenta o grafico de .%, — .%._; para f = 1/2 em fungao de Ry
para R =A7=1,p;,=0e Q=2
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Figura 23 — O gréfico mostra a funcdo resposta em funcao de R; para a condicao de
contorno diagonal com 3 = 1/2 e conicidade ¢ = 1,2,3 e 4. A fungdo resposta

com conicidade ¢ = 1 é representada pela curva tracejada. Aqui foi usado
pa=0 Ry=50=2e A7 =1.

detector de UDW mantém a sensibilidade a conicidade da regido externa V7, especialmente
para valores significativamente altos de R,. Além disso, nota-se que as curvas de %, —
F.—1 convergem assintoticamente para constantes com valores distintos para cada valor
de conicidade ¢, e essas constantes limite aumentam proporcionalmente a conicidade.
Importante ressaltar que esses limites diferem daqueles obtidos no caso com condicao de

contorno de suavidade.



Capitulo 4. Andlise da sensibilidade do detector 68

Além dos parametros mencionados anteriormente para determinar c¢; e ¢
no caso da condicao de suavidade, para a condi¢cao de contorno diagonal estudada, os
coeficientes ¢; e co passam a depender de (. Portanto, a funcao resposta do detector

também ¢é afetada por esse parametro.

Iremos agora analisar alguns limites importantes para c¢; e ¢ do caso diagonal:

o m — 0, neste caso obtemos

c1 = Q;CWQRl(BQﬁ(QRl)YO(QCRQ — JO((]R1)Y1(QCR1)), (4.15)
Co = 21607TQR1(J0(QR1)J1(QCR1) — B2 (qR1)Jo(qcRy)). (4.16)

e Ry — 0 com m = 0, neste caso obtemos

o1 =1/8, (4.17)

¢y =0. (4.18)

1
Portanto, a solu¢ao do campo para R; — 0 é BJmc(qur).

A figura (23) ilustra a funcao resposta do detector acoplado ao campo escalar
com condigao de contorno diagonal. Nela, observa-se o comportamento da funcao resposta
conforme R; — 0. E evidente que o feixe de curvas .Z. se expande ao se aproximar de
R; = 0. Mantendo A7 constante em cada ponto, percebe-se um aumento significativo na
diferenca entre as fungoes resposta para diferentes conicidades, fendmeno atribuido ao

surgimento de fendmenos cléssicos.

4.3.2.3 Dependéncia em 3

Observe que dependéncia da funcao resposta do detector .# pelos coeficientes
¢1 € ¢y ocorre em ||iy,,|| apenas. Como ¢; — —¢; por uma reflexao de § — —f para i = 1,2

entao a funcao resposta é invariante por uma reflexao de f.

De fato,
F(B) =7 (=5),
portanto, para entender o comportando da funcao resposta para diferentes condi¢oes de
contorno auto-adjuntas do tipo diagonal, basta plotar o grafico para [ > 0, de fato, o
grafico (24) mostra que para 0 < 8 < 1 a fungao resposta do detector acoplado com o
campo com condicao de contorno diagonal é menor que a fungao resposta do caso com o
campo com condi¢ao de suavidade, porém isso é invertido para § > 1, onde a resposta

com condicao diagonal é maior do que o caso com condicao de suavidade.

Perceba que mesmo que ¢ = 2 seja fixado no gréfico (24), devido a escala do

grafico a forma de .%, se sobrepdem a curva presente para um ¢ # 1 qualquer.
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Figura 24 — A figura mostra o grafico de .%, em funcao de /3 no intervalo 0 < < 2. Aqui

foi tomado c =2, Ry = A7 =1, Ry =5, pg =0 e 2 = —2. A linha tracejada
representa a .#._, com 3 = 1.

4.3.3 Enxerto angular

Fe-Fe=1

-20 20

— ©=0.1 c=0.2 — ¢=0.5 — ¢c=0.8

Figura 25 — O grafico apresenta as curvas .%. — .%.—1 para ¢ = 0.1,0.2,0.5 e 0.8 em funcao
de Q. Aqui foi considerado Ry = AT =1, Ry =5, pg = 0. Perceba que o valor
numérico da diferenca das fungoes respostas cresce com a conicidade.

Durante todo o estudo realizado até aqui foi considerado que 1 < ¢ e portanto
o deficit angular associado a métrica conica é § = 2m(1 — 1/c) > 0. Como foi explicado
no texto, a métrica conica é associada ao espago-tempo modelo ao redor de uma corda

coésmica com densidade linear de massa dada por

_1(1 1)
H=4 c)’
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Figura 26 — A figura apresenta o grafico da funcao resposta F. em funcao da conicidade
¢ para o intervalo 0 < ¢ < 1. Aqui foi considerado Ry = A7 =1, Ry = 5,
Pd = O, Q=0.

Considere por um momento que tenhamos 0 < ¢ < 1, portanto o “deficit"
angular serd negativo, 0,0, = 27(1 — 1/¢) < 0 e isto significa que o intervalo angular é

acrescido por |0pewe| = 27(1/c — 1).

Isto resulta uma configuracao interessante para o estudo da deteccao quantica
da conicidade, uma vez que antes tinhamos o detector numa regiao ¥V~ envolto por uma
regiao com um intervalo angular reduzido V* pelo deficit §. Na nova configuracao temos
um detector na regido com menor intervalo angular V~, medindo a conicidade da regiao

V™ que possui um intervalo angular maior. Agora, o “deficit" estd junto ao detector.

A principio, note na figura (25) que que a fungao resposta para ¢ < 1 possui
magnitude menor que a funcdo resposta do caso ¢ = 1. No gréfico foi considerada a
condicao de contorno de suavidade. De modo complementar a essa analise, a dependéncia

da funcao resposta por 0 < ¢ < 1 é explicitada pela figura (26).
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5 Consideracoes finais

Em sintese, este estudo revelou que o detector de Unruh-DeWitt mantém a
sensibilidade a conicidade e as condigoes de contorno impostas no campo escalar, mesmo
na auséncia do efeito local da conicidade e quando a superficie onde as condigoes de
contorno sao aplicadas esta além do light cross do detector. A analise da influéncia das
condicoes de contorno evidenciou que o detector permanece sensivel a conicidade para
diferentes conjuntos de condigdes auto-adjuntas, embora a escala e os valores da funcao

resposta possam variar.

Como foi explicado no texto, as condi¢oes de contorno sobre a superficie singular
dizem respeito sobre a interagao singularidade-campo, mesmo sob a imposi¢ao de condigoes
de contorno auto-adjuntas para definir uma dindmica adequada, é notavel a capacidade
do detector em perceber tal interagao, influenciando diretamente sua fung¢ao resposta.
Adicionalmente, a variagdo na conicidade modifica o estado do vacuo global |0), indicando
que o detector registra a variagdo da conicidade devido a variagao no estado de vacuo. De
maneira analoga, varia¢oes nas condi¢oes de contorno alteram os modos do campo escalar

e assim mudam o estado de vacuo.

Ao permitir a interagao classica no limite Ry — 0 com A7 = 1, observamos
um aumento expressivo na sensibilidade do detector a conicidade. Essa constatacao
ressalta a importancia da configuracao do espaco-tempo estudado, pois a sutileza da
deteccao quantica da conicidade nao seria evidenciada ou percebida de modo contrario.
Compreender nao apenas o impacto das condi¢oes de contorno, mas também a influéncia
da interacao singularidade-campo na resposta do detector de Unruh-DeWitt contribuem
significativamente para a compreensao da dinamica do detector e enriquecem a analise da

Teoria Quantica de Campos em Espagos Curvos.

Alguns desdobramentos e futuros estudos merecem destaque. Este trabalho
concentrou-se, por questoes de simplicidade, em condi¢oes de contorno auto-adjuntas
representadas por K = Ag diagonal. No entanto, ha numerosos outros tipos de condigoes
de contorno auto-adjuntas, sem modos ligados, que descrevem uma dinamica adequada. Ex-
plorar essas diferentes condi¢des de contorno seria uma extensao valiosa para compreender

melhor a influéncia delas no comportamento do detector de Unruh-DeWitt.

Além disso, uma andalise do fluxo de energia do campo escalar no espaco de
interesse para diferentes condigoes de contorno seria um desdobramento intrigante. Isso
permitiria investigar a interacao singularidade-campo em termos quantitativos da energia

do campo.
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