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Resumo

Neste trabalho é demonstrada a Conjectura de Wilking para completude de folhas duais
de Folheagoes Singulares Riemannianas em espacos simétricos de curvatura nao-negativa.
E também exibida uma aplicacdo no caso de Folheacoes Polares onde é mostrado que estas

folheacoes se decompoe como o produto de folheagoes triviais com uma tinica folha.

Além disso, sdo construidas as expressoes para curvatura das deformagdes de Cheeger
numa variedade Riemanniana (M, ¢g) munida de uma G-ac¢do isométrica. Se uma orbita
principal possui grupo fundamental finito e Ricpsres /¢ > 1, Searle-Wilhelm provaram que
M admite uma nova métrica § com curvatura de Ricci positiva. § é obtida apds uma
transformacao conforme seguida de uma deformacao de Cheeger. Oferecemos condigoes
suficientes e necessarias na G—acgao para que seja preciso utilizar apenas deformacoes de

Cheeger.

Foram também generalizadas as construgoes da deformacgao de Cheeger para o caso em
que sao consideradas fungdes positivas bésicas h : M — R ao invés de simplesmente 1/t

onde obtém-se a expressao para as curvaturas da métrica deformada.

Palavras-chave: folheagoes singulares riemannianas; curvatura positiva; folheagdes duais;

geometria riemanniana; deformagoes métricas



Abstract

In this work, Wilking’s Conjecture is demonstrated regarding the completeness of dual
leaves of Singular Riemannian Foliations in symmetric spaces with non-negative curvature.
Additionally, an application is presented in the case of Polar Foliations, where it is shown

that these foliations splits as the product of trivial foliations with a single leaf.

Furthermore, expressions for the curvature of Cheeger deformations are constructed on a
Riemannian manifold (M, g) equipped with an isometric G-action. If a principal orbit has
a finite fundamental group and Ricyres /¢ > 1, Searle-Wilhelm proved that M admits a
new metric g with positive Ricci curvature. g is obtained after a conformal transformation
followed by a Cheeger deformation. We provide sufficient and necessary conditions on the

G-action to determine when only Cheeger deformations are necessary.

Generalizations have also been made for Cheeger deformation constructions in cases where
positive basic functions h : M — R are considered instead of just 1/t, resulting in the

expression for the curvatures of the deformed metric.

Keywords: singular riemannian foliations; positive curvature; dual foliations; riemannian

geometry; metric deformations
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Introducao

A curvatura de Variedades Riemannianas pode ser entendida como uma maneira
de medir o quao préximo (ou distante) uma variedade esta de ser flat (i.e. ter a curvatura
identicamente nula), ou seja, o quao proximo a variedade esté de ser localmente isométrica
ao espaco Euclidiano. Esta ¢ a génese do interesse pelo estudo do sinal da curvatura de
variedades Riemannianas: buscamos entender as propriedades geométricas de espacos com
curvatura nao-nula e as implicagoes do sinal da curvatura em construcdes geométricas e

topologicas.

Neste trabalho, o sinal da curvatura desempenha papel fundamental para os
resultados expostos. Estamos particularmente interessados nos casos em que a curvatura é

nao-negativa ou positiva.

Um cenario que demonstra a importancia da nao-negatividade da curvatura
é ao considerarmos Folheagoes Singulares Riemannianas. Motivado pela constatacao de
que folheagoes polares em esferas possuem folhas completas, juntamente aos resultados
mostrados (Wilking 2007), Wilking conjecturou:

Conjectura 1 (Conjecture 1, (Wilking 2007)). Suponha que F seja uma folheagao singular
Riemanniana em uma variedade de curvatura seccional nao-negativa. Entao, a folheacao

dual possui folhas completas.

que estd demonstrada neste trabalho para Variedade Simétricas no Capitulo
2. Com esta conjectura maos, pode-se demonstrar de modo simples algumas aplicagoes de

resultados importantes no contexto de folheacoes polares (segao 2.5).

Um resultado marcante no estudo do sinal da curvatura escalar de uma variedade

foi provado por Kazdan-Warner:

Teorema 1. (Kazdan e Warner 1975, Theorem 6.4) Seja M uma variedade Riemanniana

compacta, conexa e com dim(M) > 3. Entdo:

1. Todo elemento de C*(M) é uma curvatura escalar se, e somente se, M possui

curvatura escalar positiva.

2. Toda fungao em C*(M) que é negativa em algum ponto de M ¢é uma curvatura

escalar em M.

Em particular, toda funcao f € C°°(M) que é negativa em algum ponto de M
¢ uma curvatura escalar de M, mas o mesmo nao ¢ valido para fungoes positivas, o que

mostra que a positividade da curvatura nos impoe uma restricao nao-trivial.
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Neste contexto, um problema interessante e desafiador é o de construir métricas
com curvatura positiva: ha na literatura uma abundancia de exemplos de construgoes
de métricas com curvatura nao-negativa (veja (Cheeger 1973)), mas ao lidarmos com
curvatura positiva temos uma escassez destas construgoes. Uma destas construcoes de

métricas com curvatura positiva foi realizada por Searle-Wilhelm:

Teorema 2 (Searle-Wilhelm, (Searle e Wilhelm 2015)). Seja G um grupo de Lie compacto
e conezo agindo isometricamente e efetivamente numa variedade Riemanniana compacta

(M, g). Suponha que:

1. Uma orbita principal possui grupo fundamental finito.

2. A métrica de distancia orbital em M /G possui curvatura de Ricci > 1.
Entao M admite uma métrica G-invariante § com curvatura de Ricci positiva.

A métrica § do Teorema anterior é construida utilizando uma transformacao
conforme em ¢ seguida de uma deformacao chamada de Deformacao de Cheeger. As
deformagoes de Cheeger em uma variedade Riemanniana (M, g) podem ser entendidas
como deformacgoes no espago vertical de M realizadas por um parametro ¢ > 0. Surgem

naturalmente duas perguntas:

1. E possivel realizar as construcoes de Searle-Wilhelm utilizando apenas deformagcées
de Cheeger?

2. Podemos generalizar as construcoes das deformagoes de Cheeger ao considerarmos

outras fungoes ao invés do parametrot > 07

No Capitulo 3 deste trabalho sao dadas as respostas para estas duas perguntas.
De fato, nesse capitulo estao demonstradas condigdes para que o Teorema de Searle-Wilhelm
possa ser realizado utilizando apenas Deformagoes de Cheeger (segdo 3.6) e tambem sdo
realizadas as construgoes de deformagoes de Cheeger ao considerarmos fungoes bésicas

h: M — R no lugar do parametro ¢t > 0 (secoes 3.4 e 3.5).

Este trabalho é encerrado apods exibirmos condigoes para encontrarmos caminhos
de curvatura escalar positiva em variedades cujo espago vertical seja 1—dimensional, o
que se torna particularmente interessante no contexto de circle-bundles, oferecendo um

contraponto ao Teorema de Lawson-Yau:

Teorema 3 (Lawson-Yau). Seja (M, g) uma variedade compacta Riemanniana munida
de uma agao efetiva isométrica de um grupo G' compacto, conexo e nao-abeliano. Entao,
a deformagao de Cheeger g, no instante t > 0 tem curvatura escalar positiva para algum

to > 0.



Introducao 13

uma vez que encontramos um caminho de métricas com curvaturas escalares

positivas deformadas via Cheeger para o grupo abeliano S*.
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1 Geometria e Topologia de Variedades

1.1 Introducao do Capitulo

Neste capitulo, estabelecemos as bases tedricas necessarias para a compreensao
dos resultados que serdao apresentados ao longo desta tese. Ao abordar conceitos como
Grupos Topologicos, Fibrados Vetoriais, Fibrados Principais, Métricas Riemannianas,
Curvatura Riemanniana, Geodésicas e Espacos Simétricos nosso objetivo é fornecer um

alicerce tedrico coeso para a pesquisa desenvolvida.

No contexto dos Grupos Topolégicos, iremos explorar os conceitos de subgrupos
topoldgicos, érbitas e isotropia, culminando na introdug¢ao de um componente essencial

deste estudo: os Grupos de Lie.

No ambito dos Fibrados, definimos fibrados genéricos e, a partir disso, motiva-
remos e definiremos os conceitos de Fibrados Vetoriais e Fibrados Principais, fornecendo

alguns exemplos.

Faremos também uma exploragao concisa, porém abrangente, da Geometria

Riemanniana com um foco particular no objeto central desta tese: a Curvatura.

Concluimos este capitulo com uma breve exposi¢ao de Espacgos Simétricos na

qual demonstramos uma caracterizacao parcial em termos da curvatura destes espacos.
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1.2  Grupos Topoldgicos

Grupos Topoldgicos unem o conceito algébrico de Grupo ao conceito de Espaco

Topolbgico. Definimos:

Definicdo 1 (Grupo Topoldgico). Um espaco topoldgico Hausdorff G munido de uma

estrutura de grupo algébrico é dito um Grupo Topoldgico quando:

e A operagao de grupo (g,h) € G X G — g.h € G é uma fungio continua.

e A fungdo que associa cada elemento do grupo ao seu inverso (com respeito a estrutura

de grupo) g € G+ g~' € G é uma funcio continua.

A condi¢ao de Hausdorff em G é necessaria (e, na verdade, suficiente) para que
tenhamos que o subconjunto contendo apenas a identidade do grupo seja fechado. Nao
é incomum que autores (e.g. (Munkres 2000)) dispensem esta condi¢ao para definirem

Grupos Topologicos.

Similarmente a grupos algébricos, pode-se definir os conceitos de subgrupos
topologicos e homomorfismos entre grupos topoldgicos. Estes objetos surgem naturalmente

a0 exigirmos que as estruturas algébricas respeitem as topologias dos grupos:

Definigao 2 (Subgrupo Topoldgico). Seja G um grupo topolégico. Um subespago topolégico
H de G € dito um subgrupo topolégico de G se H é subgrupo algébrico de G

Definigao 3 (Homomorfismos). Sejam G e G' dois grupos topoldgicos. Uma fungio
continua f: G — G' é um homomorfismo de grupos topoldgicos se f é um homomorfismo

entre os grupos algébricos G e G'.

Dois exemplos triviais de subgrupos topologicos sao o proprio grupo e também
o subgrupo contendo apenas a identidade do grupo. E também imediato notarmos que as

translagoes

Ry:heG— hgeg, (1.1)

Ly:heG—ghed (1.2)

sao homomorfismos para qualquer grupo topoldgico G e qualquer elemento g € G. Com

efeito, estas translagoes sao também homeomorfismos.

Proposicao 1. Seja G um grupo topoldgico. Entdo, para quaisquer g,h € G temos que:

(1) Lgh:LgOLh
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(2) Rgn = Rpo R,
Em particular, as inversas de Ly, e Ry sao Ly e R,—1 respectivamente.

Assim como ocorre em grupos algébricos, podemos considerar quocientes de gru-
pos topoldgicos sob certas condiges. Considere o seguinte resultado (para a demonstracao,
consulte (Bredon 1972)):

Proposicao 2. Se H é um subgrupo topologico de um grupo topolégico G, entdo o fecho
H de H ¢é também um subgrupo topolégico de G. Além disso, se H for subgrupo normal de

G, entdo H tambem é subgrupo normal.

Se G for um grupo topologico com um subgrupo fechado e normal H, podemos

induzir a topologia quociente em G/H por meio da projegao canonica:
T:9€G—gl e G/H (1.3)

onde [g] = ¢g.H, de modo que G/H é um espago Hausdorff e 7 é uma fungao aberta e

continua (Bredon 1972, Proposi¢ao 1.4). Além disso, G/H é um grupo topolégico:

Proposicao 3. Seja G um grupo topolégico e H um subgrupo fechado de G. Entao, G/H
com a topologia quociente é um grupo topologico.
Demonstracao. O seguinte diagrama é comutativo:

axG—1 . @g

x| Jﬂ

(G/H)x (G/H) —— G/H

onde f(g,h) = g 'h e r é definida por r(gH,jH) = g 'jH.

Mostremos que 7 é continua. Note que se W C G/H ¢é aberto, entao:

r (W) = (r x7)(r x o) Y W) = (7 x m) f e (W) (1.4)

Como 7 é funcdo aberta e continua e f é continua, segue que 7' (W) é aberto

e portanto r é continua.

[]

O nosso interesse nestas construgoes de grupos topolégicos esta em entender de
que maneira podemos estudar propriedades geométricas e topoldgicas de um determinado
espaco topoldgico a partir de interagoes entre grupos topoldgicos com estes espagos. Esse

tipo de interacao pode ser realizada por meio das agoes.
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Definicao 4. Sejam G um grupo topologico e M um espaco topologico. Uma agdo a
esquerda de G em M € uma funcao o : G X M — M continua satisfazendo, para quaisquer

g,h € G ex e M, as sequintes condicoes:
e afe,r) =z,
e a(gh,z) = alg, a(h, r)),
onde e € a identidade de G. Usaremos a notacao
a(g,z) = g(z).

Do conceito de acao, deriva-se dois subconjuntos com apelo geométrico:

1. A drbita da acdo em x € M é o subconjunto G(x) C M definido por

Gx) = {g(x) € M;g € G}. (1.5)

2. O subgrupo de isotropia de G em x € M ¢é o subconjunto G, C G dado pelos

elementos de G que fixam o elemento z:

G. ={g € G;g(z) = x}. (1.6)

E bastante simples verificar que G, é um subgrupo de G.
A acdo é dita transitiva quando G(x) = M para qualquer z € M. Dizemos

também que a ac¢do é efetiva se g(x) = x para todo x € M implica g = e.

Proposicao 4. Seja G um grupo topologico compacto agindo num espago Hausdorff M.
Entao,
f:9G, € G/G, — g(x) € G(x)

¢ um homeomorfismo para todo x € M.
Demonstragdo. A injetividade de f é demonstrada notando que

f(9G.) = f(hG,) <= g(z) =h(z) <= h'ge G, <= ¢G, = hG,

A continuidade de f deriva imediatamente da topologia quociente em G /G, de

modo que a compacidade de GG garante o resultado desejado. [

Nosso interesse nas interagoes entre grupos e outros espacos topologicos se da
no contexto de variedades suaves. Isso nos leva a considerar estruturas diferenciaveis nos

grupos topolégicos, nos levando ao conceito de Grupo de Lie
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Definicao 5. Um Grupo de Lie é um grupo topologico G que também possui a estrutura
de variedade suave de modo que as operagoes de grupo listadas na Definicao 1 sao fungoes

suaves.

Todos os resultados expostos nesta se¢ao permanecem validos ao trocarmos
“homeomorfismos” por “difeomorfismos” e “(sub)grupos topoldgicos” por “(sub)Grupos de
Lie”. Encerramos esta discussao sobre grupos topoldgicos dando as seguintes defini¢oes

que serao utilizadas ao longo deste texto:
Definicao 6. Seja G um grupo de Lie agindo numa variedade M. Dizemos que:
1. Uma orbita Gp ¢é dita principal se existir uma vizinhanca V de p tal que para
qualquer q € V', existe g, € G tal que G, C G, .

2. Uma orbita Gp € dita regular se tiver a mesma dimensdo que a dimensao de uma

orbita principal.

3. Uma orbita € dita singular se for nao-reqular.
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1.3 Teoria de Fibrados

Esta secao é dedicada ao estudo de Fibrados, onde nossos principais interesses
estao no estudo de fibrados que possuem algum tipo de estrutura algébrica distinguida em
suas fibras, bem como nas se¢oes suaves destes fibrados (veja, por exemplo, as estruturas

Riemannianas em 1.4). Comegamos definindo fibrados genéricos:

Definicao 7. Dados E, B espagos topologicos e m: E — B um mapa continuo sobrejetivo,
dizemos que a tripla (E, B, 7) é um fibrado. O conjunto 7~ (b), b € B ¢ chamado de fibra
sobre b, E ¢ dito o Espaco Total do Fibrado ¢ B é o Espa¢o Base do Fibrado.

Um exemplo imediato de fibrado é o Fibrado Trivial:

Exemplo 1. Se B e T sao espagos topologicos, entio (B x T, B, ), onde m é a proje¢io

no primeiro fator, é um fibrado cuja fibra é homeomorfa a T

Os fibrados genéricos se enriquecem ao adicionarmos estruturas algébricas em
suas fibras. Uma maneira de realizar isto é ao pedirmos, por exemplo, que as fibras possuam

estrutura de espaco vetorial. Isto nos leva ao conceito de Fibrado Vetorial.

Definicao 8. Seja K um espaco vetorial sobre um corpo F. Um fibrado (E, B, ) é dito

um Fibrado Vetorial de posto n se:

1. Para todo b € B, a fibra 7~ *(b) possui estrutura de espaco vetorial de dimensdo n

isomorfa a K (geralmente, F' € igual a C ou R).

2. Para todo b € B, existe uma vizinhanga aberta b € U C B e um homeomorfismo

(chamado de trivializagao local)

Vo (U) = U x K"

que satisfaz p1 o = m, onde p1 : U x R" — U € a projecdo no primeiro fator e dado

b€ B, a restrigio |1y € um isomorfismo linear.

Adotaremos a seguinte nomenclatura: Para um fibrado vetorial (F, B,7), se E
e B sao variedades de classe C* e 7 é um mapa de classe C*, diremos que o fibrado é de
classe C*. Se k = 0, diremos que o fibrado é um fibrado vetorial topoldgico e se k = oo,
diremos que o fibrado é um fibrado vetorial suave. Neste trabalho lidaremos apenas com

fibrados vetoriais suaves.

Exemplo 2. Sen: E — B ¢é um fibrado vetorial de posto n entiowxnm: EXFE — Bx B
¢ um fibrado vetorial de posto 2n. De fato, se ) : 7= (U) — U xF™ é uma trivializagio local
desses fibrados, entdo, reorganizando coordenadas, v x ¢ : 7~ (U) x 7 1 (U) — U x U x F*"

¢ uma trivializacao local para E X E .
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Definicao 9. Seja 7 : E — B um fibrado. Um mapa s : B — E ¢é uma se¢d@o de m se,
para todo b € B, wos(b) = b. Se o fibrado é de classe C*, denotamos o conjunto das segoes

de classe C* desse fibrado por T'(E).

Exemplo 3. Seja M uma variedade suave. As secoes C™ do fibrado tangente de M sao

os campos vetoriais X : M — T M.

Uma outra maneira de enriquecer o conceito de fibrados genéricos é ao consi-
derarmos grupos de Lie (conforme construidos na se¢ao 1), nos levando ao conceito de

Fibrados Principais.

Definicao 10. Sejam ©: P — M um fibrado e G um grupo de Lie, onde P e M sao
variedades suaves e w é mapa suave. Dizemos que (P,G, M) é um fibrado G-principal

Se!

1. G age livremente pela direita em P. Denotaremos esta agdo por - : P x G — P

2. 7 induz um homeomorfismo entre M e P/G. Além disso, a agao de G € transitiva

em cada fibra 7 (z), para todo x € M.

3. Para todo x € M existem um aberto U de M contendo x e um mapa suave ¢y :
7 Y U) — G, tal que ¢y o Ry, = Ry 0 ¢y para todo g € G, de modo que a aplicagcdo a

sequir é um difeomorfismo:

renm ' (U)w— (n(z),¢u(x)) €U x G

Encerramos esta secao com alguns exemplos:

Exemplo 4. Se M ¢ uma variedade e G € um grupo de Lie, entdo P = M X G com a
agao (m,g)h = (m, gh) € o espago total de um fibrado principal, o Fibrado Trivial.
Exemplo 5. Seja M uma variedade e

B(M) ={(p,e1,...,en) € M xXTM;pe M e (ey,...,e,) forma uma base para
T,M}

Considere a proje¢io m : B(M) — M dada por w(p,e1,...,e,) = p. Temos
que GL(n,R) age em B(M) a direita da sequinte maneira: se A = [a;;] € GL(n,R) e
(p,e1,...,e,) € B(M) , defina

(p7 €1y - 7671)14 = (p7 Zailelv ) Za‘inen>

Agora, se (U, x1,...,x,) € uma carta local ao redor de p € M, defina, para

todo (q, f1,..., fn) €7 HU), 0 mapa ¢y da sequinte maneira:
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ou (g, fr, -5 fu) = [dgz;(fi)] = [95] € GL(n, R)

Entao, as fungoes y; = x;om e y;; = x;; © ¢y definem uma carta local em
7 H(U), onde x;; sdo as coordenadas usuais de GL(n,R). Entdo, 7 : B(M) — M é um
fibrado G L(n,R)-principal, chamado de Fibrado de Referenciais de M.
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1.4 Estruturas Riemannianas e Geodésicas

Esta secao é dedicada a definir conceitos e explorar propriedades geométricas de
variedades diferenciaveis. Em particular, estamos interessados nas construgoes de conexoes

e geodésicas que protagonizam os resultados desta tese.

Se M é uma variedade suave, um campo 2—tensorial em M (i.e. uma se¢do suave

do fibrado 2-tensorial : | J ThM ® Ty M — M) é dito simétrico se g(X,Y) = g(Y, X)
xeEM

para quaisquer X,Y € T,M e p € M. O campo g também ¢ dito positivo-definido se

g9(X,X) > 0 para todo X € T,M ep € M.

Definicao 11. Seja M uma variedade suave. Uma métrica (ou estrutura) Riemanniana
em M é um campo 2—tensorial g € T*(M) simétrico e positivo-definido. Dizemos que

M com uma métrica Riemanniana g é uma Variedade Riemanniana e a denotamos por
(M. g)

Noutras palavras, uma métrica Riemanniana define um produto interno em
cada um dos espacos tangentes a M. Estamos interessados em definir estruturas que sejam
preservadas em Variedades Riemannianas equivalentes. Estas equivaléncias sdo chamadas

de isometrias:

Definigao 12. Sejam (M, g) e (N,h) duas variedades Riemannianas. Uma isometria

entre estas variedades ¢ um difeomorfismo
f:M—N
satisfazendo f*h = g

As Conexoes em Variedades Riemannianas fornecem uma maneira de “deri-
varmos” campos vetoriais com respeito a outros campos. Comecamos definindo o que sao

estas conexoes:

Definicao 13. Uma Conexao em uma variedade M ¢é uma aplicacao
V:TM xTM —TM

denotada por (X,Y) — VxY satisfazendo as sequintes propriedades:

1. VxY € linear em C(M) em X, ou seja
Vf)(+gyz = fVXZ + QVYZ

para quaisquer f,g € C°°(M)
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2. VxY éR-linear emY, ou seja
Vx(CLY + bZ) =aVxY +bVxZ

para quaisquer a,b € R.

3. VxY ¢é uma derivacao em'Y , ou seja
VxfY = fVxY + (Xf)Y

para qualquer f € C(M).

Dizemos que VxY é a Derivada Covariante de Y na direcdo X. Ao leitor
interessado em uma exposicao mais detalhada das construgoes e dos resultados para
conexoes em variedades Riemannianas, sugerimos a leitura do Capitulo IV de (Lee 1997).

Resumimos alguns destes resultados na seguinte Proposicao:

Proposicao 5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo:

1. Sempre existe uma conexao em (M, g).

2. Seja V uma conexio em M. Sep € M e X, Y € TM, entio VxY|, depende apenas
dos valores de X em p € M e dos valores de Y numa vizinhanca arbitrariamente

pequena de p em M.

Com o conceito de conexao em maos, temos dois objetivos principais:

1. Generalizar o conceito de retas em variedades Riemannianas.

2. Generalizar o conceito de curvatura Euclidiana (i.e., a curvatura de curvas e superfi-

cies) em variedades Riemannianas.

Abordaremos nesta se¢ao apenas o primeiro destes objetivos. O segundo objetivo
serd atingido na segao 1.5. Ao considerarmos o espago Euclidiano, uma reta é um objeto
com aceleragao (ou seja, a segunda derivada) nula. Isto nos leva a tentativa de definirmos

a aceleragao de curvas em variedades Riemannianas.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e v : [0,1] — M uma curva suave em

M. A wvelocidade (ou simplesmente a derivada) de «y se escreve como

() = S (f o)) (1.7

para qualquer f € C*(M;R). Noutras palavras, a velocidade de 7 é o push-forward v, de
7.
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Definigao 14. Dizemos que V : [0,1] - M é um Campo Vetorial sobre v se V' é uma
aplicagio suave e V (t) € T,y M para todo t € [0, 1].

Um exemplo imediato de campo vetorial sobre v é o préprio campo 7. De-
notaremos o subespago de campos vetoriais sobre v de T'(y). Pode-se provar o seguinte

resultado:

Proposicao 6 ((Lee 1997), Lemma 4.9). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com
uma conexdo V. Para cada curva 7 : [0,1] — M, a conexdo V determina um inico

operador
Dy T(y) = T(v)

satisfazendo:

1. Di(V 4+ aW) = D(V) + aDy(W) para quaisquer V,W € T(~) e a € R.
2. Dy(fV) = f'V+Dy(V)f para quaisquer V € T(v) e f € C*([0,1]).
3. Se V€ T(v) tiver uma extensio V € TM, entio

DV (t) = va(t)f/
D,V ¢é chamada de Derivada Covariante de V' ao longo de ~.

A aceleragio de uma curva v em uma variedade Riemanniana (M, g) com
conexao V é definida como sendo o campo vetorial D;y" ao longo de 7. Dizemos também

que o campo V' € T'() é um campo paralelo quando D;V = 0.

Temos o que é preciso para definirmos os objetos andlogos a retas em variedades

Riemannianas:

Definicao 15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com conexao V. Uma geodésica

em M é uma curva v com aceleracao nula, ou seja

Dtﬁ)/ =0.

Uma conexao V em (M, g) é dita compativel com a métrica g quando satisfaz

a seguinte regra:
Vxg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z)

Pode-se provar o seguinte resultado:

Proposicao 7 ((Lee 1997), Lemma 5.2). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com

uma conexdao V. As condigcoes enumeradas a sequir sao equivalentes:
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1. 'V é compativel com g

2. Se v é uma curva em M e VW € T(y), entdo

d
Eg(‘/v W) = g(D,V, W)+ g(V,D;W)

3. Se V,W € T(vy) sdo campos paralelos, entio g(V,W') é constante.

Dizemos também que a conexao V é simétrica (ou livre de tor¢io) quando o
tensor de torgao
T(X, Y) = VXy - VYX - [X, Y]

¢é nulo. Os conceitos de simetria e compatibilidade de uma conexao com a métrica Rie-

manniana em uma variedade nos leva a chamada Conezao de Levi-Civita:

Teorema 4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo, existe uma tinica conexdo
V em M que é simétrica e compativel com g. Chamamos esta conexdo de Conexao

Riemanniana ou Conexdo de Levi-Civita.

Uma consequéncia imediata do Teorema 4 e da Proposicao 7 é que geodésicas
numa variedade Riemanniana com conexao de Levi-Civita tem velocidade constante, afinal
V| = g(7',7)"? é constante.

Doravante, sempre que dissermos que (M, g) é uma variedade Riemanniana,
estamos considerando também a presenca da conexao de Levi-Civita. Em
variedades munidas da conexao de Levi-Civita, pode-se provar que as geodésicas e as

conexoes sao preservadas:
Teorema 5 ((Lee 1997), Proposition 5.6). Seja f : (M, g) — (N, h) uma isometria entre
variedades Riemannianas (M, g,V) e (N,h,V). Entio,

1. fA(VxY) =Vxf.Y para quaisquer X,Y € TM.

2. f.(DV) = Dy(£.V) para qualquer curva v em M eV € T(v).

3. Se vy é uma geodésica em M, entdo f oy é geodésica em N.
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1.5 Curvatura

Esta secao ¢ dedicada a definir e explorar o conceito de curvatura Riemanniana.
Em particular, estamos interessados nas construcoes de curvaturas seccional e de Ricci,

sendo estas as curvaturas que protagonizam os resultados do Capitulo 2.

Definigao 16. Seja (M, g, V) uma variedade Riemanniana. O Endomorfismo Curvatura
R de M é a aplicagao
R:TMxTMxTM —TM

definida pela expressao

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — VixyZ

Definimos também o Tensor de Curvatura de M
R, :TMxTMxTMxTM — R

pela expressao

R,(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z W)

Pode-se mostrar facilmente (veja (Lee 1997, Capitulo 7)) que o espago Euclidi-
ano com as estruturas Riemannianas canonicas possui o endomorfismo de curvatura nulo.
Isto nos permite interpretar o endomorfismo de curvatura em variedades Riemannianas
como um objeto que mede o quanto as estruturas Riemannianas estao “distantes” de serem

o espacgo Euclidiano. Desse modo, motivamos a seguinte definigao:

Defini¢ao 17. Uma variedade Riemanniana (M, g, V) € dita flat (ou plana) se o seu

endomorfismo de curvatura € identicamente nulo, ou seja, R =0

Usando o Teorema 5 é simples mostrar que a curvatura é também preservada

por isometrias. Enunciamos entao o seguinte resultado:
Proposicdo 8. Seja f : (M, g,V) — (N, h,V) uma isometria entre variedades Riemanni-
anas. Entao:

1. f*(Rn) = Rn.

2. R(f.X, f.Y)f.Z = f.(R(X,Y)Z), para todo X,Y,Z € TM.

onde R, R, e R, R,, sdo os endomorfismos e tensores de curvatura de M e N respectiva-

mente.
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Um resultado um pouco mais sofisticado envolvendo o conceito de curvatura e
variedades flat consiste em mostrar que a curvatura ¢ a obstrugao para que uma variedade
seja localmente isométrica ao espago Euclidiano. A demonstracao deste resultado é bastante
extensa e pode ser encontrada em (Lee 1997, Theorem 7.3), mas para completude dos

temas introdutoérios desta tese, enunciamos este Teorema a seguir:

Teorema 6. Uma variedade Riemanniana M € flat se, e somente se, M ¢é localmente

isométrica ao espaco euclidiano com as estruturas Riemannianas canonicas.

Uma propriedade fundamental de curvaturas sao propriedades de simetria:

Proposicao 9 (Simetrias da curvatura). Seja (M, g, V) uma variedade Riemanniana e
R o tensor curvatura de M. Entdao, para quaisquer X,Y,Z, W € T M, valem as sequintes

propriedades:

1. Rpy(W,X,Y,Z) = —Ru(X,W,Y, Z)
2. Rn(W,X,Y,Z) = —R(W, X, Z,Y)
3. Rn(W,X,Y,Z) = —Rn(Y, Z,W, X)

4. Ru(W, X,Y,2) + Rn(X,Y,W, Z) + Rpn(Y,W, X, Z) =0

Demonstracao. O resultado 1 é imediato, uma vez que

R(W,X)Y = —R(X,W)Y

Para 2, mostra-se que R,,,(W,X,Y,Y) = 0 utilizando a compatibilidade da

conexao com a métrica. De fato,

WX[Y]? =W(2g(VxY,Y)) =29(ViwVxY,Y) + 29(VxY, Vi Y). (1.8)
XWIYP = X(29(VwY,Y)) = 29(Vx Vi Y,Y) + 29(VwY, VxY). (1.9)
W, X]|Y P = 29(Viwx)Y,Y). (1.10)

Subtraindo as equagoes (1.8) - ((1.9) + (1.10)), obtemos:

0=2(g(VwVxY,Y) = g(VxVwYY) - g(VwxY,Y)) = 2R, (W, X,Y)Y)

O resultado 2 decorre entao ao tomarmos Y + Z no lugar de Y.

Para a demonstracao do item 4, desenvolva a expressao
RW,X)Y + RIX, Y)W + R(Y, W)X

e o item 3 segue dos itens 1, 2 e 4 de modo direto. O]
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Encerramos esta secao com as defini¢des tensoriais de outras duas curvaturas.
Estas defini¢oes sao baseadas em tracos de operadores e é util que fagamos uma breve

exposicao sobre os coeficientes do endomorfismo de curvatura:

Se (U, (z")) é uma carta coordenada em M, pode-se escrever R nessa carta

COIMmao:
R = R} dz' ® d2’ @ dz"* ® 9,

onde Réj,ﬁl = R(0;, 0;) 0.

Definigao 18. Seja (M, g, V) uma variedade Riemanniana com curvatura R. A Curva-
tura de Ricci de M € definida como sendo o traco de R no primeiro e ultimo indice,
denotada por Ric(M). A Curvatura Escalar S de M ¢é definida como sendo o trago da
curvatura de Ricci, ou seja,

S = tr(Ric).

Em coordenadas, os componentes de Ric sao denotados por R;; e sao dados
por
Rij - Rk

kij*
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1.6 Espacos Simétricos

Nesta secao faremos uma breve exposicao sobre Espacgos Simétricos e alguns
resultados que serdao particularmente interessantes ao lidarmos com folheacoes duais. A
teoria de espagos simétricos € tao rica quanto extensa e direcionamos o leitor interessado

em outros resultados a consultar, por exemplo, (Gorodski 2021).

Lembremo-nos que todo ponto x € M admite uma vizinhanc¢a normal em M
(i.e. uma vizinhanca U que é difeomorfa via exp, a uma vizinhanca U, de 0, € T,M). E

claro que podemos tomar U, como sendo uma bola aberta de raio € ao redor de 0,.
Com estas vizinhangas, definimos uma simetria geodésica como sendo uma
aplicagao s, : U — U definida por
sz(expy(v)) = expy(—v)

para todo v € B(0,, €). Intuitivamente, esta aplicacao reverte a orientagdo de geodésicas

emanando de x € M. Utilizamos estas simetrias para definir:

Definicao 19. Dizemos que M ¢é um espago localmente simétrico se as simetrias geodésicas

de M sao isometrias locais para todo x € M.

Com esta definicao de simetria local em maos, mostramos algumas condigoes

equivalentes a da definicao 19:

Proposicao 10. Seja x € M. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

1. A simetria geodésica s, € uma isometria local.
2. Euxiste isometria local s de M com s(x) = x e ds, = —id.

3. Fxiste uma isometria local involutiva de M definida numa vizinhanga de x para a

qual x € ponto fixo isolado.

Demonstragio. Comegamos mostrando que os itens 1 e 2 sdo equivalentes: assuma que
s, seja uma isometria local. Temos que s,(x) = s,(exp,(0;)) = exp,(0,) = z. Além disso,

sejam v € T, M e v(t) = exp,(tv) para t suficientemente pequeno. Entao,

(d5)2(0) = 2 (suleapalto))) = —

e portanto tome s = s,.

Por outro lado, se 2 for verdadeiro, entao s(exp,(v)) = exp,(ds(v)) = exp,(—v)

e s € a simetria geodésica em .

Agora, mostramos que os itens 2 e 3 sao equivalentes: assuma que 2 seja

verdadeiro. Como o conjunto de pontos fixos de uma isometria local s em x é uma
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subvariedade totalmente geodésica S contendo x cujo espago tangente é precisamente o
conjunto de pontos fixos de ds,, como ds, = —id, temos que T,S = {0} e portanto S é
discreto. Ainda, s* é uma isometria local com s*(z) = z e (ds)? = id, portanto o item 3 é

verdadeiro.

Assuma que o item 3 seja verdadeiro. Suponha que s seja uma isometria local
involutiva de M tal que x é ponto fixo isolado de s. Entdo (ds)? = id e como ds, é uma
transformacao linear ortogonal de T, M, segue que seus autovalores sao todos £1. Como
x é ponto fixo isolado, os autovalores sao todos —1 pelo mesmo argumento utilizado na

demonstracao imediatamente anterior, o que termina a demonstracao. ]

Agora, podemos definir espacos globalmente simétricos:

Definigao 20. M ¢é um espaco simétrico se a simetria geodésica s, estd definida globalmente

e € uma isometria de M, para todo x € M.

Embora estas defini¢oes ja possuam um forte significado geométrico, podemos

caracterizar espacos localmente simétricos utilizando o tensor de curvatura.

Proposicao 11. Seja M uma variedade Riemanniana localmente simétrica. Entao, VR =
0

Demonstracao. Assuma que M é localmente simétrica. Seja x € M e considere a simetria

geodésica s,. Por defini¢ao, s, é isometria local e temos que ds, = —id. Logo,

(dsg)aVuR(v, W)z = =V (45,),u R((d52) 20, (dS3)sw)(dS3) 22

de onde segue que VR = 0.
O

Destacamos que a reciproca da Proposicao 11 é verdadeira e sua demonstracao
pode ser encontrada em (Gorodski 2021, Teorema 1.3.5). Encerramos esta segao dando

alguns exemplos de espacos simétricos.

Exemplo 6. O espago Fuclidiano R™ é simétrico: dado x € R", a simetria geodésica em

x € dada por s.(y) = 2z — y.

Exemplo 7. A esfera S™ munida da métrica candnica é simétrica: considere S™ C R™*?
e seja p = e, € R™. Entdo R™ se decompde como R™ = spang(p) @ spang(p)* e nessa
decomposicio s, : S" — S"™ € dado por s,(tp +v) = tp — v. Note também que s, possui

apenas dois pontos fizos: £p
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2 Folheacoes e a Conjectura de Wilking em

Espacos Simétricos

2.1 Introducao do Capitulo

Neste capitulo abordaremos a demonstracao que encontramos para a Conjectura
de Wilking no contexto de Espagos Simétricos. Esta conjectura estabelece condi¢oes na

curvatura de uma variedade para a completude das folhas de uma folheacao dual.

Para que esta tese seja 0 maximo possivel autocontida, dedicamos a se¢ao 2.2
para fazer as construgdes basicas sobre Folheagoes Singulares Riemannianas e provamos

alguns resultados que serao relevantes no decorrer deste capitulo.

Na literatura, encontramos condigoes interessantes para que as folhas de uma

folheagao dual sejam completas. Algumas destas condig¢oes estdo no Teorema:

Teorema 7. (Wilking (Wilking 2007, Theorem 3)) Suponha que M seja uma variedade
completa de curvatura seccional nao negativa com uma folheagdo singular Riemanniana F.
Entao a folheagdo dual tem folhas intrinsicamente completas se pelo menos um dos itens a

sequir for verdadeiro:

1. F € dada pela orbita da decomposicao de uma agdo de grupo isométrica;
2. F € uma folheagdo nao-singular e M € compacta;

3. F € dada pelas fibras de uma retragio de Sharafutdinov.

Embora o Teorema anterior fornacea condigoes interessantes para a completude
das folhas de uma folheacao dual, Wilking conjecturou (Wilking 2007) que este resultado

¢é valido no caso geral se estamos lidando com curvatura seccional ndo negativa:

Conjectura 2 ((Wilking 2007), Conjecture 1). Suponha que F seja uma folheagao singular
Riemanniana em uma variedade completa de curvatura seccional nao-negativa. Entao, a

folheagdo dual possui folhas completas.

A nossa demonstracao da conjectura de Wilking se da assumindo que a variedade
é um espaco simétrico e passa pela decomposicao da variedade em uma variedade produto
em que um dos fatores é uma folha dual. Dedicamos a se¢ao 2.4 inteira para a demonstracao
de:
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Teorema 8. [Conjectura de Wilking para Espacos Simétricos| Suponha que F seja uma
folheacao singular Riemanniana em uma variedade simétrica, completa de curvatura

seccional ndo-negativa. Entao, a folheagdo dual possui todas as folhas completas.

Com a conjectura de Wilking demonstrada para espagos simétricos, ao aplicar
os argumentos encontrados em (Lytchak 2014, sections 2.5 and 4.2), podemos recuperar de
modo simples um resultado de destacada importancia sobre Folheagoes Polares (veja, por
exemplo, (Ewert 1998, Theorem 3), (Liu e Radeschi 2020, Proposition 3.4), (Lytchak 2014,
Lemma 4.1)) que demonstra que estas folheagoes se decompoe como o produto de folheagoes
triviais com uma unica folha. Dedicaremos a tltima secao deste capitulo para demonstrar

esta aplicagao.
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2.2 Folheacoes Singulares Riemannianas

Folheagoes oferecem uma maneira de decompor uma variedade Riemanniana
em subvariedades chamadas de folhas. Nesta se¢ao iremos motivar e introduzir parte da

teoria de Folheacoes que serd necessaria ao longo deste capitulo.

Sejam M e N variedades diferencidveis e f : M — N uma submersao (i.e. uma

aplicacdo que possui diferencial df sobrejetiva). Definindo

F= U ),

pef(M)

observamos que cada componente conexa da pré-imagem f~'(p) é uma subvariedade
mergulhada de M com espago tangente dado por ker(df), o que é uma consequéncia
imediata do Teorema da Fungao Inversa (uma vez que df é sobrejetiva em todo ponto de

Chamamos de espaco vertical em p associado a F o conjunto

V, = ker(df,)

Se T,M estiver munido de um produto interno (o que é sempre verdadeiro no
contexto de variedades Riemannianas), chamamos de espaco horizontal em p associado a

F o complemento ortogonal (ker(df,))* e o denotamos por H,. E imediato notar que
dfpla, - Hp = TN

é um isomorfismo linear.

Se considerarmos M, N variedades Riemannianas e f : M — N uma submersao

Riemanniana, vimos que:

1. F particiona M em subvariedades.
2. Toda subvariedade pertencente a F possui a mesma dimensao.

3. Em todo ponto p € M temos os espagos vertical V), e horizontal H,

Dizemos que F ¢ a folheacao induzida pela submersao f : M — N e que cada
subvariedade dada por uma componente conexa de f~'(p) é uma folha de F. Aproveitamos
esta exposicao sobre submersoes para definir alguns tensores fundamentais.

Primeiramente, observe que H = U HyeV = U V), sao subfibrados de M e

peM peEM
podemos considerar suas secoes suaves I'(H) e I'(V). Considere as notacdes W, W* para

as projecoes vertical e horizontal de um vetor W, respectivamente. Definimos:
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Definicao 21. O tensor de O’Neill é definido como sendo a aplicagio A : T'(H) x T'(H) —
I'(V) dada por

1
AxY = VY = S[X.Y]

Definigao 22. O operador formato é definido como sendo a aplicagao S : I'(H) x I'(V) —
I'(V) dado por

SxU = -V, Y

Quando o tensor S = 0, dizemos que as folhas da folheacdo induzida pela

submersao Riemanniana sao totalmente geodésicas. Seu tensor dual é denotado por:

U(Uv V) = V;}L(V)

Aproveitamos estas defini¢bes para enunciar expressoes para curvatura muito

uteis utilizando estes tensores:

Teorema 9. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, f : M — N uma submersao
Riemanniana, F a folheagdo induzida por f e F uma folha de F com métrica g de imersao

isométrica induzida por g. Sao vdlidas as sequintes expressoes:

1. K, (df,X,df,Y) = Ky(X,Y) + 3|Ax Y |*;
2. Ky, (V,U) = Ky(U,V) +0(U,U)a(V,V) = o*(U,V);

3. K (X, V) =g((ViS)xV,v) + |ALV]? — |SxV|?;
onde K denota a curvatura seccional.

Para a demonstracao do teorema acima, veja
(Gromoll e Walshap 2009, pag. 24-28). Estas expressoes serao particularmente tteis ao

lidarmos com deformagodes métricas.

Folheagoes Singulares Riemannianas surgem naturalmente como uma generali-

zacao destas folheagdes via submersoes. Motivados por esta construcao, definimos:

Definigao 23 (Folheacao Singular Riemanniana). Seja M uma variedade Riemanniana.
Uma Folheagao Singular Riemanniana em M € uma decomposicao de M em subvariedades

Riemannianas
M = U L,

xeM

imersas injetivamente em M chamadas de folhas satisfazendo as sequintes condigcoes:
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1. Eziste um conjunto de campos vetoriais em M, {X;} tais que para todo ponto p € M

o espago tangente T,L,, a folha L, € linearmente gerado por {X;(p)}.

2. Se v é uma geodésica de M ortogonal a uma folha L., entao v é ortogonal a todas

as folhas desta Folheacao que a intersectam.

Similar ao realizado no contexto de submersoes, o espago vertical de uma

folheagao singular Riemanniana em p € M é definido como sendo
Vo =TpLy

e o espaco horizontal ¢ o complemento ortogonal de V, em T,M, denotado por H,.
Chamamos uma geodésica ortogonal as folhas de uma folheagao em M de geodésica

horizontal.

Observagao. As folhas de folheacoes induzidas por submersoes Riemannianas sao todas
fechadas e possuem a mesma dimensdo. O mesmo nao pode ser dito para toda folheagdo

singular Riemanniana.

Seja F uma folheagao singular Riemanniana. As folhas de F podem possuir

dimensoes diferentes, mas pode-se provar que

p € M w— dim(L,) € R (2.1)
é semicontinua inferiormente. Definimos:

Defini¢ao 24 (Dimensao da Folheagao). Seja M uma variedade Riemanniana e F uma
folheagao singular Riemanniana. Definimos a dimensao de F como a dimensdo maximal de
suas folhas, i.e., algum elemento mazimal do conjunto D = {dim(L,);p € M }. Denotamos

a dimensao de F por dimF.

Como a associagao descrita em (2.1) é semicontinua inferiormente, existe um

aberto em M no qual a dimensao das folhas ¢é igual a dimJF.

Encerraremos esta exposicao sobre folheagoes singulares Riemannianas abor-

dando o conceito de vizinhancas tubulares.

Vizinhancas tubulares sao estruturas locais que permitem reduzir o estudo

local de folheagdes singulares Riemannianas a um espago FEuclidiano.

Sejam JF uma folheacao singular Riemanniana em M, p € M um ponto
arbitrario, P uma vizinhanga compacta, conexa e aberta de p na folha L,. Escreva T'ub, (P)
como sendo a vizinhanga tubular (veja (Hirsch, pag. 110)) de P com raio r > 0. Existe

e > 0 tal que a aplicagdo exponencial normal

exp’ : {v € vP;|v| < €} — Tub.(P)
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é um difeomorfismo.

Sejam 7 : Tub,(P) — P a projecao ortogonal e defina o slice em ¢ € P como
sendo a pré-imagem S, = 7 !(q). Para cada y € Tub.(P) chamamos a componente conexa

P, de L, N Tub.(P) contendo y de placa de F em y nesta vizinhanga.

Encerramos esta secao enunciando o seguinte resultado sobre vizinhancas

tubulares para folheagoes singulares Riemannianas:

Teorema 10 (Theorem 2.2, (Alexandrino e Toeben 2013))). Sejam g a métrica Rieman-
niana original de M e q € M. Entdo, existe uma vizinhanga tubular Tub(P,) e uma nova
métrica Riemanniana § satisfazendo:

1. Para todo x € Tub(FP,), o espago normal a L, € tangencial ao slice S; onde t € P,.

2. A restrigio de w : Tub(P,) — P, a P, é uma submersio Riemanniana.

3. Flp, € uma folheagio singular Riemanniana.

4. Fls, € uma folheagao singular Riemanniana para todo t € P,.

5. As geodésicas ortogonais a Py sdo as mesmas para g € g.
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2.3 Folheacoes Polares e Duais

Nesta secao faremos uma exposicao dos resultados pertinentes a este texto
sobre Folheagoes Polares e Folheagoes Duais. Para outros resultados sobre estas Folheagoes,
recomendamos a leitura de (Wilking 2007) ou ainda (Lytchak 2010).

Apds demonstrarmos a conjectura de Wilking no contexto de espagos simetricos,
encontramos uma interessante aplica¢do no contexto de Folheagoes Polares. A ideia por
tras do conceito de folheagao polar reside em encontrar subvariedades ortogonalmente

complementares as folhas. Definimos:

Definicao 25 (Segoes e Folheagao Polar). Seja F uma folheagio singular Riemanniana
em M. Uma secao de F em x € M é uma subvariedade imersa N com x € N onde N é

totalmente geodésica e completa satisfazendo as sequintes condicoes:

e dim(N) = codim(F)

e N ¢ ortogonal a todas as folhas de F

Dizemos que F é uma folheagdo polar se F possui uma se¢ao para todo ponto x € M.

Um exemplo simples de folheacao polar é dado a seguir:

Exemplo 8. Suponha que M seja uma variedade Riemanniana completa com uma folheacao
singular Riemanniana F tal que

codim(F) =1

Observe que uma geodésica ortogonal as folhas de F é uma segao para todo ponto de M.

Logo, F ¢ polar.

Uma caracterizagao de folheagbes polares é dada pelo seguinte resultado (veja
(Alexandrino e Toeben 2013)):

Proposicao 12. Uma folheagdo singular Riemanniana F € polar se, e somente se a
distribuicao horizontal de folhas requlares de F € integravel (equivalentemente, se o tensor
de O’Neill for nulo, i.e. A=0).

Seja F uma folheacao singular Riemanniana em M. Desejamos utilizar F para
construir uma nova folheagao singular Riemanniana em M de modo que F e esta nova
folheacao sejam complementares ortogonalmente. Uma maneira de realizarmos isto é
definindo a Folheagdo Dual a F.
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Defini¢ao 26 (Folheacao Dual). Seja F uma folheag¢io singular Riemanniana em M. A

folha dual passando por x € M é definida como sendo o conjunto:

L¥={ge M |3c:[0,1] = M, ¢0) =z, (1) =q, ¢(t) L T.L vt € [0,1]}.
A folheagio dual a F é a colecio de todas as folhas duais em M denotada por F7 .

Desejamos encontrar condigoes para que a folheacao dual seja também uma
folheacao singular Riemanniana. Ao acrescentar condigbes de curvatura na variedade M,

Wilking demonstrou em (Wilking 2007) , [Theorem 1, Theorem 2] o seguinte resultado:

Teorema 11. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
ndo-negativa e F uma folheacio singular Riemanniana em M. Se as folhas de F* sdo
completas, entdo F* ¢é uma folheacio singular Riemanniana. Além disso, se a curvatura

de M for positiva, entdo F* possui uma tinica folha.

Embora a demonstracao deste Teorema seja longa e nao se enquadre no escopo
deste texto por exigir uma gama de construcoes extras nao pertinentes a nosso projeto,
utilizaremos este resultado nas se¢oes seguintes e indicamos que a demonstragao do teorema

11 pode ser encontrada na secao 3 de (Wilking 2007).

Com o Teorema 11 em maos, podemos provar:

Proposicao 13 ((Lytchak 2014), Lemma 2.3). Seja M uwma variedade Riemanniana
simplesmente conexa, completa e com curvatura seccional nao-negativa e F uma folheagao
Polar em M. Entao, M se decompoe isometricamente como o produto M = M; X My e F

¢ dado pela projegao m : My X My — M,

Demonstracio. Por definicao, as folhas da folheacdo dual F7 sio secoes de F e como elas

sao completas, entdo F# é uma folheacdo singular Riemanniana.

Como a distribuicdo horizontal de F# coincide com F, entao ela é integréavel
de modo que as folhas de F sao secoes de F# e portanto estas folhas sdo totalmente

geodésicas.

Temos entdo que uma folheacao com folhas totalmente geodésicas é localmente
dada por uma projecao que é localmente um fator direto de M. Enfim, como M ¢

simplesmente conexa, obtemos uma decomposicao global

M= M/F x M/F#
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2.4 Conjectura de Wilking para Espacos Simétricos

Nossa ideia para demonstrar a conjectura de Wilking (Teorema 8) consiste em
decompor M como uma variedade produto em que um dos fatores é uma folha dual. Para

isto, utilizaremos o seguinte Teorema:

Teorema 12. (Lytchak, (Lytchak 201/, Proposition 3.1)) Seja M um espago simétrico com
curvatura seccional ndo negativa. Se L* é uma folha dual, entdo existe uma decomposicio

métrica M = Z x N onde L* é um subconjunto aberto de Z x {n} para algum n € N.

Uma aplicagao direta garante a completude das folhas com dimensao minimal:

Proposicao 14. Seja M um espago simétrico com curvatura seccional nao-negativa. Se

L* ¢ uma folha dual com dimensio minima, entdo L* é completo. Além disso,
M = L* x N.

Demonstracido. Suponha que L¥ ndo seja completa. Entdo, o Teorema 12 nos dd uma

subvariedade totalmente geodésica com a mesma dimensao de L* tal que

L*Cz

Por hipétese, o bordo topolégico de L# em Z é néo-vazio. Por outro lado
bd(L*) = JF* c Z

é uma unido disjunta de folhas duais (veja Wilking (Wilking 2007, page 1312)).

Além disso, como F* C Z, entao

dim L7 < dim F* < dim Z = dim L*.

Portanto, aplicando o Teorema 12 novamente, cada F# é um subconjunto
aberto de Z.

Concluimos que o fecho de L¥, L# U bd(L#), é coberto por abertos disjuntos
nao-triviais. Por outro lado, L#* U bd(L#) é fechado e conexo em Z, pois L¥ é conexo, o

que gera uma contradigao. O]

Com a Proposi¢ao 14 em maos, temos tudo o que é preciso para demonstrar o

Teorema 8. Dedicamos a seguinte subsecao a esta demonstracao
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2.4.1 Demonstracdo da Conjectura de Wilking em Espacos Simétricos

Comecamos esta demonstracao utilizando a Proposi¢ao 14 para construir vetores

verticais muito particulares nao-pertencentes a uma folha dual minimal.

Sejam L# = Z uma folha dual fechada fixada e M = Z x N uma decomposicio
métrica dada pela Proposicao 14 respectivamente. Considere também (z,n) € Z x N de
modo que Z, = Z x {n} = L* e denote

N, ={z} x N.

Seja U uma vizinhanga tubular ((Hirsch, pag 110) , (Lee 1997, pag 150)) de
7, de modo que o quadrado da funcao distancia f : U — R,

fGn') = du((z',n'), Z,)? = dn(n',n)?,
seja suave.

Note que a vizinhanga U pode ser escolhida como Z x B, (r), onde B,(r) é
uma bola aberta convexa de raio r ao redor de n € N e r nao depende de n, pois o raio

de injetividade em espacos simétricos é independente do ponto.
Lema 1. Para todo (2',n') € U — Z,, existe v € Tty N O Vi ) tal que

(v, Vf) <0.

Demonstracao. Afirmamos que
Vf ¢ F[(z’,n’) = pTTNH(z’,n’)a

a projegao ortogonal de H (., em T(./ ,nN.

Lembremo-nos que V f(2',n’) é o vetor em N, definido como a velocidade de uma geodésica

minimizante conectando (z',n’) a (2/,n).

Observando que as geodésicas em M = Z x N sao geodésicas produto, concluimos que

nenhum vetor horizonal pode ser escrito na forma
X+Vf

com X tangente a Z,/, pois caso contrario existiria uma geodésica horizontal definida por
X + V£, conectando a folha dual passando por (2',n) ¢ Z, a folha dual Z,,, o que gera

uma contradigao.

Logo, concluimos que V f ¢ # e portanto existe
veVNTN, =H"NTN, =HNTN, #0

satisfazendo (v, Vf) < 0. O
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A ideia central é utilizar o Lema 1 para mostrar que IV, pertence a uma tUnica
folha. Seja (2',n) um ponto na folha L.,y C Z x N. Defina g,/ : L.,y NU — R por

g (1) = dp(x, N.)? = dp(z, N, N U)?.
Lema 2. Para todo (2',n) € Z, — L. ),

dM(L(z’,n) N U, Nz N U)2 = mingzl > 0.
Demonstragdo. Seja m um valor arbitrario para g.,. Afirmamos que

gt (m) N Z, # 0.

Como g.,'([m,m']) é fechado para todo m’ > m e o Teorema de Sard garante que o
subconjunto de valores regulares é denso neste intervalo, concluimos que ¢ suficiente provar

esta afirmacao para valores regulares.

Seja € > 0 um valor regular e S,(¢) C Z, o conjunto de pontos em Z, que sio e-distantes
de (z,n).

Observe que
05 (&) = Ly N U N (S(e) x ).

O espago tangente desta subvariedade é dado por:

Tg.'(€?) = TL(zny NTS(e) + TL(zry NTN.

Segue que cada ponto de g.'(¢*) — Z, possui um vetor v como no Lema 1 e

portanto nenhum ponto critico de f[;-1(2) pode estar fora de g (E)NZ,.

Entretanto, se supormos que g~ (€%) # 0, entdo f|,-1(2) deverd ter um ponto
minimo. Como este ponto minimo deve pertencer a Z,, concluimos que g~ *(¢?) N Z, # 0

sempre que g~ ' (€?) # (.

Como g.,' ([m,m']), m' # m, é fechado e o Teorema de Sard nos garante que o

subconjunto de valores regulares é denso neste intervalo, concluimos que g,'(m) N Z, # 0.

Portanto, para (2”,n) € g2'(m) N Z, temos:
m = gz'(z,la n) = dZ(Z”7 2)2 >0,
o que completa a demonstracao. O

Demonstracio do Teorema 8. Como os pontos z, 2z’ no Lema 2 sdo arbitrarios, concluimos
que N, VU C L., para todo z (equivalentemente, N, N U N L.,y = 0 sempre que

(2',n) ¢ L(,n)) e concluimos dessa forma que T'N,|y é vertical.
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Em particular, para todo (2", n") € U, temos H . ,»y C T Z,». Concluimos que
Li”,n”) = Z,» pela minimalidade da dimensao de Z e pela Proposicao 14. Este argumento
mostra que uma folha dual LZt, ) coincide com Z,, sempre que n’ estd numa vizinhanca

tubular U da folha dual Lén) que coincide com Z,.

Concluimos a demonstragao ao recapitularmos que U pode ser escolhida como
Z x B,(r), onde r nao depende de n; e que todo ponto n’ € N pode ser conectado a n

por uma sequéncia ni, ..., ny, tal que ny =n, ny =n' e By, (r) N By, (1) # 0.

Além disso, dado z € Z o espago horizontal H . ) considerado como subespago
de T'Z varia com n. De fato, considere o plano parametrizado (7} (s),72(t)) definido por
uma familia de geodésicas v} C Z e 7o C N onde (v1)'(s) € H para todo par t,s € R. Mas
(Wilking 2007, Proposition 6.1) demonstra que este plano é totalmente geodésico e flat.

Em particular, 5
55 (1), 72(8) = (1) (s)

é paralelo ao longo de t — (74(s),72(t)) e segue pela unicidade do transporte paralelo que
(M) (s) = (1) (s)

para todo t, s, o que conclui a demonstracgao. O
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2.5 Uma Aplicacdo em Folheacoes Polares

Seja ¥ uma se¢ao de uma folheagao polar F em M. Podemos assumir (a menos
de uma composi¢ao com o recobrimento universal Y — ¥ que ¥ é simplesmente conexa e
imersa em M. Existe um grupo W de isometrias de ¥ tal que /W é isométrico a M/F.

Este grupo W é chamado de Grupo de Weyl.

Além disso, se M for simplesmente conexa, o grupo W se consiste de reflexoes,
ou seja, de isometrias que fixam uma subvariedade de ¥ de codimensao 1 chamadas de

paredes (para mais detalhes, consulte (Toeben 2006)).

Uma aplicacao interessante da Conjectura de Wilking para espagos simétricos

e que exibe a forca desta conjectura se consiste em re-demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 13. Seja F uma folheagio polar em uma variedade Riemanniana M e ¥ uma
secao da folheacdo. Suponha que a acao do grupo de Weyl W se decompoe como um produto
de grupos W = W1 x Wy e que a se¢ao se decompoe como um produto métrico de segoes
Y =X X Xy onde W; age apenas na 1—ésima coordenada ;. Entdo F se decompoe como

o produto de folheagoes polares Fi X Fs.

O Teorema 13 desempenha um papel central nos resultados encontrados em
(Lytchak 2014) e (Liu e Radeschi 2020). Demonstra-se este Teorema seguindo os argumen-
tos da demonstragao de (Lytchak 2014, Proposition 4.2). Por conveniéncia, os recordamos

a seguir:

Sejap: M — Y = M/F a projegao de M no espaco de folhas e tome a projegao
g Y =Y, =Y/W;. As composigdes p; = ¢; op: M — Y; sdo o espago quociente de novas
folheagoes polares F, em M (veja (Lytchak 2014, Section 2.4)).

Como toda curva Fj-horizontal é mapeada por p em um Y;-fator (e, portanto,

por py a um ponto), toda folha dual a F| estd contida na folha da folheacao Fy.

Usando a decomposicao M = Z x N dada pelo Teorema 8, tome JF; como
sendo a restricao de F; a N e F; como sendo a restricao a Z. Os argumentos anteriores

mostram que F = F; X Fo.
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3 Deformacoes métricas e curvatura

3.1 Introducao do Capitulo

Este capitulo é dedicado a explorar os resultados encontrados ao estudarmos a
curvatura de variedades Riemannianas cuja métrica sofreu algum tipo de deformacgao. Um

caso particular de nosso interesse se da com a chamada Deformacao de Cheeger.

Para introduzirmos estas deformagoes, lembramos da Introducao desta tese

que Searle-Wilhem demonstraram o teorema:

Teorema 14 (Searle-Wilhelm, (Searle e Wilhelm 2015)). Seja G um grupo de Lie com-
pacto e conexo agindo isometricamente e efetivamente numa variedade Riemanniana

compacta (M, g). Suponha que:

1. Uma orbita principal possui grupo fundamental finito.

2. A métrica de distancia orbital em M /G possui curvatura de Ricci > 1.
Entao M admite uma métrica G-invariante § com curvatura de Ricci positiva.

Lembramos também que a métrica do Teorema 14 é construida utilizando
primeiramente uma transformacgdo conforme seguida de uma deformacao de Cheeger.
Desse modo, pode-se perguntar se é possivel obter este mesmo resultado utilizando apenas
Deformagoes de Cheeger (que consiste, basicamente, em deformar o espago vertical de
uma variedade por um fator ' > 0). Uma resposta é fornecida na secdo 3.6, culminando

no Teorema 18.

Para tanto, construimos as deformacoes de Cheeger e desenvolvemos suas
expressoes para curvaturas de Ricci e Escalar nas segoes 3.2 e 3.3. Estas construgoes
levantam de modo natural a possibilidade de considerarmos func¢ées mais genéricas para
realizar novas deformacodes métricas. Motivados por isto, consideramos as chamadas
Deformacoes de Cheeger Generalizadas, que sao realizadas ao deformarmos o espago

vertical por uma funcao positiva basica h : M — R.

A construcao destas deformacoes e suas ricas expressoes para curvatura sao
encontradas nas segoes 3.4 e 3.5, onde recorremos as expressoes para a curvatura de
produtos retorcidos verticais gerais (ou seja, a curvatura de métricas produto conforme
visto em (Gromoll e Walshap 2009, Cap. 2)).

Encerramos esta capitulo fornecendo um contraponto ao Teorema de Lawson-
Yau:
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Teorema 15 (Lawson-Yau). Seja (M, g) uma variedade compacta Riemanniana munida
de uma agao efetiva isométrica de um grupo G' compacto, conexo e nao-abeliano. Entao,
a deformagdao de Cheeger g; no instante t > 0 tem curvatura escalar positiva para algum

to > 0.

onde discutimos caminhos de curvatura escalar positiva no contexto de fibrados
com fibras de dimensao 1 ou 2, com um interesse em particular em circle-bundles, que

possuem o grupo abeliano S* como fibra.
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3.2 A Deformacao de Cheeger

Considere (M, g) uma variedade Riemanniana e G um grupo de Lie compacto
com métrica biinvariante () em g e assuma também que G age isometricamente em (M, g).

A aplicacao m: M x G — M dada por
m(9) = g.p (3.1)

induz um difeomorfismo entre G/G,, e a érbita G.p, onde G, é o subgrupo de isotropia de
G. Ao induzir 7, nas algebras de Lie de G/G, e G.p, a métrica () nos permite obter uma
decomposicao ortogonal

g=gpOm, (3.2)

onde g, ¢ a algebra de Lie do subgrupo de isotropia G, e m, ¢ um espaco vetorial isomorfo
a T,(G.p).

Proposigao 15. Os espagos vetoriais m, e T,(G.p) sio isomorfos.

Demonstracao. Dado X € g e escreva

X:Xl—i-XQEngBmp (33)

Entao, o campo de agao

X d

_a tX
P_dt‘tzoe .p (3.4)

¢ claramente um elemento de T,,(G.p) e como G, é subgrupo de isotropia, entao

para quaisquer X1, X € g,, de onde segue o resultado desejado.

Utilizando a decomposicao da dlgebra g, definimos:

Definigao 27. O espago vertical de (M, g) em p com respeito a ag¢do de G em M
¢ definido como sendo V, = T,(G.p). O complemento g-ortogonal de V, é definido como

sendo o espago horizontal, denotado por H,
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Baseados nesta definicao, sempre podemos decompor um vetor tangente X €
T,M como
X=X+U*

com X € H, e U € V,. A partir de agora, adotamos esta notagao para vetores tangentes.

Uma Deformagao de Cheeger da métrica g pode ser entendida como uma trans-
missao a (M, g) de deformagoes métricas realizadas em Q. O processo dessas deformagoes

é descrito a seguir:

1
Considerando a variedade Riemanniana produto (M x G, g x ;Q) para cada

real t > 0, temos que a seguinte funcao:

a:(rpg) €Gx (MxG)r (rp,gr)eMxG (3.6)

define uma acao livre e isométrica em M x G.

As Deformacgoes de Cheeger sao definidas como sendo a familia a 1—parametro
de métricas induzidas em M a partir de g x EQ via submersao Riemanniana 7, o que

é possivel pois 7 : M x G — M é um fibrado principal com a agdao « e desse modo
(M x G)/a é difeomorfo a M. Definimos:

Definicao 28. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana munida de uma ag¢ao de um
grupo de Lie compacto G com métrica biinvariante ), definimos uma Deformacao de
Cheeger de g no instante t > 0 como sendo a métrica g, induzida em M pela submersao

Riemanniana .

Na literatura (e.g. (Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018)), é também co-
mum nomear as Deformagoes de Cheeger descritas na Defini¢ao 28 como Deformacoes de

Cheeger Classicas.

A construcao das Deformagoes de Cheeger sugere que as métricas deformadas
g: modificam a geometria do espaco vertical V' de M. Introduzimos os seguintes tensores

que serao utilizados no estudo da curvatura destas métricas deformadas:

o O tensor de orbita em p ¢ a aplicacao linear P : m, — m, definida por
gU*,V*)=Q(PU,V), YU, V*eV,.

o Para cada t > 0, defina P, : m, — m, como
(U, V) =Q(RU,V), YU, VeV,

o O tensor métrico de g¢, Cy : T,M — T,,M ¢é definido como

gt (7, ?) = g(CtY, ?), VY, 7 & TpM
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Pode-se provar facilmente que os tensores P, P, e C} sdo simétricos e positivo-

definidos. Estes tensores satisfazem também o seguinte:

Proposigao 16 ((Miiter 1987) e (Ziller)). Os tensores P, P, e Cy satisfazem:

e P,=(P ' 4ty ' =P1+tP)

e SeX=X+U"com X €H, eU* €V +p, entio Co(X) = X + (I +tP)"'U)*.

Demonstragio. Veja a demonstragao em (Ziller). O
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3.3 Curvaturas da Deformacao de Cheeger
Conforme a se¢ao 3.2, considere (M, g) uma variedade Riemanniana munida
de uma acao de um grupo de Lie compacto G com métrica biinvariante Q).
Dados X,Y € T,M, considere a reparametrizacao da curvatura seccional do
plano (X,Y) C T,M dada por:
ri(X,Y) = Ry, (C; X, C1Y, 'Y, O 'X) (3.7)

Teorema 16 ((Ziller), Proposition 1.3). Sejam X = X +U*, Y =Y + V* vetores em
T,M. Entao,

o o 3 o
re(X,Y) = Ry(X,Y, Y, X) + ZH[PU’ PV]||Z2 + z(X,Y), (3.8)
onde z; € nao-negativo.
Demonstragao. Os termos
N )
Ry(X, Y, Y, X) + IlPU, PV][q (3.9)

sdo claramente a expressao para a curvatura de M x GG e z é o tensor de O’Neill da

submersao . ]

A partir do Teorema 16, pode-se calcular as curvaturas de Ricci e escalar das
métricas g;, conforme demonstrado em (Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018, Lemma

1.1). Reproduziremos este célculo nesta segao.

Considere X = X + U* € T,M e uma base ortonormal {ey, ....,e,} de T,M,
onde {€j+1, ..., €, } ¢ uma base para o espago horizontal #,,.
Considere a curvatura de Ricci horizontal, definida por:

Ric"(X):= > R(X,e;,ei, X). (3.10)
i=ht1

Seguindo (Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018), vamos demonstrar:

Proposigao 17. (Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018, Lemma 1) Para cada X €
T,M,

— — 1
lim Ricy, (X) = Ric}(X) + lim 3 2,(CiX, C%e;) + 7 2 s, UG,
i=1 g

t—o00

onde {v1, ..., v} € uma base Q-ortonormal para m,,.
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Demonstragio. Seja {vq,...,vx} uma base Q-ortonormal de autovetores de P com auto-
valores A\; < --- < )i, respectivamente. Dada uma base {eg41, .., €, } g-ortonormal de H,,

considere uma nova base g-ortonormal {ei, ..., eg, €xi1,...,e,} de T,M, com
~1/2
=N\ v (3.11)

para ¢ < k.

Pela Proposicao 16, observe que

{C7 ey, (3.12)

¢ uma base g,-ortonormal para T),M. Além disso, vale que
Cr ey = (1+tA) Y% (3.13)
: ~1/2 .
parat < keque C; "“e; =¢; fori >k .
A curvatura de Ricci de g, satisfaz:
Ricy, (X) =Ric(C,;X) + Z %(CH e, O/ X) (3.14)

ool Ait -
> (olls, CX) + “E o, tP(1 + P U] 3 )

De fato, para provar a equagao (3.14) note que a expressao (3.8) do Teorema
16 nos da:

Ricy (C;7'X) = Y. Ry, (C; %6, C7' X, O X, OV Pe:) = 3 k(G e;, X)
i=1 i=1

ko(C e, X) + 3 21(C%e;, X) + ZHP NP, PUY G

1 i=1

n k
—ch —i—Zzt 3/261,7 Z
iy

Ait
(HO i %) + S s tPUIR)-

De modo que a equacio (3.14) é verdadeira: basta que se substitua X por C;X. Observe
também que C; X — X se t — co. Segue que:

Ric}(CiX) — Ricl'(X), (3.15)
k [—
> - o(ei, CiX) — 0, (3.16)
=1
i AL v, P14+ tP) O %Z |[vi, UlI¢ (3.17)
T g 1Y i . .
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Com algumas pequenas mudancas na demonstracao da Proposicao 17, demonstra-

se também o seguinte resultado:

Proposigao 18. Sejam {eq,...,e,} a base g-ortonormal e Ay < -+ < A\ 0s autovalores
descritos na demonstracao da Proposicao 17. Entao, a curvatura escalar de g; pode ser

escrita como:

Sap) = 32 Ky(C1%e, G es) 4+ 2(CPei, G Pey)
i,j=1
i it 1

’ wz=:1 (T4+tX)(L+tA;) ZH[% UJ]HE) (3.18)
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3.4 A Deformacao de Cheeger Generalizada

Nesta secao construimos uma extensao das Deformacoes de Cheeger classicas.
Considere (M, g) uma variedade Riemanniana munida de uma agao isométrica de um

grupo de Lie compacto G com métrica biinvariante () em g.

Considere também a agao definida na equagao [3.6] e a projecao m definida pela
expressao [3.1]. Similar ao construido na sec¢ao 3.2, pode-se identificar (M x G)/a como

uma variedade difeomorfa a M.

Desejamos realizar uma deformagao métrica em g por métodos similares ao
realizado nas Deformagoes de Cheeger classicas mas considerando uma func¢ao mais geral

em relacdo a f(t) = ¢ utilizada na Deformacio de Cheeger cléssica.

Diz-se que um campo vetorial X € T'M é um campo bdsico quando X ¢é
horizontal e projetavel. Considere ¢ : M — R uma funcao suave cujo gradiente ¢ um
campo béasico. Considere também a métrica g x e 2?Q em M x G. Podemos induzir a
métrica de submersao Riemanniana g, em M. Esta métrica induzida é a deformacao

métrica que almejavamos construir. Sumarizamos esta construgdo na seguinte definigao:

Definigao 29. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana munida de uma a¢ao de um
grupo de Lie compacto G com métrica biinvariante (). Definimos uma Deformacgao
de Cheeger Generalizada de g com respeito a uma funcdao suave ¢ : M — R como
sendo a métrica gy induzida em M pela métrica g X e 2°Q via submersio Riemanniana
T MxG— M.

Analogamente ao realizado para Deformagoes de Cheeger classicas, pode-se

definir os seguintes tensores:

« Dada uma funcao suave ¢ : M — R, defina Py : m, — m, como
gs(U*, V") =Q(P,U, V), VYU, V"€V,
« O tensor métrico de g4, Cy : T,M — T,M ¢é definido como

gd)(Y, ?) = g(Cd)Y, ?)7 VY,? S TpM

Com estes tensores, podemos escrever uma expressao 1til para o levantamento
horizontal de um vetor X = X + U* (com respeito ao fibrado exibido na expressao [3.1])

conforme a seguinte equacao:

LX) = (P Y P +e*) 'V - U+ X, —e*(Pt +*1)7'U) (3.19)
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desse modo, pode-se escrever expressoes algébricas no espirito da Proposicao 16 para os

tensores Cy and Py como a seguir:

Proposicao 19. Os tensores Py e Cy satisfazem:

e Py=P(I+e*P) .

o CH(X+U")=X+(I+e*P)'U.
Demonstragdo. Similar a Proposicao 16. O]

Aplicando a equacao [3.19] na segunda relacao da Proposicao 19, obtém-se a

expressao:

L(C)'X) = (X +V*,—*PV). (3.20)

E esta expressao permite trabalharmos com reparametrizagoes do plano (X,Y) C
T, M pelo tensor Cy . O célculo da curvatura desta métrica generalizada sera realizado na

secao seguinte.



Capitulo 3. Deformagdes métricas e curvatura 54

3.5 Curvaturas da Deformacdo Generalizada

Decompondo T, (M x G) em espacos horizontal e vertical para quaisquer
(p, g) € M x G, utilizaremos as expressoes para curvatura de Gray-O’Neill para calcularmos

as curvaturas seccionais dos planos reparametrizados

{L,TC;X, LWC’(;lY}

Em conformidade com a notacao utilizada na secao 3.3, dados X,Y € T,M,

considere a reparametrizagao da curvatura seccional do plano (X,Y’) C T,M dada por:

ke(X,Y) := R, (C,'X,C,'Y,C,'Y, C'X) (3.21)

Utilizando a equacao de Gray-O’Neill para a curvatura seccional, temos:

ko (X, V) = Ryye200((X, —eXPU), (Y, =€ PV)) + 25(X,Y) (3.22)

com z, nao-negativo, que se escreve em termos do tensor de O’Neill, conforme o Teorema

9).

O célculo da curvatura em 3.22 sera realizado utilizando as expressoes para a
curvatura seccional de produtos retorcidos verticais gerais. Uma exposicao bastante geral
é feita em (Gromoll e Walshap 2009, Cap. 2) mas ha alguns misprints no enunciado do
Teorema que expressa a féormula para calculo das curvaturas seccionais destes produtos.

Apresentaremos aqui a versao corrigida do enunciado.

Primeiramente, considere as identificagoes a seguir (decomposigoes em espagos

vertical e horizontal):

X = (X,0); (3.23)
Y = (Y,0); (3.24)
U= (0,—e**PU); (3.25)
V = (0, —e**PV). (3.26)

Com estas identificagdes, podemos reescrever a expressao (3.22) como:

Kp(X,Y) = Ry(X,Y) 4 Ryxe200(U, V) + 2Ry e200(X,V,U,Y)+
Rgxe—2¢Q(X7 V) + Rgxe—2¢Q(Ya U) + Z¢(X Y)

Os termos individuais desta curvatura serao calculados utilizando a seguinte

Proposicao:

Proposigao 20 (Curvatura seccional do Produto Retorcido Vertical Geral). Seja (M, g)

uma variedade Riemanniana com uma folheacao Riemanniana induzida por uma submersao
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Riemanniana e g uma métrica do produto torcido vertical geral (consulte general warped
product em (Walschap 1992)) por uma fungio bdsica h™. Five p € M. Entdo as sequintes

formulas para a curvatura seccional K de g sdo vdlidas:

1 K(X,Y)=(1—-hHKs(X,Y)+h'K(X,Y), VX,V € H,;

_ 1
2 K(Vi,Va) = (h™ = W) Kp(Vi, Vo) + h 2Ky (Vi, Vo) — Zh VAP [Val*| VA —
1 1
§h‘3dh(a(V1, V)| Vel — 5h—?’dh(o—(VQ, VoD VA2, VVA, Vo €V, tais que

g(Vi,Vz) = 0;
3. K(X,V) = Ky(X, V)bt = b7t (1= h7") JAS V] = h72dh(X)g(SxV, V) —
1
1 {~2Hess h(X, X) +3dh(X)?} A2V, VX € H,, YV € V),
Para a demonstragao de 20, veja (Gromoll e Walshap 2009, Cap. 2).
Agora, utilizando as expressoes para a curvatura de (Walschap 1992), temos:
Ryee0(X,¥) = Ry(X,Y); (3.27)
o 1 1
Ryye—20q(U, V) = Z66¢|[PU, PV]|5 — 1|v62¢|§|PU APV % (3.28)
- - 1
Ryye200(X,V) = Z|1_DV|§2(2 Hess 2?(X) — 3de?*(X)?); (3.29)
- 1
Ryve200(Y,U) = ZyPU@(z Hess e??(Y) — 3de*?(Y)?). (3.30)
Similarmente ao que fizemos para calcular as curvaturas da deformacao de
Cheeger classica, tome uma base {vy, ..., v, €xr1,-..,6,} de T,M, onde {epiq,...,e,} é
uma base horizontal e {vy,...,v;} é uma base vertical de autovetores de P com autova-
lores Ay, ..., \x respectivamente e defina e; = \; Y ?v;. Escreveremos expressoes para as

curvaturas seccionais desta base.

Separamos o calculo destas curvaturas em trés casos: as curvaturas horizontal,

vertical e vertizontal.
1. Sei,je{k+1,...,n}, entdo
Ry, (eire5) = Rylei, e5) + zo(ei, €5). (3.31)
2. Seie{k+1,...,n}and j € {1,...,k}, entdo

_ A
Ry, (ei, C, 1/2ej) =(1+ e%}\j)*l[Rg(ei, e;) + Zj(2Hess(62¢)(ei) — 3e722de* (e;)%) |+

~1/2
z¢(ei,C’¢ /ej).
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3. Sei,j€{l,...,k}, entdo

Ry, (C5 26,05 %e;) = Ryyo20g((CFPes, =2 PCY%ey), (C)Pe;, —e* PCY %e)))
- (1 + 62¢/\‘)_1(1 + €2¢)‘j)_1Rgxe*2¢Q((6ia —€2¢P6i)7 (6]‘, —62¢P6]‘>)

+ 24(Cy 1/262,0(;1/2€j).

Nos resta, entao, calcular o termo

Ry e—200((€ —62¢P€i>, (ej, —62¢P6j)). (3.32)

Temos que:

Ryye—20q((e:, —€** Pe;), (e, —€** Pe;)) = Ry(e;, €5)
+ Ryre200((0, —€*Nie), (0, —€*?Xje;))
+ 2Ry -200((€:,0), (0, —**Aies), (0, —€**Aje;), (¢5,0))
+ Ryxe-200((e:,0), (0, —e**\je;))
+ Ryye—200((e5,0), (0, 0, —e** \ie;)).

((
((

Portanto, de acordo com as equacoes 3.27 - 3.30, temos, a menos de uma soma
com o termo (1 +e2*)\)"H(1 + €2 )\;) " z4((ei, —e** Pey), (e5, —€*? Pe;)), que:

1
1€6¢)\i/\j |[vi, vy] |2Q

A3V

Ryye-20g((es, —€** Pe;), (e, —€** Pe;)) = Ry(es, e5) +

Finalmente,

(1+e2X)(1+eN)R,(Cy P, ) Pey) =

1
2NN v, 3G — N 11 VIR + 2p((ei, —€*? Pes), (e, —€** Pey)).

Rg(ei7ej) + 4

O que conclui o calculo das expressoes das curvaturas seccionais da Deformacgao

de Cheeger Generalizada. Enunciamos:

Proposigao 21. Seja {ey, ..., ek, €xt1,-.., e} uma base de T,M tal que:
1. {exs1,-..,en} € uma base g-ortonormal do espago horizontal,
2. Seja {v1,...,vx} uma base vertical de autovetores de P com autovalores Ay, ..., A,

, ~1/2
respectivamente. Defina e; = \; / U
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Por simplicidade, denote \; = 0 para © > k. Entao,

ntk 62¢(/\7; + )‘j + Ai/\je%))Rg(eia ej) 1 )‘j <2A9€2¢ - 36_2¢|v€2¢‘§>

l,, =scaly — 4

SCalg, =SCalg ”2221 (1 + 624’/\@‘)(1 4 62¢>\j) 2 ; 1+ e2¢/\j
N zk: 10NN i vl1h — AN Ve[ z": 2(€i €5)

(14 e22X)(1+e?))

ij=1 (1+e200)(1+ €2¢)‘j) ij=1

onde A é o Laplaciano negativo horizontal.
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3.6 Eixos Fixos

A produgao de métricas com curvatura de Ricci positiva é, em geral, uma tarefa
ardua e as deformacoes de Cheeger representam uma ferramenta interessante para abordar
algumas construgoes destas métrica. Lembremo-nos (conforme a segao introdutéria) que

Searle-Wilhelm provaram o seguinte resultado:

Teorema 17 (Searle-Wilhelm, (Searle e Wilhelm 2015)). Seja G um grupo de Lie com-
pacto e conexo agindo isometricamente e efetivamente numa variedade Riemanniana
compacta (M, g). Suponha que:

(1) uma drbita principal possui grupo fundamental finito.

(2) A métrica dada pela distancia orbital em M /G possui curvatura de Ricci > 1
Entao, M admite uma métrica G-invariante § com curvatura de Ricci positiva.

Lembremo-nos também que a construcao da métrica do Teorema 17 possui
duas etapas: inicialmente ¢é realizada uma transformacao conforme na métrica inicial e

posteriormente uma Deformacao de Cheeger classica.

O objetivo desta secao é encontrar condigdes para que apenas a Deformacao de

Cheeger cldssica seja necessaria para produzir métricas com curvatura de Ricci positiva.

Define-se um eixo fixo de M em p € M com respeito a acao de G como sendo

um vetor horizontal X € H, que satisfaz
p(Gg)X =X (3.33)

onde p : G, = O(H,) é a representacao de isotropia e Gg denota a componente conexa da

identidade e O(#H,,) denota o grupo ortogonal do espago horizontal em p.

Mostraremos o seguinte Teorema:

Teorema 18. Seja (M",g) uma varidade Riemanniana com uma agdo isométrica de um

grupo de Lie compacto e conexo G. Assuma que:

(1) uma orbita principal possui grupo fundamental finito.

(2) A métrica dada pela distancia orbital em M /G possui curvatura de Ricci > 1.

Se g possui diregoes com curvatura de Ricci negativa para toda Deformacao de Cheeger em

tempo finito, entdo

a) Eziste um ponto singular p € M e um eizo fixo nao-nulo X € H,.
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b) A restrigio de p a X N H, é redutivel.

Além disso, se X+ N H, se escreve como a soma de exatamente n termos p-irredutives,
XtNH,=H,+Ho+ -+ Hy, entdo (a menos de ordenagio dos termos somados), para
todo vetor reqular Y =Y, + Yo+ -+ Y, € Hy +Ho + - -+ + H,, existem j,i € {1,...,n}
tais que
(b —1)dim >°,; H

dimH, —1 ’

onde k € a codimensao de uma orbita orbita principal.

dimH; — dim G,Y; >

Antes de demonstrarmos o Teorema 18, precisamos do seguinte resultado
auxiliar que nao sera demonstrado neste trabalho, mas que encorajamos a leitura da

demonstracao em [(Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018), Lemma 3]:

Lema 3 ((Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018), Lemma 3). Para todo X = X +
U, Y =Y +V*, 2 satisfaz:

{dwz(X,Y) + 5Q([PU, PV], Z)}*

2(X,Y) =3t max 7. 2 11 (3.34)
1Zlle=1
Além disso, em pontos requlares,
duwy (V*, X) = ;Xg(V*, 7Y = —g(SxV*, 2%), (3.35)
dws(X,¥) = —5g(IX Y], 2°) = ~g(AxY, 7°), (3.36)

onde AxY = py(VxY), SxV* = —py(VxV?*) and py ¢ a projecio ortogonal em V = H* .

Com este resultado, pode-se provar:

Proposigao 22 ((Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018), Proposition 4.1). Seja X €

H, um eizo fizo. Entao, para qualquer Y € H,, vale que:
2(X,Y) =0, Vt > 0. (3.37)
Em particular, tli}m Ricy,(X) = Ric;'l(X).

Demonstragio. Basta provarmos que dwz(X,Y) =0, VZ € g.

Usando a defini¢ao de derivada exterior e lembrando que campos de agao Z*

sao Killing, entao
2dwyz(X,Y) = Xg(Z*)Y)=Yg(Z*, X) —g([X,Y],Z") =29(VxZ",Y) =0,

pois Sy = 0. ]
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Da Proposicao 22 e do item (a) do Teorema 18, conclui-se que (M, g;) possui
curvatura de Ricci positiva para algum ¢ suficientemente grande se, e somente se Ric;'[(X ) >

0 para todo eixo fixo X.

Escrevemos este resultado na forma de Corolério:

Corolario 1. Suponha que (M, g) satisfaca

1. Uma orbita principal possui grupo fundamental finito.

2. RiCMreg/G Z 1 .

Entao, (M, g;) possui curvatura de Ricci positiva para algum t > 0 suficientemente grande

se, e somente se Ric;{(X) > 0 para todo eixo firo X € H.

3.6.1 Demonstracdo - item a), Teorema 18

Mostraremos este resultado utilizando uma subsequéncia convergente. Assuma
que M satisfaz as hip6teses (1) e (2) no Teorema. 18. Por hipdtese, para todo n € N existe
um vetor g-unitrio X,, = X,, + U} € T,,, M tal que Ric,, (X,) < 0.

Tomando uma subsequéncia convergente, existe um L > 0 e um vetor g-unitario
limitante X = lim X, tal que Ric,,(X) < 0 para todo ¢ > L.

n o
Mostraremos que p = le P, pertence a uma 6rbita singular (Afirmagao 1) e
n oo

que p(GH)X = X.

A Proposicao 17 nos da:

. C1/%
0> Ricl(X) —i—nhjglOZZR C,X,C1 %) + = Z I[v;, U3, (3.38)
E conclm se que U = 0, pois o ultimo termo ¢é positivo sempre que U # O:

lembremo-nos que — Z I[v;, U]|I2 o ¢ a curvatura de Ricci do espago homogéneo normal

G/G,, com respeito a metrlca Q). A curvatura deste espago é positiva desde que m(G/G,)

seja finito.

Mas, m1(G/H) é finito, onde H é um grupo de isotropia principal e, segundo
Bredon (Bredon 1972, section IV.3), pode-se assumir (a menos de conjugacao) que H < G,,.

A sequéncia longa de homotopia de G,/H — G/H — G /G, fornece a expres-
sao:
= m(G/H) = m(G/G,) = m(Gp/H) —

Portanto, m(G/G)) é finito se e somente se G,/ H possui um ntmero finito de
componentes conexas. Enfim, G}, ¢ uma variedade compacta, pois ¢ subgrupo fechado de

um grupo de Lie de onde segue a finitude do grupo fundamental.



Capitulo 3. Deformagdes métricas e curvatura 61

Além disso, como o termo z; em (3.38) é ndo-negativo, conclui-se que Ric}(X) <
0. Lembrando que Ricyres/q > 1, a proxima afirmacao demonstra que p nao é ponto

regular.

Afirmacao 1. Considere a submersio Riemanniana m: (M"Y g) — (M™/G,g). Se
p €M™, entio,

Jim Ric,, (X) = Ricg(dnX). (3.39)

A demonstracao da Afirmacgao 1 segue da Proposicao 3.3 que pode ser verificada

em (Searle e Wilhelm 2015). Enfim, a veracidade do item a) do Teorema 18 segue ao notar-

se que dp(g,)X = 0.

Caso contrario, existiria Y € H,, satisfazendo SxY # 0 e portanto os Lemas 17

e 3 dariam Ric,, (X) — 4o0.
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3.6.2 Demonstracdo item b), Teorema 18

O Corolario 1 nos fornece uma condi¢ao necesséria e suficiente para termos mé-
tricas deformadas com curvatura de Ricci positiva em termos de eixos fixos da representacao
de isotropia p : G, — O(H,).

Os objetivos desta se¢ao sao descrever o tensor de curvatura nestes eixos fixos,
demonstrar o item (b) do Teorema 18 e descrever algebricamente as condigoes para que a

curvatura de Ricci seja positiva em alguma deformacao de Cheeger com tempo finito.

Considere em (M, g) a conexao de Levi-Civita V e o respectivo tensor de
curvatura 2. Considere também a versao estendida da representacao de isotropia p : G, —
O(T,M). Dado X € H um eixo fixo de p, considere o operador

Para todo Y € T,M er € G, vale que:

p(r) o Rx(Y) = R(p(r)Y, p(r)X)p(r)X = R(p(r)Y, X)X = Rx(p(r)Y), (3.40)

Segue do Lema de Schur para representacoes que Ry é um multiplo da identi-

dade em cada componente irredutivel de p. Concluimos a demonstracao do Lema:

Lema 4. Seja V C T,M um subespago p-irredutivel. Entao, Rx|yv ¢é um operador miltiplo
da identidade.

Mais particularmente, como H, é p-invariante, segue que Rx(H,) C H, e como

Rx(X) =0, entdo H, N X 1 ¢ Rx-invariante. Denotaremos a restricao
Rx :H,Nn X+ = H,Nn X"
por Rx. Note que nesta notacao,

Ric)(X) = trRx.

Para uma deformacao de Cheeger em M ser inefetiva, basta construirmos uma
métrica g satisfazendo as condigoes (1)-(2) do Corolério 1 e Ricz]{(X ) < 0 para algum eixo
fixo X.

Seja [ a codimensao de uma 6rbita regular. Da Afirmagao 1 e da condigao (2),
observe que
lim Ricg, (X') > 1

t—o00
para qualquer X' € H regular. Observe também que se {eg = X, e1,...,€,_1} ¢ uma base
ortonormal para o subespago W, entao a Proposigao 22 nos garante que z;(X, e;) = 0 para

todo <.
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Desse modo, para todo subespago [~dimensional YW C H,, obtido pelo limite de

subespacos horizontais, vale que:

-1 -1
Ric) (X)) := ; Ry(X, e i, X) = tlggO;Rgt (X, e, e, X) > 1, (3.41)

onde {eg = X, eq,...,6,_1} é uma base ortonormal para o subespago W.

O conjunto de tais W’s pode ser restrito de modo a serem validas as condig¢oes

(3.41) e Ric;'[(X) < 0. Essa restricao é descrita a seguir:

Considere uma curva suave c(s) com ¢(0) = p e ¢(s) € M"™ para todo
s > 0. Dado s € R, entdo H) define uma curva na Grassmanniana Gr;(T'M). Qualquer

subespaco limite W da curva Hs) € Gri(T'M), s — 0 deve entao satisfazer (3.41).

Conclui-se que todo WV assim descrito ¢ o limite de espagos horizontais ao longo
de alguma curva na Grassmaniana Gr(TM) e chamamos estes subespagos YW de Espacos
Limitantes Horizontais. Denotamos a familia de subespacos limitantes horizontais em p

por Wp.

Seguindo (Cavenaghi L. F.; Silva e Speranga 2018), podemos dar uma descri-

cao algébrica destes subespagos limitantes horizontais. Recorde-se que
SxY =-VLY
Provaremos:

Lema 5. Seja W € W,. Entdo existe Y € M, tal que
W = (Svgp)™ = (dp(g,)Y )

Demonstra¢io. Considere uma curva suave c(s) tal que W é o limite de H,(;). Uma base

(suave) para H.) com s € (0,¢€), para e suficientemente pequeno, é dada por

1
* * * *
{gvl, oy VD Vs oo (o

onde {vy,...,v;} é uma base para m), com vj,...,v; € g, € 05 vetores vy, ...,V SA0

Q-ortogonais a g,,.

Mas, v} (c(s)) — 0 para todo i < d. Portanto,

1 * * __ Q *
lim ~vi(c(s)) = Ve vi = Seo)vi-

O que prova o Lema, pois {vy, ..., vy} deve gerar px. ]
O exposto nesta secao permite reescrever as condicoes para que a curvatura de

Ricci seja positiva: se X € H é um eixo fixo de p, entdo dp(g,)(X) = 0, de onde segue que
X € W para todo W € Wp.
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Desse modo, a deformacao de Cheeger sera inefetiva desde que para todo eixo

fixo X € H, sejam satisfeitas as condigoes:

(1) Ricl*(X) <o0.

(2) Ric)¥(X) > 1 para todo W € W,.

Além disso, podemos concluir a demonstragao do item (b) do Teorema 18, uma

vez que se H, N X+ for p-irredutivel, entdo a condicio (2’) fornece Ric’»(X) > 0.
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3.6.3 Expressao para subespacos p-irredutiveis

Esta subsec¢ao é dedicada a apresentar uma descricao combinatoria das condigoes
(1) e (27). Especificamente, procuramos condigdes algébricas para a existéncia de um
operador simétrico Ry que satisfaca (1’) e (2’), e entdo, a posteriori, construimos uma

métrica com tal operador de curvatura.

Para maior clareza, primeiro assumimos que H, = spanX @ H; ® Hz, onde H;
sao subespacos p-irredutiveis. Como ficara evidente a partir do Lema 6, neste caso, Ry
tem exatamente dois autovalores distintos, A\; e Ay, portanto, H; L Hs. Fornecemos um

resultado de existéncia para A\; e Ay, de modo que (1) e (2’) sejam atendidas.

Observagao. Embora o espaco H, dependa da métrica, a agdo linear de G, em H, €
equivalente d representagao isotrdpica clissica de G, no quociente T,M /T,G,. Portanto,

todos os cdlculos podem ser realizados usando um complemento fizo de T,G).

Observagao. A irreducibilidade de H; € necessdria apenas para provar o Teorema 18.
Para produzir exemplos de métricas nao eficazes, apenas assumimos que Hy e Ho sao
p-invariantes. Em qualquer caso, uma vez que os autovalores de Rx|y1 e Rx|u, devem

ter sinais diferentes, temos que Hi L Hs.

Considere as projecoes complementares:
it Hp — Hi.
Entao, para qualquer métrica g que seja G-invariante e Y € H; & Ho,
Rx(Y) = M|piY 2 4 Aalp2Y 2,

onde ); sdo as constantes determinadas pelo Lema de Schur.

Em particular, Ric™(X) = A\; dim H; + Ao dim H, e, para W € W,

l
Rid(X)g =Y (Mlpreil2 + Xalpaeil2) = Ai tr(pi W) + Ag tr(pe|WV). (3.42)

=1

Observagdo. Embora a definicio de W = (dp(g,)Y)" dependa da métrica,
tr(prlw) = tr(pr) = tr(P1lape,)v)

¢ independente da métrica.

A existéncia de A, Ay satisfazendo (1), (2°) é totalmente traduzida a proprie-

dades do conjunto

A= {(tr(pilw), tr(palw)) €R® | W eW,}

Temos o problema:
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Problema 1. Seja A C R? uma colecio de nimeros reais satisfazendo a +b = [ —
1, Y(a,b) € A. Encontre A\, A € R tais que

a)\1 + b)\g > 1, V(a, b) eA (343)

e)
A dim Hq + A dim Hy < 0. (344)
O Lema 6 nos da condigbes necessarias e suficientes para resolver o Problema

1.

Lema 6. Denote A := dimH; e B := dim Hs. Entao, o problema 1 tem resposta afirmativa

se, e somente se, ou

(alg}gA{a} A58 (3.45)
o B(l—1)
f _— 4
oot b} > g (3.46)

Demonstragio. A partir das condigoes (3.43) e (3.44), fica claro que Ay Ay < 0. Além disso,
se A1, Ay sao uma solugdo para o Problema 1, entdao —\;, —Ay também o sdo se trocarmos
os papéis de H; e Ho. As duas condigoes estabelecidas no Lema 6 diferem pelo sinal de ;.

Sem perda de generalidade, assumimos que A; > 0 e provamos (3.45).

Para ver que (3.45) é necessaria, suponha que o Problema 1 tenha uma resposta
A
afirmativa com A\; > 0. Seja (a,b) € A. A Equagao (3.43) nos dé a > —/\—21) + )\i, para
1 1
A2

algum 0 < e < 1, entdo a > (a — (I — 1)))\— + /\i, ja que a+b=1—1. Obtemos
1 1
A2

[—1)— M S
a> ( )(_&)%—)\1_)\2

A1
Por outro lado, a Equacao (3.44) nos da & < —22. C fungio f(z) = —— &
or outro lado, a Equacao (3.44) nos d4& — < ——. Como a funcao f(z) = é
) quag B N ¢ T+ 1
crescente em |0, o[, concluimos que
A
= € (l—1A €
a > l - 1 B + = _|_ ,
( )(§+1) M—X  A+B AN -
para todo (a,b) € A, provando a condigao (3.45).
Reciprocamente, suponha que exista ¢ > 0 tal que
A(l = 1) +2¢B
a
- A+ B
para todo (a,b) € A para todo (a,b) € A. Como a+b=1— 1, temos a(A + B) — 2¢eB >

a—2
¢ > — sempre que b # 0.

A
(a + b), portanto 2 5
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— A A
abe > —)\—i > 2 Obtemos 0 >
MA+ B e M\ja+ Agb > € para todo (a,b) € A, b # 0. O Lema segue por reescalonamento

Escolha Aj; Ay de modo que \; > 0 e

de A1, Ay uma vez que, quando \; > 0, a equagao (3.43) é automaticamente satisfeita para
b=0. m

Utilizando o resultado acima, pode-se concluir o seguinte resultado:

Proposicao 23. Suponha que H, possui um subespago p-invariante Hy, X ¢ Hi, tal que

(l— 1) dimH1
dimH, —1

121% {tr(p1|w)} > (3.47)

Entao, existe uma métrica G-invariante g numa vizinhanga U de p satisfazendo

.Z. RiCUTcg/G Z 1,

2. Ricg, (X) < 0 para toda deformagao de Cheeger cldssica g¢ de g.

Embora nao o demonstremos aqui, recomendamos a leitura da demonstragao

em [(Cavenaghi L. F.; Silva e Speranca 2018), Proposition 4.3]
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3.7 Caminhos de Curvatura Escalar Positiva

O Teorema de Lawson-Yau (Teorema 15) nos garante que se um grupo conexo
G agindo em uma variedade Riemanniana compacta for nao-abeliano, existe ¢ > 0 tal que

a deformagao de Cheeger g, possui curvatura escalar positiva.

Com o objetivo de oferecer um contraponto ao Teorema de Lawson-Yau, consi-
dere o grupo abeliano S*. Em notas ndo-publicadas, Ziller (veja (Ziller)) explora o conceito
de fibrados de tipo Fut, i.e. fibrados para os quais o tensor de O’Neill satisfaz AxU # 0
para todo X, U # 0.

Uma classe de fibrados Fat que possuimos interesse especial é a de circle-bundles,

ou seja, fibrados cuja fibra seja S*. Ziller provou o seguinte resultado:

Proposiciao 24. Seja p : P — B um fibrado S*-principal, § uma conexdo principal,
Q:TP xTP — R a 2—forma dada por dd = Q e w a 2—forma dada pelo pullback

p'w = Q. Entdo, 0 € Fat se, e somente se w € uma forma simplética em B.

Se P for um circle-bundle fat, entéo (Ziller, Prop. 2.14) garante que se P possui
curvatura escalar positiva e B for simplético, o Teorema 19 que mostraremos adiante
garante que existe um caminho de métricas com curvatura escalar positiva ligando a

métrica original em P & métrica deformada g; no instante ¢ = 1.

Desse modo, o objetivo desta secao é encontrar condi¢des geométricas para
existirem caminhos de métricas com curvatura escalar positiva que liguem a métrica
original de uma variedade a métrica deformada em um instante ¢ > 0. Esta secao esta

dividida em duas subse¢oes de acordo com a dimensao do espaco vertical.

371 Casol:dimyV =1

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com espaco vertical 1-
dimensional munido de uma acao isométrica de um grupo de Lie compacto GG e suponha
que as curvaturas escalar e escalar horizontal de (M, g), respectivamente S e S;L‘, S0

ambas positivas.

Seja {e,...,e,} uma base de T,M com e; vertical e {eq,...,e,} uma base
) 9 P 9 9

. ~1/2 ,
horizontal, onde e; = A, / v} onde vy é autovetor de P com autovalor A;.

A Deformacao de Cheeger Classica nos dé a seguinte expressao para a curvatura

escalar da métrica deformada [18]:

Ric(e)
_ QH
So0 = 55"+ 1+ t\

+ 2 (3.48)



Capitulo 3. Deformagdes métricas e curvatura 69

Mostremos que
M Ric(eq)
g 1+th

para todo t > 0. De fato, a inequacao [3.49] implica

>0 (3.49)

Ric(e)
14+th < — S;* (3.50)
e portanto
Sg
tA < —gn < 0 (3.51)
g9

de onde obtemos um absurdo, pois ¢, A\; > 0 uma vez que P é positivo definido. Enfim,

como z; > 0, concluimos que Sy > 0. Dessa forma provamos o teorema:

Teorema 19. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional munida de uma
acao isométrica de um grupo de Lie compacto (G, Q) tal que a curvatura escalar de g é
positiva e o espago horizontal possui dimensao (n—1). Se a curvatura horizontal escalar de
M for positiva, entao existe um caminho de métricas g« ligando g e g1 tal que Sy, >0

para todo t € [0,1], onde g1 é a Deformagio de Cheeger cldssica de g no instante t = 1.

3.72 Caso2:dimV =2

Suponha agora que o espago vertical de M com respeito a acao de G seja

2-dimensional. Seja {ey, ..., e,} uma base de T,M com {ey, e2} dados por
e = )\i_l/Qv;‘

onde {vy,v2} é uma base de autovetores de P e {es, ..., e,} é uma base horizontal. Suponha
tambem que as curvaturas escalar e escalar horizontal de (M, g), respectivamente S? e

S;{, sao ambas positivas

A Deformagao de Cheeger classica nos da a seguinte expressao [18] para

curvatura escalar da métrica deformada no instant ¢ > 0:

S9t _ SH +§”: K9(ey, ;) zn: K9(ey, €;) K9(eq, es) s
2 2 Z 14+t 2 T4tk (L+tA)(1+tA)
? J
t3 )
. 52
AT+ ) lon, ella (3:52)
Defina
t3
F(t) + 2z (3.53)

T AL+ AL+ th)

e observe que F'(t) > 0 para todo t > 0 ¢ F(0) = 0, de modo que
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min F(t) =0 (3.54)

te(0,1]
Desejamos encontrar condi¢oes para que valha a seguinte desigualdade:

SH n Kg(el,ei)
IR sy

=3

n Kg(eg,ej) Kg<61,62)

+2

>0 3.55
e 2 (14 tA)(1+tAs) (3:55)

para todo t > 0 e todo ponto p € M.

Escreva:

A= Z K9(eq,e;) (3.56)
i=3

B = ZKg(eg,ej) (357)
=3

C= Kg(el, 62) (358)
H

D = S— (3.59)
2

a= M\ (3.60)

b= Xy (3.61)

r=t (3.62)

Entéao, a desigualdade [3.55] pode ser reescrita como:

abDz? + (b(A+ D)+ a(B+ D))z +(A+ B+ C+ D)
(1 + az)(1 + bx)

>0 (3.63)

Como P é positivo-definido, vale que a, b > 0, de modo que é suficiente encontrar

condicoes para que valha a desigualdade:

p(z) = abDa* + (b(A+ D) +a(B+ D))z +(A+B+C+ D) >0 (3.64)

Agora, observe que se p(0) > 0, p'(0) > 0 e p”(z) > 0, entdo a condigao [3.64] é

satisfeita. Mas, vale que

g
M®:A+B+C+D:§>O (3.65)

ese S™ >0, entdo
p"(z) = 2abD > 0. (3.66)

Enfim, a condigdo p'(0) > 0 é equivalente a
a
b

(B+ D) > —(A+ D) (3.67)

ese A+ D>0e B+ D >0, entdao esta condicao também é satisfeita. Provamos:
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Teorema 20 (Condigoes de Curvatura). Seja (M, g) uma variedade compacta n-dimensional
munida de uma agao isométrica por um grupo de Lie compacto (G, Q) tal que a curvatura
escalar Sy de g € positiva e o espago horizontal possui dimensdo n — 2. Suponha que as

condigoes a sequir sejam satisfeitas:

(S)* >0 (3.68)

(S‘;)H + Ric(U) — secy(U, V) >0 (3.69)

para todo U,V € V ortogonais e unitdrios. Entao, existe um caminho de mélricas g

ligando g a g1 tal que Sy, >0 para todo t > 0.

(®)



72

Referencias

ALEXANDRINO, B.; TOEBEN. Progress in the theory of singular riemannian foliations,
differential geometry and its applications. Elsevier, v. 31, 2013. Citado 2 vezes nas paginas
36 e 37.

BREDON, G. Introduction to Compact Transformation Groups. [S.l.]: Academic press,
1972. Citado 2 vezes nas paginas 16 e 60.

CAVENAGHI L. F.; SILVA, R. M. J.; SPERANCA, L. D. Positive ricci curvature through
cheeger deformation. arXiw:1810.09725, 2018. Citado 5 vezes nas paginas 47, 49, 59, 63
e 67.

CHEEGER, J. Some examples of manifolds of nonnegative curvature. J. Diff. Geom., v. 8,
p. 623-628, 1973. Citado na pagina 12.

EWERT, H. A splitting theorem for equifocal submanifolds in simply connected compact
symmetric spaces. Proceedings of the American Mathematical Society, v. 126, n. 8, p.
2443-2452, 1998. Citado na pagina 32.

GORODSKI, C. An introduction to riemannian symmetric space. 2021. Citado 2 vezes
nas paginas 29 e 30.

GROMOLL, D.; WALSHAP, G. Metric Foliations and Curvature. [S.1.]: Birkhduser Verlag,
Basel, 2009. Citado 4 vezes nas paginas 34, 44, 54 e 55.

HIRSCH, M. Differential Topology. [S.l.]: Springer. Citado 2 vezes nas paginas 35 e 40.

KAZDAN, J.; WARNER, F. W. Existence and conformal deformation of metrics with
prescribed gaussian and scalar curvatures. The Annals of Mathematics, 1975. Citado na
pagina 11.

LEE, J. M. Riemannian Manifolds: An Introduction to Curvature. [S.1.]: Springer, 1997.
Citado 6 vezes nas paginas 23, 24, 25, 26, 27 e 40.

LIU, X.; RADESCHI, M. Polar foliations on symmetric spaces and the mean curvature
flow. arXiv preprint arXiv:2006.03945, p. 1-28, 2020. Citado 2 vezes nas paginas 32 e 43.

LYTCHAK, A. Geometric resolution of singular riemannian foliations. Geometriae Dedicata,
2010. Citado na pagina 37.

. Polar foliations of symmetric spaces. Geometric and Functional Analysis, Springer,
v. 24, n. 4, p. 1298-1315, 2014. Citado 4 vezes nas paginas 32, 38, 39 e 43.

MUNKRES, J. Topology. [S.1.]: Pirinciton Hall, 2000. Citado na pagina 15.

MUTER, M. Krummiingserhéhende deformationen mittels gruppenaktionen. Tese (Douto-
rado) — Westfélischen Wilhelms-Universitiat Miinster, 1987. Citado na pagina 48.

SEARLE, C.; WILHELM, F. How to lift positive Ricci curvature. Geometry & Topology,
Mathematical Sciences Publishers, v. 19, n. 3, p. 1409-1475, 2015. Citado 4 vezes nas
paginas 12, 44, 58 e 61.



Referéncias 73

TOEBEN, D. Parallel focal structure and singular riemannian foliations. Transactions of
the Am. Math. Soc., p. 1677—-1704, 2006. Citado na pagina 43.

WALSCHAP, G. Metric foliations and curvature. J. Geom. Anal., v. 2, p. 373-381, 1992.
Citado na péagina 55.

WILKING, B. A duality theorem for riemannian foliations in nonnegative sectional
curvature. Geometric and Functional Analysis, v. 17, p. 1297-1320, 2007. Citado 6 vezes
nas paginas 11, 31, 37, 38, 39 e 42.

ZILLER, W. Fatness revisited. Citado na pagina 68.

On M. Miter’s PhD thesis. Https://www.math.upenn.edu/ wzil-
ler/papers/SummaryMueter.pdf. Citado 2 vezes nas paginas 48 e 49.



