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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre controlabilidade local exata a
trajetoria para um sistema de equagoes diferenciais parciais que modela um processo de
solidificacao/fusdo e consiste em uma equacao do tipo campo de fase acoplada a um sistema
Navier-Stokes-Boussinesq. Provamos que, sob certas condig¢oes, o sistema é controlavel a
trajetéria, com controles agindo apenas nas equagoes de velocidade e temperatura. Um
primeiro passo é provar a desigualdade de Carleman para o sistema adjunto de uma
versao linearizada do sistema. Combinando desigualdades de Carleman com estimativas de
energia, conseguimos uma desigualdade de observabilidade, o que leva a controlabilidade
nula do sistema linearizado no tempo T > 0. O resultado de controlabilidade do sistema
nao linear segue por um teorema de funcao inversa, o Teorema de Lyusternik.
Estabelecemos ainda uma relagao entre controle 6timo e controlabilidade. Mais precisa-
mente, provamos que uma sequéncia de solucoes de certo problema de controle 6timo

converge para uma solucao do problema de controlabilidade descrito.

Palavras-chave: Modelo de mudanca de fase, Controlabilidade, Desigualdade de Carleman,

Observabilidade, Controle 6timo.



Abstract

In this work we present a study on exact local controllability to the trajectory
for a partial differential equations system that models a solidification/melting process
consisting of a phase field equation coupled to a Navier-Stokes-Boussinesq system. We
proved that, under suitable conditions, the system is controllable to trajectory, with
controls acting only on the motion and temperature equations. The first step is to
prove Carleman’s inequality for the adjoint system of a linearized version of the system.
Combining Carleman’s inequalities with energy estimates, we achieve an observability
inequality, which leads to null controllability of a linearized system at time 7" > 0. The
controllability result of the nonlinear system is obtained by using an inverse function
theorem, the Lyusternik Theorem.

We also established a relationship between optimal control and controllability. More
precisely, we prove that a sequence of solutions of a certain optimal control problem

converges to a solution of the described controllability problem.

Keywords: Phase change model, Controllability, Carleman inequality, Observability,

Optimal control.
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Introducao

Estudar o comportamento de certos fenémenos da natureza sempre foi um
dos maiores interesses da humanidade ao longo do tempo. Um questionamento levantado
é sobre a capacidade de agir de modo que este fendmeno seja influenciado para um
comportamento desejado. Modelando tais fenomenos, abre-se um leque de possibilidades
de mecanismos e técnicas que se desenvolvem no sentido de controlar as variaveis que

constituem a representagao matematica do fendémeno estudado.

Neste trabalho temos como primeiro objetivo o estudo de controlabilidade para
um modelo de mudanga de fase sélido/liquido no qual é permitida movimentagao nas
regides nao-solidas descrito por equagoes diferenciais parciais parabdlicas. Além disso, o
segundo objetivo é o estudo de um problema de controle 6timo e, em seguida, uma relagao
entre fungoes de controle do resultado de controlabilidade e as fungoes de controle do
resultado de controle 6timo. No decorrer desta introdugao descreveremos os problemas

abordados e as estratégias que seguimos para estuda-los.

Alguns modelos solidificacdo de um liquido e/ou fusao de um sélido conduzem
a problemas de fronteira livre descrevendo muitos efeitos fisicos diferentes. Métodos de
campo de fase de interface difusa sdo uma abordagem alternativa para estudar fenémeno
de solidificacao em estrutura de modelo continuo, uma vez que, a matematica classica que
envolve problemas de fronteira livre pode levar a dificuldades quando sao formuladas com

praticas computacionais, por exemplo.

Na estrutura de campo de fase, um parametro é introduzido, o qual toma dois
valores diferentes nas fases liquida e sélida e muda através de uma fina interface difusa,
uma regiao intermediaria. Frequentemente, este método é capaz de incorporar muitos
fendmenos fisicos importantes e se torna uma ferramenta bem sucedida. O primeiro estudo
matematico rigoroso para um problema de campo de fase modelando um processo de
solidificagao/fusao foi feito por Caginalp em [10]. E outros resultados analiticos tem sido
estudado para este tipo de modelo. Por exemplo, em Bates e Zheng [8], Colli et al. [13] e
Miranville [28].

Nosso objetivo neste trabalho é estudar controlabilidade local a trajetoria
do sistema (2) dado abaixo. Questdes sobre controlabilidade por sistemas de campo

de fase por materiais puros, ou seja, envolvendo apenas uma fungao campo de fase
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tem sido considerado, entre outros, por Ammar Khodja et al. [2], Gonzalez-Burgos e
Pérez-Garcia [17], Barbu [6] e Araruna et al. [4]. Em [2] e [17], sob certas condigdes, a
controlabilidade nula, a controlabilidade exata a trajetorias e a controlabilidade aproximada
para modelos de campo de fase foram obtidas envolvendo nao linearidades com crescimento
polinomial. Barbu [6] provou a controlabilidade nula para um modelo de campo de fase
com uma nao linearidade classica derivada do potencial duplo poco, que foi alcancada
usando dois controles. Em Araruna et al. [4] foi mostrada a controlabilidade nula de um
sistema de campo de fase para o caso em que apenas uma fungao de controle é usada, e

uma relagao entre controle 6timo e controlabilidade também foi obtida.

Um outro objetivo é estabelecer a conexao entre controlabilidade dado pelo
Teorema 0.0.3 e problema de controle 6timo para o sistema (2) dado pelo Teorema
0.0.8. Mais especificamente, queremos mostrar para este sistema que os controles da

controlabilidade nula local é, na verdade, o limite de uma sequéncia de controles 6timos.

O sistema original que serve como base para este trabalho é apresentado por

Calsavara e Guillen-Gonzalez [11] e descrito por:

)
A
0 +0-Vo— V- (2u(@)Dd) + Vp — deAavVa — —F’( )\Va
—(1 — 017/: + C’ga)geN em le,
(F+1G@)) +7-VE +1G(@Q) - V - (k(@)V7) = 0 em O,
1 (1)
G, + 0 V& —veAG — gF’(&) - gG’(a)? —0 em Q,
divvo =0 em Qpm,
\ Dv=0 em @,
em que

Dv = (Vo + (V)" /2,
Qmi = {(z,t) € Q;a(z,t) < 1}, Qs = {(x,t) e Q;a(x,t) =1} e

(@\1 : VQ/]\Q)Z = (V Ul ®U2 Z 0 Ul 1)2 1= 1, ,N

O sistema (2) do qual trata este trabalho, é derivado do sistema original (1)
pela regularizacao da funcao u pela constante k. Observemos que quando fazemos essa

regularizacao nao temos o problema de fronteira livre, e substituimos @,,; e Qs por Q.

No presente trabalho, lidamos com um sistema de equacoes diferenciais parciais
que modela o processo de solidificagao/fusao. Tal sistema consiste em um sistema de

equagoes do tipo Navier-Stokes-Boussinesq acoplado a uma equagao do tipo Allen-Cahn
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para a fungao campo de fase e é dado por:

)
A\
B+ 8- V8 — kAD + VH— \eAGVa - ZF'(@)Va

= —(1-C17 + Cea)geny + Hlo em Q,

T+ 0-VT — kAT +1(G(Q)), + (V- VG(Q)) = hlp  em Q,

! & +7-Va—reAd— LF(Q) - L6"(@)7F =0 em Q, (2)
€ £
div v =0 em (),
R 07 da
v =0, 5—226—(5:0 sobre 3,
5(-,0) = o, 7(-,0) =7, &(-,0) = ag em (2.

\

Este sistema foi citado pela primeira vez em Calsavara e Guillen-Gonzélez [11].
Aqui, v = v(z,t) representa o campo velocidade, T = 7(z,t) a temperatura, & = a(x,t) a
funcao campo de fase e p = p(z,t) a pressao, H e h sao fungoes controle e ey, N = 2, 3,
representa o tltimo vetor da base candnica de R? e R?, respectivamente. Além disso, g > 0
é a (constante) aceleragao gravitacional, k; > 0 é o coeficiente de viscosidade, k > 0 é
a condutividade térmica, [ > 0 é o calor latente, A > 0 é a capilaridade, ¢ > 0 é um
parametro relacionado a largura da interface, v > 0 é a constante ligada ao tempo de

relaxacao, a funcao F' é um potencial do tipo duplo pogo e G é uma func¢ao de interpolagao.

As hipéteses do sistema (2) sdo dadas abaixo e as denotaremos por (H).

e 2 cRY N =20ouN = 3, um dominio aberto e limitado, @ = 2 x (0,7),
0<T <weX=02x(0,T);

e O é um subconjunto aberto nao-vazio de (2;
» He(LX(Q))" e he LX(Q);

o F = F(s)e C*R) satisfaz F(0) = F(1) = 0 com F(s) > 0 para cada s € R\{0, 1},
F'(@d) <0sea<0e F'(@) >0se a > 1. Um exemplo cléssico é F(Q) = a*(1 — Q)%

« G = G(s) € C*R) é uma fungdo nio crescente tal que G(@) = 1 para a < 0,
G@)=0paraa>1e0<G(a) <1para0<a< 1. Un exemplo classico é dado
por G(a) = (& — 1)*(1 + 2Qa);

. 01,02 e R.

Para as condicoes iniciais assumimos

toe (LN 2N nH, 7pe L*(2) edpe H'(2)nC'(2), 0<dp<lem 2, (3)
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em que o espago H, assim como o espaco V no Teorema 0.0.1 abaixo, sao dados na
Definicao 1.1.1 da Seccao 1.1.

O teorema seguinte garante a existéncia de solugao para o problema (2) e sua
demosntragao pode ser encontrada no Teorema 2 na pag. 6266 de Calsavara e Guillen-
Gonzalez [11].

Teorema 0.0.1. Considerando as hipdteses em (3) para as condigoes iniciais, existe uma

solugao fraca (v,7,Q) em Q do problema (2), isto é,
ve L*(0,T; H) n L*(0,T; V),
7e L?(0,T; L*(£2)) 0 L*(0, T; H'(2)),
& e L2(0,T; H(2)) n L0, T; HA(92)),

satisfazendo

-

0

T T T
J o(T)uw(T)dx — J f Vg dedt + J (0.VU,u)dt + ky f Vou.Vudzdt
0 0 Jg 0

T T
+f (Vﬁ,u)dt—)\af (A&V&,u)dt—if (F/(@)Va,u) dt
0 0 0

— f ( (1 - 17 + Cod)gen + Hlo,u) dt,
0

A

L A(T)u(T) dx + zf G(A(T))u(T) dx — L G +1G@), u) dt

?

L (7 + 1G(8)) 5, Vu) dt+kf

0

T T

(V7 , V) dt — f (Mo, u)dL,

0

G, + 0 Va —veAG — gF’(&) “J1G@r =0 qtp. em Q,

€
0T  oa
Y 0 sobre X,

v =0,

em que u € C*(Q) tal que suppu < 2 x (0,T].

De forma a introduzir o problema que queremos estudar, fixemos uma trajetoria

(T, 7,@) (junto com a pressao p), que serd uma solugao regular do sistema nao linear (2)
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sem fungoes de controle. Isto é, (U, 7, @) satisfaz o sistema

-

A
Uy +0- VU — kAT + Vp — e AaVa — gF’(a)V@
= —(1 - C\7 + Coa)gey em @,

T +70-VT — kAT +1(G(@)), +1(T-VG(@)) =0 em Q,

{ @+7v-Va-—yeAa - gF’(@) - gGl(@)? =0 em @, (4)
div T =0 em @,
_ oT oo
5= 0, 5_5_0 sobre X,
@('7 0) = Vo, ?<'a O) = To, a(" 0) = Qo e Q’

em que
(@,7,a@) € (L*(0, T; WH2(02))N x L*(0,T; Wh*(£2)) x L*(0,T; Wh*(£2)),  (5)

com

(00,7, @) € (L2(0, T5 L7(2))™ x L*(0,T5 L7(82)) x L*(0,T; L7(92)), (6)
para N =2ou N =3, comr > 1 para N =2er > 6/5 para N =3, e
(B0, To, @) € (LN 2(2))N n H) x Ey x By,
em que

~ q>4, se N =2,
{ (7)

Eyx = L%{2) com
N () q>>5, se N=23.

Para o sistema nao linear (2), vamos introduzir o conceito de controlabilidade

local exata a trajetoria no tempo 7" > 0.

Definigao 0.0.2. Dizemos que o problema (2) possui controlabilidade local exata a
trajetoria (0,7,@) no tempo T > 0, se existe 6 > 0 tal que para cada (Vy, 7o, 0g) €
((L*N2(02))Y A H) x En x Ey satisfazendo

| (Y0, 0, Qo) — (@Oa?07a())H((L2N—2(Q))N0H)XENXEN <9,

tem-se que existem controles (H, h) € (L*(O x (0,7)))N x L*(Ox (0,T)), N =2 ou N = 3,

tais que a solugdo correspondente (0,T,Q) do problema (2) satisfaz

W(T) = o(T), #(T) =7(T) e &(T) = a(T) em 0. (8)
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Observemos que o nosso objetivo é encontrar um par de controles e nao trés
controles, sendo um em cada equacgao. Pois nao faz sentido fisico funcao de controle na

equagao de campo de fase.

Um dos principais resultados deste trabalho diz respeito a controlabilidade

local exata a trajetéria do sistema (2) e é apresentado no seguinte teorema:

Teorema 0.0.3 (Controlabilidade Local Exata a Trajetéria). Suponha que
(Yo, To, 0) € ((LQN_Q(Q))N N H) x Ex x Ey ¢ que as hipoteses (H) sejam satisfeitas.
Entao, o problema (2) possui controlabilidade local exata no tempo T a trajetéria (v,7, @)

solugao do sistema (/) satisfazendo (5) e (6), isto é, existe § > 0 tal que se

(2o, 70, Q) — (@0,?oaao)H((L2N—2(Q))NmH)XENxEN <0,

entdo existem controles (H,h) € L*(O x (0,T))"*', N =2 ou N = 3, tais que a solugio
correspondente do problema (2) satisfaz (8). Além disso,

||(H, h)||(L2((’)><(O,T)))N+1 < C,

onde C' é uma constante positiva que depende de T', X\ e s, em que A e s sao constantes

suficientemente grandes envolvidas na definicao das fungoes-peso em (2.2).

Vamos agora esbocar a estratégia que seguiremos para provar o Teorema 0.0.3.

Consideremos as fungoes
V=0—-T, p=p—P, T=T—T e a=0—0Q.
Temos que (v, p, T, ) é solugdo do seguinte sistema:
( v —kA@—-7)+v-Vo+v-Vo+7-Vou+ Vp
—Ae(AaV(a + @) — AaVa) A (F'(a+a)V(a+a) — F'(@)Va)

e
= (C17 + Cea)gen + Hlo em Q,

7 — kAT +1(G(a+@) - G(@)),+v- VT +0v-VT+7-Vr
+l(v-V(Ga+a)—G@)) +1(v-V(G(a+a)— G(@)) = hlo em Q,

at—veAa+v-Voz+v-V@+@-Voz—g(F/(aJr&)—F'(a)) (9)
-Gt 4T -G@7) =0 em @,

div v =20 em @),
or O
v =0, Eril 0 sobre X,

U("O) = o, 7_('70) = To, O{(',O) = em {2.
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Para o problema (9), vamos introduzir o conceito de controlabilidade local nula

no tempo t =71 > 0.

Defini¢ao 0.0.4. Dizemos que o problema (9), possui controlabilidade local nula no tempo
T > 0, se existe 6 > 0 tal que para cada (vy, Ty, ) € ((LzN’Q(Q))N N H) x Ex x Ey
satisfazendo

[ (vo, 70, o) | (rav—2(a) ¥ A myx By x By < O
tem-se que existem controles (H, h) € (L*(O x (0,T7)))N x L*(Ox (0,T)), N =2 ou N = 3,

tais que a solugdo correspondente (v, T,«) do problema (9) satisfaz

v(T)=0, T(T)=0e¢ a(T) =0 em (2. (10)

Note que (v, 7, ) solugao de (9) satisfaz (10) se, e somente se, (0,7, @) solugao
de (2) satisfaz (8). Consequentemente o resultado de controlabilidade local exata a trajetéria
(v, 7,@) dado no Teorema 0.0.3 é equivalente a controlabilidade local nula para a solugao
(v, 7, ) do sistema (9). Em outras palavras, para provar o Teorema 0.0.3 basta provar o

seguinte resultado:

Teorema 0.0.5 (Controlabilidade Local Nula). Seja (vo, To, a0) € ((L*V 7*(£2))" n H) x
Ey x Eyx e suponha que as hipdteses (H) sejam satisfeitas. Entao, o problema (9) possui

controlabilidade local nula no tempo T > 0, isto €, existe 6 > 0 tal que se

[ (w0, 70, 0) | (Lon—2(0)) ¥ a ) By x iy < O

entdo existem controles (H,h) € (L*(O x (0,7)))" x L*(O x (0,T)) tais que a solugdo
correspondente do problema (2) satisfaz (10). Além disso,

(H, M| z20x01))~ xL2(0x (0,1)) < C,

onde C' é uma constante positiva que depende de T', X\ e s, em que A e s sGo constantes

suficientemente grandes envolvidas na defini¢ao das fungoes-peso em (2.2).

Usaremos a controlabilidade nula de um sistema linearizado adequado e, em
seguida, o Teorema de Lyusternik, que é um teorema de fungao inversa, ver [21], para

demonstrar o Teorema 0.0.5.

A linearizagao do sistema (9) é feita derivando cada equagao do sistema em
relagdo a v, T e a, respectivamente, e avaliando no ponto (0,0,0). Também podemos

encontrar este tipo de linearizacdo em [3], [15] e [18]. Assim consideramos o seguinte
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sistema linearizado:
( v —kiAv+v-Vi+7-Vov+ Vp— AeAaVa
+ <)\€A@ + iF'(a))Voz - i\F"(oz)(Voz)oz — Ci1gen + Chagen
=9+ Hlp em (),

7 — kAT + IG'(@)oy + (IG" (@), + IG" (@) (v - Va) + IG'(a) (v - Va))a
+v-V7+0-Vr =9 +hlp emQ,

11
< ar —yeAa+v-Va+v-Va — g(F”(@) + G"(@)T)a — gG/(@)T (11)
= 1y em @,
div v =70 em @),
or  Oa
v =0, 5—%—0 sobre 3,
[ v(,0) = vy, 7(-,0) =10, a(,0) = em (2,

em que ¢, ¥; e 15 sdo fungdes apropriadas com decaimento exponencial quando t — T, a

serem determinadas adequadamente.

Em seguida, o objetivo é provar a controlabilidade nula (néo local) para o
sistema linearizado (11) e isso serd feito na Proposigdo 3.1.2 do Capitulo 3, ou seja,
encontraremos um par de controles (H, h) tais que (10) é satisfeito para cada condigao

inicial dada no Teorema 0.0.5.

A desigualdade de Carleman é uma ferramenta usada para provar a desigualdade
de observabilidade, e a desigualdade de observabilidade nos fornece a controlabilidade nula

do sistema linearizado (11).

A partir de agora descreveremos cada capitulo do trabalho, passando pelos
conhecimentos basicos importantes, abordagem do problema de controle trabalhado e,

para finalizar, uma relacdo entre controlabilidade e controle 6timo.

Capitulo 1

Conceitos preliminares

Este capitulo tem por objetivo descrever as notagoes usadas no decorrer do
trabalho, bem como os principais conceitos relacionados a espacos de Sobolev, resultados

auxiliares, imersdes em espagos de Sobolev, desigualdades e convergéncias.

Capitulo 2

Desigualdade de Carleman e desigualdade de observabilidade
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A estratégia seguida ao longo dos capitulos 2 e 3 para o problema (2) possuir
controlabilidade local exata a trajetoria pode ser encontrada nos trabalhos [3], [15], [16]

e [18], entre outros.

A desigualdade de Carleman para as solugoes do sistema adjunto (12) é um
instrumento usado para provar a desigualdade de observabilidade, que nos fornece a

controlabilidade nula do sistema linear (11).

Segue abaixo o sistema adjunto:

—z; — k1Az + Dzt + Vzy + Vq = J— ©VT —YyVa em @,
—pr —kAp — (V- V) = Jy — Ci(gn - z) + Bayp em (),

—fy — e — (T - Vip) — Bip = U + ve(Va - Az) + Cs div(z)

4 —Cs(Va-z) + Ao — Cogn - 2) — A em Q. (12)
divz =0 em @,
z =0, ?jz?ﬁzO sobre 3,

L z(T) =20, 0(,T) = o, V(. T) =1 em (2,

onde Dz = Vz + (Vz)” denota o gradiente simetrizado, (J,9,,Js) € (L*(Q))N x [L*(Q)]?

e ainda

A = G'@ua +IG"(@)(v-Va) + G (a)(v - Va);
ZQ = G'(@),
o) ,7 N (— ry I (—\—
B, = -~F s -
1 c (CY) + SG (CM)T,
- e
B _ .
2 e G (CY),
C, = 7eVa,
Cy = leAa + iF/(a);
— A
— *F” —\.
Cs _F (@)
gn = gen.

Neste ponto do trabalho utilizamos uma desigualdade de Carleman. No nosso

caso, a desigualdade de Carleman obtida ¢ a do resultado que segue:

Proposicao 0.0.6. (Desigualdade de Carleman) Sejam (U, T, @) solugio de (4) satisfa-
zendo (5) e (6), e (9,01,0s) € (L*(Q))N x [L*(Q)]. Entdo, existe uma constante positiva C
dependendo de 2, O e T tal que, para qualquer (2o, o,%o) € (H n (L*(2))Y) x [L*(£2)]?,
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a solugio (z,,1) do sistema adjunto (12) satisfaz

K(z ¢,19) < C(sJQ

+590\6 f 62”(5*)5]<p\2dwdt + s\
Ox(0,T)

¢ |02 dadt + s\ f

280y Pdwdt + 572N 2 f 2520, P dudt
Q

Q
628“53\2]2d9&dt> )
Ox(0,T)

para s e A suficientemente grandes. As fungoes-peso « e £ sao definidas em (2.2) e

K(Z, ¢7¢) = RO(Sa)\;Z) +I2(57)‘; @) +Il<57 >\7¢) (13)
onde
Ro(s,\;y) = s_lf e25a§/\_1|8ty|2dxdt + s_lf e* ¢ Ay|*dwdt
Q Q
—i—J > V(V x y)[*dxdt + S)\QJ e?¢|Vy|*dadt
Q Q
+ 522 J e? 2|V x y*dadt + s3\* J e &3y P dadt
Q Q
e
Lu(s,\;g) = sm_4)\m_3f e " |g? + | Ag|?)dadt
Q

+ Sm2)\m1J 623a£m2‘vg’2dxdt+sm)\m+lj €2sa£m’g‘2dxdt.
Q Q

Este capitulo trata, ainda, de outra importante desigualdade, a desigualdade
de observabilidade. Usaremos a desigualdade de Carleman para prova-la. A desigualdade
de observabilidade é aplicada no Capitulo 3 na demonstracao da controlabilidade nula

global, do problema linearizado (11). Abaixo a desigualdade de observabilidade:

Proposicao 0.0.7. (Desigualdade de Observabilidade) Sejam (v,7,@) solugio de (4)
satisfazendo (5) e (6), e (9,01,0s) € (L2(Q))N x [L*(Q)]>. Entdo, existe uma constante
positiva C' dependendo de 2, O, T, s e X tal que toda solugio (z,¢,v) do sistema
adjunto (12) satisfaz

f *P|V 2|2 dxdt + f e* B 22 dadt + Hz(())H%z(Q)
Q Q
—i—J >V p|?dxdt + f e* P2 o dadt + HQO(O)H%Q(Q)
Q Q
# | Vst | o+ (0) o
< O(T,s,)\) (J

Q
+ J €28 (3)? | o [2dudt +J 625’3(*7)3]z]2d9:dt>7 (14)
Ox(0,T) Ox(0,T)

eZSBa\ﬁyzddef >3]0, [Pdxdt + J 2 () 2|0 [P dadt
Q Q

para s e A suficientemente grandes. As fungoes-peso 5 ey sio definidas em (2.23).
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Capitulo 3

Controlabilidade nula de um modelo de solidificagao

O principal objetivo deste capitulo é aplicar o Teorema de Lyusternik para
obter a controlabilidade nula local do problema nao linear (9) e, consequentemente, a
controlabilidade local exata a trajetéria do sistema (2), dado pelo Teorema 0.0.3. Para
as hipoteses do Teorema de func¢ao inversa de Lyusternik estarem plenamente satisfeitas,

provaremos um resultado de controlabilidade nula global do problema linearizado (11).

Capitulo 4

Controle Otimo x Controlabilidade

Neste capitulo obtemos um resultado de controle 6timo e, em seguida, uma
relagdo entre fungoes de controle do resultado de controlabilidade e as func¢oes de controle

do resultado de controle 6timo. Primeiramente, consideremos o funcional de custo

1
T[6,7,a;H,h] = 2] <|6(9:,T)—@(x,T)\2+|?(x,T)7T(x,T)|2
0

T (15)
+ |a(z,T) — a(x,T)|2>dx + gfo L (yHP + |h!2>da:dt,

onde (0,7, &) é solugao do problema (2) associada ao par de controle (H, h).

Um resultado de controle 6timo é estabelecido no seguinte resultado:

Teorema 0.0.8. Sejam (v,7,Q) solug¢do do sistema (2) associada ao par de controles
(H,h) e (0,7,@) solugao de (4). Suponha que as hipoteses (H) sejam satisfeitas com
G(s) € C*(R) uma fungdo decrescente. Entdo, para cada p > 0, existe pelo menos um par
de controles 6timos (H,, h,) € (L*(O x (0,T)))N x L*(O x (0, T)) minimizando o funcional

de custo J,, isto €, a correspondente solugio (V,,7,,Q,) de (2) satisfaz

To[0ps Ty Qi Hpy p) = inf J,[0,7,a; M, h). (16)

i
(H,h) € (L2(Ox(0,7)))N x L2(Ox(0,T))
Uma caracterizacdo de um par de controles 6timos (H,h) é abordada no

Teorema 4.0.2.

Para finalizar, no ultimo resultado do capitulo, estabelecemos que existe uma
sequéncia de solugdes do problema de controle 6timo a qual minimiza os funcionais
em (16) que converge para uma solu¢ao do problema de controlabilidade obtido no
Teorema 0.0.3.

Teorema 0.0.9. Sejam T > 0, (Ty, 7, do) € (L*N72(2))¥ n H) x Ey x Ex e (v,7,a)
solugdo de (4). Suponha que as hipdteses (H) sejam satisfeitas com G(s) € C*(R) uma

fungio decrescente. Para cada p > 0 consideremos (U,,7,, &,) uma solugcdo do problema de
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controle 6timo (4.2) associada a condi¢do inicial (Vo, 7o, Qo). Entao, existe uma subsequéncia

de (0,,7,,0,), que continuaremos denotando por (V,,7,,Q,), fungoes
v* e L7(0,T; H) n L*(0,T; V),
™ e L*(0,T; L*(£2)) n L*(0,T; H'(12)),
o* e L*(0,T; H(2)) n L*(0,T; H*(12)),

tais que as sequintes convergéncias se verificam quando p — 0

v, — v fracamente em L*(0,T; V),
D, = v* fraco = em L*(0,T; H),
T,—T1" fracamente em L*(0,T; H'(2)),
T, T fraco = em L*(0,T; L*(12)),
a, —a* fracamente em L*(0,T; H*(12)),
a, = of fraco « em L*(0,T; H'(£2)),
(0, Tp, Q) — (V*, 7%, %) fortemente em [L*(Q)]"N*+?

Além disso, (v*, 7, a*) € solugao do problema de controlabilidade exata obtida no Teo-
rema 0.0.35.

Os resultados do Capitulo 4 foram baseados nos trabalhos de Araruna et al [4]
e de Hoffman e Jiang [19].



21

Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos enunciar alguns conceitos e resultados importantes para

o estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Notacoes e Espacos de Funcoes

Nesta secao vamos descrever as notagoes e defini¢oes de espagos de funcoes que
serao usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes consultar Brezis [9] e Medeiros e

Miranda [27]. Usaremos as seguintes notagoes:

« RY representa o espaco euclidiano N-dimensional, com N = 2 ou N = 3;
e §2 6 um aberto limitado do R" com medida de Lebesgue |£2| e fronteira 042;

e () representara o cilindro parabdlico 2 x (0,T);

e X =0 x

o= (30),

N
e div = Z
i=1

0,T) representara a superficie lateral do cilindro parabdlico Q;

denotaré o operador gradiente;

denotara o operador divergente;

62

-

I
—

« A=

representara o operador Laplaciano;

7

i
=1

N 2
o |z| = (2 m2> denota a norma euclidiana de z € R

Definiremos a seguir os espagos de fungoes necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho.
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Defini¢do 1.1.1. Definamos os espagos H = {we (L*(2))Y;divw = 0, w.v|so = 0} e
V={we (H(2)N;divw =0, wjspo =0}, N =2 ouN =3, onde v(x) denota o vetor
normal unitdrio exterior a §2 no ponto x € 0f2. Fsses sao espagos de funcoes cldssicos para
Navier-Stokes.

Defini¢ao 1.1.2. Seja u : 2 — R continua. O suporte de u, denotado por supp(u), €
definido como o fecho em {2 do conjunto {x € 2;u(x) # 0}. Se este conjunto for um
compacto do R", entdo dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos por Cy({2) ao

espaco das fungoes continuas em {2 com suporte compacto.

Definigao 1.1.3. C™(2), m € Z, é o espago das fungoes com todas as derivadas parciais

de ordem menor ou igual a m continuas em 2 e C*(§2) = NpenC™(§2). Denotaremos por

C0(02) = C(92).

Definigao 1.1.4. O conjunto das fungoes C™(§2), m € Z,, e que tém suporte compacto,
¢ denotado por Ci*(2). O conjunto das fungoes C*(£2) e que tém suporte compacto, é

denotado por C°(12).

Definigao 1.1.5. Chamamos de sequéncia regularizante a toda sequéncia (n,)n>1 de

funcoes tal que

1
N, € OF (RY), supp nnCB<O,—), J npdz =1 en, =0 em RY.
n

RN

Definicao 1.1.6. Definimos C**(Q) e C*'(Q) como sendo o0s sequintes espacos:

— — 0y 0 0? _
CH2(Q) = {y e C(Q): aii’ 87?{-’ (%éyx- e C(Q),i,j =1, ._.’N}
i UL
€
_ 0 _
M@ - {ye C@): 5L e C@i - 1.

Defini¢ao 1.1.7. Seja 1 < p < +o0. Denotamos por LP(§2) o espagco das (classes de)
fungoes mensurdveis definidas em {2 com valores em R, tais que |ulP é integravel no sentido
de Lebesque em 2. L*(£2) denota o espago das (classes de) fungoes mensurdveis de u

definidas sobre {2, que sao essecialmente limitadas.

Definigio 1.1.8. Seja 1 < p < +00. Denotamos por LP(e”*Py71 Q) e LP(e72F~*, Q) os
espacos das (classes de) fungoes mensurdveis definidas em @ com valores em R, tais que
e 2Py ulP e e %P2 ulP, respectivamente, sdo integrdveis no sentido de Lebesque em Q.

As fungoes B e vy sao definidas na Segao 2.2.

Defini¢do 1.1.9. W*?(02), ke N, p> 1, ¢ o0 espago das fungoes u € LF(£2) com derivadas
fracas de ordem menor ou igual a k que pertencem a LP({2). Em particular, denotamos
H*(2) = W*2(£2) para todo k € N.
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Defini¢do 1.1.10. Dado 1 < p < 400, denotamos por Wy*(2) o fecho de CL(£2) em
WP (). Em particular, denotamos HE(2) = Wy (£2).

Definicao 1.1.11. O espago dual de W"(£2), 1 < p < 4+, € denotado por W~ (12),
onde 1/p + 1/p' = 1. Em particular, o dual de Hy(£2) é denotado por H™'(2).

Definicao 1.1.12. Denotamos por WPQ’I(Q), p = 1, o espago das fungoes u € LP(Q),
D%ue LP(Q), com |a| <2 e u € LP(Q).

Definicao 1.1.13. Dado B um espago de Banach, se'T" > 0 é um nimero real e 1 < p < o0,
representamos por LP(0,T; B) o espago das (classes de) fungoes u : (0,T) — B tais que

u € mensurdvel e ||[u(t)||g € LP(0,T).

Definicao 1.1.14. Um subconjunto X de um espaco métrico M ¢é dito relativamente
compacto quando seu fecho X é compacto, ou equivalentemente, se toda sequéncia de

pontos x, € X possui uma subsequéncia convergente em M.

Definicao 1.1.15 (Fungoes teste). Definimos o espago das fungoes teste em 2 como sendo

o espago Ci°(£2) munido com a topologia usual. Denotamos esse espago por D((2).

1.2 Resultados Auxiliares e Imersoes

A seguir estao alguns resultados, dentre eles os de imersoes, que serao usados
nos demais capitulos. De modo geral, nao apresentaremos as demonstragoes, mas serao

indicadas as respectivas referéncias bibliograficas.

Teorema 1.2.1. A norma usual para o espago LP({2) é dada por

1
p
lul[o) = U Iu(fc)lpdx> para 1 <p <+,
Q

||| o) = ess sug lu(z)| para p= +oo.
xe

Demonstragio. Teorema 4.7, pag. 93, Brezis [9]. O]

Teorema 1.2.2. As normas usuais para os espacos L*(e >°y71 Q) e L*(e7*P42, Q) sdo

dadas, respectivamente, por

=

fullrewor-sy = ( [ e ute. e )

1
P
[[ull 2(e-20052,0) = (J e‘wvz!u(:v,t)\”dx) :
Q

para 1 < p < +o00.
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Teorema 1.2.3. LP({2) é um espaco de Banach com a norma usual para todo 1 < p < +00.

Demonstragio. Teorema 4.8, pag. 93, Brezis [9]. ]

Teorema 1.2.4. W*?(2) ¢ Wé“’p(Q) sao espacos de Banach com a norma usual para todo
1 <p<+0ow. A norma usual € definida por
||ullwrpo) = Z 1D%ul| (),
la|<k
onde D% denota o operador derivagcio de ordem « definido por

olal

D% =
aq a2 aN
oxy*t 0xy? - - - 0xy

com a = (ay,as,...,ay) e NY elal = a1 +ay + ... + ay.
Demonstragio. Pag. 216, Brezis [9)]. O

O resultado que segue pode ser encontrado na pag. 05 em Ladyzenskaja [24].

Teorema 1.2.5. Wﬁ’l(Q), p =1, € espaco de Banach com a norma usual. A norma usual
¢ definida por
lullyziigy = Huell@ + 25 1D ullin).

0<lal<2
O resultado abaixo pode ser encontrado na pag. 04 em Ladyzenskaja [24].

Teorema 1.2.6. LP(0,7; LY(f2)), p,q = 1, é espaco de Banach com a norma usual. A

norma usual € definida por

1

T »

lullrozs5) = (j ||u<t>||%dt) wl<p<om,
0

||ul| e or,8) = ess sup |[|u(t)||p se p = co.

Ilx

O teorema a seguir, devido a Lions-Peetre, pode ser encontrado em Lions [26].

Teorema 1.2.7. Sejam 2 < RN wm dominio limitado com fronteira C*, 0 < T < o0,
Q=02x(0,T)el<q<ow. Entao:

1 2
(i) se — — ) <0, qu(Q) — L7(Q), com imersdo continua e compacta;
q
1 2
(it) se — — N 0, W2 Q)= L’(Q), Vpe[l,:), com imersio continua
q
e compacta;
(i) se © = os 0, WH(Q) = Q) pe [1,7] L)
- ’ SN r — —_
iii) se . N2 Y p ,pell,r] para r . N2 :

com imersao continua e para p € [1,1) com imersdo continua e compacta.
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Proposigio 1.2.8 (Rellich-Kondrachov). Sejam §2 um aberto limitado do RY, com §2 de
classe C*, e 1 < p < 0. Entdo, as sequintes imersoes sdo compactas:
Np

) Wh(2) — LI(02 1< Y=
(1) WHP(£2) (£2), para 1< q<p N

sep <N,

i) WHP(02) — L), para 1 < g <, sep= N,
(ii)

(iii) WHP(£2) — C°(§2), sep > N.

Demonstragio. Teorema 2.5.4, pag. 79, Medeiros e Miranda [27]. O

Proposicio 1.2.9 (Imersdes de Sobolev). Sejam £2 um aberto limitado do RY, com 02
de classe C'™, e 1 < p < o0. Entdo, as sequintes imersoes sao continuas:

Np

(i) W™P(£2) — LU((2), para 1 < q < p* = m’

semp < N,
(i) W™P(£2) — LI(£2), para 1 < q <o, semp= N,

_ N
(iii) W™P(02) — C*(02), para k <m — — <k +1, se mp> N, onde k é um inteiro ndo
p
neqgativo.

Demonstragio. Lema 5.14, pag. 106, Adams [1]. O

Lema 1.2.10. Sejam 2 um dominio aberto limitado do RN com fronteira 012 de classe

C*’,r=1el<p<ow. Sejem sio inteiros tais que 0 < j <m e

1
- >
D

Y

S|

J
N

=13

entdo a sequinte imersao é compacta
WM (0) < Wi(0).

Demonstra¢io. Teorema 6.2, pag. 144, Adams [1]. ]

Proposicao 1.2.11. Seja 2 < RY um dominio aberto limitado e Q = 2 x (0,T), T > 0,

entdo a sequinte imersao compacta se verifica

W5H(Q) — LP(Q)

com 2 < p <10 para N = 3 e com qualquer p finito para N = 2.

Demonstragio. Pég. 13, Lions [26]. ]
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Lema 1.2.12. Seja 2 < RY um dominio aberto limitado com fronteira 052 de classe C*.

Entdo, existe uma constante M > 0 tal que, para todas as fungoes u e L*(0,T; L*(£2)) n
L*(0,T; H'(£2)), temos

1 N N
ul|oromss2)) < M||ul|Lo 00200y~ 12001501 (2))  cCOM = St T
2s 4

onde r € [2,0], s €[2,2N/(N —2)] quando N =3 er € (2,:0], s € [2,0) quando N = 2.

Demonstragio. Péag. 74, Ladyzenskaja [25]. O

Teorema 1.2.13 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que {2 seja um aberto limitado
do RY . Entdo, para todo 1 < p < 0, existe uma constante C (dependendo da medida de
(2 e de p) tal que

|u||r(2) < Cl|Vul|ltro), Yue Wy(0).

Demonstragio. Proposigao 8.13, pag. 218, Brezis [9]. H

Observacao 1.2.14. Como consequéncia da desigualdade acima, a expressio ||Vul|r»(0)
¢ uma norma em Wy"(£2), equivalente a norma ||ul|wis(a). Mais ainda, em Hy(£2) a

ETPressao

(Vu, Vo) ZJ (3% 8% (x)dx

define um produto interno em Hy(£2) que induz a norma ||Vul|12(o) equivalente a norma

de HuHHl(Q)

Teorema 1.2.15. Seja 2 um dominio aberto e limitado, entio Wy™(2) — L*(2) —
W=P(2), onde 2N /(N + 2) < p < o0 com imersées continuas e densas. Em particular
temos Hy(82) — L*(2) — H '(02). Além disso, H'(2) — L*(2) — (H'(£2)) com

imersoes continuas e densas.
Demonstragio. Observagio 3, pag. 136 e pag. 291, Brezis [9]. ]

O resultado seguinte é um exemplo de uma classe de resultados de imersao
conhecidos como imersoes do tipo Aubin-Lions. Essa versao foi apresentada por Simon

em [29], Corolério 4, pag. 85.

Lema 1.2.16. Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X — B — 'Y, com imersao
compacta X —— B.

(i) Seja F' um conjunto limitado em LP(0,T;X), onde 1 < p < oo, e 0F /ot = {0f/ot :
f € F} um conjunto limitado em L'(0,T;Y). Entio, F ¢ relativamente compacto em
17(0,T; B);

(ii) Seja F' um conjunto limitado em L*(0,T;X) e 0F /0t um conjunto limitado em
L™(0,T;Y), para algum r > 1. Entdo, F' é relativamente compacto em C(0,T; B).
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Os seguintes resultados sao teoremas classicos da teoria de regularidade L

para as equacoes diferenciais parabdlicas lineares.

Considere o seguinte o problema parabdlico linear:

alL—Au—kznzbi(x,t)sg+a(az:,15)u=f(x,t) em @

ot i=1 J
u(x,t) =0 em 3 (1.1)
u(z,0) = ug(x) em (2.

O lema abaixo é um caso particular do Teorema 9.1, pag. 341, Ladyzenskaja [24].

Lema 1.2.17. Seja 2 um dominio do R com fronteira 012 suave e Q = 2% (0,T), T > 0.
1 N 1

Suponha que f € L*(Q), ug e Wy?(£2), by e LY0,T; L™(2)), com — + 5 =3 ¢r < o0,
r q
ae LY0,T;L"(£2)), comr < e
1 N
-+—=1, q¢>2 para N =3,
T 2q
r >4, q=2 para N =3,
r>2, qg=2 para N =2.

Entdo, existe uma unica solucio u e Wi (Q) do problema (1.1) satisfazendo a sequinte

estimativa:
lullwzr ) < C(I1llizc@) + ol 2oy )

onde C' € uma constante que depende de T, q,,$2,||b||La0,r;m(2)) € ||al|Leor;m(2))-
Lema 1.2.18. Consideremos, para cada be L*3(0,T; L**¥**(02)?), o sistema de Stokes

—w; — Aw+Vh=b emQ,

divw =0 em @, (12)
w =20 sobre X2,
w(T)=0 em Q.

Seja N = 3 e (v,7,@) € (L*(0,T; W (2)))N*2. Entdo, para cada b e L*3(0,T; L'¥'1(2)?),

existe uma tunica solugcao (w,h) para o sistema de Stokes (1.2) satisfazendo
we L20, T W *P(2)*) n ([0, T LY(2)")
que depende continuamente de b nesses espagos.

Demonstragio. Lema 2, pag. 1538, Fernandez-Cara, Guerrero e Imanuvulov [15]. O

O resultado abaixo é um lema classico que é muito usado nos calculos do
Capitulo 2.

Lema 1.2.19 (Lema de Gronwall).
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(i) Seja n(.) uma fungao nao negativa, absolutamente continua em [0,T], satisfazendo para

todo t q.t.p. a inequacao diferencial

' (t) <@ ()n(t) + ¥ (),

com @(t) e ¥ (t) ndo negativas, definidas em [0,T'], entao
¢
n(t) < elo #(s)ds [77(0) + f @Z)(s)ds] , para 0 <t <T.
0

(i) Em particular, se 5’ < o(t)n(t) em [0,T] e n(0) =0, entdo n=0 em [0,T].

Demonstragio. Secao k, pag. 624, Evans [14]. ]

Teorema 1.2.20. Sejam m > 1 epe [1,4x). Se k = m — (N/p) > 0, entdo para todo
ue WP (RY),

| D%ul poomvy < Cllwfpwmp@ny

para todo o com |a| < k.
Demonstragao. Corolario 9.13, pag. 283, Brezis [9]. O

O resultado abaixo pode ser encontrado em Guerrero [18], Teorema 2, pag. 56.

Teorema 1.2.21 (Lyusternik). Sejam £ e G dois espacos de Banach e seja A:E — G
tal que A€ C*(€;G). Seja ainda ey € €, Aley) = hg e A'(eg) : £ — G sobrejetora. Entdo,
existe 0 > 0 tal que, para todo h € G satisfazendo |h — ho|g < 9, existe pelo menos uma
solucao da equacao

Ale) =h, ecé.

1.3 Desigualdades e Convergéncias

Nesta secao enunciamos os principais resultados que envolvem desigualdades e

convergéncias que usaremos no decorrer do texto com suas correspondentes referéncias.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Holder). Sejam fi € LPY(2), fo € LP*(82), ..., fn €
1 1
L (2),neN, com py,...pn=1e — + ..+ — = 1. Entdo, f,--- f,e L'(2) e

P Pn
J |fr ol < filleev) - [ fnll Lo ()
0

Demonstragio. Teorema 4.6, Pag. 92, Brezis [9]. O

Proposicao 1.3.2. Seja (z,) uma sequéncia no espago de Banach E. Entdio,

se o —x em E, entdo (|z,]) € limitada e |z, < lim inf |z,
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Demonstragao. Proposigao 3.5, Pag. 58, Brezis [9]. ]
1 1
Proposicao 1.3.3 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q > 1 tais que —+ — =1,
p q
entao
a? b
ab < — + —
p q
Demonstragio. Teorema 6.9, pag. 56, Bartle [7]. ]

Uma consequéncia da desigualdade de Young que serd muito utilizada neste

trabalho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.3.4. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0 tem-se
p q

ab < c(e)a? + b,

Demonstracao. Temos

Q|-

ab = (ge)

1 a 1
@i (<qa>i> ((a70).

Aplicando a Desigualdade de Young dada na Proposi¢ao 1.3.3 segue

Q=

p
1 1 1 1
ab<< a1> +—<(qs)5b>q: zal +eb? YV e>0.
(ge)

p q plge)e
1
Tomando ¢(g) = > temos
plge)

ab < c(e)a? +eb? Ve >0.

Proposicao 1.3.5. Sejam numeros reais a,b >0 e p =1, entdo
(a+ b)P <2P(a? + V7).
Demonstragcao. Usando as propriedades do maximo obtemos

(a+0b)P < (2max{a,b})’
= 2P max{a?, b’}

< 2P(a? + 0P).

O

O lema a seguir e sua demosntragao pode ser encontrada no Lema 5 na pag. 6271

de Calsavara e Guillen-Gonzélez [11].



Capitulo 1. Preliminares 30

Lema 1.3.6. Considerando as hipdteses em (3) para as condigoes iniciais, existe uma

constante C' tal que toda solugio fraca (v, T, Q.) em @ do problema (2) satisfaz

[0l 0.1:m 20,0 v) < €

ITell oo 0,152 (2)) L2 0,131 (2)) < C

|Qle ]| Lo 0,751 (2)) A L2(0,1: 2 (02)) < O

Teorema 1.3.7. Considerando as hipéteses (H) para o problema (2) e as hipdteses em
(3) para as condigoes iniciais. Se para cada n € N a sequéncia (vy, Ty, ) € solugao do

problema (2), entao existe uma solugio fraca (v*, 7%, a*) em Q do problema (2) tais que

v e L7(0,T; H) n L*(0,T; V),
™ e L*(0,T; L*(12)) n L*(0,T; H'(£2)),
o* e L*(0,T; H (2)) n L*(0,T; H*(£2))

- LT@n , Wy dt —> — LT@* ,wi dt (1.3)

L (0 Vo) dt — fo Vet w) dt (14)

LT(an,Vw) dt—»LT(Vv*,Vw) i, (15)
LT(AanVan,w) dt —> L (Vo w)dt (1.6)

Fllay) — F'(a”) em LP(Q), p <, (L.7)

L (P () Ve w) dt — L (P (0t Va* W) d, (1.8)

Glan) — G(a®) em LP(Q), p < o, (1.9)

_ L 1 1G ) B> di s — L L 4 1G(0), 6 dt, (1.10)

—LT (7 +1G () v, V6) dt — —LT (i +1G (") 0", V0) . (1.11)
LTk(an,ve) dt—»JOTk(VT*,VH) dt. (1.12)

quando n — 4o, para todo w € W = {w : w e L*(0,T; V) n L*0,T; L%(02)),w, €
L*(0,T; V), w(z, T) =0 qt.p. x €2, w tem suporte compacto em 2 x [0,T)} e
©={0:0e L*0,T; H'(R)), 0, € L*(0,T; (H'(2))), 0(z,T) =0 q.t.p. x e 1,

0 tem suporte compcato em 2 x [0,T)}.
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Demonstragio. Péags. 6276, 6277 e 6278, Calsavara e Guillen-Gonzalez [11]. H

Teorema 1.3.8. Consideremos as hipoteses (H) para o problema (2) e as hipoteses em
(3) para as condigoes iniciais. Seja (vy, Ty, ) solugao do problema (2) para todo n € N,

entao existem

ve L*(0,T; H) n L*(0,T; V),
e L*(0,T; L*(2)) n L*(0,T; H'(£2)),
ae L*(0,T; H(2)) n L*(0,T; H*(£2))

tais que

v, — v em L*(Q),
7. —> 7 em L*(Q), (1.13)
an, — a em L*(0,T; H'(£2)) n C(0,T; L*(£2),

quando n —> +00.

Demonstragio. Péags. 6272, 6273 e 6275, Calsavara e Guillen-Gonzalez [11]. H

Teorema 1.3.9. Consideremos as hipoteses (H) para o problema (2) e as hipdteses em
(3) para as condigées iniciais. Seja (v, Tn, ) a sequéncia de solugoes do problema (2)

para todo n € N com limite (v, T,«) dado no Teorema 1.3.8, entao

F'(a,) — F'(a) e G'(a,) — G'(a) em LP(Q), p < o, (1.14)
v, — v fracamente em L*(0,T; L*(12)), (1.15)

Va, — Va fortemente em L*(Q), (1.16)

v, - Vo, — v - Va fracamente em L*(0,T; L%°(12)), (1.17)
Qi — ap fracamente em LY3(0,T; L*(£2)), (1.18)

quando n —> +00.

Demonstragio. Pag. 6276, Calsavara e Guillen-Gonzélez [11]. O

Desigualdade de Carleman para o sistema de Stokes:
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Seja 2 < RY, N = 2, 3, um subconjunto aberto e limitado de classe C2.

t

Denotamos por v = (nq,...,ny)" o vetor normal interior unitério definido sobre 2.

Para uma funcio escalar w ou um campo vetorial y = (yi,...,yn)" definimos Vw =
w d

(Ozw, ..., 0y w)', Vy = (O, ¥i)1<ij<n € as derivadas normais - = (Vw) - v e d—y =
v v

N
(Vy) - v sobre 0f2. Recordamos que o divergente de y é definido por V -y = Z Oz;Yj € 0

j=1
rotacional de y e de w sao definidos por

Oy
ny:(?xlyg—@mylerw:( w)seN:2,

— O W

OrsY3 — Oz Y2
V Xy = |01 — 0nys | se N =3, respectivamente.

6311 Y2 — axgyl

Agora, para
yre (L*(2)Y, V-yr =0 em 2 e yr-v =0 sobre 0f2, (1.19)
consideremos o sistema nao homogéneo:

—0y —Ay+Vp=f em Q,

-y =0 b

V.y sobre @), (1.20)

y=20 em X,

y(T) = yr em {2,
onde f tem a seguinte forma:

N
f=to+ A+ D (VA2 + (Vo)) NeN, (1.21)
j=1

além disso para i =0,1,2e 5 =1,2,..., N, tem-se

; L2 N \V4 L2 2N—-3

fij € LX0,T; (H'(2)N), 2,;e L0, T; (W-(02)N).

Agora, vamos introduzir as seguintes notagoes:
Ro(s,\yy) = slf 6255‘8*1|§ty|2dxdt + SIJ e? ¢ Ay|*dxdt
Q Q
+J e?*|V(V x y)[*dxdt + 3)\2J e ¢|Vy P dadt
Q Q

+5%2\2 J e? 2|V x yPdadt + s3\* f e y|*duadt,
Q Q
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Ri(s A f) = s f e2s0g| o Pddt
Q

+ Sl/QJ e ¢\ fi P dadt + s_lA_Qf e ¢V x fidxdt
Q Q
n 2
+ 2, zf e (s 2E|V fi7 + sEIV x fi 7)) dsdt,
j=1i=17Q
onde a, &, € e € sio dados em (2.2).

Procedendo como na demonstracao do Teorema 2.4 de Badra [5], porém usando
o Teorema 2.2 de Imanuvilov, Puel e Yamamoto [23], 2010, no lugar do Teorema 2.1 de
Imanuvilov, Puel e Yamamoto [22], 2009, (ou Lema 2.1 de Badra [5]) obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 1.3.10. Assuma (1.19), (1.21) e (1.22). Entdo, existe Ao > 0 tal que para todo
A = Ao existem duas constantes Cy > 1 e 5o > 0 tais que para todo s = Sy a solugao (y,p)
para (1.20) satisfaz:

Ro(s,\;y) + slf e VpPdadt < CoRy(s, \: f)
Q
T
+ CSS4A4J J e 63|y P dadt,
0o Jo
com Cy independente de X para \ suficientemente grande.

Desigualdade de Carleman para a equagao do calor:

Uma desigualdade de Carleman para a equacao do calor pode ser vista em

Fursikov e Imanuvilov [16]. Consideremos agora o seguinte problema de valor de contorno

0
S A (Vg teg=f om Q.
@ =0 sobre 3, (1.23)
ov
9(x,T) = go() em 2
Assumiremos que
ve COY Q)N e ce L*(0,T; LP(12)), (1.24)

onde p>2para N =1,2ep> N para N > 3.

Agora, consideremos a notagao encontrada em Araruna, Calsavara e Fernandez-
Cara [3]:

I.(s,A;g) = Sm_4)\m_3f BQSafm_4(|gt|2 + |Ag|2)dxdt
Q

+ Sm—2>\m—1Jv 628a§m_2|vg|2dl‘dt+Sm)\m+lf 625a§m|g|2dl’dt.
Q Q
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Teorema 1.3.11. Consideremos gy € L*(02) e f € L*(Q), e a, & funcies dadas em (2.2).

Entao ezistem s > 0 e A\ > 0 tais que para cada solugio g de (1.23) a sequinte estimativa

se verifica:

(s, A\g) <C <5m3)\m3f e ™3 f2dwdt + sm)\mﬂf e2so‘§m]g\2dxdt> ,
Q

Ox(0,T)

onde C depende de |[v||corgv € |lc|[r=(0,7;00(2))-

Demonstragio. Lema 1.3, pag. 892, Imanuvilov [20]. ]
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Capitulo 2

Desigualdade de Carleman e
Desigualdade de Observabilidade

Neste capitulo nos dedicamos a provar duas das desigualdades mais importantes
deste trabalho: A Desigualdade de Carleman e a Desigualdade de Observabilidade para
as solugoes do sistema adjunto (12). A Desigualdade de observabilidade é usada para
provar a controlabilidade nula do sistema linear (11), e para provar a Desigualdade de

Observabilidade ¢é utilizada uma Desigualdade de Carleman adequada.

2.1 Desigualdade de Carleman para o Sistema Adjunto

Nesta se¢ao provaremos a Desigualdade de Carleman para as solugdes do sistema
adjunto (12). Primeiramente, definiremos algumas fungdes-peso que serao utilizadas na
sequeéncia.

Seja w < O um subconjunto aberto nao vazio tal que @ < O e seja n € C*(12) tal que

n(x) =0  Vaxedf,
n(x) >0 Va e £2, (2.1)
Vn(z)] >0 Vre Q\w.

A existéncia de tal fungio n é provada no Lema 1.1. pag. 04, Fursikov e Imanuvilov [16].
Agora, introduziremos ¢ € C*(0,T') tal que
ot) =t Vte (0,T/4),

((t) e [T/4,T/2] Vte (T/4,T/2),
W) =T—t  Vte(T/2,T).
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Finalmente, para A > 1 definimos:

(@) _ 2\ le @)+ lo)
Oé(]}7t): ()4 ) £(x7t>:W;
~ . 1 P 62)‘H"7H00 A~ . e>‘H77”OO
. AMnlleo - o2\ Inleo . 2\ nlo
0*(0) = maxa(at) - T €0 = maxé(e ) - oo

De agora em diante, de uma maneira geral, C' representa constantes reais positivas distintas.

Lema 2.1.1. Consideremos O1 e Oy conjuntos abertos nao-vazios tais que O1 < Oy < O
e a fungio X € D(Oy) tal que X =1 em O1 e 0 < X < 1 em Oy. Entao,

|| < C’(f*)l/2 &, & < C’(f*)l/2 £, |V(X625a£)] < Cshe®@¢% ¢ \A(XeQSag)\ < Cs?\2e?5ag3,

Demonstracao.
Primeiramente, provaremos que |a;| < C(€*)Y2 €. Note que
o = ](e? 2A”"”°")(—45(?5)75)5'(75)|
4
- \é 1) = ) 4(0) ) () (2.3

e pela defini¢ao da funcao £(t), temos £(t) < C e |¢'(t)| < C para todo ¢ € (0,T). Segue
de (2.3) que

o < C 1 | |eM(@) — 2Almnlleo eMnlleo | | eAn(e) _ 2|7l
t = x
(1) (1)t ((t)* (1)’
o eMnlee @2l p(t) el eA(n(@)+(nllo)
< <
(e ) 1) GO
= 0@
1/2

Para mostrarmos que || < C(£%)7* ¢ procedemos de maneira andloga. Isto é,

C | |ern@)+lnle)
= A@)+mle)y (4 0(4)5 0/ (1)| <
Alnllee - pAm(2)+nlloo) Al eA(n(@)+(Inllo0)
<C,e” e ”E(t)gce” eMn@)+in
(e ) () (e )
= O

Provaremos agora que |V(Xe*?¢)| < Cshe** €% De fato, para (1, ..., 2,) €
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2 cRY, N =2 ou 3, temos

0X d(e>) o€
X 2sa < 250 X X 2500 S
Vx| < [ZE(eg) + 2 S+ X
ox 250 5(623a> 25a af
. aX 2sa a 2sa af
= 8:151( £) + X 2s¢e* 8m1§ +Xe Fr
ox 2sa ﬁa 2saﬁ
+ &EN( £) + X 2se* e N{' +Xe . (2.4)

X
Como X € D(Os), entdao X e S sao limitadas para todo n € {1,..., N}. Além disso,
T,

como 1 € C*(f2) entdo () < C para todo z € 2 e todo n € {1, ..., N}. Logo,
T
a&(m) _ a €>‘77(‘T) — 62)‘HnHDO _ arr](x) 6)\77(:6) 1
0%y, 0xy, 0(t)4 0Ty, 0(t)4
o (@) C’)\e)\(n(x)Jan”OO) o 5
< <SCA—— = :
W N 2
e
o6 (x) 5/ M@+l On(x) Xa@ o)
‘ o, 0xy ( 0(t)* = o, 0(t)* <O (26)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4) obtemos
|V(X€25a§)| < CS)\€2SQ§2,

para A > 1 e como {(x,t) = 1 para todo (z,t) € £2 x (0,T).

Por fim, vamos mostrar que |A(Xe**¢)| < Cs*\%e**¢%. Paran e {1, ..., N}, temos

— (22;2:(@25”5)+X82(72;>5+2§i 8(22;:6) +2X <a;1a) jxi XeZ"“Sié

s ?jf(emf)‘*‘ (a;>a | ‘X 25&2235

* 2228(92;:5)‘+‘2X ((9xn)8(ii ‘X 28&22

, jx <a(§j>f+em aaé ) ’M ff aii ’X 25

+ 4223 ;;; +'2§ie?w;i ‘22« 25&5;;; ‘x 28“(‘;; (2.7)
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2
Como X € D(0;), entdo X, ZX e Zf sao limitadas para todo n € {1, ..., N}. Além disso,
T, O0x2
2
como 1 € C?({2) entdo (%);x) <Ce (9}@;) < C para todo x, € 2 e todon € {1,..., N}.
0T, or2
Dai,
o%a(x) 0 0 [ eM@) _ g2Anlleo
ox? oz, l&xn ( 0(t)* )”
e (A o, L()?
_ )\agn(x) () L on(x) o(eM®)) 1
ox2 0(t)* ox,  Ox, L(t)*
_ [P QU o) nte) 1
ox2 0(t)* 0xy, ox, L(t)*
_ Pl Q0@ (@) ) e 1
ox2 0(t)* 0Ty, 0(t)*
Al [ (@) M@ elnle) @) +l)
< - - T
o (g fTl) = O )
)2 eAn(@)+[nleo) )2 03
< - = .
e
2 (x) 0 [0 (UDHIINY | 2 () anlx) K0l
ox? 0xy, | Oz, 0(t)? |0z, 0y, 0(t)?

2y (@) +[nfo0) A (@) +(Infloo0)
- c 0%y X@)+ln . on eXm@+ln
ox  U(t)? Ox,  L(t)?
CXE. (2.9)

N

Substituindo (2.5), (2.6), (2.8) e (2.9) em (2.7) obtemos

0%(Xe?2€) 0%(Xe?%¢)
2Sa _— — .. e —
|A(Xe=*)| = P ++ Py ‘

< CS2>\2€28a§3.
]

Agora demonstraremos a desigualdade de Carleman para as soluc¢oes do sistema

adjunto, isto ¢, a Proposicao 0.0.6.
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Demonstracao da Proposicao 0.0.6:

Aplicando o Teorema 1.3.10 a primeira equagao do sistema adjunto (12), temos:
Ro(s, \;z) + S_lf 625a5_1|Vq|2dxdt
Q
= 5! J 6256‘5_1|6’tz|2dxdt +s7t f e? ¢ Az|*dwdt
Q Q
+ J e29|V(V x 7)dadt + s)? f 2|V a2t
Q Q
+ 52\ J e? 2|V x z*dxdt + s3\* f e?* 63|z > dxdt, )
Q Q
+ slf eQSo‘g’HVq\zd:cdt
Q
< C<v|gosf e**¢| Dz A dxdt + Vz|§osf e ¢ | Pdxdt
Q Q
+ s J 2¢O dadt + | V7|2 s J e25¢| |2 dadt
Q Q

+ ||Voz|gosJ e | Pdadt + 34A4f 6250‘§3|Z|2dmdt>
Q

Ox(0,T)

< C’(sf 62”§|Dz|2dxdt+sf era§|<p|2d:cdt+sJ ¢ |2 dwdt
Q Q Q

+sf €| dadt + sA! J e2sa£3|z]2dxdt).
Q o

x(0,T)

Para s e A grandes suficientemente, o termo

s J e**¢| Dz|*dxdt
Q

é estimado por s)\f e**¢|Vz|?dxdt, que, por sua vez, é absorvido por
Q

s)\2f e?**¢|Vz|*dxdt. O que implica
Q

Ry(s,\;z) < s_lf 623a5_1|§tz|2dxdt+s_1f e ¢ Az|*dwdt
Q Q
+ J €25V (V x 7)dadt + s)? J €20 |V 2 dt
Q Q
+ st e* 2|V x z*dxdt + 53A4J 53|z dadt
Q Q

+ s_lf 625a§_1|Vq\2dxdt
Q

N

C’(s] e?og|dPdudt + sf e €| p|?dwdt
Q Q

+ SJ eX || Pdwdt + 34)\4J 625“§3|Z|2dazdt). (2.10)
Q o

x(0,T)
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Agora, aplicaremos a Desigualdade de Carleman para a equacao do calor dada pelo
Teorema 1.3.11 para cada componente @ e ¥ do sistema adjunto (12), comm =2em =1,

respectivamente. Dessa maneira, obtemos o seguinte para s e \ suficientemente grandes:

L(s, A\, @) = 52)\1J 623a52|g0t]2dxdt+52)\1j e** 2| Ap|Pdadt
Q Q
+ )\J 625a|V<p|2dxdt—|—52)\3J e 2P dadt
Q Q
< ||C’1§’Ngos_1)\_1f e ¢ zPdadt + |Bg§o3_1)\_1f e o P dadt
Q Q

+ st f ¢V |Pdadt + s°N\3 J 2|2 dudt,
Q Ox(0,7)

< 6’*1<s—1x1 f e ¢z Pdadt + sTIAT f e Pdadt
Q Q

+ s J 250, Pdadt + 52)\3J 625a52\gp|2d1‘dt> (2.11)
Q o

x(0,T)

Li(s,\;v) = 53)\2J e?5 3 oy | dadt + 53)\2f 23| Anp|Pdadt
Q Q
+ st J e? TV Pdadt + sA? J e* ¢ || *drdt
Q Q
< G <s*2x2 f 628“52]Az]2d9€dt+32)\2f 22| Vz|dudt
Q Q
+ 8_2)\_2J ¢ 2|z > dadt + S_QA_QJ e 2|y Pdadt
Q Q
+ 3_2)\_2J e* 2o dadt + S_QA_QJ 25 2|0, |2 ddt
Q Q

+osa? f e2sa§|¢|2dxdt>, (2.12)
O, X(O,T)

onde O; € O.
Assim, somando as desigualdades (2.10), (2.11) e (2.12), temos
K(z,p,¢) < C’(sf ¢ |02 dadt + s A f 20, Pdadt
Q Q
+ 52N f 25 2|0, [Pdadt + s*A* J &3z dudt
Q Ox(0,T)

+ 52)\3L( )628"‘52\90|2d90dt+3)\zfo 625a5|w|2dxdt>, (2.13)
x(0,T

1 X (O,T)

onde K ¢ dado por (13).

Agora, vamos eliminar a integral local de ||* da desigualdade (2.13). Para isso,

seja Oy € O aberto e nao-vazio tal que

01§02§O
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e a fungdo X € D(D,) tal que X = 1 em O; e 0 < X < 1 em O,. Das hip6teses do
sistema (2), By # 0 em [0,77], e entdo

sA? f e ¢ Pdadt
01 x(0,T)

< s\ J Xe*¢ | Pdrdt
02 X (0 T)

1 ~
_ Svj XeQSo‘é[?( o — kAp — TV — 9, + C (gN.z))]z/zda:dt
02 x(0,T) 2
1 1
= ——s)\? f Xe*Conpdrdt — = ks\* J Xe* ¢ Aprpdadt
2 0o x(0,T) By O x(0,T)
1 1 ~
——s\? f Xe*¢(0.V @) hdrdt — =s)\? f X0 pdadt
B, O x(0,T) By 0o % (0,T)
1
——s)\? f Xe**¢C) (gy.z)drdt
By 02%(0,T)
=J1+J2+J3+J4+J5. (214)

O proximo passo é trabalhar com cada termo da soma do lado direito da tltima igualdade
de (2.14). Primeiramente, vamos integrar por partes o primeiro termo do lado direito de
(2.14), isto é,

1
J, = —3A2J Xe* O ppapdrdt
B2 (92><
= —= SAQJ J e* &) prdadt
(92

~ Lo f X (¥ ) pddt

B2 02 JO
1 2 " 2sc 2sc
= —sA\ X (2s€= & + 74 ) Ypdrdt
B2 02 JO

1 "
+ =s)\? f Xe® & pdadt,
Oz JO

e como do Lema 2.1.1 temos |ay| < C(€%)2¢ e |&] < C(€%)V%¢, usando a Desigualdade
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de Young dada pelo Corolario 1.3.4 vem que
= SAQJ J ((2s€*** & + &)Y + (€2 ) pdudt
02
Con( [ [ aseeieyeeivtiolasa + . [ ey eetutiolasa
0, Jo
+J J eraflwt|\¢|dxdt)
Oy JO
T
C<2f J (esasl/Z/\é-l/2|¢|) (esaSS/Z)\(g*)2|(p|) drdt
05 Jo
T T
+J f (s 2N EY213p)) (e%5/2A £%[o]) da:dt+J f s)\2625af]wt|\go|d:vdt)
O2 O3 JO
_ C f f sa\/i 1/2/\§1/2|77Z)|\/>68a83/2/\( *)2|90|dl'dt
J f sa\/> 1/2)\51/2|1/}‘
o
QSa —3/2)\ 6 3/2 ¢ /2)\355/2 drdt
LJ 4] s gl o)

< esA? f e* |y dxdt + C(e)s* N2 f (%) | Pdadt
OQX(O T) OQX(O,T)

esasl/Q)\f \o|dxdt

+esA? f ey Pdadt + C(e)sA\? f e (£%)? || Pdadt
OQX( ) OQX(O,T)

+ 833)\2J e? 3|y Pdadt + C(e) 5)\6J e €| p|*dadt.
02%(0,T) o

2 X (O,T)
De onde

1

——s)\? J X2 Epapdadt
By 0% (0,T)

< es\? f e ¢ Pdadt + C(e)s*\? f e () p|* dxdt
OQX(O,T) O

2 X (O,T)

+es\? f e dadt + C(e)sA\? J e (£%)? || Pdadt
OQX( ) OQX(O,T)

88_3)\_2f >3 oy Pdadt + C(e)s 5)\6J e 5| Pdxdt
03%(0,T) 02x(0,T)

< €S>\2f e Enp|Pdadt + 553)\2f >3y P dadt
02 x(0,T) 02x(0,T)
+ 0(5)35)\ﬁf e (£%)° || *dadt. (2.15)
02 x(0,T)

Seguindo de modo andlogo a (2.15), integraremos por partes a segunda parcela do lado
direito da equagao (2.14) e aplicaremos a Desigualdade de Young dada pelo Corolério
1.3.4, e como do Lema 2.1.1 temos |V (Xe*%¢)| < CsAe® ¢ e |A(Xe*?€)| < Cs?N?e?¢3,
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entao

Jy =

N

N

N

—;k:s)\Q J (Xe**p) Apddt
B 02 x(0,T)
—;ké‘)? J A(Xe* &) pdrdt
B 02x(0,T)
1 2 25 2sa
—— ksh (A(X )pdrdt + 2V (Xe g)(w)go) drdt
B 0% (0,T)
1
Eﬁk’s)\z J Xe*¢(AY)pdxdt

C o (X W] + 25N Vyllp] + s\ Al | ) dudt
2 Joyx(0,1)

C f 23(1 \/781/2)\§1/2 w < 5/2)\355/2 © ) drdt

( 02%(0,T) (v2 ) \/75 ¥l

J 280‘(\/78 1/2 1/2|vw‘) (\/7 /2)\355/2|(,0‘) dadt
O2x(0,T) 2e

J 28(1(\/7873/2)\ é; 3/2‘A2/}|) ( 5/2)\355/2“4) dxdt)
0% (0,T) \/Ts

£s\? f > |y dadt + es™! f e ¢ V| Pdadt

02x(0,T) 02%x(0,T)

es A2 f 23| A Pdadt + C(e)s° A8 f 2 pPdwdt.  (2.16)
02 X (0 T) 02 X (O,T)

Integrando por partes a terceira parcela do lado direito da equacao (2.14) e

depois utilizando a Desigualdade de Young dada pelo Corolario 1.3.4, obtemos

J3

1
= ——s\ f Xe* ¢ (0.V )hdadt
By 02x(0,T)
1
= —s\ J V(X e* () pdrdt
By 02%(0,T)
< (oo +I9ala)sX® | (V@R + XEE(TH) ) dod
02x(0,T)
<

C(J e s \3¢? |@/J||g0|dxdt+f 625“5)\2§|V¢||g0|dmdt>
OQX OT OQX(O,T)
_ (f 250 1/2)\51/2|1/1|)(31/2A§1/2|<p|)dxdt

OQX OT

[ (e ) (A o)
Og x (O T)

N

es\? J e dadt + C(g)sA\? J ¢ || *dwdt
OQX(O T) O

2 X (O,T)

+ 53_1f ¢V Pdadt + 0(6)33/\2f > [P dwdt. (2.17)
3% (0,T) 02x(0,T)

Trabalhando agora com a quarta parcela do lado direito da equagao (2.14),
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usando a Desigualdade de Young dada pelo Corolério 1.3.4, vem que

1 ~
J, = —s)\2j X9 hdadt
By 02x(0,T)
1

Bs Jo,« (0,T)

< C’J e?se (51/2)\51/2|1/J|) (31/2)\51/2|51|)d:1:dt
02 x(0,T)

< 25 s N |G, | |1 dadt

< esA? f > ¢y dadt + C(g)sA\? J ¢ |0y Pdadt.  (2.18)
OQX(O,T) O

2 X (O,T)

Por fim, aplicando mais uma vez a Desigualdade de Young dada pelo Corolédrio 1.3.4 na

quinta parcela do lado direito da equagao (2.14), temos

1
J; = s)\zf Xe**¢C (gy.2)dwdt
2 OQX(O,T)

1

EQ 02 x(0,T)

C«f €2sa(81/2)\§1/2|¢|)(81/2)\51/2|Z|)dl’dt
OQX(O,T)

N

sN?e*ECy |gn| Y] |z|dadt

N

A

es\? J e Y Pdadt + C(g)sA\? J e**¢|z|?dadt.  (2.19)
02x(0,T) 0

2 X (07T)

Logo, substituindo (2.15)-(2.19) em (2.14), obtemos

sA? J e €|y dadt
O1 x (O,T)

<esPA? f X E 3oy dwdt + 5N J e 73| Anp|Pdadt
OQX(O,T) @)

2 X (O,T)

+es7! J e? TV Pdadt + es)? J e* |y dadt
02x(0,T) 02%(0,T)

+C(g)s\? 6230‘5\51 ?dzdt + C()s\? J €|z P dadt

02 x(0,T) 02%(0,T)

+C(g)s’\° e (£%)°| | *dwdt.
O2x(0,T)

Entao
SAQJ e Pdadt < el1(s, A1)
01><(0,T)

+ O(s)s)\zf

2|0 |2 dadt + C(e)sA? J ¢ |z 2 dadt
OQX(O,T)

Oa x (O,T)

+ 0(5)55)\6J e*(£%)%| P dxdt. (2.20)
02%(0,T)
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Agora, por (2.12)

Il(‘sv /\7 ¢)
< C(ﬂﬂ f e? ¢ 2| Az dadt + s\ J e ¢ 2|V z|dxdt
Q Q

+52N? J e**¢ 2z dadt + 57N J e? €72 |y Pdadt
Q Q
+5 202 J e? 2 o dwdt + 52N f 22|y |2 dudt
Q Q
+s)2 f ezwgwdg:dt).
01x(0,T)

Logo, de (2.20) concluimos que

[l(sa )\7 w)
< C(s‘z)\_2 f e?¢ 2| Azl dwdt + 572\ ? f e? ¢ 2|V z|dxdt
Q Q

+5 2N f ¢ 2|z dadt + 572N ? J 52|, P dadt
Q Q

5272 f 26 2| o2 dadt + 52N\ J 2562 |0y dudt
Q Q

+el(s, A1) + C(e)sA\? f 2|0y |2 dadt
OQX((LT)

+ C(e)s)?f

02 x(0,T)

e**¢|z|*dadt + 0(6)85)\6J

2 (¢l Pdadt ),
02x(0,T)

e entao

L (s, \;0) — el (s, A\ 0)

< Cle) (S’QA’Q JQ e**¢ 2| Azl dadt + 52N 72 JQ e**¢ 72|V z|dxdt

+s5 N2 J e? 62|z 2 dadt + 52\ ? f e 2y P dardt
Q Q

+ 52N ? f 22| 2dadt + s2\72 f 250 2|0, Pddt
Q Q

+ SAQJ &), |2 dadt + svf e** €|z dxdt
Q o

2 X (O,T)

+ 5 f 6230‘(5*)5\g0|2dxdt>.
Ox(0,T)
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Tomando € > 0 pequeno o suficiente, vem que

Il(‘sv /\7 ¢)
< C(ﬂﬂ f e? ¢ 2| Az dadt + 52N J e ¢ 2|V z|dxdt
Q Q

+52N? J e**¢ 2z dadt + 57N J e? €72 |y Pdadt
Q Q
+5 202 J e? 2 o dwdt + 52N f 22|y |2 dudt
Q Q
+ 5\? J e25¢ |0y Pdadt + sA? J e ¢|z|? dxdt
Q OQX(O,T)
+s5/\6f 62‘9“(5*)5|g0|2dxdt).
Ox(0,T)
Como, por definic¢ao,
N | eglufdud: < Lo, i),
Ol X(O,T)
entao
sA\? f > ¢ || dudt
01 X(O,T)
< (J(s‘Q/\‘Q f e? 62| Az dadt + 572N ? f ¢ 2|V z|dxdt
Q Q
+52A? f e? ¢ 2|z P dadt + 52N 2 J > €72 |y Pdadt
Q Q
5272 f 262 o dadt + 52N\ f 22|y P dudt
Q Q
+ s\ J 2|0, |2 dadt + sA? f 25¢ |z 2dadt
Q o

2 X (O,T)

+ 59\ fo o) eQSa(f*)5|cp|2dxdt>. (2.21)

Portanto, substituindo a desigualdade (2.21) na desigualdade (2.13) e sabendo

que Oy < O, temos
K(z,0,1) < C<5J 625a§|5\2d:cdt+s>\2f 2 ¢ |0, [ dadt
Q Q
+ s f 252 2|0, Pdadt + s°N\° J e (E%)%|p|* dadt
Q Ox(0,T)

+ st? f 6250‘£3|Z|2dxdt>,
Ox(0,T)

para s e A suficientemente grandes.
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2.2 Desigualdade de Observabilidade para o Sistema Adjunto

A desigualdade de observabilidade para as solugoes do sistema adjunto (12)
dada pela Proposic¢ao 0.0.7 serd ultil para estudar o problema de controlabilidade nula
para o sistema linearizado (11) dado pela Proposi¢ao 3.1.2. Primeiramente, definiremos as
fungdes-peso que nao se anulam em ¢t = 0 envolvidas na desigualdade de observabilidade.

Mais precisamente, consideremos a funcao:

T T
~ — Se0<t< —
)=+ 2 T 2 (2.22)
e as seguintes fungoes-peso:
e (@) _ o2l e Nm(@)+nllo)
ﬁ($5t> = ~ ) ’}/(l’,t) =T~
() et)?
~ 1 — e2Mnlw eMnlloo
t) ;=minp(z,t) = ———, () ;== miny(z,t) = =——, (2.23
B(t) = min (e 1) = — V) = e = s (229
() Ba.1) el — o2Mn]eo A1) (o.1) e2Almnlloo
*(t) := max f(x,t) = ~ , ~(t) := maxy(z,t) = — .
202 0(t)* ze® ((t)*

Agora demonstraremos a desigualdade de observabilidade, isto é, a Proposigao 0.0.7.

Demonstracdo da Proposicao 0.0.7: Primeiramente introduziremos uma funcao
o e C'([0,T)), tal que

oc=1em [0,7/2], c =0em [3T/4,T], |o'| < C/T.

Observemos que, como (z, ¢, 1)) é solugao do problema (12), entao (0z,0p, 01)) é solugao

do problema

r

—(02); — k1A(0z) + D(02)v + VZ(op) + V(aq) = 00 — V7 (oyp)

— Va(oy) — o'z em Q,
V.(oz) =0 em Q,
—(0p); — kA(op) — 0.V (0p) = o, — Ci(gn.(02)) + Bao(oy)) —a'p  em Q,
— (oY), — veA (oY) — 0.V (0)) — Bi(o) = 0¥y + ve(Va.A(oz))

) + Oy div(0z) — C3(Va.(oz)) + Ax(0p), — Ca(gn.(02)) (2.24)
oow)  dow) — Ai(op) — Ay(0'p) — o'y em @,
op o
oz =0, P = P =0 sobre .,
| (02)(.T) =0, (09)(~T) =0, (00)(-.T) =0 em 2.

Multiplicando a primeira equagao de (2.24) por oz vem que

—(0z)i(0z) — k1A(0z)(0z) — D(0z)t(0oz) + Vz(oyp)(oz) + V(oq)(oz)
= (05) (0z) — VT (op)(oz) — Va(oy)(oz) — (0'z)(0z). (2.25)
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Sabemos que z := z(z,t) onde (z,t) € 2 x [0,T], e fazendo uma mudanga de variavel
de t € [0,T] para T — t, ainda teremos (T — t) € [0,T]. Substituindo z := z(x,t) por
z :=z(z, T —t) em (2.25), temos

— ((02)(z,T —t)), (02)(z,T —t) — k1A((oz)(x, T — t))(0z)(z,T — 1)

—D((oz)(z, T —t))v(z, T —t)(0z)(x,T —t)

+V(z(z, T —t))(op)(z, T —t)(oz)(z, T —t) + V((0q)(z, T —t))(0z)(x,T —t)

= (o)(z, T — t)(02)(z, T — t) — V(F(z, T — t))(op)(z,T — t)(0z)(z,T — t)

—V(a(z, T —t)) (o) (x, T —t)(oz)(x,T — t) — (¢'z)(x, T — t)(0z)(x, T — t)(2.26)
Integrando (2.26) em (2 e usando o fato de V.(0z) = 0 em @), obtemos:

. L 9 (o), T~ 1))de + by L V(oz) (2, T — t)da
< |UOOL |D(oz)(z, T —t)|[(0z)(z, T — t)|dz
+L\(05)(;5,T—zs>y|(o—z)(x,T—t)ydx

+ (V7 + 1Val2) | lop)(e. T = Dll(oa)(e. T = lda
+ \V@ooL\(UW(%T—WH(UZ)(%T—t)\d%’
+L\(a'z)(a;,T—t>y|(o—z)(;c,T—t)dm.

Usando a desigualdade de Young, temos

1d

2dt J,
k 1

< lf |V(oz)(z, T —t)*dx + Hv|§cf ((0z)(z, T — t)|*dx
2 Jo 2k, o

(oz(z, T —1))* + ky JQ \V(oz)(z, T — t)|*dx

1 ~ 9 1 — D2
+2L2|(m9)(x,T—t) dx+2L!(UZ)(Z‘;T t)|d

#5 | 19T = 0P e + 519710 + 19a1.)* | [fon) T = 0)ds
t5 | N T s+ JI9alE | a7 e

+§J;; (o'z) (2, T — t)|2dCL’ + ; J_Q (02)(z, T — t)|2d$.

Rearranjando termos e multiplicando a ultima desigualdade por 2, segue que
d
4 f (o2)(@, T — )2dz + ky J V(02)(2, T — t)Pda
< C’J |(02)(z, T —t)*dz + f (D) (2, T — t)|?dz + J (o) (z, T —t)|*dx
Q Q 2

+ JQ |(o¢)(z, T — t)|*dx + fg ((0'2z)(x, T — t)|*da. (2.27)
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Multiplicando a segunda equagao de (2.24) por oy e fazendo mudanga de
variavel de t € [0, T] para T — t € [0, T], vem que

(00)(@,T — )i(09)(@, T — 1) — kA((09)(x, T — 1)) (09) (2, T — 1)
W, T~ ).V (o) (2, T - 1)))(09) (&, T — 1)

= (001)(@, T = )(00) (@, T — t) = Cilg((02) (2. T — 1)))(09) (2, T — 1)

+ Ba(a, T - 1)(00)(@,T — ) (09) (2, T — t) — ('9) (2, T — t)(o9) (2, T — 1),

= (
= (

Integrando em {2 e usando as desigualdades de Holder e de Young, obtemos:
1d
2dt Jgo
< [7le J V(ep)(z, T = t)|[(op)(x, T - t)|dz

Q

(o) (2, T —t))?dx + k JQ |V (op)(x, T —t)|*dx

# ] 1T T - Do) T - ids
Q
+|Chlgn] L ((o2)(z, T = t)|[(o)(z, T — t)|dz
#Bals | (o). T = Dll(o0) T = 0)lds
+ [ e T -0l T - Dlds
Q
< ];J \V(op)(x, T —t)]2dx + C’J |(op)(x, T — t)|*dx
Q 0
+ L (09, T~ ) + L (02) (2, T — )z
1 1
#5 | v T =nPde+ 3 | (T - 0P
Rearranjando termos e multiplicando a ultima desigualdade por 2, segue que
d 2 2
pr L} [(op)(x, T —t)|°dx + kfg \V(op)(z, T —t)|*dx
< CJ (o) (2, T —t)]* + J ](051)(11;,T —t)|Pdw + J |(02)(x, T —t)]*dx
Q Q o

+ L} (o) (2, T — t)|*dx + fg (') (x, T — t)|*du. (2.28)

Multiplicando a terceira equagao de (2.24) por ot e fazendo mudanga de
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variavel de t € [0,T] para T' —t € [0, T], temos

—((o¥)(@, T = t)(o¢) (2, T — 1) —veA((0) (2, T — 1)) (o) (2, T — 1)

z, T —1).V((oy)(x,T —1))(o¢)(z,T - t)

1@, T =) (o) (2, T —1))?

o0 o)z, T —t)(o)(x, T —t) + ve(V(a(z, T — t)).A((oz)(x, T —t))) (o)) (x, T — t)
o(z, T —t) div((oz)(z, T —t)) (o) (z, T — t)

s(x, T —t)(V(a(x, T —t)).(02)(z, T —t)) (o) (x, T —t)

22, T = t)((op)(x, T = 1))e(00) (2, T — t) — Ca(gn-((02)(2, T = 1)) (09) (2, T — 1)
1@, T =t)(op)(@, T —t)(ov)(x, T —t) = As(z, T = t)((o'¢) (2, T — 1)) (o)) (2, T — 1)
o)z, T —t)(op)(2,T - 1).

Integrando em {2 e usando as desigualdades de Holder e Young, obtemos:

J (o) (x, T —t)| dx+75f V(o) (x, T — t)|*dx

/-\

Am :>\ Q\ Q\Amwi‘

th
< J V(o) (z, T —t)] d:c—l—Cf |(oY)(z, T —t)| dx+1f (002 (2, T — t)[*da
4 Jo 19 2 Ja

+ye fQ(V(@(a:, T —1).A((oz)(x, T —t)))(c)(z, T — t)dx + ]{2 JQ \V(oz)(x, T —t)|dx

+5 J; ((02)(z, T — t)[dz + L Ay(x, T —t)((o9)(z, T — t))y(o9)(x, T — t)da
i ; j; (o9)(z, T = t)Pdz + ;L (0'¢)(z, T — t)[2da
Em (2.29) chamemos

Dy = e JQ(V(O&(JZ‘, T —1).A((oz)(x, T —t)))(c)(z, T — t)dx

Dy = f Ag(x, T —t) (o) (2, T — t)(o)(x, T — t)dz.
o

Agora,
Dy = e L}(V(a(x, T —1).A((oz)(x, T —t)))(cp)(x, T — t)dx
= —7e JQ A(a(x, T —t))V((oz)(z, T —t)) (o) (z, T — t)dx
— e L} V(a(x,T —t))V((oz)(z, T —t))V((cy)(x, T —t))dx.
Entao,

D < %'AQ‘)‘”“J IV ((02)(z, T — t))[2dz +
(0]

Ao
S [ ow (e T - s

+ 2|va|Zqe JQ \V((oz)(z, T —t))]*dx + %6 JQ V(o) (z, T —t))|*dx. (2.30)
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Para o desenvolvimento de Dy, usamos o fato de

Logo,

(op) = —kA(op) —v.V(op) — o, + Ci(gn.(02)) — Ba(op) + o' .

f Ag(x, T —t) (o) (z, T —t))s (o) (z, T — t)dx

9]

LAQ x, T—t A((op)(@, T — 1)) —v(z, T —1).V((op)(z, T — 1))
(o01)(z, T — t) + Cy(gn-((02) (2, T — 1)) — Bo(x, T — t) (o) (2, T — t)
(0'9) (. T = 1) | (00) (@, T = t)da

kV(Ay(z, T —t))V((op)(z, T —t)) (o) (z, T — t)dx
kAy(z, T —t)V((cp)(x, T —1))V((c)(z, T —t))dx

Ap(z, T — t)o(z, T — £).V((0p)(z, T — 1)) (o) (2, T — t)da

Aoz, T — £)Cr (gn-((02) (, T — 1)) (00) (2, T — t)da

Ag(x, T —t)By(x, T —t)(op)(x, T —t)(o)(x,T — t)dx

[
9]
[
[
LAg(x,T—t)(aﬁ V. T — t)(00) (2, T — t)da
[
[
2
EZAQ(x T—t)(dp)(x, T —t)(o)(x, T — t)dx

”VAQH“’J IV((op)(x, T —t))dz + k’”VA“OOJ (o) (z, T — t)|da

21 A ka V(o) (x, T — 1)) Pdz + = J IV(o¢)(x, T — t))[da

||A2o§||voof V((00) (. T — £))[2dz + Az||oov|oof (o) (. T — t)2dz
2

”A;"O Lua&l) T 1)Pds + | 2|°°f (o t)|*da

”A200|201HQN‘ JQ| oz)(z, T —t)|*dx + |;OOJQ| (o) (z, T —t)*dx

||A2002||B2OOJ (o) (@, T — )2dz + ||A2oo||BzooJ (o) (2, T — t)da

A
” ;OOJ ‘(OJ —t‘d _‘_H 2‘00f ‘ —t‘dl’
2
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Segue que

|V A 2| A% k2 || Ayl o|o
Dy < (HVle  HARE AT [ 1900 e, - )P
2

2 Ve 2
%8 JQ V(o)) (x, T —t))[*dz + C L (o) (2, T — t)*da

Ao ~ As oo
v Ll [ oy o7 = e+ 2B oy —
0 02

Aol |B A
N “2002|2oof |(ag0)(x,T—t)|2d:p+”A;OOf (o) (2, T — 1) 2de. (2.31)
0 2

Substituindo (2.30) e (2.31) em (2.29), obtemos
thf (o) (x, T —t)] dx—l—vsf V(o) (z, T — t)|*dz
< CJ (o) (z, T —t)|*dw + J V(o) (z, T —t)|*dx + 1f (002 (2, T — t)*da
Jo 2 Jo 2Jo
+ A J (o) (z, T — t)*da
2 Jo

+ (vlmaiw + 2e|val?, + k) f V((o2)(z, T —1)da

2
LIVA 2| As|2 K2 |A
+< |v22”w+ H iLOO N gloo!vloo)f V(o) (z, T — t))|dz

2
+ (58 [ 1o —opas+ [ (oo r-ofa

Rearranjando termos e multiplicando a tltima desigualdade por 2, obtemos

—i—C’J |(02)(z, T — t)*dz + (2+”AQ|OO”B2OO> JQ|(ag0)(x,T—t)]2d:c

;’JQ (o) (2, T — t)da + e L V(od) (@, T — t)]2da
CL|(a¢)(x,T—t)|2dx+JQ\<052)(x,T—t)\2dx+ AZ\wLuaﬁl)(x,T—t)de
v (velaaty + merval + ) [ [WionT - 0)Pde
L R v T — )
+ (W9 + LR ) [ 9o T - o)
+C [ loa)(w. T~ 0Pde + (14 [Tl Balle) | [(oro)o, T~ 0
2 (]

+ (14 [A2] o) fg (o' 0)(x, T — t)|*dx + JQ |(o"Y)(z, T — t)|*dz.
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Ou seja,
;i JQ (o) (z, T — t)|*dx + e JQ V(o) (z, T —t)|*dz
< CL (o) (z, T — t)|*da + JQ ((o0y)(x, T — t)|*dx + CL ((o01)(z, T — t)*da
+ CJ \V((oz)(z, T —t))]*dx + C’f V(o) (z, T —t))|*dx
Q Q
+C L) ((02)(z, T —t)*dz + CJQ (o) (2, T —t)|*dx

+C fn (o' p)(z, T — t)|*dx + L} ((0"Y)(z, T — t)|*dx. (2.32)

Consideremos A uma constante positiva a ser definida posteriormente e facamos a soma
A x (2.27) + A x (2.28) + (2.32), entao

ACZLy(gz)(w,T_t)PdﬁAjtLy(m(m,T—t}\?dHjtfgy(mp)(xj—t)y?dx
© Ak JQ|V(UZ)(x,T—t)|2dx+AkL[V(ago)(x,T—t)de
" vsLW(a@b)(x,T—tﬂ?dw
< [A(c+1)+c] L[(az)(m,T—t)|2da:+ [A(C+1)+O] L\(mp)(x,T—t)y?dx
L @24+0) L|(a¢)<x,:r—t)|2dx+ch((o—z)(x,T—t))2dx
" OLyV((w)(x,T—t))yzd“ALKa@)(x,T—t)\?dx
L (A4 0) JQ|(U§1)(x,T—t)|2d:c+L\(a%)(x,T—t)\?dmAL|(a’z>(x,T—t)|2dx

+ (A+0O) f(z (o' p)(x, T — t)|*dx + J;Z ((0"Y)(z, T — t)|*d.

Segue que
AszKaz)(x,Tt)|2dx+A5tL|(agp)(x,Tt)|2dx+ZLKJQ/J)(Q;,Tft)de
+ (Akl—C) L\V(az)(m,T—t)deJr(Ak—C) Lw(w)(a;,T—t)de
+ Vef V(oY) (z, T — t)|*dx
(0]
< [A(c+1)+c] Ly(az)(x,T—t)|2da;+ [A(c+1)+c] JQ\(ago)(x,T—t)lzdx
+ (2A+C)JQ\(U¢)<x,T—t)\2dx+AL|(m’9‘)(x,T—t)|2dm
(A1) L|(051)(x,T—t)|2da;+L|(052)<x,:r—t)|2dx+AL|(a'z)(x,T—t)|2dx

+ (A+0) L (0"0) (x, T — t)|?dx + L (0" (2, T — t)|*dx. (2.33)
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Tomando a constante A suficientemente grande em (2.33), vem que

jtjg (o) (2, T~ )P + L (o). T — 1) + JQ (o) (@, T — ) de

+ fn \V(oz)(z, T —t)*dz + JQ V(o) (x, T —t)]2dx + ~e JQ V(o) (x, T — t)|*dx

N

C ( fg ((02)(z, T —t)*dx + L} (o) (x, T —t)]2dx + L} (o) (x, T — t)|*dx

+ fg (o) (z, T —t)|*dx + JQ |(oVh)(x, T —t)|*dx + frz |(0V2)(x, T — t)|*dx

+ L} ((0'z)(x, T —t)]*dw + fg [(0'p)(x, T — t)|*dx + JQ |(o"Y) (2, T — t)\2dx> . (2.34)
Entao,
jt JQ ((02)(z, T —t)*dz + jt fg (o) (2, T —t)]*dx + jt f(z (o) (z, T — t)|*dx
C ( fg ((02)(z, T —t)*dz + fg (o) (x, T —t)]*dx + frz (o) (z, T — t)|*dx
L ((00) (2, T — t)*dx + L ((o01)(x, T — t)?dx + L ((00y)(x, T — t)|?da

L} ((0'2)(z, T — t)|*dz + JQ (o' ) (2, T — t)|*dw + fg |(o")(z, T — t)]zdx) :

Aplicando o Lema de Gronwall, temos

J] )z, T —t)] 2d$+J\Jgp )z, T —t)] 2da:+f\a¢ (z, T —t)|*dz

<Jaz |d;c+f|w |dx+f|0¢ ) [2dz

¢
+ f ((o0)(x, T — t)| dmds—i—f J (o0 (z, T — t)[*dads
0 Jo

N

+ f [ (002 (2, T — t)[*dads + fo JQ |(0'z)(x, T —t)|*dxds

0Jn

+ f P |(a’<,p)(a;,T—t)\2da:ds+EL\(a’w)(:c,T—t)Pda:ds),

0Jn

para todo t € [0, T]. De onde,

H(UZ)H%OO(O,T;H) + H(USD)H%OO(O,T;L%Q)) + H(Uw)”%OO(O,T;LQ(_Q))

< (H(Uﬁ)lliz(@ + [(00)Z2q) + 1(002) 22

+ 10'2) L2z + (0" [12() + H(O'@D)H%z(@>- (2.35)
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Integrando (2.34) de 0 a T', obtemos

r

(02)(z,0)Pdz — f (02)(x, T)Pda + fg (o), 0)[2dz

(o) (&, T)2dz + f (o), 0)[2d — f (00) (2, T) Pdz

[S—

n
~

|
—
N)

- Jo JQ \V(oz)(z, T — t)|*dzdt + L JQ \V(op)(x, T —t)|*dwdt

+ Jo JQ]V(Uw)(x,T—t)\ dxdt

< C(LTJQKUZ)(:B,T—t)2d:v+LTJQ|(0¢)(:B,T—t)|2dx+LTJQ|(01/))($,T—t)|2dx

+

LT L ((o0)(z, T — t)|*dx + LT L (o0 (z, T — t)*dz + LT L () (2, T — t)[2dz
" LT L (02) (2, T — 1) Pde + JOT L (o0 (2, T — t)Pdz + L (o) (z, T — t)|2dx> .
Do fato de que o(T) = 0, segue que

L (02)(x, T)Pdi = L (00) (. T) P = f (o), T)Pdz = 0.
Dai,
(02) () 220 + 1(02) ()220 + | (00)(0)] 220y

+ HUZH%Q(O,T; vyt HO-(:OH%Q(O,T;Hl(_Q)) + HawH%Q(O,T;Hl(Q))

< C(HUZH%%O,T;H) + o)z + 10¥]Z200) + 007200 + loth]1Z20) + lovll72(g)
+ ot soizaan + 107y + 13y )- (2.36)
Do fato de L* < L?, entdo de (2.36) temos
[(02)(0)]72(2) + I(00)(0)|72() + (@) (0) 720
+ HUZ”%%O,T; vy T HUSOH%%O,T;Hl(Q)) + ”0¢H%2(0,T;H1(9))
< C(HUZHQLOO(O,T;H) + HUSOH%W(O,T;LQ(Q)) + HawH%OC(QT;L?(Q)) + ”019\\%2(@
+ [otiliaq) + lodalzag) + |02l 220 + 100l 22q) + \\U’W\%z’(@))- (2.37)
Substituindo (2.35) em (2.37), segue que
[(02)(0)[72(2) + [(00)(0)|72() + [(@¥)(0) 720

+ ||0ZH%2(O,T; v) T ”090”%2(0,T;H1(Q)) + Hgd}”%%O,T;Hl(Q))

< (102 + loBil3a) + oDl

+ o'zl 220.2.m) + l0" 0l 22 (0) + ||U/¢||%2(Q)>' (2.38)
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Somando (2.35) e (2.38) segue que

[(02)(0)|Z2(2) + [(00)(0) 220 + [(00)(0)] 20

+ ozl[ieomm + lozli20mv) + loelieori2 )

+ HU(PH%?(O,T;Hl(Q)) + ||U¢||%00(0,T;L2(Q)) + ||U¢||%Q(O,T;H1(Q))
< OB + llodi gy + 10D =g

+ o'zl 20z + lo'elli2 ) + ||0'¢||%2(Q)),

ou seja,

[(62)(0)[Z2(0) + [ (00)(0) 202y + (o) (0) 720

+ ||O-Z||%°O(O,T;H)mL2(O,T; v) t (o, 0-77/})||[LOO(O,T;LQ(_Q))mLQ(O,T;Hl(Q))]2
< C (1002 + T, 0D)l Fraaye + o2l Baorm + 1076, "0 ooy ) -

Consequentemente, como o € C*([0,71]), tal que

oc=1em [0,7/2], c=0em [3T/4,T] e |0o'| < C/T,

temos
”Z(O>H%2(Q) + H90<0)||%2((2) + ”¢<0)H2L2(Q)
+ ||Z||%2(O,T/2; VynL= o128 T (@) ¢>’|%L2(O,T/2;H1(Q))nLOO(O,T/2;L2(Q))]2
< C(‘W|’2L2(O,3T/4;L2(Q)) + |[(V1, 192)’‘%LQ(O,?,T/zL;LQ(Q))]Z
1 1
+ THZH%Q(T/Z,?;TM;LQ(Q)) + TH(%W|‘%L2(T/2,3T/4;L2(!2))]2>- (2.39)
Agora, para todo (z,t) € 2 x [0,7/2] as fung¢oes-peso definidas em (2.23)
satisfazem

An(@) _ o2X[nllco 2X |7 _An(=) 2 Inllo
23(7‘;‘ —_ ) _ 25(7«5 ~——¢ ) ()4
o258 _ ¢ OL <e 28— ¢ i3 625(6 < COY. (2.40)

\nlloo)
4
t) 22 [|7llo0

et )>O.

(2/\J >
2s(e £
Observemos que C7 > 1, pois e ( > 1, ja que 286(
Temos, ainda, que a fungao v é limitada superiormente, uma vez que
2X(n(x)+nlle0) 2A(Inll+nlle) 16
_° € — 22 Ml
’Y(l‘?t) - (%)4 < (2)4 - T4€ < 02(T7 )\)’

2
onde Cy(T, \) > 1. Além disso, v é limitada inferiormente, pois

( ) e2A(n(@)+1[nlle0) e2MInlleo
Y x,t) = T 4
(%)

(3)'

>Cg>0.

>
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Logo,
e P3z(x,1))? < CLC3|z(x, )2, Py |Va(x,t)|? < C1Co|Va(z,t)|?,

I p(a, b)) < Ci&3lp(a, t)]?, 7| Ve(x,t)| < Ci|Ve(z, O, (2.41)

(e, O < OO NP, 0y [V )P < SV 1)
3

para todo (z,t) € 2 x [0,T/2]. Portanto, somando as desigualdades em (2.41) e integrando
em {2 x (0,7/2), temos

W|Wm+WUM + (0 [72(0)

+ f J P |Vz|? dxdt+f f 253 || dxdt+f f P |V o Pdadt
+ f f 256022 dxdt+J f 1|V1/1|2dxdt+J Je2sﬁy|w\2dxdt
0 % 0 2
c(\zm)r%z(m 1Ol + Oy + | | [Valdaat
T T T
2 2 2
+ J J\z|2dxdt+J J|ch|2dxdt+J Jm?dmt
0 2 0 2 0 2
3 3
+~[J\mew+J fwﬁmﬁ> (2.42)
0 2 0 2

De (2.39) e (2.42), segue que

VA

T T
(2 [ 2
>0~ |Vz|*dxdt + J *F3 |z > dadt + HZ(O)Hia(Q)
Jo Jo 0o Jo
T T
N 2sp 2 2 QSB
+ € Wﬂwm+ Vlpl*dzdt + ||p(0)][72(0)
Jo Jo
rT o g
¥ 2 [y dadt + j | ematuldedt + 1[6(0)
Jo Jn 0 2

N

C(

+ HZHL2 0T/2 VL= o128 T (@) )72 OT/2H1( )AL (0,T/2;L2(£2 )))

( j (| s f W dodt + f W dods
+ f J |z]2d9:dt+f4 J |g0]2dxdt+f4 J |w|2d:rdt>. (2.43)
g 0 g (9] g 0

~ 3T
Na defini¢ao da fungao ¢ em (2.22), no intervalo (0, I)’ temos que

~ TN~ TN+ 3TN\~
—> — + — | — — | — — | —
l(t) » 0 quando t - 07, ¢t <2> , b <2> et <4>

|Z(0)H%2(9) + HSO(O)H2L2(Q) + ‘|¢(O)H%2(Q)

N
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Logo, da defini¢ao da func¢ao-peso 5 em (2.23), temos que

x.t) » —oo quando t - 07 e t — L
B(x,t) q 5

3T
Assim, existe C'> 0 tal que —C' < f(z,1) para (z,1) € £2 x [O, T]’ e entao
_B(xat) < C = _QSB(I"t) < C = B—QS,B(JC,t) < C’

Logo, existe
6(t) = sup{e 7@z e 2} < 0.

Dessa maneira,
6725,8(33,1‘/) < 9(t>,

de onde concluimos que

1< O(t)e?P@), (2.44)
2l _ pAn()  o2X[nlleo ~
Observemos que —f3 = - < —= , e da defini¢do de ¢ em (2.22) , temos

s

3
parat e [O, Z]’ e entao

T ~ T
—<I(t) < —
4 ®) 2

256(2/\\\’7”@))

0(t) < e< ot

Desse modo, de (2.44) vem que

2se(2AlInllo0)

1< e< (£)4 )e%B(w,t)_

Consequentemente, existe C' > 0 dependente de s e A tal que

C ¥ > 1, (2.45)
~ 3T .
Por outro lado, por (2.22), T'/4 < ((t) < T/2 em [0, Z]’ entao,

- A hlle) bl

Y, = ~ = = -

(@) 3 ¢

Portanto,

3T

Cv(x,t) =1, para (x,t) € 2 x [O, T]’ (2.46)

com C dependendo de \.

De (2.45) e (2.46) segue que

[z, 1)* < O™y |d(a, )|,
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para todo (x,t) € £2 x [0,37/4], onde C depende de s e . Entao,

J f \5|2dxdt<(]f f 20|92 dudt,
0 [0} 0 2

onde C depende de s e A.

Procedendo de modo analogo para 51, 52, Z, e 1, temos

J J|191|2dxdt < CJ Je2557|191|2dxdt,
0% Q

J J || ?dxdt J J e*P 72|09y 2dadt,
J J \z|*dxdt
f f |2 dxdt

2

4

J J -

3 Jo 3
Deste modo,

f f |19\2dxdt+f f wldedeJ J |02 dxdt
0 9} 0 (9 0 2

3T 3T 3T
J f |z|2datdt+J J |g0|2datdt+f f |2 dwdt

“*3

N

"k‘ﬂ

N
Q
H:‘
2 > 8 >

e*P3 |z dxdt,

N
Q
N ’

NI
N

DJ
w
_

e*F2| 2 dadt,

~
N

w
<]

>y || 2dadt.

N
Q
|

C’(J f P92 dadt —l—f f *F oy, | dadt +f f e?
o Je 0

B2, 2 dudt

ar ar
J4 f 628573|z|2dxdt+f4 f 2562 0|2 dxdt—kf f PP dadt |. (2.47)

Substituindo (2.47) em (2.43), obtemos

rT o
Jo Jo© >y |Vl d:cdt+J J #0922 dudt + ||2(0)||72(q)
rEor

A QSBIVsOIQd:cdHJ f 202 |l dwdt + || (0)][72(q)
0
(7 ( -1 dzd : e2s8 dxd

N | J V| 2dadt + Y Pdxdt + [|(0)|720)

N

C’(J J e lk dxdt—i—J J 2357\19\dxdt+f f

v 2|0, 2 dadt

+ ff 20| d:cdt+f f 22| o]? dazdt+J f 2557|¢|2dxdt> (2.48)
T
2
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Aplicando a desigualdade de Carleman dada pela Proposicao 0.0.6 aos trés tultimos termos

da desigualdade anterior e notando que v = £ em [T'/2,3T/4], vem que

3T 3T

fT Je25573|z2dxdt+fT f 2522 p|? d:vdt—kf J > Py dadt
f J 53|z dxdt+J f esag? |<,0|2dxdt+f J e* ¢y dudt
T

< CK(z,¢,7)

< C(T,s,)\)( f e ¢ IPdadt + J 6250‘§|51|2dxdt+J 250 2|0, Pddt
Q Q Q

+ J BQSa(f*)5|gp|2d:Edt+f e 63|z dadt |, (2.49)
Ox(0,T) Ox(0,T)

onde K(z,p,1) é dado por (13).

Substituindo (2.49) em (2.48), temos

N

7
©[S

N b 9 pl

r

P |Vaz|*drdt + J
19

) ¢*79* |zl dwdt + |]2(0)[[72q)

[
A=)
[ S

Sl
Sl

:
b |7 evebdea+ [T [ epldadt + 100

0o J

Nl
-~
v

e || e + f@wﬂw%mmnwmmm»
JO 02

Jo Jo
=3 rT &

< C’( f e* Py |02 dxdt + f Py | dadt +f f Py 72|y P dadt
Jo Jo Jo Jo o Jo

+ f 2|02 dadt + J ezsa£\51\2dxdt+f 22|y dudt
Q Q Q

n f @2sa(§*)5‘g0|2d$dt + J e2sa§3|z‘2dl’dt> . (250)
0x(0,T) 0x(0.1)

T
Observemos que para t € [O, 5],

62)‘”77“00 _ €>‘77(x) €2>‘H7]||30 — 6)\77('18)

o @ e

2

—a(x,t) =

T

T
pois 52 > ((t) para todo t € [O, 5] Consequentemente,

25< 2AIInlloo _ <z>> 25( 2>\H7i||oc_e/\7l(z))
— — - - and - (74 _ —
625a(x,t) =e 2s(—a) _ e 2(t) <e (T/2) =e 2s(=B) _ eZs,B(z,t)

T
para todo (x,t) € {2 x [0, 5] E da definigao de & em (2.2) e v dada em (2.23), temos que

eAn@)+nllo)  g2AInlo

E(x,t) = s T max () = (1)
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() ()

~1
(@0 = Sawiio < gl = (31%”(”’”) = (")

para todo (x,t) € £2 x [0,T], e entao (2.50) se torna

N

:
250 Vol + j | esilafdadt + (0l

(&
A=)
S|

L

:
o [7 [ e [ [ i s o0

N

n VPt + f f 21 Pdrdt + [0 e

JO JQ

N
Q
VR

[ 23|92 dxdt+J 03|, |? dxdt+f 28 () 72|, 2 dadt

Q Q Q

+ J > (7)?|y| dxdt—kf e (7)?|z|*dxdt (2.51)
Ox(0,T) Ox(0,1)

T
Por outro lado, da definigdo de a em (2.2) e 5 em (2.23), temos a = § em {2 x (5, T),

entao
f J P |Vz|? dacdtJrJ f e*F 3|z dudt

+J J.c e*F|Vp|? dxdt+f f 25602\ o2 dadt
T
T r
—I—J ,J 625B7_1|V¢]2dxdt+f fe2857|¢|2dxdt
(0] ZJo

T T
= J ( e ¢| V| drdt + J f e 63|z > dadt
[0 T Je

T r T
+ J J e**|Vp|*dxdt + J J > 2| Pdxdt
(0] T Je

(9
< CK(z,0,9)

< C(T, s, A)(J 628a5|5|2dxdt+f e2¢ |0, |2 +J 2506210, 2 dasdt
Q Q Q

+ J e (£%)° || *dwdt + f e 63|z > dadt
Ox(0,1) Ox(0,T)

< C(T,s, A)(J 628%|§|2dxdt+f e2sﬁa|51|2dxdt+f 28 () 72|, |2 ddt
Q Q Q

T r T
+ J J e V| Pdadt + f J e dadt
T Joe

+J > (7)°|¢| dmdt—l—f e*(7)3|z| dmdt) (2.52)
Ox(0,7) Ox(0,T)
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onde K (z,p, 1) é dado por (13).

Portanto, somando as desigualdades (2.51) e (2.52) temos a desigualdade de
observabilidade (14), ou seja,

J 6255’}/‘VZ‘2dlcdt+J 2563 |z > dadt + ||z(0 NZ2)
Q Q
| ITpldrdt+ | ofdrdt + |60

+ L Iy TV Pddt + L Pyl Pdwdt + |[¥(0)][72q)

<C(T,s,)\)<f 20519 + f >3]0, |2dxdt+J 20 () 2|0, |2 dadt
Q Q Q

+J P (7Y% dxdt+f > (3)3|2| d:vdt)
Ox(0,T) Ox(0,T)
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Capitulo 3

Controlabilidade Nula de um Modelo
de Solidificacao

No presente capitulo, trataremos um problema de controlabilidade nula para o
sistema linearizado (11). Usando o Teorema de Lyusternik e o problema de controlabilidade
nula para o sistema linearizado dado pela Proposicao 3.1.2, prova-se a controlabilidade

local nula para o sistema nao linear (2).

A fim de satisfazer as condi¢Oes necessarias e suficientes para aplicar o Teorema

de Lyusternik para o sistema nao linear (9), vamos introduzir os seguintes espagos:

E2 = {<U7pa %7 T, h’ O'/) € E07
e (v ) V(L + Vp — (CiAa — CyVa + Cs(Va)a + Ast — Aya + Hlp))
€ L*(0,T; H'(2)?),
e (Lym — (Ao — Ayoy — v - VT — hlp)) € L*(0,T; L*(12)),
e’sﬁyl/Q(Lgoz — (ByT — v -Va) e L*(0,T; L*(12)))},
quando N = 2, onde A3 = Cigey e Ay = Chges,
Ey = {(v,p,H,7,h,a) € Eg;e 2 (y*) "o e L10, T L'*(2)°),
e (v ) V2L + Vp — (CiAa — CyVa + Cs(Va)a + Ast — Aya + Hlp))
e L*(0, T; W™19(02)%),
e (Lym — (Ao — Ayay — v - VT + hlp)) € L*(0,T; L*(£2)),
6_5571/2(L3a — (ByT — v -Va)) e L*(0,T; L*(12))},
quando N = 3, onde A3 = Cges e A, = Cyges.
Aqui

Lw=v,—kAv+v-Vu+7- Vo,
Lot =17, — kAT +70- VT, (3.1)
Lsa = oy — veAa +7-Va — Bio



Capitulo 3. Controlabilidade Nula de um Modelo de Solidifica¢io 64

Eo:={(v,H,7, h,a); e (v Vi e L*(0,T; V) n L*(0,T; H),
e By V2y e B TI2H 1 € L*(Q),

e~ emB2 VA0 e L2(0,T; HY()) n L*(0,T; L*(12)),

e P12 e7By 210, ey e LH(Q), v € L0, T; H*(12))}.

Ey, Es e FE5 sao espacos de Banach munidos das normas

(v, H, 7, b, @)|[B, = (He_sﬁ/z(”y*)_l/%"%2(0,T;V)mLOO(0,T;H) + He_sﬁ’y_l/%H%?(Q)
[ e A T |%2(Q) + |[e2 (1,414 a)| ‘%LZ(O,T;Hl(Q))mLOC(O,T;LQ(Q))P
+||6_S/B’7_1/27_||%2(Q) + ||€_867_5/2h10\|%2@) + ||6_557a||%2(Q)>1/2>

10, p, 3,7 @)l = (110, 17, @)]IE,

+He™ P (v*) V2 (Lo + VP)H%?(O,T;H%(QP)

+|[(e*8(v*)"V?)(C1Aa — CyVa + Cs(Va)a + Ast — Asa + 7-[1@))\|%2(07T;H71(Q)2)
+e™P (Lot — (—Ara — Ayay — v - VT + hlo))[F20.002(02))

_ 1/2
ey 2 (Lya = (Bor = v+ V)| Bagoiriaiay

€
||(U7p7 Ha T, h7 a)||E3 = (H<U7 7-[7 T, h’? Oé) | |2E0 + ||€_Sﬁ/2(7*)_1/4v| ‘%‘%O,T;LH(Q):‘)
e (v) "2 (Lw + V)| 2w -15(2)3)
+H(€7$ﬁ(’}/*)71/2)(€1A06 — égv& + 63(V@)O& + ZgT — z406 + Hlo))H%Q(QT;W—LG(Q)B)
+H€78B(L27' — (—Zla — ZQO[t —v-V7T+ hl@))H%Q(O’T;LQ(Q))
_ 1/2
+|le=*y?(Lyow — (Bor — v - va))H%Q(O,T;L?(Q))) )
respectivamente.

3.1 Controlabilidade Nula Para o Sistema Linear

Observacao 3.1.1. Note que
T—t— 0", quando t — T,

logo
2M [l _ pAn(z) 2Anlee _ pAn(z)
e e e e
—B(t) = N = —> 400, quando t — T~

() (T —t)*
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E entao,
e — oo, quando t — T~ (3.2)

Temos ainda que

(T —1)

1
o Al

— 0%, quando t — T .

(7 (6) 7 =

Como qualquer funcao exponencial vai ao infinito mais rapido do que qualquer poténcia

vai G zero, seque que

e PRy s 4o quando t — T
Além disso,
1A0(@)+[nl0) 1A0(@)+Inll0)
e e
(y(x,t))* = ~ = T+ —> +00, quando t — T~ (3.3)

()
Por (3.2) e (3.3), temos

e PRV s Lo, quando t — T~

Do fato de que (v, H,T,h,a) € Ex, N =2 ou N = 3, e portanto, (v,H, T, h,a) €

Ly, entao

e P2 (y*) V4 e L2(0,T:V) A L*(0,T; H),

e P e L*(0,T; H'(2)) n L*(0, T; L*(12))
e

e 82 A e L2(0,T; H'(£2)) n L0, T; LX(R2)).
Como
e PR (v V4 — 4o quando t — T~

e

e R (y) o e L2(0, T3 V) n L*(0, T3 H),
entao v(T) = 0.
De forma andloga, como

e % — 1o, quando t — T~ (3.4)

e 21 e L2(0,T; H'(2)) n L*(0,T; L*(2)),
entdo T(T) = 0.
Temos, ainda,

o~ 58/21/4

v/ — 400, quando t — T,
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e Py e L2(0,T; H'(£2)) 0 L7(0,T; L*(£2)),
entao a(T) = 0.

Logo, concluimos que (v, 7,a)(T) = 0. Desse modo, (v,p,T,q), solu¢io do
sistema linearizado (11), é tal que v(-,T) =0, 7(-,T) =0 e a(-,T) = 0.

Proposicao 3.1.2. Consideremos (U,7,@) satisfazendo (5) e (6) e que as sequintes
hipoteses sejam vdlidas:
e Se N =2: (vg,70,00) € Hx Ey x Ey, onde Ey = LY(82), com q > 4, como em (7) e

(€72 (v*) 20, ey, ey 205) € LP(0, T (HH(2))%) x [L*(0,T; L*(92))]%.

e Se N =3: (vg,70,0) € (Hn (L*(£2))?) x Es x Es, onde F5 = LY(02), com q > 5,
como em (7) e
(™ (y") V20, ™y, 7Py 20) € L2(0, T3 (W0(42))°) x [L2(0,T5 L2(52))]*.
Entdo, para todo T > 0, existe um par de controles (H,h) € L*(Ox (0, T))N x L*(Ox(0,T))

tal que se (v,p, T, ) € solugcao do problema linearizado (11), entdo (v,7,a) € En. Em

particular,

Demonstragio. Primeiramente, vamos procurar por uma quintupla (v, H, 7, h, ) satisfa-
zendo o sistema (3.5) abaixo. Para isso, seguiremos o método introduzido por Fursikov e

Imanuvilov [16].

Consideremos entao o seguinte problema

. 1 —28B /~\ — —2806 (D — —28, *
mf2< f (P @) M ol? + e P @) P + e 2P (1) af?)dedy
Q

L PR G/ e285<a>5\h|2>dxdy>
Ox(0,T)

sujeito a H € L*(Q), h e (L*(Q))Y,suppH, supph < O x (0,T) e

) ([ Lw+Vp=19+C,Aa—CyVa + Cy(Va)a + As1 — Ayja+ Hlp  em  Q, (3.5)
V.-v=0, em @,
Lot =9 — Aja — Asay — v - VT + hlp em Q,
) Lsa = U9 + Bor —v - Va em (),
vzo,gz;z(),g(;;:(] sobre 3,
[ v(+,0) = v, 7(-,0) = 10, (+,0) = ap,v(T) = 7(T) = a(T) = 0 em (2

\

em que Ljv, Lo7 e Lz sdo dados em (3.1).
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Suponhamos por ora que (3.5) possui uma solugao (v, p, 7?[, T, /B, a). Provaremos

essa afirmacgao mais adiante. Entao, pelo Principio de Lagrange, existem variaveis duais

(27 Ejv 9/57 12;)7 tais que

Y

0= PYLIE+ Vi + (V2P + (Va) + (V7)) em Q,
V-2=0 em @,
H=—e*(3)2 em O x (0,7T),
7 =e®P(LEP + Culgn - 2) — EQ{Z)\) em Q,
1 h=—e"9(3)°p em Ox(0,T), (36)
a = P () 2(Li) — C1 A% — Ca div(3) — Cs(Va - 3)
— APy + C’g(gN - Z) + A1D) em Q,
2=0,8—@=0,8—w=0 sobre X,
\ aon on
em que
Lz = —-Z, — kAZ+ DZzv,
Lip = —p—kAp—v-VP

Ly = =ty — yeA — (v V) — By,
Agora, definamos o conjunto
Py = {(w,w, F,0) e (CPQ)N*%V-w=0em Q, w=0em X,
o op

w(x,t)dr =0em (0,7), — = —=—=0em X
Jo( ) ( ) on on }

e também o operador bilinear a : Py x By — R, por

o((2,8,3,9), (w,,3,7))
- L PY(L*2 + Vi + (V2)§ + (VHE + (Va))

(L*w + Vr + (V2)@ + (VT + (Va)i)dadt
+ f e¥P5(L53 + Ch(gw - 2) — Both)(LEG + Ch (g - w) — Byt)dadt + f 20 (y*) 2
Q Q
(L3 = e(Va- A2) = Ty div(z) + Ty(Va - 2) — D + Calgw - 2) + i)
(L;J —ye(Va - Aw) — Codiv(w) — C3(Va - w) — Ay + Co(gy - w) + Zlﬁ))dxdt
+ J P (AP dadt + J P ()32 - w dadt. (3.7)
0x(0,T) Ox(0,7)
Definamos ainda o operador linear £ : Py — R, por
T
& (w, 7,3, 8)) = fw Doyt + | OO, ZO) 10,0 ot
0
J <192 >L2 1(Q)dt + J [Uo . U)(O) + To - @(O) + Qp - ?Z(O)]dfﬂ
2
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Provaremos agora que o problema (3.5) possui solucao. Inicialmente, vamos provar que

A A A

existe exatamente uma quadrupla (Z, g, @, w) tal que

~

a((2,4,3,9), (w,m,3,0)) = (L, (w, 7, & D)), V(w,m,3 1) e PR, (3.8)

em um espaco apropriado. Em seguida, vamos definir 9, H, 7 e h como em (3.6) e verificar
que (7, q?,?—A[,?,?L,@) satisfaz (3.5).

Assim, consideremos entao o espaco linear Py e o operador bilinear a(-, -) em F.
Observemos que a desigualdade de observabilidade dada pela Proposi¢ao 0.0.7 vale para

todo (w,m, @, J) € Py, isto &,
J *Fry | Vw|*dadt —I—f *P 3 w|*dadt —I—J P |V 3| dudt +J 256232 dadt
Q Q Q Q
+ JQ >0y VP dadt + JQ Oy P dxdt + |[w(0)][F(a) + [1B(0)]Z2(a) + [9(0)][72(e)
< C(T,s,\) (J 628%15\2dxdt+f 23|04 d:z:dt+f 28 () 2|0y dxdt)
Q Q Q
+C(T, s, \) <J e (3)5|2)] dxdtJrf P (3)3|w| dxdt)
0x(0,T) Ox(0,T)
= C(T,s,\) (J e*P3(Liw + Vr + (V2)@ + (V@ + (Va)p)
Q
(L*w + Vr + (V2)3 + (VTP + (Va)i)dadt
—I—J eOF(LEG + Cy(gn - w) — Bath)(LEG + Cy(gy - w) — Both)dadt + J e*P (y*)72
Q Q

((L;«Z —7e(Va - Aw) — Oy div(w) — Oy(Va - w) — Aoy + Calgn - w) + 413)

(L9 — ~ve(Va - Aw) — Cadiv(w) — C(Va - w) — Ao + Calgn - w) + Z@))dmdt
236 2 T 2sB T
JOT ()ddt+f(T) (3)Pw ddt)
C(T, s, a((w,7,3,9), (w, 7, 3,9)), ¥(w,7,319)e P (3.9)

O operador bilinear a(-,-) define um produto interno em Fy, uma vez que os termos
envolvidos na definigao de a(-, -) sdo lineares. Neste sentido, consideremos agora o espago
P, dado pelo completamento de P, com a norma induzida pelo produto interno a(-, ), que
vamos detonar por || - ||p. Dessa maneira, o operador bilinear a(-,-) também define um
produto interno em P. Vamos provar que P é um espaco de Hilbert munido do produto

interno a(-,-) e a(+,-) é um operador bilinear continuo e coercivo em P.

Para mostrar que a(-,-) é um operador bilinear continuo, usamos o fato dela

definir um produto interno em P para aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou seja,

|a((w17 1, P1s ?/11)7 (w2, T, P2, ¢2))I < H(Uh, 1, $1, ¢1)HH(UJ2, T2, P2, TPz)H

para todo (wy, 7, @1,1;1), (w2, T2, @%@2) em P.
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Agora, como a(-, -) determina um produto interno em P, entao

a((w, 7, ,9), (w,m,3,9)) = || (w, 7 &), (w,7,,9)|%,

para todo (w,m, @, @Z) € P, ou seja, a(-,-) é operador bilinear coercivo.

Vamos também introduzir o operador linear £ para todo (w,m, @, 1;) €
Agora, observemos que

~

KL, (w,m, &) < e () 2|2 @ lle () 2wl 2oty
+ e V1| r20.7,2200) 1€ B L2011 (2))
+ le™ 20 [r20.m 222 €7 #2011 () + [[vol |l [w(0)] | 2
+ 7oll2e)[18(0) |20y + llaol 2 19(0)] |2, (3.10)
para todo (w,, 3, 1) € P.

Observemos que 686(’)/*)% e a fungdo w dependem de z € 2 et € [0,T].

Portanto,
SB[ w\L 2 g B[ w\L 2 g SB[ w\L 2
e (V)2 wllz20,im10) = He (v )2wIIH1(mdt= IV(6 (v*)2w)["dzdt

- f | e >%>w+esﬁ< )i Vul*dadt (3.10)

< (J f 1(7%)2V (%) w] da:‘dt—kf J %% (v*) 2 V| da:dt).

Agora, vamos estimar a primeira parcela da soma do lado direito de (3.11), isto é,
T

|(v*)2V (e*?) w|*dzdt. Por definicao n € C2(12), entdo existe uma constante C' > 0

2
tal que ég(x) < C, para todo z € £2 e todo n € {1, ..., N}. Logo,
86(:10) _ 0 e)\n(z)N_ e2AImlleo )\an( )6)\7]( )Nl
0y, 0y, 0(t)* oy, 0(t)*
(@) (@) +[nlo)
< Ch= <CA\———=CMy. (3.12)
C(t)* ((t)*
Usando (3.12) temos
o(e*”) (e*”)
sp < .
V(e*)] < oo + -+ o
ap ap
_ spg Y- . sf
se Fr + + pr.
< COshe®y = O\, s)ePy. (3.13)

Logo,

T T
J JQ\(’y*)%V(esﬁ)wzdxdt SJ JQ 2582 w2 dad. (3.14)
0 0
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Aplicando (3.14) em (3.11), e usando o fato de v*(¢) := min y(x, t), temos

xef?
1
[|e*"( )2w|‘%2(0,T;Hé(Q))
T L ) T L )
~ | e bl = || 90 ) s

ffyv By )2) w + e (v*) T V| dadt
rT

< ! L\( *)2V (e*%) w)| dxdt+f f e (7* Vw\2d:vdt>
(

rT
<C ( 256 ¥y |w|2dxdt+J J 258 *|Vw|2dxdt>
Jo Jn2 0
T T
C’( [‘ 625573|w|2dxdt+f J 62567\Vw|2dxdt)
Jo Jn 0 Jn

-
C’( Py | Vw|?dadt + f *P 3w dadt + f P\ V| dadt + J 2562\ 32 dadt
JQ Q Q Q

_l’_

N ?

e va%mrgLéﬂwme+Hmm%mnﬂwmm%@+me%mﬂ
< CO(T, s, Na((w, 7, 3,9), (w,m, 3,9)) = C|[(w, 7, 3,0)|%,

onde a ultima desigualdade segue da desigualdade de observabilidade (3.9) para w, @ e J
Entao,

||€Sﬁ(7*)§w|’L2(0,T;Hg(n)) < C|(w, 7, &,9)||p- (3.15)

Agora, vamos estimar ||e**3||2(0.r.x1(02))- Primeiramente, temos

T
[ TTr—— J!kﬁ@mNmﬁ
0

T
_ J ( J 832z + J yV(es%)|2dx> i, (3.16)
0 (] (P4

Para estimar a primeira parcela do lado direito da igualdade (3.16), observemos

que como n(x) > 0, Yz € §2, entdo < 6’, Va € (2. Entao,

@)\77(55)

eMlinllee An(@) (7(¢))4 1 eMinlletdn@) (7))

(
1= eMnllo eAn(z) (0(t))* - eMnllo (Z<t>)4 (@) < Oy(z,t),

para alguma constante C > 0, uma vez que < 1. Logo,

eMnllec

1< C?y(a,1),

e assim
‘63’8@‘2 < 06235 2’¢|2

em que 02 =C.
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Vamos agora estimar a segunda parcela do lado direito da igualdade (3.16),
isto é, |V (e®®)|. De (3.13), obtemos
V(e @) < V()] + [PV
< [C(s,\)ePr| + eV Y.

Entao, pela Proposicao (1.3.5)

(IC(s, NePyg| + e V| )?
2% (C(s, N)[eP73[* + eV E]?)
C(s, (€| + 7|V EP).

V(e @)

AN/

N

Portanto, da desigualdade de observabilidade (14) e de (3.9) segue que

He S0HL2 (0,T;H (2

C(T, s, \) U J 2562|132 d:cdt+J J PV 3|2 d:cdt)

C(T,s,\) (J ¥y | Vw|*dxdt + f 2563w |*ddt + f >INV @A dadt
Q Q Q

N

N

b [ eprduds s | @0 VP s [ 5T Pdnar
Q @Q N

+ [[w(0)[[Z7200) + [|B(0)]172(0 + \W(@H%?(Q))

N

C(T,s,\) < 255A|19y dxdt+J 23|04 dxdt+f 6285(7*)2|52|2dxdt)
Q Q

+ C(T,s,)) (J > () |<,0|2d:pdt+f > (3)? |w) dmdt)
OX(OT OX(OvT)

< O(T, 5,7 a((w,m,3,9), (w,7,3,0)).
Entao,

SPp ~ ~ 7 7 1 ~ 7

e8] 202,10 < Clal(w, 7, 3, 0), (w,m,3,9))7 = C|(w, 7., ¢)|p.  (3.17)
Por fim, estimaremos ||e*” ’7_%QZ||%2(07T; Hi(2))- Notemos que
s8.—1 7112 ’ sB.—% 7112
[|e*"y 2¢||L2(0,T;H1(Q)) = ey 2¢||H1(Q))dt
0

T
= f (f |6857_%J|2dx +J |V(€Sﬁ’y_é?Z)|2dl’) dt (3.18)
0o \Je 0

_1~ 1,7
ey 2g|? = Pyt
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Das definigoes de n em (2.1), de  em (2.22) e de v em (2.23), segue que

R () S W () e (3.19)
T T @) T Nl @ S T gy 7 '

para A suficientemente grande. Entao,

1 BT
ey P2 < Ce*Prl2. (3.20)

Por outro lado, pela Proposicao 1.3.5,

~

V(P m)P = V(P 20+ eV (32 )P
< 22 (V) 2L + eV (i + ey E )
< 2 (|v<e B+ 22 etV (37 R)BE + ety EV ) ).
De (3.13), segue que |V (e*?)| < fry e como
6 e (@) +nlle) )\an(fﬂ) e (@) +nlle)
-7 oz, 0(t)s
ez +|In|\oo
— O, (3.21)
para todo x € 2 e todo n € {1,..., N}, temos de (3.21) que
1 I s I s 1
IVOT2) = =572 Vo < O | =572 ) | = C(A) 2],

Consequentemente,
PV ()P < CON Py
Além disso, de (3.19) segue que v~ ' < C(\)y, para ) suficientemente grande, e daf
PV ()P < O (3:22)
E, por fim,
[Py VY = Py VP (3.23)
Portanto, substituindo (3.20), (3.22) e (3.23) em (3.18), segue que

I 4y < ([ [ eomitante [ [ @)

< O(T,s, ) a((w,7,3,9), (w,7,3,1))
= (w3 D)3,
onde a ultima desigualdade segue da desigualdade de observabilidade (3.9) para w, e @Z

Ou seja,
1~ o~
ey 29| | 20,751 (02)) < Cll(w, 7, 3,9)||p. (3.24)
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Agora, das hipoteses da Proposicao 3.1.2, temos
e ()70 € L0, T; (W19(02))%),
e P9y, e Pya9, € L2(0, T; (H'(2))),
voe Hn (LY02))?, 1oe L*(2) e age L*(12).

Observe que as hipéteses para N = 2 sdo satisfeitas pelas afirmacoes acima. E
ainda, como w, 3,9 € Py, entdo w(0),3(0),1(0) : 2 — R sio fungdes de classe C*(£2) e
limitadas em 2. Como C*(£2) < L*(£2), entdo existe C' > 0 tal que

lw(O)|lz < Cllw(0)][a~ws @) < Cllw(0)]lcnm)

18O |2 < ClIEO) o @)

1902y < CINP(0)leen
Agora, de (3.9), obtemos

~ ~ ~ \1/2
[oOlr, + 15OV + IFONn, < € (altw,m. 53, 0,7 53)
= C||(wa7r>&7,lvz)||1:’0'

Usando a densidade de Fy em P, temos

[w(O)llp + IZO)][e + [[6(0)][p < C ll(w, 7, & D)]|p- (3.25)

Portanto, substituindo (3.15), (3.17), (3.24) e (3.25) na desigualdade (3.10), obtemos

KL, (w,m,3,9)) < C(H‘eisﬂ(fy*)iém’2L2(0,T;H—1(Q)) + Hei‘SﬁﬁlH%Q(O,T;LQ(Q))
+ ‘|67557%§2H%Q(0,T;L2(Q)) + ||vol| &
+ l7ollL22) + ||ao|\L2<m>||(w,7n@, V)llp. (3.26)
Logo, o operador linear £ é continuo em P.

Assim, o operador linear £ pertence ao espago dual do espago P. Como
mostramos que o operador bilinear af(.,.) é continuo e coercivo em P, pelo Teorema de

Lax-Milgram, existe uma unica quadrupla (z, q, @, 22) € P tal que

a((2,4, 8, 9), (w, 7, 3,9)) = (L, (w, 7, 3,9)), (3.27)
para todo (w,m, @, 1;) e P.

Mostraremos agora que (2, 7:[, 7T, ?l, @) definida como em (3.6) é, de fato, solugao
do problema (3.5). Em outras palavras, vamos provar que (@,7—7,?,%, @) satisfaz (3.5).

Logo, temos que provar as duas afirmacoes a seguir:
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Afirmagao 1: Temos que (Z,q, @, @Z) € P e verifica

| (22l + @) 7 4 5 PP dady

Q
+J (722 B) A + ()P ) dody < +or.
Ox(0,T)
Afirmagao 2: (v,p,7, @) é solu¢ao do problema (3.5), correspondente as fungdes controle
(L, h).

Prova da Afirmacgao 1: Note que (Z,q, ¢, QZJ\) € P, e de (3.6) temos

a((2,4,3,%), (2,8, 3, ¢))dwdt
FPR(LIE + Vg + (VT)§ + (VYD) (LIZ + Y + (VT)§ + (Va)))dudt

+ | 2P(LAG + Cilgy - 2) — Bow)(LEG + Ci(gn - 2) — Both)dadt

+

@’@ ’b

e (y*) (L3 — C1AZ — Cadiv(2) — Cs(Var - 2) — Aafy + Calgy - 2) + A1)
(L;{D\ — élA,/Z\ — égdw(f) — Ug(V@ . ,/Z\) — ZQ@t + CQ(gN . 2) + Zlgg)dl’dt

e*P (332 - 2 dadt + J or) PP - ¢ dadt
Ox(0,T

+

Ox(0,T)

_J ( 25,8( ) 1’1)‘24—6 23,8( ) 1‘7"24-6 28,8( *)Q‘a‘Q) dxdt
Q
+f (720 B) PR + 20 3) ) dad, (3.29)
Ox(0,1)
Logo, como o operador bilinear a(-, -) define um produto interno em P, de (3.28) obtemos
| (2@l + 22 @) 7 4 5 PGP dady
Q
bl (P S @) ) dedy < 4o
Ox(0,T)
Prova da Afirmacao 2: Note que, da Afirmacao 1,
JQ e=28(5) L[5 2dxdt < +o0, JQ e=28(5) L F2dwdt <+ o JQ e=28(*)2| 8 2ddt < +o0.

Como

5*dxdt < cf e 2P (7)o Adadt,
Q Q

17|Pdwdt < CJ e 2P ()7 Pdadt
Q

a2 dzdt < C f e 2P (v*)?|alAdadt
Q Q
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para algum C > 0, entdo 0 € L*(Q)?, 7 e L*(Q) e a € L*(Q).

Também temos que H € L*(O x (0,T))? e he L*(O x (0,T)), uma vez que da
Afirmacao 1,
f e 20 (3) 3| H 2 dadt < +0 e f e 28 (3)75|h|Pdadt < +oo.
Ox(0,T) Ox(0,T)
Seja agora (0, ¢, T, @) uma solugao fraca do problema linearizado (11). Multipli-

cando a primeira, a segunda e a terceira equagoes deste problema linearizado por w, @, ¥,

respectivamente, e integrando em @), segue que
((2,3.8.9), (w,m,3,9))
J B(Lw + Vr + (VAP + (V)i )dedt + f (LG + Cilgi - w) — Botp)dadt
Q

J <’l9 >H 1 HI(Q dt +f <191 90>L2 (£2), Hl )dt

+ f <192(t), '(Z>L2(Q),H1(Q)dt + f (7:21(') -w + /]{1(/) &)dl’dt
0 Q

n f [0 - w(0) + 7o - B(0) + g - $(0)]d, (3.29)
(9}

para todo (w,m, @, 1;) e P.

Em outras palavras, de (3.6) e (3.27), temos que (7’5,7—7,?,%, @) satisfaz (3.29),
ou seja, (U,p,T,a) é solugao fraca do problema linearizado (3.5) associada aos controles
(H, h). Logo, pela unicidade da solugdo do problema linearizado (3.5) dada em (3.27),
concluimos que (v, p,7,a) = (v,q, 7, &) e, portanto, (0, p, H, 7], @) é solugao do problema
linearizado (3.5).

Finalmente, resta mostrar que (0, 7—A[, ?,ﬁ, @) € E. Da Afirmagao 1, segue que
ey 730, e 0737 e ya, e Py 1o, e Py R hlp € LA(Q).

E por hipétese temos 6_85(’}/*)_%19 e L*(0,T,(H*(£2))%), e, € L*0,T,L*(1)) ¢
e =P (y)20, € L2(0, T, L2(12)).

Provaremos, agora, que 6_%(7*) D e L*(0,T; V)nL*(0,T; H) e que 6%’)/%7',

e%véa e L*(0,T; H'(2)) n L*(0,T; L*(§2)). Para isso, consideremos as funcdes

- —sﬂ/Q(,y*)—l/ét/\’ p* _ 6—55/2( 1/4~

H* = P2 () VAf] o 655/271/47)7
BE — 5,8/2 1/4h o = B2
9F = eSO ()Y gE = B2V
U5 = 656/2’71/2192.

D,
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Entéao, por substitui¢ao direta, (v*, p*, H*, 7%, h*, a*) satisfaz

( Lﬂ)* + Vp* = 19* + élAOé* — €2Voz* + 6306* + Z3T* — Z4Oé* + H*lo
+(e7 P (y*) )0 em Q,
Lo =97 — Ajo* — Aya) —v* - VT + h*1p + (e_sﬂ/Q)t? em (Q,
Lsa* = 9% + Byt* —v - Va + (e **?)yY4),a em @,
) (3.30)
div v* =0 em @,
or*  odo*
v* =0, T _% sobre X,
on 0
0 (0) = e OR( 0) Moy, 74(0) = eO2(5(0)) o,
o (0) = e O2412(0)qy em (2.

Como

9, () YD € L0, T H(92),
V7,05, h*, (esﬂ/271/4)ﬁ', (686/2)’)/1/2)1584 e L*(0,T; L*(12)),
(Uo,To,ao) e H x [LZ(Q)]Q,

entao, por regularidade parabdlica, temos
v* e L2(0,T; V) n L*(0,T; H) e (7%,a%) e L*(0,T; H (2)) n L*(0,T; L*(£2)).

Por fim, vamos mostrar que v* € L*(0,T; L'*(£2)?) quando N = 3. Para isto,

vamos considerar, para cada be LY 30, T; LY 1(£2)%), o sistema de Stokes

—w; —Aw+Vh=>b em Q,

Vaw=20

v em @, (3.31)
w =70 sobre 3,
w(T) =0 em Q.

Pelo Lema 1.2.18 existe uma tnica soluc¢ao (w, h) do sistema de Stokes (3.31)

satisfazendo
w e L0, T; Wy ¥ (12)%) n C°([0, T LY (02)°), (3.32)

dependendo continuamente de b nesses espacos.

Entao, v* deve coincidir com a solugao fraca da primeira equagao em (3.30),

ou seja, a tnica funcao v* e L*(0,T; L'(£2)?) satisfazendo

T
J v*.b dxdt = J e~ (4*)V40) we.w(0) da +J (F, w>W,1,6(Q) wo/s () At
Q Q 0 o

b e LY3(0,T; LM (£2)?),
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e que
F =9 +€1A04* — €2Voz* + 6306* + ZgT* - 2406* + 7‘[*1@ —v*- Vo -1 Vo*

e (w, h) é a solucao de (3.31) associado a b. Relembremos que, como ja temos
v e L*0,T;(L%(£2))%) e (1%, a*) € (L*(Q))?, todos os termos definidos anteriormente

fazem sentido em virtude de (3.32) e porque assumimos vy € (L*(£2))>.

Portanto, v* € L*(0,T; (L'?(£2))?), e isso finaliza a demonstracdo da Proposi-
cao 3.1.2. [

3.2 Controlabilidade Local Nula do Sistema N3o Linear

Nesta secao vamos estabelecer um resultado que permite concluir a controlabi-

lidade nula local do sistema néo linear (9), isto é,

[ Liv+v-Vo+ Vp—Ae(AaV(a + @) — AaVa)

A
—E(F/(a +a)V(a+a)— F'(@)Va) = (Ci7 + Coa)gCs + Hlo em Q,
Lot + 1(G'(a + @)
+l(v-V(G(a+a)

—G(@)),+v-Vr+v-VT

—G@)) +1(v-V(Gla+a) - G(@))) =hlo emQ,
) L3a+v-Voz+v-V@—g(F’(th@)—F'(@))

— g(G’(a +a)(r+7)-G@7)=0 emQ,

div v =20 em @,
0 0
v =0, Z:ﬂzo sobre X,
on  on
\ U('70) = Yo, T('a()) = 7o, O./(',O) = em Qa

em que Ljv, Lo7 e Lza sdo dados por (3.1).

Para isso, usaremos a seguinte versao do Teorema da Func¢ao Inversa, também

conhecido como Teorema de Lyusternik.

Teorema 3.2.1. Sejam £ e G espagos de Banach e seja A: E — G tal que Ae C1(&€;G).
Sejam, ainda, eg € £, A(eg) = ho e A'(eo) : E — G sobrejetora. Entao, existe § > 0 tal

que, para todo h € G satisfazendo |h — ho|g < 0, existe pelo menos uma solugao da equagio

Ale) =h, ecé.
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Aqui, usaremos esse teorema com os espagos £ = Ex, N =2ou N = 3, e
G = G x Gy, com

L3 (e () V2(0, T); (H(Q))2) x L(e(0,T); 13(92))
o — x L2(e7*4Y2(0,T); L*(2)) se N =2,
VT LA ) R0, T (W) x L0, T); 1(92))
xL*(e*P412(0,T); L*(£2)) se N =3,

G:{ Hx LY (§2) x LY(§2) (¢>4) se N=
PT (P < L) x 19(9) (g>5)  se N =3

e o operador
A . EN — g
dado por

A(U,p, H) T, h7 CV) = (Al (U7p7 H) T, ha Oé), A2<U7 T, h7 O{), A3(U7 T, Oé), U(())’ T(O)’ OC(O)),
em que

Ai(v,p, H,7,h,a) = Liv+v-Vu+Vp— As(AaV(a +a) — AEVQ)
~ Q(F’(a +@)V(a+a) - F'@Va) — (i + Caa)gCs — Hlo,
As(v,p,H, 7, h,a) = L27+Z(G(a+a) G@)),+v-Vr+uv-VT
+ (v.(G'(a+a) +@)) — (v.VG(@))
© (v V(Glat a) G(@) — hlo

As(v,p,H, 7 h,a) = Lsa+v-Va+uv-Va— %(F’(a +a@) - F'(@))

— g(G’(a +a)(r+7) - G(@)7),

para todo (v,p,H, T, h,a) € Ey.
Na préxima proposicao, checaremos as hipoteses necessarias para aplicar o
Teorema de Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1.

Proposigio 3.2.2. Sejam (v,7,@) € L*(Q)N*?, N =2 ou N = 3. Entdo, Ae C'(Ey;G).

Demonstracao.

Vamos provar que A € C'(Ey;G), ou seja, que a derivada do operador A é limitada e,

consequentemente, continua. Para isso, vamos dividir a demonstragdo em alguns casos.
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Termos que envolvem as derivadas de F' e G na definigdo do operador A:
Observemos que, das hipoteses (H) dadas na Introdugao, os termos que envolvem as
derivadas de F e G, ou seja, F'(a + @)V(a +a), (G'(a + @) — G(@)),, v- V(G(a +a)),
F'(a+@) e G'(a + @) sdo de classe C".

Termos lineares na definigdo do operador A:
Os termos Lyv, Lo7, Lya, AaVa, Ci1 gCs, Coar gC3, v- VT, v.VG(@) e v- Va na defini¢ao

de A sao lineares e, consequentemente, sdo de classe C*.

Termo que nao é linear e nem bilinear na definicao do operador A:

Note que o termo v.G'(a + @)Va + v.(G'(a + @)Va) nao é linear nem bilinear. Conside-
rando as hipéteses (H), temos que a funcio G’ é de classe C*, e como v e Va sdo termos
lineares, entdo sdo de classe C'. Logo, como o produto e o produto escalar de funcoes

diferencidveis é funcio diferenciavel, entdo v.G’'(a+@)Va+v.(G'(a+a)Va) é de classe C.

Termos bilineares na defini¢gao do operador A:
Os termos v.Vv, v.V7, v.Va, além da primeira parcela da soma AaV(a + @) = AaVa +

AaVa sao bilineares.

Desse modo, o operador

B:Ey x Exy — Gy

e~ o~ - - - - (3.33)
((UavavTa h7 Oé), (fUapa?_[aTa h,Oé)) — (U.VU,ACYVO&,U.VT,U.VO()

é bilinear. Consequentemente, para provar que A € C'(Ey;G) é suficiente mostrar que o

operador bilinear dado por (3.33) é continuo de Ex x Ey em Gj.

Provaremos agora que o operador bilinear dado por (3.33) é continuo de Ey x Ey

em (.
Para N = 2 temos e *7/2(v*) Y4 e L*(0,T; V) n L*(0,T; H), e /1,

e P2y o e L2(0,T; HY (2)) n L*(0, T; L*(£2)), pela definicio do espago Ey. Entdo, como
para N = 2, L*(0,T) < L*0,T) e H(2) — L*(£), segue que e *2(y*)"Y4(v,7) €
LYQ)*, e 2V (a,d) e LHQ)? e e*P?F € LY(Q), para cada (v, p, H,T, h,a),

(¥,p,H, %, h,&) € Ey. Dai,
(00| L2 (e-s8 ()12 0,0y 11 (2))2) = IV (0 @ V)| L2(e-s8(y) 120,211 (02))2) - (3-34)
Do fato do operador
VL (v) 0,7 (LA(02))7) — L (e™P(y*)7V2(0,7); (H1(92))°)
VRV — V(v ®7)

ser continuo temos que

IV (v @ V)| L2 (e-s8 () 11200051 (2))2) < C N[0 @ V| 258 (1) 112(0,73(22(2))2)) -
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Logo, de (3.34) segue que

(0 V)0 2(e-s8 (%) 172 (0,001 (2))2)
= ||V(U ® ?7) | ’Lz(e—sﬂ(’y*)_l/Q(O,T);(H_l(Q))Q)
<C ||U ® 17| |L2(e—35(’y*)—1/2(0,T;(L2(Q))2))

= C (e (y") )12 (e (v") )2 (v @ D)l 2o, ryz2ne)
< ™2 () ol waye [le™2(v) "0l

Agora, pelo Teorema 1.2.15 temos L*(£2) — H'(2), e entdo
HAO(V&HLZ(O,T;H*WQ)) < C “Aav&“Lz(O,T;LQ(Q))

< CHAQHL‘I(O,T;L‘%Q)) HV&|‘L4(O,T;L4(Q))~ (335)

Pela definicio do espaco Ey, temos o, & € L*(0,T; H*(£2)), e pelo Teorema
1220 comm =4, N =2 p=2ek =m—(N/p) =4—-2/2 =3 > 0, obtemos
a,de LY0,T; H*(02)) e

|Aalsorine @) < Clalwsomae) e [Valorie@) < Clalcsorm ).
Consequentemente, do fato de L*(£2) < L*(£2) segue que

||AaHL4(O7T;L4(Q)) <C ||aHL4(0,T;H4(Q)) e ||V&HL4(O’T;L4(Q)) <C ||&HL4(O,T;H4(Q))- (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35), temos que

N

HAQ/V&HLQ (0,T;H—1(12)) C HAQV&HLQ (0,T;L2(£2))

< ClAaliomrie) [Valporoi o)

< Clalpsorms)) 18] Lao,mm40),

ou seja, a segunda componente AaVa do operador bilinear dado por (3.33) é uma aplicagao

limitada.

Notemos ainda que,
VT)=vVT+ (V)T
e por (2) temos que V.v = 0 em (. Entao,
v.VT =V(uT).
Desse modo,

0. V7| L2(e=ss 0,72 (2))2) = V(0 D) L2(e=s8 0,712 (2))2)) - (3.37)
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Do fato do operador

VL2 (e7*7(0,7); (L*(£2))*) — L*(e*%(0,7); (L*(£2))?)

)
vT  — V(v7)
ser continuo temos que
IV D)2 0mw2@nz < CloTlee—ssomywa @)

e assim de (3.37) segue que

10V 7|28 010122 (2))2)

= [V )25 0/ 22(02))2)

< CloF|[p2e-ss0.m)22))2) = Cll(e _56/2(7*)_1/40) (€2 D) |22

< C (e (v*)” 1/“v)( SR 12

< C||€_S/B/2(’y*)_1/4’l)||(L4(Q))2||€ 85/2%||(L4(Q))2. (338)

De forma andloga ao que foi feito para a obtengao de (3.38), segue que
Viva)=v.Va+ (V)a
e por (2) temos que V.v = 0 em (. Entao,
v.Va =V(va).
Desse modo,

0.V a| L2 (e=ss 0 22(2))2) = V(v )| 1258 0,1y (12(02))2) - (3.39)
Do fato do operador
VL2 (0,T); (L2(02))%) — L2 (e77(0,7); (L*(12))?)
va — V(va)

ser continuo temos que

V(v &)||L2(e—55(0,T);(L2(.Q))2) <Clv aHLz(e—sﬂ(o,T);(m(rz))z)

e entao de (3.39) segue que

v.Val |L2(e—5ﬁ'yl/2(0,T);L2(Q))

=|[V(v 54)||L2(e—s571/2(o,T);L2(n))

< Clvall 2oy @y = C e 2(v*) ™V v) e 2 (e 2 &) 1212
Cll(e™2(y*) ") (e 5’8/2 1/“N)H 12(Q))?

Clle™ ()™ ol waqelle™ @l | s opye- (3.40)

N

N
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Para N = 3, temos que

‘ |(UV)$| |L2(e*53('y*)*1/2(0,T);(W*1’6(.Q))3) = ‘ |V(U ® ﬁ) ’ |L2(5*55(7*)*1/2(O,T);(W*lvﬁ(()))g’) . (341)
Do fato do operador

VL2 () 0,1 (LR — L (e () V0, T): (W (2))7)
VU — V(v ®0)

ser continuo temos que
IV (0 @D)lzz(e-ssye)-120mpw-18@y) < ClIv @Bl 12es8 ()220 1:(28(2))9)-

Da definicio de Es segue que e *?(v*)"Y4w e L*(0,T; (L'*(2))%), e assim de (3.41),

obtemos

|’(U-Vm|L2(e—s6(7*)—1/2(o,T);(W—LG(Q))S)

= [[V(0 ® 0)][r2(e-ss(y%) 1200y, w18 (2))2)

< Cllo @ vl| 2658 ()12 (0,); (L8 (2))2)

_ C H(efsﬁ (,}/*>71/2)1/2(6735(7*)71/2)1/2(1} ® ’U) | ’LQ(O,T;(LG(Q))3)

< C||(e P2 (v*) Y| [Lao iz |1 (€72 (7)) Y| |z )e)-

Agora, pelo Teorema 1.2.15 temos L*(£2) — H '({2), e entdo

HAQV&HLQ(O,T;H*(Q)) < OHACVV&HL%O,T;L?(Q))

< C HAO{HL‘l(O,T;L‘l(Q)) HV&HM(O’T;IA(Q)). (342)

Pela definicao do espaco Ey, temos a, & € L*(0,7; H*(£2)), e pelo Teorema 1.2.20 com
3 5
m=4, N=3,p=2ek=m—(N/p) = 4—5 =3 > 0, obtemos o, & € L*(0, T; H*(£2)) e

lAa]zaor02) < Cllaforaie) e [Valorie) < ClalLsomrmia)-
Consequentemente, do fato de L* < L*(£2), segue que

HAO‘HL‘l(O,T;L‘l(Q)) <C HO‘HL“(O,T;H‘l(Q)) e ||V&HL4(O,T;L4(.Q)) <C |’aHL4(07T;H4(Q)). (343)

Pelo Teorema 1.2.15 temos L*(£2) < H'(£2) e substituindo (3.43) em (3.42), segue que

N

HAOZV&HL? (0,T;H—1(2)) C HAO{V&H[; (0,T;L2(£2))
< C|Aalpo,ra) IV Lao,r;00 )
< Cledsormao) [8]maomm@),
ou seja, a segunda componente AaVa do operador bilinear dado por (3.33) é uma aplicacao

limitada.
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De forma andloga ao que foi feito para a obtengao de (3.38) e (3.40), temos

ainda

ViuT)=0v.VT+ (V.u)T
e por (2) temos que V.vo = 0 em Q. Entao,
v.VT=V(T).
Desse modo,
0. V7| L2(e=s8 0,0y w-1802))3) = IV (0T L2(e-580,1): (w16 (2))3) (3.44)

Do fato do operador

VL0, (L)) — LA (0.7): (W(2)))

v —  V(vT)

ser continuo temos que
IV (0 T)| L2800y (w15 2))3) < C 0T L2(e-s8(0,1); (25 (02))3)- (3.45)

Logo, substituindo (3.45) em (3.44) segue que

0. VT L2(e~s50,0)w 15 (02))

= "V(U-;”‘L2(e*5ﬂ(O,T);(W*LG(Q))S)

< Ol 7|2 (e=ss 0,1)5252)%)

<C ‘|6_SB/2(7*>_1/4U||L4(0’T;(L12(Q))3)||6_sﬁ/2’71/27~'||L4(0’T;(L12(Q))3).

Ainda de forma anéloga a (3.38) e (3.40), temos
Viva) =v.Va+ (V)&
e por (2) temos que V.o = 0 em Q. Entao,
v.Va =V(va).

Desse modo,

0.V a| L2580,y (w1 2))2) = [V (0 )| L2(e-80,1): (w16 (2))3) (3.46)

Do fato do operador

VL0, (L)) — LA (0.7): (WS(2)))

v —  V(va)

ser continuo temos que

IV (0 @) L2(e—s8 0,710 (2))3) < C'|v & L2(e=s80/m)(15(2))9)- (3.47)
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Logo, substituindo (3.47) em (3.46) segue que

||UV&‘ |L2(efsﬁ,yl/2 (0,T);(W—16(£2))3)
= ||V(v'52)||L2(e—5571/2(0,T);(W_1’6(Q))3)

< Cl|vallpee—ss412(0,19:(L5(2))2)

< ClleP2(v*) s @py e 28| o 2 -

Portanto, provamos a limitagdo de cada componente do operador bilinear dado por (3.33)
para N =2e N = 3.

Agora, mostraremos que a derivada do operador dado por (3.33) também
¢é continuo. Note que podemos definir um operador bilinear com cada componente do

operador bilinear dado por (3.33), ou seja,
Bi(v,0) =v.VU, By(a,&)=AaVa, Bs(v,7)=v.VT e By(v,a) =v.Va. (3.48)
Assim, a derivada de cada operador bilinear dado em (3.48) é

B (v1,01)(v,0) = By(v,01) + By(v1,0) = v.V0; + v1.V0, para todo (v,?),
B, (a1, dah)(a, &) = By(a, &) + Ba(ag, @) = Aa.Vay + Aay. V@, para todo (a, @),
Bi(vi,71)(v,T) = B3(v,71) + B3(v1,T) = v.VT + v;.V7, para todo (v,7) e

B (v, d1) (v, &) = By(v, &1) + By(v1, &) = v.Va; + v1.Va, para todo (v, &).

Logo, a derivada do operador bilinear (3.33) é dada em termos do préprio operador bilinear
que ja provamos que é continua. Assim, a continuidade da derivada do operador dado
em (3.33) é provada, ou seja, o operador bilinear definido em (3.33) é de classe C'. E isso

prova a Proposicao 3.2.2. 0

Como consequéncia da Proposicao 3.2.2, conseguimos aplicar o Teorema de

Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1 para eg = 0 € RY e hg e G.

De fato,
A'(0,0,0,0,0,0): Exy — G

¢é dado por
A/<07 07 07 07 07 O) (U7p7 H? 7-7 h7 a) = (197 /1917 1927 U(0)7 T(0)7 a(0)>7
em que

Y= Lv+ Vp— (C1Aa — CyVa + Cs3(Va)a + Azt — Aya + Hlo),



Capitulo 3. Controlabilidade Nula de um Modelo de Solidifica¢io 85

V) = Lot — (= Ay — Ayay — v - VT + hlp) e Y9 = Lza — (Byr — v - Va),
sendo Liv, Ly7 e Lya dados em (3.1), para todo (v,p, H, 7, h,«) € Ey. Entao
A'(0,0,0,0,0,0) : E — G é sobrejetora pela Proposigao 3.1.2.

Logo, pelo Teorema de Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1, existe 6 > 0 tal que,
se

1(0,0,0,0(0),7(0), a(0))llg = [[(v(0),7(0), a0)[| a1 La()xLa(2) < 9,
em que ¢ > 4, para N = 2, e ¢ > 5, para N = 3, encontramos um par de controles (H, h)

tal que a solugdo associada ao problema nao linear (9) verifica

v(T) =0, 7(T) =0, a(T) =0 em 2.

Isso estabelece o resultado de controlabilidade nula do sistema néo linear (9)
dado pelo Teorema 0.0.5 e, consequentemente, o resultado de controlabilidade local exata
a trajetoria dado pelo Teorema 0.0.3.

Resta ainda provar que ||(H, h)||(z2(0x0,1))2 < C.

De fato, observemos que pela definicao do operador bilinear a : Py x Py — R

dada em (3.7) e apresentada na demonstracao da Proposigao 3.1.2 e, ainda, de (3.6), temos

||HHL2 ©oxor) + [|Ml2ox0ry) = || — €2 (3)*2l|1200x0.1)) + || — € 3P| r2(0x(0/7))
ZQ‘P@ (2,3, 3,4)) = (L, (3@@@0»
J <192 >L2 (£2),H( )dt + f ['UQ . 2(0) + 7o - {5(0) + Qp - a(O)]dl’
0

<||e‘85 ()72 21 ) + e 0l 1202 ()

s 1 NnA
+]e™*? () 20s| 202202y + ||vol [ + |70l ] 2200y + HOéOHL?(Q)) (2,4, 0,9)||lp. (3.49)

Agora, notemos que de (3.7)
%), (Z,
236
ZSB

((Z,
f 285(L3p + Culgs - 2) — Bad))Pdudt
J ng ClAZ — CQ dZU( ) ég(V@ : /Z\) — ZQ@t + Cg(gl : 2) + Zl>2d.’13dt

25,8 T 255 T
+JOX(OT) ()()ddt%—f (3)°(@)*dxdt

Ox(0,T)
sB/~\ L s s _
= 11e”(3)29[72(q) + [1€7(3)2 9172 + 1€ (7) Dl F2()

B 3 5
+ |le B( )2ZHL2(O><(0T) + e’ (3)2 3 HL2 (Ox(0,T))> (3.50)
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pelo sistema adjunto (12).

Da defini¢do do operador bilinear a : Py x Py — R em (3.7), de (3.8) e (3.26),
segue que

~ l S o~ l S -

1€ (3)29]122(q) + [1€*7(7)2 191!\%2(@ +]1e” (v*) " a7
3 5oa
|| FH )2ZHL2 ox0,r) t e’ (3 )290||%2(OXA(0,T))
a((2,4,9 ¢) (2,4.8.0) = (L.(3,4.3.9)) (3.51)
< le™*P (v 219HL2(0,T;H—1(9)) + He_sﬁﬁlHLQ(O,T;LQ(Q))

+||€ Oy3d,|| 2 ©o.1:22(2) + |voll g + [|70| 22 () + ||ao||L2(9)> 1(Z,q,2,¢)||p-

Mas como

~N o~ A~ T S’\l ,3/\l S —
12,32, Dl1p = (e DFo11E2g) + e 3) 1 llEag) + e () HallEg
sB /N3 A 5 A 1/2
HleP @) 221 ox 0y + e @2l Ea0nt0y)

segue da ultima igualdade e de (3.51) que

(Hes (3)29|[721) + 11?201 [F2(q) + 1 (v*) D2l
+Hle” (7

3~
2

5 1/2
>|mwaﬁwe<wwmwmﬂQ

= a((2,3.8.0),(5.0.8,9) = (£, (3.3.5.0) (3.52)
(V TP T2 rom ) + e 0 120,200

+||€_ 75192||L2(0,T;L2(9)) + [|volla + [|70]|z2(2) + ||CY0HL2(Q)>-

Das hipéteses da Proposicao 3.1.2,

s _1
||€ ﬁ(’y*) 279||L2(0,T;H—1(.Q)) < 400,
||€_SBI91||L2(O’T;L2(_Q)) < 400,

g1
||€ 6/72192||L2(0,T;L2(Q)) < +400.
Logo, de (3.50) e (3.52) temos,

a((2,4,8,0),5,3,3,0) =L, (3,3,3,9)) < C(l|voll & + ||70]| 22
e, de (3.49)

o) + llaol|z2(2))

[ H || z2(0x(0,1)) + [Pl 20x0,r)) < C(||vollr + |70l 22(2) + |laol|z2(2))-

Isto conclui a prova do Teorema 0.0.5 e, portanto, do Teorema 0.0.3.
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Capitulo 4

Controle Otimo e Controlabilidade

Neste capitulo estamos interessados em estabelecer uma conexao entre um

problema de controle 6timo e a controlabilidade exata dada pelo Teorema 0.0.3.

Primeiramente vamos definir o operador solugao do problema (2), ou seja,
definiremos um operador R que associa cada par de controles (#, h) € (L*(O x (0,T)))" x

L*(O x (0,T)) a correspondente solucio (7,7, Q).
Consideremos R o operador solu¢ao do problema (2), ou seja,

R: (L*(O x (0,T))N x L*(O x (0,T)) —> 81 xSy x Sz

A (4.1)
(H,h) — R(H,h) = (0,7,Q)

em que
S, = L*0,T;H)n L*0,T; V),
Sy = L*(0,T;L*(2)) n L*(0,T; H'(£2)),
Ss = L*(0,T; H'(2)) n L*(0,T; H*(£2))
e (0,7, @) satisfaz o sistema (2) com controles (H, h).
O estudo de existéncia de solugao para o sistema (2) é dado pelo Teorema 0.0.1.

Agora consideremos o operador (15), isto é,

1
srann - 5[

QQmLTo—mLTW+¢ﬂ%Ty—ﬂ%TW

T
i @uJU—MmTW%m+gL\LOHF+M6¢Mt

em que (0,7,Q) é solugdo do problema (2) associada a (H,h) e (0,7,@) é solugao do

problema (4).

Um resultado de controle 6timo ¢ dado pelo seguinte teorema:

Teorema 4.0.1. Sejam (U,7,a) solugio de (2) associada ao par de controles (H,h)

e
(0,7, @) solugdo de (4). Suponha que as hipéteses (H) sejam satisfeitas com G(s) € C*(R)



Capitulo 4. Controle Otimo e Controlabilidade 88

uma fungdo decrescente. Entdo, para cada p > 0, existe pelo menos um par de controles
étimos (H,, h,) € (L*(O x (0,7)))N x L*(O x (0,T)) minimizando o funcional de custo

J,, isto €, a correspondente solugio (V,,7,,Q,) de (2) satisfaz

Jo[0p, Tps Qs Hyp, By =

inf L6.7,a M1, b (4.2)
(H,h) € (L2(Ox(0,T)))N xL2(Ox(0,T))

Demonstragio. Fixemos p > 0. Seja (vp, T, @ Hn, hyy) uma sequéncia minimizante de J,

tal que (vy, Tn, o) = R(Hn, hy) para todo n € N.

Como (v, Tn, O, Hap, hy) € sequéncia minimizante de J,, temos que

Jp[vm Ty Qn; Hm hn] <C
para todo n € N. Pela definicao de J,, deduzimos que
(Hons o)l (220 0,m)v 41 < C.
Pelo Teorema 0.0.1, o problema (2) possui solugao fraca satisfazendo
onll Lo 07,1y~ L2070y + [Tl L2 0,122 (@) 22 0,101 (2))
HlanllLe o5 (@) nL20,:0m2(2)) < C,

para todo n € N.

Portanto, existe pelo menos uma subsequéncia de (v, Ty, apn; Hi, An)nen, com

(Un, Tny ) = R(Hp, hy), novamente denotada por (v, Ty, @ Ha, By )nen tal que

H, — H fracamente em (L*(O x (0,7)))",

h, — h fracamente em L*(O x (0,T)),

v, — v fracamente em L*(0,T; H) n L*(0,T; V),

T, — 7 fracamente em L*(0,T; L*(£2)) n L*(0,T; H*(£2)),
an — a fracamente em L*(0,T; H'(£2)) n L*(0,T; H*(12)).

Pelo Teorema 1.3.8,

v, — v fortemente em L2(Q),
T, — T fortemente em Lz(Q)’
o, — a fortemente em L*(0,T; H'(£2)) n C(0,T; L*(2)).

Portanto,

JolVns Ty s Hoy bl — Jplu, 7, 0H, B

Segue da Proposicao 1.3.2 que

lim inf J,[vy,, T, s Ha, hn| = Jplv, 7,0 H, . (4.3)

n—a0
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Como (v, T, an; Hiy B )nen € uma sequéncia minimizante, entao

J, ny Tny On; mhn - inf J A’Aa/\; 7h 4.4
plvns s O M ] (?—L,h)e(Lz(l(’I)lx(O,T)))N“ o0, 05 H, ] (4.4)

quando n — 40, em que (U,7,a) = R(H, h) (mostraremos abaixo).

Por (4.3) e (4.4) temos

J s H, b = inf S0, 7, a; H, hl.
plo. 7 s H 0] (HW)e(L2 (O (0.T)) N+ ol0,7, @5 M, B

Mostraremos agora que (v,7,a) = R(H,h). Temos que para cada n € N,
(Un, T, i) € solugao do problema (2) associado a (H,, hy), isto é, (v, Tn, o) = R(Hn, hy).

Entao,

Unt + Un. VU, — k1Av, + VD — AeAa, Va,, — iF’(an)Vozn

= —(1—-Cimy + Coay)ge; + Hplo  em Q,
Tnt + 0n. VT, — EAT, + 1(G(an))e + L(v,.-VG(ay,)) = hylo em (Q,

A
$ apt + v Va, —yeAa, — EF’(ozn) — gG/(@n)Tn =0 em (), (4.5)
div v, =0 em @,
0
v, = 0, I _ da, = sobre X,
an - on
L Un(‘a()) = U’n,Ou Tn(‘,O) = Tn,07 06(,0) = an,o e Q

Multiplicando a primeira equacao de (4.5) por w € W, em que W é dado no

Teorema 1.3.7, e integrando por partes em (), temos

T

T T
- f (v ywyy dt + J (U, VU, ,w) dt — ki J (Vu,,Vw) dt

0 0 0

T T \ (T
+ f (Vp,w)dt — /\sf (Ao, Vay, ,w)dt — - J (F'(an)Vay, ,w)dt
0 0 0

T

_ (UO, w(O)) + f ( — (1= Cyr + Chan)ge; + Hulo ,w) dt. (4.6)

Pela convergéncia (1.13) dada no Teorema 1.3.8 ¢ as convergéncias (1.3) - (1.8)

dadas no Teorema 1.3.7, segue que a sequéncia em (4.6) converge para

T T T
—f <v,wt>dt+f (U.Vv,w)dt—klf (Vu,Vw)dt
0

0 0

T T \ (T
+J (Vﬁ,w)dt—)\ef (AaVa,w)dt—f (F'(«)Va,w)dt
0 0 € Jo

T

= (vo, w(O)) + f < — (1= Ci7+ Chr)ge; + Hlo ,w) dt, (4.7)

quando n — 0.
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Agora, multiplicando a segunda equagao de (4.5) por 6 € ©, em que © é dado

no Teorema 1.3.7, e integrando por partes em (), temos

T

N f T<Tn+lG(an),0t>dt— f ' ((Tnua(an))vn,w) dt + k f (V7 , V) dt

- (m+16(a0).6(0)) + | (h1o.0) . (48)

0

Pela convergéncia (1.13) dada no Teorema 1.3.8 e as convergéncias (1.9) - (1.12) dadas no

Teorema 1.3.7, segue que a sequéncia em (4.8) converge para

T T

(7 +1G (@) v, V0) dt + kj (Vr,V0) dt

0

—JOT<T+ZG(a),6t>dt—L

= (m +1C(a0).0(0)) + J (hlo,0) dt, (4.9)
0
quando n — 0.

Agora, pela convergéncia (1.13) dada no Teorema 1.3.8 e as convergéncias
(1.14) - (1.18) dadas no Teorema 1.3.9, passando ao limite n — oo na terceira equagao de
(4.5), temos

A
ay + v.Va — yeAa — gF'(a) — gG/(Oé)T =0. (4.10)

Portanto, de (4.7), (4.9) e (4.10) concluimos que (v, 7, ) = R(H, h), em que o
operador R é dado por (4.1). O

O resultado a seguir atribui uma caracterizacao a cada par de controles 6ti-
mos (H, h).

Teorema 4.0.2. Seja (H,h) um par de controles dtimos do problema (2) dado pelo
Teorema 4.0.1. Entdo, existe (U,7,a,q,p,r;H,h) satisfazendo os problemas (2) e (12),
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ou seja,
( A
Uy +0-VU— kAU + Vp — deAaVa — EF’(&)V&
—(1 —Cl?+02&)gei+7-[1@ em Q,
T, +0-VT — kAT + (G(Q)): + 1(v- VG(@)) = hlp em @,
at—i—@-v&—’y&?Aa——F'( ) — ”G'( 7 =0 em Q,
—q— kiAq+ Dqu+ Vqp +Vay + Vi—0 + oV +yVa =0 -1 em Q,
< _ ~ — . _
—pi —kAp— (V- Vp) =1 +Ci(g;i - q) — Bar =7 =7 em Q,

—ry —yeAr — (T-Vr) — Byr — U5 — ve(Va - Aq) — Cs div(q)
+Cs(Va-q) — Ay + Co(gi-q) + Aip=a—a  emQ,

div v =div ¢ =0 em @,
D= _(i_i&_@_@_ sobre X2
T T T o ’
@()0) = 607 ?(70> = %\07 a(a()) = 620 em Q?
L Q(,T) :p<7T> = T(',T) =0 em (2
e
J(q—k HN(F = H) + (p+ |B)(f — h)dadt > 0 (4.11)
Q

para todo (F, f) € (L*(O x (0,7)))N*,

Demonstragio. Fixemos p > 0 e consideremos H := H,, h := h, e (v,7,a) = R(H,h).

Temos

J[(0,7,a;H, h) J f (2, t) — (2, t)|*dwdt + = J J I7( 7(z,t)|*dwdt
+ J f |a(x,t) —a(z,t))*dedt + J J (|H[? + |h]?)dxdt,
2Jo Jo 2Jo Jo

onde (7,7,@) é a trajetéria dada em (4) e (H,h) um par de fungdes de controle do
2)

problema (2). Entao, consideremos a derivada direcional do operador J na dire¢do F — H
d
o B AANF =H), b+ A(f = h)s (H A AF = H), b+ A(f = h)]lr-o

J |0 — v|v*dedt + J |T — 7| dxdt + J |a — @|a*dzdt
Q Q Q

vy j (IHI(F — H) + [B](f — h))dadt,
Ox(0,T)
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onde (v*, 7%, a*) = R'((H,h))((F —H, f — h)) é a solugao do sistema (11) que foi obtido
pela derivacao do sistema (9) como foi mostrado na Introducao, ou seja, (v*, 7%, a*) é

solugao do seguinte sistema

[ vF — Av* +0*. Vo* + 0" . Vo + Vp* — Ae(Aa*Va — AaVa*)
A
-2 (F"(a)a*Va . F’(a)w*) b (—O — Chat)gen = (F — H)lo em O,

7 — kAT + G (@)af + (IG" (@)a;, + IG"(a)(v - Va) + IG'(@)(v - Va))a*
+0* - V74+0-Vr* = (f—h)lp emQ,

af —yeAa* +v* - Va+7v- Va* — g(F”(a) + G"(@)7)a* — gG'(a)T*

—0 em @,
div v* =0 em (),
v* =0, or = Ca = sobre X.

( on on

Logo, como (H, h) é um par de controles 6timos, temos

dd)\J[R((’H FMF=H),h+Af = h); (H+MNF —H),h+Xf —h)]azo =0

para todo (F, f) € (L*(O x (0,7)))"™, uma vez que a tltima expressdo é a derivada

direcional de J saindo do ponto minimo, e assim
f |0 — v|v*dedt + J |7 — 7| dxdt + f |a — @|a*dzdt
Q Q Q
+pj ([HI(F — 1) + |](f — h))dwdt > 0 (4.12)
Ox(0,T)

para todo (F, f) € (L*(O x (0,T)))N 1.

Para provar a desigualdade (4.11), podemos usar a desigualdade acima com a

introdugao de uma tripla de varidveis (q, p, ) que é solugao do problema:

r

—q— kiAq+ Dqu+ Vqgp +Va + Vi—J+ oVr+yVa=0—-v em Q,
—pt—kAp—(@'Vp)—§1+Cl(9i'q)—F2T=?—? em @,
] —ri—~elAr — (v-Vr) — Byr — Uo — ve(Va - Aq) — Oy div(q) (4.13)
+C3(Va - q) — Agpr + Cogn - q) + Aip=a — @ em @,
div q =0 em (),
Zf] = 2:7 =0 sobre 3,
Q(7T) :p<7T) = T(’uT) =0 em (2.
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Multiplicando a primeira, a segunda e a terceira equagoes de (4.13) por v*, 7

e o, respectivamente, integrando em () e somando-as, obtemos
f q(F — H)dzdt + J p(f — h)dxdt = J |0 — v|v*dedt + J |7 — 7| dxdt
Q Q Q Q
+ J |& — @|a*dxdt.
Q

Portanto, de (4.12) concluimos que

fQ<q+ H)E —H) + (p+ [B)(f — 1) >0
para todo (F, f) € (L*(O x (0,T)))N 1. O

O proximo resultado nos fornece uma relagao entre o problema de controle
otimo e um problema de controlabilidade exata. Mais precisamente, ele estabelece que
uma sequéncia de solugoes do problema de controle 6timo (4.2) converge para uma solugao

do problema de controlabilidade exata obtido no Teorema 0.0.3.

Teorema 4.0.3. Sejam T > 0, (Ty, 7, dp) € (L*N72(2))¥ A H) x Ey x Ex e (v,7,a)
solugdo de (4). Suponha que as hipéteses (H) sejam satisfeitas com G(s) € C*(R) uma
fung¢ao decrescente. Para cada p > 0 seja (0,,7,,0,) uma solu¢do do problema de controle
otimo (4.2) associada a condi¢ao inicial (Vo, Ty, 0g). Entdo, existe uma subsequéncia de

(0,,7,,Q,), que continuaremos denotando por (V,,7,,0,), e fungoes

v* e L7(0,T; H) n L*(0,T; V),
e L*(0,T; L*(12)) n L*(0,T; H'(£2)),
a* e L7(0,T; H'(£2)) n L*(0,T; H*(12)),

tais que as sequintes convergéncias se verificam quando p — 0

v, — v fracamente em L*(0,T; V),
D, = v* fraco = em L*(0,T; H),
T, —~T1" fracamente em L*(0,T; H'(£2)),
7, T fraco « em L*(0,T; L*(£2)),
a, — o fracamente em L*(0,T; H*(12)),
a, = o fraco « em L*(0,T; H'(£2)),
(V,, TpyQp) — (v*, 7%, a%) fortemente em [L?(Q)]N 2.

Além disso, (vV*,7*,a*) € solugio do problema de controlabilidade exata obtida no Teo-
rema 0.0.5.

Demonstragio. Fixemos p > 0 arbitrario, tomemos (7,7, @) solugao de (4) e (v, 70, (o) €
(L*N=2(02))N A H) x Ey x Ey. Desta maneira, temos um par de controles (H, h) €
(L*(O x (0,7)))N*! tal que a solugdo associada (0,7, @) de (2) satisfaz (8).
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Por outro lado, o Teorema 4.0.1 nos garante a existéncia de um par de controles
6timos (H,, h,) € (L*(O x (0,T)))N*. Vamos denotar por (v,,7,, a,) a correspondente

solugao de (2). Entao, por (4.2), temos que

Jvy, Tpyap; Hpy byl < J[0,7,05H, h.
Pela ultima desigualdade e por (8),

s Tor @) T) = (57, B+ 01l P ) By vt
<16 5,8)T) — 07, Doy + A N v rarememnns (414)
_:0||(H h)||(L2(O><(0T)) N+1 06

Do fato de |[(H, h)[|{12(0x 0.y~ +1 < C pelo Teorema 0.0.3, da desigualdade (4.14) temos

v,(T) — v fortemente em (L?*(£2))",
7,(T) —> 7T fortemente em L*({2), (4.15)
a,(T) — @ fortemente em L*((2)

e que |[(H,, ho)ll(12(0x(0ry)n+1 € limitado. Entdo, existe (H*, h*) € (L*(O x (0,T)))N*
tal que
(H,, h,) — (H*, h*) fracamente em (L*(O x (0,T)))N*!.

Agora, pelo Lema 1.3.6 temos que ||(v,, 7,, @,)||s € limitado, onde

B = (L*(0,T; H) n L*(0,T; V)) x (L*(0,T; L*(2)) n L*(0,T; H'(£2)))
x (L*(0,T; H'(£2)) n L*(0,T; H*(12))).

Entéo, existe (v*, 7%, a*) € B tal que

v, — v* fracamente em L*(0,T; H) n L*(0,T; V),
7, — 7% fracamente em L7(0,T; L*(2)) n L*(0,T; H'(£2))

, (4.16)
o, — o fracamente em L*(0,T; H'(£2)) n L*(0,T; H*(£2)).

Pela Proposicao 1.2.8 temos que B < (L*(Q))*? compactamente. Logo, de (4.16) segue

que

v, — v* fortemente em (L>(Q)",
7, —> 7" fortemente em L°(Q),

o, —> a* fortemente em L°(Q).

Para concluir a prova do teorema, falta mostrar que v*(T) = v, 7*(T) = v e

De fato, consideremos u € C*(Q) tal que suppu <= 2 x (0,7T7].
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Como (v,, 7,, a,) satisfaz (2), multiplicando a primeira equacao de (2) por u e

integrando por partes em (), temos

T T T
f v (T)u(T') dx — J f vyuy dedt + J (v,. Vv, ,u)dt + ki J Vv, . Vudzdt
Q 0 Jo 0 0

T T \ (T
—i—J (Vp,u)dt — Asf (Aa,Va,,u)dt — - J (F'(a,)Va,,u)dt
0 0 0

T
= f ( —(1- Cy7p + C2ap)geN +Hlo, u) dt.

0

Usando as convergéncias em (4.15), as convergéncias fracas obtidas em (4.16) e
as convergéncias (1.4) - (1.8) dadas pelo Teorema 1.3.7, segue que

T T T
J vu(T)dx — f J v uy dedt + J (v*. Vo u)dt — ky J (Av* u)dt
7 0o Jo

T

T 0 T 0
+f (V5 u) dt—AgJ (Aa*Va* u)dt — if (F'(a*)Va* ,u) dt (4.17)

0 0 0

= J ( — (1= Ci7* + Cha™)gen + Hlo u) dt.
0

Como (v*, 7%, o) satisfaz (2), multiplicando a primeira equagdo de (2) por u e

integrando por partes em (), temos
T T T
J v (T)u(T) dx — J J v uy dadt + J (v*.Vv*  u)dt — ky J (Av* ju)dt
0 0 J0
T

T 0 T 0
+ J (V5 u) di — \e f (Aa* Vo, u) df — i f (F/(a")Va* ,u) dt (4.18)
0 0

0
= f ( — (1=t + Chat)geny + Hlo u) dt.
0

Subtraindo (4.17) de (4.18), obtemos

J (v*(T) —v) w(T) dz = 0.
0

Sendo w arbitrario, concluimos que v*(7") = .

Como (v,, 7, c,) satisfaz (2), multiplicando a segunda equacéo de (2) por u e

integrando por partes em (), temos

L o (T)u(T) dz + 1 L G (o, (T))u(T) dz — L (r)+ 1G(a,) , us) dt

T T T (4.19)
—J (7 + 1G(ap)) v, Vu)dt + k J (Vr1,,Vu)dt = J (hlp,u)dt.

0
Usando as convergéncias em (4.15), as convergéncias fracas obtidas em (4.16) e

as convergéncias (1.9) - (1.12) dadas pelo Teorema 1.3.7, segue que

J Tu(T)dr + ZJ G(@)u(T) dx — JT<T* +1G(a™) ,upydt
2 . 17 0. T (4.20)
—J ((t* + IG(a™))v*, Vu) dt + k f (V7™ Vu)dt = J (hlo ,u)dt.

0 0
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Como (v*, 7%, o) satisfaz (2), multiplicando a segunda equagao de (2) por u e integrando

por partes em (), temos

f T(T)u(T) dx + ZJ G(a*(T)u(T) dx — f (T* + 1G(a™) yuy dt
o

T “ T 0 T (4.21)

—J (0% (7% +1G(a®)), V) dt + k J (Vr*, V) dt = J (hlo,u)dt.

Sendo u arbitrério, subtraindo (4.20) de (4.21) concluimos que 7*(7") = 7.

Notemos que, ainda subtraindo (4.20) de (4.21), obtemos

L G(@)u(T) dz = J G(a*(T))u(T) dx.

2

Entao, como u é arbitrario, temos

G(a) = G(a™(T)).

o)

Como G é uma funcao decrescente por hipétese, entdo G é injetora e assim o*(T) =

O

Isso conclui a prova.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre controlabilidade local exata a
trajetoria para um sistema de equagoes diferenciais parciais que modela um processo de
solidificagao/fusdo e consiste em uma equacao do tipo campo de fase acoplada a um sistema
Navier-Stokes-Boussinesq. Provamos que, sob certas condic¢oes, o sistema é controlavel a

trajetéria, com controles agindo apenas nas equacoes de velocidade e temperatura.

Estabelecemos ainda uma relacao entre controle 6timo e controlabilidade. Mais
precisamente, provamos que uma sequéncia de solugoes de certo problema de controle

otimo converge para uma soluc¢ao do problema de controlabilidade descrito.

Algumas mudancas podem ser feitas para que este modelo seja aperfeicoado.
Por exemplo, considerar os parametros termodinamicos, tais como condutividade térmica,
variando durante o processo. Ou, ainda, considerar o calor latente funcao de uma variavel
termodinamica como a temperatura. Contudo, o estudo de controlabilidade de modelos
um pouco mais realisticos podem levar a dificuldades técnicas consideraveis, inclusive para

resultados de existéncia e regularidade de solugoes.

A anélise desses aspectos podem vir a ser objeto de pesquisas futuras, dando

continuidade ao presente trabalho.
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