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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre controlabilidade local exata à
trajetória para um sistema de equações diferenciais parciais que modela um processo de
solidificação/fusão e consiste em uma equação do tipo campo de fase acoplada a um sistema
Navier-Stokes-Boussinesq. Provamos que, sob certas condições, o sistema é controlável à
trajetória, com controles agindo apenas nas equações de velocidade e temperatura. Um
primeiro passo é provar a desigualdade de Carleman para o sistema adjunto de uma
versão linearizada do sistema. Combinando desigualdades de Carleman com estimativas de
energia, conseguimos uma desigualdade de observabilidade, o que leva à controlabilidade
nula do sistema linearizado no tempo T ą 0. O resultado de controlabilidade do sistema
não linear segue por um teorema de função inversa, o Teorema de Lyusternik.
Estabelecemos ainda uma relação entre controle ótimo e controlabilidade. Mais precisa-
mente, provamos que uma sequência de soluções de certo problema de controle ótimo
converge para uma solução do problema de controlabilidade descrito.

Palavras-chave: Modelo de mudança de fase, Controlabilidade, Desigualdade de Carleman,
Observabilidade, Controle ótimo.



Abstract

In this work we present a study on exact local controllability to the trajectory
for a partial differential equations system that models a solidification/melting process
consisting of a phase field equation coupled to a Navier-Stokes-Boussinesq system. We
proved that, under suitable conditions, the system is controllable to trajectory, with
controls acting only on the motion and temperature equations. The first step is to
prove Carleman’s inequality for the adjoint system of a linearized version of the system.
Combining Carleman’s inequalities with energy estimates, we achieve an observability
inequality, which leads to null controllability of a linearized system at time T ą 0. The
controllability result of the nonlinear system is obtained by using an inverse function
theorem, the Lyusternik Theorem.
We also established a relationship between optimal control and controllability. More
precisely, we prove that a sequence of solutions of a certain optimal control problem
converges to a solution of the described controllability problem.

Keywords: Phase change model, Controllability, Carleman inequality, Observability,
Optimal control.
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Introdução

Estudar o comportamento de certos fenômenos da natureza sempre foi um
dos maiores interesses da humanidade ao longo do tempo. Um questionamento levantado
é sobre a capacidade de agir de modo que este fenômeno seja influenciado para um
comportamento desejado. Modelando tais fenômenos, abre-se um leque de possibilidades
de mecanismos e técnicas que se desenvolvem no sentido de controlar as variáveis que
constituem a representação matemática do fenômeno estudado.

Neste trabalho temos como primeiro objetivo o estudo de controlabilidade para
um modelo de mudança de fase sólido/líquido no qual é permitida movimentação nas
regiões não-sólidas descrito por equações diferenciais parciais parabólicas. Além disso, o
segundo objetivo é o estudo de um problema de controle ótimo e, em seguida, uma relação
entre funções de controle do resultado de controlabilidade e as funções de controle do
resultado de controle ótimo. No decorrer desta introdução descreveremos os problemas
abordados e as estratégias que seguimos para estudá-los.

Alguns modelos solidificação de um líquido e/ou fusão de um sólido conduzem
a problemas de fronteira livre descrevendo muitos efeitos físicos diferentes. Métodos de
campo de fase de interface difusa são uma abordagem alternativa para estudar fenômeno
de solidificação em estrutura de modelo contínuo, uma vez que, a matemática clássica que
envolve problemas de fronteira livre pode levar a dificuldades quando são formuladas com
práticas computacionais, por exemplo.

Na estrutura de campo de fase, um parâmetro é introduzido, o qual toma dois
valores diferentes nas fases líquida e sólida e muda através de uma fina interface difusa,
uma região intermediária. Frequentemente, este método é capaz de incorporar muitos
fenômenos físicos importantes e se torna uma ferramenta bem sucedida. O primeiro estudo
matemático rigoroso para um problema de campo de fase modelando um processo de
solidificação/fusão foi feito por Caginalp em [10]. E outros resultados analíticos tem sido
estudado para este tipo de modelo. Por exemplo, em Bates e Zheng [8], Colli et al. [13] e
Miranville [28].

Nosso objetivo neste trabalho é estudar controlabilidade local à trajetória
do sistema (2) dado abaixo. Questões sobre controlabilidade por sistemas de campo
de fase por materiais puros, ou seja, envolvendo apenas uma função campo de fase
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tem sido considerado, entre outros, por Ammar Khodja et al. [2], González-Burgos e
Pérez-García [17], Barbu [6] e Araruna et al. [4]. Em [2] e [17], sob certas condições, a
controlabilidade nula, a controlabilidade exata à trajetórias e a controlabilidade aproximada
para modelos de campo de fase foram obtidas envolvendo não linearidades com crescimento
polinomial. Barbu [6] provou a controlabilidade nula para um modelo de campo de fase
com uma não linearidade clássica derivada do potencial duplo poço, que foi alcançada
usando dois controles. Em Araruna et al. [4] foi mostrada a controlabilidade nula de um
sistema de campo de fase para o caso em que apenas uma função de controle é usada, e
uma relação entre controle ótimo e controlabilidade também foi obtida.

Um outro objetivo é estabelecer a conexão entre controlabilidade dado pelo
Teorema 0.0.3 e problema de controle ótimo para o sistema (2) dado pelo Teorema
0.0.8. Mais especificamente, queremos mostrar para este sistema que os controles da
controlabilidade nula local é, na verdade, o limite de uma sequência de controles ótimos.

O sistema original que serve como base para este trabalho é apresentado por
Calsavara e Guillen-González [11] e descrito por:
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pvt ` pv ¨ ∇pv ´ ∇ ¨ p2µppαqDpvq ` ∇pp ´ λε∆pα∇pα ´
λ

ε
F 1

ppαq∇pα

“ ´p1 ´ C1pτ ` C2pαqgeN em Qml,

ppτ ` lGppαqqt ` pv ¨ ∇ppτ ` lGppαqq ´ ∇ ¨ pkppαq∇pτq “ 0 em Q,

pαt ` pv ¨ ∇pα ´ γε∆pα ´
γ

ε
F 1

ppαq ´
γ

ε
G1

ppαqpτ “ 0 em Q,

div pv “ 0 em Qml,

Dpv “ 0 em Qs,

(1)

em que
Dpv “ p∇pv ` p∇pvq

t
q{2,

Qml “ tpx, tq P Q; pαpx, tq ă 1u, Qs “ tpx, tq P Q; pαpx, tq “ 1u e

ppv1 ¨ ∇pv2qi “ p∇ ¨ ppv1 b pv2qqi “

N
ÿ

j“1
Bjpppv1qippv2qjq, i “ 1, ..., N.

O sistema (2) do qual trata este trabalho, é derivado do sistema original (1)
pela regularização da função µ pela constante k1. Observemos que quando fazemos essa
regularização não temos o problema de fronteira livre, e substituímos Qml e Qs por Q.

No presente trabalho, lidamos com um sistema de equações diferenciais parciais
que modela o processo de solidificação/fusão. Tal sistema consiste em um sistema de
equações do tipo Navier-Stokes-Boussinesq acoplado a uma equação do tipo Allen-Cahn
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para a função campo de fase e é dado por:
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pvt ` pv ¨ ∇pv ´ k1∆pv ` ∇pp ´ λε∆pα∇pα ´
λ

ε
F 1

ppαq∇pα

“ ´p1 ´ C1pτ ` C2pαqgeN ` H1O em Q,

pτt ` pv ¨ ∇pτ ´ k∆pτ ` lpGppαqqt ` lppv ¨ ∇Gppαqq “ h1O em Q,

pαt ` pv ¨ ∇pα ´ γε∆pα ´
γ

ε
F 1

ppαq ´
γ

ε
G1

ppαqpτ “ 0 em Q,

div pv “ 0 em Q,

pv “ 0, Bpτ

Bν
“

Bpα

Bν
“ 0 sobre Σ,

pvp¨, 0q “ pv0, pτp¨, 0q “ pτ0, pαp¨, 0q “ pα0 em Ω.

(2)

Este sistema foi citado pela primeira vez em Calsavara e Guillen-González [11].
Aqui, pv “ pvpx, tq representa o campo velocidade, pτ “ pτpx, tq a temperatura, pα “ pαpx, tq a
função campo de fase e pp “ pppx, tq a pressão, H e h são funções controle e eN , N “ 2, 3,
representa o último vetor da base canônica de R2 e R3, respectivamente. Além disso, g ą 0
é a (constante) aceleração gravitacional, k1 ą 0 é o coeficiente de viscosidade, k ą 0 é
a condutividade térmica, l ą 0 é o calor latente, λ ą 0 é a capilaridade, ε ą 0 é um
parâmetro relacionado à largura da interface, γ ą 0 é a constante ligada ao tempo de
relaxação, a função F é um potencial do tipo duplo poço e G é uma função de interpolação.

As hipóteses do sistema (2) são dadas abaixo e as denotaremos por (H).

• Ω Ă RN , N “ 2 ou N “ 3, um domínio aberto e limitado, Q “ Ω ˆ p0, T q,
0 ă T ă 8 e Σ “ BΩ ˆ p0, T q;

• O é um subconjunto aberto não-vazio de Ω;

• H P pL2
pQqq

N e h P L2
pQq;

• F “ F psq P C2
pRq satisfaz F p0q “ F p1q “ 0 com F psq ą 0 para cada s P Rzt0, 1u,

F 1
ppαq ă 0 se pα ă 0 e F 1

ppαq ą 0 se pα ą 1. Um exemplo clássico é F ppαq “ pα2
p1 ´ pαq

2;

• G “ Gpsq P C2
pRq é uma função não crescente tal que Gppαq ” 1 para pα ď 0,

Gppαq ” 0 para pα ě 1 e 0 ă Gppαq ă 1 para 0 ă pα ă 1. Um exemplo clássico é dado
por Gppαq “ ppα ´ 1q

2
p1 ` 2pαq;

• C1, C2 P R.

Para as condições iniciais assumimos

pv0 P pL2N´2
pΩqq

N
X H , pτ0 P L2

pΩq e pα0 P H1
pΩq X C0

pΩq, 0 ď pα0 ď 1 em Ω, (3)
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em que o espaço H , assim como o espaço V no Teorema 0.0.1 abaixo, são dados na
Definição 1.1.1 da Secção 1.1.

O teorema seguinte garante a existência de solução para o problema (2) e sua
demosntração pode ser encontrada no Teorema 2 na pág. 6266 de Calsavara e Guillen-
González [11].

Teorema 0.0.1. Considerando as hipóteses em (3) para as condições iniciais, existe uma
solução fraca ppv, pτ , pαq em Q do problema (2), isto é,

pv P L8
p0, T ; Hq X L2

p0, T ; Vq,

pτ P L8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqq,

pα P L8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqq,

satisfazendo
$
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%

ż

Ω

pvpT qupT q dx ´

ż T

0

ż

Ω

pv ut dxdt `

ż T

0
ppv.∇pv , uq dt ` k1

ż T

0
∇pv .∇u dxdt

`

ż T

0
p∇pp , uq dt ´ λε

ż T

0
p∆pα∇pα , uq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

ppαq∇pα , uq dt

“

ż T

0

´

´ p1 ´ C1pτ ` C2pαqgeN ` H1O , u
¯

dt,

ż

Ω

pτpT qupT q dx ` l

ż

Ω

GppαpT qqupT q dx ´

ż T

0
xpτ ` lGppαq , uty dt

´

ż T

0
pppτ ` lGppαqq pv,∇uq dt ` k

ż T

0
p∇pτ ,∇uq dt “

ż T

0
ph1O , uq dt,

pαt ` pv ¨ ∇pα ´ γε∆pα ´
γ

ε
F 1

ppαq ´
γ

ε
G1

ppαqpτ “ 0 q.t.p. em Q,

pv “ 0, Bpτ

Bν
“

Bpα

Bν
“ 0 sobre Σ,

em que u P C8
pQq tal que suppu Ă Ω ˆ p0, T s.

De forma a introduzir o problema que queremos estudar, fixemos uma trajetória
pv, τ , αq (junto com a pressão p), que será uma solução regular do sistema não linear (2)
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sem funções de controle. Isto é, pv, τ , αq satisfaz o sistema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

vt ` v ¨ ∇v ´ k1∆v ` ∇p ´ λε∆α∇α ´
λ

ε
F 1

pαq∇α

“ ´p1 ´ C1τ ` C2αqgeN em Q,

τ t ` v ¨ ∇τ ´ k∆τ ` lpGpαqqt ` lpv ¨ ∇Gpαqq “ 0 em Q,

αt ` v ¨ ∇α ´ γε∆α ´
γ

ε
F 1

pαq ´
γ

ε
G1

pαqτ “ 0 em Q,

div v “ 0 em Q,

v “ 0, Bτ

Bν
“

Bα

Bν
“ 0 sobre Σ,

vp¨, 0q “ v0, τp¨, 0q “ τ 0, αp¨, 0q “ α0 em Ω,

(4)

em que

pv, τ , αq P pL8
p0, T ;W 1,8

pΩqqq
N

ˆ L8
p0, T ;W 1,8

pΩqq ˆ L8
p0, T ;W 1,8

pΩqq, (5)

com
pvt, τt, αtq P pL2

p0, T ;Lr
pΩqqq

N
ˆ L2

p0, T ;Lr
pΩqq ˆ L2

p0, T ;Lr
pΩqq, (6)

para N “ 2 ou N “ 3, com r ą 1 para N “ 2 e r ą 6{5 para N “ 3, e

pv0, τ 0, α0q P
`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN ,

em que

rEN “ Lq
pΩq com

#

q ą 4, se N “ 2,
q ą 5, se N “ 3.

(7)

Para o sistema não linear (2), vamos introduzir o conceito de controlabilidade
local exata à trajetória no tempo T ą 0.

Definição 0.0.2. Dizemos que o problema (2) possui controlabilidade local exata à
trajetória pv, τ , αq no tempo T ą 0, se existe δ ą 0 tal que para cada ppv0, pτ0, pα0q P
`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN satisfazendo

}ppv0, pτ0, pα0q ´ pv0, τ 0, α0q}
ppL2N´2pΩqqN XHqˆ rEN ˆ rEN

ď δ,

tem-se que existem controles pH, hq P pL2
pO ˆp0, T qqq

N
ˆL2

pO ˆp0, T qq, N “ 2 ou N “ 3,
tais que a solução correspondente ppv, pτ , pαq do problema (2) satisfaz

pvpT q “ vpT q, pτpT q “ τpT q e pαpT q “ αpT q em Ω. (8)
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Observemos que o nosso objetivo é encontrar um par de controles e não três
controles, sendo um em cada equação. Pois não faz sentido físico função de controle na
equação de campo de fase.

Um dos principais resultados deste trabalho diz respeito a controlabilidade
local exata à trajetória do sistema (2) e é apresentado no seguinte teorema:

Teorema 0.0.3 (Controlabilidade Local Exata à Trajetória). Suponha que
ppv0, pτ0, pα0q P

`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN e que as hipóteses pHq sejam satisfeitas.
Então, o problema (2) possui controlabilidade local exata no tempo T à trajetória pv, τ , αq

solução do sistema (4) satisfazendo (5) e (6), isto é, existe δ ą 0 tal que se

}ppv0, pτ0, pα0q ´ pv0, τ 0, α0q}
ppL2N´2pΩqqN XHqˆ rEN ˆ rEN

ď δ,

então existem controles pH, hq P L2
pO ˆ p0, T qq

N`1, N “ 2 ou N “ 3, tais que a solução
correspondente do problema (2) satisfaz (8). Além disso,

||pH, hq||pL2pOˆp0,T qqqN`1 ď C,

onde C é uma constante positiva que depende de T , λ e s, em que λ e s são constantes
suficientemente grandes envolvidas na definição das funções-peso em (2.2).

Vamos agora esboçar a estratégia que seguiremos para provar o Teorema 0.0.3.
Consideremos as funções

v “ pv ´ v, p “ pp ´ p, τ “ pτ ´ τ e α “ pα ´ α.

Temos que pv, p, τ, αq é solução do seguinte sistema:
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vt ´ k1∆ppv ´ vq ` v ¨ ∇v ` v ¨ ∇v ` v ¨ ∇v ` ∇p

´λε
`

∆α∇pα ` αq ´ ∆α∇α
˘

´
λ

ε

`

F 1
pα ` αq∇pα ` αq ´ F 1

pαq∇α
˘

“ pC1τ ` C2αqgeN ` H1O em Q,

τt ´ k∆τ ` l
`

G1
pα ` αq ´ Gpαq

˘

t
` v ¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ

`l
`

v ¨ ∇pGpα ` αq ´ Gpαqq
˘

` l
`

v ¨ ∇pGpα ` αq ´ Gpαqq
˘

“ h1O em Q,

αt ´ γε∆α ` v ¨ ∇α ` v ¨ ∇α ` v ¨ ∇α ´
γ

ε

`

F 1
pα ` αq ´ F 1

pαq
˘

´
γ

ε

`

G1
pα ` αqpτ ` τq ´ G1

pαqτ
˘

“ 0 em Q,

div v “ 0 em Q,

v “ 0, Bτ

Bν
“

Bα

Bν
“ 0 sobre Σ,

vp¨, 0q “ v0, τp¨, 0q “ τ0, αp¨, 0q “ α0 em Ω.

(9)
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Para o problema (9), vamos introduzir o conceito de controlabilidade local nula
no tempo t “ T ą 0.

Definição 0.0.4. Dizemos que o problema (9), possui controlabilidade local nula no tempo
T ą 0, se existe δ ą 0 tal que para cada pv0, τ0, α0q P

`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN

satisfazendo
}pv0, τ0, α0q}

ppL2N´2pΩqqN XHqˆ rEN ˆ rEN
ď δ

tem-se que existem controles pH, hq P pL2
pO ˆp0, T qqq

N
ˆL2

pO ˆp0, T qq, N “ 2 ou N “ 3,
tais que a solução correspondente pv, τ, αq do problema (9) satisfaz

vpT q “ 0, τpT q “ 0 e αpT q “ 0 em Ω. (10)

Note que pv, τ, αq solução de (9) satisfaz (10) se, e somente se, ppv, pτ , pαq solução
de (2) satisfaz (8). Consequentemente o resultado de controlabilidade local exata à trajetória
pv, τ , αq dado no Teorema 0.0.3 é equivalente à controlabilidade local nula para a solução
pv, τ, αq do sistema (9). Em outras palavras, para provar o Teorema 0.0.3 basta provar o
seguinte resultado:

Teorema 0.0.5 (Controlabilidade Local Nula). Seja pv0, τ0, α0q P
`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ

rEN ˆ rEN e suponha que as hipóteses pHq sejam satisfeitas. Então, o problema (9) possui
controlabilidade local nula no tempo T ą 0, isto é, existe δ ą 0 tal que se

}pv0, τ0, α0q}
ppL2N´2pΩqqN XHqˆ rEN ˆ rEN

ď δ,

então existem controles pH, hq P pL2
pO ˆ p0, T qqq

N
ˆ L2

pO ˆ p0, T qq tais que a solução
correspondente do problema (2) satisfaz (10). Além disso,

||pH, hq||pL2pOˆp0,T qqqN ˆL2pOˆp0,T qq ď C,

onde C é uma constante positiva que depende de T , λ e s, em que λ e s são constantes
suficientemente grandes envolvidas na definição das funções-peso em (2.2).

Usaremos a controlabilidade nula de um sistema linearizado adequado e, em
seguida, o Teorema de Lyusternik, que é um teorema de função inversa, ver [21], para
demonstrar o Teorema 0.0.5.

A linearização do sistema (9) é feita derivando cada equação do sistema em
relação a v, τ e α, respectivamente, e avaliando no ponto p0, 0, 0q. Também podemos
encontrar este tipo de linearização em [3], [15] e [18]. Assim consideramos o seguinte
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sistema linearizado:
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%

vt ´ k1∆v ` v ¨ ∇v ` v ¨ ∇v ` ∇p ´ λε∆α∇α

`

´

λε∆α `
λ

ε
F 1

pαq

¯

∇α ´
λ

ε
F 2

pαqp∇αqα ´ C1τgeN ` C2αgeN

“ ϑ ` H1O em Q,

τt ´ k∆τ ` lG1
pαqαt ` plG2

pαqαt ` lG2
pαqpv ¨ ∇αq ` lG1

pαqpv ¨ ∇αqqα

` v ¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ “ ϑ1 ` h1O em Q,

αt ´ γε∆α ` v ¨ ∇α ` v ¨ ∇α ´
γ

ε
pF 2

pαq ` G2
pαqτqα ´

γ

ε
G1

pαqτ

“ ϑ2 em Q,

div v “ 0 em Q,

v “ 0, Bτ

Bν
“

Bα

Bν
“ 0 sobre Σ,

vp¨, 0q “ v0, τp¨, 0q “ τ0, αp¨, 0q “ α0 em Ω,

(11)

em que ϑ, ϑ1 e ϑ2 são funções apropriadas com decaimento exponencial quando t Ñ T´, a
serem determinadas adequadamente.

Em seguida, o objetivo é provar a controlabilidade nula (não local) para o
sistema linearizado (11) e isso será feito na Proposição 3.1.2 do Capítulo 3, ou seja,
encontraremos um par de controles pH, hq tais que (10) é satisfeito para cada condição
inicial dada no Teorema 0.0.5.

A desigualdade de Carleman é uma ferramenta usada para provar a desigualdade
de observabilidade, e a desigualdade de observabilidade nos fornece a controlabilidade nula
do sistema linearizado (11).

A partir de agora descreveremos cada capítulo do trabalho, passando pelos
conhecimentos básicos importantes, abordagem do problema de controle trabalhado e,
para finalizar, uma relação entre controlabilidade e controle ótimo.

Capítulo 1
Conceitos preliminares

Este capítulo tem por objetivo descrever as notações usadas no decorrer do
trabalho, bem como os principais conceitos relacionados a espaços de Sobolev, resultados
auxiliares, imersões em espaços de Sobolev, desigualdades e convergências.

Capítulo 2
Desigualdade de Carleman e desigualdade de observabilidade
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A estratégia seguida ao longo dos capítulos 2 e 3 para o problema (2) possuir
controlabilidade local exata à trajetória pode ser encontrada nos trabalhos [3], [15], [16]
e [18], entre outros.

A desigualdade de Carleman para as soluções do sistema adjunto (12) é um
instrumento usado para provar a desigualdade de observabilidade, que nos fornece a
controlabilidade nula do sistema linear (11).

Segue abaixo o sistema adjunto:
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´zt ´ k1∆z ` Dzv ` ∇zφ ` ∇q “ rϑ ´ φ∇τ ´ ψ∇α em Q,

´φt ´ k∆φ ´ pv ¨ ∇φq “ rϑ1 ´ C1pgN ¨ zq ` B2ψ em Q,

´ψt ´ γε∆ψ ´ pv ¨ ∇ψq ´ B1ψ “ rϑ2 ` γεp∇α ¨ ∆zq ` C2 divpzq

´ C3p∇α ¨ zq ` A2φt ´ C2pgN ¨ zq ´ A1φ em Q,

div z “ 0 em Q,

z “ 0, Bφ

Bν
“

Bψ

Bν
“ 0 sobre Σ,

zp¨, T q “ z0, φp¨, T q “ φ0, ψp¨, T q “ ψ0 em Ω,

(12)

onde Dz “ ∇z ` p∇zq
T denota o gradiente simetrizado, prϑ, rϑ1, rϑ2q P pL2

pQqq
N

ˆ rL2
pQqs

2

e ainda

A1 “ G2
pαqαt ` lG2

pαqpv ¨ ∇αq ` lG1
pαqpv ¨ ∇αq;

A2 “ G1
pαq;

B1 “
γ

ε
F 2

pαq `
γ

ε
G2

pαqτ ;

B2 “
γ

ε
G1

pαq;

C1 “ γε∇α;

C2 “ λε∆α `
λ

ε
F 1

pαq;

C3 “
λ

ε
F 2

pαq;

gN “ geN .

Neste ponto do trabalho utilizamos uma desigualdade de Carleman. No nosso
caso, a desigualdade de Carleman obtida é a do resultado que segue:

Proposição 0.0.6. (Desigualdade de Carleman) Sejam pv, τ , αq solução de (4) satisfa-
zendo (5) e (6), e prϑ, rϑ1, rϑ2q P pL2

pQqq
N

ˆrL2
pQqs

2. Então, existe uma constante positiva C
dependendo de Ω, O e T tal que, para qualquer pz0, φ0, ψ0q P

`

H X pL4
pΩqq

N
˘

ˆ rL2
pΩqs

2,
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a solução pz, φ, ψq do sistema adjunto (12) satisfaz

Kpz, φ, ψq ď C
´

s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt ` sλ2

ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` s´2λ´2

ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

`s5λ6
ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt ` s4λ4
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt
¯

,

para s e λ suficientemente grandes. As funções-peso α e ξ são definidas em (2.2) e

Kpz, φ, ψq “ R0ps, λ; zq ` I2ps, λ;φq ` I1ps, λ;ψq (13)

onde

R0ps, λ; yq “ s´1
ż

Q

e2spα
pξ´1

|Bty|
2dxdt ` s´1

ż

Q

e2sαξ´1
|∆y|

2dxdt

`

ż

Q

e2sα
|∇p∇ ˆ yq|

2dxdt ` sλ2
ż

Q

e2sαξ|∇y|
2dxdt

` s2λ2
ż

Q

e2sαξ2
|∇ ˆ y|

2dxdt ` s3λ4
ż

Q

e2sαξ3
|y|

2dxdt

e

Imps, λ; gq :“ sm´4λm´3
ż

Q

e2sαξm´4
p|gt|

2
` |∆g|

2
qdxdt

` sm´2λm´1
ż

Q

e2sαξm´2
|∇g|

2dxdt ` smλm`1
ż

Q

e2sαξm
|g|

2dxdt.

Este capítulo trata, ainda, de outra importante desigualdade, a desigualdade
de observabilidade. Usaremos a desigualdade de Carleman para prová-la. A desigualdade
de observabilidade é aplicada no Capítulo 3 na demonstração da controlabilidade nula
global, do problema linearizado (11). Abaixo a desigualdade de observabilidade:

Proposição 0.0.7. (Desigualdade de Observabilidade) Sejam pv, τ , αq solução de (4)
satisfazendo (5) e (6), e prϑ, rϑ1, rϑ2q P pL2

pQqq
N

ˆ rL2
pQqs

2. Então, existe uma constante
positiva C dependendo de Ω, O, T , s e λ tal que toda solução pz, φ, ψq do sistema
adjunto (12) satisfaz

ż

Q

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż

Q

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` }zp0q}
2
L2pΩq

`

ż

Q

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` }φp0q}
2
L2pΩq

`

ż

Q

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` }ψp0q}

2
L2pΩq

ď CpT, s, λq

´

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|z|

2dxdt
¯

, (14)

para s e λ suficientemente grandes. As funções-peso β e γ são definidas em (2.23).
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Capítulo 3
Controlabilidade nula de um modelo de solidificação

O principal objetivo deste capítulo é aplicar o Teorema de Lyusternik para
obter a controlabilidade nula local do problema não linear (9) e, consequentemente, a
controlabilidade local exata à trajetória do sistema (2), dado pelo Teorema 0.0.3. Para
as hipóteses do Teorema de função inversa de Lyusternik estarem plenamente satisfeitas,
provaremos um resultado de controlabilidade nula global do problema linearizado (11).

Capítulo 4
Controle Ótimo x Controlabilidade

Neste capítulo obtemos um resultado de controle ótimo e, em seguida, uma
relação entre funções de controle do resultado de controlabilidade e as funções de controle
do resultado de controle ótimo. Primeiramente, consideremos o funcional de custo

Jρrpv, pτ , pα; H, hs “
1
2

ż

Ω

´

|pvpx, T q ´ vpx, T q|
2

` |pτpx, T q ´ τpx, T q|
2

` |pαpx, T q ´ αpx, T q|
2
¯

dx `
ρ

2

ż T

0

ż

O

´

|H|
2

` |h|
2
¯

dxdt,
(15)

onde ppv, pτ , pαq é solução do problema (2) associada ao par de controle pH, hq.

Um resultado de controle ótimo é estabelecido no seguinte resultado:

Teorema 0.0.8. Sejam ppv, pτ , pαq solução do sistema (2) associada ao par de controles
pH, hq e pv, τ , αq solução de (4). Suponha que as hipóteses pHq sejam satisfeitas com
Gpsq P C2

pRq uma função decrescente. Então, para cada ρ ą 0, existe pelo menos um par
de controles ótimos pHρ, hρq P pL2

pO ˆ p0, T qqq
N

ˆL2
pO ˆ p0, T qq minimizando o funcional

de custo Jρ, isto é, a correspondente solução ppvρ, pτρ, pαρq de (2) satisfaz

Jρrpvρ, pτρ, pαρ; Hρ, hρs “ inf
pH,hq P pL2pOˆp0,T qqqN ˆL2pOˆp0,T qq

Jρrpv, pτ , pα; H, hs. (16)

Uma caracterização de um par de controles ótimos pH, hq é abordada no
Teorema 4.0.2.

Para finalizar, no último resultado do capítulo, estabelecemos que existe uma
sequência de soluções do problema de controle ótimo a qual minimiza os funcionais
em (16) que converge para uma solução do problema de controlabilidade obtido no
Teorema 0.0.3.

Teorema 0.0.9. Sejam T ą 0, ppv0, pτ0, pα0q P
`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN e pv, τ , αq

solução de (4). Suponha que as hipóteses pHq sejam satisfeitas com Gpsq P C2
pRq uma

função decrescente. Para cada ρ ą 0 consideremos ppvρ, pτρ, pαρq uma solução do problema de
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controle ótimo (4.2) associada à condição inicial ppv0, pτ0, pα0q. Então, existe uma subsequência
de ppvρ, pτρ, pαρq, que continuaremos denotando por ppvρ, pτρ, pαρq, funções

v˚
P L8

p0, T ; Hq X L2
p0, T ; Vq,

τ˚
P L8

p0, T ;L2
pΩqq X L2

p0, T ;H1
pΩqq,

α˚
P L8

p0, T ;H1
pΩqq X L2

p0, T ;H2
pΩqq,

tais que as seguintes convergências se verificam quando ρ Ñ 0

pvρ á v˚ fracamente em L2
p0, T ; Vq,

pvρ
˚

á v˚ fraco ˚ em L8
p0, T ; Hq,

pτρ á τ˚ fracamente em L2
p0, T ;H1

pΩqq,

pτρ
˚

á τ˚ fraco ˚ em L8
p0, T ;L2

pΩqq,

pαρ á α˚ fracamente em L2
p0, T ;H2

pΩqq,

pαρ
˚

á α˚ fraco ˚ em L8
p0, T ;H1

pΩqq,

ppvρ, pτρ, pαρq ÝÑ pv˚, τ˚, α˚
q fortemente em rL5

pQqs
N`2.

Além disso, pv˚, τ˚, α˚
q é solução do problema de controlabilidade exata obtida no Teo-

rema 0.0.3.

Os resultados do Capítulo 4 foram baseados nos trabalhos de Araruna et al [4]
e de Hoffman e Jiang [19].
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos enunciar alguns conceitos e resultados importantes para
o estudo dos capítulos seguintes.

1.1 Notações e Espaços de Funções
Nesta seção vamos descrever as notações e definições de espaços de funções que

serão usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes consultar Brezis [9] e Medeiros e
Miranda [27]. Usaremos as seguintes notações:

• RN representa o espaço euclidiano N -dimensional, com N “ 2 ou N “ 3;

• Ω é um aberto limitado do RN com medida de Lebesgue |Ω| e fronteira BΩ;

• Q representará o cilindro parabólico Ω ˆ p0, T q;

• Σ “ BΩ ˆ p0, T q representará a superfície lateral do cilindro parabólico Q;

• ∇ “

ˆ

B

Bxi

˙N

i“1
denotará o operador gradiente;

• div “

N
ÿ

i“1

B

Bxi

denotará o operador divergente;

• ∆ “

N
ÿ

i“1

B2

Bx2
i

representará o operador Laplaciano;

• |x| “

˜

N
ÿ

i“1
x2

i

¸
1
2

denota a norma euclidiana de x P RN ;

Definiremos a seguir os espaços de funções necessários para o desenvolvimento
deste trabalho.
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Definição 1.1.1. Definamos os espaços H “ tw P pL2
pΩqq

N ; divw “ 0, w.ν|BΩ “ 0u e
V “ tw P pH1

pΩqq
N ; divw “ 0, w|BΩ “ 0u, N “ 2 ou N “ 3, onde νpxq denota o vetor

normal unitário exterior a Ω no ponto x P BΩ. Esses são espaços de funções clássicos para
Navier-Stokes.

Definição 1.1.2. Seja u : Ω Ñ R contínua. O suporte de u, denotado por supppuq, é
definido como o fecho em Ω do conjunto tx P Ω;upxq ‰ 0u. Se este conjunto for um
compacto do Rn, então dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos por C0pΩq ao
espaço das funções contínuas em Ω com suporte compacto.

Definição 1.1.3. Cm
pΩq, m P Z`, é o espaço das funções com todas as derivadas parciais

de ordem menor ou igual a m contínuas em Ω e C8
pΩq “ XmPNC

m
pΩq. Denotaremos por

C0
pΩq “ CpΩq.

Definição 1.1.4. O conjunto das funções Cm
pΩq, m P Z`, e que têm suporte compacto,

é denotado por Cm
0 pΩq. O conjunto das funções C8

pΩq e que têm suporte compacto, é
denotado por C8

0 pΩq.

Definição 1.1.5. Chamamos de sequência regularizante a toda sequência pηnqně1 de
funções tal que

ηn P C8
0 pRN

q, supp ηn Ă B
´

0, 1
n

¯

,

ż

RN

ηndx “ 1 e ηn ě 0 em RN .

Definição 1.1.6. Definimos C1,2
pQq e C0,1

pQq como sendo os seguintes espaços:

C1,2
pQq “

"

y P CpQq : By

Bt
,

By

Bxi

,
B2y

BxiBxj

P CpQq, i, j “ 1, ..., N
*

e
C0,1

pQq “

"

y P CpQq : By

Bxi

P CpQq, i “ 1, ..., N
*

.

Definição 1.1.7. Seja 1 ď p ď `8. Denotamos por Lp
pΩq o espaço das (classes de)

funções mensuráveis definidas em Ω com valores em R, tais que |u|
p é integrável no sentido

de Lebesgue em Ω. L8
pΩq denota o espaço das (classes de) funções mensuráveis de u

definidas sobre Ω, que são essecialmente limitadas.

Definição 1.1.8. Seja 1 ď p ă `8. Denotamos por Lp
pe´2sβγ´1, Qq e Lp

pe´2sβγ2, Qq os
espaços das (classes de) funções mensuráveis definidas em Q com valores em R, tais que
e´2sβγ´1

|u|
p e e´2sβγ2

|u|
p, respectivamente, são integráveis no sentido de Lebesgue em Q.

As funções β e γ são definidas na Seção 2.2.

Definição 1.1.9. W k,p
pΩq, k P N, p ě 1, é o espaço das funções u P Lp

pΩq com derivadas
fracas de ordem menor ou igual a k que pertencem a Lp

pΩq. Em particular, denotamos
Hk

pΩq “ W k,2
pΩq para todo k P N.
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Definição 1.1.10. Dado 1 ď p ă `8, denotamos por W 1,p
0 pΩq o fecho de C8

0 pΩq em
W 1,p

pΩq. Em particular, denotamos H1
0 pΩq “ W 1,2

0 pΩq.

Definição 1.1.11. O espaço dual de W 1,p
0 pΩq, 1 ď p ă `8, é denotado por W´1,p1

pΩq,
onde 1{p ` 1{p1

“ 1. Em particular, o dual de H1
0 pΩq é denotado por H´1

pΩq.

Definição 1.1.12. Denotamos por W 2,1
p pQq, p ě 1, o espaço das funções u P Lp

pQq,
Dαu P Lp

pQq, com |α| ď 2 e ut P Lp
pQq.

Definição 1.1.13. Dado B um espaço de Banach, se T ą 0 é um número real e 1 ď p ď 8,
representamos por Lp

p0, T ;Bq o espaço das (classes de) funções u : p0, T q ÝÑ B tais que
u é mensurável e ||uptq||B P Lp

p0, T q.

Definição 1.1.14. Um subconjunto X de um espaço métrico M é dito relativamente
compacto quando seu fecho X é compacto, ou equivalentemente, se toda sequência de
pontos xn P X possui uma subsequência convergente em M .

Definição 1.1.15 (Funções teste). Definimos o espaço das funções teste em Ω como sendo
o espaço C8

0 pΩq munido com a topologia usual. Denotamos esse espaço por DpΩq.

1.2 Resultados Auxiliares e Imersões
A seguir estão alguns resultados, dentre eles os de imersões, que serão usados

nos demais capítulos. De modo geral, não apresentaremos as demonstrações, mas serão
indicadas as respectivas referências bibliográficas.

Teorema 1.2.1. A norma usual para o espaço Lp
pΩq é dada por

||u||LppΩq “

ˆ
ż

Ω

|upxq|
pdx

˙
1
p

para 1 ď p ă `8,

e
||u||L8pΩq “ ess sup

xPΩ
|upxq| para p “ `8.

Demonstração. Teorema 4.7, pág. 93, Brezis [9].

Teorema 1.2.2. As normas usuais para os espaços L2
pe´2sβγ´1, Qq e L2

pe´2sβγ2, Qq são
dadas, respectivamente, por

||u||L2pe´2sβγ´1,Qq “

ˆ
ż

Q

e´2sβγ´1
|upx, tq|

pdx

˙
1
p

e

||u||L2pe´2sβγ2,Qq “

ˆ
ż

Q

e´2sβγ2
|upx, tq|

pdx

˙
1
p

,

para 1 ď p ă `8.
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Teorema 1.2.3. Lp
pΩq é um espaço de Banach com a norma usual para todo 1 ď p ď `8.

Demonstração. Teorema 4.8, pág. 93, Brezis [9].

Teorema 1.2.4. W k,p
pΩq e W k,p

0 pΩq são espaços de Banach com a norma usual para todo
1 ď p ď `8. A norma usual é definida por

||u||W k,ppΩq “
ÿ

|α|ďk

||Dαu||LppΩq,

onde Dα denota o operador derivação de ordem α definido por

Dα
“

B|α|

Bxα1
1 Bxα2

2 ¨ ¨ ¨ BxαN
N

com α “ pα1, α2, ..., αN q P NN e |α| “ α1 ` α2 ` ... ` αN .

Demonstração. Pág. 216, Brezis [9].

O resultado que segue pode ser encontrado na pág. 05 em Ladyzenskaja [24].

Teorema 1.2.5. W 2,1
p pQq, p ě 1, é espaço de Banach com a norma usual. A norma usual

é definida por
||u||W 2,1

p pQq
“ ||ut||LppQq `

ÿ

0ď|α|ď2
||Dαu||LppQq.

O resultado abaixo pode ser encontrado na pág. 04 em Ladyzenskaja [24].

Teorema 1.2.6. Lp
p0, T ;Lq

pΩqq, p, q ě 1, é espaço de Banach com a norma usual. A
norma usual é definida por

||u||Lpp0,T ;Bq “

ˆ
ż T

0
||uptq||

p
Bdt

˙

1
p

se 1 ď p ă 8,

||u||L8p0,T ;Bq “ ess sup
0ďtďT

||uptq||B se p “ 8.

O teorema a seguir, devido a Lions-Peetre, pode ser encontrado em Lions [26].

Teorema 1.2.7. Sejam Ω Ă RN um domínio limitado com fronteira C8, 0 ă T ă 8,
Q “ Ω ˆ p0, T q e 1 ď q ă 8. Então:

(i) se 1
q

´
2

N ` 2 ă 0, W 2,1
q pQq ãÑ L8

pQq, com imersão contínua e compacta;

(ii) se 1
q

´
2

N ` 2 “ 0, W 2,1
q pQq ãÑ Lp

pQq, @p P r1,8q, com imersão contínua

e compacta;

(iii) se 1
q

´
2

N ` 2 ą 0, W 2,1
q pQq ãÑ Lp

pQq, p P r1, rs para r “

ˆ

1
q

´
2

N ` 2

˙´1

,

com imersão contínua e para p P r1, rq com imersão contínua e compacta.
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Proposição 1.2.8 (Rellich-Kondrachov). Sejam Ω um aberto limitado do RN , com Ω de
classe C1, e 1 ď p ď 8. Então, as seguintes imersões são compactas:

(i) W 1,p
pΩq ãÑ Lq

pΩq, para 1 ď q ă p˚
“

Np

N ´ p
, se p ă N ,

(ii) W 1,p
pΩq ãÑ Lq

pΩq, para 1 ď q ă 8, se p “ N ,

(iii) W 1,p
pΩq ãÑ C0

pΩq, se p ą N .

Demonstração. Teorema 2.5.4, pág. 79, Medeiros e Miranda [27].

Proposição 1.2.9 (Imersões de Sobolev). Sejam Ω um aberto limitado do RN , com BΩ

de classe Cm, e 1 ď p ď 8. Então, as seguintes imersões são contínuas:

(i) Wm,p
pΩq ãÑ Lq

pΩq, para 1 ď q ď p˚
“

Np

N ´ mp
, se mp ă N ,

(ii) Wm,p
pΩq ãÑ Lq

pΩq, para 1 ď q ă 8, se mp “ N ,

(iii) Wm,p
pΩq ãÑ Ck

pΩq, para k ă m ´
N

p
ď k ` 1, se mp ą N , onde k é um inteiro não

negativo.

Demonstração. Lema 5.14, pág. 106, Adams [1].

Lema 1.2.10. Sejam Ω um domínio aberto limitado do RN com fronteira BΩ de classe
C2, r ě 1 e 1 ď p ă 8. Se j e m são inteiros tais que 0 ď j ă m e

1
p

ą
1
r

`
j

N
´
m

N
,

então a seguinte imersão é compacta

Wm,r
pΩq ãÑ W j,p

pΩq.

Demonstração. Teorema 6.2, pág. 144, Adams [1].

Proposição 1.2.11. Seja Ω Ă RN um domínio aberto limitado e Q “ Ω ˆ p0, T q, T ą 0,
então a seguinte imersão compacta se verifica

W 2,1
2 pQq ãÑ Lp

pQq

com 2 ď p ă 10 para N “ 3 e com qualquer p finito para N “ 2.

Demonstração. Pág. 13, Lions [26].



Capítulo 1. Preliminares 26

Lema 1.2.12. Seja Ω Ă RN um domínio aberto limitado com fronteira BΩ de classe C2.
Então, existe uma constante M ą 0 tal que, para todas as funções u P L8

p0, T ;L2
pΩqq X

L2
p0, T ;H1

pΩqq, temos

||u||Lrp0,T ;LspΩqq ď M ||u||L8p0,T ;L2pΩqqXL2p0,T ;H1pΩqq com 1
r

`
N

2s “
N

4 ,

onde r P r2,8s, s P r2, 2N{pN ´ 2qs quando N ě 3 e r P p2,8s, s P r2,8q quando N “ 2.

Demonstração. Pág. 74, Ladyzenskaja [25].

Teorema 1.2.13 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limitado
do RN . Então, para todo 1 ď p ă 8, existe uma constante C (dependendo da medida de
Ω e de p) tal que

||u||LppΩq ď C||∇u||LppΩq, @ u P W 1,p
0 pΩq.

Demonstração. Proposição 8.13, pág. 218, Brezis [9].

Observação 1.2.14. Como consequência da desigualdade acima, a expressão ||∇u||LppΩq

é uma norma em W 1,p
0 pΩq, equivalente a norma ||u||W 1,ppΩq. Mais ainda, em H1

0 pΩq a
expressão

p∇u,∇vq “

n
ÿ

i“1

ż

Ω

Bu

Bxi

pxq
Bv

Bxi

pxqdx

define um produto interno em H1
0 pΩq que induz a norma ||∇u||L2pΩq equivalente a norma

de ||u||H1pΩq.

Teorema 1.2.15. Seja Ω um domínio aberto e limitado, então W 1,p
0 pΩq ãÑ L2

pΩq ãÑ

W´1,p1

pΩq, onde 2N{pN ` 2q ď p ă 8 com imersões contínuas e densas. Em particular
temos H1

0 pΩq ãÑ L2
pΩq ãÑ H´1

pΩq. Além disso, H1
pΩq ãÑ L2

pΩq ãÑ pH1
pΩqq

1 com
imersões contínuas e densas.

Demonstração. Observação 3, pág. 136 e pág. 291, Brezis [9].

O resultado seguinte é um exemplo de uma classe de resultados de imersão
conhecidos como imersões do tipo Aubin-Lions. Essa versão foi apresentada por Simon
em [29], Corolário 4, pág. 85.

Lema 1.2.16. Sejam X, B e Y espaços de Banach tais que X ãÑ B ãÑ Y , com imersão
compacta X ãÑãÑ B.
(i) Seja F um conjunto limitado em Lp

p0, T ;Xq, onde 1 ď p ă 8, e BF {Bt “ tBf{Bt :
f P F u um conjunto limitado em L1

p0, T ;Y q. Então, F é relativamente compacto em
Lp

p0, T ;Bq;
(ii) Seja F um conjunto limitado em L8

p0, T ;Xq e BF {Bt um conjunto limitado em
Lr

p0, T ;Y q, para algum r ą 1. Então, F é relativamente compacto em Cp0, T ;Bq.
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Os seguintes resultados são teoremas clássicos da teoria de regularidade Lp

para as equações diferenciais parabólicas lineares.

Considere o seguinte o problema parabólico linear:
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Bu

Bt
´ ∆u `

n
ÿ

i“1
bipx, tq

Bu

Bxi

` apx, tqu “ fpx, tq em Q

upx, tq “ 0 em Σ
upx, 0q “ u0pxq em Ω.

(1.1)

O lema abaixo é um caso particular do Teorema 9.1, pág. 341, Ladyzenskaja [24].

Lema 1.2.17. Seja Ω um domínio do RN com fronteira BΩ suave e Q “ Ωˆp0, T q, T ą 0.
Suponha que f P L2

pQq, u0 P W 1,2
0 pΩq, bi P Lq

p0, T ;Lr
pΩqq, com 1

r
`
N

2q “
1
2 e r ă 8,

a P Lq
p0, T ;Lr

pΩqq, com r ă 8 e
$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
r

`
N

2q “ 1, q ą 2 para N “ 3,

r ą 4, q “ 2 para N “ 3,
r ą 2, q “ 2 para N “ 2.

Então, existe uma única solução u P W 2,1
2 pQq do problema (1.1) satisfazendo a seguinte

estimativa:
||u||W 2,1

2 pQq
ď C

´

||f ||L2pQq ` ||u0||W 1,2
0 pΩq

¯

,

onde C é uma constante que depende de T, q, r, Ω, ||b||Lqp0,T ;LrpΩqq e ||a||Lqp0,T ;LrpΩqq.

Lema 1.2.18. Consideremos, para cada b P L4{3
p0, T ;L12{11

pΩq
3
q, o sistema de Stokes

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´wt ´ ∆w ` ∇h “ b em Q,

div w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ,
wpT q “ 0 em Q.

(1.2)

Seja N “ 3 e pv, τ , αq P pL8
p0, T ;W 1,8

pΩqqq
N`2. Então, para cada b P L4{3

p0, T ;L12{11
pΩq

3
q,

existe uma única solução pw, hq para o sistema de Stokes (1.2) satisfazendo

w P L2
p0, T ;W 1,6{5

0 pΩq
3
q X C0

pr0, T s;L4{3
pΩq

3
q

que depende continuamente de b nesses espaços.

Demonstração. Lema 2, pág. 1538, Fernandez-Cara, Guerrero e Imanuvulov [15].

O resultado abaixo é um lema clássico que é muito usado nos cálculos do
Capítulo 2.

Lema 1.2.19 (Lema de Gronwall).
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(i) Seja ηp.q uma função não negativa, absolutamente contínua em r0, T s, satisfazendo para
todo t q.t.p. a inequação diferencial

η1
ptq ď ϖptqηptq ` ψptq,

com φptq e ψptq não negativas, definidas em r0, T s, então

ηptq ď e
şt
0 φpsqds

„

ηp0q `

ż t

0
ψpsqds

ȷ

, para 0 ď t ď T.

(ii) Em particular, se η1
ď φptqηptq em r0, T s e ηp0q “ 0, então η ” 0 em r0, T s.

Demonstração. Seção k, pág. 624, Evans [14].

Teorema 1.2.20. Sejam m ě 1 e p P r1,`8q. Se k “ m ´ pN{pq ą 0, então para todo
u P Wm,p

pRN
q,

}Dαu}L8pRN q ď C}u}W m,ppRN q

para todo α com |α| ď k.

Demonstração. Corolário 9.13, pág. 283, Brezis [9].

O resultado abaixo pode ser encontrado em Guerrero [18], Teorema 2, pág. 56.

Teorema 1.2.21 (Lyusternik). Sejam E e G dois espaços de Banach e seja A : E Ñ G
tal que A P C1

pE ; Gq. Seja ainda e0 P E, Ape0q “ h0 e A1
pe0q : E Ñ G sobrejetora. Então,

existe δ ą 0 tal que, para todo h P G satisfazendo }h ´ h0}G ă δ, existe pelo menos uma
solução da equação

Apeq “ h, e P E .

1.3 Desigualdades e Convergências
Nesta seção enunciamos os principais resultados que envolvem desigualdades e

convergências que usaremos no decorrer do texto com suas correspondentes referências.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam f1 P Lp1pΩq, f2 P Lp2pΩq, ..., fn P

LpnpΩq, n P N, com p1, ..., pn ě 1 e 1
p1

` ... `
1
pn

“ 1. Então, f1 ¨ ¨ ¨ fn P L1
pΩq e

ż

Ω

|f1 ¨ ¨ ¨ fn| ď ||f1||Lp1 pΩq ¨ ¨ ¨ ||fn||Lpn pΩq.

Demonstração. Teorema 4.6, Pág. 92, Brezis [9].

Proposição 1.3.2. Seja pxnq uma sequência no espaço de Banach E. Então,

se xn á x em E, então p}xn}q é limitada e }xn} ď lim
nÑ8

inf }xn}.
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Demonstração. Proposição 3.5, Pág. 58, Brezis [9].

Proposição 1.3.3 (Desigualdade de Young). Sejam a, b ě 0 e p, q ą 1 tais que 1
p

`
1
q

“ 1,
então

ab ď
ap

p
`
bq

q
.

Demonstração. Teorema 6.9, pág. 56, Bartle [7].

Uma consequência da desigualdade de Young que será muito utilizada neste
trabalho é dada pelo seguinte corolário.

Corolário 1.3.4. Sejam a, b ě 0 e p, q ą 1 tais que 1
p

`
1
q

“ 1. Para todo ε ą 0 tem-se

ab ď cpεqap
` εbq.

Demonstração. Temos

ab “ pqεq
1
q

1
pqεq

1
q

ab “

˜

a

pqεq
1
q

¸

´

pqεq
1
q b

¯

.

Aplicando a Desigualdade de Young dada na Proposição 1.3.3 segue

ab ď
1
p

˜

a

pqεq
1
q

¸p

`
1
q

´

pqεq
1
q b

¯q

“
1

ppqεq
p
q

ap
` εbq

@ ε ą 0.

Tomando cpεq “
1

ppqεq
p
q

temos

ab ď cpεqap
` εbq

@ ε ą 0.

Proposição 1.3.5. Sejam números reais a, b ě 0 e p ě 1, então

pa ` bqp
ď 2p

pap
` bp

q.

Demonstração. Usando as propriedades do máximo obtemos

pa ` bqp
ď p2 maxta, buq

p

“ 2p maxtap, bp
u

ď 2p
pap

` bp
q.

O lema a seguir e sua demosntração pode ser encontrada no Lema 5 na pág. 6271
de Calsavara e Guillen-González [11].
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Lema 1.3.6. Considerando as hipóteses em (3) para as condições iniciais, existe uma
constante C tal que toda solução fraca ppvϵ, pτϵ, pαϵq em Q do problema (2) satisfaz

}pvϵ}L8p0,T ;HqXL2p0,T ;Vq ď C;
}pτϵ}L8p0,T ;L2pΩqqXL2p0,T ;H1pΩqq ď C;
}pαϵ}L8p0,T ;H1pΩqqXL2p0,T ;H2pΩqq ď C.

Teorema 1.3.7. Considerando as hipóteses (H) para o problema (2) e as hipóteses em
(3) para as condições iniciais. Se para cada n P N a sequência pvn, τn, αnq é solução do
problema (2), então existe uma solução fraca pv˚, τ˚, α˚

q em Q do problema (2) tais que

v˚
P L8

p0, T ; Hq X L2
p0, T ; Vq,

τ˚
P L8

p0, T ;L2
pΩqq X L2

p0, T ;H1
pΩqq,

α˚
P L8

p0, T ;H1
pΩqq X L2

p0, T ;H2
pΩqq

e
´

ż T

0
xvn , ωty dt ÝÑ ´

ż T

0
xv˚ , ωty dt (1.3)

ż T

0
pvn.∇vn , ωq dt ÝÑ

ż T

0
pv˚.∇v˚ , ωq dt, (1.4)

ż T

0
p∇vn ,∇ωq dt ÝÑ

ż T

0
p∇v˚ ,∇ωq dt, (1.5)

ż T

0
p∆αn∇αn , ωq dt ÝÑ

ż T

0
p∆α˚∇α˚ , ωq dt, (1.6)

F 1
pαnq ÝÑ F 1

pα˚
q em Lp

pQq, p ă 8, (1.7)

ż T

0
pF 1

pαnq∇αn , ωq dt ÝÑ

ż T

0
pF 1

pα˚
q∇α˚ , ωq dt, (1.8)

Gpαnq ÝÑ Gpα˚
q em Lp

pQq, p ă 8, (1.9)

´

ż T

0
xτn ` lGpαnq, θty dt ÝÑ ´

ż T

0
xτ˚

` lGpα˚
q, θty dt, (1.10)

´

ż T

0

´

pτn ` lGpαnqq vn,∇θ
¯

dt ÝÑ ´

ż T

0

´

pτ˚
` lGpα˚

qq v˚,∇θ
¯

dt, (1.11)

ż T

0
k p∇τn ,∇θq dt ÝÑ

ż T

0
k p∇τ˚ ,∇θq dt, (1.12)

quando n Ñ `8, para todo ω P W “ tω : ω P L2
p0, T ; Vq X L4

p0, T ;L6
pΩqq, ωt P

L2
p0, T ; V’q, ωpx, T q “ 0 q.t.p. x P Ω, ω tem suporte compacto em Ω ˆ r0, T qu e

Θ “ tθ : θ P L2
p0, T ;H1

pΩqq, θt P L2
p0, T ; pH1

pΩqq
1
q, θpx, T q “ 0 q.t.p. x P Ω,

θ tem suporte compcato em Ω ˆ r0, T qu.
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Demonstração. Págs. 6276, 6277 e 6278, Calsavara e Guillen-González [11].

Teorema 1.3.8. Consideremos as hipóteses (H) para o problema (2) e as hipóteses em
(3) para as condições iniciais. Seja pvn, τn, αnq solução do problema (2) para todo n P N,
então existem

v P L8
p0, T ; Hq X L2

p0, T ; Vq,

τ P L8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqq,

α P L8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqq

tais que

vn ÝÑ v em L2
pQq,

τn ÝÑ τ em L2
pQq,

αn ÝÑ α em L2
p0, T ;H1

pΩqq X Cp0, T ;L2
pΩq,

(1.13)

quando n ÝÑ `8.

Demonstração. Págs. 6272, 6273 e 6275, Calsavara e Guillen-González [11].

Teorema 1.3.9. Consideremos as hipóteses (H) para o problema (2) e as hipóteses em
(3) para as condições iniciais. Seja pvn, τn, αnq a sequência de soluções do problema (2)
para todo n P N com limite pv, τ, αq dado no Teorema 1.3.8, então

F 1
pαnq ÝÑ F 1

pαq e G1
pαnq ÝÑ G1

pαq em Lp
pQq, p ă 8, (1.14)

vn á v fracamente em L4
p0, T ;L3

pΩqq, (1.15)

∇αn ÝÑ ∇α fortemente em L2
pQq, (1.16)

vn ¨ ∇αn á v ¨ ∇α fracamente em L4
p0, T ;L6{5

pΩqq, (1.17)

αn,t á αt fracamente em L4{3
p0, T ;L2

pΩqq, (1.18)

quando n ÝÑ `8.

Demonstração. Pág. 6276, Calsavara e Guillen-González [11].

Desigualdade de Carleman para o sistema de Stokes:
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Seja Ω Ă RN , N “ 2, 3, um subconjunto aberto e limitado de classe C2.
Denotamos por ν “ pn1, ..., nN q

t o vetor normal interior unitário definido sobre BΩ.
Para uma função escalar w ou um campo vetorial y “ py1, ..., yN q

t definimos ∇w “

pBx1w, ..., BxN wq
t, ∇y “ pBxj

yiq1ďi,jďN e as derivadas normais dw

dν
“ p∇wq ¨ ν e dy

dν
“

p∇yq ¨ ν sobre BΩ. Recordamos que o divergente de y é definido por ∇ ¨ y “

N
ÿ

j“1
Bxj
yj e o

rotacional de y e de w são definidos por

∇ ˆ y “ Bx1y2 ´ Bx2y1 e ∇ ˆ w “

˜

Bx2w

´Bx1w

¸

se N “ 2,

e

∇ ˆ y “

¨

˚

˝

Bx2y3 ´ Bx3y2

Bx3y1 ´ Bx1y3

Bx1y2 ´ Bx2y1

˛

‹

‚

se N “ 3, respectivamente.

Agora, para

yT P pL2
pΩqq

N , ∇ ¨ yT “ 0 em Ω e yT ¨ ν “ 0 sobre BΩ, (1.19)

consideremos o sistema não homogêneo:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´Bty ´ ∆y ` ∇p “ f em Q,

∇ ¨ y “ 0 sobre Q,

y “ 0 em Σ,
ypT q “ yT em Ω,

(1.20)

onde f tem a seguinte forma:

f “ f0 ` f1 `

N
ÿ

j“1

`

p∇f1,jqz1,j `
t
p∇f2,jqz2,j

˘

, N P N, (1.21)

além disso para i “ 0, 1, 2 e j “ 1, 2, ..., N , tem-se

fi P pL2
pQqq

N , ∇ ˆ f1 P pL2
pQqq

2N´3,

fi,j P L2
p0, T ; pH1

pΩqq
N

q, zi,j P L8
p0, T ; pW 1,8

pΩqq
N

q.
(1.22)

Agora, vamos introduzir as seguintes notações:

R0ps, λ; yq “ s´1
ż

Q

e2spα
pξ´1

|Bty|
2dxdt ` s´1

ż

Q

e2sαξ´1
|∆y|

2dxdt

`

ż

Q

e2sα
|∇p∇ ˆ yq|

2dxdt ` sλ2
ż

Q

e2sαξ|∇y|
2dxdt

` s2λ2
ż

Q

e2sαξ2
|∇ ˆ y|

2dxdt ` s3λ4
ż

Q

e2sαξ3
|y|

2dxdt,
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e

R1ps, λ; fq “ s

ż

Q

e2sαξ|f0|
2dxdt

` s1{2
ż

Q

e2sαξ|f1|
2dxdt ` s´1λ´2

ż

Q

e2sαξ´1
|∇ ˆ f1|

2dxdt

`

n
ÿ

j“1

2
ÿ

i“1

ż

Q

e2sα
ps1{2ξ|∇fi,j|

2
` sξ|∇ ˆ fi,j|

2
qdsdt,

onde α, pα, ξ e pξ são dados em (2.2).

Procedendo como na demonstração do Teorema 2.4 de Badra [5], porém usando
o Teorema 2.2 de Imanuvilov, Puel e Yamamoto [23], 2010, no lugar do Teorema 2.1 de
Imanuvilov, Puel e Yamamoto [22], 2009, (ou Lema 2.1 de Badra [5]) obtemos o seguinte
resultado:

Teorema 1.3.10. Assuma (1.19), (1.21) e (1.22). Então, existe λ0 ą 0 tal que para todo
λ ě λ0 existem duas constantes C0 ą 1 e ps0 ą 0 tais que para todo s ě ps0 a solução py, pq

para (1.20) satisfaz:

R0ps, λ; yq ` s´1
ż

Q

e2spα
pξ´1

|∇p|
2dxdt ď C0R1ps, λ; fq

`C2
0s

4λ4
ż T

0

ż

O
e2sαξ3

|y|
2dxdt,

com C0 independente de λ para λ suficientemente grande.

Desigualdade de Carleman para a equação do calor:

Uma desigualdade de Carleman para a equação do calor pode ser vista em
Fursikov e Imanuvilov [16]. Consideremos agora o seguinte problema de valor de contorno

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´
Bg

Bt
´ ∆g ´ pv ¨ ∇gq ` cg “ f em Q,

Bg

Bν
“ 0 sobre Σ,

gpx, T q “ g0pxq. em Ω.

(1.23)

Assumiremos que
v P C0,1

pQq
N e c P L8

p0, T ;Lp
pΩqq, (1.24)

onde p ą 2 para N “ 1, 2 e p ą N para N ě 3.

Agora, consideremos a notação encontrada em Araruna, Calsavara e Fernández-
Cara [3]:

Imps, λ; gq :“ sm´4λm´3
ż

Q

e2sαξm´4
p|gt|

2
` |∆g|

2
qdxdt

` sm´2λm´1
ż

Q

e2sαξm´2
|∇g|

2dxdt ` smλm`1
ż

Q

e2sαξm
|g|

2dxdt.
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Teorema 1.3.11. Consideremos g0 P L2
pΩq e f P L2

pQq, e α, ξ funções dadas em (2.2).
Então existem s ą 0 e λ ą 0 tais que para cada solução g de (1.23) a seguinte estimativa
se verifica:

Imps, λ; gq ď C

ˆ

sm´3λm´3
ż

Q

e2sαξm´3
|f |

2dxdt ` smλm`1
ż

Oˆp0,T q

e2sαξm
|g|

2dxdt

˙

,

onde C depende de ||v||C0,1pQqN e ||c||L8p0,T ;LppΩqq.

Demonstração. Lema 1.3, pág. 892, Imanuvilov [20].
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Capítulo 2

Desigualdade de Carleman e
Desigualdade de Observabilidade

Neste capítulo nos dedicamos a provar duas das desigualdades mais importantes
deste trabalho: A Desigualdade de Carleman e a Desigualdade de Observabilidade para
as soluções do sistema adjunto (12). A Desigualdade de observabilidade é usada para
provar a controlabilidade nula do sistema linear (11), e para provar a Desigualdade de
Observabilidade é utilizada uma Desigualdade de Carleman adequada.

2.1 Desigualdade de Carleman para o Sistema Adjunto
Nesta seção provaremos a Desigualdade de Carleman para as soluções do sistema

adjunto (12). Primeiramente, definiremos algumas funções-peso que serão utilizadas na
sequência.
Seja ω Ă O um subconjunto aberto não vazio tal que ω Ă O e seja η P C2

pΩq tal que

ηpxq “ 0 @x P BΩ,

ηpxq ą 0 @x P Ω,

|∇ηpxq| ą 0 @x P Ωzω.

(2.1)

A existência de tal função η é provada no Lema 1.1. pág. 04, Fursikov e Imanuvilov [16].

Agora, introduziremos ℓ P C8
p0, T q tal que

$

’

&

’

%

ℓptq “ t @t P p0, T {4q,

ℓptq P rT {4, T {2s @t P pT {4, T {2q,

ℓptq “ T ´ t @t P pT {2, T q.
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Finalmente, para λ ą 1 definimos:

αpx, tq “
eληpxq ´ e2λ}η}8

ℓptq4 , ξpx, tq “
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4 ,

pαptq “ min
xPΩ

αpx, tq “
1 ´ e2λ}η}8

ℓptq4 , pξptq “ min
xPΩ

ξpx, tq “
eλ}η}8

ℓptq4 ,

α˚
ptq “ max

xPΩ
αpx, tq “

eλ}η}8 ´ e2λ}η}8

ℓptq4 , ξ˚
ptq “ max

xPΩ
ξpx, tq “

e2λ}η}8

ℓptq4 .

(2.2)

De agora em diante, de uma maneira geral, C representa constantes reais positivas distintas.

Lema 2.1.1. Consideremos O1 e O2 conjuntos abertos não-vazios tais que O1 Ď O2 Ď O
e a função X P DpO2q tal que X ” 1 em O1 e 0 ď X ď 1 em O2. Então,

|αt| ď Cpξ˚
q

1{2 ξ, |ξt| ď Cpξ˚
q

1{2 ξ, |∇pX e2sαξq| ď Csλe2sαξ2 e |∆pX e2sαξq| ď Cs2λ2e2sαξ3.

Demonstração.

Primeiramente, provaremos que |αt| ď Cpξ˚
q

1{2 ξ. Note que

|αt| “ |peληpxq
´ e2λ}η}8qp´4 ℓptq´5

q ℓ1
ptq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´4
ℓptq

peληpxq
´ e2λ}η}8qp ℓptq´4

q ℓ1
ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.3)

e pela definição da função ℓptq, temos ℓptq ď C e |ℓ1
ptq| ď C para todo t P p0, T q. Segue

de (2.3) que

|αt| ď C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
ℓptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eληpxq ´ e2λ}η}8

ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eλ}η}8

ℓptq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eληpxq ´ e2λ}η}8

ℓptq3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
eλ}η}8

ℓptq2
e2λ}η}8

ℓptq3
ℓptq

ℓptq
ď C

eλ}η}8

ℓptq2
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4

“ C pξ˚
q

1{2 ξ.

Para mostrarmos que |ξt| ď Cpξ˚
q

1{2 ξ procedemos de maneira análoga. Isto é,

|ξt| “ |peλpηpxq`}η}8q
qp´4 ℓptq´5 ℓ1

ptq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C

ℓptq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
eλ}η}8

ℓptq2
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq3
ℓptq

ℓptq
ď C

eλ}η}8

ℓptq2
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4

“ C pξ˚
q

1{2 ξ.

Provaremos agora que |∇pX e2sαξq| ď Csλe2sαξ2. De fato, para px1, ..., xnq P
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Ω Ă RN , N “ 2 ou 3, temos

|∇pX e2sαξq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BX
Bx1

pe2sαξq ` X Bpe2sαq

Bx1
ξ ` X e2sα Bξ

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ¨ ¨ ¨ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BX
BxN

pe2sαξq ` X Bpe2sαq

BxN

ξ ` X e2sα Bξ

BxN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BX
Bx1

pe2sαξq ` X 2s e2sα Bα

Bx1
ξ ` X e2sα Bξ

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ¨ ¨ ¨ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BX
BxN

pe2sαξq ` X 2s e2sα Bα

BxN

ξ ` X e2sα Bξ

BxN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (2.4)

Como X P DpO2q, então X e BX
Bxn

são limitadas para todo n P t1, ..., Nu. Além disso,

como η P C2
pΩq então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bηpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C para todo x P Ω e todo n P t1, ..., Nu. Logo,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bαpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

ˆ

eληpxq ´ e2λ}η}8

ℓptq4

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
Bηpxq

Bxn

eληpxq 1
ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eληpxq

ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cλ
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4 “ Cλξ (2.5)

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bξpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

ˆ

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
Bηpxq

Bxn

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cλξ. (2.6)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4) obtemos

|∇pX e2sαξq| ď Csλe2sαξ2,

para λ ą 1 e como ξpx, tq ě 1 para todo px, tq P Ω ˆ p0, T q.
Por fim, vamos mostrar que |∆pX e2sαξq| ď Cs2λ2e2sαξ3. Para n P t1, ..., Nu, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2pX e2sαξq

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2X
Bx2

n

pe2sαξq ` 2 BX
Bxn

Bpe2sαξq

Bxn

` X B2pe2sαξq

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2X
Bx2

n

pe2sαξq ` X B2pe2sαq

Bx2
n

ξ ` 2 BX
Bxn

Bpe2sαξq

Bxn

` 2X Bpe2sαq

Bxn

Bξ

Bxn

` X e2sα B2ξ

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2X
Bx2

n

pe2sαξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X Bpe2sαq

Bxn

Bα

Bxn

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2α

Bx2
n

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 BX
Bxn

Bpe2sαξq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2X Bpe2sαq

Bxn

Bξ

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2ξ

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2X
Bx2

n

pe2sαξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα Bα

Bxn

Bα

Bxn

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2α

Bx2
n

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 BX
Bxn

ˆ

Bpe2sαq

Bxn

ξ ` e2sα Bξ

Bxn

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2X e2sα Bα

Bxn

Bξ

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2ξ

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2X
Bx2

n

pe2sαξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα

ˆ

Bα

Bxn

˙2

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2α

Bx2
n

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

4 BX
Bxn

s e2sα Bα

Bxn

ξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 BX
Bxn

e2sα Bξ

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2X e2sα Bα

Bxn

Bξ

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X e2sα B2ξ

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (2.7)
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Como X P DpO2q, então X , BX
Bxn

e B2X
Bx2

n

são limitadas para todo n P t1, ..., Nu. Além disso,

como η P C2
pΩq então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bηpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2ηpxq

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C para todo xn P Ω e todo n P t1, ..., Nu.
Daí,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2αpxq

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

„

B

Bxn

ˆ

eληpxq ´ e2λ}η}8

ℓptq4

˙ȷ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

ˆ

λ
Bηpxq

Bxn

eληpxq 1
ℓptq4

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
B2ηpxq

Bx2
n

eληpxq 1
ℓptq4 ` λ

Bηpxq

Bxn

Bpeληpxqq

Bxn

1
ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
B2ηpxq

Bx2
n

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4 ` λ2 Bηpxq

Bxn

eληpxq Bηpxq

Bxn

1
ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
B2ηpxq

Bx2
n

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4 ` λ2
ˆ

Bηpxq

Bxn

˙2

eληpxq 1
ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` λ2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eληpxq

ℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

“ C

ˆ

λ
eλpηpxq`}η}8q

ℓptq4 ` λ2 e
λpηpxq`}η}8q

ℓptq4

˙

ď Cλ2 e
λpηpxq`}η}8q

ℓptq4 “ Cλ2ξ (2.8)

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2ξpxq

Bx2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

„

B

Bxn

ˆ

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq2

˙ȷˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

ˆ

λ
Bηpxq

Bxn

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cλ

ˆ

B2η

Bx2
n

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq2 `
Bη

Bxn

eλpηpxq`}η}8q

ℓptq2

˙

ď Cλξ. (2.9)

Substituindo (2.5), (2.6), (2.8) e (2.9) em (2.7) obtemos

|∆pX e2sαξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2pX e2sαξq

Bx2
1

` ¨ ¨ ¨ `
B2pX e2sαξq

Bx2
N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cs2λ2e2sαξ3.

Agora demonstraremos a desigualdade de Carleman para as soluções do sistema
adjunto, isto é, a Proposição 0.0.6.
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Demonstração da Proposição 0.0.6:

Aplicando o Teorema 1.3.10 à primeira equação do sistema adjunto (12), temos:

R0ps, λ; zq ` s´1
ż

Q

e2sα
pξ´1

|∇q|2dxdt

“ s´1
ż

Q

e2spα
pξ´1

|Btz|
2dxdt ` s´1

ż

Q

e2sαξ´1
|∆z|

2dxdt

`

ż

Q

e2sα
|∇p∇ ˆ zq|

2dxdt ` sλ2
ż

Q

e2sαξ|∇z|
2dxdt

` s2λ2
ż

Q

e2sαξ2
|∇ ˆ z|

2dxdt ` s3λ4
ż

Q

e2sαξ3
|z|

2dxdt, q

` s´1
ż

Q

e2sα
pξ´1

|∇q|2dxdt

ď C
´

}v}
2
8s

ż

Q

e2sαξ|Dz|
2dxdt ` }∇z}

2
8s

ż

Q

e2sαξ|φ|
2dxdt

` s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt ` }∇τ}

2
8s

ż

Q

e2sαξ|φ|
2dxdt

` }∇α}
2
8s

ż

Q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` s4λ4

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt
¯

ď C
´

s

ż

Q

e2sαξ|Dz|
2dxdt ` s

ż

Q

e2sαξ|φ|
2dxdt ` s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt

`s

ż

Q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` s4λ4

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt
¯

.

Para s e λ grandes suficientemente, o termo

s

ż

Q

e2sαξ|Dz|
2dxdt

é estimado por sλ
ż

Q

e2sαξ|∇z|
2dxdt, que, por sua vez, é absorvido por

sλ2
ż

Q

e2sαξ|∇z|
2dxdt. O que implica

R0ps, λ; zq ď s´1
ż

Q

e2spα
pξ´1

|Btz|
2dxdt ` s´1

ż

Q

e2sαξ´1
|∆z|

2dxdt

`

ż

Q

e2sα
|∇p∇ ˆ zq|

2dxdt ` sλ2
ż

Q

e2sαξ|∇z|
2dxdt

` s2λ2
ż

Q

e2sαξ2
|∇ ˆ z|

2dxdt ` s3λ4
ż

Q

e2sαξ3
|z|

2dxdt

` s´1
ż

Q

e2sα
pξ´1

|∇q|2dxdt

ď C
´

s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt ` s

ż

Q

e2sαξ|φ|
2dxdt

` s

ż

Q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` s4λ4

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt
¯

. (2.10)
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Agora, aplicaremos a Desigualdade de Carleman para a equação do calor dada pelo
Teorema 1.3.11 para cada componente φ e ψ do sistema adjunto (12), com m “ 2 e m “ 1,
respectivamente. Dessa maneira, obtemos o seguinte para s e λ suficientemente grandes:

I2ps, λ, φq “ s´2λ´1
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt ` s´2λ´1
ż

Q

e2sαξ´2
|∆φ|

2dxdt

` λ

ż

Q

e2sα
|∇φ|

2dxdt ` s2λ3
ż

Q

e2sαξ2
|φ|

2dxdt

ď }C1
ÝÑg N }

2
8s

´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|z|

2dxdt ` }B2}
2
8s

´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|ψ|

2dxdt

` s´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|rϑ1|

2dxdt ` s2λ3
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ2
|φ|

2dxdt,

ď rC1

´

s´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|z|

2dxdt ` s´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|ψ|

2dxdt

` s´1λ´1
ż

Q

e2sαξ´1
|rϑ1|

2dxdt ` s2λ3
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ2
|φ|

2dxdt
¯

(2.11)

e

I1ps, λ;ψq “ s´3λ´2
ż

Q

e2sαξ´3
|ψt|

2dxdt ` s´3λ´2
ż

Q

e2sαξ´3
|∆ψ|

2dxdt

` s´1
ż

Q

e2sαξ´1
|∇ψ|

2dxdt ` sλ2
ż

Q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď rC1

´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

¯

, (2.12)

onde O1 Ď O.

Assim, somando as desigualdades (2.10), (2.11) e (2.12), temos

Kpz, φ, ψq ď C
´

s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt ` s´1λ´1

ż

Q

e2sαξ´1
|rϑ1|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt ` s4λ4
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt

` s2λ3
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ2
|φ|

2dxdt ` sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

¯

, (2.13)

onde K é dado por (13).

Agora, vamos eliminar a integral local de |ψ|
2 da desigualdade (2.13). Para isso,

seja O2 Ď O aberto e não-vazio tal que

O1 Ď O2 Ď O



Capítulo 2. Desigualdade de Carleman e Desigualdade de Observabilidade 41

e a função X P DpO2q tal que X ” 1 em O1 e 0 ď X ď 1 em O2. Das hipóteses do
sistema p2q, B2 ‰ 0 em r0, T s, e então

sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξ|ψ|
2dxdt

“ sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξ
” 1
B2

`

´ φt ´ k∆φ ´ v.∇φ ´ rϑ1 ` C1pgN .zq
˘

ı

ψdxdt

“ ´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξφtψdxdt ´
1
B2

ksλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξ∆φψdxdt

´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξpv.∇φqψdxdt ´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξrϑ1ψdxdt

´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξC1pgN .zqψdxdt

“ J1 ` J2 ` J3 ` J4 ` J5. (2.14)

O próximo passo é trabalhar com cada termo da soma do lado direito da última igualdade
de (2.14). Primeiramente, vamos integrar por partes o primeiro termo do lado direito de
(2.14), isto é,

J1 “ ´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξφtψdxdt

“ ´
1
B2

sλ2
ż

O2

ż T

0
pX e2sαξψqφtdxdt

“
1
B2

sλ2
ż

O2

ż T

0
X pe2sαξψqtφdxdt

“
1
B2

sλ2
ż

O2

ż T

0
X p2se2sααtξ ` e2sαξtqψφdxdt

`
1
B2

sλ2
ż

O2

ż T

0
X e2sαξψtφdxdt,

e como do Lema 2.1.1 temos |αt| ď Cpξ˚
q

1{2ξ e |ξt| ď Cpξ˚
q

1{2ξ, usando a Desigualdade
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de Young dada pelo Corolário 1.3.4 vem que

1
B2

sλ2
ż

O2

ż T

0
X

`

p2se2sααtξ ` e2sαξtqψ ` pe2sαξqψt

˘

φdxdt

ď
C

B2
sλ2

´

ż

O2

ż T

0
2se2sα

pξ˚
q

1{2ξ2
|ψ||φ|dxdt `

ż

O2

ż T

0
e2sα

pξ˚
q

1{2ξ|ψ||φ|dxdt

`

ż

O2

ż T

0
e2sαξ|ψt||φ|dxdt

¯

ď C
´

2
ż

O2

ż T

0

`

esαs1{2λξ1{2
|ψ|

˘ `

esαs3{2λpξ˚
q

2
|φ|

˘

dxdt

`

ż

O2

ż T

0

`

esαs1{2λ ξ1{2
|ψ|

˘ `

esαs1{2λ ξ˚
|φ|

˘

dxdt `

ż

O2

ż T

0
sλ2e2sαξ|ψt||φ|dxdt

¯

“ C
´

2
ż

O2

ż T

0
esα

?
2ε
C

s1{2λ ξ1{2
|ψ|

C
?

2ε
esαs3{2λ pξ˚

q
2
|φ|dxdt

`

ż

O2

ż T

0
esα

?
2ε
C

s1{2λ ξ1{2
|ψ|

C
?

2ε
esαs1{2λ ξ˚

|φ|dxdt

`

ż

O2

ż T

0
e2sα

?
2ε
C

s´3{2λ´1ξ´3{2
|ψt|

C
?

2ε
s5{2λ3ξ5{2

|φ|dxdt
¯

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqs3λ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
4
|φ|

2dxdt

` εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
2
|φ|

2dxdt

` εs´3λ´2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|ψt|

2dxdt ` Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ5
|φ|

2dxdt.

De onde

´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξφtψdxdt

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqs3λ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
4
|φ|

2dxdt

` εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
2
|φ|

2dxdt

` εs´3λ´2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|ψt|

2dxdt ` Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ5
|φ|

2dxdt

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` εs´3λ´2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|ψt|

2dxdt

`Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt. (2.15)

Seguindo de modo análogo a (2.15), integraremos por partes a segunda parcela do lado
direito da equação (2.14) e aplicaremos a Desigualdade de Young dada pelo Corolário
1.3.4, e como do Lema 2.1.1 temos |∇pX e2sαξq| ď Csλe2sαξ2 e |∆pX e2sαξq| ď Cs2λ2e2sαξ3,
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então

J2 “ ´
1
B2

ksλ2
ż

O2ˆp0,T q

pX e2sαξψq∆φdxdt

“ ´
1
B2

ksλ2
ż

O2ˆp0,T q

∆pX e2sαξψqφdxdt

“ ´
1
B2

ksλ2
ż

O2ˆp0,T q

´

∆pX e2sαξqψφdxdt ` 2∇pX e2sαξqp∇ψqφ
¯

dxdt

´
1
B2

ksλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξp∆ψqφdxdt

ď C
k

B2

ż

O2ˆp0,T q

´

e2sαs3λ4ξ3
|ψ||φ| ` e2sαs2λ3ξ2

|∇ψ||φ| ` e2sαsλ2ξ|∆ψ||φ|

¯

dxdt

ď C

˜

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`
?

2εs1{2λξ1{2
|ψ|

˘

ˆ

1
?

2ε
s5{2λ3ξ5{2

|φ|

˙

dxdt

`

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`
?

2εs´1{2ξ´1{2
|∇ψ|

˘

ˆ

1
?

2ε
s5{2λ3ξ5{2

|φ|

˙

dxdt

`

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`
?

2εs´3{2λ´1ξ´3{2
|∆ψ|

˘

ˆ

1
?

2ε
s5{2λ3ξ5{2

|φ|

˙

dxdt

¸

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` εs´1

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´1
|∇ψ|

2dxdt

` εs´3λ´2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|∆ψ|

2dxdt ` Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ5
|φ|

2dxdt. (2.16)

Integrando por partes a terceira parcela do lado direito da equação (2.14) e
depois utilizando a Desigualdade de Young dada pelo Corolário 1.3.4, obtemos

J3 “ ´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξpv.∇φqψdxdt

“
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

∇pX e2sαξvψqφdxdt

ď C
´

}v}8 ` }∇v}8

¯

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

`

∇pX e2sαξqψφ ` X e2sαξp∇ψqφ
˘

dxdt

ď C
´

ż

O2ˆp0,T q

e2sαs2λ3ξ2
|ψ||φ|dxdt `

ż

O2ˆp0,T q

e2sαsλ2ξ|∇ψ||φ|dxdt
¯

“ C
´

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`

s1{2λξ1{2
|ψ|

˘`

s1{2λξ1{2
|φ|

˘

dxdt

`

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`

s´1{2ξ´1{2
|∇ψ|

˘`

s3{2λξ3{2
|φ|

˘

dxdt
¯

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|φ|
2dxdt

` εs´1
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´1
|∇ψ|

2dxdt ` Cpεqs3λ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ3
|φ|

2dxdt. (2.17)

Trabalhando agora com a quarta parcela do lado direito da equação (2.14),
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usando a Desigualdade de Young dada pelo Corolário 1.3.4, vem que

J4 “ ´
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξrϑ1ψdxdt

ď
1
B2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαsλ2ξ|rϑ1||ψ|dxdt

ď C

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`

s1{2λξ1{2
|ψ|

˘`

s1{2λξ1{2
|rϑ1|

˘

dxdt

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt. (2.18)

Por fim, aplicando mais uma vez a Desigualdade de Young dada pelo Corolário 1.3.4 na
quinta parcela do lado direito da equação (2.14), temos

J5 “
1
B2

sλ2
ż

O2ˆp0,T q

X e2sαξC1pgN .zqψdxdt

ď
1
B2

ż

O2ˆp0,T q

sλ2e2sαξC1|gN ||ψ||z|dxdt

ď C

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
`

s1{2λξ1{2
|ψ|

˘`

s1{2λξ1{2
|z|

˘

dxdt

ď εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt. (2.19)

Logo, substituindo (2.15)-(2.19) em (2.14), obtemos

sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď εs´3λ´2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|ψt|dxdt ` εs´3λ´2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´3
|∆ψ|

2dxdt

` εs´1
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ´1
|∇ψ|

2dxdt ` εsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

`Cpεqsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt

`Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt.

Então

sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ď εI1ps, λ;ψq

`Cpεqsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` Cpεqsλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt

`Cpεqs5λ6
ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt. (2.20)
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Agora, por (2.12)

I1ps, λ;ψq

ď C
´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇.z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

¯

.

Logo, de (2.20) concluímos que

I1ps, λ;ψq

ď C
´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇.z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` εI1ps, λ;ψq ` Cpεqsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt

`Cpεqsλ2
ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt ` Cpεqs5λ6

ż

O2ˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt
¯

,

e então

I1ps, λ;ψq ´ εI1ps, λ;ψq

ď Cpεq
´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇.z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` sλ2
ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` sλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt

` s5λ6
ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt
¯

.
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Tomando ε ą 0 pequeno o suficiente, vem que

I1ps, λ;ψq

ď C
´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇.z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` sλ2
ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` sλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt

` s5λ6
ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt
¯

.

Como, por definição,

sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt ď I1ps, λ;ψq,

então

sλ2
ż

O1ˆp0,T q

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď C
´

s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∆z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|∇.z|dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|z|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φt|

2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|φ|

2dxdt ` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

` sλ2
ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt ` sλ2

ż

O2ˆp0,T q

e2sαξ|z|
2dxdt

` s5λ6
ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt
¯

. (2.21)

Portanto, substituindo a desigualdade (2.21) na desigualdade (2.13) e sabendo
que O2 Ď O, temos

Kpz, φ, ψq ď C
´

s

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt ` sλ2

ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt

` s´2λ´2
ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt ` s5λ6
ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt

` s4λ4
ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt
¯

,

para s e λ suficientemente grandes.
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2.2 Desigualdade de Observabilidade para o Sistema Adjunto
A desigualdade de observabilidade para as soluções do sistema adjunto (12)

dada pela Proposição 0.0.7 será últil para estudar o problema de controlabilidade nula
para o sistema linearizado (11) dado pela Proposição 3.1.2. Primeiramente, definiremos as
funções-peso que não se anulam em t “ 0 envolvidas na desigualdade de observabilidade.
Mais precisamente, consideremos a função:

rℓptq “

$

’

&

’

%

T

2 Se 0 ď t ď
T

2
T ´ t Se T2 ď t ď T

(2.22)

e as seguintes funções-peso:

βpx, tq “
eληpxq ´ e2λ||η||8

rℓptq4
, γpx, tq “

eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4
,

pβptq :“ min
xPΩ

βpx, tq “
1 ´ e2λ}η}8

rℓptq4
, γ˚

ptq :“ min
xPΩ

γpx, tq “
eλ}η}8

rℓptq4
,

β˚
ptq :“ max

xPΩ
βpx, tq “

eλ}η}8 ´ e2λ}η}8

rℓptq4
, pγptq :“ max

xPΩ
γpx, tq “

e2λ}η}8

rℓptq4
.

(2.23)

Agora demonstraremos a desigualdade de observabilidade, isto é, a Proposição 0.0.7.

Demonstração da Proposição 0.0.7: Primeiramente introduziremos uma função
σ P C1

pr0, T sq, tal que

σ ” 1 em r0, T {2s, σ ” 0 em r3T {4, T s, |σ1
| ď C{T.

Observemos que, como pz, φ, ψq é solução do problema (12), então pσz, σφ, σψq é solução
do problema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´pσzqt ´ k1∆pσzq ` Dpσzqv ` ∇zpσφq ` ∇pσqq “ σrϑ ´ ∇τpσφq

´ ∇αpσψq ´ σ1z em Q,

∇.pσzq “ 0 em Q,

´pσφqt ´ k∆pσφq ´ v.∇pσφq “ σrϑ1 ´ C1pgN .pσzqq ` B2pσψq ´ σ1φ em Q,

´pσψqt ´ γε∆pσψq ´ v.∇pσψq ´ B1pσψq “ σrϑ2 ` γεp∇α.∆pσzqq

` C2 divpσzq ´ C3p∇α.pσzqq ` A2pσφqt ´ C2pgN .pσzqq

´ A1pσφq ´ A2pσ1φq ´ σ1ψ em Q,

σz “ 0,
Bpσφq

Bη
“

Bpσψq

Bη
“ 0 sobre Σ,

pσzqp¨, T q “ 0, pσφqp¨, T q “ 0, pσψqp¨, T q “ 0 em Ω.

(2.24)

Multiplicando a primeira equação de (2.24) por σz vem que

´pσzqtpσzq ´ k1∆pσzqpσzq ´ Dpσzqvpσzq ` ∇zpσφqpσzq ` ∇pσqqpσzq

“ pσrϑqpσzq ´ ∇τpσφqpσzq ´ ∇αpσψqpσzq ´ pσ1zqpσzq. (2.25)
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Sabemos que z :“ zpx, tq onde px, tq P Ω ˆ r0, T s, e fazendo uma mudança de variável
de t P r0, T s para T ´ t, ainda teremos pT ´ tq P r0, T s. Substituindo z :“ zpx, tq por
z :“ zpx, T ´ tq em (2.25), temos

´ ppσzqpx, T ´ tqqt pσzqpx, T ´ tq ´ k1∆ppσzqpx, T ´ tqqpσzqpx, T ´ tq

´Dppσzqpx, T ´ tqqvpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq

` ∇pzpx, T ´ tqqpσφqpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq ` ∇ppσqqpx, T ´ tqqpσzqpx, T ´ tq

“ pσrϑqpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq ´ ∇pτpx, T ´ tqqpσφqpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq

´ ∇pαpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq ´ pσ1zqpx, T ´ tqpσzqpx, T ´ tq.(2.26)

Integrando (2.26) em Ω e usando o fato de ∇.pσzq “ 0 em Q, obtemos:

1
2

ż

Ω

d

dt

`

pσzqpx, T ´ tq
˘2
dx ` k1

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx

ď }v}8

ż

Ω

|Dpσzqpx, T ´ tq||pσzqpx, T ´ tq|dx

`

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq||pσzqpx, T ´ tq|dx

` p}∇τ}8 ` }∇z}8q

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq||pσzqpx, T ´ tq|dx

` }∇α}8

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq||pσzqpx, T ´ tq|dx

`

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq||pσzqpx, T ´ tq|dx.

Usando a desigualdade de Young, temos
1
2
d

dt

ż

Ω

pσzpx, T ´ tqq
2

` k1

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx

ď
k1

2

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2k1

}v}
2
8

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2 p}∇τ}8 ` }∇z}8q

2
ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2 ||∇α||

2
8

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx.

Rearranjando termos e multiplicando a última desigualdade por 2, segue que
d

dt

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx ` k1

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx. (2.27)
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Multiplicando a segunda equação de (2.24) por σφ e fazendo mudança de
variável de t P r0, T s para T ´ t P r0, T s, vem que

´ ppσφqpx, T ´ tqqtpσφqpx, T ´ tq ´ k∆ppσφqpx, T ´ tqqpσφqpx, T ´ tq

´ pvpx, T ´ tq.∇ppσφqpx, T ´ tqqqpσφqpx, T ´ tq

“ pσrϑ1qpx, T ´ tqpσφqpx, T ´ tq ´ C1pgN .ppσzqpx, T ´ tqqqpσφqpx, T ´ tq

`B2px, T ´ tqpσψqpx, T ´ tqpσφqpx, T ´ tq ´ pσ1φqpx, T ´ tqpσφqpx, T ´ tq.

Integrando em Ω e usando as desigualdades de Hölder e de Young, obtemos:

1
2
d

dt

ż

Ω

ppσφqpx, T ´ tqq
2dx ` k

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx

ď }v}8

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq||pσφqpx, T ´ tq|dx

`

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq||pσφqpx, T ´ tq|dx

` |C1||gN |

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq||pσφqpx, T ´ tq|dx

`}B2}8

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq||pσφqpx, T ´ tq|dx

`

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq||pσφqpx, T ´ tq|dx

ď
k

2

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx ` C

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2.

Rearranjando termos e multiplicando a última desigualdade por 2, segue que

d

dt

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx ` k

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2

`

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx. (2.28)

Multiplicando a terceira equação de (2.24) por σψ e fazendo mudança de
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variável de t P r0, T s para T ´ t P r0, T s, temos

´ ppσψqpx, T ´ tqqtpσψqpx, T ´ tq ´ γε∆ppσψqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tq

´ vpx, T ´ tq.∇ppσψqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tq

´B1px, T ´ tqppσψqpx, T ´ tqq
2

“ pσrϑ2qpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tq ` γεp∇pαpx, T ´ tqq.∆ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tq

`C2px, T ´ tq divppσzqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tq

´C3px, T ´ tqp∇pαpx, T ´ tqq.pσzqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tq

`A2px, T ´ tqppσφqpx, T ´ tqqtpσψqpx, T ´ tq ´ C2pgN .ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tq

´A1px, T ´ tqpσφqpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tq ´ A2px, T ´ tqppσ1φqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tq

´ pσ1ψqpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tq.

Integrando em Ω e usando as desigualdades de Hölder e Young, obtemos:
1
2
d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď
γε

4

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` C

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx

` γε

ż

Ω

p∇pαpx, T ´ tqq.∆ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tqdx `
k1

4

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

A2px, T ´ tqppσφqpx, T ´ tqqtpσψqpx, T ´ tqdx

`
1
2

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx

`
1
2

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx. (2.29)

Em (2.29) chamemos

D1 “ γε

ż

Ω

p∇pαpx, T ´ tqq.∆ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tqdx

e
D2 “

ż

Ω

A2px, T ´ tqppσφqpx, T ´ tqqtpσψqpx, T ´ tqdx.

Agora,

D1 “ γε

ż

Ω

p∇pαpx, T ´ tqq.∆ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tqdx

“ ´ γε

ż

Ω

∆pαpx, T ´ tqq ∇ppσzqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tqdx

´ γε

ż

Ω

∇pαpx, T ´ tqq ∇ppσzqpx, T ´ tqq∇ppσψqpx, T ´ tqqdx.

Então,

D1 ď
γε}∆α}8

2

ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx `

γε}∆α}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

` 2}∇α}
2
8γε

ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx `

γε

8

ż

Ω

|∇ppσψqpx, T ´ tqq|
2dx. (2.30)
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Para o desenvolvimento de D2, usamos o fato de

pσφqt “ ´k∆pσφq ´ v.∇pσφq ´ σrϑ1 ` C1pgN .pσzqq ´ B2pσφq ` σ1φ.

Logo,

D2 “

ż

Ω

A2px, T ´ tq ppσφqpx, T ´ tqqtpσψqpx, T ´ tqdx

“

ż

Ω

A2px, T ´ tq
”

´ k∆ppσφqpx, T ´ tqq ´ vpx, T ´ tq.∇ppσφqpx, T ´ tqq

´ pσrϑ1qpx, T ´ tq ` C1pgN .ppσzqpx, T ´ tqqq ´ B2px, T ´ tqpσφqpx, T ´ tq

` pσ1φqpx, T ´ tq
ı

pσψqpx, T ´ tqdx

“

ż

Ω

k∇pA2px, T ´ tqq ∇ppσφqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tqdx

`

ż

Ω

k A2px, T ´ tq ∇ppσφqpx, T ´ tqq∇ppσψqpx, T ´ tqqdx

´

ż

Ω

A2px, T ´ tqvpx, T ´ tq.∇ppσφqpx, T ´ tqqpσψqpx, T ´ tqdx

´

ż

Ω

A2px, T ´ tqpσrϑ1qpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tqdx

`

ż

Ω

A2px, T ´ tqC1pgN .ppσzqpx, T ´ tqqqpσψqpx, T ´ tqdx

´

ż

Ω

A2px, T ´ tqB2px, T ´ tqpσφqpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tqdx

`

ż

Ω

A2px, T ´ tqpσ1φqpx, T ´ tqpσψqpx, T ´ tqdx

ď
k}∇A2}8

2

ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx `

k}∇A2}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
2}A2}2

8 k
2

γε

ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx `

γε

8

ż

Ω

|∇ppσψqpx, T ´ tqq|
2dx

`
}A2}8}v}8

2

ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx `

}A2}8}v}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8

2

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8|C1||gN |

2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8}B2}8

2

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8}B2}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8

2

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8

2

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx.
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Segue que

D2 ď

ˆ

k}∇A2}8

2 `
2}A2}2

8 k
2

γε
`

}A2}8}v}8

2

˙
ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx

`
γε

8

ż

Ω

|∇ppσψqpx, T ´ tqq|
2dx ` C

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8

2

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8|C1||gN |

2

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8}B2}8

2

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

}A2}8

2

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx. (2.31)

Substituindo (2.30) e (2.31) em (2.29), obtemos

1
2
d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

γε

2

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx

`
}A2}8

2

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx

`

ˆ

γε}∆α}2
8

2 ` 2γε}∇α}
2
8 `

k1

4

˙
ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx

`

ˆ

k}∇A2}8

2 `
2}A2}2

8 k
2

γε
`

}A2}8}v}8

2

˙
ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx

`C

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ˆ

1
2 `

}A2}8}B2}8

2

˙
ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

`

ˆ

1
2 `

}A2}8

2

˙
ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

1
2

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx.

Rearranjando termos e multiplicando a última desigualdade por 2, obtemos

d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx ` }A2}8

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx

`

ˆ

γε}∆α}
2
8 ` 4γε}∇α}

2
8 `

k1

2

˙
ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx

`

ˆ

k}∇A2}8 `
4}A2}2

8 k
2

γε
` }A2}8}v}8

˙
ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx

`C

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

`

1 ` }A2}8}B2}8

˘

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

`
`

1 ` }A2}8

˘

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx.
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Ou seja,
d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx ` C

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx

`C

ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx ` C

ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx

`C

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx ` C

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

`C

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx. (2.32)

Consideremos A uma constante positiva a ser definida posteriormente e façamos a soma
A ˆ p2.27q ` A ˆ p2.28q ` p2.32q, então

A
d

dt

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx ` A

d

dt

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

` Ak1

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx ` Ak

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx

` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď

”

ApC ` 1q ` C
ı

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

”

ApC ` 1q ` C
ı

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

` p2A ` Cq

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` C

ż

Ω

|∇ppσzqpx, T ´ tqq|
2dx

` C

ż

Ω

|∇ppσφqpx, T ´ tqq|
2dx ` A

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx

` pA ` Cq

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx ` A

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx

` pA ` Cq

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx.

Segue que

A
d

dt

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx ` A

d

dt

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`

´

Ak1 ´ C
¯

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

´

Ak ´ C
¯

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx

` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď

”

ApC ` 1q ` C
ı

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

”

ApC ` 1q ` C
ı

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx

` p2A ` Cq

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx ` A

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx

` pA ` Cq

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx ` A

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx

` pA ` Cq

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx. (2.33)
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Tomando a constante A suficientemente grande em (2.33), vem que

d

dt

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dx ` γε

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

˜

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx

¸

. (2.34)

Então,

d

dt

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

d

dt

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď C

˜

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx

`

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx

¸

.

Aplicando o Lema de Gronwall, temos
ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

ď eCt

˜

ż

Ω

|pσzqp0q|
2dx `

ż

Ω

|pσφqp0q|
2dx `

ż

Ω

|pσψqp0q|
2dx

`

ż t

0

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dxds `

ż t

0

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dxds

`

ż t

0

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dxds `

ż t

0

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dxds

`

ż t

0

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dxds `

ż t

0

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dxds

¸

,

para todo t P r0, T s. De onde,

}pσzq}
2
L8p0,T ;H q ` }pσφq}

2
L8p0,T ;L2pΩqq ` }pσψq}

2
L8p0,T ;L2pΩqq

ď eCT
´

}pσrϑq}
2
L2pQq ` }pσrϑ1q}

2
L2pQq ` }pσrϑ2q}

2
L2pQq

` }pσ1zq}
2
L2p0,T ;H q ` }pσ1φq}

2
L2pQq ` }pσ1ψq}

2
L2pQq

¯

. (2.35)
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Integrando (2.34) de 0 a T , obtemos
ż

Ω

|pσzqpx, 0q|
2dx ´

ż

Ω

|pσzqpx, T q|
2dx `

ż

Ω

|pσφqpx, 0q|
2dx

´

ż

Ω

|pσφqpx, T q|
2dx `

ż

Ω

|pσψqpx, 0q|
2dx ´

ż

Ω

|pσψqpx, T q|
2dx

`

ż T

0

ż

Ω

|∇pσzqpx, T ´ tq|
2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

|∇pσφqpx, T ´ tq|
2dxdt

`

ż T

0

ż

Ω

|∇pσψqpx, T ´ tq|
2dxdt

ď C

˜

ż T

0

ż

Ω

|pσzqpx, T ´ tq|
2dx `

ż T

0

ż

Ω

|pσφqpx, T ´ tq|
2dx `

ż T

0

ż

Ω

|pσψqpx, T ´ tq|
2dx

`

ż T

0

ż

Ω

|pσrϑqpx, T ´ tq|
2dx `

ż T

0

ż

Ω

|pσrϑ1qpx, T ´ tq|
2dx `

ż T

0

ż

Ω

|pσrϑ2qpx, T ´ tq|
2dx

`

ż T

0

ż

Ω

|pσ1zqpx, T ´ tq|
2dx `

ż T

0

ż

Ω

|pσ1φqpx, T ´ tq|
2dx `

ż

Ω

|pσ1ψqpx, T ´ tq|
2dx

¸

.

Do fato de que σpT q “ 0, segue que
ż

Ω

|pσzqpx, T q|
2dx “

ż

Ω

|pσφqpx, T q|
2dx “

ż

Ω

|pσψqpx, T q|
2dx “ 0.

Daí,

}pσzqp0q}
2
L2pΩq ` }pσφqp0q}

2
L2pΩq ` }pσψqp0q}

2
L2pΩq

` }σz}
2
L2p0,T ;V q ` }σφ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq ` }σψ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq

ď C
´

}σz}
2
L2p0,T ;H q ` }σφ}

2
L2pQq ` }σψ}

2
L2pQq ` }σrϑ}

2
L2pQq ` }σrϑ1}

2
L2pQq ` }σrϑ2}

2
L2pQq

` }σ1z}
2
L2p0,T ;H q ` }σ1φ}

2
L2pQq ` }σ1ψ}

2
L2pQq

¯

. (2.36)

Do fato de L8 ãÑ L2, então de (2.36) temos

}pσzqp0q}
2
L2pΩq ` }pσφqp0q}

2
L2pΩq ` }pσψqp0q}

2
L2pΩq

` }σz}
2
L2p0,T ;V q ` }σφ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq ` }σψ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq

ď C
´

}σz}
2
L8p0,T ;H q ` }σφ}

2
L8p0,T ;L2pΩqq ` }σψ}

2
L8p0,T ;L2pΩqq ` }σrϑ}

2
L2pQq

` }σrϑ1}
2
L2pQq ` }σrϑ2}

2
L2pQq ` }σ1z}

2
L2p0,T ;H q ` }σ1φ}

2
L2pQq ` }σ1ψ}

2
L2pQq

¯

. (2.37)

Substituindo (2.35) em (2.37), segue que

}pσzqp0q}
2
L2pΩq ` }pσφqp0q}

2
L2pΩq ` }pσψqp0q}

2
L2pΩq

` }σz}
2
L2p0,T ;V q ` }σφ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq ` }σψ}

2
L2p0,T ;H1pΩqq

ď C
´

}σrϑ}
2
L2pQq ` }σrϑ1}

2
L2pQq ` }σrϑ2}

2
L2pQq

` }σ1z}
2
L2p0,T ;H q ` }σ1φ}

2
L2pQq ` }σ1ψ}

2
L2pQq

¯

. (2.38)
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Somando (2.35) e (2.38) segue que

}pσzqp0q}
2
L2pΩq ` }pσφqp0q}

2
L2pΩq ` }pσψqp0q}

2
L2pΩq

` ||σz||
2
L8p0,T ;H q ` ||σz||

2
L2p0,T ;V q ` ||σφ||

2
L8p0,T ;L2pΩqq

` ||σφ||
2
L2p0,T ;H1pΩqq ` ||σψ||

2
L8p0,T ;L2pΩqq ` ||σψ||

2
L2p0,T ;H1pΩqq

ď C
´

||σrϑ||
2
L2pQq ` ||σrϑ1||

2
L2pQq ` ||σrϑ2||

2
L2pQq

` ||σ1z||
2
L2p0,T ;H q ` ||σ1φ||

2
L2pQq ` ||σ1ψ||

2
L2pQq

¯

,

ou seja,

}pσzqp0q}
2
L2pΩq ` }pσφqp0q}

2
L2pΩq ` }pσψqp0q}

2
L2pΩq

` ||σz||
2
L8p0,T ;H qXL2p0,T ;V q ` ||pσφ, σψq||

2
rL8p0,T ;L2pΩqqXL2p0,T ;H1pΩqqs2

ď C
´

||σrϑ||
2
L2pQq ` ||pσrϑ1, σrϑ2q||

2
rL2pQqs2 ` ||σ1z||

2
L2p0,T ;H q ` ||pσ1φ, σ1ψq||

2
rL2pQqs2

¯

.

Consequentemente, como σ P C1
pr0, T sq, tal que

σ ” 1 em r0, T {2s, σ ” 0 em r3T {4, T s e |σ1
| ď C{T,

temos

}zp0q}
2
L2pΩq ` }φp0q}

2
L2pΩq ` }ψp0q}

2
L2pΩq

` ||z||
2
L2p0,T {2;V qXL8p0,T {2;H q ` ||pφ, ψq||

2
rL2p0,T {2;H1pΩqqXL8p0,T {2;L2pΩqqs2

ď C
´

||rϑ||
2
L2p0,3T {4;L2pΩqq ` ||prϑ1, rϑ2q||

2
rL2p0,3T {4;L2pΩqqs2

`
1
T

||z||
2
L2pT {2,3T {4;L2pΩqq `

1
T

||pφ, ψq||
2
rL2pT {2,3T {4;L2pΩqqs2

¯

. (2.39)

Agora, para todo px, tq P Ω ˆ r0, T {2s as funções-peso definidas em (2.23)
satisfazem

e2sβ
“ e

2s

ˆ

eληpxq´e2λ||η||8

rℓptq4

˙

ď e´2sβ
“ e

2s

ˆ

e2λ||η||´eληpxq

rℓptq4

˙

ď e2s
`

e

2λ||η||8
rℓptq4

˘

ď C1. (2.40)

Observemos que C1 ą 1, pois e
2s

˜

e
p

2λ||η||8
rℓptq4 q

¸

ą 1, já que 2se
`

2λ||η||8
rℓptq4

˘

ą 0.

Temos, ainda, que a função γ é limitada superiormente, uma vez que

γpx, tq “
e2λpηpxq`||η||8q

`

T
2

˘4 ď
e2λp||η||`||η||8q

`

T
2

˘4 “
16
T 4 e

4λ||η||8 ď C2pT, λq,

onde C2pT, λq ą 1. Além disso, γ é limitada inferiormente, pois

γpx, tq “
e2λpηpxq`||η||8q

`

T
2

˘4 ě
e2λ||η||8

`

T
2

˘4 ě C3 ą 0.
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Logo,

e2sβγ3
|zpx, tq|

2
ď C1C

3
2 |zpx, tq|

2, e2sβγ|∇zpx, tq|
2

ď C1C2|∇zpx, tq|
2,

e2sβγ2
|φpx, tq|

2
ď C1C

2
2 |φpx, tq|

2, e2sβ
|∇φpx, tq| ď C1|∇φpx, tq|

2,

e2sβγ|ψpx, tq|
2

ď C1C2|ψpx, tq|
2, e2sβγ´1

|∇ψpx, tq|
2

ď
C1

C3
|∇ψpx, tq|

2,

(2.41)

para todo px, tq P Ωˆ r0, T {2s. Portanto, somando as desigualdades em (2.41) e integrando
em Ω ˆ p0, T {2q, temos

}zp0q}
2
L2pΩq ` }φp0q}

2
L2pΩq ` }ψp0q}

2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt

ď C

˜

}zp0q}
2
L2pΩq ` }φp0q}

2
L2pΩq ` }ψp0q}

2
L2pΩq `

ż T
2

0

ż

Ω

|∇z|
2dxdt

`

ż T
2

0

ż

Ω

|z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

|∇φ|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

|φ|
2dxdt

`

ż T
2

0

ż

Ω

|∇ψ|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

|ψ|
2dxdt

¸

. (2.42)

De (2.39) e (2.42), segue que
ż T

2

0

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` ||zp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` ||φp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` ||ψp0q||

2
L2pΩq

ď C
´

}zp0q}
2
L2pΩq ` }φp0q}

2
L2pΩq ` }ψp0q}

2
L2pΩq

` ||z||
2
L2p0,T {2;V qXL8p0,T {2;H q ` ||pφ, ψq||

2
L2p0,T {2;H1pΩqqXL8p0,T {2;L2pΩqq

¯

ď C

˜

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ1|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ2|
2dxdt

`

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|z|
2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|φ|
2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|ψ|
2dxdt

¸

. (2.43)

Na definição da função rℓ em (2.22), no intervalo
´

0, 3T
4

¯

, temos que

rℓptq Û 0 quando t Ñ 0`, t Ñ

´T

2

¯´

, t Ñ

´T

2

¯`

e t Ñ

´3T
4

¯´

.
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Logo, da definição da função-peso β em (2.23), temos que

βpx, tq Û ´8 quando t Ñ 0` e t Ñ

´T

2

¯´

.

Assim, existe C ą 0 tal que ´C ă βpx, tq para px, tq P Ω ˆ

”

0, 3T
4

ı

, e então

´βpx, tq ă C ñ ´2sβpx, tq ă C ñ e´2sβpx,tq
ď C.

Logo, existe
θptq “ supte´2sβpx,tq : x P Ωu ă 8.

Dessa maneira,
e´2sβpx,tq

ď θptq,

de onde concluímos que
1 ď θptqe2sβpx,tq. (2.44)

Observemos que ´β “
e2λ||η||8 ´ eληpxq

rℓptq4
ď
e2λ||η||8

rℓptq4
, e da definição de rℓ em (2.22) , temos

T

4 ď rlptq ď
T

2 para t P

”

0, 3T
4

ı

, e então

θptq ď e

´

2sep2λ||η||8q

p T
4 q4

¯

.

Desse modo, de (2.44) vem que

1 ď e

´

2sep2λ||η||8q

p T
4 q4

¯

e2sβpx,tq.

Consequentemente, existe C ą 0 dependente de s e λ tal que

C e2sβpx,tq
ě 1. (2.45)

Por outro lado, por (2.22), T {4 ď rℓptq ď T {2 em
”

0, 3T
4

ı

, então,

γpx, tq “
eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4
ě
eλ||η||8

T
2

ě
1
C
.

Portanto,
C γpx, tq ě 1, para px, tq P Ω ˆ

”

0, 3T
4

ı

, (2.46)

com C dependendo de λ.

De (2.45) e (2.46) segue que

|rϑpx, tq|
2

ď Ce2sβγ|rϑpx, tq|
2,
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para todo px, tq P Ω ˆ r0, 3T {4s, onde C depende de s e λ. Então,
ż 3T

4

0

ż

Ω

|rϑ|
2dxdt ď C

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ|
2dxdt,

onde C depende de s e λ.

Procedendo de modo análogo para rϑ1, rϑ2, z, φ e ψ, temos
ż 3T

4

0

ż

Ω

|rϑ1|
2dxdt ď C

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ1|
2dxdt,

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ2|
2dxdt ď C

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ´2
|rϑ2|

2dxdt,

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|z|
2dxdt ď C

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt,

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|φ|
2dxdt ď C

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt,

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|ψ|
2dxdt ď C

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt.

Deste modo,
ż 3T

4

0

ż

Ω

|rϑ|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ1|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

|rϑ2|
2dxdt

`

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|z|
2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|φ|
2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

|ψ|
2dxdt

ď C

˜

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ1|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt

¸

. (2.47)

Substituindo (2.47) em (2.43), obtemos
ż T

2

0

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` ||zp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` ||φp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` ||ψp0q||

2
L2pΩq

ď C

˜

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ1|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt

¸

. (2.48)
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Aplicando a desigualdade de Carleman dada pela Proposição 0.0.6 aos três últimos termos
da desigualdade anterior e notando que γ “ ξ em rT {2, 3T {4s, vem que

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sαγ2
|φ|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt

“

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sαξ3
|z|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sαξ2
|φ|

2dxdt `

ż 3T
4

T
2

ż

Ω

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď CKpz, φ, ψq

ď CpT, s, λq

˜

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt `

ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt `

ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt

¸

, (2.49)

onde Kpz, φ, ψq é dado por (13).

Substituindo (2.49) em (2.48), temos
ż T

2

0

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` ||zp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` ||φp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` ||ψp0q||

2
L2pΩq

ď C

˜

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ|rϑ1|
2dxdt `

ż 3T
4

0

ż

Ω

e2sβγ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt `

ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2dxdt `

ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt

¸

. (2.50)

Observemos que para t P

”

0, T2

ı

,

´αpx, tq “
e2λ||η||8 ´ eληpxq

ℓptq4 ě
e2λ||η||8 ´ eληpxq

pT
2 q4 “ ´βpx, tq

pois T2 ě ℓptq para todo t P

”

0, T2

ı

. Consequentemente,

e2sαpx,tq
“ e´2sp´αq

“ e
´2s

´

e2λ||η||8 ´eληpxq

ℓptq4

¯

ď e
´2s

´

e2λ||η||8 ´eληpxq

pT {2q4

¯

“ e´2sp´βq
“ e2sβpx,tq

para todo px, tq P Ω ˆ

”

0, T2

ı

. E da definição de ξ em (2.2) e γ dada em p2.23q, temos que

ξpx, tq “
eλpηpxq`||η||8q

ℓptq4 ď
e2λ}η}8

rℓptq4
:“ max

xPΩ
γpx, tq “ pγptq
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e
pξpx, tqq

´1
“

ℓptq4

eλpηpxq`||η||8q
ď

rℓptq4

eλ}η}8
“

´

min
xPΩ

γpx, tq
¯´1

“ pγ˚
ptqq

´1

para todo px, tq P Ω ˆ r0, T s, e então (2.50) se torna
ż T

2

0

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` ||zp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` ||φp0q||
2
L2pΩq

`

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T
2

0

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` ||ψp0q||

2
L2pΩq

ď C

˜

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|z|

2dxdt

¸

. (2.51)

Por outro lado, da definição de α em (2.2) e β em (2.23), temos α “ β em Ω ˆ

´T

2 , T
¯

,
então

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβγ3
|z|

2dxdt

`

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβγ2
|φ|

2dxdt

`

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sβγ|ψ|
2dxdt

“

ż T

T
2

ż

Ω

e2sαξ|∇z|
2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sαξ3
|z|

2dxdt

`

ż T

T
2

ż

Ω

e2sα
|∇φ|

2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sαξ2
|φ|

2dxdt

`

ż T

T
2

ż

Ω

e2sαξ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż T

T
2

ż

Ω

e2sαξ|ψ|
2dxdt

ď CKpz, φ, ψq

ď CpT, s, λq

˜

ż

Q

e2sαξ|rϑ|
2dxdt `

ż

Q

e2sαξ|rϑ1|
2

`

ż

Q

e2sαξ´2
|rϑ2|

2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sα
pξ˚

q
5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sαξ3
|z|

2dxdt

¸

ď CpT, s, λq

˜

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|z|

2dxdt

¸

, (2.52)
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onde Kpz, φ, ψq é dado por (13).

Portanto, somando as desigualdades (2.51) e (2.52) temos a desigualdade de
observabilidade (14), ou seja,

ż

Q

e2sβγ|∇z|
2dxdt `

ż

Q

e2sβγ3
|z|

2dxdt ` ||zp0q||
2
L2pΩq

`

ż

Q

e2sβ
|∇φ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ2
|φ|

2dxdt ` ||φp0q||
2
L2pΩq

`

ż

Q

e2sβγ´1
|∇ψ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ|ψ|
2dxdt ` ||ψp0q||

2
L2pΩq

ď CpT, s, λq

˜

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2
`

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|φ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|z|

2dxdt

¸

.
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Capítulo 3

Controlabilidade Nula de um Modelo
de Solidificação

No presente capítulo, trataremos um problema de controlabilidade nula para o
sistema linearizado (11). Usando o Teorema de Lyusternik e o problema de controlabilidade
nula para o sistema linearizado dado pela Proposição 3.1.2, prova-se a controlabilidade
local nula para o sistema não linear (2).

A fim de satisfazer as condições necessárias e suficientes para aplicar o Teorema
de Lyusternik para o sistema não linear (9), vamos introduzir os seguintes espaços:

E2 :“ tpv, p,H, τ, h, αq P E0;

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

pL1v ` ∇p ´ pC1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1Oqq

P L2
p0, T ;H´1

pΩq
2
q,

e´sβ
pL2τ ´ p´A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ´ h1Oqq P L2

p0, T ;L2
pΩqq,

e´sβγ1{2
pL3α ´ pB2τ ´ v ¨ ∇αq P L2

p0, T ;L2
pΩqqqu,

quando N “ 2, onde A3 “ C1ge2 e A4 “ C2ge2,

E3 :“ tpv, p,H, τ, h, αq P E0; e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v P L4

p0, T ;L12
pΩq

3
q,

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

pL1v ` ∇p ´ pC1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1Oqq

P L2
p0, T ;W´1,6

pΩq
3
q,

e´sβ
pL2τ ´ p´A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ` h1Oqq P L2

p0, T ;L2
pΩqq,

e´sβγ1{2
pL3α ´ pB2τ ´ v ¨ ∇αqq P L2

p0, T ;L2
pΩqqu,

quando N “ 3, onde A3 “ C1ge3 e A4 “ C2ge3.

Aqui

L1v “ vt ´ k1∆v ` v ¨ ∇v ` v ¨ ∇v,
L2τ “ τt ´ k∆τ ` v ¨ ∇τ,
L3α “ αt ´ γε∆α ` v ¨ ∇α ´ B1α

(3.1)
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e

E0 :“ tpv,H, τ, h, αq; e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v P L2

p0, T ; Vq X L8
p0, T ; Hq,

e´sβγ´1{2v, e´sβγ´3{2H1O P L2
pQq,

e´sβ{2τ, e´sβ{2γ1{4α P L2
p0, T ;H1

pΩqq X L8
p0, T ;L2

pΩqq,

e´sβγ´1{2τ, e´sβγ´5{2h1O, e
´sβγα P L2

pQq, α P L4
p0, T ;H4

pΩqqu.

E0, E2 e E3 são espaços de Banach munidos das normas

||pv,H, τ, h, αq||E0 “

´

||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||

2
L2p0,T ;V qXL8p0,T ;Hq ` ||e´sβγ´1{2v||

2
L2pQq

`||e´sβγ´3{2H1O||
2
L2pQq ` ||e´sβ{2

pτ, γ1{4αq||
2
rL2p0,T ;H1pΩqqXL8p0,T ;L2pΩqqs2

`||e´sβγ´1{2τ ||
2
L2pQq ` ||e´sβγ´5{2h1O||

2
L2pQq ` ||e´sβγα||

2
L2pQq

¯1{2
,

||pv, p,H, τ, h, αq||E2 “

´

||pv,H, τ, h, αq||
2
E0

`||e´sβ
pγ˚

q
´1{2

pL1v ` ∇pq||
2
L2p0,T ;H´1pΩq2q

`||pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

qpC1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1Oqq||
2
L2p0,T ;H´1pΩq2q

`||e´sβ
pL2τ ´ p´A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ` h1Oqq||

2
L2p0,T ;L2pΩqq

`||e´sβγ1{2
pL3α ´ pB2τ ´ v ¨ ∇αqq||

2
L2p0,T ;L2pΩqq

¯1{2

e

||pv, p,H, τ, h, αq||E3 “

´

||pv,H, τ, h, αq||
2
E0 ` ||e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4v||
2
L4p0,T ;L12pΩq3q

`||e´sβ
pγ˚

q
´1{2

pL1v ` ∇pq||L2p0,T ;W ´1,6pΩq3q

`||pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

qpC1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1Oqq||
2
L2p0,T ;W ´1,6pΩq3q

`||e´sβ
pL2τ ´ p´A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ` h1Oqq||

2
L2p0,T ;L2pΩqq

`||e´sβγ1{2
pL3α ´ pB2τ ´ v ¨ ∇αqq||

2
L2p0,T ;L2pΩqq

¯1{2
,

respectivamente.

3.1 Controlabilidade Nula Para o Sistema Linear

Observação 3.1.1. Note que

T ´ t ÝÑ 0`, quando t ÝÑ T´,

logo

´βptq “
e2λ}η}8 ´ eληpxq

rℓptq4
“
e2λ}η}8 ´ eληpxq

pT ´ tq4 ÝÑ `8, quando t ÝÑ T´.
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E então,
e´sβ{2

ÝÑ `8, quando t ÝÑ T´. (3.2)

Temos ainda que

pγ˚
ptqq

´1{4
“

pT ´ tq

e
1
4 λ}η}8

ÝÑ 0`, quando t ÝÑ T´.

Como qualquer função exponencial vai ao infinito mais rápido do que qualquer potência
vai à zero, segue que

e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

ÝÑ `8 quando t Ñ T´.

Além disso,

pγpx, tqq
1{4

“
e

1
4 λpηpxq`||η||8q

rℓptq
“
e

1
4 λpηpxq`||η||8q

T ´ t
ÝÑ `8, quando t ÝÑ T´. (3.3)

Por (3.2) e (3.3), temos

e´sβ{2γ1{4
ÝÑ `8, quando t Ñ T´.

Do fato de que pv,H, τ, h, αq P EN , N “ 2 ou N “ 3, e portanto, pv,H, τ, h, αq P

E0, então
e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4v P L2
p0, T ;V q X L8

p0, T ;Hq,

e´sβ{2τ P L2
p0, T ;H1

pΩqq X L8
p0, T ;L2

pΩqq

e
e´sβ{2γ1{4α P L2

p0, T ;H1
pΩqq X L8

p0, T ;L2
pΩqq.

Como
e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
ÝÑ `8 quando t Ñ T´

e
e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4v P L2
p0, T ;V q X L8

p0, T ;Hq,

então vpT q “ 0.

De forma análoga, como

e´sβ{2
ÝÑ `8, quando t ÝÑ T´ (3.4)

e
e´sβ{2τ P L2

p0, T ;H1
pΩqq X L8

p0, T ;L2
pΩqq,

então τpT q “ 0.

Temos, ainda,

e´sβ{2γ1{4
ÝÑ `8, quando t Ñ T´,
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e
e´sβ{2γ1{4α P L2

p0, T ;H1
pΩqq X L8

p0, T ;L2
pΩqq,

então αpT q “ 0.

Logo, concluímos que pv, τ, αqpT q “ 0. Desse modo, pv, p, τ, αq, solução do
sistema linearizado (11), é tal que vp¨, T q “ 0, τp¨, T q “ 0 e αp¨, T q “ 0.

Proposição 3.1.2. Consideremos pv, τ , αq satisfazendo (5) e (6) e que as seguintes
hipóteses sejam válidas:

• Se N “ 2 : pv0, τ0, α0q P H ˆ rE2 ˆ rE2, onde rE2 “ Lq
pΩq, com q ą 4, como em (7) e

pe´sβ
pγ˚

q
´1{2ϑ, e´sβϑ1, e

´sβγ1{2ϑ2q P L2
p0, T ; pH´1

pΩqq
2
q ˆ rL2

p0, T ;L2
pΩqqs

2.

• Se N “ 3 : pv0, τ0, α0q P
`

H X pL4
pΩqq

3˘

ˆ rE3 ˆ rE3, onde rE3 “ Lq
pΩq, com q ą 5,

como em (7) e

pe´sβ
pγ˚

q
´1{2ϑ, e´sβϑ1, e

´sβγ1{2ϑ2q P L2
p0, T ; pW´1,6

pΩqq
3
q ˆ rL2

p0, T ;L2
pΩqqs

2.

Então, para todo T ą 0, existe um par de controles pH, hq P L2
pOˆp0, T qq

N
ˆL2

pOˆp0, T qq

tal que se pv, p, τ, αq é solução do problema linearizado (11), então pv, τ, αq P EN . Em
particular,

vp¨, T q “ 0, τp¨, T q “ 0 e αp¨, T q “ 0.

Demonstração. Primeiramente, vamos procurar por uma quíntupla pv,H, τ, h, αq satisfa-
zendo o sistema (3.5) abaixo. Para isso, seguiremos o método introduzido por Fursikov e
Imanuvilov [16].

Consideremos então o seguinte problema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

inf 1
2

˜

ż

Q

pe´2sβ
ppγq

´1
|v|

2
` e´2sβ

ppγq
´1

|τ |
2

` e´2sβ
pγ˚

q
2
|α|

2
qdxdy

`

ż

Oˆp0,T q

pe´2sβ
ppγq

´3
|H|

2
` e´2sβ

ppγq
´5

|h|
2
qdxdy

¸

sujeito a H P L2
pQq, h P pL2

pQqq
N , supp H, supph Ă O ˆ p0, T q e

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L1v ` ∇p “ ϑ ` C1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1O em Q,

∇ ¨ v “ 0, em Q,

L2τ “ ϑ1 ´ A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ` h1O em Q,

L3α “ ϑ2 ` B2τ ´ v ¨ ∇α em Q,

v “ 0, Bτ

Bη
“ 0, Bα

Bη
“ 0 sobre Σ,

vp¨, 0q “ v0, τp¨, 0q “ τ0, αp¨, 0q “ α0, vpT q “ τpT q “ αpT q “ 0 em Ω,

(3.5)

em que L1v, L2τ e L3α são dados em (3.1).
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Suponhamos por ora que (3.5) possui uma solução ppv, pp, pH, pτ ,ph, pαq. Provaremos
essa afirmação mais adiante. Então, pelo Princípio de Lagrange, existem variáveis duais
ppz, pq, pφ, pψq, tais que

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pv “ e2sβ
pγpL˚

1 pz ` ∇pq ` p∇zqpφ ` p∇αq pψ ` p∇τqφq em Q,

∇ ¨ pz “ 0 em Q,
pH “ ´e2sβ

ppγq
3
pz em O ˆ p0, T q,

pτ “ e2sβ
pγpL˚

2 pφ ` C1pgN ¨ pzq ´ B2 pψq em Q,
ph “ ´e2sβ

ppγq
5

pφ em O ˆ p0, T q,

pα “ e2sβ
pγ˚

q
´2

pL˚
3

pψ ´ C1∆pz ´ C2 divppzq ´ C3p∇α ¨ pzq

´ A2 pφt ` C2pgN ¨ pzq ` A1 pφq em Q,

pz “ 0, B pφ

Bη
“ 0, B pψ

Bη
“ 0 sobre Σ,

(3.6)

em que

L˚
1 pz “ ´pzt ´ k1∆pz ` Dpzv,

L˚
2 pφ “ ´pφt ´ k∆pφ ´ v ¨ ∇pφ

e
L˚

3
pψ “ ´ pψt ´ γϵ∆ pψ ´ pv ¨ ∇ pψq ´ B1 pψ.

Agora, definamos o conjunto

P0 “

"

pw, π, rφ, rψq P pC8
pQqq

N`2; ∇ ¨ w “ 0 em Q, w “ 0 em Σ,
ż

O
πpx, tqdx “ 0 em p0, T q,

B rψ

Bη
“

B rφ

Bη
“ 0 em Σ

*

e também o operador bilinear a : P0 ˆ P0 ÝÑ R, por

apppz, pq, pφ, pψq, pw, π, rφ, rψqq

“

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

1 pz ` ∇pq ` p∇zqpφ ` p∇τqpφ ` p∇αq pψq

pL˚
1w ` ∇π ` p∇zqrφ ` p∇τqrφ ` p∇αq rψqdxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

2 pφ ` C1pgN ¨ pzq ´ B2 pψqpL˚
2 rφ ` C1pgN ¨ wq ´ B2 rψqdxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

´

pL˚
3

pψ ´ γϵp∇α ¨ ∆pzq ´ C2 divppzq ` C3p∇α ¨ pzq ´ A2 pφt ` C2pgN ¨ pzq ` A1 pφq

pL˚
3

rψ ´ γϵp∇α ¨ ∆wq ´ C2 divpwq ´ C3p∇α ¨ wq ´ A2 rφt ` C2pgN ¨ wq ` A1 rφq

¯

dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
pφrφdxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
pz ¨ w dxdt. (3.7)

Definamos ainda o operador linear L : P0 ÝÑ R, por

xL, pw, π, rφ, rψqy “

ż T

0
xϑptq, wptqyH´1pΩq,H1

0 pΩqdt `

ż T

0
xϑ1ptq, rφptqyL2pΩq,H1pΩqdt

`

ż T

0
xϑ2ptq, rψptqyL2pΩq,H1pΩqdt `

ż

Ω

rv0 ¨ wp0q ` τ0 ¨ rφp0q ` α0 ¨ rψp0qsdx.
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Provaremos agora que o problema (3.5) possui solução. Inicialmente, vamos provar que
existe exatamente uma quádrupla ppz, pq, pφ, pψq tal que

apppz, pq, pφ, pψq, pw, π, rφ, rψqq “ xL, pw, π, rφ, rψqy, @pw, π, rφ, rψq P P0, (3.8)

em um espaço apropriado. Em seguida, vamos definir pv, pH, pτ e ph como em (3.6) e verificar
que ppv, pq, pH, pτ ,ph, pαq satisfaz (3.5).

Assim, consideremos então o espaço linear P0 e o operador bilinear ap¨, ¨q em P0.
Observemos que a desigualdade de observabilidade dada pela Proposição 0.0.7 vale para
todo pw, π, rφ, rψq P P0, isto é,

ż

Q

e2sβγ|∇w|
2dxdt `

ż

Q

e2sβγ3
|w|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
|∇rφ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ2
|rφ|

2dxdt

`

ż

Q

e2sβγ´1
|∇ rψ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ| rψ|
2dxdt ` ||wp0q||

2
L2pΩq ` ||rφp0q||

2
L2pΩq ` || rψp0q||

2
L2pΩq

ď CpT, s, λq

ˆ
ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

˙

`CpT, s, λq

ˆ
ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|rφ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|w|

2dxdt

˙

“ CpT, s, λq

´

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

1w ` ∇π ` p∇zqrφ ` p∇τqrφ ` p∇αq rψq

pL˚
1w ` ∇π ` p∇zqrφ ` p∇τqrφ ` p∇αq rψqdxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

2 rφ ` C1pgN ¨ wq ´ B2 rψqpL˚
2 rφ ` C1pgN ¨ wq ´ B2 rψqdxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

´

pL˚
3

rψ ´ γϵp∇α ¨ ∆wq ´ C2 divpwq ´ C3p∇α ¨ wq ´ A2 rφt ` C2pgN ¨ wq ` A1 rφq

pL˚
3

rψ ´ γϵp∇α ¨ ∆wq ´ C2 divpwq ´ C3p∇α ¨ wq ´ A2 rφt ` C2pgN ¨ wq ` A1 rφq

¯

dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
prφq

2 dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3w2 dxdt
¯

“ CpT, s, λq appw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq, @pw, π, rφ, rψq P P0. (3.9)

O operador bilinear ap¨, ¨q define um produto interno em P0, uma vez que os termos
envolvidos na definição de ap¨, ¨q são lineares. Neste sentido, consideremos agora o espaço
P , dado pelo completamento de P0 com a norma induzida pelo produto interno ap¨, ¨q, que
vamos detonar por || ¨ ||P . Dessa maneira, o operador bilinear ap¨, ¨q também define um
produto interno em P . Vamos provar que P é um espaço de Hilbert munido do produto
interno ap¨, ¨q e ap¨, ¨q é um operador bilinear contínuo e coercivo em P .

Para mostrar que ap¨, ¨q é um operador bilinear contínuo, usamos o fato dela
definir um produto interno em P para aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou seja,

|appw1, π1, rφ1, rψ1q, pw2, π2, rφ2, rψ2qq| ď }pw1, π1, rφ1, rψ1q}}pw2, π2, rφ2, rψ2q}

para todo pw1, π1, rφ1, rψ1q, pw2, π2, rφ2, rψ2q em P .



Capítulo 3. Controlabilidade Nula de um Modelo de Solidificação 69

Agora, como ap¨, ¨q determina um produto interno em P , então

appw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq “ }pw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψq}
2
P ,

para todo pw, π, rφ, rψq P P , ou seja, ap¨, ¨q é operador bilinear coercivo.

Vamos também introduzir o operador linear L para todo pw, π, rφ, rψq P P .
Agora, observemos que

|xL, pw, π, rφ, rψqy| ď ||e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ||L2p0,T,H´1pΩqq||e
sβ

pγ˚
q

1
2w||L2p0,T,H1

0 pΩqq

` ||e´sβϑ1||L2p0,T,L2pΩqq||e
sβ

rφ||L2p0,T,H1pΩqq

` ||e´sβγ
1
2ϑ2||L2p0,T,L2pΩqq||e

sβγ´ 1
2 rψ||L2p0,T,H1pΩqq ` ||v0||H||wp0q||H

` ||τ0||L2pΩq||rφp0q||L2pΩq ` ||α0||L2pΩq||
rψp0q||L2pΩq, (3.10)

para todo pw, π, rφ, rψq P P .

Observemos que esβ
pγ˚

q
1
2 e a função w dependem de x P Ω e t P r0, T s.

Portanto,

||esβ
pγ˚

q
1
2w||

2
L2p0,T ;H1

0 pΩqq “

ż T

0
||esβ

pγ˚
q

1
2w||

2
H1

0 pΩqdt “

ż T

0

ż

Ω

|∇pesβ
pγ˚

q
1
2wq|

2dxdt

“

ż T

0

ż

Ω

|∇pesβ
pγ˚

q
1
2 qw ` esβ

pγ˚
q

1
2 ∇w|

2dxdt (3.11)

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Ω

|pγ˚
q

1
2 ∇pesβ

qw|
2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

|esβ
pγ˚

q
1
2 ∇w|

2dxdt

˙

.

Agora, vamos estimar a primeira parcela da soma do lado direito de (3.11), isto é,
ż T

0

ż

Ω

|pγ˚
q

1
2 ∇pesβ

qw|
2dxdt. Por definição η P C2

pΩq, então existe uma constante C ą 0

tal que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bηpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C, para todo x P Ω e todo n P t1, ..., Nu. Logo,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bβpxq

Bxn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxn

˜

eληpxq ´ e2λ}η}8

rℓptq4

¸
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

λ
Bηpxq

Bxn

eληpxq 1
rℓptq4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cλ
eληpxq

rℓptq4
ď Cλ

eλpηpxq`}η}8q

rℓptq4
“ Cλγ. (3.12)

Usando (3.12) temos

|∇pesβ
q| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpesβq

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ¨ ¨ ¨ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpesβq

BxN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s esβ Bβ

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ¨ ¨ ¨ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s esβ Bβ

BxN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Csλesβγ “ Cpλ, sqesβγ. (3.13)

Logo,
ż T

0

ż

Ω

|pγ˚
q

1
2 ∇pesβ

qw|
2dxdt ď

ż T

0

ż

Ω

e2sβγ˚γ2
|w|

2dxdt. (3.14)
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Aplicando (3.14) em (3.11), e usando o fato de γ˚
ptq :“ min

xPΩ
γpx, tq, temos

||esβ
pγ˚

q
1
2w||

2
L2p0,T ;H1

0 pΩqq

“

ż T

0
||esβ

pγ˚
q

1
2w||

2
H1

0 pΩqdt “

ż T

0

ż

Ω

|∇pesβ
pγ˚

q
1
2wq|

2dxdt

“

ż T

0

ż

Ω

|∇pesβ
pγ˚

q
1
2 qw ` esβ

pγ˚
q

1
2 ∇w|

2dxdt

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Ω

|pγ˚
q

1
2 ∇pesβ

qw|
2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

|esβ
pγ˚

q
1
2 ∇w|

2dxdt

˙

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Ω

e2sβγ˚γ2
|w|

2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

e2sβγ˚
|∇w|

2dxdt

˙

ď C

ˆ
ż T

0

ż

Ω

e2sβγ3
|w|

2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

e2sβγ|∇w|
2dxdt

˙

ď C
´

ż

Q

e2sβγ|∇w|
2dxdt `

ż

Q

e2sβγ3
|w|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
|∇rφ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ2
|rφ|

2dxdt

`

ż

Q

e2sβγ´1
|∇ rψ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ| rψ|
2dxdt ` ||wp0q||

2
L2pΩq ` ||rφp0q||

2
L2pΩq ` || rψp0q||

2
L2pΩq

¯

ď CpT, s, λqappw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq “ C}pw, π, rφ, rψq}
2
P ,

onde a última desigualdade segue da desigualdade de observabilidade (3.9) para w, rφ e rψ.
Então,

||esβ
pγ˚

q
1
2w||L2p0,T ;H1

0 pΩqq ď C||pw, π, rφ, rψq||P . (3.15)

Agora, vamos estimar ||esβ
rφ||L2p0,T ;H1pΩqq. Primeiramente, temos

||esβ
rφ||L2p0,T ;H1pΩqq “

ż T

0
||esβ

rφ||H1pΩqdt

“

ż T

0

ˆ
ż

Ω

|esβ
rφ|

2dx `

ż

Ω

|∇pesβ
rφq|

2dx

˙

dt. (3.16)

Para estimar a primeira parcela do lado direito da igualdade (3.16), observemos
que como ηpxq ą 0, @x P Ω, então 1

eληpxq
ă pC, @x P Ω. Então,

1 “
eλ||η||8

eλ||η||8

eληpxq

eληpxq

prℓptqq4

prℓptqq4
“

1
eλ||η||8

eλ||η||8`ληpxq

prℓptqq4

prℓptqq4

eληpxq
ď pCγpx, tq,

para alguma constante pC ą 0, uma vez que 1
eλ||η||8

ă 1. Logo,

1 ď pC2 γ2
px, tq,

e assim
|esβ

rφ|
2

ď Ce2sβγ2
|rφ|

2,

em que pC2
“ C.
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Vamos agora estimar a segunda parcela do lado direito da igualdade (3.16),
isto é, |∇pesβ

rφq|. De (3.13), obtemos

|∇pesβ
rφq| ď |∇pesβ

qrφ| ` |esβ∇rφ|

ď |Cps, λqesβγ rφ| ` |esβ∇rφ|.

Então, pela Proposição (1.3.5)

|∇pesβ
rφq|

2
ď p |Cps, λqesβγ rφ| ` |esβ∇rφ| q

2

ď 22 `

Cps, λq|esβγ rφ|
2

` |esβ∇rφ|
2˘

ď Cps, λqpe2sβγ2
|rφ|

2
` e2sβ

|∇rφ|
2
q.

Portanto, da desigualdade de observabilidade (14) e de (3.9) segue que

||esβ
rφ||

2
L2p0,T ;H1pΩqq

ď CpT, s, λq

ˆ
ż T

0

ż

Ω

e2sβγ2
|rφ|

2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

e2sβ
|∇rφ|

2dxdt

˙

ď CpT, s, λq

˜

ż

Q

e2sβγ|∇w|
2dxdt `

ż

Q

e2sβγ3
|w|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
|∇rφ|

2dxdt

`

ż

Q

e2sβγ2
|rφ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ´1
|∇ rψ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβγ| rψ|
2dxdt

` ||wp0q||
2
L2pΩq ` ||rφp0q||

2
L2pΩq ` || rψp0q||

2
L2pΩq

¸

ď CpT, s, λq

ˆ
ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ|rϑ1|

2dxdt `

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

|rϑ2|
2dxdt

˙

` CpT, s, λq

ˆ
ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
|rφ|

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
|w|

2dxdt

˙

ď CpT, s, λq appw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq.

Então,

||esβ
rφ||L2p0,T ;H1pΩqq ď Cpappw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqqq

1
2 “ C }pw, π, rφ, rψq}P . (3.17)

Por fim, estimaremos ||esβγ´ 1
2 rψ||

2
L2p0,T ;H1pΩqq. Notemos que

||esβγ´ 1
2 rψ||

2
L2p0,T ;H1pΩqq “

ż T

0
||esβγ´ 1

2 rψ||
2
H1pΩqqdt

“

ż T

0

ˆ
ż

Ω

|esβγ´ 1
2 rψ|

2dx `

ż

Ω

|∇pesβγ´ 1
2 rψq|

2dx

˙

dt (3.18)

e
|esβγ´ 1

2 rψ|
2

“ e2sβγ´1
| rψ|

2.
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Das definições de η em (2.1), de rℓ em (2.22) e de γ em (2.23), segue que

γ´1
“

rℓptq4

eλpηpxq`||η||8q
“

1
eλ||η||8

rℓptq4

eληpxq
ď
eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4
“ γ, (3.19)

para λ suficientemente grande. Então,

|esβγ´ 1
2 rψ|

2
ď Ce2sβγ| rψ|

2. (3.20)

Por outro lado, pela Proposição 1.3.5,

|∇pesβγ´ 1
2 rψq|

2
“ |∇pesβ

qγ´ 1
2 rψ ` esβ∇pγ´ 1

2 rψq|
2

ď 22
´

|∇pesβ
qγ´ 1

2 rψ|
2

` |esβ∇pγ´ 1
2 q rψ ` esβγ´ 1

2 ∇ rψ|
2
¯

ď 22
´

|∇pesβ
qγ´ 1

2 rψ|
2

` 22
´

|esβ∇pγ´ 1
2 q rψ|

2
` |esβγ´ 1

2 ∇ rψ|
2
¯¯

.

De (3.13), segue que |∇pesβ
q| ď Cps, λqesβγ e como

Bγ

Bxn

“
B

Bxn

˜

eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4

¸

“ λ
Bηpxq

Bxn

˜

eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4

¸

ď Cpλq

˜

eλpηpxq`||η||8q

rℓptq4

¸

“ Cpλqγ, (3.21)

para todo x P Ω e todo n P t1, ..., Nu, temos de (3.21) que

|∇pγ´ 1
2 q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
1
2γ

´ 3
2 ∇γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Cpλq

ˆ

´
1
2γ

´ 3
2γ

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |Cpλqγ´ 1
2 |.

Consequentemente,
|esβ∇pγ´ 1

2 q rψ|
2

ď Cpλqe2sβγ´1
| rψ|

2.

Além disso, de (3.19) segue que γ´1
ď Cpλqγ, para λ suficientemente grande, e daí

|esβ∇pγ´ 1
2 q rψ|

2
ď Ce2sβγ| rψ|

2. (3.22)

E, por fim,
|esβγ´ 1

2 ∇ rψ|
2

“ e2sβγ´1
|∇ rψ|

2. (3.23)

Portanto, substituindo (3.20), (3.22) e (3.23) em (3.18), segue que

||esβγ´ 1
2 rψ||

2
L2p0,T ;H1pΩqq ď C

ˆ
ż T

0

ż

Ω

e2sβγ| rψ|
2dxdt `

ż T

0

ż

Ω

e2sβγ´1
|∇ rψ|

2dxdt

˙

ď CpT, s, λq appw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq

“ }pw, π, rφ, rψq}
2
P ,

onde a última desigualdade segue da desigualdade de observabilidade (3.9) para w, rφ e rψ.
Ou seja,

||esβγ´ 1
2 rψ||L2p0,T ;H1pΩqq ď C||pw, π, rφ, rψq||P . (3.24)
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Agora, das hipóteses da Proposição 3.1.2, temos

e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ P L2
p0, T ; pW´1,6

pΩqq
3
q,

e´sβϑ1, e
´sβγ

1
2ϑ2 P L2

p0, T ; pH1
pΩqq

1
q,

v0 P H X pL4
pΩqq

3, τ0 P L2
pΩq e α0 P L2

pΩq.

Observe que as hipóteses para N “ 2 são satisfeitas pelas afirmações acima. E
ainda, como w, rφ, rψ P P0, então wp0q, rφp0q, rψp0q : Ω ÝÑ R são funções de classe C8

pΩq e
limitadas em Ω. Como C8

pΩq ãÑ L2
pΩq, então existe C ą 0 tal que

||wp0q||H ď C||wp0q||H XpL4pΩqq3 ď C||wp0q||C8pΩq,

||rφp0q||L2pΩq ď C||rφp0q||C8pΩq

e
|| rψp0q||L2pΩq ď C|| rψp0q||C8pΩq.

Agora, de (3.9), obtemos

||wp0q||P0 ` ||rφp0q||P0 ` || rψp0q||P0 ď C
´

appw, π, rφ, rψq, pw, π, rφ, rψqq

¯1{2

“ C ||pw, π, rφ, rψq||P0 .

Usando a densidade de P0 em P , temos

||wp0q||P ` ||rφp0q||P ` || rψp0q||P ď C ||pw, π, rφ, rψq||P . (3.25)

Portanto, substituindo (3.15), (3.17), (3.24) e (3.25) na desigualdade (3.10), obtemos

|xL, pw, π, rφ, rψqy ď C
´

||e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ||
2
L2p0,T ;H´1pΩqq ` ||e´sβϑ1||

2
L2p0,T ;L2pΩqq

` ||e´sβγ
1
2ϑ2||

2
L2p0,T ;L2pΩqq ` ||v0||H

` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩq

¯

||pw, π, rφ, rψq||P . (3.26)

Logo, o operador linear L é contínuo em P .

Assim, o operador linear L pertence ao espaço dual do espaço P . Como
mostramos que o operador bilinear ap., .q é contínuo e coercivo em P , pelo Teorema de
Lax-Milgram, existe uma única quádrupla ppz, pq, pφ, pψq P P tal que

apppz, pq, pφ, pψq, pw, π, rφ, rψqq “ xL, pw, π, rφ, rψqy, (3.27)

para todo pw, π, rφ, rψq P P .

Mostraremos agora que ppv, pH, pτ ,ph, pαq definida como em (3.6) é, de fato, solução
do problema (3.5). Em outras palavras, vamos provar que ppv, pH, pτ ,ph, pαq satisfaz (3.5).
Logo, temos que provar as duas afirmações a seguir:
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Afirmação 1: Temos que ppz, pq, pφ, pψq P P e verifica
ż

Q

´

e´2sβ
ppγq

´1
|pv| ` e´2sβ

ppγq
´1

|pτ |
2

` e´2sβ
pγ˚

q
2
|pα|

2
¯

dxdy

`

ż

Oˆp0,T q

´

e´2sβ
ppγq

´3
| pH|

2
` e´2sβ

ppγq
´5

|ph|
2
¯

dxdy ă `8.

Afirmação 2: ppv, pp, pτ , pαq é solução do problema (3.5), correspondente às funções controle
p pH,phq.

Prova da Afirmação 1: Note que ppz, pq, pφ, pψq P P , e de (3.6) temos

apppz, pq, pφ, pψq, ppz, pq, pφ, pψqqdxdt

“

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

1 pz ` ∇pq ` p∇τqpφ ` p∇αq pψqpL˚
1 pz ` ∇pq ` p∇τqpφ ` p∇αq pψqdxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

1 pφ ` C1pgN ¨ pzq ´ B2 pψqpL˚
2 pφ ` C1pgN ¨ pzq ´ B2 pψqdxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

pL˚
3

pψ ´ C1∆pz ´ C2divppzq ´ C3p∇α ¨ pzq ´ A2 pφt ` C2pgN ¨ pzq ` A1 pφq

¨pL˚
3

pψ ´ C1∆pz ´ C2divppzq ´ C3p∇α ¨ pzq ´ A2 pφt ` C2pgN ¨ pzq ` A1 pφqdxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
pz ¨ pz dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
pφ ¨ pφ dxdt

“

ż

Q

`

e´2sβ
ppγq

´1
|pv|

2
` e´2sβ

ppγq
´1

|pτ |
2

` e´2sβ
pγ˚

q
2
|pα|

2˘

dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

´

e´2sβ
ppγq

´3
| pH|

2
` e´2sβ

ppγq
´5

|ph|
2
¯

dxdt. (3.28)

Logo, como o operador bilinear ap¨, ¨q define um produto interno em P , de (3.28) obtemos
ż

Q

´

e´2sβ
ppγq

´1
|pv| ` e´2sβ

ppγq
´1

|pτ |
2

` e´2sβ
pγ˚

q
2
|pα|

2
¯

dxdy

`

ż

Oˆp0,T q

´

e´2sβ
ppγq

´3
| pH|

2
` e´2sβ

ppγq
´5

|ph|
2
¯

dxdy ă `8.

Prova da Afirmação 2: Note que, da Afirmação 1,
ż

Q

e´2sβ
ppγq

´1
|pv|

2dxdt ă `8,
ż

Q

e´2sβ
ppγq

´1
|pτ |

2dxdt ă `8 e
ż

Q

e´2sβ
pγ˚

q
2
|pα|

2dxdt ă `8.

Como
ż

Q

|pv|
2dxdt ď C

ż

Q

e´2sβ
ppγq

´1
|pv|

2dxdt,

ż

Q

|pτ |
2dxdt ď C

ż

Q

e´2sβ
ppγq

´1
|pτ |

2dxdt

e
ż

Q

|pα|
2dxdt ď C

ż

Q

e´2sβ
pγ˚

q
2
|pα|

2dxdt
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para algum C ą 0, então pv P L2
pQq

2, pτ P L2
pQq e pα P L2

pQq.

Também temos que pH P L2
pO ˆ p0, T qq

2 e ph P L2
pO ˆ p0, T qq, uma vez que da

Afirmação 1,
ż

Oˆp0,T q

e´2sβ
ppγq

´3
| pH|

2dxdt ă `8 e
ż

Oˆp0,T q

e´2sβ
ppγq

´5
|ph|

2dxdt ă `8.

Seja agora prv, rq, rτ , rαq uma solução fraca do problema linearizado (11). Multipli-
cando a primeira, a segunda e a terceira equações deste problema linearizado por w, rφ, rψ,
respectivamente, e integrando em Q, segue que

apppz, pq, pφ, pψq, pw, π, rφ, rψqq

“

ż

Q

pvpL˚
1w ` ∇π ` p∇τqrφ ` p∇αq rψqdxdt `

ż

Q

pτpL˚
2 rφ ` C1pgi ¨ wq ´ B2 rψqdxdt

`

ż

Q

pαpL˚
3

rψ ´ C1∆w ´ C2divpwq ´ C3p∇α ¨ wq ´ A2 rφt ` C2pgi ¨ wq ` A1 rφqdxdt

“

ż T

0
xϑptq, wptqyH´1pΩq,H1

0 pΩqdt `

ż T

0
xϑ1ptq, rφyL2pΩq,H1pΩqdt

`

ż T

0
xϑ2ptq, rψyL2pΩq,H1pΩqdt `

ż

Q

p pH1O ¨ w ` ph1O rφqdxdt

`

ż

Ω

rv0 ¨ wp0q ` τ0 ¨ rφp0q ` α0 ¨ rψp0qsdx, (3.29)

para todo pw, π, rφ, rψq P P .

Em outras palavras, de (3.6) e (3.27), temos que ppv, pH, pτ ,ph, pαq satisfaz (3.29),
ou seja, ppv, pp, pτ , pαq é solução fraca do problema linearizado (3.5) associada aos controles
pH, hq. Logo, pela unicidade da solução do problema linearizado (3.5) dada em (3.27),
concluímos que ppv, pp, pτ , pαq “ prv, rq, rτ , rαq e, portanto, ppv, pp, pH, pτ ,ph, pαq é solução do problema
linearizado (3.5).

Finalmente, resta mostrar que ppv, pH, pτ ,ph, pαq P EN . Da Afirmação 1, segue que

e´sβγ´ 1
2
pv, e´sβγ´ 1

2
pτ , e´sβγpα, e´sβγ´ 3

2 pH1O, e
´sβγ´ 5

2 ph1O P L2
pQq.

E por hipótese temos e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ P L2
p0, T, pH´1

pΩqq
2
q, e´sβϑ1 P L2

p0, T, L2
pΩqq e

e´sβ
pγq

1
2ϑ2 P L2

p0, T, L2
pΩqq.

Provaremos, agora, que e´
sβ
2 pγ˚

q
´ 1

4
pv P L2

p0, T ; V qXL8
p0, T ; H q e que e

sβ
2 γ

1
4 τ ,

e
sβ
2 γ

1
2α P L2

p0, T ;H1
pΩqq X L8

p0, T ;L2
pΩqq. Para isso, consideremos as funções

v˚
“ e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
pv, p˚

“ e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

pp,

H˚
“ e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
pH, τ˚

“ esβ{2γ1{4
pτ ,

h˚
“ esβ{2γ1{4

ph, α˚
“ esβ{2γ1{2

pα,

ϑ˚
“ e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4ϑ, ϑ˚
1 “ esβ{2γ1{4ϑ1 e

ϑ˚
2 “ esβ{2γ1{2ϑ2.
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Então, por substituição direta, pv˚, p˚,H˚, τ˚, h˚, α˚
q satisfaz

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L1v
˚

` ∇p˚
“ ϑ˚

` C1∆α˚
´ C2∇α˚

` C3α
˚

` A3τ
˚

´ A4α
˚

` H˚1O

`pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

qtpv em Q,

L2τ
˚

“ ϑ˚
1 ´ A1α

˚
´ A2α

˚
t ´ v˚

¨ ∇τ ` h˚1O ` pe´sβ{2
qtpτ em Q,

L3α
˚

“ ϑ˚
2 ` B2τ

˚
´ v ¨ ∇α ` pe´sβ{2

qγ1{4
qtpα em Q,

div v˚
“ 0 em Q,

v˚
“ 0, Bτ˚

Bη
“

Bα˚

Bη
“ 0 sobre Σ,

v˚
p0q “ e´sβp0q{2

pγ˚
p0qq

´1{4v0, τ
˚
p0q “ esβp0q{2

pγp0qq
1{4τ0,

α˚
p0q “ esβp0q{2γ1{2

p0qα0 em Ω.

(3.30)

Como

ϑ˚,H˚, pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

qtpv P L2
p0, T ;H´1

pΩqq,

ϑ˚
1 , ϑ

˚
2 , h

˚, pesβ{2γ1{4
qtpτ , pe

sβ{2
qγ1{2

qtpα P L2
p0, T ;L2

pΩqq,

pv0, τ0, α0q P H ˆ rL2
pΩqs

2,

então, por regularidade parabólica, temos

v˚
P L2

p0, T ; V q X L8
p0, T ; H q e pτ˚, α˚

q P L2
p0, T ;H1

pΩqq X L8
p0, T ;L2

pΩqq.

Por fim, vamos mostrar que v˚
P L4

p0, T ;L12
pΩq

3
q quando N “ 3. Para isto,

vamos considerar, para cada b P L4{3
p0, T ;L12{11

pΩq
3
q, o sistema de Stokes

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´wt ´ ∆w ` ∇h “ b em Q,

∇.w “ 0 em Q,

w “ 0 sobre Σ,
wpT q “ 0 em Q.

(3.31)

Pelo Lema 1.2.18 existe uma única solução pw, hq do sistema de Stokes (3.31)
satisfazendo

w P L2
p0, T ;W 1,6{5

0 pΩq
3
q X C0

pr0, T s;L4{3
pΩq

3
q, (3.32)

dependendo continuamente de b nesses espaços.

Então, v˚ deve coincidir com a solução fraca da primeira equação em (3.30),
ou seja, a única função v˚

P L4
p0, T ;L12

pΩq
3
q satisfazendo

$

’

&

’

%

ż

Q

v˚.b dxdt “

ż

Ω

e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

p0q v0.wp0q dx `

ż T

0
xF,wy

W ´1,6pΩq,W
1,6{5
0 pΩq

dt

@b P L4{3
p0, T ;L12{11

pΩq
3
q,
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em que

F “ ϑ˚
` C1∆α˚

´ C2∇α˚
` C3α

˚
` A3τ

˚
´ A4α

˚
` H˚1O ´ v˚

¨ ∇v ´ v ¨ ∇v˚

e pw, hq é a solução de (3.31) associado a b. Relembremos que, como já temos
v˚

P L2
p0, T ; pL6

pΩqq
3
q e pτ˚, α˚

q P pL2
pQqq

2, todos os termos definidos anteriormente
fazem sentido em virtude de (3.32) e porque assumimos v0 P pL4

pΩqq
3.

Portanto, v˚
P L4

p0, T ; pL12
pΩqq

3
q, e isso finaliza a demonstração da Proposi-

ção 3.1.2.

3.2 Controlabilidade Local Nula do Sistema Não Linear
Nesta seção vamos estabelecer um resultado que permite concluir a controlabi-

lidade nula local do sistema não linear (9), isto é,
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L1v ` v ¨ ∇v ` ∇p ´ λε
`

∆α∇pα ` αq ´ ∆α∇α
˘

´
λ

ε

`

F 1
pα ` αq∇pα ` αq ´ F 1

pαq∇α
˘

“ pC1τ ` C2αqgC3 ` H1O em Q,

L2τ ` l
`

G1
pα ` αq ´ Gpαq

˘

t
` v ¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ

`l
`

v ¨ ∇pGpα ` αq ´ Gpαqq
˘

` l
`

v ¨ ∇pGpα ` αq ´ Gpαqq
˘

“ h1O em Q,

L3α ` v ¨ ∇α ` v ¨ ∇α ´
γ

ε

`

F 1
pα ` αq ´ F 1

pαq
˘

´
γ

ε

`

G1
pα ` αqpτ ` τq ´ G1

pαqτ
˘

“ 0 em Q,

div v “ 0 em Q,

v “ 0, Bτ

Bη
“

Bα

Bη
“ 0 sobre Σ,

vp¨, 0q “ v0, τp¨, 0q “ τ0, αp¨, 0q “ α0 em Ω,

em que L1v, L2τ e L3α são dados por (3.1).

Para isso, usaremos a seguinte versão do Teorema da Função Inversa, também
conhecido como Teorema de Lyusternik.

Teorema 3.2.1. Sejam E e G espaços de Banach e seja A : E Ñ G tal que A P C1
pE ; Gq.

Sejam, ainda, e0 P E, Ape0q “ h0 e A1
pe0q : E Ñ G sobrejetora. Então, existe δ ą 0 tal

que, para todo h P G satisfazendo }h´h0}G ă δ, existe pelo menos uma solução da equação

Apeq “ h, e P E .
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Aqui, usaremos esse teorema com os espaços E “ EN , N “ 2 ou N “ 3, e
G “ G1 ˆ G2, com

G1 “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

L2
pe´sβ

pγ˚
q

´1{2
p0, T q; pH´1

pΩqq
2
q ˆ L2

pe´sβ
p0, T q;L2

pΩqq

ˆL2
pe´sβγ1{2

p0, T q;L2
pΩqq se N “ 2,

L2
pe´sβ

pγ˚
q

´1{2
p0, T q; pW´1,6

pΩqq
3
q ˆ L2

pe´sβ
p0, T q;L2

pΩqq

ˆL2
pe´sβγ1{2

p0, T q;L2
pΩqq se N “ 3,

G2 “

#

H ˆ Lq
pΩq ˆ Lq

pΩq pq ą 4q se N “ 2,
ppL4

pΩqq
3
q ˆ Lq

pΩq ˆ Lq
pΩq pq ą 5q se N “ 3

e o operador
A : EN Ñ G

dado por

Apv, p,H, τ, h, αq “

´

A1pv, p,H, τ, h, αq,A2pv, τ, h, αq,A3pv, τ, αq, vp0q, τp0q, αp0q

¯

,

em que

A1pv, p,H, τ, h, αq “ L1v ` v ¨ ∇v ` ∇p ´ λε
`

∆α∇pα ` αq ´ ∆α∇α
˘

´
λ

ε

`

F 1
pα ` αq∇pα ` αq ´ F 1

pαq∇α
˘

´ pC1τ ` C2αqgC3 ´ H1O,

A2pv, p,H, τ, h, αq “ L2τ ` l
`

G1
pα ` αq ´ Gpαq

˘

t
` v ¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ

` l
`

v.pG1
pα ` αq∇pα ` αqq

˘

´ l
`

v.∇Gpαq
˘

` l
`

v ¨ ∇pGpα ` αq ´ Gpαqq
˘

´ h1O

e

A3pv, p,H, τ, h, αq “ L3α ` v ¨ ∇α ` v ¨ ∇α ´
γ

ε

`

F 1
pα ` αq ´ F 1

pαq
˘

´
γ

ε

`

G1
pα ` αqpτ ` τq ´ G1

pαqτ
˘

,

para todo pv, p,H, τ, h, αq P EN .

Na próxima proposição, checaremos as hipóteses necessárias para aplicar o
Teorema de Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1.

Proposição 3.2.2. Sejam pv, τ , αq P L8
pQq

N`2, N “ 2 ou N “ 3. Então, A P C1
pEN ; Gq.

Demonstração.
Vamos provar que A P C1

pEN ; Gq, ou seja, que a derivada do operador A é limitada e,
consequentemente, contínua. Para isso, vamos dividir a demonstração em alguns casos.
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Termos que envolvem as derivadas de F e G na definição do operador A:
Observemos que, das hipóteses (H) dadas na Introdução, os termos que envolvem as
derivadas de F e G, ou seja, F 1

pα ` αq∇pα ` αq,
`

G1
pα ` αq ´ Gpαq

˘

t
, v ¨ ∇pGpα ` αqq,

F 1
pα ` αq e G1

pα ` αq são de classe C1.

Termos lineares na definição do operador A:
Os termos L1v, L2τ , L3α, ∆α∇α, C1τ gC3, C2α gC3, v ¨∇τ , v.∇Gpαq e v ¨∇α na definição
de A são lineares e, consequentemente, são de classe C1.

Termo que não é linear e nem bilinear na definição do operador A:
Note que o termo v.G1

pα ` αq∇α ` v.pG1
pα ` αq∇αq não é linear nem bilinear. Conside-

rando as hipóteses (H), temos que a função G1 é de classe C1, e como v e ∇α são termos
lineares, então são de classe C1. Logo, como o produto e o produto escalar de funções
diferenciáveis é função diferenciável, então v.G1

pα`αq∇α`v.pG1
pα`αq∇αq é de classe C1.

Termos bilineares na definição do operador A:
Os termos v.∇v, v.∇τ , v.∇α, além da primeira parcela da soma ∆α∇pα` αq “ ∆α∇α`

∆α∇α são bilineares.

Desse modo, o operador

B : EN ˆ EN ÝÑ G1
`

pv, p,H, τ, h, αq, prv, rp, rH, rτ ,rh, rαq
˘

ÞÝÑ
`

v.∇rv,∆α∇rα, v.∇rτ , v.∇rα
˘ (3.33)

é bilinear. Consequentemente, para provar que A P C1
pEN ; Gq é suficiente mostrar que o

operador bilinear dado por (3.33) é contínuo de EN ˆ EN em G1.

Provaremos agora que o operador bilinear dado por (3.33) é contínuo de EN ˆEN

em G1.

Para N “ 2 temos e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v P L2

p0, T ; Vq X L8
p0, T ; Hq, e´sβ{2τ ,

e´sβ{2γ1{4α P L2
p0, T ;H1

0 pΩqqXL8
p0, T ;L2

pΩqq, pela definição do espaço E0. Então, como
para N “ 2, L8

p0, T q ãÑ L4
p0, T q e H1

0 pΩq ãÑ L4
pΩq, segue que e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
pv, rvq P

L4
pQq

4, e´sβ{2γ1{4
pα, rαq P L4

pQq
2 e e´sβ{2

rτ P L4
pQq, para cada pv, p,H, τ, h, αq,

prv, rp, rH, rτ ,rh, rαq P EN . Daí,

||pv.∇qrv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pH´1pΩqq2q “ ||∇pv b rvq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pH´1pΩqq2q. (3.34)

Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

p0, T q; pL2
pΩqq

2˘

ÝÑ L2`

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

p0, T q; ppH´1
pΩqq

2˘

v b rv ÞÝÑ ∇pv b rvq

ser contínuo temos que

||∇pv b rvq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pH´1pΩqq2q ď C ||v b rv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T ;pL2pΩqq2qq.
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Logo, de (3.34) segue que

||pv.∇qrv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pH´1pΩqq2q

“ ||∇pv b rvq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pH´1pΩqq2q

ď C ||v b rv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T ;pL2pΩqq2qq

“ C ||pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

q
1{2

pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

q
1{2

pv b rvq||L2p0,T ;pL2pΩqq2q

ď ||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||pL4pQqq2 ||e´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
rv||pL4pQqq2 .

Agora, pelo Teorema 1.2.15 temos L2
pΩq ãÑ H´1

pΩq, e então

}∆α∇rα}L2p0,T ;H´1pΩqq ď C }∆α∇rα}L2p0,T ;L2pΩqq

ď C }∆α}L4p0,T ;L4pΩqq }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq. (3.35)

Pela definição do espaço E0, temos α, rα P L4
p0, T ;H4

pΩqq, e pelo Teorema
1.2.20 com m “ 4, N “ 2, p “ 2 e k “ m ´ pN{pq “ 4 ´ 2{2 “ 3 ą 0, obtemos
α, rα P L4

p0, T ;H4
pΩqq e

}∆α}L4p0,T ;L8pΩqq ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq e }∇rα}L4p0,T ;L8pΩqq ď C }rα}L4p0,T ;H4pΩqq.

Consequentemente, do fato de L8
pΩq ãÑ L4

pΩq segue que

}∆α}L4p0,T ;L4pΩqq ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq e }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq ď C }rα}L4p0,T ;H4pΩqq. (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35), temos que

}∆α∇rα}L2p0,T ;H´1pΩqq ď C }∆α∇rα}L2p0,T ;L2pΩqq

ď C }∆α}L4p0,T ;L4pΩqq }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq

ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq }rα}L4p0,T ;H4pΩqq,

ou seja, a segunda componente ∆α∇rα do operador bilinear dado por (3.33) é uma aplicação
limitada.

Notemos ainda que,

∇pv rτq “ v.∇rτ ` p∇.vq rτ

e por (2) temos que ∇.v “ 0 em Q. Então,

v.∇rτ “ ∇pv rτq.

Desse modo,

||v.∇rτ ||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q “ ||∇pv rτq||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2qq. (3.37)
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Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
p0, T q; pL2

pΩqq
2˘

ÝÑ L2`

e´sβ
p0, T q; pL2

pΩqq
2˘

v rτ ÞÝÑ ∇pv rτq

ser contínuo temos que

}∇pv rτq}L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q ď C }v rτ}L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q

e assim de (3.37) segue que

||v.∇rτ ||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q

“ ||∇pv rτq||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q

ď C ||v rτ ||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q “ C ||pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4 vq pe´sβ{2

rτq||pL2pQqq2

ď C ||pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4vqpe´sβ{2γ1{4

rτq||pL2pQqq2

ď C||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||pL4pQqq2 ||e´sβ{2

rτ ||pL4pQqq2 . (3.38)

De forma análoga ao que foi feito para a obtenção de (3.38), segue que

∇pv rαq “ v.∇rα ` p∇.vq rα

e por (2) temos que ∇.v “ 0 em Q. Então,

v.∇rα “ ∇pv rαq.

Desse modo,

||v.∇rα||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q “ ||∇pv rαq||L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q. (3.39)

Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
p0, T q; pL2

pΩqq
2˘

ÝÑ L2`

e´sβ
p0, T q; pL2

pΩqq
2˘

v rα ÞÝÑ ∇pv rαq

ser contínuo temos que

}∇pv rαq}L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q ď C }v rα}L2pe´sβp0,T q;pL2pΩqq2q

e então de (3.39) segue que

||v.∇rα||L2pe´sβγ1{2p0,T q;L2pΩqq

“ ||∇pv rαq||L2pe´sβγ1{2p0,T q;L2pΩqq

ď C ||v rα||L2pe´sβγ1{2p0,T q;pL2pΩqq2q “ C ||pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4 vq e´sβ{2

pe´sβ{2
rαq||pL2pQqq2

ď C ||pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4vqpe´sβ{2γ1{4

rαq||pL2pQqq2

ď C ||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||pL4pQqq2 ||e´sβ{2γ1{4

rα||pL4pQqq2 . (3.40)
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Para N “ 3, temos que

||pv.∇qrv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q “ ||∇pv b rvq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q. (3.41)

Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

p0, T q; pL6
pΩqq

3˘

ÝÑ L2`

e´sβ
pγ˚

q
´1{2

p0, T q; pW´1,6
pΩqq

3˘

v b rv ÞÝÑ ∇pv b rvq

ser contínuo temos que

||∇pv b rvq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q ď C ||v b rv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pL6pΩqq3q.

Da definição de E3 segue que e´sβ
pγ˚

q
´1{4v P L4

p0, T ; pL12
pΩqq

3
q, e assim de (3.41),

obtemos

||pv.∇qrv||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q

“ ||∇pv b vq||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q

ď C ||v b v||L2pe´sβpγ˚q´1{2p0,T q;pL6pΩqq3q

“ C ||pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

q
1{2

pe´sβ
pγ˚

q
´1{2

q
1{2

pv b vq||L2p0,T ;pL6pΩqq3q

ď C ||pe´sβ{2
pγ˚

q
´1{4

qv||L4p0,T ;pL12pΩqq3q||pe
´sβ{2

pγ˚
q

´1{4
qv||L4p0,T ;pL12pΩqq3q.

Agora, pelo Teorema 1.2.15 temos L2
pΩq ãÑ H´1

pΩq, e então

}∆α∇rα}L2p0,T ;H´1pΩqq ď C }∆α∇rα}L2p0,T ;L2pΩqq

ď C }∆α}L4p0,T ;L4pΩqq }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq. (3.42)

Pela definição do espaço E0, temos α, rα P L4
p0, T ;H4

pΩqq, e pelo Teorema 1.2.20 com
m “ 4, N “ 3, p “ 2 e k “ m´ pN{pq “ 4 ´

3
2 “

5
2 ą 0, obtemos α, rα P L4

p0, T ;H4
pΩqq e

}∆α}L4p0,T ;L8pΩqq ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq e }∇rα}L4p0,T ;L8pΩqq ď C }rα}L4p0,T ;H4pΩqq.

Consequentemente, do fato de L8 ãÑ L4
pΩq, segue que

}∆α}L4p0,T ;L4pΩqq ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq e }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq ď C }rα}L4p0,T ;H4pΩqq. (3.43)

Pelo Teorema 1.2.15 temos L2
pΩq ãÑ H´1

pΩq e substituindo (3.43) em (3.42), segue que

}∆α∇rα}L2p0,T ;H´1pΩqq ď C }∆α∇rα}L2p0,T ;L2pΩqq

ď C }∆α}L4p0,T ;L4pΩqq }∇rα}L4p0,T ;L4pΩqq

ď C }α}L4p0,T ;H4pΩqq }rα}L4p0,T ;H4pΩqq,

ou seja, a segunda componente ∆α∇rα do operador bilinear dado por (3.33) é uma aplicação
limitada.
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De forma análoga ao que foi feito para a obtenção de (3.38) e (3.40), temos
ainda

∇pv rτq “ v.∇rτ ` p∇.vq rτ

e por (2) temos que ∇.v “ 0 em Q. Então,

v.∇rτ “ ∇pv rτq.

Desse modo,

||v.∇rτ ||L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q “ ||∇pv rτq||L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q. (3.44)

Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
p0, T q; pL6

pΩqq
3˘

ÝÑ L2`

e´sβ
p0, T q; pW´1,6

pΩqq
3˘

v rτ ÞÝÑ ∇pv rτq

ser contínuo temos que

}∇pv rτq}L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q ď C }v rτ}L2pe´sβp0,T q;pL6pΩqq3q. (3.45)

Logo, substituindo (3.45) em (3.44) segue que

||v.∇rτ ||L2pe´sβp0,T q;W ´1,6pΩqq

“ ||∇pv.rτq||L2pe´sβp0,T q;pW ´1,6pΩqq3q

ď C ||v.rτ ||L2pe´sβp0,T q;pL6pΩqq3q

ď C ||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||L4p0,T ;pL12pΩqq3q||e

´sβ{2γ1{2
rτ ||L4p0,T ;pL12pΩqq3q.

Ainda de forma análoga a (3.38) e (3.40), temos

∇pv rαq “ v.∇rα ` p∇.vq rα

e por (2) temos que ∇.v “ 0 em Q. Então,

v.∇rα “ ∇pv rαq.

Desse modo,

||v.∇rα||L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q “ ||∇pv rαq||L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q. (3.46)

Do fato do operador

∇ : L2`

e´sβ
p0, T q; pL6

pΩqq
3˘

ÝÑ L2`

e´sβ
p0, T q; pW´1,6

pΩqq
3˘

v rα ÞÝÑ ∇pv rαq

ser contínuo temos que

}∇pv rαq}L2pe´sβp0,T q;ppW ´1,6pΩqq3q ď C }v rα}L2pe´sβp0,T q;pL6pΩqq3q. (3.47)
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Logo, substituindo (3.47) em (3.46) segue que

||v.∇rα||L2pe´sβγ1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q

“ ||∇pv.rαq||L2pe´sβγ1{2p0,T q;pW ´1,6pΩqq3q

ď C ||v rα||L2pe´sβγ1{2p0,T q;pL6pΩqq3q

ď C ||e´sβ{2
pγ˚

q
´1{4v||L4p0,T ;pL12pΩqq3q||e

´sβ{2γ1{2
rα||L4p0,T ;pL12pΩqq3q.

Portanto, provamos a limitação de cada componente do operador bilinear dado por (3.33)
para N “ 2 e N “ 3.

Agora, mostraremos que a derivada do operador dado por (3.33) também
é contínuo. Note que podemos definir um operador bilinear com cada componente do
operador bilinear dado por (3.33), ou seja,

B1pv, rvq “ v.∇rv, B2pα, rαq “ ∆α∇rα, B3pv, rτq “ v.∇rτ e B4pv, rαq “ v.∇rα. (3.48)

Assim, a derivada de cada operador bilinear dado em (3.48) é

B1
1pv1, rv1qpv, rvq “ B1pv, rv1q ` B1pv1, rvq “ v.∇rv1 ` v1.∇rv, para todo pv, rvq,

B1
2pα1, rα1qpα, rαq “ B2pα, rα1q ` B2pα1, rαq “ ∆α.∇rα1 ` ∆α1.∇rα, para todo pα, rαq,

B1
3pv1, rτ1qpv, rτq “ B3pv, rτ1q ` B3pv1, rτq “ v.∇rτ1 ` v1.∇rτ , para todo pv, rτq e

B1
4pv1, rα1qpv, rαq “ B4pv, rα1q ` B4pv1, rαq “ v.∇rα1 ` v1.∇rα, para todo pv, rαq.

Logo, a derivada do operador bilinear (3.33) é dada em termos do próprio operador bilinear
que já provamos que é contínua. Assim, a continuidade da derivada do operador dado
em (3.33) é provada, ou seja, o operador bilinear definido em (3.33) é de classe C1. E isso
prova a Proposição 3.2.2.

Como consequência da Proposição 3.2.2, conseguimos aplicar o Teorema de
Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1 para e0 “ 0 P RN e h0 P G.

De fato,
A1

p0, 0, 0, 0, 0, 0q : EN Ñ G

é dado por

A1
p0, 0, 0, 0, 0, 0qpv, p,H, τ, h, αq “ pϑ, ϑ1, ϑ2, vp0q, τp0q, αp0qq,

em que

ϑ “ L1v ` ∇p ´ pC1∆α ´ C2∇α ` C3p∇αqα ` A3τ ´ A4α ` H1Oq,
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ϑ1 “ L2τ ´ p´A1α ´ A2αt ´ v ¨ ∇τ ` h1Oq e ϑ2 “ L3α ´ pB2τ ´ v ¨ ∇αq,

sendo L1v, L2τ e L3α dados em (3.1), para todo pv, p,H, τ, h, αq P EN . Então
A1

p0, 0, 0, 0, 0, 0q : E Ñ G é sobrejetora pela Proposição 3.1.2.

Logo, pelo Teorema de Lyusternik, isto é, Teorema 3.2.1, existe δ ą 0 tal que,
se

||p0, 0, 0, vp0q, τp0q, αp0qq||G “ ||pvp0q, τp0q, αp0qq||HˆLqpΩqˆLqpΩq ă δ,

em que q ą 4, para N “ 2, e q ą 5, para N “ 3, encontramos um par de controles pH, hq

tal que a solução associada ao problema não linear (9) verifica

vpT q “ 0, τpT q “ 0, αpT q “ 0 em Ω.

Isso estabelece o resultado de controlabilidade nula do sistema não linear (9)
dado pelo Teorema 0.0.5 e, consequentemente, o resultado de controlabilidade local exata
à trajetória dado pelo Teorema 0.0.3.

Resta ainda provar que ||pH, hq||pL2pOˆp0,T qq2 ď C.

De fato, observemos que pela definição do operador bilinear a : P0 ˆ P0 ÝÑ R
dada em (3.7) e apresentada na demonstração da Proposição 3.1.2 e, ainda, de (3.6), temos

|| pH||L2pOˆp0,T qq ` ||ph||L2pOˆp0,T qq “ || ´ esβ
ppγq

3
pz||L2pOˆp0,T qq ` || ´ esβ

ppγq
5

pφ||L2pOˆp0,T qq

ď apppz, pq, pφ, pϕq, ppz, pq, pφ, pψqq “ xL, ppz, pq, pφ, pψqy

“

ż T

0
xϑptq, pzptqyH´1pΩq,H1

0 pΩqdt `

ż T

0
xϑ1ptq, pφptqyL2pΩq,H1pΩqdt

`

ż T

0
xϑ2ptq, pψptqyL2pΩq,H1pΩqdt `

ż

Ω

rv0 ¨ pzp0q ` τ0 ¨ pφp0q ` α0 ¨ pϕp0qsdx

ď C
´

||e´sβ˚

pγ˚
q

´ 1
2ϑ||L2p0,T ;H´1pΩqq ` ||e´sβϑ1||L2p0,T ;L2pΩqq

`||e´sβ
pγq

1
2ϑ2||L2p0,T ;L2pΩqq ` ||v0||H ` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩq

¯

||ppz, pq, pφ, pψq||P . (3.49)

Agora, notemos que de (3.7)

apppz, pq, pφ, pψq, ppz, pq, pφ, pψqq

“

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

1 pz ` ∇pq ` p∇zqpφ ` p∇αq pψq
2dxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγpL˚

2 pφ ` C1pgi ¨ pzq ´ B2 pψq
2dxdt

`

ż

Q

e2sβ
pγ˚

q
´2

pL˚
3

pψ ´ C1∆pz ´ C2 divppzq ´ C3p∇α ¨ pzq ´ A2 pφt ` C2pgi ¨ pzq ` A1q
2dxdt

`

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

3
ppzq

2dxdt `

ż

Oˆp0,T q

e2sβ
ppγq

5
ppφq

2dxdt

“ ||esβ
ppγq

1
2ϑ||

2
L2pQq ` ||esβ

ppγq
1
2ϑ1||

2
L2pQq ` ||esβ

pγ˚
q

´1ϑ2||
2
L2pQq

` ||esβ
ppγq

3
2
pz||

2
L2pOˆp0,T qq ` ||esβ

ppγq
5
2

pφ||
2
L2pOˆp0,T qq, (3.50)
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pelo sistema adjunto (12).

Da definição do operador bilinear a : P0 ˆ P0 ÝÑ R em (3.7), de (3.8) e (3.26),
segue que

||esβ
ppγq

1
2ϑ||

2
L2pQq ` ||esβ

ppγq
1
2ϑ1||

2
L2pQq ` ||esβ

pγ˚
q

´1ϑ2||
2
L2pQq

`||esβ
ppγq

3
2
pz||

2
L2pOˆp0,T qq ` ||esβ

ppγq
5
2

pφ||
2
L2pOˆp0,T qq

“ apppz, pq, pφ, pϕq, ppz, pq, pφ, pϕqq “ xL, ppz, pq, pφ, pψqy

ď C
´

||e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ||L2p0,T ;H´1pΩqq ` ||e´sβϑ1||L2p0,T ;L2pΩqq

`||e´sβγ
1
2ϑ2||L2p0,T ;L2pΩqq ` ||v0||H ` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩq

¯

||ppz, pq, pφ, pψq||P .

(3.51)

Mas como

||ppz, pq, pφ, pψq||P “

´

||esβ
ppγq

1
2ϑ||

2
L2pQq ` ||esβ

ppγq
1
2ϑ1||

2
L2pQq ` ||esβ

pγ˚
q

´1ϑ2||
2
L2pQq

`||esβ
ppγq

3
2
pz||

2
L2pOˆp0,T qq ` ||esβ

ppγq
5
2

pφ||
2
L2pOˆp0,T qq

¯1{2
,

segue da última igualdade e de (3.51) que
´

||esβ
ppγq

1
2ϑ||

2
L2pQq ` ||esβ

ppγq
1
2ϑ1||

2
L2pQq ` ||esβ

pγ˚
q

´1ϑ2||
2
L2pQq

`||esβ
ppγq

3
2
pz||

2
L2pOˆp0,T qq ` ||esβ

ppγq
5
2

pφ||
2
L2pOˆp0,T qq

¯1{2

“ apppz, pq, pφ, pϕq, ppz, pq, pφ, pϕqq “ xL, ppz, pq, pφ, pψqy

ď C
´

||e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ||L2p0,T ;H´1pΩqq ` ||e´sβϑ1||L2p0,T ;L2pΩqq

`||e´sβγ
1
2ϑ2||L2p0,T ;L2pΩqq ` ||v0||H ` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩq

¯

.

(3.52)

Das hipóteses da Proposição 3.1.2,

||e´sβ
pγ˚

q
´ 1

2ϑ||L2p0,T ;H´1pΩqq ă `8,

||e´sβϑ1||L2p0,T ;L2pΩqq ă `8,

||e´sβγ
1
2ϑ2||L2p0,T ;L2pΩqq ă `8.

Logo, de (3.50) e (3.52) temos,

apppz, pq, pφ, pϕq, ppz, pq, pφ, pϕqq “ xL, ppz, pq, pφ, pψqy ď Cp||v0||H ` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩqq

e, de (3.49)

|| pH||L2pOˆp0,T qq ` ||ph||L2pOˆp0,T qq ď Cp||v0||H ` ||τ0||L2pΩq ` ||α0||L2pΩqq.

Isto conclui a prova do Teorema 0.0.5 e, portanto, do Teorema 0.0.3.
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Capítulo 4

Controle Ótimo e Controlabilidade

Neste capítulo estamos interessados em estabelecer uma conexão entre um
problema de controle ótimo e a controlabilidade exata dada pelo Teorema 0.0.3.

Primeiramente vamos definir o operador solução do problema (2), ou seja,
definiremos um operador R que associa cada par de controles pH, hq P pL2

pO ˆ p0, T qqq
N

ˆ

L2
pO ˆ p0, T qq à correspondente solução ppv, pτ , pαq.

Consideremos R o operador solução do problema (2), ou seja,

R : pL2
pO ˆ p0, T qqq

N
ˆ L2

pO ˆ p0, T qq ÝÑ S1 ˆ S2 ˆ S3

pH, hq ÞÝÑ RpH, hq “ ppv, pτ , pαq
(4.1)

em que

S1 “ L8
p0, T ; H q X L2

p0, T ; V q,

S2 “ L8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqq,

S3 “ L8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqq

e ppv, pτ , pαq satisfaz o sistema (2) com controles pH, hq.

O estudo de existência de solução para o sistema (2) é dado pelo Teorema 0.0.1.

Agora consideremos o operador (15), isto é,

Jρrpv, pτ , pα; H, hs “
1
2

ż

Ω

´

|pvpx, T q ´ vpx, T q|
2

` |pτpx, T q ´ τpx, T q|
2

` |pαpx, T q ´ αpx, T q|
2
¯

dx `
ρ

2

ż T

0

ż

O

´

|H|
2

` |h|
2
¯

dxdt

em que ppv, pτ , pαq é solução do problema (2) associada à pH, hq e pv, τ , αq é solução do
problema (4).

Um resultado de controle ótimo é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 4.0.1. Sejam ppv, pτ , pαq solução de (2) associada ao par de controles pH, hq e
pv, τ , αq solução de (4). Suponha que as hipóteses pHq sejam satisfeitas com Gpsq P C2

pRq
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uma função decrescente. Então, para cada ρ ą 0, existe pelo menos um par de controles
ótimos pHρ, hρq P pL2

pO ˆ p0, T qqq
N

ˆ L2
pO ˆ p0, T qq minimizando o funcional de custo

Jρ, isto é, a correspondente solução ppvρ, pτρ, pαρq de (2) satisfaz

Jρrpvρ, pτρ, pαρ; Hρ, hρs “ inf
pH,hq P pL2pOˆp0,T qqqN ˆL2pOˆp0,T qq

Jρrpv, pτ , pα; H, hs. (4.2)

Demonstração. Fixemos ρ ą 0. Seja pvn, τn, αn; Hn, hnq uma sequência minimizante de Jρ

tal que pvn, τn, αnq “ RpHn, hnq para todo n P N.

Como pvn, τn, αn,Hn, hnq é sequência minimizante de Jρ, temos que

Jρrvn, τn, αn; Hn, hns ď C

para todo n P N. Pela definição de Jρ, deduzimos que

||pHn, hnq||pL2pOˆp0,T qqqN`1 ď C.

Pelo Teorema 0.0.1, o problema (2) possui solução fraca satisfazendo

||vn||L8p0,T ;HqXL2p0,T ;V q ` ||τn||L8p0,T ;L2pΩqqXL2p0,T ;H1pΩqq

`||αn||L8p0,T ;H1pΩqqXL2p0,T ;H2pΩqq ď C,

para todo n P N.

Portanto, existe pelo menos uma subsequência de pvn, τn, αn; Hn, hnqnPN, com
pvn, τn, αnq “ RpHn, hnq, novamente denotada por pvn, τn, αn; Hn, hnqnPN tal que

Hn á H fracamente em pL2
pO ˆ p0, T qqq

N ,

hn á h fracamente em L2
pO ˆ p0, T qq,

vn á v fracamente em L8
p0, T ; Hq X L2

p0, T ; Vq,

τn á τ fracamente em L8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqq,

αn á α fracamente em L8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqq.

Pelo Teorema 1.3.8,

vn Ñ v fortemente em L2
pQq,

τn Ñ τ fortemente em L2
pQq,

αn Ñ α fortemente em L2
p0, T ;H1

pΩqq X Cp0, T ;L2
pΩqq.

Portanto,

Jρrvn, τn, αn; Hn, hns Ñ Jρrv, τ, α; H, hs.

Segue da Proposição 1.3.2 que

lim
nÑ8

inf Jρrvn, τn, αn; Hn, hns ě Jρrv, τ, α; H, hs. (4.3)
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Como pvn, τn, αn; Hn, hnqnPN é uma sequência minimizante, então

Jρrvn, τn, αn; Hn, hns Ñ inf
pH,hqPpL2pOˆp0,T qqqN`1

Jρrpv, pτ , pα; H, hs (4.4)

quando n Ñ `8, em que ppv, pτ , pαq “ RpH, hq (mostraremos abaixo).

Por (4.3) e (4.4) temos

Jρrv, τ, α; H, hs “ inf
pH,hqPpL2pOˆp0,T qqqN`1

Jρrpv, pτ , pα; H, hs.

Mostraremos agora que pv, τ, αq “ RpH, hq. Temos que para cada n P N,
pvn, τn, αnq é solução do problema (2) associado a pHn, hnq, isto é, pvn, τn, αnq “ RpHn, hnq.
Então,

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

vn,t ` vn.∇vn ´ k1∆vn ` ∇pp ´ λε∆αn∇αn ´
λ

ε
F 1

pαnq∇αn

“ ´p1 ´ C1τn ` C2αnqgei ` Hn1O em Q,

τn,t ` vn.∇τn ´ k∆τn ` lpGpαnqqt ` lpvn.∇Gpαnqq “ hn1O em Q,

αn,t ` vn.∇αn ´ γε∆αn ´
λ

ε
F 1

pαnq ´
γ

ε
G1

pαnqτn “ 0 em Q,

div vn “ 0 em Q,

vn “ 0, Bτn

Bη
“

Bαn

Bη
“ 0 sobre Σ,

vnp¨, 0q “ vn,0, τnp¨, 0q “ τn,0, αp¨, 0q “ αn,0 em Ω.

(4.5)

Multiplicando a primeira equação de (4.5) por ω P W, em que W é dado no
Teorema 1.3.7, e integrando por partes em Q, temos

´

ż T

0
xvn , ωty dt `

ż T

0
pvn.∇vn , ωq dt ´ k1

ż T

0
p∇vn ,∇ωq dt

`

ż T

0
p∇pp , ωq dt ´ λε

ż T

0
p∆αn∇αn , ωq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

pαnq∇αn , ωq dt

“

´

v0, ωp0q

¯

`

ż T

0

´

´ p1 ´ C1τn ` C2αnqgei ` Hn1O , ω
¯

dt. (4.6)

Pela convergência (1.13) dada no Teorema 1.3.8 e as convergências (1.3) - (1.8)
dadas no Teorema 1.3.7, segue que a sequência em (4.6) converge para

´

ż T

0
xv , ωty dt `

ż T

0
pv.∇v , ωq dt ´ k1

ż T

0
p∇v ,∇ωq dt

`

ż T

0
p∇pp , ωq dt ´ λε

ż T

0
p∆α∇α , ωq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

pαq∇α , ωq dt

“

´

v0, ωp0q

¯

`

ż T

0

´

´ p1 ´ C1τ ` C2αqgei ` H1O , ω
¯

dt, (4.7)

quando n Ñ 8.
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Agora, multiplicando a segunda equação de (4.5) por θ P Θ, em que Θ é dado
no Teorema 1.3.7, e integrando por partes em Q, temos

´

ż T

0
xτn ` lGpαnq, θty dt ´

ż T

0

´

pτn ` lGpαnqq vn,∇θ
¯

dt ` k

ż T

0
p∇τn ,∇θq dt

“

´

τ0 ` lGpα0q, θp0q

¯

`

ż T

0
ph1O , θq dt. (4.8)

Pela convergência (1.13) dada no Teorema 1.3.8 e as convergências (1.9) - (1.12) dadas no
Teorema 1.3.7, segue que a sequência em (4.8) converge para

´

ż T

0
xτ ` lGpαq, θty dt ´

ż T

0

´

pτ ` lGpαqq v,∇θ
¯

dt ` k

ż T

0
p∇τ ,∇θq dt

“

´

τ0 ` lGpα0q, θp0q

¯

`

ż T

0
ph1O , θq dt, (4.9)

quando n Ñ 8.

Agora, pela convergência (1.13) dada no Teorema 1.3.8 e as convergências
(1.14) - (1.18) dadas no Teorema 1.3.9, passando ao limite n Ñ 8 na terceira equação de
(4.5), temos

αt ` v.∇α ´ γε∆α ´
λ

ε
F 1

pαq ´
γ

ε
G1

pαqτ “ 0. (4.10)

Portanto, de (4.7), (4.9) e (4.10) concluímos que pv, τ, αq “ RpH, hq, em que o
operador R é dado por (4.1).

O resultado a seguir atribui uma caracterização a cada par de controles óti-
mos pH, hq.

Teorema 4.0.2. Seja pH, hq um par de controles ótimos do problema (2) dado pelo
Teorema 4.0.1. Então, existe ppv, pτ , pα, q, p, r; H, hq satisfazendo os problemas (2) e (12),
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ou seja,
$
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’
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’

’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pvt ` pv ¨ ∇pv ´ k1∆pv ` ∇pp ´ λε∆pα∇pα ´
λ

ε
F 1

ppαq∇pα

“ ´p1 ´ C1pτ ` C2pαqgei ` H1O em Q,

pτt ` pv ¨ ∇pτ ´ k∆pτ ` lpGppαqqt ` lppv ¨ ∇Gppαqq “ h1O em Q,

pαt ` pv ¨ ∇pα ´ γε∆pα ´
γ

ε
F 1

ppαq ´
γ

ε
G1

ppαqpτ “ 0 em Q,

´qt ´ k1∆q ` Dq v ` ∇q φ ` ∇αψ ` ∇rp ´ rϑ ` φ∇τ ` ψ∇α “ pv ´ v em Q,

´pt ´ k∆p ´ pv ¨ ∇pq ´ rϑ1 ` C1pgi ¨ qq ´ B2r “ pτ ´ τ em Q,

´rt ´ γε∆r ´ pv ¨ ∇rq ´ B1r ´ rϑ2 ´ γεp∇α ¨ ∆qq ´ C2 divpqq

` C3p∇α ¨ qq ´ A2pt ` C2pgi ¨ qq ` A1p “ pα ´ α em Q,

div pv “ div q “ 0 em Q,

pv “ q “
Bpτ

Bη
“

Bpα

Bη
“

Bp

Bη
“

Br

Bη
“ 0 sobre Σ,

pvp¨, 0q “ pv0, pτp¨, 0q “ pτ0, pαp¨, 0q “ pα0 em Ω,

qp¨, T q “ pp¨, T q “ rp¨, T q “ 0 em Ω

e
ż

Q

pq ` |H|qpF ´ Hq ` pp ` |h|qpf ´ hqdxdt ě 0 (4.11)

para todo pF , fq P pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1.

Demonstração. Fixemos ρ ą 0 e consideremos H :“ Hρ, h :“ hρ e ppv, pτ , pαq “ RpH, hq.
Temos

Jrppv, pτ , pα; H, hqs “
1
2

ż T

0

ż

Ω

|pvpx, tq ´ vpx, tq|
2dxdt `

1
2

ż T

0

ż

Ω

|pτpx, tq ´ τpx, tq|
2dxdt

`
1
2

ż T

0

ż

Ω

|pαpx, tq ´ αpx, tq|
2dxdt `

ρ

2

ż T

0

ż

O
p|H|

2
` |h|

2
qdxdt,

onde pv, τ , αq é a trajetória dada em (4) e pH, hq um par de funções de controle do
problema (2). Então, consideremos a derivada direcional do operador J na direção F ´ H

d

dλ
JrRppH ` λpF ´ Hq, h ` λpf ´ hqq; pH ` λpF ´ Hq, h ` λpf ´ hqqs|λ“0

“

ż

Q

|pv ´ v|v˚dxdt `

ż

Q

|pτ ´ τ |τ˚dxdt `

ż

Q

|pα ´ α|α˚dxdt

` ρ

ż

Oˆp0,T q

p|H|pF ´ Hq ` |h|pf ´ hqqdxdt,
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onde pv˚, τ˚, α˚
q “ R1

ppH, hqqppF ´ H, f ´ hqq é a solução do sistema (11) que foi obtido
pela derivação do sistema (9) como foi mostrado na Introdução, ou seja, pv˚, τ˚, α˚

q é
solução do seguinte sistema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

v˚
t ´ ∆v˚

` v˚.∇v˚
` v˚.∇v˚

` ∇p˚
´ λεp∆α˚∇α ´ ∆α∇α˚

q

´
λ

ε

´

F 2
pαqα˚∇α ´ F 1

pαq∇α˚
¯

` p´C1τ
˚

´ C2α
˚
qgeN “ pF ´ Hq1O em Q,

τ˚
t ´ k∆τ˚

` lG1
pαqα˚

t ` plG2
pαqαt ` lG2

pαqpv ¨ ∇αq ` lG1
pαqpv ¨ ∇αqqα˚

` v˚
¨ ∇τ ` v ¨ ∇τ˚

“ pf ´ hq1O em Q,

α˚
t ´ γε∆α˚

` v˚
¨ ∇α ` v ¨ ∇α˚

´
γ

ε
pF 2

pαq ` G2
pαqτqα˚

´
γ

ε
G1

pαqτ˚

“ 0 em Q,

div v˚
“ 0 em Q,

v˚
“ 0, Bτ˚

Bη
“

Bα˚

Bη
“ 0 sobre Σ.

Logo, como pH, hq é um par de controles ótimos, temos

d

dλ
JrRppH ` λpF ´ Hq, h ` λpf ´ hqq; pH ` λpF ´ Hq, h ` λpf ´ hqqs|λ“0 ě 0

para todo pF , fq P pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1, uma vez que a última expressão é a derivada
direcional de J saindo do ponto mínimo, e assim

ż

Q

|pv ´ v|v˚dxdt `

ż

Q

|pτ ´ τ |τ˚dxdt `

ż

Q

|pα ´ α|α˚dxdt

`ρ

ż

Oˆp0,T q

p|H|pF ´ Hq ` |h|pf ´ hqqdxdt ě 0 (4.12)

para todo pF , fq P pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1.

Para provar a desigualdade (4.11), podemos usar a desigualdade acima com a
introdução de uma tripla de variáveis pq, p, rq que é solução do problema:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´qt ´ k1∆q ` Dq v ` ∇q φ ` ∇αψ ` ∇rp ´ rϑ ` φ∇τ ` ψ∇α “ pv ´ v em Q,

´pt ´ k∆p ´ pv ¨ ∇pq ´ rϑ1 ` C1pgi ¨ qq ´ B2r “ pτ ´ τ em Q,

´rt ´ γε∆r ´ pv ¨ ∇rq ´ B1r ´ rϑ2 ´ γεp∇α ¨ ∆qq ´ C2 divpqq

` C3p∇α ¨ qq ´ A2pt ` C2pgN ¨ qq ` A1p “ pα ´ α em Q,

div q “ 0 em Q,
Bp

Bη
“

Br

Bη
“ 0 sobre Σ,

qp¨, T q “ pp¨, T q “ rp¨, T q “ 0 em Ω.

(4.13)
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Multiplicando a primeira, a segunda e a terceira equações de (4.13) por v˚, τ˚

e α˚, respectivamente, integrando em Q e somando-as, obtemos
ż

Q

qpF ´ Hqdxdt `

ż

Q

ppf ´ hqdxdt “

ż

Q

|pv ´ v|v˚dxdt `

ż

Q

|pτ ´ τ |τ˚dxdt

`

ż

Q

|pα ´ α|α˚dxdt.

Portanto, de (4.12) concluímos que
ż

Q

pq ` |H|qpF ´ Hq ` pp ` |h|qpf ´ hq ě 0

para todo pF , fq P pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1.

O próximo resultado nos fornece uma relação entre o problema de controle
ótimo e um problema de controlabilidade exata. Mais precisamente, ele estabelece que
uma sequência de soluções do problema de controle ótimo (4.2) converge para uma solução
do problema de controlabilidade exata obtido no Teorema 0.0.3.

Teorema 4.0.3. Sejam T ą 0, ppv0, pτ0, pα0q P
`

pL2N´2
pΩqq

N
X H

˘

ˆ rEN ˆ rEN e pv, τ , αq

solução de (4). Suponha que as hipóteses pHq sejam satisfeitas com Gpsq P C2
pRq uma

função decrescente. Para cada ρ ą 0 seja ppvρ, pτρ, pαρq uma solução do problema de controle
ótimo (4.2) associada à condição inicial ppv0, pτ0, pα0q. Então, existe uma subsequência de
ppvρ, pτρ, pαρq, que continuaremos denotando por ppvρ, pτρ, pαρq, e funções

v˚
P L8

p0, T ; Hq X L2
p0, T ; Vq,

τ˚
P L8

p0, T ;L2
pΩqq X L2

p0, T ;H1
pΩqq,

α˚
P L8

p0, T ;H1
pΩqq X L2

p0, T ;H2
pΩqq,

tais que as seguintes convergências se verificam quando ρ Ñ 0

pvρ á v˚ fracamente em L2
p0, T ; Vq,

pvρ
˚

á v˚ fraco ˚ em L8
p0, T ; Hq,

pτρ á τ˚ fracamente em L2
p0, T ;H1

pΩqq,

pτρ
˚

á τ˚ fraco ˚ em L8
p0, T ;L2

pΩqq,

pαρ á α˚ fracamente em L2
p0, T ;H2

pΩqq,

pαρ
˚

á α˚ fraco ˚ em L8
p0, T ;H1

pΩqq,

ppvρ, pτρ, pαρq ÝÑ pv˚, τ˚, α˚
q fortemente em rL5

pQqs
N`2.

Além disso, pv˚, τ˚, α˚
q é solução do problema de controlabilidade exata obtida no Teo-

rema 0.0.3.

Demonstração. Fixemos ρ ą 0 arbitrário, tomemos pv, τ , αq solução de (4) e ppv0, pτ0, pα0q P

ppL2N´2
pΩqq

N
X H q ˆ rEN ˆ rEN . Desta maneira, temos um par de controles pH, hq P

pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1 tal que a solução associada ppv, pτ , pαq de (2) satisfaz (8).
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Por outro lado, o Teorema 4.0.1 nos garante a existência de um par de controles
ótimos pHρ, hρq P pL2

pO ˆ p0, T qqq
N`1. Vamos denotar por pvρ, τρ, αρq a correspondente

solução de (2). Então, por (4.2), temos que

Jrvρ, τρ, αρ; Hρ, hρs ď Jrpv, pτ , pα; H, hs.

Pela última desigualdade e por (8),

||pvρ, τρ, αρqpT q ´ pv, τ , αq||
2
rL2pΩqs3 ` ρ||pHρ, hρq||

2
pL2N´2pΩqqN XH ˆ rEN ˆ rEN

ď ||ppv, pτ , pαqpT q ´ pv, τ , αq||
2
rL2pΩqs3 ` ρ||pH, hq||

2
pL2N´2pΩqqN XH ˆ rEN ˆ rEN

“ ρ||pH, hq||
2
pL2pOˆp0,T qqqN`1 ď C ε.

(4.14)

Do fato de ||pH, hq||
2
pL2pOˆp0,T qqqN`1 ă C pelo Teorema 0.0.3, da desigualdade (4.14) temos

vρpT q ÝÑ v fortemente em pL2
pΩqq

N ,

τρpT q ÝÑ τ fortemente em L2
pΩq,

αρpT q ÝÑ α fortemente em L2
pΩq

(4.15)

e que ||pHρ, hρq||pL2pOˆp0,T qqqN`1 é limitado. Então, existe pH˚, h˚
q P pL2

pO ˆ p0, T qqq
N`1

tal que
pHρ, hρq á pH˚, h˚

q fracamente em pL2
pO ˆ p0, T qqq

N`1.

Agora, pelo Lema 1.3.6 temos que ||pvρ, τρ, αρq||B é limitado, onde

B “ pL8
p0, T ; H q X L2

p0, T ; V qq ˆ pL8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqqq

ˆ pL8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqqq.

Então, existe pv˚, τ˚, α˚
q P B tal que

vρ á v˚ fracamente em L8
p0, T ; H q X L2

p0, T ; V q,

τρ á τ˚ fracamente em L8
p0, T ;L2

pΩqq X L2
p0, T ;H1

pΩqq,

αρ á α˚ fracamente em L8
p0, T ;H1

pΩqq X L2
p0, T ;H2

pΩqq.

(4.16)

Pela Proposição 1.2.8 temos que B ãÑ pL5
pQqq

N`2 compactamente. Logo, de (4.16) segue
que

vρ ÝÑ v˚ fortemente em pL5
pQqq

N ,

τρ ÝÑ τ˚ fortemente em L5
pQq,

αρ ÝÑ α˚ fortemente em L5
pQq.

Para concluir a prova do teorema, falta mostrar que v˚
pT q “ v, τ˚

pT q “ v e
α˚

pT q “ v.

De fato, consideremos u P C8
pQq tal que suppu Ă Ω ˆ p0, T s.
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Como pvρ, τρ, αρq satisfaz (2), multiplicando a primeira equação de (2) por u e
integrando por partes em Q, temos

ż

Ω

vρpT qupT q dx ´

ż T

0

ż

Ω

vρut dxdt `

ż T

0
pvρ.∇vρ , uq dt ` k1

ż T

0
∇vρ .∇u dxdt

`

ż T

0
p∇pp , uq dt ´ λε

ż T

0
p∆αρ∇αρ , uq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

pαρq∇αρ , uq dt

“

ż T

0

´

´ p1 ´ C1τρ ` C2αρqgeN ` H1O , u
¯

dt.

Usando as convergências em (4.15), as convergências fracas obtidas em (4.16) e
as convergências (1.4) - (1.8) dadas pelo Teorema 1.3.7, segue que

ż

Ω

v upT q dx ´

ż T

0

ż

Ω

v˚ut dxdt `

ż T

0
pv˚.∇v˚ , uq dt ´ k1

ż T

0
p∆v˚ , uq dt

`

ż T

0
p∇pp , uq dt ´ λε

ż T

0
p∆α˚∇α˚ , uq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

pα˚
q∇α˚ , uq dt

“

ż T

0

´

´ p1 ´ C1τ
˚

` C2α
˚
qgeN ` H1O , u

¯

dt.

(4.17)

Como pv˚, τ˚, α˚
q satisfaz (2), multiplicando a primeira equação de (2) por u e

integrando por partes em Q, temos
ż

Ω

v˚
pT qupT q dx ´

ż T

0

ż

Ω

v˚ut dxdt `

ż T

0
pv˚.∇v˚ , uq dt ´ k1

ż T

0
p∆v˚ , uq dt

`

ż T

0
p∇pp , uq dt ´ λε

ż T

0
p∆α˚∇α˚ , uq dt ´

λ

ε

ż T

0
pF 1

pα˚
q∇α˚ , uq dt

“

ż T

0

´

´ p1 ´ C1τ
˚

` C2α
˚
qgeN ` H1O , u

¯

dt.

(4.18)

Subtraindo (4.17) de (4.18), obtemos
ż

Ω

pv˚
pT q ´ vq upT q dx “ 0.

Sendo u arbitrário, concluímos que v˚
pT q “ v.

Como pvρ, τρ, αρq satisfaz (2), multiplicando a segunda equação de (2) por u e
integrando por partes em Q, temos

ż

Ω

τρpT qupT q dx ` l

ż

Ω

GpαρpT qqupT q dx ´

ż T

0
xτρ ` lGpαρq , uty dt

´

ż T

0
ppτρ ` lGpαρqq v,∇uq dt ` k

ż T

0
p∇τρ ,∇uq dt “

ż T

0
ph1O , uq dt.

(4.19)

Usando as convergências em (4.15), as convergências fracas obtidas em (4.16) e
as convergências (1.9) - (1.12) dadas pelo Teorema 1.3.7, segue que

ż

Ω

τ upT q dx ` l

ż

Ω

GpαqupT q dx ´

ż T

0
xτ˚

` lGpα˚
q , uty dt

´

ż T

0
ppτ˚

` lGpα˚
qq v˚,∇uq dt ` k

ż T

0
p∇τ˚ ,∇uq dt “

ż T

0
ph1O , uq dt.

(4.20)
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Como pv˚, τ˚, α˚
q satisfaz (2), multiplicando a segunda equação de (2) por u e integrando

por partes em Q, temos
ż

Ω

τ˚
pT qupT q dx ` l

ż

Ω

Gpα˚
pT qqupT q dx ´

ż T

0
xτ˚

` lGpα˚
q , uty dt

´

ż T

0
pv˚

¨ pτ˚
` lGpα˚

qq,∇uq dt ` k

ż T

0
p∇τ˚ ,∇uq dt “

ż T

0
ph1O , uq dt.

(4.21)

Sendo u arbitrário, subtraindo (4.20) de (4.21) concluímos que τ˚
pT q “ τ .

Notemos que, ainda subtraindo (4.20) de (4.21), obtemos
ż

Ω

GpαqupT q dx “

ż

Ω

Gpα˚
pT qqupT q dx.

Então, como u é arbitrário, temos

Gpαq “ Gpα˚
pT qq.

Como G é uma função decrescente por hipótese, então G é injetora e assim α˚
pT q “ α.

Isso conclui a prova.
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Capítulo 5

Conclusão

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre controlabilidade local exata à
trajetória para um sistema de equações diferenciais parciais que modela um processo de
solidificação/fusão e consiste em uma equação do tipo campo de fase acoplada a um sistema
Navier-Stokes-Boussinesq. Provamos que, sob certas condições, o sistema é controlável à
trajetória, com controles agindo apenas nas equações de velocidade e temperatura.

Estabelecemos ainda uma relação entre controle ótimo e controlabilidade. Mais
precisamente, provamos que uma sequência de soluções de certo problema de controle
ótimo converge para uma solução do problema de controlabilidade descrito.

Algumas mudanças podem ser feitas para que este modelo seja aperfeiçoado.
Por exemplo, considerar os parâmetros termodinâmicos, tais como condutividade térmica,
variando durante o processo. Ou, ainda, considerar o calor latente função de uma variável
termodinâmica como a temperatura. Contudo, o estudo de controlabilidade de modelos
um pouco mais realísticos podem levar a dificuldades técnicas consideráveis, inclusive para
resultados de existência e regularidade de soluções.

A análise desses aspectos podem vir a ser objeto de pesquisas futuras, dando
continuidade ao presente trabalho.
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