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RESUMO

Problemas de homogeneizagao inversa podem ser resolvidos numericamente para desenvol-
ver metamateriais: materiais artificiais que podem ter propriedades incomuns, de acordo
com suas microestruturas. Considerando metamateriais periddicos, métodos de otimizacao
topologica podem ser usados para encontrar microestruturas que resultem em proprieda-
des efetivas desejadas. Neste trabalho, a célula periédica que define a microestrutura é
hexagonal e possui simetria diedral D3, o que garante propriedades homogeneizadas iso-
tropicas. O problema abordado consiste em projetar metamateriais com coeficientes de
Poisson prescritos e valores de moédulo de Young minimos. Métodos discretos de otimiza-
¢ao topologica sao utilizados. Os problemas sao abordados através de programacao linear
inteira sequencial. A principal etapa dessa abordagem é a linearizacao das fungoes de
variaveis binarias, chamada de analise de sensibilidade. Na maior parte dos trabalhos da
area, esse procedimento é feito através de uma relaxacao continua das fungoes, que entao
sao linearizadas pelo truncamento de primeira ordem de suas séries de Taylor. Isso resulta
num procedimento de custo computacional relativamente baixo e permite o reaprovei-
tamento de expressoes de sensibilidade desenvolvidas para métodos continuos. Contudo,
quando tal relaxacao nao é feita de maneira rigorosa, os erros de linearizacdo podem
ser demasiadamente elevados, prejudicando a efetividade e a estabilidade da otimizacao.
Nesta tese, propoem-se formas sistematicas de realizar a analise de sensibilidade, de uma
maneira adequada para métodos discretos. As expressoes convencionalmente utilizadas
sao obtidas como casos particulares, menos precisos, da abordagem desenvolvida, cha-
mada de “Sensibilidade por Gradientes Conjugados”. Essa abordagem nao necessita de
relaxacoes continuas e fornece uma sequéncia de expressoes de precisao crescente para os
valores de sensibilidade. Expressoes foram desenvolvidas para o caso de minimizagao de
complacéncia mecanica, entao, elas foram estendidas para o caso de concepcao de meta-
materiais isotropicos. Além disso, propoe-se utilizar redes neurais artificiais para estimar
os valores exatos a partir dos valores aproximados obtidos pela abordagem proposta. Para
desenvolver essas redes, extensos conjuntos de dados foram gerados. Os codigos usados
para gerar os dados foram disponibilizados em repositérios piblicos do GitHub. A dis-
ponibilizacao possibilita a utilizacdo dos dados por outros pesquisadores que trabalhem
com métodos de otimizacao topoldgica assistidos por aprendizado de maquina. As redes
propostas foram treinadas e suas performances foram avaliadas em conjuntos de teste.
Avaliou-se também a capacidade de generalizacao de cada rede em relagao ao refinamento
da malha. Por fim, a anélise de sensibilidade de variagao finita assistida por redes neurais
artificiais foi utilizada para abordar um problema realista de concepcao de metamateriais.
Resultados promissores foram obtidos. As redes desenvolvidas tiveram sucesso em tornar
os valores de sensibilidade mais precisos, o que resultou em procedimentos de otimizacao

mais efetivos e estaveis. Contribuicoes relevantes foram feitas a essa area pouco explorada,



de anélises de sensibilidade para métodos de otimizacao discretos, e a subarea ainda me-
nos explorada, de utilizacdo de técnicas de aprendizado de maquina para aprimorar tais
andlises. A analise de sensibilidade foi formalizada dentro do paradigma da programa-
¢ao linear inteira sequencial, novas expressoes de sensibilidade foram descritas, extensos
conjuntos de dados foram gerados, redes neurais artificiais foram desenvolvidas e diversos
exemplos numéricos foram exibidos para ilustrar cada contribuigao. Apds a discussao de
cada resultado e da elaboracao das conclusoes, apresentam-se alguns temas pertinentes

para trabalhos futuros.

Palavras-chaves: Otimizagao Topologica Discreta; Anélise de Sensibilidade; Metamate-
rial; Rede Neural Artificial.



ABSTRACT

Inverse homogenization problems can be numerically solved to develop metamaterials:
artificial materials that can have uncommon properties, according to their microstruc-
tures. Considering periodic metamaterials, topology optimization methods may be used
to obtain microstructures that yield desired effective properties. In this work, the periodic
cell that defines the microstructure is hexagonal and it has dihedral D3 symmetry, which
ensures isotropic homogenized properties. The considered problem is to design metama-
terials with prescribed Poisson ratios and minimal values for Young’s modulus. Discrete
topology optimization methods are used. The problems are approached through sequen-
tial integer linear programming. The main task of this approach is the linearization of
the functions of binary variables, referred to as sensitivity analysis. In most works, this
procedure is performed through a continuous relaxation of the functions, which are then
linearized by first-order truncation of their Taylor series. This results in a procedure with
relatively low computational costs, in which sensitivity expressions developed for contin-
uous methods can be reused. However, when such relaxation is not rigorously performed,
the linearization errors may be too high, affecting the effectiveness and stability of the
optimization. In this thesis, systematic sensitivity analyses that are suitable for discrete
methods are proposed. The usual expressions are obtained as particular cases, less ac-
curate, of the developed approach, referred to as “Conjugate Gradient Sensitivity”. This
approach does not require continuous relaxations and it provides a sequence of expres-
sions with increasing accuracy for the sensitivity values. Expressions were developed for
the case of mechanical compliance minimization, then, they were extended to the case
of designing isotropic metamaterials. Furthermore, it is proposed to use artificial neural
networks to estimate the exact sensitivity values from the approximated values obtained
by the proposed approach. To develop these networks, extensive datasets were gener-
ated. The codes used to generate the data have been made available in public GitHub
repositories. By making them available, other researchers who work with topology op-
timization methods assisted by machine learning can benefit from these datasets. The
proposed networks were trained and their performances were evaluated in test datasets.
Generalization capabilities with respect to mesh refinement were also evaluated for each
trained network. Lastly, the finite variation sensitivity analysis assisted by artificial neural
networks was used to design metamaterials under realistic settings. Promising results were
obtained. The developed networks successfully provided more accurate sensitivity values
and, by using these improved sensitivity values, the optimization procedures became more
effective and stable. Relevant contributions were made to this underexplored field, of sen-
sitivity analysis for discrete optimization methods, and to the even less explored field, of
using machine learning techniques to improve such analyses. A formal definition of the

sensitivity analysis was presented for sequential integer linear programming approaches,



novel sensitivity expressions were described, extensive datasets were generated, artificial
neural networks were developed and many numerical examples were exhibited to illustrate
each contribution. After discussing each result and drawing conclusions, some pertinent

topics for future work are presented.

Keywords: Discrete Topology Optimization; Sensitivity Analysis; Metamaterial; Artifi-

cial Neural Network.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto

A mecéanica do continuo estuda corpos deformaveis modelados como meios con-
tinuos. Nos problemas mais usuais, consideram-se corpos compostos por uma selecao de
materiais homogéneos, de propriedades mecanicas constantes. Contudo, nenhum material
¢ verdadeiramente homogéneo. A microestrutura de um ago-carbono, por exemplo, é ge-
ralmente heterogénea, com fases de ferrita e cementita. E qualquer material é heterogéneo
(e descontinuo) na escala atomica. Para que o modelo continuo com materiais homogéneos
seja capaz de representar uma estrutura real, é preciso que haja uma grande diferenca
de escala entre a microestrutura que compoe cada material e a macroestrutura que esté
sendo modelada. Nessa condi¢ao, métodos de homogeneizacao podem ser utilizados para
computar as propriedades mecanicas efetivas que relacionam, em torno de cada ponto do

corpo continuo, os tensores de tensao média e de deformagao média.

A homogeneizacao pode ser realizada de forma encadeada: propriedades na
escala microscépica podem ser obtidas a partir da composi¢ao e da configuracao definidas
na escala molecular; e, considerando uma estrutura periddica nessa escala microscépica,
novas propriedades podem ser obtidas em uma escala maior, da ordem de metro. Isso
possibilita a concepgao de metamateriais, sem que seja necessario alterar a composicao
ou a configuragao molecular dos materiais componentes. Metamateriais sao materiais ar-
tificiais que podem ter propriedades incomuns, de acordo com a microestrutura que os
compoe. E o caso dos materiais auxeéticos, que possuem coeficientes de Poisson menores

ou iguais a zero.

A concepcgao de metamateriais corresponde a um problema de homogeneizacao
inversa, isto é, ao invés de computar as propriedades efetivas a partir de uma microes-
trutura conhecida, deseja-se obter a microestrutura que resulta em propriedades efetivas
especificadas. Definindo fungoes objetivo e restrigcoes adequadas, esse problema pode ser

descrito como um problema de otimizagao topoldgica.

Em métodos de otimizacao topoldgica, as variaveis de projeto sao usadas para
descrever a topologia de uma estrutura. A topologia consiste na quantidade de fases
presentes na estrutura, na distribuicao espacial dessas fases e na composicao de cada uma
delas. Além disso, nos métodos de otimizacao topoldgica, também se definem as formas
das interfaces entre as fases, descrevendo completamente a distribuicdo dos materiais
no dominio de projeto. Esses métodos sao usados para se obter uma distribuicao dos
materiais que maximiza uma determinada funcao de performance, ou que minimiza uma

determinada funcao de custo, respeitando um dado conjunto de restrigoes.
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Para que a otimizacao possa ser realizada numericamente, é necessario descre-
ver o problema em termos de uma quantidade finita de variaveis de projeto. A estratégia
mais comum consiste em discretizar a estrutura em uma malha de elementos finitos e
atribuir uma quantidade de densidades virtuais a cada elemento. Considera-se que cada
elemento é homogéneo e que sua composicao é definida por seus valores de densidade.
Quando ha um tdnico material componente, existem somente duas fases possiveis: solida
ou vazia. Nesse caso, um tnico valor de densidade é necessario para descrever o estado de
cada elemento. Sendo Ny o nimero de elementos presentes no dominio de projeto, a topo-
logia discretizada pode ser completamente descrita pelo vetor de densidades x € {0, 1}V,
Assim, cada variavel binaria define o estado de um elemento da malha: elementos sélidos
tém densidade unitaria e suas propriedades mecanicas sao as mesmas do material compo-
nente; elementos vazios tém densidade nula e suas propriedades mecanicas sao proximas
de zero (nao sdo identicamente nulas apenas para evitar problemas numéricos). Métodos
de otimizacao topoldgica nos quais as estruturas sao descritas dessa maneira sao chamados

de “métodos de densidade”.

Nesses métodos, deseja-se resolver um problema de otimizacao de variaveis bi-
narias. Para que estruturas complexas possam ser projetadas, uma grande quantidade de
elementos deve ser utilizada. Na maior parte dos casos praticos, considera-se um ntmero
de variaveis de projeto entre dezenas de milhares e dezenas de milhoes. As duas principais
abordagens para solucionar problemas deste tipo sao: abordagens baseadas em Progra-
magao Convexa Sequencial (PCS); e abordagens baseadas em Programagao Linear Inteira
Sequencial (PLIS).

Nas abordagens baseadas em PCS, a estratégia é relaxar o problema discreto,
introduzindo fungoes de interpolacao que definem propriedades mecanicas para elementos
com densidades intermediérias (entre 0 e 1), de forma que as fungdes do problema passam
a ser continuas e diferenciaveis. Uma analise de sensibilidade é realizada, na qual se avalia
a sensibilidade de cada funcdo em relagdo a variagdes minimas (infinitesimais) de cada
variavel de projeto. Essa andlise corresponde a computacao dos gradientes das fungoes,
ou a procedimentos de linearizagdo em torno do ponto atual. Utilizando as sensibilidades,
um subproblema convexo é definido. Entao, um método dual pode ser usado para obter
uma solugao em que as condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sejam
satisfeitas (ARORA, 2017). A solu¢do do subproblema define uma nova topologia, em
seguida, uma nova analise de sensibilidade é realizada e um novo subproblema convexo é
definido. Os subproblemas sao solucionados sequencialmente, até que o método convirja
para um otimo local. Fungoes de interpolacao que penalizam densidades intermediarias
e técnicas de projecao sao utilizadas para que se obtenham solugoes em {0, 1}V¢, isto é,
para que se obtenham solugoes para o problema discreto original, no qual todo elemento

tem um estado bem definido (ou sélido, ou vazio).
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Nas abordagens baseadas em PLIS, a estratégia é linearizar o problema discreto
em torno do ponto atual. A linearizacao corresponde a uma analise de sensibilidade, na
qual se avalia a sensibilidade de cada func¢ao em relagdo a variagdes minimas (finitas) de
cada variavel de projeto. Para diferenciar esta analise de sensibilidade daquela realizada na
PCS, esta é chamada de Andlise de Sensibilidade de Variagao Finita (ASVF). Utilizando
as sensibilidades, um subproblema linear inteiro é definido. Num caso geral, ele pode ser
resolvido da seguinte maneira: define-se um subproblema linear relaxado, de varidveis
continuas; obtém-se sua solugao pelo algoritmo simplex; caso a solug¢ao nao seja discreta,
utiliza-se o método de ramificar-e-limitar para gerar dois novos subproblemas lineares
relaxados, nos quais uma das varidveis tem seu valor imposto (em 0 no primeiro ramo;
e em 1 no segundo); o procedimento continua até que uma solugao 6tima seja obtida
para o subproblema linear inteiro. A solucao define uma nova topologia, em seguida, uma
nova analise de sensibilidade é realizada e um novo subproblema linear inteiro é definido.
Os subproblemas sao solucionados sequencialmente, até que um critério de parada seja
atingido. A topologia otimizada corresponde a melhor estrutura obtida durante todo o

processo iterativo.

A analise de sensibilidade utilizada na PCS consiste em calcular gradientes,
é um procedimento bem definido e computacionalmente vidvel (normalmente com custo
similar ao de computar a funcao objetivo do problema). Por outro lado, a ASVF necessaria
na PLIS é um procedimento computacionalmente proibitivo. Para viabilizar as abordagens
baseadas em PLIS, aproximagoes sao utilizadas para realizar a linearizacao das fungoes

de variaveis binarias.

As aproximagoes mais usuais da literatura buscam reaproveitar as expressoes
desenvolvidas para abordagens baseadas em PCS. Nessas aproximagoes, relaxa-se o pro-
blema de acordo com fungoes de interpolacao arbitradas (apenas para a andlise de sensi-
bilidade). Entao, assume-se que as fungoes relaxadas variam linearmente com as variaveis
de projeto. Sob tal hipotese, a analise de variagoes infinitesimais é suficiente para estimar
a variacao finita das func¢des quando o estado de cada elemento é alterado. Essa estra-
tégia nao é rigorosa, ja que nao ha critérios sistematicos para a definicao das fungoes
de interpolacao. Apesar disso, ela é a estratégia que se estabeleceu historicamente e nao
ha muitos autores investigando maneiras de realizar andlises de sensibilidade adequadas
para métodos de densidade discretos. Mesmo que, num caso geral, abordagens baseadas
em PLIS ndo tenham garantias de convergéncia para 6timos locais, melhorar a analise
de sensibilidade reduz suas incertezas e pode tornar a otimizagao mais robusta e efetiva.
Nesse contexto, a busca por expressoes de sensibilidade precisas e computacionalmente
viaveis corresponde a um problema ainda aberto na area de otimizagao topolégica por

métodos de densidade discretos.
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Além desse, outro tema de pesquisa recente é a utilizagao de técnicas de apren-
dizado de maquina em problemas de otimizacao topologica. Muitos trabalhos vém sendo
publicados na area, em especial, trabalhos que usam Redes Neurais Artificiais (RNA) para

aprimorar os métodos de otimizagao convencionais de diversas maneiras.

Uma RNA é uma fung¢ao numérica cujo funcionamento é anialogo ao de uma
rede neural bioldgica (que constitui o cérebro humano, por exemplo). Essa funcao é de-
terminada por um conjunto de parametros que podem ser calibrados para que ela realize
uma tarefa especificada. A calibracao desses parametros é o que se chama de processo de
aprendizado da rede. No aprendizado supervisionado, treina-se a rede para representar
uma func¢ao desejada utilizando um conjunto conhecido de entradas e saidas esperadas.
O treinamento da rede consiste em obter os parametros que minimizam o erro entre as
saidas geradas pela RNA e as saidas esperadas, para o conjunto de dados fornecido. Como
as redes sao fungoes diferenciaveis com respeito a seus parametros, métodos baseados em

gradiente sao utilizados para solucionar esse problema de otimizacao.

Para que esses modelos sejam efetivos em situagoes praticas, é preciso gerar um
conjunto de dados suficientemente representativo, definir uma arquitetura adequada para
as redes e utilizar técnicas de treinamento que favorecam a generalizagdo do problema,
quer dizer, a obtencao de redes que realizem a tarefa desejada de forma robusta, sem se

sobreajustar apenas aos dados de treinamento.

Nos trabalhos de otimizacao topolégica, as RNA vém sendo utilizadas com
sucesso para realizar tarefas complexas: otimizacao de estruturas em uma tnica iteracao
(otimizacao direta); pds-tratamento de topologias otimizadas; aceleracio da anélise de
sensibilidade para métodos continuos (WOLDSETH et al., 2022). Ainda assim, seu uso
para aprimorar a ASVF é um tema que ainda nao foi explorado. Quando métodos discretos
sao considerados, a andlise de sensibilidade pode ser aprimorada nao apenas na velocidade
de computacao, mas também na precisao dos valores computados. Nesse contexto, RNA
poderiam ser desenvolvidas para fornecer valores precisos de sensibilidade em tempos

viaveis, reduzindo as incertezas do processo de linearizacao usado nas abordagens baseadas

em PLIS.

A Figura 1.1 resume os conceitos introduzidos. O procedimento de homoge-
neizagao, no qual, conhecendo-se a distribuicao das propriedades em uma microestrutura
periddica, obtém-se as propriedades efetivas na macroescala. O procedimento de homoge-
neizagao inversa, no qual, definindo-se as propriedades efetivas na macroescala, obtém-se
uma distribuicao das propriedades na célula de base que resultam em tais propriedades
homogeneizadas. Os métodos de densidade, nos quais as estruturas sao discretizadas e as
topologias sao descritas por vetores de varidveis bindrias (ao descrever a célula de base
dessa forma, as propriedades homogeneizadas passam a ser fungoes do vetor de densi-

dades). A PLIS, na qual o problema de otimizacdo de varidveis bindrias é solucionado
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iterativamente, linearizando as fungoes em cada iteragao e entdao resolvendo o subpro-
blema linear inteiro resultante por algum método bem estabelecido. A ASVF, na qual
se buscam expressoes aproximadas para o procedimento de linearizacao das funcgoes de
variaveis bindrias, balanceando precisao e custo computacional. E os modelos de RNA,
nos quais, por meio de um conjunto de dados de referéncia, uma fungdo parametrizada é
calibrada para aprender a realizar uma determinada tarefa, no caso, utilizar informagoes
de custo computacional vidvel para estimar os valores de sensibilidade exatos (usados para

linearizar as fungoes).
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Figura 1.1 — Conceitos Introduzidos
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1.2 Motivacao

Como foi dito, ha uma lacuna na literatura de otimizacao topologica por mé-
todos de densidade discretos: na maior parte dos trabalhos, a andlise de sensibilidade nao
é realizada sistematicamente. Apesar de os algoritmos considerados poderem ser interpre-
tados como casos particulares de PLIS, essa nomenclatura ndo é a usualmente adotada
na area de otimizacao topologica discreta. Nomenclaturas especificas costumam ser utili-
zadas e os algoritmos costumam ser justificados por heuristicas. Neste trabalho, busca-se
apresentar a metodologia convencional de uma forma mais estruturada, explicitando as
hipoteses adotadas, quais etapas contém incertezas e quais etapas sdo exatas. A unifi-
cacao dos métodos de densidade discretos convencionais como abordagens baseadas em
PLIS nao apenas permite que desenvolvimentos de outras subareas de otimizagao possam
ser aproveitados na area de otimizacao topoldgica, mas também permite uma defini¢do
rigorosa da ASVF, como um processo de linearizacao de fungoes de variaveis binarias. A
partir disso, a analise de sensibilidade em métodos discretos pode ser realizada de maneira

sistematica.

Mais do que apenas sistematizar o método de otimizagao e aprimorar as ex-
pressoes de sensibilidade, este trabalho busca utilizar RNA para computar valores de
sensibilidade de alta precisao, dentro de tempos aceitaveis para aplicagoes praticas. No
processo de desenvolvimento das RNA, deve-se gerar um grande conjunto de dados. Esse
conjunto nao ¢ exclusivo para o desenvolvimento de redes computadoras de sensibilidade,
ele pode ser aproveitado por qualquer trabalho da area de otimizagao topologica assistida

por aprendizado de maquina.

A anélise de sensibillidade deve ser suficientemente precisa para que o processo
de otimizacao seja robusto e efetivo. Quanto mais intricado o problema, mais critico é que
essa analise seja feita de maneira adequada. Aqui, consideram-se intricados problemas com
funcoes objetivo e fungoes de restricdo onerosas de computar, sem propriedades desejaveis,
como monotonicidade, e muito sensiveis a alteracoes das variaveis de projeto. Como caso
de estudo, considerou-se um problema de interesse pratico, no qual se observa um erro
substancial nas sensibilidades obtidas pela estratégia convencional: este trabalho busca
projetar metamateriais mecanicos com propriedades isotropicas. Consideram-se estruturas

bidimensionais em estado plano de tensoes.

A maior parte dos trabalhos de homogeneizacao inversa define microestruturas
compostas por células periddicas quadradas e impoe a isotropia através de restrigoes adi-
cionais no problema de otimizacao topologica. Esse processo cria algumas complicacoes,
em especial em métodos de otimizacao discretos, nos quais tolerancias devem ser inclui-
das em restrigoes de igualdade. Neste trabalho, busca-se expandir a literatura da &area,

garantindo a isotropia do metamaterial através da imposicao de simetrias, o que facilita o
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processo de otimizacao. Para isso, definem-se microestruturas compostas por células pe-
riédicas hexagonais, com simetria diedral D3 (BARBAROSIE et al., 2017; LUKASIAK,
2017; PODESTA et al., 2019; MENDEZ et al., 2019).

Neste trabalho, busca-se projetar metamateriais com coeficiente de Poisson
prescrito, sujeito a um modulo de Young minimo. O apelo pratico dos metamateriais vém
de propriedades desejaveis que eles podem adquirir. Por exemplo, materiais auxéticos,
além de possuirem comportamentos cinematicos atipicos, podem ter uma performance
superior a materiais comuns em termos de resisténcia ao cisalhamento, resisténcia a in-
dentagao, absorcao de energia, dentre outros (PRAWOTO, 2012; REN et al., 2018).

Contudo, antes de abordar o problema de concep¢ao de metamateriais, considera-
se um problema menos intricado: a minimizacao de complacéncia mecanica, com restri¢ao

sobre o volume de material utilizado para compor a estrutura.

Em resumo, busca-se realizar as seguintes contribuicoes: apresentar os métodos
de otimizacgao topoldgica discretos dentro do paradigma da PLIS; definir expressoes exa-
tas para as sensibilidades usadas na linearizacao de fungoes de variaveis binéarias; propor
uma metodologia sistematica para efetuar a ASVF em problemas praticos, na qual apro-
ximagoes com custos computacionais aceitaveis devem ser obtidas para as sensibilidades;
aplicar essa metodologia para obter novas expressoes de sensibilidade para os proble-
mas de estudo considerados (minimizagao de complacéncia e concepgao de metamateriais
isotrdopicos); na concepcao de metamateriais, gerar novos resultados para a literatura, uti-
lizando células hexagonais com simetria diedral Ds; em ambos os problemas, gerar novos
resultados para a literatura, utilizando sensibilidades aprimoradas; produzir conjuntos de
dados extensos, armazenando topologias, deslocamentos e sensibilidades obtidos durante
as otimizagoes dos problemas considerados; disponibilizar esses conjuntos de dados para
que eles possam ser usados em trabalhos diversos sobre otimizacao topologica assistida
por aprendizado de maquina; e desenvolver RNA que aprimorem ainda mais a ASVF para

os problemas considerados.
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1.3 Objetivos

Os objetivos deste trabalho estao listados abaixo.

o Descrever os problemas de otimizacao topologica como problemas de PLIS.
o Definir rigorosamente a ASVF para métodos de densidade discretos.
e Desenvolver novas expressoes de sensibilidade:

— para minimizacao de complacéncia mecanica;

— para concepcao de metamateriais isotropicos.

e Demonstrar que aumentar a precisao das sensibilidades melhora os procedimentos

de otimizagao.

e Desenvolver RNA que computem sensibilidades precisas e que possam ser utilizadas

em problemas realistas.
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1.4 Revisao Bibliografica

A microestrutura de metamateriais celulares é definida por uma célula pe-
riddica (KELKAR et al., 2020). As propriedades macroscopicas, obtidas através de um
método de homogeneizacao, podem ser descritas com respeito a topologia da célula de
base. H4 diferentes métodos para realizar o procedimento de homogeneizacao (GEERS et
al., 2010), neste trabalho, o método de elementos finitos é usado para realizar o proce-
dimento de homogeneizagdo computacional descrito em Yvonnet (2019). Assume-se que
as escalas podem ser separadas e que o material de base, que compoe a microestrutura,
é homogéneo e isotropico. Isto significa que o comprimento caracteristico da microestru-
tura é muito menor que o da macroestrutura, mas ainda é grande o suficiente para que o

material de base possa ser modelado como uma massa continua.

O problema de homogeneizacao inversa, usado para projetar um metamate-
rial com propriedades prescritas, é formulado como um problema de otimizacao topold-
gica (SIGMUND, 1994; SIGMUND, 1995). Dentre os métodos de otimizacao topolégica,
destacam-se: os métodos de densidade continuos; os métodos de densidade discretos; e os

métodos baseados em conjuntos de nivel.

Considerando métodos de densidade continuos, uma abordagem bem estabe-
lecida é usar o esquema de interpolagao SIMP (Solid Isotropic Material with Penaliza-
tion) para realizar a relaxagao do problema (BENDSQOE, 1989; ZHOU; ROZVANY, 1991;
BENDOSE; SIGMUND, 2003). Nesse esquema, um pardmetro de penalizacao é usado
para inibir valores intermediarios de densidade na solucao. Para o problema de minimi-
zacao de complacéncia mecanica, pode-se demonstrar que, se o parametro de penalizacao
for suficientemente grande, a solucdo do problema relaxado corresponde a uma solucao
do problema discreto original (RIETZ, 2001; MARTINEZ, 2005). De toda forma, esse
esquema de interpolagdo é comumente utilizado em uma diversidade de problemas (SIG-
MUND; TORQUATO, 1997; WANG et al., 2014; AGRAWAL et al., 2022). Quando o
esquema de penalizacdo nao ¢ suficiente para garantir que as solugoes sejam discretas,
técnicas de projecao sao utilizadas (ANDREASSEN et al., 2014). Uma vez que o pro-
blema foi relaxado, ele pode ser solucionado por PCS, por exemplo, através do método
das assintotas méveis (SVANBERG, 1987; SVANBERG, 2002).

Em métodos de densidade discretos, o problema é solucionado por PLIS.
Quando o problema ¢ irrestrito, ou quando ele tem apenas restrigoes de volume (|x|;)
e/ou de variagdo de topologia (|Ax|;), o algoritmo BESO (Bidirectional Evolutionary
Structural Optimization) pode ser utilizado para resolver cada subproblema linear inteiro
de forma eficiente (QUERIN et al., 1998; YANG et al., 1999; TANSKANEN, 2002). Em
Huang et al. (2011), este algoritmo é usado para maximizar os médulos volumétrico e de

cisalhamento de um metamaterial homogeneizado, para uma quantidade especificada de
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material compondo a célula de base. Destaca-se que alguns trabalhos da area utilizam o

termo SERA (Sequential Element Rejections and Admissions) para se referir a algoritmos

similares a0 BESO (ROZVANY; QUERIN, 2002b; ROZVANY; QUERIN, 2002a).

Quando outras restricdes sao impostas, para que o algoritmo BESO possa
ser usado, elas devem ser incluidas numa funcdo de Lagrange. Nessa abordagem, valores
apropriados precisam ser obtidos para os multiplicadores de Lagrange em cada iteracao
do processo de otimizagao, para que as restrigoes impostas sejam sempre respeitadas. Em
Radman et al. (2013), esse algoritmo é usado para maximizar os médulos volumétrico
e de cisalhamento, impondo-se condi¢des de isotropia. Ainda que adaptagdes sejam fre-
quentemente necessarias ao abordar novos problemas (ZHENG et al., 2020; DA, 2021),
quando utilizado de forma apropriada, esse método heuristico é efetivo e é utilizado com

sucesso em uma variedade de problemas de otimizacao topologica.

Ao invés de usar o algoritmo BESO com multiplicadores de Lagrange, o mé-
todo de ramificar-e-limitar pode ser usado em conjunto com o algoritmo simplex para
solucionar cada subproblema linear inteiro. Isso é mais oneroso que o algoritmo BESO,
mas ainda é uma abordagem viavel, que é capaz de lidar sistematicamente com uma quan-
tidade qualquer de restrigoes. Restrigoes relaxadas podem ser consideradas no decorrer
do procedimento para garantir que cada subproblema tenha uma solucao factivel; e para
limitar as variagoes das func¢des em cada iteragao, o que reduz os erros de linearizacao.
O termo TOBS (Topology Optimization of Binary Structures) tem sido empregado para
se referir a esse tipo de estratégia (SIVAPURAM; PICELLI, 2018; SIVAPURAM et al.,
2018).

Em métodos baseados em conjuntos de nivel, esquemas de interpolacao tam-
bém nao sdo necessarios e estruturas sem valores intermediarios de densidade sao obtidas
(DLIK et al., 2013). Assim como os métodos de densidade discretos, sdo vantajosos em
problemas nos quais as interfaces devem ser bem delineadas (SA et al., 2016). Em parte
dos trabalhos, o conceito de derivada topoldgica é utilizado para realizar a andlise de
sensibilidade (CEA et al., 2000; NOVOTNY et al., 2003; NORATO et al., 2007).

Nesta tese, focam-se nos métodos de densidade discretos. Mais especificamente,
no desenvolvimento de maneiras apropriadas para realizar a anélise de sensibilidade. Em
Zhou e Rozvany (2001), algumas criticas sao feitas a essa classe de métodos, em especial
sobre a falta de provas de eficacia rigorosas, devido a sua natureza heuristica. Como foi
ilustrado em Rozvany (2009), em determinadas configuragoes, esses métodos podem pro-
duzir topologias muito distantes do 6timo global. Os desenvolvimentos apresentados nesta
tese trazem formas de superar esses problemas levantados, seja pela melhor compreensao
dos métodos e das condi¢oes que devem ser garantidas para que eles sejam efetivos, seja
pelo aprimoramento das expressoes de sensibilidade, que reduz as incertezas e a quanti-

dade de etapas de natureza heuristica.
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A ASVF considerada consiste em tentar prever os efeitos de variagoes finitas
das variaveis de projeto. Alguns trabalhos na literatura abordam temas similares. Em
Mréz e Bojezuk (2003), variagoes finitas de pardmetros topolégicos sao consideradas para
otimizar estruturas de treligas e pérticos. Em Bojczuk e Mréz (2009), derivadas topo-
logicas em conjunto com modificagoes finitas de topologia sao usadas em um algoritmo
heuristico para otimizar placas. Em algoritmos baseados em derivadas topologicas, ter-
mos de alta ordem da expansao assintotica podem ser considerados para melhorar as
previsoes (FARIA et al., 2007; HASSINE; KHELIFI, 2016). Da mesma forma, aproxi-
macoes quadraticas podem ser produzidas com derivadas de segunda ordem das fungoes
(GROENWOLD; ETMAN, 2010), que podem ser usadas em abordagens baseadas em
programagao quadratica inteira (LIANG; CHENG, 2019). Para fun¢oes bem comporta-
das, as abordagens quadraticas devem ser superiores as lineares quando se deseja estimar
variagoes finitas. Considerando especificamente o problema de otimizacao topoldogica por
métodos de densidade discretos, ha alguns outros trabalhos que sugerem abordagens al-
ternativas para realizar a ASVF de forma aproximada (MEI et al., 2007; GHABRAIE,
2015; SUN et al., 2022). Em trabalhos como Svanberg e Werme (2005), Svanberg ¢ Werme
(2006), mesmo sendo um procedimento oneroso, a ASVF exata é realizada para otimizar
estruturas por um método de busca em vizinhancas, que tem garantia de convergéncia

para um minimo local.

A estratégia adotada nesta tese é semelhante a apresentada em Ghabraie
(2015), onde as expressoes de sensibilidade, dadas em termos das perturbagoes finitas
aplicadas a matriz de rigidez da estrutura, sao validas para qualquer malha e para quais-
quer tipos de elementos. O trabalho apresenta uma sequéncia de expressdes de precisao
crescente para o problema de minimizac¢ao de complacéncia mecanica, elas sao baseadas
em somas parciais de séries de Taylor. Contudo, nao foi demonstrado que as séries de
Taylor consideradas sao convergentes. Além disso, mesmo assumindo a convergéncia, as
expressoes obtidas sao demasiado onerosas para serem utilizadas em problemas praticos.
Nesta tese, busca-se abordar essas questoes em aberto, considerando tanto o problema de
minimizagao de complacéncia mecanica, quanto o problema de concepgao de metamate-
riais.

Deseja-se utilizar técnicas de aprendizado de maquina para obter valores de
sensibilidade de alta precisdo. Nas técnicas de aprendizado de maquina, definem-se mo-
delos parametrizados, que sao ajustados através de conjuntos de dados adquiridos, para
aproximar funcoes de dificil computacao, ou cujas descrigoes explicitas sao desconhecidas
(GOODFELLOW et al., 2018). Mais especificamente, deseja-se utilizar modelos de RNA,
devido a suas estruturas flexiveis que podem ser adaptadas a uma variedade de problemas

(JANIESCH et al., 2021).

As RNA sao caracterizadas por seus hiperparametros: fungdes de ativacao uti-
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lizadas, parametros usados nas estratégias de regularizagao (early stopping, regularizagao
Ly, regularizagdo Lo, dropout), nimero de camadas, nimero de nds em cada camada,
conectividade entre os nés das diferentes camadas (GERON, 2017). Existe uma vasta
gama de arquiteturas, aqui, consideram-se redes de alimentagao direta, que sao redes nas
quais a informagao se move numa unica direcao, da camada de entrada até a camada de
saida. Quando todos os nos de cada camada estao conectados a todos os nos das camadas
adjacentes, a rede ¢ chamada de densa, ou totalmente conectada. Por sua vez, redes neu-
rais convolucionais sao redes inspiradas na percepc¢ao visual de seres vivos, elas possuem
conexdes locais (ndo sdo redes densas) e aplicam convolugoes discretas para extrair as
informagoes de dados organizados em grade (LI et al., 2021). Destacam-se também os
modelos generativos, como autocodificadores variacionais (MAHMUD et al., 2020) e re-
des adversarias generativas (CRESWELL et al., 2018), que podem ser usados para gerar

objetos complexos a partir de um espago latente de dimensao reduzida.

Modelos de dimensao reduzida podem ser usados para descrever as topologias
com uma quantidade de varidveis menor que o niimero de elementos na malha, reduzindo
a dimensao do problema de otimizacao a ser resolvido (LUI; WOLF, 2019; LI et al., 2019;
DENG; TO, 2020). Além disso, os modelos podem ser construidos para gerarem apenas
um subconjunto das topologias possiveis, ja excluindo casos indesejaveis que surgem nos
problemas numéricos, como: estruturas com tabuleiros de xadrez (regides com elemen-
tos solidos conectados apenas pelos nés); ou estruturas com ilhas (componentes sélidos

desconectados dos suportes da estrutura).

Além das varias arquiteturas, ha diversas categorias para o treinamento de
RNA: aprendizado supervisionado; aprendizado nao supervisionado; aprendizado por re-

forco.

No aprendizado supervisionado, utilizado neste trabalho, o conjunto de dados
consiste em pares de entrada e de saida conhecidos, os parametros da rede sao calibrados
para minimizar o erro entre as predigoes e os valores esperados. No contexto da otimizacao
topologica, esse tipo de aprendizado é utilizado para realizar otimizagoes em uma tnica
iteragdo (KOLLMANN et al., 2020) ou, em métodos de densidade continuos, para estimar
os valores dos gradientes das fungoes do problema relaxado (QIAN; YE, 2021).

No aprendizado nao supervisionado, o modelo busca detectar padroes nos da-
dos, sem a disponibilizacao de saidas esperadas. Esse tipo de aprendizado pode ser utili-
zado para gerar redes que otimizam estruturas sem a necessidade de realizar diversas oti-
mizagoes prévias para gerar dados de treino (HALLE et al., 2021), ou para pds-processar
estruturas otimizadas através de processos de desomogeneizacao (ELINGAARD et al.,
2022).

No aprendizado por reforgo, busca-se treinar o modelo para que ele tenha a
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melhor performance depois de realizar uma sequéncia de ac¢oes, o treinamento é realizado
por um esquema de recompensas e punicoes que definem a qualidade de cada acgdo. Esse
tipo de aprendizado pode ser utilizado para explorar o dominio de topologias e obter
multiplas solugdes para um mesmo problema (SUN; MA, 2020; JANG et al., 2022).

Outra maneira de utilizar RNA em problemas de otimizagao topoldgica é de-
senvolver redes que substituam a etapa mais onerosa dos programas: a resolucao da equa-
cao diferencial que rege o fendémeno fisico considerado (SIRIGNANO; SPILIOPOULOS,
2018; RAISSI et al., 2019; JEONG et al., 2023). Quando o método de elementos finitos é
utilizado, um grande sistema linear deve ser solucionado em cada iteracao do processo de
otimizacao. Alternativamente, RNA podem ser utilizadas para obter estimativas de baixo
custo computacional, que devem ser apenas precisas o suficiente para que a otimizacao

topologica possa ser realizada com sucesso.
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2 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

2.1 Analise de Elementos Finitos

Para que as estruturas possam ser otimizadas, ¢ preciso definir as func¢oes que
serdao minimizadas (ou maximizadas) em termos de uma quantidade finita de varidveis de
projeto. Para isso, as informagoes relevantes sao computadas através de analises numé-
ricas. Neste trabalho, dois problemas sao considerados: uma estrutura sob carregamento

estatico; e a homogeneizacao de um material periddico.

2.1.1 Estrutura sob Carregamento Estatico

No primeiro caso, considera-se uma estrutura bidimensional em estado plano
de tensoes, composta por material homogéneo e isotropico, em regime linear-elastico, com
pequenos deslocamentos e deformacoes. Conforme a Figura 2.1, a estrutura é definida em
um dominio de projeto retangular, de dimensoes L, e L.

Sg
A

L,/2

0.0 L

-L,/2

Figura 2.1 — Dominio de Projeto (Estrutura sob Carregamento Estético)

A Figura 2.2 ilustra os dois tipos de condi¢oes de contorno aplicadas: condicao
de Dirichlet homogénea (engaste); e condigdo de Neumann (carga distribuida). Mais es-
pecificamente, o engaste é posicionado na aresta esquerda e aplica-se uma carga vertical
na aresta direita, obtendo-se uma viga engastada-livre. Como o problema de otimizagao
abordado nao depende da intensidade das cargas, uma carga total de 1 N por metro de

espessura é considerada.

Para que o problema possa ser analisado numericamente, o dominio é dis-
cretizado em uma malha de elementos finitos. Consideram-se N, elementos na dire¢cao
horizontal e N, elementos na direcao vertical. Os parametros L,, L,, N, e N, sao defini-
dos de forma que os elementos sejam quadrados de aresta e,. Como ilustrado na Figura 2.3
para uma malha de 8 x 4 elementos, a numeragao dos elementos ¢é feita coluna a coluna,

de baixo para cima, da esquerda para a direita.
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engaste
u=0m
7 Y
f=-1N/m
% carga distribuida

Figura 2.2 — Condigoes de Contorno (Estrutura sob Carregamento Estatico)
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Figura 2.3 — Numeragao dos Elementos (Estrutura sob Carregamento Estatico)

Utilizam-se elementos de quatro nés, com um né em cada vértice do quadrado.
A Figura 2.4 apresenta a numeracao dos nos na malha, que segue a mesma regra da

numeracao dos elementos.

% %9 %4 %o %24 %29 34 P39 wa
3% P35 tis %23 25 P33 Y38 M4
¢ %2 %7 T2 T P32 P T
% P tie o1 %26 P31 Y36 Tu1
% % *0 ®5 %20 %5 %0 %35 %o

Figura 2.4 — Numeragao dos No6s (Estrutura sob Carregamento Estatico)

Elementos bilineares sao usados para descrever o campo de deslocamentos
através de um vetor de deslocamentos nodais u € R, sendo G' o ntimero de graus de
liberdade do sistema irrestrito (incluindo os nés engastados). A numeragao local dos nés

de cada elemento ¢ dada conforme a Figura 2.5.

0 1

Figura 2.5 — Numeragao Local dos Nés (Estrutura sob Carregamento Estético)
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Nessas condigoes, dada uma estrutura qualquer, definida pela distribuicao de
material no dominio de projeto, o método de elementos finitos pode ser usado para solu-
cionar o problema eldstico (COOK et al., 2007). Computa-se a matriz de rigidez global

da estrutura, K € RE*¢ e o vetor de cargas nodais equivalentes € R, tais que
) b ) )

Ku=r+f, (2.1)

onde r ¢é o vetor das cargas no engaste, isto é, o vetor com as cargas que garantem um

deslocamento nulo aos noés restritos.

Nessa forma irrestrita, o sistema nao pode ser facilmente solucionado, ja que
o vetor r é desconhecido e a matriz K é singular (devido aos modos de corpo rigido da
estrutura). Para que um sistema de solugao tnica seja obtido, as condigbes de Dirichlet
devem ser aplicadas no problema discretizado. Para isso, define-se a matriz de restricao
P, a qual, para uma determinada permutacao dos graus de liberdade do sistema, pode

ser escrita como

P = [(;d;] , (2.2)

onde O,.4 é uma matriz de zeros (retangular) e I;4 é uma matriz identidade. O subindice
r se refere aos graus de liberdade dos nés engastados e o subindice d se refere aos graus
de liberdade dos nos livres. Sendo G o nimero de graus de liberdade livres, a matriz P

tem dimensodes G x G.

Como os deslocamentos devem ser nulos nos graus de liberdade restritos, o

vetor pode ser separado em um termo nulo 0, e um termo de incégnitas wug:

u = [01 : (2.3)

Da mesma forma, os vetores de cargas podem ser escritos como

r= [0;] (2.4)

f= [;d] : (2.5)



45

O vetores restritos, @, 7 e f, e a matriz restrita, K, se relacionam com os

vetores e matriz irrestritos conforme as seguintes expressoes:

u=Pua=Pugy; (2.6)
¥=Plr =04 (2.7)
f=P'f=fa; (2.8)
K =P'KP. (2.9)

Pré-multiplicando a Equacao 2.1 por PT, obtém-se um sistema sem termos
desconhecidos no vetor de cargas e, considerando que ha ao menos dois ndés engastados,

com uma matriz invertivel:

~

Ku=f. (2.10)

A solugao tnica do sistema pode ser escrita como

=K 'f, (2.11)

0 que resulta em

u = [PR‘*lPT] f. (2.12)

Nesse caso, em que se aplica uma carga fixa, a energia de deformacao da estru-
tura corresponde a uma medida inversa de rigidez, isto ¢, uma medida de complacéncia
mecanica da estrutura em relagdo ao carregamento aplicado. Para simplificar as expres-

soes, a complacéncia C' é definida como o dobro da energia de deformacao:

~— ~

C=v"Ku=u"Ku=flu=f"u. (2.13)

Portanto, para projetar estruturas de rigidez elevada atraves de métodos de

otimizacao, busca-se obter topologias que minimizam a complacéncia.
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2.1.2 Homogeneizac¢do de Material Peridico

No segundo caso, considera-se um material periddico em estado plano de ten-
soes, composto por células hexagonais. A estrutura da célula de base é constituida por
material homogéneo e isotropico, em regime linear-elastico, com pequenos deslocamentos

e deformacoes. A Figura 2.6 apresenta o dominio da célula.

. - Asy .
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I I
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2L,/ -Ld 0.0 1L 2L,

1 1 =

| | Sx

| |

| |

| |

| |

| |

| L |

. Y /' célula de base

Figura 2.6 — Dominio da Célula

Aqui, utiliza-se uma célula hexagonal ao invés da abordagem mais comum,
com célula quadrada, pois se deseja garantir que as propriedades homogeneizadas sejam
isotropicas através de uma imposicao de simetria na microestrutura. Uma condicao sufi-
ciente para isotropia é que a microestrutura tenha simetria diedral Dj, isto é, possua as
seis simetrias indicadas na Figura 2.7: trés rotagoes, Ry, Ry e Rs; e trés reflexoes, M,
M, e Mj3. Nessas condigoes, o dominio de projeto é dado por um subdominio simétrico,
correspondente a um sexto da célula. Assim, definindo-se a distribuicao de material no
dominio de projeto, obtém-se a distribuicao no restante da célula através das simetrias
impostas, garantindo propriedades homogeneizadas isotrépicas ao metamaterial. Os pa-
rametros geométricos L, e L,, apresentados na Figura 2.6, correspondem as dimensoes
das arestas horizontal e vertical do dominio de projeto. J& que o hexagono deve ser um

poligono regular, tem-se que L, = V3 L,.

Para que o problema possa ser analisado numericamente, o dominio é discreti-
zado em uma malha de elementos finitos. Consideram-se N, elementos em cada dire¢ao do
dominio de projeto. Como ilustrado na Figura 2.8 para N, = 3, as Ny = N, varidveis de
projeto podem ser organizadas numa matriz quadrada. No dominio de projeto, a numera-
¢ao é feita coluna a coluna, de baixo para cima, da esquerda para a direita. Cada variavel
corresponde a seis elementos quadrilaterais na malha hexagonal (identificados pela cor
na ilustracao). Todos os elementos possuem a mesma area, suas dimensoes e, e e,, com
ey = V3e,, sdo dadas de acordo com os pardmetros L,, L, e N,. Ha duas geometrias
diferentes para os elementos: um retangulo; e o quadrilatero obtido ao refletir um par de

arestas adjacentes desse retdngulo (em relagdo ao eixo que cruza o centro do retangulo
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ortogonalmente a uma de suas diagonais). Na célula total, discretizada em N; = 6 N,
elementos, cada geometria aparece em seis rotagoes distintas, resultando em doze tipos de
elementos quadrilaterais bilineares. Na malha hexagonal, a numeracao é feita do centro

para as bordas, em uma espiral em sentido anti-horario.

subdominios simétricos

oy
M;

simetria D3 dominio de projeto

Figura 2.7 — Dominio de Projeto (Homogeneizagao de Material Periédico)

numeracdo das varidveis de projeto  numeracio dos elementos N, = 3
Nqg=9
2|58 48 | 47|46 454443 \ N, =54
representacao 11 a7 49 42
matricial 50 20 11918 17 41
0|36 51 91 16 M\ 40
52 22 4|3 15 39
53 23 5 2 14 38
representacéo = 8 24 6 01 13 37
geométrica ar 25 7 12 36
1 26 8 |9|10] 11 A.35
3|6 e 27 34
e 28 (29]30|31|32| 33

Figura 2.8 — Numeragao dos Elementos (Homogeneizacao de Material Periodico)

A Figura 2.9 apresenta a numeragao dos nés na malha, que segue a mesma

regra da numeracao dos elementos.

A discretizacao é usada para descrever o campo de deslocamentos através de
um vetor de deslocamentos nodais u € R%, sendo G o nimero de graus de liberdade
da célula irrestrita. A numeracao local de cada um dos doze elementos bilineares é dada

conforme a Figura 2.10.



Figura 2.9 — Numeragao dos N6s (Homogeneizacao de Material Periddico)
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Figura 2.10 — Numeragao Local dos Nés (Homogeneizacao de Material Periédico)
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Nessas condigoes, dada uma microestrutura simétrica qualquer, definida pela

distribuicao de material no dominio de projeto, o método de elementos finitos pode ser

usado para analisar o comportamento mecanico da célula de base (COOK et al., 2007).

Apés computar a matriz de rigidez global da célula, K € RE*“ tem-se que

Ku=r,

(2.14)
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onde r é o vetor de cargas nas arestas da célula, isto é, o vetor com as cargas que as

células vizinhas aplicam sobre a célula que esta sendo analisada.

Para realizar o procedimento de homogeneizagao e obter as propriedades elas-
ticas efetivas de um material composto por um arranjo periédico da célula de base, é
preciso computar a tensao média na célula quando uma deformagao média é imposta. En-
tao, as propriedades homogeneizadas podem ser extraidas do tensor que relaciona essas
médias (YVONNET, 2019).

Além da consideracao de pequenos deslocamentos e deformacoes, as seguintes
hipéteses sao adotadas. Assume-se que ha uma grande diferenca de escala, ou seja, a ma-
croestrutura é composta por uma quantidade incontavel de células periddicas. Efeitos de
borda sao desconsiderados e nao ha cargas de corpo. Existe um volume representativo su-
ficientemente grande, usado para definir as medidas de macrodeformagao e macrotensao,
tal que todas as células interiores possuem praticamente a mesma cinematica (descon-
siderando movimentos rigidos) e estdo sujeitas aos mesmos esforgos em suas interfaces
com as células vizinhas. Isso significa que todas as células possuem praticamente o mesmo
valor de deformagao média, igual a deformagao média no volume representativo, e que
cargas em pontos correspondentes de arestas opostas possuem a mesma direcao e sentidos

opostos (cargas antissimétricas).

Como hé uma relagdo linear entre deformagoes e deslocamentos, o vetor de
deslocamentos obtido ao se impor um valor qualquer de deformacao média deve ser com-
binacao linear das solugoes obtidas quando deformagoes candnicas sao aplicadas. Por-
tanto, é necessario considerar apenas trés analises independentes, definidas pelos tensores

canonicos de macrodeformacao:

N 10 ~ 0 0 ~
Exx = y Eyy = 0 € Exy =

2.15
0 0 1 ( )

= O
O o=

Sendo S a matriz contendo as coordenadas de cada n6 da malha (coordenadas
horizontais na primeira coluna e coordenadas verticais na segunda), vetores de macrodes-

locamentos sao definidos como

Ugy = vetor(S - E4z)
WUy, = vetor(S - &yy) , (2.16)

Ugy = vetor(S - &yy) ,

onde “vetor” denota a operacao de vetorizagao linha a linha. Para uma notacao compacta,
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eles sao agrupados na matriz de macrodeslocamentos

U = [um Uy umy] ) (2.17)

Esses deslocamentos correspondem as trés deformacoes médias prescritas para
a célula de base. Os deslocamentos totais sao compostos pelos macrodeslocamentos soma-
dos a microdeslocamentos. Para garantir cada deformacao média imposta, a deformacao
média correspondente a cada vetor de microdeslocamentos deve ser nula. Esses vetores

também sao agrupados em uma matriz de microdeslocamentos

U = tiar iy iy | - (2.18)
Por definicao, tem-se que a matriz de deslocamentos totais, de colunas .,

Uyy € Ugy, ¢ dada por:

U=-U+U. (2.19)

Considerando simultaneamente os trés sistemas, a Equacao 2.14 pode ser re-

escrita como:

KU=R<KU=R-KU, (2.20)

onde R ¢ a matriz com as cargas de borda para cada deformacao candnica imposta.

Para eliminar translados rigidos, um sistema de referéncia é definido estabe-
lecendo que o deslocamento do né central é nulo em todas as analises. A tinica maneira
de garantir simultaneamente que a deformagdo relacionada a U seja nula e que haja
compatibilidade cinematica entre as células (de acordo com as hipGteses apresentadas) é

se

U = ylrerl 4 yleot] (2.21)

sendo UPel ym termo periddico (que se repete em cada célula) e UF°t um termo de

rotacao rigida (no modelo de pequenos deslocamentos e deformagoes).

Assim, o modo de rotacoes rigidas pode ser eliminado do sistema impondo-
se Ul — O, o que resulta em uma matriz U com microdeslocamentos periédicos.
Isso significa que os microdeslocamentos em pontos correspondentes de arestas opostas

possuem O mesmo valor.
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Essas informagoes podem ser representadas no sistema de equagoes através
de uma matriz de restricao P, a qual, para uma determinada permutacao dos graus de

liberdade do sistema, pode ser escrita como

(0,0 O O]
Isa Oay Oge
Opa Ity Oy
P=10y I O - (2.22)
Oci O I
Oci O I
| Ocq Oy I |

O subindice r se refere aos graus de liberdade do n6 central (que sdo restritos para serem
iguais a zero); o subindice d se refere aos graus de liberdade dos nés livres no dominio
interno (todos os graus de liberdade que nao estdao nas bordas e que nao correspondem ao
né central); o subindice b se refere aos graus de liberdade que estao nas arestas, mas nao
nos cantos; e o subindice ¢ se refere aos graus de liberdade que estao nos cantos da célula
hexagonal. Assim, os microdeslocamentos podem ser escritos em termos de uma matriz

restrita U € RE*3 como

U-=PU. (2.23)

A matriz restrita U tem dimensao reduzida pois nao contém informacgoes re-
dundantes. A informacao sobre os valores conhecidos (para o né central), duplicados (para,

as arestas) e triplicados (para os cantos) estd armazenada em P.

Os termos da matriz com as cargas de borda podem ser divididos como

R=|R?|, (2.24)

sendo R, a reagdao de apoio no né central (que deve ser nula j& que essa restrigdo apenas

estabelece um sistema de referéncia para os deslocamentos); Og4 a matriz de zeros corres-
. a f e 1 2

pondente a auséncia de cargas no dominio interno; R,[)] e R,[,] as cargas nas arestas; e

RN Rl e R as cargas nos cantos.
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Como as cargas devem ser antissimétricas nas bordas, tem-se que tanto a soma
entre Rl[,l] e Rl[,z]7 quanto a soma entre RIY| R[2 e RI3] devem ser nulas. Isso implica que

todas as cargas incognitas podem ser removidas do sistema através da seguinte operacao:

Oq4
R=P'R=|0,| . (2.25)
O.

Por sua vez, a matriz de rigidez restrita K é dada por

K-P'KP. (2.26)
Definindo
F--KU (2.27)
€
F=P'F, (2.28)

ao pré-multiplicar a Equacdo 2.20 por P, obtém-se um sistema sem termos desconhecidos

e, como todos os modos rigidos foram removidos, com uma matriz invertivel:

KU=F. (2.29)
A solucao unica do sistema pode ser escrita como

~ ~—

U=K'F, (2.30)

o que resulta em

U=0U+ [P f{/*lPT] F. (2.31)

Com isso, obtém-se os trés vetores de deslocamentos correspondentes a cada
uma das macrodeformacoes candnicas. Ao computar os 9 valores de tensao média corres-
pondentes (trés valores escalares para cada macrodeformacao candnica), obtém-se todos

os termos da matriz de propriedades elasticas do material homogeneizado, C'.
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Pelo lema de Hill-Mandel (YVONNET, 2019), tem-se que a energia de defor-
macao da célula corresponde a energia computada através de seus valores médios de tensao

e deformacao. Como consequéncia, obtém-se uma expressao alternativa para a matriz C":

Cowo Coni Coo 1
C= 010 011 012 = AfUTKUa (2‘32)
Q
Co Ca Oy

onde Ag ¢é a area da célula hexagonal.

Para qualquer distribuicao de material no dominio de projeto, a simetria di-
edral D3 da estrutura garante que a matriz constitutiva computada corresponda a um
material iSOtI‘C/)piCO7 ou seja, 002 = 012 = 020 = 021 = 0, 2022 = O()() — 001, C()O = 011
e Cy1 = Cip. Como sao consideradas estruturas bidimensionais em estado plano de ten-
soes, a matriz pode ser escrita em termos do coeficiente de Poisson homogeneizado 7 e do

modulo de Young homogeneizado E da seguinte maneira:

~

E

1 -2

v
C 1 0 |. (2.33)
0

(= AN

Comparando ambas as expressoes, os parametros homogeneizados podem ser
obtidos em termos dos componentes da matriz C (computada através do procedimento

descrito):

(2.34)

_ 4 022 [COO - 022]
C’00 .

(2.35)

Ha diferentes formas de expressar esses parametros, os termos diagonais de
C foram utilizados pois eles possuem uma propriedade conveniente: eles correspondem
a energias de deformagao da estrutura (considerando os casos em que cada deformagao
candnica é aplicada individualmente). Essa propriedade faz com que existam algumas
semelhancas entre o problema usual de minimizacao de complacéncia e o problema de
concepcao de metamateriais, as quais podem ser tteis no desenvolvimento de expressoes

de sensibilidade.

Uma vez definido o procedimento de homogeneizacao, as propriedades do me-
tamaterial podem ser computadas para qualquer distribuicao de material no dominio de
projeto. Com isso, pode-se projetar o material buscando obter topologias que minimizam

a diferenga entre as propriedades homogeneizadas e os valores desejados para elas.
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2.2 Topologia Baseada em Densidades

Para que as fungoes apresentadas possam ser descritas em termos de uma quan-
tidade finita de variaveis de projeto, métodos de densidade sao adotados para descrever as
topologias. Para esclarecer quais sao as principais diferencgas entre a abordagem discreta
adotada e a abordagem continua, apresentam-se ambas as formulagdes: considerando-se

variaveis bindrias; e considerando-se variaveis relaxadas.

2.2.1 Variaveis Bindrias

O espaco de topologias deve ser restrito, de forma que apenas um subcon-
junto de dimensao finita seja considerado nos problemas de otimizac¢ao. Nos métodos de
densidade, a estratégia é considerar que a distribuicao de material é uniforme dentro de
cada elemento da malha discretizada. Em outras palavras, ha apenas duas possibilidades
de distribuicao dentro de cada elemento: ou o material de base ocupa todo o volume do
elemento (elemento s6lido); ou ndo h& material dentro do elemento (elemento vazio).

2’

Sendo N, o niimero de varidveis de projeto, o vetor de densidades @ € {0, 1}V é
usado para descrever completamente a topologia de uma estrutura, atribuindo um estado
(s6lido ou vazio) a cada elemento da malha considerada. Se a densidade de um elemento
é unitaria, ele corresponde a um elemento sélido, se sua densidade é nula, ele corresponde
a um elemento vazio. Nessas condicdes, o espaco de topologias se torna finito, com 2V¢

estruturas possiveis.

No caso da estrutura sob carregamento estatico, cada variavel de projeto define
o estado de um tunico elemento quadrilateral. Contudo, no caso da célula simétrica, cada
variavel define o estado de seis elementos quadrilaterais. Para unificar as notagoes e sim-
plificar as expressoes, denota-se K. i[e] a matriz de rigidez do e-ésimo elemento quadrilateral
correspondente & variavel de projeto de indice i (considerando que esse elemento é sélido).
No caso da estrutura sob carregamento estatico, ha apenas um elemento por variavel
(e € {0}), no caso da célula simétrica, hé seis elementos por varidvel (e € {0, 1,2, 3,4, 5}).
Todas essas matrizes de rigidez sao simétricas e possuem dimensao G x G, sendo G a
quantidade de graus de liberdade do sistema irrestrito (duas vezes o niimero de nés da
malha). Cada uma delas é semidefinida positiva e assume valores nulos em todos os termos

fora de uma pequena submatriz de dimensoes 8 x 8.

Em cada caso, define-se como i-ésimo elemento aumentado a unidao de todos
os elementos quadrilaterais correspondentes a i-ésima variavel de projeto. No primeiro
caso, cada elemento aumentado ¢ simplesmente um elemento de quatro nés. No segundo
caso, cada elemento aumentado pode ter 13, 18 ou 24 nés, de acordo com sua posi¢ao em
relacdo aos planos de simetria da célula. A partir daqui, adota-se como convencao que:

sempre que o termo “elemento” for usado com correspondéncia biunivoca a uma variavel
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de projeto, ele estara se referindo a um elemento aumentado. Tem-se a seguinte matriz

para o i-ésimo elemento (considerando que ele é sélido):

KPPl - N gl (2.36)

Para evitar singularidades no decorrer dos procedimentos de otimizagao, uma
pequena rigidez é atribuida a elementos vazios. Sendo p; um parametro de soft-kill tal

que 0 < pr « 1, uma rigidez minima K, ¢é atribuida para toda a estrutura:
Ng—1

Kp=po Y, K (2.37)

=0

A matriz de variacao elementar, que corresponde a variacao aplicada a matriz

de rigidez global quando o estado do i-ésimo elemento ¢ alterado, é definida como

K; = [1— pi] KPP (2:38)

Pode-se entao escrever a matriz de rigidez global irrestrita como uma funcao

do vetor de densidades:

Kx)=Kn+ ), 5, K;. (2.39)

Para ambos os casos, a matriz restrita é dada por

K(z)=P"K(z)P. (2.40)

Assim, as fungoes referentes a estrutura sob carregamento estatico sao dadas

por:
ii(a) [k/(a:)]_l Fi (2.41)

u(z) = Pi(e):; (2.42)

C(x) = flu(x). (2.43)

Conforme descrito, a matriz K (x) tem dimensdes G x G; a matriz K (z) tem dimensoes
G x (; a matriz P tem dimensdes G x G; os vetores u(x) e f tém dimensoes G x 1; os

vetores @(x) e f tém dimensoes G x 1; e C'(x) é uma fungio escalar.
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Por sua vez, as funcoes referentes a homogeneizacao de um material peridédico

sao dadas por:

F(z)=-K(z)U; (2.44)

F(x) = P"F(x); (2.45)

U(x) - [K(@)|  Fla): (2.46)
U(x) = PU(x): (2.47)

U(x) =U + Ul(x); (2.48)

Cla) = - V()] K(2)Ule): (2.49)
D) =1 m; (2.50)

Bla) = 102@) [chooj(:;))— Cos(@)] (2.51)

Conforme descrito, a matriz K (x) tem dimensdes G x G; a matriz K (z) tem dimensoes
G x G; a matriz P tem dimensdes G x G: as matrizes U(z), U, U(zx) e F(z) tém
dimensdes G x 3; as matrizes U(z) e F(x) tém dimensdes G x 3: a matriz C(z) tem

dimensdes 3 x 3; e V(x) e E(x) sdo fungdes escalares.

Além dessas, ha duas outras fungoes escalares que sdo comumente usadas nos
problemas de otimizagao topolégica (para definir restrigoes): uma fungao de volume V' e
uma funcao de variacao topolégica D. A funcao de volume é usada em casos em que se
deseja restringir o volume de material sélido que pode compor a estrutura. Neste trabalho,
consideram-se apenas casos nos quais todos os elementos possuem a mesma area. Portanto,

o numero de elementos sélidos pode ser usado como medida de volume:

Ny—1

Viz) =z = ) . (2.52)
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Considerando um vetor de densidades fixado &, a fun¢ao de variagao topoldgica
mede quao distante @ esta de . Ela é usada em casos em que se deseja restringir quanto

a topologia pode mudar em cada iteracao. Neste trabalho, utiliza-se a seguinte métrica:

Ny—1
D(z) = |Az|y = |z - &|, = )| |&:— & . (2.53)
i=0
Como as restrigoes geralmente sdo dadas em termos relativos, definem-se tam-

bém as fungoes de fragdo de volume e de fracdo de variacao topologica:

Vi(x) = V](V::) ; (2.54)
Dy(z) = D]gf) . (2.55)

Com isso, obtém-se descri¢coes de todas as fungoes relevantes para os problemas

de otimizagao considerados em termos do vetor @ de variaveis de projeto binarias.

2.2.2 Variaveis Relaxadas

Em algumas abordagens, faz-se uma relaxagao do problema discreto, obtendo
um problema de otimizagao de variaveis continuas que pode ser solucionado por métodos
baseados em gradiente. Para isso, considera-se que cada elemento pode assumir densidades
intermedidrias, em [0, 1], e utiliza-se uma fung¢do de interpolagao ¢ : [0,1] — [0, 1], com
©(0) =0 e ¢(1) = 1, para definir as propriedades dos elementos. Isso resulta na seguinte

expressao para a matriz de rigidez global irrestrita:

Ng—1

K(z) = K, + Z o(z;) K; . (2.56)

Com isso, todas as funcoes de varidaveis bindrias definidas na secao anterior
passam a representar fungoes continuas e diferenciaveis, descritas em termos do vetor de
densidades relaxado x € [0,1]V4. A dimensdo do espaco de topologias continua sendo
finita, mas agora ha uma infinidade de possibilidades para a estrutura relaxada. Ainda
assim, o nimero de estruturas factiveis, isto é, estruturas nas quais o estado de cada

elemento estd indubitavelmente definido, continua sendo 2V4.

A priori, qualquer fun¢gdo monétona, continua e diferencidvel poderia ser usada
para realizar a relaxagdo. Contudo, grande parte dos trabalhos utiliza o esquema de in-

terpolacao SIMP, dado por:

o(x;) = x;". (2.57)
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Em problemas de minimizacao de complacéncia sujeito a uma restricao de vo-
lume, essa funcao de interpolagao inibe a presenca de valores intermediarios de densidade.
Nesses problemas, quando valores suficientemente elevados sdo usados para o expoente p,

a solucao do problema relaxado é também solucdo do problema discreto original.

Nesse tipo de abordagem, o maior desafio é garantir que a solugao do problema
relaxado descreva uma distribuicao factivel de material. Quando o esquema SIMP nao é
suficiente, geralmente se utilizam técnicas de projecao para reduzir a ocorréncia de valores

de densidades intermediarios.

2.3 Linearizacao de Funcdes de Variaveis Binarias

Como observacao inicial, destaca-se que, neste trabalho, o termo “linear” é
usado para se referir a fungoes afins, isto é, fung¢oes que podem adquirir as propriedades
de linearidade apenas com um translado do sistema de coordenadas. Em outras palavras,
o termo é usado para se referir a fun¢oes que variam linearmente, mesmo que nao cruzem

a origem do sistema.

Tanto na abordagem discreta quanto na continua, a principal etapa dos algo-
ritmos de otimizacao consiste na andlise de sensibilidade. Nessa etapa, avalia-se a sen-
sibilidade das func¢oes do problema em relagao a variacbes minimas de cada variavel de
projeto. No caso continuo, isso corresponde a computagao do gradiente de cada funcao.
Esse procedimento pode ser entendido como a obtencao dos coeficientes da linearizacao
de cada funcdo em torno da topologia atual, denotada &. No caso discreto, as varia¢oes
minimas sao finitas e as fungoes nao sao diferenciaveis, ainda assim, como apresentado
nesta sec¢ao, esse procedimento também corresponde a obtencao dos coeficientes da linea-
rizacdo de cada fungdo em torno da topologia atual. Portanto, a analise de sensibilidade
pode ser definida de uma forma mais geral, como um procedimento de linearizacao das

funcgoes, sejam elas continuas ou de variaveis binarias.

Para linearizar uma funcao de variaveis bindrias em torno de um ponto, é
preciso descrevé-la em uma forma variacional e, em seguida, dividi-la em uma parte linear

e uma nao-linear. Entao, a funcao linearizada é obtida desprezando-se a parte nao-linear.

O conjunto {0, 1}, no qual as variaveis de projeto sio definidas, possui 2V¢
elementos. Dada uma regra de ordenacao para as entradas possiveis, qualquer funcao
escalar h de N, variaveis bindrias pode ser completamente descrita pelo conjunto ordenado

de seus valores de saida.

Na Figura 2.11, isso é ilustrado para um caso particular, com Ng; = 4. As
16 entradas possiveis estao apresentadas como topologias em uma malha de dimensoes
2 x 2, elementos sélidos (z; = 1) sdo representados em tom escuro e elementos vazios

(z; = 0) sao representados em tom claro. Cada entrada é pareada com um valor de saida
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correspondente, de forma que o conjunto ordenado {hg, h1, ..., hi5} define completamente

a funcao escalar h(x).

hy hy hy hg

s |0 T

h14

h15

Figura 2.11 — Funcao de Variaveis Binarias

Uma forma alternativa de representar tal funcao é através de suas variacoes
relativas a um ponto fixo . Sendo N, o niimero de termos nulos em & e N, 0 nimero de

termos unitdrios, o vetor de variacio Az € {0, 1} x {0, —1}"¥* pode ser definido como

Ar =x— . (2.58)

Baseado em &, se Az; = 0, nao hé variacao no estado do i-ésimo elemento, se
Ax; = +1, seu estado é alterado (de vazio para sélido, ou de sélido para vazio). Assim,

para um dado &, uma nova funcao pode ser definida como

A (Ax) = ™ (Ax(x)) = h(z). (2.59)

Ela pode ser parametrizada por um escalar &% e por N, tensores de ordem

crescente a®, como mostrado abaixo:

Ny
Wl(Az) = a@ + > a® () [ax]” . (2.60)

k=1
Deve-se destacar que essa é uma expressao variacional exata para qualquer
funcao escalar de Ny varidveis binarias. Ela nao corresponde a um truncamento de série
de Taylor, ja que a funcao considerada é discreta e, portanto, nao é diferenciavel. Apesar
de os tensores de alta ordem levarem em consideracao os efeitos de acoplamento das
varidveis (como os termos cruzados das derivadas de alta ordem fariam), esta é uma

analogia equivocada que pode resultar em interpretagoes incorretas.

O tensor [Aaz]k, de ordem k, corresponde ao produto tensorial (produto ex-
terno) entre k vetores Ax; e o produto interno de grau k, denotado ()k representa a

operacao dada por

Ng—1 Ng—1  Ny—1

o® () [azt = 3 N Y aly (A [Ax], . A, (2.61)

i1=0 iz=0 ie=0
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Exceto por a<1>, que é um vetor, cada tensor al® ¢ estritamente triangular
k)

superior, entao «; 7, ; O assume valores nao-nulos quando 7; < iy < ... < 4. Isso

significa que a® é definido por (de) pardmetros. Somados com o escalar a‘?, eles resultam

nos 2V¢ pardmetros necessarios para descrever completamente a funcao.

O escalar o? corresponde ao valor da funcio sem variacio, o’ = pll(0) =
Y

h(Z). O i-ésimo termo do tensor de primeira ordem, a; ’, esta relacionado com a variagao

de h quando somente a varidvel x; é alterada. O i;is-ésimo termo do tensor de segunda
2

i, com ip < i, leva em consideracao o efeito acoplado de alterar ambas as

511 ’ (ou 04521 >) mudaria apoés alterar x;,

ordem, «
variaveis x;, e ;,. De certa forma, ele prevé como «
(ou x;,) e reescrever h"* em relacdo ao novo ponto. Como interpretacio geral, o tensor de

ordem k, a® est4 relacionado ao efeito combinado de alterar k varidveis simultaneamente.

Apesar de a Equacao 2.60 apresentar uma forma algébrica bastante compacta
para a funcao Al sua compreensao exige algum esforco de abstracdo. Uma forma mais
visual de entender a expressao ¢ através do esquema ilustrado na Figura 2.12, para um
caso particular de . Todas as topologias possiveis sao organizadas em um grafo, no qual
cada topologia é ligada a suas Ny vizinhas imediatas. Ao atribuir valores apropriados para
cada aresta, esse grafo fornece uma representacao equivalente para h[Var], menos compacta

mas mais compreensivel.

777777777777777777777777

mils | 5"
"»

) Byx

\N—"

B,(X)

Figura 2.12 — Conjuntos de Vizinhanca

O conceito de vizinhanga adotado é o seguinte. Dado um inteiro ndao-negativo
q < Ny, a vizinhanga-g de & pode ser definida como o conjunto B, (&) dos vetores x
que diferem de & em no méaximo ¢ termos. Para qualquer Z, tem-se que {Z} = By(&) <

By(Z) < ...« By, (&) = {0,1}". Diz-se que o ponto x é vizinho imediato de Z quando
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x € B (). Em nota¢do matematica, a vizinhanga-¢ pode ser expressa como:

B,(Z) = {m e {0,1}4

D(z) = 2 2 — 7] < q} . (2.62)

O valor da fun¢ao no primeiro vértice a esquerda do grafo é dado por h(Z) =
R (0) = o2, Qualquer variacio topoldgica corresponde a um caminho no grafo e resulta
numa variacao Ah da funcao. Assim, os valores das arestas sao definidos de forma que, para
qualquer caminho possivel, a soma dos valores das arestas direcionadas resulte em Ah.

Na ilustracao, cada linha representa um par de arestas, uma direcionada para a direita

4
1

na segunda camada, entdo 4 parametros (relacionados a a‘'’) devem ser definidos para

e uma, de mesmo valor e sinal oposto, direcionada para a esquerda. Ha ( ) topologias
atribuir os valores dos 4 pares de arestas entre a primeira e a segunda camadas. H&a
(g) topologias na terceira camada, entdo 6 parametros (relacionados a a®) devem ser
definidos para atribuir os valores dos 12 pares de arestas entre a segunda e a terceira
camadas. Ha (g) topologias na quarta camada, entdo 4 pardmetros (relacionados a a<3>)
devem ser definidos para atribuir os valores dos 12 pares de arestas entre a terceira e
a quarta camadas. Finalmente, como ha (j) topologia na tultima camada, 1 parametro
(relacionado a a® deve ser definido para atribuir os valores dos 4 pares de arestas entre

a quarta e a ultima camadas.

A parte linear da funcao, corresponde a parte em que nao ha acoplamento de
variaveis. Em outras palavras, para linearizar a funcao discreta h em torno de &, faz-se o

truncamento de Al desprezando todo a® com k > 1:

Para prever valores da funcao para entradas em B,(Z), os coeficientes de o’k
com k > ¢ sao irrelevantes. Isso significa que quando pontos mais proximos de & sao
considerados, menos termos sao desprezados no processo de truncamento, potencialmente
reduzindo o erro da aproximacao linear. De toda forma, a fungdo linearizada fornece

resultados exatos para qualquer x € B;(&).

Os coeficientes podem ser obtidos a partir da Equacdo 2.60, avaliando hl!

em cada ponto de B (Z):

o = h(z); (2.64)

o = (@, z; = 1) — h(&,z; = 0). (2.65)
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Os argumentos (Z,z; = 1) e (&,x; = 0) denotam vetores que sdo iguais a & exceto em

seus i-ésimos termos, que assumem os valores explicitamente definidos.

Sao necessarias Ny + 1 computagoes da funcao para descrever sua linearizagao
em torno de um ponto, um nimero muito reduzido quando comparado as 2¥¢ computacoes
necessarias para descrever a funcao completa. Denotando-se o vetor a? como ™, pode-

se escrever a funcao linearizada como:

plinl () = [a[h]] @+ [h(Z) - ot -] . (2.66)

Pela Equacio 2.65, tem-se que a!™ mede a variacio finita da funcio objetivo
apos a alteracao independente de cada variavel de projeto, do estado vazio para o solido.
Pela Equacao 2.66, tem-se que esse vetor corresponde a taxa de variacao da fungdo, com

(]

respeito a variacoes da entrada. Isso caracteriza a'™ como o vetor de sensibilidades da

funcao de variaveis binarias.

Deve-se destacar que ha uma infinidade de maneiras de expressar uma mesma
funcao escalar de varidveis binarias. Independentemente da funcao considerada, para que
ela seja linear, é condigcdo necessaria e suficiente que ela seja aditivamente separavel.
Desde que cada parcela da expressao dependa apenas de uma tnica variavel binaria, a
funcao ¢ linear, mesmo que cada parcela corresponda a uma expressao que seria nao-linear
se variaveis relaxadas fossem usadas (como é o caso da fungao de variacdo topologica
D). Portanto, o procedimento de linearizagdo descrito fornece uma forma padrdo para
se expressar qualquer fungao de varidveis binarias linear: Equacao 2.66. Nessa forma, a
linearidade é conservada ao se relaxar as variaveis: obtém-se a equacao do hiperplano em

RNa+1 que passa por todos os pontos que definem a funcdo discreta original.

2.4 Programacio Linear Inteira Sequencial (PLIS)

Uma vez definido o procedimento de linearizacao, o problema de otimizagao
discreto pode ser abordado por algoritmos de Programagao Linear Inteira Sequencial
(PLIS). Nesses algoritmos iterativos, parte-se de uma topologia inicial, linearizam-se as
fungoes em torno dela, soluciona-se o subproblema de programagao linear inteira obtido,
atualiza-se a topologia para a solu¢ao do subproblema, repete-se o processo até algum
critério de parada ser atingido. Ha diferentes formas de solucionar cada subproblema linear
inteiro, aqui, consideram-se dois métodos comumente utilizados na area de otimizacao
topoldgica discreta: o algoritmo BESO; e o algoritmo simplex combinado com o método

ramificar-e-limitar.
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2.4.1 Problemas Considerados

No problema de otimizacao de uma estrutura sob carregamento estatico, deseja-
se obter a topologia que minimiza o valor de complacéncia mecanica. Como essa funcao
é monotona e decrescente, deve-se incluir uma restricao de volume para evitar a solugao
trivial de uma estrutura completamente sélida, no formato do dominio de projeto. Ao
minimizar a complacéncia mecanica sujeito a uma restricio de volume, obtém-se uma
forma eficiente de distribuir material dentro do dominio de projeto. A otimizac¢ao busca
encontrar a estrutura mais rigida em relacdo a carga aplicada, para a quantidade de ma-
terial especificada. Para um dado valor de fragao de volume desejado V", esse problema

de otimizacgao topoldgica é descrito como

x* = argmin C(x)
sujeito a (2.67)

Para solucionar esse problema, resolve-se uma sucessao de subproblemas linearizados,

conforme descrito adiante.

Além da restricao de volume, uma restricao de variacao topoldgica é incluida
em cada subproblema linearizado. Em métodos sequenciais, para reduzir a diferenga entre
as funcgoes originais e suas versoes simplificadas usadas nos subproblemas, as variagoes sao
limitadas em cada iteracao. Nos problemas considerados, isso significa reduzir o espaco
factivel de topologias, considerando, em cada subproblema, apenas pontos da vizinhanca-
q da topologia atual, com ¢ < N,. Ao reduzir o espago de {0,1}"¢ para B,(Z), todos os
valores de a® com k > ¢ se tornam irrelevantes, ja que, em tais condicdes, a informacao
que ha nesses tensores s6 diz respeito a valores das fungoes relativos a topologias inal-
cancgaveis. Isso resulta numa reducao da quantidade de termos truncados na linearizacao,

melhorando a precisao das fungoes consideradas nos subproblemas.

A combinacao dessas restri¢des pode resultar num subproblema sem solucao
factivel, para evitar isso, é preciso definir uma progressao adequada de restrigdes de vo-
lume, até que o volume final desejado seja atingido. Em cada iteragao, o valor de volume
imposto deve ser tal que exista ao menos uma topologia em B,(Z) com esse valor de
volume.

Nesse problema, parte-se de uma topologia completamente solida, isto é, de um
(0)

vetor £ tal que 7;” = 1 para todo 7. H4 sempre um viés relacionado & escolha da topo-
logia inicial, a razao da escolha tomada é o fato de, nesse tipo de problema, a maior parte
da informacao estar presente na cinematica dos elementos sélidos da estrutura deformada.
Isso ocorre pois a funcao objetivo é praticamente insensivel a maior parte dos elementos

vazios (todos os que estiverem desconectados da parte sélida da topologia). Portanto, ao
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iniciar com uma topologia completamente soélida, adquire-se informacao sobre todos os
elementos da malha, permitindo que o algoritmo tome decisoes mais bem informadas na

primeira iteracgao.

Para uma topologia atual qualquer, para que o subproblema possa ser definido,
todas as fungoes devem ser linearizadas em torno dela. No caso, as fungoes Vy e Dy ja sao
lineares, ja que elas sao aditivamente separaveis, de toda forma, o procedimento é descrito
para um caso geral, no qual as restricdoes poderiam ser nao-lineares. Para linearizar as

funcoes, seus vetores de sensibilidade devem ser computados:

ozz[c] =C(&x,z;=1)—C(&,2; =0); (2.68)
ozz[vf] =Vi(&, 2, =1) = Vi(Z,2, =0); (2.69)
o’ = Dy(&, 25 = 1) — Dy(&, 2, = 0). (2.70)

Como discutido no préximo capitulo, nao é uma tarefa facil obter o vetor €]

em um tempo viavel para problemas praticos, geralmente, valores aproximados sao usados.

Por outro lado, os valores de sensibilidade de Vy e Dy sao facilmente computados:

1

o7 = 7 (2.71)
1- 2%

alPrl = Ndx . (2.72)

Para definir o subproblema, as fungoes sdo linearizadas e colocadas na forma

padrao:

C(z) ~ C(z) = [a!9] z + [C(Z) — ol 2] ; (2.73)
Vi(z) = V]"(z) = [@"7)] -z + [V(Z) - oY) 7] ; (2.74)
D¢(x) = D;in}(m) = [a[Df]] @+ [Dy(T) — alPs] L& . (2.75)

Define-se um valor maximo para a reducao de fragdo de volume em cada itera-

cao, OV "™, Esse parametro de valor positivo ¢ mantido constante no decorrer do processo



65

iterativo. A partir dele, define-se a funcao Ry, que determina a reducao de fracdo de vo-

lume para a iteracao centrada numa topologia & qualquer:

SV se Vi(x) — Vi > oV,

Ry(Zz) = (2.76)
Vi(®) — Vi, se Vp(&)— Vi <V,

Sendo D o valor maximo para a fragao de variagao topologica em cada ite-
racao, tem-se que, para garantir que a combinacao das restri¢des nao torne o subproblema

infactivel, os parametros devem ser definidos tais que:

DI > gV Q. (2.77)

Enfim, sendo ) a topologia atual, referente & j-ésima iteracdo do processo
de otimizacdo por PLIS, apds obter todas as funcoes linearizadas em torno de &9, a

proxima topologia ¢ obtida como a solugao do seguinte subproblema linear inteiro:

U+ = argmin Cli(x)
sujeito a
Vi"l(@) = V(@) — Ry (@),
D;in] () < Dy

(2.78)

O mesmo procedimento ¢é realizado para o problema de concepcao de meta-
materiais isotropicos. Nesta tese, considera-se o problema de projetar um metamaterial
com valor de coeficiente de Poisson prescrito 7*, sujeito a um valor de médulo de Young

minimo E™®. Para isso, define-se a seguinte funcao a ser minimizada:

ho(z) = [P(z) — D*]° . (2.79)

Nesse caso, como a func¢ao objetivo ndo é mondtona, ndo ha necessidade de

uma restri¢cao sobre o volume. O problema de otimizacao topoldgica é descrito como

x* = argmin h,(x)
sujeito a (2.80)
E(x) > Emin

Mais uma vez, a restricao de variagao topologica ¢ incluida para melhorar
a precisao das fungoes linearizadas, através do parametro D7**. Nesse problema, uma
estrutura completamente sélida nao ¢ uma boa escolha para a topologia inicial. Numa
estrutura completamente solida, o valor de sensibilidade de cada elemento quadrilateral

deve ser o mesmo. Nessa situagao, os elementos sao praticamente indistinguiveis: ja que o
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material é peridédico, qualquer alteracdo minima da topologia da célula de base, isto é, a
inclusao de qualquer furo do tamanho de um elemento quadrilateral, resulta nas mesmas
alteragoes das propriedades homogeneizadas. A imposicao de simetria poderia resolver
esse problema, contudo, mesmo nesse caso, algumas aproximacoes de sensibilidade conti-
nuam resultando em valores quase idénticos para todos os elementos. Em tais condicoes,
nao ha um critério adequado para realizar o primeiro passo da otimizacao, resultando
numa alteracao praticamente aleatéria da topologia. Para evitar esse problema, define-se

a topologia inicial incluindo pequenos furos na estrutura completamente sélida.

Todo elemento solido compondo uma ilha desconectada da estrutura principal
(da parte que estd conectada a todas as células da estrutura periédica) tem sensibilidade
proxima de zero. Como a funcao objetivo ndao é mondtona e nao ha restricdo de volume,
esse material irrelevante pode nunca ser removido, poluindo a solu¢ao. Para inibir a ocor-
réncia desse problema, penaliza-se a fun¢ao de fragao de volume utilizando um pequeno

parametro positivo 3. Para isso, define-se a funcgao

hy(x) = BVi(x) (2.81)

e se busca minimizar a fun¢ao penalizada:

hpen() = hy(x) + hy () . (2.82)

Para linearizar as fungoes, seus vetores de sensibilidade devem ser computados:

az@] = E(:E,ccl =1)— E(fi,% =0); (2.83)
al™ = h (@, 2, = 1) — h(T,2; = 0): (2.84)
o™V = by (&, 2 = 1) — hy (&, 2 = 0); (2.85)

az[hpen] = hpen(:iu Ti = 1) - hpen(a_:7xi = O) : (286)

Como discutido no proximo capitulo, ndo é uma tarefa facil obter os vetores
alfl e al™] em um tempo vidvel para problemas préticos, geralmente, valores aproxi-
mados sdo usados. Por outro lado, os valores de sensibilidade da func¢ao linear hy sédo

facilmente computados:

ol = ﬁ (2.87)
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Como a funcdo penalizada é dada pela soma de h, com hy, ao estimar o],

obtém-se uma estimativa para alPpenl:

altwen] _ o lh]

vl (2.88)

+
Qv—|

Para definir o subproblema, as fungoes sdo linearizadas e colocadas na forma

padrao:

E(z) ~ B (g) = [a[ﬁl] z [E(:E) _alfl. :7:] : (2.89)
hy(x) ~ hlinl (2) = [a[h“]] x+ [h(Z) - all] x| ; (2.90)
hy () = Wi (@) = [@™] - & + [hy (&) — o™V - 7] . (2.91)

Assim, tem-se que

hpen(x) ~ A () = Rl (z) + Al () (2.92)

pen

Além da limitacao na fragdo de variacao topoldgica, outra medida é tomada
para buscar garantir que as fungoes linearizadas sejam boas estimativas das fungoes ori-
ginais. Define-se um valor maximo para a reducao do moédulo de Young homogeneizado
em cada iteracao, §E™ax | Fgse parametro de valor positivo é mantido constante no decor-
rer do processo iterativo. A partir dele, define-se a funcao Rg, que determina a reducao
maxima para a iteracao centrada numa topologia & qualquer:

B SE™ | se E(T)— E™ > gE™
Rp(x) = {

~ ~ ~ ~ A (2.93)
E(x)— E™, se E(x)— E™" < JE™.

Enfim, sendo ) a topologia atual, referente & j-ésima iteracdo do processo
de otimizacdo por PLIS, apds obter todas as funcoes linearizadas em torno de &9, a

proxima topologia ¢ obtida como a solugao do seguinte subproblema linear inteiro:

Ut = argmin Al (x)
sujeito a
E(z) > E(Z2Y) — Rp(zW),

lin max
D} l(@) < Dy

(2.94)
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2.4.2 Procedimentos Adicionais e Detalhes de Implementacao

Todos os programas foram desenvolvidos em Python 3: as bibliotecas “numpy”
e “scipy” foram usadas para realizar as operagoes basicas de algebra linear; a biblioteca
“scikit-sparse” foi usada para resolver os sistemas lineares através da fatoracao de Cho-
lesky; e a biblioteca “pulp” foi usada para modelar e resolver os subproblemas de pro-
gramacao linear inteira. Alguns procedimentos, como a andlise de sensibilidades, foram
implementados em Cython, que é uma extensdo da linguagem Python que permite que

os cddigos sejam compilados em C (BEHNEL et al., 2011).

N

Hé algumas dificuldades inerentes a otimizacao topoldgica por métodos de
densidade. A primeira delas estd relacionada a dependéncia de malha: a topologia oti-
mizada se altera indefinidamente conforme se refina a malha de elementos finitos. Em
malhas refinadas, componentes que eram espessos em malhas mais grosseiras sao dividi-
dos em diversos componentes finos, ao se refinar ainda mais, surgem novos componentes
ainda mais finos, e isso se repete indefinidamente. Essa dificuldade impede a determinacao
contundente de uma topologia 6étima e também cria um evidente problema de fabricacao.
Portanto, considera-se uma restricao adicional: buscam-se apenas estruturas com um valor
minimo de espessura para todos os seus componentes. Nao é simples impor tal restricao,

estratégias indiretas sao geralmente adotadas para garantir essa propriedade.

A segunda dificuldade esta relacionada a problemas que surgem no modelo
numeérico. Por exemplo, quando elementos bilineares sao usados, as estruturas otimizadas
podem possuir tabuleiros de xadrez (regides com elementos sélidos conectados apenas
pelos néds). Isso ocorre pois, no modelo numérico, padroes como esse podem possuir uma
rigidez elevada, mesmo que nao possam ser reinterpretados como estruturas fisicamente
admissiveis. Além de quebrar a restricao de espessura minima, uma conexao pontual nao

é admissivel ja que as tensdes no ponto de conexao iriam a infinito.

Outra dificuldade numérica que pode ocorrer em alguns problemas é o sur-
gimento de ilhas (componentes solidos desconectados dos suportes da estrutura). Como
uma abordagem soft-kill é adotada, dependendo do problema considerado, elementos s6-
lidos desconectados da estrutura principal podem ser mantidos na topologia otimizada. A
presenca desse material irrelevante nao apenas polui a solu¢ao com ruido numérico, mas
também pode prejudicar a estabilidade do processo de otimizacao. No caso de métodos
discretos, ilhas podem facilitar conexoes repentinas de diferentes regides da estrutura,
cujos efeitos nao sao previstos na andlise de sensibilidade. Além da questao das ilhas,
em métodos discretos, a insensibilidade da fun¢ao objetivo em relacao a elementos des-
conectados da estrutura principal cria uma outra dificuldade: dentre os elementos vazios,
apenas os que estao nas interfaces possuem valores substanciais de sensibilidade. Nessas
condic¢oes, em cada iteracao, apenas elementos vazios de interface podem ser transforma-

dos em sélidos, o que torna o processo de otimizagao proibitivamente lento em malhas
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refinadas.

Para lidar com cada uma dessas dificuldades, procedimentos adicionais sao
incluidos nos algoritmos de otimizacao. Uma abordagem amplamente utilizada para lidar
com a dependéncia de malha e inibir a ocorréncia de topologias inadmissiveis é a aplicacao
de filtros de sensibilidade, usados para suavizar os mapas de sensibilidades antes de definir
os subproblemas (SIGMUND; PETERSSON, 1998; SIGMUND; MAUTE, 2012). O filtro
é caracterizado por seu raio de alcance, que é um parametro geométrico que pode ser

calibrado para garantir indiretamente a restricao implicita de espessura minima.

Neste trabalho, um filtro conico foi utilizado. Sendo 7 o raio de alcance do
filtro e (i, j) a fungdo que retorna a distancia entre os centros dos elementos de indices i

e j, a fungao de pesos do filtro, w(i, j), pode ser definida como

rr—r(,7), se r(i,7) <r¢,
wii i) = 1" (4,7) (1,7) <rg (2.95)
0 , se r(i,j) >ry.
A partir desses pesos, os termos da matriz de filtro Hl podem ser obtidos:
m] w(i,j)
;' = N (2.96)
>, w(i, k)
k=0

Sendo a o vetor de sensibilidades inalterado, o vetor suavizado ¢ dado por

ol = il o (2.97)

No caso da concepcao de metamateriais, para que uma suavizacao apropriada
seja feita nas bordas do dominio de projeto, um dominio estendido é utilizado para a
operagao de filtragem. Conforme ilustrado na Figura 2.13, células vizinhas sao incluidas,

com valores de sensibilidade dados pela condigao de periodicidade.

Sendo C; = {jo, j1,- - -, Jo} 0 conjunto com os indices dos 10 elementos quadri-
laterais do dominio estendido correspondentes a variavel de projeto j, os valores de pesos

do filtro de sensibilidade no dominio estendido sao dados por
w (i, §) = Y wii, k), (2.98)
kE(C]'

onde i e j sao indices das varidveis de projeto (elementos de {0,1,..., Ny — 1}) e k é

um indice referente a elementos do dominio estendido (elemento de {0,1,...,10 Ny — 1}).
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Nesse caso, a matriz de filtro é redefinida como

(6] w, (4, j)
Hj" = N (2.99)
>, we(i, k)
k=0
valores de sensibilidade dominio de filtragem N =3
Nd =9
N, =54

Figura 2.13 — Dominio de Filtragem (Concepgao de Metamateriais)

A Figura 2.14 ilustra, para o caso de minimizacao de complacéncia em uma
viga engastada-livre, a diferenca entre a topologia obtida ao realizar a otimizacao sem
usar um filtro de sensibilidade e a topologia obtida usando esse artificio no processo de
otimizacao. Elementos sélidos sao representados em tom escuro e elementos vazios sao

representados em tom claro.

(a) Sem Filtro (b) Com Filtro

Figura 2.14 — Influéncia da Filtragem na Topologia Otimizada



71

O filtro de sensibilidade, além de solucionar o problema de dependéncia de
malha e de tabuleiros de xadrez, fornece valores de sensibilidade a elementos vazios desco-
nectados da estrutura. Isso permite alteracoes mais rapidas das interfaces, mesmo quando

malhas finas sdo utilizadas.

Para melhorar a estabilidade do procedimento de otimizacao, um método de
momento é aplicado nos vetores de sensibilidade, de forma que a “dire¢do de movimento”
da topologia seja alterada de forma gradual, no decorrer das iteragoes (HUANG; XIE,
2007). Para evitar que picos de sensibilidade poluam demais o processo, os vetores sao
normalizados para a aplicagdo do momento (ZHOU et al., 2021). Com isso, a andlise de
sensibilidades passa a ser feita da seguinte maneira: computa-se o vetor de sensibilidades
a partir de sua definicdo (vetor dos coeficientes de linearizagao); o vetor ¢é filtrado e
normalizado; entao, o método de momento ¢é aplicado e o vetor é normalizado novamente.
O vetor obtido apds essas operagoes é utilizado para definir o subproblema linear inteiro

de cada iteracao.

O vetor filtrado e normalizado é dado por

wy ol oAl

a (2.100)

(@], ™ tmax o]

Sendo v € [0, 1] o pardmetro de momento, o vetor de sensibilidades com momento é dado

por

olmoml(G) — ,Ya[nm](j—l) +[1-17] Lile)) ’ (2.101)
onde j indica a iteracio, ™™ ¢é o vetor normalizado dado por

] « [moml] « [mom]

al (2.102)

1

e, para a primeira iteracdo, define-se que a™!(=1) — 0,

Em ambos os casos, o método de momento é aplicado apenas na sensibilidade
da funcdo objetivo. O vetor al¥ ¢ filtrado, mas nio é normalizado, para que as previsoes

de alteracao da funcao de restricdo nao sejam prejudicadas.

No problema de minimizacao de complacéncia, além da utilizacao de filtro
suavizador e momento, mais um procedimento ¢ adicionado ao algoritmo: remove-se do
dominio de projeto todo elemento com carga externa. Isso deve ser feito por duas ra-
zoes. Primeiro, para evitar a eventualidade de uma solucao com carga externa distribuida

sobre a aresta de um elemento vazio. Segundo, se a andlise de sensibilidade for precisa,
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elementos diretamente carregados podem ter valores de sensibilidade de moédulos arbi-
trariamente elevados (de acordo com o pardmetro de soft-kill utilizado). Uma vez que
esses picos extremos prejudicariam as etapas de filtragem e de normalizacdo, impoe-se
que os elementos nos quais se distribui o carregamento externo sao sempre sélidos e nao

participam do problema de otimizagao.

No problema de concepc¢ao de metamateriais, além da utilizagdo do filtro sua-
vizador e momento, mais alguns procedimentos sao adicionados. Operadores morfolégicos
(SIGMUND, 2007) sao utilizados para enviesar as solu¢oes para estruturas de melhor
qualidade, isto é, estruturas com componentes sélidos e cavidades vazias maiores e com
interfaces mais suaves. Em cada iteracao, um operador de abertura é aplicado na solucao
do subproblema linearizado. Em seguida, ilhas de elementos sélidos sao identificadas. Os
elementos dessas ilhas sao removidos de forma ordenada: elementos com valores de sensibi-
lidade de menores médulos (em relacao a fungao E (x)) sdo removidos primeiro. A mesma
restricao de variagao topoldgica aplicada no subproblema linearizado é usada nessa etapa,
assim, removem-se no maximo Ny x D** elementos em cada iteragao. Isso é feito dessa
forma para que as partes mais isoladas das ilhas sejam removidas primeiro, o que pode
possibilitar o algoritmo iterativo “desfazer” eventuais passos com efeitos indesejados, re-
conectando componentes que nao deveriam ter sido desconectados. Caso a topologia nao
tenha sido alterada apds todos esses procedimentos (resolugdo do subproblema lineari-
zado; aplicacdo do operador de abertura; e remogao de ilhas), um operador de erosao é
aplicado. Por tultimo, se a restricao de médulo de Young minimo nao for respeitada pela
topologia obtida no fim da iteracao, a topologia da iteracao anterior é recuperada e um
operador de dilatacao é aplicado. A restri¢ao sobre o médulo de Young pode ser quebrada
ja que a solucao do subproblema respeita apenas a restricao linearizada, portanto, apés
cada alteracao da topologia, a funcao de restricao exata deve ser verificada. Quando a
otimizacao é concluida, eventuais ilhas remanescentes sao completamente removidas da

solugao final.

O procedimento de remocao de ilhas é incluido pois a penalizacdo de volume
pode nao ser suficiente para inibir completamente a permanéncia de ilhas na estrutura,
jad que os efeitos do momento e do filtro de sensibilidades podem superar a influéncia
da penalizagdo de volume, a qual ndao pode ser grande demais para nao desconfigurar
a fung@o objetivo. A inclusdo desse procedimento facilita a calibragdo de (3, ja que o
algoritmo continua funcionando mesmo se ele assumir valores pequenos. Dessa forma, a
penalizacao de volume passa a atuar estabilizando o processo, reduzindo, em cada iteracao,

a quantidade de material removida abruptamente pelo procedimento de remocao de ilhas.

O operador de abertura também contribui para estabilizar o processo e sim-
plificar a estrutura. A Figura 2.15 ilustra, para um caso de concepcao de metamateriais

no qual nao se removem as ilhas no fim de cada iteragao, a diferenca entre a topologia
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obtida ao realizar a otimizacao sem usar o operador de abertura e a topologia obtida
usando esse artificio no processo de otimizagao. Quando todos os artificios sao incluidos,
o procedimento de remocao direta de ilhas perde relevancia, de toda forma, ele é mantido

para garantir que todas as ilhas sejam eliminadas no decorrer do processo iterativo.

(a) Sem Operador de Abertura (b) Com Operador de Abertura

Figura 2.15 — Influéncia do Operador Morfologico na Topologia Otimizada

Sendo 7, o raio de alcance dos operadores morfolégicos, os termos da matriz

de operacoes morfolégicas H™er sio dados por

1, se gelg]l (r(i, k) <rm,

et

v

(2.103)

0, se min (r(i, k) > rp .

Assim como foi feito para o filtro de sensibilidades, o dominio estendido é usado
para obter relagoes apropriadas nas bordas do dominio de projeto. Tem-se que o termo
Hi[?mr] assume valor unitario quando algum dos elementos quadrilaterais correspondentes
a j-ésima variavel esta sob o alcance do i-ésimo elemento do dominio de projeto. Com

isso, o vetor de densidades apds a operacao de erosao ¢ dado por

2 = 1 max (H};“‘“] - xj]) : (2.104)

J

o vetor de densidades apds a operacao de dilatacao é dado por

dil mor
2t = max (Hi[j }xj) ; (2.105)

i

e o vetor de densidades apds a operacao de abertura (erosao, entao dilatagao) é dado por

21 — max (H[mor} xLerO]) . (2.106)

) J
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A operagao de erosao consiste em transformar em vazio qualquer elemento que
tenha algum elemento vazio sob seu alcance, o efeito disso é alargar todas as cavidades da
estrutura. A operacao de dilatacao consiste em transformar em sélido qualquer elemento
que tenha algum elemento sélido sob seu alcance, o efeito disso é reduzir todas as cavidades
da estrutura. E a operacao de abertura consiste em dilatar a estrutura erodida, o que

elimina componentes de pequena espessura e une cavidades proximas.

Deve-se destacar que, numa otimizagdo baseada em PLIS, nao se espera obter
minimos locais propriamente ditos. A proposta dessa abordagem é explorar o dominio de
solugoes possiveis de uma forma suficientemente informada, armazenando as topologias
mais eficazes como potenciais solugoes para o problema. Todos os procedimentos adicionais
considerados (suavizagoes dos mapas de sensibilidade; inclusdo de momento; operadores de
abertura, erosao e dilatacao; remogao de ilhas) devem ser compreendidos como pequenas
perturbagoes razoaveis, aplicadas em cada iteracdo, para enviesar as topologias de uma

forma desejavel e para melhorar a explorabilidade do dominio de soluc¢es possiveis.

Assim, um critério de parada apropriado para essa classe de métodos deve ser
semelhante ao utilizado em Xia et al. (2018). Define-se um pardmetro de paciéncia 1) € N*|
entao o seguinte critério é verificado a cada iteracao: caso v itera¢oes consecutivas tenham
sido realizadas sem obter um valor para a func¢ao objetivo superior ao melhor valor obtido
até entao, a melhor topologia obtida até entao é retornada como resultado otimizado.
Ao adotar tal critério, torna-se garantida a conclusao do algoritmo de otimizagao em um
numero finito de iteragoes. O parametro de paciéncia nao deve ser pequeno demais, para
que o processo tenha possibilidade de explorar diferentes regides do dominio. A ideia do
procedimento é que as perturbacoes aplicadas podem fazer com que a topologia atual se
mova através de diferentes bacias de atracao, relativas a diferentes minimos locais. Com
isso, a otimizagao selecionaria o minimo local mais eficaz, dentre os visitados. Deseja-se
uma exploragao suficientemente informada no sentido de haver informacao suficiente para
que estruturas eficazes sejam obtidas em cada bacia de atracao visitada, mas de forma
que passos subotimos ainda sejam realizados, permitindo uma exploragdo mais ampla do

dominio de solugoes possiveis.

Um ultimo detalhe de implementacao é que, apesar de as restri¢oes de volume e
variacao topoldgica serem geralmente definidas em termos relativos, por meio das fungoes
Vi e Dy, no programa implementado, tudo é passado para valores absolutos inteiros, em
termos das fungoes V e D. Isso é feito para facilitar as comparagoes realizadas, em especial
quando o algoritmo BESO é utilizado. Além disso, para evitar subproblemas infactiveis,
os valores impostos para o volume relativo sdo sempre ajustados para que as restri¢oes

correspondam a numeros inteiros de elementos.
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Figura 2.16 — Fluxograma da Programagao Linear Inteira Sequencial

A Figura 2.16 ilustra o algoritmo descrito. As fungoes apresentadas sao refe-
rentes ao problema de concepcao de metamateriais, mas o mesmo fluxograma é valido
para o problema de minimizacao de complacéncia mecanica. Comeca-se definindo o pro-
blema e os parametros dos métodos, como o valor maximo de fracao de variacao topologica
(D7), o parametro de penalizacdo de volume (f3), os raios dos filtros de sensibilidade
e dos operadores morfolégicos (rf e 1,), 0 pardmetro de momento (), dentre outros.
Entao, define-se a topologia inicial (Z(?)) e o laco iterativo ¢ iniciado. Faz-se a analise nu-
mérica, utilizando o método de elementos finitos, para obter os vetores de deslocamentos
referentes a topologia atual. Em seguida, computam-se todas as func¢oes do problema e
se verifica a convergéncia através do critério de parada estabelecido. Se o critério foi atin-
gido, retorna-se a melhor topologia obtida até entdo como a topologia otimizada (x*), se
o critério nao foi atingido, o lago continua. Faz-se a analise de sensibilidades, na qual os
coeficientes de linearizagao de cada funcao sdo computados e procedimentos adicionais sao
realizados, como normalizacoes, filtros de sensibilidade e métodos de momento. Os vetores

resultantes sao utilizados para definir o subproblema linearizado, que é resolvido através
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do algoritmo BESO ou pela abordagem com simplex e ramificar-e-limitar. Procedimentos
adicionais sao aplicados na topologia obtida, como operadores morfolégicos e remocao de
ilhas. A partir da topologia atualizada, inicia-se a préxima iteragao. O processo continua

até a convergéncia, isto €, até o critério de parada ser atingido.

2.4.3 Algoritmo BESO

Como todos os elementos tém o mesmo volume, no problema de minimizacao
de complacéncia mecanica, em que s6 ha restricdes sobre o volume e sobre a variacdo
topoldgica, o algoritmo BESO pode ser utilizado para uma resolucao eficiente dos subpro-
blemas linearizados. O mesmo se aplica para o problema de concep¢ao de metamateriais
quando nao se restringe o médulo de Young (@mm = 0) ou, considerando uma restri¢ao

progressiva, em iteragoes tais que E(a‘c(j)) — Rp(x9) = 0.

Para um problema de minimizagao, com funcao objetivo linearizada dada por

Alinl(x) = o -  + constante, (2.107)
pode-se, alternativamente, minimizar a funcao transladada:

Ny—1

plral () = plind () — plinl(0) = - & = Z ;T . (2.108)
i=0

Se o i-ésimo elemento for sélido, ao ser transformado em vazio, a variacao ob-
tida na fungdo objetivo é de —q;. Se o i-ésimo elemento for vazio, ao ser transformado
em soOlido, a variacao obtida na funcao objetivo é de +q;. Nesse caso, ¢ evidente que,
para minimizar a fungdo, deve-se transformar em sélido todo elemento vazio com valor
de sensibilidade negativo e transformar em vazio todo elemento sélido com valor de sen-
sibilidade positivo. Contudo, como € permitido alterar no maximo Ny x D7** elementos,
deve-se selecionar os elementos que, ao serem alterados, mais contribuem para a reducao
da funcao. Assim, o algoritmo consiste em trocar o sinal dos valores de sensibilidade dos
vazios, em seguida, ordenar o vetor de sensibilidades e alterar os elementos comecando
pelos de menor valor. Altera-se até nao haver mais valores negativos, ou até o nimero

maximo de alteragoes ser realizada.

Por sua vez, no caso em que ha um valor imposto de volume, considerando
que deve haver exatamente Ny x V" elementos sélidos na topologia, tem-se que a solucao
Otima corresponde a impor que os Ng x V" elementos com os menores valores de sensibi-
lidade sejam sélidos e que os elementos restantes sejam vazios (aqui, o sinal dos valores
de sensibilidade dos vazios nao é trocado). Contudo, hd também a limitacao de quantos

elementos podem ser alterados, portanto, os elementos devem ser alterados de maneira
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progressiva. Se é preciso aumentar o volume, os elementos vazios vao sendo transforma-
dos de solidos, a partir dos elementos com menores valores de sensibilidade. Se é preciso
reduzir o volume, os elementos sélidos vao sendo transformados em vazios, a partir dos ele-
mentos com maiores valores de sensibilidade. Quando o volume especificado for atingido,
os elementos passam a ser alterados aos pares, o solido de maior sensibilidade é alterado
em conjunto com o vazio de menor sensibilidade. Isso ¢é feito até que todos os elementos
sOlidos tenham valores de sensibilidade inferiores aos de todos os elementos vazios, ou até

o nimero maximo de alteragoes ser realizada.

2.4.4 Simplex e Ramificar-e-Limitar

Em problemas mais gerais, como o de concep¢ao de metamateriais com restri-
¢ao sobre o médulo de Young, utiliza-se o algoritmo simplex combinado com o método

ramificar-e-limitar.

Nesse algoritmo, as funcoes linearizadas descrevem um problema de progra-
macao linear relaxado, quer dizer, com variaveis continuas. As restrigoes lineares definem
um politopo convexo e, como a func¢ao objetivo também ¢é linear, a solugdo do problema
de otimizacao estd necessariamente sobre um dos vértices desse politopo. O algoritmo
simplex é usado para percorrer os vértices, até encontrar a solugao 6tima. Entao, verifica-
se se todas as variaveis da solugao sao inteiras. Em caso negativo, criam-se dois novos
problemas lineares relaxados (ramificar). Seleciona-se uma das variaveis de projeto e, em
uma das ramificagoes, define-se que seu valor ¢ fixo e igual a 0, enquanto que, na outra
ramificagdo, seu valor é fixo e igual a 1 (limitar). Diferentes critérios podem ser adotados
para selecionar qual variavel sera limitada, por exemplo, pode-se restringir a variavel com
valor mais préximo de % Esse procedimento é repetido até que se obtenha uma solugao
com todas as variaveis inteiras que seja solucao 6tima do problema de programacao linear

inteira original.

Cada solucao relaxada define um limite inferior para a funcao otimizada para
todos os ramos gerados a partir daquele n6. Toda solucao inteira obtida atualiza o limite
superior para a fun¢ao de variaveis binarias otimizada. Esses limites, em conjunto com
outros parametros do método, sao utilizados para definir critérios de parada adequados,

para que a solugao otimizada seja obtida sem que uma busca exaustiva seja realizada.

Um elemento de densidade nula, valor de sensibilidade positivo em relacao a
funcao objetivo e valor de sensibilidade negativo em relacao ao médulo de Young homo-
geneizado necessariamente deve permanecer com densidade nula, ja que transformar tal
elemento em soélido teria apenas efeitos indesejados: aumentaria a fungao objetivo, redu-
ziria o moédulo de Young e tornaria a restricao sobre a variacao topoldgica ainda mais
limitante. Pela mesma razao, um elemento de densidade unitéaria, valor de sensibilidade

negativo em relacao a fungao objetivo e valor de sensibilidade positivo em relacao ao mo-
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dulo de Young homogeneizado necessariamente deve permanecer com densidade unitaria.
Portanto, antes de iniciar o algoritmo de simplex com ramificar-e-limitar, removem-se do

problema todas varidveis correspondentes a elementos como esses.

Ainda que problemas de programacao inteira sejam NP-dificeis, ao limitar
a variagdo topoldgica e ao eliminar do problema essas variaveis de valores conhecidos,
observa-se que o algoritmo considerado resolve o problema linear inteiro em tempos com-
putacionais viaveis para problemas praticos. Nos problemas de otimizagao topologica con-
siderados neste trabalho, o tempo para solucionar o subproblema linearizado em cada
iteragao foi sempre substancialmente menor que o tempo para solucionar o sistema linear
da anélise de elementos finitos. Dessa forma, considera-se vantajosa a utilizacao desse
algoritmo para lidar com problemas de restricbes mais complexas, ja que a abordagem
é sistematica, funciona para qualquer problema e nao exige calibragdo de coeficientes de

penalizacao ou de multiplicadores de Lagrange.
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3 ANALISE DE SENSIBILIDADE DE VARIACAO FINITA (ASVF)

O procedimento mais importante da PLIS ¢é a linearizagdo das funcgoes de
varidveis bindrias, chamada aqui de Anélise de Sensibilidade de Variagao Finita (ASVF).
Nos problemas de otimizacao topoldgica, o custo computacional de realizar uma ASVF
exata é proibitivo. Em problemas praticos, utilizam-se expressoes aproximadas para os
valores de sensibilidade. Na maior parte dos trabalhos, a estratégia adotada ¢ relaxar as
variaveis do problema e arbitrar func¢oes de interpolacao para definir as propriedades dos
elementos para valores de densidade intermediarios. Entao, a ASVF é realizada assumindo
que as fungoes relaxadas sao aproximadamente lineares. Nessas condigoes, o procedimento

corresponde a computacao dos gradientes das fungoes.

Contudo, essa estratégia nao é rigorosa e sua utilizacdo sem a devida anélise
do problema pode prejudicar a efetividade e a estabilidade da otimizacgao. Para ilustrar as
imprecisoes que podem ocorrer, um caso com um unico elemento é considerado, ou seja,
um caso com uma Unica variavel de projeto z € {0,1}. Sendo y(z) a tnica propriedade
relevante desse elemento, com y(0) = yo e y(1) = y;, considera-se uma fun¢do objetivo

expressa por:

hz) = co+ cry(z) + o [y(@)]* + ez (3.1)

Os valores da fungao, h(0) e h(1), sdo fixos. As constantes ¢y, ¢1, ¢o, ¢3 podem
ser quaisquer valores que garantam a representacao correta da fungao nas extremidades.
Como s6 ha uma varidvel binaria, a funcao discreta original j& é uma func¢do linear e
h& somente um valor de sensibilidade, dado por o = h(1) — h(0). Deseja-se fazer uma
minimizagao irrestrita, ja que restringir o problema ja definiria o valor da variavel tnica.
Se uma interpolacao SIMP for utilizada para relaxar a funcao, para um dado expoente p,

tem-se que:

y(r) = yo + [y1 — vol w(z) = yo + [11 — yo] 2. (3.2)

Em alguns casos, a imprecisao da linearizagdo pode prejudicar apenas a com-
paracao quantitativa entre elementos, o que é menos problematico pois, mesmo que a
escolha dos elementos a serem alterados ndo seja 6tima, ainda é possivel melhorar a fun-
¢ao objetivo. Entretanto, quando o sinal do valor de sensibilidade obtido esta incorreto,
tem-se uma imprecisao qualitativa: altera-se a variavel esperando uma reduc¢ao da fungao

objetivo, mas a fungdao aumenta.
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A Figura 3.1 apresenta quatro representagoes distintas (mas igualmente vali-
das) para a funcao discreta original. A mesma funcao de interpolagao é usada em todos
os casos, as diferentes representacoes sao obtidas alterando-se apenas as constantes co,
c1, ¢o e c3. As linhas cinzas ligando os dois pontos extremos correspondem a linearizacao
exata; as curvas em azul correspondem as fungoes relaxadas; as linhas pretas tracejadas

correspondem as linearizagoes aproximadas (obtidas através da estratégia convencional).

h(1) h(1) h(1) h(1)

h(0) h(0) h(0) h(0)

0,0 1,0 X X 0,0 1,0 0,0 1,0
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.1 — Lineariza¢oes Aproximadas

Na representagao (a), uma fungdo monétona é obtida, nessa condigao, o sinal
da sensibilidade fica com o valor correto (positivo). Nesse exemplo, o valor de sensibili-
dade é sobredeterminado quando x = 0 e subdeterminado quando z = 1, ainda assim,
independentemente do valor inicial de z, a solugao correta seria obtida para o problema de
otimizacao (z* = 0). Na representacio (b), o sinal da sensibilidade fica incorreto quando
x = 0, o valor fica subdeterminado quando x = 0 e sobredeterminado quando z = 1. Nesse
exemplo, o algoritmo de otimizacao oscilaria indefinidamente entre os pontos, ja que ele
sempre espera uma reducao na func¢ao objetivo ao se alterar a varidavel. Na representacao
(¢), o sinal da sensibilidade fica incorreto quando xz = 1, o valor fica sobredeterminado
quando z = 0 e subdeterminado quando x = 1. Nesse exemplo, o algoritmo de otimizacao
retornaria o valor inicial de x, ja que ele sempre espera um aumento na fungao objetivo
ao se alterar a varidvel. Na representacao (d), o sinal da sensibilidade fica incorreto e seu
valor fica subdeterminado em ambos os pontos. Nesse exemplo, independentemente do
valor inicial de x, a solugao incorreta é obtida, ja que o algoritmo de otimizagao entende

que aumentar o valor de x sempre reduz o valor da fungao objetivo.

Esses exemplos denunciam a fragilidade da estratégia convencional, em que
se definem funcgoes de interpolagao sem verificar as propriedades resultantes nas fungoes
relaxadas. Mantendo a mesma funcao discreta original e a mesma fungao de interpolagao,

é possivel obter os mais diversos comportamentos apenas alterando as constantes livres



81

da representagao adotada.

Em situagoes praticas, para uma dada representacao da fungao objetivo, pode-
se manipular a funcao relaxada alterando a funcao de interpolacao. Assim, para utilizar
a estratégia convencional de maneira apropriada, dever-se-ia buscar uma funcao de in-
terpolacao que resultasse numa funcdo relaxada linear ou, ao menos, que garantisse a
monotonicidade da fun¢ao relaxada. No caso geral, seria necessario definir uma funcao de
interpolacgao distinta para cada elemento, em cada iteragao. Para se manter na estratégia
convencional, em que uma unica fun¢ao de interpolacao ¢é utilizada, dever-se-ia buscar

uma funcao de interpolagao que minimize alguma medida de erro da linearizacao.

Nesta tese, propoe-se uma abordagem alternativa, denotada Sensibilidade por
Gradientes Conjugados (SGC), na qual ndo sao necessarias fungoes de interpolagao. O
problema discreto é abordado diretamente e se obtém uma sequéncia de valores de sensi-
bilidade com precisdo crescente. Ainda assim, para uma melhor compreensao do problema
e para explicitar as vantagens da abordagem proposta, diferentes andlises de sensibilidade
sao apresentadas. Ambos os casos sao considerados: minimizacao de complacéncia meca-

nica; e concepcao de metamateriais isotropicos.

3.1 Minimizacao de Complacéncia Mecanica

Diferentes maneiras de computar ou estimar os valores de sensibilidade sao
apresentadas. No caso de minimizacao de complacéncia mecanica, o inico vetor de dificil

obtencao é o referente & prépria funcéo objetivo: al€l.

3.1.1 Abordagem Exaustiva

Para obter valores de referéncia, o vetor de sensibilidades exato pode ser com-
putado através de esforgo exaustivo. Considera-se que a andlise de elementos finitos ja foi
realizada para a topologia atual, &, portanto todos os dados atuais, K, K ,u e C, sao

conhecidos.

Entéo, o efeito de alterar o estado do i-ésimo elemento é avaliado (todos os
outros elementos conservam seus estados): se z; = 0, a topologia alterada na qual z; = 1
¢ considerada (Az; = 1); se ; = 1, a topologia alterada na qual x; = 0 é considerada
(Az; = —1). A variagdo finita do vetor de densidades resulta em uma variagao AK da

matriz de rigidez global irrestrita K:

Ki , Se T; = 0,
AK = (3.3)
—K,;, sez;=1.
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A variacao correspondente na matriz restrita é dada por:

AK = PT[AK]|P. (3.4)

Isso resulta em um novo sistema linear, do qual um novo vetor de deslocamen-
tos é obtido:

~ ~ _1 N
i+ Al = [K + AK] f. (3.5)
A variacao correspondente no vetor de deslocamentos completo é dada por:

Au = P[Ad] . (3.6)

Usando as equagoes

P’Ku=P'[K+AK]|[u+ Au] = f, (3.7)

obtém-se a variacao da complacéncia mecanica como

AC = —u' [AK][u + Au] . (3.8)

Com isso, o valor de sensibilidade do i-ésimo elemento pode ser obtido como

AC, se z; =0,
ol = (3.9)
—AC, se z; =1,
ou, alternativamente, como
az[c] = —u'K;[u+ Au] . (3.10)

Para realizar essa ASVF exata em uma dada iteracdo do procedimento de
otimizacao, Ny vetores Awu precisam ser obtidos, um para cada variavel de projeto. O
que significa que N, sistemas lineares devem ser resolvidos, cada um com uma matriz
K + AK diferente. Apesar de nao ser viavel para uso pratico, a abordagem Exaustiva

pode ser usada como referéncia para avaliar outras estratégias.

3.1.2 Interpolac¢do Continua de Primeira Ordem (ICPO)

A estratégia convencionalmente utilizada na literatura consiste em realizar uma

relaxacao continua do problema. Em seguida, os valores de sensibilidade sao obtidos atra-
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vés do truncamento de primeira ordem da série de Taylor de cada fungao. Neste trabalho,

essa abordagem ¢é chamada de Interpolagdo Continua de Primeira Ordem (ICPO).

Considera-se uma fungao de interpolagao ¢ : [0,1] — [0, 1], estritamente mo-
nétona, com p(0) = 0 e (1) = 1. Como |Ax;| = 1, o valor de sensibilidade corresponde

a propria derivada da fungao. Obtém-se

€ _ oz = 1) — C(F. 2 — )~ & — 0P Tk
a ' =C(Z,x; =1) C’(a:,:t:l—())~axi— 8xiu K, u, (3.11)

onde o valor da derivada da funcao de interpolagao é avaliado no ponto atual z;.

Como a funcao de interpolagao é estritamente mondtona, tem-se que % (0) >0
e g—i(l) > 0. J& que dividir a fun¢ao objetivo por qualquer constante positiva nao altera o
problema de otimizacao e, uma vez que a mesma funcao de interpolacao ¢é utilizada para
todos os elementos, todos os valores de sensibilidades podem ser divididos por %(1), o

que resulta em

i

T —
—pcu K;u, se z; =0,
ol ~ { be (3.12)

—u'K;u, se ; =1,

onde pc = £2(0)/22(1) > 0.

Com isso, simplifica-se a estratégia convencional, sem perda de generalidade.
Ao invés de arbitrar uma funcdo de interpolacao, basta fixar a funcao identidade como
interpolagao, ¢(z;) = z;, e incluir o fator de penalizagdo pc para a sensibilidade dos
elementos vazios. Entao, ao adotar essa estratégia, deve-se buscar um valor de pc que
favoreca a efetividade e a estabilidade da otimizagao. Na maior parte dos trabalhos, um

valor préximo de zero é usado: po ~ 0.

Nessa abordagem, nenhum sistema linear adicional precisa ser resolvido, ela
fornece expressoes simples e viaveis. Contudo, ji que derivadas medem apenas compor-
tamentos locais (efeitos de variagoes infinitesimais), ela pode falhar em estimar apropria-

damente os efeitos das variagoes finitas do vetor de densidades.

3.1.3 Interpolagdo Continua de Alta Ordem (ICAO)

Como feito em Ghabraie (2015), uma Interpolacdo Continua de Alta Ordem

(ICAO) pode ser utilizada para obter valores precisos de al€],

Mais uma vez, considera-se a funcao identidade como func¢ao de interpolagao
para se obter a relaxagao continua da matriz de rigidez. Um fator de penalizagdo (pc)

pode ser incluido na expressao final para calibrar os valores de sensibilidade dos vazios,
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buscando melhorar a efetividade e a estabilidade da otimizagdo. Assumindo que a série

de Taylor de C(z;) é convergente, o valor de sensibilidade do i-ésimo elemento é dado por

= 1 o0C _
Z — —, se 1; =0,
G =T (3.13)
ap = .
oo [_1]a+1 aaC ~ 1
le e se Ty =1.

O posto da matriz K; é 5, assim, ela pode ser escrita em termos de uma
matriz H; de dimensoes G x 5, que assume valores nulos em todos os termos fora de uma

submatriz de dimensoes & x 5:

K, =H;H] . (3.14)

Sendo f{/, a matriz de variagao elementar restrita dada por

K,-P'K,P, (3.15)
ao definir f—I/Z como
H, = P"H;, (3.16)
tem-se que
K, = H,H'. (3.17)

Diferenciando C, a série de Taylor é obtida como

a0
— Z vl [-A)]" v, se 7 =0,
NI (3.18)
— Z ol [A;]" v, se & =1.
a=1

onde a matriz A; e o vetor v; sdo dados por:

Ai = H/?k/_lﬁi; (319)

v; = H'u=H"u. (3.20)
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A convergéncia dessas séries depende dos autovalores de A;, que é simétrica e
semidefinida positiva. Fatorando A; em uma matriz diagonal de autovalores A; e em uma

matriz ortogonal de autovetores ®;,

A;=®;A\; ®] (3.21)

e definindo o vetor w; como

w; = & v; (3.22)

a expressao de sensibilidade pode ser escrita como

0¢]
— Z w!l [N w;, se ;=0
SO ) e (3.23)
— Z w! [A;]" ' w; , se & =1.

Para um vetor w; qualquer, essas séries sdo convergentes se e somente se
| A;]2 = max (A;) < 1. Devido ao pardmetro de soft-kill, para qualquer x € {0, 1}V, K¢
definida positiva e A; semidefinida positiva. Nessas condi¢oes, pode ser demonstrado que
|A;]2 < 1 quando ; = 1 (CUNHA et al., 2021), o que significa que a série correspondente

a um elemento sélido é sempre convergente.

Com isso, as séries truncadas das Equagoes 3.18 e 3.23 podem ser usadas para
estimar, com precisao arbitraria, os valores de sensibilidade para elementos sélidos. Como
as séries podem divergir para elementos vazios, uma estratégia possivel ¢ impor um valor
nulo de sensibilidade para todos os elementos vazios (pc = 0) e deixar a parte sélida da,

estrutura “guiar” o processo de otimizacao.

3.1.4 Sensibilidade por Woodbury (SW)

Como feito em Svanberg e Werme (2005) e Svanberg e Werme (2006), sem
a necessidade de uma funcao de interpolacao, depois de alterar o estado de um dado

elemento, uma nova matriz inversa pode ser obtida através da identidade matricial de

Woodbury (GUTTMAN, 1946; WOODBURY, 1950; HAGER, 1989):

~ ~ _1 ~ ~ ~ ~—, ~
[K + K] —K'TKH[I+A] 'HEK". (3.24)

Essa abordagem, chamada de Sensibilidade por Woodbury (SW), resulta em

uma expressao fechada para o vetor de sensibilidades exato, que é muito menos custosa
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que a expressao da abordagem Exaustiva. Se o sistema linear for resolvido através da de-
composicao de Cholesky, o procedimento de fatoracao precisa ser realizado somente uma
vez (ao invés de ser realizado Ny + 1 vezes). Além de fornecer valores de referéncia alter-
nativos, a expressao obtida permite um entendimento mais profundo do comportamento

da funcao C'.

Combinando as Equacgoes 3.5, 3.10 e 3.24, o valor de sensibilidade do i-ésimo

elemento é obtido como

T ~1 _
—wv; [T+ A;] v, se 2; =0,
%[C] _ [ ] ) (3.25)
*’UiT [I*Az]i v;, Se ZZ‘,‘ =1.
Que pode ser escrito em termos de A; e w; como
T -1 -
—w; |[I+A;] w;, se z;, =0,
Al _ [T+ A 1 (3.26)
—w] [I— A w;, se 2; =1.

Destaca-se que, para |A;|2 < 1, essas expressoes correspondem as somas das
séries de poténcias das Equacgoes 3.18 e 3.23. Além disso, como I + A; é uma matriz
definida positiva, as expressoes SW se mantém validas mesmo para elementos vazios tais

que [[A;llz = 1.

Através da Equagao 3.26, pode-se notar que a abordagem ICPO, com a fungao
identidade como interpolacao, sempre superestima
[C]

i

C .
Oél[ ]’ para elementos vazios e sempre

subestima 'oz ‘ para elementos solidos. Assim, na Equacao 3.12, o fator de penalizagao po
deve sempre ser definido em [0, 1[ para que as comparacoes entre elementos em diferentes

estados sejam mais precisas.

Em ambas as abordagens ICAO e SW, cada matriz A; = H/ZT K _1ﬁi deve ser

conhecida para computar o vetor al€!

completo. Uma estratégia, quando o sistema linear
é resolvido através da decomposicdo de Cholesky (f{/ = LL"), é resolver 5 sistemas
triangulares (L‘lf{/i) por elemento. Assim, para computar todas as matrizes A;, 5Ny

sistemas triangulares precisariam que ser resolvidos.

Alternativamente, em um sistema com G graus de liberdade, 2 sistemas
triangulares podem ser resolvidos para computar toda a matriz inversa. Como f{/z tem
apenas 8 linhas nao-nulas, apenas uma submatriz de K~ de dimensdes 8 x 8 é necessaria
para computar A; para o i-ésimo elemento. Entao, somente uma parte reduzida da matriz

inversa densa precisaria ser armazenada.

Ainda que técnicas de inversao seletiva (LIN et al., 2011; JACQUELIN et

al., 2016) possam melhorar esse procedimento, tais aprimoramentos estao fora do escopo
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deste trabalho. A estratégia adotada na abordagem SW foi solucionar os 5 N, sistemas

triangulares.

Como as matrizes I + A; tém dimensodes 5 x 5, a presenca de suas inversas
nas expressoes SW nao causam dificuldades em termos de custos computacionais, efeti-

vamente, o procedimento apresentado é governado pelo custo de computar cada A;.

A abordagem SW resulta em expressoes melhores que as obtidas nas aborda-
gens Exaustiva e ICAO. O custo computacional da SW é similar ao da ICAO, e ambas
devem ser menos custosas que o procedimento Exaustivo. Contudo, as expressoes SW sao
exatas, enquanto que as expressoes ICAO truncadas fornecem valores aproximados. Além
disso, a ICAO pode falhar em gerar valores de sensibilidade validos para elementos vazios,

um problema que nao ocorre na abordagem SW.

3.1.5 Sensibilidade por Gradientes Conjugados (SGC)

Propde-se aqui uma estratégia iterativa, viavel para uso pratico e que é ga-
rantidamente mais precisa que a abordagem ICPO. Ademais, ndo é necessario relaxar
as funcoes discretas do problema original, nem realizar inversoes seletivas da matriz do

sistema.

Essa abordagem, chamada de Sensibilidade por Gradientes Conjugados (SGC),
pode ser utilizada quando os valores de sensibilidade dependem de solugoes de sistemas
lineares cujas matrizes sao definidas positivas. Neste trabalho, ela consiste em usar o
Método dos Gradientes Conjugados (MGC) para estimar a solugao do sistema linear da
Equacao 3.5. Entao, os valores de sensibilidade sao obtidos através da Equacao 3.10. Para
cada elemento, um pequeno niimero de passos do MGC ¢é realizado simbolicamente, o que

resulta em expressoes de sensibilidade razoavelmente simples.

Assim como nas outras aproximagoes, um fator de penalizagao (pc) pode ser
incluido na expressao final para calibrar os valores de sensibilidade dos vazios, buscando
melhorar a efetividade e a estabilidade da otimizacao.

Para obter valores aproximados de %[C]

, a variacao de deslocamento corres-
pondente, Au, deve ser estimada. A solucao u, relativa a topologia atual &, ¢ usada
como chute inicial para se obter a variacdo A, resultante da alteracao de estado do
i-ésimo elemento, por um MGC pré-condicionado. O MGC gera um conjunto de dire¢oes

[f{/ + AK ] -ortogonais, {dl, ds,... ,dé}, e um conjunto de coeficientes correspondentes,

{11, pia, ..., ps} tais que

g
A% = pydy. (3.27)
k=1
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Computando-se m direcoes e coeficientes, a Equacgao 3.27 pode ser reescrita

CcOoImo

At =6 4™ (3.28)
onde §{™ é o termo conhecido, dado por
k=1

e €™ ¢ o erro desconhecido, dado por

g
e = > d. (3.30)

k=m+1

A partir da Equagao 3.8, pode-se dividir AC' em dois termos:

AC = DIV + B (3.31)

O termo conhecido D™ é dado por

DY = —uT [AK] [u + P &™]

— T (3.32)
S [uT [AK]u + [[AK] ﬁ] 55”}
e o erro desconhecido Eém) ¢ dado por
B = [ad]" K + AK |l
(3.33)

=[] [B + AR el = el i, ax -

Nota-se que o erro E(Cm) ¢ sempre nao-negativo e que ele vai a zero monoto-
nicamente conforme m aumenta, isto é, conforme mais passos do MGC sao realizados.
Considerando 6%) = 0 e €(%) = 0, as expressdes apresentadas sdo validas para qualquer

m € {0, 1,... ,Cv?} A férmula obtida apds realizar m passos do MGC é denotada “ex-
(€]

pressao SGC-m”. Assim, essa abordagem gera G + 1 expressoes para «; ° com precisao

crescente. Ou seja, se my; > my, SGC-m; é mais precisa que SGC-mo, e a expressao
SGC-G ¢ exata.

Deve-se destacar que a abordagem SGC-0 resulta na mesma aproximagao ob-

tida pela abordagem 1ICPO (D(C? ) = i%). Isso significa que, para qualquer niimero de
[C]

passos (m = 1), a abordagem SGC-m estima «a; * com maior precisao que a ICPO.
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O Pseudocddigo 3.1 apresenta o algoritmo do MGC pré-condicionado. O pro-
blema ¢é definido pelos dados conhecidos K + AK ¢ f . O chute inicial é @, a matriz
pré-condicionadora M corresponde a diagonal de K + AK (pré-condicionamento de

Jacobi) e o nimero de iteragoes é m.

Pseudocédigo 3.1 Gradientes Conjugados Pré-condicionado (Complacéncia)

Dados do Problema: f{/ + AR’/, f
Entradas: @, M, m

dl <« —M7191

ep <« [K + AK] dl

dT91
H1 e _d%el
51&1) — pdy

for ke€{2,3,...,m} do
gr < Gk-1 Tt Uk-1€k-1
a. <« Mg,

C qzek—l
k dj,_,ex—1

dp <« —qi+ Gdi_y
- [K + AK] d
dlg
Mk - _d%e:
0% — 8V + py. dy,
return 6™

€

Para obter a expressao SGC-1, os seguintes vetores devem ser computados:

Zm =M 'z (3.35)
2z = [k/ + Af{/] 2 (3.36)

Como H; assume valores nulos em todos os termos fora de uma pequena
submatriz de dimensdes 8 x 5, e como nenhuma linha de K + AK tem mais do que 18
termos nao-nulos, essas operagoes podem ser realizadas eficientemente, usando apenas as
pequenas submatrizes necessarias. Observa-se que os tamanhos dessas submatrizes sao os
mesmos para qualquer refinamento de malha, eles dependem apenas dos tipos de elementos
finitos utilizados. Além disso, como M ¢é uma matriz diagonal, nao ha dificuldades em

computar o vetor z,,.
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Esses vetores sao entao usados para computar o seguintes coeficientes:

Whm = 2} Zm ; (3.37)

Wik = 25 2k ; (3.38)

Gt = 2 (3.39)
mk

Através do Pseudocddigo 3.1, §(Y) é obtido como

— Om1 Zm, S€ T; = 0 )
5 = { Om ) (3.40)
Om1 Zm, Se T; =1.

E, considerando AC ~ Dg), a aproximagao SGC-1 é obtida como:

(3.41)

{ [uTKiu—gbmlwhm] , se T, =0,

— [uTKiu+ Oy whm] , se x; = 1.

Para obter a expressao SGC-2, os seguintes vetores devem ser computados

(além de zp, zm, € 2g):

zy =M z; (3.42)

z - |K + AK| z,. (3.43)

is uma vez raco m ser realiz ientemente, usan n
Mais a vez, essas operacoes podem ser realizadas eficientemente, usando apenas as
pequenas submatrizes necessarias. Os vetores sao entao usados para computar os seguintes

coeficientes:

Wiy = 2} 2 ; (3.44)
Wye = 2} ¢ ; (3.45)
¢m2 _ Whm Wne — Wk Weny (346)

Wmk wr]{ - wkn2
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2
Wmk™ — Whm Wk
by = hm oy (3.47)
Wmk Wne — Wkn

Através do Pseudocddigo 3.1, §2) ¢ obtido como

— Om2 Zm — P22y, s T; =0,
82 — Prez P2 % (3.48)
Om2 Zm + P2 2y, se T; = 1.
Finalmente, considerando AC' ~ Dg), a aproximacgao SGC-2 é obtida pela como:
T _
C - [’U, Kiu_¢m2whm_¢n2wmk:| , se z; =0,
az[ S LT . (3.49)
[u Kzu+gbm2whm+¢n2wmk] , se x;=1.

Para um niimero fixo de passos do MGC, a abordagem SGC é ©(NV;) (CUNHA
et al., 2021). Ou seja, a quantidade de operagoes aritméticas realizadas nesse procedimento
escala linearmente com o refinamento da malha. Ainda assim, para uma malha fixa, os
recursos computacionais necessarios aumentam substancialmente conforme mais passos
do MGC sao realizados. Por essa razao, para manter custos computacionais razoaveis

para a analise de sensibilidade, apenas dois passos sao considerados.

3.2 Concepcao de Metamateriais Isotrépicos

Diferentes maneiras de computar ou estimar os valores de sensibilidade sao

apresentadas. No caso de concepc¢ao de metamateriais isotropicos, os vetores dificeis de se
h.]

E|

obter sao: al™l ¢ al®l

3.2.1 Abordagem Exaustiva

Para obter valores de referéncia, os vetores de sensibilidade exatos podem ser
computados através de esforco exaustivo. Considera-se que a andlise de elementos finitos
jé foi realizada para a topologia atual, &, portanto todos os dados atuais, K, K , F I*Y’,
U, (7, ﬁ, C, Ve E, sao conhecidos.

Entéao, o efeito de alterar o estado do i-ésimo elemento é avaliado (todos os
outros elementos conservam seus estados): se z; = 0, a topologia alterada na qual z; = 1
¢ considerada (Ax; = 1); se z; = 1, a topologia alterada na qual z; = 0 é considerada
(Az; = —1). A variacao finita do vetor de densidades resulta em uma variagio AK da

matriz de rigidez global irrestrita K:

K;, se x;=0,
AK = (3.50)
—K,;, se z;=1.
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As variagoes correspondentes na matriz de rigidez restrita e nas matrizes de

carga sao dadas por:

AK = P"[AK]|P; (3.51)
AF = - [AK|U ; (3.52)
AF = PT[AF] . (3.53)

I[sso resulta em um novo sistema linear, do qual uma nova matriz de desloca-

mentos é obtida:

U+ AU = [I{/ + Af{/]l [17“ 4 Aﬁ] . (3.54)

As variagoes correspondentes na matriz de microdeslocamentos e na matriz de

deslocamentos totais sao dadas por:

AU = P [AI}] : (3.55)
AU = AU . (3.56)

Usando as equagoes
P'KU = P"[K + AK][U + AU] =0, (3.57)

obtém-se a variacao da matriz de elasticidade como

AC - = uT [AK][U + AU] . (3.58)
Ag

Para uma notacdo mais compacta, os parametros g €]0,1[ e g €]0, 1] sdo defi-

nidos como:

— 022
= 3.59
9= G (3.59)
- 022 + ACQQ

(3.60)

Qi
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Com isso, a variacao de cada propriedade homogeneizada pode ser obtida como:

- 2[g[ACh] — ACx]
AV = ; 3.61
v C()O + AC()O ’ ( )
AE = 41— 3] [ACy] +2Cyy [AD] . (3.62)

Entao, os valores de sensibilidade do i-ésimo elemento podem ser obtidos como:

e _ 2[0 — v*] [AD] + [AD], se &; =0, (3.63)
? ~ * A~ ~12 — )
—2[v—v*|[AD] — [AD]”, se z; =1;
- AE‘, se T; =0,
ol = _ (3.64)
—AFE, se x; =1.

Para realizar essa ASVF exata em uma dada iteracdo do procedimento de
otimizacao, N; matrizes AU precisam ser obtidas, uma para cada variavel de projeto.
O que significa que N, sistemas lineares devem ser resolvidos, cada um com uma matriz
K + AK diferente. Apesar de nao ser viavel para uso pratico, a abordagem Exaustiva

pode ser usada como referéncia para avaliar outras estratégias.

3.2.2 Interpolagdo Continua de Primeira Ordem (ICPO) Simples

A estratégia convencionalmente utilizada na literatura consiste em realizar
uma relaxacao continua do problema. Em seguida, os valores de sensibilidade sao obtidos
através do truncamento de primeira ordem da série de Taylor de cada funcdo. Neste tra-
balho, essa abordagem é chamada de Interpolagao Continua de Primeira Ordem (ICPO).
Aqui, ela é denotada ICPO Simples para distingui-la da abordagem ICPO Composta,

introduzida na subsecgao 3.2.3.

Considera-se uma fungao de interpolagao ¢ : [0, 1] — [0, 1], estritamente mo-

nétona, com ¢(0) =0 e p(1) = 1. Assim como no caso da complacéncia, tem-se

oh, _
pnt s se & =0,
ozl[h”] ~ (éhl (3.65)
635: , se x; =1,

onde pj, = %’;(0) g—;(l) > ( é o fator de penalizacao da sensibilidade dos elementos vazios.

A contrario da funcao objetivo, dividir a funcao de restricdo por uma cons-

tante positiva altera o problema. Portanto, duas constantes livres deveriam ser usadas no
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caso geral, uma que multiplica a sensibilidade dos vazios e uma que multiplica a sensibili-

dade dos sélidos. Ainda assim, neste trabalho, considera-se o caso particular em que uma

constante unitaria é usada para os elementos solidos, o que resulta em:

OF _
- PE F se x; =0,
ol ~ a% (3.66)
o se T; =1,
T

onde pg > 0 é o fator de penalizacao da sensibilidade dos elementos vazios.

Esse caso corresponde a uma func¢ao de interpolagao tal que %(O) = pg e
% (1) = 1. Assim, para manter a coeréncia do modelo, teria-se que p, = pg. Na maior

ox;
parte dos trabalhos, valores proximos de zero sao usados: p, = pg ~ 0.
Para obter as expressoes de sensibilidade, as seguintes derivadas sao necessa-

rias:
5 _ gg - AlQ U'K,U: (3.67)
ai?oo o .
aaci _ 0200 ; (3.69)
aaci ey (3.70)
;Ci:zl[l—Qg]:Zlﬁ; (3.71)
%hﬁ —o[p— 1] . (3.72)

Usando a regra da cadeia, obtém-se:

Oh, [ 00 dCo . 00 Cn| L [3CH—Ch]
+8C’22 8%]_4[” V][ Coo 7

oh,
&ri B 817 8000 51‘1

E E
OB G OF 0Cn _ yroocs 4 ocs)].

ok
6022 61’1

Txi - 6000 (3:70,

(3.73)

(3.74)
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Nessa abordagem, nenhum sistema linear adicional precisa ser resolvido, ela
fornece expressoes simples e vidveis. Contudo, ja que derivadas medem apenas compor-
tamentos locais (efeitos de variagoes infinitesimais), ela pode falhar em estimar apropria-

damente os efeitos das variacoes finitas do vetor de densidades.

3.2.3 Interpolacdo Continua de Primeira Ordem (ICPO) Composta

A abordagem ICPO é precisa quando as fung¢oes discretas sdo bem aproximadas
pelas linearizacoes de Taylor de suas versoes relaxadas. Neste trabalho, fun¢des compostas
sao usadas nos subproblemas de otimizagao: h,(x) = h,(V(C(x))) e EA](:I:) = EA](C(:B))
Exceto em casos particulares, nos quais as composi¢oes tornam as fungoes relaxadas “mais
lineares” (reduzem a diferenga entre as fungoes e suas versoes linearizadas), elas devem

aumentar o erro das expressoes ICPO.

Como as variacoes finitas das funcoes externas, h,, U e E , podem ser facilmente
obtidas para uma dada variagao finita da funcdo interna, C, os valores de sensibilidade
ICPO Simples podem ser aprimorados utilizando as expressoes exatas das Equagoes 3.61,

3.62, 3.63 e 3.64, aproximando somente AC' através de uma linearizacao de Taylor:

C°, se 7,=0,
AC ~ (3.75)
—C%, se ;=1.

Assim como na abordagem anterior, fatores de penalizacdo (p, e pg) podem
ser incluidos para os elementos vazios nas expressoes finais de sensibilidade. Destaca-
se que, mesmo tendo custos computacionais equivalentes, fora de situacgoes particulares

excepcionais, a abordagem ICPO Composta deve ser mais precisa que a ICPO Simples.

3.2.4 Interpolacdo Continua de Alta Ordem (ICAO) Composta

Como feito em Ghabraie (2015), uma Interpola¢do Continua de Alta Ordem
(ICAO) pode ser utilizada para obter valores precisos de AC'. Entao, na abordagem ICAO
Composta, os vetores de sensibilidade sao obtidos através das Equacoes 3.61, 3.62, 3.63 e

3.64.

Mais uma vez, considera-se a fungao identidade como func¢ao de interpolagao
para se obter a relaxacao continua da matriz de rigidez. Fatores de penalizagao (p, e pg)
podem ser incluidos nas expressoes finais para calibrar os valores de sensibilidade dos

vazios, buscando melhorar a efetividade e a estabilidade da otimizagdo. Assumindo que a
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série de Taylor de C(x;) é convergente, sua variacao finita é dada por

al Ox;
AC = " (3.76)
[-1]* 0°C _
, se I; =
al Ox®

Para o i-ésimo elemento, o posto da matriz K; pode ser igual a 23, 27 ou
30, de acordo com a posicao dos elementos quadrilaterais correspondentes em relagao aos
planos de simetria da célula. Assim, K; pode ser escrita em termos de uma matriz H; de
dimensoes G x 23, G x 27 ou G x 30, que assume valores nulos em todos os termos fora

de uma pequena submatriz de dimensoes 26 x 23, 36 x 27 ou 48 x 30:

K;=H;H. (3.77)

Sendo R/, a matriz de variagao elementar restrita dada por

K, =P'K; P, (3.78)
ao definir I—I/, como
H, - P"H;, (3.79)
tem-se que
K;=H,H'. (3.80)

Diferenciando C, a série de Taylor é obtida como

1 o0
Ai Z ‘/iT [_A’L]a_l ‘/’ia s€ jz = 07
AC = ? a1 (3.81)
1 o0
- — VI[A]Y'V; | ose ;= 1.
1 2
onde as matrizes A; e V; sao dadas por:
Ai = H/iTk/_liI/i; (382)

V, = H'U = H'U + H'U . (3.83)
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A convergéncia dessas séries depende dos autovalores de A;, que é simétrica e
semidefinida positiva. Fatorando A; em uma matriz diagonal de autovalores A; e em uma

matriz ortogonal de autovetores ®;,

A;=®;A\; ®] (3.84)

e definindo a matriz W; como

W, = ®V;, (3.85)

a variacao de C' pode ser expressa como

1 0
- DIWI =AW, se 3 =0,
AC = ? =1 (3.86)
1 & .
- WA W, ose 2;=1.
4 2

Para uma matriz W; qualquer, essas séries sao convergentes se e somente se
|A;]2 = max (A;) < 1. Devido ao pardmetro de soft-kill, para qualquer x € {0, 1}V, K¢
definida positiva e A; semidefinida positiva. Nessas condi¢oes, pode ser demonstrado que
|A;]2 < 1 quando ; = 1 (CUNHA et al., 2021), o que significa que a série correspondente

a um elemento sélido é sempre convergente.

Com isso, as séries truncadas das Equagoes 3.81 e 3.86 podem ser usadas para
estimar, com precisao arbitraria, os valores de sensibilidade para elementos sélidos. Como
as séries podem divergir para elementos vazios, uma estratégia possivel ¢ impor um valor
nulo de sensibilidade para todos os elementos vazios (py, = pg = 0) e deixar a parte solida,

da estrutura “guiar” o processo de otimizacao.

3.2.5 Sensibilidade por Woodbury (SW)

Assim como foi feito para o problema de complacéncia, a identidade matricial
de Woodbury (GUTTMAN, 1946; WOODBURY, 1950; HAGER, 1989) pode ser usada

para obter a nova matriz inversa, apos alterar o estado de um dado elemento:

~ ~ ~
(2

~— ~— _1 ~—, ~—
[K + K] —K'TK'H[I+A] "HEK". (3.87)
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Combinando as Equacgoes 3.54, 3.58 e 3.87, a variacao da matriz de elasticidade

¢é obtida como

1
A—WT[I+A,-]*1V;, se 7; =0,
AC = 1“ (3.88)
— — VI -A]"V;, se z;=1.
Ag
Que pode ser escrita em termos de A; e W; como
1 T _1 _
Tm [I—FAz] VVZ Se JIZ'IO,
AC = 19 (3.89)
—— W I-A] "W, se 7, =1.
Aq

Destaca-se que, para |A;[|s < 1, essas expressoes correspondem as somas das
séries de poténcias das Equagoes 3.81 e 3.86. Além disso, como I + A; é uma matriz
definida positiva, as expressoes SW se mantém validas mesmo para elementos vazios tais

que [|A;]2 = 1.

Comparando as Equagoes 3.67 e 3.89, as seguintes relacoes sdo obtidas:

0<ACyH< C% , se z;=0,

v (3.90)
0< OgO < _AC()O, se Zf'z = ]_,
0<ACp< C, , sez;=0,

v (3.91)
0 < 032 < _ACQQ, Se Lf‘l =1

Isso significa que a ICPO Composta sempre superestima |ACqy| e |ACy,| para

elementos vazios e sempre subestima |ACq| e |ACy%| para elementos sélidos.

Em ambas as abordagens ICAO e SW, cada matriz A; = I—I/ZT K ’1;1/1' deve ser
conhecida para computar as todas as variagoes AC' (uma para cada elemento). Quando
o sistema linear é resolvido através da decomposicao de Cholesky (R'/ = LL7), essas
matrizes podem ser obtidas pela resolucao dos 23, 27 ou 30 sistemas triangulares (L‘lf-I/,-)
correspondentes a cada elemento. Assim, para computar todas as matrizes A;, deve-se

resolver algo entre 23 Ny e 30 N, sistemas triangulares.

Como as matrizes I + A; tém dimensoes 23 x 23, 27 x 27 ou 30 x 30, a
presenca de suas inversas nas expressoes SW nao causam dificuldades em termos de custos
computacionais, efetivamente, o procedimento apresentado é governado pelo custo de

computar cada A;.
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A abordagem SW resulta em expressoes melhores que as obtidas nas aborda-
gens Exaustiva e ICAO Composta. O custo computacional da SW é similar ao da ICAO, e
ambas devem ser menos custosas que o procedimento Exaustivo. Contudo, as expressoes
SW sao exatas, enquanto que as expressoes ICAO truncadas fornecem valores aproxi-
mados. Além disso, a ICAO pode falhar em gerar valores de sensibilidade vélidos para

elementos vazios, um problema que nao ocorre na abordagem SW.

3.2.6 Sensibilidade por Gradientes Conjugados (SGC)

A abordagem SGC pode ser utilizada para estimar os termos diagonais de
AC'. Essa estatégia é viavel computacionalmente e é garantidamente mais precisa que a

abordagem ICPO Composta.

Para o caso de concepcao de metamateriais, a abordagem consiste em usar
o Método dos Gradientes Conjugados (MGC) para estimar a solugao do sistema linear
da Equacao 3.54. Entao, os valores de sensibilidade sao obtidos através das Equacgoes
3.58, 3.61, 3.62, 3.63 e 3.64. Para cada elemento, um pequeno ntimero de passos do MGC
é realizado simbolicamente, o que resulta em expressoes de sensibilidade razoavelmente

simples.

Assim como nas outras aproximagoes, fatores de penalizacao (py, e pg) podem
ser incluidos nas expressoes finais para calibrar os valores de sensibilidade dos vazios,

buscando melhorar a efetividade e a estabilidade da otimizacao.

Para obter valores aproximados de ACy, e AC»,, as variagoes de deslocamento
correspondentes, Ay, (primeira coluna de AU) e Auy, (terceira coluna de AU ), devem

ser estimadas.

Primeiramente, considera-se o procedimento para estimar Awu,,. A solucdo
Uqe, relativa a topologia atual &, é usada como chute inicial para se obter a variacao Atz
resultante da alteracao de estado do i-ésimo elemento, por um MGC pré-condicionado.
O MGC gera um conjunto de diregoes [k/—k Af{/]—ortogonais, {dl, ds, ..., dé}, e um

conjunto de coeficientes correspondentes, { [, [, - - ,ué}, tais que
a
Adigy = Y iy dy, (3.92)
k=1

Computando-se m direcoes e coeficientes, a Equacao 3.92 pode ser reescrita

CcOo1mo

Adlgy = 6™ + (™ (3.93)
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onde §{™ é o termo conhecido, dado por

k=1

e €™ é o erro desconhecido, dado por

g
e = > mdi. (3.95)

k=m+1

A partir da Equacao 3.58, pode-se dividir ACy, em dois termos:

ACy = DS + E. (3.96)

Sendo A fm a primeira coluna de AF , 0 termo conhecido D(()Bn) é dado por

DiY = —ul [AK] [uge + P 8™

_ o (3.97)
-4 [ugw [AK]ugs + [[AK] Ve — A fm] 5;m>]

e o erro desconhecido E[%n) é dado por

1 _
B =~ (A" K+ AK|em

19()Tv e (3.98)
- el [K+AK]€u N A TSN

Nota-se que o erro Eé?) ¢ sempre nao-positivo e que ele vai a zero monoto-
nicamente conforme m aumenta, isto é, conforme mais passos do MGC sao realizados.
Considerando 5&0) =0e EELG) = 0, as expressoes apresentadas sao validas para qualquer

m € {0, 1,... ,CV?} A férmula obtida apés realizar m passos do MGC é denotada “ex-

pressao SGC-m”. Assim, essa abordagem gera G + 1 expressoes para ACy, com precisao
crescente. Ou seja, em relagao a estimativa de ACqyg, se m; > mo, SGC-m; é mais precisa

que SGC-mg, e a expressao SGC-G & exata.

Deve-se destacar que a abordagem SGC-0 resulta na mesma aproximagcao ob-
tida pela abordagem ICPO Composta (D(()%) = +C;,). Isso significa que, para qualquer
nimero de passos (m = 1), a abordagem SGC-m estima ACpy, com maior precisao que a
ICPO Composta.
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O Pseudocddigo 3.2 apresenta o algoritmo do MGC pré-condicionado. O pro-
blema ¢é definido pelos dados conhecidos K + AK ¢ fm + A fm (primeira coluna de

F+ AF‘) O chute inicial é t,,, a matriz pré-condicionadora M corresponde a diagonal

de K + AK (pré-condicionamento de Jacobi) e o nimero de iteragoes é m.

Pseudocédigo 3.2 Gradientes Conjugados Pré-condicionado (Metamaterial)

Dados do Problema: K + Af{/, fm + Afm
Entradas: @,,, M, m

d, « —M'g,
é1 <« [j2:+>ZS221 d1
_drfgl
dfel
1 dy
for ke€{2,3,...,m} do

gk—1 + [k—1€k-1

M1
)

gk
qk

Gk
dy,

(S

M

—
—

—
—
-

<«

-1
M gk
Q,Zekf1
dii_jer—1

—q + Crdi—1

[I? + Af{/] dy

_digk
dgek

00 — 8%V +
return 6™

Para obter a expressao SGC-1, os seguintes vetores devem ser computados:

~

Zp = PTKi Ugy = Hi HiT'u'wma (399)
Zm =M 'z, (3.100)
2z = [f{/ + Af{/] Zm (3.101)

onde uz; ¢ o vetor de deslocamentos totais (Ugy + Uz )-

Como H; assume valores nulos em todos os termos fora de uma pequena

submatriz de dimensoes, no maximo, 48 x 30, e como nenhuma linha de K + AK tem

mais do que 26 termos nao-nulos, essas operacoes podem ser realizadas eficientemente,

usando apenas as pequenas submatrizes necessarias. Observa-se que os tamanhos dessas

submatrizes sdo os mesmos para qualquer refinamento de malha, eles dependem apenas

dos tipos de elementos finitos utilizados. Além disso, como M ¢é uma matriz diagonal,

nao ha dificuldades em computar o vetor z,,.
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Esses vetores sao entao usados para computar o seguintes coeficientes:

Whin = 2} Zm ; (3.102)

Wik = 25 2k ; (3.103)

L (3.104)
mk

Através do Pseudocddigo 3.2, §(Y) ¢ obtido como

— Om1 Zm, se x; =0,
R (3.105)
¢m1zm7 se Lf,zl
E a aproximacao SGC-1 para ACy, é obtida pela Equacao 3.97:
s 1 _
Coo — Ao [Om1 Whm] , se T; =0,
A ~ Diy = " (3.106)
_Cgo_i[gbmlwhm] , se T; = 1.
Aq

Para obter a expressao SGC-2, os seguintes vetores devem ser computados

(além de zp, z, € 2zk):

zy =M 'zy; (3.107)

ze = [f{/ + AIv(] 2. (3.108)

Mais uma vez, essas operacoes podem ser realizadas eficientemente, usando apenas as
b )
pequenas submatrizes necesséarias. Os vetores sao entao usados para computar os seguintes

coeficientes:

Wiy = 2} 2y ; (3.109)
Wne = Zp Z¢ ; (3.110)
¢m2 _ Whm wn{ — Wk wk‘n . (3111)

Wink Wye — Wi
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2
Wk~ — Whm Wiy
= . 3.112
P W — Whn” (3.112)
Através do Pseudocddigo 3.2, §2) ¢ obtido como
— Om2 Zm — P22y, s T; =0,
82 — P2 P2 % (3.113)
Om2 Zm + P2 2y, s T; = 1.
Finalmente, a aproximacao SGC-2 para ACy, é obtida pela Equacao 3.97:
Cgo A [¢m2 Whm + ¢772 ka] , S€ ffz = 0,
~ NP _ Ag
— Cpo — Ao [Pm2 Whim + Gyo Wink] , se T3 =1.
Q

A mesma deducao é valida para qualquer outro termo da diagonal de AC,
usando a coluna correspondente de U no lugar de ug, (usa-se u,, para estimar ACy;
€ Uy, para estimar ACh). Apods estimar ACy, e ACh, os valores de sensibilidade sao
obtidos através das Equagoes 3.61, 3.62, 3.63 e 3.64.

Como a isotropia é garantida, Cyy = C; e ACy = ACY;. Além disso, como o
erro é sempre nao-positivo, ao estimar ambas as variagoes ACy, e ACt; pela abordagem
SGC, sabe-se qual das duas ¢ a estimativa mais precisa. Portanto, se ambas as anélises
forem realizadas, os resultados podem ser melhorados usando a melhor das duas para

computar os valores de sensibilidade: ACy, ~ min <D(()81), DgT)).

Para um niimero fixo de passos do MGC, a abordagem SGC é ©(NV;) (CUNHA
et al., 2021). Ou seja, a quantidade de operagoes aritméticas realizadas nesse procedimento
escala linearmente com o refinamento da malha. Ainda assim, para uma malha fixa, os
recursos computacionais necessarios aumentam substancialmente conforme mais passos
do MGC sao realizados. Por essa razao, para manter custos computacionais razoaveis

para a analise de sensibilidade, apenas dois passos sao considerados.

3.3 Analise de Erros

As expressoes Exaustiva e SW sao exatas, portanto nao ha erro nessas abor-
dagens. Considerando séries convergentes (||A;|2 < 1), o erro da abordagem ICAO vai a
zero conforme mais termos sao incluidos nas séries truncadas. A convergéncia é rapida
quando ||A;ll2 assume valores préximos de 0, mas ela pode ser bastante lenta se ||A;|2

assumir valores préximos de 1.
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Na abordagem ICPO, para o caso de minimizacdo de complacéncia, pode-se
obter um limite superior para o erro relativo em termos de |A;|ls (CUNHA et al., 2021).

Definindo o erro relativo como

EY | |ac - DY

rel C C

Elell _ =" o | (3.115)
c c

tem-se como limite superior:

7HAZH2 se T; =0

p_ {114l (3.116)
7HAZH2 se T; = 1.
1= A2

Ou seja, B < B. O mesmo vale para as estimativas referentes & concepcio de metama-
teriais, referentes a abordagem ICPO Composta. Redefinindo o erro em termos de ACyq

e D(()%), ou de ACs e Dég), tem-se o mesmo limite superior B.

Dessa forma, pode-se interpretar o maior autovalor da matriz A; como uma
medida de nao-linearidade potencial das fungoes relaxadas. Quanto maior seu valor, maior
é o limite superior para o erro das expressoes ICPO. Como a abordagem SGC é sempre
mais precisa que a ICPO, tem-se que B também estabelece um limite superior para o erro

das expressoes SGC.

No caso de concepcao de metamateriais, nao ha garantia que os erros de a?” e

E

%

gem SGC. Contudo, é razoavel esperar que, para a maior parte dos casos, aproximacgoes

a;” sejam reduzidos monotonicamente, conforme mais passos sao considerados na aborda-
mais precisas de ACy, e ACs resultem em aproximacoes mais precisas para as variagoes
das fungoes h, e E. Os resultados obtidos, apresentados no Capitulo 6, mostram que isso

de fato ocorre.

Uma tultima consideragao deve ser feita em relagdo aos valores de sensibilidade
dos elementos vazios. Nos problemas considerados, a sensibilidade das fungées C', h, e
E em relacao a elementos desconectados da estrutura é praticamente nula. Isso significa
que, num caso pratico, a maior parte dos elementos vazios tem valores de sensibilidade
proximos de zero. Ainda que, com passos suficientes, a abordagem SGC seja capaz de
zerar a sensibilidade dos elementos desconectados, esse é um processamento redundante
e que mantém um ruido numérico desnecessario. Especialmente quando malhas finas sdo
utilizadas, deve-se avaliar a pertinéncia de se computar os valores de sensibilidade para
elementos vazios. Em alguns casos, pode ser vantajoso, em termos de efetividade e estabi-
lidade, desconsiderar a sensibilidade de todos os elementos vazios (pc = 0 ou py, = pr = 0)

e deixar que a parte solida da estrutura “guie” o processo de otimizacao.
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4 GERACAO DE DADOS

Para que as RNA sejam treinadas por aprendizado supervisionado, é necessario
gerar conjuntos de dados que relacionem as entradas consideradas com saidas esperadas.
No caso, para desenvolver redes que fornegcam valores precisos de sensibilidade a partir
de valores estimados, é necessario armazenar os valores estimados e exatos para diversas
topologias. Os valores estimados sao computados pelas expressoes SGC-0, SGC-1 e SGC-2;

e os valores exatos sao computados pelas expressoes SW.

Para que as redes sejam capazes de generalizar a tarefa, isto é, realiza-la de
forma satisfatoria mesmo para casos que nao foram usados para os treinamentos, é pre-
ciso que o conjunto de dados seja suficientemente representativo. A estratégia adotada
corresponde a realizar uma grande quantidade de otimizacoes, em diferentes condigoes, e

armazenar todos os dados produzidos no processo.

Armazenam-se todos os dados, mesmo os que nao sdo necessarios para o de-
senvolvimento deste trabalho. Isso possibilita a utilizacao dos conjuntos de dados gerados

em outros trabalhos sobre otimizacao topologica assistida por aprendizado de maquina.

Consideram-se dois conjuntos de dados, um para cada problema abordado:
minimiza¢ao de complacéncia mecanica em uma viga engastada-livre; e otimizacao da

célula de base de um metamaterial isotropico.

4.1 Viga Engastada-Livre

Para o caso de minimizagao de complacéncia, considera-se uma viga engastada-
livre de dimensoes L, = 2,0m e L, = 1,0m. A malha é mantida fixa, com N, = 64 e
N, = 32, o que resulta num total de Ny = 2048 elementos. As propriedades do material
sélidosao E = 1,0 Paev = 0,3, e o pardmetro de soft-kill ¢ dado por py, = 1x107%. O valor
prescrito para a fragao de volume é de V" = 50%, o que corresponde a 1024 elementos.
O valor méximo para a redugao de fragao de volume em cada iteragao é oV = é =
1.5625% (32 elementos). O valor maximo para a fracao de variacao topoldgica em cada
iteracao ¢ Dy = 3% = 3.1250% (64 elementos). O raio de alcance do filtro de sensibilidade
é de ry = 0,125m, o parametro de momento dos vetores de sensibilidade é de v = 50%
e o parametro de paciéncia é dado por ¢ = 20. Uma estrutura completamente soélida é

utilizada como topologia inicial.

A sensibilidade exata é utilizada para realizar cada iteracdo das otimizagoes,
entao nao ha necessidade de um fator de penalizacao para ajustar os valores de sensibi-

lidade dos elementos vazios (pc = 1). Além disso, no problema de complacéncia, nao hé
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penalidade de volume (5 = 0) e operadores morfolégicos nao sao utilizados (r,, = 0).

Para produzir a variabilidade desejada nos procedimentos de otimizacao, alteram-
se as condi¢oes de contorno do problema. Conforme ilustrado na Figura 4.1, quatro va-
ridaveis sao utilizadas para definir diferentes condi¢des de contorno para os problemas: a
variavel py. define a posigao central da area engastada; a variavel rp,. define a meia-altura
da area engastada; a varidvel p;; define a posicao central da area carregada; e a varidvel

r1q define a meia-altura da area carregada.

engaste
u=0m
7 P # Tq
I _____________EI. T4
‘/Ipbc
The f=-1N/m
/ carga distribuida

Figura 4.1 — Condigoes de Contorno Variaveis

Cada configuragao tnica de {pyc, "o, Dia; 714} define um problema de otimiza-
¢ao topoldgica distinto. Consideram-se posi¢oes e meia-alturas definidas de forma que os
limites das regides engastadas e carregadas sempre coincidam com nés da malha. Ao me-
nos dois nés devem estar engastados, o que resulta em 528 configuracoes distintas para
o engaste. Como cargas pontuais sao permitidas, ha mais configuragoes distintas para o
carregamento, um total de 561. Destaca-se que a carga total (unitdria) é a mesma em
todos os casos: quando a carga ¢ pontual, toda ela é aplicada no né tnico; quando varios
elementos sao carregados, a carga é dividida igualmente entre eles. A Tabela 4.1 apresenta

as faixas de valores consideradas para cada variavel.

Tabela 4.1 — Pardmetros de Entrada (Viga Engastada-Livre)

Varidvel Valores [m)] Descrigao
Dbe —0,484375 ~ 0,484375 | posicao central da area engastada
The 0,031250 ~ 0,500000 | meia-altura da area engastada
Did —0,500000 ~ 0,500000 | posicao central da area carregada
T4 0,000000 ~ 0,500000 | meia-altura da area carregada

Nessas condicoes, definem-se 528 x 561 = 296 208 problemas de otimizagao.
Para reduzir custos de processamento e armazenamento, entradas redundantes sao igno-
radas. Se os resultados da otimizagao para {pyc, 7've, Pia, T1a} $30 conhecidos, entdo os resul-
tados para {—ppc, Tve, —Pid, "1a} Podem ser facilmente obtidos: inverte-se a carga; obtém-se
os novos deslocamentos pela propriedade de linearidade; entao, todos os vetores de to-
pologia, sensibilidade e deslocamentos sao espelhados em relacao ao eixo horizontal; os

valores das fungoes objetivo e de volume nao sao alterados. Apenas valores nao-positivos
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de py. sao considerados e, quando p,. = 0,0m, apenas valores nao-positivos de p;g sao

considerados. Isso resulta em 148 240 possibilidades nao-redundantes.

Para reduzir o tempo de gravacao em disco na geracao dos dados e de leitura
de disco na utilizacdo do conjunto gerado, cada arquivo contém os dados referentes a
16 problemas de otimizagao distintos. Assim, as 148 240 otimizagoes resultam em 9265

arquivos de cada tipo.

Os arquivos gerados sao os seguintes. Arquivos de indices de entrada (“fid.npy”),
que armazenam um indice Gnico para cada entrada {ppc, 7pe, Pia; Tia}, de 0 até 148239.
Arquivos de dados de entrada (“inp.npy”), que armazenam cada conjunto de valores
{Dbes Toes Dia; T1a}- Arquivos com as topologias otimizadas (“top_opt.npy”). Arquivos com
os valores da fungdo objetivo para as topologias otimizadas (“obj_opt.npy”). Arquivos
com ponteiros que relacionam cada entrada com as iteragoes correspondentes dos processos
de otimizagao (“ptr2opt.npy”), usados para identificar cada uma das 16 otimizagoes dentro
de um mesmo arquivo. Arquivos com ponteiros que relacionam cada iteracao dos proces-
sos de otimizagdo com a entrada correspondente (“ptr2inp.npy”), usados para identificar
cada uma das 16 otimizagdes dentro de um mesmo arquivo. Arquivos com as topologias
de todas as iteragoes dos processos de otimizagao (“top.npy”). Arquivos com os vetores
de deslocamentos de cada topologia (“dis.npy”). Arquivos com os vetores de sensibilidade
de cada topologia: SGC-0 (“sen_ 0.npy”); SGC-1 (“sen_ 1.npy”); SGC-2 (“sen_ 2.npy”);
e SW (“sen_w.npy”). Arquivos com os valores da fragdo de volume de cada topologia
(“vol.npy”). Arquivos com os valores da fungao objetivo de cada topologia (“obj.npy”). E
arquivos com os tempos de execuc¢ao das principais etapas dos processos de otimizacao,

em conjunto com o numero de iteragoes realizadas em cada processo (“tim.npy”).

Cada valor de densidade que compoe os vetores de topologia, é armazenado
num tnico bit. O restante dos dados sdo armazenados no formato de 4-bytes. Assim, cada
arquivo “fid.npy” contém 64 bytes; cada “inp.npy” contém 256 bytes; cada “top_ opt.npy”
contém 4,0 kB; cada “obj__opt.npy” contém 64 bytes; cada “ptr2opt.npy” contém 68 bytes;
e cada “tim.npy” contém 896 bytes. Os outros arquivos dependem do nimero de iteragoes
realizadas em cada processo de otimizacao. Considerando um valor médio de 82 iteragoes
(o que corresponde a 83 topologias, contando a inicial), cada “ptr2inp.npy” conteria 5,2
kB; cada “top.npy” conteria 332,0 kB; cada “dis.npy” conteria 21,8 MB; cada “sen_ 0.npy”
conteria 10,4 MB; cada “sen_ 1.npy” conteria 10,4 MB; cada “sen_ 2.npy” conteria 10,4
MB; cada “sen_ w.npy” conteria 10,4 MB; cada “vol.npy” conteria 5,2 kB; e cada “obj.npy”
conteria 5,2 kB. Nesse caso, todos esses arquivos combinados corresponderiam a 64 MB

de dados. Os arquivos e seus tamanhos médios sao apresentados na Tabela 4.2.

Dessa forma, o tamanho do conjunto de dados completo, contendo 9265 ar-

quivos de cada tipo, deve ser em torno de 579 GB.
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Tabela 4.2 — Arquivos Gerados (Viga Engastada-Livre)

Arquivo Tamanho Médio (82 it.) | Descrigao
dis.npy 21,8 MB deslocamentos
fid.npy 64 bytes indices de entrada
inp.npy 256 bytes dados de entrada
obj.npy 5,2 kB valores da fungao objetivo
obj_opt.npy 64 bytes valores otimizados da fun¢ao objetivo
ptr2inp.npy 5,2 kB ponteiros de iteracoes para entradas
ptr2opt.npy 68 bytes ponteiros de entradas para iteragoes
sen_ 0.npy 10,4 MB aproximagoes SGC-0
sen__1.npy 10,4 MB aproximagoes SGC-1
sen_ 2.npy 10,4 MB aproximacoes SGC-2
sen_ w.npy 10,4 MB valores de sensibilidade exatos
tim.npy 896 bytes tempos e numeros de iteracoes
top.npy 332,0 kB topologias
top_ opt.npy 4,0 kB topologias otimizadas
vol.npy 5,2 kB valores de fracao de volume

Programas desenvolvidos em Python sao utilizados para a geragao e para a
utilizagdo dos conjuntos de dados. Por isso, todos os arquivos sdo armazenados como
numpy arrays. Eles sao salvos através da funcao “numpy.save(-)” e podem ser lidos através

da funcao “numpy.load(-)”.

4.2 Célula de Base de um Metamaterial

Para o caso de concepc¢ao de metamateriais, considera-se uma célula de area

1 1
unitaria (Aq = 1,0m?), com dimensoes L, = [ﬁ% m =~ 0,310m e L, = [11—2]4 m ~

0,537 m. A malha é mantida fixa, com N, = 32, o que resulta num total de N; = 1024
variaveis de projeto e N; = 6144 elementos quadrilaterais. As propriedades do material
de base sdao £ = 1,0 Pa e v = 0,3, e o parametro de soft-kill é dado por p, =1 x 1072. O
valor maximo para a redugao de modulo de Young em cada iteragao é de 0 Emex — 0,05 Pa.

max _ 1 __
7 64
1,5625%, o que corresponde a 16 varidveis de projeto, ou a 96 elementos quadrilaterais.

O valor maximo para a fracdo de variagdo topologica em cada iteracao é D

O raio de alcance do filtro de sensibilidade ¢ de ry = 0,024 m, o raio de alcance dos
operadores morfologicos é de r,, = 0,018 m, o pardmetro de momento dos vetores de
sensibilidade da fungdo objetivo é de v = 25%, o pardmetro de penalidade da fracao de

volume ¢é de 5 = 0,05 e o parametro de paciéncia é dado por ¢ = 30.

A topologia inicial é dada por uma estrutura com trés pequenos furos. Como

ilustrado na Figura 4.2, os furos sao losangulares e estao posicionados sobre os planos
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de simetria, cada um estd posicionado entre o centro da célula hexagonal e uma de suas

Lo
8

~ 0,06716 m. Na estrutura discretizada, cada cavidade corresponde a 12 elementos

arestas. A diagonal menor dos losangos é de
Ly
8
quadrilaterais, totalizando 36 elementos quadrilaterais vazios, referentes a 6 variaveis de

~ 0,03878 m e a diagonal maior é de

projeto.

Estrutura Continua Estrutura Discretizada

Figura 4.2 — Topologia Inicial para a Concepgao de Metamateriais

A sensibilidade exata é utilizada para realizar cada iteracao das otimizacoes,
entao nao ha necessidade de fatores de penalizacao para ajustar os valores de sensibilidade

dos elementos vazios (py, = pg = 1).

Para produzir a variabilidade desejada nos procedimentos de otimizagao, alteram-
se os valores das propriedades de projeto do metamaterial: o coeficiente de Poisson pres-
crito, 7*; e o médulo de Young minimo, E™®. Cada configuracio tnica de {ﬁ*,f?mi“}
define um problema de otimizacao topoldgica distinto. Consideram-se valores de Poisson
entre —1,00 e 1,00, com passo de 0,01. Valores entre 0,20 e 0,40 nao sao considerados pois
estao proximos a propriedade do material de base, entao os valores {0,21;0,22;...;0,39}
sao desconsiderados. Isso resulta em 182 valores possiveis para 7*. O médulo de Young
minimo varia de 0,000 Pa até 0,500 Pa, com passo de 0,005 Pa. Isso resulta em 101 valores

possiveis para E™". A Tabela 4.3 apresenta as faixas de valores consideradas para cada

variavel.
Tabela 4.3 — Pardmetros de Entrada (Célula de Base)
Variavel Valores Descrigao
v* —1,00 ~ 0,20 | 0,40 ~ 1,00 | coeficiente de Poisson prescrito
e 0,000 Pa ~ 0,500 Pa modulo de Young minimo

Assim, definem-se 182 x 101 = 18 382 problemas de otimizagao. Para reduzir
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o tempo de gravacao em disco na geragao dos dados e de leitura de disco na utilizacao do
conjunto gerado, cada arquivo contém os dados referentes a 7 problemas de otimizagao

distintos. Assim, as 18 382 otimizacoes resultam em 2 626 arquivos de cada tipo.

Os arquivos gerados sao os seguintes. Arquivos de indices de entrada (“fid.npy”),
que armazenam um indice tnico para cada entrada {V*, Emin}, de 0 até 18 381. Arquivos
de dados de entrada (“inp.npy”), que armazenam cada conjunto de valores {V*, Emin}. Ar-
quivos com as topologias otimizadas (“top_ opt.npy”). Arquivos com os valores das propri-
edades mecénicas para as topologias otimizadas: 7 (“nu_opt.npy”); e E (“Ey__opt.npy”).
Arquivos com ponteiros que relacionam cada entrada com as iteragoes correspondentes
dos processos de otimizacao (“ptr2opt.npy”), usados para identificar cada uma das 7 oti-
mizagoes dentro de um mesmo arquivo. Arquivos com ponteiros que relacionam cada
iteragao dos processos de otimizagao com a entrada correspondente (“ptr2inp.npy”), usa-
dos para identificar cada uma das 7 otimizag¢oes dentro de um mesmo arquivo. Arqui-
vos com as topologias de todas as iteragoes dos processos de otimizacao (“top.npy”).
Arquivos com os vetores de deslocamentos de cada topologia: Uz, (“dis xx.npy”); ty,
(“dis_yy.npy”); e ugy (“dis_xy.npy”). Arquivos com as variagoes finitas de Cpy de cada
topologia: SGC-0 (“dC00_0.npy”); SGC-1 (“dC00_ 1.npy”); SGC-2 (“dC00_2.npy”); e
SW (“dC00_w.npy”). Arquivos com as variagoes finitas de C1; de cada topologia: SGC-0
(“dC11_0.npy”); SGC-1 (“dC11_1.npy”); SGC-2 (“dC11_2.npy”); e SW (“dC11_w.npy”).
Arquivos com as variagdes finitas de Cyy de cada topologia: SGC-0 (“dC22_ 0.npy”); SGC-
1 (“dC22_1.npy”); SGC-2 (“dC22_2.npy”); e SW (“dC22_w.npy”). Arquivos com os va-
lores da fracdo de volume de cada topologia (“vol.npy”). Arquivos com os valores das
propriedades mecénicas de cada topologia: U (“nu.npy”); e E (“Ey.npy”). E arquivos com
os tempos de execucao das principais etapas dos processos de otimiza¢ao, em conjunto

com o numero de iteragdes realizadas em cada processo (“tim.npy”).

Cada valor de densidade que compoe os vetores de topologia (de tamanho
Ny = 1024) é armazenado num unico bit. O restante dos dados sdo armazenados no
formato de 4-bytes. Assim, cada arquivo “fid.npy” contém 28 bytes; cada “inp.npy” con-
tém 56 bytes; cada “top_opt.npy” contém 896 bytes; cada “nu_ opt.npy” contém 28 by-
tes; cada “Ey_opt.npy” contém 28 bytes; cada “ptr2opt.npy” contém 32 bytes; e cada
“tim.npy” contém 196 bytes. Os outros arquivos dependem do ntmero de iteracoes re-
alizadas em cada processo de otimizacdo. Considerando um valor médio de 74 itera-
goes (o que corresponde a 75 topologias, contando a inicial), cada “ptr2inp.npy” conte-
ria 2,1 kB; cada “top.npy” conteria 65,6 kB; cada “dis_xx.npy” conteria 25,4 MB; cada
“dis_ yy.npy” conteria 25,4 MB; cada “dis_ xy.npy” conteria 25,4 MB; cada “dC00_ 0.npy”
conteria 2,1 MB; cada “dC00_1.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC00_2.npy” conteria 2,1
MB; cada “dC00_w.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC11_0.npy” conteria 2,1 MB; cada
“dC11__1.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC11_ 2.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC11_w.npy”
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conteria 2,1 MB; cada “dC22 0.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC22_1.npy” conteria 2,1
MB; cada “dC22_2.npy” conteria 2,1 MB; cada “dC22_w.npy” conteria 2,1 MB; cada
“vol.npy” conteria 2,1 kB; cada “nu.npy” conteria 2,1 kB; e cada “Ey.npy” conteria 2,1
kB. Nesse caso, todos esses arquivos combinados corresponderiam a 101 MB de dados. Os

arquivos e seus tamanhos médios sao apresentados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Arquivos Gerados (Célula de Base)

Arquivo Tamanho Médio (74 it.) ‘ Descrigao

dC00_0.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-0 para ACy
dC11_0.npy 2,1 MB aproximacoes SGC-0 para ACT;
dC22 0.npy 2,1 MB aproximagcoes SGC-0 para ACs
dC00_ 1.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-1 para ACy
dC11_1.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-1 para ACh;
dC22_1.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-1 para ACs
dC00_ 2.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-2 para ACy
dC11_2.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-2 para ACH;
dC22_2.npy 2,1 MB aproximagoes SGC-2 para ACy
dC00_ w.npy 2,1 MB variacoes finitas exatas de Cyg
dC11_w.npy 2,1 MB variacoes finitas exatas de C;
dC22  w.npy 2,1 MB variacoes finitas exatas de Coy
dis_ xx.npy 25,4 MB deslocamentos usados para obter Cyg
dis_yy.npy 25,4 MB deslocamentos usados para obter C;
dis_ xy.npy 25,4 MB deslocamentos usados para obter Cas
Ey.npy 2,1 kB valores de médulo de Young
Ey_opt.npy 28 bytes valores otimizados de médulo de Young
fid.npy 28 bytes indices de entrada
inp.npy 56 bytes dados de entrada
nu.npy 2,1 kB valores de coeficiente de Poisson
nu_ opt.npy 28 bytes valores otimizados de coeficiente de Poisson
ptr2inp.npy 2,1 kB ponteiros de iteracoes para entradas
ptr2opt.npy 32 bytes ponteiros de entradas para iteracoes
tim.npy 196 bytes tempos e numeros de iteracoes
top.npy 65,6 kB topologias
top__opt.npy 896 bytes topologias otimizadas
vol.npy 2,1 kB valores de fragao de volume

Dessa forma, o tamanho do conjunto de dados completo, contendo 2626 ar-

quivos de cada tipo, deve ser em torno de 260 GB.

Programas desenvolvidos em Python sdo utilizados para a geracao e para a

utilizagdo dos conjuntos de dados. Por isso, todos os arquivos sao armazenados como
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numpy arrays. Eles sao salvos através da fun¢ao “numpy.save(-)” e podem ser lidos através

da func¢ao “numpy.load(-)”.

4.3 Possibilidades de Uso

Neste trabalho, os conjuntos de dados sao usados para treinar redes que corri-
gem as estimativas de sensibilidade computadas.

No caso de minimizagao de complacéncia, os dados dos arquivos “sen_ 0.npy”,
“sen__ 1l.npy” e “sen_ 2.npy” contém as aproximagoes de az[c] referentes as estimativas Dg] ),
D(Cl ) e Dg) da abordagem SGC. Esses valores sao fornecidos como entradas e deseja-se
[C]

que a rede retorne os valores exatos de «; ', armazenados nos arquivos “sen_ w.npy”. Os
dados dos arquivos “top.npy”, que contém cada vetor de densidades &, podem ser usados
para diferenciar os valores de sensibilidade de elementos solidos e vazios, e para recuperar
os valores de Dg) ), D(C1 ) e D(c? ). E os dados dos arquivos “obj.npy”, que contém cada valor

de complacéncia C'(&), podem ser usados para normalizar os dados.

No caso de concepcao de metamateriais, os dados dos arquivos “dC00_ 0.npy”,
“dC11_0.npy”, “dC22_0.npy”, “dC00__1.npy”, “dC11__1.npy”, “dC22_ 1.npy”, “dC00_ 2.npy”,
“dC11_2mpy” e “dC22_2.npy” contém as aproximacoes de ACyy, ACT; e ACs referen-
tes as estimativas Dé%), D%g), Dég), D(%), Dé?, Dé?, D(()%), Dﬁ) e Dg) da abordagem SGC.
Esses valores sao fornecidos como entradas e deseja-se que a rede retorne os valores exa-
tos de ACyy, AC1; e ACy, armazenados nos arquivos “dC00_w.npy”, “dC11_w.npy” e
“dC22  w.npy”. Para normalizar os dados, os valores de Cyy, C11 € Cos podem ser recupe-
rados a partir dos arquivos “nu.npy” e “Ey.npy”, que contém cada valor de coeficiente de

Poisson 7 e de modulo de Young E.

Abaixo, apresentam-se algumas outras possibilidades de uso dos dados gerados,

que podem ser exploradas em trabalhos futuros.

Uma abordagem comum ¢é a otimizagao direta, isto é, obter uma topologia
otimizada em uma tnica iteragao. Nesse caso, as redes seriam treinadas para relacionar as
variaveis de entrada, armazenadas nos arquivos “inp.npy”, com as topologias otimizadas,

armazenadas nos arquivos “top_ opt.npy”.

Outra possibilidade é usar as redes para estimar os vetores de deslocamentos.
No caso de minimizac¢do de complacéncia, podem-se usar as topologias, armazenadas nos
arquivos “top.npy” e as condig¢oes de contorno, armazenadas nos arquivos “inp.npy”, para
estimar os deslocamentos, armazenados nos arquivos “dis.npy”. No caso de concepcao
de metamateriais, como as conding¢oes de contorno sao fixas, as redes seriam treinadas
para relacionar as topologias de “top.npy” com os vetores de deslocamentos, armazenados

)

nos arquivos “dis_xx.npy”, “dis_yy.npy” e “dis_xy.npy”. Nesses casos, além dos dados

armazenados, informacoes sobre a fisica dos problemas também poderiam ser incluidas
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nos treinamentos.

A partir das topologias e das condi¢des de contorno, podem-se treinar re-
des que estimem a fung¢ao objetivo ou as propriedades homogeneizadas, armazenadas em
“obj.npy”, “nu.npy” e “Ey.npy”. As sensibilidades e variagoes finitas exatas, armazenadas
em “sen_w.npy”, “dC00_w.npy”, “dC11_w.npy” e “dC22_w.npy” poderiam ser usadas
nos treinamentos, considerando as saidas das redes apds alteragoes finitas de suas entra-
das. Uma vez treinada, os valores de sensibilidade poderiam ser obtidos computando a
saida da rede apos alterar o estado de cada entrada correspondente a uma variavel de pro-
jeto. Alternativamente, podem-se treinar redes para relacionar diretamente as topologias

e as condigdes de contorno com os vetores de sensibilidade exatos.

Pode-se também utilizar as redes para reduzir as dimensoes do problema. Uti-
lizando as topologias armazenadas em “top.npy”, redes generativas podem ser treinadas
para produzir topologias a partir de um conjunto de variaveis latentes de dimensao redu-
zida. Reduzir a quantidade de variaveis de projeto pode viabilizar a utilizacao de outros
tipos de métodos de otimizacao. Além disso, essa abordagem pode ser usada para redu-
zir o espago de solugbes possiveis, descartando topologias indesejadas (com tabuleiros de

xadrez, ilhas de sélidos, componentes estruturais finos demais).

Nesta tese, ao invés de buscar reduzir custos computacionais, a escolha feita
foi a de usar as redes neurais artificiais para melhorar a precisdo dos valores de sensi-
bilidade, o que contribui para a efetividade e estabilidade dos processos de otimizacao.
Nesse contexto, busca-se fornecer as redes dados com informacoes relevantes para realizar

a tarefa desejada: uma sequéncia de aproximacoes SGC.
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5 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS (RNA)

O desenvolvimento de Redes Neurais Artificiais (RNA) consiste na defini¢ao
de suas arquiteturas e na determinacao de seus parametros e hiperparametros através de
processos de treinamento. No aprendizado supervisionado, o processo de treinamento é
feito minimizando o erro médio entre as saidas da rede e as saidas esperadas, para um

dado conjunto de dados de entrada.

A partir dos conjuntos de dados gerados, constroem-se os conjuntos de trei-
namento, de validagdo e de teste. O conjunto de treinamento é usado para computar o
gradiente da funcao de erro médio em relagao aos parametros do modelo e definir a direcao
de descida para o método de otimizacao iterativo. O conjunto de validagao é usado para
evitar que a rede seja sobreajustada ao conjunto de treinamento, ou seja, para garantir
que a rede aprenda a solucionar o problema generalizado e nao somente para os dados
de treinamento. Esse conjunto é usado para computar o erro médio e definir a parada
do treinamento. Por fim, o conjunto de teste é usado para medir a performance real do
modelo treinado, ja que ele é composto por dados distintos dos usados no processo de

treinamento.

Neste trabalho, deseja-se desenvolver RNA que computem valores exatos de
sensibilidade a partir dos valores estimados pela abordagem SGC. Buscam-se as varia-
¢oes finitas da complacéncia mecanica e dos termos diagonais da matriz de propriedades

homogeneizadas.

5.1 Pré-Processamento dos Dados

Antes de fazer a divisdo dos dados em conjuntos de treinamento, de validacao
e de teste, alguns procedimentos de pré-processamento sao realizados para facilitar as

etapas subsequentes.

Para as RNA consideradas, apenas os dados de topologia e de sensibilidade
sao relevantes. Assim, os arquivos utilizados para o caso de minimizag¢ao de complacén-
cia sao: “top.npy”, “sen_ O.npy”, “sen_ l.npy”, “sen_2.npy” e “sen_w.npy”. E os arqui-
vos utilizados para o caso de concepgao de metamateriais sao: “top.npy”, “dC00_ 0.npy”,
“dC11_0.npy”, “dC22_0.npy”, “dC00__1.npy”, “dC11__1.npy”, “dC22_ 1.npy”, “dC00_ 2.npy”,

“dC11_2.npy”, “dC22_2.npy”, “dCO0_w.npy”, “dC11__w.npy” e “dC22_w.npy”.
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5.1.1 Reordenacdo Aleatéria

Nos conjuntos de dados gerados, os arquivos estao ordenados seguindo uma
regra estabelecida: as topologias seguem a sequéncia produzida por cada processo de oti-
mizacao; e os problemas de otimizacao seguem uma progressao estruturada dos parametros
(condigbes de contorno no caso de minimizacao de complacéncia e propriedades homoge-
neizadas no caso de concepgao de metamateriais). Para evitar que a ordenagao regrada
dos dados enviese o processo de aprendizado de maquina, eles devem ser reordenados

aleatoriamente.

No caso de minimizacao de complacéncia, os 9265 arquivos de cada tipo cor-
respondem a 12 283 242 topologias. Ha 148 240 condigoes de contorno distintas, portanto,
mesmo topologias idénticas podem conter dados de sensibilidade distintos. As topologias
foram reordenadas aleatoriamente e armazenadas em 1000 novos arquivos de cada tipo:
cada um dos 242 primeiros arquivos corresponde a 12284 topologias; e cada um dos 758

arquivos seguintes corresponde a 12 283 topologias.

No caso de concepgao e metamateriais, os 2626 arquivos de cada tipo corres-
pondem a 1374656 topologias. Ja que topologias iguais resultam nos mesmos valores de
sensibilidade para Cyy, C11 e Csg, é preciso remover do conjunto os dados referentes a
topologias redundantes: o nimero de topologias tinicas é de 630922 (46% do total). As
topologias tinicas foram reordenadas aleatoriamente e armazenadas em 100 novos arquivos
de cada tipo: cada um dos 22 primeiros arquivos corresponde a 6 310 topologias; e cada

um dos 78 arquivos seguintes corresponde a 6 309 topologias.

5.1.2  Ajustes e Normalizagdo

Deseja-se avaliar se é possivel utilizar as RNA desenvolvidas para minimizagao
de complacéncia para abordar o caso de concepgao de metamateriais (por exemplo, através
de aprendizado por transferéncia). Por isso, realizam-se alguns procedimentos para tornar

os problemas mais similares.

No caso de minimizagao de complacéncia, a condicao de Neumann (carrega-
mento imposto) pode produzir valores de sensibilidade muito elevados para elementos
proximos ao carregamento ou ao engaste. Para reduzir os efeitos de borda, as duas pri-
meiras colunas de elementos e as duas ultimas sdo removidas da estrutura, conforme
ilustrado na Figura 5.1. Assim, o comprimento da estrutura é reduzido em 6,25% e ela é
redefinida numa malha de 32 x 60 elementos, com carregamentos nas arestas esquerda e
direita que resultam na cinematica da estrutura original. Isso é suficiente para reduzir a

ordem dos picos de sensibilidade de 10 para 10%.

Deseja-se que a informagao sobre o estado de cada elemento seja fornecida as

RNA. Para isso, utilizam-se valores positivos para os elementos solidos e valores negativos
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para os elementos vazios. Portanto, no caso de minimizagao de complacéncia, os valores

usados sao os de variacao de C (Dg)), Dg), D(Cz) e AC); e no caso de concepgao de

metamateriais, os valores usados sdo os opostos das variagoes de Cyg, C11 e Cog (—D((]%),
~Diy, =Dy, —Di, =Dy, =Dg), —Diy), =DiY, =D, ~ACyy, ~ACH e —ACs).

100 % o P 93,75 % = P 93,75 %
(a) malha original (32 x 64) (b) bordas removidas (¢) malha reduzida (32 x 60)

Figura 5.1 — Remocao de Bordas

Corregoes sao realizadas para eliminar pequenas flutuacoes, para evitar que
imprecisoes da aritmética de ponto flutuante alterem as propriedades conhecidas das
grandezas: todos os sélidos devem possuir valores positivos; todos os vazios devem pos-
suir valores negativos; e as expressoes SGC devem fornecer uma progressao monotona.
Primeiramente, identificam-se os dados que nao respeitam essas propriedades e verifica-se
se esses erros sao menores que uma tolerancia numérica. Para cada topologia, ao usar
como tolerancia o maior valor absoluto de sensibilidade exata multiplicado por 1 x 1072,
confirmou-se que todos os casos anomalos estao dentro da tolerdncia adotada. Em se-
guida, todos os valores negativos correspondentes a elementos sélidos sao transformados
em 0,0; todos os valores positivos correspondentes a elementos vazios sao transformados
em 0,0; toda aproximagao SGC-2 maior do que o valor exato, torna-se igual ao valor exato;
toda aproximacao SGC-1 maior que o valor SGC-2, torna-se igual ao valor SGC-2; e toda

aproximacao SGC-0 maior que o valor SGC-1, torna-se igual ao valor SGC-1.

Para melhorar a qualidade numérica dos dados e para obter redes com me-
lhores capacidades de generalizacao, todos os dados sdo normalizados e reescalados. A
normalizacao consiste em dividir todos os valores pelo dobro do valor médio de energia
de deformacao elementar. Para o caso de minimizagdo de complacéncia, o divisor é dado

por:

C(x)
Cx) = —. 5.1
@) = i (51)
Essa operagao torna os dados invariantes a intensidade do carregamento (para
o caso de minimizagao de complacéncia) e ao valor do médulo de Young do material de
base. Além disso, considerando a aplicacdo da mesma rede em estruturas com diferen-
tes discretizagoes, ela pode compensar a redugao dos valores de sensibilidade que ocorre

quando se refinam as malhas.
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Observa-se que, como a estrutura do caso de minimizagao de complacéncia foi
alterada, o valor de C' da estrutura reduzida deve ser recuperado a partir dos valores de
energia elementares (considerando apenas elementos da malha reduzida), armazenados

nas aproximacoes SGC-0:

MDY —p. Y DY . (5.2)

sélidos vazios

C=u YK+ ZKi]

L= Pk sélidos pk vazios

1—]%

O mesmo ¢ feito para os dados referentes a concepcao de metamateriais, nesse

caso, os divisores da normalizacao sao dados por:

¢ Coo(x)
¢ Cii(z)
e iy _ On(@)
bo(T) = Viz) (5.5)

A normalizacao adotada nao é suficiente para eliminar os picos de sensibilidade
que ocorrem em algumas situagoes particulares (por exemplo, quando alterar o estado de
um unico elemento desconecta ou conecta diferentes partes da estrutura). Para evitar que
esses picos prejudiquem o treinamento das redes e melhorar a resolucao dos valores em
[—1,1], os dados normalizados sao reescalados: utiliza-se a raiz cibica de cada dado de

entrada-saida.

Assim, para cada dado de entrada a e saida correspondente b, as RNA desen-

volvidas buscam representar o mapeamento:

[01 ar [Ce b]é | (5.6)

Por 1ultimo, para garantir que picos muito intensos nao prejudiquem o trei-
namento, adotam-se —20 e 20 como valores minimos e maximos para os dados pré-
processados. Com isso, todos os dados de entrada-saida com algum valor elevado demais

(que exceda esses limites) sdo removidos dos conjuntos de dados.

5.1.3 Entradas e Saidas

Para avaliar a relevancia de diferentes informagoes para computar os valores

exatos de sensibilidade, 6 tipos de entrada distintos foram considerados para as RNA.



118

As entradas diferem em relacdo a quantidade de termos computados da sequéncia de

aproximagoes SGC; e a quantidade de elementos vizinhos levados em conta.

Consideram-se redes que computam o valor de sensibilidade de um tnico ele-
mento por vez, ou seja, redes com uma unica saida escalar. Por sua vez, as diferentes

entradas consideradas podem ter dimensoes 1, 2, 3, 9, 18 ou 27.

Utiliza-se a nomenclatura “S0” para redes que recebem como entrada apenas a
aproximagcao SGC-0; a nomenclatura “S1” para redes que recebem as aproximacgoes SGC-0
e SGC-1; e a nomenclatura “S2” para redes que recebem as aproximacoes SGC-0, SGC-1
e SGC-2. Utiliza-se a nomenclatura “V1” para redes que recebem como entrada apenas
valores de sensibilidade referentes ao elemento de interesse (do qual se deseja calcular
a sensibilidade exata); e a nomenclatura “V9” para redes que recebem como entrada os
valores de sensibilidade referentes ao elemento de interesse e a seus 8 vizinhos imediatos.
A Figura 5.2 apresenta os 3 canais de entrada considerados (SGC-0, SGC-1 e SGC-2) e
os dados utilizados em cada caso. Antes de serem enviados as RNA, os dados de entrada

sao vetorizados e empilhados, conforme ilustrado na Figura 5.3.

- S0-vi  S1-vi S2-V1 S0-V9  S1-V9  S2-V9

SGC-0 entrada

SGC-1 entrada

SG02  entrada : [ A A A LRII“A

\
saida

Figura 5.2 — Entradas e Saidas Consideradas

Ao comparar a performance das redes desenvolvidas com essas diferentes en-
tradas, pode-se avaliar se é mais relevante incluir informagdes dos elementos vizinhos ou
aumentar a quantidade de termos computados da sequéncia SGC; e verificar se as informa-
¢oes fornecidas sao suficientes, redundantes ou insuficientes para realizar o mapeamento

desejado.
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.................................................

S0-V1 ; ' X

— W

______________________________________ 1 S ¢

S1-Vi : ! :

— W

_____________________________________ 2 L

S2-V1 ; : :

— W

______________________________________ 3; L

S0-V9 I : ;

— o

_____________________________________ 9: Ln

S1-V9 : ! ;

m f—); |

_____________________________________ 18; L

S2-V9 : : -
HE BN T —) |

27 RNA ! 1

.................................................

Figura 5.3 — Dados de Entrada Vetorizados e Empilhados
E necessario definir como lidar com as bordas dos dominios para as redes
V9. Para o caso de minimizacao e complacéncia, deixa-se de avaliar a saida das redes
para os elementos da borda do dominio retangular, conforme exemplificado na Figura 5.4
para uma malha de dimensdes 7 x 7. Assim, a malha de 32 x 60 é usada para definir 1740
(30 x 58) dados de entrada-saida por topologia. Para avaliar as diferentes redes em relagao

aos mesmos dados de saida, esses elementos de borda também sao desconsiderados para

_»%

entradas (7x7) saidas (5x5)

E

Figura 5.4 — Tratamento de Borda para o Problema de Minimizacao de Complacéncia

Para o caso de concepgao de metamateriais, o entorno do dominio é preenchido
(padding) de acordo com as condigdes de simetria e de periodicidade da célula de base,
conforme exemplificado na Figura 5.5 para um dominio de projeto de dimensoes 7 x 7.
Dessa forma, cada topologia resulta em 1024 (32 x 32) dados de entrada-saida. As redes
consideradas utilizam os dados representados matricialmente, portanto, cada elemento
deve ter exatamente 8 vizinhos: 4 conectados por arestas e 4 conectados apenas por vér-
tices. Contudo, no dominio de projeto em representagdo geométrica, o elemento superior

direito tem 3 elementos conectados apenas por seu vértice superior direito e o elemento
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inferior esquerdo nao tem nenhum elemento conectado apenas por seu vértice inferior
esquerdo. Para definir os dados em representagao matricial de maneira apropriada, esses
3 vizinhos do elemento superior direito sdo condensados em um tnico elemento (o valor
permanece 0 mesmo, ja que todos correspondem a mesma variavel de projeto); e um novo
elemento ¢é criado entre os vizinhos do elemento inferior esquerdo (o valor é o mesmo dos
vizinhos, ja que todos os elementos conectados ao vértice em questao correspondem a

mesma variavel de projeto).

S, 2\
/5 \ !
o ’ o representacao ! representacéo
i E N geométrica matricial
2 - |
SRR —> ?

entradas com
preenchimento :

saidas (7x7)

(9%9)

saidas (7x7)

entradas com
' preenchimento
(9%9)

Figura 5.5 — Tratamento de Borda para o Problema de Concepcao de Metamateriais

5.1.4 Aumento de Dados

Assumindo que cada entrada S2-V9 contém informagdes suficientes para obter
o valor de sensibilidade exato de cada elemento, tem-se que, necessariamente, as RNA
devem ser invariantes em relacao as rotagoes e espelhamentos ilustrados nas Figuras 5.6 e
5.7. Para garantir a propriedade de invaridncia e aumentar a capacidade de generalizagao
das redes desenvolvidas, os dados sdo aumentados para incluir essas simetrias. Assim, para
o problema de minimizag¢ao de complacéncia, cada dado V9 original produz 8 dados de
entradas simétricas e de mesma saida; e, para o problema de concepcao de metamateriais,

cada dado V9 produz 2 dados de entradas simétricas e de mesma saida.
Sendo @ a matriz de espelhamento dada por

001
Q=1{010], (5.7)
100

e Z uma matriz qualquer de dimensoes 3 x 3, as simetrias consideradas podem ser expressas

da seguinte maneira:

Zy = Z (identidade) ; (5.8)



Z; = Q Z (espelhamento das linhas) ;
Zs = Z Q (espelhamento das colunas) ;
Zs =QZQ (rotagao de 180°);
Zs=Z" (esp. linhas e rot. horaria de 90°) ;
Zs =QZ" (rotacdo anti-horaria de 90°);
Zs = Z"Q (rotagdo horéria de 90°);

Z7 = Q Z"Q (esp. linhas e rot. anti-horaria de 90°).

Il
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(5.9)
(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)
(5.14)

(5.15)
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dados originais dados aumentados (x8)

Figura 5.6 — Aumento de Dados para o Problema de Minimizac¢ao de Complacéncia
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Figura 5.7 — Aumento de Dados para o Problema de Concepcao de Metamateriais

Conforme ilustrado, espera-se que as RNA relativas ao problema de minimi-
zagdo de complacéncia sejam invariantes em relacao a essas 7 simetrias; e que as RNA
relativas ao problema de concepcao de metamateriais sejam invariantes em relagao a si-
metria indicada como Z7 (espelhamento das linhas, seguido por uma rotagao anti-horaria
de 90°).

Apods aumentar os dados, para o problema de minimizacdo de complacéncia,
obtém-se 13920 (8 x 30 x 58) dados de entrada-saida por topologia. No caso das redes
com entradas S2-V9, cada dado de entrada-saida possui 27 valores de entrada e 1 valor de
saida, armazenados no formato de 4-bytes. Isso significa que ha 1,49 MB (4 x 28 x 13920
bytes) de dados por topologia. Os 1 000 arquivos do conjunto de dados contém informagoes
sobre 12283242 topologias, o que resultaria em 170982 728 640 dados de entrada-saida,
correspondentes a 17,42 TB. Como o disco de armazenamento disponivel para a realizagao
deste trabalho tem apenas 10 TB, somente se utilizou em torno de 10% desses 17,42 TB
de dados no desenvolvimento das RNA: 17099 328 000 dados de entrada-saida (1,74 TB),
aleatorizados, ajustados, normalizados e reescalados, foram organizados em 100 arquivos
de 17,84 GB, cada um deles referente a 12284 topologias.

Da mesma maneira, para o problema de concep¢ao de metamateriais, obtém-se
2048 (2 x 32 x 32) dados de entrada-saida por topologia, para cada termo diagonal de C.
Considerando a totalidade dos conjuntos (referentes a Cpy, C11 € Cag), ha 6 144 (3 x 2048)
dados de entrada-saida por topologia. Para redes com entradas S2-V9, isso significa que
h& 672 kB (4 x 28 x 6 144 bytes) de dados por topologia. Os 100 arquivos do conjunto de
dados contém informacgoes sobre 630 922 topologias, o que resulta em 3 876 384 768 dados
de entrada-saida, correspondentes a 404,34 GB.

Ao remover os dados com picos de sensibilidade (com valores pré-processados
menores que —20 ou maiores que 20), obtém-se 17097133 760 dados de entrada-saida
(1,74 TB) para o problema de minimizacao de complacéncia e 3 843 966 960 dados de
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entrada-saida (400,96 GB) para o problema de concepcao de metamateriais.

Para o problema de minimizacao de complacéncia, os dados pré-processados
tém os seguintes valores de mediana, média e desvio padrao: 0,50 (mediana SGC-0), 0,60
(mediana SGC-1), 0,63 (mediana SGC-2), 0,67 (mediana SW); —0,02 (média SGC-0),
0,21 (média SGC-1), 0,23 (média SGC-2), 0,59 (média SW); 0,85 (desvio padrao SGC-0),
0,60 (desvio padrao SGC-1), 0,56 (desvio padrao SGC-2) e 0,68 (desvio padrao SW).

Para o problema de concepcao de metamateriais, os dados pré-processados tém
os seguintes valores: 0,90 (mediana SGC-0), 1,05 (mediana SGC-1), 1,09 (mediana SGC-
2), 1,15 (mediana SW); 0,11 (média SGC-0), 0,59 (média SGC-1), 0,86 (média SGC-2),
0,97 (média SW); 2,22 (desvio padrao SGC-0), 1,43 (desvio padrao SGC-1), 1,13 (desvio
padrao SGC-2) e 0,81 (desvio padrao SW).

5.1.5 Conjuntos de Treinamento, de Validacdo e de Teste

Antes de definir os conjuntos de treinamento, de validacao e de teste, deve-se
verificar se ha dados redundantes (repetigdo de dados) ou contraditérios (dados com as
mesmas entradas mas com saidas distintas). Os dados S2-V9 foram considerados para essa
verificagao e utilizou-se como tolerancia numérica o maior valor absoluto de sensibilidade

exata multiplicado por 1 x 1077,

Para o caso de minimizacao de complacéncia, cada um dos 100 arquivos foi
analisado separadamente (ja que nao seria possivel analisar todos simultaneamente com
apenas 128 GB de RAM). Em cada amostra, observou-se que mais que 99,9% dos dados
sdo tunicos. Considera-se aceitavel esse nivel de redundancia (menor que 0,1%), ja4 que
ele ndo deve ser suficiente para enviesar as RNA. Em média, identificaram-se 3 dados
contraditérios em cada amostra com 170 milhdes de dados de entrada-saida. Essa quan-
tidade muda com pequenas alteragoes da tolerancia numérica, o que indica que os dados
contraditérios correspondem a valores muito similares. Com isso, entende-se que os dados
de entrada considerados sao suficientes para definir o mapeamento desejado, ji que en-
tradas repetidas correspondem a saidas equivalentes (para 99,999999% dos dados de cada

amostra), ou muito préximas (para 0,000001% dos dados de cada amostra).

Para o caso de concepcao de metamateriais, também se observou que mais que
99,9% dos dados de cada amostra sdo unicos. Em média, identificaram-se 10 mil dados
contraditérios em cada amostra com 40 milhoes de dados de entrada-saida. Observou-
se que todos os dados contraditorios correspondem a valores muito préximos de zero,
o que indica que essas contradigoes estao relacionadas a imprecisdes da aritmética de
ponto flutuante. Com isso, entende-se que os dados de entrada considerados sao suficientes
para definir o mapeamento desejado, ja que entradas repetidas correspondem a saidas

equivalentes (para 99,975% dos dados de cada amostra), ou muito préximas (para 0,025%
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dos dados de cada amostra).

Como ha diferencas substanciais entre os valores de sensibilidade dos elementos
sOlidos e os valores de sensibilidade dos elementos vazios, pode-se facilitar o desenvolvi-
mento das RNA restringindo o conjunto a dados referentes apenas a elementos solidos.
As redes exclusivas para sélidos ainda poderiam ser usadas em problemas praticos pois,
em métodos de densidade, a otimizacao ¢ regida pela parte solida da estrutura. Utiliza-se
a nomenclatura “ES” para as redes treinadas apenas com dados de entrada referentes
a elementos solidos; e a nomenclatura “ET” para redes treinadas com a totalidade dos
dados. Para que elementos vazios nao estejam presentes nas entradas V9 das redes ES,
restringem-se os dados aos correspondentes a elementos solidos cujos 8 vizinhos sao todos
solidos. Para avaliar as diferentes redes em relagao aos mesmos dados de saida, essa mesma
restri¢cao é aplicada aos conjuntos de dados das redes ES-V1. Dessa maneira, a partir dos
100 arquivos de dados relativos as redes ET, extraem-se os 100 arquivos correspondentes,

com o subconjunto de dados relativo as redes ES.

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os diferentes conjuntos de dados e seus res-

pectivos tamanhos, considerando a soma dos 100 arquivos correspondentes a cada caso.

Tabela 5.1 — Conjuntos de Dados para o Problema de Minimizacao de Complacéncia

Tipo de Dados | Dimensao da Entrada | Quantidade de Dados | Tamanho do Conjunto
SO-V1-ES 1 7,65 bilhdes 57,03 GB
SO0-V1-ET 1 17,10 bilhoes 127,38 GB
S1-V1-ES 2 7,65 bilhoes 85,55 GB
S1-V1-ET 2 17,10 bilhoes 191,08 GB
S2-V1-ES 3 7,65 bilhoes 114,07 GB
S2-V1-ET 3 17,10 bilhoes 254,77 GB
S0-V9-ES 9 7,65 bilhdes 285,17 GB
S0-V9-ET 9 17,10 bilhdes 636,92 GB
S1-V9-ES 18 7,65 bilhdes 541,82 GB
S1-V9-ET 18 17,10 bilhoes 1210,14 GB
S2-V9-ES 27 7,65 bilhdes 798,48 GB
S2-V9-ET 27 17,10 bilhoes 1783,37 GB

Enfim, os conjuntos de treinamento, de validacio e de teste podem ser defini-
dos. Neste trabalho, utilizam-se os 70 primeiros arquivos como conjunto de treinamento;
os 15 arquivos seguintes como conjunto de validacao; e os ultimos 15 arquivos como con-
junto de teste. Todos os arquivos tém tamanhos equivalentes, portanto ¢ uma divisao de
70%, 15% e 15%.
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Tabela 5.2 — Conjuntos de Dados para o Problema de Concepcao de Metamateriais

Tipo de Dados | Dimensao da Entrada | Quantidade de Dados | Tamanho do Conjunto
S0-V1-ES 1 2,97 bilhoes 22,11 GB
SO0-V1-ET 1 3,84 bilhoes 28,64 GB
S1-V1-ES 2 2,97 bilhoes 33,16 GB
S1-V1-ET 2 3,84 bilhoes 4296 GB
S2-V1-ES 3 2,97 bilhoes 44,21 GB
S2-V1-ET 3 3,84 bilhoes 57,28 GB
S0-V9-ES 9 2,97 bilhdes 110,53 GB
S0-V9-ET 9 3,84 bilhoes 143,20 GB
S1-V9-ES 18 2,97 bilhoes 210,00 GB
S1-V9-ET 18 3,84 bilhoes 272,08 GB
S2-V9-ES 27 2,97 bilhoes 309,47 GB
S2-V9-ET 27 3,84 bilhoes 400,96 GB

Destaca-se que os dados foram armazenados apenas para os casos com as
maiores entradas (S2-V9-ES e S2-VO9-ET). Para os treinamentos das redes com entradas
menores, os arquivos sao lidos e os subconjuntos apropriados sao extraidos durante a
execucao. Os dados aumentados sao idénticos para as redes V1, o que significa que ha
repeticoes de cada dado de entrada-saida, contudo, como os dados aumentados estao
sempre nos mesmos arquivos, isso nao prejudica as etapas de validagao e de teste (os trés
conjuntos continuam sendo disjuntos). O tnico efeito pratico dessa repeticao de dados é
que cada época de treinamento das redes V1 corresponde, em rigor, a multiplas épocas. Ou
seja, ao percorrer todos os arquivos durante o treinamento das redes V1, cada dado original
é utilizado multiplas vezes (8 vezes para o problema de minimizagdo de complacéncia; 2

vezes para o problema de concepcao de metamateriais).

5.2 Arquiteturas

Consideram-se apenas redes ndo-recorrentes (feedfoward) e completamente co-
nectadas. Ou seja, o sinal se move sempre adiante, de camada em camada, e todos os
neurdnios de cada camada recebem o sinal de saida de todos os neurdénios da camada
imediatamente anterior. Mais especificamente, consideram-se trés tipos de RNA: redes
lineares; Maquinas de Aprendizado Extremo (MAE); e redes do tipo Perceptron Multica-
madas (PMC).

Deve-se destacar que, apesar de os dados poderem ser arranjados matricial-
mente e de vizinhos serem considerados nas entradas V9, as redes consideradas nao sao
redes neurais convolucionais (ZEILER; FERGUS, 2014). Em redes convolucionais pro-

fundas, a cada nova operacao de convolugao, informacgoes de elementos cada vez mais
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distantes sao obtidas. Contudo, ainda que a primeira camada das redes V9 possa ser
compreendida como uma convolucgao, redes mais simples sao consideradas neste trabalho,
com as quais se tenta estimar a sensibilidade de cada elemento apenas com informacgoes
locais: referentes apenas ao elemento de interesse (nas redes V1); ou referentes apenas a
vizinhanga imediata do elemento de interesse (nas redes V9). Assim, para obter os mapas
de sensibilidade de uma dada topologia usando as redes desenvolvidas, elas devem ser

aplicadas independentemente a cada elemento da malha.

5.2.1 Perceptron Multicamadas (PMC)

As RNA consistem em uma composicdo de neurénios artificiais que, por sua
vez, sao modelos paramétricos que podem ser calibrados para extrair determinadas in-
formagoes de um sinal de entrada. A Figura 5.8 apresenta os pardmetros do modelo
Perceptron para o neurénio artificial (ROSENBLATT, 1958). A fungao de ativagao my

corresponde a fun¢ao degrau:

1, se v=0,
ma(v) = (5.16)
0, se v<0.

limiar de
ativacao

w-b = m,(q+toap+ttiag+...+t,10,;)
saida
tn-l
a,,. »
n-l pesos

entradas sinapticos

Figura 5.8 — Neur6nio Artificial (Perceptron)

O Perceptron é um classificador binario. Os parametros que podem ser ajus-
tados durante o aprendizado de maquina sdo: os coeficientes da combinagao linear (pesos
sindpticos), t; e o limiar de ativagao (bias), ¢. Quando a combinagao linear das entradas
¢ maior do que —q, o neurdnio ¢é ativado e retorna o valor 1; quando a combinacao nao
é suficiente para ativar o neurdnio, ele retorna o valor 0. Conforme ilustrado, o limiar de

ativagao pode ser entendido como o peso sinaptico de uma entrada unitaria constante.

Como o treinamento é feito através de métodos de gradiente, a funcao de ati-
vacao deve ser relaxada, para ela passe a ser diferencidvel. Ou, ao menos, ela deve ser
alterada para que existam derivadas finitas e nao-nulas, de forma a habilitar o treina-

mento. Pode-se usar, por exemplo, uma func¢ao sigmoide, que corresponde a um degrau
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relaxado, retornando valores entre 0 e 1. Ademais, outros tipos de ativacao sao frequen-
temente utilizadas na literatura (RASAMOELINA et al., 2020): a tangente hiperbdlica,
que também corresponde a um degrau relaxado, mas que retorna valores entre —1 e 1; a
fungao ReLU (Rectified Linear Unit), que corresponde a fungao identidade para entradas
positivas e a fungao nula para entradas negativas; a fun¢ao ReLLU com vazamento (Leaky
ReLU), na qual a parte negativa da ReLLU é transformada em uma fungéo linear com um
pequeno coeficiente angular €, (para que sua derivada deixe de ser nula para entradas
negativas); e a fungdo identidade (saida sem ativagdo), em que a saida corresponde sim-
plesmente a uma combinagao linear das entradas somada a uma constante. Destaca-se
que as trés ultimas nao correspondem a classificadores bindarios, ja que as saidas passam

a diferir ndo em relacao ao estado (ativado ou desativado), mas em relagao a intensidade.

A Figura 5.9 ilustra as diferentes fungoes de ativacao consideradas. Respecti-
vamente, as expressoes da fungao sigmoide (75), da tangente hiperbdlica (m;), da ReLU

(7,), da ReLU com vazamento (,) e da funcao identidade (7;) sdo dadas por:

n(®) = 1 (5.17)

m(v) = 1+26—2 1 (5.18)

7 (v) = max(0, v) (5.19)

70 (v) = max(0, v) + &, min(0, v) (5.20)
Tr(v) = v (5.21)

As RNA sao construidas fazendo-se uma composicao de camadas de neurd-
nios. A Figura 5.10 ilustra uma rede com 2 camadas ocultas e uma entrada de dimensao
3. Quando ha mais de uma camada oculta, as RNA sao chamadas de redes profundas.
Em modelos de aprendizado profundo (deep learning), a sequéncia de camadas de proces-
samento é usada para aprender diferentes representacoes dos dados com niveis diversos
de abstragao (LECUN et al., 2015).

A saida da k-ésima camada (b*]) corresponde & entrada da camada seguinte
(a**11). Os pesos sindpticos sao armazenados em matrizes T e os valores de limiar sio
armazenados em vetores gl¥. Para uma dada funcio de ativacio 7, a seguinte computacio

é realizada em cada neuronio de cada camada:

P i)
J
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Sigmoide Tangente Hiperbdlica
1,0 1,00 4
0,75 1
0,8
0,50
0.6 0,25 1
e £ 0,00
041 -0,25 1
~0,50
0,2 1
—0,75
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-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100 ~100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100
v v
RelLU ReLU com Vazamento
10 10 4
8 81
6
6
= £
4
4]
2
2]
0
04
-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100 -100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100
v v
Identidade
10,0
7,54
5,0 1
2,54
= 0,0
_2,5_
-5,0 1
751
-10,0 1

-100 -7,5 =50 =25 0,0 2,5 5,0 7.5 10,0
v

Figura 5.9 — Funcoes de Ativacao

Além dos parametros ajustados através do treinamento (cada T e gl¥l), é
preciso definir os hiperpardmetros das RNA para otimizar sua performance. Para a PMC,
precisa-se definir: o nimero de camadas, o nimero de neurénios em cada uma delas e a

funcao de ativacao utilizada em cada neurdnio.
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Figura 5.10 — Perceptron Multicamadas

5.2.2 Maidquina de Aprendizado Extremo (MAE)

Para avaliar os ganhos obtidos ao utilizar uma arquitetura mais complexa,
casos particulares sao considerados. Eles possuem menor capacidade de generalizacao,
mas sao mais faceis de treinar. O primeiro caso particular considerado é a MAE (WANG
et al., 2022). Nesse tipo de rede, treina-se apenas a ultima camada. Todas as camadas
anteriores sao usadas para fazer algum mapeamento nao-linear dos dados de entrada, que

permanece fixo apds ser definido.

Neste trabalho, considera-se a tiltima camada linear. Define-se um conjunto
de fungoes f; que realizam determinadas transformacoes nos dados de entrada, entao, a
rede retorna uma combinagao linear das saidas dessas fungoes (somada a uma constante),

conforme ilustrado na Figura 5.11.

As seguintes fungoes sao utilizadas:

filag,as, ..., an—1) = sinal(a;,) 1/ |a;, ag,| , (5.23)

onde a func¢ao de sinal é dada por

1, se a;; =20,

sinal(a;,) = { (5.24)

-1, se a;, <0.
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SN

folag,az,...,a,1)
f]_(ao,a]_,...,a,n_l)
a = : L 2
fm_z(ao,al,. - .,an_l)
MAE fm_l(ao,al,...,an_l)

Figura 5.11 — Maquina de Aprendizado Extremo

Sendo n o nimero de entradas da RNA, a quantidade de possibilidades para
as fungoes f; é dada pela quantidade de pares ordenados dessas n entradas, permitindo
repeticao. Portanto, as n entradas originais resultariam em n? valores, sendo que n deles
corresponderiam as proéprias entradas originais (obtidos quando j; = k;). Contudo, ja
que valores linearmente dependentes seriam produzidos para os conjuntos de dados ES
(que contém apenas entradas e saidas nao-negativas), utilizam-se apenas funcoes tais que

n?+n

Ji = ki, 0 que resulta em “—=* valores.

Utilizando todas as fungoes f; sob tais condigoes, a dimensao de entrada das
redes S2-V9 passa de 27 para 378; a das redes S1-V9 passa de 18 para 171; a das redes
S0-V9 passa de 9 para 45; a das redes S2-V1 passa de 3 para 6; a das redes S1-V1 passa

de 2 para 3; e a das redes S0-V1 permanece inalterada, igual a 1.

5.2.3 Regressdo Linear

Para avaliar quanto os termos nao-lineares considerados na MAE contribuem
para realizar o mapeamento, um caso ainda mais particular é avaliado: redes lineares.
Essas redes correspondem a uma regressao linear dos dados de entrada. Para um vetor de

pesos sinapticos t e um valor de limiar ¢, a saida da rede é

~

bla,t,q) =t -a+q. (5.25)

Nesse caso, nao ha hiperparametros referentes a arquitetura, as dimensoes sao

fixas, determinadas pelas dimensoes de entrada e de saida da rede.
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5.3 Treinamento

O treinamento das redes é realizado através de um procedimento de otimizacao.
Deseja-se obter os parametros T'* e gl*! que minimizam uma dada medida de erro. Neste
trabalho, utiliza-se o Erro Quadratico Médio (EQM). Sendo N, é o nimero de dados de
entrada-saida considerados, a{® o d-ésimo dado de entrada, b? sua saida esperada e ba

saida computada pela rede, o EQM ¢ definido como

EQM(T™, g 2 [b<d> B(a®, T, glk ])]2 , (5.26)

H4& diversas técnicas para reduzir problemas de sobreajuste em RNA (BEJANT;
GHATEE, 2021), neste estudo, adotou-se a regularizacao ¢2. De acordo com um parametro
positivo A, a soma dos quadrados de todos os pesos sindpticos da rede é penalizada para
inibir a ocorréncia de parametros com valores absolutos muito elevados. Isso melhora
a fungao objetivo em termos de convexidade, ja que resulta na adicdo de uma matriz
semidefinida positiva a matriz hessiana. Assim, a fungdo custo a ser minimizada é dada

por

L(T™, ™) — EQM(T™], g¥) +- A Y [Tt TIH] | (5.27)
P
As redes mais simples (rede linear ¢ MAE) podem ser treinadas através da
resolucao de um unico sistema linear. Por sua vez, a rede PMC ¢ treinada através de um

algoritmo iterativo.

5.3.1 M¢étodo Direto

O desenvolvimento abaixo diz respeito tanto a rede linear quanto a MAE
(com tltima camada linear), j4 que esta corresponde a uma rede linear com entradas
modificadas. Para a MAE, chama-se de entrada o valor modificado, isto é, o valor de cada

funcao f;.

Para treinar uma rede linear com n entradas, primeiramente se organizam os

N, dados do conjunto de treinamento numa matriz de dimensoes N, x [n + 1]:

1 ey« @
1 a<1> aV oL ailz
Ao [l e (525)

e
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Entao, a fungdo custo pode ser escrita como

1

Lity) =

[At, —b]" [At, —b] +tIAL,, (5.29)

onde o vetor de parametros da rede, t4; o vetor de saidas esperadas, b; e a matriz de

regularizacao, A, sdo dados por:

to= 1] (5.30)
t
_ o .
HH
b= ; (5.31)
b<Nc—1>
0 of
A = : (5.32)
0 NI
Assim, o gradiente da funcao custo é dado por
2 7 2 7

Ambas as componentes da matriz hessiana, AT A e A, sdo matrizes semide-
finidas positivas, portanto, o problema considerado é convexo. Uma condi¢ao suficiente
para que o problema seja estritamente convexo (e tenha solugdo tinica) é que a matriz A
tenha posto completo. O pior caso possui n = 378 entradas e mais de um bilhao de dados
(N, > 1 x 10?), ou seja, a matriz A, que possui mais de um bilhdo de linhas, tem, no
maximo 379 colunas. Para que essa matriz tenha posto completo, basta que existam 379

linhas linearmente independentes.

Conforme verificado numericamente para cada um dos casos, a matriz real-
mente tem posto completo. Logo, o problema é convexo e pode ser solucionado ao igualar
o gradiente da funcao custo a zero. Para um dado valor de A, a solugdo t; ¢ computada

utilizando os dados do conjunto de treinamento:

1 !
VL(t:) =0 <t = [N ATA + A] [N ATb] : (5.34)
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Para obter o valor 6timo de A, realiza-se uma busca em grade (em escala
logaritmica) seguida de uma busca de bissegao. O critério dessa otimizagao é o valor do

EQM para os dados do conjunto de validacao, usando tZ(A) como os parametros da rede.

Dessa maneira, os treinamentos das redes lineares e das MAE consideradas sao

realizados solucionando alguns sistemas lineares de dimensao, no maximo, 379.

5.3.2 M¢étodo Baseado em Gradiente Estocastico

Para o treinamento das redes PMC, adota-se um método de gradiente descen-
dente. Utiliza-se um gradiente estocastico, isto é, em cada passo, computa-se o gradiente
apenas para uma subamostra dos dados (assume-se que a subamostra representa sufici-
entemente o conjunto de treinamento). Em seguida, usando a informagao desse gradiente
estocéstico, os parametros da rede sao atualizados numa direcao de descida da funcao
custo L. Utiliza-se o algoritmo ADAM (Adaptive Moment Estimation) para atualizar a
diregao a cada passo (KINGMA; BA, 2014).

Utiliza-se a implementacao disponivel na biblioteca “tensorflow.keras”, que
executa os calculos na unidade de processamento grafico. Utilizou-se uma taxa de apren-
dizado de 0,0001. Os parametros padrao da biblioteca foram usados para a taxa de de-
caimento das estimativas de primeiro momento (0,9) e para a taxa de decaimento das
estimativas de segundo momento (0,999). Para obter a derivada da fungao objetivo em
relacdo a cada parametro da rede, a regra da cadeia é aplicada, a partir da tltima ca-
mada até chegar na primeira (retropropagacao). Cada derivada é obtida numericamente,

utilizando algoritmos de diferenciacao automatica.

Todos os valores de limiar sao inicializados como 0,0. Os pesos sindpticos sao
inicializados camada a camada, usando a inicializacao de Xavier (GLOROT; BENGIO,
2010): sendo n. e ng as dimensoes de entrada e de saida da camada em questdo, os
pesos sao inicializados aleatoriamente, a partir de uma distribuicao normal de média 0,0

e variancia

2

Ne + Ng

Var = (5.35)

Em cada época, os dados de cada um dos 70 arquivos do conjunto de trei-
namento sao embaralhados e divididos em 2000 minilotes. Portanto, 140 000 passos sao

realizados por época.

Antes de definir o valor do pardmetro de regularizacao A, realiza-se uma busca
para definir os hiperparametros da rede. Os hiperparametros sao selecionados de acordo
com a performance das redes em relagao ao conjunto de treinamento. Nessa etapa, os

treinamentos sao feitos sem regularizagdo (A = 0) e, para cada configuracdo de niimero
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de camadas, nimero de neurdnios e funcdo de ativagao, cinco redes com inicializa¢oes
distintas sdo treinadas (para evitar que uma inicializagdo ruim prejudique a anédlise).

Para a selecao dos hiperparametros, utiliza-se o melhor dos cinco resultados.

Apos definir os hiperparametros, buscam-se valores apropriados para . Como
os treinamentos das redes PMC demandam muito mais tempo do que os treinamentos
das redes lineares e das MAE, adota-se outra estratégia para definir o parametro de
regularizacao. Treina-se sem regularizagao (A = 0), entao, observando os valores do EQM
e da soma dos quadrados dos pesos sinapticos para a rede treinada, define-se um valor
candidato para \. Esse valor é definido de forma que, para a rede treinada, a funcio custo
L corresponda a trés vezes o valor de EQM. Faz-se um treinamento com esse valor de
A e os efeitos da regularizacao sao avaliados, comparando a performance no conjunto de
treinamento com a performance no conjunto de validagao. De acordo com os resultados,
pode-se definir um novo candidato para A. Esse processo é repetido até que um valor
eficaz seja obtido. Na busca pelo valor 6timo \*, também se utiliza o melhor resultado de

cinco treinamentos com inicializacoes distintas.

5.4 Testes de Performance

Apoés o treinamento, verifica-se se as propriedades de invariancia (Figuras 5.6
e 5.7) foram extraidas com sucesso dos dados de treinamento. Para as redes lineares, isso
pode ser facilmente observado ao arranjar matricialmente os pesos sinapticos obtidos e
verificar as simetrias esperadas. Para as outras redes (MAE e PMC), as simetrias sdo

verificadas através de experimentos numéricos.

Para cada RNA com entrada V9, a verificagdo numérica é feita tracando o
grafico da saida da rede para um conjunto de entradas parametrizadas. Esse conjunto
corresponde a pontos uniformemente distribuidos entre uma entrada aleatéria e uma en-
trada simétrica correspondente. Cada termo da entrada varia linearmente com um tnico
parametro que vai de —1 (entrada gerada aleatoriamente) até 1 (entrada simétrica cor-
respondente). Como a saida deve ser a mesma para entradas simétricas, o grafico obtido
para a interpolagao deve corresponder a uma fungao par (exceto para os casos de rotagoes

de 90°, sem espelhamento).

Para os casos de rotacoes de 90° horéria e anti-horaria, entradas interpoladas
equidistantes de 0 nao sao simétricas, portanto, para esses dois casos, devem-se observar
graficos distintos dos de uma funcao par, mas que assumem o mesmo valor nas extre-
midades (em —1 e 1). Além disso, o gréfico relativo a rotagao horaria deve corresponder
ao gréfico relativo a rotacdo anti-horaria espelhado horizontalmente (em relagdo ao eixo

vertical que passa pela origem).

Antes de realizar a analise de performance das redes, avalia-se 0 EQM referente
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as estimativas SGC. Espera-se que as RNA desenvolvidas sejam capazes de melhorar
essas performances de referéncia. Em seguida, mede-se a performance de cada uma das
redes treinadas. Os conjuntos de teste ES (apenas com dados de elementos sélidos) e os
conjuntos de teste ET (com dados tanto de elementos sélidos quanto de elementos vazios)

sao analisados separadamente.

De acordo com as performances observadas, seleciona-se a melhor RNA para
o caso de minimizacdo de complacéncia e a melhor RNA para o caso de concepcao de

metamateriais.

Usando as redes selecionadas, avalia-se a possibilidade de aprendizado por
transferéncia entre os dois problemas considerados. Isso ¢ feito verificando as performances
das redes desenvolvidas para o problema de minimizacao de complacéncia nos conjuntos
de teste do problema de concepcao de metamateriais; e verificando as performances das
redes desenvolvidas para o problema de concep¢ao de metamateriais nos conjuntos de teste
do problema de minimizacao de complacéncia. Deseja-se avaliar se as redes desenvolvidas
para um problema possuem performances razoaveis no outro. Isso seria um indicativo
de que os problemas considerados possuem similaridades suficientes para que técnicas de

aprendizado por transferéncia possam ser utilizadas.

Por fim, avalia-se a capacidade de generalizacao das redes selecionadas em rela-
¢ao ao refinamento da malha. Para topologias fixas de uma viga engastada-livre e de uma
célula de base, usando diferentes discretiza¢oes, comparam-se os resultados obtidos pelas
abordagens SGC-0 e SGC-2 com os resultados obtidos utilizando as RNA desenvolvidas.
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6 RESULTADOS

As abordagens de ASVF desenvolvidas foram aplicadas em problemas de mi-
nimizacao de complacéncia e em problemas de concepc¢ao de metamateriais. Os resultados
apresentados na primeira secao deste capitulo compuseram dois artigos. O primeiro foi
publicado na revista cientifica Structural and Multidisciplinary Optimization, que possui
classificagdo A1l no sistema Qualis (2017-2020) na area de Engenharia Mecénica (Engenha-
rias III) e fator de impacto de 4,3 (2021). O segundo esta atualmente sendo revisado, ele
foi submetido na revista cientifica International Journal for Numerical Methods in Engi-
neering, que possui classificagdo Al no sistema Qualis (2017-2020) na drea de Engenharia
Mecanica (Engenharias I1I) e fator de impacto de 2,9 (2022).

O primeiro artigo, intitulado “Finite variation sensitivity analysis for discrete
topology optimization of continuum structures” (CUNHA et al., 2021), contém o desen-
volvimento das expressoes de sensibilidade e os respectivos resultados para o caso de
minimizacao de complacéncia mecanica. O segundo artigo, intitulado “Finite variation
sensitivity analysis in the design of isotropic metamaterials through discrete topology op-
timization” (em revisdo), contém o desenvolvimento das expressoes de sensibilidade e os
respectivos resultados para o caso de concepgao de metamateriais. Além disso, a discussao
da metodologia proposta e alguns resultados obtidos foram apresentados no trabalho in-
titulado “ Finite variation sensitivity analysis: methods to perform accurate linearizations
in discrete topology optimization problems”. Ele foi exibido, em apresentagao oral, na 15¢
edicao do World Congress of Structural and Multidisciplinary Optimisation (WCSMO),

que ocorreu em Cork, na Irlanda, em Junho de 2023.

Os programas de otimizacgao topoldgica implementados foram usados para ge-
rar os conjuntos de dados descritos. Algumas amostras dos dados gerados sao apresentadas
neste capitulo. Os cédigos usados para gerar cada conjunto de dados foram disponibili-
zados em repositérios publicos do GitHub. Os codigos referentes ao caso de minimizagao
de complacéncia em uma viga engastada-livre estao em <https://github.com/Joquempo/
Cantilever-Dataset>; e os codigos referentes ao caso de otimizagao da célula de base de

um metamaterial estdo em <https://github.com/Joquempo/Metamaterial-Dataset>.

Destaca-se que, no caso da viga engastada-livre, também foram disponibiliza-
dos codigos que geram dados utilizando um método de densidade continuo. Utilizou-se o
esquema SIMP para relaxar o problema e o método das assintotas mdveis para resolver
a otimizacao através de PCS. Contudo, esse conjunto de dados nao foi utilizado neste
trabalho, ja que o tema central da tese é o desenvolvimento de andalises de sensibilidade

para problemas de variaveis binarias.

Por fim, as RNA propostas foram desenvolvidas e suas performances foram


https://github.com/Joquempo/Cantilever-Dataset
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https://github.com/Joquempo/Metamaterial-Dataset
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avaliadas. A melhor rede obtida foi usada para abordar um problema realista de concepc¢ao

de metamateriais isotropicos, utilizando uma malha refinada.

6.1 Analises de Sensibilidade

Apresentam-se resultados para ilustrar as vantagens das abordagens propostas
para a analise de sensibilidade. As abordagens foram comparadas em termos da precisao
dos valores de sensibilidade; e de seus efeitos nas otimizagoes, em relagao a efetividade e
a estabilidade dos processos. Estruturas bidimensionais em estado plano de tensoes foram

consideradas.

6.1.1 Problemas de Minimizacido de Complacéncia

Para demonstrar como uma analise de sensibilidade mais precisa pode melhorar
os processos de otimizagao, o caso elaborado em Zhou e Rozvany (2001) é considerado.
A estrutura, apresentada na Figura 6.1, consiste em dois pérticos, um horizontal e um
vertical. H4 uma carga total de 6 N/m distribuida nas arestas dos trés elementos da face

direita, e uma carga total de 1 N/m distribuida na aresta de um elemento da face inferior.

&kt

6

2

18

Figura 6.1 — Estrutura de Dois Pérticos

Para obter um caso em que a otimizagao por PLIS com a anélise de sensibi-
lidade convencional resulta em uma estrutura muito distante da solucao 6tima, Zhou e
Rozvany (2001) utilizaram uma malha grosseira, com apenas 100 elementos, e um material
com coeficiente de Poisson igual a zero. O moédulo de Young e as arestas dos elementos
quadrados tém valores unitarios. Deseja-se minimizar a complacéncia mecéanica da estru-
tura, o valor prescrito para a fracio de volume é de V{ = 40% e altera-se um tnico
elemento por vez (D}™ = 0V = 1%). Filtros e métodos de momento ndo sdo utiliza-

dos. Ao considerar uma topologia inicial completamente sélida (V;(2(?)) = 100%), tem-se
C(z9) = 194,4 J /m.

A Figura 6.2 mostra que, ja na primeira iteragdo, a abordagem convencio-
nal (ICPO) produz um resultado muito inferior ao que seria obtido utilizando valores
de sensibilidade exatos. Elementos sélidos sao representados em preto, elementos vazios

sdo representados em cinza, o indice “a” é usado para se referir ao elemento vazio da

Figura 6.2(a) e o indice “b” é usado para se referir ao elemento vazio da Figura 6.2(b).
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Nas Figuras 6.3 e 6.4, as linearizagoes produzidas pelas abordagens ICAO
e SGC sao apresentadas para os elementos “a” e “b”, cujos valores de densidade sdao
denotados x, e 7. O comportamento das fungoes relaxadas com uma interpolagao linear
também é apresentado. Na legenda, o nimero ao lado da sigla ICAO indica sua ordem
(ICPO corresponde a ICAO-1); e o nimero ao lado da sigla SGC indica quantos passos
foram realizados. Na Figura 6.3, as linearizacoes nao sao linhas retas pois o eixo horizontal

estd em escala logaritmica.

Vi=99% elemento a <—.

C=21934 =

(a) iteracdao com andlise de sensibilidade ICPO

Vf = 99% elemento b

C=197,7

(b) iteracao com andlise de sensibilidade exata

Figura 6.2 — Estruturas de Dois Pérticos com Vy = 99%
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Figura 6.3 — Linearizacoes da Complacéncia em Relacao a x,

A relaxacao continua de C'(x) é relativamente bem comportada. A abordagem
ICPO produz um resultado razoavel e, para ordens um pouco mais elevadas, a abordagem
ICAO gera valores de sensibilidade precisos. A abordagem SGC também gera valores

precisos com uma pequena quantidade de passos.
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Por outro lado, C(x,) tem comportamentos local e global muito distintos.
Quando a densidade z, estd préoxima de 1, sua variagao tem pouca influéncia na compla-
céncia mecanica. Quando ela se torna menor que 0,01, o efeito da desconexao do pértico
vertical aparece como uma variacao abrupta de complacéncia, a qual nao pode ser prevista
por uma analise de sensibilidade local. A abordagem ICAQO resulta em valores razoaveis
apenas para ordens acima de 1000. E, para obter valores razoaveis, a abordagem SGC pre-
cisa de aproximadamente metade do nimero maximo de passos do MGC, que produziria

o resultado exato.
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Figura 6.4 — Linearizacoes da Complacéncia em Relagdo a z;

Ao realizar a otimizagao com valores de sensibilidade exatos, o resultado apre-
sentado na Figura 6.5 é obtido. Como predigoes exatas sao usadas, cada iteracao produz
uma topologia com aumento minimo de complacéncia. A desconexao do pértico vertical
foi prevenida com sucesso. Deve-se notar que alguns efeitos nao-fisicos estao presentes
devido ao tipo de elemento finito utilizado: elementos conectados apenas por seus nos
nao afetam negativamente a rigidez da estrutura; os trés elementos da face direita tém
um carregamento distribuido em suas arestas, ainda assim, o elemento do meio pode ser

removido sem produzir uma singularidade.

Apébs remover todos exceto um dos elementos centrais do portico horizontal, o
programa ¢ forcado a remover um elemento critico. Ele quebra o componente horizontal
inferior, ja que isso resulta em uma ganho de complacéncia menor do que quebrar o
componente horizontal superior ou o portico vertical. O momento de quebra pode ser
facilmente identificado no grafico da fungao objetivo no decorrer das iteracoes, corresponde

ao ponto onde ha um crescimento abrupto de complacéncia.

O resultado obtido ¢é pior do que a solugdo apresentada em Zhou e Rozvany

(2001). No geral, em métodos de otimizacao iterativos, para obter a melhor solugao pos-
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sivel, o chute inicial deve estar dentro da bacia de atracao de um 6timo global. De certa
forma, isso também é verdade para métodos discretos, um caminho de topologias suces-
sivas é gerado e seu ponto final sempre dependera do ponto inicial. Foi mostrado que,
quando o processo de otimizagao comeca de uma estrutura completamente sélida, a su-
cessao de variagoes topoldgicas com ganho minimo de complacéncia nao leva ao 6timo
desejado. Entretanto, quando a otimizagao com valores de sensibilidade exatos comeca da

topologia inicial apresentada na Figura 6.6, a solucao de referéncia é obtida.
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Figura 6.5 — Otimizacdo da Estrutura de Dois Pérticos com V;(Z(®) = 100%
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Figura 6.6 — Otimizacdo da Estrutura de Dois Pérticos com V;(2©®) = 91%

O comportamento do problema pode ser melhorado ao utilizar uma malha mais
refinada, com parametros de otimizacao apropriados. Uma malha de 25600 elementos foi
considerada, obtida remalhando cada elemento grosseiro como 16 x 16 elementos refinados
de dimensoes 0,0625 x 0,0625. Otimizagoes foram realizadas partindo de uma estrutura
completamente solida e da topologia inicial apresentada na Figura 6.6. Um filtro de sen-
sibilidade de raio ry = 0,2 e um pardmetro de momento de v = 50% foram utilizados. O

valor méaximo para a redugao de fragdo de volume em cada iteracao foi de oV = 0,5%;
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e o valor méximo para a fracio de variacdo topoldgica foi de D}** = 4,5% nas itera-
¢oes com variagao de volume e de D™ = 4,0% nas iteragoes com volume constante. A

abordagem convencional foi utilizada: ICPO com fator de penalizacdo de pc = 1 x 1075,

para os valores de sensibilidade dos elementos vazios. A Figura 6.7 apresenta os resultados
obtidos.

Vy=100% V= 40%
C=195,0 C=5054

topologia inicial topologia final
(a) otimiza¢do com V,(¥?”) = 100% e V,'= 40%

Vy=91% V= 40%
C=37172 C=5054

topologia inicial topologia final
(b) otimizagdo com V;(¥”) = 91% e V,'= 40%

Figura 6.7 — Estrutura de Dois Pérticos com Malhas Refinadas

Duas solugbes distintas sao obtidas, mas que possuem o mesmo valor de com-
placéncia mecanica. O refinamento da malha nao apenas permite que o método distribua
as variacoes topoldgicas pelo dominio, mas também melhora o comportamento geral da
funcao objetivo em relagao a cada variavel de projeto. Uma forma de observar esse efeito é
através dos mapas de |A; |2 para diferentes malhas (Equagdes 3.19 e 3.21), mostrados na
Figura 6.8 para estruturas completamente sélidas. Como apresentado na Equacao 3.116,

esses valores definem limites superiores para o erro das estimativas de sensibilidade.

O valor médio de ||A;|s vai de 0,83, na malha com 100 elementos, para 0,64
na malha com 25600 elementos. Elementos em cantos tém normas proximas de 1,00, o
que significa que o erro das estimativas é praticamente ilimitado; elementos em arestas
livres tém normas abaixo de 1,00, mas ainda relativamente elevadas; elementos internos
a estrutura tém normas abaixo de 0,70; e elementos na aresta engastada tém os menores
valores de norma, em torno de 0,50. Isso esta relacionado ao potencial que cada elemento
tem em desconectar uma carga dos suportes da estrutura. Um elemento de canto sem-
pre pode produzir uma singularidade: se houver uma carga no canto e o elemento for
removido, o deslocamento do né do canto iria para infinito. Quando a malha é refinada,
a razao entre elementos nas interfaces e elementos internos a estrutura é reduzida, entao
o comportamento geral da fun¢ao objetivo é melhorado. Deve-se destacar que, apesar de
todo elemento de interface ter um valor elevado de limite superior para o erro, isso nao

significa que o erro sera necessariamente elevado.
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Figura 6.8 — Mapas de | A;||2 para Diferentes Malhas

Na Figura 6.9, os mapas de sensibilidade sdo apresentados para a estrutura
completamente solida, na malha de 100 elementos e na malha de 25 600 elementos, obtidos
através das abordagens ICPO, SGC-2 e SW (valores exatos). Como valores de sensibilidade
exatos vao para infinito nos elementos de canto carregados, esses elementos nao foram
considerados nas analises. Pode-se observar que o comportamento altamente nao-linear
dos elementos do pértico vertical desaparece na malha refinada. Na malha de 25600
elementos, a abordagem ICPO produz valores de sensibilidade coerentes e a abordagem
SGC produz resultados muito satisfatorios. Como se pode notar, os valores de sensibilidade
assumem valores absolutos menores em malhas refinadas, ja que a influéncia individual

de cada elemento é reduzida quando os elementos sao menores.

mapa de sensibilidade ICPO mapa de sensibilidade ICPO

mapa de sensibilidade SGC-2 mapa de sensibilidade SGC-2

d
d

1

mapa de sensibilidade exato mapa de sensibilidade exato
I [ T
-1000 -100 -10 -1 -0,06 -0,01 -0,002

(a) mapas de sensibilidade (100 elementos) (b) mapas de sensibilidade (25600 elementos)

Figura 6.9 — Valores de Sensibilidade na Estrutura de Dois Pdérticos
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Para as estruturas completamente solidas com diferentes refinamentos de ma-
lha, a Figura 6.10 apresenta a progressao do erro relativo, dado pela norma ¢ do vetor
de erros dividida pela norma ¢? do vetor de sensibilidades exato. Na legenda, o asterisco
indica que a abordagem SGC foi utilizada sem pré-condicionamento (M = I'). Na malha
mais grosseira, o erro relativo ficou em torno de 100% para todos os casos, isso ocorre
devido aos valores elevados de erro para os elementos do pértico vertical. A partir da
segunda malha (400 elementos) até a tltima (25600 elementos), o erro relativo de cada
caso decai como um mondmio de expoente fixo (os graficos em escala logaritmica variam

de maneira aproximadamente linear).
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Figura 6.10 — Erro Relativo para Diferentes Malhas

Em todas as abordagens, incluindo a convencional (ICPO), o erro das estima-
tivas foi reduzido com o refinamento da malha. Isso significa que, conforme a malha é
refinada, a fun¢do objetivo relaxada se torna “mais linear” (sua aproximacao de primeira
ordem se torna mais precisa) em relagdo a cada variavel de projeto. Além disso, ao utilizar
a abordagem proposta (SGC), hd uma melhora substancial nos valores de erro e em suas
taxas de decaimento com o refinamento da malha. Para a malha mais refinada, mesmo
usando um tunico passo do MGC sem pré-condicionamento, o erro foi reduzido de mais de

50% para em torno de 30%, em comparacio com a abordagem convencional.

O segundo caso de minimizacao de complacéncia considerado é apresentado na
Figura 6.11. A viga engastada-livre é discretizada em uma malha de 32 x 20 elementos

quadrados e a topologia inicial possui uma fragao de volume de V;(Z?) = 50%.

Na Figura 6.12, lineariza¢oes produzidas pela ASVF sao apresentadas para
trés elementos da extremidade engastada: o primeiro elemento sélido a partir do topo
(elemento “c”); o elemento vazio imediatamente acima dele (elemento “b”); e o préximo
elemento vazio acima (elemento “a”). O grafico da funcao relaxada com uma interpolagao

linear também é apresentado.

Pode-se notar que as trés fungoes relaxadas sao bem comportadas e um pe-

queno nimero de passos do MGC é necessario para obter valores de sensibilidade precisos.
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(a) dominio de projeto (b) topologia inicial

Figura 6.11 — Viga Engastada-Livre

A abordagem convencional (ICPO) sem fator de penalizacio (pc = 1) resulta em valores
de sensibilidade imprecisos para elementos vazios, especialmente elementos vazios desco-

nectados da estrutura.

A Figura 6.13 apresenta a otimizagdo da viga, usando valores de sensibilidade
exatos. Ela foi realizada com uma fragio de volume fixa V; (")) = Vi = 50%. O valor
méximo para a fracdo de variagdo topologica foi de DP** = 4,4% (28 elementos). Filtros e
métodos de momento nao foram utilizados. A estrutura de complacéncia minima foi obtida

na 29¢ iteracao, apoés isso, as topologias oscilam até o critério de parada ser atingido.

Considerando a abordagem SGC, a Figura 6.14 apresenta o ntiimero minimo
de passos para atingir diferentes critérios de precisao, para cada topologia obtida na
otimizacao realizada. Os critérios sdo: o elemento sélido com o menor valor absoluto de
sensibilidade estar corretamente classificado; o vetor de sensibilidades possuir um erro
relativo menor que 50%; e o vetor de sensibilidades possuir um erro relativo menor que

10%. Apenas elementos sélidos foram considerados nessa analise.

Observa-se que, nesse problema, apenas dois passos (SGC-2) ja sao suficientes
para manter o erro relativo sempre abaixo de 50%. Em todas as iteracoes, quando o
erro estava abaixo de 50%, ao menos 4,4% dos elementos sélidos foram corretamente
classificados; quando o erro estava abaixo de 10%, ao menos 32,1% dos elementos sélidos

foram corretamente classificados.

O erro relativo usando a norma ¢? dos vetores ¢ uma boa medida para avaliar o
comportamento geral do vetor de sensibilidades. Contudo, destaca-se que, mesmo quando
esse erro € pequeno, elementos com valores de sensibilidade proximos ainda podem ser
incorretamente classificados, em comparagao com a classificacdo baseada nos valores de

sensibilidade exatos.

Filtros de sensibilidade nao foram usados para que os valores de sensibilidade
correspondessem de fato a variagoes da funcao objetivo. Por essa razao, topologias com

tabuleiros de xadrez foram obtidas. Evidentemente, para que estruturas otimizadas apro-
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Figura 6.12 — Linearizagoes para a Viga Engastada-Livre

priadas sejam obtidas, o procedimento de filtragem é essencial. Ao incluir um filtro de

raio ry = 3mm na otimizagao, a topologia apresentada na Figura 6.15 ¢ obtida.

O terceiro caso de minimizac¢ao de complacéncia considerado ¢ apresentado na
Figura 6.16. O dominio de projeto é discretizado em uma malha de 300 x 100 elementos

quadrados e uma estrutura completamente sélida ¢ usada como topologia inicial.

Nesse caso, com 30 000 elementos, nao ¢é viavel realizar a anélise de sensibilidade
exata. A otimizacao foi feita com a abordagem convencional, ICPO com pc = 0, e com a

abordagem proposta, SGC-2 com pc = 1. O valor prescrito para a fragao de volume foi
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Figura 6.15 — Vigas Engastadas-Livres Otimizadas

de Vi = 50%; valor méximo para a reducio de fragao de volume em cada iteracdo foi de
oV = 1%; e o valor maximo para a fracao de variagdo topoldgica foi de D3** = 5% nas

iteragoes com variagdo de volume e de Dy** = 4% nas iteragoes com volume constante.
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Figura 6.16 — Viga Biapoiada

Um filtro de sensibilidade de raio 7y = 40mm e um pardmetro de momento de v = 50%

foram utilizados. O parametro de paciéncia foi de ¢ = 20.

A Figura 6.17 mostra os resultados obtidos, o niimero entre parénteses cor-
responde ao numero da iteracdo de cada topologia otimizada. As vigas completas sao
apresentadas, em malhas de 600 x 100 elementos. Observa-se que a quantidade de ite-
racoes foi semelhante para ambas as abordagens, contudo, o resultado obtido usando
a abordagem SGC-2 teve uma performance superior (redugao de 2% na complacéncia).
Além disso, o resultado obtido mostra que a abordagem proposta é mais robusta do que
a abordagem convencional, que nao ¢é capaz de realizar a otimizacao sem a penalizacao

dos valores de sensibilidade dos elementos vazios. Se a ICPO ¢ utilizada com pe = 1, o

processo de otimizagao produz estruturas degeneradas.

topologia inicial
V;=100%
C=2x31,31 mJ/m

L

ICPO (t. 131)
V;=50%
C=2x45,74 mJ/m

SGC-2 (it. 139)
V= 50%
C=2 x44,79 mJ/m

Figura 6.17 — Vigas Biapoiadas Otimizadas

Para diferentes malhas, a Figura 6.18 apresenta os tempos médios de execugoes
individuais das principais tarefas do processo de otimizacao: a resolucao do sistema linear;
a aplicacao do filtro de sensibilidade; e a ASVF. A viga biapoiada foi considerada em ma-
lhas de 1875, 7500, 30000, 120 000, 480 000 e 1920000 elementos no dominio de projeto.
Tudo foi executado de maneira serial e o tempo médio de 10 execucdes independentes
foi utilizado como resultado. Regressoes lineares foram realizadas para avaliar como cada
tarefa escala com o refinamento da malha, os expoentes obtidos estdo apresentados na

legenda.
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Como esperado, hd um balanco entre precisao e custo computacional. Na im-
plementagao atual, para a malha de 30 000 elementos, cada analise SGC-2 leva em torno
de 40 vezes mais tempo que cada andalise ICPO. Ainda assim, o tempo para executar
toda a otimizacao continua sendo regido pelo tempo gasto solucionando sistemas lineares.
E, em malhas refinadas, o custo de aplicar o filtro de sensibilidade também ultrapassa o
custo da andalise SGC-2. Ambas as abordagens escalam linearmente com o refinamento da

malha, além disso, as analises de sensibilidade sao tarefas perfeitamente paralelizaveis.
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Figura 6.18 — Tempos de Execugdo das Principais Tarefas

Portanto, as expressoes SGC apresentadas sdo viaveis para serem utilizadas
em problemas praticos de otimizagao topoldgica. Para malhas finas o bastante para que
o tempo de execucdo possa ser uma limitacdo, o aumento de tempo ao utilizar SGC-2
ao invés de ICPO é irrelevante, enquanto que o ganho em precisao é substancial e pode

melhorar a efetividade e a estabilidade dos procedimentos de otimizacao.

6.1.2 Problemas de Concep¢ao de Metamateriais

Nos problemas de concepcao de metamateriais, nao se tem garantia que a
abordagem SGC seja sempre superior a abordagem convencional (ICPO Simples). De
toda forma, é razoavel esperar que, em geral, a ICPO Composta seja superior a ICPO

Simples e que a SGC seja superior a ICPO Composta. Espera-se que estimativas melhores
hy]

E]

de ACyy e ACy produzam resultados mais precisos para a1 e al¥l.

Para avaliar a precisao de cada abordagem, esses vetores de sensibilidade sao
computados para diferentes malhas, considerando uma célula sélida com um tnico furo

hexagonal em seu centro, de aresta % ~ 0,03878 m. Apenas os valores de sensibilidade de



149

elementos sélidos sao avaliados e os valores exatos sao computados através da abordagem
SW.

Quando o problema de otimizacao topoldgica é solucionado por PLIS, as se-
guintes métricas sao relevantes para medir a qualidade dos valores de sensibilidade da
fungao objetivo: o coeficiente de correlagao de Spearman; a Taxa de Classificagdes Corre-
tas (TCC) dos sinais dos valores de sensibilidade; e a TCC dos elementos com os maiores

valores absolutos de sensibilidade.

O coeficiente de Spearman mede quao correta esta a ordenacao dos elementos
baseada em seus valores de sensibilidade. Ele assume valores entre —1,0 (completamente

incorreto) e 1,0 (completamente correto).

A TCC dos sinais dos valores de sensibilidade mede a quantidade de elemen-
tos que tiveram seus comportamentos qualitativos corretamente classificados. Isto é, mede
quantos elementos que possuem valores de sensibilidade positivos realmente aumentam
a fungao objetivo ao serem transformados em sélidos; e quantos elementos que possuem
valores de sensibilidade negativos realmente diminuem a funcao objetivo ao serem trans-
formados em sélidos. Elementos com valores de sensibilidade proximos de zero sao des-

considerados nessa andlise.

A TCC dos elementos com os maiores valores absolutos de sensibilidade mede
quantos elementos que possuem valores de sensibilidade elevados foram corretamente iden-
tificados. Os elementos que estao entre os 5% com os maiores valores absolutos de sensi-
bilidade sao avaliados: verifica-se quantos deles estao de fato entre os 5%, quando valores

exatos de sensibilidade sdo considerados.

Considerando a abordagem convencional (ICPO Simples) e a proposta (SGC-
2), a Figura 6.19 apresenta essas trés medidas de precisao de al™] para diferentes refina-
mentos de malha. Utilizou-se 7* = 0,0 como valor prescrito para o coeficiente de Poisson.

Variou-se o nimero de elementos quadrilaterais na célula (N; = 6 N;) de 1536 a 786 264.

Observa-se que todas as métricas melhoraram quando a abordagem proposta
foi utilizada. Nas duas abordagens, malhas mais refinadas resultaram em valores superiores
para o coeficiente de Spearman. Quando a SGC-2 foi usada no lugar da ICPO Simples,
para todos os refinamentos, o coeficiente de Spearman aumentou em mais de 0,2; e as

TCC dos sinais e dos elementos de sensibilidade elevada aumentaram em mais de 12,5%.

Por sua vez, uma métrica relevante para medir a qualidade dos valores de
sensibilidade de uma funcao de restri¢ao é o erro relativo do vetor de sensibilidades, dado
pela norma ¢2? do vetor de erros absolutos dividida pela norma ¢? do vetor de sensibilidades

exato.

Considerando a abordagem convencional (ICPO Simples) e a proposta (SGC-
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Figura 6.19 — Medidas de Precisao para ol

2), a Figura 6.20 apresenta essa medida de erro de a[E], para diferentes refinamentos de

malha.

Mais uma vez, a métrica considerada melhorou quando a abordagem proposta
foi utilizada. Quando a SGC-2 foi usada no lugar da ICPO Simples, para todos os refi-
namentos, o erro relativo foi consistentemente reduzido, de valores préximos a 55% para

valores em torno de 15%.
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Esses resultados indicam que a abordagem proposta é substancialmente mais
precisa do que a abordagem convencionalmente usada na literatura. Ela fornece mais
informacgao para o algoritmo decidir como atualizar a topologia em cada iteracdao, o que

deve melhorar a efetividade e a estabilidade do procedimento de otimizagao.
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Figura 6.20 — Medida de Erro para al?!

Para ilustrar os efeitos desse ganho de precisao, algumas otimizacoes foram
realizadas. Em todos os casos, as propriedades do material de base sao v = 0,3 e £ =
1,0 Pa, o médulo de Young minimo é de 10% (Emi“ = 0,1 Pa) e o parametro de soft-kill
édep,=1x1077.

Primeiramente, considerando uma malha de N; = 256 variaveis de projeto

(N; = 1536 elementos quadrilaterais), as otimizagdes foram realizadas alterando o estado

L
256

morfologicos e métodos de momento nao foram utilizados. Além disso, o pardmetro de

de um tnico elemento aumentado em cada iteracio (D}P** = 5=). Filtros, operadores
penalidade da fracdo de volume foi de 3 = 1 x 107, a reducdo de médulo de Young
em cada iteracao nao foi limitada (cSEm8LX = 1,0 Pa) e os valores de sensibilidade dos
elementos vazios nao foram penalizados (p, = pg = 1). Nessas condigoes, se a analise de
sensibilidade for suficientemente precisa, a convergéncia da PLIS para um minimo local é

garantida.

A Figura 6.21 mostra a otimizagao realizada usando valores exatos de sen-
sibilidade, para um valor prescrito de 7* = 0,0. Utilizou-se a topologia inicial dada na
Figura 4.2 e um parametro de paciéncia de ) = 5. Ao realizar apenas passos 6timos, tem-
se que o coeficiente de Poisson homogeneizado se aproxima mais do valor prescrito em
cada iteragao, entao, quando o valor 6timo é atingido, a estrutura é mantida inalterada

até que o critério de parada seja atingido.

Resultados para valores prescritos de v* = —0,3, o* = 0,0 e 0* = 0,6 sao
apresentados na Figura 6.22, para duas topologias iniciais diferentes: a estrutura com trés

furos losangulares (linha de cima); e uma estrutura completamente sélida (linha de baixo).
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Os valores prescritos foram obtidos com sucesso em cinco dos seis casos. A estrutura
completamente solida ¢ um minimo local quando o objetivo é aumentar o coeficiente de
Poisson homogeneizado, em outras palavras, qualquer alteracao de um tnico elemento
aumentado reduziria o valor de Poisson. Assim, para esse caso, nenhuma alteragao foi

realizada e o programa retornou essa solugao subdtima.
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Figura 6.21 — Otimizacao Usando Valores Exatos de Sensibilidade (N = 256)

As topologias da primeira e ultima iteracoes da Figura 6.21, com 7* = 0,0,
foram usadas para comparar os mapas de sensibilidade obtidos usando diferentes abor-
dagens. A Figura 6.23 apresenta a1 para a topologia inicial, obtido utilizando as abor-
dagens ICPO Simples, SGC-0, SGC-1, SGC-2 e SW (valores exatos). Na primeira linha,
a escala ¢ linear e é a mesma para todos os mapas de cores. Na segunda linha, os mes-
mos mapas de sensibilidade sdo apresentados, mas uma escala nao-linear independente é

definida para cada um, para melhorar a resolucao de contraste das figuras.

Uma comparacao quantitativa é apresentada na Figura 6.24, o coeficiente de
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Spearman foi computado para cada aproximacao, considerando todos os elementos (barras
a esquerda, em azul) e considerando somente os elementos sélidos (barras a direita, em
laranja). As abordagens ICPO Simples e SGC-0 produziram resultados similares, ambas
com diferengas consideraveis em relagao aos valores exatos. As abordagens SGC-1 e SGC-2
produziram resultados mais precisos. Comparando SGC-1 com SGC-2, pode-se observar

um ganho de precisao substancial ao realizar um segundo passo na abordagem SGC.

topologia
inicial
v =0,000 v =0,300
topologia E = 0,258 E =1,000
inicial Vi = 89% V; = 100%

o-580

Figura 6.22 — Solugbes Otimizadas Usando Valores Exatos de Sensibilidade (N = 256)
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Figura 6.23 — Mapas de al™l para a Topologia Inicial (N; = 256)

As mesmas comparacoes sao apresentadas nas Figuras 6.25 e 6.26 para a to-
pologia final. Percebe-se que a abordagem convencional (ICPO Simples) falha em prever
valores de sensibilidade razoaveis quando o coeficiente de Poisson homogeneizado esta
préximo do valor prescrito, ela produz valores de sensibilidade préximos de zero para to-
dos os elementos, resultando em coeficientes de Spearman muito distantes de 1,0. Para
essa topologia, a abordagem SGC-0, que possui custos computacionais equivalentes aos da

abordagem convencional, ja foi suficiente para obter valores elevados para o coeficiente de
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Spearman. Isso reforca a importancia de um desenvolvimento sistematico para as expres-
soes de sensibilidade quando métodos de otimizacao topoldgica discretos sao considerados.
Anélises de sensibilidade adequadas devem ser realizadas, ao invés de simplesmente dife-
renciar fungoes relaxadas para reusar expressoes que foram desenvolvidas para métodos

continuos.

Il todos os elementos
[ apenas sélidos

coeficiente de Spearman

ICPO Simples SGC-0 SGC-1 SGC-2
analise de sensibilidade

Figura 6.24 — Precisao de al!™] para a Topologia Inicial (N; = 256)

ICPO

Si SGC-0 SGC-1 SGC-2
imples
Figura 6.25 — Mapas de a!®] para a Topologia Final (N; = 256)

Essa anélise foi repetida para os valores de sensibilidade da funcao de restricao,
alfl. Ao invés de computar o coeficiente de Spearman, o erro relativo foi usado para a
comparagao quantitativa. Os resultados sao apresentados nas Figuras 6.27 e 6.28 para a

topologia inicial, e nas Figuras 6.29 e 6.30 para a topologia final.

Para a topologia inicial, mais uma vez, as abordagens ICPO Simples e SGC-0
produziram resultados similares, e a precisdo aumentou substancialmente conforme mais
passos foram realizados na abordagem SGC. Os valores de sensibilidade dos elementos

sOlidos foram mais precisos que os valores obtidos para os elementos vazios.
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Figura 6.26 — Precisio de a!™]1 para a Topologia Final (N; = 256)
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Figura 6.27 — Mapas de a!®! para a Topologia Inicial (Ng = 256)

Para a topologia final, apesar de a ordenacado dos valores de sensibilidade te-
rem sido razodveis, os valores obtidos para os elementos vazios foram muito distantes dos
valores exatos. Para os elementos vazios, SGC-0 reduziu o erro total de um valor préximo
a 500% para um valor préximo a 400%, SGC-2 reduziu esse valor para um nimero abaixo
de 250%. Ainda que esses erros sejam elevados, deve-se notar que a otimizacao é geral-
mente regida pela parte sélida da estrutura, especialmente quando valores mais precisos
de sensibilidade sdao utilizados. Os valores de sensibilidade dos elementos vazios que nao
estao diretamente conectados a estrutura devem ser proximos de zero. Assim, apenas ele-
mentos vazios de interface podem ter valores de sensibilidade relevantes e influenciar como
a topologia sera alterada. Ademais, a malha considerada pode explicar parcialmente esses
valores elevados de erro. Algumas imprecisdes podem ser agravadas em malhas grosseiras,
ja que a analise de sensibilidade tenta prever os efeitos de alterar um volume maior da

estrutura.
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Figura 6.28 — Erro de al®] para a Topologia Inicial (N; = 256)
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Figura 6.29 — Mapas de a!®! para a Topologia Final (Ng = 256)

Para avaliar a performance das aproximagoes em predizer as variagoes das
funcoes objetivo e de restrigao, ICPO Simples e SGC-2 foram usadas para otimizar a célula
de base para um valor prescrito de 7* = 0,0, alterando apenas um elemento aumentado
por iteracao, sem filtros de sensibilidade, operadores morfolégicos e métodos de momento.
Respectivamente, as Figuras 6.31 e 6.32 mostram as otimizacoes realizadas usando as
abordagens ICPO Simples e SGC-2. O parametro de paciéncia foi de ¢» = 10. Em ambas as

otimizacgoes, a restricao de modulo de Young minimo foi respeitada em todas as iteracoes.

A otimizacao realizada com ICPO Simples falhou em obter o valor prescrito.
Ela comecou reduzindo o valor de Poisson mas, ap6s obter um valor menor do que o
valor prescrito, um passo muito ineficiente foi realizado, o que aumentou o coeficiente de
Poisson para em torno de 0,25. Depois disso, o programa comecou a fazer e desfazer a

mesma alteracao na topologia, produzindo um comportamento oscilatério.
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Figura 6.30 — Erro de al?) para a Topologia Final (Ny = 256)
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Figura 6.31 — Otimizagao Usando ICPO Simples (N; = 256)

Por sua vez, a otimizacao realizada com SGC-2 atingiu o valor prescrito. Como
esperado nessas condigoes, ao usar valores precisos de sensibilidade, uma evolugao efetiva

e estavel foi obtida.

As mesmas otimizagoes foram realizadas utilizando uma estrutura completa-
mente sélida como topologia inicial, as solugoes obtidas sdo apresentadas na Figura 6.33.
Para essa estrutura inicial, os valores de sensibilidade ICPO Simples sao praticamente
os mesmos para todos os elementos, assim, quando essa abordagem ¢é utilizada, realiza-
se uma alteragdo de topologia arbitraria na primeira iteragdo da otimizacgao. Apds isso,
a otimizagdo pode realizar passos mais bem informados e melhorar a funcao objetivo.
Entretanto, nesse caso, o programa comecou a fazer e desfazer a mesma alteracao na

topologia, produzindo um comportamento oscilatério, apesar de o coeficiente de Poisson
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estar distante do valor prescrito. Isso significa que depois de alterar o elemento com o
maior valor de sensibilidade, ele se tornou o elemento com o menor valor de sensibilidade,
portanto, aproximacoes muito imprecisas foram obtidas em ao menos um dos vetores de
sensibilidade computados nessas duas iteragoes (possivelmente nos dois). Esse é o pior
comportamento possivel, ja que tal imprecisao impede uma exploracao apropriada do do-
minio de solugoes possiveis, interrompendo o processo de otimizagao. Assim como no caso
anterior, ao usar as aproximacoes mais precisas da abordagem SGC-2, o coeficiente de

Poisson prescrito foi obtido com sucesso.
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Figura 6.32 — Otimizagao Usando SGC-2 (N; = 256)
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Figura 6.33 — Solugoes Otimizadas para uma Topologia Inicial Sélida (N, = 256)

Os resultados apresentados para essa malha grosseira sao promissores, con-
tudo, eles foram obtidos usando uma configuracao de pardmetros muito especifica, pouco
usual. Na pratica, deseja-se alterar mais elementos em cada iteracdo para reduzir cus-
tos computacionais e melhorar a explorabilidade do dominio de solugbes possiveis. Além
disso, filtros de sensibilidades e operadores morfologicos devem ser incluidos para lidar
com o problema de dependéncia de malha e evitar estruturas demasiadamente comple-
xas, de dificil manufatura. Ao fazer isso, torna-se mais dificil garantir que uma solucao

proxima da 6tima seja obtida e que o procedimento iterativo seja razoavelmente estavel.
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O problema considerado é muito sensivel a todos os pardmetros e pequenas mudancas
na topologia produzem grandes mudancas nas propriedades homogeneizadas. Os valores
de sensibilidade aprimorados podem tornar a otimizagao mais robusta, de forma que seja

mais facil calibrar os parametros para obter solugoes efetivas.

Assim, as andlises ICPO Simples, SGC-2 e SW (exata) foram usadas para
otimizar a célula de base para um valor prescrito de * = 0,0. Agora, foram considerados:
filtros de sensibilidade de raio 7y = 0,068 m; operadores morfolégicos de raio r,,, = 0,034 m;
e um parametro de momento de v = 70% para os valores de sensibilidade da fungao
objetivo. Ademais, D} = é (4 elementos aumentados), 8 = 0,06, § Emax — 0,008 Pa e
Y = 40.

As solugdes estao apresentadas na Figura 6.34. Com essa configuracao de para-
metros, ambos os resultados usando SGC-2 e SW atingiram o valor prescrito. Mais do que
isso, as duas estruturas obtidas tém os atributos desejaveis que sao esperados em solugoes
praticas: nao ha tabuleiros de xadrez; nao ha ilhas sélidas desconectadas; as cavidades
tém tamanhos razoaveis. Mais uma vez, a otimizagao usando ICPO Simples nao foi capaz

de atingir o valor prescrito.

0 =028 0 =-0002 $ =-0,003
topologia E = 0,664 E =0,118 E =0,214
inicial Vf =91% Vf =61% Vf =74%

ICPO Simples SGC-2 SwW

Figura 6.34 — Solugoes Otimizadas com Pardmetros Usuais (Vg = 256)

Todos os resultados obtidos para essa malha grosseira sugerem que aprimorar
as expressoes de sensibilidade resulta em procedimentos mais robustos e solu¢des melhores,

mais proximas de topologias 6timas.

Otimizacoes também foram realizadas para uma malha refinada, com Ny =

16 384 variaveis de projeto (IV; = 98 304 elementos quadrilaterais).

Geralmente, fatores de penalizagdo (p, e pg) sdo aplicados para reduzir o
valor de sensibilidade dos elementos vazios. Esse procedimento é razoavel ja que, em
uma malha refinada, a maior parte dos elementos vazios deve ter valores de sensibilidade
proximos de zero. Contudo, diferentemente do que ocorre nos problemas de minimizacao de
complacéncia, mesmo na abordagem ICPO Simples (que geralmente precisa desses fatores
para produzir resultados satisfatérios), observou-se que fatores de penalizagdo pequenos
tornam o processo menos estavel. Os resultados observados indicam que isso ocorre pois,

quando os valores de sensibilidade dos vazios sao penalizados, os valores de sensibilidade
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dos sélidos préximos as interfaces sao reduzidos pela operacao de filtragem. Isso faz com
que, para esses elementos, valores de sensibilidade subestimados sejam obtidos para a
funcao de restricao. Essas subestimativas resultam em maiores redugdes do modulo de
Young homogeneizado em cada iteragao. A restricao é quebrada mais rapidamente, assim,
os operadores de dilatagao sdo aplicados com maior frequéncia, produzindo uma evolucao

erratica das propriedades homogeneizadas no decorrer do procedimento de otimizacao.

Esse comportamento estd ilustrado na Figura 6.35, na qual os valores de sen-
sibilidade dos elementos vazios foram totalmente penalizados (p, = pg = 0), e na Fi-
gura 6.36, na qual nao ha penalizagdo (p, = pg = 1). Em ambos os casos, ICPO Simples
foi usada para realizar a ASVF; o valor prescrito para o coeficiente de Poisson foi de
v* = —0,3; o raio dos filtros de sensibilidades foi de 7y = 0,016 m; o raio dos operadores

morfologicos foi de r,,, = 0,008 m; o pardmetro de momento foi de v = 50%; o valor méaximo

L
128

aumentados); o pardmetro de penalidade da fracdo de volume foi de § = 0,06; o valor

para a fragao de variagao topologica em cada iteragao foi de D™ = (128 elementos

maximo para a redugao de médulo de Young em cada iteracao foi de § Emax — 0,016 Pa;

e o parametro de paciéncia foi de 1 = 40.
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Figura 6.35 — Otimizagao usando ICPO Simples com py, = pp = 0 (Ng = 16384)
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Figura 6.36 — Otimizagao usando ICPO Simples com p, = pp =1 (Ny = 16 384)

Observa-se que, quando nao ha penalizacdo nos valores de sensibilidade dos
vazios, o valor maximo para a reducao de médulo de Young (5@‘“3"( = 0,016 Pa) é res-
peitado com maior frequéncia, ou seja, o modelo linearizado estima com mais precisao
como a fungdo de restrigdo varia no modelo real. Isso faz com que o médulo de Young
se mantenha acima do valor minimo por mais iteracoes, resultando em um procedimento
mais estavel. Assim, nos casos seguintes, os valores de sensibilidade dos elementos vazios
nao foram penalizados (p, = pg = 1). Destaca-se que a redu¢do méxima de médulo de
Young ¢ sempre respeitada em cada subproblema linearizado, as redugoes maiores que

esse limite ocorrem apenas no problema nao-linear original.

O problema considerado é muito sensivel a todos os parametros e ha uma
grande quantidade de 6timos locais que sdo solugoes igualmente validas. Ao calibrar os
raios dos filtros de sensibilidades e operadores morfologicos, resultados satisfatérios fo-
ram obtidos para todas as expressoes de sensibilidade apresentadas neste trabalho. Isso
significa que mesmo a abordagem convencional (ICPO Simples) pode ser suficiente para
realizar as otimizagoes, se os parametros forem suficientemente calibrados. Ainda assim,

expressoes de sensibilidade aprimoradas podem contribuir nesse processo, melhorando a
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robustez dos procedimentos de otimizagao e produzindo uma exploragao mais efetiva do

dominio de solugoes possiveis.

Ao reduzir os raio dos filtros de sensibilidades e o parametro de momento, as
otimizacoes com ICPO Simples algumas vezes ficam presas em torno de minimos locais.
Esse problema pode ser agravado pelos operadores morfoldgicos, ja que suas perturbagoes
podem desfazer alteracoes realizadas apods a resolucao de cada subproblema linear inteiro.
Tal comportamento pode ser evitado ao utilizar valores de sensibilidade precisos, como
verificado nos exemplos seguintes, otimizados para um valor prescrito de 7* = 0,6, sem

filtros de sensibilidade e métodos de momento, com operadores morfologicos de raio r,, =
0,008 m.

No resultado apresentado na Figura 6.37, a abordagem ICPO Simples foi usada
para realizar a ASVF. O procedimento de otimizacao falhou em atingir o valor prescrito
para o coeficiente de Poisson. Além disso, observam-se platos na curva de evolucao, o que
indica que as topologias comegaram a oscilar em torno de um minimo local, fazendo com

que a funcao objetivo estagnasse em torno de um valor insatisfatorio.
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Figura 6.37 — Otimizagao usando ICPO Simples sem Filtros e Mom. (N = 16 384)

No resultado apresentado na Figura 6.38, a abordagem SGC-2 foi usada para
realizar a ASVF. O procedimento de otimizacao conseguiu atingir o valor prescrito para
o coeficiente de Poisson. A curva de evolugao obtida exibe um comportamento desejavel,
com o coeficiente de Poisson oscilando em torno do valor prescrito. Com isso, diferen-
tes topologias candidatas foram obtidas durante a exploracao do dominio de solugoes

possiveis.

Outros exemplos foram considerados para avaliar a melhora de robustez obtida
ao utilizar valores de sensibilidade mais precisos. As otimizagoes seguintes foram feitas

para um valor prescrito de * = —0,3, com filtros de sensibilidades de raio r; = 0,016 m,
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sem métodos de momento e operadores morfologicos. Para visualizar melhor as solucoes,

ilhas solidas desconectadas foram removidas das topologias finais.
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Figura 6.38 — Otimizagao usando SGC-2 sem Filtros e Mom. (N; = 16 384)

0,60 -

0,55 1

0,50 1

0,45 4

0,40

0,351

=53%

< my<>

= 0,600
= 0,126

25

50

75

1C')O
iteracao

125

150

175

No resultado apresentado na Figura 6.39, a abordagem ICPO Simples foi usada

para realizar a ASVF. Novamente, o procedimento falhou em atingir o valor prescrito para

o coeficiente de Poisson. Nesse caso, ao invés de oscilar em torno de um minimo local, o

programa continuou explorando o dominio de solugoes possiveis, mas ele nao foi capaz de

melhorar a fungao objetivo satisfatoriamente.
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Figura 6.39 — Otimizagao usando ICPO Simples sem Mom. e Op. Morf. (V; = 16 384)

No resultado apresentado na Figura 6.40, a abordagem SGC-2 foi usada para

realizar a ASVF. O procedimento conseguiu atingir o valor prescrito para o coeficiente

de Poisson. Esses resultados mostram que as expressoes de sensibilidade mais precisas

podem melhorar os procedimentos de otimizagao, tornando-os mais robustos. Quando
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analises de sensibilidade precisas sao realizadas, os parametros podem ser calibrados com
mais facilidade, produzindo solugoes efetivas mesmo que a configuracao de parametros

nao seja ideal.
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Figura 6.40 — Otimizagao usando SGC-2 sem Mom. e Op. Morf. (N; = 16 384)

Durante o desenvolvimento deste estudo, uma variedade de resultados foi ob-
tida, alguns deles sao apresentados na Figura 6.41. Para essa malha, trés valores foram
considerados para o coeficiente de Poisson prescrito: v* = —0,3; 7* = 0,0; e 0* = 0,6.
Como ja foi dito, pode-se observar que o problema considerado é muito sensivel e que ha
diversos minimos locais igualmente validos, o que cria dificuldades aos programas de oti-
mizacao. Reforga-se assim a importancia de aprimoramentos como os apresentados neste

trabalho, que reduzem incertezas ao realizar lineariza¢Ges mais precisas na PLIS.

Observando as estruturas otimizadas, pode nao ficar claro como seria o com-
portamento cinematico das células de base em uma estrutura real, em outras palavras,
pode nao ficar claro como uma estrutura composta por um padrao periddico dessas células
exibiria as propriedades homogeneizadas computadas. Para entender melhor os resulta-
dos, o comportamento qualitativo de algumas células da Figura 6.41 foi analisado. Para
realizar tal analise, o problema apresentado na Figura 6.42 foi considerado, a regiao mais
clara corresponde a uma estrutura composta por um padrao peridodico de células e as
regides mais escuras correspondem a corpos rigidos usados para impor valores fixos de

deslocamento nas extremidades esquerda e direita.

Como se realiza apenas uma analise qualitativa, um pequeno niimero de células
foi considerado, usado principalmente para reduzir efeitos de borda na célula central.
Ainda assim, essa estrutura com um pequeno nimero de células ji corresponde a um
sistema com 1577986 graus de liberdade. A Figura 6.43 apresenta os resultados para trés

células otimizadas diferentes e para uma célula completamente solida.
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Figura 6.41 — Diversas Células Otimizadas (N; = 16 384)
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Figura 6.42 — Estrutura Composta por Células Periddicas

Na Figura 6.44, apresentam-se as células centrais dos casos considerados, em
suas configuracoes nao-deformadas e deformadas. Na direita, apresentam-se apenas seus
contornos e algumas linhas horizontais, tracadas para comparar as alturas das células nao-
deformadas e deformadas. Como esperado, quando o coeficiente de Poisson é negativo, a

altura aumenta quando uma tragao horizontal é aplicada; quando o coeficiente é préximo
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de zero, a altura é mantida praticamente constante; quando o coeficiente é positivo, a

altura diminui; e quando ele é positivo, com um valor maior, a altura diminui ainda mais.
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Figura 6.43 — Estruturas Compostas por Células Periédicas Deformadas

Para realizar uma analise quantitativa com uma estrutura heterogénea tal que
as propriedades homogeneizadas fossem obtidas, a estrutura precisaria ser composta por

um grande ntimero de células, o que pode ser computacionalmente proibitivo. O propdsito
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da analise apresentada é apenas ilustrar o comportamento geral das células selecionadas

e mostrar, por outro prisma, que as otimizagoes foram efetivas.

v=-0,31

Figura 6.44 — Células Deformadas e seus Comportamentos Qualitativos

No problema considerado, no qual se impoe simetria diedral D3 na célula
hexagonal, as matrizes locais necessarias para realizar a andlise SGC-2 tém dimensoes de
até 192 x 192 (no caso sem simetria, em que cada varidvel de projeto corresponderia a um
tnico elemento quadrilateral, essas matrizes teriam dimensoes de, no maximo, 32 x 32).
Apesar de essas matrizes serem esparsas, na implementacao atual usada para desenvolver
o método, matrizes densas foram usadas, o que aumenta substancialmente os recursos
computacionais necessarios para realizar essa tarefa. Além do aprimoramento da eficiéncia
do programa, pode-se ainda, em implementacgoes futuras, utilizar estratégias similares a
usada em Barbarosie et al. (2017), onde o custo computacional de problemas simétricos é
reduzido ao resolver varios sistemas lineares pequenos em um tinico subdominio simétrico,
a0 invés de resolver um sistema linear grande no dominio completo. Assim, entende-se que,
para avaliar se a abordagem desenvolvida é viavel para uso pratico, é suficiente mostrar

que a implementacao atual nao possui custos computacionais proibitivos.

Para diferentes malhas, a Tabela 6.1 apresenta os tempos medianos de execu-
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¢oes individuais das principais tarefas do processo de otimizacao: a resolu¢do do sistema
linear; a aplicacao dos filtros de sensibilidade; a resolucao do subproblema linear inteiro;
e a ASVF. A estrutura com um tnico furo hexagonal no centro foi utilizada, em malhas
de 1536, 3174, 6144, 12150, 24576, 49 686, 98 304, 196 566, 393 216 e 786 264 elementos

quadrilaterais. Tudo foi executado de maneira serial e o tempo mediano de 11 execucoes

independentes foi utilizado como resultado.

Tabela 6.1 — Tempo de Execugao das Principais Tarefas (em segundos)

N, ICPO SGC-2 Filtragem | Subprob. Linear | Sist. Linear
1536 | 6,8x107° |25 x 1072 |52 x 107 1,6 x 1072 1,0 x 1072
3174 | 1,4 x107* | 5,3 x 1072 | 7,8 x 107° 4.4 x 1072 2.4 x 1072
6144 | 2,5 x107* | 1,0 x 107" | 1,3 x 10~* 4,1 x 1072 5,1 x 1072
12150 | 5,1 x 107* | 2,0 x 107" | 3,8 x 1074 1,1 x 1071 1,1 x 1071
24576 | 1,1 x 1073 | 40 x 107" | 1,2 x 1073 1,3 x 1071 2.4 x 107!
49686 | 2,2 x 1073 | 8,2 x 107 | 4,6 x 1073 2,3 x 107! 3,7 x 1071
98304 | 5,0 x 1072 | 1,6 x 10° | 1,7 x 1072 4,6 x 1071 8,6 x 10!
196566 | 1,1 x 1072 | 3,2 x 10° | 6,9 x 1072 9,3 x 107! 2,0 x 10°
393216 | 2,3 x 1072 | 6,4 x 10° | 3,1 x 107! 2,7 x 10° 4.5 x 10°
786264 | 5,0 x 1072 | 1,3 x 10" | 1,1 x 10° 3,8 x 10! 1,1 x 10!

Na implementacgao atual, cada analise SGC-2 leva em torno de 300 vezes mais
do que cada andlise ICPO. Exceto para a malha mais refinada, o tempo de cada itera-
¢ao do processo de otimizacao praticamente dobraria ao utilizar a abordagem proposta
(SGC-2) ao invés da convencional (ICPO). Ainda assim, ambas as abordagens sao per-
feitamente paralelizaveis e escalam linearmente com o refinamento da malha. Enquanto
que a operacao de filtragem escala de maneira quadratica; a resolucao do sistema linear
escala com um expoente entre 1 e 2; e a resolu¢ao do subproblema linear inteiro escala

mais do que todas as outras tarefas, como observado para a malha mais refinada.

Num uso pratico, o programa seria executado de maneira paralela, o que re-
duziria o tempo das analises de sensibilidade em ao menos uma ordem de grandeza. Isso
significa que, mesmo na implementagdo subotimizada atual, considerando a malha de
786 264 elementos quadrilaterais, o tempo que seria gasto em cada iteragao para realizar
a analise SGC-2 seria da ordem de um segundo. O impacto computacional em utilizar a
abordagem proposta ao invés da convencional estda dentro de margens razoaveis e, por-
tanto, afirma-se que a abordagem SGC-2 é adequada para ser utilizada em problemas

praticos de concepcao de metamateriais isotropicos.
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6.2 Amostras dos Dados Gerados

Os programas desenvolvidos foram usados para gerar conjuntos de dados para
os treinamentos das RNA. Todos os dados produzidos durante os procedimentos de oti-
mizacao foram armazenados, o que permite o uso dos conjuntos de dados em outras
aplicacoes além da considerada aqui, de computacgao de valores de sensibilidade precisos.
Para ilustrar o contetido dos conjuntos gerados, algumas amostras sao apresentadas nesta

secao.

6.2.1 Dados para Minimiza¢do de Complacéncia

Considerando uma malha de Ny = 2048 elementos, 148 240 otimizac¢des foram
realizadas em uma viga engastada-livre com diferentes condi¢oes de contorno, utilizando

o algoritmo BESO para solucionar cada subproblema da PLIS.

Primeiramente, apresentam-se os resultados para uma viga usual, com a aresta
esquerda completamente engastada e uma carga pontual no centro da extremidade direita.

O que corresponde a py. = 0,0m, rp. = 0,5m, pig = 0,0m e 1y = 0,0m.

Na Figura 6.45, pode-se notar que a fragdo de volume progride de 100% até
50% em 32 iteracoes, em uma taxa constante de 1,5625%. Como esperado, o valor da
funcao objetivo aumenta enquanto o volume esté sendo reduzido. Alguns picos ocorrem
quando componentes estruturais sao rompidos, alterando a topologia da viga. Depois de
atingir o volume prescrito, a funcao objetivo é reduzida, por fim, ela oscila até que o
critério de parada seja atingido. Esse é um caso bem comportado, no qual 62 iteragoes
foram realizadas. Uma vez que um parametro de paciéncia de 1) = 20 foi usado, a solugao

otimizada corresponde a topologia da 42¢ iteracao.

A solugao otimizada, da 42¢ iteracao, ¢ apresentada na Figura 6.46. Para in-
formar quais elementos estao engastados e quais estao carregados, duas colunas adicionais
foram incluidas ao lado das arestas esquerda e direita do dominio de projeto. Na coluna
adicional da esquerda, um elemento em branco indica que ambos os nés de sua aresta
direita estao irrestritos; um elemento em cinza claro indica que um né de sua aresta di-
reita estd restrito; e um elemento em cinza escuro indica que ambos os nés de sua aresta
direita estao restritos. Na coluna adicional da direita, um elemento em branco indica que
nao héa carga em nenhum né de sua aresta esquerda; um elemento em cinza claro indica
que um né de sua aresta esquerda estd carregado; e um elemento em cinza escuro indica
que ambos os noés de sua aresta esquerda estao carregados. Dentro do dominio de projeto
(excluindo as colunas adicionais), elementos em branco correspondem a vazios e elementos

em preto correspondem a solidos.

Além dos valores da funcao objetivo e da fracao de volume, os vetores de

topologia e de sensibilidade de cada iteracdo sao armazenados. A Figura 6.47 mostra a
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topologia (em cima, a esquerda), o mapa de sensibilidade SGC-0 (em cima, a direita), o
mapa de sensibilidade SGC-1 (no meio, & direita), o mapa de sensibilidade SGC-2 (em
baixo, & direita) e o mapa de sensibilidade SW (em baixo, a esquerda) para a 32% iteragao.
Para atualizar a topologia em cada iteracao, utilizam-se os valores de sensibilidade exatos,
dados pelo mapa de sesibilidade SW. Como esperado, pode-se notar que a precisao das

aproximagoes SGC aumenta conforme mais passos sdo considerados (de 0 até 2).
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Figura 6.45 — Evolucao das Fungoes na Otimizagao de uma Viga Usual

Figura 6.46 — Solugao da Otimizagao de uma Viga Usual (it. 42)

Os vetores de deslocamentos de cada iteragdo também sdo armazenados. A
Figura 6.48 mostra a estrutura da 32¢ iteracao deformada. Os valores de deslocamento

foram reescalados para melhorar a visualizagao.
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topologia

Figura 6.47 — Topologia e Mapas de Sensibilidade para uma Viga Usual (it. 32)

Figura 6.48 — Viga Usual Deformada (it. 32)

Para observar os efeitos de alterar cada uma das entradas (ppe, Tve, Pids T1d),
apresentam-se as topologias otimizadas obtidas com trés parametros fixos e o quarto

parametro variando com incrementos minimos.

Os resultados apresentados na Figura 6.49 foram obtidos variando a posicao
central da area engastada na viga engastada-livre. Um tnico elemento é engastado, entao
hé 32 (IV,) valores possiveis para py.. A carga é aplicada na metade inferior da aresta
direita, entao pg = —0,25m e 1y = 0,25 m. Como apenas entradas nao-redundantes sao
consideradas no conjunto de dados, alguns dos resultados apresentados tiveram que ser
espelhados em relacao ao eixo horizontal, os resultados espelhados estao identificados com

asteriscos (topologias com indices de 16 a 31).
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Os resultados apresentados na Figura 6.50 foram obtidos variando a meia-

altura da area engastada na viga engastada-livre. A regidao engastada é centralizada no
meio da aresta, entdao ha 16 ( “) valores possiveis para .. A carga é aplicada na metade

inferior da aresta direita, entdao p;g = —0,25m e rjg = 0,25 m.
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Os resultados apresentados na Figura 6.51 foram obtidos variando a posi¢ao
central da area carregada na viga engastada-livre. Para posi¢oes centrais sobre um no,
uma carga pontual foi considerada. Para posigdes centrais entre dois nds, ambos os nos
sao carregados. Entao, ha 65 (2 N, + 1) valores possiveis para pjq. A restri¢gio mecanica é

aplicada na metade inferior da aresta esquerda, entao py. = —0,25m e rp. = 0,25 m.
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Figura 6.51 — Topologias Otimizadas para Diferentes Valores de pyq

Os resultados apresentados na Figura 6.52 foram obtidos variando a meia-

altura da area carregada na viga engastada-livre. A regiao carregada é centralizada no
. < 1 N, i - Ao
meio da aresta, entdo ha 17 (5% + 1) valores possiveis para ri4. A restricdo mecanica é

aplicada na metade inferior da aresta esquerda, entdo py. = —0,25m e rp. = 0,25 m.

O caso que levou mais iteracoes para atingir o critério de parada precisou de
360 iteracoes e tem como parametros de entrada: pp. = —0,234375m; rp. = 0,031250 m;
pa = —0,109375m; e rg = 0,312500m. A Figura 6.53 apresenta a evolugao da funcao
objetivo e da fracdo de volume no decorrer da otimizacao e a Figura 6.54 apresenta as

topologias de algumas iteragoes. A topologia otimizada esta identificada com um asterisco.

O pico da funcao objetivo, que ocorre na 31% iteracao, corresponde a uma
alteragdo muito ineficiente da topologia. Nessa iteragdo, um componente estrutural im-
portante é rompido. Geralmente, quando isso acontece, o material restante do componente

é rapidamente removido, ja que ele deixa de contribuir para a rigidez da estrutura.
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Figura 6.53 — Evolucao das Funcgoes para o Caso com 360 Iteracoes

Nesse caso, a alteragao abrupta da topologia nao foi suficiente para alterar o
minimo local que estava sendo rodeado pelo algoritmo. Assim, o programa lentamente

recuperou o componente rompido no decorrer das iteragoes seguintes. O método consi-
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derado pode remover material da estrutura com muito mais facilidade do que ele pode
readicionar material. Além disso, para que o procedimento seja estavel, valores pequenos
sao usados para D**. O que explica porque mais de 300 iteragoes foram necessdrias para

produzir o resultado otimizado.

Figura 6.54 — Topologias para o Caso com 360 Iteracoes

Um dos casos que levou menos iteragdes para atingir o critério de parada
precisou de 52 iteragoes e tem como parametros de entrada: p,. = —0,078125m; rp. =
0,312500m; pig = 0,234375m; e rq = 0,093750m. A Figura 6.55 apresenta a evolugao
da funcao objetivo e da fracdo de volume no decorrer da otimizagdo e a Figura 6.56
apresenta as topologias de algumas iteracoes. A topologia otimizada esta identificada

com um asterisco.

Nos problemas considerados para a geracao do conjunto de dados, 52 iteracoes
corresponde ao menor nimero possivel. Significa que, dentre as topologias com V; =
Vi = 50%, a topologia com o menor valor de complacéncia foi obtida na 32 iteracao,
que é a primeira iteracao na qual a estrutura possui o valor de fracao de volume prescrito.
Como se pode observar, uma convergéncia rapida ocorre porque um componente estrutural
importante é rompido na 33 iteracao. Nesse caso, isso foi suficiente para alterar o minimo
local que estava sendo rodeado pelo algoritmo. Como o novo minimo ¢ pior que o anterior,

a estrutura da 32 iteragao foi retornada como solucao.

O conjunto de dados completo, contendo os resultados das 148 240 otimizacoes,
corresponde a 579 GB de dados. Os programas utilizados estao disponiveis no repositério
publico: <https://github.com/Joquempo/Cantilever-Dataset>. No repositério, hd uma
documentacao mais detalhada que informa como os programas funcionam e como eles

devem ser utilizados para gerar o conjunto de dados.
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Figura 6.55 — Evolucao das Funcoes para o Caso com 52 [teragoes

Figura 6.56 — Topologias para o Caso com 52 Iteragoes

6.2.2 Dados para Concepc¢do de Metamateriais

Considerando uma malha de N; = 1024 varidveis de projeto (N; = 6144
elementos quadrilaterais), 18 382 otimizacoes foram realizadas na célula de base de um
metamaterial isotrépico com diferentes valores de propriedades prescritas, utilizando o
algoritmo simplex combinado com ramificar-e-limitar para solucionar cada subproblema

da PLIS.

Observa-se que, na documentacao produzida para o conjunto de dados, o valor
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de médulo de Young homogeneizado é apresentado em termos relativos, como uma por-
centagem do médulo de Young do material de base. De qualquer maneira, os valores sao

equivalentes ja que a propriedade do material de base ¢ de £ = 1,0 Pa.

Para ilustrar o tamanho do conjunto de dados, as propriedades homogeneizadas
de todas as topologias geradas sao apresentadas na Figura 6.57. H4 1374656 topologias
armazenadas no conjunto gerado, contudo, em torno de metade delas tem propriedades
muito similares (ou idénticas). No grafico de dispersao apresentado, os pontos correspon-

dem a 616 862 topologias com propriedades homogeneizadas tinicas.
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Figura 6.57 — Propriedades de Todos os Metamateriais Gerados

Pode-se observar que topologias com moddulos de Young préximos de 100%
tém coeficientes de Poisson proximos de 0,3, que é a propriedade do material de base.
Valores mais extremos sao obtidos para o coeficiente de Poisson conforme valores menores
sao considerados para o modulo de Young. Quando os médulos de Young estao proximos
de 0%, obtém-se coeficientes de Poisson de valores proximos de —1,0 até valores préximos
de 1,0. H4 uma regiao com pontos mais esparsos que corresponde aos valores de Poisson
entre 0,2 e 0,4. Ela ocorre pois todas as otimizacoes comegam de uma topologia com
coeficiente de Poisson proximo de 0,3 e se deseja obter valores que sejam ou maiores do
que 0,4 ou menores do que 0,2. Entao, as topologias entram nessa regiao apenas quando

passos indesejaveis sdo realizados nos procedimentos de otimizacao. Ha duas regioes com
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pontos mais densos em torno dos valores de Poisson minimo e méximo para cada médulo
de Young. Elas ocorrem pois, para cada valor minimo de médulo de Young (Emin), o valor
prescrito para o coeficiente de Poisson (7*) varia de —1,0 até 1,0. Entao, quando Emin ¢
muito elevado para permitir valores de Poisson extremos, todas as otimizagoes que nao
foram capazes de atingir seus valores prescritos retornam topologias em torno dos valores

de Poisson minimo e méaximo admissiveis para aquela restricao de moédulo de Young.

A Figura 6.58 apresenta os pontos correspondentes a resultados otimizados.
Topologias com propriedades muito similares (ou idénticas) foram desconsideradas: em
torno de metade das 18 382 topologias otimizadas sdo mostradas no grafico de dispersao.
As mesmas observagoes podem ser feitas: hd uma regiao vazia que corresponde aos valores
de Poisson entre 0,2 e 0,4; e ha regioes mais densas em torno dos valores de Poisson minimo

€ Mmaximo.
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Figura 6.58 — Propriedades dos Metamateriais Otimizados

Na Figura 6.59, uma pequena amostra de 19 topologias otimizadas é mostrada,
as posicoes das estruturas apresentadas indicam suas propriedades homogeneizadas. A
parte solida das estruturas é representada em tom escuro e a parte vazia é representada

em tom claro.



179

1,0
nao|alcancado

0.6 @ o-\ @ @ @

nao|buscado

0,2

ol | o @
o <o ﬁ
02 1o 7

vy @

coeficiente de Poisson

ndo|alcancado

.1,0_:;5

|
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%
moédulo de Young

Figura 6.59 — Células Otimizadas e suas Propriedades Homogeneizadas

Em seguida, apresentam-se mais amostras, extraidas dos cortes destacados na
Figura 6.60.

No corte “A”, topologias com médulos de Young entre 10% e 15% sao conside-
radas, uma amostra de 28 estruturas com diferentes coeficientes de Poisson é apresentada
na Figura 6.61. Passos de 0,04 sao considerados. Topologias com coeficientes de Poisson
variando de —0,49 a 0,19 e de 0,41 a 0,77 sao mostradas.

No corte “B”, topologias com coeficientes de Poisson entre —0,02 e 0,02 sao
consideradas, uma amostra de 10 estruturas com diferentes moédulos de Young é apre-
sentada na Figura 6.62. Passos de até 7% sdo considerados. Topologias com médulos de

Young variando de 0% a 44% sdo mostradas.

Para ilustrar o conteido armazenado no conjunto de dados gerado, considera-

se 0 caso com V¥ = —0,3 e Emin — 20%. Os resultados obtidos sdo apresentados nas

Figuras 6.63, 6.64, 6.65, 6.66 e 6.67.
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Figura 6.61 — Topologias Otimizadas com Diferentes Coeficientes de Poisson (“A”)
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Figura 6.62 — Topologias Otimizadas com Diferentes Mddulos de Young (“B”)

Na Figura 6.63, pode-se notar que o coeficiente de Poisson melhora consisten-

temente quando o médulo de Young esta longe de seu valor minimo. Quando a restricao
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é ativada, o processo se torna menos estavel pois cada vez que a solucao do subproblema
linearizado quebra a restricao, a estrutura é dilatada. A operagao de dilatacdo pode ser
identificada pelos aumentos abruptos na fracdo de volume. O melhor resultado, apre-
sentado na Figura 6.64, foi obtido na 48* iteracdo, suas propriedades sdo 7 = —0,29 e
E = 20,4%. A Figura 6.65 apresenta todas as topologias avaliadas. Apesar de um para-
metro de paciéncia de ¥ = 30 ter sido usado, 81 iteracoes foram necessarias para concluir
o procedimento porque a topologia da iteragao 51 possui uma fracdo de volume menor
do que a 48% topologia, o que resultou em um valor menor para a fun¢ao objetivo com

penalizacao de volume.
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Figura 6.63 — Evolucao das Funcoes para 0* = —0,3 e Emin — 20%

Além das topologias, propriedades homogeneizadas e fragoes de volume, os
vetores de sensibilidades e de deslocamentos de cada iteracao foram armazenados. A Fi-
gura 6.66 mostra os 12 vetores de sensibilidades armazenados para a topologia otimizada.
Em rigor, armazenam-se as variagoes finitas ACyy, ACT; e ACy. Para obter os valores
de sensibilidade propriamente ditos, referentes aos termos diagonais de C, é necessario
alterar o sinal dessas variagoes finitas para os elementos solidos. Os mapas de ACy, estao
na primeira linha, os de ACY; estdo na segunda linha e os de ACy estao na terceira linha.

A primeira coluna corresponde as estimativas SGC-0, a segunda coluna as estimativas
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SGC-1, a terceira coluna as estimativas SGC-2 e a quarta coluna aos valores exatos, com-
putados através da abordagem SW. Uma escala nao-linear independente ¢ definida para

cada mapa, para melhorar a resolucdo de contraste das figuras.

Figura 6.64 — Topologia Otimizada para v* = —0,3 e Emin — 20% (it. 48)
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Figura 6.65 — Topologias para 7* = —0,3 e E™ = 20%

Na Figura 6.67, apresenta-se a célula deformada para as trés macrodeforma-
¢Oes canonicas impostas para realizar o procedimento de homogeneizagao. Os valores de

deslocamento sao reescalados para melhorar a visualizacao.

O caso que levou mais iteracoes para atingir o critério de parada precisou de
292 iteracoes e tem como parametros de entrada: 7* = 0,57 e Emin — 6,5%. A Figura 6.68
apresenta a evolugao das propriedades homogeneizadas e da fragdo de volume no decorrer
da otimizacgao e a Figura 6.69 apresenta as topologias de algumas iteragdes. A topologia
otimizada estd identificada com um asterisco (iteracao 262), suas propriedades homoge-
neizadas sio » = 0,57 ¢ £ = 15,3%.
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Figura 6.66 — Mapas de Sensibilidade para 7* = —0,3 e E™n = 20% (it. 48)

o &

Figura 6.67 — Célula sob Macrodeformagoes Candnicas (it. 48)

A otimizacao foi longa pois o procedimento de dilatacao frequentemente produ-
ziu topologias em bacias de atracao de diferentes minimos locais. Assim, mais candidatos
foram avaliados no decorrer do processo iterativo. Depois da iteracao 262, o programa
nao foi capaz de continuar melhorando a fun¢ao objetivo, entao o critério de parada foi

alcancado.

Um dos casos que levou menos iteragoes para atingir o critério de parada
precisou de 37 iteragoes e tem como parametros de entrada: 7* = —0,89 e Emin — 40,5%.
A Figura 6.70 apresenta a evolugao das propriedades homogeneizadas e da fragao de
volume no decorrer da otimizacao e a Figura 6.71 apresenta as topologias avaliadas no
processo iterativo. A topologia otimizada estd identificada com um asterisco (iteragao 7),

suas propriedades homogeneizadas sao 7 = 0,08 e E= 42.9%.



06 o
0,

0.4 " dpl 8 |

n
=z
ES

0,3
'

0,2

coeficiente de Poisson

0,1

modulo de Young [Pa]

fracdo de volume

0 50 100 . 150~ 200 250
iteracdo

Figura 6.68 — Evolucao das Fungoes para o Caso com 292 Iteracoes
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Figura 6.69 — Topologias para o Caso com 292 Iteragoes
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O valor elevado para o médulo de Young minimo faz com que a restricao
seja quebrada com maior facilidade, entao apenas 7 iteracoes foram realizadas antes da
primeira dilatacao. Nesse caso, as perturbacoes do procedimento de dilatacao nao foram
suficientes para retirar as topologias da bacia de atragdo do minimo local que estava
sendo rodeado. Entao, antes de cada dilatagao, estruturas similares foram obtidas. Aqui,
o primeiro candidato foi o que teve a melhor performance, entao o processo de otimizacao

levou apenas 37 iteragoes para ser concluido.

O conjunto de dados completo, contendo os resultados das 18 382 otimizagoes,
corresponde a 260 GB de dados. Os programas utilizados estao disponiveis no reposité-
rio publico: <https://github.com/Joquempo/Metamaterial-Dataset>. No repositério, ha
uma documentagao mais detalhada que informa como os programas funcionam e como

eles devem ser utilizados para gerar o conjunto de dados.
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Figura 6.70 — Evolugao das Fungoes para o Caso com 37 Iteracoes
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Figura 6.71 — Topologias para o Caso com 37 Iteragoes

6.3 Desenvolvimento das Redes Neurais

Os conjuntos de dados gerados foram utilizados para o desenvolvimento das
redes neurais propostas. O treinamento das redes lineares e das MAE foi feito pelo método
direto descrito, no qual os parametros das redes sao obtidos através da resolucao de
sistemas lineares. O treinamento das redes PMC foi feito por um método baseado em

gradiente estocastico.

Apo6s o treinamento de cada rede, avaliou-se a performance junto aos conjuntos
de teste, a possibilidade de aprendizado por transferéncia e a capacidade de generalizagao

em relacao ao refinamento de malha.

6.3.1 Treinamento

Para as redes lineares e para as MAE, cada treinamento foi feito para uma
gama de parametros de regularizacdo A. Além do caso sem regularizacao (A = 0), fez-se

uma varredura avaliando 301 pontos entre 10714 e 10,

Em todos os casos das redes lineares e das MAE, o comportamento apresentado
nas Figuras 6.72 e 6.73 foi observado para o EQM e para a soma dos quadrados dos
pesos sindpticos (¢ - t). Em cada caso, o EQM foi avaliado no conjunto de validagao

correspondente.

Os resultados mostram uma piora da performance dessas redes quando valores

significativos de A s@o utilizados. Isso indica que, para as redes lineares e para as MAE
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consideradas, o problema de sobreajuste nao ocorre: uma boa performance no conjunto de

treinamento implica uma boa performance na totalidade dos dados. Para valores elevados

de A, os pesos sinapticos t assumem valores praticamente nulos e a estimativa de cada
rede é dada somente por seu valor de limiar ¢, o que faz com que o EQM atinja seu valor
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Figura 6.72 — Varredura de A para a rede Linear SO-V1-ET (Complacéncia)

Apbés realizar a varredura, o valor 6timo A* foi obtido através de buscas de

bissecao. Os 6timos obtidos sao apresentados nas Tabelas 6.2 e 6.3 para as redes lineares;

e nas Tabelas 6.4 e 6.5 para as MAE.
Em todos os casos, valores pequenos foram obtidos para o coeficiente de re-

gularizagao. A reducao observada no EQM com a regularizacio foi praticamente nula e,
mesmo nos casos com maiores valores de A\*, o valor de t -t foi reduzido em menos de 5%.
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Tabela 6.2 — Coeficientes de Regularizagao para a Rede Linear (Complacéncia)

1078 10~

4 10° 104
A

108 1012

Rede A¥ EQM t-t
Linear S0-V1-ES 0,0 1,233 x 1073 | 1,576 x 10°
Linear SO-V1-ET | 5,6 x 1074 | 1,295 x 107! | 2,446 x 107!
Linear S1-V1-ES | 2,3 x 1078 | 1,634 x 107* | 2,176 x 10°
Linear S1-V1-ET 0,0 3,505 x 1072 | 2,208 x 10°
Linear S2-V1-ES | 1,5 x 1078 | 6,846 x 107° | 3,292 x 10°
Linear S2-V1-ET | 2,9 x 10714 | 2,539 x 1072 | 7,085 x 10~}
Linear SO-V9-ES 0,0 1,201 x 1073 | 1,767 x 10°
Linear S0-V9-ET | 1,1 x 10713 | 1,116 x 10~ | 7,391 x 10!
Linear S1-V9-ES 0,0 1,361 x 107* | 1,960 x 10°
Linear S1-V9-ET | 5,7 x 107¢ | 3,318 x 1072 | 1,512 x 10"
Linear S2-V9-ES | 2,7 x 10710 | 3,827 x 107° | 3,327 x 10°
Linear S2-V9-ET | 5,0 x 1078 | 2,094 x 1072 | 3,654 x 10°
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Tabela 6.3 — Coeficientes de Regularizagao para a Rede Linear (Metamaterial)

Rede A* EQM t-t
Linear SO-V1-ES | 1,8 x 1076 | 9,613 x 10~* | 1,732 x 10°
Linear SO-V1-ET | 1,5 x 107 | 3,029 x 107! | 6,333 x 1072
Linear S1-V1-ES 0,0 4,523 x 107* | 1,397 x 10°
Linear S1-VI1-ET 0,0 8,500 x 1072 | 2,595 x 10°
Linear S2-V1-ES | 1,7 x 1078 | 1,749 x 10~* | 4,677 x 10°
Linear S2-V1-ET 0,0 8,017 x 1072 | 1,121 x 10°
Linear SO-V9-ES | 6,2 x 1078 | 9,545 x 10~* | 1,955 x 10°
Linear SO-V9-ET | 1,9 x 107 | 2,570 x 107" | 2,448 x 107!
Linear S1-V9-ES 0,0 4,412 x 1074 | 1,235 x 10°
Linear S1-V9-ET 0,0 8,092 x 1072 | 3,413 x 10°
Linear S2-V9-ES 0,0 1,665 x 107* | 3,393 x 10°
Linear S2-V9-ET 0,0 7,326 x 1072 | 3,128 x 10Y

Tabela 6.4 — Coeficientes de Regularizagao para a MAE (Complacéncia)

Rede M* EQM t-t
MAE S0-V1-ES 0,0 1,233 x 1073 | 1,576 x 10°
MAE SO-VI-ET | 5,6 x 107 | 1,295 x 107" | 2,446 x 107!
MAE S1-V1-ES 0,0 1,603 x 1074 | 1,204 x 103
MAE S1-V1-ET | 5,6 x 1077 | 1,179 x 1072 | 3,545 x 10!
MAE S2-V1-ES 0,0 6,657 x 107° | 4,578 x 10*
MAE S2-V1-ET | 32 x 1077 | 8,890 x 1072 | 8,501 x 10°
MAE S0-V9-ES 0,0 1,104 x 1072 | 5,119 x 10!
MAE SO-V9-ET | 1,0 x 10713 | 1,014 x 10~ | 3,507 x 10°
MAE S1-V9-ES | 7,6 x 107 | 9,686 x 107> | 1,147 x 10°
MAE S1-V9-ET 0,0 4,806 x 1073 | 1,986 x 10!
MAE S2-V9-ES 0,0 1,666 x 107° | 6,123 x 10°
MAE S2-V9-ET | 1,0 x 107 | 2,035 x 1072 | 3,630 x 10!
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Tabela 6.5 — Coeficientes de Regularizacdo para a MAE (Metamaterial)

Rede A* EQM t-t
MAE SO-V1-ES | 1,8 x 107¢ [ 9,613 x 1074 | 1,732 x 10°
MAE S0-V1-ET | 1,8 x 107 | 3,029 x 107! | 6,333 x 1072
MAE S1-V1-ES 0,0 4,516 x 107* | 2,184 x 102
MAE S1-VI-ET | 5,6 x 1077 | 4,501 x 1072 | 1,529 x 102
MAE S2-V1-ES | 3,4 x 10713 | 1,510 x 10™* | 3,047 x 10°
MAE S2-V1-ET 0,0 3,318 x 1072 | 3,153 x 10*
MAE S0-V9-ES 0,0 9,361 x 107* | 1,335 x 10*
MAE S0-V9-ET | 1,0 x 10™° | 1,878 x 107! | 2,563 x 10°
MAE S1-V9-ES | 7,3 x 1072 | 4,078 x 10~* | 5,316 x 10?
MAE S1-V9-ET 0,0 2,192 x 1072 | 1,221 x 102
MAE S2-VO9-ES | 1,6 x 107 | 1,020 x 10™* | 4,346 x 10°
MAE S2-VO-ET | 1,0 x 107 | 1,344 x 1072 | 8,904 x 10!
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Para o caso de minimizagao de complacéncia, as redes lineares obtidas possuem

0s seguintes parametros:

afsoii = 1465 x 107 5 0T = 1,256 % 10°) (6.1)
Glsonmty = 6,020 x 107 #Ein = [4,946 x 10—1] : (6.2)
glsrie = 4,120 x 107° ;P = [—3,931 x 1071 1,422 x 100} : (6.3)
gleidy = 7,850 x 1072 5 ¢l = [—4,718 x 1071 1,409 x 100] . (6.4)
qleoniine, = 3,822 x 107 ) = [—1,449 X 1071 5,790 x 1071 1,714 x 10°) ;
(6.5)
Gleoipty = 8511 x 1072 ¢ g = [—1,686 X107 3982 x 1071 7221 x 107 ;
(6.6)
25,956 x 1072 4,314 x 1072 —5,956 x 102
glsonbiid = 1,481x107% ; #lrminl = | 4314 x 1072 1321 x 100 4,314 x 102
5,956 x 1072 4,314 x 102 —5,956 x 102

(6.7)
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[comp-lin]

4[80-v9-ET]

[comp-lin]

t [comp-lin]

— 6,002x107! ;

_ comp-lin
U[s1-vo-ps] = 391010 35 t%SL\?g-E%]

[SO-VO-ET] =

comp-lin — comp-lin
q[[SL\})g-E]T] = 8,281x1077 ; t%81-\}39-E’]1‘] =

[comp-lin] —3 . g[comp-lin]
q[sz-\fg-ES] =2,703x107% ; t[S2—\§)9-ES]

—6,004 x 1073
—9,333 x 1072

~6,004 x 1073

—9,902 x 102
4,785 x 1072
~9,902 x 102
5,448 x 1072
—3,000 x 1072

5,448 x 1072

[ 2123 x 102
—8,725 x 1072
2,123 x 1072
1,239 x 1072
3,746 x 1072
1,239 x 1072

—1,503 x 107!
1,966 x 10~
~1,503 x 107!
2,584 x 10~!
~5,035 x 107!
2,584 x 107!
~1,391 x 107!
3,276 x 10~

—1,391 x 1071

—9,333 x 1072

8,391 x 1071

—9,333 x 1072

4,785 x 1072
—2,292 x 107!
4,785 x 102
—3,000 x 102
1,358 x 10°
—3,000 x 1072

—8,725 x 1072
—2,050 x 1071
—8,725 x 1072
3,746 x 1072
1,196 x 10°
3,746 x 1072

1,966 x 10~
3,474 x 107!
1,966 x 10~
5,035 x 10!
3441 x 10~
—5,035 x 10~
3,276 x 107!
1,027 x 10°
3,276 x 10~!
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—6,004 x 1073
—9,333 x 1072

6,004 x 1073
(6.8)

—9,902 x 1072
4,785 x 1072
—9,902 x 1072
5,448 x 1072
—3,000 x 102
5,448 x 1072

(6.9)

2,123 x 102
—8,725 x 1072
2,123 x 102
1,239 x 1072
3,746 x 1072
1,239 x 1072

(6.10)

—1,503 x 107!
1,966 x 10~!
~1,503 x 107!
2,584 x 10~!
~5,035 x 107!
2,584 x 10~
~1,391 x 107!
3,276 x 10~

—1,391 x 10~
(6.11)
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0257 x 102 —1,100 x 102 9,257 x 102
1,100 x 10~2 —4,170 x 10~} —1,100 x 10-2
0257 x 102 —1,100 x 102 9,257 x 102
1286 x 10~! —2,587 x 101 —1,286 x 10!
gl = 7.558x 1072 5 il = | —2587 x 107 1,680 x 100 —2,587 x 10~
1286 x 10~! —2,587 x 101 —1,286 x 10!
7342 x 102 2243 x 101 7,342 x 102
2243 x 10~1  —2.562 x 10~1 2,243 x 10!
7342 x 1072 2243 x 101 7,342 x 102

(6.12)

Os pesos sinapticos das redes V9 foram organizados matricialmente para que
as simetrias obtidas possam ser observadas. Em cada bloco de dimensoes 3 x 3, observa-se
que as matrizes obtidas sdo simétricas em relagao a rotacoes de 90 e 180 graus, e a espe-
lhamentos verticais e horizontais. Isso garante a propriedade de invariancia apresentada

na Figura 5.6.

Para o caso de concepcao de metamateriais, as redes lineares obtidas possuem

0s seguintes parametros:

dlsoving = —2.783 x 1072 5 HIHL — [1,316 X 100} : (6.13)
dfsovimn = 9423 x 107" 5 ¢Ee vy = [2,517 x 10*1] : (6.14)
iy = —1.044 % 107 5 VL = | 8224 % 107 1179 % 10°] 5 (6.15)
gl = 2,188 x 1071 5 Ha Ve = [—6,656 % 1071 1,467 x 100] . (6.16)

Glipyy = —6,170 x 107 5 ¢yl = [8,172 X 1072 0,764 x 107" 1,028 x 10°) ;
(6.17)

Al = 2,278 x 1071 5 v = [—4,705 X 107" 8482 x 1071 4251 x 107 ;
(6.18)
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~1,945 x 1072 —3,982 x 1073 —1,396 x 1072

Glaorvons) = —2.652x1072 5 el = | 8315 x 10% 1,398 x 10°  —3,982 x 1073 |
5,308 x 1078 8,315 x 10 —1,945 x 102
(6.19)

~1,320 x 1072 —4,246 x 102 —1,310 x 102

dhoreaely = 0550x 1070 ;e = 16418 x 1072 4,809 x 1071 —4,246 x 102 | ;
3443 x 1072 —6,418 x 10-2 —1,320 x 10~2
(6.20)

—2,613 x 1072 —3,268 x 1072 —2,341 x 10—2_
—1,871 x 1072 1,168 x 107} —3,268 x 1072
—5,084 x 1072 —1,871 x 1072 —2,613 x 102
dEivers = —8124x107° 5 BENeEy = | —————  —-——— - ——— ;
5531 x 1073 1,852 x 1072 3,198 x 1073
8,243 x 1073 1,101 x 10° 1,852 x 1072

3431 x 1072 8243 x 107% 5,531 x 1073
) (6.21)

I 5582 x 1072 —1,093 x 1072 1,157 x 1072
6,137 x 107*  —7,786 x 1071 —1,093 x 1072
1,134 x 1071 6,137 x 1073 5,582 x 1072
GEiverr = 3030x107 5 EEVoE = | - oo ;
—5,590 x 1072 —1,205 x 1072 —1,257 x 1072
—3,937x 1072 1,660 x 10° —1,205 x 1072

—1,454 x 1071 —3,937 x 1072 —5,590 x 102
(6.22)




[meta-lin]
4132-v9-ES]

[meta-lin]
4[s2-vo-ET

—5,466 x 1073
2,113 x 1072
—1,024 x 107!
—2,364 x 1072
—1,695 x 1072
2,511 x 107!

¢ [meta-lin]

1,951 x 1072
1,937 x 1073
~1,615 x 107!

I 8,911 x 1072
3,573 x 1072
1,697 x 1071
—1,473 x 107!
—1,450 x 107!
—2,748 x 107!

_ meta-lin
| =2,944x107" t%sg-vg-E]T] =

6,157 x 102
7,905 x 1072
8,077 x 1072

4,548 x 1072
1,721 x 1072
2,113 x 1072
—1,278 x 107!
—6,231 x 107!
—1,695 x 1072
8,827 x 1072
1,658 x 10°
1,937 x 1073

4,899 x 103
—7,415 x 107!
3,573 x 1072
—6,974 x 1072
1,496 x 10°
—1,450 x 10~
4,315 x 1072
1,319 x 10~
7,905 x 1072

7,560 x 1072
4,899 x 1073
8,911 x 1072

—2,189 x 107!
6,974 x 1072
—1,473 x 107!

4,315 x 1072
6,157 x 1072
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3,187 x 1072
4,548 x 1072
—5,466 x 1073
—2,429 x 1071
—1,278 x 107!
—2.,364 x 1072
1,975 x 107!
8,827 x 102

1,951 x 1072
(6.23)

1,424 x 107!

(6.24)

Os pesos sinapticos das redes V9 foram organizados matricialmente para que

as simetrias obtidas possam ser observadas. Em cada bloco de dimensoes 3 x 3, observa-se

que matrizes simétricas em relagao a diagonal secundaria foram obtidas. Isso garante a

propriedade de invaridncia apresentada na Figura 5.7.

Como se pode observar, nos casos SO-ET, os valores de limiar sao mais elevados,

chegando a valores préximos de 1,0, e as somas dos pesos sindpticos sdo da ordem de 1071,

Em todos os outros casos, os valores de limiar sdo da ordem de 10! ou menores e as somas

dos pesos sinapticos estao em torno de 1,0.
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Nas redes ES, nas quais se consideram apenas elementos sélidos, o resultado
esperado foi obtido. Os valores mais precisos de sensibilidade possuem pesos maiores (0s
termos de SGC-2 tém pesos maiores que os termos de SGC-1, os quais tém pesos maiores
que os termos de SGC-0) e as operagoes resultam num aumento do valor obtido pelas
estimativas SGC (ja que essas estimativas sempre subestimam os valores de sensibilidade

para elementos solidos).

Nas redes ET, em especial nas S0, os pesos sinapticos sao menores para tentar
compensar os valores de sensibilidade superestimados dos elementos vazios. Em contra-
partida, os valores de limiar sao mais elevados para balancear essa reducao que prejudica

as estimativas para os elementos sélidos.

Todos os pesos sinapticos obtidos para as redes lineares estao entre —1 e 2.
Parametros nessa ordem de grandeza sao outro indicativo de que nao houve sobreajuste:
expressoes simples foram obtidas para realizar a tarefa; e o comportamento observado

deve ser similar mesmo para dados externos aos conjuntos de dados considerados.

Como as MAE possuem uma quantidade elevada de parametros, eles nao serao
explicitamente apresentados. Para essas redes, exceto para os casos SO-ET, os valores de
limiar obtidos também foram da ordem de 10~! ou menores e, em cada caso, a soma dos
pesos sinapticos ficou em torno de 1,0. Nos casos SO0-ET, o valor de limiar foi mais elevado

e a soma dos pesos sinapticos foi da ordem de 107*.

Contudo, em comparacao com as redes lineares, parametros mais elevados
foram obtidos nas MAE. Em todos os casos, os pesos sinapticos aumentaram em até uma
ordem de grandeza quando os valores SGC-1 foram incluidos as entradas. Ao incluir os
valores SGC-2, os pesos foram reduzidos para os casos ET (ficando entre —4 e 4), mas
aumentaram de outra ordem de grandeza para os casos ES (chegando a valores absolutos
maiores que 400). Os pardmetros elevados obtidos nos casos ES sao indesejéveis, ja que eles
produzem expressoes muito sensiveis a variagoes das entradas, que tém comportamentos

imprevisiveis para dados extrapolados.

Para coeficientes nao-nulos dos termos nao-lineares, a estrutura adotada para
as MAE nao permite a garantia da propriedades de invariancia apresentadas nas Figuras
5.6 e 5.7 para qualquer par de entradas simétricas. Ainda assim, a invariancia pdde ser
garantida perfeitamente para as redes ES pois, nesses casos, apenas entradas ndo-negativas
sao consideradas, o que remove as func¢oes de sinal que causam assimetrias estruturais.
Para as redes ET, o erro é minimizado simultaneamente para todos os dados originais
e seus simétricos, isso faz com que entradas simétricas produzam saidas similares (mas
nao idénticas). Ou seja, é vantajoso definir coeficientes nao-nulos aos termos nao-lineares,

sacrificando a garantia das invaridncias nas redes E'T para reduzir o erro médio das saidas.
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As Figuras 6.74 e 6.75 apresentam as saidas referentes a pares de entradas
simétricas e a entradas intermediarias, obtidas por interpolacao linear. O eixo horizontal
indica o pardmetro de interpolagdo, que vai de —1 (entrada gerada aleatoriamente) até 1
(entrada simétrica correspondente). A entrada gerada aleatoriamente possui valores entre
0 e 5 para os casos ES; e valores entre —2 e 5 para os casos ET. Além disso, garantem-se
as propriedades basicas das entradas SGC: os valores SGC-2 sao maiores que os valores
SGC-1, que sao maiores que os valores SGC-0; para um mesmo elemento, os trés valores

SGC possuem o mesmo sinal.
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Figura 6.74 — Saidas das MAE para Entradas Simétricas Aleatérias (Complacéncia)

No caso de minimizacao de complacéncia, as 7 curvas (referente as 7 simetrias
consideradas) sdo apresentadas. As curvas em azul correspondem as simetrias que deve-
riam gerar graficos correspondentes a fungoes pares; as curvas em laranja correspondem
aos casos de rotacgoes de 90° horaria e anti-horaria. No caso de concepcao de metamateri-

ais ha apenas uma simetria, que deve produzir um grafico correspondente a uma funcao
par.
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Como pode ser observado, para as redes ES, os graficos obtidos possuem as
propriedades esperadas. Entretanto, para as redes ET, comportamentos erraticos foram
obtidos e valores bastante distintos foram obtidos para cada par de entradas simétricas. As
alteracOes bruscas observadas nas curvas sdo produzidas pelas func¢oes de sinal utilizadas

nas MAE, elas ocorrem quando alguma entrada cruza a origem.
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Figura 6.75 — Saidas das MAE para Entradas Simétricas Aleatérias (Metamaterial)

Esses graficos sugerem que, ainda que as MAE tenham performances superiores
as redes lineares, as fungoes utilizadas nao produzem resultados satisfatorios para os casos
com dados positivos e negativos (ET): regressoes com respostas mais suaves sao preferiveis
pois, no geral, elas generalizam melhor a tarefa desejada (tém comportamentos mais

consistentes tanto para dados interpolados quanto para dados extrapolados).

Apesar de nao garantirem as propriedades de invaridncia, ao menos para os
conjuntos de dados considerados, as MAE desenvolvidas sao bem sucedidas em realizar a

regressao desejada. Nas Figuras 6.76 e 6.77, os mesmos graficos foram gerados para uma
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entrada real dos conjuntos de dados (ao invés de uma entrada ficticia produzida aleato-
riamente). Para uma andlise apropriada, uma entrada com valores positivos e negativos

foi selecionada. Os pontos em verde indicam os valores de saida exatos para as entradas
simétricas.

Observa-se que, para as entradas simétricas, as saldas produzidas pelas MAE
(pontos em azul) se aproximam dos valores esperados. Na Figura 6.76, pode-se notar
uma curva bem comportada. Ela corresponde a uma simetria que, especificamente para
a entrada selecionada, conserva o sinal de todos os termos de entrada. Contudo, quando
héa mudancas de sinal, as curvas produzidas pelas interpolacées sao imprevisiveis e nao

possuem as propriedades de invariancia desejadas.
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Figura 6.76 — Saidas das MAE para Dados Simétricos (Complacéncia)
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Figura 6.77 — Saidas das MAE para Dados Simétricos (Metamaterial)

A arquitetura de cada rede PMC foi definida com base nas redes S2-V9-ET.

A seguinte sequéncia de etapas foi realizada para a definicao dos hiperparametros.

Primeiramente, para ambos os casos (complacéncia e metamaterial), redes S2-
VI9-ET com 17 camadas ocultas de 86 neur6nios cada (totalizando aproximadamente
120000 pardmetros) foram treinadas para as quatro diferentes fungoes de ativagdo con-
sideradas: sigmoide; tangente hiperbdlica; ReLU; e ReLU com vazamento (g, = 0,20).
Utiliza-se a mesma funcao de ativacdo em todas as camadas ocultas, a camada de saida

nao possui ativagao.

Em cada caso, as redes foram treinadas por uma época, que corresponde a
140 000 atualizacoes dos parametros, e o melhor resultado de cinco treinamentos indepen-
dentes foi utilizado para a comparacao. As melhores performances foram obtidas quando
a ativacao ReLU foi utilizada. A ReLU com vazamento produziu resultados similares, mas

levemente inferiores. A tangente hiperbodlica resultou em valores de EQM mais de duas
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vezes maiores que os obtidos utilizando ReLLU. E a ativacao sigmoide produziu resultados
substancialmente inferiores (com valores de EQM de ao menos uma ordem de grandeza
acima dos obtidos utilizando ReLU).

Avaliagoes similares foram feitas para redes com 1, 3, 5 e 9 camadas ocultas
de, respectivamente, 4 138, 238, 170 e 121 neurdnios por camada (totalizando aproxima-
damente 120000 parametros). Os resultados confirmaram a superioridade da ativagao
ReLU para os casos considerados. Assim, em todos os casos subsequentes, apenas a ati-

vacao ReLU foi utilizada.

Em seguida, redes S2-V9-ET com diferentes nimeros de camadas ocultas foram
avaliadas (de 1 até 17 camadas ocultas), usando a mesma quantidade de neur6nios em
cada camada oculta. A quantidade de neurénios das camadas foi definida de forma a
manter as redes com em torno de 120000 paradmetros. Em cada caso, as redes foram
treinadas por uma época e o melhor resultado de cinco treinamentos independentes foi
utilizado para a comparacao. Para ambos os casos (complacéncia e metamaterial), as
melhores performances foram obtidas para redes com 7 camadas ocultas. Usando essas
redes, os valores de EQM foram reduzidos em torno de 15% em relacao as redes com o
menor niumero de camadas (1 camada oculta); e em torno de 10% em relacao as redes

com o maior nimero de camadas (17 camadas ocultas).

Usando redes com 7 camadas, diferentes tipos de progressao de neuronios foram
avaliadas: a mesma quantidade em todas as camadas; quantidades decrescentes; quantida-
des crescentes; quantidades decrescentes da 1 a 4* camada oculta e crescentes da 4% a 7%;
quantidades crescentes da 1¢ a 4% camada oculta e decrescentes da 4% a 7. As melhores
performances foram obtidas para redes com camadas decrescentes, ou seja, aumentar o
nimero de neurdnios das primeiras camadas e reduzir o nimero de neur6nios das tltimas
foi a estratégia mais eficaz. Entao, mantendo o ntimero total de parametros, diferentes
redes decrescentes foram testadas, alterando a redugao de neurdnios entre camadas. Nos
testes realizados, as melhores performances foram obtidas reduzindo 14 neurdnios por

camada. Essas alteracoes reduziram os valores de EQM em cerca de 5%.

Por ultimo, mantendo essa estrutura, variou-se o nimero de parametros. Com o
intuito de utilizar a mesma arquitetura para ambos os problemas e, balanceando os ganhos
em performance e o aumento de custos computacionais, decidiu-se utilizar redes com
130000 parametros. Com essas redes, para o problema de minimizacdo de complacéncia,
nao houve ganhos significativos em relacao as redes com 120000 parametros. Contudo,
para o problema de concep¢ao de metamateriais, observaram-se valores de EQM cerca de
2% menores. Nos testes realizados, nao foi vantajoso aumentar ainda mais o nimero de

parametros.

Exceto para a escolha da funcdo de ativagdo, cada uma das mudancas de
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arquitetura resultou em ganhos de performance relativamente baixos, que possivelmente
poderiam ser obtidos apenas realizando mais treinamentos (até que inicializagbes mais
eficazes fossem obtidas). Isso pode significar que o nimero de pardmetros utilizado é maior
que o necessario para realizar as regressoes desejadas. De toda forma, como o presente
estudo foca em avaliar o potencial das redes em aumentar a precisdao da ASVF, aceita-
se qualquer arquitetura que possa ser percorrida rapidamente e que tenha ao menos a
complexidade minima para realizar a tarefa desejada. Destaca-se que as redes consideradas
podem ser percorridas em tempos suficientemente curtos (dezenas de milhoes de dados
de entrada podem ser processados em poucos segundos) e, portanto, elas sao adequadas

para o estudo em questao.

Em resumo, as redes selecionadas possuem cerca de 130000 parametros; 7
camadas ocultas com quantidades de neurdnios decrescentes, reduzindo 14 neurdnios por
camada; funcao de ativacdo ReLU em todas as camadas ocultas; e funcao identidade
para a ativacdo da ultima camada (saida sem ativa¢do). Como entradas com dimensoes
distintas sao consideradas, para manter a quantidade total de parametros em torno de
130000, as redes com menos entradas devem possuir mais neuronios por camada oculta.
As arquiteturas utilizadas estao apresentadas na Figura 6.78.

camada
de saida

camadas
ocultas

camada
de entrada

S0-V1 (130592 parametros) : 1 187 173 159 145 131 117 103
S1-V1 (130779 parametros) : 2 187 173 159 145 131 117 103

) 1

) 1

S2-V1 (130966 pardmetros) * 3 s 187 o 173 159 o 145 o 131 o 117 s 103 b |
S0-V9 (130337 pardmetros) : § = 186" 172158 144 130 116" 102 P |
i

) 1

S1-V9 (130263 parametros) : 18 ' 185 171 157 143 129 115 101 !

S2-V9 (130183 pardmetros) : 27 . 184 170 156 142 128 114 100 .

neurdnios por camada

Figura 6.78 — Arquiteturas Selecionadas para as Redes PMC
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Com as arquiteturas selecionadas, buscaram-se valores apropriados para .
Para o maior caso (minimizagdo de complacéncia com conjunto de dados ET), cinco
treinamentos de uma época para as seis redes levam em torno de 30 horas para serem
realizados com a unidade de processamento grafico utilizada (NVIDIA GeForce RTX
3060 Ti). Portanto, nao seria vidvel realizar uma busca em grade seguida de uma busca
de bissegdo. A estratégia adotada consiste em treinar sem a regularizagdo (A = 0) e usar
os resultados obtidos para definir candidatos efetivos para A. O primeiro valor candidato é
definido de forma que, para a rede treinada sem regularizacao, a fungao custo L (T[k], q[k])

corresponda a trés vezes o valor de EQM.

Assim como observado para as redes lineares e para as MAE, os resultados obti-
dos para as redes PMC indicam que o conjunto de dados ¢ suficientemente representativo,
de forma que a regularizacao nao é necessaria para que se obtenham boas performances
nos conjuntos de validagao. Além de os valores de EQM nos conjuntos de treinamento e
de validacao nao indicarem sobreajuste, os valores de limiar obtidos sao todos da ordem
de 107! ou menores e todos os pesos sindpticos obtidos estdo entre —4 e 2. Ao utilizar

apenas os dados ES, os valores de limiar e os pesos sinapticos obtidos sao ainda menores.

Ao incluir o pardmetro de regularizagao candidato em cada caso, os valores de
EQM aumentaram em menos de 2%, enquanto que as somas dos quadrados dos pardme-
tros foram reduzidas em mais de 80%. Os valores de limiar nao foram substancialmente
afetados, por outro lado, todos os pesos sinapticos passaram a ficar entre —1 e 1. Qualquer
uma dessas RNA, sem ou com regulariza¢ao, mostrou-se adequada para a aplicacao con-
siderada. Portanto, considerou-se desnecessario realizar treinamentos com outros valores

para os parametros de regularizacao.

Em nenhuma das redes PMC, as propriedades de invariancia foram perfeita-
mente satisfeitas. Para dados simétricos gerados aleatoriamente, os resultados sao impre-
visiveis, mas ao menos produzem curvas suaves (ao contrario do que foi obtido para as
MAE;, nos casos ET). Para entradas reais dos conjuntos de dados, os resultados sdo mais
bem comportados e saidas similares sao obtidas para duas entradas simétricas. Em termos
das propriedades de invariancia, nao houve diferencas notaveis entre as redes treinadas

sem e com regularizacao.

Apesar de os resultados indicarem que a regularizacao nao é necessaria, optou-
se por utilizar as redes regularizadas na sequéncia deste trabalho. Coeficientes menores
produzem comportamentos mais estaveis para as RNA, o que potencialmente melhora suas
performances para dados externos aos conjuntos considerados. Além disso, os aumentos

de EQM observados foram pouco significativos.

Uma vez definidas as arquiteturas e os parametros de regularizacao, as redes

foram treinadas por mais uma época, o que resultou numa pequena reducao dos valores de
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EQM e dos pesos sinapticos. As Tabelas 6.6 e 6.7 apresentam os resultados obtidos para as
redes PMC, com os valores de EQM avaliados nos conjuntos de validagao. As Figuras 6.79
e 6.80 mostram as saidas das redes treinadas para pares de entradas simétricas, extraidos

dos conjuntos de dados, e suas interpolagoes.

Tabela 6.6 — Coeficientes de Regularizagao para a Rede PMC (Complacéncia)

Rede % EQM Skl ikl
PMC S0-V1-ES | 2,7 x 107¢ | 1,206 x 1073 | 9,979 x 10°
PMC S0-V1-ET | 6,3 x 107° | 2,984 x 1072 | 9,258 x 10°
PMC S1-V1-ES | 2,9 x 1077 | 1,308 x 10~* | 4,965 x 10!
PMC S1-V1-ET | 7,4 x 1079 | 4,567 x 1073 | 3,928 x 10*
PMC S2-V1-ES | 1,1 x 1077 | 4,639 x 107° | 8,760 x 10!
PMC S2-V1-ET | 4,2 x 1079 | 3,203 x 1073 | 6,788 x 10*
PMC S0-V9-ES | 5,8 x 1077 | 4,493 x 10~* | 1,679 x 102
PMC S0-V9-ET | 1,3 x 1075 | 8,266 x 10™* | 2,023 x 102
PMC S1-V9-ES | 4,2 x 1078 | 1,943 x 107° | 2,007 x 102
PMC S1-V9-ET | 7,9 x 1077 | 4,719 x 107* | 2,005 x 102
PMC S2-V9-ES | 1,9 x 1078 | 7,231 x 1076 | 2,034 x 10?
PMC S2-V9-ET | 7,3 x 1077 | 4,141 x 107 | 2,153 x 10?

Tabela 6.7 — Coeficientes de Regularizagao para a Rede PMC (Metamaterial)

Rede ¥ EQM STl Tkl
PMC S0-V1-ES | 2,1 x 107 | 9,422 x 10~ | 1,201 x 10!
PMC S0-V1-ET | 3,1 x 107% | 1,586 x 107! | 1,006 x 10*
PMC S1-V1-ES | 82 x 1077 | 3,951 x 107 | 3,630 x 10*
PMC S1-V1-ET | 3,8 x 1075 | 2,365 x 1072 | 2,621 x 10*
PMC S2-VI-ES | 2,0 x 1077 | 1,114 x 10~* | 8,304 x 10
PMC S2-V1-ET | 1,8 x 107° | 1,258 x 1072 | 4,389 x 10!
PMC S0-V9-ES | 8,9 x 1077 | 6,420 x 107 | 1,178 x 102
PMC S0-V9-ET | 9,0 x 1076 | 7,549 x 102 | 3,052 x 102
PMC S1-V9-ES | 2,2 x 1077 | 1,460 x 10~* | 2,118 x 102
PMC S1-V9-ET | 2,5 x 107 | 1,820 x 1073 | 2,398 x 102
PMC S2-V9-ES | 7,4 x 1078 | 4,013 x 107° | 2,274 x 10?
PMC S2-V9-ET | 2,1 x 107% | 1,374 x 1073 | 2,361 x 102
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Figura 6.79 — Saidas das Redes PMC para Dados Simétricos (Complacéncia)
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Figura 6.80 — Saidas das Redes PMC para Dados Simétricos (Metamaterial)
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As Tabelas 6.8 e 6.9 apresentam as performances das expressoes SGC para os

conjuntos de dados gerados.

Tabela 6.8 — Performances da SGC (Complacéncia)

Estimativa | EQM — treinamento | EQM — validagao | EQM — teste
SGC-0 (ES) 5,853 x 1072 5,846 x 1072 5,846 x 1072
SGC-0 (ET) 8,566 x 1071 8,516 x 107! 8,544 x 10~
SGC-1 (ES) 8,653 x 1073 8,642 x 1073 8,643 x 1073
SGC-1 (ET) 1,486 x 107! 1,477 x 107! 1,481 x 107!
SGC-2 (ES) 2,277 x 1073 2,274 x 1073 2,274 x 1073
SGC-2 (ET) 3,843 x 1072 3,810 x 1072 3,833 x 1072

Tabela 6.9 — Performances da SGC (Metamaterial)

Estimativa | EQM — treinamento | EQM — validagao | EQM — teste
SGC-0 (ES) 7,279 x 1072 7,282 x 1072 7,275 x 1072
SGC-0 (ET) 4,082 x 10° 4,053 x 10° 4,099 x 10°
SGC-1 (ES) 1,231 x 1072 1,232 x 1072 1,231 x 1072
SGC-1 (ET) 1,031 x 10° 1,024 x 10° 1,036 x 10°
SGC-2 (ES) 4,015 x 1073 4,016 x 1073 4,013 x 1073
SGC-2 (ET) 3,558 x 107! 3,542 x 107 ¢ 3,567 x 107!

Pode-se observar que performances equivalentes foram obtidas para os trés
conjuntos (treinamento, validagao e teste). A abordagem SGC-2, proposta neste traba-
lho, resultou em redugoes dos valores de EQM de mais de 90%, quando comparada &
abordagem SGC-0, convencionalmente utilizada na literatura. Além disso, o EQM obtido
para os conjuntos ES é de ao menos uma ordem de grandeza menor do que o obtido para
os conjuntos ET. Isso indica uma diferenca de sensibilidade significativa entre sélidos in-
ternos (que compoem os conjuntos ES) e o restante dos elementos (s6lidos de interface;
vazios de interface; e vazios desconectados). Nota-se também que os erros obtidos para o
problema de minimizacao de complacéncia foram menores do que os obtidos para o pro-
blema de concepc¢ao de metamateriais. Diferencas entre os dois problemas eram esperadas

ja que eles diferem quanto a malha, condi¢oes de carregamento e condigoes de simetria.

As Tabelas 6.10 e 6.11 apresentam as performances das redes lineares desen-

volvidas.

Os valores de EQM foram equivalentes para os trés conjuntos (treinamento,
validagao e teste), o que indica que nao houve sobreajuste. Os resultados esperados foram

obtidos: as redes S2 sdo mais precisas que as redes S1, que sdo mais precisas que as redes
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S0; e as redes V9 sao mais precisas que as redes V1. Observa-se que utilizar expressoes
SGC de maior grau (usar S1 ao invés de SO, ou S2 ao invés de S1) contribui mais para
a performance do que incluir dados de elementos vizinhos (usar entradas V9 ao invés de
V1). O ganho de performance ao utilizar redes lineares (no lugar das expressoes SGC) foi
mais intenso para os casos ES. Isso reforca que ha uma diferenca substancial de compor-
tamento entre as sensibilidades dos solidos internos e do restante dos elementos, que nao

foi satisfatoriamente capturada pelas redes lineares.

Tabela 6.10 — Performances da Rede Linear (Complacéncia)

Rede EQM — treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
Linear SO-V1-ES 1,235 x 1073 1,233 x 1073 1,234 x 1073
Linear SO-V1-ET 1,301 x 107! 1,295 x 107! 1,299 x 107!
Linear S1-V1-ES 1,638 x 1074 1,634 x 1074 1,637 x 1074
Linear S1-V1-ET 3,533 x 1072 3,505 x 1072 3,532 x 1072
Linear S2-V1-ES 6,864 x 107° 6,846 x 107° 6,863 x 10~°
Linear S2-V1-ET 2,562 x 1072 2,539 x 1072 2,557 x 1072
Linear SO-V9-ES 1,202 x 1073 1,201 x 1073 1,202 x 1073
Linear SO-V9-ET 1,122 x 107! 1,116 x 101 1,120 x 107!
Linear S1-V9-ES 1,365 x 10~ 1,361 x 10~* 1,364 x 1074
Linear S1-V9-ET 3,346 x 1072 3,318 x 1072 3,345 x 1072
Linear S2-V9-ES 3,838 x 107° 3,827 x 107° 3,839 x 107°
Linear S2-V9-ET 2,113 x 1072 2,094 x 1072 2,108 x 1072

Tabela 6.11 — Performances da Rede Linear (Metamaterial)

Rede EQM — treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
Linear SO-V1-ES 9,621 x 1074 9,613 x 1074 9,612 x 1074
Linear SO-V1-ET 3,037 x 1071 3,029 x 107! 3,044 x 107!
Linear S1-V1-ES 4,527 x 1074 4,523 x 1074 4,521 x 1074
Linear S1-V1-ET 8,546 x 1072 8,500 x 1072 8,564 x 1072
Linear S2-V1-ES 1,754 x 1074 1,749 x 1074 1,748 x 1074
Linear S2-V1-ET 8,047 x 1072 8,017 x 1072 8,063 x 1072
Linear S0-V9-ES 9,553 x 104 9,545 x 1074 9,544 x 1074
Linear SO-V9-ET 2,576 x 107! 2,570 x 107 ¢ 2,583 x 107!
Linear S1-V9-ES 4,416 x 1074 4,412 x 1074 4,410 x 1074
Linear S1-V9-ET 8,134 x 1072 8,092 x 102 8,152 x 1072
Linear S2-V9-ES 1,669 x 10~* 1,665 x 10~* 1,664 x 1074
Linear S2-V9-ET 7,349 x 1072 7,326 x 1072 7,362 x 1072

As Tabelas 6.12 e 6.13 apresentam as performances das MAE desenvolvidas.




Tabela 6.12 — Performances da MAE (Complacéncia)

Rede EQM — treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
MAE S0-V1-ES 1,235 x 1073 1,233 x 1073 1,234 x 1073
MAE SO0-V1-ET 1,301 x 107! 1,295 x 107! 1,299 x 107!
MAE S1-V1-ES 1,608 x 10~* 1,603 x 1074 1,606 x 10~*
MAE S1-V1-ET 1,188 x 1072 1,179 x 1072 1,186 x 1072
MAE S2-V1-ES 6,675 x 107° 6,657 x 107° 6,673 x 107°
MAE S2-V1-ET 8,955 x 1073 8,890 x 1073 8,930 x 1073
MAE S0-V9-ES 1,105 x 1073 1,104 x 1073 1,104 x 1073
MAE S0-VO-ET 1,018 x 10~ 1,014 x 1071 | 1,017 x 107
MAE S1-V9-ES 9,720 x 1075 9,686 x 10~ | 9,714 x 10~°
MAE S1-VO-ET 4,842 x 1073 4,806 x 1073 | 4,823 x 1073
MAE S2-V9-ES 1,669 x 107° 1,666 x 107 1,668 x 10~°
MAE S2-V9-ET 2,057 x 1073 2,035 x 1073 2,039 x 1073

Tabela 6.13 — Performances da MAE (Metamaterial)

Rede EQM - treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
MAE S0-VI-ES 9,621 x 1074 9,613 x 1074 | 9,612 x 10~*
MAE SO0-V1-ET 3,037 x 1071 3,029 x 107! 3,044 x 1071
MAE S1-V1-ES 4,520 x 1074 4,516 x 1074 4,515 x 1074
MAE S1-VI-ET 4,511 x 1072 4501 x 1072 | 4,515 x 1072
MAE S2-V1-ES 1,513 x 10~* 1,510 x 10~* 1,511 x 10~
MAE S2-V1-ET 3,322 x 1072 3,318 x 1072 3,323 x 1072
MAE S0-V9-ES 9,368 x 1074 9,361 x 1074 9,360 x 1074
MAE S0-V9-ET 1,881 x 107! 1,878 x 107! 1,888 x 1071
MAE S1-V9-ES 4,080 x 1074 4,078 x 1074 4,088 x 1074
MAE S1-V9-ET 2,194 x 1072 2,192 x 1072 2,195 x 1072
MAE S2-V9-ES 1,021 x 10~* 1,020 x 10~* 1,023 x 10~*
MAE S2-VO-ET 1,344 x 1072 1,344 x 1072 | 1,342 x 1072
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Novamente, os valores foram equivalentes para os trés conjuntos, o que indica
que nao houve sobreajuste. Os resultados esperados foram obtidos: as MAE S0-V1 cor-
respondem as redes lineares; e cada uma das outras MAE supera a performance das redes
lineares correspondentes, ja que mais termos sao incluidos na combinacao linear. O ganho
de performance ao utilizar as MAE (no lugar das redes lineares) foi mais intenso para
os casos ET. O que significa que a inclusdo de termos nao-lineares tornou as redes mais

efetivas em representar os diferentes comportamentos observados.

As Tabelas 6.14 e 6.15 apresentam as performances das redes PMC desenvol-

vidas.



Tabela 6.14 — Performances da PMC (Complacéncia)

Rede EQM — treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
PMC SO-V1-ES 1,207 x 1073 1,206 x 1073 1,207 x 1073
PMC S0-V1-ET 2,992 x 1072 2,984 x 1072 2,989 x 1072
PMC S1-V1-ES 1,311 x 1074 1,308 x 10~ 1,310 x 10~*
PMC S1-V1-ET 4,597 x 1073 4,567 x 1073 4,578 x 1073
PMC S2-V1-ES 4,657 x 1075 4,639 x 107 4,653 x 107°
PMC S2-V1-ET 3,229 x 1073 3,203 x 1073 3,213 x 1073
PMC S0-V9-ES 4,506 x 1074 4,493 x 1074 4,496 x 1074
PMC SO-V9-ET 8,377 x 1074 8,266 x 10~ 8,293 x 1074
PMC S1-V9-ES 1,949 x 107 1,943 x 107° 1,945 x 107
PMC S1-V9-ET 4,814 x 1074 4,719 x 1074 4,748 x 1074
PMC S2-V9-ES 7,254 x 1076 7,231 x 1076 7,240 x 107°
PMC S2-V9-ET 4,232 x 1074 4,141 x 1074 4,174 x 1074

Tabela 6.15 — Performances da PMC (Metamaterial)

Rede EQM - treinamento | EQM — validacao | EQM — teste
PMC SO-V1-ES 9,427 x 1074 9,422 x 104 9,417 x 1074
PMC S0-V1-ET 1,583 x 107! 1,586 x 107! 1,584 x 1071
PMC S1-V1-ES 3,951 x 1074 3,951 x 1074 3,950 x 1074
PMC S1-V1-ET 2,365 x 1072 2,365 x 1072 2,361 x 1072
PMC S2-V1-ES 1,115 x 1074 1,114 x 10~ 1,114 x 10~
PMC S2-V1-ET 1,253 x 1072 1,258 x 1072 1,251 x 1072
PMC S0-V9-ES 6,416 x 1074 6,420 x 10~ 6,415 x 1074
PMC SO-V9-ET 7,531 x 1073 7,549 x 1073 7,466 x 1073
PMC S1-V9-ES 1,460 x 1074 1,460 x 1074 1,458 x 1074
PMC S1-V9-ET 1,789 x 1073 1,820 x 1073 1,767 x 1073
PMC S2-V9-ES 4,018 x 107 4,013 x 107 4,014 x 107°
PMC S2-V9-ET 1,340 x 1073 1,374 x 1073 1,324 x 1073
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Assim como nos outros casos, nao houve sobreajuste. Para os casos V1-ES, os

ganhos obtidos em relagdo as MAE foram relativamente baixos. Contudo, ao incluir os
vizinhos, nos casos V9-ES, reducoes relevantes foram obtidas para o EQM. Os resultados
para os casos ET sao similares, com ganhos ainda mais intensos observados para as redes
V9-ET, em que os valores de EQM foram reduzidos em ao menos uma ordem de grandeza,

quando comparados aos resultados das MAE.

Os resultados indicam que todas as informacoes fornecidas sao relevantes para
realizar o mapeamento desejado, tanto a progressao dos valores SGC, quanto as infor-

magoes sobre os vizinhos imediatos do elemento de interesse. Valores pequenos de EQM
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foram obtidos utilizando as redes PMC desenvolvidas (da ordem de 107 ou menores), ao
menos trés ordens de grandeza menores do que os obtidos pela abordagem convencional-
mente utilizada (SGC-0). Isso indica que as 27 entradas consideradas sdo suficientes para

realizar a tarefa em questao.

Na Tabela 6.16, as performances das redes S2-V9-ES e S2-V9-ET sao compa-
radas para cada caso (complacéncia e metamaterial), em ambos os conjuntos de testes
(ES e ET).

Tabela 6.16 — Performances das Redes ES e ET nos Conjuntos ET e ES

Caso Rede EQM — teste (ES) | EQM — teste (ET)
Complacéncia | PMC S2-V9-ES 7,240 x 1076 4,984 x 1072
Complacéncia | PMC S2-V9-ET 1,713 x 107 4,174 x 1074
Metamaterial | PMC S2-V9-ES 4,014 x 1075 2,619 x 1071
Metamaterial | PMC S2-V9-ET 9,538 x 107° 1,324 x 1073

Os valores de EQM das redes ES sdo duas ordens de grandeza maiores que os
das redes ET, quando todos os elementos sdo considerados (conjunto ET); enquanto que,
ao considerar apenas sdlidos internos (conjunto ES), os valores de EQM das redes ET
sao apenas duas ou trés vezes maiores que os das redes ES. Isso mostra, mais uma vez,
que sélidos internos tém comportamentos mais previsiveis que os elementos de interface.
Ainda que as redes ET nao tenham atingido as mesmas performance que as redes ES
para os solidos internos, as performances obtidas ainda sao satisfatérias (valores de EQM
menores que 1 x 107%). Assim, as redes PMC S2-V9-ET, que produzem valores precisos de
sensibilidade para qualquer tipo de elemento, foram selecionadas para realizar as ASVF

propostas em todos os casos subsequentes.

Deve-se destacar que, as RNA consideradas, com cerca de 130 000 parametros,
sao viaveis para serem utilizadas em problemas praticos. A execugao de cada rede PMC
é um procedimento perfeitamente paralelizavel que escala linearmente com o refinamento

da malha.

As Figuras 6.81 e 6.82 resumem os resultados apresentados nesta segao. Nelas,
os valores de EQM sao apresentados para os respectivos conjuntos de teste (ES ou ET)
para cada ASVF: analise convencional, SGC-0; andlises propostas, SGC-1 e SGC-2; e
andlises assistidas por RNA, Linear, MAE e PMC (redes S2-V9).

Antes de avaliar as capacidades de generalizacao das redes desenvolvidas, as
redes S2-V9-ET de cada caso (complacéncia e metamaterial) foram avaliadas nos con-
juntos de teste cruzados (a rede desenvolvida para um caso, foi avaliada no conjunto de
teste do outro). Os valores de EQM obtidos sdo apresentados na Tabela 6.17. Isso foi feito
para aferir se os problemas sao suficientemente similares, de forma a habilitar o uso de

aprendizado por transferéncia entre eles.
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Figura 6.81 — Valores de EQM para cada ASVF (Complacéncia)
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Figura 6.82 — Valores de EQM para cada ASVF (Metamaterial)

Tabela 6.17 — Performances das Redes de cada Caso para os Conjuntos Cruzados
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Caso Rede EQM — teste (Comp.) | EQM — teste (Meta.)
Complacéncia | PMC S2-V9-ET 4,174 x 1074 5,092 x 1072
Metamaterial | PMC S2-V9-ET 2,628 x 1073 1,324 x 1073

Em ambos os problemas, as fungdes consideradas (valor de complacéncia e

termos diagonais da matriz de propriedades homogeneizadas) correspondem a energias de

deformagao de estruturas de material eldstico, homogéneo e isotropico, em estado plano de

tensoes. Contudo, ha algumas diferencas significativas entre os problemas: cada variavel

de projeto corresponde a um elemento quadrado no problema de minimizagao de compla-

céncia, mas corresponde a seis elementos quadrilaterais (ndo-quadrados) no problema de

concepcao de metamateriais; e, no problema de complacéncia, tem-se um carregamento

imposto, enquanto que, no problema de metamaterial, impdem-se deformagdes médias

com condigoes de periodicidade sobre os microdeslocamentos. Dessa forma, nao é evi-

dente se as informagoes extraidas dos dados de treinamento de um dos problemas possam

ser usadas para obter alguma informacao sobre o outro problema.
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Considerando os conjuntos cruzados, os valores de EQM obtidos aumenta-
ram em uma ordem de grandeza. Ainda assim, os valores de EQM foram uma ordem
de grandeza menores do que os obtidos pela abordagem SGC-2. O que significa que a
rede desenvolvida para um dos problemas (complacéncia ou metamaterial) seria capaz de
melhorar a precisao dos valores de sensibilidade para o outro problema. Isso indica que
ha similaridades suficientes entre esses dois problemas e que estratégias de aprendizado
por transferéncia podem ser exploradas em trabalhos futuros. Apesar de ser um resul-
tado preliminar, é um indicativo relevante para a area de otimizacao topologica assistida
por aprendizado de maquina, ja que sugere que desenvolvimentos especificos para os pro-
blemas classicos de minimizagao de complacéncia podem ser aproveitados para abordar

problemas mais complexos (como a concepgao de metamateriais).

6.3.3 Generalizacdo em Relagdo ao Refinamento de Malha

Para que os desenvolvimentos apresentados tenham utilidade pratica, é neces-
sario que as RNA sejam capazes de generalizar a tarefa em questdo para malhas mais
refinadas dos que as que foram usadas na geracao dos dados de treinamento. Nesta se-
¢ao, dois exemplos sao utilizados para avaliar a capacidade de generalizacao das redes

desenvolvidas.

O primeiro exemplo corresponde ao problema de minimizacao de complacéncia.
Utiliza-se uma viga engastada-livre com a totalidade da face esquerda engastada e um
carregamento centralizado na face direita, unitario, distribuido em 25% da altura da viga.
As proporgoes sao as mesmas utilizadas na geragao dos conjuntos de dados: 1m de altura
e 2m de comprimento. As propriedades do material sélido sao £ = 1,0Pae v =0,3, e 0

parametro de soft-kill é dado por p, = 1 x 107°.

Cinco malhas foram consideradas, uma mais grosseira que a de referéncia, de
512 (16 x 32) elementos; a malha de referéncia, de 2048 (32 x 64) elementos; e trés malhas

mais refinadas, de 8 192 (64 x 128), de 32 768 (128 x256) e de 131 072 (256 x 512) elementos.

Para avaliar apenas os efeitos do refinamento da malha, as mesmas condicoes
usadas nos treinamentos das redes sao consideradas. Assim, a anédlise é feita com apenas
93,75% dos elementos: removem-se as colunas mais proximas do engaste e da face car-
regada, conforme ilustrado na Figura 6.83 para as malhas de 512 e 131072 elementos.
Além disso, os valores de sensibilidade dos elementos de borda das malhas reduzidas nao
sao computados pelas redes PMC, ja que eles ndao possuem os 8 vizinhos necessarios para
definir as entradas da rede S2-V9-ET.

A topologia considerada, apresentada na Figura 6.83, foi definida manualmente
e nao pertence aos conjuntos de dados produzidos. Na malha mais refinada (de 131072

elementos), sua fragdo de volume é de 68% e seu valor de complacéncia é de 111,5.J/m.
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(A
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bordas removidas malha reduzida (16 x 30)

/L

malha original (256 x 512) bordas removidas malha reduzida (256 x 480)

Figura 6.83 — Viga Engastada-Livre em Diferentes Discretizagoes

Realizou-se todo o procedimento para obter os valores de sensibilidade ozl[c]
utilizando a RNA desenvolvida: os valores SGC-0, SGC-1 e SGC-2 foram calculados; entao,
eles foram normalizados e reescalados; os 27 valores de entrada relativos a cada elemento

foram enviados a rede PMC; por fim, cada valor de saida foi reescalado e desnormalizado.

A primeira verificacao feita foi em relacdo ao sinal dos valores de sensibili-
dade. Observou-se o comportamento desejado: para todos os refinamentos, apenas valores

negativos foram obtidos utilizando a rede PMC.

Em seguida, realizaram-se comparagoes entre os valores de sensibilidade ob-
tidos pela abordagem convencional (SGC-0), pela abordagem SGC-2 e utilizando a rede
PMC desenvolvida. O erro 2 relativo foi avaliado para cada caso, para todos os elementos
da andlise (ET) e apenas para solidos internos (ES). A Figura 6.84 apresenta os resultados

para as cinco malhas.
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Figura 6.84 — Erro ¢ Relativo para Diferentes Discretizagoes (Complacéncia)

Considerando todos os elementos (ET), para a abordagem SGC-0 e para as
redes PMC, observa-se um pequeno aumento do erro conforme se refina a malha. Enquanto

que, para a abordagem SGC-2 o erro é reduzido com o refinamento. Ainda assim, mesmo
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na malha mais refinada o erro obtido com a PMC é cerca de trés vezes menor do que
o obtido pela abordagem SGC-2 (e ambos sdo mais de dez vezes menores que o obtido
pela abordagem convencional). Quando apenas sélidos internos sao considerados (ES),
os valores de erro variam menos com o refinamento. Para sélidos internos, o ganho em
performance obtido foi ainda maior: os valores de erro para a SGC-0 estdao em torno de
50%; para a SGC-2, em torno de 10%; e para a PMC, em torno de 2%.

Para avaliar o pior caso, isto é, o valor de sensibilidade com maior erro, o erro
(* relativo foi avaliado para cada caso. A Figura 6.85 apresenta os resultados obtidos para

as cinco malhas.
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Figura 6.85 — Erro (* Relativo para Diferentes Discretizagoes (Complacéncia)

Em relagao ao maior erro elementar obtido, a rede PMC perde precisao quando
a malha é refinada. Ainda assim, para a malha mais refinada, sua performance é similar
a obtida pela abordagem SGC-2 quando todos os elementos sdo considerados e, quando

apenas solidos internos sao considerados, sua performance é superior.

O erro maximo geralmente ocorre em elementos de interface e ele pode ser
bastante elevado quando hé concentragao de tensdes na estrutura, ou quando ha pos-
sibilidade de desconectar ou conectar diferentes partes da estrutura alterando o estado
de apenas um elemento. De toda forma, um erro elevado em uma pequena parte dos
elementos nao necessariamente prejudica o processo de otimizagao. Se o comportamento
geral for coerente (medido pelo erro £2 relativo) e se a ordenacao dos elementos por seus
valores de sensibilidade estiver correta, a otimizacao deve ser bem sucedida. Para avaliar
a qualidade da ordenacao obtida, o coeficiente de Spearman de cada caso foi computado,

os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 6.86.

Observa-se que, quando apenas sélidos internos sao considerados, mesmo a
abordagem SGC-0 resulta numa ordenagao quase perfeita dos elementos, com coeficientes
de Spearman maiores que 0,99. Contudo, ao incluir elementos de interface e vazios desco-
nectados, performances bastante distintas sao obtidas para cada abordagem. A abordagem
convencional falha em fornecer valores de sensibilidade coerentes para elementos vazios,

o que resulta em coeficientes de Spearman insatisfatérios. A abordagem SGC-2 produz
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ordenacoes coerentes, com melhores performances para malhas refinadas. Por sua vez, as
redes PMC produzem ordenagoes excepcionais para todas as malhas, com coeficientes de

Spearman muito préximos do valor maximo.
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Figura 6.86 — Coeficiente de Spearman para Diferentes Discretizagdes (Complacéncia)

As expressoes SGC produzem uma sequéncia mondtona de valores de sensibili-
dade que convergem ao valor exato: partindo do valor SGC-0, d4-se um passo para chegar
no valor SGC-1, outro passo no mesmo sentido para chegar no valor SGC-2 e, por fim, ou-
tro passo no mesmo sentido precisa ser dado para atingir o valor exato. Pode-se entender
que a PMC fornece esse ajuste, esse passo desconhecido que leva do valor SGC-2 ao valor
exato. Para concluir a analise desse caso, verificou-se a quantidade passos de sensibilidade
subestimados e a quantidade de superestimados produzidos pela rede PMC. Ou seja, a
fracdo de sensibilidades que ndo atingiram os valores exatos e a fracao de sensibilidades
que os ultrapassaram. A Figura 6.87 apresenta os resultados obtidos para cada malha. Os
subestimados sdo divididos em valores que melhoraram a precisdo da estimativa (valores
entre SGC-2 e SW); e valores que pioraram a precisao da estimativa (correspondentes a,

passos realizados no sentido incorreto).
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Figura 6.87 — Fragao de Sensibilidades Subestimadas e Superestimadas (Complacéncia)

Pode-se notar que a rede PMC nao realiza passos na direcao incorreta. Em
torno de metade das estimativas foi subestimada (com valores entre SGC-2 ¢ SW) e em

torno de metade foi superestimada. Ao incluir uma pequena tolerancia numeérica, de forma
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que valores um pouco além do exato sejam classificados como subestimados, ou valores
um pouco aquém sejam classificados como superestimados, pode-se alterar qualquer uma
dessas fragoes para ntmeros préoximos de 0% ou de 100%. Isso significa que a grande

maioria das estimativas da PMC estao no entorno préximo dos valores exatos.

Os resultados indicam que, apesar de o erro {* referente a rede PMC piorar
com o refinamento da malha, a generalizacao desejada ocorre satisfatoriamente. Pelas
métricas avaliadas, um ganho substancial de precisao pode ser obtido aplicando a rede
PMC desenvolvida na ASVF, mesmo para casos muito mais refinados que os considerados

nas etapas de treinamento.

Na Figura 6.88, os mapas de sensibilidade obtidos sao apresentados na mesma
escala, pode-se observar o erro elevado para elementos vazios na abordagem SGC-0 e
pequenos erros em elementos de interface na abordagem SGC-2. Em conformidade com
as métricas avaliadas, ao utilizar a RNA, tem-se um resultado visualmente indistinguivel

do exato.

SGC-0 . SGC-2

B

1. 1Y

Figura 6.88 — Mapas de Sensibilidade de cada Abordagem (Complacéncia)

O segundo exemplo corresponde ao problema de concepc¢ao de metamateriais.
As propriedades do material sélido sao £ = 1,0 Pa e v = 0,3, e o parametro de soft-kill é

dado por pp = 1 x 1077,

Cinco malhas foram consideradas, uma mais grosseira que a de referéncia, de
256 (16 x 16) elementos aumentados (1536 elementos quadrilaterais); a malha de refe-
réncia, de 1024 (32 x 32) elementos aumentados (6 144 elementos quadrilaterais); e trés
malhas mais refinadas, de 4096 (64 x 64), de 16384 (128 x 128) e de 65536 (256 x 256) ele-

mentos aumentados (respectivamente, 24 576, 98 304 e 393 216 elementos quadrilaterais).
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A topologia considerada, apresentada na Figura 6.89, foi definida manualmente
e nao pertence aos conjuntos de dados produzidos. Na malha mais refinada (com 393216
elementos quadrilaterais), ela possui uma fracdo de volume de 72%; os termos diagonais
da matriz de propriedades homogeneizadas sao dados por Cyy = Cy1 = 0,377 Pa e Cyy =
0,138 Pa; e as propriedades mecanicas homogeneizadas sao dadas por E = 0,35 Pa e
v =0,27.

N, =16
N, = 256
N, = 1536

N, = 256
N, = 65536
N, = 393216

Figura 6.89 — Célula de Base em Diferentes Discretizagoes

Realizou-se todo o procedimento para obter os valores de variacao finita ACyq,
AC1; e ACy utilizando a RNA desenvolvida: os valores SGC-0, SGC-1 e SGC-2 foram
calculados; entao, eles foram normalizados e reescalados; os 27 valores de entrada relativos
a cada elemento foram enviados a rede PMC; por fim, cada valor de saida foi reescalado e
desnormalizado. Como os resultados obtidos foram muito similares para as trés variacoes

(ACy, ACt; e ACy), apresentam-se abaixo apenas os resultados referentes a ACqy.

Nesse caso, também se observou o comportamento desejado: ao utilizar a PMC,
para todos os refinamentos, apenas valores negativos foram obtidos para os elementos

sOlidos e apenas valores positivos foram obtidos para os elementos vazios.

Realizaram-se comparacoes entre os valores de sensibilidade obtidos pelas abor-
dagens SGC-0, SGC-2 e PMC. O erro £? relativo e o erro {* foram avaliados para cada

caso. As Figuras 6.90 e 6.91 apresentam os resultados para as cinco malhas.

Os resultados produzidos pela RNA foram substancialmente superiores aos da
abordagem SGC-2. Ao contrario do que foi observado no exemplo anterior, aqui, todos os

valores de erros referentes & rede PMC sdo reduzidos com o refinamento da malha.

Em seguida, o coeficiente de Spearman de cada caso foi computado, os re-
sultados sao apresentados na Figura 6.92. Em comparagao com o exemplo anterior, os
resultados foram melhores para as abordagens SGC-0 e SGC-2. Para a rede PMC, mais
uma vez, obtiveram-se ordenacoes quase perfeitas para todas as malhas, com coeficientes

de Spearman muito préximos do valor maximo.
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Figura 6.90 — Erro ¢? Relativo para Diferentes Discretizagoes (Metamaterial)
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Figura 6.91 — Erro ¢ Relativo para Diferentes Discretizagoes (Metamaterial)
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Figura 6.92 — Coeficiente de Spearman para Diferentes Discretizagoes (Metamaterial)

As expressoes SGC também produzem uma sequéncia mondtona para as va-
riagoes finitas dos termos diagonais de C, assim, pode-se entender que a PMC informa
o passo que precisa ser dado para continuar a progressao do valor SGC-2 até o valor
exato. A Figura 6.93 apresenta, para cada malha, a fracao de sensibilidades que foram
subestimadas (passos menores que o necessario) e a fragdo de sensibilidades que foram

superestimadas (passos maiores que o necessario) pela rede PMC desenvolvida.

Novamente, nota-se que a rede PMC nao realiza passos na direcao incorreta.
O mesmo comportamento foi observado: a grande maioria das estimativas da PMC estao

no entorno proximo dos valores exatos.
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Figura 6.93 — Fragao de Sensibilidades Subestimadas e Superestimadas (Metamaterial)

Destaca-se que, apesar de as propriedades homogeneizadas (médulo de Young e
coeficiente de Poisson) serem muito sensiveis em relagao as varidveis de projeto, os termos
diagonais da matriz de propriedades (Cpg, C11 € Cy2) s@o relativamente bem comporta-
dos. Eles correspondem a energias de deformacao de estruturas com deformagoes médias
fixadas, o que resulta em funcgoes limitadas mesmo quando o parametro de soft-kill tende
a zero, ao contrario do que ocorre quando cargas sao impostas. Isso pode explicar porque

resultados melhores foram obtidos para o caso de concepcao de metamateriais.

Todas as métricas avaliadas sugerem que a rede PMC ¢é capaz de generalizar a
tarefa satisfatoriamente. Ganhos substanciais foram obtidos ao aplicar a RNA desenvol-
vida na ASVF, mesmo para casos muito mais refinados que os considerados nas etapas

de treinamento.

Na Figura 6.94, os mapas de sensibilidade sao apresentados. Cada um esta em
uma escala nao-linear independente, definida de forma a melhorar a resolugao de contraste
das figuras, portanto, eles informam apenas sobre a distribuigao relativa dos valores e nao
sobre suas magnitudes. Pode-se observar imprecisoes para elementos vazios na abordagem
SGC-0 e, em conformidade com seus coeficientes de Spearman elevados, tem-se que tanto
os valores SGC-2 quanto os valores obtidos com a RNA produzem distribui¢oes muito

semelhantes a exata.

Os resultados de ambos os exemplos sugerem que as redes desenvolvidas con-
tinuam sendo eficazes mesmo quando malhas distintas sao utilizadas. O procedimento de
normalizacao dos dados parece ser suficiente para levar em conta as diferencas produzidas
pelo refinamento. Isso justifica o tempo investido na geracao dos extensos conjuntos de
dados, ja que essas RNA podem ser aplicadas em uma quantidade de casos muito superior

a considerada nos conjuntos de treinamento, de validacao e de teste.
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PMC SW

Figura 6.94 — Mapas de Sensibilidade de cada Abordagem (Metamaterial)

6.4 ASVF assistida por RNA para a Concepc¢ao de Metamateriais

Finalmente, a RNA desenvolvida foi utilizada para aprimorar a ASVF num

problema pratico de concepcao de metamateriais.

Utilizaram-se 65536 (256 x 256) varidveis de projeto para descrever as topolo-
gias da célula de base, o que corresponde a uma malha de 393216 elementos quadrilate-
rais. Nessa malha, mesmo usando computacao paralela, uma analise de sensibilidade exata
(SW) leva mais de uma hora para ser realizada, portanto, dias seriam necessarios para
efetuar uma otimizagao completa. Em aplicagoes praticas, multiplas otimizacoes precisam
ser realizadas, tanto para calibrar os parametros do programa quanto para fornecer ao
projetista diferentes solugoes possiveis para o problema abordado. Assim, o custo de utili-
zar valores exatos de sensibilidade seria provavelmente proibitivo, ja que semanas seriam

necessarias para realizar todo o processo de concepcao.

Por outro lado, ao usar computagao paralela, os tempos da analise SGC-2 e
das computacoes da rede PMC sao da ordem de um segundo. O que permite realizar
uma otimizagao completa em alguns minutos. Com isso, o processo completo (que inclui

multiplas otimizagoes) pode ser feito em algumas horas.

Considerou-se um material de base com propriedades v = 0,3 e £ = 1,0 Pa.
Para evitar problemas numéricos, um parametro de soft-kill de p, = 1 x 107%. O valor
prescrito para o coeficiente de Poisson foi de 7* = —0,5 e o valor de médulo de Young
minimo foi de F™i = 0,1 Pa. Como pode ser observado nas Figuras 6.57 e 6.58, durante a
geracao dos conjuntos de dados, os modulos de Young dos metamateriais com coeficiente
de Poisson de —0,5 nunca foram muito maiores que 0,1 Pa, o que sugere que esses valores

estao préximos do limite factivel. Portanto, essa é uma otimizacao desafiadora, na qual a
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restricao sobre o méodulo de Young deve dificultar a reducgao do coeficiente de Poisson até

o valor prescrito.

Otimizagoes foram feitas usando as abordagens SGC-0, SGC-2 e PMC para
a realizacdo da ASVF. Diferentes conjuntos de pardmetros foram testados, em todos
eles, a abordagem SGC-0 falhou em atingir o valor prescrito para o coeficiente de Poisson
homogeneizado. Para algumas configuragoes de parametros, nenhuma das trés abordagens
teve sucesso (os valores de Poisson foram reduzidos, mas ainda ficaram acima do desejado).
Em quase todos os casos, os resultados obtidos com a PMC foram superiores aos obtidos
pelas abordagens SGC-0 e SGC-2.

Para realizar uma analise comparativa, um caso representativo foi selecionado.
As Figuras 6.95, 6.96 e 6.97 apresentam a evolugao das propriedades homogeneizadas na
otimizagao referente a cada uma das trés abordagens (SGC-0, SGC-2 e PMC).
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Figura 6.95 — Evolucao das Propriedades Homogeneizadas para a Abordagem SGC-0
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Figura 6.96 — Evolucao das Propriedades Homogeneizadas para a Abordagem SGC-2

Os seguintes parametros foram utilizados: Dy* = 518; rs = 0,006m; r, =
0,006m; v = 0%; pp, = 1; pp = 1; B = 0; SE™* = 0,05 Pa; e ¢ = 30. Considerou-se a
mesma topologia inicial usada na geracao dos dados, com trés pequenos furos losangulares
(Figura 4.2). Na malha de 393216 elementos quadrilaterais, essa topologia tem fragao de
volume de V; = 99,6% e resulta num metamaterial de propriedades homogeneizadas

D =0,299 e £ = 0,984 Pa.

No caso SGC-0, por volta da iteracao 35, a restrigao foi ativada. A topologia
obtida possui uma unica cavidade, de dimensoes relativamente grandes. Por essa razao,
as operacoes de dilatacao afetaram pouco o comportamento estrutural. Como o valor de
moédulo de Young aumentou pouco com cada dilatacao, a restrigao foi quebrada frequente-
mente. De toda forma, o processo teve sucesso em produzir candidatos cada vez melhores
para a topologia 6tima, reduzindo o coeficiente de Poisson a cada novo ciclo. Na iteracao

73, o melhor resultado foi obtido, com um coeficiente de Poisson em torno de —0,35.
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Figura 6.97 — Evolugao das Propriedades Homogeneizadas para a Abordagem PMC

No caso SGC-2, o melhor resultado foi obtido na iteragao 18, com um coefi-
ciente de Poisson também em torno de —0,35, e a restricao foi quebrada pela primeira
vez na iteracdo 19. Nesse caso, as dimensoes das cavidades sdo menores, o que faz com
que as operacoes de dilatacao afetem o comportamento estrutural com maior intensidade.
Em comparagao com o resultado obtido no caso SGC-0, a evolugao foi acelerada. Maiores
reducgoes de coeficiente de Poisson foram obtidas por iteracao, que provocaram maiores
redugoes no médulo de Young. Ainda assim, mesmo utilizando uma anélise de sensibili-
dade mais precisa que a SGC-0, o valor desejado nao foi alcangado com essa configuracao

de parametros.

No caso PMC, a evolu¢ao também foi acelerada em relagao ao caso SGC-0.
Contudo, ao contrario do que ocorreu no caso SGC-2, topologias mais complexas foram
obtidas. Para essas estruturas, os efeitos das dilatagoes foram ainda mais intensos, o que

habilitou a producao de uma variedade de solugoes candidatas. Ao invés de ficar em torno
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do mesmo minimo, fazendo melhorias marginais a cada novo ciclo de dilatagao, houve uma
exploracao maior do dominio de solucoes possiveis. Na iteracao 53, o melhor resultado foi

obtido, com um coeficiente de Poisson igual ao valor prescrito de —0,5.

Apesar de haver uma preferéncia por topologias mais simples, os resultados
indicam que o valor prescrito para o coeficiente de Poisson nao pode ser atingido com
topologias de cavidade unica (solugoes dos casos SGC-0 e SGC-2). Ao utilizar as redes
PMC para otimizar as estruturas a partir das solugdes SGC-0 e SGC-2, obtém-se valores
proximos de —0,4, mas o valor prescrito continua nao sendo atingido. Como a abordagem
PMC teve sucesso em encontrar um minimo com o valor prescrito e em continuar a
otimizar a solugdes dos outros casos, entende-se que de fato houve um aumento de precisao

nas analises de sensibilidade, o que resultou em processos de otimizagao mais efetivos.

Para avaliar quantitativamente os ganhos obtidos ao utilizar uma anélise de
sensibilidade mais precisa no decorrer das otimizagoes, define-se uma medida de eficiéncia

para cada iteragao:

( ~ i—1 ~(1q
J—1) _ J
77(j) = E’(j) — E'(j_l)

se PO > pU-D o BO) 5 BG-D (6.25)

0 , caso contrario.
\

Essa medida avalia a eficiéncia da j-ésima iteracao em converter uma redugao
de médulo de Young em uma reducao de coeficiente de Poisson (se ambos forem reduzidos),
ou em converter um aumento de coeficiente de Poisson em um aumento do moédulo de
Young (se ambos forem aumentados). O valor de eficiéncia é definido como zero para
os raros casos em que o coeficiente de Poisson é reduzido sem que o médulo de Young
diminua (situacdo completamente vantajosa), ou em que o médulo de Young diminui
apesar de o coeficiente de Poisson aumentar (situagdo completamente desvantajosa). Nas
otimizacoes realizadas, observou-se que esses casos excepcionais ocorreram em menos de

3% das iteragoes.

As Figuras 6.98, 6.99 e 6.100 mostram os valores de eficiéncia de cada iteracao,
de cada processo de otimizacao. No processo de otimizacao de todos os casos, observa-se
um conjunto significativo de iteragoes no qual a eficiéncia se manteve acima de 1,0, garan-
tindo a redugao da fungdo objetivo (mesmo que um minimo global nao tenha sido atingido
com as abordagens SGC-0 e SGC-2). A eficiéncia méxima obtida com a abordagem SGC-0
foi em torno de 3,0; a obtida com a abordagem SGC-2 foi de pouco menos de 5,0; e a
obtida com a abordagem PMC foi de pouco mais de 8,0. Ignorando os casos excepcionais

(aos quais se atribuem eficiéncia nula), os valores de eficiéncia médios obtidos para cada

caso foram: 1,42 (SGC-0), 1,60 (SGC-2) e 1,72 (PMC).
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Figura 6.98 — Eficiéncia das Iteragoes para a Abordagem SGC-0
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Figura 6.99 — Eficiéncia das Iteragoes para a Abordagem SGC-2
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Figura 6.100 — Eficiéncia das Iteragdes para a Abordagem PMC

Novamente, observa-se que a abordagem SGC-2 extrai mais informagoes do

problema que a abordagem SGC-0, que tem performance similar ou superior a abordagem
convencionalmente utilizada na literatura (ICPO Simples). E, por sua vez, a abordagem
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PMC extrai ainda mais informagoes. Esse resultado reforca que a rede PMC teve sucesso

em aprimorar a ASVF considerada e, por consequéncia, todo o processo de otimizagao.

Por fim, as Figuras 6.101 e 6.102 apresentam, respectivamente, as topologias
otimizadas obtidas por cada procedimento de otimizacao e as quatro solu¢oes candidatas

obtidas durante a otimizagao PMC.

9=-0,353 $=-0351 $=-0,500

£=0,104 £=0,104 f=0112

Vi =79% Vi=91% Vi = 90%
SGC-0 SGC-2 PMC
(it. 73) (it. 18) (it. 53)

Figura 6.101 — Topologias Otimizadas

PMC  $=-0481 $=-0,495  PMC

| * *4 |
Pﬁ %PMC

(it. 53) ¥ =-0,500 ¥ =-0,546 (it. 80)

Figura 6.102 — Solugdes Candidatas

As topologias obtidas pelas abordagens SGC-0 e SGC-2 sao simples, de cavi-
dade tnica, e possuem coeficiente de Poisson negativo, contudo, ndo atingiram o valor
prescrito. Por sua vez, a solugdo obtida pela abordagem PMC corresponde a um minimo
global, com coeficiente de Poisson de —0,500. Ainda assim, nessa solucao, ha algumas

cavidades pequenas que podem dificultar a manufatura de tais estruturas.
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Avaliando as solugoes candidatas da otimizagao PMC, a estrutura com coefi-
ciente de Poisson —0,546 ndo apenas possui uma topologia mais simples, mas também
fornece um valor de Poisson inferior ao prescrito (que pode ser facilmente corrigido, ja
que aproximar a propriedade homogeneizada do valor da propriedade do material de base
¢ uma tarefa relativamente facil). Numa aplicagdo prética, essa candidata poderia ser

adotada como solucao final para o problema realista considerado.

A partir dos resultados apresentados, ficam evidentes as dificuldades em ba-
lancear todos os critérios: fungao-objetivo, restri¢oes, independéncia de malha, manufa-
turabilidade das estruturas. Todos os parametros do programa de otimizacao influenciam
muito o comportamento do problema abordado e, mesmo utilizando valores de sensibili-
dade precisos, etapas de calibracao continuam sendo necessarias. De toda forma, as ASVF
propostas reduzem a quantidade de incertezas do método e facilitam essas etapas calibra-
cao de parametros. Para esse exemplo de aplicacao realista, em concordancia com todos os
outros resultados obtidos, os aprimoramentos desenvolvidos resultaram em procedimentos

de otimizacao mais robustos, estaveis e efetivos.
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7 CONCLUSAO

Nesta tese, problemas de otimizacao topoldgica por métodos de densidade dis-
cretos foram descritos sob o paradigma da PLIS. Isso permitiu uma defini¢ao rigorosa da
principal etapa dessa classe de algoritmos, a ASVF. Essa andlise sistematica contrapoe
a pratica convencionalmente utilizada na literatura atual, em que expressoes desenvolvi-
das para métodos continuos sao reaproveitadas para os métodos discretos, sem que seja

devidamente avaliado se tais expressoes sao adequadas para os problemas estudados.

Dois problemas foram abordados: o problema de minimizacao de complacéncia
mecanica, sujeito a um volume imposto; e o problema de concepcao de metamateriais iso-
trépicos, com coeficiente de Poisson prescrito e moédulo de Young minimo. A isotropia dos
metamateriais foi garantida através de imposicao de simetria diedral D3 na célula de base,
por essa razao, células hexagonais foram usadas. A abordagem SGC foi proposta e desen-
volvida, ela fornece uma sequéncia de expressoes de sensibilidade de precisdo crescente.
Mesmo para um unico passo, demonstrou-se que essa abordagem ja fornece expressoes

mais precisas que as convencionalmente utilizadas na literatura.

Diversos resultados foram produzidos para ambos os problemas, eles ilustram
os ganhos em precisao obtidos pelas analises SGC. Esses resultados compuseram dois
artigos cientificos submetidos em revistas de elevado fator de impacto (um deles ja foi

publicado, o outro estd atualmente sendo revisado).

Programas robustos foram desenvolvidos para gerar extensos conjuntos de da-
dos para cada um dos problemas. Os cédigos estao disponiveis em repositérios ptiblicos
do GitHub e podem ser usados por qualquer pesquisador que queira usar técnicas de
aprendizado de maquina em problemas de otimizagdo topoldgica: <https://github.com/

Joquempo/Cantilever-Dataset>; <https://github.com/Joquempo/Metamaterial-Dataset>.

Os conjuntos gerados foram utilizados para o treinamento de algumas RNA.
Para ambos os problemas, as redes PMC obtidas se mostraram capazes de fornecer va-
lores de sensibilidade de elevada precisao, com custos computacionais baixos. As redes
desenvolvidas continuam funcionando bem quando malhas refinadas sao utilizadas, o que

habilita sua utilizagdo em problemas praticos.

Por fim, a ASVF assistida por RNA foi utilizada para abordar um caso re-
alista de concepcao de metamateriais. Os resultados sao promissores e sugerem que 0s

desenvolvimentos apresentados de fato aprimoram os procedimentos de otimizacao.

Todos os objetivos listados foram atingidos com sucesso. Ademais, deseja-se,

posteriormente a defesa desta tese, elaborar mais um artigo cientifico, especificamente
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sobre o uso de RNA na ASVF. Uma vez publicado o artigo, as RNA serao disponibilizadas

em um repositorio publico do GitHub, em conjunto com instrugoes de uso.

Quanto a implementacao utilizada, nao ha conclusoes contundentes. Métodos
de densidade ainda precisam remediar os problemas de dependéncia de malha e de manu-
faturabilidade das estruturas, e, por ora, ndo ha maneira facil de solucionar essas questoes.
Filtros de sensibilidade sao frequentemente usados e, neste trabalho, também foram in-
cluidos operadores morfologicos para melhorar a qualidade dos resultados. Operadores de
abertura foram aplicados em cada iteracao, como uma pequena perturbagao que enviesa
as estruturas para que elas sejam mais manufaturdveis. E operadores de dilatagdo foram
usados para afastar os valores de médulo de Young de seus valores minimos, sempre que

a restricao era quebrada.

Destaca-se que, tanto a inclusao dos operadores de dilatagao, quanto a utiliza-
¢ao de um critério de parada adequado a essa classe de métodos de otimizagao (baseado
em paciéncia), foram medidas que certamente tornaram os programas mais robustos. O
critério de parada necessariamente é atingido em um niimero finito de iteracoes e, no geral,
varias estruturas candidatas sao avaliadas durante o processo de otimizagao, aumentando

as chances de uma solugao eficaz ser obtida.

Todos os resultados obtidos sugerem que, ao realizar analises de sensibilidade
mais precisas, o algoritmo de otimizagao realiza passos mais bem informados que possibi-
litam a obtencao de estruturas mais eficazes. Além disso, a reducao de incertezas facilita
a calibracao dos parametros do programa. Mesmo que a configuracao de parametros nao
seja ideal, se os valores de sensibilidade forem precisos, o programa geralmente produz

boas solugoes.

Quanto ao desenvolvimento das RNA, ha alguns comentarios relevantes. Os
resultados indicam que, nao apenas as redes generalizam a tarefa para malhas distintas do
treinamento, mas ha uma correlagdo entre os dois problemas abordados, o que possibilita
o uso de técnicas de aprendizado por transferéncia. Isso significa que os dados gerados
e as redes treinadas podem ser reaproveitados para abordar casos que extrapolam seus
escopos iniciais. Assim, contesta-se o ceticismo sobre a utilidade pratica de redes neurais
em problemas de otimizacao topoldgica. Mostrou-se que, especificando bem a aplicacao
e fornecendo uma quantidade suficiente de informagoes pré-processadas, essa ferramenta

pode efetivamente contribuir para aprimorar os métodos atuais de otimizacao topoldgica.

As informagdes fornecidas para as redes se mostraram necesséarias para realizar
o mapeamento desejado (e suficientes nos exemplos avaliados). Tanto a progressao das
sensibilidades SGC quanto as informagoes dos vizinhos imediatos contribuiram para a
estimativa dos valores de sensibilidade exatos. Devido a grande extensao dos conjuntos

de dados, técnicas de regularizacao se mostraram desnecessarias. Ao adquirir uma boa
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performance para o conjunto de treinamento, as redes adquiriram boas performances

para os conjuntos de validacao e de teste.

Em trabalhos futuros, as redes desenvolvidas devem passar por mais otimiza-
¢oes de arquitetura. Aparentemente, as redes selecionadas possuem mais pardmetros que
0 necessario, portanto, alterando os hiperparametros, a mesma precisao possivelmente

pode ser obtida com custos computacionais reduzidos.

As propriedades de invaridncia esperadas nao foram perfeitamente extraidas
dos conjuntos de dados. Uma possibilidade futura seria incluir penalidades na funcao
custo do treinamento, de forma a garantir essas propriedades. Tal medida potencialmente

poderia melhorar as capacidades de generalizacao das redes.

Algo que ficou evidente durante todo o desenvolvimento desta tese sao as
diferencas substanciais entre elementos de diferentes classes. Vazios desconectados devem
possuir sensibilidades préximas de zero. O efeito de alterar o estado de um sélido interno
geralmente é um efeito local, o que resulta em estimativas SGC muito precisas para
essa classe de elementos. Sélidos e vazios de interface podem causar alteragoes globais
no comportamento estrutural, ao serem alterados, eles podem conectar ou desconectar

diferentes regides da estrutura.

A maior parte dos dados gerados diz respeito a sélidos internos e vazios desco-
nectados, enquanto que as classes mais criticas (de elementos de interface) possivelmente
ficaram sub-representadas durante os treinamentos das redes e as avaliagoes de perfor-
mance. Uma sugestao para aprimorar ainda mais a precisao das anélises, seria considerar

separadamente cada classe de elementos.

No caso de minimizagdao de complacéncia, efeitos de borda foram desconside-
rados. Quando cargas sao impostas, sensibilidades extremas sao obtidas para uma parte
dos elementos. Nas analises SGC, talvez isso nao cause problemas, ja que um elemento de
sensibilidade muito elevada, mesmo que haja alguma imprecisao na estimativa, continuard
sendo classificado corretamente. Contudo, quando RNA sao utilizadas, os picos podem
produzir respostas imprevisiveis. Lidar com tais efeitos de borda é um problema deixado

em aberto, que deve ser estudado futuramente.

No caso de concepcao de metamateriais, a SGC foi estudada apenas para os
termos diagonais da matriz de propriedades homogeneizadas, mas a abordagem também
pode ser usada para estimar qualquer termo nao-diagonal. Assim como foi feito para os
termos diagonais, estudos especificos devem ser realizados para, por exemplo, buscar um
chute inicial do MGC que resulte em expressoes cujos erros decaem monotonicamente.
Ademais, os desenvolvimentos apresentados nao sao exclusivos para materiais isotropicos,
desde que as fungoes do problema dependam apenas dos termos diagonais da matriz de

propriedades homogeneizadas, materiais anisotrépicos podem ser projetados utilizando
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exatamente as mesmas expressoes apresentadas neste trabalho.

Os desenvolvimentos apresentados podem ser estendidos a problemas de con-
ducao térmica, mecanismos flexiveis e a estruturas tridimensionais. Temas que também

devem ser abordados com profundidade em trabalhos futuros.
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