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Resumo

As equacgoes de Saint-Venant modelam o fluxo nao-estacionario de um fluido newtoniano
incompressivel em canais abertos. Estas, sdo dadas pela equagdo da conservacao da massa
e do balanco do momento linear, e podem ser vistas como uma média das equagoes de
Navier-Stokes sobre a hipdtese de que a escala de comprimento vertical do fluido é muito
menor do que a escala de comprimento horizontal. Tendo em vista que estas equacoes sao
um sistema de equagoes diferenciais hiperbdélico, o método numérico escolhido para resolver
estas equacoes deve ser capaz de capturar tais descontinuidades. Feito estas observagoes,
o método de Galerkin Descontinuo nos parece uma escolha adequada para tratarmos o
problema. Este método de elementos finitos, baseado na formulacao fraca das equagoes,

nos permite aproximar solugoes descontinuas.

Neste trabalho, iremos apresentar a teoria das equagoes de aguas rasas e consequente-
mente das equacoes de Saint-Venant. Em seguida, apresentaremos o método de Galerkin
descontinuo. Iremos mostrar alguns experimentos numéricos para diferentes regimes de
fluxo e leitos nao horizontais, tais como, o rompimento de barragem idealizado, saltos
hidraulicos e fluxos transcriticos em canais com batimetria nao constante e irregular. Por
fim, apresentaremos uma alteragao no método de Galerkin descontinuo padrao que tem
como objetivo balancear as equagoes e eliminar oscilagoes espurias que sao geradas na

solugdo numérica da vazao quando a elevacao do leito é nao constante.

Palavras-chave: equagoes de Saint-Venant. equagoes de dguas rasas. elementos finitos.



Abstract

The Saint-Venant equations model the unstable flow of an incompressible newtonian fluid
in open channels. These, are given by the equation of conservation of mass and of linear
momentum balance, and can be viewed as an average of the Navier-Stokes equations
under the assumption that the vertical length scale is much smaller than the horizontal
length scale. Given that these equations are a system of hyperbolic differential equations,
the numerical method chosen to solve these equations must be able to capture such
discontinuities. With these observations, the Discontinuous Galerkin method seems an
adequate choice to treat the problem. This finite element method, based on the weak

formulation of the equations, allows us to approximate discontinuous solutions.

In this work, we will present the theory of the shallow water equations and consequently
the Saint-Venant equations. Next, we will present the discontinuous Galerkin method.
We will show some numerical experiments for different flow regimes and non-horizontal
beds, such as idealized dam breaking, hydraulic jumps, and transcritical flows in channels
with non-constant and irregular bathymetry. Finally, we will present a modification to the
standard discontinuous Galerkin method that aims to balance the equations and eliminates
spurious oscillations that are generated in the numerical solution of the flow rate when

the bed elevation is non-constant.

Keywords: Saint-Venant equations. shallow water equations. finite elements.
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Introducao

Equacdes de Saint-Venant

As equacgoes de Saint-Venant modelam o fluxo nao-estacionario de um fluido
newtoniano incompressivel em canais abertos. Estas, sdo dadas pela equagao da conservagao
da massa e do balango do momento linear e sao vistas como uma média das equagoes de

Navier-Stokes.

Neste caso, a escala de comprimento vertical de profundidade da dgua é relativa-
mente pequena em relagao a escala horizontal. O nome das equagoes é devido ao engenheiro
Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, que as publicou pela primeira vez em 1871,

no trabalho (VENANT, 1871).

Para um canal de comprimento L, e um intervalo de tempo (0,7), as equagoes de

Saint-Venant sao dadas pela equacao da conservacao da massa do fluido

0A 0Q
E‘i_%—oa (xat) S (07L) X (07T>7 (1)
e pela equacao de balanco do momento linear, que é escrita como
0Q 0 (@ _ .
= "o <A + g[1> = gA(So — Sf) + gL, (x,t) € (0,L) x (0,T); (2)

onde A = A(z,t) é a drea molhada da segdo transversal na posigao x e tempo t, Q = Q(x,t)
é a taxa de vazdo, g é a aceleracdo gravitacional (tomada igual a 9.81 m/s?), I; e I, sdo
os termos que lidam com a forca de pressao hidrostéatica e forca de pressao de parede,

respectivamente, sendo expressos por

I = /h(m(h —yb(z,y)dy, e L= /h(x’t)(h - y)abgv’y) dy; (3)

0 0 x
e onde b = b(x,y) é a largura do canal tal que, para um dado ponto x, é também uma
fungao da profundidade y, como mostrado na Figura 1, e h = h(x,t) é a profundidade da
agua, que pode ser pds-processada de A e b. Finalmente, z,(z) é a elevacao do leito do

canal em um ponto x, Sy representa a derivada espacial

sz
So=——,
0 ox
e St é o termo devido ao atrito com o leito, que pode ser escrito como
Rele]
F = Rz A2

onde R é o raio hidraulico (quociente entre a drea molhada e o perimetro molhado do

canal) e n (s/m'/?) é o coeficiente de rigidez de Manning. A estimacio do coeficiente de
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Manning é um problema dificil relacionado com a simulacdo de cheias em canais naturais

(LAIL; KHAN, 2012).

Z:Zb+h ................... AT T T T y:o

Figura 1 — Ilustragao de uma secdo transversal em um ponto x € (0, L) que mostra a
configuragdo do problema. O termo B, que nao aparece nas equagoes (1)-(2),
representa a largura maxima de uma sec¢ao transversal e b(y), representa a
variacao da largura de uma secao transversal.

As equagbes de Saint-Venant sao também chamadas de equagoes de aguas rasas
1D. Elas sao muito utilizadas para modelar o fluxo de d4gua em rios, canais, lagos, areas
costeiras, rompimento de barragens etc. Existem diferentes abordagens numéricas para
resolver as equagodes de Saint-Venant, citamos aqui algumas referéncias que utilizam o
método dos volumes finitos (YING; KHAN; WANG, 2004), (KURGANOV, 2018), e outras
que utilizam o método de Galerkin descontinuo (XING, 2014), (LAIL; KHAN, 2012) e
(KHAN; LAI 2014). Neste trabalho, iremos utilizar o método de Galerkin descontinuo.

Vamos entao apresentar este método.

Podemos escrever as equagoes (1)-(2) na forma vetorial

u + f(u), = s(u(z,t),z,t), em(0,L)x(0,T), (4)
u(z,0) = g(x), paratodoz € (0,L), (5)

dadas condigoes de fronteira adequadas e onde

Q
Y f(u): 2 Y S(u7x7t>:

—_ I
A+g1

0

gA(So—Sp) + gl | ©)

Meétodo de Galerkin Descontinuo

Seja {zj_1/2, 41 /2}?[:1 uma particao do intervalo (0, L) com intervalos da partigao
I; = (xj_1/2,%j41/2), e tamanho Az; = 241/ —x;_1/2. Cada intervalo I; serd um elemento
do nosso dominio espacial (0,L). Vamos aproximar a solu¢do exata por uma solugao

numérica em cada elemento I; do dominio. Esta solucao numérica, sobre cada elemento I;
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pertencera a um subespaco de dimensao finita de L2(0, L), que chamaremos de espago de

aproximacao Vj,.

O subespaco de dimensao finita de L?(0, L) utilizado no método seré o espaco de

polinémios de grau até k
Vii=Vif i={v € L0, L); vy, € PE(I;), j=1,2,..., N}, (7)

A formulagao local variacional do problema (1)-(2) é dada entao por

| G o) de = [ fluna, )T w0 da

+ Flun(wjiaye, ))on(r), o) — Flun(ziije, t)on(z) ) = /1]- s(up(z, 1), z, t)vp(x) dz,
(8)

up(z,0) de = | g(x)vp(x)de. (9)
J, J

j I
Os valores f(wp(2j41/2:t)) e f(un(xj—1/2,t)) ndo estdo bem definidos, entdo necessitam
ser substituidos por um fluxo numérico. Os fluxos numéricos que usaremos em nossos
experimentos numéricos serao o fluxo de Lax-Friedrichs Local, o fluxo HLL e o fluxo de

Roe. Ao longo do trabalho, falaremos mais sobre estes fluxos numéricos.

Queremos obter uma solucao aproximada u; = [As, Qu]”, onde Ay, Q € Vj, e tal
que a formulagdo variacional seja vélida. A formulagao variacional local (8)-(9) gera um
sistema de EDQO’s acopladas que pode ser resolvido por um esquema de evolugao temporal.
O esquema utilizado no método ¢é o Strong Stability Preserving Runge-Kutta (SSP-RK).
Outro problema a ser tratado é o surgimento de oscilagdes espuirias quando escolhemos a
base de V}, sendo formada por polindomios de grau maior ou igual a 1, o que é previsto pelo
Teorema de Godunov. Este problema é resolvido com o uso de limitadores de inclinagao.
Para mais informagoes, consulte (COCKBURN; LIN; SHU, 1989).

Organizacao desta Dissertacao

Este texto foi especialmente preparado para a dissertacao de mestrado do programa

de pos-graduacao em Matematica Aplicada do IMECC.

Dedicamos o Capitulo 1 para um estudo detalhado das equagodes de aguas rasas
em duas dimensoes, que consiste em uma adaptacao das equagoes de Navier-Stokes para
escoamentos e problemas onde a escala da componente vertical do espaco é relativamente
pequena em relagao as escalas horizontais, ademais, detalhamos o caso unidimensional

que é o grande foco desse estudo que sao as equagoes de Saint-Venant.

No Capitulo 2, introduzimos os conceitos basicos para a compreensao do método de

Galerkin descontinuo para leis de conservacao, desde a questao da discretizagao espacial
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até encontrarmos o sistema de equacoes diferenciais ordinérias, que é a formulagao semi-
discreta, discreta no espaco e continua no tempo. Estruturamos também os esquemas
de evolugao temporal, em particular entre esses, os esquemas SSP-RK. Falamos ainda,
brevemente sobre a questao da extensao do método de Galerkin descontinuo para o caso de
aproximacoes obtidas por polinomios lineares por partes, que demanda o uso de limitadores

de inclinacao por questoes de estabilidade.

No Capitulo 3, aplicamos a teoria do método de Galerkin descontinuo padrao para a
resolucao das equagoes de Saint-Venant em canais retangulares uniformes. Sao apresentados
a base do espago de polindmios, os fluxos numéricos que serao utilizados nos experimentos,
e o limitador de inclinacao. Mais a frente, mostramos como a condicao de leito seco, que
¢ quando a profundidade da agua ¢é nula, é tratada, e também os tipos de regimes de
fluxo, que podem apresentar ou nao oscilagoes espurias no grafico da vazao obtida pelo
método de Galerkin descontinuo padrao, isto é, ndo balanceado. Ao fim do capitulo, sao
apresentados varios experimentos numéricos comparando a base de aproximacao formada

por polinémios constantes por partes e lineares por partes, e diferentes fluxos numéricos.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos um método de Galerkin descontinuo bem-
balanceado, que tem como referéncia o trabalho (LAI; KHAN, 2012). Todos os itens do
Capitulo 3 sao explicitados novamente com as devidas modificagoes para o balanceamento
do método. Nos experimentos numéricos, comparamos o método bem-balanceado com o

melhor método nao-balanceado do Capitulo 3 para cada experimento.

No Apéndice, apresentamos uma introdugao aos conceitos preliminares que envolvem
partes da teoria de equagoes diferenciais parciais, sistemas hiperbdlicos e leis de conservagao.
Apresentamos também uma férmula de integragao numérica utilizada nos experimentos

numéricos.
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1 Equacdes de Aguas Rasas

A modelagem e simulacao de fluxos em superficies livres sdo muito frequentes em
problemas praticos da engenharia hidraulica. Uma importante caracteristica dos fluxos em
superficie livre é a de que a sua fronteira na direcao vertical é desconhecida, e o problema
entao é determinar quem é esta superficie livre e como ela se comporta ao decorrer do
tempo. Varios problemas praticos podem ser vistos como problemas de superficie livre,

sao exemplos destes o fluxo nas seguintes situacgoes

e Rios;

o (Canais Pluviais;

o Lagos;

e Reservatorios;

o Areas costeiras;

o Tsunamis, furacoes, tufoes;

« Rompimento de barragens com inundagées, etc.

O comportamento do fluido nas situagoes anteriores pode ser descrito completamente
pelas equacoes de Navier-Stokes. Porém, a resolucao numérica das equagoes de Navier-
Stokes é muito custosa e necessita de técnicas numéricas excessivamente exigentes. Em vista
destas informacoes, simplificacdes das equagoes de Navier-Stokes que fornecem resultados

apropriados nos parecem muito interessantes.

Uma abordagem amplamente utilizada sao os modelos 2D de profundidade média.
As caracteristicas deste tipo de abordagem para o problema de fluxo em superficie livre
sao que a escala de comprimento horizontal é muito maior que a escala de comprimento
vertical, e a velocidade na direcao vertical ¢ praticamente nula, entao ¢é realizado um

processo de média das equagoes de Navier-Stokes com respeito a profundidade.

Estas novas equacoes simplificadas sdo entdo chamadas de equacoes de aguas
rasas. Do ponto de vista matematico, estes modelos constituem um sistema de equacoes
diferenciais parciais do tipo hiperbodlico, referidas como um sistema hiperbdlico de leis de

CONServagao.

Apesar da suposta simplicidade das equagoes de dguas rasas em relacao as equacoes
de Navier-Stokes, a hipotese de agua rasa ¢ utilizada em muitas aplicagdes na hidraulica e

fornecem base cientifica para a resolucao de problemas praticos.



Capitulo 1. Equagdes de Aguas Rasas 22

Como nosso trabalho tem enfoque tanto na area tedrica quanto na area numérica,
achamos importante incluir a deducao das equagoes de dguas rasas 2D para a maior cultura
do leitor experiente, e como uma introducao para o leitor inicial, mesmo que o modelo 2D

nao seja o modelo com o qual iremos realizar nossos experimentos numeéricos.

1.1 Equac3o de Aguas Rasas 2D

Nesta secao, iremos introduzir as equagoes de aguas rasas 2D, que sdo uma apro-
ximacao do problema de superficie livre. As equagoes de aguas rasas sao utilizadas para
modelar o fluxo de fluidos newtonianos onde a magnitude da dire¢ao vertical do fluido é

muito pequena em relagao as dire¢oes longitudinais, dai vem o nome aguas rasas.

1.1.1 Equacdes de Navier-Stokes

Seja © C R* um dominio (aberto e conexo) Lipschitz limitado e I = (0,T) um
intervalo de tempo. Para um fluido isotérmico com velocidade u :  x I — R? e massa

especifica p : Q x I — R, a equagao da conservagao da massa ¢é escrita como

g’; + div(pu) = 0. (1.1)
A equacao de balango do momento é descrita por
0
(aptu) +div(pu @ u) = pf +divo. (1.2)

Na Equagao (1.2), o simbolo ® representa o produto tensorial de vetores e o é definido
como o tensor de tensoes de Cauchy. A funcao f representa as forgas por unidade de

massa externas ao sistema, por exemplo, forcas gravitacionais, magnéticas, etc.

Se supormos que o fluido é newtoniano, o tensor de tensdes de Cauchy é descrito

por
o=2uE(u)+ A(divu) I —pl. (1.3)
Em (1.3), p representa a pressao, A e u sao coeficientes de Lamé e £(u) é o tensor taxa de

deformagao linearizado, dado
1 T
E(u) =5 (Vu+ (Vu)").

Substituindo (1.3) em (1.2), obtemos a equagao do balango do momento para fluidos

newtonianos, dada por

a(gtu) +div(pu ® u) — div(2uf(u) — A(divu)I) + Vp = pf. (1.4)

As equagoes que modelam o comportamento do fluxo de um fluido newtoniano
compressivel sdo as equagdes da conservagao da massa (1.1) e do balango do momento

linear (1.4). Estas equagdes sdo chamadas de equagoes de Navier-Stokes.
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Equacgoes de Navier-Stokes Compressiveis

9 + div(pu) = 0; (1.5)

ot
a%?) +div(pu @ u) — div(2u€ (u) + A(divu)I) + Vp = pf. (1.6)

Equacgoes de Navier-Stokes Incompressiveis

Supondo que a derivada material (A.9) da massa especifica é igual a zero, e que a

massa especifica é positiva, isto é

Dp
E =0 e p > 0,
podemos simplificar as equagoes (1.5) e (1.6) obtendo as equagoes de Navier-Stokes
incompressiveis.
divu = 0; (1.7)
0 1 1
a—;‘ Fdiv(u@u) + Vp—div(r(u)) = § (1.8)
Onde

T(u) = 2u€(u).

1.1.2 Fluxo Gravitacional em Superficies Livres

Em varios problemas praticos, uma superficie livre pode ocorrer no movimento
de um fluido. Em geral, a superficie livre ndo é conhecida, e o problema principal é

determina-la.

Na maior parte dos problemas, os fluidos sao considerados incompressiveis, entao
as equacoes utilizadas para estudar o movimento destes fluidos sdo as equagoes de Navier-

Stokes incompressiveis (1.7)-(1.8).

As caracteristicas principais desse problema sao que a forca externa f da Equacao
(1.8) é dada por
.f = (07 Oa _g)v
onde g ¢é a aceleracao gravitacional, o fluido estd em movimento em uma superficie livre

que possui fronteira, e tanto a aceleracao do fluido quanto a pressao possuem condic¢oes de

fronteira na superficie livre.
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Nas figuras 2, 3 e 4 abaixo, iremos ilustrar alguns problemas de superficie livre

vistos no cotidiano.

Comporta

Nivel d'agua | /

Superficie livre

Figura 2 — Fluxo em um rio depois de uma comporta. Uma superficie livre por exemplo é
a profundidade da agua depois da comporta.

Agqua

Superficie livre

—

Inundacao

Barragem

Figura 3 — Inundagao de uma barragem. O fluxo apds a inundagao da barragem pode ser
analisado, e uma informagao importante é a profundidade da dgua depois da
inundagao, que é uma superficie livre.

Superficie livre Barco
Mar

Figura 4 — Fluxo em um mar depois da passagem de um barco. O barco se move causando
alteragoes na profundidade da dgua, que é uma superficie livre.
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1.1.3 Deduc3o das Equacdes de Aguas Rasas 2D

As equagoes de dguas rasas 2D aproximam o problema de fluxo gravitacional em
superficie livre (TORO, 2013).

Para obtermos as equacoes de dguas rasas 2D vamos efetuar um processo de média
das equagdes de Navier-Stokes incompressiveis (1.7)-(1.8) com respeito a profundidade

assumindo as hipoteses do problema de fluxo gravitacional em superficie livre.

Na Figura 5, temos a ilustracao do perfil onde as equacoes de dguas rasas estao
dispostas. Sao mostradas a localizacdo das variaveis e de alguns outros termos para um

melhor compreendimento do problema.

p= pa,

>/ ¢
'\ ’77)%
bt ;

Figura 5 — Problema do fluxo gravitacional sobre uma superficie livre ilustrando as coor-
denadas x1, x5 e x3, a elevacao do leito e a lamina d’agua.

Vamos escrever as equagoes (1.7) e (1.8) utilizando o mesmo procedimento de
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2014), considerando & = (x1, 9, x3), onde

e T9 sao as direcoes longitudinais e x3 é a direcao vertical. Assim

w = (up,uy,u3) : Q@ x I — R

T(U) = (Tij)ijzl O x I — Rs;ni’?
p:QAxI—R;

f:(f1,f2,f3)IQXI—>R3.
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Para o problema de superficie livre, temos mais ainda
h:QxI—R;
2 Q= R;
z=h+2z:0xI—>R.

Onde h ¢é a altura da lamina d’agua ou profundidade d’agua, z, é a elevacao do leito e o

dominio espacial de h e z, é dado por
Q= {(1'1,1'2) € R?; (2, 79,73) € Q}

Vamos agora estabelecer as condigoes de fronteira para o problema de superficie

livre. Sdo elas

0z 0z 0z
((f)t + Ulaixl + Uzaim - U3> . =0; (1.9)

p|:c3=z = Pa- (1'10)

A condigao (1.9) em termos de derivada material (A.9) é equivalente a
D
Dt

Onde p, é a pressao atmosférica, que pode nao ser constante dependendo do problema

(z — x3)|25=- = 0. (1.11)

analisado. Temos também a condicao de fronteira no leito, que é dada abaixo.

— 0. (1.12)

r3=2p

Em termos de derivada material, a condigao (1.12) é equivalente a

D
Ht(—zb + 23)|py=z, = 0. (1.13)

Agora escrevemos as equagoes (1.7) e (1.8) em termos das fungdes coordenadas,

obtendo assim

iéui —0; (1.14)
izlﬁxi - )
lf)p _ 1 3 67’1‘]'

+ D

Oz, pOz;  pi3 Ox;

— fi=0, paracadai=1,2,3. (1.15)

3

No caso do fluxo em aguas rasas, a velocidade vertical uz é muito pequena, tanto
quanto sua aceleragao correspondente. Entao a equagdo do momento (1.15) na dire¢ao

vertical, isto é, para ¢ = 3, é entao reduzida para

1 0p
- =0. 1.16
Y +g (1.16)
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Integrando a Equacao (1.16) com relagdo a profundidade, e utilizando a condigao de

fronteira (1.10), obtemos
p = p(x1, 22, 23,t) = pg(z — 3) + Pa- (1.17)

Com efeito,

z 8p B
/(a 3+pg> dzs =0,

p(xlax%zat) _p(x17$27$35t> + pg(Z - .1'3) = 07

e entao

finalmente

p = p(z1,12,23,1) = pg(2 — 3) + Pa-

A partir da equacao da conservacao da massa (1.14) e considerando as condigoes
de fronteira (1.9) e (1.12), podemos obter a equac¢ao média da conserva¢ao da massa com

relacao a profundidade, dada por

E+Z oz; =0 (1.18)

onde h(xq,x9,t) = z(x1, X2, t) — 2p(21, x2) €

f 1
w; = (/ui(xl,xQ,xg,t) dx;;) 7+ para 1=1,2,3.

Zb

Agora integramos as equagoes do momento (1.15) para ¢ = 1,2, 3 com respeito a profundi-
dade, obtendo

3 ) 1 1 3 L
/ <8ul Z wiw;) Op 0Tij _ ﬁ) drs =0, paracadai=1,2, 3.

J o Oz ,0 pOx; p 5 Ox;
(1.19)
Iremos usar a seguinte férmula de Leibniz para a integracao dos termos de (1.19).
e o (F ob 9
a/aSF(T, s)dr = 55 (a/ F(r,s) dr) — F(b, 8)% + F(a,s)a—z. (1.20)

Utilizando a férmula de Leibniz (1.20), e as condigoes de fronteira (1.9) e (1.12),

adquirimos

/<8u, ]23: u,uj>

2p L3

(W
Z ”“J, para i = 1,2, (1.21)

7j=1
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Para o termo da pressao, tem-se

z

; op 0 0z 0z
= d — Dlgaes | =— -
8371‘ d$3 8362 (Jp 5173) p|x3—z (8@) +p|x3—zb (axl>
2p

b

- = (/ (pg(z — 23) + ps) d:cg)

b

0z 0z 0z
{5 e () < (52)

Assim

,  parai=1,2. (1.22)

Para os termos de 7(u), temos

0T 1 b 12 i OTi; .
dx Ty — Tis) + — / L das |, parai=1,2. 1.23
P] 1 (,b O ) p( ’ d Pg f O ’ ( )

Na Equagao (1.23), os super-indices s e b representam as fronteiras de cima e de baixo da

superficie livre. Entao as equac¢des médias do momento com respeito a profundidade sao

dadas por
— (15— 12) + b,
ot +]z::1 axj gza ; + p(T’LS TZB) + f

(1.24)

hop, 1& 87’U .
- = - =1,2.
o, + p Z (Z/ d$3) , parai ,

7j=1

Os coeficientes 75 e 75 sdo chamados de tensdes de cisalhamento na superficie e sdo

prescritos externamente. O termo 75 é devido ao arrasto do vento, que pode contribuir ou
prejudicar o movimento do fluido. O termo Tl% ¢ o termo devido ao atrito com o leito, que
sempre atua contra o movimento do fluido. O coeficiente T, 3 é frequentemente expresso
por uma férmula de resisténcia hidraulica, por exemplo, pela férmula de Chézi, dada por
b _ pyluilui
BTCh?

onde

e C ¢é o coeficiente de Chézi.

Neste momento, vamos omitir o cisalhamento atuando sobre o fluido nas dire¢oes
longltudlnals T1 e xo, e considerar apenas o arrasto do vento 7;3 e o cisalhamento do leito

7'13. Iremos também considerar f como no problema de superficie livre,

f = (f17f27f3) = (07 07 _g)
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Entao as equagoes médias do momento modificadas sobre estas condigoes sao descritas

por

: 2 O(hu;) oh 1, h Op, .
It + Z —— < ] + 7<Ti3 - Tz%) - ;axla para 1t = 172 (125)

Com o objetivo de escrever as equagoes anteriores como leis de conservagao, consi-

deramos h = z — z, e a seguinte identidade

Oh 0 2=z’ 0z .
_gzaxi = _&UZ- (g ( 9 )) +g(z — Zb)@xi’ para ¢ =1,2. (1.26)

Substituindo a Equagao (1.26) na Equagao (1.25), obtemos a forma conservativa da equagao

média do momento, dada abaixo.

3(h1il) 2 8(huluj) . 0 [1 9 2:| 1 s b
ot +]; e, om (29 T2 s ) (127
) h Opa . '
+g(z — 2z) (8?) _pﬁi»’ para i = 1,2.

As equagoes (1.18) e (1.27) formam as equagdes de dguas rasas 2D. Estas equagoes

podem ser escritas na forma compacta

0P 2 OF;
Y Sna=o (1.28)
j=
onde
h
P = | hy |,
hus
_ i i

5i
F; = | huru; + %9(22 — )|,

5o
hugu; + %Q(ZQ —2?)

0

(s — =) Oz \ [ hopa 1 o gyl
Q=|"9+"= 0xy p Oxy ,oTl3 Ch?

— (Z—Z) % _}_ﬁapa_lTs gu_Qlﬂ'|
I TN 0ny ) T por, p BT OR2

Onde 4,,, = 1se m =n e d,, = 0 caso m # n.

A Equagao (1.28) é entao chamada de forma conservativa das equagoes de dguas

rasas 2D.
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1.2 Equacdes de Saint-Venant

Para a modelagem do fluxo nao-estavel de um fluido newtoniano em canais abertos,
existe um modelo unidimensional de equagoes que consegue obter a velocidade e a altura
do fluido analisado. Estas sao as equagoes de dguas rasas 1D, que também sao obtidas
através das equacoes de conservagao da massa (1.7) e de balan¢o do momento linear (1.8).
Estas equagoes sao usualmente chamadas de equagoes de Saint-Venant, nome que ¢é devido
ao engenheiro francés Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, que as publicou pela
primeira vez no trabalho (VENANT, 1871).

Estas equacOes sao baseadas em algumas suposi¢oes fundamentais, que serao

descritas abaixo:

(i) O fluxo ¢ unidimensional, ou seja, a velocidade ¢ uniforme em uma sec¢ao transversal

e o perfil transversal da superficie livre é horizontal,

(ii) A curvatura aerodindmica é muito pequena e as aceleracoes verticais do fluido sao

negligenciaveis, de forma que a pressao é hidrostatica como em (1.16);

(iii) A resisténcia do fluxo e as perdas devidas a turbuléncia sdo as mesmas se compa-
radas com um fluxo em estado estavel com a mesma profundidade e velocidade,

independente das pretensoes da profundidade;
(iv) A inclinagdo do leito é pequena;
(v) A massa especifica do fluido é constante .
Com estas hipoteses, o fluxo pode ser descrito em qualquer ponto do dominio
utilizando duas variaveis, a saber, a velocidade u e a drea molhada A, ou a vazao ) e a

area molhada A. Nas figuras 6 e 7, temos a ilustragdo das sec¢oes transversais ao longo do

eixo x, e de uma segao transversal ampliada juntamente com as variaveis do sistema.
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)2

_—
%

Figura 6 — Se¢oes transversais vistas em alguns pontos do dominio.

3

Figura 7 — Ilustragdo de uma sec¢do transversal mostrando a area molhada, a profundidade
d’agua, a elevacao do leito e a largura do canal variando em um eixo y.

A deducgao das equagoes de Saint-Venant é feita de forma andloga a deducgao das
equacoes de aguas rasas 2D. A observacao principal a ser considerada é que surgem
termos nas equagoes de Saint-Venant que nao aparecem nas equagodes de adguas rasas
2D. Estes termos aparecem pois consideramos agora segoes transversais do dominio, e
entao precisamos de variaveis que capturem as variagoes na largura do canal nas segoes
transversais, pois estas informagoes influenciam na area molhada e na vazao do fluido.
Para mais informagoes, consulte (CHANSON, 2004).
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1.3 Forma Conservativa das Equacdes de Saint-Venant

Como dito na introducao, para um canal de comprimento L e um intervalo de
tempo (0,7, as equagoes de Saint-Venant na forma conservativa, escritas em fungao de @

e A, sao dadas por

9A  0Q .
o5 T, =0 (@) €(0,1) < (0,T); (1.29)
0Q 0 (@ _
Onde 5
o 05 rQlQ
0 — 8x7 f_R4/3A27
h(z,t) h(x,t) ab
I = / (h = yble,y) dy; T = / (h =) (,9) dy.

As varidveis procuradas sao a drea molhada A = A(x,t) e a vazdo Q = Q(z,t). Os demais
termos sao a aceleragao gravitacional g ( tomada como g = 9.81m/ s?), a profundidade da
agua h = h(z,t), a largura do canal b = b(z,t), a for¢a de pressao hidrostatica I, a forga
de pressao de parede I, a inclinacao do leito Sy e a inclinacao de friccao Sy. Para S e
S, temos mais ainda a elevagao do leito do canal z, = 2z,(), o coeficiente de rugosidade

de Manning n e o raio hidraulico da secao transversal R.

1.3.1 Forma Conservativa das Equacdes de Saint-Venant para Canais Retan-

gulares Uniformes

Vamos agora considerar o caso particular onde o canal analisado ¢é retangular, neste
caso, a funcao b(x,y) é constante em y, e entdo escrevemos simplesmente b(z,y) = b(x).

Temos entao a seguinte largura do canal.

Note que neste caso,

8[1 a g 2)
Oh _ 0(9 2 131
g@x ox (2b -
De fato,
N h
- - B B B gbh2 . i 2
%—gﬂhywww—wwﬁhymw'z‘dﬁ'

Podemos entao reescrever as equagoes da conservacao da massa e do balanco do
momento utilizando a identidade (1.31), que resultam em:

04 90
. 1.32
ot "o Y (1.32)
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)
acg + 5 (A + 2bA2> = gA(So — S)) + gl (1.33)

A velocidade média do sistema é dada por

u(z,t) = i

Definimos entao
a(z,t) = h(z, tuz, 1),
Vamos agora escrever as equagoes (1.32) e (1.33) em termos das varidveis h e gq.

Dado que
A =b(x)h(z,1),

tem-se
Q = Al tyula, 1) = b(a)h(x, ule,t) = b(z)a(x,t).
Pela equacao de conservagao da massa (1.32) segue-se que

oh ,0q b

Abrindo os termos da equagdo do momento (1.33) observamos que

0Q _ %
ot ot

or\A) ox\h ox or ’
O
Ox <2A)_8x<2>_28:c+68x ’
gA(So - Sf) = bgh(Sg — Sf)

Entao a Equacao (1.33) é reescrita por

Jq d (¢ gh? 0b gh® ob
%{m%< FE) 4 )+ B0 = gbh(So— Sp) + 9h (139

Se além disso, tivermos um canal retangular uniforme, isto é, se b(z) é constante

para todo x € (0, L) de modo que b(z) = b com b > 0, entao

h
ob 8b

Obtemos entao a partir de (1.34) e (1.35) as seguintes equagoes de conserva¢ao de massa

e do momento para canais retangulares uniformes.
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Equacgoes de Saint-Venant para Canais Retangulares Uniformes

oh  0Oq
5 Ty =0 (@) € (0.L)x(0,T); (1.36)
@4-& q—2+g—h2 = gh(So — S¢), (x,t) € (0,L)x (0,7); (1.37)
ot " or\p T ) T 9T AT : L) :
onde 9 9 |
Zbh n-q|q
So = —%, Sf - h10/3 .

Uma observagao a ser considerada é que para canais retangulares uniformes, é feita

a seguinte aproximacao

_ n?|Q|Q _ nPqlq|
TORYBA2 T pm

10
como em (YANG; YANG; XING, 2021), no nosso caso escolhemos 7 = 3

Sy

As equagoes de Saint-Venant (1.36)-(1.37), podem ser escritas na forma vetorial,

onde u é o vetor das variaveis, f é o vetor de fluxo e s é o vetor fonte.

u; + f(u), = s(u, z,t), (1.38)
h q 0
u=u(z,t) = [ . ] , flu) = g2]12+qh2 , S(u,x,t) = [gh(S()—Sf> ] . (1.39)

A matriz jacobiana do vetor de fluxo f, bem como seus autovalores e respectivos autovetores

sao dados por

0 1
gf = ? 2 | (1.40)
Yol
o
q
1 _ — 1.41
)‘1 h gh'7 (%1 %_\/g? 3 ( )
o
q
Ay = — h = . 1.42
2= +/gh, v %Jr\/;h (1.42)

0
Os autovalores A, Ay de —f sao reais e distintos quando h > 0. Entao as equagoes

(1.36)-(1.37) dispostas na forma conservativa (1.38) geram um sistema hiperbdlico.

Para equagoes hiperbolicas, mesmo com condicdo inicial suave e condicoes de fron-
teira adequadas, uma solu¢ao descontinua pode se desenvolver no dominio computacional.
Portanto, o modelo numérico para as equacoes de aguas rasas deve ser capaz de captu-
rar estas descontinuidades, e o método de elementos finitos descontinuo é uma escolha

adequada para tais problemas.
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1.4 Forma Nao-Conservativa das Equacdes de Saint-Venant

Devido a dificuldade no calculo da for¢a de pressao hidrostatica I, e da forca de
pressao de parede I, em canais nao-retangulares e nao-prismaticos, os dois termos podem

ser simplificados da seguinte forma.

L~ AT (1.43)

Substituindo na Equagao (1.30) e explicitando o termo Sy, obtemos

00 9 [(Q? on 92

oh
Passando o termo gA— para o lado direito da equacao, temos

ox
0Q 0 (Q*\ 0
92 (A) = —9A2 (51 1) - g5,
Dado que z = z, + h,
0Q 0 [(Q? B 0z
h 4 o (A) = —gA% — gASy. (1.44)

As equagoes (1.29) e (1.44) sao a forma nao-conservativa das equagoes de Saint-
Venant (1.29)-(1.30). Diversos trabalhos com métodos para a resolu¢do numérica das
equagoes de Saint-Venant utilizam a forma nao-conservativa, como em (LAI; KHAN,
2012) e (YING; KHAN; WANG, 2004). Utilizar a forma nao-conservativa ¢ um modo de

balancear as equacoes.

As equagoes (1.29)-(1.44), também podem ser escritas na forma vetorial

u; + f(u), = s(u, z,t).

Onde
A p Q 0
u = ) = QQ ’ s = 0z
= —gA— — gAS
Q A 9A5- — 945y
Temos agora que a matriz jacobiana de f com respeito a u é dada por
0 1
of
du | _ (Q)2 20 |-
A A

com autovalores \; = Ay = 9 Note que este sistema nao é hiperbdélico.

A



36

2 Método de Galerkin Descontinuo para Leis

de Conservacao e Leis de Balanco

Neste capitulo, iremos apresentar o método de Galerkin Descontinuo para leis de
conservagao e leis de balango. Seguiremos os artigos de (COCKBURN; SHU, 1989) e
(COCKBURN; SHU, 1991) e os bons trabalhos em portugués (SILVA, 2015) e (SILVA,
2019).

O método de Galerkin Descontinuo (DG) é um método pertencente a classe dos
métodos de elementos finitos que usa uma base de fun¢des polinomiais descontinuas entre
os elementos. Segundo (SHU, 2009), o primeiro método DG foi introduzido em (REED;
HILL, 1973) e depois foi desenvolvido por diversos autores, em especial, pelo matemético

Bernardo Cockburn.

Dado que o foco principal do trabalho nao é o estudo do método em si, mas sua
aplicacao nas equagoes de Saint-Venant, nao entraremos muito nos seus detalhes técnicos.
Para mais informagoes, o autor pode consultar (SILVA, 2015) e (SILVA, 2019). Ao longo
desta dissertacao, iremos também denotar o método de Galerkin Descontinuo como método
DG.

De inicio, estamos interessados em resolver a seguinte lei de conservagao escalar

w+ f(u), = 0, em(0,L)x(0,7); (2.1)
u(z,0) = g(x), paratodo z € (0,L); (2.2)

e condicao de fronteira periddica.

2.1 Discretizacao do Espaco

Seja {xj,l/g,:vjﬂ/g}jy:l uma particdo do intervalo (0,L) em N intervalos [; =
(7j-1/2,j41/2), de tamanho Az; = xj41/2—2j_1/2. No caso de malhas uniformes Az; = Az

¢ o mesmo para todo j =1,2,..., V.
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%,

V-1 K g *y,

Figura 8 — Células e nés da malha computacional

Cada intervalo I; serd um elemento do nosso dominio espacial (0, L). Cada elemento
I; serd genericamente representado por trés nos, o né da esquerda x;_;/2, o centroide
x; e o n6 da direita x;,;/5. Esta notacdo é vantajosa pois para o método de Galerkin
Descontinuo, as solu¢oes nao serao necessariamente continuas nos nés x;_y/a, Tj41/2, mas
serao continuas no interior do elemento I;. Os elementos e nés estao representados na

Figura 8.

2.2 Espacos de Aproximacao

Iremos aproximar a solugdo exata por uma solug¢do numérica em cada elemento
I; do dominio. Esta solucao numérica pertencerd a um subespaco de dimensao finita de

L*(0, L) que chamaremos de espaco de aproximacao Vj,.

O subespaco de dimensdo finita de L?(0, L) utilizado no método é o espaco de

polinémios de grau até k

Vi, = ViF = {ve L*0,L);v

1, € PA(I), j=1,2,...,N}. (2.3)

No caso em que estivermos interessados na formulacao global, denotaremos por V}, ; ao

invés de somente V},, isto porque neste caso, rotular os elementos sera importante.

2.3 Formulacao Fraca

Tomando uma funcdo teste v € C*°(0, L), multiplicamos a Equacdo (2.1) e a

Equacao (2.2) por v(x), e integramos em cada elemento I; = (2;_1/2, Zj41/2), obtendo

Tjt1/2
(w(z, t)v(z) + f(u(z,t)),)v(x)de = 0, Vj=1,...,N; (2.4)
e Tjt+1/2 Tjr1/2
u(z,0)v(z)de = / g(x)v(x)dx, Vj=1,...,N.(2.5)

Tj—1/2 Tj—1/2
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Utilizando integracao por partes, segue-se que

Tjy1/2 Tj4+1/2
| e tyo@yde = [ fule,O)u(z) da
Tj—1/2 Tj_1/2 (26)
+f(u(xj_+1/27 t))v(xj_-i-l/Q) - f(u(m;_—l/za t))’l)(.il?;__l/z) = 07 V] = L. 7N;
Tjt1/2 Tjr1/2
/ u(z,0)v(z) de = / g(x)v(x)dx, Vj=1,...,N. (2.7)
Tj—1/2 Tj-1/2

Esta é a formulagao fraca do Problema (2.1)-(2.2). Se u satisfaz as equagoes (2.6) e

(2.7) para toda funcao teste v € C*°(0, L), dizemos que u é uma solugdo fraca do problema
(2.1)-(2.2).

2.4 Formulacao Variacional Local

O préximo passo é substituir a fungao v € C*°(0, L) por uma funcao v, do espago
de aproximagoes V. Ao invés de u, buscamos uma solu¢ao numérica uy, € V), que satisfaga

as equagoes (2.6) e (2.7), isto é,

Tj+1/2 Tjt1/2
/ Ovup(x, t)op(z) do — / fup(z,t))0pvpn(z) da
Tj—1/2 Tj—1/2

+f (un(@jrjo, ) on(x), ) = Flun(zioaje, t)va(r] ) =0, Vj=1,...,N;

Tj+1/2 Tj+1/2
/ up(x, 0)vp(x) do = / g(z)vp(z) dz, Vj=1,...,N.
Tj—1/2 Tj—1/2

Como a funcao uy, € possivelmente descontinua nos pontos x;_1/s € x;41/2, a avaliagao
do fluxo f em up(xj_1/2) € up(xj41/2) ndo estd bem definida, temos entdo que substituir
f(un(zj—1/2)) e f(un(zjt1/2)) por uma funcao de fluzo numérico que depende dos valores
limite. Iremos fixar as notacoes

T =limxz;_ 10— €.
J-1/2 T 55 i—1/2

+ 1 ,
Ty = :11_{% Tj—12 te.

O valor f(up(w;-1/2)) entdo é substituido pelo fluzo numérico fy(up);—1/2(t) dado por

fuun)j-12(t) = fr(un(z;_ o, t), u(@) ) j9,t))- (2.8)

Analogamente, definimos

T = limx; — €.
j+1/2 = g ti+/2
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x;r+1/2 = ll_{% Tjt1/2 + €.
Jn(un)j12(t) = fh(uh(xj_+1/27t)vu($;_+1/27t))' (2.9)
| | | |
|
XJ"’L %C)w
&
Figura 9 — Valores limite dispostos na malha computacional
Fazendo as devidas substituigoes pelas fungoes de fluxo numérico, obtemos
Tjt+1/2 Tjt+1/2
/ Ovup(x, t)op(z) do — / fup(z, )0y () da
Tj—1/2 Tj_1/2 (210)
+fu(un)ji2(Ovn(5 1 0) = falun)j—1jo(O)vn(z] ) = 0;
Tj+1/2 Tj+1/2
/ up(x, 0)vp(x) do = / g(z)vp(z) du. (2.11)
Tj_1/2 Tj—1/2

Entdo a solucao aproximada us|z;, no elemento I; e no tempo ¢, dada pelo método

de Galerkin Descontinuo ¢é definida como sendo a solug¢ao da formulacao variacional local

(2.10)-(2.11) para toda fungao teste v, € V.

As fungoes da base de V}, sdo dadas por

900(33)7 901(‘/1;)’ s 790k‘<x)‘

Escrevemos entao u;, como combinacgao linear dos vetores da base de V.

desta forma,

Opup(z,t) = ; Oici(t) i),

e também
Tjt1/2 k Tjt1/2
duup(z, tyop(z)dz = > / Oci(t)pi(z)vp(z) do
Tj_1/2 izoxjflﬂ

Tjt+1/2

- Zatci(t) / @i(x)vp(x) d.

Tj—-1/2

(2.12)
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Observe que como a integral é em z, as derivadas em t sdo constantes na integracao no

espago. Substituindo a Equacao (2.12) em (2.10) obtemos

i Tjt1/2 Tj+1/2
; Gtci(t)mj // | os(x)vn(z) dz —Ij // | Flun(, 1))dpvn(z) dz 019

+fn(un) 12O vn(@yy e) — fulun)jrs2(t)va(z] ) = 0.

Como V}, é um espaco vetorial de dimensao finita k + 1, para que a formulacgao fraca
seja satisfeita para toda funcao teste v, € V},, basta que seja satisfeita para as funcoes
da base de V},. Fazendo v, (z) = ¢i(z), para [ = 0,...,k obtemos o sistema de EDO’s

acopladas pelo fluxo numérico

k Tjt1/2 Tit1/2
Zz%atcz-(t)xj // | oilz)ei(x) do - // | F(un(, 1) dpp1(x) da o1

+ fuun)jrrp(Oei(@ ) e) = frlun)j-12)@i(r) 1 5) =0,
para cada [ =0,1,..., k.

Reunindo os resultados anteriores, temos a seguinte definicao.

Definicao 1. Seja V3, ; um espago de aprozimagdo local com dimensao k + 1. Dizemos que

up(z,t)|1; = ;]Ci(t)%(l')

¢ uma solucao local obtida pelo método de Galerkin Descontinuo se satisfazer as equagoes

(i)

Tjt1/2 Tjr1/2

k
Soa) [ e@a)de— [ fune0)de() do
=0 . - (2.15)
j—1/2 j—1/2
+ fulun) 12004 0) = falun)j-12()ei(@] ) =0,
para cada l = 0,1,... k.
(i)
Tjt+1/2 Tjt+1/2
up(x,0)p(z) do = / g(x)pi(x) dz (2.16)
Tj—-1/2 Tj—-1/2
para cada l = 0,1,... k.
Se ao invés de (2.1)-(2.2) quisermos resolver a lei de balango
w+ f(u), = s(u,z,t), em (x;_12,Tj11/2) x (0,T); (2.17)

u(xz,0) = g(x), paratodo x € (xj_1/2,Tj11/2); (2.18)
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e condigao de fronteira periddica, substituimos a equagao (2.15) por

k Tjt+1/2 Tj+1/2
Yoty [ ei@a)de— [ funle0)dp() do
=0 Tj_1/2 Tj_1/2
Tj+1/2
+ fu(un)jrapOei(@ ) ) = frlun)j-12)@i(r] ) = / s(un(z,t),z, )pi(z) da
Tj—1/2
(2.19)
para cada [ =0,1,... k.
2.5 Forma Matricial
Podemos escrever o sistema (2.14) na forma
du
—=H 2.2
Y ), (2:20)
onde os vetores u, H(u) € R¥*!, e a matriz B € R*™***! 530 dados por
u(t) = [co(t), ca(t), ..., cn(t)]
du(t
di ) - [Oeco(t), Drcr(t), . .., e (t)]" (2.21)
ZTj+1/2
Hew) = [ flun(e, 0)0ua(e) de = fulun)sip(Oeilz)
e (2.22)
+ fh(uh)j—l/Q(t)90l<mj—l/2)a paral :0717"'7ka
Tjr1/2
B, = / oi(x)pi(x)dz, parai,l=0,1,... k, (2.23)
Tj_1/2
lembrando que wuy(z,t) depende dos coeficientes co(t), c1(t), . . ., cx(t).

Como a matriz B € R¥*F1 & yma matriz de Gram com o produto interno de

L*(0, L), segundo (LIMA, 2001), B é uma matriz invertivel. Portanto podemos escrever

i B'H(u) . (2.24)
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2.6 Formulacao Variacional Global

A solugao aproximada global uy(x,t) obtida pelo Método de Galerkin Descontinuo

no tempo t é dada por

Z_: (z,t)1, x1,(x), Vxe(0,L); (2.25)
up(,0) = gn(w Z (z,t)]1, x1,(x). (2.26)

Onde gn(z,1)|1, € a projegao da funcdo g no espago Vi, ; e x;, € a fungao caracteristica

do conjunto /;, definida por

1, sex € lj;
XI; (.I) - .

0, caso contrario.
Para cada elemento I; do dominio, temos um sistema diferencial dado pela Equacao (2.24).

Entao mudaremos a notagao da Equagao (2.24) para
du’ . A
qu = (B’)"'H(u’) paracada j=1,2,...,N.

Fazendo kyorq = N (k+41), definimos os vetores u, H(u) € RFetal ¢ a matriz B € RFtotar*ktotat

como sendo

u = {ul,ug,...,uN} , (2.27)
H(u) = [H(u'), Hu?),..., Hu")], (2.28)
B = diag (Bl, B2, ... ,BN) . (2.29)
Entéao o sistema global de EDO’s é dado por
d
tht =B "H(u) = L,(u); (2.30)
u(z,0) = gn(x). (2.31)

Descrito desta forma, podemos resolver o sistema de EDO’s por um esquema de
evolucao temporal, tal como o método de Runge-Kutta.

2.7 Fluxos Numéricos

Para completar a definicdo da nossa solu¢ao aproximada uy, precisamos escolher

um fluxo numérico f,. Queremos construir esquemas que sao pertubagoes de esquemas
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mondtonos, pois apesar dos esquemas monotonos serem de primeira ordem de acuracia,
sao estaveis e convergem para a solucao de entropia. Mais precisamente, quando uy, for
aproximada por fungoes constantes por partes, o método de Galerkin Descontinuo deve

gerar um esquema monotono.

A fungao de fluxo numérico f;(a,b) deve ser Lipschitz, consistente, e com fluxo
monoétono, ou seja, deve possuir as seguintes propriedades.
(i) E localmente Lipschitz;
(ii) E consistente com o fluxo f(u), i.e fi(u,u) = f(u);
(iii) E uma funcio nao-decrescente do seu primeiro argumento, i.e, Vb € R

a_ < ay = frla_,b) < frn(ay,b);

(iv) E uma fungao nao-crescente do seu segundo argumento, i.e, Va € R

b- < by = fula,b-) = fila,by).

2.8 Esquemas de Evolucao Temporal

Método de Euler Avancado

Dado o problema de valor inicial

du = B 'H(u) = L(u);

dt
u(z,0) = gn(x).
o Método de Euler Avancado é dado por

u"t =u" 4+ AL, (u");

u’ = g,(7).

Este é o método mais simples para resolver problemas de valor inicial. Para um
leitor nao familiarizado com o método de Galerkin Descontinuo, nos primeiros experi-
mentos numéricos recomendamos utilizar o método de Euler, devido a sua facilidade de
implementacao e entendimento em comparacgao aos outros métodos para a resolucao de

PVT’s. A configuragao do problema é a dada pela forma matricial (2.30).



Capitulo 2. Meétodo de Galerkin Descontinuo para Leis de Conservagio e Leis de Balango 44

2.8.1 Meétodo SSP-RK

De acordo com (SILVA, 2019), os esquemas da classe TVD-RK (Total Variation
Dimishing Runge-Kutta), foram escolhidos por Cockburn e seus colaboradores devido
as suas boas propriedades de estabilidade. Neste esquema, os coeficientes do método de
Runge-Kutta sao escolhidos a fim de satisfazer a propriedade TVD ( Total Variation
Dimishing ) nos casos unidimensionais. A nomenclatura TVD-RK foi substituida por
SSP-RK( Strong Stability Preserving Runge-Kutta).

Considere novamente o problema de valor inicial

du 1 B _
e B~ H(u) = Ly(u); (2.32)

u(z,0) = gn(x). (2.33)

Se nés estamos utilizando um espago de aproximacgoes V;, de dimensao k + 1, gostariamos
que o método utilizado para resolver o sistema (2.32)-(2.33) possua pelo menos ordem

k + 2 de acuracia. Para obtermos isto, utilizamos a discretizagdo SSP-RK.

O esquema SSP-RK que utilizaremos nos experimentos numéricos pode ser encon-
trado em (COCKBURN; SHU, 1991), (COCKBURN; SHU, 1989) e (COCKBURN; LIN;
SHU, 1989). Este, serd descrito detalhadamente a seguir.

Tomando a particao {t,}2_, de (0,T) e At ="' —" n=0,1,...,N — 1, nosso

algoritmo de passo no tempo ¢ dado da seguinte maneira,

e Tome uj, = g;

e Paran=0,1,...,N — 1 calcule u}"' como se segue:
(i) Tome ul? = uy;
(ii)) Para i =1,...,k calcule as fungoes intermedidrias

) i—1
=0

(iii) Faca uj™ = uﬁlk).
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Tabela 1 — Tabela com alguns parametros praticos para aplicacao do método SSP-RK

Parametros Praticos de Algumas Discretizagoes de Runge-Kutta
Ordem Qg Bit max{ Bir / O—’il}
2 i i 1
1/2 11/2 0 1/2
1 1
S J4 174 0 1/4 L
/30 12/3]/0 0 {2/3

Os valores f;, a; na tabela de Butcher 1, sao tomados considerando 0 < i,[ < k.
Observa-se também que sao todos métodos explicitos, pois os valores de 3;;, a;; na diagonal,

e acima da diagonal sao todos iguais a zero.

2.9 Limitadores Locais de Inclinacao

Trabalharemos com dois espagos de aproximacao, o espaco formado por polindmios
constantes por partes, cujo método serd chamado de DGO ( método de Galerkin Descontinuo
com espago de aproximagao por polinémios de grau 0), e o espago formado por polinémios

lineares por partes, cujo método serd chamado de DG1.

No caso DGO, a viscosidade artificial produzida pelo fluxo numérico é suficiente
para que o método seja estavel. Por outro lado, no caso DG1, e em outros casos onde
o espaco de aproximacao tem dimensdao maior que 1, a influéncia estabilizante que os
fluxos numéricos possuem nao ¢é suficiente para que o método seja estavel. Para eliminar
as oscilagoes espurias e garantir a estabilidade do método nestes casos, um limitador de
inclinacao AlIl, é adicionado no algoritmo de passos no tempo. A seguir, temos o algoritmo

modificado com o limitador de inclinacao AlIly,.

e Tome ug = Ally, gp;

e Paran=0,1,...,N — 1 calcule u}""! como se segue:
(i) Tome uﬁlo) = uy;
(ii)) Para i =1,...,k calcule as fungoes intermedidrias

‘ i1
ug) = AIl, {Z O‘ilug) + @'lﬁtnﬁh(u%))} ;

=0

(iii) Tome u}t! = uf.
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2.10 Condicao CFL

Esta segao é baseada em (SILVA, 2015) e (LEVEQUE, 2002). Vamos denotar o
maior espacamento da malha espacial por Az, o nimero total de elementos por N, o
numero de passos no tempo por n; e o tempo total da simulacao por T. O coeficiente At

sera determinado a partir do niimero de Courant.

Condicao CFL: Um método numérico pode ser convergente somente se seu dominio
numeérico de dependéncia conter o dominio de dependéncia verdadeiro da EDP em questao,

pelo menos no limite, quando At e Ax tenderem para zero.

A condicao CFL é apenas uma condicao necessaria para a estabilidade do método,

nao é uma condigao suficiente.

O ntmero de Courant ¢é definido por

onde max |Ap(u(x,t))| é a maior velocidade de onda do sistema, e este sistema possui m
ps=m

velocidades de onda (autovalores).

Em (COCKBURN; SHU, 1991), para o problema de adveccao linear, foi mostrado que se
um método de Runge-Kutta de segunda ordem é utilizado, o esquema é L>(0,T; L*(0,T))

estavel, dado v tal que

At 1

max |\, (u(z,t)) =v < 3

1<p<m | AI
. 1 .
Isto nos sugere que precisanios escolher pelo menos Vg S — para 0S8 1noSsos experlmentos

numéricos. Aqui V., serd o nimero de Courant utilizado nos experimentos numéricos.
Implementacao da Condicao CFL.

Nosso método é explicito no tempo, entao para cada tempo t,, iremos determinar

um passo de tempo At de modo que a condicao CFL seja satisfeita. Precisamos que

At
v = max IAp(u(z, )] < Vinas (2.34)

para cada passo de tempo .

Considerando a particao {a:j_l/g,mjﬂ/g};y:l do intervalo (0, L) do método de Galerkin

Descontinuo, obtemos quem é

3= max {0 (uegoe )] ma y(u(eg )] max ()]}
(2.35)

Escolhemos entao
Vpmax * AT
At = ————.

5 (2.36)
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Se A = 0, podemos tomar qualquer passo de tempo At, desde que possua pelo menos
a ordem de Az. Nos experimentos numeéricos, caso aconteca esta situacao, tomaremos

A=0.1.

No caso de uma lei de conservagao escalar, a Equagao (2.35) se reduz simplesmente a

A= max {[\ule,1o, )], Mg, )] Ao )]} (2.37)

1<j<N

Nos experimentos numéricos, 0 NIMero V., sera o chamado nimero de Courant.

2.11 Método DG para Sistemas de Leis de Balanco

Esta se¢ao é baseada em (COCKBURN; SHU, 1989) e (KHAN; LAI, 2014). Estamos

agora interessados em resolver o problema

wi+ fuw), = slu,at), para (2.8) € (0,1) x (0,T); (2.38)
w(@,0) = g(z), parax € (0,L): (2.39)
onde
(2, t) fi(w)
w=ue= | 00 g | P 240
U (1) fm(u)
(1, 2,) 0(2)
s(u,z,t) = 32(“;%” glz) = 92@ . (2.41)
Sm(w, 1) gm ()

Para 1 < p < m, temos
up(x,t): (0,L) x (0,T) = R;
fp(w): (0,L) x (0,T) — R;
sp(u,z,t) : (0,L) x (0,7) = R;
gp(z) : (0, L) = R.

u=u(z,t):(0,L) x (0,7) - R™
é a incognita. Vamos assumir que este sistema é hiperbodlico, como na Defini¢ao 3.
Temos entao que resolver simultaneamente m problemas do tipo

(up)e + fp(u), = sp(u,x,t), em (0,L)x (0,7); (2.42)
up(x,0) = gp(x), paratodoz € (0,L). (2.43)
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para 1l <p <m.

Podemos usar o mesmo procedimento desenvolvido nas se¢oes anteriores para cada um
destes problemas.
Escrevendo
ur (7, 1)1
ug (2, t)|1,
up(z, )|, = N
U, (2, 1) |1
segundo a Definicao 1, fixado 1 < p < m, a solucao local obtida pelo método de Galerkin

Descontinuo ¢ tal que

up (T, )|, = i) i),

i=0
onde os coeficientes sao tais que
(i)
i Tjt1/2 Tj+1/2
S oelt) [ e@a@ de— [ fun)de) de
=0 Tj_1/2 Tj_1/2
Tjt+1/2
+ fon(un)js12)ei(Tiv1/2) = fon(wn)j12)ei(i-1/2) = / sp(wn, z,t)pi(r) do |
Tj—1/2
(2.44)
para cada [ =0,1,...,k.
(i)
Tjt+1/2 Tjt1/2
Up (2, 0)p(x) do = / gp(z)pi(x) do (2.45)
Tj—1/2 Tj—1/2

para cada [ = 0,1,... k.

Forma Matricial para Sistemas Hiperbdlicos

Assim como na Secdo 2.5, para 1 < p < m, podemos escrever cada uma das

equagoes (2.44) na forma

du
B dtp:H(up); (2.46)

onde os vetores u,, H(u,) € R¥, e a matriz B € R*** siao dados por

() = [epo(t), (1), -, (D] 5 (2.47)

du,(t)

— = [0r¢p0(t), Drcpr(t), ..., Brcy i (D] (2.48)
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Tjr1/2

Hiy), = [ fown)dea(@) do = fon(w)si @ alesig)
Tj-1/2
_ (2.49)
+ fn(wn)apOalzae) + [ splwn o) dr,
Tj—1/2
paral=0,1,... k;
Tjr1/2
B, = / vi(x)p(x)dz, parai,l=0,1,... k. (2.50)
Tj_1/2
Novamente, a matriz B é invertivel, e obtemos entao
du _
dtp = B 'H(u,). (2.51)
Finalmente, escrevemos
w(t) = [ui(t), us(t), ..., um(t)"; (2.52)
d dui(t) dus(t) dun,(t)]"
—u(t) = ; 2.
@) 0w | (2.53)
H(w) = [H(w), H(uy), ..., H(up)]" (2.54)
du(t
onde u(t), z:ii , H(u) sao vetores de ordem mk, e definimos a matriz em blocos
(B0 0| B! 0 0 |
- 0 B : - 0 B! :
B=| , com B~ = _ , (2.55)
: o0 : s 0
0O ... 0 B o ... 0 B!
de ordem mk x mk, adquirindo assim o sistema
du(t -
Z’é ) (2.56)

Podemos resolver este sistema de EDO’s por um esquema de evolugao temporal,
tal como o método de Runge-Kutta.

2.12  Fluxos Numéricos para Sistemas Hiperbdlicos

Iremos introduzir o fluxo HLL e o fluxo de Roe com entropia fixa. Esta secao é
baseada em (KHAN; LAI 2014), (HARTEN; LAX; LEER, 1983) e (ROE, 1981).
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2.12.1 Fluxo HLL

Como descontinuidades sao permitidas entre a fronteira dos elementos, a solucao
para os fluxos numéricos pode ser considerada um problema de Riemann. Este problema

de Riemann ¢é dado por
U, + f(u)z = 0;

w(z,0) =uy, sex<0; (2.57)
u(z,0) =ugr, sexz>0.
Onde f(z = 0,t) precisa ser resolvido.

Desenvolvido por Harten, Lax e Leer em (HARTEN; LAX; LEER, 1983), o fluxo

HLL é baseado em trés estados constantes separados por duas ondas.

U

Uy Up

L
=

Figura 10 — Estrutura da onda para o fluxo HLL

As velocidades de onda mais lenta e mais rapida sdo dadas respectivamente por
St e Sg, vamos assumir que ambas sao conhecidas. O fluxo numérico é obtido através de

integrais em um certo volume de controle, ilustrado na Figura 11.

XL

Figura 11 — Volume de controle [z, xg] x (0,7") no plano (z,t).
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A forma integral da lei de conservacao (2.57) é dada por

7u(m, T)dx = 7Ru(:v, 0) dxr + /Tf(u(xL, t))dt — /Tf(u(xR, t)) dt. (2.58)

Calculando o lado direito da expressao (2.58), obtemos

/u(:c,T) dr = zpug —xpur + T(fL — fr), (2.59)

L

onde fr = f(ur) e fr = f(ugr). Agora dividimos o lado esquerdo de (2.58) em trés

integrais,
TR TSy, TSgr TR
/u(x,T) dz = / u(z,T) dx + / u(z,T) dx + / u(z,T) dx (2.60)
T Ty TSL TSr

Calculando o primeiro e o terceiro termo do lado direito de (2.60), obtemos

IR TSgr
/'U,([E, T) dr = / ’U,(I,T) dz + (TSL - {L‘L)’U,L + (IR - TSR)'U,R. (261)
L TSy,

Comparando (2.59) com (2.61), segue-se que

TSk
/ u(z,T)dx =T (Sgpur — Spur + fr — fr) - (2.62)
TSy,
Dividindo pelo comprimento T'(Sg — S1), que é a largura do sistema de ondas para a
solucao do problema de Riemann, entre a menor e a maior velocidade de onda no tempo

T, temos que

TSR
1 Srur — Spur + fr — fr
— [ wu(z,T)dz = .
T(SR—SL)TS/L (z,T) Sk—S;

Apos isto, avaliamos a forma integral da lei de conservagao (2.57) no volume de controle
[z, 0] x (0,7). Obtemos entao

0
/ u(z,T)de = =TSpur + T(fL — for),
TSy,

onde for, é o fluxo f(u) ao longo do eixo ¢t. Pondo fo;, em evidéncia, adquiri-se

0
Sfor = fr — Srur — 7{ / u(z,T) dx. (2.63)

TSy,

De forma andloga, avaliando a forma integral de (2.57) no volume de controle [0, zg] x (0,7T),

tem-e que
. TSk
for = fr — Srur + = / u(z,T) dz. (2.64)

T
0
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E direto provar que for — for, = 0, e entao

Srur — Spur + fr + fr

fOR:fOL: SR_SL

Vamos denotar esta constante por

o — Srur — Spur + fr + fr
Sp— St '

A solucao exata do problema de Riemann (2.57) ¢é entao dada por

x
ur, se - <5

t
_ x
a(et) = du', seSp< T < S
x
Up, se?ZSR.

O fluxo HLL para o caso S < 0 < Sy ¢é estabelecido adicionando u* em (2.63) ou (2.64),
obtendo
fHLL — fL + SL (’U,* o uL)

ou
fFHE = fr+ Sr(u" —up).

Em ambos os casos concluimos que

FHLL Srfr — Scfr+ ScSr(up —uyr)
Sr— S, ’

para o caso Sy, < 0 < Skg.

No caso em que Sp, > 0, ou seja a menor velocidade de onda é maior ou igual a
zero, o fluxo numérico é tomado igual a fr. No caso em Si < 0, isto é, quando a maior
velocidade de onda é menor ou igual a zero, o fluxo numérico é tomado igual a fr. O fluxo
HLL ¢é entao dado por

fL7 se SL Z O;
FHLL _ SrfL — Scfr+ SLSk (ur — uL), se Sp <0 < Sg; (2.65)
SR - SL
fr, se Sp <0.

O caso particular onde s6 existe uma velocidade de onda, isto é, S = Sy, = Sg, resulta no
fluxo upwind dado por

: S > 0;
fur = fu. e (2.66)
fr, seS<O0.
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2.12.2 Fluxo de Roe

Leis de conservagao podem ser escritas na forma

u + A(w)u, = 0;
of
Alu) = —.
(u) S
Na abordagem de Roe em (ROE, 1981), a matriz jacobiana A(w) é substituida por uma
matriz constante A, que representa as condicoes locais. O sistema nao-linear de leis de
conservacao ¢ entao convertido em um sistema linear com coeficientes constantes, como se

segue nas equagoes (2.67) e (2.68).

A= Alur, up); (2.67)
w, + Au, = uy + f, = 0. (2.68)

A solucao deste sistema linear é dado pela Equacao (2.69), onde m é o niimero de autovalores
da lei de conservagao,

a; = a; (ur, ug)

sdo as forcas de onda (wave strengths) e K;, para 1 < i < m, sdo os autovetores da matriz

A.

up —up =Y &K (2.69)

i=1
Aplicando o teorema de Green sobre um volume de controle, como no fluxo HLL, obtemos o
fluxo numérico para a lei de conservagao original, que é dado pela Equagao (2.70). O fluxo
numérico para o sistema linearizado é dado pela Equagao (2.71), baseados nas afirmagoes
da Equagao (2.72). Os componentes de (2.71) sdo entdo combinados para obter o fluxo de

Roe em uma fronteira, como dado na Equacao (2.73).

0
1
f*:fL_SLuL_T / u d;

TSr

e (2.70)
1
f*ZfR—SRUR—*/Udﬁ;
T
0
L0
f*:fL_SLuL_T/adx;
TS
i (2.71)

. 1
f*ZfR—SRUR—T / u dx;
0
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0 0
/ udr = / u dux;
TSy, TSy,
rn Tir (2.72)
/ udr = / u dux;
0 0
f(u) = Au;
Roe 1 1 & ~ N |
f _i(fL—l'.fR)_iZaA z| 7 (273)
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3 Esquemas Nao-Balanceados

A resolugao das equagoes de Saint-Venant (1.29)-(1.30) pelo método DG padrao
nao é precisa quando a elevagao do leito z,(x) é nao constante. Nos pontos x € (0, L) onde
zp(x) é nao diferenciavel, oscilages espirias sdo geradas na simula¢ao numérica da vazao
pelo método. Esquemas de resolucao das equacoes deste tipo sao chamados esquemas

nao-balanceados, pois os termos fonte das equagoes nao estao balanceados com o fluxo.

Neste capitulo, iremos apresentar um esquema DG nao-balanceado para resolver as

equagoes de dguas rasas 1D em canais retangulares uniformes, dadas por (1.36)-(1.37).

Vamos comegar relembrando o nosso modelo. As equagoes de Saint-Venant para

canais retangulares uniformes sao dadas por

oh dq .
St e =0 (ot) € (0,L) x (0,1 (3-1)
00 0 (¢ 907\ _ hisi— 8. (wt) € (0.1) x (0.7): (3.2)
ot odx \ h 5 ) = 9B =o5), (7, ’ s '
onde 9
o 9n o _ndd
0= oz’ f_h10/3‘
Na forma vetorial
Uy + f(u)x = S('U/, x7t)7 (33>
onde
w—ulwt= | | fw=| g @ | st - " (34)
’ q | %Jrqﬁ ’ o gh(So—Sp) |

Entao utilizaremos o método DG proposto na Secao 2.11 para resolver a lei de
balango (3.3). Iremos explicitar todos os itens que podem ser alterados no método DG.

Sao eles a base do espaco de polindémios, o fluxo numérico e o limitador de inclinagao.

3.1 Base do Espaco de Aproximacao por Polindmios
A base para o espaco local de aproximagoes V}, ; do método DGO serd dada por
{wo(x)}, onde po(x) =1 para todo = € (x;_1/2, Tj41/2).

A base para o espaco local de aproximagoes V}, ; do método DG1 serd dada por

{po(x), p1(x)}, onde

wo(r) =1, paratodox € x € (Tj_1/2,Tj41/2);



Capitulo 3. FEsquemas Ndo-Balanceados 56

T —x;
p1(z) = ——2—, paratodo z € x € (zj_1/2,Tj11/2).
Lj = Tj-1/2

3.2 Fluxos Numéricos

Iremos utilizar os fluxos numéricos introduzidos na Secao 2.12, que sao o fluxo HLL

e o fluxo de Roe. Para as equagoes (3.1)-(3.2) eles sdo dados por;

Fluxo HLL para as EquacGes de Saint-Venant em Canais Retangulares Uniformes

£, se Sp, > 0;
- + + g
fHLL — Srf SLfS * S;SR (w = ), se Sp, <0< Sg; (3.5)
R — OL
£+, se Sp <0.

SL:min<u_—\/gT,u+—\/gh7+);

(3.6)
Sk = max (u +/gh—,ut + gh*) :
ou
Sr, = min (u —\/gh—,u" — c*) ;
(3.7)
Sk = max (u +\/gh—,u" + c*) :
onde
P
* - 4.
u 2(u +u") +\/gh™ —\/ghT; )

1 1
* _ - +
= 2( gh +\/gh+)+4(u —u").

Fluxo de Roe para as Equacdes de Saint-Venant em Canais Retangulares

Uniformes
fRoe—1(f_+f+)—122:07|/\~‘|f(" (3.9)

2 2121 1 A T .
a =t <Ah— h%“) ,

2 c

1 = (3.10)
Gy = = (Ah+ “>

2 c
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. (3.11)
2 = [1aa+C]T7
Ah=ht —h

. (3.12)

vVh=u™ +Vhtu"

= (3.13)
i g(h™+ht)
=T
~1:1]/_67
N (3.14)
o=u+c

3.3 Limitador de Inclinacao

O método DGO nao necessita do uso de limitadores de inclinacao, pois é de ordem
1. O limitador de inclinagao que utilizaremos no método DG1 nao-balanceado sera o
limitador MUSCL, baseado em (COCKBURN;, 1998). Iremos explicitd-lo abaixo, antes

iremos definir uma fun¢ao auxiliar que sera utilizada.
Definicao 2. A fung¢io minmod m ¢é definida como se seque:

s min |a;|, se s =sign(a;)=---=sign(a,);
m(ay, ..., a,) =4 1s=r v " (3.15)
0, caso contrario.

Para cada elemento I;, a solucao numérica u;, do método DG1 pode ser escrita por
uplr () =l +alr —x;), @ € (Tj-1/2, Tjr1/2), (3.16)

onde
Tjr1/2

1

Tjt1/2 — «Tj—l/Q)x

up, dz,
j—1/2

e a € R ¢ a constante que define a inclinagdo da reta (3.16).

O limitador de inclinagdo MUSCL ¢ entao dado por

(3.17)

Up|I..1 — Un|I, Up|r. — Up|TI.
AHhuh|Ij = u’ihlfj + (:L. _ x])m (a” h’lj+1 h’lj h’lj h‘IJ*l ) ]

($j+1/2 - xj71/2)’ (xj+1/2 - $j71/2)
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3.4 Tratamento do Leito Seco

Quando a profundidade da dgua h(x,t) é nula em um ponto (z,t) € (0, L) x (0,7T),
dizemos que o leito é seco em (z,t). As equagoes de Saint-Venant em canais retangulares
uniformes (3.1)-(3.2) sdo estritamente hiperbdlicas quando h(x,t) > 0, V(x,t) € (0, L) x
(0,7), mas nao estao bem definidas quando h(zg,ty) = 0 para algum (z¢,ty) € (0, L) x
(0,T). Precisamos entao modificar o célculo do fluxo numérico no caso onde temos a

condicao de leito seco. As modificagoes que faremos serao feitas no fluxo HLL.

O tratamento da condicao de leito seco ¢ feita na fronteira entre dois elementos /;_;
e I;. Precisamos de uma tolerancia € > 0 para verificar se em uma fronteira o tratamento
é necessario ou nao, e se é necessario, precisamos verificar em qual lado da fronteira temos
a condicao de leito seco. Nas figuras 12 e 13 temos a ilustragdo das condicdes de leito seco

a direita e a esquerda de um no respectivamente.
Se

h;,l/g = (151_% h(l’j_l/g - (5, t) > g, e hj+71/2 = (151_13[1} h($j_1/2 + 5, t) <g,

temos a condicao de leito seco a direita do né z;_; /5. Entao os coeficientes Sy, e Sg do

fluxo HLL sao calculados da seguinte maneira;

SL = Uiy = \J9h5_ypo5 (3.18)
Sp = (P 2\/ghj11/2.

} t >
)4 . 4

9+

Figura 12 — Tratamento do leito seco a direita de um né

Analogamente, se

hj_—l/2 = (lsi_r}(l] h(zj_12—6,t) <e, e h;“_l/Q = (lsi_r}(l) h(xj_1/2 +6,t) > ¢,
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temos a condicao de leito seco a esquerda do né x;_; 5. Os coeficientes Sy, e Sk modificados

sao entao dados por

} } |
4 n, )4 X

SN

Y

Figura 13 — Tratamento do leito seco a esquerda de um né

Por fim, se
- o . + o .
hiyp= (lsl_r}(l] hzjo1y2 —6,1) <e, e hi,= (151_1% h(zj_1/2 +90,t) <e,
o fluxo numérico calculado na fronteira entre os elementos /;_; e I; é tomado igual a zero.

Depois de efetuar tais alteragoes, se a profundidade da agua calculada é menor ou
igual a ¢, a velocidade no no6 é tomada igual a zero. Se a profundidade da dgua calculada
é menor do que zero, entao ambas, a profundidade e a velocidade da agua sdo tomadas

iguais a zero.

3.5 Regimes de Fluxo

Uma propriedade importante para as equagoes de Saint-Venant é o regime do fluxo.
Ele aparecerd nos nossos experimentos numéricos e servira para identificar os casos onde
temos mais problemas no balanceamento das equacoes. Os diferentes regimes de um fluxo

dependem de uma constante adimensional chamada de ntimero de Froude.

Para um ponto (x,t) € (0,L) x (0,T), o nimero de Froude Fg(x,t) é igual ao
quociente das forcas inerciais e gravitacionais, e ¢ dado por

t
Fr(z,t) = M, onde wu(x,t) =

(3.20)
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Temos entao a seguinte classificacdo para o regime de um fluido em um ponto (z,t) €
(0,L) x (0,7). Se

1, entdo o regime do fluxo é critico em (x,t) € (0,L) x (0,7);
Fr(z,t) =< < 1, entao o regime do fluxo é subcritico em (x,t) € (0, L) x (0,7T);
> 1, entao o regime do fluxo é supercritico em (z,t) € (0, L) x (0,7).
(3.21)

Finalmente, um fluido é dito estar em regime de fluxo transcritico se Fg(x,t) < 1 para

algum x € (0, L) e Fr(y,t) > 1 para algum y € (0, L), com z # y.

3.5.1 Condicdes Iniciais e de Fronteira

Condigoes iniciais e de fronteira sdo necessarias para a resolugao das equacoes
(3.1)-(3.2). Segundo (KHAN; LAI, 2014), estas condigoes dependem do regime do fluxo
nas fronteiras a jusante e a montante, e das curvas caracteristicas das equagoes diferenciais
(3.1)-(3.2). A quantidade de condigbes de fronteira necessarias para a resolucao das equagoes
¢é dada pela Tabela 2.

Tabela 2 — Condicoes de fronteira necessarias para diferentes regimes de fluxo

Regime de fluxo Fronteira a Montante Fronteira a Jusante Condi¢ao Inicial

Supercritico 2 0 2
Subcritico 1 1 2
Critico 1 0 2

3.6 Experimentos Numéricos

Nesta secao iremos apresentar alguns experimentos do método DG proposto utili-
zando a base de polinémios, os fluxos numéricos e o limitador de inclinagdo propostos nas
segoes anteriores. Iremos resolver as equagoes de Saint-Venant (3.1)-(3.2) com os métodos
DGO e DG1 padrao, para diferentes regimes de fluxo e configuragoes com elevagao do leito

zp(x) nao nula.

Vamos simular o rompimento de barragem idealizado, o rompimento de barragem
com atrito no leito, o salto hidraulico, fluxos sobre um ressalto e o fluxo em um leito
irregular. Utilizaremos uma malha com 50 elementos. Os fluxos numéricos utilizados serao
o fluxo de Lax-Friedrichs local, o fluxo HLL e o fluxo de Roe. O ntimero de Courant
utilizado sera

Vpmaz = 0.1.

As solug¢oes numéricas obtidas pelos métodos DGO e DG1 padrao, utilizando os

diferentes fluxos numéricos serdo comparadas com a solu¢do numérica obtida pelo método
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DG1, bem balanceado, utilizando o fluxo numérico HLL. em uma malha refinada com 2000

elementos. Esta solucao sera chamada de solucao de referéncia nos graficos.

3.6.1 Rompimento de barragem idealizado em um canal retangular

Utilizamos o método de Galerkin descontinuo para modelar o rompimento de
barragem idealizado em um canal retangular de leito horizontal. O canal possui 1000 m
de comprimento com uma barragem localizada em 500 m. A profundidade da adgua na
montante da barragem é de 10 m, e a profundidade da dgua na jusante é de 2m. A barragem
é removida instantaneamente e a adgua flui, depois é simulada. A superficie da agua, e
a taxa de fluxo simulados em uma malha com 50 elementos 20s apds o rompimento da

barragem sao mostrados na Figura 14 e na Figura 15 respectivamente.

Formulacao Matematica:

oh  0Oq
—+—=0 0,1000), t € (0, 20];
at + 81‘ b :L' 6 ( ) )’ 6 ( ) :I’
dg 0 (¢  gI?
G T [ I L
ot * ox (h * 2
Condicao Inicial:
10, se 0 <z < 500;
h(z,0) =

2, se 500 < z < 1000.
q(z,0) =0, Vaz € (0,1000).
Condigao de fronteira:

h(1000,t) =2, ¥t e (0,20];
q(0,t) =0, Vt e (0,20].
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hem t =20.0s, DG

DGO-HLL
DGO-ROE w1
DGO-LLF e
DGI1-HLL e
DGI1-ROE = 1
Referéncia ——
£
R
-
0 | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 14 — Comparagao da superficie da agua para um rompimento de barragem sobre
um leito horizontal, molhado e sem atrito com 50 elementos na malha

qgemt=20.0s, DG

DGO-HLL
DGO-ROE
DGO-LLF oo
DGI1-HLL
DG1-ROE e
Referéncia ——

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 15 — Comparagao da taxa de vazao para um rompimento de barragem sobre um
leito horizontal, molhado e sem atrito com 50 elementos na malha

Neste experimento, podemos observar que o método que melhor se aproxima da
solucao de referéncia é o método DG1-ROE. Ele consegue aproximar tanto a profundidade
da agua quanto a vazao sem oscilagoes espurias. Este experimento é o mais tranquilo pois

a equacao do balan¢co do momento linear ndo possui termos fonte.
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3.6.2 Rompimento de barragem em uma calha retangular com atrito no leito

Nesse experimento, iremos simular um rompimento de barragem em uma calha
retangular horizontal com atrito no leito. A calha possui 0.096 m de largura, 0.08 m de
altura e 20m de comprimento, com uma barragem localizada em 10 m. Esta calha é feita

de madeira suave, o coeficiente de Manning neste caso é dado por
n = 0.009s/m'/3.

A profundidade da agua na montante é de 0.074m, com leito seco, profundidade da agua
de 0 m na jusante. A barragem é entdo removida instantaneamente, e o fluxo é simulado.
A profundidade da agua e a taxa de vazao simulados para uma malha de 50 elementos

depois de 9.4 s sao mostrados na Figura 16 e na Figura 17 respectivamente.

Formulacao Matematica:

oh  0Oq .
a4—8—93—0, r € (0,20), t €(0,9.4];

9¢ 0 (&  gh*\ n’qlq|
w*w(fz AR

0.074, se0 < x <10;
0, se 10 < z < 20.
q(z,0) =0, Vz e (0,20).

Condicao Inicial:

h(z,0) =

Condicgao de fronteira:

h(20,t) =0, Vte (0,9.4];
0, Vte(0,9.4].
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hemt=94s, DG
0.08

0.07
0.06
0.05
= 0.04 ¢
®0.03 -
0.02
0.01

DGO-HLL
DGI1-HLL =
Referéncia

_001 1 1 1

Figura 16 — Comparagao da superficie da dgua para um rompimento de barragem sobre
um leito horizontal, molhado e com atrito, com 50 elementos na malha

gemt=94s, DG

0.025 : : .
DGO-HLL  —
DGI1-HLL e
0.02 L Referéncia —— |
__0.015
e
&
= 0.01
0.005

Figura 17 — Comparacgao da taxa de vazao para um rompimento de barragem sobre um
leito horizontal, molhado e com atrito, com 50 elementos na malha

O experimento do rompimento de barragem é um experimento complicado, pois
temos que lidar com o atrito no leito e a condigao de leito seco. O tnico fluxo numérico

que utilizamos neste experimento foi o fluxo HLL, dado que tratamos a condi¢ao de leito
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seco somente para este fluxo. Os resultados numéricos apontam que o método DG1-HLL é
o que melhor se aproxima da solugao de referéncia, tanto para a profundidade da agua

quanto para a vazao.

3.6.3 Salto hidraulico

Iremos realizar a simulacao de um salto hidraulico. O canal possui 14 m de compri-
mento e 0.46 m de largura, com leito horizontal. O coeficiente de Manning é tomado igual
a

n = 0.008s/m"/3.

A profundidade da agua no tempo inicial é de 0.031 m, com taxa de vazao nula. Na
montante do canal, uma profundidade da agua de 0.031 m, e uma descarga na taxa de
vazao de 0.118 m?/s sdo especificados. Na jusante, a profundidade da dgua cresce de
0.031m para 0.265m em 50s, e permanece constante igual a 0.265 m depois disto. As
solugbes numéricas em estado permanente para a profundidade da agua e a taxa de vazao
considerando uma malha com 50 elementos e tomando ¢ = 400 s, que ¢ suficientemente

grande, sdo mostradas na Figura 18 e na Figura 19 respectivamente.

Formulacao Matematica:

422 =0 x€(0,14), t € (0,400];

dq 9 (¢  gh*\ _ nqlq|
at+ax<h+2 =79\ o )

Condicao Inicial:
h(z,0) = 0.031, Vz € (0,14).
q(z,0) =0, Vzxe(0,14).
Condicao de fronteira:

h(0,¢) = 0.031, V¢ € (0,400];
q(0,t) = 0.118, Vt € (0,400].

0.031 + 0.00468¢, se 0 < ¢ < 50;
0.265, se t > 50.

h(14,t) =
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h em t = 400s, estado permanente, DG

0-3 T T T T T T
0.25 .
0.2 i
£ 015 |
R
0.1 DGO-HLL i
DGO-ROE s
DGO-LLEF  e—
0.05 DG1-HLL = -
DG1-ROE
0 . . . Refelréncia —
4 6 8 10 12 14

Figura 18 — Comparacao da superficie da agua em um salto hidraulico com 50 elementos

na malha
q em t = 400s, estado permanente, DG
0-22 T T T T T T
DGO-HLL
DGO-ROE s
0.2 | DGO-LLF o
- DGI1-HLL e
DGI1-ROE
0.18 L Referéncia —— |
g 016} -
=y}
||
0.14 + = -
012 Lo | \= |
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 19 — Comparagao da taxa de vazao em um salto hidraulico com 50 elementos na
malha

O experimento do salto hidraulico é muito interessante, nele podemos perceber a
importancia de calcular bem o termo fonte do atrito, pois é a partir deste atrito que o
salto hidraulico é criado. Curiosamente, o método que melhor se aproxima da solucao

de referéncia é o método DGO-ROE. O problema é que os métodos DG1 nao conseguem
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capturar com exatidao o ponto em que a descontinuidade na profundidade da agua é gerada.

Ja o método DGO-ROE consegue capturar o local da descontinuidade com exatidao.

Sobre a vazao, neste experimento podemos observar as oscilagoes espiirias que a
falta de balanceamento das equagbes gera. Ainda assim, o método DGO-ROE consegue se
aproximar bem da solucao de referéncia, com apenas 1 elemento com oscilagoes espurias.
Este elemento se encontra na mesma localidade da descontinuidade na profundidade da

agua.

3.6.4 Fluxo sobre um ressalto

Iremos realizar simula¢des numéricas do fluxo sobre um ressalto, com diferentes
regimes de fluxo. Vamos utilizar um canal sem atrito, com 1m de largura e 25m de

comprimento, com elevacao do leito z, dada por

0.2 —0.05(x — 10)?, se8 <z < 12;
zp(x) = (3.22)

0, caso contrario.

Iremos utilizar o mesmo canal para os trés testes que realizaremos.

Formulacao Matematica:

oh  Oq

5 T, =0 w€(0.25), t € (0,400]
dg 0 (¢  gh*\ 0z
m+aq;<h+2 =0

As condigoes iniciais e de fronteira serdo indicadas para cada tipo de regime de fluxo.

3.6.4.1 Regime supercritico

Para o experimento em um regime de fluxo supercritico sobre um ressalto, a
superficie da agua inicial é de 2m, com agua parada, isto é, vazao inicial nula. Na
montante do canal, a taxa de vazao de 25.0567m?/s, e a superficie da dgua de 2m sio
especificados, resultando em um regime de fluxo supercritico através do canal. As solug¢oes
numéricas em estado permanente considerando uma malha com 50 elementos, tomando

t = 400s, sao mostradas na Figura 20 e na Figura 21 respectivamente.
Condicao Inicial:
h(x,0) + z(x) =2, Va € (0,25).
q(z,0) =0, Vzx e (0,25).
Condicgao de fronteira:
h(0,t) =2, ¥Vt € (0,400];
q(0,t) = 25.0567, Vt € (0,400].
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h em t = 400s, estado permanente, DG

4 T T T T
DGO-HLL
3.5 DGO-ROE e |
DGO-LLF  e—
3L DGI-HLL s |
DGI1-ROE s
25 | Referéncia —— |
' Elevacao do Leito ——
g 2
=
1.5 F .
1L _
0.5 F .
O 1 /—I\ 1 1
0 5 10 15 20 25

Figura 20 — Comparacao da superficie da agua em um fluxo no regime supercritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha

q em t = 400s, estado permanente, DG
45 T T T

DGO-HLL
40 DGO-ROE e -
DGO-LLEF  e—
35 DGI1-HLL = 1
DG1-ROE e
30 | Referéncia ——
E 20} 1
]
15 + .
10 + -
5 L i
0 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
z(m)

Figura 21 — Comparacao da taxa de vazao em um fluxo no regime subcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

Neste experimento, notamos que todos os métodos propostos conseguiram aproximar
bem a solugao de referéncia, mesmo com a elevacao do leito nao nula. A profundidade da
agua ¢ bem aproximada e nao sao geradas oscilagdes esptrias na vazao. O método que

melhor se aproxima da solugao de referéncia é o método DG1-ROE.
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3.6.4.2 Regime subcritico

Para o experimento numérico em um fluxo com regime subcritico sobre um ressalto,
a superficie da agua inicial é dada por 0.5m, com agua parada. A taxa de vazao na
montante do canal é de 0.18 m*/s, e a superficie da dgua na jusante é de 0.5 m. Portanto,
o fluxo assume um regime subcritico através do canal. As solugoes numéricas em estado
permanente, tomando ¢t = 400s, para uma malha com 50 elementos sao mostradas na

Figura 22 e na Figura 23 respectivamente.

Condicao Inicial:

h(z,0) + z(x) = 0.5, Vz € (0,25).
q(z,0) =0, Vzx e (0,25).

Condigao de fronteira:

h(25,t) = 0.5, Wt € (0,400];
q(0,¢) = 0.18, V¢t € (0,400].

h em t = 400s, estado permanente, DG

1ol DGO-HLL ]
: DGO-ROE s
DGO-LLF  —
1} DG1-HLL .
DG1-ROE s
08 | Referéncia —— |
: Elevacao do Leito ——
B
= 0.6 ¢ i
04 _
0.2 /-\ _
O 1 i 1 1
0 5 10 15 20 25

Figura 22 — Comparacao da superficie da dgua em um fluxo no regime subcritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha
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g(m*/s)

0.35

q em t = 400s, estado permanente, DG

DGO-HLL
0.3 L DGO-ROE s
= DGLHLL
1-
025 T g DG1-ROE =
02 | - Referéncia ——

0.15
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Figura 23 — Comparacao da taxa de vazdo em um fluxo no regime subcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

Neste experimento, nem a profundidade da agua, nem a vazao se aproximam da
solucao de referéncia. Os métodos oscilam bastante na regiao onde a elevacao do leito é
nao constante. As solugoes numéricas para a profundidade da agua ainda possuem um
erro toleravel, mas as solu¢oes numéricas para a vazao sao muito diferentes da solugao de
referéncia. Mais uma vez, a falta de balanceamento das equagoes gera oscilagoes esptrias na
solu¢ao numérica da vazao. Apesar destas observacoes, o método que melhor se aproxima

da solucao de referéncia foi o método DG1-ROE.

3.6.4.3 Regime transcritico

Simularemos um regime de fluxo transcritico sobre um canal com ressalto, utilizando
a superficie de dgua inicial de 0.33 m, com agua parada. A taxa de vazao na montante do
canal é dada por 0.18 m?/s, e a profundidade da dgua na jusante ¢ de 0.33 m. O fluido muda
do regime subcritico, para o regime supercritico, e depois volta para o regime subcritico
através de um salto hidraulico. As solugdes numéricas em estado permanente, em uma
malha com 50 elementos tomando ¢t = 400 s, sdo mostradas na Figura 24 e na Figura 25

respectivamente.
Condigao Inicial:

h(z,0) + z(x) = 0.33, Vzx € (0,25).
q(z,0) =0, Vz e (0,25).
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Condicao de fronteira:

h(25,t) = 0.33, ¥t € (0,400];
q(0,t) = 0.18, V¢t € (0,400].

h em t = 400s, estado permanente, DG

| | DGO-HLL, s
057 DG1-HLL e -

Referéncia ——
04 F Elevacao do Leito —— |
P ——
03¢} = -

E f
“o02 L |
0.1 f |
0
0 5 10 15 20 o5

Figura 24 — Comparacao da superficie da dgua em um fluxo no regime transcritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha

g em t = 400s, estado permanente, DG
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Figura 25 — Comparacao da taxa de vazao em um fluxo no regime transcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha
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Neste experimento, utilizamos somente o fluxo HLL, pois é necessario o tratamento
do leito seco em certos momentos antes de chegarmos no estado permanente. O método
DGI1-HLL consegue aproximar bem a solugao de referéncia da profundidade da agua.
Novamente, tanto o método DGO-HLL quanto o DG1-HLL geram oscilagoes esptrias na

vazao.

3.6.5 Fluxo sobre um leito irregular

Iremos simular um fluxo no regime transcritico em um canal com leito irregular
e sem atrito. As condigoes iniciais consistem em uma superficie de dgua de 16 m, com
velocidade inicial zero. A taxa de vazdao na montante é tomada igual a 50 m* /s, e a superficie
de dgua na jusante é mantida igual a 16 m. O fluxo no dominio computacional muda
do regime subcritico, para o regime supercritico, e depois volta para o regime subcritico
gerando um salto hidraulico. As solugbes numéricas em estado permanente, tomando
t = 4000s, sao mostradas na Figura 26 e na Figura 27 respectivamente. A elevacao do
leito é dada pela Tabela 3, desenvolvida em (GOUTAL, 1997).

Tabela 3 — Variacao da elevagao do leito e distancia

z(m) | 0 50 100 150 200 250 300 350 400 425
»m)| 0 0 25 5 5 3 5 5 75 8
z(m) | 435 450 470 475 500 505 530 550 565 575
Wm)| 9 9 9 91 9 9 6 55 55 5
z(m) | 600 650 700 750 800 820 900 950 100 1500
om)| 4 3 3 23 2 12 04 0 0 0

Formulacao Matematica:

oh  0Oq

5 T, =0 @€ (0,1500), ¢ € (0,4000);
9q 0 (¢*  gh*\ _ Dz
ot o <h+2 =0

Condicao Inicial:

h(z,0) + z(x) = 16, Yz € (0,1500).
q(z,0) =0, Vz e (0,1500).

Condicao de fronteira:

h(1500,¢) = 16, V¢ € (0,4000];
q(0,1) = 50, Vi € (0,4000].
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h em t = 4000.0s, estado permanente, DG
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Figura 26 — Comparacao da superficie da dgua em um fluxo no regime transcritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha

q em t = 4000.0s, DG
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Figura 27 — Comparacao da taxa de vazao em um fluxo no regime transcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

A importancia deste experimento é devida ao fato de que leitos irregulares causam
muito mais oscilagdes espirias na solugao numérica da vazao do que leitos regulares. A

condigao de leito seco é satisfeita em algum momento do experimento, por isto, utilizamos
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somente o fluxo HLL. Os métodos DGO-HLL e DG1-HLL nao aproximam bem nem a
profundidade da dgua, nem a vazao. O método que melhor se aproximou da solugao de
referéncia foi o método DG1-HLL.

3.6.6 Regime de agua parada

Iremos simular um regime de agua parada em um canal com elevacao do leito dada
por
0.2 —0.05(x — 10)%, se8 <z < 12;
z(x) =
0, caso contrario.

Iremos considerar um canal sem atrito no leito, com 1m de largura e 25m de
comprimento. A taxa de vazdo na montante serd tomada igual a 0m?/s, e a superficie
da 4gua na jusante serd tomada igual a 0.33m. E esperado que tanto a vazdo quanto
a superficie da dgua se mantenham inalterados depois de um certo tempo, pois nao ha
entrada de fluxo. As solugoes numéricas em estado permanente, em uma malha com 50

elementos, tomando ¢ = 400 s, sao mostradas na Figura 28 e na Figura 29 respectivamente.

Formulacao Matematica:

oh  0Oq

DT S 14 400];
BT + pe , x € (0,14), t € (0,400];
g 0 (¢* gh? 0z

o " or (h T )T

Condicao Inicial:

h(z,0) = 0.33, Vz e (0,25).
q(z,0) =0, Vzxe (0,25).

Condigao de fronteira:

h(0,t) = 0.33, V¢ € (0,400];
q(0,¢) =0, Vi e (0,400].
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h em t = 400s, estado permanente, DG
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Figura 28 — Comparacao da superficie da agua no regime de dgua parada, com 50 elementos

na malha
q em t = 400s, estado permanente, DG
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Figura 29 — Comparagao da taxa de vazao no regime de agua parada, com 50 elementos
na malha

Neste experimento, percebemos que mesmo em um regime de agua parada, os
métodos geram oscilagoes espirias na vazao, que consequentemente, afetam a profundidade

da adgua. O método que melhor se aproxima da solucao de referéncia é o método DG1-ROE.
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4 Um Esquema DG1 Bem-Balanceado

Lai e Khan em (LAIL; KHAN, 2012) propuseram um método DG bem-balanceado
para as equacoes (1.29)-(1.44). Foi proposto um tratamento dos termos fontes de modo
que as equagoes (1.29)-(1.44) sejam balanceadas no método DG. Da mesma forma que o
Capitulo 3, iremos explicitar a base do espago de polinémios, o fluxo numérico e o limitador

de inclinacao utilizados neste método.

4.1 Método DG Bem-Balanceado para as Equacdes de Saint-Venant

Neste método, usaremos a forma nao-conservativa das equagoes, que é dada por

94 0Q
0Q 9 (Q*\ 0z
a + % (A) = QA% gASf. (42)

Na forma vetorial temos
u+ f(u), = s(u,x,t),

onde

() 5 ( ) "
’ f u) = Q2 ; S ’U:,fL',t = aZ
T —9A5_ — gAS;

Podemos entao utilizar a teoria DG desenvolvida na Secao 2.11 para resolver as equacoes
(4.1)-(4.2).

4.2 Base do Espaco de Aproximacao por Polinomios

Para balancearmos as equacoes (4.1)-(4.2), precisamos no minimo de um método
onde as aproximacoes sao lineares por partes. O espago de aproximagoes em que trabalha-
remos sera o espago formado por polindmios lineares por partes, e o método com esta base
de polinémios serd denotado por DG1-Balanceado (Método de Galerkin Descontinuo com

aproximagao por polindmios de grau 1 e base nodal).
A base para o espacgo local de aproximacoes V;, ; do método DG1-NODAL sera
dada por {o(z), p1(x)}, onde

—(T — Tj11)2)

M
Tjt1/2 = Tj-1/2)

<po($) — ( para todo x € (xj_l/z, $j+1/2);

(ZE — (L’j_l/g)

b
Tjt1/2 = Tj-1/2)

p1(z) = ( para todo x € (l’jfl/Qa Ij+1/2)§
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4.3 Modificacoes no Método DG Padrao

Algumas alteragdes no calculo do termo fonte do método DG padrao sao feitas com
o objetivo de balancear o método. A configuracao do método DG para leis de balango

pode ser encontrada na Segao 2.11.

Utilizando a forma vetorial das equagoes, escrevemos

A
et =[227] - 4]
[ Ay ] |9
fm”_[ﬁmmw>]_ Al
(wn, . 1) o
S(’U,h,.%’,t) = |: z;(z:,i,t) ] - _g Aﬁz M

Ox RABA

Dado que nosso espacgo de aproximacao tem dimensao 2, escrevemos

A= A(z,t) ZCOZ

Q th chz

A formulagao (2.44) do método DG nos diz que os coeficientes ¢,; € R com p = 0,1,

1 = 0,1 sao tais que

! Tj+1/2 Tjt1/2 A
Soeiolt) [ wilwa@) de— [ Qoule) ax
i=0 Zj-1/2 Tj-1/2 (4.3)

+ f07h(uh)j+1/2(t)@l(xj_-i,-l/Q) — fon(un)j-1y2(t )i (] L 1/2) 0;

1 Tjr1/2 j4+1/2 2
> o) [ awate) e - [ Lo o) i

Tj—-1/2 Tj—1/2
+ fi h(uh)jﬂ/z(t)%@l(xj_ﬂ/z) = fip(un)j—12(t)u(x ;_ 1/2) (4.4)
2
e e (92°010)
= [ (s aw<0¢v /HM(RMA¢u>dm

para cada [ =0, 1.

Aproximamos entao o termo fonte da Equagao (4.4) abaixo da seguinte maneira. Fazemos

912182%00( )= Q(Aj_—1/2 +Aj_+1/2)(ZJ_+1/2 Zj_—l/Q) 2o(x):
Ox 2(xj4172 — Tjo1/2) ’

(4.5)
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07 Q(At1/2+AJ‘r1 N2 10— 271 )0)
AZZ o) = J j+1/ j+1/ j-1/ 2):
94455 1(7) ( 2(zj41/2 — Tj-1/2) #(2)

Onde
A1y = lim Ajapp = 0,t), Al = lim Alzj1yo+6,1);
Ajjrl/Z = (lsi_l/%A(xj—i-l/Q - 57 t)u Aj+1/2 = (lsi_I%A(xj-i-l/2 + 57 t)

A definicao dos termos Z;_ 5, Zr, 202319 © Zi /o ¢ andloga.

Utilizando esta discretizacao, o método DG balanceia o termo fonte —gAa—Z da Equa-
x

cao (4.2).

4.4  Fluxos Numéricos

O fluxo numérico utilizado serd o fluxo HLL. Para as equagoes (4.1)-(4.2) o fluxo
HLL ¢é dado por;

£, se Sp, > 0;
- + + _
FHLL _ Spf™ = S1f" + S5k (u” —u ), se S; <0 < Sg; (4.7)
SR—SL
£+, se Sp < 0.

onde

S, = min (u_ —/g(A/b)~,u" — c*) ;

(4.8)

Sk = max <u+ - m’ ut 4 c*) ;

ut = S )+ Jo(AD) — \Jo(Af)
(4.9)

= ; <\/g(A/b)— + \/g(A/b)+> + le(u —ut).

4.5 Limitador de Inclinacao

O limitador de inclinacao utilizado no nosso método DG bem-balanceado sera

diferente do utilizado no Capitulo 3. Vamos explicitéd-lo a seguir.

Podemos escrever nossa solu¢ao numérica uj, em cada elemento /; como
unly, () =Tl + alz —x;), @ € (Tj-12, Tj4102), (4.10)

onde
Tjt1/2

1

Tjt1/2 — Tj—1/2
it/ J /)96],71/2

uy, dz,

Up|1, = (
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Defina . o
Uh|1j - Uh|1j,1
o= ——"
(zj — 1)
Un|1;,, — Unlz
f=—"
(41 — ;)
o+ Talr,, — Ul
2 (@j1 —xjo1)

Por fim, escreva

o (sign(a) ;r sign(3)) min (Ia ;r B 2, 2,50 .

O limitador de inclinacdo do nosso método é entao dado por

Allyup|r, = g, + oz —x;5),  parax € (2_1/2,Tj41/2)- (4.11)

4.6 Tratamento do Leito Seco

Da mesma forma que cuidamos da condicao de leito seco no Capitulo 3, precisamos
cuidar desta condi¢ao nosso método bem-balanceado. As alteragoes no fluxo HLL proposto

na Secao 4.4 serao dadas a seguir.
Se
h;*1/2 = (151_>I% h(xj_l/g - (5, t) > g, e hj+71/2 = (151_13[1) h($j_1/2 + 5, t) <eg,

temos a condicao de leito seco a direita do né z;_; /5. Entao os coeficientes Sy, e Sg do

fluxo HLL sao calculados da seguinte maneira;

Sp = Ui 172 — \/g(Aj_—1/2/bj—1/2);
Sp=1_y;+ 2\/g(A;_1/2/bj_1/2)_

(4.12)

Se
hj_—l/2 = }SliI(l] h(l’j_l/Q — (5, t) <eg, e h;_—l/Z = (ISILI[I) h(ﬁj_l/z + 5, t) > €,

temos a condicao de leito seco a esquerda do né x;_; /9. Os coeficientes Sy, e Sk modificados

sao entao dados por

Sy = u;r_l/Q - 2\/9(14;—1/2/61‘*1/2)?

’ k (4.13)
SR=Uj_y;p+ \/9<Aj—1/2/bj*1/2)'
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4.7 Experimentos Numéricos

[remos agora realizar experimentos numéricos para comparar o melhor método nao-
balanceado, com o nosso método balanceado e obter as conclusdes. A descricdo matematica
dos problemas é a mesma da Secao 3.6, por este motivo, iremos apresentar de forma
direta os resultados numéricos obtidos, sem a descricao mateméatica dos problemas. Iremos

utilizar uma malha com 50 elementos. O ntimero de Courant serd tomado v,,,, = 0.1.

A solucgao de referéncia nos experimentos numéricos foi obtida utilizando o método
DG1 bem-balanceado, munido do fluxo HLL em uma malha com 2000 elementos como foi

feito no capitulo anterior.
4.7.1 Rompimento de barragem idealizado em um canal retangular

hem t =20.0s, DG

10 DG1-Balanceado

DG1-ROE s
Referéncia ——

8
£) 6
=
4
2
0 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200
(m)

Figura 30 — Comparagao da superficie da dgua para um rompimento de barragem sobre
um leito horizontal, molhado e sem atrito com 50 elementos na malha
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gemt=20.0s, DG
30 T T T

DG1-ROE s
1-Balanceado
Referéncia

800 1000 1200

Figura 31 — Comparacao da taxa de vazao para um rompimento de barragem sobre um
leito horizontal, molhado e sem atrito com 50 elementos na malha

Neste experimento, vemos que o método DG1 bem-balanceado se aproxima melhor
da solucao de referéncia que o melhor método nao-balanceado. Tanto a profundidade da

agua, quanto a vazao, sao bem aproximadas pelo método DG1 bem-balanceado.
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4.7.2 Rompimento de barragem em uma calha retangular com atrito no leito

hemt=94s, DG
0.08 . .

DGI1-HLL  —

0.07 } DG1-Balanceado =
Referéncia

0.06
0.05
—~ 0.04 }
« 0.03 -
0.02
0.01

—0.01 - - -

Figura 32 — Comparagao da superficie da dgua para um rompimento de barragem sobre
um leito horizontal, molhado e com atrito, com 50 elementos na malha

gemt=94s, DG

0.025 : : .
DGI1-HLL  o—
DG1-Balanceado s
0.02 L Referéncia |
__0.015
=
g
= 0.01
0.005

Figura 33 — Comparacao da taxa de vazao para um rompimento de barragem sobre um
leito horizontal, molhado e com atrito, com 50 elementos na malha

Neste experimento, com condi¢ao de agua parada, vemos que o método DG1 bem-

balanceado aproxima melhor que o método DG1-HLL a solugao de referéncia. O método
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bem-balanceado consegue lidar bem com a condicao de leito seco.

4.7.3 Salto hidraulico

h em t = 400s, estado permanente, DG

0-3 T T T T T T
0.25 + 7 .
0.2 } .
2 015 ]
R
0.1 i
0.05 DGO-ROE o -
DG1-Balanceado s
0 . . . Refelréncia :
4 6 8 10 12 14

Figura 34 — Comparacao da superficie da 4gua em um salto hidraulico com 50 elementos

na malha
g em t = 400s, estado permanente, DG
0-22 T T T T T
DGO-ROE s
DG1-Balanceado s
0.2 Referéncia —— |
0.18 } - .
o
g 016t ]
=
0.14
0.12

Figura 35 — Comparacao da taxa de vazao em um salto hidraulico com 50 elementos na
malha
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Neste experimento, vemos que o método nao-balanceado DGO-ROE, consegue se
aproximar melhor da solugao de referéncia que o método DG1 bem-balanceado. O método
DG1 bem-balanceado erra um pouco o local em que a descontinuidade se desenvolve
na solu¢ao numérica da profundidade da agua. Sobre a vazao, lembramos que o método
bem-balanceado balanceia o termo fonte da elevacao do leito, mas nao balanceia o termo

que acompanha o atrito de Manning.

4.7.4 Fluxo sobre um ressalto

4.7.4.1 Regime supercritico

h em t = 400s, estado permanente, DG
4 T T T

DGI1-ROE s
35 | DG1-Balanceado e |
Referéncia ——
3t Elevacao do Leito —— |
25 F i
/é\ 2 %
=
1.5} i
1t i
0.5 i
0 : N , ,
0 5 10 15 20 25

Figura 36 — Comparacao da superficie da 4gua em um fluxo no regime supercritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha
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q em t = 400s, estado permanente, DG

45 T T T
DGI1-ROE s
40 DG1-Balanceado =
Referéncia
35 -
30 i
E 20 -
jw]
15 + i
10 + -
5 i
0 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Figura 37 — Comparacao da taxa de vazdo em um fluxo no regime subcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

No experimento de regime supercritico, ambos os métodos DG1 nao-balanceado e

balanceado aproximam bem a solucao de referéncia.

4.7.4.2 Regime subcritico

h em t = 400s, estado permanente, DG

192 L I I DG1-ROE e |
: DG1-Balanceado
Referéncia ——
1t Elevacao do Leito —— -
0.8 + -
E)
= 0.6 f 4
04 } i
0.2 /‘\ 1
O 1 L 1
0 5 10 15 20 25

Figura 38 — Comparacao da superficie da 4gua em um fluxo no regime subcritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha



Capitulo 4. Um Esquema DG1 Bem-Balanceado 86

q em t = 400s, estado permanente, DG

0.35 , : . .
DGI1-ROE s
0.3t DGI1-Balanceado
Referéncia
0.25 i
[ |
. 0.2 — 1
”{ 0.15
ERR : -
=01t |
0.05 } i
0
_005 L 1 1 |
0 5 10 15 20 25

Figura 39 — Comparacao da taxa de vazdo em um fluxo no regime subcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

No experimento de regime subcritico, o método DG1 bem-balanceado se aproxima
melhor da solugao de referéncia que o método DG1-ROE, que é nao-balanceado. Apesar
do método DG1-Balanceado aproximar bem a profundidade da dgua, a solu¢gdo numérica
da vazao ainda possui oscilagoes espirias. No limite, quando aumentamos o niimero de
elementos na malha, a solu¢do numérica vai se aproximando da solucao de referéncia, que

quase nao possui oscilagoes espurias.
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4.7.4.3 Regime transcritico

h em t = 400s, estado permanente, DG

0.5 | ' DG1-HLT, e

al DG1-Balanceado s ]
Referéncia ——

04 F Elevacao do Leito —— |

/_
REY ]
3 7

0.2+ i

0.1} i

Figura 40 — Comparacao da superficie da dgua em um fluxo no regime transcritico sobre
um leito com ressalto, com 50 elementos na malha

q em t = 400s, estado permanente, DG

0-3 T T T
DGI1-HLL
DG1-Balanceado s
Referéncia
0.25 i
[ |
N@ 0.2} .
=y}
0.15 F - 1
[ |
0.1¢F i
0 5 10 15 20 25
z(m)

Figura 41 — Comparacao da taxa de vazao em um fluxo no regime transcritico sobre um
leito com ressalto, com 50 elementos na malha

No experimento de regime transcritico, o método DG1 bem-balanceado aproxima

ligeiramente melhor a solugao de referéncia que o método DG nao-balanceado. Vemos que
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ainda assim, o método bem-balanceado gera oscila¢oes espurias na vazao.
4.7.5 Fluxo sobre um leito irregular

h em t = 4000s, estado permanente, DG

DG1-HLL

—I
DG1-Balanceado s |
Referéncia ——
Elevagao do Leito ——
5t _
0 | I I I L ! I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

z(m)

Figura 42 — Comparacao da superficie da agua em um fluxo no regime transcritico sobre
um leito irregular, com 50 elementos na malha

q em t =4000s, DG
80 T T T T

DGI-HLL s
70 L DGI1-Balanceado s |
Referéncia ——
60 L Elevacao do Leito —— |
| =9
.50 -ﬁﬂ;&.ﬁ.r%*—
0 |
D40 | |
g
=30 | ]
20 + .
10 + _
0 1 1 1 1 I I L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Figura 43 — Comparacao da taxa de vazao em um fluxo no regime transcritico sobre um
leito irregular, com 50 elementos na malha
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Neste experimento, o método DG1 bem-balanceado aproxima melhor a solucao de
referéncia que o método nao-balanceado. A solucao numérica da profundidade no método
bem-balanceado é satisfatéria, ja a da vazao, possui oscilagdes espurias semelhantes as do

método nao-balanceado.
4.7.6 Regime de agua parada

h em t = 400s, estado permanente, DG

0.7 , : .

DGI-ROE  e—
0.6 F DG1-Balanceado |

. Referéncia ——

Elevacao do Leito ——
0.5 i
04 |

B
- 03 F _
0.2 i
0.1+ |
0

0 5 10 15 20 25

Figura 44 — Comparacao da superficie da 4gua no regime de agua parada, com 50 elementos
na malha
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q em t = 400s, estado permanente, DG

0.15 + "DC1-ROE s
DG1-Balanceado s
Referéncia
0.1+ i
0.05 }+ i
/[7;\ [ |
5\1\ -
() -
[ |
—0.05 } i
—0.1 ¢t i
—0.15 ' ' ' '
0 5 10 15 20 25
z(m)

Figura 45 — Comparagao da taxa de vazao no regime de agua parada, com 50 elementos
na malha

Neste experimento, concluimos que o método bem-balanceado aproxima melhor
a solucao de referéncia que o método nao-balanceado. Oscilagoes espurias na solugao
numérica da vazao ainda existem, mas se anulam no limite, quando o niimero de elementos

na malha aumenta.
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5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, estudamos a resolucado numérica das equacoes de Saint-Venant
pelo método de Galerkin descontinuo. Foi feito um estudo das equacoes de aguas rasas
2D e um estudo breve das equacoes de Saint-Venant. Depois, apresentamos a teoria do
método de Galerkin descontinuo. Nos dois ultimos capitulos, apresentamos as aplicagoes e

experimentos numéricos.

A conclusao mais importante que chegamos com este trabalho é a de que as equagoes
de Saint-Venant nao sdo simples de se resolver. Detalhes como a elevagao do leito e o atrito
dificultam a resolucao das equagoes. O nao-balanceamento das equagoes gera oscilagoes
espurias na solucao da vazao, e consequentemente na profundidade da agua. Mesmo que o
método numérico escolhido seja capaz de capturar solugdes descontinuas, nao é suficiente
para resolver com exatidao as equagoes. Apresentamos um esquema DG1 bem-balanceado,

ainda assim nao foi suficiente, mas melhorou consideravelmente as solu¢des numeéricas.

Para trabalhos futuros, propoe-se o estudo de uma série de artigos de Xing e cola-
boradores sobre esquemas bem-balanceados utilizando o método de Galerkin descontinuo
para a resolucgao das equagoes de Saint-Venant, a saber os trabalhos (XING; SHU, 2005),
(XING; ZHANG; SHU, 2010), (NOELLE; XING; SHU, 2007) e (XING; SHU, 2006). Nestes
artigos, o problema foi totalmente resolvido, mas a teoria por tras do balanceamento das

equacgoes ¢ muito mais sutil, o que demanda bastante tempo de estudos.
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APENDICE A - Conceitos Basicos e

Notacoes

Neste capitulo apresentaremos as ferramentas matematicas que utilizamos ao longo
desta dissertacao. Iremos principalmente introduzir os conceitos de lei de conservagao
escalar e sistema hiperbdlico de leis de conservacao escalares, que € o tipo de sistema de
equagoes diferenciais parciais em que as equagoes de aguas rasas, para canais retangulares

uniformes, pertence.

A.1 Notacoes Matematicas

Denotaremos o espaco das matrizes de ordem M por N definidas sobre o corpo R

RMXN

por , em particular o espaco das matrizes quadradas de ordem M x M é dado por

RMXM

Dado o intervalo [a,b] C R, definimos o espaco de Lebesgue L*([a,b]) como sendo o

espago das classes de fungoes f : [a,b] — R mensuraveis tais que
b
/ |f(x)[? dz < co.

Lembramos que o espaco L*([a,b]) é formado por classes de funcoes que sio iguais
quase-todo-ponto, mas por simplicidade, dada uma classe de funcées f € L*([a,b]),

denotaremos f apenas por uma representante f de f, e escreveremos f € L*([a, b]).

O espaco L*([a, b]) é um espaco de Hilbert, isto é, é um espaco vetorial normado

completo munido com a norma induzida pelo produto interno

9oy = |, S@ala)

Wl = ([ 15007 a2

Dado um subespaco vetorial X de L*([a,b]), munido com a norma induzida, e com

/2

dimensao finita n, dada uma base {1, ¢a, ..., ¢n, } de X, definimos a projegao de uma
funcdo f € L*([a,b]) em X por

@i, )L2 a,b
s (0,

lpill 72 0.0
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A.2 Leis de Conservacao Escalares
A equacao

u + f(u), = 0, para (z,t) € R x (0,00), (A.1)
u(z,0) = g(x), paraz € R, (A.2)

onde f:R—->R, g:R—=R, u:Rx(0,00) > Reu=u(zt)éa incognita, é dita ser

uma lei de conservacgao escalar.

Geralmente u representa a concentragao de uma quantidade fisica @ e f(u) é sua
fungao de fluxo. Abaixo, iremos deduzir a modelagem que mostra que a Equacao (A.1)

representa uma ligacdo entre a concentracao () e o fluxo.

Dado um intervalo [z1,z3] C R fixo, a integral

x2

/u(x,t) dz

x1
nos fornece uma quantidade ) entre x; e x5 no tempo t.

Uma lei de conservacao estabelece que, sem fontes ou sumidouros, a taxa de variacao
de @ no interior de [x1, 2], é¢ dada pela diferenga do fluxo calculado nos pontos da fronteira.

Se a fungao de fluxo é dada por uma funcao f = f(u), a relagdo acima é descrita como

a@t/u(m’,t) dr = —f(u(za,t)) + f(u(z,t)), (A.3)

onde nés assumimos f > 0 para um fluxo na dire¢do positiva e f < 0 para um fluxo na

direcao negativa do eixo .

Se u e f sao fungdes suaves, a equagao (A.3) pode ser reescrita como

2

/(ut + f(u(z,t)),) dz = 0.

1

Pela arbitrariedade do intervalo [x1, 23], obtemos (A.1).

A.3 Sistema Hiperbdlico de Leis de Conservaciao Escalares
Um sistema de leis de conservacao em uma dimensao é dado por

u; + f(u), = 0, para (z,t) € R x (0,00); (A.4)
u(z,0) = g(x), parazeR; (A.5)
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onde
us (, t) fi(u(z, 1)) 91()
'u,(q:, t) _ u2(:$,t) 7 f(u(x,t)) _ f2(u(:x’t)> ’ g(a:) _ 92€$) (A6)
U (1, 1) Sm(u(z,1)) Gm ()

Para 1 <1 < m, temos
ui(z,t) : R x (0,00) = R;
fi(u(z,t)) : R x (0,00) = R;
gi(z) : R —R.

u=u(z,t): R x(0,00) - R™
¢é a incognita.

Motivacao para a definicao de sistema hiperbdlico.

Podemos motivar a defini¢ao de sistema hiperbdlico pelo desenvolvimento a seguir.

Considere a classe de sistemas semilineares dada na forma nao-divergente

u; + B(u)u, =0, para (z,t) € R x (0,00);

onde B : R™ — R™*™,

Dado
o of oA
Oouy  Ouy  Ouy,
5 Of2 Of: ofs
B(u) = 81{ = 8U1 Ouy Uy, ,
Obn Ofn  Ofn
LOuy,  Ous  Ouyy,

a lei de conservagao (A.4) é equivalente a (A.7).

Suponhamos que procuramos solugoes do tipo onda viajante
u(z,t) =v(x — ot), para (z,t) € R x (0,00);

onde v : R — R™ e a velocidade o € R serdao encontrados.

Substituindo (A.8) em (A.7), chegamos a igualdade
—ov'(x — ot) + B(v(z — ot))v'(z — at) = 0,

o que implica
B(v(zx — ot))v'(x — ot) = ov'(x — ot),

(A7)

(A.8)
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ou seja, o é um autovalor da matriz B(v) correspondente ao autovetor v'.

Com esta conclusao, devemos exigir certas condigdes para os autovalores de B se quisermos

ter solugoes do tipo onda viajante, o que motiva a definicdo a seguir.

Definicao 3.

(i) Se para cada u € R™, os autovalores de B(u) sdo todos reais e B(u) é diagonalizdvel,

o sistema de equagoes diferenciais parciais (A.7) € dito ser hiperbdlico.

(ii) Se para cada u € R™, os autovalores de B(u) sdo todos reais e distintos, o sistema

de equagoes diferenciais parciais (A.7) é dito ser estritamente hiperbélico.

No caso particular das leis de conservagoes, lembramos que B(u) = a0 isto €, B(u) € a
U

matriz jacobiana de f com respeito as varidveis ui, Us, . . ., Up.

Veremos que as equagoes de dguas rasas para canais retangulares uniformes, serao

um exemplo de sistema hiperbdlico de leis de conservacao escalares.

A.4 Derivada Material

Definigdo 4. Dado Q C R® um dominio (aberto e conexo) e um intervalo de tempo
I =(0,T) CR, conidere um campo vetorial dependente do tempo ¢ : Q x I — R, onde
escrevemos ¢(x1, xe, x3,t). Entdio a taxa de varia¢io no tempo de ¢ com velocidade do

fluido V' = (uy,uq,us) € dada por

D¢ _ o9

= -Vo. A.
Dt 8t+v Vo (A.9)

D
A derivada no tempo Dgf ¢ usualmente chamada de derivada substancial ou derivada

material.
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APENDICE B - Resultados Auxiliares

B.1 Integracao Numérica

Vamos utilizar as formulas de quadratura de Gauss-Legendre.

B.1.1 Polinbmios de Legendre

Os polinomios de Legendre sao uma classe importante de polinémios muito utilizada
na Analise Numérica. Vamos definir estes polinémios indutivamente pela formula de

Rodrigues, dada abaixo,

Pi(z) =1;
Pul@) = opigee @ — U™
Alguns dos primeiros polindmios de Legendre sao dados por
P(x) = =
1
Py(z) = 5(3x2 —1);
1

Py(z) = 5(5333 — 3z);
1
Py(z) = §(35x4 —302% + 3);

1
Pi(z) = §(63:)35 — 702° + 157).

B.1.2 Quadratura de Gauss-Legendre

A quadratura de Gauss-Legendre é uma aproximagao numérica da integral definida
1 N

[ @y az ~ Y wif(w). (B.1)
1 i=1

Estudaremos agora para um nimero N fixo, os coeficientes da quadratura de

Gauss-Legendre de ordem N.

Os pontos de quadratura x; sao dados pelas raizes dos polindmios de Legendre, isto

Py(z;) =0, paral<i<AN\.
Calculando as raizes de Py(z), é direto mostrar que

—l<mm <z < - <y <Ll
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Os pesos w; da Equacao (B.1) sao dados também em termos dos polindémios de Legendre

pela seguinte relagao,
2

(1 —2)2 (P (2:))*

Abaixo iremos mostrar uma tabela com algumas formulas de quadratura tteis para

Ww; =

0 nosso trabalho.

Tabela 4 — Tabela com alguns pontos de quadratura x; e pesos w; para a aplicacao da
quadratura de Gauss-Legendre

Ntumero de Pontos | Pontos de quadratura x; Pesos w;
1 0 2
9 1 1
V3 /3 -
3 0 9
3 /3 5
5’ 5 9
3 2 /6
\l 7 7\50 18 —26\/%
! 326
7T TV5
3 2 /6
J st aiE 18 — /30
36
IRENENG
7T TV5H
128
O _
225
1 10
5 3J5—2 = 322 + 13/70
1 10 200
—als ==
3 7
1 10
3J5+2 - 322 — 13/70
900
L 542 10
3 7

Agora queremos integrar sobre um intervalo arbitrario [a,b], isto é, queremos

calcular

—
=
£
o
N

S}
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Sabemos calcular a integral de f no intervalo [—1, 1], entao basta efetuarmos uma mudanga
b—a L a+b
u= x
2 2 ’
b—a
du = dzx.
u ( . ) .

Jrom=(22) () () e o

Aplicando a quadratura de Gauss-Legendre com N pontos agora em (B.2), obtemos

Jrow = () Es () (1) o

a

de variavel. Fazendo

Desta forma,
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