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Resumo

A segunda parte do 16° Problema de Hilbert diz respeito ao niimero de ciclos limites de um
sistema diferencial planar polinomial. Embora nao haja nenhum resposta a esse problema,

muitos avangos significativos foram realizados dentro da teoria dos sistemas dinamicos.

Dentre esses avancos, destacamos o estudo dos ciclos limites e 6rbitas periddicas dos
campos vetoriais planares lineares por partes. Mesmo nao havendo ciclos limites para
campos lineares planares, em se tratando de campos planares lineares por partes, podemos

encontrar exemplos onde a existéncia desses objetos ¢é verificada.

Assim, naturalmente, podemos estender a segunda parte do 16° problema de Hilbert para
esses campos. O estudo deste problema neste cenario pode apresentar um extenso estudo
caso a caso ligado, principalmente, ao espectro das matrizes do sistema. Uma forma de
desviar dessa complicacao se da pela caracaterizacao integral dos mapas de meio retorno

de Poincaré amplamente discutida neste trabalho.

Como consequéncia desta caracterizagao, discutimos neste trabalho os avancos relacionados
ao problema de Hilbert para esses campos. Mais especificamente, essa caracterizacao
forneceu uma demonstracao simples e curta para a Conjectura de Lum-Chua e permitiu
melhorar a estimativa para uma cota uniforme para o nimero de ciclos limites de sistemas

lineares planares por partes.

Palavras-chave: Sistemas planares lineares. Ciclos limites. Mapas de meio retorno de
Poincaré. 16° Problema de Hilbert



Abstract

The second part of 16th Hilbert’s Problem concerns about the number of limit cycles of
a polynomial planar differential system. Although there is not an explicit answer to this
problem, many significant advancements have been made within the field of dynamical

systems theory.

Among these advances, we can highlight the study of limit cycles and periodic orbits of
piecewise linear planar vector fields. Although limit cycles are not allowed in linear vector
systems, there are examples of piecewise linear planar vector fields which the existence of

these objects is verified.

Thus, it is possible to extend the 16th Hilbert’s problem second part to these fields. The
study of this problem in this scenario may involve an extensive case-by-case study related
to the spectrum of the system’s matrices. An way to avoid this study is given by an integral

characterization of Poincaré half-maps that we discuss.

As a consequence of this characterization, we discuss many advancements related to
Hilbert’s problem to these fields. Specifically, this characterization provided a simple proof
for Lum-Chua’s Conjecture a improved the estimation for a uniform bound on limit cycles

number for piecewise linear planar systems.

Keywords: Linear planar differential systems. Limit Cycles. Poincaré half-maps. 16th
Hilbert’s Problem.



Sumario

1 Introducdo. . . . . . . . . . . e e e e e e e
1.1 Objetivo . . . . . . .
1.2 Estrutura dos topicos apresentados . . . . . .. . ...
2 Preliminares . . . . . . . . .o e e e e e e e e e e e e e e e
2.1 Campos Vetoriais Planares Lineares e Lineares por Partes . . . .. .. ..
2.2 Mapas de Meio Retorno de Poincaré . . . . . . .. . ... ... ... ...
2.3 Fator Integrante Inverso . . . . . . . . . ..o
2.4 Valor Principal de Cauchy . . . . . .. .. ... ..

3 Caracterizacao Integral de Mapas de Meio Retorno de Poincaré para Siste-
mas Lineares Planares . . . . . . . . . . .. ... ... Lo,
3.1 Imtroducao . . . . . . . .
3.2 Mapas de Meio Retorno para sistemas lineares . . . . . .. .. ... ...
3.3 Expressao Integral para Mapas de Meio Retorno de Poincaré . . . . . . ..
3.3.1 Fator integrante inverso para campos lineares planares . . . . . . .

3.3.2 Relacao integral para mapas de meio retorno de Poincaré associados
a sistemas lineares . . . . . . .. ..o
3.4 Andlise da funcdo do tipo indice . . . . . . . ... oL
3.5 Mapas de Meio Retorno de Poincaré e o Tempo de Voo . . . . . . . .. ..
4 Uma nova demonstracao para a Conjectura de Lum-Chua . . . . . ... ..
4.1 Introdugdo . . . . . . . oL
4.2 Forma canonica de Liénard e mapas de meio retorno de Poincaré . . . . .
4.3 Demonstragao do Teorema 4.1 . . . . . . . . .. . ... ..

5 Cota uniforme para o nimero de ciclos limites de sistemas diferenciais
lineares planares com duas zonas separados porumareta . ... ... ...
5.1 Introducao . . . . . . . ..
5.2 Interseccao entre curvas suaves e solugoes separantes . . . . . . . . .. ..
5.3 Demonstracao do Teorema 5.1 . . . . . . . . . . .. ...

6 Consideracdes Finais . . . . . . . . . . . . . e e

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s s s s s s s



11

1 Introducao

A segunda parte do 16° problema de Hilbert diz respeito a relacdo entre o
numero de ciclos limites de um campo vetorial planar polinomial e o seu grau. Embora
permaneca sem resposta, varias tentativas de resolugdo desse problema colaboraram

significantemente no avanco da teoria de sistemas dinamicos.

Esse problema pode ser estendido para o cenario dos campos vetoriais planares
lineares por partes. Entretanto, muitas dificuldades surgem ao longo do estudo. Para
isto, uma ferramenta muito util para o estudo de ciclos limites sdo os mapas de Poincaré.
Neste trabalho, estudaremos esses mapas bem como algumas aplicagoes e avangos feitos

no estudo do problema.

1.1 Objetivo

Diversas ferramentas podem ser utilzadas para estudar-se a existéncia de érbitas
periodicas e ciclos limites de campos vetoriais planares lineares por partes. Dentre elas,

destacamos os mapas de Poincaré.

Neste trabalho, buscamos entender como o estudo desses mapas pode ser

simplificado. Mais especificamente, em [1], verificou-se que para o sistema
T="Tx —y,
y=Dx—a,

onde T, D e a sdo nimeros reais as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) y; € a imagem de yo pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré (veja (2) para

uma defini¢do);

b) v, 71 € R satisfazem yoy; < 0 e

/yO —y
dy = T,
s Dy?* —aTy+ a?

onde ¢ € R depende dos parametros do sistema.

Com esta caracterizagdo em maos, buscamos entender algumas consequéncias
desta simplificagdo em outros problemas, e discutimos uma nova demonstracao para a
Conjectura de Lum-Chua, demonstrada em [2] e posteriormente, estudamos como podemos
encontrar uma cota uniforme para o nimero de ciclos limites de um sistema diferencial

planar linear por partes [3].
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1.2 Estrutura dos tépicos apresentados

Esta dissertacao estd dividida na seguinte forma:

o No Capitulo 2, discutimos alguns conceitos preliminares que serao tteis para as
discussoes nos capitulos a seguir. Dentre os conceitos, destacamos o Teorema 2.1
que, sob determinadas condigoes, nos fornece uma forma canoénica de Liénard para

sistemas planares lineares por partes.

» No Capitulo 3, discutimos amplamente os avangos realizados em [1] relacionados a
uma caracterizagao integral dos mapas de meio retorno de Poincaré para sistemas

lineares planares.

o No Capitulo 4, discutimos como esta caracterizacao integral implicou em uma nova,
e mais simples, demonstracao para a Conjectura de Lum-Chua, como demonstrado
em [2].

« No Capitulo 5, discutimos como Carmona et al., em [3], encontraram uma nova cota
superior uniforme para o ntmero de ciclos limites de um sistema diferencial planar
linear por partes, utilizando a caracterizacao integral dos mapas de meio retorno de

Poincaré, discutidos no Capitulo 3.

e No Capitulo 6, comentamos algumas consideragoes finais e apontamos algumas

possiveis diregoes futuras a serem seguidas.
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2 Preliminares

Neste trabalho, estamos interessados em entender alguns problemas relacionados
a ciclos limites de Campos Vetoriais Planares Lineares Por Partes. Para isso, buscaremos
neste capitulo, introduzir algumas ferramentas que serao tteis para o desenvolvimento da

teoria apresentada nos capitulos a seguir.

2.1 Campos Vetoriais Planares Lineares e Lineares por Partes

Considere, para x = (1, 22)", o sistema diferencial auténomo linear planar

nao homogéneo dado por

X = Mx +b, (2.1)

onde M = (m;j); j=1,2 € uma matriz real e b = (by, by)" € R% Embora pudéssemos estudar
diretamente o sistema (2.1), gostariamos de encontrar alguma maneira de reduzirmos o
numero de seus parametros. Além disso, uma vez que estamos interessados em estudar o
comportamento de 6rbitas periddicas do sistema (2.1), procuraremos uma mudanga de

varidveis de forma que a secdo ¥ = {(x1,75) € R? : 2; = 0} seja invariante.

Proposicao 2.1. A fim de que o sistema (2.1) possua drbitas periddicas, € necessario que

o coeficiente myo da matriz M seja nao nulo.

Demonstragio. Se my2 = 0, entao o sistema (2.1) se torna desacoplado. Dessa forma, o

sistema (2.1) ndo admite solugoes periddicas.

De fato, a primeira coordenada da solu¢ao de (2.1) passando por (z,y) no

tempo t = 0 ¢ dada por
b1

71(t) = ——— + ™,
mi
onde
by + myx
c= .
mi
Portanto, ndo existe 7 # 0 tal que x1(7) = x. O

De maneira mais geral, Freire et al em [4] demonstraram o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Considere o sequinte sistema diferencial planar linear por partes dado por:

Arpx +bpg se x; >0
x={ TR (2.2)
Arx + by sexy <0,
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onde x = (z1,15) € R?, Ag = (aﬁ)m:lyg, Ap = (aiLj)Mng e br = (bF',b%), by = (b, b%)

sdo vetores de R?. Assuma que alyal, > 0. Considere o homeomorfismo X = h(x) dado por

X L 0 X 0 sex1 <0
= — 1 <
a§2 —ale blL

1 ([ dby 0 0 0
X = a/iR L R L. R X — bL se xq1 > U.
12\ G19099 19019 1

Nestas novas varidveis, o sistema (2.2) é transformado na forma candnica

. T, —1 0
X = X — sexy <0
DL 0 ay,

67
' Th -1 —b
X = X — se x1 > 0,
DR 0 ar
ak al:
_ L3l LiL 3 _ Y12;R L _ Y2 R;R _ RR
onde, ar = apyby — anby, b= Fbl — by eap = afg(“lzbz — agby’).
12 12

Veremos nos capitulos a seguir, que o Teorema 2.1 sera muito utilizado para
estudarmos o comportamento das orbitas periddicas e ciclos limites de sistemas lineares
do tipo (2.2).

2.2 Mapas de Meio Retorno de Poincaré

Para estudarmos a existéncia e o comportamento de orbitas periddicas e ciclos

limites, buscamos entender a dindmica do mapa de Poincaré associado a érbita periddica [5].

Neste trabalho, estudaremos o comportamento dos Mapas de Meio Retorno
de Poincaré do sistema (2.2) associados a secio ¥ = {(x,y) € R? : 2 = 0}. Nos capitulos
posteriores, trabalharemos com os mapas esquerdos de meio retorno, devido a uma certa
reflexividade. Portanto, focaremos na definicao do mapa esquerdo de meio retorno de

Poincaré. Seja (0,yo) € X para yo > 0 e seja

Y(t;yo) = (U1t yo), Ya(t; vo)), (2.3)

a Orbita do sistema (2.2) tal que ¥(0;yo) = (0,y0). Se existe um valor 7(yo) > 0 tal que
1 (T(Y0); o) = 0 e 91 (t;y0) < 0paratodot € (0,7(yo)), dizemos que y; = 2(7(yo); ¥o) < 0
é a imagem de 7o pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, onde 7(yg) é dito ser o
correspondente tempo de voo a esquerda. De maneira analoga, podemos definir o mapa

direito de meio retorno de Poincaré.
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2.3 Fator Integrante Inverso

Outra ferramenta muito importante no estudo dos mapas de meio retorno de
Poincaré do sistema (2.2) associados a ¥ é o Fator Integrante Inverso associado ao campo

vetorial do sistema (2.2).

Nesta secao, estudaremos algumas defini¢oes e propriedades relacionadas aos
fatores integrantes e fatores integrantes inversos associados a campos vetoriais planares
e, posteriormente, entenderemos seu comportamento no contexto de campos vetoriais

planares lineares.

Seja F': U € R? — R? um campo vetorial suave definido no aberto U, dado por
F(z,y) = (f(z,9),9(z,y)), onde f,g: U — R sdo fungdes suaves, e considere o sistema

de equagoes diferenciais dado por

T = f(x,y),
y=g(x,y).

(2.4)

Definicao 2.1. Dizemos que R : U — R, uma funcdo suave, ¢ Fator Integrante do

sistema (2.4) se
M) 4y = A0y
or oy 77

para todo (x,y) € U.

Observacao 2.1. Na Definicao 2.1, temos que

Rf(z,y) = R(x,y)f(z,y).

De maneira andloga, temos para a funcio Rg.

Proposigdo 2.2. Uma funcio R : U — R de classe C* € fator integrante de (2.4) se, e

somente se, R satisfaz

oGt + o) Gte ) = = (S tw) + P2 Rz, (29)

para todo (x,y) € U.
Demonstracao. Note que,

M 2, = - 209N, 26)

se, e somente se,

) G 0.9) + RGa) o (0,) = =gl G, (00) = Rla) (a0,
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Rearranjando os termos da equacao anterior, temos que a equagao é equivalente a

oG wa +stea) 5 e = - (G + S| Rz

0
Observagao 2.2. Note que a condigio dada na Proposicao 2.2 pode ser escrita na forma

¢ o produto interno usual de R?, e div(F(z,y)) = gf(x, y) + @(x, ).
T

dy

em que ».»

Definiciao 2.2. Uma funcio V : U — R de classe C* ¢é dita ser Fator Integrante

Inverso do sistema (2.4) se as sequintes condigoes forem satisfeitas

a) O conjunto int(V~'({0})) ndo contem nenhum aberto ndio vazio;
b) Para todo (z,y) € U, temos que

Proposicao 2.3. Sejam V e Vy fatores integrantes inversos associados ao sistema (2.4) e

seja A € R. Entao, Vi + AVa € fator integrante inverso associado ao sistema (2.4).

Demonstracao. Basta utilizarmos a linearidade da derivada em relagdo a soma e produto

por escalar juntamente a bilinearidade do produto interno. O

Proposicao 2.4. Seja V : U — R uma fungio de classe C*. Entdo, V é fator integrante
inverso de (2.4) se, e somente se, a funcio R: U\ V1({0}) = R, dada por,

R('CE’ y) = V(x, y)?

é fator integrante de (2.4).

Demonstragio. Note que, para todo (z,7) € U\ V"1({0}) temos que

OR 1 oV
873(1'71/) = (W) %(x,y),

OR 1 oV
oy BY =" ((V(w))?) oy Y

Assim, suponha que V' é fator integrante inverso de (2.4). Entao, para todo
(z,y) € U\ V({0}) temos que

VR(x,y) - Fla,y) = - ( YV (e,y) - Fla,y)

=
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1 .
_ (w> V (e, y)div(F(z, y))

1 .
_ <V(:U,y)> div(F(z,y))
— —R(z,y)div(F(z,y)).

Portanto, R é fator integrante do sistema (2.4).

Provemos a reciproca. Para isto, suponha que R ¢ fator integrante do sistema

(2.4). Entao, temos que
VER(z,y) - F(z,y) = —R(z,y)div(F(z, y)).
Isto implica que
V(2,y)*VR(z,y) - F(z,y) = =V(z,y)div(F(z,y)).
Com isto, temos que
VV(z,y) - F(z,y) = V(z,y)div(F(z,y)).
Assim, segue que V' é fator integrante inverso do sistema (2.4). O

Proposicao 2.5. Seja ¢(t;p) a trajetoria do sistema (2.4) tal que ¢(0;p) = p. Entdo, se

V' é um fator integrante inverso do sistema (2.4), temos que
t
Viott) = Vioyess ( [ aiviriots i) 23)
0

Demonstracao. Se V' é fator integrante inverso, segue que,

jt(v(d)(t;p))) = (VV(¢(t; ), F(6(t; p))
= V((t;p))div(F(o(t; p)).

¢
Com isto, podemos considerar pu(t) := exp (—/ div(F(gb(s;p)))ds). Assim, segue que
0

& V() =0,

e portanto, temos que,

V((t:p)) = kexp ( / div<F<¢<s;p>>>ds> |

onde k € R é uma constante. Por outro lado, como V(¢(0;p)) = V(p), entao,

V(6(t:p)) = V(p) exp ( / div<F<¢<s;p>>>ds) |

como queriamos demonstrar. O
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Corolério 2.1. O conjunto V~'({0}) € positivamente invariante pelo fluzo de F.

Demonstragio. Segue diretamente da derivada de V' (4(t; p)) obtida na Proposi¢ao 2.8. [

Proposigao 2.6. Sejam Ry, Ry : U — R fatores integrantes do sistema (2.4), tais que
Ry(z,y) # 0 para todo (x,y) € U. Entao, o quociente Ry/Ry € uma integral primeira do
sistema (2.4).

Demonstracio. Seja p = (z,y) € U e ¢(t;p) o fluxo do sistema (2.4) passando por p.

Entao, temos que

C‘Zit (E(W;p))) _ Rz(:i,y)Q (Ra(7,y)VRy(z,y) - F(z,y))
— Ri(z,y)VRy(z,y) - F(z,y)
1 .
_ W(Hg(l’,y)Rl(af,y)le(F(xvy))

- Rl(,r7y)R2(ZL’,y)diV(F(ZE,y)))
= 0.

Logo, Ry /R, é constante nas trajetérias de F', e portanto, uma integral primeira de F'. [

Corolario 2.2. A divisao de dois fatores integrantes inversos linearmente independentes

¢ uma integral primeira de (2.4).

2.4 Valor Principal de Cauchy

No Capitulo 3, trabalharemos com algumas relagoes integrais. Estas podem
estar relacionadas a integrais impréprias e divergentes. Como veremos adiante, adotaremos
a seguinte ferramente para lidarmos com estas integrais.

Definic¢ao 2.3. Seja h uma fungio continua em [&1,&] \ {0} onde & <0 < &. O Valor

&2
Principal de Cauchy (PV) da integral / h(&)d¢ € o sequinte limite (se existir):
&

&2 = &
Py [ nierte = gim ([ nac+ [ nepac).

Obviamente, se h também é continua em 0, entdo, o Valor Principal de Cauchy da integral

coincide com o valor da integral. Por convengdao, adotaremos que

&2 3
PV/ h(§)d¢ = —PV/ h(&)dg.

&1 &2
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3 Caracterizacao Integral de Mapas de Meio
Retorno de Poincaré para Sistemas Lineares

Planares

3.1 Introducao

Diversos métodos foram desenvolvidos e sao utilizados para o estudo com
respeito a existéncia e comportamento de ciclos limites e érbitas periddicas associados a
sistemas de equagoes diferencias ordinarias. Dentre esses métodos, destacamos o estudo

dos Mapas de Poincaré associados a uma secao transversal [5].

Para campos vetoriais suaves por partes, a analise das érbitas que cruzam as
variedades de separacao pode ser feita a partir do estudo dos Mapas de Meio Retorno de
Poincaré entre essas variedades. Para campos vetoriais quaisquer, nem sempre o calculo
destes mapas pode ser dado explicitamente. Entretanto, em se tratando de campos lineares
por partes, uma vez que a integracao destes é factivel, é possivel encontrar explicitamente

a forma dos mapas de meio retorno de Poincaré.

Todavia, embora haja esta facilidade de calcular esses mapas, a sua analise
estd fortemente relacionada aos autovalores e autovetores das matrizes do sistema, além

do surgimento de uma nova variavel, o tempo de voo.

O objetivo deste capitulo é entender a ferramenta desenvolvida em [1] que
simplificou o estudo dos mapas de meio retorno de Poincaré, evitando uma exaustiva
analise caso-a-caso em func¢ao do espectro das matrizes, e com isso, estudar a existéncia
e o comportamento das érbitas periddicas e ciclos limites de campos vetoriais planares

lineares por partes.

3.2 Mapas de Meio Retorno para sistemas lineares

Considere, o sistema diferencial linear (2.1).

Como vimos no Capitulo 2, se mys # 0, pelo Teorema (2.1), o sistema (2.1)
pode ser transformado no seguinte sistema linear na forma de Liénard:
z=Txr —
Y (3.1)
y = Dx — a,
onde T'=Tr(M), D = det(M) e a = mysby — masby. Para isto, basta considerar a seguinte

mudanca de coordenadas x = x1 € y = maoyxr; — m12T2 — b;. Note que, esta mudancga de
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coordenadas preserva a se¢ao X, uma vez que x = 1. Seja L(z,y) = (Tx —y, Dz —a) o

campo vetorial linear associado ao sistema ((3.1)).

Note que, a forma em que o sistema ((3.1)) estd representado, nos fornece
informagoes necessarias para entendermos o comportamento das suas érbitas proximas a

secao 2.

Proposicao 3.1. O fluzo do sistema (3.1) cruza X:

e do semiplano {(x,y) € R* : x > 0} para o semiplano {(x,y) € R* : x < 0}, se y > 0;

€,

e do semiplano {(z,y) € R* : x < 0} para o semiplano {(x,y) € R* : x > 0}, se y < 0.
Mais ainda, o fluxo é tangente a X na origem.

Demonstracio. De fato, defina o : R*> — R dada por

Oé(l’,y) = Vh(‘r7y> ’ L(LL’,y),

onde h(x,y) = z. Note que, ¥ = h~'({0}). Mais ainda,

Oé(l‘,y) =Tz — Y,

e para (z,y) € ¥, temos que
a(z,y) = —y.

Portanto, segue o resultado. [

Consideraremos, daqui em diante, a definicdo de Mapa de Meio Retorno associ-
ada a 3 dada no Capitulo 2. Uma vez que o sistema (3.1) é invariante sob a mudanca de
variaveis (z,y,a) «— (—x, —y.—a), o trabalho desenvolvido neste capitulo sera utilizando
mapa esquerdo. Entretando, resultados analogos podem ser obtidos para o mapa direito

de meio retorno de Poincaré.

Observagao 3.1. Seja P o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré. No caso em que
P(0) nao pode ser definido como no Capitulo 2, mas para todo € > 0 ezxiste yo € (0,€) e
y1 € (—¢,0) tal que P(yo) = y1, 0 mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré pode ser
estendido para P(0) = 0. Este caso corresponde a um equilibrio na origem ou a origem é

uma tangéncia invisivel para o campo L em relagio ao semi-plano {(z,y) € R :z < 0}.

Além disso, considere a seguinte hipotese:

Hipotese 3.1. Existem yy > 0 e 7(yo) > 0 tais que ¢1(7(y0); o) = 0 e ¥1(t;yo) < 0 para
todo t € (0,7(yo)).
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Sendo assim, tomando y; = P(yg), uma vez definida a curva
=r,urly, (3.2)

onde I't = {(0,9) : y € (y1,%0)} e T2 = {d(t;50) : t € [0,7(yo)]}, 0s equilibrios de ((3.1))
estao relacionados com sua posicao em relacao a curva I'.

Assumindo a hipétese (3.1), o sistema ((3.1)) sé pode ter no maximo um

equilibrio. De fato, encontrar equilibrios de ((3.1)) equivale encontrar solugoes de

Tr—y=20
Dz = a.

Este sistema linear pode ser classificado como nao possuindo soluc¢ao, tendo uma tnica
solugao, ou tendo infinitas solucoes. Caso o sistema tenha infinitas solugoes, isto é, se
D? +a* =0, entdo a reta Tx = y é formada de equilibrios do sistema ((3.1)). Da hipdtese
(3.1), uma vez que ¥1(7(yo); ¥0) < 0, a reta Tz = y intercepta a curva 'y, o que contradiz

a unicidade de solugoes das equacgoes diferenciais ordinarias.

Além disso, definiremos as possiveis posi¢oes do equilibrio em relacao a I da

seguinte forma:

Definicdo 3.1. Seja int(T') o interior da regidgo em R* delimitada pela curva T'. Denota-
remos 0s sequintes cendrios que resumem a posicao relativa do equilibrio de ((3.1)) em

relagcdo a curva I' como:

(So) T'Uint(I") nao contem nenhum equilibrio do sistema;
(S1) Se existir, o equilibrio é a origem ou pertence a I'y;

(S2) Se existir, o ponto de equilibrio pertence a int(I).

Podemos descrever tais cendrios como se segue. No cenério (Sz2), o equilibrio
do sistema ((3.1)) estd localizado no semi-plano {(x,y) € R* : < 0} e as tinicas possiveis

configuragoes do retrato de fase sdo um centro, um foco estavel ou foco instavel.

No cenério (S1), o equilibrio do sistema ((3.1)) esta localizado na origem (ou
em I'1), e as tinicas possiveis configuragoes para o retrato de fase sdo um centro, um foco
estavel e um foco instavel. Em todos estes casos, podemos estender o mapa esquerdo de

meio retorno de Poincaré para a origem fazendo P(0) = 0.

Finalmente, o cendrio (Sy) abrange vérios diferentes casos (selas, nés, nos
degenerados, foco, centro e situagoes degeneradas sem equilibrio). Por outro lado, para
todos eles, existe uma tangéncia invisivel na origem e portando o mapa esquerdo de meio

retorno de Poincaré pode ser estendido para P(0) = 0.
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3.3 Expressao Integral para Mapas de Meio Retorno de Poincaré

3.3.1 Fator integrante inverso para campos lineares planares

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de Fator Integrante Inverso associado
a um campo vetorial. Com isto, passaremos a estudar os fatores integrantes inversos

associados ao campo vetorial linear L : R?* — R?, dado por

L(z,y) = (Tx —y, Dx — a). (3.3)

Seja A a matriz associada ao sistema ((3.1)), ie,

A:(lT) —Ol).

Neste caso, um fator integrante inverso associado a (3.3) é uma fungao suave definida em
R? satisfazendo
VV(z,y) - L(x,y) =TV (z,y),

onde 7 -7 corresponde ao produto interno usual de R?.

Em [6], Chavarriga et al. demonstraram que para todo sistema linear homogéneo
o fator integrante inverso é uma funcao quadratica. Se o sistema nao for homogéneo mas
possui um equilibrio, entao, uma simples translagao sera suficiente para determinarmos

seu fator integrante inverso.

Proposicao 3.2 (Proposicao 3, [1]). Seja V o conjunto de todos os fatores integrantes
inversos polinomiais V(x,y) de grau menor ou igual a 2 para o sistema ((3.1)). Entao V
¢ um espago vetorial de dimensao finita cuja dimensdo depende dos parametros a, T e D.

De maneira explicita,

a) Se a* + D* # 0, entdo

e Se T #0 entdo, B, = {D*1® — DTxy+ Dy* + a(T? — 2D)z — aTy + a*} € base
de V.

e SeT =0, entdo, By = {1, Dz* + y* — 2ax} € base de V.
b) Se a® + D* =0, entdo

e SeT #0, entdo Bs = {y* — Txy,y — Tx} € base de V.
e SeT =0, entdo By = {1,y,y*} € base de V.

Demonstragao. Da Proposigao (2.3) segue que V é um espago vetorial, uma vez que, somar
funcoes polinomiais de grau menor ou igual a 2 é uma operagao fechada e multiplicar por

um escalar real sdo operacoes fechadas em V.
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Provemos entao caracterizagao das bases de V em relagao aos parametros a, DD
e T do sistema ((3.1)).

De fato, seja V' € V, dado por
2 . .
V(Z’,y) - Z az‘jfl?z?/],
i+j=0

onde a;; € R, para i + j € {0, 1,2}. Entao, note

VV(z,y) = (2a20% + a11y + a10, 2a02y + a1 + ap1).

Portanto, temos que,

VV(z,y) - L(z,y) = —aan
+ (—aa + an D + a10Ty + (—2aap2 — a10)y
+ (—2ag9 + 2ap2D + a1 T)zxy

+ (a11D + 2a90T)2*

- a11y2.

e assim,
VV(z,y) - L(z,y) =TV (z,y),
se, e somente se,
—aag, — agol =0
—aay + agrD + a1l =0
—2agy — ayg —apl =0 (3.4)
—20a90 + 2a02D =0

CL11D + CL20T =0

—a1] — CLOQT =0

Se a? +D?* #0 e T # 0, entdao o conjunto de solucdes do sistema (3.4) é gerado
por
{(a®,a(=2D +T?), —aT,—DT, D* D).}

Neste caso,
B, = {D*2® — DTzy + Dy* + a(T? — 2D)x — aTy + a*}

é base de V.

Se a®> + D* # 0 e T? = 0, segue que o conjunto das solucdo do sistema (3.4) é
gerado por
{(1,0,0,0,0,0,0), (0, —2a,0,0, D, 1)}.
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Dessa forma,
By = {1, Dz* + y* — 2ax}

é base de V.
Por outro lado, se a> + D? =0 e T # 0, segue que, o conjunto das solucdes do

sistema (3.4) é gerado por

{(0,-7,1,0,0,0),(0,0,0,—7,0,1)}.

Portanto,
By = {y* — Tay,y — Tz},

é base de V.

Finalmente, se a* + D? =0 e T = 0, entdo, o conjunto das solucdes do sistema

(3.4) é gerado por

{(1,0,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,1)}.

Assim,
By = {17 Y, y2}

é base de V. O

Com execao do caso em que a®> + D? # 0 e T # 0, a dimensdo de V é maior
que 1. Portanto, existem fatores integrantes inversos polinomiais que sao linearmente
independentes. Mais ainda, supondo que a* + D* # 0e T # 0, V(z,y) = 1 é elemento da
base de V. Dessa forma, pelo Corolario (2.2), se a®> +D?* # 0 e T # 0, os fatores integrantes

inversos do sistema ((3.1)) sdo constantes ao longo da trajetérias de L.

Se T # 0, o sistema ((3.1)) é reversivel (basta notar que o sistema ¢ invariante
sob a mudanga y <> —y, t > —t). Além disto, como polinémios constantes sao fatores
integrantes inversos (pois 1 € By N B, dadas pela Proposicao 3.2). Logo, se a* + D* # 0,

temos que qualquer fator integrante inverso é constante ao longo das trajetérias do sistema
((3.1)).

Além disso, note que, o unico elemento de B; pode ser obtido via combinacao

linear dos elementos de By, se permitirmos que 7' possa ser anulado. Logo, sob a condicao
2 2
a”+ D* # 0, (3.5)
podemos escolher

V(z,y) = D*a* — DTxy + Dy* + a(T? — 2D)z — aTy + a*. (3.6)
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Daqui em diante, o estudo sera direcionado levando em consideracao as hipoteses
feitas em (3.1), garantindo a existéncia yo, 1 € R tais que yoy; < 0 com P(yy) = 41, onde
P é o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, e (3.5), garantindo a existéncia de no

maximo um ponto de equilibrio do sistema (3.1).

Assim, uma vez que escolhemos um fator integrante inverso adequado, como

discutimos no Capftulo 2, é importante determinarmos o conjunto dos zeros de V, V"1 ({0}).

Proposicao 3.3 (Proposicao 5, [1]). Seja V' o fator integrante inverso do sistema (3.1)

descrito em (3.6). Entdo, podemos descrever V='({0}) como sendo:

e D=0 (caso sem equilibrio)

o T =0, entio, V'({0}) = 0;
o T #0, entio, V'({0}) = {(z,y) € R? : T?z — Ty +a = 0}.

e D #0 (equilibrio em (z,y) = (a/D,aT/D))
e T°—4D > 0, entdo
V({0}) = {(w,y) € R?: 2D(w — 55) = (T /7 — D) (y _ “g)};
e T° —4D =0, entdo
VI{0)) = {(z,y) € R?: 2D <:p _ g) _T <y _ “g>};
o T? —4D <0, entdo V' ({0}) = {(a/D,aT/D)}.

Demonstragio. Se D = 0, entao pela condigao (3.5), a # 0. Assim, o fator integrante

inverso é dado por V(z,y) = a(T?z — Ty + a). Logo, como a # 0, a conclusio segue.

Suponha que D # 0. Note que, o fator integrante inverso V', pode ser escrito

cOomo

a a

T — = T — =

V(z,y) =—Ddet | A al% C%’v
v=p) g

Assim, V' se anula, se e somente se, o vetor (x — a/D,y — a1 /D) pertence a um auto

espaco real associado a matriz A. Dessa forma, como os autovalores de A sdo dados por
1
Ay = §(T +V—4D +T7?),

cujos respectivos autovetores associados sao

T+\T?2—4D
Uy = 2D 71 9
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segue o resultado. De fato, suponha que 7% — 4D > 0. Entdo, (z — a/D,y — aT/D) é

autovetor de A se, e somente se, existe u € R tal que

T+ VT? —4D)
2D ’

x—a/Dzu(

y = pu.

Com isto, segue o resultado para T? — 4D > 0. Se T? — 4D < 0, nio existem autovetores

reais. Logo, (z —a/D,y — aT/D) = (0,0) é o tnico vetor em R? satisfazendo
A-(x—a/D,y—al/D)=(x—a/D,y—al/D).

Com isto, V~!({0}) = (a/D, aT/D), como querfamos demonstrar. O

Observacao 3.2. A Proposicio 3.3 nos diz que, dependendo dos parametros do sistema
(3.1), assumindo a condigdo (5.5), o conjunto V~'({0}), para a funcio V dada em (3.6),
pode ser um dos sequintes: vazio, um ponto (equilibrio do sistema), uma reta (invariante
pelo sistema), ou uwm par de retas concorrentes (separatrizes invariantes do ponto de

equilibrio do sistema,).

3.3.2 Relacao integral para mapas de meio retorno de Poincaré associados a

sistemas lineares

Seja G : R*\ V71({0}) — R? campo vetorial dado por

Clony) (_Dx—a Tx—y>'

Vi(z,y) V(z,y)

A fim de estabelecermos uma orientacio, considere que, dado (z,y) € R?,

(JI, y)L = (_y7 ZL’)

Proposicdo 3.4. O campo G, definido nas componentes simplesmente conezas de R*\

V=1({0}), € conservativo e ortogonal ao fluro do sistema ((3.1)).

Demonstragio. Seja U C R*\ V~({0}) uma componente simplesmente conexa. Sabemos

que, G é conservativo em U se, e somente se, para todo (x,y) € U, temos que

96,
ox

G,
('Tuy) - Ty(x7y) - OJ

onde, G = (G, Gy). Como V ¢ fator integrante inverso do sistema ((3.1)), segue que

VV.-L=TV,
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o que implica que,
L+ vVt =1V

Como G = L*+/V, entdo, segue que,
G-VV+=T.
Assim, temos que, para todo (z,y) € U,

(D2 = G (.9) + (T2 = ) () = TV (w,0).

Assim,

+ TV (x, y)) =0.

Portanto, G é conservativo em U.

L
Como G = —, entao G é ortogonal ao campo L. Portanto, segue que, G é

ortogonal ao fluxo do sistema ((3.1)). O

Seja A : [a,b] — R? uma curva suave por partes em R? que nao intersecta
o conjunto V*({0}). Pela Proposicio (3.3), sabemos que A nao intersecta nenhuma

variedade invariante do sistema ((3.1)), se estas existirem.

Suponha que 4D — T? > 0. Considere a seguinte mudanca de varidveis

=X+ %
Yy aT (3.8)
y=a + 6 + 57
onde « = T/2 e § = /4D — T? /2. Esta mudanga de coordenadas, transforma o fator
integrante inverso V' em

~ 4D?* —T?D

V(X,Y)= 1 (X?+Y?).

Seja A, nas coordenadas (X,Y), a imagem da curva A pela mudanca de
varidveis (3.8). Sejam A(a) = (X,,Y,) e A(b) = (X3, Y3).

Entao, temos que

1 TXdY TYdX
Godr= [ ——o— [ XdX — ————= + YVdY + ——x
/A ' /A D(X?%+Y?) ( V4aD —T? V4D — T2>

-1 /XdX+YdY+ / 1 TXdy  TYdX
D Ji X24Y? ADX?24+Y2)\V4D -T2 /4D -T2
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-1 [ XdX +YdY T XdY -YdX

D Jx X?+Y? NN A X2+Y?

(X5,Y5) T XdY — YdX

_|_
(Xayya) D\/ 4D _712 A X2 +Y2

Se V|a é constante ou A é uma curva fechada, entao

ng d T XdY —YdX
cdr =
A D\4D -T2 Jx X2 +Y?

T 1 [ XdY -YdX
T DVAD — T2 \2m Ja X2+Y2 )’

—1 ~
ou seja, esta integral é 27T (D\/ 4D - T 2) multiplicado pelo indice da curva A em torno

do ponto (X,Y) = (0,0), ou, equivalentemente, o indice da curva A em torno do ponto de

= 2)110g<X2 + YQ)

equilibrio.

Note que, se A for uma curva fechada e o equilibrio do sistema pertencer ao
interior de A, o conjunto int(A) \ V~'({0}) ndo é simplesmente conexo. Por isto, ndo
podemos afirmar diretamente que a integral de linha anterior é identicamente nula, uma

vez que, nao necessariamente o campo G sera conservativo.

Para o caso em que 4D — T? < 0, se A é uma curva fechada, devido a

conservatividade do campo vetorial G, é claro que,

%G-drzo.
A

Note que, este valor também pode ser interpretado como sendo o indice da curva A em

torno do equilibrio, se existe, ou em torno de qualquer ponto o qual A nao o cerca.

Com esta breve observagao com respeito a integral de linha do campo G em
relagdo a uma curva fechada A, temos o necessario para fornecermos uma relagao integral

entre um valor e sua imagem via o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré.

Teorema 3.2 (Teorema 8, [1]). Assuma que valham a condic¢ao (3.5), que garante a
existéncia de no mdximo um ponto de equilibrio do sistema ((3.1)), e a hipdtese (3.1).
Sejam y; = P(yo) a imagem de yo pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, V o
fator integrante inverso dado na expressio (3.6), e I' a curva de Jordan definida em (3.2)
e (Sk), para k € {0,1,2} dados na Definigio (3.1). Entao,

Y1
-y
PV/ dy = dy, 3.9
V= (39)
onde
0 se k=0,
dy, = T
* hm sek=1,2.

Dv4D —T?
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(0, g0

Y
ra

(0, 51)

Figura 1 — Cenario Sy

Demonstracao. Para demonstrarmos este resultado, calcularemos a integral de linha do
campo G definido em (3.7) sobre a curva I', positivamente orientada. Veremos que este

calculo dependerd da posicao relativa entre a curva I' e o equilibrio do sistema ((3.1)).

Note que, uma vez que a componente I's de I' é um arco de uma trajetéria do

sistema (3.1), pela Proposigao 3.4, temos que

G-dr=0.

Comecemos pelo cenério (Sp), isto é, I' U int(I") ndo contém nenhum equilibrio
do sistema. Logo, pela Proposicao (3.3), o fator integrante V' nao se anula em I' U int(I").

Logo, como o campo ¢é conservativo a integral

/G-dr—/ G-dr+/ G -dr
T T I

se anula. Portanto, pelo comentario feito com respeito a integral de GG sobre a componente

Y1 _y
0= G-dr:/ dy.
/Fl w V(0.9

Com isto, provamos o cendrio (Sp) (veja Figura 1).

I'y, segue que
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(0, yo)

(0,31)

Figura 2 — Cenario S,

Considere, agora, o cenario (Ss). Neste caso, temos que o ponto de equilibrio
existe e pertence a int(I'), e mais ainda, pela Proposi¢ao (3.3) deve ser o tinico ponto em

que o fator integrante V' se anula.

Portanto,

Y1

-y
d e G-dr:/G~dI'.
Yo V(an) Y I T

Pelo comentario sobre a integral de G sobre uma curva fechada qualquer em

R?, feito anteriormente, temos que

%G dr = —27TT
- - DVAD —T?’

1 [ XdY —YdX
o JA  X24+Y2

pois,

Assim, provamos a relagdo integral para o cendrio (S3) (veja Figura 2.

Finalmente, suponha que o equilibrio, se existir, é a origem ou pertence a I';.
Sem perda de generalidade, assuma que o unico ponto de equilibrio é a origem. Neste caso,

a=0e D #0. Como vimos nos cenarios anteriores,

Y1
—Y
——dy = G-dr:/G~dr.
/yo V(O, y) I r

Entretanto, a integral

/yl —y d /yl _1d
Y= —_ay
w V(0,y) w Dy
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(0, g0

JEE

Iz

(0, 41)

Figura 3 — Cenario 5}

¢ divergente. Como o unico equilibrio do sistema esta sobre a curva I', ndo poderemos
proceder como anteriormente. Portanto, dado € > 0 suficientemente pequeno, defina a

seguinte curva

onde,
Fil = {(07y) S Fl . y € [yla _E]}a
I'9 ={(0,y) € Ty 1y € [g, w0l },

5 = (9B.((0.0)) N {(z.9) € B : 2 < 0},
onde 0B.((0,0)) é a fronteira da bola centrada em (0,0) de raio ¢ (veja Figura 3. Com

/G-dr:/ G-dr+/G-dr—l—/
Ie re, ) r

e [ 2y [
= —ay —ay - ar.
« Dy w Dy I

isto,

G-dr+/ G -dr
r

& £
12 3

Note que, como V se anula apenas na origem, entdo, G é conservativo em int(f‘g). Portanto,
a igualdade anterior implica que,
Yo —1 -1 T
dy—l—/ dy:—/ G -dr = —F——.
. Dy s Dy rs DvAD — T2

Tomando o limite para ¢ — 0, segue o resultado para o valor de Cauchy da integral. Com

isto, provamos o cendrio (S1), e consequentemente, o teorema . ]



3.4. ANALISE DA FUNCAO DO TIPO INDICE 32

s

Observagao 3.3. Como verificamos anteriormente, uma vez que o sistema ((3.1)) é
invariante via a mudanga de coordenadas (x,y,a) <> (—z,—y,—a), tomando yo como
imagem de vy, pelo mapa direito de meio retorno de Poincaré, a mesma expressao integral

(3.9) pode ser obtida, trocando dy, por —dy, em cada cendrio.

Portanto, note que, o estudo dos mapas de meio retorno de Poincaré nao mais
estao relacionados ao estudo caso-a-caso em funcao do espectro da matriz A. Doravante, o

estudo destes mapas pode ser feito estudando as curvas de nivel de uma tnica funcao,

Y1
-y
F(y1,4) = PV / dy, 3.10

onde V' é o fator integrante inverso dado em (3.6). Esta fungdo recebe o nome de Fungao

do Tipo Indice.

Note que, a informacgao qualitativa dos sistemas lineares estao atreladas ao
espectro da matriz correspondente. Sendo assim, naturalmente, esperamos encontrar
alguma relacao entre a funcao do tipo indice e o espectro da matriz. Para isto, denotando

P4 o polindmio caracteristico da matriz A, é facil ver que, para todo y # 0, temos que,
a

V(0,y) = y*Pa <y> :

De fato, como
Pa(xr) = D — Tx + 27,
entao

Y*Pa (Z) =a®—aTy+ Dy* = V(0,y).

O préximo passo € estudar as curvas de nivel da funcdo F e suas propriedades

para obtermos informagoes com respeito dos mapas de meio retorno de Poincaré.

3.4 Analise da funcao do tipo indice

Como vimos na secdo anterior, para o e y; dados pela Hipdtese (3.1), a fungao
F(yo,y1) assume trés valores a depender da posicao relativa entre o equilibrio do sistema
((3.1)) ea curva I'.

Entretanto, gostariamos de encontrar um dominio de defini¢ao da fungao F,
de forma que consigamos evitar os zeros nao triviais de V'(0,y). Veremos que, embora a
integral da funcao JF possa ser calculada nestes pontos via valor principal de Cauchy, os

mapas de meio retorno de Poincaré nao podem ser definidos.

Para tanto, defina

T={yeR:(0,y) € int(CU{0,0}} (3.11)
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onde C ¢ a tinica componente conexa maximal de R? \ V"'({0}) que contem dois pontos

(0,&1) e (0,&) tais que &€ < 0. Esclaregamos esta definigao.

Proposigao 3.5. Seja V' o fator integrante inverso do sistema ((3.1)) dado em (3.6). En-
tdo, existe um conjunto conexo mazimal C de R*\ V1({0}) tal que existem (0,&,),(0,&) €
C tais que £1&5 < 0.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.3, o conjunto V~({0}), para a funcio V dada em (3.6),
pode ser um dos seguintes: vazio, um ponto (equilibrio do sistema), uma reta (invariante
pelo sistema), ou um par de retas concorrentes (separatrizes invariantes do ponto de

equilibrio do sistema).

De fato, se D = 0, entdo nio existe equilibrio do sistema e, ou V"'({0}) = 0, e

portanto, C = ), ou
Vo)) = {(z,y) €eR? : T?x — Ty +a = 0}.

Neste caso, como D = 0, a condicdo (3.5) implica que a # 0. Sendo assim, (0,0) ¢ V~1({0}).

Logo, a depender do sinal de a, podemos escolher C como sendo

i) C={(z,9)) €R*: T’z — Ty +a >0}, sea>0,ou

i) C={(z,y) €R*: T?x — Ty +a <0}, se a<O0.

Suponha agora que D # 0. Logo, o tnico equlibrio do sistema ((3.1)) é
(a/D,aT/D). Suponha que a # 0. Entdo, se 7> — 4D > 0 tome C como sendo o sub-
conjunto conexo entre as separatizes de A que contem a origem. Se T? — 4D = 0, entdo
o conjunto V'({0}) é uma reta invariante do sistema passando pelo equilibrio. Como
estamos supondo que a # 0, entdo, a origem nao pertence a esta reta. Logo, podemos
tomar C como sendo o subconjunto conexo de R? que nio intercepta V~*({0}) que contem
a origem. Finalmente, se 7% — 4D < 0, entao V*'({0}) = {(a/D,aT/D)}, e podemos
tomar C = R*\ V1({0}).

Suponhamos que a = 0, ou equivalentemente, a origem é o tnico equilibrio do
sistema ((3.1)). Neste caso, se 7% — 4D > 0, ndo podemos definir C conexo satisfazendo as

propriedades necessarias, uma vez que,
VH{0}) = {(z,y) € R*: 2Dz = (T £ VT2 — 4D})y}, se T> — 4D > 0,

ou
Vr{0}) = {(2,y) € R*: 2Dx = Ty}, se T* — 4D = 0.

Por outro lado, se 7% — 4D < 0, temos que C = R?\ {(0,0)}, pois V' ({0}) = {(0,0)}. O
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Pela Proposicao 3.5, por um lado, se a # 0, entao,
I={yeR:(0,y) €int(C}),

uma vez que (0,0) € V~1({0}). Por outro lado, se a = 0, entdo:

e Se a origem for um foco ou um centro, Z = R;

 Se origem for sela ou né, Z = ().

Observe que, o dominio Z é nao vazio justamente nos casos em que podemos

definir os mapas de meio retorno de Poincaré para o sistema ((3.1)).

Proposicao 3.6. Suponha que T # ). Entao, se a # 0 (resp., a=10), V(0,y) > 0 para
todoy € T (resp., y € T\ {0}). Mais ainda, I = (u1, p2) onde —o0o < pg < 0 < pig < 400.
Além disso, se —00 < py (resp. pa < +00), entio V(0,p1) =0 (resp. V(0, u2) = 0.

Demonstragio. Se a # 0, entao, V(0,0) = a® > 0. Portanto, se existisse y € Z tal que
V(0,y) = 0, deveria existir y' € Z\ {0} tal que V(0,%') = 0. Isso implicaria que (0,y") € C,

o que contradiz a defini¢ao de C.

Suponha que a = 0. Entéo, como Z # (), temos que T? — 4D < 0. Isto implica
que, D > T?/4 > 0. Assim, temos que

V(0,y) = Dy* > 0,Vy € T\ {0}.

Note que, da construcao de Z, é claro que Z é um conjunto conexo. Logo,
como Z C R, podemos escrever Z = (1, pi2). Assim, da maximalidade de C, temos que se
fi1 > —00 (resp. iz < +00), V/(0, 1) = 0 (resp. V/(0, p2) = 0). O

Seja h uma fungao definida em Z, se a # 0, e em Z \ {0}, se a = 0, dada por

—y —y
hiy) = = ) 3.12
) V(0,y) Dy?—aTy+ a? (3.12)

Da Proposicao 3.5, a funcao h é estritamente positiva para y < 0 e estritamente negativa
se y > 0. Como, para i = 1,2 os limites y; ou sado infinitos ou V' (0, ;) = 0, qualquer
integral de h envolvendo qualquer um desses pontos é impropria, e mais ainda, divergente.

De fato, para todo a # 0 e z € Z, temos que

[ hwdy=—soe [ gy =oo. (3.13)

M1
) . < —1 :
Além disso, se a = 0, entao h(y) = Do Como D # 0, qualquer integral
)
envolvendo y = 0 é também uma integral imprépria divergente.

A partir de agora, estudaremos a funcio F restrita ao conjunto Z> =7 x Z. O

préximo resultado descreve a regidao de 7% na qual F é analitica.
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Lema 3.1 (Lema 12, [1]). Assuma que Z = (p1, p2) # 0. Entdo, F dada em (3.10) é

analitica em

a) I?, sea # 0,

b) T\ {(y1,%0) € R* : y150 = 0}, se a = 0.

Demonstracao. Suponha que a # 0. Entao,

-y
h(y) —
) Dy? — aTy + a?’

é andlitica em todo Z, uma vez que V(0,y) > 0 para todo y € Z. Portanto,

Flnm) = [ " hiy)dy

Y1
¢ analitica em todo Z2.

Se a = 0, entao,

PV " 1
-F(ybyo)— / ny Y

1 (/ d " —14
= lim — y+/ - y)
e—0 " Dy

L i (1og | 2] = 1og |
— lim | lo o
Ds—>0 & € &\ Yo
= l10g 2
D Yo|’
que é analitica para todo (yy,0) € R? tais que 31y # 0. O

Observagao 3.4. Pelo Lema 3.1, se a =0 a fungdo F nao pode ser definida no conjunto
{(y1,10) € R? : yoy1 = 0}. Mais ainda, neste caso, podemos dizer que a expressio JF(0,0)
pode assumir valores arbitrariamente grandes. De fato, note que, da expressio obtida para

F na demonstracao do Lema 3.1, temos que

lim F(y1,y0) = —sign(D) - 0o
y1—0
Yyo7#0

lim F(y1,y0) = sign(D) - cc.
yo—0
Y170

Por outro lado, se considerarmos o caminho y; = cyo para ¢ # 0, entao

log |c|
o

Jim F(eyo, yo) =
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Como vimos no Teorema (3.2), os mapas de meio retorno de Poincaré pertencem
a alguma curva de nivel da funcao F. Sendo assim, o préximo resultado é dedicado ao
estudo das curvas de nivel de F restrita a Z2. Mais ainda, veremos que essas curvas pode

ser vistas como graficos de fungoes reais analiticas definidas em Z.

Teorema 3.3 (Teorema 14, [1]). Seja F a fungdo do tipo indice dada em (3.10) e V
fator integrante inverso do sistema ((3.1)) dado em (3.6). Além disso, assuma que a
condigao (3.5) é verdadeira e o intervalo T = (1, i2) € ndo vazio. Entdo, para cada g € R
existem duas fungoes reais analiticas distintas ¢4, p, : T — I tal que a curva de nivel
Co ={(v1.w) € Z: F(y1,Y0) = q} € a unido dos grdficos de ¢, e p,. Mais ainda, ambas

funcoes sao solugoes da sequinte equagdo diferencial

y1V (0, 90)dyr — yoV (0, y1)dyo = 0 (3.14)
em L. Mais precisamente,
e Para a = 0, entdo C; = {(y1,50) € I : (Y1 — &4(%0)) (1 — @4(30)) = 0}, onde
bg(2) = ePz e @ (2) = —eP12 para z € T.

e Para a+#0 e q=0 entdo

Co = {(y1,90) € T*: (1 — d4(50)) (91 — #4(30)) = 0},

onde ¢g = id, po € uma involugio em I e py(0) = 0.

e Paraa+#0 eq#0, entdo

Cy = {1 m0) € I : (y1 — &4(40)) (1 — #4(m0)) = 0}, s€ ¢ >0,

Cy = {(y1:30) € 7 (o — G4(11)) (Yo — pa(y1)) = 0}, se ¢ <0,

onde cada fungio p, é unimodal em I, a fungao sign(q)p, tem wm mdzimo negativo

estrito na origem e vale a equivaléncia, ¢, = p_,. Mais ainda, as fungoes restritas

©q 1[0, 112) — (1, pq(0)], para ¢ >0

(3.15)
Pq - (/Lho] — [9011(0)7/462)7 para q < 0

sao bijetivas.

Demonstragio. Se a = 0, entao pela Observacao (3.4), a funcao F nao esta definida no

conjunto {(y1,%0) € R? : y1y0 = 0}. Mais ainda, pelo Lema (3.1), sabemos que

1
Fy1,y0) = 3 log Z;
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Assim, seja ¢ € R. Pela expressao anterior, temos que,

Fyi,m) =q <= |yi| = e”yol. (3.16)

Por outro lado, como estamos supondo que a = 0, a equagao diferencial (3.14) é equivalente

a
Y1yo(Yodyr — yr1dyo) = 0,

que é trivialmente satisfeita por retas passando pela origem. Assim, da expressao (3.16),

tomamos ¢,(2) = ez e ¢,(2) = —e"?z e portanto,

Co={(y1,0) €T%: (11 — dq(0)) (y1 — q(y0)) = 0},

com ¢, e ¢, satisfazendo a equacao diferencial ordinaria (3.14).

A partir de agora, assumiremos que a # 0. Assim, na definicdo da funcao F
nao precisamos incluir o valor principal de Cauchy, uma vez que V(0,0) # 0. Assim, temos

que as derivadas parciais de F sao

6f U1 8/7 —%Yo

o) = — e o (yr, ) = 2 3.17
3y1<y1 o) V((Lyl)eayo(y1 o) V(0,0) (3.17)

Mais ainda, para todo ¢ € R, qualquer funcao definida implicitamente pela equagao
F(y1,v0) = g satisfaz
Yo

Y1
0=dF = ———dy, — ———dyj,
V(O0,50) T V(0,50)"

que é equivalente a equacao diferencial (3.14), uma vez que V(0,y) > 0 para todo y € Z.

Provaremos a existéncia das fungoes ¢, e ¢,. De (3.17), para yo € Z, temos que

a funcao F(-,yo) satisfaz os seguintes itens:

o ¢ estritamente decrescente em (ju1,0);

o ¢ estritamente crescente em (0, uo).

Pelas expressoes (3.13), temos que, para todo yy € Z,

lim F(y1,90) = lm F(y1,y0) = +oo.
Y1 \(h1 Y1,/ p2

Por fim, uma vez que V' (0,y) > 0 para todo y € Z, entdao F(0,yo) < 0 para todo yo € Z\{0}.
Mais ainda, F(0,0) = 0.

Afirmacao 3.3.1. Seja ¢ = 0. Para todo yy € Z \ {0} existem dois valores distintos e
unicos ¢o(yo), vo(yo) € Z tais que F(po(yo), yo) = F(¢o(Yo), yo) = 0. Mais ainda, vale que
Po(Yo)po(yo) < 0.
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Demonstragio. Provaremos a existéncia de ¢g(yo). Para ¢o(yo) é analogo.

Para yg € Z, temos que

lim F(y1,y0) = +o0.
Y1\

Portanto, existe § € (u1,0) tal que F(g,49) > 0. Como F(0,y9) < 0, entdo, existe
®o(yo) € (111, 0) tal que F(po(yo),yo) = 0. Uma vez que F(-,yo) é estritamente decrescente
em (u1,0), entdo ¢g(yo) é unico. O

Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que yydo(yo) > 0. Mais
ainda, se ¢y e ¢ pudessem ser estendidas para yy = 0, entao terfamos que ¢(0) = ¢o(0) =

0, uma vez que y; = 0 é a unica solugao de F(y1,0) =0 em Z.

Portanto, como yo¢o(yo) > 0 e F(yo,yo) = 0 para todo yo € Z, temos que a
funcéo ¢y ¢é a identidade de Z. Mais ainda, existe uma funcio F* definida em Z? tal que
F(y1,90) = (y1 — o) F " (y1,%0) tal que F*(owo),yo) = 0 para todo yo € Z \ {0}, uma vez
que F((y0),yo) = 0 e do(yo)po(yo) < 0.

Como ¢y ¢é a funcao identidade, entao é claro que ¢q é analitica em Z. Note

que, pelas derivadas parciais de F calculadas em (3.17), sabemos que

OF

87%(800(?/0)7 Yo) # 0,Vyo € T\ {0}.

Entao, pelo Teorema da Funcgao Inversa para funcoes reais analiticas, uma vez que F
é analitica em Z?, segue que, a fungdo y ¢ analitica em Z \ {0} (veja o Teorema 2.3.5

em [7)).

Provaremos que ¢y pode ser analiticamente estendida para y = 0. Primeira-
mente, estudemos a seguinte relacao entre as derivadas parciais de ordem superior da
funcao F.

Afirmacao 3.3.2. Paran > 1,
" F IF
= Wo, v1) = ——— (Y0, 1), V(y1, ) € 7.
Iyt oy

Demonstragio. Primeiramente, observe que, das expressoes obtidas em (3.17), temos
que as derivadas parciais mistas de F' se anulam. Por outro lado, note que, para todo

(y1,40) € Z?, temos que

ai( )_yl__<—y1>__8}"( )
oy Y TV (0, 9) V(0,11) Dy O

Assim, fixado y € Z, defina G1,G, : Z — R dadas por

Gi(y) = F(y,y) e Gay) = F(y,y).
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Portanto,
G1(y) = =Gi(y),Vy € T.

Dessa forma, para n inteiro positivo, segue que
Gi"(y) = ~G5" (y), vy € T.

Assim, dados (y1,y0) € I?, tome i = ¥ e defina as funcoes G; e G, como
Y, Y

anteriormente. Portanto,
" (y0) = =G5" (30).

0 que prova o enunciado. O

Portanto, F* é analitica numa vizinhanca da origem. Mais ainda, como F (1, yg) =
g Y1, Y

(1 — yo)F (1, Y0), temos que

oOF OF*
= (1, 90) = F* (1, 90) + (1 — yo)——(v1, %o)- 3.18
o (y1,0) (y1,90) + (y1 — ¥o) o (y1,%0) (3.18)
Logo,
oOF
F*(0,0) = —(0,0) = 0.
0.0 = 5 (0.0
Além disso, derivando (3.18) em relagao a y, temos que
OPF OF* OF* 0?F*
@(%7%) = Tyl(yl’yo) + Tm(yl7y0) + (1 — yO)Ty%(ylayo)-
Portanto,
OP*F OF*
a?=—5(0,0) = 2—(0,0).
Iyt (0.0) oy (.0

De maneira analoga, provamos para derivada parcial em relagdo a yy. Dessa forma, pelo
Teorema da Funcao Implicita para fungoes reais analiticas aplicado a F™ na origem, temos

que @y pode ser analiticamente estendida para yo = 0 e ¢(0) = 0.

Finalmente, como

F (o, v1) = —=F(yo, v1),

entao, segue que
0 = F(po(y0),0) = =F(yo, vo(¥0))-
Portanto, vo(¢o(yo)) = yo para todo yy € Z. Logo, a fungdo ¢¢ : Z — Z é uma involugao.
Seja g € R tal que aq # 0.

Afirmacao 3.3.3. Suponha que ¢ > 0. Entao, para todo yg € Z existem dois valores
distintos e nicos ¢q(yo), q(vo) € I tais que F(¢y(v0),v0) = F(pq(¥0),y0) = ¢. Mais
ainda, vale que ¢4(y0)pq(yo) < 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢, é

uma funcao estritamente negativa.
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Demonstracao. Seja yy € Z. Como observamos anteriormente, uma vez que

lim I<y17y0) = +OO7
Y1\

existe § € (u1,0) tal que F(g,y0) > g. Por outro lado, temos que F(0,yq) < 0. Assim,
existe ¢q4(yo) € (11, 0) tal que F(é1(Yo), ¥o) = ¢. Como a fungao F(-,yp) é estritamente
decrescente em (f1,0), entdao o valor ¢,(yo) é tnico. De maneira andloga, prova-se a
existéncia de um valor ¢, (yo) € (0, p2) tal que F(p,(yo), yo) = ¢, de forma que ¢,(yo) seja

tnico em (0, po). O

Se ¢ > 0, entao existem fungoes ¢, e ¢, tais que

I(¢Q(y0)>y0) = }—(@q(yo%yo) = q,Vyo 7.

Pelo Teorema da Funcao Implicita para fungoes reais analiticas, temos que as fungoes ¢, e

g sa0 analiticas em todo Z, uma vez que F ¢é analitica em I e

@JT" U1

87y1(y1’y0) = W # 0,Y(y1,0) € Z\ {0} x T.

Mais ainda, as fungoes ¢, e ¢, satisfazem as seguintes desigualdades

doq .\ _ 40V (0: P4(10))
Yo dyo (50) = ®q(y0)V (0, y0)

% _ ySV(O, ©q(yo))
925 M = G 0V, 30

para todo yo € Z \ {0}. De fato, note que, como a fungao ¢, satisfaz

> 0, <0, (3.19)

F(@q(yo)ayo) = 4q,

entao, temos que, para todo yy € Z,

OF do,

o 2ulw0).90) 57 a0) + {%<¢q<yo>,yo> 0.

Assim,
%( ) = YoV (0, ¢4(y0))
dyo ©q(40)V (0, 10)

Analogamente, prova-se que, para todo 1y € Z, temos que

4oy, — YoV(0: 9ol0))
dyo 0q(0)V (0, 40)°

Dessa forma, como ¢, ¢ estritamente negativa, e ¢, (yo)d,(yo) < 0, seguem as desigualdades.

(%o)

Mais ainda, de (3.19), para todo yo € Z \ {0}, temos que

sign(yo) = sign <f1§(‘j(yo)> )
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e portanto, ¢, ¢ estritamente crescente em (0, p3) e estritamente decrescente em (pg,0).
Assim, ¢, ¢ unimodal com ponto de minimo em y, = 0. De maneira andloga, temos que,
para todo yo € Z \ {0},

. o [deg
sign(on) = — sien ( 522n)).

e dessa forma, ¢, ¢é estritamente decrescente em (0, ii2) e estritamente crescente em (j1,0).

Portanto, ¢, ¢ unimodal com ponto de méaximo em y, = 0.

Para ¢ < 0, podemos construir o mesmo argumento substituindo y; por y, e

assumindo que ¢, é estritamente positiva. Além disso, uma vez que

]:(yh yO) = _F(y[)) yl)a

temos que ¢, = p_, para todo ¢ € R\ {0}. Por fim, pela divergéncia das integrais em
(3.13), segue que as funcoes ¢, dadas em (3.15) sao bijetivas.

[]

Observacgao 3.5. Note que, na demonstracao dos dois primeiros itens do Teorema 3.3,
escrevemos Y1 em funcao de yo. Entretanto, de maneira andloga, poderiamos escrever yq

em fungdo de y;.

Observacgao 3.6. Os grificos das fungoes restritas dadas em (3.15) estio contidas no quarto
quadrante, uma vez que, para g > 0, a fungao p, € estritamente negativa e estritamente
decrescente em (0, pi2), e para ¢ < 0, a fungao @, € estritamente positiva e estritamente
decrescente em (y,0). Note que, o quarto quadrante {(z,y)R* : y < 0 < x} ¢ onde

podemos definir o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré.

Corolario 3.1. Seja ¢ € R. Entdo toda curva de nivel de F em I* é uma drbita do

sequinte sistema planar polinomial cubico

(3.20)

Reciprocamente, se a # 0, toda érbita de (3.20) em I* é uma curva de nivel de F. Se
a =0, isto é vdlido com exce¢ao dos eiros coordenados, que sao preenchidos por pontos de

equilibrio do sistema.

Demonstracao. Para verificarmos a ida, note que, quaisquer funcoes ¢, e ¢, satisfazem
a equagao diferencial (3.14) e portanto, satisfazem o sistema de equagdes diferenciais do

enunciado.
Por outro lado, seja v uma érbita do sistema (3.20). Se a # 0, entdo, temos que

dF

—r (&) = dF(y(1))-7/(t) = 0.
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Assim, 7y pertence a uma curva de nivel de F. Este argumento é andlogo se considerarmos
uma curva v em R?\ {(z,) € R* : zy = 0}. O

A andlise das curvas de nivel da fungao do tipo indice F nos levou a fungoes
bijetivas ¢, restritas ao quarto quadrante. Para valores concretos de g, estas fungoes (se
g > 0) ou suas inversas (se ¢ < 0) definirdo o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré

COMO Veremos na secao a Seguir.

3.5 Mapas de Meio Retorno de Poincaré e o Tempo de Voo

Nesta secao, utilizaremos os resultados obtidos na se¢ao anterior para provarmos
um resultado reciproco ao Teorema (3.2), isto é, mostraremos que, para certos valores dos

parametros, a relacao integral
Yo
—Y
PV / ——— =T
w V(0,y)dy
define o Mapa de Meio Retorno de Poincaré.

Lema 3.2 (Lema 18, [1]). Considere o fator integrante inverso V dado em (3.6) e a fungio
do tipo indice definida em (3.10). Suponha que valha a condigao (3.5) e que o intervalo
aberto I definido em (3.11) é ndo vazio. Sejam ¢ € R e yo,y1 € L tais que F(y1,y0) = T .

Entao,
V(07 yl) _ v a

Mais ainda, se D # 0, a equagao (5.21) equivale a

]—"(yl, yo) =T

Demonstragio. Suponha que D # 0. Entao, pela condi¢ao (3.5), temos que a # 0 e

portanto, segue que

/yl a d /yo a d
Yy = — . 54y
w V(0,7) y —aTy+a?

/yO 1
o 4= Ty

(—log(a — Tyo) + log(a — T'y1))
V(Ovyl)
o8 <v<o,yo>> ’

Suponha agora que Da # 0. Entao, na definicdo de F, ndo precisamos mais

Nl = =

0 que prova a equacao (3.21).

considerar o Valor Principal de Cauchy, ie,

F(yl,yo)zfyo Y _qy.
sn V(0,y)
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Note que,

T /yo —Y -1 [ 2Dy —aT -+ 1 /yo —aT
T = y=— Y+ —— .
s V(0,y) 2D J,, Dy*—aTy+ a? 2D J,, Dy? —aTly+ a?

1

Isto implica que

oo q oo 2Dy —aT
2D+ T ——dy = — dy.
ch / V(0,y) Y /y1 Dy? — aTy + a? 4

Y1

Por outro lado, temos que

Yo —
2Dy a’T dy — 10g <V(O7 yo)) ,

Y1 V(O7 yl)
0 que prova a equagao (3.21).

Finalmente, se a = 0, entao D # 0, e

Yo _y
9D¢T = 2DPV / dy = 2log
y

1

concluindo a demonstragao. O

Observacao 3.7. A equagao (3.21), quando analisada junto a equagio (2.8), nos sugere

que o tempo de voo esquerdo seja

Yo
T(y0) = 2Dc +/

Y1

a
dy,
V(0,y)

uma vez que, V(7(yo),v0) = (0,y1), onde ¥ ¢é o fluzo do campo (5.3).

Teorema 3.4 (Teorema 19, [1]). Seja V' o fator integrante inverso do sistema ((3.1))
dado em (3.6) e F fungdo do tipo indice definida em (3.10). Assuma que valha a condigdo
(3.5) e que o intervalo I, definido em (3.11), € nao vazio. Sejam ¢ € R, yo,y1 € T tais

que Yo > 0 ey; <0 com
F(y1,40) = cT. (3.22)

Suponha que valham uma das sequintes situagoes:

i.c=0ea>0,

™

1. c= —F—=¢€R ea=0,
D+/4D — T?
2
141. c:—WGRea<O.

Dv/4D —T?

Entao, y, € a imagem de yy pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré em relacao a

secio ¥ = {(x,y) € R? : x = 0}. Mais ainda, o tempo de véo esquerdo correspondente é

7(yo) = 2Dc + /yo V(g’ ) dy. (3.23)

v
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Demonstragio. O resultado é valido para os casos em que yo = y; = 0 e (0,0) é uma
tangéncia invisivel ou equilibrio do sistema ((3.1)), ie, yo = y1 = 0 e a > 0. De fato, se
(0,0) é uma tangéncia invisivel e yo = y; = 0, segue que 7(y) tende a 0 quando y tende a
0 e portanto, 7(0) = 0. Entretanto, quando a origem é um ponto de equilibrio do sistema,

como a existéncia do mapa de Poincaré implica que 4D — T2 > 0, em [8] provou-se que
2

T(Yo) = NZ e

0) — 27
"0 =Vip—

Daqui em diante, suponha que existem g, y; € Z tais que yp > 0 e y; <0

para qualquer y, > 0 e portanto, naturalmente, podemos escolher

satisfazendo (3.22). Assuma que um dos itens i., ii. ou iii. valham. Defina

Yo a ;
T =2Dc+ / Y,
w VI(0,y)

eseja U(t,y0) = (V1(t,40), V1(t,y0)) 0 fluxo do campo L passando por (0, yy) em ¢t = 0. Sob

estas hipdteses, provaremos que o teorema estara demonstrado se provarmos as seguintes

afirmacoes:

(Cl) 7>0.

(C2) Wy(t,yo) < 0 para todo t € (0, 7).
(C3) W(7,90) = (0,11).

Afirmacao 3.4.1. 7 > 0.

Demonstra¢io. Assuma que ¢ = 0 e a > 0. Entao, como yo,y; € Z, V(0,y) > 0 e portanto,

/yo a d
T = ——dy > 0,
w V(0,9

pois yg > y1.-
T
Suponha agora que ¢ = ——— e a = (0. Entao,
P sora d DVAD —1°

7

s_9op_ T <
T DVAD — 12

0.

27

Dv4D —T?

Finalmente, se ¢ = €Rea <0, entao

a

o</y0 d </°O ¢ g 27 D
< | ——dy< | ——dy=-————=Dc
Y1 V<Oa y) —0o0 V(Ov y) 4D — T2

Assim

D Yo a J D Yo a p
T=2 c+/ y > c+/ y > 0.
w V(0,y) w VI(0,y)
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Daqui em diante, assumiremos que 7' # 0. Uma vez provado o teorema para este caso
Y )
poderemos estender, via continuidade das solu¢oes das EDOs e das integrais, para o caso

T =0.

Afirmacgao 3.4.2. V(7,y0) > 0 e Uy (t,y0) < 0 para todo t € (0, 7).

Demonstragio. Assuma que exista 7 € (0, 7] tal que ¥1(7%,y0) = 0 e Wy(t,y0) < 0 para
todo t € (0,7"). Logo, temos que yj := P(yo) < 0, e pelo Teorema (3.2), temos que

‘F(yla yO) - CT7

para o valor de ¢ correspondente as situagoes i), ii) e iii) do enunciado. Pelo Teorema (3.3),
as fungoes . sao bijetivas quando yo > 0 e y; < 0. Portanto, como F(yi,y0) = ¢T' por
hipétese, segue que, y; = y.

Note que, pela expressao (2.8), sabemos que

V(0,y7) = exp(TT")V (0, yo).
Por outro lado, pela equagao (2.8), temos que

V(0,91) = exp(T7)V(0,%0)-

Como estamos assumindo que 7" # 0 e sabendo que V(0,70) > 0, temos que 7 = 7%, 0 que

conclui a demonstragao da Afirmagao. O

Afirmacao 3.4.3. ¥(7,y0) = (0,y1).
Demonstrag¢ao. Considere o campo ortogonal ao fluxo G, definido em (3.7). Sejam
« Ti={(0,y) eR*:y € (11,50},
o Ty = {W(t,g0):t€[0,7)}.
Seja (Z,7) = ¥(7,y0). Mais uma vez, usando as expressoes (2.8) e (3.21), temos que
V(z,9) = V(¥ (T,y)) = exp(TT)V(0,50) = V(0,91).

Assim, (Z,7) e (0,y;) pertence a mesma curva de nivel de V' tal que V(z,9) = V(0,y1) > 0,

pois y1 € Z. Logo, considere I's tal que a curva
=T, UlUTy
satisfaca as seguintes propriedades (veja Figura 4):

1. Para o caso i. do enunciado, I' nao contem nenhum equlibrio em seu interior.
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2. Para o caso ii. do enunciado, o equilibrio do sistema pertence a I'; (o que é satisfeito

trivialmente, neste caso).

3. Para o caso iii. do enunciado, o equilibrio do sistema percente ao interior da curva I'.

Como procedemos na demonstragao do Teorema (3.2), sabemos que,

Flys, o) = yﬁG dr.
I

Por outro lado,

Yo
—y
—P dy.
F(y1,vo) V/yl V0.9

Assim, como G é ortogonal ao fluxo de L,

/G-dr:().

I

/G-dr:O.
s

é constante, considere uma parametrizacio de I's dada por r(s) = (z(s),y(s))

Portanto,

Como V.
I's

para s € [so, s1] de forma que
r'(s) = VV(x(s),y(s)", Vs € [sg,51].

Portanto,
0= /F G-dr = /s1 G(z(s),y(s)) - VV(x(s),y(s)) ds = T(s1 — s0).

Como T # 0, segue que sy = s1, e portanto, (Z,7) = (0,y;). Logo, ¥(7,y0) = (0,21), 0

que prova a afirmacao.
Assim, fica provado o teorema. O

Uma conclusao imediata dos Teoremas 3.2 e 3.4 é o seguinte corolario:

Corolario 3.2 (Coroldrio 21, [1]). Suponha que valha a condigio (3.5) e que o intervalo
T = (w1, p2) definido em (3.11) € nao vazio. Sejam @4, para g € R, as fungoes dadas pelo
Teorema (3.3). Assuma que ¢ € R satisfaga alguma das condigées i., ii., iii. dadas no

enunciado do Teorema (3.4).

Entao, se T" > 0, o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré do sistema

((3.1)) relacionado a secao 2 € per : [0, ua) — (11, per(0)].

Se T < 0, entao o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré do sistema

((3.1)) relacionado d se¢io X € @ : [0er(0), o) — (1, 0].
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(0, g0

A0, wm)

Figura 4 — Curva I no Teorema (3.4)

Outra conclusao que podemos obter do Teorema 3.4, juntamente com o Corolario
3.2 e com o Teorema 3.3, se relaciona a analiticidade do mapa esquerdo de meio retorno

de Poincaré.

Coroléario 3.3 (Corolério 24, [1]). Seja P o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré

do sistema ((3.1)). Entdo, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1. Se P(0) =0 entao P € uma involugio e, mais ainda, é analitica em seu dominio de

definicao.

2. Se P(0) <0, entio P ¢é analitica em seu dominio de defini¢io e P~" é analitica no

interior do seu dominio de definigdo.

3. Se P~1(0) > 0, entio P ¢ analitica no interior de seu dominio de definigio e P~ ¢é

analitica em seu dominio de definigdo.

Observacao 3.8. O Teorema 3.4 e os Coroldarios 5.2 e 3.3 podem se estendidos para o

Mapa Direito de Meio Retorno de Poincaré.

Os resultados obtidos neste capitulo serao amplamente utilizados nos capitulos
a seguir. Para isto, consideraremos uma unica notagao e estruturaremos os resultados que
dizem respeito a caracterizacao integral dos mapas de Poincaré e o comportamento destes

em um unico teorema.
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Teorema 3.5 (Teorema 1, [9]). Considere o sistema ((3.1)) e defina o polindmio
W(y) = Dy* — aTy + a*.

O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, yr,, estd bem definido se, e somente se, a > 0
e4D —T? >0 ou a < 0. Neste caso, seu intervalo de definigio I = (ur, u%) C [0, +o00) é

nao vazio e sequem as sequintes afirmacoes:

(a) O limite direito, ,ug, do intervalo I;, € a menor raiz positiva do polinomio W, se

existir. Caso contrdrio, yub = +o00.

(b) O limite esquerdo, ,ué, do intervalo Iy, € estritamente positivo se, e somente se, a < 0,
4D —T?* >0 e T < 0. Neste caso, yr(ul) = 0.

(¢c) O limite esquerdo do intervalo yr(Ir) € a maior raiz estritamente negativa do

polinomio W, se existir. Caso contrario, este limite esquerdo € igual a —oo.

(d) O limite direito do intervalo yr(I1), isto €, yr(uk), é estritamente negativo, se e
somente se, a < 0 e 4D —T? >0 e T > 0. Neste caso, u- = 0.

(e) O polinomio W satisfaz W (y) > 0 para todo y € ch(Ip Uyr(IL)), onde ch(-) € o

fecho convexo de um conjunto.

(f) O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré yr € a unica fungao yr : Iy C
0, +00) — (—00,0] que satisfaz, para yo € I,

Yo —y
PV ——dy = qr(a,T, D),
yL(Y0) W(y)

onde
0 sea>0,

7T

DvAD —T?
2nT

DAD —T?

(9) O grifico do mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, orientado no sentido em

QL(a’vT7D): S@CLZO,

sea < 0.

que yo cresce, é a por¢ao incluida no quarto quadrante de R* de wma drbita particular do

campo vetorial cibico
X (Yo, y1) = — (W (w0), yoW (v1))-

Equivalentemente, o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré é uma solucao da equagao

diferencial

1 W (yo)dyr — yoW (y1)dyo = 0.

(h) O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré é analitico em int(I). Mais ainda, yr, €

analitico em Iy, se, e somente se, pi = 0.
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4 Uma nova demonstracao para a Conjectura
de Lum-Chua

4.1 Introducao

O estudo de ciclos limites em sistemas de equagoes diferenciais lineares por
partes remontam desde 1937, com os estudos de Andronov et al [10]. Desde entéo, estes
sistemas tem recebido muita atencao da comunidade cientifica principalmente por conta

das diversas aplicagoes nas ciéncias.

O seguinte sistema de equacgoes diferenciais lineares por partes com duas zonas
separadas por uma reta é a configuracao mais simples possivel para este tipo de sistema
Arx+b sexz; <0
X = ’ (4.1)
Arx+b sex; >0,
T 2 L R L R L R
onde x = (71,72)" € R*, A = (a;7)2x2, Ar = (ajj)ax2, COM ajy = a1y = @12 € Ay = Ggy =
T 2
ag9, € b= (bl,bQ) e R-.

Um ciclo limite, no contexto de sistemas planares (de equagoes) diferenciais
lineares por partes, é uma 6rbita fechada nao trivial isolada. Em 1991, apés experimentos

computacionais, Lum e Chua [11] conjecturaram o seguinte:

Conjectura 1 (Conjectura de Lum-Chua). Um sistema planar diferencial linear por
partes e continuo com duas zonas separados por uma reta tem no maximo um ciclo limite.

Caso exista um ciclo limite, este deve ser atrator ou repulsor.

Apesar deste resultado ja ter sido demonstrado por Freire et al [8] em 1998,
sua demonstracao foi dividida em varios estudos caso-a-caso que dependiam de cada uma
das configuragoes dadas pelos autovalores das matrizes Ag e Ay, além de lidar com o
tempo de v6o como uma nova varfavel implicita. Mais adiante, em 2013, Libre et al [12]
utilizando a aproximacao de Massera [13], provou um caso particular da Conjectura 1,
quando det(Ar) > 0 e det(Ag) > 0.

Neste capitulo, discutiremos uma nova (e simples) demonstragao para a Con-
jectura 1 demonstrada em [2]. Esta demonstragao utiliza as ferramentas provenientes da
caracterizagao integral do mapa de meio retorno de Poincaré estudadas no Capitulo 3,
evitando estudos caso-a-caso e sem ter de lidar com o tempo de vOo como uma nova variavel
implicita. Além disso, em [2], provou-se que, caso o ciclo limite exista, é hiperbdlico e,
consequentemente, ou atrator ou repulsor. Mais ainda, conseguiu-se uma simples condicao

para determinar a estabilidade do ciclo limite.
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Dessa forma, o objetivo principal deste capitulo é provar o seguinte teoremas:

Teorema 4.1 (Teorema 1, [2]). O sistema (4.1) tem no mdximo um ciclo limite, que é
hiperbolico, se existir. Além disso, nesse caso, (ai1aby — ageby) Tr(ArL) # 0 e o ciclo limite é
atrator (resp. repulsor) se (ajoby — ageby) Tr(AL) < 0 (resp. (ajoby — ageby) Tr(Ap) > 0),

onde Tr € o traco da matriz.

4.2 Forma canonica de Liénard e mapas de meio retorno de Poincaré

Como observamos no Capitulo 2, a condi¢ao a5 # 0 é necessaria para garantir

a existéncia de solugbes periddicas do sistema (4.1). Consideraremos aqui, como feito no

Teorema 2.1 do Capitulo 2, a mudanga de coordenadas (z,y) = (x1, agx; — ajors — by),

transformando o sistema (4.1) no seguinte sistema na forma de Liénard (também discutida
em 2):

(SL) t=nz -y, para x <0, (Sg) t=Trz v, para x > 0, (4.2)

y=Drx—a y=Dgrr—a

onde Ty, = Tr(Ayp), T = Tr(Ag), Dr = det(Agr), Dp = det(AL), e a = ajoby — agsb;.

Além disso, como discutimos em 3, qualquer ciclo limite do sistema (4.2) estd orientado

positivamente (no sentido anti-horario) e cruza o conjunto ¥ = {(z,y) € R* : = 0} duas

vezes.

Além disso, consideraremos a caracterizacao integral dos mapas de meio retorno
de Poincaré que foram estudados no Capitulo 3. Ou seja, considere o sistema linear
T=Tx —y,

- (4.3)
Yy = xr—a,

e considere o conjunto ¥ = {(x,) € R* : z = 0}. Como vimos no Capitulo 3, o mapa de
meio retorno de Poincaré para frente yr do sistema (4.3) associado a se¢ao 3 leva um
valor yg € [0, +00) a um valor y; € (—00,0], onde y; é o primeiro retorno a ¥ da trajetéria
futura iniciando em (0, yo) . Analogamente, definimos o mapa de meio retorno de Poincaré

para tras yg.

Como provamos no Capitulo 3, os graficos dos mapas de meio retorno de

Poincaré sao o6rbitas dos campo vetorial ctibico

X(y07 y1) = —(?Jl(Dyg —aTly + a2), yO(D?J% —aly + GQ))a (4'4)

que mantém a mesma orientacao a medida que yo > 0 cresce. Mais ainda, provamos no

Capitulo 3 que a existéncia do mapa de meio retorno de Poincaré para frente (resp. para



4.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA /.1 51

tras) para qualquer valor de y, implica que a funcao W (y) = Dy* —aTy+a? é estritamente
positiva no intervalo [y#(yo), vo] (resp. [ys(¥o), ¥o]). Em particular, no dominio dos mapas

de meio retorno, a funcao W é estritamente positiva.

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1

Como os sistemas (Sg) e (S1) sdo lineares, os ciclos limites de (4.2) ndo podem
estar completamente contidos nos semiplanos fechados ¥ = {(z,y) € R* : z > 0} e
¥ ={(z,y) e R* : 2 < 0}.

Dessa forma, seja I' uma curva de Jordan em R?. Considere as seguintes

definicoes:

o inty(I") :=int(I") N {z < 0},
o intg(l') :=int(I') N {z > 0},
e AT := area(int(T)),
e ATg = area(intp(I)).

Proposigao 4.1 (Proposigao 6, [8]). Se o sistema (4.2) possui uma curva fechada invariante

I', entao

// TLdmdy + // TRd.CL’dy = TLAFL + TRAFR = 0.
intL(F) intR(F)

Demonstracao. Considere a 1-forma X dy — Xodx, onde

Trx—y x<0 Dix—a x<0
Xi(z,y) = Xo(,y) =
Trr —y x>0, Drr—a x>0

e seja ' uma érbita periddica de (4.2). Entao, esta 1-forma calculada em I" é
dey - XQd.CL’ = 0,
pois I' é solucao.

Por outro lado,

X X X
// <81+82>dd—// aldd+// OX2 oy
int(T) int(T) int(T) ay
:// TLdmdy—l—// Trdzdy
inty () intp(T")

=T Al + TrAlR.

Pelo Teorema de Green, T, AI'f, + TrAI'r = 0. O
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Observagao 4.1. Note que, para que o sistema (4.1) tenha um ciclo limite, é necessdrio
que a1z # 0 (veja o Teorema (2.1)).

Proposicao 4.2 (Proposi¢io 7, [8]). Se T' é um ciclo limite de (4.2), entao T NET £ e
I'NY~ #0. Além disso, TpTy, < 0.

Demonstragio. Se T Tr > 0, pela Proposigao 4.1, o sistema (4.2) ndo admite solugoes

periodicas. Entao, T Tr < 0.

Como observamos no inicio da Secao 4.3, seja I' é um ciclo limite entdo temos
que TNYT £ Pel N # (. Se T, Tk = 0, entdo, da Proposicio 4.1, segue que
T, =T =0.

Neste caso, considere F e Fpr as fungoes do tipo indice utilizadas na carac-
terizagao integral do mapa de meio retorno de Poincaré, discutida no Capitulo 3. Dessa

forma, segue que

Y

Yo _
Fr(yo,yh) =cIp, =0 = PV /yl Wd (4.5)

=0.
+a? Y
Note que, a func¢ao

~y
hi(y) = DLt (4.6)

é impar. Portanto, como yy; < 0 (veja as consideracoes sobre a diregao do fluxo do
sistema (4.3) no Capitulo 2), segue de (4.5) que y; = —yo. Este resultado segue de forma

andloga para Fp.

Dessa forma, se Ty Tk = 0, as trajetérias periddicas formam um anel de orbitas

periddicas. Logo, o sistema (4.2) ndo admite ciclo limite.

Portanto, se I' é um ciclo limite de (4.2), segue que T T < 0. O

Observacao 4.2. Note que, se a = 0, ndo ha ciclos limite. De fato, neste caso, o sistema
(4.2) serd linear e homogéneo. Desta forma, dada wma orbita periédica, poderemos construir
um anel de orbitas periodicas que a contém. Logo, quando a = 0, ndo hd orbitas periddicas

1soladas.

A partir de agora, consideraremos a # 0 e T Tk < 0.

Sejam yr, o mapa de meio retorno de Poincaré para frente do campo vetorial
linear de (S) e yr, o mapa de meio retorno de Poincaré para trds do campo vetorial
associado ao sistema (Sg), como definidos na Secao (4.2), e sejam I, e I seus respectivos

intervalos de definicao.

Note que, se [N I, =0, o sistema (4.2) ndo admite 6rbitas periédicas. Assuma

entao que Ir N Iy # 0.
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Definicao 4.1. Seja 6 : I — R, para I .= Iz N I, dada por

6(y0) = yr(yo) — yr(yo).
Esta func¢do é chamada de displacement map.

Proposicao 4.3. Seja y; € I. Entao, d(y;) = 0 se, e somente se, existe orbita periddica
passando por (0,y5) e (0,vy7), onde y; = yr(ys) = yr(y;). Neste caso, se esta orbita

periodica for um ciclo limite, entdo, y5 > 0 e yi < 0.

Demonstragio. A volta segue diretamente da Definigao (4.1). Seja y; € I tal que 6(yg) = 0.
Entdo, segue que, y1(yg) = yr(yp)- Seja yi = yr(vo) = yr(vo)-
Sejam ¥r e ¥y as solugdes dos sistemas em (4.2). Entao, como y.(y5) = vy,

temos que, existe 71 > 0 tal que

¢L(7_1; (ang)) = (anik)a
m o Yr(t; (0,y5)) < 0,Vt € (0,7).

Analogamente, como yr(ys) = y1, temos que, existe 75 < 0 tal que

1/}L(7_2; (07y>1k)) = (07yg)u
m oY (t;(0,y7)) > 0,Vt € (72,0).

Dessa forma, considerando W como sendo a concatenacgao das orbitas ¢g e ¢y, segue que

U é uma 6rbita periddica de (4.2) passando por (0,y5) e (0,y7).

Note que, como a origem ¢ um ponto de tangéncia a I, nao se pode ter que
uma 6rbita periédica passando por (0,0) esteja nas duas zonas (X e ¥7), cruzando ¥
exatamente duas vezes. Logo, nenhuma érbita peridédica passando pela origem pode ser

um ciclo limite do sistema (4.2). O

Proposigao 4.4. Se eziste um ciclo limite passando por (0,yo), entdo, este serd hiperbdlico

se, e somente se, 0'(yy) # 0. Neste caso, o ciclo limite serd atrator (resp. repulsor) se

d'(y5) < 0 (resp. §'(yg) > 0).

Demonstragio. Seja m o mapa de Poincaré do sistema (4.2) associado a variedade . Neste

caso, temos que

TOYr =YL,
onde ygr e yr, sao os mapas de meio retorno de Poincaré, definidos anteriormente. Note
que,

(7" o yr)YR = V-
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Sendo assim, como 0(y) = yr(y) — yr(y), para y € I, segue que

O(y) = (1 —7"(y)yr(y)- (4.7)

Note que, se o ciclo limite passando por (0, ;) é nao hiperbdlico, entao 7'(yy) = 1. Dessa
forma, de (4.7), segue que ¢'(yg) = 0. Portanto, se §'(yg) # 0, o ciclo limite passando por
(0,y5) € hiperbdlico.

Para provarmos a reciproca, note que, se o ciclo limite passando por (0, ;)
¢ hiperbdlico, entao, podemos supor, sem perda de generalidade, que é atrator, ie, 0 <
7' (yg) < 1. Logo, temos que yg serd decrescente numa vizinhanca de yg. Portanto, segue
que yr(ys) < 0. Assim, de (4.7), segue que &'(y5) < 0. E andlogo para o caso em que o

ciclo limite passando por (0,yg) é repulsor. O

Seja yy € I, yp > 0 tal que 6(y5) = 0 e y7 = yr(ys) = yr(ys) < 0, ou seja,
suponha que existe ébita periddica do sistema (4.2) passando por (0, ;) e (0,y;) que cruza

transversalmente X..

Considere Fy, e Fg as fungoes do tipo indice associadas aos sistemas (Sp) e (Sg),
respectivamente, como vimos no Capitulo 3. Supriremos os subindices para enunciarmos
uma propriedade geral dessas funcoes, proveniente do Teorema (3.5). Note que, por este

resultado, existe ¢ € R tal que

F(ys(ys),y0) = T, (4.8)

onde T' é o traco da matriz associada ao sistema e y; é o mapa de meio retorno para frente

ou para tras.
Isso implica que,

OF dyr, OF
o (7 (¥0)> ¥ )dy0 (vo) + o (ys(y5),y5) =0 (4.9)

Como temos que

OF o oYy OF e
8y1<yj(y0),yo) V(O,yf)’ ayo(yJ(yO)7y0) V(O,y(])?

onde V' é o fator integrante inverso do campo vetorial linear associado ao sistema (veja os

Capitulos 2 e 3), segue que

dys o _ W)
——W0) =~
dyo yiW (ys)
Denote Wi (y) = VL(0,y) e Wr(y) = Vr(0,y) onde Vi, e Vi sdo os fatores integrantes

(4.10)

inversos associados aos sistemas (Sz) e (Sg), respectivamente. Entdo, de (4.10), segue que

dﬂ( = yoWr(yr)

0

T
Yo) = = =, 4.11
dyo viWL(yg) (4.11)
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e7

n ey _ v Wr(yi)
dyo " yiWa(ys)
Note que, do Capitulo 3, temos que se y € I, entao V;(0,y) > 0. Logo, segue que
Wi(y) > 0,Vy € 1.

(4.12)

Como d(yg) = yr(y5) — yr(yp), segue que

Oyt We(ys) v W)
= C(y0, 1) F (45, ¥7), (4.13)
onde ( )
—YolYo — 1
C(yo, = ) 4.14
(40.31) 1 Wr(yo)Wr(yo) (4.14)
F(yo,y1) = WL(yl)WR(y;Z — ZL(yO)WR(yl). (4.15)

Como Wr(ys) > 0 e Wr(yy) > 0, entdo de (4.13), temos que sign(d'(yy)) depende de
sign(F (g, y1))-
Fazendo as devidas substitui¢oes, temos que

F(yo,y1) = a*(T, — Tg) + a(DTr — DrTy)yoys + a*(Dr — D1)(yo + 1), (4.16)

que ¢ uma funcao quadratica. Defina

v =1{(yo,y1) € R*: F(yo,y1) = 0}. (4.17)

Entao, v descreve uma hipérbole, possivelmente degenerada. Seja

Q= {(yo,y1) €R? 19 <0 <o} (4.18)

Proposigao 4.5. v divide o conjunto Q \ v em dois conjuntos conexos disjuntos Ry e

R_, onde
Ry ={(yo,1n) € R? sign(F(yo, 1)) = £sign(aly)}. (4.19)

Demonstracao. Para encontrarmos as assintotas de «y, basta definirmos y; em funcao de

Yo e vice-versa. Isto é, y; pode ser definido em funcao de yo como sendo

_ a(aTy, — aTgr — Dpyo + Dgryo)
aDy, —aDgr + DrTryo — D Tryo

Y1

De maneira analoga, definimos

_a(aTy —aTg — Dyyr + Dryy)
aDp —aDgr + DTy, — DrTry:

Yo

Com isto, as assintotas de 7 sdo descritas pelas retas

o CLDL — CLDR
- —DgTp + DiTr

Yo
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CLDL — aDR
—DgT + DTr
Assim, o centro da hipérbole dada por ~ é

hn =

( c c)_ ( CLDL—CLDR CLDL—CLDR )
Yoty = —DgTyL+ D Tg’ —DgTy + D1 Tg

Ou seja, o centro da hipérbole descrita por 7 se encontra sob a reta

{(yo. 1) €R* : yo =1}

. Portanto, (y5,y¢) ou est4 na origem, ou no primeiro ou no terceiro quadrante de R?. Com

isto, temos que 7 divide o conjunto @ \ v em dois subconjuntos conexos
Q\y=~"U"",

onde
*={(yo, 1) € Q : sign(F(yo, y1)) = £1}.

Note que, R, # (). De fato, uma vez que F(0,0) = a*(T, — Tg) e TyTr < 0,
segue que sign(F'(0,0)) = sign(aT7y,). Isso ocorre pois,

F(0,0).T, = a*T(Ty, — Tg) (4.20)
= CLS(TL2 — TRTL)- (421)

Como (Tp? — TgTL) > 0, temos que sign(F(0,0)) = sign(aT}). Portanto, (0,0) € R.

Assim, como F(0,0) # 0, entdao, (0,0) € R, U R_. Daqui em diante, as-
sumiremos que (0,0) € v (o caso (0,0) € v~ é andlogo). Entao sign(F(0,0)) = 1,
e portanto, sign(aTy) = sign(F(0,0)) = 1. Logo, se (yo,y1) € 7', sign(F(yo,v1)) =
sign(F'(0,0)) = sign(aly), e portanto (yo,y:1) € R4. De maneira analoga, se (yo,y1) € R+,
entao sign(F (yo,y1)) = sign(aly) = sign(F(0,0)) = 1, o que implica que (yo,y1) € 7.

Dessa forma, v© = R.

Mais ainda, se (yo,y1) € 7, entao sign(F(yo, 1)) = — sign(F#(0,0)) = —sign(aTy),
ouseja, (yo,y1) € R_. Por outro lado, se (yo, y1) € R_, entdo sign(F(yo,y1)) = —sign(aly) =
—sign(F£(0,0)). Portanto, (yo,y1) € v~ . Portanto, v~ = R_, o que prova o resultado. []

A seguir, iremos mostrar que (y5,y;) € R,.

Proposigao 4.6. (y5,y;) € R,.

Demonstragio. Se R_ = (), entdo, (y5,y;) € R+ e o resultado segue. Suponha que R_ # ().
Para J € {L, R}, considere as curvas v; : I; — R? dadas por

Y1) = (Y, 45 (y))- (4.22)
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Note que, as suas imagens estao contidas em (). Além disso, como a érbita passando por

(0,95) e (0,y7) é periddica, segue que, (y5,y;) sdo pontos das curvas vy € Yg.

Como vimos no Capitulo (3), vz e v sdo érbitas dos seguintes campos vetoriais

cubicos, respectivamente,

X1 (Yo, 91) = — (iWe (¥o) , ¥oWL (1)), (4.23)

Xr (o, 1) = — (1 Wr (%0) , »oWr (1)) - (4.24)

Considere, a partir de agora, que as curvas 7, e Yr estdo munidas da orientacao dada por

cada campo vetorial correspondente.

Vamos estudar estes campos vetoriais sob a curva v = F~1({0}) para (yo,y1) €
int(Q)).
Se (yo,y1) € int(Q), entdo yo — y1 # 0. Dessa forma,

F(yo,y1) = WL(yl)WR(y;z : ZL(QO)WR(ZA)

< Wi(y1)Wr(w)) = Wr(yo)Wr(y1). (4.26)

=0 (4.25)

Substituindo (426) €m <VF <y07 yl) 7XL (yOa y1)> € em <VF (y()) ?/1) aXR (yOa y1)>7

usando a expressao (4.16), segue que

Grlyo. ) = (VF (wo.00) Xo (o)) |
= Wr(y)a(ToWr(yo) — TeWL(%0)),

Gr(Yo,y1) = (VF (yo,y1) , Xr (Yo, v1)) ’(yo,yl)e’y
= WR(?J1)G(TLWR(?JO) - TRWL(%))»

respectivamente. Como T T < 0, concluimos que
sign(Gr(yo, y1)) = sign(Gr(yo, y1)) = sign(aTyr), ¥(yo, y1) € 7. (4.27)
De fato, isso segue do fato de que
Gr(yo, y1)Tr = Wi(y))a(Te*Wa(yo) — TLTRW(y0))- (4.28)
Uma vez que, para i € {0,1}, Wr(y;) > 0, Wr(yo) > 0 e T, Tr < 0, entao,

sign(Gp) = sign(aTy). Este argumento é andlogo para Gp.

Afirmacao 4.1.1. Cada curva 7, e v intercepta v no maximo uma vez em int(Q), e se

esta intersecgao existir, ela deve cruzar v de R_ para R,.
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Demonstragao. De fato, defina ar(yo) := F(v.(v0)) € ar(vo) := F(vr(vo)). Entao, se yo é
tal que v.(yo) € 7, segue que

O/L(yo) = G(2(yo)) = (VF (yo, 1) » XL (Yo, y1)) - (4.29)

Isso implica que, sign(a (yo)) = sign(aT}). Analogamente, prova-se que,
sign (g (yo)) = sign(aly).

Se aTyp, > 0, entdo «y é crescente, e portanto, como, para p € R_ e ¢ € R,
quaisquer, temos que F(p) < F(q), entdo, vy, vai de R_ para R,. Da mesma forma, se
alr, < 0, entao oy é decrescente, e portanto, como, para p € R_ e ¢ € R, quaisquer,
temos que F'(p) > F(q), entdo, v, vai de R_ para R,. Analogamente, prova-se que v vai
de R_ para R,. [l

Afirmacao 4.1.2. A origem é um ponto de tangéncia quadratica para o sistema (4.2).

Demonstracao. Sejam

ZL(iE,y):(TL.T—y,DLl'—a), (4 30)

ZR(:L'7y) - (TR:E - Y, -DR'r - a’))

os campos lineares do sistema (4.2) e h(x,y) = x. Note que ¥ = h~'({0}). Defina
Zih=2;,-Vhe Z%h = Z1,-VZrh. De forma analoga, podemos definir Zgxh e ZI%Lh. Entao,

Mais ainda, como a # 0, segue que
Zih(z,y) = Tp(Tpx —y) — (Dpw —a) = Z3h(0,0) = a # 0. (4.32)

De maneira analoga, prova-se que Zzh(0,0) =0 e Zzh(0,0) # 0. Dessa forma, segue que

a origem é um ponto de tangéncia quadréatica do sistema (4.2). O

Logo, como observamos no Capitulo 3, pelo menos um mapa de meio retorno
de Poincaré pode ser definido para 39 > 0 e pode ser continuamente estendido para yy = 0,
com imagem y; = 0. Consequentemente, o grafico deste mapa de meio retorno de Poincaré

contém a origem. Como (0,0) € R, entao este grafico ndo pode interceptar -.

De fato, sem perda de generalidade, suponha que (0,0) € ~,. Entdo, para
qualquer yo > 0 em I, seque que, (Yo, yr(yo)) € R—. Caso contrario, pelo Teorema do Valor

Intermediério, existiria (go, 71) € v N tal que

sign(G'r(yo,y1) = —sign(aly),
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o que contradiz a Afirmacao 4.1.2.

Logo, como o ponto (y;,y;) € int(Q) pertence a mesma curva -y, que a ori-
gem (pois (y5,y1) € vr N r), entdo segue que (y5,y7) € Ry, ou seja, F(yg,y7) # 0 e
sign(F(yg, y1)) = sign(aly)). O

Proposicao 4.7. A orbita periédica passando por (0,y5) e (0,y7) € um ciclo limite
hiperbdlico cuja estabilidade depende de sign(aTy) # 0, isto €, se sign(aTy) > 0, entao é

ciclo limite repulsor e se sign(aTy) < 0, € ciclo limite atrator.

Demonstragio. Da Proposicao (4.6), segue que (y5,vy;) € Ry. Pela Proposicao (4.7) e da
Observagao (4.2), segue que

sign 0’ (yg) = sign F(yg, yy) = sign(aTy) # 0. (4.33)

Dessa forma, esta orbita periddica é um ciclo limite. Mais ainda, este ciclo limite é tinico.

De fato, se existissem duas orbitas periddicas isoladas cruzando ¥ transversal-
mente, a saber, uma passando por (0,y5) e (0,y7) e a outra, (0,y5*) e (0,y;™), entao, pelo
resultado que acabamos de provar, estes ciclos limites seriam hiperbdélicos com o mesmo
tipo de estabilidade. Isso implicaria na existéncia de um terceiro ciclo, passando por (0, o)
e (0,91), com estabilidade oposta. Neste caso, teriamos que F(4y,v1) = — sign(aly), o
que contradiz (4.33). Logo, segue que, o ciclo limite hiperbdlico passando por (0,yg) é

unico. O

Assim, fica provado o Teorema (4.1).
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5 Cota uniforme para o nimero de ciclos limi-
tes de sistemas diferenciais lineares planares

com duas zonas separados por uma reta

5.1 Introducao

A segunda parte do 16° desafio de Hilbert aborda equagoes diferenciais polino-
miais no plano. De maneira suscinta, a segunda parte do 16° problema de Hilbert pode

ser resumida como [14]:

Problema 1. O que pode ser dito sobre o niimero e a localizagao de ciclos limites de um

campo vetorial polinomial planar de grau n? De maneira mais abrangente:

1. E verdade que um campo vetorial polinomial planar tem um ndmero finito de ciclos

limites?

2. E verdade que o niimero de ciclos limites de um campo vetorial polinomial planar de

grau n é limitado por uma constante dependendo do n, a notar, H(n)?

Como sistemas lineares nao admitem ciclos limites, entdo H(1) = 0. Todavia,

ainda nao sabemos responder se H(n) é finito, mesmo para o caso n = 2.

Até o presente momento, permanece sem resolucao, mesmo quando aplicado
a polinémios quadraticos. Entretanto, esse problema serviu de motivagao para notaveis
avangos na teoria geométrica de equagoes diferenciais planares polinomiais, assim como
na teoria de bifurcagao, formas normais, folheacoes e alguns tépicos de relevancia na

geometria algébrica [14].

Este mesmo problema pode ser abordado para campos polinomiais planares
lineares por partes separados por uma reta. Para isso, considere o seguinte sistema de
equacgoes diferenciais lineares por partes com duas zonas separadas por uma reta

Arx+by sex; <0,

X = (5.1)
Arx +br sex; >0,

onde x = (z1,72)" € R*, Ap = (a))ax2, Ar = (a]})ax2, bL = (b],05)" € R? e bg =
(bF bEHT € R2.

Como vimos no Capitulo 4, assumindo certas condi¢oes de continuidade, isto

, L _ R L _ R . . - . ‘s . ..
é, ayy = a7y, Gyy = ayy € by, = br, 0 Sistema (5.1) possui no maximo um ciclo limite.



5.2. INTERSECCAO ENTRE CURVAS SUAVES E SOLUCOES SEPARANTES 61

Relaxando estas hipdteses, provou-se que existem sistemas como (5.1) que possuem pelo

menos 3 ciclos limites [15] [16].

Com a caracterizacao discutida no Capitulo 3, juntamente com uma extensao
da Teoria de Khovanskii, em [3], Carmona et al, demonstraram a existéncia de uma cota

superior para numero de ciclos limites em um sistema diferencial linear planar por partes.

Teorema 5.1 (Teorema 1, [3]). Existe um nimero natural L* < 8 tal que qualquer campo

vetorial planar polinomial como (5.1) tem no mdzimo L* ciclos limites.

5.2 Interseccao entre curvas suaves e solucoes separantes

Para provarmos o Teorema 5.1, estudaremos o niimero de pontos de intersecc¢ao

entre curvas suaves e um tipo particular de érbita de campos vetoriais.

Definicao 5.1. Seja X : R* — R? um campo vetorial suave. Uma érbita de X ¢é dita ser
uma solugcd@o separante se ou ¢ um ciclo, ou corresponde a uma trajetoria nao compacta

que vem e vai para o infinito.

No resultado a seguir, Khovanski limita o niimero de pontos de intersec¢ao
isolados entre uma curva suave e qualquer 6rbita de um campo vetorial que é solugao
separante em funcao do niimero de pontos de contato (ie, pontos da curva em que o campo

vetorial é tangente a curva nesses pontos) entre essa curva e o campo vetorial.

Teorema 5.2 (Corolario da Secao 2.1, [17]). Considere um campo vetorial suave X :
R? — R%. Seja uma curva suave v C R* com no mdrimo N componentes conexas nio
compactas e no mdximo k pontos de contato com o campo X. Entao, existem no mdximo
N + k pontos de interseccao isolados entre v e qualquer orbita de X que é uma solugdo

separante.

A seguir, estudaremos uma maneira de estender esse resultado para campos
vetoriais definidos em subconjunto abertos de R? que sdo simplesmente conexos, uma vez
que qualquer subconjunto aberto e simplesmente conexo U C R? é difeomorfo a R?. Para

isso, estenderemos inicialmente a Definicao 5.1 de solucao separantes.

Definicao 5.2. Seja X : U — R? um campo vetorial suave definido em U C R?, um
subconjunto aberto e simplesmente conexo de R%. Uma érbita O de X € dita ser uma solucio
separante se ou € um ciclo, ou wma trajetoria ndo compacta satisfazendo O \O CoU,

onde O € o fecho do conjunto @ e OU € a fronteira de U com respeito a topologia de R

Observagao 5.1. Observe que a definicao anterior concorda com a definicdo de solucao

separante dada em 5.1. De fato, seja ¢ : U — R? um difeomorfismo entre U e R*. Considere
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6. X : R? = R? o pullback do campo X pelo difeomorfismo ¢, ie,

¢. X (p) = dp(¢™' (p) X (¢~ (p))-

Se O é uma orbita periddica de X, entio, ¢(O) é uma drbita periddica de ¢.X . Por outro
lado, se O € uma trajetoria nao compacta, seque que, O € a imagem em U de um intervalo
aberto por uma funcio injetora. Portanto, a condicio O\ O C OU implica que $(O) é
uma orbita de ¢, X que vem e vai ao infinito. Logo, p(Q) € uma solugio separante de ¢.X

no sentido da Defini¢io 5.1.

Com isso, podemos estender o Teorema 5.2 para campos vetoriais suaves

definidos em subconjuntos abertos simplesmente conexos de R?.

Teorema 5.3 (Teorema 4, [3]). Seja X : U — R? um campo vetorial suave definido em
um subconjunto aberto e simplesmente conexzo U C R?. Seja v C U wma curva suave com
no mdximo N componentes conexas compactas e no maxrimo k pontos de contato com X.
Entao, existem no maximo N + k pontos de intersec¢ao isolados entre v e qualquer solugao

separante de X.

Demonstracao. Para demonstrarmos esse resultado, procederemos como na Observagao
5.1. Sejam ¢ : U — R?, difeomorfismo entre U e R* e v C U uma curva suave com no
maximo N componentes conexas compactas e no maximo k pontos de contato com o

campo X.

Mostraremos que ¢() satisfaz as mesmas hipoteses para o campo ¢, X. De
fato, uma vez que ¢ é um difeomorfismo, segue que ¢(y) é uma curva em R? com no

maximo N componentes conexas compactas.

Suponha que 7 seja parametrizada por o : I C R — U, e seja ty € R tal que

y = a(tp) seja um ponto de contato entre v e o campo X. Entao, temos que

o' (tg) = X (alto))-

Uma vez que 7 é parametrizada por «, segue que, como ¢ é difeomorfismo,

¢(7) é parametrizada por ¢(«a(t)). Logo, temos que
d )
o) =de(alt))-a'(t)

=do(a(ty)) - X(a(ty))
= do(¢™ (¢(a(to))) - X (67 (d(a(to))))
= ¢ X(d(a(to))).
Portanto, ¢(a(tg)) ¢ um ponto de contato de entre ¢(7) e o campo ¢.X. Uma vez que ¢ é

um difeomorfismo, de forma andloga, podemos provar que, se z € um ponto de contato
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entre a curva ¢(7) e o campo ¢, X, entdo, ¢ () é um ponto de contato entre a curva 7 e

o campo X.

Logo, se v tem no méximo k pontos de contato com o campo X, a curva ¢(7)

tem no maximo k pontos de contato com o campo ¢, X.

Pelo Teorema 5.2, existem no maximo N + k pontos de intersec¢ao isolados
entre a curva ¢(y) e qualquer solugdo separante do campo ¢,X. Pela Observagao 5.1,
sabemos que ¢ ¢ uma correspondéncia bijetiva entre as solugoes separantes do campo X e

do campo ¢, X.

Se existissem pelo menos N + k + 1 pontos de interseccao isolados entre 7 e
uma solucao separante de X, entao, existiriam pelo menos N + k + 1 pontos de intersecgao

isolados entre ¢(«y) e uma solugao separante de ¢, X, o que contradiz o Teorema 5.2.

Logo, existem no maximo N + k pontos de interseccao isolados entre a curva -y

e qualquer solugao separante do campo X. O

5.3 Demonstracao do Teorema 5.1

Dedicaremos esta se¢do & demonstracao do Teorema (5.1). Para isso, utiliza-
remos a caracterizacao desenvolvida no Capitulo 3 juntamente com o Teorema (5.3) e o

Teorema de Bezout para curvas algébricas.

Iniciaremos estabelecendo um lema técnico que garante uma cota uniforme
para o numero de zeros isolados de uma familia de fung¢oes analiticas a um parametro,

assumindo condigoes adequadas com respeito a monotonicidade em relacao ao parametro.

Lema 5.1 (Lema 5, [3]). Sejam I,J C R intervalos abertos e considere uma fung¢io suave

0:1xJ—R. Suponha que:

1. para cada b € J, a fungao §(-,b) € analitica;
2. existe um numero natural N tal que para cada b € J, o nimero de zeros simples da
fungao 6(-,b) nao ultrapassa N ; e

3. gg(u, b) > 0, para todo (u,b) € I x J.

Entdo, para cada b € J, a fungao §(-,b) tem no mdzimo N zeros isolados.

Demonstragio. Seja b € J e i € I um zero isolado de §(-, b).

Afirmacao 1. Para b e u fixados anteriormente, considere os seguintes cenarios: (O)

quando k é fmpar; (E1) quando k é par e a > 0; e, (E7) quando k é par e a < 0. Entao,
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 Se u satisfaz (O), entdo existe n > 0 suficientemente pequeno tal que a fungao d(-, b)

tem um ramo continuo de zeros, ug : (b —1,b+1n) C J — R que sdo simples para

b#beu(b) = u;

« Se u satisfaz (E™"), entdo existe n > 0 suficientemente pequeno tal que a fungao
§(-,b) tem dois ramos continuos de zeros, uy,uy : (b —n,b] C J — R que sio simples
para b # b e u1(b) = uy(b) = u; e

« Se u satisfaz (E7), entdo existe n > 0 suficientemente pequeno tal que a fun¢ao
5(-,b) tem dois ramos continuos de zeros, u;, uy : [b,b+n] C J — R que sdo simples
para b # b e u1(b) = uy(b) = u.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha que (u,b) = (0,0).

Considere a série de Taylor truncada de d(u, b) em torno de b = 0, ie,

d(u,b) = 6(u,0) + Zi(u, 0)b + b*R(u, b), (5.2)

onde R é tal que R(u,b)/||(u,b)| = 0, se (u,b) = (0,0). Como &(-,0) é analitica, existem
a+#0, k €Z e R uma funcio analitica tal que

§(u,0) = au® + u* R(u). (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.2), temos que

(u,b) = au® + u* T R(u) + gi(u, 0)b + b*R(u, b).

d
Expandindo %(u, 0) em torno de u = 0 e tomando L = %(0, 0), temos que

§(u,b) = au® + uF R(u) + Lb + ubp(u) + b*R(u, b), (5.4)

onde p(u)/|u] — 0, se u — 0. Podemos reescrever a equagao (5.4), levando em consideragao

os termos infinitesimais, ie,

§(u,b) = au® + Lb+ o(u"*) + o(ub) + o(b?). (5.5)

L
Seja p = —sign <) e defina a seguinte funcao
a

O(ex, e p)
A(I’,é‘) = T
ackak + Lekp + et lo(abth) 4 b tlo(1) + e20(1)

ck
= az* + Ly + o(e).
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Note que,

A(z,0) =0 < az"' + Lp =0

r L —L
= o= |2

a

(5.6)

a

Note que, as solugoes de (5.6) dependem da paridade de k. De fato, estas solucdes sao

se k é impar,

se k é par.

Mais ainda, temos que

aai(x, 0) = (k + 1)az* # 0.

Para aplicarmos o Teorema da Func¢ao Implicita em A, estudaremos os casos em que k é

par e k é fmpar.
Caso 5.3.1. k fmpar.

Pelo Teorema da Funcdo Implicita, existem n > 0 suficientemente pequeno e
uma Unica fungao suave y : (—n,n) — V, onde V é uma vizinhanga em torno de z, tal
que, y(0) =T e

A(y(e),e) = 0,Ve € (—n,n).

Note que

A(y(e),e) =0 <= d(ey(e), pue™) = 0.

21

)gl_“ . Resolvendo para e, temos que

z L
£ = {]—sign () b.
a

Portanto, para w > 0 suficientemente pequeno, defina g : (—w,w) C J — R

Seja b = /w’_“ = — sign(

tal que,
uo(b) = /b - y({/ ub).
Assim, temos que
d(up(b),b) = 0, para todo b € J suficientemente pequeno.
Mais ainda, para cada b # 0, uy(b) é um zero simples de J(-,b). De fato, note
que,

*A(x,e) = §(em, eFp).
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Isso implica que

F2(e),2) = e (eyle), )

Pelo Teorema da Funcao Implicita utilizado anteriormente, temos que,

0A
%(y(e),s) # 0.
Assim, como estamos tomando b # 0, segue que € # 0, e portanto,
00 3
o (ey(e),F) £0,
ou seja,
00

Caso 5.3.2. k par

Pelo Teorema da Funcao Implicita existem 7 > 0 suficientemente pequeno e

fungdes suaves y4 : (—n,n) — V, onde V' é uma vizinhanga de z, tais que y+(0) = 7, e

A(yi(€)7€) = O,V{f € (_77777)
Note que

A(y(e),e) =0 <= d(zy(e), pe*) = 0.
Seja b = pa’_“ = —sign (f_:) *. Note que,

1. Sea > 0:

Para b < 0, temos que

: L
£+ = £/ —sign () b.

a

Assim, para w > 0 suficientemente pequeno defina u; : (—w,0] C J — R tal que

wi(b) = (b y({fub),

e defina, uy : (—w,0] C J — R tal que

us(b) = — /b y(={/ub).

Procedendo como anteriormente, pode-se verificar que para cada b € (—w, 0], u;(b) é

um zero simples de J(-, b).

2. Sea<0:

Procedendo como o item anterior, para w > 0 suficientemente pequeno, podemos

definir fungoes uq, us : [0,w) C J — R como as anteriores de forma que, para cada

b€ [0,w), u;(b) é um zero simples de (-, b).
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]

Agora, assuma por absurdo que exista b* € J tal que d(+, b*) tenha mais de N

zeros isolados. Seja D um conjunto de N + 1 zeros isolados de (-, b*). Sejam o, e* e e” o
ntmero de zeros isolados em D que satisfazem os casos O, E* e E~ da Afirmacdo anterior,

respectivamente. Claramente, o + et +e~ = N + 1.

Sem perda de generalidade, assuma que e™ > e”. Pelos casos da Afirmacao
anterior, podemos escolher o menor 1 > 0 tal que para todo b € (b* —n,b") C J, a fungdo
§(-,b*) tenha ao menos o + 2¢* > N + 1 zeros simples. Isso contradiz a hipétese de que
para todo b € J, o nimero de zeros simples da funcao (-, b) é menor ou igual a N. Isto

conclui a demonstracao. O]

Antes de demonstrarmos o Teorema 5.1, relembraremos alguns conceitos e

resultados que desenvolvemos no Capitulo 3.

Sob a hipétese de que aX,al, > 0, que é necessaria para a existéncia de ciclos
limites, pelo Teorema 2.1, o sistema (5.1) é transformado, via um homeomorfismo que
preserva a reta de separacio ¥ = {(z,y) € R* : x = 0}, no seguinte sistema na forma de
Liénard:

r=Trr—y T=Trr —y+b

, para x > 0; , para x < 0, (5.7)
y=Drx —ag = Drx — ag

onde ap = afybk, ap = afobl, b = (alybf) /al, —bF e Ty, Tk e Dy, Dy sdo, respectivamente,

os tracos e determinantes das matrizes Ay e Ag.

Como vimos no Capitulo 3, o comportamento periddico do sistema (5.7) pode
ser analisado em termos de dois mapas de meio retorno de Poincaré associados a ¥, a
notar, o mapa de meio retorno de Poincaré yy, : 1[0, 4+00) — (—00,0] e 0 mapa de meio

retorno de Poincaré b : 1% C [b, +00) — (—o0, b).

O comportamento desses mapas, bem como a caracterizacao integral de y, foi
amplamente discutido no Capitulo 3. Mais ainda, o mapa yl,’% também pode ser caracterizado
integralmente apenas considerando uma mudanca de variaveis e parametros. Além disso,
observe que, y5(yo) = y%(yo —b) +be I = I%+b, onde y% : I C [0, +00) — (—00,0] é 0
Meio Mapa de Poincaré Passado de (5.7) para b = 0. Para nao carregarmos a notacao,

denotaremos y% = yg e Iy = Ip.

Dentre as propriedades dos mapas y;, e yr discutidas no Capitulo 3, algumas

propriedades importantes sao obtidas dos seguintes polindomios

Wi(y) = Dry* — arTry + aj e Wg(y) = Dry® — arTry + af. (5.8)
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De fato, os graficos de y;, e yg, orientados na direcdo em que y, cresce, sao,
respectivamentes, partes das orbitas no quarto quadrante dos seguintes campos vetoriais

cubicos
X1 (Yo, y1) = —(1We(yo), woWr(v1)) € Xr(yo, y1) = — (11 Wr(v0), 9oWr(y1)).  (5.9)

Mais ainda, as curvas yr,(yo) € yr(yo) sdo, respectivamente, solugbes das equa-

¢oes diferenciais
dyr _ yoWily) dyr _ yoWr(y1)
dyo  nWilyo) dyo 1 Wr(yo)

Além disso, os polindmios em (5.8) também nos fornece informacgao sobre os

(5.10)

intervalos de definicao de y, e ygr, respectivamente, Iy, e Ir. A menor raiz positiva de Wy,
se houver, é o limite superior do intervalo I;,. Analogamente, a maior raiz negativa de Wi,

se houver, é o limite inferior de y(I.).

Quando 4D;, — Tf > (0, como o polinémio W}, nao tem raizes, os intervalos Iy,
e yr(I1) sdo ilimitados com yr (yo) tendendo a —oo quando yy — +oo. O polindmio Wy, é
estritamente positivo em [y (yo),0) U (0, yo| para yo € I1,. As mesmas conclusoes podem

ser obtidas para yg.

Utilizaremos o seguinte resultado, discutido em [18] que diz respeito a posigao

do grafico do Meio Mapa de Poincaré Futuro e a bissetriz do quarto quadrante.

Proposigao 5.1 (Proposigao 5, [18]). Para todo yo € I1, \ {0}, vale a relagdo

sign(yo + y2(yo)) = — sign(7%).

Agora, prosseguiremos para a demonstragdo do Teorema (5.1). Assim como
vimos no Capitulo 4, as solugdes periédicas cruzantes (ie, que vao de ©* = {(z,y) € R? :
x> 0} para ¥~ = {(x,9) € R* : £ < 0}, ou vice-versa) sdo estudadas via uma funcio do

tipo displacement map 0y, que estd definida no intervalo I, := I, N (Ig + b), dada por
b(y0) = yr(Yo — b) + b — yr.(yo). (5.11)

Como vimos antes, os zeros de (5.11) em int(I,) estdo em uma correspondéncia
bijetiva com as solugoes periddicas cruzantes de (5.7), e os zeros simples de (5.11) em

int(I,) estdo em correspondéncia bijetiva com os ciclos limites hiperbdlicos de (5.7).

Utilizando o Lema (5.1), mostraremos que para cada b € R, o niimero de zeros

simples de d, nao é maior que 8.

Como sabemos que y, e yr sao solugoes das equagoes diferenciais (5.10), temos
também informagao com respeito as suas derivadas. Sendo assim, temos que, se y; € int (/)

satisfaz d,(y;) = 0, entao
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8 (yo) = Fy (v, ), 5.12
+{s0) yi(yr — )Wir(yg)Wr(ys — b) (56, 41) (512)

onde y; = yr(yy — b) + b =yr(y;) < min(0,b) e F}, é um polinémio de grau 4 dado por

Fy(ys, y7) = mo +ma(yo + y1) + mayoys + mg(yg + y%) + m4(y0yf + ySyl) + m5y§yf,
onde,

mo =azaxb + arb’ Dy + a3 arb® Tk,

mp; = — 2a%b2DR — a%aRbTR,

my = — axbDy + 3a7bDg — b*D D — apa® Ty, + apb? DTy + a3 agTr — arb® DTk,
ms :a%bDR,

my =axDy — a3 Dg +0*DyDg — arbDRTy, + agbD Tk,

ms =—bD;Dr+ar, DT, — arD1Tk.

Observagao 5.2. Observe que, sign(d,(yg) = sign(Fy(yg, y7). De fato, como discutimos
anteriormente, sabemos que Wi (y;)Wgr(yy — b) > 0. Mais ainda, y;(y; —b)(y5 —yi) >0

po1is,

e ¥ 0> yr(yy) = v1,

e y; < min(0,b).

Isto significa que o conjunto de zeros de Fy, v, = F, *({0}), "separa’os ciclos limites
atratores, dos ciclos limites repulsores. Assim, como entre dois ciclos limites de mesma
estabilidade, existe um ciclo limite de estabilidade oposta, o nimero de ciclos limites, e
portanto, o numero de zeros simples de 0, € limitado pelo niumero de pontos isolados de
intersecgao entre vy, € uma das curvas ¥y, = yr(yo) ou y1 = yr(yo —b) + b, para yo € int(1l),

acrescentado de 1.

De fato, para uma orbita periddica de (5.7) passando por (0,y0) e (0,y1) ser
ciclo limite, deve-se ter que Fy(yo,y1) # 0 e y7 = yr(yy) = yr(ys — b). Ou seja, cada
intersecgio entre as curvas y1 = yr(yo) € y1 = yr(yo — b) € uma orbita periddica, e se essa
interseccao acontecer fora de 7y, entdo, serd um ciclo limite. Observe que, a cada duas
intersecgoes entre as curvas y1 = yr(Yo) € y1 = yr(yo — b) fora de 7, existe pelo menos
uma interseccao entre v, € y1 = yr(yo) e uma intersecgao entre vy, e y1 = yr(yo —b). Assim,

podemos limitar o numero de zeros simples de o, como propusemos.

Focaremos na curva O, = {(vo,yr(y0)) : Yo € int(f,)}. Pela Proposicao (5.1),

segue que:
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i. Se Ty, =0, entao, Oy C {(Y0, —¥o0) : Yo > 0}, pois,
Yo+ y(yo) = 0;

ii. Se Ty, <0, entdao, Oy C B™ := {(yo,y1) : —yo < 1 < 0}, pois
Yo+ y(yo) > 0;

iii. Se Ty, > 0, entao, Op C BY := {(yo,y1) : —y1 > yo > 0}, pois
Yo + yr(yo) < 0.

No que segue, mostraremos que o niumero de pontos isolados de interseccao entre v, e O, é
no maximo 7. Para isso, definiremos algumas ferramentas, amplamente discutidas em [19],

que serao de suma importancia para demonstrar esse resultado.

Definicao 5.3. O plano projetivo RP? é o conjunto das retas em R® que passam pela
origem, isto €,
RP? = R*\ {0}/,

onde ~ d sequinte relagio de equivaléncia: Vx,y € R*\ {0},
r~y <= INFA0,x=N\y.

Identificaremos os pontos de RIP? como (z :y : 2) onde (z :y : 2) € a classe de equivaléncia
do ponto (z,y,z) € R*\ {0}.

d

Defini¢do 5.4. Seja f = > _ fi € R[X,Y], onde R[X,Y] € o anel dos polinomios nas
i=0

variqveis X eY, e cada f; é homogéneo em R[X,Y], com f; # 0. A homogeneizag¢ao

de f € o polinomio homogéneo de grau d dado por

XY 2) = Y 2 (X Y).

2

Definicao 5.5. Uma curva projetiva é uma classe de equivaléncia de polinomios homogé-
neos nao constantes, F' € R[X,Y, Z], médulo a relagio de equivaléncia que identifica dois

polinomios se um for miltiplo de outro por uma constante.
Definigao 5.6. Sejam p,q € R[X,Y] e considere o sistema polinomial planar

p(X, Y) =0,
q(X,Y)=0.

(5.13)
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Considere p" e ¢" a homogeneizacio desses poliomios. Dizemos que o sistema (5.13) possui

solug@o no infinito se existe solugcdo para o sistema

"(X,Y,0) =0,
P ) (5.14)
¢"(X,Y,0)=0.
As solugoes do sistema
h
X, Y 1)=0,
PXYD) (5.15)
"(X,Y,1) =0,

sdo ditas ser solugoes finitas.

As Definic¢oes 5.3-5.6 nos da condigoes para utilizar o seguinte Teorema na

demonstracao do Teorema 5.1.

Teorema 5.4 (Teorema de Bezout). Se F' e G sdo curvas planas projetivas sem componen-
tes em comum entao o niumero de pontos na interseccio FNG, contados com multiplicidade,

é igual a deg F' - deg GG.

Quando T, = 0, temos que O, é um segmento de reta. Portanto, pelo Teorema

de Bezout, o nimero de intersecgoes isoladas entre v, e O, é no maximo 4.

Daqui em diante, assuma que 77, # 0. Neste caso,

Afirmacgao 2. Se T}, # 0, entdo O, é solucao separante do campo vetorial
X, = XL’U com U = BNint(l, x (yp(I,) Nyk(l))), (5.16)
onde X7, ¢ dado por (5.9), e, a depender dos casos ii) e iii), B é igual a BT ou B™.

Demonstragio. Como I, yr(I) e y%(I,) sdo intervalos, entdao U é um subconjunto aberto

de R? simplesmente conexo contido no quarto quadrante Q = {(yo,v1) € R* : 41 < 0 < yo}.

O gréfico de yr|;, é uma parte da drbita do campo X que estd no quarto
quadrante. Para verificarmos que é solucao separante, precisamos verificar se O, é uma

trajetéria nao compacta tal que Oy, \ O, C OU.

De fato, por definicao, O, é nao compacta. Mais ainda, como O, é gréfico,
entdo, ndo é 6rbita periddica. Por fim, os pontos de O, \ O, estao em OU, pois, os pontos
de acumulacao de (o, yr(yo)) acontecem em 01, uma vez que Oy estéd orientada no sentido

em que ¥y cresce. O

Gostariamos de aplicar o Teorema 5.3 no campo X e na curva 7,, para

encontrarmos um limitante para o nimero de pontos de interseccao isolados entre v, e O,
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que é uma solucao separante de Xy. Para isso, precisamos estimar o niimero de pontos de

contato entre v, e X;. Portanto, definamos

Gy (Yo, y1) = (VEy(vo, 1), X2 (Y0, y1))-

Note que G} é uma fung¢ao polinomial de grau 6 dada por

Gy(yo,y1) =n1(yo + y1) + nayoys + na(yg + v7) + na(ygyr + vout) + ns (v + v1)
+ neyayi + nr(yoyr + vout) + ns(Yoyi + vayi) + noypys,

onde,

ny = a;b(2bDg + arTr),

ny = —2a3b(2Dg(ay + bTL) + agTrTRr),

ns = a3 (b*DyDg + aQR(bDL +arTy) — arbDr(3ar + b1
+ ag(—aj + b°Dr)Tr),

= ar(2a3 Dg + a3 TL(TbDg + agTr) — bD Ty (a% + b* Dy + arbTy)

—ar(=b*DgT} + a%(2Dy, + T7) + arbDTr)),

ns = a3 (—a%Dy + Dgr(a? — b*Dyp + apbTy) — agbDTR),

ng = 2(ax Dy (bDy, + 3a,Ty) + Dr(b*D3 — 2a3 Ty, + apb> DTy, — a3 b(3Dy, + 277))
+arDy(—aj + b*Dy + 2a,bT1,) k),

ny = ap(akD Ty + DRTL(b* Dy, — ar(3ar, + bTL)) + arDr(2ar, + bTL)TR),

ng = —3axD? + Dr(—30*D7 4+ arbD Ty, + a3 (3D, + 2T}))
—arDr(3bDy, + 2aTy,)Tkr,

ng = 4D (bDDg — ar DRTL, + arDTR).

Portanto, o nimero de pontos de contato entre v, e X, é limitado pelo niimero de solugoes

isoladas do sistema polinomial
Fy(yo,y1) = 0,

Gb(y(b yl) = 07

para (yo,41) € U, uma vez que , = F, ({0}).

(5.17)

Como estamos interessados apenas em solugoes do sistema (5.17) em U, consi-

dere a seguinte funcao ¢ : () — H_, dada por
d(Yo, y1) = (Yo + Y1, Yoy1),
onde H_ = {(Yp,Y1) € R*: Y} < 0}.

Proposicao 5.2. A funcio ¢ : Q — H_ € um difeomorfismo.
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Demonstracao. Como ¢ é polinomial, é claro que é também diferenciavel. Provaremos que

¢ é bijetora e que sua inversa ¢ diferenciavel.

Sejam (yo, Y1), (w0, z1) € U tais que ¢(yo, y1) = ¢(zo, 1). Entdo, temos que

Yo+ Y1 =29+ 21

YolY1 = ToT1
Resolvendo a primeira equagao para y, e aplicando na segunda chegamos em
_y% —+ (SL’() + 371)341 — To1 = 0.

Note que, esta equacdo tem por discriminante A = (zo — z1)?. Uma vez que (x¢,z;) €
U C @, entao temos que, as tnicas opgoes para y; solucao da equacao anterior sao x; ou
xo. Entretanto, como (yo,y1) € U C @, segue que, y; < 0. Isso nos mostra que y; = x;.

Portanto, segue que, (yo,y1) = (xo, 1), € assim ¢ é injetora.

Sejam (Y, Y1) € H_. Tome

Yo+ Y - 41 Yo — /Y3 - 4Y1

Yo = 5 € Y1 = 5

Entao, como Y; < 0, segue que (yo,y1) € . Mais ainda, é facil ver que

o(yo, 1) = (Yo, Y1).
Isto prova que ¢ ¢ bijetora.

Mais ainda, ¢! : H_. — @ é dada por

o (Y ¥0) (Y(>+\/Y02—4Y1 Yo—\/Yo?—4Y1>
0,41) = 5 .
2 2

Note que, como a curva Yy = 4Y; ndo estd em H_, pois Y; < 0, segue que ¢ '

¢ diferenciavel em H_. Logo, ¢ é um difeomorfismo entre ) e H_. O

Observe que a mudanga de varidveis ¢ transforma o sistema (5.17) no sistema
polinomial

Fy(Yp, Y1) =0 (5.18)
Gi(Yo, Y1) =0,

onde

Fy = mo +m Yy + (mg — 2m3)Y; + msYy + maYoYi + msYE,

Gy = m Yy + (ny — 2n3) Y1 + nsYZ + (ng — 3n5) YY1 + (ng — 2n7) Y7
+nsYy +nrYg Y + nsYoYy + ngYy.
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Afirmacao 3. Assumindo que 77, # 0, o sistema (5.18) tem no maximo 5 solugoes finitas

em ¢(U).

Demonstragio. Pelo Teorema (5.4), o sistema (5.18) tem no maximo 6 solugoes (finitas
ou nao).
Note que se D, = 0, o sistema tem pelo menos uma solugao no infinito. De

fato, neste caso, as equagoes do sistema (5.18) ficam

Gy(Yy, Y1) = a1b(2bDg + agTr)Yy + a2 (apaiTy, — apbDg(3ar + bTy) — a2agTr)Yy
+aj Dr(a3 + apbTy)Yy + (a7b(2bDg + arTr)
- 2&%(GL(I%TL — aLbDR(3aL + bTL) - G%CLRTR»Yi + (—3G%DR(CL% + CLLbTL)
+ar(2a3 Dg — ap(axTF — B> DRT}) + a3 T (TbDg + arTr)))YoYa
— a3 DTy, (3ar, + bT1) Y3y + (243 DrTw(3ar, + bT%)
+2Dp(=2a3 Ty, — 2a3bT7))Y? + 2a3 DRT?Y, Y,

Ey (Yo, Y1) = a2a%b + a20° Dy + a2 agh*Tr + (—2a20* Dy — a2arbTR)Yy
+a2bDRYE + (a3bDg — apa® Ty + apb> DRTy
—+ G%CLRTR)Y& + (—G%DR — aLbDRTL)YoYl + CLLDRTLYf.

A homogeneizacao desses polinémios é dada por

é?(Yo, Yy, Z) = DRYO(&LYO +0T1Yo — 2TLY1)(GLY0 - TLY1)
— (a3Yo(3bDRrYy + apTrYy + DRY1) — arTi((a% — b*Dg)Yy
+ (4bDg + agTRr)YoY: + 2DRY?)
+ TFY1(a%Yo + bDg(—bYy + 2Y1)))Z + az(arb(2bDg + arTr) Yo
+ (—2a%Ty, + 2bDg(ar (3 + b) + bTL) + apar(2 + b)TR)Y1) 2,

(Yo, Y1, Z) = ar(Dr(bYe — Y1)(arYo — TpY:1) — ab(2bDg + agTr)YoZ
+ (—G%TL + bDR(CLL + bTL) + aLaRTR)YlZ
+ CLLb(CLQR —f- bQDR —f- CLRbTR)Z2).

Assim, para encontramos as solugoes no infinito, basta tomarmos Z = 0, e

portanto estas solugdes devem satisfazer

DrYo(arYy + bT1Yy — 211Y1)(arYy — T1rY1) =0
arDr(bYy — Y1) (arYo — T1Y1) = 0.

(5.19)
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arYo
T’
e portanto, um representante para uma classe de equivaléncia de soluc¢oes no infinito é
[T7;ar;0].

Com isto, temos que uma solucao deste sistema é dada pela reta Y; =

Logo, no caso em que Dy = 0, o sistema (5.18) tem no maximo 5 solugoes
finitas em ¢(U).
aLTL CL%
D; ' Dy

Suponha que Dy # 0. Considere o ponto (Y;,Y]") = > Entao,
pode-se observar que (Y, Y]") é uma solugao do sistema (5.18).

Vamos provar que (Yy',Y]") € ¢(U). De fato, uma vez que ja estamos conside-

rando T, # 0, temos os seguintes casos:

j) Se T, > 0, entao ¢(U) C {(Yo, Y1) : Yo < 0,Y; < 0}. Isto ocorre pois, para T, < 0,
temos que U C B = {(y0,41) : —y0 < y1 < 0}. Portanto, se (yo,11) € U C BY,
entao Yo =yo + 11 < 0.

jj) Se Tp, < 0, entao ¢(U) C {(Yo, Y1) : Yo > 0,Y; < 0}. Isto ocorre pois, para T, < 0,
temos que U C B~ = {(yo, 1) : —y1 > yo > 0}. Portanto, se (yo,y1) € U C B~
entao Yy = yo +y1 > 0.

Além disso, para estudarmos a posigao entre (Y, Y]") e ¢(U), estudaremos as seguintes

relagoes entre Dy, e ar. Note que:

e Se Dy, >0 ou ar, =0, segue que Y;* > 0. Portanto, (Y, Y)") € ¢(U);
e Se D, <0eayp <0, segue que
sign(¥y) = sign(Ty).

Entretanto, isso contradiz o que observamos mais acima, uma vez que em ambos
casos, sign(Yy) = —sign(77y), assim, (Y7, Y]") e,
e Se D;, < 0eay > 0,0 polindbmio

Wr(y) = Dry* — arTry + a

tem duas raizes distintas, y7 < 0 < y;. De fato, como estamos supondo Dj, < 0 e

ar, > 0, temos que
A =a3T? —4Dpa3 > 0.

Portanto, as solugoes de Wy (y) = 0 sao

aL(TL+\/—4DL+T£) . (IL(TL—\/—ZLDL—FT%)

yO = DL € yl - DL :
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Mais ainda, ¢(yg5,vy7) = (Yy, Y]"). Por outro lado, como y; é a maior raiz positiva
de Wy e yi é a menor raiz de Wy, entao segue que y; € int(lp) e yi & int(yp(lp)).
Portanto, (yg,y7) € U. Assim, (Y, Y)") € o(U).

Logo, existem no maximo 5 solugoes finitas do sistema (5.18) em ¢(U).
[l

Portanto, da Afirmacao 3, segue que a curva -y, tem no maximo 5 pontos de
contato com o campo Xj. Para aplicarmos o Teorema 5.3, precisamos encontrar uma cota
superior para o niimero de componentes conexas de ,. Como v, = F~'({0}), e deg F}, = 2,

entao, 7, tem no maximo 2 componentes conexas nao compactas em U.

Assim, pelo Teorema 5.3, segue que v, e O, tem no maximo 5+ 2 = 7 pontos
de intersecgao isolados. Portanto, o sistema diferencial (5.7) tem no méximo 7+ 1 =8
ciclos limites hiperbdlicos (veja Observagao 5.2), e consequentemente, o nimero de zeros

simples de d, é menor ou igual a 8.

Note que, nesta situacao, ainda nao podemos aplicar o Lema 5.1 para encon-
trarmos uma cota superior para o nimero de zeros isolados de 9. Isso acontece porque o

dominio de cada 9, depende de b. Portanto, procederemos por contradicao.

Afirmacgao 4. Para todo b € R, 9, tem no maximo 8 zeros isolados.

Demonstracao. Suponha por absurdo que exista b* > 0 tal que d,+ tenha mais de 8 zeros
isolados. Seja I C int(Ip<) um intervalo aberto que contenha todos os zeros isolados de -

em seu interior.

Como, para cada b, I = I + b, podemos encontrar um intervalo J contendo b*
tal que, para todo b € J, I C int(1,). Do anterior, sabemos que, para cada b € J, o niimero
de zeros simples de 5b‘1 ¢ menor ou igual a 8. Mais ainda, para todo b € J temos que

0

%517(?/0) = —yr(yo —b) +1>0,Vy, € 1.

Assim, pelo Lema (5.1), segue que, para todo b € J, a fungéo 0, , tem no mAaximo 8 zeros

isolados. Isso implicaria que 0y« , tem no maximo 8 zeros isolados, contradizendo a nossa

hipotese de absurdo.

Portanto, para todo b € R, 9, tem no maximo 8 zeros isolados. O

Assim, para todo b € R, o nimero de ciclos limites do sistema (5.7) ndo é maior

que 8. Com isso, provamos o Teorema (5.1).
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6 Consideracoes Finais

Como vimos no Capitulo 3, a caracterizagao integral dos mapas de meio retorno
de Poincaré permitiu que evitassemos um extenso estudo caso-a-caso relacionado ao
espectro da matriz do sistema linear. Para isto, analisamos o comportamento da fun¢ao do
tipo indice F, obtida através da integral de linha de um certo campo ortogonal ao fluxo,
escrito em termos de um fator integrante inverso adequado. Com isto, encontramos uma

forma de expressar os mapas de meio retorno de Poincaré.

Esta nova técnica pode ser replicada para campos vetoriais planares nao lineares,

basta encontrar um fator integrante inverso adequado.

Utilizando a caracterizacao do Capitulo 3, entendemos alguns avancos feitos
no estudo da adaptacao da segunda parte do 16° Problema de Hilbert, que busca entender
se existe um ntmero maximo de ciclos limites de um sistema planar diferencial linear por

partes.

De fato, verificamos no Capitulo 4, que a demonstracao da Conjectura de
Lum-Chua pode ser significantemente simples e curta, sem ter de lidar com extensos
estudos relacionados ao espectro das matrizes. Além disso, no Capitulo 5, provamos que
a cota superior uniforme do nimero de ciclos limites pode ser melhorada para L* < 8.
Além disso, alguns trabalhos buscaram estudar, utilizando as caracteriza¢oes integrais dos
mapas de meio retorno de Poincaré, a unicidade de ciclos limites para campos vetoriais

lineares planares sem regiao de deslize.

Para trabalhos futuros, sugerimos o estudo de sistemas diferenciais lineares
por partes separados por um grafico de uma funcao de um valor real a um valor real,
avancando para sistemas diferenciais lineares por partes separados por uma variedade

algébrica.
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