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Resumo
A segunda parte do 16º Problema de Hilbert diz respeito ao número de ciclos limites de um
sistema diferencial planar polinomial. Embora não haja nenhum resposta a esse problema,
muitos avanços significativos foram realizados dentro da teoria dos sistemas dinâmicos.

Dentre esses avanços, destacamos o estudo dos ciclos limites e órbitas periódicas dos
campos vetoriais planares lineares por partes. Mesmo não havendo ciclos limites para
campos lineares planares, em se tratando de campos planares lineares por partes, podemos
encontrar exemplos onde a existência desses objetos é verificada.

Assim, naturalmente, podemos estender a segunda parte do 16º problema de Hilbert para
esses campos. O estudo deste problema neste cenário pode apresentar um extenso estudo
caso a caso ligado, principalmente, ao espectro das matrizes do sistema. Uma forma de
desviar dessa complicação se dá pela caracaterização integral dos mapas de meio retorno
de Poincaré amplamente discutida neste trabalho.

Como consequência desta caracterização, discutimos neste trabalho os avanços relacionados
ao problema de Hilbert para esses campos. Mais especificamente, essa caracterização
forneceu uma demonstração simples e curta para a Conjectura de Lum-Chua e permitiu
melhorar a estimativa para uma cota uniforme para o número de ciclos limites de sistemas
lineares planares por partes.

Palavras-chave: Sistemas planares lineares. Ciclos limites. Mapas de meio retorno de
Poincaré. 16º Problema de Hilbert



Abstract
The second part of 16th Hilbert’s Problem concerns about the number of limit cycles of
a polynomial planar differential system. Although there is not an explicit answer to this
problem, many significant advancements have been made within the field of dynamical
systems theory.

Among these advances, we can highlight the study of limit cycles and periodic orbits of
piecewise linear planar vector fields. Although limit cycles are not allowed in linear vector
systems, there are examples of piecewise linear planar vector fields which the existence of
these objects is verified.

Thus, it is possible to extend the 16th Hilbert’s problem second part to these fields. The
study of this problem in this scenario may involve an extensive case-by-case study related
to the spectrum of the system’s matrices. An way to avoid this study is given by an integral
characterization of Poincaré half-maps that we discuss.

As a consequence of this characterization, we discuss many advancements related to
Hilbert’s problem to these fields. Specifically, this characterization provided a simple proof
for Lum-Chua’s Conjecture a improved the estimation for a uniform bound on limit cycles
number for piecewise linear planar systems.

Keywords: Linear planar differential systems. Limit Cycles. Poincaré half-maps. 16th
Hilbert’s Problem.
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1 Introdução

A segunda parte do 16º problema de Hilbert diz respeito à relação entre o
número de ciclos limites de um campo vetorial planar polinomial e o seu grau. Embora
permaneça sem resposta, várias tentativas de resolução desse problema colaboraram
significantemente no avanço da teoria de sistemas dinâmicos.

Esse problema pode ser estendido para o cenário dos campos vetoriais planares
lineares por partes. Entretanto, muitas dificuldades surgem ao longo do estudo. Para
isto, uma ferramenta muito útil para o estudo de ciclos limites são os mapas de Poincaré.
Neste trabalho, estudaremos esses mapas bem como algumas aplicações e avanços feitos
no estudo do problema.

1.1 Objetivo
Diversas ferramentas podem ser utilzadas para estudar-se a existência de órbitas

periódicas e ciclos limites de campos vetoriais planares lineares por partes. Dentre elas,
destacamos os mapas de Poincaré.

Neste trabalho, buscamos entender como o estudo desses mapas pode ser
simplificado. Mais especificamente, em [1], verificou-se que para o sistemaẋ = Tx− y,

ẏ = Dx− a,

onde T , D e a são números reais as seguintes afirmações são equivalentes:

a) y1 é a imagem de y0 pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré (veja (2) para
uma definição);

b) y0, y1 ∈ R satisfazem y0y1 ≤ 0 e
ˆ y0

y1

−y
Dy2 − aTy + a2dy = cT,

onde c ∈ R depende dos parâmetros do sistema.

Com esta caracterização em mãos, buscamos entender algumas consequências
desta simplificação em outros problemas, e discutimos uma nova demonstração para a
Conjectura de Lum-Chua, demonstrada em [2] e posteriormente, estudamos como podemos
encontrar uma cota uniforme para o número de ciclos limites de um sistema diferencial
planar linear por partes [3].
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1.2 Estrutura dos tópicos apresentados
Esta dissertação está dividida na seguinte forma:

• No Capítulo 2, discutimos alguns conceitos preliminares que serão úteis para as
discussões nos capítulos a seguir. Dentre os conceitos, destacamos o Teorema 2.1
que, sob determinadas condições, nos fornece uma forma canônica de Liénard para
sistemas planares lineares por partes.

• No Capítulo 3, discutimos amplamente os avanços realizados em [1] relacionados a
uma caracterização integral dos mapas de meio retorno de Poincaré para sistemas
lineares planares.

• No Capítulo 4, discutimos como esta caracterização integral implicou em uma nova,
e mais simples, demonstração para a Conjectura de Lum-Chua, como demonstrado
em [2].

• No Capítulo 5, discutimos como Carmona et al., em [3], encontraram uma nova cota
superior uniforme para o número de ciclos limites de um sistema diferencial planar
linear por partes, utilizando a caracterização integral dos mapas de meio retorno de
Poincaré, discutidos no Capítulo 3.

• No Capítulo 6, comentamos algumas considerações finais e apontamos algumas
possíveis direções futuras a serem seguidas.
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2 Preliminares

Neste trabalho, estamos interessados em entender alguns problemas relacionados
a ciclos limites de Campos Vetoriais Planares Lineares Por Partes. Para isso, buscaremos
neste capítulo, introduzir algumas ferramentas que serão úteis para o desenvolvimento da
teoria apresentada nos capítulos a seguir.

2.1 Campos Vetoriais Planares Lineares e Lineares por Partes
Considere, para x = (x1, x2)T , o sistema diferencial autônomo linear planar

não homogêneo dado por

ẋ = Mx + b, (2.1)

onde M = (mij)i,j=1,2 é uma matriz real e b = (b1, b2)T ∈ R2. Embora pudéssemos estudar
diretamente o sistema (2.1), gostaríamos de encontrar alguma maneira de reduzirmos o
número de seus parâmetros. Além disso, uma vez que estamos interessados em estudar o
comportamento de órbitas periódicas do sistema (2.1), procuraremos uma mudança de
variáveis de forma que a seção Σ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 = 0} seja invariante.

Proposição 2.1. A fim de que o sistema (2.1) possua órbitas periódicas, é necessário que
o coeficiente m12 da matriz M seja não nulo.

Demonstração. Se m12 = 0, então o sistema (2.1) se torna desacoplado. Dessa forma, o
sistema (2.1) não admite soluções periódicas.

De fato, a primeira coordenada da solução de (2.1) passando por (x, y) no
tempo t = 0 é dada por

x1(t) = − b1

m11
+ em11tc,

onde
c = b1 +m11x

m11
.

Portanto, não existe τ ̸= 0 tal que x1(τ) = x.

De maneira mais geral, Freire et al em [4] demonstraram o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Considere o seguinte sistema diferencial planar linear por partes dado por:

ẋ =

ARx + bR se x1 > 0

ALx + bL se x1 < 0,
(2.2)
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onde x = (x1, x2) ∈ R2, AR = (aR
ij)i,j=1,2, AL = (aL

ij)i,j=1,2 e bR = (bR
1 , b

R
2 ), bL = (bL

1 , b
L
2 )

são vetores de R2. Assuma que aR
12a

L
12 > 0. Considere o homeomorfismo x̃ = h(x) dado por

x̃ =
 1 0
aL

22 −aL
12

x−

 0
bL

1

 se x1 ≤ 0

e

x̃ = 1
aR

12

 aL
12 0

aL
12a

R
22 −aL

12a
R
12

x−

 0
bL

1

 se x1 > 0.

Nestas novas variáveis, o sistema (2.2) é transformado na forma canônica

ẋ =
TL −1
DL 0

x−

 0
aL

 se x1 < 0

e,

ẋ =
TR −1
DR 0

x−

−b
aR

 se x1 > 0,

onde, aL = aL
12b

L
2 − aL

22b
L
1 , b = aL

12
aR

12
bR

1 − bL
1 e aR = aL

12
aR

12
(aR

12b
R
2 − aR

22b
R
1 ).

Veremos nos capítulos a seguir, que o Teorema 2.1 será muito utilizado para
estudarmos o comportamento das órbitas periódicas e ciclos limites de sistemas lineares
do tipo (2.2).

2.2 Mapas de Meio Retorno de Poincaré
Para estudarmos a existência e o comportamento de órbitas periódicas e ciclos

limites, buscamos entender a dinâmica do mapa de Poincaré associado à órbita periódica [5].

Neste trabalho, estudaremos o comportamento dos Mapas de Meio Retorno
de Poincaré do sistema (2.2) associados à seção Σ = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}. Nos capítulos
posteriores, trabalharemos com os mapas esquerdos de meio retorno, devido a uma certa
reflexividade. Portanto, focaremos na definição do mapa esquerdo de meio retorno de
Poincaré. Seja (0, y0) ∈ Σ para y0 ≥ 0 e seja

ψ(t; y0) = (ψ1(t; y0), ψ2(t; y0)), (2.3)

a órbita do sistema (2.2) tal que ψ(0; y0) = (0, y0). Se existe um valor τ(y0) > 0 tal que
ψ1(τ(y0); y0) = 0 e ψ1(t; y0) < 0 para todo t ∈ (0, τ(y0)), dizemos que y1 = ψ2(τ(y0); y0) ≤ 0
é a imagem de y0 pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, onde τ(y0) é dito ser o
correspondente tempo de vôo à esquerda. De maneira análoga, podemos definir o mapa
direito de meio retorno de Poincaré.
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2.3 Fator Integrante Inverso
Outra ferramenta muito importante no estudo dos mapas de meio retorno de

Poincaré do sistema (2.2) associados a Σ é o Fator Integrante Inverso associado ao campo
vetorial do sistema (2.2).

Nesta seção, estudaremos algumas definições e propriedades relacionadas aos
fatores integrantes e fatores integrantes inversos associados a campos vetoriais planares
e, posteriormente, entenderemos seu comportamento no contexto de campos vetoriais
planares lineares.

Seja F : U ⊂ R2 → R2 um campo vetorial suave definido no aberto U , dado por
F (x, y) = (f(x, y), g(x, y)), onde f, g : U → R são funções suaves, e considere o sistema
de equações diferenciais dado por ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y).
(2.4)

Definição 2.1. Dizemos que R : U → R, uma função suave, é Fator Integrante do
sistema (2.4) se

∂(Rf)
∂x

(x, y) = −∂(Rg)
∂y

(x, y),

para todo (x, y) ∈ U .

Observação 2.1. Na Definição 2.1, temos que

Rf(x, y) = R(x, y)f(x, y).

De maneira análoga, temos para a função Rg.

Proposição 2.2. Uma função R : U → R de classe C1 é fator integrante de (2.4) se, e
somente se, R satisfaz

f(x, y)∂R
∂x

(x, y) + g(x, y)∂R
∂y

(x, y) = −
(
∂f

∂x
(x, y) + ∂g

∂y
(x, y)

)
R(x, y), (2.5)

para todo (x, y) ∈ U .

Demonstração. Note que,

∂(Rf)
∂x

(x, y) = −∂(Rg)
∂y

(x, y), (2.6)

se, e somente se,

f(x, y)∂R
∂x

(x, y) +R(x, y)∂f
∂x

(x, y) = −g(x, y)∂R
∂y

(x, y)−R(x, y)∂g
∂y

(x, y).
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Rearranjando os termos da equação anterior, temos que a equação é equivalente a

f(x, y)∂R
∂x

(x, y) + g(x, y)∂R
∂y

(x, y) = −
(
∂f

∂x
(x, y) + ∂g

∂y
(x, y)

)
R(x, y).

Observação 2.2. Note que a condição dada na Proposição 2.2 pode ser escrita na forma

∇R(x, y) · F (x, y) = −R(x, y)div(F (x, y),

em que ” · ” é o produto interno usual de R2, e div(F (x, y)) = ∂f

∂x
(x, y) + ∂g

∂y
(x, y).

Definição 2.2. Uma função V : U → R de classe C1 é dita ser Fator Integrante
Inverso do sistema (2.4) se as seguintes condições forem satisfeitas

a) O conjunto int(V −1({0})) não contem nenhum aberto não vazio;

b) Para todo (x, y) ∈ U , temos que

∇V (x, y) · F (x, y) = V (x, y)div(F (x, y)). (2.7)

Proposição 2.3. Sejam V1 e V2 fatores integrantes inversos associados ao sistema (2.4) e
seja λ ∈ R. Então, V1 + λV2 é fator integrante inverso associado ao sistema (2.4).

Demonstração. Basta utilizarmos a linearidade da derivada em relação à soma e produto
por escalar juntamente à bilinearidade do produto interno.

Proposição 2.4. Seja V : U → R uma função de classe C1. Então, V é fator integrante
inverso de (2.4) se, e somente se, a função R : U \ V −1({0})→ R, dada por,

R(x, y) = 1
V (x, y) ,

é fator integrante de (2.4).

Demonstração. Note que, para todo (x, y) ∈ U \ V −1({0}) temos que

∂R

∂x
(x, y) = −

(
1

(V (x, y))2

)
∂V

∂x
(x, y),

∂R

∂y
(x, y) = −

(
1

(V (x, y))2

)
∂V

∂y
(x, y).

Assim, suponha que V é fator integrante inverso de (2.4). Então, para todo
(x, y) ∈ U \ V −1({0}) temos que

∇R(x, y) · F (x, y) = −
(

1
V (x, y)2

)
∇V (x, y) · F (x, y)
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= −
(

1
V (x, y)2

)
V (x, y)div(F (x, y))

= −
(

1
V (x, y)

)
div(F (x, y))

= −R(x, y)div(F (x, y)).

Portanto, R é fator integrante do sistema (2.4).

Provemos a recíproca. Para isto, suponha que R é fator integrante do sistema
(2.4). Então, temos que

∇R(x, y) · F (x, y) = −R(x, y)div(F (x, y)).

Isto implica que

V (x, y)2∇R(x, y) · F (x, y) = −V (x, y)div(F (x, y)).

Com isto, temos que

∇V (x, y) · F (x, y) = V (x, y)div(F (x, y)).

Assim, segue que V é fator integrante inverso do sistema (2.4).

Proposição 2.5. Seja ϕ(t; p) a trajetória do sistema (2.4) tal que ϕ(0; p) = p. Então, se
V é um fator integrante inverso do sistema (2.4), temos que

V (ϕ(t; p)) = V (p) exp
(ˆ t

0
div(F (ϕ(s; p))ds

)
. (2.8)

Demonstração. Se V é fator integrante inverso, segue que,

d

dt
(V (ϕ(t; p))) = ⟨∇V (ϕ(t; p), F (ϕ(t; p)⟩

= V (ϕ(t; p))div(F (ϕ(t; p)).

Com isto, podemos considerar µ(t) := exp
(
−
ˆ t

0
div(F (ϕ(s; p)))ds

)
. Assim, segue que

d

dt
(V (ϕ(t; p)µ(t)) = 0,

e portanto, temos que,

V (ϕ(t; p)) = k exp
(ˆ t

0
div(F (ϕ(s; p)))ds

)
,

onde k ∈ R é uma constante. Por outro lado, como V (ϕ(0; p)) = V (p), então,

V (ϕ(t; p)) = V (p) exp
(ˆ t

0
div(F (ϕ(s; p)))ds

)
,

como queríamos demonstrar.
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Corolário 2.1. O conjunto V −1({0}) é positivamente invariante pelo fluxo de F .

Demonstração. Segue diretamente da derivada de V (ϕ(t; p)) obtida na Proposição 2.8.

Proposição 2.6. Sejam R1, R2 : U → R fatores integrantes do sistema (2.4), tais que
R2(x, y) ̸= 0 para todo (x, y) ∈ U . Então, o quociente R1/R2 é uma integral primeira do
sistema (2.4).

Demonstração. Seja p = (x, y) ∈ U e ϕ(t; p) o fluxo do sistema (2.4) passando por p.
Então, temos que

d

dt

(
R1

R2
(ϕ(t; p))

)
= 1
R2(x, y)2 (R2(x, y)∇R1(x, y) · F (x, y))

−R1(x, y)∇R2(x, y) · F (x, y)

= 1
R2(x, y)2 (R2(x, y)R1(x, y)div(F (x, y))

−R1(x, y)R2(x, y)div(F (x, y)))

= 0.

Logo, R1/R2 é constante nas trajetórias de F , e portanto, uma integral primeira de F .

Corolário 2.2. A divisão de dois fatores integrantes inversos linearmente independentes
é uma integral primeira de (2.4).

2.4 Valor Principal de Cauchy
No Capítulo 3, trabalharemos com algumas relações integrais. Estas podem

estar relacionadas a integrais impróprias e divergentes. Como veremos adiante, adotaremos
a seguinte ferramente para lidarmos com estas integrais.

Definição 2.3. Seja h uma função contínua em [ξ1, ξ2] \ {0} onde ξ1 < 0 < ξ2. O Valor

Principal de Cauchy (PV) da integral
ˆ ξ2

ξ1

h(ξ)dξ é o seguinte limite (se existir):

PV

ˆ ξ2

ξ1

h(ξ)dξ = lim
ξ→0+

(ˆ −ξ

ξ1

h(ξ)dξ +
ˆ ξ2

ξ

h(ξ)dξ
)
.

Obviamente, se h também é contínua em 0, então, o Valor Principal de Cauchy da integral
coincide com o valor da integral. Por convenção, adotaremos que

PV

ˆ ξ2

ξ1

h(ξ)dξ = −PV
ˆ ξ1

ξ2

h(ξ)dξ.
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3 Caracterização Integral de Mapas de Meio
Retorno de Poincaré para Sistemas Lineares
Planares

3.1 Introdução
Diversos métodos foram desenvolvidos e são utilizados para o estudo com

respeito à existência e comportamento de ciclos limites e órbitas periódicas associados a
sistemas de equações diferencias ordinárias. Dentre esses métodos, destacamos o estudo
dos Mapas de Poincaré associados a uma seção transversal [5].

Para campos vetoriais suaves por partes, a análise das órbitas que cruzam as
variedades de separação pode ser feita a partir do estudo dos Mapas de Meio Retorno de
Poincaré entre essas variedades. Para campos vetoriais quaisquer, nem sempre o cálculo
destes mapas pode ser dado explicitamente. Entretanto, em se tratando de campos lineares
por partes, uma vez que a integração destes é factível, é possível encontrar explicitamente
a forma dos mapas de meio retorno de Poincaré.

Todavia, embora haja esta facilidade de calcular esses mapas, a sua análise
está fortemente relacionada aos autovalores e autovetores das matrizes do sistema, além
do surgimento de uma nova variável, o tempo de vôo.

O objetivo deste capítulo é entender a ferramenta desenvolvida em [1] que
simplificou o estudo dos mapas de meio retorno de Poincaré, evitando uma exaustiva
análise caso-a-caso em função do espectro das matrizes, e com isso, estudar a existência
e o comportamento das órbitas periódicas e ciclos limites de campos vetoriais planares
lineares por partes.

3.2 Mapas de Meio Retorno para sistemas lineares
Considere, o sistema diferencial linear (2.1).

Como vimos no Capítulo 2, se m12 ≠ 0, pelo Teorema (2.1), o sistema (2.1)
pode ser transformado no seguinte sistema linear na forma de Liénard:ẋ = Tx− y

ẏ = Dx− a,
(3.1)

onde T = Tr(M), D = det(M) e a = m12b2−m22b1. Para isto, basta considerar a seguinte
mudança de coordenadas x = x1 e y = m22x1 −m12x2 − b1. Note que, esta mudança de
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coordenadas preserva a seção Σ, uma vez que x = x1. Seja L(x, y) = (Tx− y,Dx− a) o
campo vetorial linear associado ao sistema ((3.1)).

Note que, a forma em que o sistema ((3.1)) está representado, nos fornece
informações necessárias para entendermos o comportamento das suas órbitas próximas à
seção Σ.

Proposição 3.1. O fluxo do sistema (3.1) cruza Σ:

• do semiplano {(x, y) ∈ R2 : x > 0} para o semiplano {(x, y) ∈ R2 : x < 0}, se y > 0;
e,

• do semiplano {(x, y) ∈ R2 : x < 0} para o semiplano {(x, y) ∈ R2 : x > 0}, se y < 0.

Mais ainda, o fluxo é tangente a Σ na origem.

Demonstração. De fato, defina α : R2 → R dada por

α(x, y) = ∇h(x, y) · L(x, y),

onde h(x, y) = x. Note que, Σ = h−1({0}). Mais ainda,

α(x, y) = Tx− y,

e para (x, y) ∈ Σ, temos que
α(x, y) = −y.

Portanto, segue o resultado.

Consideraremos, daqui em diante, a definição de Mapa de Meio Retorno associ-
ada a Σ dada no Capítulo 2. Uma vez que o sistema (3.1) é invariante sob a mudança de
variáveis (x, y, a)←→ (−x,−y.−a), o trabalho desenvolvido neste capítulo será utilizando
mapa esquerdo. Entretando, resultados análogos podem ser obtidos para o mapa direito
de meio retorno de Poincaré.

Observação 3.1. Seja P o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré. No caso em que
P (0) não pode ser definido como no Capítulo 2, mas para todo ε > 0 existe y0 ∈ (0, ε) e
y1 ∈ (−ε, 0) tal que P (y0) = y1, o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré pode ser
estendido para P (0) = 0. Este caso corresponde a um equilíbrio na origem ou a origem é
uma tangência invisível para o campo L em relação ao semi-plano {(x, y) ∈ R : x < 0}.

Além disso, considere a seguinte hipótese:

Hipotese 3.1. Existem y0 ≥ 0 e τ(y0) > 0 tais que ψ1(τ(y0); y0) = 0 e ψ1(t; y0) < 0 para
todo t ∈ (0, τ(y0)).
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Sendo assim, tomando y1 = P (y0), uma vez definida a curva

Γ = Γ1 ∪ Γ2, (3.2)

onde Γ1 = {(0, y) : y ∈ (y1, y0)} e Γ2 = {ϕ(t; y0) : t ∈ [0, τ(y0)]}, os equilíbrios de ((3.1))
estão relacionados com sua posição em relação à curva Γ.

Assumindo a hipótese (3.1), o sistema ((3.1)) só pode ter no máximo um
equilíbrio. De fato, encontrar equilíbrios de ((3.1)) equivale encontrar soluções deTx− y = 0

Dx = a.

Este sistema linear pode ser classificado como não possuindo solução, tendo uma única
solução, ou tendo infinitas soluções. Caso o sistema tenha infinitas soluções, isto é, se
D2 + a2 = 0, então a reta Tx = y é formada de equilíbrios do sistema ((3.1)). Da hipótese
(3.1), uma vez que ψ1(τ(y0); y0) ≤ 0, a reta Tx = y intercepta a curva Γ2, o que contradiz
a unicidade de soluções das equações diferenciais ordinárias.

Além disso, definiremos as possíveis posições do equilíbrio em relação à Γ da
seguinte forma:

Definição 3.1. Seja int(Γ) o interior da região em R2 delimitada pela curva Γ. Denota-
remos os seguintes cenários que resumem a posição relativa do equilíbrio de ( (3.1)) em
relação à curva Γ como:

(S0) Γ ∪ int(Γ) não contem nenhum equilíbrio do sistema;

(S1) Se existir, o equilíbrio é a origem ou pertence a Γ1;

(S2) Se existir, o ponto de equilíbrio pertence a int(Γ).

Podemos descrever tais cenários como se segue. No cenário (S2), o equilíbrio
do sistema ((3.1)) está localizado no semi-plano {(x, y) ∈ R2 : x < 0} e as únicas possíveis
configurações do retrato de fase são um centro, um foco estável ou foco instável.

No cenário (S1), o equilíbrio do sistema ((3.1)) está localizado na origem (ou
em Γ1), e as únicas possíveis configurações para o retrato de fase são um centro, um foco
estável e um foco instável. Em todos estes casos, podemos estender o mapa esquerdo de
meio retorno de Poincaré para a origem fazendo P (0) = 0.

Finalmente, o cenário (S0) abrange vários diferentes casos (selas, nós, nós
degenerados, foco, centro e situações degeneradas sem equilíbrio). Por outro lado, para
todos eles, existe uma tangência invisível na origem e portando o mapa esquerdo de meio
retorno de Poincaré pode ser estendido para P (0) = 0.
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3.3 Expressão Integral para Mapas de Meio Retorno de Poincaré

3.3.1 Fator integrante inverso para campos lineares planares

No Capítulo 2, introduzimos o conceito de Fator Integrante Inverso associado
a um campo vetorial. Com isto, passaremos a estudar os fatores integrantes inversos
associados ao campo vetorial linear L : R2 → R2, dado por

L(x, y) = (Tx− y,Dx− a). (3.3)

Seja A a matriz associada ao sistema ((3.1)), ie,

A =
T −1
D 0

 .
Neste caso, um fator integrante inverso associado a (3.3) é uma função suave definida em
R2 satisfazendo

∇V (x, y) · L(x, y) = TV (x, y),

onde ” · ” corresponde ao produto interno usual de R2.

Em [6], Chavarriga et al. demonstraram que para todo sistema linear homogêneo
o fator integrante inverso é uma função quadrática. Se o sistema não for homogêneo mas
possui um equilíbrio, então, uma simples translação será suficiente para determinarmos
seu fator integrante inverso.

Proposição 3.2 (Proposição 3, [1]). Seja V o conjunto de todos os fatores integrantes
inversos polinomiais V (x, y) de grau menor ou igual a 2 para o sistema ( (3.1)). Então V
é um espaço vetorial de dimensão finita cuja dimensão depende dos parâmetros a, T e D.
De maneira explícita,

a) Se a2 +D2 ̸= 0, então

• Se T ≠ 0 então, B1 = {D2x2−DTxy+Dy2 + a(T 2− 2D)x− aTy+ a2} é base
de V.

• Se T = 0, então, B2 = {1, Dx2 + y2 − 2ax} é base de V.

b) Se a2 +D2 = 0, então

• Se T ̸= 0, então B3 = {y2 − Txy, y − Tx} é base de V.

• Se T = 0, então B4 = {1, y, y2} é base de V.

Demonstração. Da Proposição (2.3) segue que V é um espaço vetorial, uma vez que, somar
funções polinomiais de grau menor ou igual a 2 é uma operação fechada e multiplicar por
um escalar real são operações fechadas em V .
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Provemos então caracterização das bases de V em relação aos parâmetros a, D
e T do sistema ((3.1)).

De fato, seja V ∈ V , dado por

V (x, y) =
2∑

i+j=0
aijx

iyj,

onde aij ∈ R, para i+ j ∈ {0, 1, 2}. Então, note

∇V (x, y) = (2a20x+ a11y + a10, 2a02y + a11x+ a01).

Portanto, temos que,

∇V (x, y) · L(x, y) = −aa01

+ (−aa11 + a01D + a10Tx + (−2aa02 − a10)y

+ (−2a20 + 2a02D + a11T )xy

+ (a11D + 2a20T )x2

− a11y
2.

e assim,
∇V (x, y) · L(x, y) = TV (x, y),

se, e somente se, 

−aa01 − a00T = 0

−aa11 + a01D + a10T = 0

−2a02 − a10 − a01T = 0

−2a20 + 2a02D = 0

a11D + a20T = 0

−a11 − a02T = 0

(3.4)

Se a2 +D2 ̸= 0 e T ̸= 0, então o conjunto de soluções do sistema (3.4) é gerado
por

{(a2, a(−2D + T 2),−aT,−DT,D2, D).}

Neste caso,

B1 = {D2x2 −DTxy +Dy2 + a(T 2 − 2D)x− aTy + a2}

é base de V .

Se a2 +D2 ̸= 0 e T 2 = 0, segue que o conjunto das solução do sistema (3.4) é
gerado por

{(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0,−2a, 0, 0, D, 1)}.
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Dessa forma,
B2 = {1, Dx2 + y2 − 2ax}

é base de V .

Por outro lado, se a2 +D2 = 0 e T ̸= 0, segue que, o conjunto das soluções do
sistema (3.4) é gerado por

{(0,−T, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0,−T, 0, 1)}.

Portanto,
B3 = {y2 − Txy, y − Tx},

é base de V .

Finalmente, se a2 +D2 = 0 e T = 0, então, o conjunto das soluções do sistema
(3.4) é gerado por

{(1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1)}.

Assim,
B4 = {1, y, y2}

é base de V .

Com exeção do caso em que a2 + D2 ̸= 0 e T ̸= 0, a dimensão de V é maior
que 1. Portanto, existem fatores integrantes inversos polinomiais que são linearmente
independentes. Mais ainda, supondo que a2 +D2 ̸= 0 e T ̸= 0, V (x, y) = 1 é elemento da
base de V . Dessa forma, pelo Corolário (2.2), se a2 +D2 ≠ 0 e T ≠ 0, os fatores integrantes
inversos do sistema ((3.1)) são constantes ao longo da trajetórias de L.

Se T ̸= 0, o sistema ((3.1)) é reversível (basta notar que o sistema é invariante
sob a mudança y ↔ −y, t ↔ −t). Além disto, como polinômios constantes são fatores
integrantes inversos (pois 1 ∈ B2 ∩ B4 dadas pela Proposição 3.2). Logo, se a2 +D2 ̸= 0,
temos que qualquer fator integrante inverso é constante ao longo das trajetórias do sistema
((3.1)).

Além disso, note que, o único elemento de B1 pode ser obtido via combinação
linear dos elementos de B2, se permitirmos que T possa ser anulado. Logo, sob a condição

a2 +D2 ̸= 0, (3.5)

podemos escolher

V (x, y) = D2x2 −DTxy +Dy2 + a(T 2 − 2D)x− aTy + a2. (3.6)
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Daqui em diante, o estudo será direcionado levando em consideração as hipóteses
feitas em (3.1), garantindo a existência y0, y1 ∈ R tais que y0y1 ≤ 0 com P (y0) = y1, onde
P é o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, e (3.5), garantindo a existência de no
máximo um ponto de equilíbrio do sistema (3.1).

Assim, uma vez que escolhemos um fator integrante inverso adequado, como
discutimos no Capítulo 2, é importante determinarmos o conjunto dos zeros de V , V −1({0}).

Proposição 3.3 (Proposição 5, [1]). Seja V o fator integrante inverso do sistema (3.1)
descrito em (3.6). Então, podemos descrever V −1({0}) como sendo:

• D = 0 (caso sem equilíbrio)

• T = 0, então, V −1({0}) = ∅;

• T ̸= 0, então, V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : T 2x− Ty + a = 0}.

• D ̸= 0 (equilíbrio em (x, y) = (a/D, aT/D))

• T 2 − 4D > 0, então

V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : 2D(x− a

D
) = (T ±

√
T 2 − 4D)

(
y − aT

D

)
};

• T 2 − 4D = 0, então

V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : 2D
(
x− a

D

)
= T

(
y − aT

D

)
};

• T 2 − 4D < 0, então V −1({0}) = {(a/D, aT/D)}.

Demonstração. Se D = 0, então pela condição (3.5), a ≠ 0. Assim, o fator integrante
inverso é dado por V (x, y) = a(T 2x− Ty + a). Logo, como a ̸= 0, a conclusão segue.

Suponha que D ̸= 0. Note que, o fator integrante inverso V , pode ser escrito
como

V (x, y) = −D det

A
 x−

a

D

y − aT

D


∣∣∣∣∣
 x− a

D

]y − aT

D


 .

Assim, V se anula, se e somente se, o vetor (x − a/D, y − aT/D) pertence a um auto
espaço real associado à matriz A. Dessa forma, como os autovalores de A são dados por

λ± = 1
2(T ±

√
−4D + T 2),

cujos respectivos autovetores associados são

v± =
(
T ±
√
T 2 − 4D
2D , 1

)
,
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segue o resultado. De fato, suponha que T 2 − 4D ≥ 0. Então, (x − a/D, y − aT/D) é
autovetor de A se, e somente se, existe µ ∈ R tal que

x− a/D = µ

(
T ±
√
T 2 − 4D
2D

)
,

e
y = µ.

Com isto, segue o resultado para T 2 − 4D ≥ 0. Se T 2 − 4D < 0, não existem autovetores
reais. Logo, (x− a/D, y − aT/D) = (0, 0) é o único vetor em R2 satisfazendo

A · (x− a/D, y − aT/D) = (x− a/D, y − aT/D).

Com isto, V −1({0}) = (a/D, aT/D), como queríamos demonstrar.

Observação 3.2. A Proposição 3.3 nos diz que, dependendo dos parâmetros do sistema
(3.1), assumindo a condição (3.5), o conjunto V −1({0}), para a função V dada em (3.6),
pode ser um dos seguintes: vazio, um ponto (equilíbrio do sistema), uma reta (invariante
pelo sistema), ou um par de retas concorrentes (separatrizes invariantes do ponto de
equilíbrio do sistema).

3.3.2 Relação integral para mapas de meio retorno de Poincaré associados a
sistemas lineares

Seja G : R2 \ V −1({0})→ R2 campo vetorial dado por

G(x, y) =
(
−Dx− a
V (x, y) ,

Tx− y
V (x, y)

)
. (3.7)

A fim de estabelecermos uma orientação, considere que, dado (x, y) ∈ R2,

(x, y)⊥ = (−y, x).

Proposição 3.4. O campo G, definido nas componentes simplesmente conexas de R2 \
V −1({0}), é conservativo e ortogonal ao fluxo do sistema ( (3.1)).

Demonstração. Seja U ⊂ R2 \ V −1({0}) uma componente simplesmente conexa. Sabemos
que, G é conservativo em U se, e somente se, para todo (x, y) ∈ U , temos que

∂G2

∂x
(x, y)− ∂G1

∂y
(x, y) = 0,

onde, G = (G1, G2). Como V é fator integrante inverso do sistema ((3.1)), segue que

∇V · L = TV,
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o que implica que,
L⊥ · ∇V ⊥ = TV.

Como G = L⊥/V , então, segue que,

G · ∇V ⊥ = T.

Assim, temos que, para todo (x, y) ∈ U ,

(Dx− a)∂V
∂x

(x, y) + (Tx− y)∂V
∂y

(x, y) = TV (x, y).

Assim,

∂G2

∂x
(x, y)− ∂G1

∂y
(x, y) = 1

V (x, y)2

(
−(Dx− a)∂V

∂x
(x, y)− (Tx− y)∂V

∂y
(x, y)

+ TV (x, y)
)

= 0.

Portanto, G é conservativo em U .

Como G = L⊥

V
, então G é ortogonal ao campo L. Portanto, segue que, G é

ortogonal ao fluxo do sistema ((3.1)).

Seja ∆ : [a, b] → R2 uma curva suave por partes em R2 que não intersecta
o conjunto V −1({0}). Pela Proposição (3.3), sabemos que ∆ não intersecta nenhuma
variedade invariante do sistema ((3.1)), se estas existirem.

Suponha que 4D − T 2 > 0. Considere a seguinte mudança de variáveis
x = X + a

D

y = αX + βY + aT

D
,

(3.8)

onde α = T/2 e β =
√

4D − T 2/2. Esta mudança de coordenadas, transforma o fator
integrante inverso V em

Ṽ (X, Y ) = 4D2 − T 2D

4 (X2 + Y 2).

Seja ∆̃, nas coordenadas (X, Y ), a imagem da curva ∆ pela mudança de
variáveis (3.8). Sejam ∆̃(a) = (Xa, Ya) e ∆̃(b) = (Xb, Yb).

Então, temos que
ˆ

∆
G · dr =

ˆ
∆̃
− 1
D(X2 + Y 2)

(
XdX − TXdY√

4D − T 2
+ Y dY + TY dX√

4D − T 2

)

= −1
D

ˆ
∆̃

XdX + Y dY

X2 + Y 2 +
ˆ

∆̃

1
D(X2 + Y 2)

(
TXdY√
4D − T 2

− TY dX√
4D − T 2

)
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= −1
D

ˆ
∆̃

XdX + Y dY

X2 + Y 2 + T

D
√

4D − T 2

ˆ
∆̃

XdY − Y dX
X2 + Y 2

= −1
D

log
(
X2 + Y 2

)∣∣∣∣∣
(Xb,Yb)

(Xa,Ya)
+ T

D
√

4D − T 2

ˆ
∆̃

XdY − Y dX
X2 + Y 2 .

Se V |∆ é constante ou ∆ é uma curva fechada, então˛
∆
G · dr = T

D
√

4D − T 2

ˆ
∆̃

XdY − Y dX
X2 + Y 2

= 2πT
D
√

4D − T 2

(
1

2π

ˆ
∆̃

XdY − Y dX
X2 + Y 2

)
,

ou seja, esta integral é 2πT
(
D
√

4D − T 2
)−1

multiplicado pelo índice da curva ∆̃ em torno
do ponto (X, Y ) = (0, 0), ou, equivalentemente, o índice da curva ∆ em torno do ponto de
equilíbrio.

Note que, se ∆ for uma curva fechada e o equilibrio do sistema pertencer ao
interior de ∆, o conjunto int(∆) \ V −1({0}) não é simplesmente conexo. Por isto, não
podemos afirmar diretamente que a integral de linha anterior é identicamente nula, uma
vez que, não necessariamente o campo G será conservativo.

Para o caso em que 4D − T 2 ≤ 0, se ∆ é uma curva fechada, devido a
conservatividade do campo vetorial G, é claro que,˛

∆
G · dr = 0.

Note que, este valor também pode ser interpretado como sendo o índice da curva ∆ em
torno do equilíbrio, se existe, ou em torno de qualquer ponto o qual ∆ não o cerca.

Com esta breve observação com respeito à integral de linha do campo G em
relação a uma curva fechada ∆, temos o necessário para fornecermos uma relação integral
entre um valor e sua imagem via o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré.

Teorema 3.2 (Teorema 8, [1]). Assuma que valham a condição (3.5), que garante a
existência de no máximo um ponto de equilíbrio do sistema ( (3.1)), e a hipótese (3.1).
Sejam y1 = P (y0) a imagem de y0 pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, V o
fator integrante inverso dado na expressão (3.6), e Γ a curva de Jordan definida em (3.2)
e (Sk), para k ∈ {0, 1, 2} dados na Definição (3.1). Então,

PV
ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy = dk, (3.9)

onde

dk =


0 se k = 0,

kπT

D
√

4D − T 2
se k = 1, 2.
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Figura 1 – Cenário S0

Demonstração. Para demonstrarmos este resultado, calcularemos a integral de linha do
campo G definido em (3.7) sobre a curva Γ, positivamente orientada. Veremos que este
cálculo dependerá da posição relativa entre a curva Γ e o equilíbrio do sistema ((3.1)).

Note que, uma vez que a componente Γ2 de Γ é um arco de uma trajetória do
sistema (3.1), pela Proposição 3.4, temos que

ˆ
Γ2

G · dr = 0.

Comecemos pelo cenário (S0), isto é, Γ ∪ int(Γ) não contém nenhum equilíbrio
do sistema. Logo, pela Proposição (3.3), o fator integrante V não se anula em Γ ∪ int(Γ).
Logo, como o campo é conservativo a integral

ˆ
Γ
G · dr =

ˆ
Γ1

G · dr +
ˆ

Γ2

G · dr

se anula. Portanto, pelo comentário feito com respeito à integral de G sobre a componente
Γ2, segue que

0 =
ˆ

Γ1

G · dr =
ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy.

Com isto, provamos o cenário (S0) (veja Figura 1).
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Figura 2 – Cenário S2

Considere, agora, o cenário (S2). Neste caso, temos que o ponto de equilíbrio
existe e pertence a int(Γ), e mais ainda, pela Proposição (3.3) deve ser o único ponto em
que o fator integrante V se anula.

Portanto,

ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy =

ˆ
Γ1

G · dr =
ˆ

Γ
G · dr.

Pelo comentário sobre a integral de G sobre uma curva fechada qualquer em
R2, feito anteriormente, temos que

˛
Γ
G · dr = 2πT

D
√

4D − T 2
,

pois,
1

2π

ˆ
∆̃

XdY − Y dX
X2 + Y 2 = 1.

Assim, provamos a relação integral para o cenário (S2) (veja Figura 2.

Finalmente, suponha que o equilíbrio, se existir, é a origem ou pertence a Γ1.
Sem perda de generalidade, assuma que o único ponto de equilíbrio é a origem. Neste caso,
a = 0 e D ̸= 0. Como vimos nos cenários anteriores,

ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy =

ˆ
Γ1

G · dr =
ˆ

Γ
G · dr.

Entretanto, a integral
ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy =

ˆ y1

y0

−1
Dy

dy
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Figura 3 – Cenário S1

é divergente. Como o único equilíbrio do sistema está sobre a curva Γ, não poderemos
proceder como anteriormente. Portanto, dado ε > 0 suficientemente pequeno, defina a
seguinte curva

Γ̃ε = Γε
11 ∪ Γ2 ∪ Γε

12 ∪ Γε
3,

onde,
Γε

11 = {(0, y) ∈ Γ1 : y ∈ [y1,−ε]},

Γε
12 = {(0, y) ∈ Γ1 : y ∈ [ε, y0]},

e
Γε

3 = (∂Bε((0, 0))) ∩ {(x, y) ∈ R2 : x < 0},

onde ∂Bε((0, 0)) é a fronteira da bola centrada em (0, 0) de raio ε (veja Figura 3. Com
isto, ˆ

Γ̃ε

G · dr =
ˆ

Γε
11

G · dr +
ˆ

Γ2

G · dr +
ˆ

Γε
12

G · dr +
ˆ

Γε
3

G · dr

=
ˆ y0

ε

−1
Dy

dy +
ˆ −ε

y1

−1
Dy

dy +
ˆ

Γε
3

G · dr.

Note que, como V se anula apenas na origem, então, G é conservativo em int(Γ̃ε). Portanto,
a igualdade anterior implica que,ˆ y0

ε

−1
Dy

dy +
ˆ −ε

y1

−1
Dy

dy = −
ˆ

Γε
3

G · dr = πT

D
√

4D − T 2
.

Tomando o limite para ε→ 0, segue o resultado para o valor de Cauchy da integral. Com
isto, provamos o cenário (S1), e consequentemente, o teorema .
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Observação 3.3. Como verificamos anteriormente, uma vez que o sistema ( (3.1)) é
invariante via a mudança de coordenadas (x, y, a) ↔ (−x,−y,−a), tomando y0 como
imagem de y1 pelo mapa direito de meio retorno de Poincaré, a mesma expressão integral
(3.9) pode ser obtida, trocando dk por −dk, em cada cenário.

Portanto, note que, o estudo dos mapas de meio retorno de Poincaré não mais
estão relacionados ao estudo caso-a-caso em função do espectro da matriz A. Doravante, o
estudo destes mapas pode ser feito estudando as curvas de nível de uma única função,

F(y1, y0) = PV
ˆ y1

y0

−y
V (0, y)dy, (3.10)

onde V é o fator integrante inverso dado em (3.6). Esta função recebe o nome de Função
do Tipo Índice.

Note que, a informação qualitativa dos sistemas lineares estão atreladas ao
espectro da matriz correspondente. Sendo assim, naturalmente, esperamos encontrar
alguma relação entre a função do tipo índice e o espectro da matriz. Para isto, denotando
PA o polinômio característico da matriz A, é fácil ver que, para todo y ̸= 0, temos que,

V (0, y) = y2PA

(
a

y

)
.

De fato, como
PA(x) = D − Tx+ x2,

então
y2PA

(
a

y

)
= a2 − aTy +Dy2 = V (0, y).

O próximo passo é estudar as curvas de nível da função F e suas propriedades
para obtermos informações com respeito dos mapas de meio retorno de Poincaré.

3.4 Análise da função do tipo índice
Como vimos na seção anterior, para y0 e y1 dados pela Hipótese (3.1), a função

F(y0, y1) assume três valores a depender da posição relativa entre o equilíbrio do sistema
((3.1)) e a curva Γ.

Entretanto, gostaríamos de encontrar um domínio de definição da função F ,
de forma que consigamos evitar os zeros não triviais de V (0, y). Veremos que, embora a
integral da função F possa ser calculada nestes pontos via valor principal de Cauchy, os
mapas de meio retorno de Poincaré não podem ser definidos.

Para tanto, defina

I = {y ∈ R : (0, y) ∈ int(C ∪ {(0, 0)})}, (3.11)
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onde C é a única componente conexa maximal de R2 \ V −1({0}) que contem dois pontos
(0, ξ1) e (0, ξ2) tais que ξ1ξ2 < 0. Esclareçamos esta definição.

Proposição 3.5. Seja V o fator integrante inverso do sistema ( (3.1)) dado em (3.6). En-
tão, existe um conjunto conexo maximal C de R2 \V −1({0}) tal que existem (0, ξ1), (0, ξ2) ∈
C tais que ξ1ξ2 < 0.

Demonstração. Pela Proposição 3.3, o conjunto V −1({0}), para a função V dada em (3.6),
pode ser um dos seguintes: vazio, um ponto (equilíbrio do sistema), uma reta (invariante
pelo sistema), ou um par de retas concorrentes (separatrizes invariantes do ponto de
equilíbrio do sistema).

De fato, se D = 0, então não existe equilibrio do sistema e, ou V −1({0}) = ∅, e
portanto, C = ∅, ou

V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : T 2x− Ty + a = 0}.

Neste caso, como D = 0, a condição (3.5) implica que a ≠ 0. Sendo assim, (0, 0) ̸∈ V −1({0}).
Logo, a depender do sinal de a, podemos escolher C como sendo

i) C = {(x, y)) ∈ R2 : T 2x− Ty + a > 0}, se a > 0, ou

ii) C = {(x, y)) ∈ R2 : T 2x− Ty + a < 0}, se a < 0.

Suponha agora que D ̸= 0. Logo, o único equlíbrio do sistema ((3.1)) é
(a/D, aT/D). Suponha que a ̸= 0. Então, se T 2 − 4D > 0 tome C como sendo o sub-
conjunto conexo entre as separatizes de A que contem a origem. Se T 2 − 4D = 0, então
o conjunto V −1({0}) é uma reta invariante do sistema passando pelo equilíbrio. Como
estamos supondo que a ̸= 0, então, a origem não pertence a esta reta. Logo, podemos
tomar C como sendo o subconjunto conexo de R2 que não intercepta V −1({0}) que contem
a origem. Finalmente, se T 2 − 4D < 0, então V −1({0}) = {(a/D, aT/D)}, e podemos
tomar C = R2 \ V −1({0}).

Suponhamos que a = 0, ou equivalentemente, a origem é o único equilíbrio do
sistema ((3.1)). Neste caso, se T 2 − 4D ≥ 0, não podemos definir C conexo satisfazendo as
propriedades necessárias, uma vez que,

V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : 2Dx = (T ±
√
T 2 − 4D})y}, se T 2 − 4D > 0,

ou
V −1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : 2Dx = Ty}, se T 2 − 4D = 0.

Por outro lado, se T 2−4D < 0, temos que C = R2 \{(0, 0)}, pois V −1({0}) = {(0, 0)}.
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Pela Proposição 3.5, por um lado, se a ̸= 0, então,

I = {y ∈ R : (0, y) ∈ int(C}),

uma vez que (0, 0) ̸∈ V −1({0}). Por outro lado, se a = 0, então:

• Se a origem for um foco ou um centro, I = R;

• Se origem for sela ou nó, I = ∅.

Observe que, o domínio I é não vazio justamente nos casos em que podemos
definir os mapas de meio retorno de Poincaré para o sistema ((3.1)).

Proposição 3.6. Suponha que I ≠ ∅. Então, se a ̸= 0 (resp., a = 0), V (0, y) > 0 para
todo y ∈ I (resp., y ∈ I \ {0}). Mais ainda, I = (µ1, µ2) onde −∞ ≤ µ1 < 0 < µ2 ≤ +∞.
Além disso, se −∞ < µ1 (resp. µ2 < +∞), então V (0, µ1) = 0 (resp. V (0, µ2) = 0.

Demonstração. Se a ̸= 0, então, V (0, 0) = a2 > 0. Portanto, se existisse y ∈ I tal que
V (0, y) = 0, deveria existir y′ ∈ I \ {0} tal que V (0, y′) = 0. Isso implicaria que (0, y′) ∈ C,
o que contradiz a definição de C.

Suponha que a = 0. Então, como I ̸= ∅, temos que T 2 − 4D < 0. Isto implica
que, D > T 2/4 ≥ 0. Assim, temos que

V (0, y) = Dy2 > 0, ∀y ∈ I \ {0}.

Note que, da construção de I, é claro que I é um conjunto conexo. Logo,
como I ⊂ R, podemos escrever I = (µ1, µ2). Assim, da maximalidade de C, temos que se
µ1 > −∞ (resp. µ2 < +∞), V (0, µ1) = 0 (resp. V (0, µ2) = 0).

Seja h uma função definida em I, se a ̸= 0, e em I \ {0}, se a = 0, dada por

h(y) = −y
V (0, y) = −y

Dy2 − aTy + a2 . (3.12)

Da Proposição 3.5, a função h é estritamente positiva para y < 0 e estritamente negativa
se y > 0. Como, para i = 1, 2 os limites µi ou são infinitos ou V (0, µi) = 0, qualquer
integral de h envolvendo qualquer um desses pontos é imprópria, e mais ainda, divergente.
De fato, para todo a ̸= 0 e z ∈ I, temos queˆ µ2

z

h(y)dy = −∞ e
ˆ z

µ1

h(y)dy =∞. (3.13)

Além disso, se a = 0, então h(y) = −1
Dy

. Como D ≠ 0, qualquer integral
envolvendo y = 0 é também uma integral imprópria divergente.

A partir de agora, estudaremos a função F restrita ao conjunto I2 = I × I. O
próximo resultado descreve a região de I2 na qual F é analítica.
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Lema 3.1 (Lema 12, [1]). Assuma que I = (µ1, µ2) ̸= ∅. Então, F dada em (3.10) é
analítica em

a) I2, se a ̸= 0,

b) I2 \ {(y1, y0) ∈ R2 : y1y0 = 0}, se a = 0.

Demonstração. Suponha que a ̸= 0. Então,

h(y) = −y
Dy2 − aTy + a2 ,

é análitica em todo I, uma vez que V (0, y) > 0 para todo y ∈ I. Portanto,

F(y1, y0) =
ˆ y0

y1

h(y)dy

é analítica em todo I2.

Se a = 0, então,

F(y1, y0) = PV
ˆ y0

y1

−1
Dy

dy

= lim
ε→0

(ˆ −ε

y1

−1
Dy

dy +
ˆ y0

ε

−1
Dy

dy

)

= 1
D

lim
ε→0

(
log

∣∣∣∣y1

ε

∣∣∣∣− log
∣∣∣∣∣ εy0

∣∣∣∣∣
)

= 1
D

log
∣∣∣∣∣y1

y0

∣∣∣∣∣ ,
que é analítica para todo (y1, y0) ∈ R2 tais que y1y0 ̸= 0.

Observação 3.4. Pelo Lema 3.1, se a = 0 a função F não pode ser definida no conjunto
{(y1, y0) ∈ R2 : y0y1 = 0}. Mais ainda, neste caso, podemos dizer que a expressão F(0, 0)
pode assumir valores arbitrariamente grandes. De fato, note que, da expressão obtida para
F na demonstração do Lema 3.1, temos que

lim
y1→0
y0 ̸=0

F(y1, y0) = − sign(D) · ∞

e
lim

y0→0
y1 ̸=0

F(y1, y0) = sign(D) · ∞.

Por outro lado, se considerarmos o caminho y1 = cy0 para c ̸= 0, então

lim
y0→0
F(cy0, y0) = log |c|

D
.
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Como vimos no Teorema (3.2), os mapas de meio retorno de Poincaré pertencem
a alguma curva de nível da função F . Sendo assim, o próximo resultado é dedicado ao
estudo das curvas de nível de F restrita a I2. Mais ainda, veremos que essas curvas pode
ser vistas como gráficos de funções reais analíticas definidas em I.

Teorema 3.3 (Teorema 14, [1]). Seja F a função do tipo índice dada em (3.10) e V
fator integrante inverso do sistema ( (3.1)) dado em (3.6). Além disso, assuma que a
condição (3.5) é verdadeira e o intervalo I = (µ1, µ2) é não vazio. Então, para cada q ∈ R
existem duas funções reais analíticas distintas ϕq, φq : I −→ I tal que a curva de nível
Cq = {(y1, y0) ∈ I : F(y1, y0) = q} é a união dos gráficos de ϕq e φq. Mais ainda, ambas
funções são soluções da seguinte equação diferencial

y1V (0, y0)dy1 − y0V (0, y1)dy0 = 0 (3.14)

em I. Mais precisamente,

• Para a = 0, então Cq = {(y1, y0) ∈ I2 : (y1 − ϕq(y0))(y1 − φq(y0)) = 0}, onde
ϕq(z) = eDqz e φq(z) = −eDqz para z ∈ I.

• Para a ̸= 0 e q = 0 então

C0 =
{
(y1, y0) ∈ I2 : (y1 − ϕq(y0))(y1 − φq(y0)) = 0

}
,

onde ϕ0 = id, φ0 é uma involução em I e φ0(0) = 0.

• Para a ̸= 0 e q ̸= 0, então

Cq =
{
(y1, y0) ∈ I2 : (y1 − ϕq(y0))(y1 − φq(y0)) = 0

}
, se q > 0,

e
Cq =

{
(y1, y0) ∈ I2 : (y0 − ϕq(y1))(y0 − φq(y1)) = 0

}
, se q < 0,

onde cada função φq é unimodal em I, a função sign(q)φq tem um máximo negativo
estrito na origem e vale a equivalência, ϕq = φ−q. Mais ainda, as funções restritas

φq : [0, µ2) −→ (µ1, φq(0)], para q > 0

φq : (µ1, 0] −→ [φq(0), µ2), para q < 0
(3.15)

são bijetivas.

Demonstração. Se a = 0, então pela Observação (3.4), a função F não está definida no
conjunto {(y1, y0) ∈ R2 : y1y0 = 0}. Mais ainda, pelo Lema (3.1), sabemos que

F(y1, y0) = 1
D

log
∣∣∣∣∣y1

y0

∣∣∣∣∣ .
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Assim, seja q ∈ R. Pela expressão anterior, temos que,

F(y1, y0) = q ⇐⇒ |y1| = eDq|y0|. (3.16)

Por outro lado, como estamos supondo que a = 0, a equação diferencial (3.14) é equivalente
a

y1y0(y0dy1 − y1dy0) = 0,

que é trivialmente satisfeita por retas passando pela origem. Assim, da expressão (3.16),
tomamos ϕq(z) = eDqz e φq(z) = −eDqz e portanto,

Cq = {(y1, y0) ∈ I2 : (y1 − ϕq(y0))(y1 − φq(y0)) = 0},

com ϕq e φq satisfazendo a equação diferencial ordinária (3.14).

A partir de agora, assumiremos que a ̸= 0. Assim, na definição da função F
não precisamos incluir o valor principal de Cauchy, uma vez que V (0, 0) ̸= 0. Assim, temos
que as derivadas parciais de F são

∂F
∂y1

(y1, y0) = y1

V (0, y1)
e ∂F
∂y0

(y1, y0) = −y0

V (0, y0)
. (3.17)

Mais ainda, para todo q ∈ R, qualquer função definida implicitamente pela equação
F(y1, y0) = q satisfaz

0 = dF = y1

V (0, y1)
dy1 −

−y0

V (0, y0)
dy0,

que é equivalente à equação diferencial (3.14), uma vez que V (0, y) > 0 para todo y ∈ I.

Provaremos a existência das funções ϕq e φq. De (3.17), para y0 ∈ I, temos que
a função F(·, y0) satisfaz os seguintes itens:

• é estritamente decrescente em (µ1, 0);

• é estritamente crescente em (0, µ2).

Pelas expressões (3.13), temos que, para todo y0 ∈ I,

lim
y1↘µ1

F(y1, y0) = lim
y1↗µ2

F(y1, y0) = +∞.

Por fim, uma vez que V (0, y) > 0 para todo y ∈ I, então F(0, y0) < 0 para todo y0 ∈ I\{0}.
Mais ainda, F(0, 0) = 0.

Afirmação 3.3.1. Seja q = 0. Para todo y0 ∈ I \ {0} existem dois valores distintos e
únicos ϕ0(y0), φ0(y0) ∈ I tais que F(ϕ0(y0), y0) = F(φ0(y0), y0) = 0. Mais ainda, vale que
ϕ0(y0)φ0(y0) < 0.
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Demonstração. Provaremos a existência de ϕ0(y0). Para φ0(y0) é análogo.

Para y0 ∈ I, temos que

lim
y1↘µ1

F(y1, y0) = +∞.

Portanto, existe ỹ ∈ (µ1, 0) tal que F(ỹ, y0) > 0. Como F(0, y0) < 0, então, existe
ϕ0(y0) ∈ (µ1, 0) tal que F(ϕ0(y0), y0) = 0. Uma vez que F(·, y0) é estritamente decrescente
em (µ1, 0), então ϕ0(y0) é único.

Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que y0ϕ0(y0) > 0. Mais
ainda, se ϕ0 e φ0 pudessem ser estendidas para y0 = 0, então teríamos que ϕ0(0) = φ0(0) =
0, uma vez que y1 = 0 é a única solução de F(y1, 0) = 0 em I.

Portanto, como y0ϕ0(y0) > 0 e F(y0, y0) = 0 para todo y0 ∈ I, temos que a
função ϕ0 é a identidade de I. Mais ainda, existe uma função F∗ definida em I2 tal que
F(y1, y0) = (y1 − y0)F∗(y1, y0) tal que F∗(φ(y0), y0) = 0 para todo y0 ∈ I \ {0}, uma vez
que F(φ(y0), y0) = 0 e ϕ0(y0)φ0(y0) < 0.

Como ϕ0 é a função identidade, então é claro que ϕ0 é analítica em I. Note
que, pelas derivadas parciais de F calculadas em (3.17), sabemos que

∂F
∂y1

(φ0(y0), y0) ̸= 0,∀y0 ∈ I \ {0}.

Então, pelo Teorema da Função Inversa para funções reais analíticas, uma vez que F
é analítica em I2, segue que, a função φ0 é analítica em I \ {0} (veja o Teorema 2.3.5
em [7]).

Provaremos que φ0 pode ser analiticamente estendida para y = 0. Primeira-
mente, estudemos a seguinte relação entre as derivadas parciais de ordem superior da
função F .

Afirmação 3.3.2. Para n ≥ 1,

∂nF
∂yn

1
(y0, y1) = −∂

nF
∂yn

0
(y0, y1), ∀(y1, y0) ∈ I2.

Demonstração. Primeiramente, observe que, das expressões obtidas em (3.17), temos
que as derivadas parciais mistas de F se anulam. Por outro lado, note que, para todo
(y1, y0) ∈ I2, temos que

∂F
∂y1

(y1, y0) = y1

V (0, y1)
= −

(
−y1

V (0, y1)

)
= −∂F

∂y0
(y0, y1).

Assim, fixado ȳ ∈ I, defina G1,G2 : I −→ R dadas por

G1(y) = F(y, ȳ) e G2(y) = F(ȳ, y).
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Portanto,
G ′

1(y) = −G ′
2(y),∀y ∈ I.

Dessa forma, para n inteiro positivo, segue que

G(n)
1 (y) = −G(n)

2 (y),∀y ∈ I.

Assim, dados (y1, y0) ∈ I2, tome ȳ = y0 e defina as funções G1 e G2 como
anteriormente. Portanto,

G(n)
1 (y0) = −G(n)

2 (y0),

o que prova o enunciado.

Portanto, F∗ é analítica numa vizinhança da origem. Mais ainda, como F(y1, y0) =
(y1 − y0)F∗(y1, y0), temos que

∂F
∂y1

(y1, y0) = F∗(y1, y0) + (y1 − y0)
∂F∗

∂y1
(y1, y0). (3.18)

Logo,
F∗(0, 0) = ∂F

∂y1
(0, 0) = 0.

Além disso, derivando (3.18) em relação a y1, temos que

∂2F
∂y2

1
(y1, y0) = ∂F∗

∂y1
(y1, y0) + ∂F∗

∂y1
(y1, y0) + (y1 − y0)

∂2F∗

∂y2
1

(y1, y0).

Portanto,
a−2 = ∂2F

∂y2
1

(0, 0) = 2∂F
∗

∂y1
(0, 0).

De maneira análoga, provamos para derivada parcial em relação a y0. Dessa forma, pelo
Teorema da Função Implícita para funções reais analíticas aplicado a F∗ na origem, temos
que φ0 pode ser analíticamente estendida para y0 = 0 e φ0(0) = 0.

Finalmente, como

F(y0, y1) = −F(y0, y1),

então, segue que
0 = F(φ0(y0), 0) = −F(y0, φ0(y0)).

Portanto, φ0(φ0(y0)) = y0 para todo y0 ∈ I. Logo, a função φ0 : I −→ I é uma involução.

Seja q ∈ R tal que aq ̸= 0.

Afirmação 3.3.3. Suponha que q > 0. Então, para todo y0 ∈ I existem dois valores
distintos e únicos ϕq(y0), φq(y0) ∈ I tais que F(ϕq(y0), y0) = F(φq(y0), y0) = q. Mais
ainda, vale que ϕq(y0)φq(y0) < 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que φq é
uma função estritamente negativa.
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Demonstração. Seja y0 ∈ I. Como observamos anteriormente, uma vez que

lim
y1↘µ1

F(y1, y0) = +∞,

existe ỹ ∈ (µ1, 0) tal que F(ỹ, y0) > q. Por outro lado, temos que F(0, y0) < 0. Assim,
existe ϕq(y0) ∈ (µ1, 0) tal que F(ϕ1(y0), y0) = q. Como a função F(·, y0) é estritamente
decrescente em (µ1, 0), então o valor ϕq(y0) é único. De maneira análoga, prova-se a
existência de um valor φq(y0) ∈ (0, µ2) tal que F(φq(y0), y0) = q, de forma que φq(y0) seja
único em (0, µ2).

Se q > 0, então existem funções ϕq e φq tais que

F(ϕq(y0), y0) = F(φq(y0), y0) = q,∀y0 ∈ I.

Pelo Teorema da Função Implícita para funções reais analíticas, temos que as funções ϕq e
φq são analíticas em todo I, uma vez que F é analítica em I2 e

∂F
∂y1

(y1, y0) = y1

V (0, y1)
̸= 0,∀(y1, y0) ∈ I \ {0} × I.

Mais ainda, as funções ϕq e φq satisfazem as seguintes desigualdades

y0
dϕq

dy0
(y0) = y2

0V (0, ϕq(y0))
ϕq(y0)V (0, y0)

> 0, y0
dφq

dy0
(y0) = y2

0V (0, φq(y0))
φq(y0)V (0, y0)

< 0, (3.19)

para todo y0 ∈ I \ {0}. De fato, note que, como a função φq satisfaz

F(φq(y0), y0) = q,

então, temos que, para todo y0 ∈ I,

∂F
∂y1

(φq(y0), y0)
dφq

dy0
(y0) + F

∂y0
(φq(y0), y0) = 0.

Assim,
dφq

dy0
(y0) = y0V (0, φq(y0))

φq(y0)V (0, y0)
.

Analogamente, prova-se que, para todo y0 ∈ I, temos que

dϕq

dy0
(y0) = y0V (0, ϕq(y0))

ϕq(y0)V (0, y0)
.

Dessa forma, como φq é estritamente negativa, e φq(y0)ϕq(y0) < 0, seguem as desigualdades.

Mais ainda, de (3.19), para todo y0 ∈ I \ {0}, temos que

sign(y0) = sign
(
dϕq

dy0
(y0)

)
,
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e portanto, ϕq é estritamente crescente em (0, µ2) e estritamente decrescente em (µ1, 0).
Assim, ϕq é unimodal com ponto de mínimo em y0 = 0. De maneira análoga, temos que,
para todo y0 ∈ I \ {0},

sign(y0) = − sign
(
dφq

dy0
(y0)

)
,

e dessa forma, φq é estritamente decrescente em (0, µ2) e estritamente crescente em (µ1, 0).
Portanto, φq é unimodal com ponto de máximo em y0 = 0.

Para q < 0, podemos construir o mesmo argumento substituindo y1 por y0 e
assumindo que φq é estritamente positiva. Além disso, uma vez que

F(y1, y0) = −F(y0, y1),

temos que ϕq = φ−q para todo q ∈ R \ {0}. Por fim, pela divergência das integrais em
(3.13), segue que as funções φq dadas em (3.15) são bijetivas.

Observação 3.5. Note que, na demonstração dos dois primeiros itens do Teorema 3.3,
escrevemos y1 em função de y0. Entretanto, de maneira análoga, poderíamos escrever y0

em função de y1.

Observação 3.6. Os gráficos das funções restritas dadas em (3.15) estão contidas no quarto
quadrante, uma vez que, para q > 0, a função φq é estritamente negativa e estritamente
decrescente em (0, µ2), e para q < 0, a função φq é estritamente positiva e estritamente
decrescente em (µ1, 0). Note que, o quarto quadrante {(x, y)R2 : y < 0 < x} é onde
podemos definir o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré.

Corolário 3.1. Seja q ∈ R. Então toda curva de nível de F em I2 é uma órbita do
seguinte sistema planar polinomial cúbicoẋ = yV (0, x)

ẏ = xV (0, y).
(3.20)

Reciprocamente, se a ̸= 0, toda órbita de (3.20) em I2 é uma curva de nível de F . Se
a = 0, isto é válido com exceção dos eixos coordenados, que são preenchidos por pontos de
equilíbrio do sistema.

Demonstração. Para verificarmos a ida, note que, quaisquer funções φq e ϕq satisfazem
a equação diferencial (3.14) e portanto, satisfazem o sistema de equações diferenciais do
enunciado.

Por outro lado, seja γ uma órbita do sistema (3.20). Se a ̸= 0, então, temos que

dF
dt

(γ(t) = dF(γ(t)).γ′(t) = 0.
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Assim, γ pertence a uma curva de nível de F . Este argumento é análogo se considerarmos
uma curva γ em R2 \ {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}.

A análise das curvas de nível da função do tipo índice F nos levou a funções
bijetivas φq restritas ao quarto quadrante. Para valores concretos de q, estas funções (se
q ≥ 0) ou suas inversas (se q < 0) definirão o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré
como veremos na seção a seguir.

3.5 Mapas de Meio Retorno de Poincaré e o Tempo de Voo
Nesta seção, utilizaremos os resultados obtidos na seção anterior para provarmos

um resultado recíproco ao Teorema (3.2), isto é, mostraremos que, para certos valores dos
parâmetros, a relação integral

PV
ˆ y0

y1

−y
V (0, y)dy = cT

define o Mapa de Meio Retorno de Poincaré.

Lema 3.2 (Lema 18, [1]). Considere o fator integrante inverso V dado em (3.6) e a função
do tipo índice definida em (3.10). Suponha que valha a condição (3.5) e que o intervalo
aberto I definido em (3.11) é não vazio. Sejam c ∈ R e y0, y1 ∈ I tais que F(y1, y0) = cT .
Então,

log
(
V (0, y1)
V (0, y0)

)
= T

(
2Dc+

ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy
)
. (3.21)

Mais ainda, se D ̸= 0, a equação (3.21) equivale a

F(y1, y0) = cT.

Demonstração. Suponha que D ̸= 0. Então, pela condição (3.5), temos que a ̸= 0 e
portanto, segue queˆ y1

y0

a

V (0, y)dy =
ˆ y0

y1

a

−aTy + a2dy

=
ˆ y0

y1

1
a− Ty

dy

= 1
T

(− log(a− Ty0) + log(a− Ty1))

= 1
T

log
(
V (0, y1)
V (0, y0)

)
,

o que prova a equação (3.21).

Suponha agora que Da ̸= 0. Então, na definição de F , não precisamos mais
considerar o Valor Principal de Cauchy, ie,

F(y1, y0) =
ˆ y0

y1

−y
V (0, y)dy.
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Note que,

cT =
ˆ y0

y1

−y
V (0, y)dy = −1

2D

ˆ y0

y1

2Dy − aT
Dy2 − aTy + a2dy + 1

2D

ˆ y0

y1

−aT
Dy2 − aTy + a2 .

Isto implica que

2DcT + T

ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy = −
ˆ y0

y1

2Dy − aT
Dy2 − aTy + a2dy.

Por outro lado, temos que
ˆ y0

y1

2Dy − aT
Dy2 − aTy + a2dy = log

(
V (0, y0)
V (0, y1)

)
,

o que prova a equação (3.21).

Finalmente, se a = 0, então D ̸= 0, e

2DcT = 2DPV
ˆ y0

y1

−y
V (0, y)dy = 2 log

∣∣∣∣∣y1

y0

∣∣∣∣∣ = log
(
V (0, y1)
V (0, y0)

)
,

concluindo a demonstração.

Observação 3.7. A equação (3.21), quando analisada junto à equação (2.8), nos sugere
que o tempo de vôo esquerdo seja

τ(y0) = 2Dc+
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy,

uma vez que, Ψ(τ(y0), y0) = (0, y1), onde Ψ é o fluxo do campo (3.3).

Teorema 3.4 (Teorema 19, [1]). Seja V o fator integrante inverso do sistema ( (3.1))
dado em (3.6) e F função do tipo índice definida em (3.10). Assuma que valha a condição
(3.5) e que o intervalo I, definido em (3.11), é não vazio. Sejam c ∈ R, y0, y1 ∈ I tais
que y0 ≥ 0 e y1 ≤ 0 com

F(y1, y0) = cT. (3.22)

Suponha que valham uma das seguintes situações:

i. c = 0 e a > 0,

ii. c = π

D
√

4D − T 2
∈ R e a = 0,

iii. c = 2π
D
√

4D − T 2
∈ R e a < 0.

Então, y1 é a imagem de y0 pelo mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré em relação à
seção Σ = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}. Mais ainda, o tempo de vôo esquerdo correspondente é

τ(y0) = 2Dc+
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy. (3.23)
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Demonstração. O resultado é válido para os casos em que y0 = y1 = 0 e (0, 0) é uma
tangência invisível ou equilíbrio do sistema ((3.1)), ie, y0 = y1 = 0 e a ≥ 0. De fato, se
(0, 0) é uma tangência invisível e y0 = y1 = 0, segue que τ(y) tende a 0 quando y tende a
0 e portanto, τ(0) = 0. Entretanto, quando a origem é um ponto de equilíbrio do sistema,
como a existência do mapa de Poincaré implica que 4D − T 2 > 0, em [8] provou-se que
τ(y0) = 2π√

4D − T 2
para qualquer y0 > 0 e portanto, naturalmente, podemos escolher

τ(0) = 2π√
4D − T 2

.

Daqui em diante, suponha que existem y0, y1 ∈ I tais que y0 ≥ 0 e y1 ≤ 0
satisfazendo (3.22). Assuma que um dos itens i., ii. ou iii. valham. Defina

τ̃ = 2Dc+
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy,

e seja Ψ(t, y0) = (Ψ1(t, y0),Ψ1(t, y0)) o fluxo do campo L passando por (0, y0) em t = 0. Sob
estas hipóteses, provaremos que o teorema estará demonstrado se provarmos as seguintes
afirmações:

(C1) τ̃ > 0.

(C2) Ψ1(t, y0) < 0 para todo t ∈ (0, τ).

(C3) Ψ(τ̃ , y0) = (0, y1).

Afirmação 3.4.1. τ̃ > 0.

Demonstração. Assuma que c = 0 e a > 0. Então, como y0, y1 ∈ I, V (0, y) > 0 e portanto,

τ̃ =
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy > 0,

pois y0 > y1.

Suponha agora que c = π

D
√

4D − T 2
e a = 0. Então,

τ̃ = 2D π

D
√

4D − T 2
> 0.

Finalmente, se c = 2π
D
√

4D − T 2
∈ R e a < 0, então

0 ≤
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy ≤
ˆ ∞

−∞

a

V (0, y)dy = 2π√
4D − T 2

= Dc.

Assim
τ̃ = 2Dc+

ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy > Dc+
ˆ y0

y1

a

V (0, y)dy ≥ 0.
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Daqui em diante, assumiremos que T ̸= 0. Uma vez provado o teorema para este caso,
poderemos estender, via continuidade das soluções das EDOs e das integrais, para o caso
T = 0.

Afirmação 3.4.2. Ψ1(τ̃ , y0) ≥ 0 e Ψ1(t, y0) < 0 para todo t ∈ (0, τ̃).

Demonstração. Assuma que exista τ ∗ ∈ (0, τ̃ ] tal que Ψ1(τ ∗, y0) = 0 e Ψ1(t, y0) < 0 para
todo t ∈ (0, τ ∗). Logo, temos que y∗

1 := P (y0) ≤ 0, e pelo Teorema (3.2), temos que

F(y1, y0) = cT,

para o valor de c correspondente às situações i), ii) e iii) do enunciado. Pelo Teorema (3.3),
as funções φcT são bijetivas quando y0 ≥ 0 e y1 ≤ 0. Portanto, como F(y1, y0) = cT por
hipótese, segue que, y∗

1 = y1.
Note que, pela expressão (2.8), sabemos que

V (0, y∗
1) = exp(Tτ ∗)V (0, y0).

Por outro lado, pela equação (2.8), temos que

V (0, y1) = exp(T τ̃)V (0, y0).

Como estamos assumindo que T ̸= 0 e sabendo que V (0, y0) > 0, temos que τ̃ = τ ∗, o que
conclui a demonstração da Afirmação.

Afirmação 3.4.3. Ψ(τ̃ , y0) = (0, y1).

Demonstração. Considere o campo ortogonal ao fluxo G, definido em (3.7). Sejam

• Γ̃1 = {(0, y) ∈ R2 : y ∈ (y1, y0)},

• Γ̃2 = {Ψ(t, y0) : t ∈ [0, τ̃)}.

Seja (x̃, ỹ) = Ψ(τ̃ , y0). Mais uma vez, usando as expressões (2.8) e (3.21), temos que

V (x̃, ỹ) = V (Ψ(τ̃ , y0)) = exp(T τ̃)V (0, y0) = V (0, y1).

Assim, (x̃, ỹ) e (0, y1) pertence à mesma curva de nível de V tal que V (x̃, ỹ) = V (0, y1) > 0,
pois y1 ∈ I. Logo, considere Γ̃3 tal que a curva

Γ̃ = Γ̃1 ∪ Γ̃2 ∪ Γ̃3

satisfaça as seguintes propriedades (veja Figura 4):

1. Para o caso i. do enunciado, Γ̃ não contem nenhum equlíbrio em seu interior.
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2. Para o caso ii. do enunciado, o equilíbrio do sistema pertence a Γ̃1 (o que é satisfeito
trivialmente, neste caso).

3. Para o caso iii. do enunciado, o equilíbrio do sistema percente ao interior da curva Γ̃.

Como procedemos na demonstração do Teorema (3.2), sabemos que,

F(y1, y0) =
˛

Γ̃
G · dr.

Por outro lado,
F(y1, y0) = PV

ˆ y0

y1

−y
V (0, y)dy.

Assim, como G é ortogonal ao fluxo de L,
ˆ

Γ̃2

G · dr = 0.

Portanto, ˆ
Γ̃3

G · dr = 0.

Como V
∣∣∣
Γ̃3

é constante, considere uma parametrização de Γ̃3 dada por r(s) = (x(s), y(s))
para s ∈ [s0, s1] de forma que

r′(s) = ∇V (x(s), y(s))⊥, ∀s ∈ [s0, s1].

Portanto,

0 =
ˆ

Γ̃3

G · dr =
ˆ s1

s0

G(x(s), y(s)) · ∇V (x(s), y(s))⊥ds = T (s1 − s0).

Como T ̸= 0, segue que s0 = s1, e portanto, (x̃, ỹ) = (0, y1). Logo, Ψ(τ̃ , y0) = (0, y1), o
que prova a afirmação.

Assim, fica provado o teorema.

Uma conclusão imediata dos Teoremas 3.2 e 3.4 é o seguinte corolário:

Corolário 3.2 (Corolário 21, [1]). Suponha que valha a condição (3.5) e que o intervalo
I = (µ1, µ2) definido em (3.11) é não vazio. Sejam φq, para q ∈ R, as funções dadas pelo
Teorema (3.3). Assuma que c ∈ R satisfaça alguma das condições i., ii., iii. dadas no
enunciado do Teorema (3.4).

Então, se T ≥ 0, o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré do sistema
( (3.1)) relacionado à seção Σ é φcT : [0, µ2) −→ (µ1, φcT (0)].

Se T < 0, então o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré do sistema
( (3.1)) relacionado à seção Σ é φ−1

cT : [φcT (0), µ2) −→ (µ1, 0].
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Figura 4 – Curva Γ no Teorema (3.4)

Outra conclusão que podemos obter do Teorema 3.4, juntamente com o Corolário
3.2 e com o Teorema 3.3, se relaciona à analiticidade do mapa esquerdo de meio retorno
de Poincaré.

Corolário 3.3 (Corolário 24, [1]). Seja P o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré
do sistema ( (3.1)). Então, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Se P (0) = 0 então P é uma involução e, mais ainda, é analítica em seu domínio de
definição.

2. Se P (0) < 0, então P é analítica em seu domínio de definição e P−1 é analítica no
interior do seu domínio de definição.

3. Se P−1(0) > 0, então P é analítica no interior de seu domínio de definição e P−1 é
analítica em seu domínio de definição.

Observação 3.8. O Teorema 3.4 e os Corolários 3.2 e 3.3 podem se estendidos para o
Mapa Direito de Meio Retorno de Poincaré.

Os resultados obtidos neste capítulo serão amplamente utilizados nos capítulos
a seguir. Para isto, consideraremos uma única notação e estruturaremos os resultados que
dizem respeito à caracterização integral dos mapas de Poincaré e o comportamento destes
em um único teorema.
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Teorema 3.5 (Teorema 1, [9]). Considere o sistema ( (3.1)) e defina o polinômio

W (y) = Dy2 − aTy + a2.

O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, yL, está bem definido se, e somente se, a ≥ 0
e 4D − T 2 > 0 ou a < 0. Neste caso, seu intervalo de definição IL = (µL

1 , µ
L
2 ) ⊂ [0,+∞) é

não vazio e seguem as seguintes afirmações:

(a) O limite direito, µL
2 , do intervalo IL é a menor raiz positiva do polinômio W , se

existir. Caso contrário, µL
2 = +∞.

(b) O limite esquerdo, µL
2 , do intervalo IL é estritamente positivo se, e somente se, a < 0,

4D − T 2 > 0 e T < 0. Neste caso, yL(µL
1 ) = 0.

(c) O limite esquerdo do intervalo yL(IL) é a maior raiz estritamente negativa do
polinômio W , se existir. Caso contrário, este limite esquerdo é igual a −∞.

(d) O limite direito do intervalo yL(IL), isto é, yL(µL
1 ), é estritamente negativo, se e

somente se, a < 0 e 4D − T 2 > 0 e T > 0. Neste caso, µL
1 = 0.

(e) O polinômio W satisfaz W (y) > 0 para todo y ∈ ch(IL ∪ yL(IL)), onde ch(·) é o
fecho convexo de um conjunto.

(f) O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré yL é a única função yL : IL ⊂
[0,+∞) −→ (−∞, 0] que satisfaz, para y0 ∈ IL,

PV
ˆ y0

yL(y0)

−y
W (y)dy = qL(a, T,D),

onde

qL(a, T,D) =



0 se a > 0,
πT

D
√

4D − T 2
se a = 0,

2πT
D
√

4D − T 2
se a < 0.

(g) O gráfico do mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré, orientado no sentido em
que y0 cresce, é a porção incluída no quarto quadrante de R2 de uma órbita particular do
campo vetorial cúbico

X(y0, y1) = −(y1W (y0), y0W (y1)).

Equivalentemente, o mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré é uma solução da equação
diferencial

y1W (y0)dy1 − y0W (y1)dy0 = 0.

(h) O mapa esquerdo de meio retorno de Poincaré é analítico em int(IL). Mais ainda, yL é
analítico em IL se, e somente se, µL

1 = 0.
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4 Uma nova demonstração para a Conjectura
de Lum-Chua

4.1 Introdução
O estudo de ciclos limites em sistemas de equações diferenciais lineares por

partes remontam desde 1937, com os estudos de Andronov et al [10]. Desde então, estes
sistemas tem recebido muita atenção da comunidade científica principalmente por conta
das diversas aplicações nas ciências.

O seguinte sistema de equações diferenciais lineares por partes com duas zonas
separadas por uma reta é a configuração mais simples possível para este tipo de sistema

ẋ =

ALx + b se x1 ≤ 0,

ARx + b se x1 ≥ 0,
(4.1)

onde x = (x1, x2)T ∈ R2, AL = (aL
ij)2×2, AR = (aR

ij)2×2, com aL
12 = aR

12 = a12 e aL
22 = aR

22 =
a22, e b = (b1, b2)T ∈ R2.

Um ciclo limite, no contexto de sistemas planares (de equações) diferenciais
lineares por partes, é uma órbita fechada não trivial isolada. Em 1991, após experimentos
computacionais, Lum e Chua [11] conjecturaram o seguinte:

Conjectura 1 (Conjectura de Lum-Chua). Um sistema planar diferencial linear por
partes e contínuo com duas zonas separados por uma reta tem no máximo um ciclo limite.
Caso exista um ciclo limite, este deve ser atrator ou repulsor.

Apesar deste resultado ja ter sido demonstrado por Freire et al [8] em 1998,
sua demonstração foi dividida em vários estudos caso-a-caso que dependiam de cada uma
das configurações dadas pelos autovalores das matrizes AR e AL, além de lidar com o
tempo de vôo como uma nova varíavel implícita. Mais adiante, em 2013, Libre et al [12]
utilizando a aproximação de Massera [13], provou um caso particular da Conjectura 1,
quando det(AL) > 0 e det(AR) ≥ 0.

Neste capítulo, discutiremos uma nova (e simples) demonstração para a Con-
jectura 1 demonstrada em [2]. Esta demonstração utiliza as ferramentas provenientes da
caracterização integral do mapa de meio retorno de Poincaré estudadas no Capítulo 3,
evitando estudos caso-a-caso e sem ter de lidar com o tempo de vôo como uma nova variável
implícita. Além disso, em [2], provou-se que, caso o ciclo limite exista, é hiperbólico e,
consequentemente, ou atrator ou repulsor. Mais ainda, conseguiu-se uma simples condição
para determinar a estabilidade do ciclo limite.
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Dessa forma, o objetivo principal deste capítulo é provar o seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Teorema 1, [2]). O sistema (4.1) tem no máximo um ciclo limite, que é
hiperbólico, se existir. Além disso, nesse caso, (a12b2 − a22b1) Tr(AL) ̸= 0 e o ciclo limite é
atrator (resp. repulsor) se (a12b2 − a22b1) Tr(AL) < 0 (resp. (a12b2 − a22b1) Tr(AL) > 0),
onde Tr é o traço da matriz.

4.2 Forma canônica de Liénard e mapas de meio retorno de Poincaré

Como observamos no Capítulo 2, a condição a12 ̸= 0 é necessária para garantir
a existência de soluções periódicas do sistema (4.1). Consideraremos aqui, como feito no
Teorema 2.1 do Capítulo 2, a mudança de coordenadas (x, y) = (x1, a22x1 − a12x2 − b1),
transformando o sistema (4.1) no seguinte sistema na forma de Liénard (também discutida
em 2):

(SL)

ẋ = TLx− y,

ẏ = DLx− a
para x < 0, (SR)

ẋ = TRx− y,

ẏ = DRx− a
para x ≥ 0, (4.2)

onde TL = Tr(AL), TR = Tr(AR), DR = det(AR), DL = det(AL), e a = a12b2 − a22b1.
Além disso, como discutimos em 3, qualquer ciclo limite do sistema (4.2) está orientado
positivamente (no sentido anti-horário) e cruza o conjunto Σ = {(x, y) ∈ R2 : x = 0} duas
vezes.

Além disso, consideraremos a caracterização integral dos mapas de meio retorno
de Poincaré que foram estudados no Capítulo 3. Ou seja, considere o sistema linearẋ = Tx− y,

ẏ = Dx− a,
(4.3)

e considere o conjunto Σ = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}. Como vimos no Capítulo 3, o mapa de
meio retorno de Poincaré para frente yF do sistema (4.3) associado à seção Σ leva um
valor y0 ∈ [0,+∞) a um valor y1 ∈ (−∞, 0], onde y1 é o primeiro retorno a Σ da trajetória
futura iniciando em (0, y0) . Analogamente, definimos o mapa de meio retorno de Poincaré
para trás yB.

Como provamos no Capítulo 3, os gráficos dos mapas de meio retorno de
Poincaré são órbitas dos campo vetorial cúbico

X(y0, y1) = −(y1(Dy2
0 − aTy0 + a2), y0(Dy2

1 − aTy1 + a2)), (4.4)

que mantém a mesma orientação à medida que y0 > 0 cresce. Mais ainda, provamos no
Capítulo 3 que a existência do mapa de meio retorno de Poincaré para frente (resp. para
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trás) para qualquer valor de y0 implica que a função W (y) = Dy2−aTy+a2 é estritamente
positiva no intervalo [yF (y0), y0] (resp. [yB(y0), y0]). Em particular, no domínio dos mapas
de meio retorno, a função W é estritamente positiva.

4.3 Demonstração do Teorema 4.1
Como os sistemas (SR) e (SL) são lineares, os ciclos limites de (4.2) não podem

estar completamente contidos nos semiplanos fechados Σ+ = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0} e
Σ− = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ 0}.

Dessa forma, seja Γ uma curva de Jordan em R2. Considere as seguintes
definições:

• intL(Γ) := int(Γ) ∩ {x < 0},

• intR(Γ) := int(Γ) ∩ {x > 0},

• AΓL := area(intL(Γ)),

• AΓR := area(intR(Γ)).

Proposição 4.1 (Proposição 6, [8]). Se o sistema (4.2) possui uma curva fechada invariante
Γ, então ˆ ˆ

intL(Γ)
TLdxdy +

ˆ ˆ
intR(Γ)

TRdxdy = TLAΓL + TRAΓR = 0.

Demonstração. Considere a 1-forma X1dy −X2dx, onde

X1(x, y) =

TLx− y x < 0

TRx− y x > 0,
X2(x, y) =

DLx− a x < 0

DRx− a x > 0

e seja Γ uma órbita periódica de (4.2). Então, esta 1-forma calculada em Γ é

X1dy −X2dx = 0,

pois Γ é solução.

Por outro lado,ˆ ˆ
int(Γ)

(
∂X1

∂x
+ ∂X2

∂y

)
dxdy =

ˆ ˆ
int(Γ)

∂X1

∂x
dxdy +

ˆ ˆ
int(Γ)

∂X2

∂y
dxdy

=
ˆ ˆ

intL(Γ)
TLdxdy +

ˆ ˆ
intR(Γ)

TRdxdy

= TLAΓL + TRAΓR.

Pelo Teorema de Green, TLAΓL + TRAΓR = 0.
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Observação 4.1. Note que, para que o sistema (4.1) tenha um ciclo limite, é necessário
que a12 ̸= 0 (veja o Teorema (2.1)).

Proposição 4.2 (Proposição 7, [8]). Se Γ é um ciclo limite de (4.2), então Γ ∩ Σ+ ̸= ∅ e
Γ ∩ Σ− ̸= ∅. Além disso, TRTL < 0.

Demonstração. Se TLTR > 0, pela Proposição 4.1, o sistema (4.2) não admite soluções
periódicas. Então, TLTR ≤ 0.

Como observamos no início da Seção 4.3, seja Γ é um ciclo limite então temos
que Γ ∩ Σ+ ̸= ∅ e Γ ∩ Σ− ̸= ∅. Se TLTR = 0, então, da Proposição 4.1, segue que
TL = TR = 0.

Neste caso, considere FL e FR as funções do tipo índice utilizadas na carac-
terização integral do mapa de meio retorno de Poincaré, discutida no Capítulo 3. Dessa
forma, segue que

FL(y0, y1) = cTL = 0 =⇒ PV
ˆ y0

y1

−y
DLy2 + a2dy = 0. (4.5)

Note que, a função
hL(y) = −y

DLy2 + a2 (4.6)

é ímpar. Portanto, como y0y1 ≤ 0 (veja as considerações sobre a direção do fluxo do
sistema (4.3) no Capítulo 2), segue de (4.5) que y1 = −y0. Este resultado segue de forma
análoga para FR.

Dessa forma, se TLTR = 0, as trajetórias periódicas formam um anel de órbitas
periódicas. Logo, o sistema (4.2) não admite ciclo limite.

Portanto, se Γ é um ciclo limite de (4.2), segue que TLTR < 0.

Observação 4.2. Note que, se a = 0, não há ciclos limite. De fato, neste caso, o sistema
(4.2) será linear e homogêneo. Desta forma, dada uma órbita periódica, poderemos construir
um anel de órbitas periódicas que a contém. Logo, quando a = 0, não há órbitas periódicas
isoladas.

A partir de agora, consideraremos a ̸= 0 e TLTR < 0.

Sejam yL, o mapa de meio retorno de Poincaré para frente do campo vetorial
linear de (SL) e yR, o mapa de meio retorno de Poincaré para trás do campo vetorial
associado ao sistema (SR), como definidos na Seção (4.2), e sejam IL e IR seus respectivos
intervalos de definição.

Note que, se IR∩ IL = ∅, o sistema (4.2) não admite órbitas periódicas. Assuma
então que IR ∩ IL ̸= ∅.
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Definição 4.1. Seja δ : I → R, para I := IR ∩ IL, dada por

δ(y0) = yR(y0)− yL(y0).

Esta função é chamada de displacement map.

Proposição 4.3. Seja y∗
0 ∈ I. Então, δ(y∗

0) = 0 se, e somente se, existe órbita periódica
passando por (0, y∗

0) e (0, y∗
1), onde y∗

1 = yR(y∗
0) = yL(y∗

0). Neste caso, se esta órbita
periódica for um ciclo limite, então, y∗

0 > 0 e y∗
1 < 0.

Demonstração. A volta segue diretamente da Definição (4.1). Seja y∗
0 ∈ I tal que δ(y∗

0) = 0.
Então, segue que, yL(y∗

0) = yR(y∗
0). Seja y∗

1 = yL(y∗
0) = yR(y∗

0).

Sejam ψR e ψL as soluções dos sistemas em (4.2). Então, como yL(y∗
0) = y∗

1,
temos que, existe τ1 > 0 tal que

ψL(τ1; (0, y∗
0)) = (0, y∗

1),

π1 ◦ ψL(t; (0, y∗
0)) < 0,∀t ∈ (0, τ1).

Analogamente, como yR(y∗
0) = y1, temos que, existe τ2 < 0 tal que

ψL(τ2; (0, y∗
1)) = (0, y∗

0),

π1 ◦ ψL(t; (0, y∗
1)) > 0,∀t ∈ (τ2, 0).

Dessa forma, considerando Ψ como sendo a concatenação das órbitas ψR e ψL, segue que
Ψ é uma órbita periódica de (4.2) passando por (0, y∗

0) e (0, y∗
1).

Note que, como a origem é um ponto de tangência a Σ, não se pode ter que
uma órbita periódica passando por (0, 0) esteja nas duas zonas (Σ+ e Σ−), cruzando Σ
exatamente duas vezes. Logo, nenhuma órbita periódica passando pela origem pode ser
um ciclo limite do sistema (4.2).

Proposição 4.4. Se existe um ciclo limite passando por (0, y0), então, este será hiperbólico
se, e somente se, δ′(y∗

0) ̸= 0. Neste caso, o ciclo limite será atrator (resp. repulsor) se
δ′(y∗

0) < 0 (resp. δ′(y∗
0) > 0).

Demonstração. Seja π o mapa de Poincaré do sistema (4.2) associado à variedade Σ. Neste
caso, temos que

π ◦ yR = yL,

onde yR e yL são os mapas de meio retorno de Poincaré, definidos anteriormente. Note
que,

(π′ ◦ yR)y′
R = y′

L.
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Sendo assim, como δ(y) = yR(y)− yL(y), para y ∈ I, segue que

δ′(y) = (1− π′(y))y′
R(y). (4.7)

Note que, se o ciclo limite passando por (0, y∗
0) é não hiperbólico, então π′(y0) = 1. Dessa

forma, de (4.7), segue que δ′(y∗
0) = 0. Portanto, se δ′(y∗

0) ̸= 0, o ciclo limite passando por
(0, y∗

0) é hiperbólico.

Para provarmos a recíproca, note que, se o ciclo limite passando por (0, y∗
0)

é hiperbólico, então, podemos supor, sem perda de generalidade, que é atrator, ie, 0 <
π′(y∗

0) < 1. Logo, temos que yR será decrescente numa vizinhança de y∗
0. Portanto, segue

que y′
R(y∗

0) < 0. Assim, de (4.7), segue que δ′(y∗
0) < 0. É análogo para o caso em que o

ciclo limite passando por (0, y∗
0) é repulsor.

Seja y∗
0 ∈ I, y∗

0 > 0 tal que δ(y∗
0) = 0 e y∗

1 = yR(y∗
0) = yL(y∗

0) < 0, ou seja,
suponha que existe óbita periódica do sistema (4.2) passando por (0, y∗

0) e (0, y∗
1) que cruza

transversalmente Σ.

Considere FL e FR as funções do tipo índice associadas aos sistemas (SL) e (SR),
respectivamente, como vimos no Capítulo 3. Supriremos os subíndices para enunciarmos
uma propriedade geral dessas funções, proveniente do Teorema (3.5). Note que, por este
resultado, existe c ∈ R tal que

F(yJ(y∗
0), y∗

0) = cT, (4.8)

onde T é o traço da matriz associada ao sistema e yJ é o mapa de meio retorno para frente
ou para trás.

Isso implica que,

∂F
∂y1

(yJ(y∗
0), y∗

0)dyL

dy0
(y∗

0) + ∂F
∂y0

(yJ(y∗
0), y∗

0) = 0. (4.9)

Como temos que

∂F
∂y1

(yJ(y∗
0), y∗

0) = y∗
1

V (0, y∗
1) ,

∂F
∂y0

(yJ(y∗
0), y∗

0) = −y∗
0

V (0, y0)
,

onde V é o fator integrante inverso do campo vetorial linear associado ao sistema (veja os
Capítulos 2 e 3), segue que

dyJ

dy0
(y∗

0) = y∗
0W (y∗

1)
y∗

1W (y∗
0) . (4.10)

Denote WL(y) = VL(0, y) e WR(y) = VR(0, y) onde VL e VR são os fatores integrantes
inversos associados aos sistemas (SL) e (SR), respectivamente. Então, de (4.10), segue que

dyL

dy0
(y∗

0) = y∗
0WL(y∗

1)
y∗

1WL(y∗
0) , (4.11)
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e,
dyR

dy0
(y∗

0) = y∗
0WR(y∗

1)
y∗

1WR(y∗
0) . (4.12)

Note que, do Capítulo 3, temos que se y ∈ I, então VL(0, y) > 0. Logo, segue que
WL(y) > 0,∀y ∈ I.

Como δ(y∗
0) = yR(y∗

0)− yL(y∗
0), segue que

δ′(y∗
0) = y∗

0
y∗

1

WR(y∗
1)

WR(y∗
0) −

y∗
0
y∗

1

WL(y∗
1)

WL(y∗
0)

= C(y∗
0, y

∗
1)F (y∗

0, y
∗
1), (4.13)

onde
C(y0, y1) = −y0(y0 − y1)

y1WR(y0)WL(y0)
, (4.14)

F (y0, y1) = WL(y1)WR(y0)−WL(y0)WR(y1)
y0 − y1

. (4.15)

Como WL(y∗
0) > 0 e WR(y∗

0) > 0, então de (4.13), temos que sign(δ′(y∗
0)) depende de

sign(F (y∗
0, y

∗
1)).

Fazendo as devidas substituições, temos que

F (y0, y1) = a3(TL − TR) + a(DLTR −DRTL)y0y1 + a2(DR −DL)(y0 + y1), (4.16)

que é uma função quadrática. Defina

γ = {(y0, y1) ∈ R2 : F (y0, y1) = 0}. (4.17)

Então, γ descreve uma hipérbole, possivelmente degenerada. Seja

Q = {(y0, y1) ∈ R2 : y1 ≤ 0 ≤ y0}. (4.18)

Proposição 4.5. γ divide o conjunto Q \ γ em dois conjuntos conexos disjuntos R+ e
R−, onde

R± = {(y0, y1) ∈ R2 : sign(F (y0, y1)) = ± sign(aTL)}. (4.19)

Demonstração. Para encontrarmos as assíntotas de γ, basta definirmos y1 em função de
y0 e vice-versa. Isto é, y1 pode ser definido em função de y0 como sendo

y1 = a(aTL − aTR −DLy0 +DRy0)
aDL − aDR +DRTLy0 −DLTRy0

.

De maneira análoga, definimos

y0 = a(aTL − aTR −DLy1 +DRy1)
aDL − aDR +DRTLy1 −DLTRy1

.

Com isto, as assíntotas de γ são descritas pelas retas

y0 = aDL − aDR

−DRTL +DLTR
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e
y1 = aDL − aDR

−DRTL +DLTR

.

Assim, o centro da hipérbole dada por γ é

(yc
0, y

c
1) =

(
aDL − aDR

−DRTL +DLTR

,
aDL − aDR

−DRTL +DLTR

)
.

Ou seja, o centro da hipérbole descrita por γ se encontra sob a reta

{(y0, y1) ∈ R2 : y0 = y1}

. Portanto, (yc
0, y

c
1) ou está na origem, ou no primeiro ou no terceiro quadrante de R2. Com

isto, temos que γ divide o conjunto Q \ γ em dois subconjuntos conexos

Q \ γ = γ+ ∪ γ−,

onde
γ± = {(y0, y1) ∈ Q : sign(F (y0, y1)) = ±1}.

Note que, R+ ̸= ∅. De fato, uma vez que F (0, 0) = a3(TL − TR) e TLTR < 0,
segue que sign(F (0, 0)) = sign(aTL). Isso ocorre pois,

F (0, 0).TL = a3TL(TL − TR) (4.20)

= a3(TL
2 − TRTL). (4.21)

Como (TL
2 − TRTL) ≥ 0, temos que sign(F (0, 0)) = sign(aTL). Portanto, (0, 0) ∈ R+.

Assim, como F (0, 0) ̸= 0, então, (0, 0) ∈ R+ ∪ R−. Daqui em diante, as-
sumiremos que (0, 0) ∈ γ+ (o caso (0, 0) ∈ γ− é análogo). Então sign(F (0, 0)) = 1,
e portanto, sign(aTL) = sign(F (0, 0)) = 1. Logo, se (y0, y1) ∈ γ+, sign(F (y0, y1)) =
sign(F (0, 0)) = sign(aTL), e portanto (y0, y1) ∈ R+. De maneira análoga, se (y0, y1) ∈ R+,
então sign(F (y0, y1)) = sign(aTL) = sign(F (0, 0)) = 1, o que implica que (y0, y1) ∈ γ+.
Dessa forma, γ+ = R+.

Mais ainda, se (y0, y1) ∈ γ−, então sign(F (y0, y1)) = − sign(F (0, 0)) = − sign(aTL),
ou seja, (y0, y1) ∈ R−. Por outro lado, se (y0, y1) ∈ R−, então sign(F (y0, y1)) = − sign(aTL) =
− sign(F (0, 0)). Portanto, (y0, y1) ∈ γ−. Portanto, γ− = R−, o que prova o resultado.

A seguir, iremos mostrar que (y∗
0, y

∗
1) ∈ R+.

Proposição 4.6. (y∗
0, y

∗
1) ∈ R+.

Demonstração. Se R− = ∅, então, (y∗
0, y

∗
1) ∈ R+ e o resultado segue. Suponha que R− ̸= ∅.

Para J ∈ {L,R}, considere as curvas γJ : IJ → R2, dadas por

γJ(y) = (y, yJ(y)). (4.22)
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Note que, as suas imagens estão contidas em Q. Além disso, como a órbita passando por
(0, y∗

0) e (0, y∗
1) é periódica, segue que, (y∗

0, y
∗
1) são pontos das curvas γL e γR.

Como vimos no Capítulo (3), γR e γL são órbitas dos seguintes campos vetoriais
cúbicos, respectivamente,

XL (y0, y1) = − (y1WL (y0) , y0WL (y1)) , (4.23)

XR (y0, y1) = − (y1WR (y0) , y0WR (y1)) . (4.24)

Considere, a partir de agora, que as curvas γL e γR estão munidas da orientação dada por
cada campo vetorial correspondente.

Vamos estudar estes campos vetoriais sob a curva γ = F−1({0}) para (y0, y1) ∈
int(Q).

Se (y0, y1) ∈ int(Q), então y0 − y1 ̸= 0. Dessa forma,

F (y0, y1) = WL(y1)WR(y0)−WL(y0)WR(y1)
y0 − y1

= 0 (4.25)

⇐⇒ WL(y1)WR(y0)) = WL(y0)WR(y1). (4.26)

Substituindo (4.26) em ⟨∇F (y0, y1) , XL (y0, y1)⟩ e em ⟨∇F (y0, y1) , XR (y0, y1)⟩,
usando a expressão (4.16), segue que

GL(y0, y1) = ⟨∇F (y0, y1) , XL (y0, y1)⟩
∣∣∣
(y0,y1)∈γ

= WL(y1)a(TLWR(y0)− TRWL(y0)),

GR(y0, y1) = ⟨∇F (y0, y1) , XR (y0, y1)⟩
∣∣∣
(y0,y1)∈γ

= WR(y1)a(TLWR(y0)− TRWL(y0)),

respectivamente. Como TLTR < 0, concluímos que

sign(GL(y0, y1)) = sign(GR(y0, y1)) = sign(aTL),∀(y0, y1) ∈ γ. (4.27)

De fato, isso segue do fato de que

GL(y0, y1)TL = WL(y1)a(TL
2WR(y0)− TLTRWL(y0)). (4.28)

Uma vez que, para i ∈ {0, 1}, WL(yi) > 0, WR(y0) > 0 e TLTR < 0, então,
sign(GL) = sign(aTL). Este argumento é análogo para GR.

Afirmação 4.1.1. Cada curva γL e γR intercepta γ no máximo uma vez em int(Q), e se
esta intersecção existir, ela deve cruzar γ de R− para R+.



4.3. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.1 58

Demonstração. De fato, defina αL(y0) := F (γL(y0)) e αR(y0) := F (γR(y0)). Então, se y0 é
tal que γL(y0) ∈ γ, segue que

α′
L(y0) = G(γL(y0)) = ⟨∇F (y0, y1) , XL (y0, y1)⟩ . (4.29)

Isso implica que, sign(α′
L(y0)) = sign(aTL). Analogamente, prova-se que,

sign(α′
R(y0)) = sign(aTL).

Se aTL > 0, então αL é crescente, e portanto, como, para p ∈ R− e q ∈ R+

quaisquer, temos que F (p) < F (q), então, γL vai de R− para R+. Da mesma forma, se
aTL < 0, então αL é decrescente, e portanto, como, para p ∈ R− e q ∈ R+ quaisquer,
temos que F (p) > F (q), então, γL vai de R− para R+. Analogamente, prova-se que γR vai
de R− para R+.

Afirmação 4.1.2. A origem é um ponto de tangência quadrática para o sistema (4.2).

Demonstração. Sejam ZL(x, y) = (TLx− y,DLx− a),

ZR(x, y) = (TRx− y,DRx− a),
(4.30)

os campos lineares do sistema (4.2) e h(x, y) = x. Note que Σ = h−1({0}). Defina
ZLh = ZL ·∇h e Z2

Lh = ZL ·∇ZLh. De forma análoga, podemos definir ZRh e Z2
Rh. Então,

ZLh = TLx− y =⇒ ZLh(0, 0) = 0. (4.31)

Mais ainda, como a ̸= 0, segue que

Z2
Lh(x, y) = TL(TLx− y)− (DLx− a) =⇒ Z2

Lh(0, 0) = a ̸= 0. (4.32)

De maneira análoga, prova-se que ZRh(0, 0) = 0 e Z2
Rh(0, 0) ̸= 0. Dessa forma, segue que

a origem é um ponto de tangência quadrática do sistema (4.2).

Logo, como observamos no Capítulo 3, pelo menos um mapa de meio retorno
de Poincaré pode ser definido para y0 > 0 e pode ser continuamente estendido para y0 = 0,
com imagem y1 = 0. Consequentemente, o gráfico deste mapa de meio retorno de Poincaré
contém a origem. Como (0, 0) ∈ R+, então este gráfico não pode interceptar γ.

De fato, sem perda de generalidade, suponha que (0, 0) ∈ γL. Então, para
qualquer y0 > 0 em I, seque que, (y0, yL(y0)) ̸∈ R−. Caso contrário, pelo Teorema do Valor
Intermediário, existiria (ỹ0, ỹ1) ∈ γ ∩ γL tal que

sign(GL(y0, y1) = − sign(aTL),
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o que contradiz a Afirmação 4.1.2.

Logo, como o ponto (y∗
0, y

∗
1) ∈ int(Q) pertence à mesma curva γJ que a ori-

gem (pois (y∗
0, y

∗
1) ∈ γL ∩ γR), então segue que (y∗

0, y
∗
1) ∈ R+, ou seja, F (y∗

0, y
∗
1) ̸= 0 e

sign(F (y∗
0, y

∗
1)) = sign(aTL)).

Proposição 4.7. A órbita periódica passando por (0, y∗
0) e (0, y∗

1) é um ciclo limite
hiperbólico cuja estabilidade depende de sign(aTL) ̸= 0, isto é, se sign(aTL) > 0, então é
ciclo limite repulsor e se sign(aTL) < 0, é ciclo limite atrator.

Demonstração. Da Proposição (4.6), segue que (y∗
0, y

∗
1) ∈ R+. Pela Proposição (4.7) e da

Observação (4.2), segue que

sign δ′(y∗
0) = signF (y∗

0, y
∗
1) = sign(aTL) ̸= 0. (4.33)

Dessa forma, esta órbita periódica é um ciclo limite. Mais ainda, este ciclo limite é único.

De fato, se existissem duas órbitas periódicas isoladas cruzando Σ transversal-
mente, a saber, uma passando por (0, y∗

0) e (0, y∗
1) e a outra, (0, y∗∗

0 ) e (0, y∗∗
1 ), então, pelo

resultado que acabamos de provar, estes ciclos limites seriam hiperbólicos com o mesmo
tipo de estabilidade. Isso implicaria na existência de um terceiro ciclo, passando por (0, ỹ0)
e (0, ỹ1), com estabilidade oposta. Neste caso, teríamos que F (ỹ0, ỹ1) = − sign(aTL), o
que contradiz (4.33). Logo, segue que, o ciclo limite hiperbólico passando por (0, y∗

0) é
único.

Assim, fica provado o Teorema (4.1).
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5 Cota uniforme para o número de ciclos limi-
tes de sistemas diferenciais lineares planares
com duas zonas separados por uma reta

5.1 Introdução
A segunda parte do 16º desafio de Hilbert aborda equações diferenciais polino-

miais no plano. De maneira suscinta, a segunda parte do 16º problema de Hilbert pode
ser resumida como [14]:

Problema 1. O que pode ser dito sobre o número e a localização de ciclos limites de um
campo vetorial polinomial planar de grau n? De maneira mais abrangente:

1. É verdade que um campo vetorial polinomial planar tem um número finito de ciclos
limites?

2. É verdade que o número de ciclos limites de um campo vetorial polinomial planar de
grau n é limitado por uma constante dependendo do n, a notar, H(n)?

Como sistemas lineares não admitem ciclos limites, então H(1) = 0. Todavia,
ainda não sabemos responder se H(n) é finito, mesmo para o caso n = 2.

Até o presente momento, permanece sem resolução, mesmo quando aplicado
a polinômios quadráticos. Entretanto, esse problema serviu de motivação para notáveis
avanços na teoria geométrica de equações diferenciais planares polinomiais, assim como
na teoria de bifurcação, formas normais, folheações e alguns tópicos de relevância na
geometria algébrica [14].

Este mesmo problema pode ser abordado para campos polinomiais planares
lineares por partes separados por uma reta. Para isso, considere o seguinte sistema de
equações diferenciais lineares por partes com duas zonas separadas por uma reta

ẋ =

ALx + bL se x1 ≤ 0,

ARx + bR se x1 ≥ 0,
(5.1)

onde x = (x1, x2)T ∈ R2, AL = (aL
ij)2×2, AR = (aR

ij)2×2, bL = (bL
1 , b

L
2 )T ∈ R2 e bR =

(bR
1 , b

R
2 )T ∈ R2.

Como vimos no Capítulo 4, assumindo certas condições de continuidade, isto
é, aL

12 = aR
12, aL

22 = aR
22 e bL = bR, o Sistema (5.1) possui no máximo um ciclo limite.
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Relaxando estas hipóteses, provou-se que existem sistemas como (5.1) que possuem pelo
menos 3 ciclos limites [15] [16].

Com a caracterização discutida no Capítulo 3, juntamente com uma extensão
da Teoria de Khovanskii, em [3], Carmona et al, demonstraram a existência de uma cota
superior para número de ciclos limites em um sistema diferencial linear planar por partes.

Teorema 5.1 (Teorema 1, [3]). Existe um número natural L∗ ≤ 8 tal que qualquer campo
vetorial planar polinomial como (5.1) tem no máximo L∗ ciclos limites.

5.2 Intersecção entre curvas suaves e soluções separantes
Para provarmos o Teorema 5.1, estudaremos o número de pontos de intersecção

entre curvas suaves e um tipo particular de órbita de campos vetoriais.

Definição 5.1. Seja X : R2 → R2 um campo vetorial suave. Uma órbita de X é dita ser
uma solução separante se ou é um ciclo, ou corresponde a uma trajetória não compacta
que vem e vai para o infinito.

No resultado a seguir, Khovanski limita o número de pontos de intersecção
isolados entre uma curva suave e qualquer órbita de um campo vetorial que é solução
separante em função do número de pontos de contato (ie, pontos da curva em que o campo
vetorial é tangente à curva nesses pontos) entre essa curva e o campo vetorial.

Teorema 5.2 (Corolário da Seção 2.1, [17]). Considere um campo vetorial suave X :
R2 → R2. Seja uma curva suave γ ⊂ R2 com no máximo N componentes conexas não
compactas e no máximo k pontos de contato com o campo X. Então, existem no máximo
N + k pontos de intersecção isolados entre γ e qualquer órbita de X que é uma solução
separante.

A seguir, estudaremos uma maneira de estender esse resultado para campos
vetoriais definidos em subconjunto abertos de R2 que são simplesmente conexos, uma vez
que qualquer subconjunto aberto e simplesmente conexo U ⊂ R2 é difeomorfo a R2. Para
isso, estenderemos inicialmente a Definição 5.1 de solução separantes.

Definição 5.2. Seja X : U → R2 um campo vetorial suave definido em U ⊂ R2, um
subconjunto aberto e simplesmente conexo de R2. Uma órbita O de X é dita ser uma solução
separante se ou é um ciclo, ou uma trajetória não compacta satisfazendo Ō \ O ⊂ ∂U ,
onde Ō é o fecho do conjunto O e ∂U é a fronteira de U com respeito a topologia de R2.

Observação 5.1. Observe que a definição anterior concorda com a definição de solução
separante dada em 5.1. De fato, seja ϕ : U → R2 um difeomorfismo entre U e R2. Considere
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ϕ∗X : R2 → R2 o pullback do campo X pelo difeomorfismo ϕ, ie,

ϕ∗X(p) = dϕ(ϕ−1(p))X(ϕ−1(p)).

Se O é uma órbita periódica de X, então, ϕ(O) é uma órbita periódica de ϕ∗X. Por outro
lado, se O é uma trajetória não compacta, segue que, O é a imagem em U de um intervalo
aberto por uma função injetora. Portanto, a condição Ō \ O ⊂ ∂U implica que ϕ(O) é
uma órbita de ϕ∗X que vem e vai ao infinito. Logo, ϕ(O) é uma solução separante de ϕ∗X

no sentido da Definição 5.1.

Com isso, podemos estender o Teorema 5.2 para campos vetoriais suaves
definidos em subconjuntos abertos simplesmente conexos de R2.

Teorema 5.3 (Teorema 4, [3]). Seja X : U → R2 um campo vetorial suave definido em
um subconjunto aberto e simplesmente conexo U ⊂ R2. Seja γ ⊂ U uma curva suave com
no máximo N componentes conexas compactas e no máximo k pontos de contato com X.
Então, existem no máximo N + k pontos de intersecção isolados entre γ e qualquer solução
separante de X.

Demonstração. Para demonstrarmos esse resultado, procederemos como na Observação
5.1. Sejam ϕ : U → R2, difeomorfismo entre U e R2 e γ ⊂ U uma curva suave com no
máximo N componentes conexas compactas e no máximo k pontos de contato com o
campo X.

Mostraremos que ϕ(γ) satisfaz as mesmas hipóteses para o campo ϕ∗X. De
fato, uma vez que ϕ é um difeomorfismo, segue que ϕ(γ) é uma curva em R2 com no
máximo N componentes conexas compactas.

Suponha que γ seja parametrizada por α : I ⊂ R→ U , e seja t0 ∈ R tal que
y = α(t0) seja um ponto de contato entre γ e o campo X. Então, temos que

α′(t0) = X(α(t0)).

Uma vez que γ é parametrizada por α, segue que, como ϕ é difeomorfismo,
ϕ(γ) é parametrizada por ϕ(α(t)). Logo, temos que

d

dt
ϕ(α(t))

∣∣∣∣∣
t=t0

= dϕ(α(t)) · α′(t)
∣∣∣∣∣
t=t0

= dϕ(α(t0)) ·X(α(t0))

= dϕ(ϕ−1(ϕ(α(t0))) ·X(ϕ−1(ϕ(α(t0))))

= ϕ∗X(ϕ(α(t0))).

Portanto, ϕ(α(t0)) é um ponto de contato de entre ϕ(γ) e o campo ϕ∗X. Uma vez que ϕ é
um difeomorfismo, de forma análoga, podemos provar que, se z é um ponto de contato
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entre a curva ϕ(γ) e o campo ϕ∗X, então, ϕ−1(z) é um ponto de contato entre a curva γ e
o campo X.

Logo, se γ tem no máximo k pontos de contato com o campo X, a curva ϕ(γ)
tem no máximo k pontos de contato com o campo ϕ∗X.

Pelo Teorema 5.2, existem no máximo N + k pontos de intersecção isolados
entre a curva ϕ(γ) e qualquer solução separante do campo ϕ∗X. Pela Observação 5.1,
sabemos que ϕ é uma correspondência bijetiva entre as soluções separantes do campo X e
do campo ϕ∗X.

Se existissem pelo menos N + k + 1 pontos de intersecção isolados entre γ e
uma solução separante de X, então, existiriam pelo menos N + k+ 1 pontos de intersecção
isolados entre ϕ(γ) e uma solução separante de ϕ∗X, o que contradiz o Teorema 5.2.

Logo, existem no máximo N + k pontos de intersecção isolados entre a curva γ
e qualquer solução separante do campo X.

5.3 Demonstração do Teorema 5.1
Dedicaremos esta seção à demonstração do Teorema (5.1). Para isso, utiliza-

remos a caracterização desenvolvida no Capítulo 3 juntamente com o Teorema (5.3) e o
Teorema de Bezout para curvas algébricas.

Iniciaremos estabelecendo um lema técnico que garante uma cota uniforme
para o número de zeros isolados de uma família de funções analíticas a um parâmetro,
assumindo condições adequadas com respeito à monotonicidade em relação ao parâmetro.

Lema 5.1 (Lema 5, [3]). Sejam I, J ⊂ R intervalos abertos e considere uma função suave
δ : I × J → R. Suponha que:

1. para cada b ∈ J , a função δ(·, b) é analítica;

2. existe um número natural N tal que para cada b ∈ J , o número de zeros simples da
função δ(·, b) não ultrapassa N ; e

3. ∂δ

∂b
(u, b) > 0, para todo (u, b) ∈ I × J .

Então, para cada b ∈ J , a função δ(·, b) tem no máximo N zeros isolados.

Demonstração. Seja b̄ ∈ J e ū ∈ I um zero isolado de δ(·, b̄).

Afirmação 1. Para b̄ e ū fixados anteriormente, considere os seguintes cenários: (O)
quando k̄ é ímpar; (E+) quando k̄ é par e ā > 0; e, (E−) quando k̄ é par e ā < 0. Então,
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• Se ū satisfaz (O), então existe η > 0 suficientemente pequeno tal que a função δ(·, b)
tem um ramo contínuo de zeros, u0 : (b̄− η, b̄+ η) ⊂ J → R que são simples para
b ̸= b̄ e u0(b̄) = ū;

• Se ū satisfaz (E+), então existe η > 0 suficientemente pequeno tal que a função
δ(·, b) tem dois ramos contínuos de zeros, u1, u2 : (b̄− η, b̄] ⊂ J → R que são simples
para b ̸= b̄ e u1(b̄) = u2(b̄) = ū; e

• Se ū satisfaz (E−), então existe η > 0 suficientemente pequeno tal que a função
δ(·, b) tem dois ramos contínuos de zeros, u1, u2 : [b̄, b̄+ η] ⊂ J → R que são simples
para b ̸= b̄ e u1(b̄) = u2(b̄) = ū.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que (ū, b̄) = (0, 0).

Considere a série de Taylor truncada de δ(u, b) em torno de b = 0, ie,

δ(u, b) = δ(u, 0) + ∂δ

∂b
(u, 0)b+ b2R̃(u, b), (5.2)

onde R̃ é tal que R̃(u, b)/∥(u, b)∥ → 0, se (u, b)→ (0, 0). Como δ(·, 0) é analítica, existem
ā ̸= 0, k̄ ∈ Z e R uma função analítica tal que

δ(u, 0) = āuk̄ + uk̄+1R(u). (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.2), temos que

δ(u, b) = āuk̄ + uk̄+1R(u) + ∂δ

∂b
(u, 0)b+ b2R̃(u, b).

Expandindo ∂δ

∂b
(u, 0) em torno de u = 0 e tomando L = ∂δ

∂b
(0, 0), temos que

δ(u, b) = āuk̄ + uk̄+1R(u) + Lb+ ubρ(u) + b2R̃(u, b), (5.4)

onde ρ(u)/|u| → 0, se u→ 0. Podemos reescrever a equação (5.4), levando em consideração
os termos infinitesimais, ie,

δ(u, b) = āuk̄ + Lb+ o(uk̄+1) + o(ub) + o(b2). (5.5)

Seja µ = − sign
(
L

ā

)
e defina a seguinte função

∆(x, ε) = δ(εx, εk̄µ)
εk̄

= āεk̄xk̄ + Lεk̄µ+ εk̄+1o(xk̄+1) + εk̄+1o(1) + ε2k̄o(1)
εk̄

= āxk̄ + Lµ+ o(ε).
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Note que,

∆(x, 0) = 0 ⇐⇒ āxk̄+1 + Lµ = 0

⇐⇒ xk̄ = −Lµ
ā

=
∣∣∣∣−Lā

∣∣∣∣ . (5.6)

Note que, as soluções de (5.6) dependem da paridade de k̄. De fato, estas soluções são

x̄ =


k̄

√∣∣∣∣−Lā
∣∣∣∣ se k̄ é ímpar,

± k̄

√∣∣∣∣−Lā
∣∣∣∣ se k̄ é par.

Mais ainda, temos que
∂∆
∂x

(x̄, 0) = (k̄ + 1)āx̄k̄ ̸= 0.

Para aplicarmos o Teorema da Função Implícita em ∆, estudaremos os casos em que k̄ é
par e k̄ é ímpar.

Caso 5.3.1. k̄ ímpar.

Pelo Teorema da Função Ímplicita, existem η > 0 suficientemente pequeno e
uma única função suave y : (−η, η) → V , onde V é uma vizinhança em torno de x̄, tal
que, y(0) = x̄ e

∆(y(ε), ε) = 0,∀ε ∈ (−η, η).

Note que

∆(y(ε), ε) = 0 ⇐⇒ δ(εy(ε), µεk̄) = 0.

Seja b = µεk̄ = − sign(L
ā

)εk̄. Resolvendo para ε, temos que

ε = k̄

√
− sign

(
L

ā

)
b.

Portanto, para ω > 0 suficientemente pequeno, defina u0 : (−ω, ω) ⊂ J → R
tal que,

u0(b) = k̄

√
µb · y( k̄

√
µb).

Assim, temos que

δ(u0(b), b) = 0, para todo b ∈ J suficientemente pequeno.

Mais ainda, para cada b ̸= 0, u0(b) é um zero simples de δ(·, b). De fato, note
que,

εk̄∆(x, ε) = δ(εx, εk̄µ).
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Isso implica que

εk̄ ∂∆
∂x

(y(ε), ε) = ε
∂δ

∂x
(εy(ε), εk̄µ).

Pelo Teorema da Função Implícita utilizado anteriormente, temos que,

∂∆
∂x

(y(ε), ε) ̸= 0.

Assim, como estamos tomando b ̸= 0, segue que ε ̸= 0, e portanto,

∂δ

∂x
(εy(ε), εk̄µ) ̸= 0,

ou seja,
∂δ

∂x
(u0(b), b) ̸= 0, ∀b ∈ J \ {0}.

Caso 5.3.2. k̄ par

Pelo Teorema da Função Implícita existem η > 0 suficientemente pequeno e
funções suaves y± : (−η, η)→ V , onde V é uma vizinhança de x̄, tais que y±(0) = x̄, e

∆(y±(ε), ε) = 0,∀ε ∈ (−η, η).

Note que

∆(y(ε), ε) = 0 ⇐⇒ δ(εy(ε), µεk̄) = 0.

Seja b = µεk̄ = − sign
(
L

ā

)
εk̄. Note que,

1. Se ā > 0:

Para b < 0, temos que

ε± = ± k̄

√
− sign

(
L

ā

)
b.

Assim, para ω > 0 suficientemente pequeno defina u1 : (−ω, 0] ⊂ J → R tal que

u1(b) = k̄

√
µb · y( k̄

√
µb),

e defina, u2 : (−ω, 0] ⊂ J → R tal que

u2(b) = − k̄

√
µb · y(− k̄

√
µb).

Procedendo como anteriormente, pode-se verificar que para cada b ∈ (−ω, 0], ui(b) é
um zero simples de δ(·, b).

2. Se ā < 0:

Procedendo como o item anterior, para ω > 0 suficientemente pequeno, podemos
definir funções u1, u2 : [0, ω) ⊂ J → R como as anteriores de forma que, para cada
b ∈ [0, ω), ui(b) é um zero simples de δ(·, b).
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Agora, assuma por absurdo que exista b∗ ∈ J tal que δ(·, b∗) tenha mais de N
zeros isolados. Seja D um conjunto de N + 1 zeros isolados de δ(·, b∗). Sejam o, e+ e e− o
número de zeros isolados em D que satisfazem os casos O, E+ e E− da Afirmação anterior,
respectivamente. Claramente, o+ e+ + e− = N + 1.

Sem perda de generalidade, assuma que e+ ≥ e−. Pelos casos da Afirmação
anterior, podemos escolher o menor η > 0 tal que para todo b ∈ (b∗ − η, b∗) ⊂ J , a função
δ(·, b∗) tenha ao menos o+ 2e+ ≥ N + 1 zeros simples. Isso contradiz a hipótese de que
para todo b ∈ J , o número de zeros simples da função δ(·, b) é menor ou igual a N . Isto
conclui a demonstração.

Antes de demonstrarmos o Teorema 5.1, relembraremos alguns conceitos e
resultados que desenvolvemos no Capítulo 3.

Sob a hipótese de que aL
12a

R
12 > 0, que é necessária para a existência de ciclos

limites, pelo Teorema 2.1, o sistema (5.1) é transformado, via um homeomorfismo que
preserva a reta de separação Σ = {(x, y) ∈ R2 : x = 0}, no seguinte sistema na forma de
Liénard: ẋ = TLx− y

ẏ = DLx− aL

, para x > 0;

ẋ = TRx− y + b

ẏ = DRx− aR

, para x < 0, (5.7)

onde aL = aL
12b

L
2 , aR = aR

12b
R
2 , b = (aL

12b
R
1 )/aR

12−bL
1 , e TL, TR e DL, DR são, respectivamente,

os traços e determinantes das matrizes AL e AR.

Como vimos no Capítulo 3, o comportamento periódico do sistema (5.7) pode
ser analisado em termos de dois mapas de meio retorno de Poincaré associados a Σ, a
notar, o mapa de meio retorno de Poincaré yL : IL[0,+∞)→ (−∞, 0] e o mapa de meio
retorno de Poincaré yb

R : Ib
R ⊂ [b,+∞)→ (−∞, b].

O comportamento desses mapas, bem como a caracterização integral de yL, foi
amplamente discutido no Capítulo 3. Mais ainda, o mapa yb

R também pode ser caracterizado
integralmente apenas considerando uma mudança de variáveis e parâmetros. Além disso,
observe que, yb

R(y0) = y0
R(y0− b) + b e Ib

R = I0
R + b, onde y0

R : I0
R ⊂ [0,+∞)→ (−∞, 0] é o

Meio Mapa de Poincaré Passado de (5.7) para b = 0. Para não carregarmos a notação,
denotaremos y0

R = yR e I0
R = IR.

Dentre as propriedades dos mapas yL e yR discutidas no Capítulo 3, algumas
propriedades importantes são obtidas dos seguintes polinômios

WL(y) = DLy
2 − aLTLy + a2

L e WR(y) = DRy
2 − aRTRy + a2

R. (5.8)
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De fato, os gráficos de yL e yR, orientados na direção em que y0 cresce, são,
respectivamentes, partes das órbitas no quarto quadrante dos seguintes campos vetoriais
cúbicos

XL(y0, y1) = −(y1WL(y0), y0WL(y1)) e XR(y0, y1) = −(y1WR(y0), y0WR(y1)). (5.9)

Mais ainda, as curvas yL(y0) e yR(y0) são, respectivamente, soluções das equa-
ções diferenciais

dy1

dy0
= y0WL(y1)
y1WL(y0)

e dy1

dy0
= y0WR(y1)
y1WR(y0)

. (5.10)

Além disso, os polinômios em (5.8) também nos fornece informação sobre os
intervalos de definição de yL e yR, respectivamente, IL e IR. A menor raíz positiva de WL,
se houver, é o limite superior do intervalo IL. Analogamente, a maior raíz negativa de WL,
se houver, é o limite inferior de yL(IL).

Quando 4DL − T 2
L > 0, como o polinômio WL não tem raízes, os intervalos IL

e yL(IL) são ilimitados com yL(y0) tendendo a −∞ quando y0 → +∞. O polinômio WL é
estritamente positivo em [yL(y0), 0) ∪ (0, y0] para y0 ∈ IL. As mesmas conclusões podem
ser obtidas para yR.

Utilizaremos o seguinte resultado, discutido em [18] que diz respeito à posição
do gráfico do Meio Mapa de Poincaré Futuro e a bissetriz do quarto quadrante.

Proposição 5.1 (Proposição 5, [18]). Para todo y0 ∈ IL \ {0}, vale a relação

sign(y0 + yL(y0)) = − sign(TL).

Agora, prosseguiremos para a demonstração do Teorema (5.1). Assim como
vimos no Capítulo 4, as soluções periódicas cruzantes (ie, que vão de Σ+ = {(x, y) ∈ R2 :
x > 0} para Σ− = {(x, y) ∈ R2 : x < 0}, ou vice-versa) são estudadas via uma função do
tipo displacement map δb, que está definida no intervalo Ib := IL ∩ (IR + b), dada por

δb(y0) = yR(y0 − b) + b− yL(y0). (5.11)

Como vimos antes, os zeros de (5.11) em int(Ib) estão em uma correspondência
bijetiva com as soluções periódicas cruzantes de (5.7), e os zeros simples de (5.11) em
int(Ib) estão em correspondência bijetiva com os ciclos limites hiperbólicos de (5.7).

Utilizando o Lema (5.1), mostraremos que para cada b ∈ R, o número de zeros
simples de δb não é maior que 8.

Como sabemos que yL e yR são soluções das equações diferenciais (5.10), temos
também informação com respeito às suas derivadas. Sendo assim, temos que, se y∗

0 ∈ int(Ib)
satisfaz δb(y∗

0) = 0, então
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δ′
b(y0) = y∗

0 − y∗
1

y∗
1(y∗

1 − b)WL(y∗
0)WR(y∗

0 − b)
Fb(y∗

0, y
∗
1), (5.12)

onde y∗
1 = yR(y∗

0 − b) + b = yL(y∗
0) < min(0, b) e Fb é um polinômio de grau 4 dado por

Fb(y∗
0, y

∗
1) = m0 +m1(y0 + y1) +m2y0y1 +m3(y2

0 + y2
1) +m4(y0y

2
1 + y2

0y1) +m5y
2
0y

2
1,

onde,

m0 =a2
La

2
Rb+ a2

Lb
3DR + a2

LaRb
2TR,

m1 =− 2a2
Lb

2DR − a2
LaRbTR,

m2 =− a2
RbDL + 3a2

LbDR − b3DLDR − aLa
2
RTL + aLb

2DRTL + a2
LaRTR − aRb

2DLTR,

m3 =a2
LbDR,

m4 =a2
RDL − a2

LDR + b2DLDR − aLbDRTL + aRbDLTR,

m5 =− bDLDR + aLDRTL − aRDLTR.

Observação 5.2. Observe que, sign(δ′
b(y∗

0) = sign(Fb(y∗
0, y

∗
1). De fato, como discutimos

anteriormente, sabemos que WL(y∗
0)WR(y∗

0 − b) > 0. Mais ainda, y∗
1(y∗

1 − b)(y∗
0 − y∗

1) > 0
pois,

• y∗0 > yL(y∗
0) = y∗

1,

• y∗
1 < min(0, b).

Isto significa que o conjunto de zeros de Fb, γb = F−1
b ({0}), "separa"os ciclos limites

atratores, dos ciclos limites repulsores. Assim, como entre dois ciclos limites de mesma
estabilidade, existe um ciclo limite de estabilidade oposta, o número de ciclos limites, e
portanto, o número de zeros simples de δb é limitado pelo número de pontos isolados de
intersecção entre γb e uma das curvas y1 = yL(y0) ou y1 = yR(y0− b) + b, para y0 ∈ int(Ib),
acrescentado de 1.

De fato, para uma órbita periódica de (5.7) passando por (0, y0) e (0, y1) ser
ciclo limite, deve-se ter que Fb(y0, y1) ̸= 0 e y∗

1 = yL(y∗
0) = yR(y∗

0 − b). Ou seja, cada
intersecção entre as curvas y1 = yL(y0) e y1 = yR(y0 − b) é uma órbita periódica, e se essa
intersecção acontecer fora de γb, então, será um ciclo limite. Observe que, a cada duas
intersecções entre as curvas y1 = yL(y0) e y1 = yR(y0 − b) fora de γb, existe pelo menos
uma intersecção entre γb e y1 = yL(y0) e uma intersecção entre γb e y1 = yR(y0− b). Assim,
podemos limitar o número de zeros simples de δb como propusemos.

Focaremos na curva Ob = {(y0, yL(y0)) : y0 ∈ int(Ib)}. Pela Proposição (5.1),
segue que:
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i. Se TL = 0, então, Ob ⊂ {(y0,−y0) : y0 > 0}, pois,

y0 + yL(y0) = 0;

ii. Se TL < 0, então, Ob ⊂ B+ := {(y0, y1) : −y0 < y1 < 0}, pois

y0 + yL(y0) > 0;

iii. Se TL > 0, então, Ob ⊂ B+ := {(y0, y1) : −y1 > y0 > 0}, pois

y0 + yL(y0) < 0.

No que segue, mostraremos que o número de pontos isolados de intersecção entre γb e Ob é
no máximo 7. Para isso, definiremos algumas ferramentas, amplamente discutidas em [19],
que serão de suma importância para demonstrar esse resultado.

Definição 5.3. O plano projetivo RP2 é o conjunto das retas em R3 que passam pela
origem, isto é,

RP2 = R3 \ {0}/∼,

onde ∼ á sequinte relação de equivalência: ∀x, y ∈ R3 \ {0},

x ∼ y ⇐⇒ ∃λ ̸= 0, x = λy.

Identificaremos os pontos de RP2 como (x : y : z) onde (x : y : z) é a classe de equivalência
do ponto (x, y, z) ∈ R3 \ {0}.

Definição 5.4. Seja f =
d∑

i=0
fi ∈ R[X, Y ], onde R[X, Y ] é o anel dos polinômios nas

variáveis X e Y , e cada fi é homogêneo em R[X, Y ], com fd ̸= 0. A homogeneização
de f é o polinômio homogêneo de grau d dado por

fh(X, Y, Z) =
∑

i

Zd−ifi(X, Y ).

Definição 5.5. Uma curva projetiva é uma classe de equivalência de polinômios homogê-
neos não constantes, F ∈ R[X, Y, Z], módulo a relação de equivalência que identifica dois
polinômios se um for múltiplo de outro por uma constante.

Definição 5.6. Sejam p, q ∈ R[X, Y ] e considere o sistema polinomial planarp(X, Y ) = 0,

q(X, Y ) = 0.
(5.13)
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Considere ph e qh a homogeneização desses poliômios. Dizemos que o sistema (5.13) possui
solução no infinito se existe solução para o sistemap

h(X, Y, 0) = 0,

qh(X, Y, 0) = 0.
(5.14)

As soluções do sistema p
h(X, Y, 1) = 0,

qh(X, Y, 1) = 0,
(5.15)

são ditas ser soluções finitas.

As Definições 5.3-5.6 nos dá condições para utilizar o seguinte Teorema na
demonstração do Teorema 5.1.

Teorema 5.4 (Teorema de Bezout). Se F e G são curvas planas projetivas sem componen-
tes em comum então o número de pontos na intersecção F ∩G, contados com multiplicidade,
é igual a degF · degG.

Quando TL = 0, temos que Ob é um segmento de reta. Portanto, pelo Teorema
de Bezout, o número de intersecções isoladas entre γb e Ob é no máximo 4.

Daqui em diante, assuma que TL ̸= 0. Neste caso,

Afirmação 2. Se TL ̸= 0, então Ob é solução separante do campo vetorial

X̂L = XL

∣∣∣
U

com U = B ∩ int(Ib × (yL(Ib) ∩ yb
R(Ib))), (5.16)

onde XL é dado por (5.9), e, a depender dos casos ii) e iii), B é igual a B+ ou B−.

Demonstração. Como Ib, yL(Ib) e yb
R(Ib) são intervalos, então U é um subconjunto aberto

de R2 simplesmente conexo contido no quarto quadrante Q = {(y0, y1) ∈ R2 : y1 < 0 < y0}.

O gráfico de yL|Ib
é uma parte da órbita do campo XL que está no quarto

quadrante. Para verificarmos que é solução separante, precisamos verificar se Ob é uma
trajetória não compacta tal que Ōb \ Ob ⊂ ∂U .

De fato, por definição, Ob é não compacta. Mais ainda, como Ob é gráfico,
então, não é órbita periódica. Por fim, os pontos de Ōb \ Ob estão em ∂U , pois, os pontos
de acumulação de (y0, yL(y0)) acontecem em ∂Ib, uma vez que Ob está orientada no sentido
em que y0 cresce.

Gostaríamos de aplicar o Teorema 5.3 no campo X̂L e na curva γb, para
encontrarmos um limitante para o número de pontos de intersecção isolados entre γb e Ob,



5.3. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 5.1 72

que é uma solução separante de X̂L. Para isso, precisamos estimar o número de pontos de
contato entre γb e X̂L. Portanto, definamos

Gb(y0, y1) = ⟨∇Fb(y0, y1), XL(y0, y1)⟩.

Note que Gb é uma função polinomial de grau 6 dada por

Gb(y0, y1) =n1(y0 + y1) + n2y0y1 + n3(y2
0 + y2

1) + n4(y2
0y1 + y0y

2
1) + n5(y3

0 + y3
1)

+ n6y
2
0y

2
1 + n7(y3

0y1 + y0y
3
1) + n8(y3

0y
2
1 + y2

0y
3
1) + n9y

3
0y

3
1,

onde,

n1 = a4
Lb(2bDR + aRTR),

n2 = −2a3
Lb(2DR(aL + bTL) + aRTLTR),

n3 = a2
L(b3DLDR + a2

R(bDL + aLTL)− aLbDR(3aL + bTL)

+ aR(−a2
L + b2DL)TR),

n4 = aL(2a3
LDR + a2

LTL(7bDR + aRTR)− bDLTL(a2
R + b2DR + aRbTR)

− aL(−b2DRT
2
L + a2

R(2DL + T 2
L) + aRbDLTR)),

n5 = a2
L(−a2

RDL +DR(a2
L − b2DL + aLbTL)− aRbDLTR),

n6 = 2(a2
RDL(bDL + 3aLTL) +DR(b3D2

L − 2a3
LTL + aLb

2DLTL − a2
Lb(3DL + 2T 2

L))

+ aRDL(−a2
L + b2DL + 2aLbTL)TR),

n7 = aL(a2
RDLTL +DRTL(b2DL − aL(3aL + bTL)) + aRDL(2aL + bTL)TR),

n8 = −3a2
RD

2
L +DR(−3b2D2

L + aLbDLTL + a2
L(3DL + 2T 2

L))

− aRDL(3bDL + 2aLTL)TR,

n9 = 4DL(bDLDR − aLDRTL + aRDLTR).

Portanto, o número de pontos de contato entre γb e X̂L é limitado pelo número de soluções
isoladas do sistema polinomial Fb(y0, y1) = 0,

Gb(y0, y1) = 0,
(5.17)

para (y0, y1) ∈ U , uma vez que γb = F 1
b ({0}).

Como estamos interessados apenas em soluções do sistema (5.17) em U , consi-
dere a seguinte função ϕ : Q→ H−, dada por

ϕ(y0, y1) = (y0 + y1, y0y1),

onde H− = {(Y0, Y1) ∈ R2 : Y1 < 0}.

Proposição 5.2. A função ϕ : Q→ H− é um difeomorfismo.
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Demonstração. Como ϕ é polinomial, é claro que é também diferenciável. Provaremos que
ϕ é bijetora e que sua inversa é diferenciável.

Sejam (y0, y1), (x0, x1) ∈ U tais que ϕ(y0, y1) = ϕ(x0, x1). Então, temos quey0 + y1 = x0 + x1

y0y1 = x0x1

Resolvendo a primeira equação para y0 e aplicando na segunda chegamos em

−y2
1 + (x0 + x1)y1 − x0x1 = 0.

Note que, esta equação tem por discriminante ∆ = (x0 − x1)2. Uma vez que (x0, x1) ∈
U ⊂ Q, então temos que, as únicas opções para y1 solução da equação anterior são x1 ou
x0. Entretanto, como (y0, y1) ∈ U ⊂ Q, segue que, y1 < 0. Isso nos mostra que y1 = x1.
Portanto, segue que, (y0, y1) = (x0, x1), e assim ϕ é injetora.

Sejam (Y0, Y1) ∈ H−. Tome

y0 =
Y0 +

√
Y 2

0 − 4Y1

2 e y1 =
Y0 −

√
Y 2

0 − 4Y1

2 .

Então, como Y1 < 0, segue que (y0, y1) ∈ Q. Mais ainda, é fácil ver que

ϕ(y0, y1) = (Y0, Y1).

Isto prova que ϕ é bijetora.

Mais ainda, ϕ−1 : H− −→ Q é dada por

ϕ−1(Y0, Y1) =
Y0 +

√
Y 2

0 − 4Y1

2 ,
Y0 −

√
Y 2

0 − 4Y1

2

 .
Note que, como a curva Y 2

0 = 4Y1 não está em H−, pois Y1 < 0, segue que ϕ−1

é diferenciável em H−. Logo, ϕ é um difeomorfismo entre Q e H−.

Observe que a mudança de variáveis ϕ transforma o sistema (5.17) no sistema
polinomial F̃b(Y0, Y1) = 0

G̃b(Y0, Y1) = 0,
(5.18)

onde
F̃b = m0 +m1Y0 + (m2 − 2m3)Y1 +m3Y

2
0 +m4Y0Y1 +m5Y

2
1 ,

G̃b = n1Y0 + (n2 − 2n3)Y1 + n3Y
2

0 + (n4 − 3n5)Y0Y1 + (n6 − 2n7)Y 2
1

+ n5Y
3

0 + n7Y
2

0 Y1 + n8Y0Y
2

1 + n9Y
3

1 .
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Afirmação 3. Assumindo que TL ̸= 0, o sistema (5.18) tem no máximo 5 soluções finitas
em ϕ(U).

Demonstração. Pelo Teorema (5.4), o sistema (5.18) tem no máximo 6 soluções (finitas
ou não).

Note que se DL = 0, o sistema tem pelo menos uma solução no infinito. De
fato, neste caso, as equações do sistema (5.18) ficam

G̃b(Y0, Y1) = a4
Lb(2bDR + aRTR)Y0 + a2

L(aLa
2
RTL − aLbDR(3aL + bTL)− a2

LaRTR)Y 2
0

+ a2
LDR(a2

L + aLbTL)Y 3
0 + (a4

Lb(2bDR + aRTR)

− 2a2
L(aLa

2
RTL − aLbDR(3aL + bTL)− a2

LaRTR))Y1 + (−3a2
LDR(a2

L + aLbTL)

+ aL(2a3
LDR − aL(a2

RT
2
L − b2DRT

2
L) + a2

LTL(7bDR + aRTR)))Y0Y1

− a2
LDRTL(3aL + bTL)Y 2

0 Y1 + (2a2
LDRTL(3aL + bTL)

+ 2DR(−2a3
LTL − 2a2

LbT
2
L))Y 2

1 + 2a2
LDRT

2
LY0Y

2
1 ,

e

F̃b(Y0, Y1) = a2
La

2
Rb+ a2

Lb
3DR + a2

LaRb
2TR + (−2a2

Lb
2DR − a2

LaRbTR)Y0

+ a2
LbDRY

2
0 + (a2

LbDR − aLa
2
RTL + aLb

2DRTL

+ a2
LaRTR)Y1 + (−a2

LDR − aLbDRTL)Y0Y1 + aLDRTLY
2

1 .

A homogeneização desses polinômios é dada por

G̃h
b (Y0, Y1, Z) = DRY0(aLY0 + bTLY0 − 2TLY1)(aLY0 − TLY1)

− (a2
LY0(3bDRY0 + aRTRY0 +DRY1)− aLTL((a2

R − b2DR)Y 2
0

+ (4bDR + aRTR)Y0Y1 + 2DRY
2

1 )

+ T 2
LY1(a2

RY0 + bDR(−bY0 + 2Y1)))Z + aL(aLb(2bDR + aRTR)Y0

+ (−2a2
RTL + 2bDR(aL(3 + b) + bTL) + aLaR(2 + b)TR)Y1)Z2,

e

F̃ h
b (Y0, Y1, Z) = aL(DR(bY0 − Y1)(aLY0 − TLY1)− aLb(2bDR + aRTR)Y0Z

+ (−a2
RTL + bDR(aL + bTL) + aLaRTR)Y1Z

+ aLb(a2
R + b2DR + aRbTR)Z2).

Assim, para encontramos as soluções no infinito, basta tomarmos Z = 0, e
portanto estas soluções devem satisfazerDRY0(aLY0 + bTLY0 − 2TLY1)(aLY0 − TLY1) = 0

aLDR(bY0 − Y1)(aLY0 − TLY1) = 0.
(5.19)
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Com isto, temos que uma solução deste sistema é dada pela reta Y1 = aLY0

TL

,
e portanto, um representante para uma classe de equivalência de soluções no infinito é
[TL; aL; 0].

Logo, no caso em que DL = 0, o sistema (5.18) tem no máximo 5 soluções
finitas em ϕ(U).

Suponha que DL ̸= 0. Considere o ponto (Y ∗
0 , Y

∗
1 ) =

(
aLTL

DL

,
a2

L

DL

)
. Então,

pode-se observar que (Y ∗
0 , Y

∗
1 ) é uma solução do sistema (5.18).

Vamos provar que (Y ∗
0 , Y

∗
1 ) ̸∈ ϕ(U). De fato, uma vez que já estamos conside-

rando TL ̸= 0, temos os seguintes casos:

j) Se TL > 0, então ϕ(U) ⊂ {(Y0, Y1) : Y0 < 0, Y1 < 0}. Isto ocorre pois, para TL < 0,
temos que U ⊂ B+ = {(y0, y1) : −y0 < y1 < 0}. Portanto, se (y0, y1) ∈ U ⊂ B+,
então Y0 = y0 + y1 < 0.

jj) Se TL < 0, então ϕ(U) ⊂ {(Y0, Y1) : Y0 > 0, Y1 < 0}. Isto ocorre pois, para TL < 0,
temos que U ⊂ B− = {(y0, y1) : −y1 > y0 > 0}. Portanto, se (y0, y1) ∈ U ⊂ B−,
então Y0 = y0 + y1 > 0.

Além disso, para estudarmos a posição entre (Y ∗
0 , Y

∗
1 ) e ϕ(U), estudaremos as seguintes

relações entre DL e aL. Note que:

• Se DL > 0 ou aL = 0, segue que Y ∗
1 ≥ 0. Portanto, (Y ∗

0 , Y
∗

1 ) ̸∈ ϕ(U);

• Se DL < 0 e aL < 0, segue que

sign(Y ∗
0 ) = sign(TL).

Entretanto, isso contradiz o que observamos mais acima, uma vez que em ambos
casos, sign(Y0) = − sign(TL), assim, (Y ∗

0 , Y
∗

1 ) e,

• Se DL < 0 e aL > 0, o polinômio

WL(y) = DLy
2 − aLTLy + a2

L

tem duas raízes distintas, y∗
1 < 0 < y∗

0. De fato, como estamos supondo DL < 0 e
aL > 0, temos que

∆ = a2
LT

2
L − 4DLa

2
L > 0.

Portanto, as soluções de WL(y) = 0 são

y∗
0 =

aL(TL +
√
−4DL + T 2

L)
DL

e y∗
1 =

aL(TL −
√
−4DL + T 2

L)
DL

.
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Mais ainda, ϕ(y∗
0, y

∗
1) = (Y ∗

0 , Y
∗

1 ). Por outro lado, como y∗
0 é a maior raíz positiva

de WL e y∗
1 é a menor raíz de WL, então segue que y∗

0 ̸∈ int(Ib) e y∗
1 ̸∈ int(yL(Ib)).

Portanto, (y∗
0, y

∗
1) ̸∈ U . Assim, (Y ∗

0 , Y
∗

1 ) ̸∈ ϕ(U).

Logo, existem no máximo 5 soluções finitas do sistema (5.18) em ϕ(U).

Portanto, da Afirmação 3, segue que a curva γb tem no máximo 5 pontos de
contato com o campo X̂L. Para aplicarmos o Teorema 5.3, precisamos encontrar uma cota
superior para o número de componentes conexas de γb. Como γb = F−1({0}), e degFb = 2,
então, γb tem no máximo 2 componentes conexas não compactas em U .

Assim, pelo Teorema 5.3, segue que γb e Ob tem no máximo 5 + 2 = 7 pontos
de intersecção isolados. Portanto, o sistema diferencial (5.7) tem no máximo 7 + 1 = 8
ciclos limites hiperbólicos (veja Observação 5.2), e consequentemente, o número de zeros
simples de δb é menor ou igual a 8.

Note que, nesta situação, ainda não podemos aplicar o Lema 5.1 para encon-
trarmos uma cota superior para o número de zeros isolados de δb. Isso acontece porque o
domínio de cada δb depende de b. Portanto, procederemos por contradição.

Afirmação 4. Para todo b ∈ R, δb tem no máximo 8 zeros isolados.

Demonstração. Suponha por absurdo que exista b∗ ≥ 0 tal que δb∗ tenha mais de 8 zeros
isolados. Seja I ⊂ int(Ib∗) um intervalo aberto que contenha todos os zeros isolados de δb∗

em seu interior.

Como, para cada b, Ib = I0
R + b, podemos encontrar um intervalo J contendo b∗

tal que, para todo b ∈ J , I ⊂ int(Ib). Do anterior, sabemos que, para cada b ∈ J , o número
de zeros simples de δb

∣∣∣
I

é menor ou igual a 8. Mais ainda, para todo b ∈ J temos que

∂

∂b
δb(y0) = −y′

R(y0 − b) + 1 > 0, ∀y0 ∈ I.

Assim, pelo Lema (5.1), segue que, para todo b ∈ J , a função δb

∣∣∣
I

tem no máximo 8 zeros
isolados. Isso implicaria que δb∗

∣∣∣
I

tem no máximo 8 zeros isolados, contradizendo a nossa
hipótese de absurdo.

Portanto, para todo b ∈ R, δb tem no máximo 8 zeros isolados.

Assim, para todo b ∈ R, o número de ciclos limites do sistema (5.7) não é maior
que 8. Com isso, provamos o Teorema (5.1).
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6 Considerações Finais

Como vimos no Capítulo 3, a caracterização integral dos mapas de meio retorno
de Poincaré permitiu que evitássemos um extenso estudo caso-a-caso relacionado ao
espectro da matriz do sistema linear. Para isto, analisamos o comportamento da função do
tipo índice F , obtida através da integral de linha de um certo campo ortogonal ao fluxo,
escrito em termos de um fator integrante inverso adequado. Com isto, encontramos uma
forma de expressar os mapas de meio retorno de Poincaré.

Esta nova técnica pode ser replicada para campos vetoriais planares não lineares,
basta encontrar um fator integrante inverso adequado.

Utilizando a caracterização do Capítulo 3, entendemos alguns avanços feitos
no estudo da adaptação da segunda parte do 16º Problema de Hilbert, que busca entender
se existe um número máximo de ciclos limites de um sistema planar diferencial linear por
partes.

De fato, verificamos no Capítulo 4, que a demonstração da Conjectura de
Lum-Chua pode ser significantemente simples e curta, sem ter de lidar com extensos
estudos relacionados ao espectro das matrizes. Além disso, no Capítulo 5, provamos que
a cota superior uniforme do número de ciclos limites pode ser melhorada para L∗ ≤ 8.
Além disso, alguns trabalhos buscaram estudar, utilizando as caracterizações integrais dos
mapas de meio retorno de Poincaré, a unicidade de ciclos limites para campos vetoriais
lineares planares sem região de deslize.

Para trabalhos futuros, sugerimos o estudo de sistemas diferenciais lineares
por partes separados por um gráfico de uma função de um valor real a um valor real,
avançando para sistemas diferenciais lineares por partes separados por uma variedade
algébrica.
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