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Resumo

Resumo 1. Na primeira parte deste trabalho focaremos nosso interesse em encontrar uma familia
de solugoes (u.).~o — no sentido da viscosidade — para o problema singularmente perturbado

governado pelo operador p(z)—Laplaciano normalizado

AN () = G(u)+ fiz) em 9
u(x) = g(x) sobre €2,

para dados p., (. e f. continuos adequados. Neste contexto, mostraremos que tais solugoes satisfa-
zem certas propriedades analiticas e geométricas, a saber, elas sao uniformemente limitadas (via
estimativas A.B.P), gozam de regularidade Lipschitz e estimativas de ndo-degenerescéncia em
um dominio regular Q < RY e um dado de bordo ¢ suficientemente regular. Como consequéncia,
mostraremos que para uma subsequéncia ]h_)rg Ue; = Up, COM Ug € C%1(Q; [0, L]) sendo solucao

no sentido da viscosidade para um problema de fronteira livre do tipo Bernoulli de uma fase, a

saber,
x)uo(x) = folx) em  {ug> 0},
up(x) = g(zr) sobre 09,
up(z) =0,

onde po(z) = alir(% pe(x) e fo(x) = hm fe(z). Tais problemas de fronteira livre sdo a contraparte

nao-variacional de certos problemas tratados em propagacao de chamas na teoria de combustao.

Resumo 2. Na segunda parte do trabalho estudaremos questoes sobre existéncia e multiplicidade
de solugoes fracas do problema misto envolvendo os operadores p—Laplaciano classico e o

p—Laplaciano fracionario
—Apu+ (A u = Alu|"*u + lulP*2u em Q, u =0 em RM\Q,

onde Q  RY é um dominio aberto, limitado e suave, 2< N, 1 <p<N,0<s<1l<r <p* =
Np

N—p

possiveis casos para o expoente r. Mais precisamente

e A um parametro positivo. O interessante de nosso problema é que estudaremos trés

1. p=2ep>r (caso sublinear);
2. r = p =2 (caso linear);

3. 7> p > 1 (caso superlinear).

Portanto, precisamos combinar diversos métodos variacionais junto com algumas ferramentas

topolégicas. Em cada um dos casos, precisamos estabelecer uma condicao de Palais-Smale



(PS) para o funcional relacionado ao nosso problema e transpor a falta de compacidade na

. ~ . e & _
imersao de Sobolev produzida pela presenca do termo critico |u|P” ~2u.

Palavras chaves: Equacoes diferenciais elipticas, Existéncia de solucao, Equagoes diferenciais

parciais, Problemas de limites livres.



Abstract

Abstract 1. In the first part of our work we focus our attention in looking for a family of
solutions (u.).-¢ — in the viscosity sense — for the singularly perturbed problem driven by the

normalized p(z)-Laplacian operator

{Azli(x)ue(w) = Ca(ua)Jrfe(x) in €
u.(z) = g(x) on 09,

where p., (. and f. are suitable continuous date. In this context, we show that such solutions
satisfy certain analytical and geometric properties, namely, they enjoy uniform boundedness
(vi A.B.P estimate), they are Lipschitz continuous and fulfill a non-degeneracy property, for a
smooth bounded domain Q « RY and a regularly boundary datum g. As a result, we show that,
up to subsequence h_)rﬁlo U, (x) = up(x), with ug € C*'(€; [0, L]) satisfying, in the viscosity sense,

a one-phase free boundary problem of Bernoulli type as follows

Ajmuo(z) = folz) in  {ug >0},
up(z) = glx) on 09,
Uo(x) = 07

where po(z) = hrgl+ pe(x) and fo(x) = hrgl+ fe(x). Such a class of free boundary problem must be
understand as the non-variational counterpart of certain problems in flame propagation coming

from combustion theory.

Abstract 2. In the second part of the work, we will study the existence and multiplicity of
weak solutions for the mixed problem involving the classic p—Laplacian and the fractional

p—Laplacian operators
—Apu+ (=A)Pu = NMu| "2+ [uf" 2w em Q, u=0 em RM\Q,

where Q < RY is an open, bounded and smooth domain, 2 < p < N,0<s<1<r < p* =
Np

N—p

study three possible cases for the exponent r. More precisely:

and A is a positive parameter. The interesting thing about our problem is that we will

1. r < p ( sub-linear case);
2. r = p (linear case);

3. r > p ( super-linear case).

Therefore, we need to combine several variational methods together with some tools topological.

In each case, we need to establish a Palais-Smale(PS) condition for the functional associated



with our operator and surpass the lack of compactness in Sobolev immersion provoked by the
presence of the critical term |u|p*_2u.

Keywords: Elliptic differential equations, Existence of solution, Partial differential equations,
Free boundary problems.



Notacoes e simbolos

A seguir, escreveremos alguns simbolos e notagoes que usaremos ao longo do trabalho.

« RY denotara o espaco N —dimensional usual;

« Q denotard um dominio contido em RY:

e ' denotard um subconjunto compactamente contido em um dominio €2;

o B,(x) denotara a bola aberta com raio r > 0 e centrada no ponto z;

« RM\Q denotard o complementar do €;

« C°) denotard o conjunto das funcées continuas em seu respetivo dominio.

o C™%(+) denotara o conjunto das fungoes Holder continuas m—vezes diferenciaveis no seu

respetivo dominio;

o Cy""™(+) denotard o conjunto das fungoes Holder continuas m—vezes diferencidveis e com

suporte compacto no seu respetivo dominio.
o A,(-) denotaréd o operador laplaciano;
e (—=A),(+) denotara o operador p—Laplaciano fraccionario;

o L™(€2) denotara o conjunto de todas as fun¢oes mensurdveis em 2 com
f lu(z)|™ dz < oo.
Q
« X,7(€Q) denotard o espaco fraccionario
XoP(Q) = {fue WH(RN) s ulg e WyP(Q),u = 0 q.t.p em RV\Q};

+ |ul| denotara a norma para o espaco de Sobolev W, 7(Q)

1/p

u p
|ul| = J |Vu|pdx+f [ud |N+Sp‘ dx dy :

o |u],s denotard a seminorma de Gagliardo

J )‘pd dz |:
Ul Il’ - yIN“” ’

o LY(F) denotara a medida de Lebesgue N —dimensional do conjunto E;



L, s(u) denotara o operador misto

Lpsu(r) = =Apu(z) + (=A)ju(z);

p

Sim(N') denotard o conjunto das matrizes quadradas simétricas de tamanho N x N’

Amax (M) € Apin(M) denotardo o maximo e o minimo autovalor respetivamente de uma

matriz simétrica M

Para matrizes simétricas X e Y a notacado X <Y tera o seguinte significado
(X —Y)-£6 <0 para todo € e RY;
dist(x, A) denotard a distdncia do ponto z ao conjunto A definida por
dist(x, A) = Llllelg |z —al;

H'(E) denotaré a medida de Hausdorff +—dimensional do conjunto E;
diam(§2) denotard o didmetro do conjunto N —dimensional €;
p* denotard o expoente critico de Sobolev

_ Np
- ¥

*

p

S denotara a melhor constante de Sobolev ou constante 6tima de Sobolev

S - HVUHIZZP(Q)
wewg P @\0) [l g
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Introducao

O objetivo desta tese de doutorado é estudar questoes relacionadas a existéncia,
multiplicidade e regularidade de certas solugoes para uma classe de problemas degenerados
elipticos, com estrutura nao-variacional e variacional respetivamente. O desenvolvimento de
nosso trabalho sera dividido em duas componentes: na primeira parte, analisaremos a existéncia
e estimativas de regularidade Lipschitz para solucoes no sentido da viscosidade de um problema
singularmente perturbado, governado pelo p(x)—Laplaciano normalizado, bem como um pro-
blema de fronteira livre de uma fase do tipo Bernoulli associado. Na segunda parte da tese
buscaremos analisar 3 classes de problemas relacionados ao operador do tipo p—Laplaciano
misto (composto pelo p—Laplaciano e o p—Laplaciano fracionério ), a saber os problemas com

nao-linearidades com crescimento sub-linear, linear e super-linear respectivamente.

A seguir detalharemos as problematicas a serem estudadas em nosso trabalho, o

estado da arte de cada problema e a estratégia para aborda-los.

Problema 01: Problema singularmente perturbado governado pelo operador p(z)-

Laplaciano normalizado (veja [32])

Antes de ressaltarmos o carater Lipschitz das estimativas obtidas para as solugdes no
sentido da viscosidade para um problema governado pelo p(x)-Laplaciano normalizado, permita-
nos introducao um panorama histérico sobre a teoria por tras de tais operadores e sua relevancia
nos contextos de Analise Matematica atuais: Nos tltimos anos, pesquisas sobre o Tug-of-war
game (Jogos de cabo-de-guerra) com probabilidades varidveis tém surgido na interagdo moderna
da Teoria das Probabilidades ¢ dos modelos de EDPs elipticos. Precisamente, em [5] os autores
estudaram um Tug-of-war game de soma-zero para dois jogadores com probabilidades variaveis
que dependem da localizacao do jogo x € (). Particularmente, eles mostram que o valor do jogo
(i.e., uma soluc¢do de um problema discretizado associado ao operador sob andlise, veja e.g. [8])
é local e assintoticamente Holder continuo, assim como a existéncia e unicidade de valores do
jogo. Como consequéncia, eles provam que a fun¢ao valor do jogo converge para uma solucao do

p(z)—Laplaciano normalizado, o qual é definido da seguinte forma

3/ Duw) Dul
Appyu(z) == —Au(z) + (@) <D u(z) |Du(z)|” |Du(z)| >’

onde p : 2 — R é uma func¢ao nao-negativa e Lipschitz continua. Observe que o operador de

segunda ordem

2 (2 Du(z) Du(x) — ANy(x
<D ) Duta)] |Du<:c>|>' Beou()
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é conhecido como o co—Laplaciano normalizado e constitui um operador totalmente nao-linear

com carater degenerado eliptico.

Dando prosseguimento, recentemente, em [6], os autores provaram uma estimativa
de regularidade Lipschitz assintética para as fungoes de valor dos jogos de cabo de guerra com
probabilidades variaveis (do tipo p(z)—Laplaciano normalizado). O método é baseado em uma
abordagem da teoria dos jogos para estimar o valor de um jogo relacionado definido em €2 x 2

por meio de acoplamentos.

Devemos destacar que modelos de EDPs elipticas governadas por operadores norma-
lizados com assinatura nao-uniformemente eliptica tém recebido enorme atengao nos tultimos
anos devido suas amplas conexdes com alguns Processos Estocasticos (Random Walks), Teoria
das Probabilidades (Principios de Programacao Dindmica), Teoria dos jogos (Tug-of-War games
com ruido) para mais detalhes veja (cf. [7], [8], [20], [56], [68], [70] e [21] para tais temas de

pesquisa relacionados).

Por tal razao, motivados por questdes modernas de EDPs singulares em modelos nao-
variacionais (cf. [4], [81] e [82]), gostariamos de estudar propriedades quantitativas e qualitativas

de solucoes no sentido da viscosidade para:

{ Ai(m)us(‘x) = C (us) + fe(x) em Q,

us(x) = g(x) sobre 09, M

onde assumiremos que p, € C%1(Q), f. € C*(Q) (para algum g € (0, 1]) e existem constantes

A, B,pt p~,p > 0 tais que

1 <p” <p(z)<p" <oo, |Dp(x)<m (2)

A< fo(r) <B paracada xeQetodo €>0. (3)

— 1 [t
Além disso, 0 < g e W*(Q) e (.(t) = —C (), com 0 < ¢ € CF([0,1]).
e’ \¢
Vale ressaltar que nossos resultados sao extensoes de certos modelos nao-variacionais, citamos
por exemplo [4], [72], [82] e [89], e, até certo ponto, os de [33], [39], [65], [71], [73] e [90], sobre
modelos degenerados e variacionais, onde utilizamos um conjunto de abordagens e técnicas

alternativas ajustadas ao contexto de modelos totalmente nao-lineares e normalizados.

Motivacao e Estado-da-arte A teoria matematica de perturbacao singular diz respeito a
uma ampla classe de métodos empregados em diversos campos da Matematica, da Fisica e suas
areas afins (veja e.g., [58] para um ensaio introdutério sobre tal temética). De fato, tais métodos
de penalizacao foram fundamentais no estudo de problemas de minimizac¢ao descontinuos no

contexto da teoria de pontos criticos de funcionais nao-diferenciaveis, onde o trabalho seminal
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de Alt e Caffarelli em [2] marca o ponto de partida de tal teoria realizando o estudo do seguinte

problema de minimizagao

1
min J (|VU|2 + Q(@X{w()}) dx para um dado apropriado g =>0e Q>0 (4)
HY(Q)w|oo=g Jq \ 2

Devemos destacar que historicamente tal problema variacional (4) surgiu na formula¢ido mate-
matica de uma variedade de modelos relevantes de uma-fase, e.g. problemas do tipo cavidade
(cf. [39]), problema de jatos (cf. [29, Ch. 1] e suas referéncias) apenas para mencionar alguns

deles. Observe que a equagao de Euler-Lagrange para (4) é dada por
Aug(z) = Q(x)dp(ug) em

em um sentido distribucional apropriado, abordado em [2]. Assim, podemos ressaltar que
minimizantes de (4) podem ser caraterizados como limite uniforme quando e — 0" no seguinte

problema
Aus(x) = Q2($)Cs<us) em (2 (para Ce ~ 571X(0,5))-

Portanto, a ideia central de estudar solugoes via aproximacao é que “pequenas perturbagoes”
para certos problemas elipticos se propagam de forma quantificivel para seu perfil limite (quando
este existe). Assim, a andlise de solugdes penalizadas pode ser 1til para estabelecer estimativas

de regularidade para a solu¢ao minimal desejada de (4) e sua fronteira livre.

Observamos que tal ideia também pode ser aplicada ao estudo de problemas super-
determinados na interface de EDPs e Geometria como segue: fixados < RY um dominio
suave e limitado e fungoes 0 < f,g € C°(Q) e 0 < Q € C*(Q), gostariamos de encontrar uma
“hiper-superficie compacta” I'y := 0Q' < Q tal que o problema ndo-homogéneo do tipo Bernoulli

de uma-fase

Lu(z) = f(x) in QO
u(x) = g(x) on 9
) ulz) = 0 on (5)
?V(x) = Q(x) on Ty (em um sentido adequado)

possua uma solu¢do (em um sentido apropriado) nao-negativa para um operador eliptico de
segunda ordem £ com estrutura adequada. Como descrito acima, solugoes via processo de limite
provenientes de certos problemas regularizados aproximados sao perfis naturais para resolver (5)

(em um sentido apropriado com I'y := d{u > 0}). Isso motivard o préximo paragrafo.
Um breve passeio pela teoria de perturbagao singular

Devemos ressaltar que nosso impeto para os estudos atuais neste trabalho também
provém de suas conexoes intrinsecas com problemas nao-lineares monofasicos, que emergem

na teoria matematica de combustao, como também na andlise de fendomenos de propagacao de
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chama (configuragao estaciondria). Mais precisamente, eles emergem no configuracao de chamas
laminares descritas como um limite assintético para a formulacao nao-linear de certos modelos
de ativagao de alta energia com termos de fonte ndo-homogéneos (veja [28], [33], [62] e [91] para
trabalhos relacionados a esta temdtica). Em uma concepcao geral, tais modelos sdo obtidos
como o limite quando € — 0 em (1), ou seja, um tipico problema de fronteira livre (de uma-fase)
nao-homogéneo, onde a parte da reacao-difusao é regida por um operador eliptico degenerado
(cf. [4], [72] e [82] para resultados similares):

)u(aﬁ) = f(x) em {u>0}, (para feC%Q)n L*(Q))
u(z) = 0 em () (PFL-NH)
u(z) = g(zr) sobre 09
G(|Vu(z)]) < Q(z) sobre &{u >0}, (para0< Qe C%Q))

Devemos destacar que a condicao que G cumpre é referida como condicao de fronteira livre.

Observamos que o desenvolvimento matematico de tais problemas regularizados
(via métodos de penaliza¢do) produziu importantes avangos cientificos na teoria da fronteiras
livres. Historicamente, seus estudos remontam ao trabalho pioneiro [11] realizado por Berestycki-
Caffarelli-Nirenberg, onde o cendrio linear eliptico foi abordado (cf. [90] para a andlise de EDPs
elipticas via um tratamento variacional)

N

Lo[u] := Z a;j(z)Djju(z +Zb )+ c(z)u(r) = ((u), (para coeficientes C').

ij=1

A seguir apresentaremos os desenvolvimentos recentes no cenario de EDPs totalmente
nao-linear. Antes de tal apresentacao, permita-nos referir algumas contribuicoes pivotais de
varios autores sobre problemas singularmente perturbados homogéneos/nao-homogéneos de uma-

fases, bem como problemas variacionais (de fronteiras livres e sobredeterminados) envolvendo

operadores uniformemente eliptico e/ou com estrutura degenerada:

EDP modelo Assinatura do operador Referéncias
div(2A(z)Vu©) = I'(z)((u) Operador uniformemente eliptico 2], [39] e [73]
Apu® = ((u®) + fe(x) p-Laplaciano [33] e [72]
div(|Vus @2 Vuf) = C(u°) + fo(z) p(x)-Laplaciano [47], [65], [66] e [67]
AJu(z) = ¢ (v) p-Laplaciano normalizado (p > 2) [9] e [79]

Salientamos que nas ultimas duas décadas ou mais, problemas de fronteiras livres
nao-lineares como (PFL-NH) foram amplamente estudados na literatura através de métodos de
perturbagio singular. Em contraste com sua contraparte variacional (veja [2], [33], [65], [71],
[73] e [90]), a andlise de EDPs singularmente perturbadas nao-variacionais impoem desafios
significativos, principalmente devido a falta de férmulas de monotonicidade (cf. [63] e [64]),
estimativas de energia (cf. [33]) e uma nocgao estével de formulagao fraca para solugoes (veja,

[90]), somente para citar algumas dificuldades inerentes.
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Neste novo cendrio desafiador, Teixeira em [89] iniciou a estratégia de estudar EDPs

singularmente perturbadas totalmente nao-lineares da seguinte forma
F(z,D*u®) = .(u°) in ©Q com wuf =0, (6)

onde (. (u®) — &y (a medida delta zero de Dirac) em um sentido adequado. Mais precisamente,
Teixeira prova que solugoes da equagio (6) gozam de regularidade Lipschitz e tal regularidade é
6tima, bem como a compacidade em H' para as EDPs singulares do tipo Bellman. Em seguida,
Ricarte-Teixeira em [82] finalizam a andlise iniciada por Teixeira em [89]. De fato, eles provam
algumas propriedades analiticas e geométricas para solugoes e suas fronteiras livres. Destas,
devemos destacar que a condigao de fronteira livre em (6) é governada por um novo operador,
ou seja,

F*(X) := lim e¢F (1X) ,

e—0+ £
o perfil de recessdo, que surge por meio de um argumento do tipo blow-up sobre a familia de

EDPs elipticas governadas pelo operador original:

1
F*(z, Dug(z) ® Dug(2)) = QJ ¢(t)dt, para ze€ d{ug>0} e wy= lir% Us.
0 e

Na sequéncia das contribuigbes relativas a este tema, Da Silva-Ricarte em [80,
Theorem 1.3] obtém estimativas globais para a regularidade Lipschitz de solu¢oes de problemas

da forma
F(xz,Du®, D*u®) = (.(u¥) em Q

u (z) = 0 em ) (7)

u®(z) = g(x) sobre 0.
Recentemente, [23] estabeleceram estimativas Lipschitz uniformes até o bordo para um pro-
blema singularmente perturbado para modelos elipticos totalmente nao-lineares como (7) com
ingredientes ilimitados. Além disso, [72] estudam um problema de fronteira livre como (7) (com
estrutura uniformemente eliptica) com um termo for¢a ndo-homogéneo. Também devemos citar
[24], onde os autores provaram estimativas do gradiente até o bordo para problemas de fronteira
livre nao-lineares e nao-homogéneos como (5) governados por equagoes elipticas totalmente

nao-lineares e com ingredientes ilimitados.

Em [4], Aratjo et al estabelecem resultados de existéncia, regularidade Lipschitz
Otima e propriedades geométricos para a classe de PFLs elipticos degenerados anisotrépicos

totalmente nao-lineares da seguinte forma:

|Duf|PF(D*uf) ~ (. (uf) + fo(x) em Q com p>0e u® =0.

Depois disso, em [14], Bezerra Junior et al estudaram modelos elipticos nao-variacionais,

nao-lineares e singularmente perturbados gozando de uma dupla assinatura de degenerescéncia
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COomo segue

{[‘Dus(ﬂf)\“ﬂ(iﬂ)wua(iﬂ)q]F(DQUa(ﬂf)) = G (ue) + fe(z)  em
us(r) = g(x) sobre €2,

para dados adequados 0 < p < ¢ < o0, a e g, onde (. ~ O(s_l) perto de superficies e—nivel. Em
tal contexto, eles estabeleceram a existéncia de solu¢ées no sentido da viscosidade e provaram

que as solugoes sao localmente-Lipschitz continuas e crescem de forma linear.

Finalmente, em [79] os autores obtém estimativas Lipschitz interiores para solugoes
no sentido da viscosidade para um problema singularmente perturbado do tipo p-Laplaciano na
forma nao-divergente. Tais resultados dependem de problemas de Dirichlet de aproximacao e

passagem ao limite, obtendo assim um problema de fronteira livre no limite.

Neste ponto, surge uma pergunta natural:quais devem ser a regularidade 6tima e
caracteristicas geométricas das solugoes e das superficies de niveis para problemas do tipo
(1)? Em particular, procuramos provar neste trabalho propriedades geométricas que sejam
independentes do parametro de regularizagao e que, portanto, possam ser transportadas (de

forma uniforme) no processo de limite ao perfil limitrofe.

Portanto, segundo nosso conhecimento, poucos avangos sao conhecidos em relagao a
teoria da regularidade para problemas de fronteiras livre ndo-homogéneos como (PFL-NH). De
fato, como descrito acima, muitos destes estdo somente disponiveis no contexto de operadores
lineares (cf. [2], [63] e [64]) e/ou no cendrio uniformemente/degenerado eliptico (cf. [4] e [82]), os
quais nao condizem com o modelo que queremos analisar. Além disso, devemos destacar que em
nossa analise consideramos o problema (PFL-NH) com carater ndo-homogéneo, bem como nossos
estudos contemplam nao somente o cendrio degenerado, i.e, p(z) > 2, pois podemos incluir
também o caso singular, i.e, 1 < p(x) < 2. Por fim, nossos resultados estendem as estimativas
para o caso de expoente constante e com cardter homogéneo estabelecidas por Aratjo-Ricarte

em [79].

Método de Bernstain: A prova de nossa estimativa de regularidade Lipschitz local de-
pende de uma adaptacao do bem conhecido Método de Bernstein para solugoes de problemas

(regularizados) da forma

N
Tr (ag@)v‘*(pu)D%) = 3 D (Duyuy; = h(x),
ij=1

O método ou técnica de Bernstein foi primeiramente apresentado em [12] e [13].

Resumidamente, o Método de Bernstein para a equagao de Laplace consiste em

o Introduzir uma nova funcao auxiliar;
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o Verificar que tal fun¢do auxiliar satisfaz uma “desigualdade ou EDP chave” (relacionada
ao problema original) e usar o Principio do Maximo ou a estrutura do operador, e.g.

(elipticidade uniforme);

e Deduzir das estimativas do passo anterior alguma estimativa adequada para a solucao

original.

A titulo de motivagao consideremos o exemplo simples: seja 7 € Ci°(B;) uma funcao de corte
comn =1em By, ve RN um vetor unitario e ¢ > 0 uma constante. Considere a funco
auxiliar
¢ :=n*(0,u)? + ou’.
Entdo, estimando para o operador A(-) = Tr(IdyD*(")) :
—Ap = = 2|Vn[* (Geu)* — 2nAn (Oeu)® — 87V - V (Oeu) deu
— 2 |V&‘eu|2 — 2020, ub,Au — 20| Vul? — 20ulu.

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

189V - V (8etr) dets| < 20% | Vdeu)® + 8| V|2 (Feu)?
e obtemos que

—Ap < 6]Vn?(0.u)® — 2nAn (Beu)? — 20|Vul?

+ 2020.u(—A)0u + 20u(—Au).
Em particular, escolhendo o suficientemente grande, temos a desigualdade chave
—Ap < 207 0.u(—A)0u + 20u(—Au).
Além disso, se u é harménica em B, < RY, entdo
—Ap <0 in Bj.

Agora, pelo principio do maximo

max = max .
aX p = 19ax

Portanto, em By,

_ 2 2 2
= max7 (Ocw)” + ou

= max O'U2

9B,
< oful (s,

a qual é uma estimativa interior para o gradiente da solucao original.
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Problema 02: Um problema misto local/nao-local quase-linear com termo critico do

tipo Sobolev

O propésito da segunda parte do trabalho é estudar a existéncia e/ou multiplicidade

para solugoes fracas em VVO1 (1) para o problema misto
—Ayu() + (=A)su(e) = Alu(@)|2u(z) + Ju(@) " Pu(z)  em Q, s)
u(z) =0 em RM\Q,

onde © ¢ RY é um dominio aberto e limitado, com dimensdo N > 2,1 <p < N, A > 0,

N
=y P ¢ o expoente critico de Sobolev e 0 < s <1 < r < p*. Como ¢ usual
-D

Ayu(z) := div(|Vu(2)[P*Vu(z))

denota o operador p-Laplaciano classico. Enquanto o p—Laplaciano fracionério é definido por (a

menos de constante de normalizagao)

[u(z) = uly)">(u(z) — uly)) ,

|z — y [N ’

(—A)u(z) == PV. J

RN
onde P.V. é a abreviatura para o sentido de "valor principal.

O estudo dos operadores mistos locais/nao-locais recebeu recentemente um nivel
crescente de atencao, especialmente pela estrutura matematica que combina o esquema classico
do p—Laplaciano e as caracteristicas nao-locais do operador p—Laplaciano fracionario , veja
[1, 16, 19, 35, 50] e algumas importantes aplicagoes como a hipétese de forrageamento animal

[36, 75]. Também devemos destacar as importantes contribuigoes nos temas:

1. Desigualdade de Hong-Krahn-Szego (veja [18]);
2. Desigualdade de Faber-Krahn e aplicagoes (veja [17]);
3. Sistema de auto-valores e seus limites assintéticos quando p — oo (veja [27]);

4. Modelos mistos com nao-linearidades concavas-convexas e seus limites assintéticos quando

p — © (veja [31));
5. Equagoes do tipo Henon local /nao-local (veja [83]);
6. Teoria de regularidade para modelos mistos (veja [34], [51] e [88]).

7. Estimativas de regularidade Holder mais elevadas (veja [52]).

Observe que o problema (8) pode ser pensado como um problema de tipo “Brezis-

Nirenberg”, sendo a versdao mista local/nao-local do famoso trabalho [26] devido a Brezis e
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Nirenberg. Recorde que o problema em [26] foi estendido no caso quase-linear em [53] e no
caso fraciondrio em [84]. Mencionamos também o artigo [15], onde os autores estudaram (8)
quando p = 2, provando a existéncia de uma solugao para r € (1, p*). Portanto, nosso objetivo é
estender o resultado de [15] no caso p # 2, provando assim a multiplicidade de solugoes de (8),

dependendo do valor de r.

No que diz respeito a esta parte da tese, a mesma esta dividida na seguinte forma: no
Capitulo 1 apresentaremos os conceitos necessarios para abordar o problema (8). Em particular
forneceremos uma introdugao aos métodos topologicos e variacionais necessarios para mostrar
a existéncia e/ou multiplicidade de solugoes fracas de (8). Além disso, vamos introduzir as

propriedades do espaco homogéneo de Sobolev W, ?() dotado da norma

v |u(z) —u(y)[”
u| = ulP dx + H dx dy
H H L‘ | ) | y|N+5p

para funcdes definidas em todo R”, considerando a natureza nao-local do problema (8).

1/p

Na primeira parte do Capitulo 3 estudaremos o caso sublinear 1 < r < p. De
fato, estabeleceremos um resultado de multiplicidade no Teorema 3.1.1, baseado no esquema
variacional visto em [45], que usa fortemente a teoria do genus de Krasnoselskii. Ao acharmos
um intervalo 6timo para o parametro A > 0, produziremos uma sequéncia de pontos criticos para
o operador de Euler-Lagrange vinculado ao nosso problema (8), mostrando assim a existéncia
de infinitas solucgoes fracas. Destacamos que o resultado do Teorema 3.1.1 estende o mesmo

resultado do caso cldssico devido a Garcia Azorero-Peral em [53].

Na segunda parte do capitulo 3 abordaremos o caso linear r = p. Enunciaremos
um resultado de existéncia e multiplicidade no Teorema 3.2.2. Porém, precisaremos de um
resultado abstrato obtido na teoria de indice cohomoldgico de Fadell e Rabinowitz [76, 77|, onde
precisaremos que o parametro A > (0 esteja em uma vizinhanga apropriada de algum autovalor

do operador
L,su:=—Ayu+ (—A)u.

p

Por tal razao, precisaremos construir uma sequéncia de autovalores variacionais (Ag)r=1, através

da teoria de indice cohomolégico de Fadell e Rabinowitz, veja [76, 77].

Por fim, na tltima parte do capitulo 3 estudaremos o problema (8) no caso superlinear,
ou seja, quando r > p = 2. No6s estabeleceremos um resultado de existéncia no Teorema 3.3.1
através do classico Teorema do Passo de Montanha, em duas situagoes apropriadas dependendo
dos valores

N—p

i r(N —
MNp,s = MIN {1,]9(1 - 3)} , BNrp =N — M

p
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Mais precisamente, o problema (8) admite pelo menos uma solugdo quando uma das seguintes

situacoes ocorre:

(i) myps > Bnrp e A >0 & genérico (i.e., ndo ha restricoes quanto a sua limitacao);
(17) mnps < Bnrp € A= A¥, com A* > 0 suficientemente grande.
Finalmente, devemos observar que tal dicotomia nao é verificada no caso classico

quando s = 1, pois temos sempre my 1 < By, p. Por tal razao, nosso resultado no Teorema

3.3.1 complementa o mesmo resultado do caso classico em [53, Theorem 3.3].
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1 Preliminares

Nesta secao destacaremos alguns ferramentas fundamentais que serao utilizadas nos
capitulos subsequentes desta tese. Trataremos de fornecer as referéncias adequadas para que o

leitor possa averiguar a validade dos resultados e temas que introduziremos a seguir.

1.1 Solucdes no sentido da viscosidade e solucGes do tipo Perron

Iniciaremos com as defini¢oes dos tipos de soluc¢oes que sdo foco de interesse em

nosso trabalho relativo ao problema nao-variacional (1).

Definigdo 1.1.1 (Solugdo no sentido da viscosidade). Uma fungio u e C*(Q) é chamada

de sub-solugao no sentido da viscosidade (resp. super-solugio) de

AN yu=h(z,u(x)) em Q ,com he C(Q x R,) (1.1)

p(z

se sempre que ¢ € C*(Q) e u — ¢ tem um mdzimo local (resp. minimo) para xq € Q, entdo

e Se D¢ (x0) # 0, entdo

Apan® (0) < h(wo, é(20))  (resp. = h(wo, d(x0))).
e Se D¢ (x9) =0, entdio

(1) Para p(xg) = 2:

p(zo) — 2
AQZ5 (.Io) + 7})(1:0)

onde Amax (D¢ (7)) € o maior autovalor da matriz D*¢ (xo);

() Amax (D0 (20)) < h(z0,d(20))  (resp. = h(wo, d(0))),

(2) Para p(xg) € (1,2):

L x ]M i 2 xr x x res X i
p(mo)A¢( 0) + ey Amin (D?¢ (w0)) < b (w0, ¢(x0))  (resp. = h (w0, ¢(x0))),

onde Ayin (D¢ (20)) € 0 menor autovalor da matriz D*¢ (zo).

Finalmente, u € solugio no sentido da viscosidade para (1.1) quando é simultanea-

mente uma sub-solugdo e super-solucao de viscosidade.
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A seguir, enunciaremos um resultado que mostrar a existéncia de solugoes do tipo

Perron para (1).

Proposicao 1.1.2 (Existéncia de solugdes do tipo Perron). Seja gy : [0,0) — R
uma funcao limitada e Lipschitz continua. Consideremos um operador eliptico degenerado
L:QxRY x Sim(N) — R, onde Sim(N) ¢ o conjunto das matrizes quadradas simétricas

N x N, satisfazendo a sequinte condi¢io de monotonicidade
L(xz,p,Y) < L(x,p,X) sempre que Y < X,
para quaisquer pe RY e X, Y € Sim(N). Se a equagio
L(x, Du, D*u) = go(u) + f(x) (1.2)

com f e C(Q), admite uma sub-solu¢io e uma super-solucio de viscosidade u,u € C°(Q)

respectivamente, € Ujpq = Ujoq = Y € W?2*(Q), entio dado o conjunto de fungées
Sy = {we C%Q) | w € super-solugio para (1.2), eu <w < u},

entdo a fungdo
u(z) = inf w(z) (Sol. Perron)

’LUESIL,

¢ uma solugdo continua no sentido da viscosidade para (1.2) que satisfaz uw = 1 sobre 0S2.

Demonstrag¢io. Para uma demonstragao, recomendamos por exemplo a leitura de [79, Proposition
2.5]. O]

Remark 1.1.3. Devemos destacar que as solugoes de viscosidade obtidas através do processo

descrito em (Sol. Perron) serao denotadas ao longo deste trabalho como solugdes do tipo Perron.

Com o propoésito de mostrar a existéncia de solugdes no sentido da viscosidade para
(1), escolhemos um esquema aproximado apropriado de (1) dado por um problema regularizado.
De fato, fixados d,¢ > 0, seja u. s uma solugao suficientemente regular (veja e.g. o livro da

Ladyzenskaja et al [61] para tal tema) para

N

Z af;(m)’a(Du)uij = (¢ (u)+ fo(x) em Q
ig=1

(1.3)
u(lx) = g(x) sobre 09,

onde o operador v — a;; @) (1)) ¢ definido por:

ps(x) -2 V,L'l/j

1
Cll%(x)’é V)= (Sl + s
@) pe(z) |v|]? + 82

V veR".
pe(z)
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pE(I)76

Além disso, observe que (aij )ij € uma matriz uniformemente eliptica, i.e.,

AP < aZs D (meg; < AJe)?,

onde

A= s JPe(®0) =1 1 e NemigdPe® -1 1 |
(i) { !

pe<x> ’ps( pe(x) 7])5(53)
No resultado a seguir garantimos a existéncia de solugoes no sentido da viscosidade para (1).
Proposicao 1.1.4. Seja u.ps : Q — R uma solucio cldssica para (1.3). Suponha além disso
que as hipdteses (2) e (3) sio satisfeitas. Entdo existe uma sub-solugio u® : Q — R e uma
super-solugio no sentido da viscosidade T : Q — R para o problema original (1), com
u® ()

u(x)

(lsi_r)r(l] inf {u.,(§) | £ € Bs(x),0 < pu < 0}

) (1.4)
limsup {u., ()| € € By(x).0 < u < 3}

Em particular, o problema (1) tem solugoes no sentido da viscosidade (u.).~o. Além disso, existe

uma constante = = Z(N, | g] e @), p*p~, B,Q), tal que

[

0<u <
Demonstragio. Seja (ue)e=o as solugoes do tipo Perron para (1). Lembrando a estimativa de

Alexandroff-Bakelman-Pucci (A.B.P. veja [30, Theorem 4]) permite-nos concluir que

diam(Q)p*
N /1B (0)[(p~ 1

sup |ue| < supg + erHLN(m(uE)) =z,
Q o0 )

onde
CH(u.) = {x e Q:u(x) = F(u)(x)}
e F(u)(z) = {w(x) : w=uem Q e w é concava}.
Dando prosseguimento a prova, vamos mostrar que u. é nao-negativa. Para isso,

analisaremos os perfis regularizados, i.e., u. 5. Por contradi¢do, vamos assumir que A. = {z €

Q| u.s <0} # . Entdo, sem perda de generalidade u. é solugao para

N
3 ar D (Ducg)(ueg)y = fe(w) em A

i,j=1

us5(x) = 0 sobre 0A.,

Agora, dado que f.(r)
do Evans [42]) u. s

consequeéncia 0 < u,

0 e u. 5 = 0 sobre 0.A,, usando o Principio do Méximo (veja e.g. livro

>
> 0 em A., mas isto gera uma contradigdo. Portanto, 0 < u. s, € como
< Z depois de passar o limite quando § — 0 em (1.4). m
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Enunciaremos e demonstraremos um lema que garante o principio de estabilidade
para nosso problema singularmente perturbado. Destacamos que o resultado esta inspirado em
[44, Lemma 4.1] e [85, Lemma B1].

Lema 1.1.5. (Estabilidade) Suponha que py € C° (B1), pmin > 1 € que fo : By — R ¢ continua.
Sejam u. as solugoes do tipo Perron para (1) e assumamos que a menos de subsequéncia
—ueC(B), fer = fo € pe, — po local e uniformemente quando ¢, — 0. Entdo, u é uma

Ug,,

solucao no sentido da viscosidade para

(D*uDu, Du)

—Au — (po(z) — 2) Dul? = fo(x) em By n {u> 0}.

Demonstracio. E suficiente fazer para o caso de sub-solucao . Assumamos que ¢ € C? toca u
em um ponto xy. Dado que u., — w local e uniformemente, em particular, existe uma sequéncia

Te, — To tal que u., — ¢ tem um minimo local para z., .

Se Dy (zo,to) # 0, entdo, dado que u,, é sub-solugdo viscosa, obtemos que
Cop () + fop (2ey) =t D¢ (Tey) + (Pey, (e,) — 2)
Dy (7e,) Dy (xc,)
‘<D290($sk) ( Qk 7 k

fazendo k — oo, concluimos que

f(x0) = F (20, Dy (x0) , D* () ,

onde F(z,n, X) :=tr X + (po(x <X’ Tl
nem

Se Dy (z9) = 0, dividimos a prova em dois casos. Quando Dy (z.,) # 0 for k suficientemente

grande, de isto segue que

CEk (90(:661@)) + fEk (x€k> = tr D2S0 (xf-?k) + (pEk (xf':k) - 2)

‘<D230 (2..) Dy (:Zek) . Dy (szk) 1>
(1D (z,)I" +¢2)* (IDg (2c,)]” +¢€2)?

Para algum vetor £ € RY com |¢| < 1, deduzimos ao fazer k — o

f (o) = tr D*¢ (x0) + (po (z0) — 2) (D*p () £, &)

Quando Dy (z.,) = 0 para k suficientemente grande, pela definicdo de sub-solucao

obtemos que

Cep (P(2e,)) + fer (2,) = tr D290 (Te,) + (Pey (72,) — 2) <D290 (ze,) £5k7§5k>
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onde &, € RY satisfaz |£,,| < 1. Portanto, segue que para algum vetor |¢] < 1

f (o) = tr D*¢ (x0) + (po (w0) — 2) (D*p (20) &, &)

quando k — 0.

1.2 Topicos de Teoria da Medida

Nesta secao vamos apresentar resumidamente a medida de Hausdorff e daremos

algumas notagoes que serao importantes ao longo dos préximos capituos desta tese.

Definigdo 1.2.1 (§,-densidade). Dado O < RY um subconjunto aberto, diremos que O satisfaz

a propriedade de dg-densidade em €2 para 0 < 09 < 1, se existir T > 0 tal que
£N<B50<x> N O) =T ‘CN(B% (ZE)),
onde LV denota o medida de Lebesque N—dimensional.

Definigdo 1.2.2 (§o-vizinhanga de um conjunto). Dados A = RY um conjunto mensurdvel

e uma constante 6o > 0, definimos:
Ny (A) := {z e RY : dist(x, A) < 0y}

a 6y-vizinhanca de A em RY.

A seguir, introduziremos a noc¢ao de medida de Hausdorff.

Defini¢dao 1.2.3 (Medida de Hausdorff 7). Seja ro > 0 dado, 0 < §' < rq firo, e seja
A < RN um conjunto Boreliano. Para t > 0 arbitrdrio, definimos o contetdo (&', t)-Hausdorff

de A na sequinte forma:

HGH(A) = inf {er : Ac UBH(@-) tal que 2r; < 5'} :

7 =1

onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas {B, (x;)}; de A, i.e., A c UBm (x;) com
i>1

x; € A e didmetro sob controle (i.e., 2r; < &'). Entdo, a medida de Hausdorff 7" de A é definida

como:

Agora, enunciamos um Lema que serd fundamental na parte das estimativas da

medida de Hausdorff que serdo trabalhadas no Capitulo 2.
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Lema 1.2.4 (Propriedade de densidade). Dado O € Q um conjunto aberto, temos as

sequintes conclusoes:

(1) Se existe 0 < & < 1 tal que O satisfaz a propriedade de & —densidade, entdo existe
C=C(r,N) > 0, para a qual:

1 , N_
‘./\[5/(80) M BP<I>’ < W’Ng(a@) M BP('I) M O’ + Cé pN !
comxed0ned<np.

(2) Se A possui densidade uniforme em 2 (ao longo de ©O), entio |0A N Q| = 0.

Demonstragio. A prova da propriedade (1) segue via um argumento de recobrimento. A prorie-
dade (2) é consequéncia do Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue (veja por exemplo o Livro do

Evans-Gariepy [43]).
[

1.3 Principio de comparacao para equacdes quase-lineares

Nesta parte preliminar inspirada fortemente em [57, Chapter 2| apresentamos algumas
nogoes sobre o principio de comparacgao e estimativas interiores para equagoes elipticas quase

lineares.

Ao longo desta preliminar consideraremos uma equacao da forma
N
Z (z, Vu)u;j = f(x) in Q. (1.5)

Além disso, assumiremos a condi¢ao de elipticidade uniforme no seguinte sentido: para todo

z e etodop, & e RY;
N

2,j=1

para algumas constantes positivas 0 < A < A. Por simplicidade vamos escrever
N
Qu) = Z a;;(z, Vu)u;.

A seguir, procederemos em enunciar e demonstrar o principio de comparacao para este tipo de

equacoes.

Teorema 1.3.1. Seja a;; € ct (Q X RN) satisfazendo a condicao de elipticidade uniforme.
Sejam u,v e C°(Q) n C%(Q) tais que Q(u) = Q(v) em Q e u < v sobre 0. Entio, u < v em Q.
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Demonstracao. Primeiramente escrevemos

Q(u) = Q) = Z (a;;(z, Vu)uy; — a;j(x, Vo)uvi;)

ij=1
N N
= Z aij(z, Vu)(u —v);; + Z (ai;(z, Vu) — a;j(x, Vu))v;;.
i,j=1 hj=1

Consequentemente

a;j(x, Vu) — a;j(z, Vu) = a;j(x, tVu + (1 —t)Vo)dt

S =

ijr (2, VU + (1 = ) V)dt - (u — v)y.
Assim,

Qu) — Q(v) = Z @ij(u — Zg u—v)

N
&U_Z a;;(z, Vu),

onde

1
b = vij | aijp,(z,tVu+ (1 —t)Vo)dt
0

Entao, obtemos que

N N
Z i(uw—v); + Z (u—"2v)E=0em

1,j=1

u — v < 0 sobre 012,
onde a;; satisfaz, para todo z € Q2 e todo & € RY,
NEP < ai(x)&g; < Al

Entao, pelo principio do maximo para equagoes lineares elipticas, concluimos que u < v in

Q. ]

Como uma consequéncia do resultado anterior temos o seguinte corolario.

Corolério 1.3.2. Seja a;; € C* (Q X RN) satisfazendo a uniformidade eliptica. Suponhamos
que u,v € C°Q) N C*(Q) satisfazem Q(u) = Q(v) em Q e u = v sobre 0. Entio, u = v em Q.
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1.3.1 Desigualdade de Harnack para EDPs uniformemente elipticas

Como um complemento, enunciaremos os seguinte resultado relativo a desigualdade
de Harnack. Enunciamos o primeiro resultado, o qual pode ser achado na seguinte referéncia
(veja [57, Theorem 1.2.12]).

N

Teorema 1.3.3. Seja Br uma bola em RY e L(u) = Z a;j0i;u em Bg, para a;; € C° (Bg)
ij=1

satisfazendo a condigao de elipticidade uniforme. Além disso, assumamos que u € L™ (Bg) N

C?(Bg) ¢ uma solugdo ndo negativa (no sentido da viscosidade) para
Lu(xz) = f(x) in Bg,

para alguma f € L™ (Bg) n C° (Bg). Entdo,

supu(e) < O { ot ue) + Rl
R/2

Br/2

onde C' € uma constante positiva dependendo somente em N, \ e A.

O tltimo resultado é uma versdo mais geral do resultado anterior.

N
Teorema 1.3.4. (veja [41, Lemma 1]) Sejam Br uma bola em RY e L(u) = Z a;j0;;u em Bp,
ij=1
para a;; € C° (Bg) satisfazendo a condigio de elipticidade uniforme e u ndo negativa (no sentido

da viscosidade). Entao, existem constantes C > 0 e 9 = N /2 dependendo em A/ tais que

supu < C'| inf u + RQN/qO‘f”L‘IO(BR)] g
Br/2 By

onde qo = N — &.

1.3.2 Estimativas de Schauder para equacdes quase lineares

Agora, continuamos enunciando resultados referentes as estimativas de Schauder.

Para a demonstragao deste resultado veja [57, Proposition 2.1.4].

Proposicao 1.3.5. Sejam a € (0, 1) uma constante e a;; € Y (Q X RN) satisfazendo a condicao

de elipticidade uniforme. Assumamos que u é uma solugdo C?(12) para.

N
Z a;j(z, Vu)u;(z) = f(z) em Q
ij=1
para f € C°Q). Para todo inteiro m > 0, se ay (-,v1,...,vx) € C™*(2) para qualquer
vi,...,oy € C™(Q) e se f e C™*), entdo u € C™3*(Q). Em particular, se a;; €

C* (2 xRY) e fe C”(Q), entdo ue C*(Q).
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Uma versao global da regularidade mais alta também é vilida se aplicamos a

regularidade global de Schauder. Para mais detalhes, veja [57, Proposition 2.1.5]

Proposicio 1.3.6. Sejam a € (0,1) uma constante e a;; € C° (Q X RN) satisfazendo a condigdo

de elipticidade uniforme. Assumamos que u € uma solugdo CQ(Q) para

N

Z aij(x, Vu(z))ui;(z) = f(z) em £,

ij=1

(1.6)
u(z) = @(x) sobre 052,

para f € C°(Q) e ¢ € C°(Q). Para qualquer inteiro m = 0, se 0Q € O™ > ay; (-, v1,..., 05

) e
C™(Q) para todo vy, ..., vx € C™(Q), f € C™(Q), e p € C"2YQ), entdo u e C™>*(Q).
Em particular, se 92 e C*, a;; € C* (A x RY), fe C?(Q), e p e C*(Q), entdo ue C*(1).

1.4 Métodos variacionais e algumas notacoes

Nesta parte apresentaremos algumas defini¢des e notacoes que serdo utilizadas ao

longo deste trabalho.

Definigao 1.4.1. Sejam X um espaco vetorial de Banach sobre R e J: X — R um funcional.

Fizadas as constantes a, f € R, (com a < f3), definimos o0s conjuntos

JP = {ue X :J(u) < p}
Jo = {ueX:Ju)=a}
JP = g, nJb

Além disso, no caso que o operador J seja diferencidvel (no sentido de Fréchet), escrevemos

Ko={ueX:J(u)=aeJ(u) =0}

A seguinte definicdo é importante no desenvolvimento do trabalho.

Definigdo 1.4.2. Sejam V um espago vetorial de Banach real, J € C*(V,R) e c € R. Diremos
que uma sequéncia (u,),>1 < V satisfaz a condi¢io de Palais—Smale ao nivel ¢, (ou por
simplicidade é uma sequéncia (PS).), se verifica que
. o . ! _
lim J(up) =c e lim J'(u,) = 0. (1.7)
Entao, diremos que J satisfaz a condi¢io de Palais—Smale a nivel ¢, ou (PS)., se toda

sequéncia (PS). possui uma subsequéncia convergente (na norma de V' ). Se J satisfaz (PS).

para qualquer c € R, simplesmente diremos que J satisfaz (PS).
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Enunciamos a seguir um resultado abstrato fundamental para a demonstracao do
Teorema 3.1.1. De fato, tal resultado consiste em uma proposicao classica que nos permitira
encontrar pontos criticos de funcionais que verificam a geometria chamada de passo de montanha.

Para uma demonstragao ao leitor interessado, recomendamos ver as referéncias [3] e [78].

Proposicao 1.4.3 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam V um espaco vetorial de

Banach sobre os reais e J € C'(V,R) um funcional tal que

(i) J(0) =

(ii) Existem p,a € (0,0) tais que inf J(u) > «;

[ull=p

(iii) Existe um v eV com |v| > p tal que J(v) < 0;

(iv) J verifica (PS)g, com B = inf sup J(v(t)) , onde

7EL te[0,1]
['={yeC([0,1],X) :v(0) =0 e (1) = v}.

Entao B é um walor critico de J.

1.5 Espacos funcionais e imersoes de Sobolev

Nossos estudos sobre questoes relacionadas a existéncia e multiplicidade de solugoes
de (8) sera feito sobre o bem conhecido espaco Wy (), onde Q@ « RY é um subconjunto aberto,

limitado e com fronteira regular, p > 1, 0 < s < 1 e trabalharemos com a seguinte norma para o

espaco Wy P (Q):
u@) o\
|ull = (J |Vu|pdx+JfR2N |$_ ’NHP — dx) : (1.8)

onde denotaremos por [u]?, a semi-norma de Gaghardl dada por

u(y)l”
: L dyde, 1.9
ulps fﬁw |z —yIN“p ’ 49

. , . ~ . 1
Devemos destacar que a escolha da norma anterior é devido a relagao direta entre Wy (Q) e o

. o 1 . .
espaco fraciondrio X;,"*(Q), definido comumente na literatura como sendo

XoP(Q) = {fue WH(RN) - ulg e Wy P (Q),u = 0 q.t.p em RM\Q}.

Focados ao nosso estudo definiremos o que é uma solugao no sentido fraco para (8). O funcional

de Euler-Lagrange associado ao problema (8) estd dado por

() = w—f oo [ fup”a.

Por conseguinte podemos dar a seguinte defini¢ao
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Definig¢do 1.5.1 (Solucio no sentido fraco). Diremos que u € Wy (Q) € uma solugio no sentido

fraco para (8) se para todo v e Wy ()

) = [ o [ [ 102 s ) o) =2,

—J lu|"?uvdr — J lu|”* ~2uvdz = 0. (1.10)
Q Q

Permita-nos relembrar alguns resultados sobre imersoes continuas e compactas de Sobolev

necessarios para nossos propositos no Capitulo 3 deste trabalho.

Proposicao 1.5.2. Seja Q < RY wm dominio aberto, limitado e suave. Entio sio vdlidas as

sequintes imersoes continuas:

WeP(Q) « LP* (), sep <N,
WyP(Q) < L™(Q) ¥V me[p,®), sep=N, (1.11)
Wy?(Q) c L*(Q), sep> N.

Além disso, temos as sequintes imersoes compactas:

WyP(Q) c L™(Q) Vmel[l,p*), sep<N,
WeP(Q) < L™Q) Y me[p,©), sep=N, (1.12)
WyP(Q) < C°(Q), sep> N.

Para uma prova, veja Corollary 9.14 e o Theorem 9.16 em [25].

Como consequéncias de (1.11) e (1.12), temos que, para p < N a imersao Wol’p(Q) c

L™(Q) para algum m € [1, p*], garante a existéncia de uma constante C,, > 0 tal que
1/m
b = ey = ([ o) < Culul, para todo we W37(@),
Q

Neste ponto, surge naturalmente a questdo de averiguar qual seria a melhor constante (ou
constante ¢tima) para a qual a desigualdade acima é verificada.

No caso m = p* definimos

IVulLr @

S = (1.13)

P )
uewy P@\ o} [l pn g
a qual é conhecida como a melhor constante para a imersao de Sobolev.

E um fato bem conhecido que 8 é um niimero positivo. Tal constante serd fundamental
nos resultados do nosso trabalho no Capitulo 3. Além disso, considerando uma equivaléncia
topoldgica entre a norma |Vu|, e a norma |ul| dada em (1.8), de fato S coincide com a melhor

constante na desigualdade mista do tipo Sobolev (veja [59, Lemma 2.1]).
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A seguir enunciamos um resultado para os espagos L™(2), com m € [1, ], o qual
nos permitird controlar sequéncias convergentes de L™(£2) em termos de uma fungao deste

mesimo espaco.

Proposigao 1.5.3. Sejam m € [1,0], (fu)n € fo em L™(Q) tais que f, — fo em L™(Q). Entdo

existem uma subsequéncia (f,, )r € uma fun¢io Lebesque mensurdvel h € L™ () tais que:

(i) foi (@) = folx) glp. wel;

(it) | fu,(x)] < h(x), para todo ke N e qtp. xeQ.

Como referencia para a prova, veja o Livro do Brézis [25, Theorem 4.9].

Concluimos esta parte das preliminares enunciando uma desigualdade classica que

sera fundamental no Capitulo 3.

Proposigao 1.5.4 ( [86, Formula 2.2]). Sejam &, € RY e p > 1, entdo existem constantes

positivas C, e 6;0 tais que

Cu€f ¢ —[of"*n) - € ) CPEE )

2—p
2

|§—U|p<{ ~N ) )
Cp [UIEP72 = ") - (€ =) > (" + l") =", sel<p<2.

1.6 Indice Cohomoldgico

Nesta parte, daremos uma breve ideia do indice de cohomologia de Fadell e Rabinowitz,
o qual serd fundamental na prova do Teorema 3.2.2. Devemos ressaltar que a maioria das

definigoes e resultados que daremos a seguir podem ser encontrados em [76, Chapter 2].

Definigao 1.6.1 ([76, Section 2.5]). Seja V' um espago de Banach e denotemos por F a classe
dos subconjuntos de V\{0} que sdo simétricos. Para cada F € F, seja F = F/Zy o espago

quociente de F' identificando pontos antipodais, e considere

g* : H*(RP®) — H*(F)

o homomorfismo induzido de Alexander—Spanier entre anéis de cohomologias, onde RP® ¢ o

plano projetivo infinito sobre os reais.

Definimos o Zs-indice de cohomologia (denotado porind ) para F como sendo

ind(F) = sup{k e N: g*(w*™1) £ 0} se F # &, eind(F) =0,
onde w e H'(RP®) é o gerador do anel de polindémios H*(RP®) = Zy[w].

Agora, enunciaremos algumas propriedades para o indice cohomoldgico, as quais

serao essenciais na demonstracao do Teorema 3.2.2.
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Proposicao 1.6.2. O indice ind : F — N u {0, 0} satisfaz as sequintes propriedades:

(i) ind(X) =0 seesdseX =
(ii) Se h: X —Y € uma aplicagio equivariante (em particular se X €'Y'), entao
ind(X) < ind(Y)
e a igualdade € valida se X~Y (Homotdpicamente equivalentes);

(7ii) Dados um espago vetorial normado V' e um subconjunto X < V', simétrico nio contendo o

zero, entao

ind(X) < dim(V);

(iv) Se U é uma vizinhanga aberta, limitada e simétrica de zero em um espago vetorial normado
V', entao
ind (oU) = dim(V').

Particularmente, ind (S,) = dim(V'), onde S, € a esfera de raio r;

(v) Se X é a unido disjunta de subconjuntos U,—U, entao ind(X) = 1. Particularmente, se

X for finito seu indice € 1;

(vi) Se X € compacto, entao ind(X) < 0.

Demonstra¢io. Como uma referéncia para as provas das propriedades acima, veja [76, Proposi-
tions 2.12 and 2.14]. O

Considere J : V — R um funcional. Enunciaremos a seguir um resultado que nos
permitird aplicar a teoria do indice de cohomologia no estudo da existéncia de solucoes para
problemas variacionais elipticos do tipo (8). Antes disso, precisamos da seguinte defini¢ao que

sera necessaria para enunciar a Proposicao 1.6.4.

Denotemos por A a classe dos subconjuntos de V' que nao contém o zero e sao

simétricos com respeito a origem, identificados por homeomorfismos impares.

Definicao 1.6.3. Sejam 0 < r,d < o e denote por I'* o grupo formado por todos os home-
omorfismos impares em V que sdo a identidade fora de J '(0,d). Definimos o pseudo-indice
(denotado por ind:) de N € A relativo a S,., ind e T como sendo

ind;(N) := min(ind (0(N) n S,)).

fel*
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Proposicao 1.6.4 ( [77, Theorem 2.2]). Sejam Ag, By subconjuntos simétricos de Sy = S1(V)

(esfera unitdria no espago V') tal que Ay € compacto em V e By € fechado em V', e
para inteiros k = 0 e m = 1. Suponhamos que existem be R e R > r > 0 tais que

sup J(u) < 0 < inf J(u), supJ(u) <b,
ueA ueB ueX

onde A =: {Ru : u € Ag}, B := {ru : u € By} e X := {tu : uw € At € [0,1]}. Para
j=k+1,...,k+m seja

A*={Ne A: N ¢écompacto e ind:(N) = j}

e seja

" )
c¥ = inf supJ(u).
J NEA*UEJI\? ( )

Entao,

inf J(u) <cpyq < ... <y, <supJ(u).
ueB ueX

Particularmente, 0 < ¢; < b. Além disso, se J satisfaz (PS). para cada c € (0,b), entdo cada

é um ponto critico para J, e portanto J tem distintos pares de pontos criticos associados.

Definigao 1.6.5. Sejam V e W espacos vetoriais de Banach sobre R. Um operadorl :V — W

¢ dito a—homogéneo, onde o > 0, se
[(tu) = t*l(u) YueV.

Fazendo t = 0, temos que 1(0) = 0.

Um operador continuo e m—homogéneo [ é limitado no seguinte sentido:

Proposig¢ao 1.6.6 ([76, Proposition 1.1]). Se l € C(V,W) é m—~homogéneo, entio existe uma

constante C,, > 0 para a qual
ll(w)lw < Craluly YueV. (1.15)

Particularmente, | € limitado restrito a conjuntos limitados.

s

Definicao 1.6.7. Denotemos por V* o espago dual de V. Entdo um operador l e C(V,V*) é
denotado operador potencial se existir um funcional L € C'(V,R), denominado de potencial
de [, tal que

L'(u) =1l(u) YuelV.

Observe que, ao trocarmos L por L — L(0), podemos assumir, se é necessdrio, que L(0) = 0.
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Proposicao 1.6.8 ([76, Proposition 1.2]). Se l é um operador potencial e L é seu potencial,

entao
L(u) = L<l(tu),u>dt ueV.

Particularmente, L € par, se e somente, se l é impar. Além disso, se | € m—homogéneo, entdio

1
L -
() m+ 1

A(u),uy ueV.

Consideramos uma vez mais J € C*(V,R) um funcional par. Assumamos que c € R é

um valor regular para J e J(0) = 0. Logo
N={ueV:Ju)=c}
é uma variedade completa de classe C!. Além disso, o plano tangente para u € N é dado por

TN = Ker (J'(u)).

Agora, designamos por F a classe dos subconjuntos simétricos de N. Seja ® €
C'(V,R) um funcional par e ® sua restricao a N. Definamos para b € R de acordo a Defini¢do
1.4.1

(i)bz(bbﬂ./\/’,
<i>b=<1>bm/\/,
kaKbﬁN,

e para cada inteiro 1 < k < dim(V') = d defina

Fe:={NeF:imd(N)=>k} e c,= inf supd(u).

NeFy yueN

Observe que a sequéncia (cg)r<q € crescente e serd utilizada para encontrar pontos criticos de

funcionais pares restritos a . Além disso, se d < oo definimos ¢, = o0 Vk > d.

A Proposicao seguinte estabelece uma forma de aplicarmos a dita sequéncia.
Proposigao 1.6.9 ([76, Propositions 3.52 and 3.53 |). Suponhamos que ® seja par.

(i) Se —0 < ¢ = ... = Chrm_1 = ¢ < © para algum m > 1 e ® satisfaz (PS)., entdo
ind(K.) = m. Particularmente, se —0 < ¢ < ... < Cpim—1 < 0 e ® satisfaz (PS). para
C = Cky...,Chym_1, entao cada c € R é um wvalor critico e ® tem m pares distintos de

pontos criticos.

(i) Se dim(V) = w0 e ® satisfaz (PS) e —o0 < ¢, < 0 para todo k suficientemente grande,

entao ¢ — 0.
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(iii) Se ¢y € finito e ® satisfaz (PS).,, entdo

ind(N\®,,) < k < ind(d,,). (1.16)

(iv) Se ¢, < cpy1 sdo finitos e ® satisfaz (PS). para ¢ = ¢k, Cry1, entao

ind (®*) = ind(N\®*) = ind(N'\®,,,,) =k VYae (ck, i)

1.7 Genus de Krasnoselskii

Nesta subsecao daremos uma breve introducao a teoria de genus de Krasnoselskii

e resultados necessarios para a prova do Teorema 3.1.1.

Definigao 1.7.1 (Genus de Krasnoselskii). Seja V' um espago vetorial de Banach sobre
R e denote por ' a classe de todos os subconjuntos fechados (em V') que nao contém o zero e
sao simétricos com respeito a origem, identificados por homeomorfismos impares. Para A €T’
definimos o genus de A (denotado por v(A) = n) como o menor inteiro nao negativo n tal que
eziste 1 € C°(A,R™{0}). Se ndo existir tal inteiro, definimos v(A) = o para A ndo-vazio e

() = 0.

Enunciamos algumas propriedades do genus de Krasnoselskii.

Proposicao 1.7.2 ([3, Lemma 1.2 and Proposition 7.5] e [78, Example 7.2]). Sejam A, BeT.

Entao:
(i) Se existe ¢ € C°(A, B) com ¢ impar, entdo v(A) < v(B). Em particular, se A < B, entdo
7(A) <~(B);
(ii) Se y(B) < o, entio y(B\A) = v(B) — v(A);
(iii) Se A é compacto, entao y(A) < w0 e existe um § > 0 tal que, o conjunto
Ns(A) = {we W : w - Al < 6}
estd em A e y(A) = 7(N5(A4));

(iv) Se A é homeomorfo por aplica¢ao impar ao bordo de uma vizinhanga simétrica e aberta do
zero em R", entdo y(A) = n. Particularmente, (S ') = n, onde S"! ¢ a esfera unitdria

em R";

(v) Se Bn (—B) =, entio Bu (—B) e A e y(B u (—B)) = 1. Particularmente, se A for
finito v(A) = 1;
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(vi) Se v(A) > 1, entdo A tem infinitos pontos.
Utilizando a notacdo dada na Sub-se¢ao 1.4, enunciaremos agora um resultado geral
na teoria variacional, o qual é fundamental para a prova do Teorema 3.1.1 a posteriori.

Proposigao 1.7.3 (Lema de deformacao — [76, Lemma 3.46] e [3, Lemma 1.3]). Suponha
que J € C*(V,R) satisfaz (PS), sejam c € R\{0} e N qualquer vizinhanga de K.. Entdo, existem
ne C°[0,1] x V, V), com n,(z) = n(t,z), e constantes € > 0, |¢| > dy > 0 tais que:

(i) no = Idy;
(ii) n:(v) = u para todo u ¢ J *([c —e,c+¢]) ete[0,1];
(#ii) 1, € um homeomorfismo para cada t € [0,1];
(iv) J(n(u)) < J(u) para todoueV ete|0,1];
(v) (TN < T
(vi) Se K, = &, entdo n(JT4) < Jedt;

(vii) Se J € par, entio n; € impar para todo t € [0, 1].

Concluimos este capitulo fornecendo uma versao simétrica da Proposicao 1.4.3, i.e.,

a versao simétrica do Teorema do Passo de Montanha.

Proposigao 1.7.4 (Teorema do Passo de Montanha simétrico — [60]). Sejam E um espago
de dimensdo infinita e J € C'(E,R). Denotemos por I',, a familia dos subconjuntos simétricos e

fechados A de E,com v(A) = n e suponha que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(J1) J € par, limitado por baixo, J(0) = 0 e J wverifica (PS)., para cada ¢ < ¢, com ¢ > 0

apropriado;

(J2) Para cada n € N, existe um A, € T',, tal que sup J(u) < 0.

ucA,
Entao valem ou (i) ou (i) abaizo:
(i) Eziste uma sequéncia (uy), tal que

J(u,) =0, J(u,) <0 e limu,=0.

n—o0
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(ii) Ezistem duas sequéncias (up)n € (vn), tais que

S(ua) =0, J(ua) =0, wu,#0, e limu,=0,
J(v,) =0, J(v,) <0, lim J(v,) =0,

e (vy)n converge a um limite nao-nulo.
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2 Problema singularmente perturbado

Nesta secao estudaremos o problema singularmente perturbado descrito em (1).
Nosso principal objetivo serd estabelecer estimativas de regularidade Lipschitz (uniforme com
relagao ao parametro € (resp. 0 > 0)), bem como provar algumas propriedades geométricas
das solugoes e de suas fronteiras livres. No final deste capitulo, obteremos, apds passagem
ao limite no problema (1), um problema de fronteira livre de uma-fase do tipo Bernoulli (cf.
[29]). Destacamos que as estimativas obtidas na primeira parte desta capitulo, sdo estaveis por

passagem ao limite.

2.1 Estimativas de regularidade Lipschitz

Iniciaremos esta se¢ao estudando estimativas uniformes para o gradiente das solugoes
de (1), as quais particularmente fornecerdao compacidade na topologia da convergéncia local-

uniforme.

Teorema 2.1.1 (Regularidade Lipschitz local). Seja (u.).~o uma familia de solugdes para
(1). Dado Q" € Q (subconjunto compactamente contido), existe uma constante C > 0 que depende

somente de pardmetros universais e de ), mas independente de € > 0, tal que
HDUEHLOO(Q’) < C

Além disso, se (u:)-~o € uniformemente limitada, entdo esta familia é pre-compacta na topologia

Lipschitz.

Portanto, para demonstrarmos o Teorema 2.1.1, precisamos do seguinte Lema técnico

inspirado no método de Bernstein descrito na introdugao.

Lema 2.1.2. Seja u.s uma solugao de viscosidade para (1.3). Entdo, existe uma constante

L(universal) > 0 tal que, para todo 6 >0 e 0 <e <1
Dugs(x)| < (14— Ve Q (2.1)
Ue LIS dist(x, 00) * ' ‘

Demonstragdo. Fixado 0 < e < 1, para todo 4, considere u. s = u’ (para simplificar a notagao)
a solugao suave para (1.3) (a existéncia de tal solucao é assegurada por [61]). Dividiremos a

demostragao do resultado em duas partes:
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(1) Se x e {u’ =} n Q.
Neste caso,

N
Ce(u‘;) =0 e Z af;(g”)’é(Du‘s)ufj = f.(x),

Q=1
entdo pela teoria da regularidade até o bordo para EDPs uniformemente elipticas (veja

[46, Section 2.6] e [61]) concluimos que

]Du‘s(I)| < C(universal) < C <1 * dlst(;,@Q)) 7

onde C > 0 é independente de ¢ e §.
(2) Sez e {u’ <e}nQ.

Seja v(x) = (|Du’(z)]? + 6*)¥? e considere a funcio auxiliar

w(@) = &(@)v(z) + p’ ()

onde p > 0 é uma constante que determinaremos a posteriori, ¢ € C*(Q,[0,1]) e £ =0
sobre 0f2.

Seja xp € ) tal que w atinge seu maximo neste ponto. Podemos assumir sem perda de

generalidade que
| D’ (o) = 1,

pois, se | Du’(z0)| < 1, entdo para 1 < § < 1/2

| Du’ ()] < v(z) < w(z) < w(xo)
E(zo)v(wo) + pu(u (20))?

<V1+ 024+

<2+ p.

Primeiramente, suporemos que zo ¢ 052, entdo D?(u’)(xy) é uma matriz nao-positiva

definida e portanto obtemos que

N
D a0 (D (w0) )wig (o) < 0.
ij=1
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Entao, para tal xg temos que

N
0<— 2 af;(xo) (Dué(xo))wij(xo)
i,j=1
N N 5
= —¢(w) Z a5 (DUl (20) Yviy (o) — v(o) Z a?s " (DUl (10)) €35 (o)
N

— 25’ (o) Z a?s " (Db (o) yul, (o) — 2 Z P00 Db (0))€ (0 ) vy (20)

N
=21 Y ali " (D (o) uf (o) (wo): (2.2)

A seguir estimamos cada termo separadamente para obter a desigualdade apropriada. Para

o terceiro termo obtemos que

—2put’ (1) (Z a?;W<Du5<xo>>u;§<xo>) = 2 (20) - (u” (20)) — 2p1f(x0) < 0 (23)

pois u® é uma solucio classica para (1.3).

Sigamos estimando o primeiro termo notando que

N N
UZJ :CO $0 ujk Z'()

k=1 kzl

e por um calculo direto

N N ) |
- 3 @ O o) = o e 2 (o) - >% ( ) “5(“)“?(“)“%(“))
j=1 e (Lo ik=1 v e W

pe@o) =1 L 5oy 202 (o)

pe(z0)  v3(20)

Agora, notemos que

(us(20))* = 0,
1

S (why(wo))? + ZZE =2 (SNt (o (o) | > A
j

ps(xO) ik=1 ps(xO i,j=1

b=

(2

(2.4)

—&(0) 2_ af; mo)é(Du (w0))vij(z0) < f(Io)pE;fz);O; 1 |D:((;00))|

Agora, forneceremos uma estimativa para o quarto termo observando que em xg

w;(x0) = &i(wo)v(wo) + &(wo)vi(wo) + 2’ (wo)u (zo) = O,
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e isto implica que

IDo(an) P _ vlzo) L o
80 = o S Ea) (1 D€ (o) + 4pa|u? (o) || DE (o) | + A(pu (20))?))
v(x
< 627 (D) + () ) 25)
§(wo)
Logo, segue que
_Z'Z als =(0):%( Du® (20)) &5 (o v (w0) = “o Z ) (vi(x0)€(x0))
pe(mo N ) B
—2 pe(z0) fﬂﬂo JZ: &5 (z0)(&(wo)vi(20)) (2.6)
1+ [pe(w0) — 2| v(zo) )
ST ) Em) (”Df(xO)H + (pu’ (x0)) )

Para o segundo termo em (2.2) temos que

—v(x 3 aPs @8 (Dl (o x N v(z 2tz v(x pe(wo) — 2
( O)Z.’JZ:1 ij (D ( 0))’5”( 0) < pa(l’o) ( O)HD 6( O)H + ( 0) pa(xo)
<o) + g (LI ey ) )

onde utilizamos na ultima linha a desigualdade de Young com 1 > 0.

Usando as desigualdades (2.3)-(2.7) e (2.2) obtemos para o quinto termo a seguinte
expressao

L Pe(z0) =2 I\Dué(wo)IIQ)

) a7 (Du (@)l () (o) = 20 <pa(a:o) pe (o) v2(z0)

ig=1

N

61)(.%'0) Ps(mo) -1 5 s ) ,
ool o (IDE@OI + G 0))?) + e (o)

L w 2 - 2
* dnp ( pe(x0) 1D=&( 0)”)
14 |pe(zo) — 2] v ) s )
e ) (1DE)? + e (20))?)
< 12 (a0) (1D(a0) I+ (s (20))?)

N + |pe(wo) = 2| 2 = ?
etn) =2 pe(an) )

+4

+ o’ (o) + (

Agora, dado que | Du’(20)| = 1, podemos mostrar que

1 pe(20) — 2| Du’ (o) ? 8 pe(xp) — 1
20l Du’ 2( + > S (),
:U’H U(JI(])H ps(x()) pg($o) UQ(ZL‘()) 9 pg(ﬁo) 240 (1’0)
e portanto temos
20) = . M2 D (o))
g%mxo) < 12 (o) (IDEGo)I + (s’ (20)) + (4 o )
_ 36 (1D&(0)|” + (uu’ (@0))*)* ) 1 (N4 pe(@0) =2 2y 2\
<X e # 20pao) + i (P = A e )
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e isso implica que

(52t — o) P o) (on) < 22 (1DgCe0) + (' (ao))?) + o (

N+ Ipe(@o) =20 o 2’
N el =2 pegga)

Agora, dado que 1 < p~ < p.(x) < p* < o podemos fixar > 0 suficientemente pequeno

e encontrar uma constante Cq(p~, pt, n) > 0 tal que

< (8104%)—1_2”),

9 ps(iUo)

Além disso, para algum Cy(C;) > 0 concluimos que

(%€ (a0) < 2 ((D£<x0>2 # Gt (an))?)” + € (B =2 ) )

Pe(z0)
< (Pt + o aa))” + an) (XD =2 g ) ) (2.

Considere agora z € ). Escolhamos £ de forma que {(z9) =1 e

1

2 e —

Entao, pela desigualdade (2.8) temos que

|Du’ (2)] < w(z) < w(wo) = v(x0) + p(u’ (x0))?
< S(DE(wo) I + 121 (o) + D)) + il ()

Q=

- ! 1 4112
S ((dist(x,&Q))Q * dist(x,aQ)) +(C+ Dullu’]5,

para alguma constante C > 0. Entao, existe L > 0 tal que

. 1 1 _ 1
|Dw (@)l < L <(dist(x,&Q))2 T dist(@, o) T 1) < 2L (1 * (dist(x,&Q))Q) - (29

Finalmente, quando o ponto maximo z € 01, entao

1D (@0)]| < wlo) = ulu’(20))* < ulgl% < (1 " <dt<1m>>> |

para algum L' > 0.

Agora estamos em uma posicdo em demonstrar o Teorema 2.1.1.
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Prova do Teorema 2.1.1. Seja ' € Q. Note que as fungoes aproximadas u. s convergem
local e uniformemente para a solugdo viscosa u. de (1) (veja [37]), entdo pelo Lema 2.1.2 existe

C’ > 0 tal que para qualquer x € Q' obtemos que

| Due ()] < ¢ (1 * (dlst(a:laﬂ))2> |

e isto implica a desigualdade desejada:

W) =¢ (1 " (dist(Ql’,é‘Q))2> =G

|Du.(a)] < C (1 ;

2.2 Propriedade geométrica de nao-degenerescéncia

Conforme explicado anteriormente na introducao, uma das principais dificuldades
em trabalhar com modelos singularmente perturbados degenerados é evitar que as solugoes
degenerem ao longo de suas superficies de transicao. Por esta razao, uma forma para superar tal

obstaculo sera a implementagao de uma estimativa de nao degenerescéncia geométrica.

Nesta segunda parte do capitulo, mostramos que as solugoes crescem linearmente através das
superficies ao nivel ¢, dentro de {u. > e}. A prova serd baseada na constru¢ao de uma funcao
barreira apropriada. Para esse fim, estudaremos modelos elipticos degenerados e ndo-omogéneos,

mais precisamente, modelos do tipo:
N . N
Appyw(z) =((r,w) in R, (2.10)
onde o termo de reacao satisfaz a hipdtese de nao-degenerescéncia :

S = inf  ((z,t) >0, (2.11)

RN x [to,To]

Proposicao 2.2.1 (Fungao Barreira). Sejam 0 < to < Ty < 1 fizos. Assuma que 0 € €.
Dado 0 < n < dist(0,092), existe uma fungio ©. (radialmente simétrica) e constantes universais

€0, ko > 0 tal que, se € < €y, entdo temos que

(1) ©: € Cpe (RY);
(2) ©. = toe in Byu;
(3) ©: = kon em RM\B,;

(4) ©. satisfaz Agg(z)@g < (0.) + f. em RY no sentido da viscosidade.
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Demonstragio. Vamos estudar o caso € = 1, porque a fun¢ado radialmente simétrica ©. pode ser

construida a partir de ©, (via escalonamento).

Tg—t
Sejam «, Ag > 0 a serem escolhidos (a posteriori) e L = Ly = ° A 9. Considere-
mos entao ] °
to for 0<|z| <L;
2 To — to
@L(J;) = Ap (H.TH — L) +1ty for L < HI’H <L+ AO ; (212)
o(L) To — to
(L) — for |z| =L+
\ (Bl Ag
onde estamos considerando
14+
2 To —to
o(L) = —+/(To—to)Ag [ L+
(67 AO
(2.13)

¥(L) = To+o(L) <L+ T0A0t°> ,

Observe que temos pela defini¢do que O, € C’llo’i (R™). Por esta razdo, vamos calcular as segundas

derivadas de Oy, q.t.p.. Portanto,

1. Para 0 < ||z| < L

1 A pe(z) — 2

o) Amax.min (D?0L)(2) = 0 < ¢(OL) + fi(z).

2. Para L < |z| < L + Ly. Neste caso

i

1 - L —L
Dij@L(x) = 2A0 l( — HxH > T;T; + HZEH (5@' e D2@L(SC) < 4AOIdN

[ R ] |z
Além disso, note que se |z| = L, entao DO (z) = 0 e para A, suficientemente pequeno
) —2

1 p6($ .
p6<x) A@L(flf) + kaax,min(Dz@L)<x) < 2A0 < [tthleo]C < C(@L(I‘))

Quando L < |z| < L 4 Lo obtemos AY O () = 2A, e para A, suficientemente pequeno

A1AGN  2(pe(z) — 2) (4N )
AN OL(z) < + Ag<Ag | —+2
pet) L) p-(x) pe(x) 0T T\ pm
<

< ((Op(x)).
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3. Por fim, para [|z|| > L + Ly. Calculando diretamente temos que

D;OL(z) = ag(L)z,| x|~
Dy;0r(z) = ag(L) |z~ (—(a + 2) 2| 2ziz; + 6i5) -

Entao,

ANOL(z) = —ala + 1)HIH’(°‘+2) e

AN L) = ag(e 2 (T2 P20 ) 2y

N — p.(x)

Logo, escolhemos o > max {sup {
pe(x) — 1

} ,0} para obter de (2.14) que
Q

A Bule) = ool (Y22 PO 22 o)) <0 < loua))

Para finalizarmos a prova, mostraremos que existe uma constante universal kg > 0
tal que
OL(x) = 4koL para |z| = 4L. (2.15)

De fato, utilizando (2.13) temos que

L 1/a
ol > 40> 200+ L) = (A2 )
Ty
e assim

—Q —Q 1
OL(z) 2 ¢(L) = d(L)x]™ = $(L) = 274 (L) = To) > 57 (¥(L) = To),
para a > 0 apropriado. Portanto, utilizando (2.13) temos a conclusiao desejada para kg depen-
dendo de N, a e Ty — ty dado por
1

Rg = WN/A()(TO — to)

Para o caso geral, tomemos

Ly e
n= 3 e © € = 4L0’
e defina
O.(x) =¢- O (g) ,
onde d. := dist(0, H{u. > €}). O

A fim de estabelecermos cotas inferiores no crescimento das soluges para (1) dentro
do conjunto {u. > €}, adotaremos a estratégia de considerar versoes apropriadas da barreira O,

Portanto, enunciamos e demostramos o principal resultado desta subsecao:
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Teorema 2.2.2 (Crescimento linear). Sejam (u.).~o as solugdes do tipo Perron para (1).
FEziste ¢ = c(parametros universais) > 0 tal que, para zg € {u. > ¢} ¢ 0 < € < d.(xp) « 1,
temos a sequinte estimativa:

u(zg) = ¢ - de(2o).

Demonstragio. Assumiremos, sem perda de geralidade, que 0 € {u. > e}. Agora, considere

d-(0)

n = 5 Seja O.(z) a func¢ao radialmente simétrica dada na Proposigao 2.2.1. Mostraremos

que existe um zy € 0B, tal que
O.(z0) < ue(20) (2.16)

De fato, se assumimos por contradi¢ao que ©. > u® sobre 05, entao

Ve(z) 1= min{O.(z), u.(x)}
seria uma super-solu¢ao para (1). Note que, v, estd estritamente abaixo de u., pois ©.(0) =
toe < u:(0), o que contradiz a minimalidade de u..

Por outro lado, gragas a Proposigao 2.2.1 (Item (3)), obtemos que

Kon < @€(ZO> < UE(ZO) < Sup Ue- (217>
By

Notemos agora que, By, ¢ um subconjunto compacto {u. > ¢} n 2 e para qualquer = € By,

existe
ne. € N tal que u.(x) > ¢ + n,'. Pela convergéncia local-uniforme, existe um r, > 0 e B,_(z)
{uc(z) > e +n;'}, tal que

Ue5 — u. uniformemente em B, ().

Entao, obtemos a existéncia de algum J, > 0 para os quais

u.5 >cem B, (r) V6 <J,.

Usando que By, é compacta, podemos encontrar sequéncias finitas 1, -+ , &, € Bay,
Tayy 3 Tay, > 0€ 0z, 0, >0 tais que

m

By, U B,, (z;) e

i=1

Ues > € in By, (x;) V§ < 0y,

Escolhendo dy = min{d,,

1 < i < m}, para qualquer § < dy, temos que u. 5 > € em By, e assim

a5 (Dues)(ues)iy = fo(w) in By ¥6 < .
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Portanto, pela desigualdade de Harnack (veja [46]), obtemos que

sup ue s < C(N, A\, A) (iélf Ue s + n2f5|oo> Vo < dy. (2.18)

By

Agora, a convergéncia uniforme u. s — u. em B, e (2.18) implicam que

supu:. < C(N, A A) (igf Ue + n2]f€oo) : (2.19)

By

Logo, pelas sentengas (2.17) e (2.19) temos que

Cu.(0) = won — Cn* = Cn(ko — 7).

Finalmente, escolhendo 7 > 0 suficiente pequeno concluimos que
u:(0) = Cn = cd.(0),

para ¢ > 0 (independente de ¢). ]

2.3 Algumas implicacoes dos Teoremas 2.1.1 e 2.2.2

Nesta parte do capitulo, discutimos algumas implicacoes do controle preciso para
as solugoes de (1), que seguirad do estabelecido nas segoes anteriores. Primeiro obtemos um

controle total de u. em termos de d..

Corolario 2.3.1. Dado Q' € Q, existe uma constante C(§)', pardmetros universais) > 0 tal

que, para todo xo € {u. > e} N Q el <e < ide(xo), ¢ vdlido que
Cild5<xo) < UE(:L’()) < Cdg(l’(]) (220)

Demonstragio. Tomemos zy € o{u. > €}, tal que ||zo — x| = d(x¢). Portanto, segue do Teorema
2.1.1,

u(zg) < Code(xg) + ue(20) < (Co+ 1) de(xo).
Além disso, a primeira desigualdade em (2.20) é consequéncia do Teorema 2.2.2.

]

A seguir provaremos que as solugdes do tipo Perron para (1) sdo fortemente nao-

degeneradas proximas aos e—niveis. Isso significa que o sup wu. (para xg € {u. > e} n Q') é
Bp(xo)
comparavel a p. Esta é uma informacao importante sobre a taxa do crescimento de u. longe das

e-superficies. A prova é, até certo ponto, um escolio da prova do Teorema (2.2.2).
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Teorema 2.3.2 (Nao-degenerescéncia forte). Dado Q) € Q, existe uma constante positiva

c(universal) tal que, para xg € {u. > e} ec < p « 1, é vdlido que

c-p < sup u(r) < ¢t (p + ue(xo)).
BP(UCO)

Demonstrag¢io. Em primeiro lugar, a estimativa por cima segue diretamente da regularidade

Lipschitz (Teorema 2.1.1). Agora, como no Teorema 2.2.2, tomamos O.(z) = €0 £ (). Portanto,
us(z0) > O:(20),
para algum ponto zy € 0B,(zo). Por fim, notemos que

sSup us(m) = us(z) = ®s<20) = Ko -
By (o)

]

Corolario 2.3.3. Dado zg € {u. > e} n Y, ¢ < p e p < 1 suficientemente pequeno (de uma

forma universal), existe uma constante 0 < co(universal) < 1 tal que
LY(B,(x0) 0 {ue > €}) = co - LY(B,(x0))
onde LN (S) denota a medida de Lebesgue do conjunto S = RY.

Demonstragdo. Segue da nao-degenerescéncia forte (Teorema 2.3.2) que existe um yy € B,(z0)

tal que
ue(yo) = cop-

Da regularidade Lipschitz (Teorema 2.1.1), para zy € Bi,(yo), obtemos
u:(20) + Crp = ue(yo)-

Assim, pelas estimativas prévias, é possivel escolher 0 < k « 1 pequeno (de forma universal) tal
que

2 € Byp(yo) N By(xo) e  u(z)>e.

Finalmente, existe uma porcio de B, () com volume da ordem ~ p" dentro de {u. > €}. Assim,

nos verificamos que
LY (Bp(wo) N {ue > e}) = LY (By(w0) N Buy(yo)) = co L™ (By(0)),

para certa constante 0 < c¢p(universal) « 1.
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Corolario 2.3.4. Dado xg € {u. > e} nQ, e < p e p < 1 suficientemente pequeno (em um

sentido universal ), entdo
J[ us(x)dx = cp,
By (z0)

para uma constante c(universal) > 0 independendo de ¢.

Demonstra¢io. Como no Corolario 2.3.3, existe uma constante 0 < x(universal) « 1, tal que

J[ us(x)dr = CNJ[ us(x)dr =cp
BP(IO)

Bp(xO)ﬁBmp(yO)

para alguma constante 0 < c(universal) « 1 e algum y € {u. > e} N Q.

]

Porosidade das superficies de nivel. Como consequéncia da taxa de crescimento e da

nao-degenerescéncia (Teoremas 2.1.1 e 2.2.2), obtemos a porosidade dos conjuntos de niveis.

Definicdo 2.3.5 (Conjunto poroso). Um conjunto S = RY ¢ denominado poroso com

porosidade o > 0, se 3R > 0 tal que
vre$S, VYre(0,R), IyeRY tal que B,.(y) < B,(2)\S.

Recordamos que um conjunto o-poroso tem dimensiao de Hausdorff ndo excedendo N — co™,

onde ¢ = ¢(N) > 0 é uma constante dependendo apenas da dimensdao. Em particular, um

conjunto o-poroso tem medida de Lebesgue zero (veja [92] para mais detalhes).

Teorema 2.3.6 (Porosidade). Seja u. uma solugio do tipo Perron para (1). Entdo, os

conjuntos de nivel {u. > e} N Q' sdo porosos com constante de porosidade independente de .

Demonstragio. Sejam R > 0 e 29 € Q' € Q tais que Byr(zg) < Q.

Afirmacao: O conjunto d{u. > £} n Br(zg) é poroso.

Seja x € d{u. > €} N Br(xy) fixo. Para cada r € (0, R) temos que B,(x) < Bag(z0) <

Q). Agora, seja y € 0B, () tal que u.(y) = sup uc(x). Da ndo-degenerescéncia forte (Teorema

B (x

2.3.2) vale que
us(y) =c-r. (2.21)

Por outro lado, sabemos do Teorema 2.1.1 que perto da fronteira livre
u:(y) < C-d-(y), (2.22)

onde d.(y) é a distancia de y ao conjunto Bog(z9) N I'c e I'c := d{u. > €}. Entao, utilizando
(2.21) e (2.22) obtemos que
d:-(y) = or (2.23)
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para uma constante o € (0, 1).

Considere agora y* € [x,y| ( segmento de reta que une os pontos = e y) tal que

= 2T
ly =yl ==
Assim, vemos que
B%,,(y*) < Byr(y) N B(x). (2.24)
De fato, para cada z € Bg,(y")
or or
lz =yl <z =y* |+ |y -y < 5 + 5 =or,

2 2

or or
==l <z =yl + (el ~ I 1) < 5+ (r= ) =
entdo a sentenga (2.24) se verifica.

Agora, de (2.23) temos que By, (y) < By, (y) < {u- > €}, entao
B, (y) N Br(z) < {u. > €},
o qual fornece junto com (2.24) a seguinte conclusao
Bgr(y*) © Bor(y) 0 Br(x) & Br(x)\{ue > e} < By (2)\({ue > £} 0 Br(wo)),

. . g .
concluindo assim a prova da E—poro&dade.

2.4 Estimativas da medida de Hausdorff para a fronteira livre

Nesta parte do capitulo, estabelecemos estimativas na medida de Hausdorff para
as superficies de nivel aproximadas. Uma condi¢ao necessaria para o estudo de tais estimativa
¢ impor a nao-degenerescéncia do termo de reagao quando este propaga-se até a regiao de
transigdo. A seguir, vamos supor em (2.11) que tg = 0, i.e,

S = inf el (x,et) >0,

QX[O,TQ]
para algum Ty > 0 que determinaremos depois.

O proximo resultado afirma que, em medida, a Hessiana de uma solugao aproximada explode
perto da regidao de transi¢io quando € — 07. A prova segue as mesmas ideias empregadas em [4,

Proposition 6.1] e [81, Proposition 5.1]. Por esse motivo, vamos omiti-la.
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Proposigao 2.4.1. Fizado Q' € Q, C>» 1 e p < dist(,09Q). Existe um g9 > 0 tal que, para

cada € < €y vale que

J (C(z,u.) —C)dx =0 para todo . € Hu. >¢e} n Q. (2.25)
Bp(ze)

Matematicamente, a Proposicao 2.4.1 implica que, perto da regiao de transicao, o

operador governante F' ¢é avaliado em matrizes muito grandes.

Remark 2.4.2. Seguindo o mesmo esquema que [}/, notemos que

Du® Du
N

¢ um operador “uniformemente eliptico” com “constantes de elipticidade” dadas por \ e A (veja
(1.3) para detalhes). Além disso, se

Du® Du

Aij(m,Du) = 5ij + W,

entdo € claro que, para ) € Q, p < dist(Q,00) e xg € {u. > e} N Q temos que

f Aij(z, Du) Dijuc(x) dx = 0.
BP(IE)

O préximo resultado, nés permitird adaptar alguns argumentos disponiveis para
problemas lineares elipticos (cf. [2]). Neste ponto, a prova pode ser obtida com as mesmas ideias

vistas em [4, Lemma 6.3] e [82, Lemma 4.1].

Lema 2.4.3. Existe uma constante C(Q)', parmetros, universais) > 0 tal que, para cada

. € Hu. >e}nQ ep< 1, vale a desigualdade
f |Du.|? dx < Cup™—.
Bp(we)n{e<us<p}

Demonstragao. Definimos a seguinte funcao cut-off apropriada

Ce em  {u. < Ce};
Ue = u. em {Ce <u. < p}; (2.27)
@oem {ue > pu}.
Note que

1 -
0< f . Ay Diju. dx = f Ay Diu Vo (o' — 28) dHN ! — J Aij Dju.D;V, dx
By (ae) P JoB,(xc) By(z2)
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e portanto,

1 ) 4
f Aij Dju.Diu. do < — J A Diu V. (2" — x) dHN,
B, (ze)n{e<u-<p} P 0B, (xze)

Finalmente, usando a regularidade Lipschitz de u. (Teorema 2.1.1) e elipticidade da

matriz A;;, obtemos que

f |Du|* dz < Cpup™—.
Bp(ze)n{e<u<p}

O
Agora, obteremos uma estimativa da medida N —dimensional nas regides de nivel

g, que sdo uniformes em relagdo ao pardmetro €. A prova segue as mesmas ideias como em [4,

Lemma 6.5].

Lema 2.4.4. Fizado Q' € Q, eziste C*(Q)', pardmetros universais) > 0, tal que, se C*u <
2p « dist(Q),0) entdo, para p,e > 0 suficientemente pequenos, com 3Cie < p < p, obtemos
que

LY ({Cie < u. < p} 0 By(z2)) < Crup™ 1,

onde x. € Hu. > e} n Q' com d.(x.) « dist(Q,0Q) e C; > 1.

Finalmente, estamos encaminhados para estabelecer a estimativa da medida (N — 1)-
Hausdorff dos conjuntos de niveis aproximados (uniforme em relagdo ao pardmetro ). A prova

deste resultado ¢ anédloga a prova [14, Theorem 6.11].

Teorema 2.4.5. Fizado Q' € Q, existe C*(Q',universal) > 0, tal que
LY (NM({Cie < u}) n By(x.)) < Cpp" ™,
para C; > 1, x. € {Cre < u.} n ', d.(z.) < dist(Y,0Q) e Cie < p. Em particular,
AN {ue = Cie} 0 By(w0)) < C- pN 71, (2.28)

para certas constantes C,Cy > 0 que independem de €.

2.5 Configuracio limitrofe quando € — 07

Nesta parte final, analisaremos o cendrio quando € — 0" para solugoes de (1). Como
consequéncia do Teorema 2.1.1, da Proposicao 1.1.4 e do Lema 1.1.5 dado nas preliminares,

obtemos a configuragao para o perfil limite:
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Teorema 2.5.1 (Perfil e EDP limite). Seja u. a solugao do tipo Perron para (1), entdo para
qualquer sequéncia g, — 0% existe uma subsequéncia Ek; — 0 eug e Clogcl(Q) tal que, p- — po e

fe = fo local e uniformemente em 2. Além disso
(1) Ue,,, — ug local e uniformemente em

(2) ug € [0,Z] in Q para uma constante =(universal) > 0 (independente de c);

(3) AﬁJ(:p)uo = fo(z) in {uy > 0} no sentido da viscosidade.

Demonstragio. A regularidade Lipschitz (Teorema 2.1.1) implica que a familia {u., } é pre-
compacta na topologia C’l%’i (). Portanto, a menos de sub-sequéncia, existe ug, obtida como
o limite uniforme das Uey, quando g;; — 0. Agora, usaremos a seguinte definigao quando nos
referirmos a ug:

up(z) 1= }i_)r& Us,, (x).

Além disso, vemos pelo estabilidade de solu¢oes de viscosidade que tal perfil limite verifica

(1) Ue,,, — tg local e uniformemente em €2;
(2) ug € [0,Z] em Q para una constante Z(universal) > 0 (independente em ¢);

(3) Ag)(x)uo = fo(z) em {ug > 0} no sentido da viscosidade.

Permita-nos introduzir a seguinte notacao, que usaremos em nosso préximo resultado:
S(Uo, O) = 8{u0 > 0} N O,

onde O < (.

Teorema 2.5.2 (Comportamento assintético perto da fronteira livre). Seja Q' € Q.
1
Fizado xq € {ug > 0} n Q'tal que dist(xg,§(ug, ')) < §di5t(Q', 0fY). Entdo existe uma constante

C > 0 que independente de ¢ tal que
C™ - dist(zo, §(uo, ) < up(z0) < C - dist(xo, F(uo, ). (2.29)

Demonstracao. Primeiramente, a estimativa por cima segue pela continuidade Lipschitz local
de uy (Teorema 2.5.1). Agora, do Coroldrio 2.3.1, existe um y. € {0 < u. < ¢} n Q' com
d-(wo) = |0 — ye| tal que

ue(z0) = ¢ - de(x) = clzo — yel,
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para uma constante c(universal) > 0.

Portanto, médulo subsequéncia, y. — yo € {ug = 0} e assim

up(z0) = ¢l — yo| = cdist(xg, F(ugp, Q).

Teorema 2.5.3. Dado ) € Q, existem Cy(universal) > 0 e ro(universal) > 0, tais que

Co'r < sup up(w) < Co(r + up(wo))
B,«(Io)

—_— 1
para todo xq € {ug > 0} N Q" com dist(xy, H{ug > 0}) < idist(xo, o) ere (0,7].

Demonstracio. Note que tais estimativas sdo consequéncias de passar o limite quando ¢ — 07

no Teorema 2.3.2 dado que as constantes sao independentes de ¢. O

O proximo resultado afirma que o conjunto {uy > 0} é o limite, na distancia de

Hausdorff de {u. > ¢} quando ¢ — 0.
Teorema 2.5.4. Dado C; > 1, as sequintes inclusoes sao vdlidas
{ug > 0} n Q' < Ns({ue, > Ciep}) n Q' e {ue, > Cieg} n Q < Ns({ug > 0}) n &,

para § L 1 e ey < 9.

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira inclusao, dado que a segunda é obtida de forma
similar. Suponhamos, por contradi¢io, que exista uma subsequéncia e, — 0 e pontos xy € {uy >
0} N Q' tais que

dist(z, {ue, > Cieg}) > do. (2.30)

Do Teorema 2.5.3, e tomando k& » 1, obtemos

1
usk(yk) = Sup Uak(l,’) = 5 sup Uo(ﬂck) = CEO = 01€k

Bs, (k) Bs, (k)
T Pl

para algum y; € Bs, (zx) N {u., > Cie}, a qual contradiz (2.30). Isto finaliza a prova do
2

resultado.

]

Teorema 2.5.5. Dado um sub-dominio Q' € €, existem constantes C(universal) > 0 e
po(Q), pardmetros universais) > 0 tal que, para qualquer xq € §(ug, ') e p € (0, po], temos a

desigualdade
c! <J[ up(w) d#N T < pC. (2.31)
0Bp(0)
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Demonstragio. Pela regularidade Lipschitz, a estimativa por cima é facilmente obtida. Agora,

para provar a outra desigualdade, consideremos z. € d{u. > 0} n @', satisfazendo
|ze — xo| = dist(xq, H{u. > 0}).

Entao, do Teorema 2.5.4, z. — xy. Assim, podemos passar o limite quando £, — 0 na tese do

Corolario 2.3.4, concluindo assim o Teorema.
O
Remark 2.5.6. Levando em conta a condigio (2.31), diremos que ug € localmente uniformemente

e nao-degenerada em §(ug, ). Finalmente, em certa medida, tal propriedade é outra forma de

dizer que ug possut reqularidade Lipschitz e propriedade de nao-degeneracao.

A seguir, vemos que o conjunto {uy > 0} tem densidade uniforme ao longo de

3’(u0,§2').

Teorema 2.5.7. Dado ' € (Q, existe uma constante co(universal) > 0, tal que para xg €
F(ug, Q') temos que
LY(B,(x0) 0 {ug > 0}) = coLN(B,(x0)), (2.32)

para p < 1. Em particular, £~ (F(ug, ') = 0.
Demonstragio. A estimativa (2.32) segue como na prova do Corolario 2.3.3. Concluimos o

resultado fazendo uso do teorema de diferenciacao de Lebesgue e um argumento de cobertura

(um resultado do tipo Besicovitch—Vitali, veja [43] para detalhes).
O

Finalmente, estabeleceremos que a fronteira livre limite §(ug, Q") tem local medida

de Hausdorff Y~ localmente finita.

Teorema 2.5.8 (Estimativas de Hausdorff para d{uy > 0}). Dado Q' € , existe u

C(universal) > 0 tal que para zo € F(uo, ') tem-se
HY N (F (uo, ) N By(wg)) < CrV L

Além disso, existe uma constante Co(universal) > 0 tal que para 0 <r « 1 e xg € §(ug, Q)
segue que
Co N < HY  (Frealo, ) N Br(wg)) < Cor™ 1,

onde Freq (g, Q') := drea{uo > 0} N ' denota a fronteira livre reduzida. Particularmente,

HY ™ (Frea (w0, U)\F (1o, Q)) = 0.
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Demonstragio. A prova segue como aquela estabelecida em [14, Theorem 1.9], por tal razao a

motiremos aqui. O

Comentarios finais: Condicao de fronteira livre — caso 1-dimensional

Estimaremos as derivadas quando N = 1. Neste caso, temos a seguinte equacao

diferencial ordindaria

1 " (p8<33') — 2) ug(ula)Q o
b iy e TSt e el
ou equivalentemente
pe(z) —1 1u"€’ =((u) + fo(x) em (—a,a). (2.33)
pe()

Note que (2.33) implica a desigualdade

Gelue) 2 P G,

pe(r) =1

Agora, se assumirmos que u. > 0, entdo isto implica que

p
logo temos
Ld p- d
- > R ,
2 d:c(ug) pt—1 dxsa(ua)
onde

/e 1
3c(x) = f ((s)ds — Jo ((s)ds =My quando e — 07.

0
Por uma mudanca de variaveis

v(z) = ul(r) = dv = uldx,

e fazendo € — 0", podemos obter que

P
pt—1

Jug|* = 2 Mo = |ug(z0)| = 4/2

—— (ueCe(ue) + Buy)
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entdo, por um raciocinio semelhante ao empregado acima, temos (utilizando (3) e Proposicao

1.1.4) que

/ p* -
lug(20)| < Qp* — (Mg + ZB).

Finalmente, se assumimos que u. < 0, entdo podemos provar estimativas andlogas

multiplicando (2.33) pelo fator . e partindo dos seguintes fatos

+ d
ulul = p (d:vsg(us) + feu;) = |ug(20)] = 2p* — 1MO.

P d P _
ugu, < ——— <dx3€(us) + fEU’E) = |yy(20)] < \/2p+ 7 (Mo + ZB),

onde zy € d{ug > 0}, estabelecendo assim a condicao de fronteira livre em 1 — D.
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3 Modelos mistos locais/ndo-locais degenerados

Neste capitulo estudaremos o problema introduzido em (8). Nosso principal propésito
serd estabelecer existéncia e/ou multiplicidade de solu¢oes em trés diferentes cendrios para a
nao-linearidade
fla,u) = Mu(@)|"u(z) + |u(@) " u(z).

Precisamente, analisaremos os seguintes casos:
v’ Caso sublinear: r < p (veja Subsecao 3.1);
v’ Caso linear: r = p (veja Subsegao 3.2);

v' Caso superlinear: r > p (veja Subsecao 3.3).

Gostariamos de ressaltar que os resultados referentes a este capitulo podem ser

encontrados no artigo [59].

3.1 Caso sublinear

Neste primeira parte do capitulo vamos estudar o problema misto no caso sublinear,

ou seja, consideraremos o problema

{—Apu + (=AY u = X u|"Pu + P ~2u em (2, (3.1)

u=0 em RM\Q.

coml<r<p<p“ p=2ep* = , 0 qual seré assumido no capitulo inteiro sem repeti-lo.

N-—p
Neste caso o funcional associado (ou funcional de energia) ao nosso problema (3.1) é dado por

1 A 1 *
Ia(u) = —[ul” — J ul" dx — f |ul”" dx, u e Wy (Q), (3.2)
p T Jo P Jo

onde ressaltamos que, trabalhamos com a norma

1/p
Ju] = f VulP do + H de dy
Q Sk r—yY
Assim, poderemos estabelecer o primeiro resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.1.1. Eziste um \* = \*(N,p,r,S,Q) >0, onde S é dada em (1.13), tal que, para

todo A € (0,\*) o problema (3.1) tem infinitas solugdes fracas nao-triviais com energia negativa.
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Enunciaremos o seguinte Lema o qual é fundamental na prova da condicao (PS) para Jy.

Lema 3.1.2. Seja (uy), < Wy P(Q) uma sequéncia limitada de (PS), para Jy. Entio, a menos

de subsequéncia, Vu, — Vu q.t.p em Q quando n — c0.

Demonstragio. Dado que (uy,), é limitada em W,(€Q), existem uma subsequéncia (que denota-

remos por (uy), ) e funcoes h e u € Wy () tais que

u, — u em WyP(Q), Vu, — Vu em (LP(Q))",
()] < h(x) q.t.pem £, (3.3)
Uy, — u em L™(Q), U, — u q.t.p. em €Q,

quando n — o, onde m € [1,p*) e h € LP(Q).
Para cada k > 0, definamos os truncamentos T : R — R como sendo

t se |t| <k,

K— se |t| > k.
Dado que (u,), é uma sequéncia de (PS). para Jy, temos a seguente estimativa

on(1) = <J§\ (un), T (un — u)>

= Jﬂ (|Vun|1%2 Vun) VT (un —u)dz + JRN i Aty (2, ) (Te (un —u)(z) — T (un — u)(y))du
- )\JQ [un|""* unTs (un, —u)dx — JQ lun|? "% unTk (un — w) dz, (3.4)

quando n — o0, pois (T}, (u, — u)), é limitada em Wy™P(Q2). Além disso,
Au(a,y) = |u(e) = u(y) " (u(z) — u(y)) e du = |z — y| =" Pdady. (3.5)

Assim, utilizando (3.3) podemos mostrar pela desigualdade de Holder que

Jl—r}oloj IVulP2Vu - VT (u, —u)dz =0 e (3.6)
Q
Jing [ [ Aute ) (Tt~ 0)@) = Tl = ) = 0. (3.7

Agora, usando o fato que (uy,), é limitada em W, (Q) e a Proposicao 1.5.2, concluimos que

existe Cy > 0 (independente de x e n ) tal que

f w20, T, (uy — u) da
Q

< kf Pt da < Cok. (3.8)
Q
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Entao, usando (3.4)-(3.8) obtemos que:

lim sup lj [IVunl? ™ Vu, — [VulP2Vu] - VT (u, — u) da
Q

n—ao0

+ fRN JRN (Auy,(z,y) — Au(z, y)) (Te(u, — u)(x) — Ti(u, — u)(y))dp (3.9)

=lim supf \un\p**2 un Ty (U, — u) dz.
n—0o0 [9)
Afirmamos que

JRN fRN (Auy(z,y) — Au(z, y))(Ti(uy, — u)(z) — T, — u)(y))dp = 0. (3.10)

Para demostrar isto, particionamos R*¥ em 4 subconjuntos apropriados

S1={(z,y) eR*™ ¢ |(up — ) ()| <k, |(un —w)(y)] < K}
So = {(z,y) e R*™ ¢ |(up — u)(2)| < & < |(un — u)(y)[}
Sy ={(z,y) e R*" : |(un — ) (y)] < K < |(un — w)(2)[}
S1={(z.y) e R* ¢ |(up —w)(@)| > 5, |(un —)(y)] > &}

e estudaremos caso Por caso.

e Caso 1. Seja (z,y) € S1. Entao, obtemos que

(Aun(z,y) = Au(z, y)) (T (un = u)(x) = T (un — u)(y))
= (Aun(2,y) — Au(z,y))((un = u)(x) = (un —u)(y)) = 0

onde a tdltima desigualdade é consequéncia da desigualdade de Simon (1.5.4).

o Caso 2. Seja (x,y) € Sy. da desigualdade |(u,, —u)(z)| < k < |[(u, —u)(y)|, temos

que
(up —u)(z) —k <0, seuy(z)=ulx)eu,(y) = uly)
B (up —u)(z) + k=0, seu,(r)=uz)eu,y) <uly)
Telttn = w){@) = Tulun —u)ly) = (up —u)(x) —k <0, seu,(r)<u(r)eu,(y) = u(y)
(up, —u)(x) + k=0, seuy(x) <u(z)eu,(y) <u(y).

)

Enquanto —|(u, — u)(z)| < [(u, —u

funcdo h(t) = |t|P~2t, concluimos que

Auy(z,y) — Au(z, y) <0, se un(z) = u(z) e un(y) = u(y)
Aup(z,y) — Au(z,y) =0,  se u,(z) = u(z) e u,(y) < u(y)
Auy(z,y) — Au(z,y) <0, se u,(z) < u(z) e u,(y) = u(y)
Aug(z,y) — Au(z,y) =0,  se uy,(z) < u(z) e uy(y) < u(y).
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Assim, em resumo obtemos (3.10), pois
e Caso 3. Seja (x,y) € S3. Este caso segue similar ao Caso 2 e

e Caso 4. Seja (x,y) € Sy. Este caso é trivial, pois
Ti(up —u)(x) = Tyo(up —u)(y) =k — Kk =0.

Portanto concluimos a prova de nossa afirmacao.

Pela desigualdade de Simon para vetores (1.5.4) obtemos que

limsupf (IVun P2 Vup — |VulP2Vu) - VT (up — u) dz < hmsupf |uﬂ|p 2 unTy —u)dz
Q

n—o0 n—00

< Cok.
Agora, por simplicidade, consideremos
en(2) = (|Vup|" " Vi, — |VulP~2Vu) - V (u, — u) .

Assim, pela desigualdade de Simon, obtemos que ¢,(x) = 0 q.t.p em .

A seguir, para cada n € N e Kk > 0 particionaremos {2 em dois conjuntos disjuntos.

Precisamente:
Sr={reQ:|u,(z) —up(x)| <k} e GF ={xeQ: |u,(z) —up(x)| > K}.

Agora, fixado 6 € (0, 1), usando a desigualdade de Holder, deduzimos de 1.5.4 que

[RECEEY (R d:c)e st (] anto dx>9 g2

< (Co)'IS7]" " + ColGr] .
Entéo, ao observarmos que |G| — 0 quando n — o, obtemos que

0 < lim supJ & (x) dx < (kCo)|Q*°.
Q

n—0o0

Finalmente, ao fazermos x — 0%, concluimos que ¢,(z) — 0 q.t.p em €, e assim por (1.5.4)

obtemos a conclusao. O

Como discutido acima, agora utilizaremos o Lema 3.1.2 para assegurar a validade da

condigao (PS). (Palais-Smale ao nivel ¢) para Jy.

Lema 3.1.3. Seja ¢ < 0. Entao, existe um Ao = No(N,p,7,S,Q) > 0, tal que para cada
A€ (0,Xo), Jy satisfaz a condi¢ao (PS)..
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Demonstragao. Escolha )\ suficientemente pequeno (tal escolha é possivel devido a relacao entre

os expoentes 7 e p), de forma que

78p—|Q] <—pl*) o l/\o (i—;ﬂprx) (3.11)

Seja (uy)n © Wo?() uma sequéncia de (PS), para J. Primeiramente mostraremos que (ty,)y,

é uniformemente limitada em Wy (€2).

Suponha por propésito de contradicao que tal afrimacao acima nao se verifique, logo,
a menos de subsequéncia |u,| — o quando n — o e |lu,| = 1. Assim, pela Proposi¢ao 1.5.2,

obtemos que

Ty () —pﬂ AT

(5 5) (ke bl) 2 (55wl 12

> ( - ) IVl = AC IVl

uly)l
———""dxdy.
= | f \a:—y|N+sp

Entao, pela Defini¢ao 1.4.2; existem constantes ¢i,co > 0 e C, = C(r) > 0 tais que

onde

1 1
vt Vunlpton() > (3 = =) IVunlf-ACATul; & 0 crton(D) > (3 = ) IV lf-ACVuafical Tual

N&o obstante isto produz uma contradigao, pois p* > p > r > 1 e |[Vu,|, =~ |u,| / .

R T . 1 A . ~ . . .
Logo, como (u,), é limitada em W,”(Q), a menos de subsequéncia sao satisfeitas as seguintes

condigoes:
U, — uwem WyP(Q), Vu, — Vuem (LF(Q))",
Vu,(z) - Vu(z), Up — u q.t.p. em € (3.13)
u, — wem L™(Q), |u, —uf — « para algum o > 0,

quando n — o0 e m € [1,p*). Logo, por (3.13) e o Lema de Brézis-Lieb (veja [25]) obtemos que

HVuan — |[Vuy, = Vullp = [[Vul}) +0,(1) quando n — co.

Hqu* +0,(1) quando n — oo,

(3.14)

Jtunlfpe =l — e =

Assim, por (3.13) e (1.4.2) podemos obter a estimativa
on(1) = (Jy (un) , (un — u))
=f (IVu, [P V) - V (u, — u) dz + J Auy (2, y) ((uy, — u)(z) — (up — u)(y))dp

RN JRN
—)\J |2 U, (4, — 10) d$_fg‘un\p*_2un (un — u) dz

*
2 |V = [Vulf = [un|px + on(1)
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quando n — . Entao, usando (3.13) e (3.14) segue que
o +0,(1) = |V, — Vul? = S|, — ul?s (3.15)
quando n — . Se assumimos por contradi¢do que a > 0, entao por (3.15) vemos que
" > SaP = a = S (3.16)

Agora, fazendo a estimativa

temos que, por (1.4.2), (3.13), (3.14), desigualdades de Holder e Young, quando n — oo

1 1 1 1
c> ( —~ ) (ap* + uuugi) ~A ( — ) [l
1p 1p 1 ' 1p *
D E (ap* + Hqu:) - A <r — q) |Q|pp* HuH;*
1 1 " # 1 1 *
b ) (o ) = () i
T D
| A I 1\ |#*—r
-5 B
p p r.p
Finalmente, pela escolha de Ao e (3.16) obtemos a seguinte contradigao
* — %= e
on(i-3) 7B
p p* r.p

1 1
O>c>(—>8
p p*

1 1 1\ Fa[ (1 1\]F
= =Sy —19|(--= Y .- > 0.
N | <p p*) { <’f’ p)}

Logo a = 0 e por (3.14) u, — u em W, 7(Q). O

p*

Para podermos utilizar a Proposicao 1.7.4, precisamos que o funcional associado ao

problema seja limitado inferiormente. De fato, tomando u € W, *(Q)\{0} temos que

tP tr . tP* «
Ia(tu) = —|ul? = A— | |u|"dx — — | |ul’ dz — —0 quando t — o,
p r Ja P* Ja
pois r < p < p*.

Devido ao fato acima descrito, utilizaremos um argumento de truncamento inspirado no artigo

[45]. Pela Proposigao 1.5.2 existem constantes positivas C, e C,+ tais que

1 C. C «
Ia(u) = =|ulff = A—]u|" — —‘i |ul[P" para todo wu € Wol’p(Q).
p r p
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Segue entao que Jy(u) = gx(|ul), onde
1 ACT C * %
g(t) = —t? — " — =2, te0,0).
p r p*

Agora, fixamos Ry > 0 suficientemente pequeno de forma que

1 k %
Iy Crper o,
b p
e considere . o
* r p* p
—RP — 1
Al = ZCRT<R pR> 0, (3.17)

tal que gy (1) > 0. Definimos entdo
Ry = max {t € (0,R1): gax(t) < 0} .

Dado que 7 < p, observamos que gy (t) < 0 quando t — 0", e como g,\f(Rl) > 0 entao,
Ixx (Ro) = 0.
Agora, consideremos v : [0,00) —> [0, 1] uma fungdo infinitamente diferencidvel tal

que ¥(t) = 1set e [0,Ry] e (t) = 0sete[Ry,). Definimos o truncamento para .J, pelo

funcional

~ p £
NOE fuuup f | d ('pﬁf' ) f 7™ de, uwe WE(Q).
Q

Entdo, por construcio, J, € CH(Wy*(Q),R) e Jy(u) — o quando |u| — co. Portanto, .Jy é

coercivo e limitado inferiormente.

Lema 3.1.4. Existe um N5 = \5(N,p,r,S,Q2) > 0, tal que para qualquer A € (0, \y) valem as

sequinte sentengas:

(i) J\(u) < 0 implica |u| < Ry e Jy(v) = Ji\(v) para todo v em wma vizinhanga aberta

apropriada de u;

(ii) Jy satisfaz (PS), para todo ¢ <0 .

Demonstragio. (i) Seja0 < A3 < min{\], Ao}, onde A\ é dado no Lema 3.1.3 e fixemos A € (0, \3).
Assumamos que Jy(u) < 0. Como A < A, temos que, se ||u| = Ry, entdo a Proposigao 1.5.2
implica que

~ 1 A7 Gy
Ta(w) = = ul” = == u[" > 0.
P r

Agora, uma vez que gyx(R1) > 0, concluimos que

A C
Rf — =

1 ,
— RY > 0,
P r
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porém isto produz a seguinte contradicgo 0 = Jy(u) > 0.

Agora, quando |u| < Ry, como ¢(t) < 1 para todo t € [0,0) e A < A], segue que

0> Jx(u) = gr(llul) = grg(Jul)

e isso implica que |Jul| < Ro, pela definicao do Ry. Além disso, pela continuidade do funcional
J\, existe uma vizinhanca aberta O de u tal que Jy(v) < 0 para todov € O, porém |v| <
Ry para qualquerv € O, portanto Jy(v) = Jy(v), além disso J4(v) = J5(v) para todo v € O.

(ii JAssuma que ¢ < 0 e seja (uy), uma sequéncia (PS), para .Jy. Como

In(un) = I(uy) > <0 e J\(u,) = Jy(u,) — 0,

quando n — o e Jy é limitado inferiormente, necessariamente a sequéncia (u,), tem deve ser
. . 1 . A . s
limitada em W;?(Q), e assim pelo Lema 3.1.3 obtemos que, a menos de subsequéncia, (u,), é

fortemente convergente em Wy (), ou seja, a condicio (PS), é satisfeita para .Jy. ]

A seguir mostraremos alguns resultados técnicos, onde precisaremos do Genus de

Krasnoselskii v apresentado na Definicao 1.7.1.

Lema 3.1.5. Para todo 0 < A\ < \} e k€ N, eziste g9 = e9(\, k) > 0 para o qual y(J; =) = k,

onde Jy °° € construido de acordo com a Defini¢ao 1.4.1.

Demonstragio. Fixemos A € (0,\}) e k € N. Consideremos Vj, um subespaco vetorial de W, (1)
k-dimensional. Logo, em particular as normas | - | e | - |, sdo equivalentes em Vj, pelo qual

existe uma constante C(k) > 0 tal que
—C(k)|u|" = —|u|,. paratodo wue V. (3.18)

Para qualquer u € V}; com |ul < Ry, segue de (3.18) que

Iw) = B < sl = 2 (3.19)

Agora, escolhamos 1 > 0 tal que
1
AC(k)p P
¥ < min {RO, [W] } (3.20)
r

eseja Sy = {ue Vi : |u| = 9}. Claramente Sy é homeomorfa & esfera (k — 1)-dimensional S*7*.
Além disso, para u € Sy, obtemos de (3.19) a desigualdade

j)\(u) <" <119p—r — W) <0
D r
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onde utilizamos na tltima desigualdade a condic¢ao (3.20). Assim, existe uma constante positiva
g0 (dependo somente em X e k) tal que Jy(u) < —&o para cada u € Sy. Pela Definicdo 1.7.1,

segue que Sy < J, 0. Além disso, note que J, < € I, pois Jy é continuo, par e J,(0) = 0. Logo,

segue da Proposigao 1.7.2 que v(J, %) = v(Sy) = k. ]

No que se segue, para cada k € N consideremos
T = {AS W P (Q): Aéfechado, 0¢ A, A ésimétrico e y(A) = k},
e sejam ¢, os niveis criticos dados por

cr = inf sup Jy(u).

€Lk ueA

Claramente ¢, < ¢;41 para todo k € N.

Lema 3.1.6. Para cada X € (0,);), onde \; é dado pelo Lema 3.1.4 e cada k € N, os nimeros

Cr $G0 neqativos.

Demonstragio. Sejam 0 < A < AJ e k € N. Pelo Lema 3.1.5, existe um ¢, > 0 tal que

Y(J3 ) = k, pois J, € ['y. Além disso, sup Jy(u) < —ep. Entdo, pelo raciocinio anterior e o
uelJ, 0
A

fato de J ser limitado inferiormente, obtemos que

—0 < ¢ = inf sup Jy(u) < sup Jy(u) < —gp <0,
Aely yeA e, <0

o que mostra o resultado. O

A seguir, mostraremos o seguinte Lema, o qual é um argumento padrao como consta em [53].

Lema 3.1.7. Sejam A € (0, ), onde N5 € dado pelo Lema 3.1.4, e k € N. Se ¢ = ¢ = cpy1 =

oo = Cgam, para algum m € N, entao
V(KC) > m+ 17

onde K, ¢ dado pela Defini¢io 1.4.1.

Demonstragio. Seja A € (0, A}). Pelo Lema 3.1.6 obtemos ¢ = ¢, = -+ = ¢ < 0. Segue entao
pelo Lema 3.1.4 que K. é compacto e assim, pela Proposigdo 1.7.2 temos que y(K.) < o e
existe um 0 > 0 tal que v(Kz) = v(Ns(Kz)), onde N5(K.) é dado por

Ns(K.) = {we WP(Q) : dist(w, K,) < 0}
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Assumamos por contradi¢ao que y(K.) < m. Entao, pela Proposigao 1.7.3 existe um ¢ € (0, —c)

e um homeomorfismo impar 7 : Wy?(Q) — WP (Q) tal que
(IS Ws(Ke)) < i (3.21)

Pela definicao de ¢ = ¢4, existe um A € I'y,,, tal que sup j,\(u) < ¢ + . Entao, devido a
ueA
Proposicao 1.7.2, temos que

VAW;(Ke)) = 7(A) =7 (N5(Ke)),  v(n(AW5(Ke))) = k. (3.22)

Portanto,

n(AWN5(Ke)) € T

Logo, vale a desigualdade

sup Ja(u) = ¢ > c—e (3.23)
uen(A\N;(Ke))

Por outro lado, (3.21) e (3.22) implicam que

U(A\Nci(Kc)) - U(A\Na(Kc)) - n(j;\:—i_e\-/\/’é(Kc)) - j)c\_ea (324>

o qual contradiz (3.23). Portanto, v(K.) = m + 1. O

Finalmente daremos uma prova para nosso resultado enunciado no Teorema 3.1.1.

Demonstragio do Teorema 3.1.1. Seja 0 < A* < min{)\g, AT, A3}, onde tais constantes sdo dadas
em (3.1.3), (3.1.4) e (3.17) respectivamente. Seja A € (0, \*), entdo para cada ¢; < 0 e pelo
Lema 3.1.4 sabemos que .J, satisfaz (PS),,. De fato, ¢, é um valor critico para J (veja por

exemplo [78]). Vamos considerar dois casos.

1. Se —0 < ¢ < ¢ < -+ < ¢, < ---, entdo Jy tem infinitos pontos criticos e conse-

quentemente Jy teria infinitos pontos criticos, logo o problema (3.1) admite infinitas

solugoes.
2. Se existem kg,mo € N tais que ¢, = Crg11 = = Chy+my, €ntao pelo Lema 3.1.7,
v(cho) = mo + 1 > 2, assim pela Proposicdo 1.7.2 necessariamente K, ¢ infinito.

Portanto, .J, tem infinitos pontos criticos.

Entao pelo feito nos dois casos anteriores concluimos a prova de nosso resultado.
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3.2 Caso linear

Nesta parte do capitulo, analisaremos o problema misto no caso linear, ou seja,

quando r = p, portanto estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema

{—Apu + (—A)u = A|ul’u + ulP*~2u em (2, (3.25)

u=0 em RM\Q.

Para analisar (3.25), aplicaremos a teoria do indice de cohomologia dada nas preliminares (veja
Subsecao 1.6). Com esta teoria construiremos uma sequéncia apropriada de autovalores para o
operador nao-linear

L,su(r) = —Ayu(z) + (—A)ju(z), (3.26)

p

como veremos no Lema 3.2.8. Por isto, definamos o que é um autovalor para (3.26).

o ~ . ’ s . 1
Definicao 3.2.1. Diremos que um nimero real X é um autovalor para L, s se existe v € Wy (Q),

com v # 0, solugao do problema

(3.27)

L,su = NulP"?u em €,
u=0 em RM\Q.

A fungio ve WyP(Q) € denotada de autovetor relativo a .

A seguir enunciamos nosso resultado principal desta subsecao.

S
Teorema 3.2.2. Seja \* — - onde S € definida em (1.13). Entao, se

M S A< A1 = o0 = Mg < Mgt

para alguns k,m € N e A > A\y1 — A, 0 problema (3.25) tem m pares distintos de solugoes nao

triviais tu; (j=1,...,m) tais que u; — 0 quando X — \gi1.

Para provarmos o Teorema 3.2.2, vamos argumentar como [76, Chapter 4]. Definamos
os operadores A, ,B, € C(Wy (), (W, 7(Q))*) da seguinte forma:

(Ay(u),v) = p (L VP2V - Vo da + J Au(z, ) (v(z) — v(y))d,u) (3.28)

R2N

(By(u),v) = pf lulP2uvdz;  Yu, ve WyP(Q), (3.29)
Q
onde A e du foram definidos em (3.5).

Temos as seguintes propriedades fundamentais na estratégia que usaremos inspirada

em [76].
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Lema 3.2.3. As sequintes propriedades sao satisfeitas:

(A1) A, € (p—1)-homogéneo e impar;
(A) A, € uniformemente positivo (i.e.), existe um ¢y > 0 tal que

(Ap(u),uy = colul? Yue WyP(Q);

(As) A, € um operador potencial;
(Ay) A, € do tipo (S): verifica que, para toda sequéncia (uy), = Wy*(2) com as propriedades
u, = u, e {(Ay(uy),u, —uy—0, quandon — o

a menos de subsequéncia (uy,), € fortemente convergente para .

Demonstragio. As propriedades (A;)—(As) seguem facilmente pela defini¢io (3.28). Para provar
que A, satisfaz (Ay), note que, se (u,), < WyP(Q) é uma sequéncia tal que, para algum
ue WyP(Q)

u, —u em WyP(Q) e {(Ay(un),u, —u) —0, quando n — o© (3.30)
entao (up), ¢ limitada em Wy (Q), e portanto, a menos de subsequéncia

u, — uem L™(Q), me [1,p*), (3.31)

U, — u q.t.p. em €.

Agora, note que vale a seguinte estimativa

0n(1) = (A (un) , (un —u))
= L (|Vun|p_2 Vun) -V (up, —u)dz + J - Aug (2, y)((uy, — u)(x) — (u, — u)(y))dp.
(3.32)

Por um lado,
J IVu,|P*Vu, - V(u, —u)dr = J (IVu, [PV, — [VulP?Vu) - V(u, — u)dz + 0,(1), (3.33)
Q Q
e por outro lado, se v, = u,, — u, entao
| [ Avntaiente) = sntidn = | | | (Aol = Aute ) () = o)
v [ [ Auteg)(ena) = o) (3.3

-| f (Aun (2, ) — Au(e,)) (va(2) — va())dpt + 0,(1).
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Observe que, as ultimas expressoes no lado direito em (3.33) e em (3.34) sdo nao-negativas (veja

desigualdade de Simon), entao segue de (3.32) que, em particular,

lim | (|Vu,["*Vu, — [Vul"*Vu) - V(u, — u)dz = 0.
n—0oo Q

Logo, pela desigualdade de Simon (1.5.4) e a equivaléncia entre as normas | - | dada em (1.8) e

IV ()|, obtemos a existéncia de uma C = C(p) > 0 tal que
|un, —ul| < C, L |Vu, — Vu|Pdx
<G, L (VU [PV, — [VulP*Vu) - V(u, — u)d
—> 0 quando n — oo.

1 )
Portanto, u, — u em Wy () como queriamos demonstrar.

Lema 3.2.4. As sequintes propriedades sao satisfeitas:
(B1) B, € (p— 1)-homogéneo e impar;
(Bsy) B, € estritamente positivo (i.e.),

(Bp(u),uy >0 Yu # 0;
(Bs) B, € um operador potencial e compacto.

Demonstragio. Pela definicao (3.29) é claro que B, satisfaz (B;)—(Bs). Para mostrarmos que

B, ¢ um operador compacto, basta considerar (uy), = Wy (Q) e u € W, () tais que

u, —u em W,P(Q).
Provaremos que
B,(u,) — By(u) em (Wy*(Q))*, quando n — oo.
Se denotamos por | - || a norma no espaco dual (W, (Q))*, entdo

| Bp(un) = Bp(u)ls = sup  |(Bp(un)(v) = By(u)(v)]

veW, P(Q),Jv]<1

= sup p
veWy P (), Jv]<1

J ([tn|P % — [ulP2u)v do| . (3.35)
0
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Pela desigualdade de Holder e pela Proposicao 1.5.2 existe uma constante positiva k, tal que

prl 1/p
IBy(un) — Bywls < sup p( [ ||un|p—2un—\u|p—2u|ﬂdx) ( | |v|f’dx)
veW, P (), |v]<1 Q Q

p—1

<k, ( J [ S e d;z:) L (3.36)
Q

Sabemos pela Proposi¢ao 1.5.2 que u,, — u em LP(€2). Além disso, a Proposigao 1.5.3 garante a

existéncia de uma fungao h € LP(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
lun(z)| < h(x) qtp. z€Q, VneN,
pelo qual temos que

P 2u,| < (h(2))P ' e L 1(Q) qt.p. ze€, VYneNl.

Assim, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue vemos que (3.36) converge a

zero, quando n — oo, concluindo assim que a menos de subsequéncia

B,(u,) — By(u) em (Wy*())*, quando n — oo.
[

Neste ponto, devido as propriedades (A;)—(A4) e (By)—(B3), estamos autorizados a

aplicar a Proposicao 1.6.8. Neste caso, os potenciais de A, e B, sao dados respetivamente, por:

Ly(u) = [ul? e Tp(u) = |ul.

Definimos o funcional ¥(u) = para u € WyP(Q)\{0}, e considere ¥ a restricio de ¥ dada

1
Tp(u)

por
U =Tly, com N ={ueWyPQ):T,(u) =1} (3.37)

E um fato bem conhecido que N é uma variedade (Nehari) completa de classe C*
para p > 2 (veja [76]). Provaremos que os valores e pontos criticos de ¥ na verdade coincidem
com os autovalores e autovetores de (3.27). Para tal propdsito, precisaremos dos trés seguintes
Lemas para encontrarmos uma sequéncia apropriada (A;)x de autovalores para (3.27) usando a

Proposicao 1.6.9.

Lema 3.2.5. Se W € um espago vetorial de Banach sobre R e L, Ly € W*, entdo
|L]ker(zo |+ = min [ L — pLol,

onde || - |« denota a norma de W*.
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Demonstragdo. Pela definicdo de norma do operador, para todo p € R

IL|kerzo)lls = sup  (L,v) < sup (L — pLo,v) = | L — pLo| .
veKer(lo) vl=1

Reciprocamente, pelo teorema de extensao de Hahn—Banach (preservando a norma), existe um
L e W* tal que
L|Ker(L0) =L e ”LH = HL|K61“(L0)||*‘

Como Ker(Lo) < Ker(L — L), existe yo € R tal que L — L = pLo. Entéo, segue que
IZ = poLolls = |IL]+,
mostrando a igualdade desejada. [

Lema 3.2.6. u € N é um ponto critico de U se, e somente se, A = ¥(u) é um autovetor para
(3.26).

Demonstracio. Notemos que, para cada u e N

W (u) = —ﬁz)) — UW)?By(w) e T.(u) = A(u).

Entdo pelo Lema 3.2.5, ¥’(u) = 0, se e somente se,
pAy(u) + U(u)?B,y(u) =0 para algum g€ R. (3.38)

Suponhamos que u € A é ponto critico para ¥, entdo usando (3.38)

B g pdl®) g,
HE G w T G T T 0

substituindo tal informagéo na equagao (3.38) obtemos que

Ap(u) = ¥(uw) By(u),

isto é, A = W(u) é um autovalor para (3.26).

Reciprocamente, se A = W(u) é um autovalor para (3.26), entéo

Logo, para yu = —W(u) a identidade (3.38) é satisfeita, e portanto ¥'(u) = 0.
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Lema 3.2.7. O funcional U dado em (3.37) satisfaz a condigao (PS) restrita a N.

Demonstragio. Sejam c € R e (u,), = N tais que

U(u,) >c e ¥(u,) —0, quando n — oo.
Claramente (uy,), é limitada em W,™”(Q), portanto existe um u € Wy (Q) tal que, a menos de
subsequéncia, u, — u em WyP(Q). Por (Bs), temos B, (u,) — B,(u) em (Wy*(Q))*, entdo

S
V) = B iy Byl

7u>7é0,

a qual implica que ¢ # 0.

Pelo Lema 3.2.5, existe uma sequéncia (u,), < R tal que
(0 Ap(tn) + W (up)?By(uy,) — 0, quando n — 0. (3.39)

Aplicando (3.39) a u,, obtemos que i, + ¥(u,) — 0 implica que p, — —c # 0. Aplicando
(3.39) a u, — u, obtemos (A, (uy,), u, —uy — 0 dado que (By(un),u, —uy — 0, logo por (A,),
a menos de subsequéncia, temos que u,, — u em Wol (), e como N é fechado concluimos
u, > ueN. O

Pela andlise que acabamos de realizada, podemos construir uma sequéncia ()
de autovalores para (3.27), aplicando assim a Proposigdo 1.6.9. A ideia é seguir a estratégia

empregada em [76, Theorem 4.6].

Lema 3.2.8. Seja F a classe dos subconjuntos simétricos de N em Wy*(Q). Para todo k € N
definamos
Fo={NeF:ind(N)=k} e M\ = inf sup¥(u). (3.40)

NeFi ueN
Entao, (A )x € uma sequéncia nao-decrescente de autovalores para (3.27), que satisfaz as sequintes

propriedades:

(1) Se g = ... = Mgm—1 = A, entao z'nd(f()\) > m; onde K, € definido em (1.4.1);

(11) O menor autovalor, chamado primeiro autovalor, é dado por

Ip(“) )
Tp(w)’

=) =
(i17) Temos que ind(N\W,,) < k < ind (U™*). Se A\, < X\ < Ay, entdo
ind (U™) = ind (N \Uy,) = ind (I*) = ind N \V,,,,) = k;

(iv) A\ — o0 quando k — 0.
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Observamos que \; > \**, com \** dado no enunciado do Teorema 3.2.2. Se u; € N denota o

autovetor associado a A;, entao note que pela desigualdade de Holder temos que

*k
[Vewrlp + [z, _ S|Vl S

=

AL =

— A (3.41)

|5 a7 [P/ ’

com desigualdade estrita, pois S nao é atingido em u;. Portanto, gracas a (3.41) o Teorema
3.2.2 é verificdvel para os indices k = 1 e m = 0. O funcional associado ao problema (3.25) e

sua respetiva derivada de Fréchet sao

1 A 1 *
Ia(u) = =|ul/P — J |ul? dx — *J lulP* dz, e para toda ©ve WyP(Q)
D P Jo P Ja

(I (u), vy = L |VulP~2Vu - Vo dx + f Au(z,y)(v(x) —v(y))dp

R2N

—)\J luP~?uv da —f |ulP* " 2uw da.
Q Q

No Lema 3.2.10 a seguir, estabeleceremos um resultado que garante os valores para os quais Jy
satisfaz a condigao (PS),, ou seja, um resultado semelhante ao Lema 3.1.2. De fato, omitiremos

a prova deste Lema, pois a mesma ¢ totalmente analoga a prova do Lema 3.1.2.

Lema 3.2.9. Seja (u,), € Wo?(Q) uma sequéncia limitada de (PS) d nivel ¢ para Jy. Entdo,

a menos de subsequéncia, Vu, — Vu q.t.p em Q quando n — o0.

1
Lema 3.2.10. J, satisfaz (PS). para todo ¢ < NSN/p.

1
Demonstragio. Sejam ¢ < NSN/’” e (tp)n € WP(Q) tais que
I(up) —c e J(u,) — 0. (3.42)

, . . . 1 .
Mostraremos somente que (u,), é uniformemente limitada em W;,” (), pois gracas ao Lema

3.2.9 o resto da prova é similar ao demonstrado no Lema 3.2.10.

Assumamos por contradigdo que (u,), nao é limitada, entdo a menos de subsequéncia, ||u,| — o

quando n — 0, € u, # 0. Notemos que (uy||uy|~"), ¢ limitada em W;P(€), entdo por (3.42)

*
[ [” = Alua ) — w5

on(1) = <J//\(un), unHun|’71> =

Jn

b
ph(w) + (£ =1)
= P , quando n — oo0.
Junl

Entéo, da estimativa acima combinada com (3.42) obtemos que

— 0, quando n — o, (3.43)
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e como |uy,| — oo se n — oo, também obtemos que

e
— 0, quando n — oo. (3.44)
unl?
Analogamente,
lunllpe — Junllp 1
[tnl? ~ Ttin PP Jun [P®*= 0 0, quando n — o0. (3.45)
Por tltimo, mostraremos a seguinte convergéncia
w5
— 0, quando n — oo. (3.46)
P

Pela desigualdade de Holder é valida a seguinte estimativa

p/p*
Junlly = f [un|? d < (J | dx) ToTi
Q Q

/¥
= [ (P77

Portanto,
[unll 5

< 1Q|*?P* — 0 quando n — 0. (3.47)
funlP Jun P

Por (3.42) e do fato que |u,| — o0, temos que

<J;\(un)a unHun”_p> — 0 quando n — 0.
Assim, usando (3.44) e (3.46) concluimos que

*
Jun” = Allunp = [l

0 = Jimm (3 (un) | ) = Jimy Jual?

Unll? [un |
no Junl?P P
a qual gera uma contradi¢dao. Portanto, (u,), é limitada e podemos proceder como no Lema
3.2.10.

O

Pelo Lema 3.2.8, 8¢ Agpm < Aptma1, entdo ind (U¥*™) = k + m. Com o objetivo de
aplicar a Proposicao 1.6.4, construiremos um subconjunto simétrico e compacto Ag de ghtm
com indice idéntico a k + m.

Para isto, definamos o seguinte operador £;. Para cada u, v € Wy (Q)
Ly(u),v) = f IVulP~2Vu - Vo dz + J Au(z,y)(v(z) — v(y))dpu. (3.48)
Q

R2N

Mostraremos que de fato £(u) verifica a seguinte propriedade.
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Definicao 3.2.11. Dado um espago vetorial de Banach W, diremos que um operador

T :W — W™ ¢ estritamente mondtono se
T(u)—TW),u—v)y>0 VYu,veW, comu+#wv,
e com igualdade se, e somente se, u = v.

Lema 3.2.12. O operador L, em (3.48) € estritamente mondtono.

Demonstragcio. Usando a desigualdade de Holder, nao é dificil provar que para cada u,v €
Wy P () tem-se

i)y = [ [FupEVa-Fodet [ | Auw )o@ —o)dn < ol (349

R2N
Logo, segue que

(La(u) = La(v),u = v) = [ul” = (L(w), v) = L), w) + [[v]|”

> [l = Jul" ol = o~ o] + ul?
= (=" = JolP=) (el = vl
> 0. (3.50)
Portanto, se (£;(u) — £1(v),u — v) = 0, necessariamente |ul = |v].
Pela desigualdade em (3.49) temos que
La(w),wy = ul]” = [u|" o] = (L(u),v) = {Lu),u—v)>0, (3.51)
Li(v),v) = o = o] Hu] = L), uy = (L(v),v—u)>0. (3.52)

Se (Ly(u) — L1(v),u —v) = 0, entdo
Ly(u) — Ly(v),u —v) ={Ly(u),u —v) + {(Ly(v),v —uy =0,
e assim gragas a (3.51) e (3.52)

Ly(u),u—v)y=0 e {(Ly(v),v—uy=0.
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Em particular valem as identidades
(La(w), vy — L VU2V - Vods + J  Au@)(e(e) = ) -
| 1var et de+ [ | 14uteliote) = olldi = 1ol @59
Ly(v),u)y = JQ |Vo[P~2Vu - Vudz + f o Av(z,y)(u(z) — u(y))dp =
| 1o valde s [ | 14 liute) - atld= oLl @59
Portanto,
0> L (|VuP=*Vu - Vo — |Vul[P~Vu]) doe =
| [, (Autznlio@) = o)l - Aute ) ole) o) du = 0. (359

Assim, deduzimos que
J ([VulP?Vu- Vo — |Vu[P~H V) dz = 0,
Q
e desta forma, existe uma funcdo escalar y(z) = 0 tal que

Vu(z) =v(x)Vu(z) qt.p. ze€.

Entéo, como a igualdade em (3.53) é satisfeita (veja [49, Lemma 3.2] ), obtemos que a1 — ag =

by — by, onde

ay =J VP~ Volde,  a; = (f IVulpdx> (J Vv|pdx> ,

u(z) — u(y) P2 (u(z) — u(y))(v(@) —v(y))
by —JRN LN | dxdy,

T — ‘N+ps

Q=

y)P g
b @) = w0l g 28 dady |
t (JRN jRN |z — Z/‘NH’S ! y) (J]RN JRN |z — y’Nprs ray

Assim, pela desigualdade de Holder a; —ay < 0 e by — by > 0, logo obtemos que

a; = ao. Logo, pelo caso da igualdade na desigualdade de Holder, temos na verdade que

existe uma constante a > 0 tal que |Vu(x)| = a|Vo(z)| q.t.p € Q. Assim, concluimos que

w(z) = av(z) q.t.p x € 2, mas, lembremos que ||ul| = |v], pelo qual, se [[v] # 0, entdo a« =1 e

desta forma u = v. No caso em que |v|| = 0, automaticamente |u| = 0 e isto implica u = v = 0.

]
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Lema 3.2.13. Para cada w € LP(2), o problema

{(—A)pu + (—A)pu = [wPw em €, (3.56)

u=0 em RM\Q,

tem wma tnica solugio fraca u € W,P(Q). Além disso, o operador H : LP(Q) — Wy(Q),

definido pela rela¢io w — H(w) = u, com u a solugio de (3.56), € continuo.

Demonstragio. A existéncia de solugoes para (3.56) segue de um argumento de minimizagao
classico. A unicidade das solugoes segue do Lema 3.2.12. Portanto o operador H esta bem

definido. Além disso, a continuidade do operador segue facilmente por um argumento padrao.

O
Lema 3.2.14. Se )\, < A1, entdo O™ tem um subconjunto Aoy simétrico e compacto com

Demonstragao. Consideremos a aplicagao

() ue Wy (2)\{0}

 Jully’
chamada de projecdo radial sobre N, = {u e Wy?(Q) : |uf, = 1}, e definamos o conjunto
A= my(8%) = fwe N+l < M.

Entao, invocando a Proposicio 1.6.2 e o Lema 3.2.8, obtemos que ind (A) = ind () = k.
Seja u = H(v) parav € A, com H o operador definido no Lema 3.2.13. Entao, se £; é o operador

definido em (3.48), temos as seguintes estimativas:

Llu),u) = Jul” = L [P uw do < olp ullp,

1= (L(u),v) < [ul"~v].
Portanto, obtemos que

<L<|uf ol = mpw)] =

< v,

e como consequence m,(H(A)) € A. Definamos H = 7,0 H, e seja A = H(A) e consideremos
uma sequéncia (¢, ), < A. Logo, para todo n € N existe um v, € A tal que F[(vn) = ©,. Como

N . 1
P < Ak, e portanto, a menos de subsequéncia, existe um v € W, "*(Q)

(Un)n < A, obtemos que ||v,,|
para o qual v, — v em Wol P(€)). Entao, a Proposicao 1.5.2 e a semi-continuidade inferior da

norma implicam que

v, > v, em LP(Q), e |u|f < lim inf |vn]P < Ak
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Em particular v € A. Pela continuidade do operador H ( Lema 3.2.13, ) temos que H (v,,) — H(v),
e assim @, = H(v,) — H(v) € A, quando n — o, pelo qual A é compacto em W,?(Q). Por
outro lado, dado que A — A e H é uma aplicacdo continua e fmpar de A para A, obtemos pela
Proposicio 1.6.2 a identidade ind (A) = ind (A) = k. Finalmente, seja

m(w) = . ue Won(@)\{0},

chamada de projecao radial sobre N.

Definamos Ay = 7(A), entdao Ay € UM é compacto em WP (Q) e satisfaz ind (A) =

ind (Ag) = k como almejavamos. O

Por fim, concluiremos esta subsecao dando a prova do Teorema 3.2.2, a qual sera

baseada principalmente na Proposi¢ao 1.6.4.

Demonstra¢io do Teorema 3.2.2. Pelo Lema 3.2.10, J, satisfaz (PS). para todo

< i:S’N/p.
P - 1 o)
A ideia serd aplicar a Proposicao 1.6.4 com b = NS P,

Pelo Lema 3.2.14, UM+ possui um subconjunto compacto e simétrico Ay, com
ind (Ag) = k + m. Seguindo a Proposicao 1.6.4, escrevamos By = \T/A,ﬁm. Entao, pelo Lema
3.2.8, temos que ind (N \By) = k + m.

Sejam 0 < r < R, A, B e X como na Proposicao 1.6.4. Para cada u € By, usando

(1.13) obtemos a seguinte estimativa

Ta(ru) — —Hu”p— J ufP da — " J uf* dz

)\ p
>T|V—TWN—T*JIMpdx
p p >\k+m Q
A Tp* * * rP A Tp* *
> —ul? (1 - —upsp/p=<1— )—Sp/p. 3.57
(1= 5 = Sl e .57)

Agora, dado que A < A\gip, € p < p*, segue da estimativa (3.57) que in£ Jr(u) >0
ue

para r suficientemente pequeno. Por outro lado, para u € Ay © UM+ temos pela desigualdade
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de Holder que

J(Ru) = Z e = M *
p
* J |u|?P da o
< gHqu o )\Rp Hqu o Rp Q —
p P Xerm o D5 A QT

~

" */
R AR |ufr R fufr \""
<l - -

p P Mkem o P\ N |Q 7
RP A RP* 1

= P <1— " ) - = e (3.58)
p k+m p <>\k+ ‘Q| —*>

Agora, uma vez que A < \gi, € p < p*, pela estimativa (3.58) podemos tomar R > r
suficientemente grande tal que Jy(u) < 0, para cada u € A. Para cada u € X, pela desigualdade

de Holder segue que

1 A 1 "
yw) = Safp =2 f uf? dz — ~ f uf?” da
p P Ja pT Ja

p*/p
Pdx
Aosm — A 1 J [
S MJ ul? do — — Qli
A Y

p*/p
e — P
Aktm — A f| ”de — — (\Q||11L”> . (3.59)

Definamos g, : Rj — R como sendo

p#/p
o= (*52) 5 (mrf) |

Dado que p < p* e Apim > A, a fungao g, atinge seu maximo no ponto critico

70 = (Mewm — V)PP P Q| com valor

1 1 p*
max gy(7m) = ( — > (Akrm — A) P57 Q.

p p*

Portanto,

sup Jy (1) < (; _ 1) e — \)

ueX p*

% %
pi,p‘Q| < (1 _ 1) SP{I;LP — SN/p
p p*
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pois Apym — A < A. Usando a Proposicao 1.6.4, obtemos a existéncia de m pares distintos de

pontos criticos t+u; para Jy, com j = 1,...,m, tais que
1 1 p*
0<(uy) < | === ) Mgm —A)F7[Q — 0, quando A — Ay,
p p

e isto implica que

1 1 x 1
(P N p*) Julpe = Ja(u;) — 5<J§(Uj),uj> = Ja(u;) =0,

quando A — Agyp,. Além disso, a desigualdade de Holder implica que u; — 0 em LP(2), quando

A — Apim, € portanto temos que

P *
JusP = (plx(uj) + Alu; [ + p*ujli*) — 0,

quando A — Agypm.

3.3 Caso superlinear

Neste ultimo caso estudaremos o problema super-linear, mais precisamente, analisa-

remos a existéncia de solugoes nao-triviais para o problema misto

{—Apu + (=AY u = Alu|"Pu + P ~2u em €, (3.60)

u=0 em RM\Q,

com 0 <s<1<p<r<p* Aideia é aplicar a Proposicao 1.4.3. Nao obstante, precisamos
construir a estrutura apropriada em base a lemas e resultados que daremos nesta segao. O

resultado principal para esta parte do trabalho é

Teorema 3.3.1. O problema (3.60) tem pelo menos uma solugdo ndo trivial nos sequintes casos

N — N —
(1) Se min {f,p(l - s)} >N —r p’ para qualquer \ > 0;
p— p

N — N —
(#7) Se min {f,p(l - s)} < N-—r p} para todo X = \*, com \* > 0 a ser determinado
p— p
posteriort.

Por simplicidade, escreveremos

N —
MNps i= min{lp,p(l — 3)} e Bnps:=N—r
p_

N-—p
o

(3.61)
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Além disso, nosso funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (3.60) é dado por
1 A 1 x
Ja(u) = —|ullP — J |u|" dx — *J |ulP” dx. (3.62)
p T Ja P Ja

Com o objetivo de provar o Teorema 3.3.1, enunciaremos os seguintes Lemas, que
na verdade sdo padroes em cada um dos casos. A prova deste primeiro resultado é totalmente

andloga ao que fizemos no Lema 3.1.2. Logo, vamos omiti-la.

Lema 3.3.2. Seja (un), € Wo?(Q) wma sequéncia limitada de (PS), para Jy. Entdo, a menos

de subsequéncia, Vu, — Vu q.t.p. em  quando n — 0.

O préxima Lema garante a condigao (PS) para nosso operador Jy. A prova deste
resultado é totalmente semelhante a prova realizada no Lema 3.1.3, portanto somente vamos

enuncia-lo.

1
Lema 3.3.3. Seja A\ > 0. Entao, Jy satisfaz (PS). para todo 0 < ¢ < NSN/”; onde S é dado
por (1.13).

Agora, a ideia é dar um truncamento apropriado da funcao

Ky, c(N=p)/p(p—1)
(5:0/(;0—1) 4 |gy|p/(p—l))(N—p)/p’

Uc(z) = com ¢ > 0, (3.63)

a qual estd em WP (RY) e na qual, como mostrado em [69] se atinge a melhor constante da
0 g

imersdo dada em (1.13), com constante de normalizacdo Ky, > 0 dada por

o= [ (G

Fixemos h > 0 tal que By, (0) < Q e definamos a funcao cut-off ¢, € C*(RY,[0,1]) tal que

(N—p)/p?

1 sexe By(0),
on(x) = (3.64)
0 sexe B (0).
Para todo € > 0, escrevamos
Ue

e

ue = ppU. e WP (Q) e w. = e W,P(Q). (3.65)
Segundo [54, Lemma 7.1] (veja também [53, 40, 55]), temos as seguintes estimativas.
Lema 3.3.4. Seja v. como em (3.65). Entao,

[Voe[f = S + O(e™V =P/ (3.66)

quando € — 07.
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Lema 3.3.5. Seja v. como em (3.65). Entao, existe C > 0 tal que
Jvelly = CeN NP (3.67)

para qualquer r > p*(1 — 1/p).

Inspirados em [84, Proposition 21] podemos mostrar a seguinte estimativa.

Lema 3.3.6. Seja u. dada em (3.65). Entao,
‘us E(y)‘ . N s
J‘J‘Rmv ’113 _ ’N+ps dx dy = O(g N.p, )

,p(1— s)} quando € — 07,

com My s = Min {

Demonstragdo. Seja ¢ > 0, por (3.63) e (3.65), para x € By(0) obtemos que

Ky, e(N=p)/p(p—1)

|ue ()] < < CeWNV=P/ple—1), (3.68)

(ep/(p=1) 4 op/(P=1))(N=p)/p
Por outro lado, sempre que |z| = o temos

Ky, eW—p/pr=1)
Vue(2)] = ‘V‘bh(x) (ep/=D) 1 [z[p/-D)(N—p)/p

N—p
+én(z )p

Ky, e(N=p)/p(p—1)
T (/o) 1 [2[p/e—D)NTp
1 ||P/(P=1) 1
/-1 1 |zl -0 N=p)p I -1) 1 |2 |P/ -1\ N/p
0

2|@=p)/(p=1)

gcg(N—p)/p(p—l) [

gcg(N—p)/p(p—l)_
(3.69)

Se x e RN e y e Bf(0) com |z — y| < h/2, entdo pela expansdo de Taylor de ordem

um segue que
|ue(2) — ue(y)| < [Vu(@)||z —y]
com £ no segmento [z,y] (unindo z a y), entdao £ tem a forma & = tx + (1 — t)y para algum
€ [0,1]. Logo,

1€l =Ty + iz =) =yl = tle =yl = h —th/2 = h/2,
assim, da desigualdade (3.69) com ¢ = h/2, obtemos que
|ue (1) — ue(y)] < CeW=P/PP=1 |5 g se e R, ye BY(0) com |z —y| < h/2. (3.70)
Agora, combinando (3.70) e (3.68) com ¢ = h, temos a estimativa

[uc(x) = ue(y)] < CeW PPV min {1, o —y|} se x,y € B(0). (3.71)
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Consideremos agora os conjuntos:

D:={(z,y) e R*™ : z e By(0), y € B;(0) e |z —y| > h/2},
E:.= {(x,y)e]RZN: z € By(0), y € Bj(0) e |z —y| <h/2}.

Logo, podemos descompor [ua] da seguinte forma

uc(x) — (o) [ e-vor

dz dy = dz d

J L et e o=y
(0)

By (0)x By (0
|u5(x) B ua(y)|p
+2f [V dx dy
(3.72)
‘UE(SE) B us(y)‘p
+QJ [ — gV dx dy
E
|ua(x) B ua(y)|p
+ ff [ — [V dx dy.
B2 (0)x BE(0)
Por (3.71) temos que
‘UE E(:U)‘ dr dy < Cg(N—p)/(p—l) min {17 ‘x - y‘p} dr dy
I:v - yINﬂ’S N @ — y|Nees
XB(‘ B2h(0)XRN (373)
_ O(g(N—p)/(p—l))’
enquanto que (3.70) garante que
|ue () — uc(y)[P (N—p)/(p—1) [z —ylP
f |x—y|N+p5 dl’dy<C€ mdl’dy
z€ By, (0), ye By (0)
lz—y|<h/2
1
N=p)/(p—1 - (N=p)/(p—1)
< CeW=n/e=1) JB o dx JB o [V d¢ = O/,
R h/2
(3.74)

Pela definicao de ¢, em (3.64) obtemos que u.(z) = U.(x) para todo = € Bj(0), entdo para

qualquer par (z,y) € D pela convexidade (de t — t*) temos

Jus(2) = ue(y))” = |Us(2) = ue(y)P < 277" [|U(@) = U:(m)IP + Ue(y) — ue(y)I],

para o qual obtemos

[ oy < - 1<ﬂwd & +dewy) )
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Por (3.68) com ¥ = h

V)~ wl)l Ul + )l
H e f |x— g

H e o

(N-p)/(p—1) -
< ce U |z — y|NFps drdy
x€ By, (0), ye By (0)
|z—y|>h/2
1
< CeN-D/-1) J de f L e — oWy,
xEBh(O) 2/2 ‘€’N+ps
(3.76)
Por fim, por uma mudanca dupla de variaveis x = £ e y = £(, obtemos
|Ue(z) — Us(y) P U1(§) — Ur(Q)[” _ (0P8
ff |ZE _ y|N+ps dx dy |€ C|N+ps df d( - 0(6 ) (377)
2N

E claro que a desigualdade

|U5($) B Ue(y)|p |Ua<x) B Us(y>|p
Jf |x_y|N+ps dxdy < JJ |x_y‘N+ps d‘rdy
1% RQN

é satisfeita com V = B,.(0) x B,(0) e V =D , entdo combinando (3.72)—(3.77) temos a conclusao

da prova.

]

Lema 3.3.7. Sejam v, dada em (3.65) e myps, Bvpr > 0 como em (3.61). Entao, temos os

seguintes dois casos:
(i) Se myps > PBnpr, entao existe € > 0 suficientemente pequeno tal que

1
sup Jy(tv.) < —SNP  para todo A > 0;
20 N

(17) Se myps < Bnpr, entdo para todo € > 0 existe A* = A\*(g) > 0 tal que

1
sup Jy(tve) < —=SNP  para todo A = \*.
=0 N

Demonstragdo. Seja € > 0, entao

P tr tP

I(tus) = = (190l + [ocls) = A=y - S (378)
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Como provado em [54, Lemma 7.1] é valida a igualdade
Juc P = SN+ O(N/ D),

Assim, pelos Lemas 3.3.4-3.3.6 segue que

*

P t" P
I(tv:) < — (S + O(em¥re)) — CA—eNrN=mlp — —_ (3.79)
p r p
Permita-nos agora definir
tr tr tr*
g(t) = — (S + Ce™Nrs) — CA—NT(N=Pp — —
p r p

Note que ¢g(0) = 0 e g(t) — —oo quando ¢ — co. Assim, existe ¢, , = 0 tal que

sup g(t) = g(te ).
=0
Se t.» = 0, entao a prova do lema segue facilmente. Por outro lado, se ¢,y > 0, entao
obtemos
0= g'(tn) = 2531 (S + Ce™Ve) — CAtL LN TN =2/p " =L (3.80)

para o qual obtemos
ten < (S + Cemnms) V" =P)

Entao, distinguimos dois casos:

Case (1): mnps > BNp.s-

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, por (3.80) obtemos t. x = py > 0, e além disso usando que

a funcao
tP tP
t— — (S 4 Ce™Vrs) — ”
p p

¢é nao-decrescente no intervalo fechado [0, (S + Ce™~ ’va)l/ P*-p )], o qual contém t. 5. Concluimos

portanto que

sup g(t) = g(t-»)
t=0

<S+C€mN7p,5)1+p/(p*fp) N—r(N—p)/p (S_i_CSmN,p,s)p*/(p*fp)
< » — Ce — =

para o parametro € > 0 suficientemente pequeno, poia my,, s > N — ¢(N — p)/p. Isto conclui a

prova no primeiro caso.
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Case (it): mnpr < Brpr-

Dado que p < r < p*, por (3.78) obtemos que J, (tv.) — —oo quando ¢t — co. Além disso,
considerando os fatos J,(0) = 0 e que Jy é continua, existe f,\@ > 0 tal que J, (f,\@vg) =

sup Jy (tv:). Assim, obtemos a igualdade
=0

<J§\ (Z/\,svs) ,1}5> = Oa

portanto

—1 Ir— T *71
5 Jvellk, = M5 el =85 = 0. (3.81)

Em particular, concluimos que {t_m} , < R* ¢é limitada, pois p < ¢ < p*. Entao,
combinando (3.81) com

Afgj |ve|l = 00, as A — o,

deduzimos que ty. — 0 as A — o0. De isto, dado que Jy ¢ continuo, concluimos que

sup Jj (tv.) = Jy (taev:) = 0, quando A — o0

t=0

No seguinte Lema verificamos a geometria de passo de montanha para nosso funcional J,.

Lema 3.3.8. Sejam € e A como no Lema 3.53.7. Entdo, existem o, p > 0 tais que :

(1) para todo ue Wy P (Q) com |[ul| = p temos que Jx(u) = o

(11) existe um t. > 0 suficientemente grande, tal que |t-ve|| > p e Jy(t-ve) < o, onde v. é dado
no Lema 3.3.7.

Demonstragio. Usando as imersoes de Sobolev (1.5.2) e (1.13), existe uma constante positiva
C, tal que
L r P* /P, |1PF
Nalw) 2 el = ACul" = 87 Pl

para qualquer u € VVO1 (). Dado que p < r < p*, podemos concluir facilmente a afirmagao (7)

assumindo que |u| seja suficientemente pequeno. Por outro lado, nés temos que
lim Jy(tv,) = —0
550 )\( 8) )
de onde podemos concluir a prova. O

Finalmente apresentaremos a prova do resultado principal desta secao usando o

argumento do passo de montanha.
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Demonstragio do Teorema 3.3.1. Sejam A\ e € como no Lema 3.3.7. Gragas ao Lema 3.3.8,
podemos definir o nivel critico do passo da montanha

my = érel%“g%% (&),

onde
I'= {f € C<[07 1]7 WOLP(Q)) : 5(0) =0, §<1> = teve}‘

Pelo Lema 3.3.7 temos que )
my < sup Jy(tv.) < NSN/p,

=0
e assim, da Proposicao 1.4.3 obtemos que :
(i) Se mnps > Bnpr, Obtemos a existéncia de uma solugao nao-trivial ug para (3.60).

i) Se my.,s = Bnpr, entdo pelo Lema 3.3.7 para A > A\* e as Proposi¢oes anteriormente
7p? 7p7

mencionadas, obtemos a existéncia de uma solugao nao-trivial para (3.60).
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