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RESUMO

O uso de materiais distintos combinados para obtencao de outro com propriedades
melhores ndo € algo recente, nem tdo pouco artificial. O conceito de materiais
compositos engloba diversas areas de ensino e em especial os laminados vém
sendo utilizados em diferentes modelos estruturais, que englobam aeronaves,
submarinos, equipamentos esportivos e laboratoriais (medicinais). Sendo assim, o
trabalho em questdo consiste em avaliar a mecanica dos materiais compdésitos
laminados para aplicacdo em elementos estruturais planos caracteristicos da
Engenharia Civil, tal como, a viga. Ao final, alguns problemas estruturais s&o
resolvidos a partir da formulacdo tedrica dos compdsitos laminados para diferentes

modelos de vigas e os resultados comparados entre diferentes tipos de laminados.

Palavras-chave: Compdsitos laminados, engenharia civil, compdsitos estruturais.



ABSTRACT

Materials formed by combining two or more materials such that they have better
engineering properties than the conventional materials it's a old technology and not
artificial. The concept of composite materials include different areas of education
and in particular, laminates have been used in different structural models, including
aircraft, submarines, sports and laboratory equipment (medical). Thus, this
document consists of evaluating the mechanics of laminated composite materials for
application in plates structural elements characteristic of Civil Engineering, such as
the beam. In conclusion, some selected problems are solved from the theoretical
application of laminated composites for different beam models and comparative

results between different types of laminates.

Keywords: Laminated Composite, Civil Engineering, Structural Composite.
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1 INTRODUCAO

O uso de materiais distintos combinados para obtencdo de outro com
propriedades melhores néo € algo recente, nem tdo pouco artificial. Em meados de
500 a.C. a cidade de Bam, na provincia iraniana de Kerman, foi construida em
adobe, elemento que consiste na juncao de terra seca com fibras naturais cortadas
(origem vegetal como palha), sendo assim, um material compésito no qual a terra é
a matriz e a palha exerce papel das fibras. Porém, tem-se também exemplos de
compoésitos naturais, como 0s 0sso0S. Estes podem ser analisados como a
combinacdo de coladgeno e mineral hidroxiapatita, sendo eles respectivamente,
matriz e fibra.

Na engenharia civil em se tratando de compdsitos poliméricos, estes tinham
utilizacao especifica em reparos e adequacdes de pontes e edificacdes, até que no
estado de Virginia nos EUA construiram-se leitos de pontes em material compdsito
laminado, que por sua vez, contudo, tinha custo 60% maior do que o leito em
concreto.

No comeco dos anos 2000, técnicas de trancagem [ lde fibras ja eram
aplicadas na manufatura de componentes aeroespaciais e se iniciavam na producao
de hastes, estacas e tubos de menor peso aplicados no setor da construcao civil,
como componente com exigéncias estruturais. Essas estruturas trancadas tiveram
uso nesse setor visto que, de acordo com a fibra e matriz polimérica escolhida,
apresentavam preco competitivo com valores de resisténcia mecanica, rigidez e
resisténcia a corrosao interessantes.

Contudo, o uso de compdésitos na construcdo civil vem desde 1900 com a
combinacdo de aco e concreto para um material que resistisse a compressao e a
tracdo, atualmente denominado concreto armado. O concreto por si ja € um material
composito particulado, sendo o Cimento Portland sua matriz e a areia e brita as
particulas. Este ligado ao ago pode ser empregado como outro compdésito, onde o

concreto € a matriz e o aco as fibras.

1 Texto extraido da Revista Polimeros: Ciéncia e Tecnologia, texto O Uso de
Compositos Estruturais na Industria Aeroespacial dos autores Mirabel Rezende e
Edson Botelho.



Dado tal panorama, e sabendo que em grande escala os elementos
estruturais sdo dimensionados a partir da hipétese de materiais homogéneos e
isotrépicos, este documento visa realizar o estudo de elementos estruturais planos
através da mecéanica dos compdsitos laminados, integrando seu uso na Engenharia
Civil.

1.1 JUSTIFICATIVA

A engenharia civil faz uso de diversos materiais para implementacdo de
diferentes solucdes. Esses materiais, porém, ndo seguem sempre a mesma
metodologia de calculo, uma vez que possuem peculiaridades de formacao,
podendo ser, por exemplo, diferenciados pela relacdo de simetria de suas tensdes.

Tendo isso em vista, o trabalho a seguir abrange um estudo a respeito da
mecanica dos materiais compositos laminados. O faz para aprimorar conhecimento
em outras tipologias com foco em sua formagédo estrutural, dada a énfase de

enfoque (Departamento de Estruturas).

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho busca analisar a eficAcia do uso de materiais compdésitos
laminados e sua mecanica em elementos estruturais planos comuns a Engenharia
Civil, comparando o resultado mecanico de resisténcia com o obtido pela resisténcia
dos materiais usuais. Espera-se deste modo contribuir para novas analises
mecanicas de elementos, possibilitando também o estudo de novos métodos de

dimensionamento e emprego de materiais distintos.

1.2.1 Objetivo Geral:

Analisar a mecanica de materiais compdsitos laminados em elementos

estruturais planos da Engenharia Civil.



1.2.2 Objetivos Especificos:

e Definir e determinar 0 que sdo 0s materiais compadsitos, especificando os
laminados;
e Identificar a mecanica dos materiais compagsitos;

e Aplicar a metodologia de célculo para elementos estruturais planos.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Reddy (2003) em seu livro Mechanics of Laminated Composite Plates and
Shells define os materiais compdsitos sendo aqueles formados pela combinacdo de
dois os mais materiais a fim de promover melhores propriedades do que os materiais
de origem. Ao integrar os materiais, as propriedades que podem ser modificadas sao
rigidez, resisténcia mecanica, peso, resisténcia a corrosdo, propriedades térmicas,
vida a fadiga e resisténcia ao desgaste.

A elaboracdo de um compdsito consiste na combinacdo macroscopica de
materiais e tal mistura pode ser dividida em duas fases, uma delas aglutinante,
denominada Fase Matriz e a outra de enchimento denominada Fase Reforgo, de
acordo com Moreira (2009).

Ha trés grandes divisbes dos materiais compdsitos, de acordo com o0s
materiais utilizados para sua confeccdo, sendo esses, materiais compositos
particulados, materiais compdsitos fibrosos e materiais compdsitos laminados,
também definidos no livro de Reddy (2003). Como o0s proprios nomes indicam, o
primeiro tem particulas como a fase constituinte do reforco, como por exemplo, 0s
agregados na confec¢do do concreto. O segundo, por sua vez, é disposto de fibras e
essas podem ser curtas ou longas. O ultimo, e objetivo de estudo, sdo produzidos
por camadas de materiais diferentes.

Soares (2017) expde as principais caracteristicas dos compositos como a
heterogeneidade, anisotropia, simetria e hierarquia. Com isso, 0 material ndo possui
uniformidade em sua estrutura fisico-quimica, tem propriedades dependentes da
direcdo do estudo, além de natureza tensorial e interagdo de unidades estruturais

distintas.



3. METODOLOGIA

3.1 DEFINICOES

Em se tratando especificamente dos compdsitos laminados, assim como
Reddy (2003), Almeida (2017) define um laminado como uma colecao de laminas, e
assim, ele expressa as caracteristicas de suas laminas constituintes. Essas, por sua
vez, tém como definicho uma camada de fibras unidas por uma matriz,

representando individualmente um “bloco de constru¢cao” fundamental ao compdsito.

As fibras em uma lamina podem estar dispostas em quatro formatos
diferentes, definidos por Reddy (2003), ilustrada na Figura 1:
Unidirecionais;
Bidirecionais;

Descontinuas;

A

Tecidas.

i F NN R R R

e gy

(a) Unidirecional (b) Bidirecional

(c) Descontinua (d) Tecido

Figura 1. Possiveis disposi¢fes das fibras em uma lamina.

Fonte: Reddy (2003) — adaptado pela autora.

Dentre essas, as laminas reforcadas com fibras unidirecionais sdo as que
exibem maior forca e médulo na diregédo das fibras, contudo também tém resisténcia
e modulo inferiores na direcéo transversal as fibras. Por conta disso, os laminados

sdo compostos por essas laminas em diferentes direcdes, de acordo com Figura 2,
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possibilitando ao projetista a flexibilidade para adequacao da rigidez e resisténcia.

27777773 0=0°

Figura 2. Esquema da confec¢do de um laminado a partir de laminas unidirecionais.
Fonte: Reddy (2003)

Para a execucdo dessa unido de laminas, deve-se primeiramente entender o
comportamento individualizado de cada uma. Deste modo, ao se estudar uma Unica
lamina, tem-se um material ortotrépico, cujas propriedades mecéanicas dependem
da direcdo que sdo estudadas. Com isso, se faz necessario a definicdo dos
principais eixos do material, aos quais serdo posteriormente atribuidas as
caracteristicas.

De acordo com a Figura 3, sao definidos trés eixos:
1. x1- Longitudinal a fibra;
2. Xz2- Transversal a fibra;

3. xs- Perpendicular a fibra.



Figura 3. Identificacdo dos principais eixos de uma lamina
Fonte: Reddy (2003)

Além de ortotropica, a lamina serd dada como material elastico linear,
suposicdo dada por Reddy (2003) que é removida se a constituicdo do modelo for
dada por inelasticos. Tal consideracdo implica que a Lei de Hooke Generalizada é

aplicavel a ela. A equacao 1 é a expressao da Lei de Hooke para o caso dado.

{0} = [C]{e} (eq. 1)

Sendo, o o tensor de tensdes, ¢ as deformacdes e C refere-se a matriz de
rigidez do material. A ortotropia do material € representada pelo fato que as
componentes de C serem distintas para cada plano e contendo 9 parametros (em
caso de material homogéneo, as componentes de C sdo constantes). Além disso,
todos sao referenciados pelo sistema cartesiano definido anteriormente com (X1, Xz,
X3).

Continuando a caracterizagdo das laminas unidirecionais sao definidas mais
hipéteses do material compdsito. Primeiramente, é dada como perfeita a ligacao

entre a matriz e as fibras, livres de vazios ou microfissuras. Além disso, as fibras sao
uniformemente distribuidas e, individualmente, fibra e matriz sédo isotrépicas. Por fim,
sera considerada forca aplicada paralela ou normal as fibras.

Com isso, pode-se definir as constantes da engenharia, ou seja, constantes
elasticas do material usadas para determinar matriz de rigidez (ou de flexibilidade
[S], sendo essa o inverso da matriz de rigidez). S&o definidos para as laminas trés

constantes:



1. Modulo de Young (também denominado modulo de elasticidade) - E;
2. Modulo de Cisalhamento - G;

3. Quociente de Poisson - v.

O modulo de elasticidade (E) e quociente de Poisson (v) da lamina seréo
dados a partir de uma combinagdo das mesmas constantes das partes envolvidas,
ou seja, matriz (Em e vm) e fibra (Ere vr). Essa combinagéo sera de modo ponderado
de acordo com a fracdo de volume do elemento (Vm e Vi, da massa e fibra,
respectivamente). Além disso, para os médulos de elasticidade serdo definidos para

direcdo longitudinal (E1) e transversal (E2).

R
E,=EVs+E,VpeE, = PR (eq. 2)
Vi =V Ve + vy, Vy (eq. 3)
__ Grbm
Giz = G Vi+Gm Vs (eq. 4)

Relembrando que G = . Esses valores podem ser definidos por testes

2 (1+v)

laboratoriais e tem-se também valores preestabelecidos para materiais de mercado.

3.2 MUDANCAS DE COORDENADAS

As equacdes acima apresentadas tomam como referéncias o sistema de
coordenadas principais de um elemento, este coincidente com (x1, X2, x3) na Figura 4.
Em um material compésito, porém, cada camada pode conter uma angulacéo
distinta e assim se faz necessario compor um sistema de mudanca de coordenada.
Reddy (2003) define as coordenadas (X,y,z) como as governantes do compositos e
(x1,X2, x3) como as principais de cada camada. Deste modo, o sistema podera ser
aplicado em cada camada. Nota-se, também pela Figura 4, que o eixo normal nao
sofre alteracdes, sendo assim, as coordenadas x3 dos elementos sempre coincide

com z.



Figura 4. Lamina com fibra a @ graus.

X1 cosf@ senf 0O
Xop = |—senf cosf@ O

Fonte: Reddy (2003)

X X cos@ —senf 0] (*1
{J’}, {y} = |senf cosf® 0| jX2 (eq. 5a,b)
z z 0 0 11 X3

X3 0 0 1
Denominando a matriz transformadora em 5a de [L], para a operacgao inversa
5b, tem-se [L]", nota-se, portanto que [L]™= [L]*.
Expandindo essa relacdo para a obtencdo das tensdes, deve-se também
definir os tensores em (x,y,z) do problema e (x1,x2, x3s) da lamina. Sendo assim,

esses sao respectivamente representados por o, € a;:

Oxx (5}
o o:
yy 2
Oxx Oxy Oxz P 011 012 013 o
zZ
[Up]= Oxy Oyy Oyz|= 0y , Lol = [012 022 0O23] = 04 (eq. 6a,b)
Oxz Uyz Ozz o 013 023 033 Os
Xz
ny Og

A partir dessa definicdo, estipulam-se as relagbes entre elas utilizando a

matriz transformadora [L] definida anteriormente.
[o1] = [L][o,][L]", [op] = [L]" [a][L] (eq 7a,b)



O mesmo procedimento deve ser realizado para as deformacdes (¢). Dada

suas equivaléncias:

[e] = [L1[gp][L]", [&p] = [L]"[&][L]

(eq 8a,b)

Ao realizar as operagfes das equagles 7, a e b, pode-se obter a expressao

para mudanca de coordenadas em torno do eixo z, correlacionando termo a termo

de o, e g;, a partir do formato matriz coluna de seu tensor.

Oxx cos’6 sen?6 0 0 0 —sen26 (1)
Oyy sen?6 cos*6 0 0 0 sen26 | o2 |
Ozz | _ 0 0 1 0 0 0 { O3 }
Oyz 0 0 0 cosf® senb 0 !

Laxz l 0 0 0 —senf cos6O 0 LGSJ
Oxy Lsenfcos® —senbcosh 0 0 0  cos’6 — sen?01 \Os

e

(1) cos’6 sen’d 0 0 0 sen26 Oxx

| o2 | sen’d cos’9 0 0 0 —sen26 Oyy

{ O3 } _ 0 0 1 0 0 0 %1
04 0 0 0 cosf —senf 0 Oyz

lUSJ 0 0 0 senf cosO 0 | 0z |
Os L —senfcosf senfBcos® 0 0 0 cos%6 — sen?6- kny}

Representados de modo simplificado por:

{op} = [T} e {a} = [R){0}}

(eq 9a,b)

As matrizes transformadoras apresentadas em 9a e 9b sdo denominadas,
respectivamente, de [T] e [R], sendo que [R(8)] = [T(—8)] = [T(8)] .

Tratando agora das deformacdes, deve-se também expandir a relacdo de

mudanca de coordenada do tensor, ou seja, realizar as operacdes de 8a e b. Nesse
quesito, ha uma ressalva que deve ser destacada. Para definicdo das deformacdes
no formato de matriz coluna, tem-se que 2&;, = &;, 2613 = & € 2&,3 = &. Sendo

assim, esses sao respectivamente representados por ¢, e g;:



( Exx cos’8  sen’8 0 0 0 —senfcosf 7 (€1
Eyy sen’0  cos’0 0 0 0 senfcos6 )
< Zezz _| o 0 1 0 0 0 €3
Eyz 0 0 0 cosf® send 0 €4
28y, 0 0 0 —senf cosH 0 €5
\2€xy Lsen20 —sen26 0 0 0  cos?0 — sen?0! \&
e
&1 [ cos’0  sen’d 0 O 0 senfcosf 7 ( Exx
82] sen’0  cos’0 0 0 0 —senfcosh Eyy
{ €3 } | o 0 1 0 0 0 ] fz
£ - 2¢ (
4 0 0 0 cosf@ —send 0 vz
LSSJ 0 0 0 senf cosB 0 28y,
€6 L —sen26 sen26 0 O 0 cos?0 — sen?0d \2¢&xy)

Neste caso, as matrizes transformadoras sdo as transpostas das utilizadas

nas tensoes, ou seja, podem ser representados de modo simplificado por:

{ep} = [R]"{&a} e {&} = [T]" {5} (eq 10a,b)

Retomando a equacéo 1, {o} = [C] {¢}, tem-se até 0 momento as alteracdes
das tensdes e das deformacdes ao se alterar o eixo de referéncia. E necessario,
portanto, analisar ainda os componentes da matriz de rigidez do elemento. Para tal,
utilizaremos as relacdes ja obtidas das mudancas de ¢ e ¢ e a relagéo entre eles.

(eq 9a; eql; eql0b)

{op} = [THo} = [TIC]{e} = [TIUGIT] {ep} = [Cp] {ep}

3.3 ANALISE UNIDIRECIONAL DE COMPOSITOS LAMINADOS

Para se resolver problemas de laminados, em caso de vigas e dobragem
cilindrica de tiras de placas laminadas, pode-se tratar o problema como
unidimensional. Sera realizado o estudo no caso em que o laminado se enquadra

nas especificacbes de viga.
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Isso ocorre quando o comprimento em relacdo ao eixo y é pequeno em
comparacao ao comprimento no eixo x e, além disso, os deslocamentos sédo apenas
em funcdo de x. O laminado também sera fino, ou seja, laterais maiores que sua

espessura.

glx)

Figura 5 Viga laminada.
Fonte: Reddy (2003)

A andlise de vigas laminadas sera realizada usando a teoria classica de

placas laminadas.

3.3.1 TEORIA CLASSICA DA LAMINAGAO
Para adocao da teoria classica as hipoteses de Kirchhoff devem ser sustentadas,
e elas consistem em:
e Deslocamentos ao longo de x e y variam linearmente ao longo da
espessura, ou seja, sdo fungdes lineares de z.
¢ A deformacdo normal transversal ¢,, é zero.

e Deformagdes transversais de cisalhamento nulas, &,,= 0, ¢, = 0.

e TensoOes transversais nulas o, = 0.

11
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Xy

Figura 6. Tensdes planas do elemento — transversal nula.
Fonte: Reddy (2003)

Além disso, ao formular teorias, certas suposi¢cées sao determinantes para
aplicacéo de férmulas e conceitos. Sendo assim, para essa teoria, as premissas de
Kirchhoff supem camadas perfeitamente unidas, uma vez que nao Ss&o
consideradas imperfeices. Tém-se também restricdes, cuja teoria sé se aplica para
esses casos. Nesse caso, as restricdes fisicas consideradas foram camadas de
material linearmente elastico e de espessuras uniformes, cujo composto possui trés
planos de simetria (isto €, ortotrépico). J& como restricdo mecéanica determinou-se
deformacfes e deslocamentos pequenos e tensdes transversais de cisalhamento
nas superficies superior e inferior do laminado nulas.

A partir disso podem-se estudar as tensdes e deformacbes do compaésito.

Tomando como alusdo um ponto de coordenadas (x,y,z), apés deformacéo
suas coordenadas serdo (x+u, y+v, z+w), sendo que (u,v,w) sdo componentes do
vetor deslocamento u, sendo esse u = uéx + véy + wé.

Destes deslocamentos, vale ressaltar que na direcdo z (zi) serdo medidos a

partir de um plano de referéncia, denominado de plano médio, conforme Figura 7.

12



Figura 7. Tensdes planas do elemento — transversal nula.
Fonte: Reddy (2003)

Utilizando essa referéncia tem-se no plano médio os deslocamentos
dependentes apenas de x e y, pois z=0.
Para ilustrar as equacdes de deslocamento de um ponto fora do plano médio,

0 ponto ficticio A de coordenada za. De acordo comas hipoteses de Kirchhoff tem-se:

(%, ,2) = Up(x,¥) — 24 * 22 (eq 11a)
0a(6,7,2) = vy (%) = 70 % 52 (eq 11b)
wa(x,y,2) = wo(x,y) (eq 11c)

13



Figura 8. RelagBes de geometria de laminado indeformado e deformado.
Fonte: Reddy (2003) — adaptado pela autora.

Pois bem, a partir das equacdes 11 a, b e c, as deformacdes no plano

seguem a formulacao a seguir, onde % =y, e % =,
gx:g_;‘: %—z% (eq. 12a)
oy =2 = %‘Z% (eq. 12b)
yxy=g—2+2—;=aa—“y°+%—z(‘;—”;‘+%) (eq. 12¢)

A forma reduzida que representa as equacdes acima em modo matricial &

dada por:
{eP} = {eP}° + z{k} (eq. 13)
9 9
Sendo que k, = —%, Y= _aiyy ek, = _2_“;:_%_

As formulas acima, 12 a, b e c, simplificadas pela forma matricial, equacéo 13,
exemplificam uma consequéncia das hipoteses de Kirchhoff, de que as deformacdes
variam linearmente ao longo da espessura. Com deformagdes definidas calculamos

as tensoes.

14



Para isso, utiliza-se a relacdo tesdo-deformacdo semelhante a equacéo 1,
{o} = [C] {€}, porém dessa vez a rigidez ser& reduzida ao estado plano de tensao.

A matriz de rigidez para tensédo plana é dada por [Q], que por sua vez pode ser
determinada em funcdo das constantes de engenharia invertendo-se a matriz de
flexibilidade [S].

Essa rigidez dependera de caracteristicas proprias de cada lamina, como
material e angulo de laminacdo. Deste modo, cada camada tera uma matriz de
relacao diferente.

Para as deformacdes vimos que se utiliza o plano médio como referéncia. No
caso das tensfes, ha um sistema de referéncia para o laminado e um para cada
camada, sendo que o eixo z é comum a todos.

Similar a Figura 7, consideraremos para ilustracdes um compoésito de N
camadas. A k-ésima camada terd angulo de laminacéo 6,em torno do eixo z e h;, =

Zi+1 — Z. Paratal, apresenta-se a relacdo nas direcdes principais da camada:

01 Q11Q12 0 &
02t =40:,0,, 0 ¢ .1&2 (eq. 14)
Te)y 0 0 Qss/) Vely
Equivalente a:
{oP}, = [QP]k {eP}; (eq. 15)

Realizando a operac¢éo para o sistema de coordenadas do laminado tem-se:

Oy Qxx Qxy st Ex
{O-Y} = QXyQ:ny:ys -{83/} (eq 16)
sk Qxs st Qss X Vs
Equivalente a:
{O-p}lpgy = [Qp]k {gp})lgy (eq. 17)

Repetindo as equagdes 13 e 17, a sequlir:

{oP}ey = [QP1i {73y

{eP} = {eP}° + z{k}
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> {0P}y = [QPlk {eP}° + 2[QP ], (K} (eq. 18)

Ao integrar as equacdes 13 (deformacdes) e 17(tensdes), ambas para o
sistema de referéncia do problema (xyz), equacédo 18, podemos concluir que para
cada camada ha também uma variacdo linear da tensdo de acordo com z. Além
disso, como a matriz Q ndo segue padrdo de uma camada para outra, pode-se
apresentar uma descontinuidades de tensdes ao longo do laminado.

As possiveis descontinuidades de tensfes estdo apresentadas na Figura 9,
assim como a linearidade das deformacdes. Em se tratando das tensbes de

cisalhamento, na teoria aqui utilizada de Kirchhoff elas séo nulas.

T
i3
F sl

ffj?fii.

Figura 9. A esquerda exemplo base de uma sec¢do do compdsito laminado. No centro distribuicio
linear das deformac6es. A direita a distribuicio das tensdes com descontinuidade a cada camada,
porém linear dentro de uma mesma camada.

Fonte: Reddy (2003)

Vale reforcar que as expressodes de tensdes apresentadas até 0 momento séo
referentes a cada camada, ainda se faz necessario definir as tensdes do compdsito
laminado. Para se obter a analise global do laminado, é necessario estipular os
esforgos resultantes desse.

Partiremos entdo de uma composicdo arbitraria de tensdes resultantes, as
quais serdo substituidas por esforcos resultantes equivalentes. No plano as
resultantes sé&o expressas por uma forca normal e um momento, como apresentado

na Figura 10, neste caso, no plano x.
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—_————

Figura 10. Esquema de esforgo resultantes dada uma distribuicdo de tensdes — plano x.

Fonte: Reddy (2003) — adaptado pela autora.

-
ET]

N,
Figura 11. Esquema de esforgo resultantes — tridimensional.

Definindo-se cada uma dessas componentes tem-se as seguintes

formulacoes:

t t

Normal: N, = féO'x dzeN, = éay dz (eq. 19 aeb)
2 2
t
Cisalhamento: N, = [%15dz (eq. 20)
2
t
Matricialmente {N} = [2{0,}dz (eq. 21)
2
t t
Momento: M, = [%.zo,dze M, = [2 zo, dz (eq. 22 ae b)
2 2

17



t
Torgéo: My, = [ z1,dz (eq. 23)
2
t
Matricialmente: {M} = [Z z{oy,} dz. (eq.24)
2

Sendo t a espessura total do laminado.

Para dar continuidade aos estudos é necessario relacionar tais definicbes das
resultantes com as tensdes e deformacbes de cada camada, apresentadas na
equacado 18. Para tal, a equacao 18 sera substituida na forma matricial da equacéo
21.

(N} = [Z ([QP]) {eP}° + 2[QP], (K} ) dz.

Como cada camada k apresenta sua matriz [Q?],e tem espessura hy, = z;, —

Z,_1, @ expresséo pode ser apresentada como:

{N} = 2=1 (fZZkk—1 [Qp]k ( {gp}o tz {k} )) dZ

Deste modo, observa-se a resultante como uma somatoria das contribuicfes
de cada das camadas. Como agora [QP], € constante nos limites da integral, pode-

se retira-lo da integral. E apés realizaras operacdes sera obtida a forma:

(N} = (Baszi — ze-) [QP1O(EPI0+ (e S Q7)) (k) >
(N} = [Al{eP}° + [BI{k} (eq. 25)

A forma final simplificada apresenta as matrizes [A] e [B] como médias
ponderadas de [Q], onde os pesos sdo em funcéo das posi¢gdes das camadas.
O mesmo procedimento é realizado para os momentos, que tem, por sua vez,

a forma matricial dada pela equacéo 24. Apos as iteracoes

M) = (Spo, 2y (071, ) (70 + (Bpo, E282) (7], ) (k) >
(M} = [BI{e}° + [DI(k} (eq. 26)
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A forma final simplificada apresenta as matrizes [B] e [D] como médias
ponderadas de [Q], onde os pesos sdo em funcdo das posi¢cdes das camadas, bem
semelhante ao anterior.

Ha ainda uma equagcdo matricial que une as relagbes constitutivas do

laminado, apresentada em:

{EI‘A/II%} - [531% {g” {{igo} (eq. 27)

3.3.2 ANALISE VIGAS LAMINADAS USANDO A TEORIA
CLASSICA DA LAMINACAO

Nessa analise utilizaremos vigas simetricamente laminadas e auséncia de

. 9
forcas no plano, ou seja, valendo que {M} = [D]{k}, relembrando que ky = —% ,
d ) d . . .
=% kg = _%x y Como se apresenta simetria podemos ainda
y dy ady ox
simplificar o termo de kg e a expressdo completa € dada por:
d?*w,
2
Mxx D11 D12 D16 dCZ/CVo .
My, = —|D;, Dy, Dy o7 (ouna forma inversa
Mxy D16 D26 D66 d?*w,
dxdy
d*w,
2
d‘ifvo D*yqy Dx1p D *g] (Mxx
o (= D x5 D*py D owpe|{Myy (eq. 28 a, b)
d?w, D *16 D *36 D *gel ( Myy
dxdy

Como as forcas no plano sdo nulas, os deslocamentos (u,, v,) também sao
nulos e o problema simplifica, sendo M,, = M,,, = 0. Assim, utilizando a equacao

28b podemos concluir que:

d*w,

My, = — e D x4
d*w, d*w

My = = 22D %12 € M(x) = — By Ly —=° (eq. 29)
d*w

My, = — dxd;D *16
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A partir dessa equacdo e das relacbes com a cortante e forca aplicada,
apresentadas na Figura 12, sera possivel obter as tensfes laminares. As tensdes
entre laminas, conforme Figura 13, estdo equilibradas entre si devido as
consideracdes aqui feitas.

Sign convention

Figura 12. Convencdes e relacdes de esforgos.
Fonte: Reddy (2003)

kth layer

(k+1)th layer

Figura 13. Tensdes laminares em equilibrio.
Fonte: Reddy (2003)

Para obtencédo das tensfes, a equacao 28b sera substituida em:

dzWo
Oxx Qxx ?xy gxs dzc‘ifzz
{ny =24 QxyQyyQys ¢ .{— dy?
e (QusQsQss), | _p @
dxdy
Orex Qux@xyQxs| [D*1; D1y D 6] (M,
{Uw} = % Qxyéyyéys AD *12 D *5 Dy { 0 } (eg. 30)
Oxy )} st st st K D*16 D*a6 D *ee 0
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A partir de agora essas relacdes serdo utilizadas em cada tipo e esquema de
viga laminada para obtencéo de seus resultados individuais. Aqui sera apresentado

o calculo da férmula da linha elastica.
3.3.2.1 ELASTICAS DAS VIGAS

Consideraremos a viga da Figura 14 para essa analise. Ela apresenta

comprimento total de a, forca F, aplicada no ponto g

ot r=0 at x=a
wo=M=0 | w,=M=0

Qix)

T

F
2
Figura 14. Viga laminada bi apoiada com carga pontual central.

A partir dai pode-se determinar a equacao de momento dada por:

M) = £2% sendoo< x <
2 2

Resolvendo a relacao

a’M _ _p d4w,
o = Beclyy 520
tem-se que:
(E,b)x?
012 + 01x + ¢y = ER Ly, wy(x)
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A partir das condi¢Ges de contorno define-se c¢; e ¢, como, respectivamente,

(Fob)a®
16

e 0.

Por fim, ao substituir encontra-se a equacgao para elastica da viga.

v = g PG40

48EL I, L \a a

A tabela apresentada a seguir demonstra os resultados desse célculo para

demais combinacdes de apoio e carga aplicada nas vigas.

Tabela 1. Elasticas e Flexdo Maximas de vigas laminadas.

Viga Laminada Equacédo da Linha Elastica Flecha e Momento Max
F. (o [ X X 3 w — C_l
# g — |13(—=)— 4(— ] max 48
e 5 48 (a) (a) Mooy = — , Centrais
Iy - 3 4 5¢
% ;—‘21_ (E) -2 (f) + (E) ] Winax = ﬁ
o 77 a a a M, = —%‘, centrais
F, C XN 2 XN\ 3 _
aiﬁ; s [3 (—) - 4 (—) ] Wnax = 355> CeNal
—— 481 ta a Mopar = 2, em x=0
max 8 ’
Wl _ 2 2 _ C_Z I
a@ C_z — (E) + (E) ] Winax 384" centra
i * C. _
. 241 ta a Mupax = 75, €M X=0
ﬁ}- ﬁ 3 (E)Z - (E)B:I Winax = C?l, em X=a
- 6 L ‘a a M, 0x = €3, €m x=0
e 2 3 4 [
' €2 X X X = 2 em x=a
PEIER 2 o () (&) | W
-—— - a a a Mmax — ?4' em X:O

Sendo que e b a largura da lamina:

_ (Fob)a® _ (QOb)a4

€1 = y €2 , c3 = —(F,b)a e ¢y, = —(q,b)a*.

b b
Exx Iyy Exx Iyy

Fonte: Reddy (2003)

Para melhor visualizagdo do comportamento em um composito e analise da
influéncia da angulagdo da lamina para a tensdo, Reddy (2003) tragou dois gréficos
de tensdo por espessura de vigas simétricas, uma com angulagbes em (0/45/-

45/90)s e outra (90/45/-45/0)s. Além disso, usou como padrdo F, = 1,0, b = 0,2, a =
22



1,0 e h =0,1 e as propriedades dos materiais respeitavam E, = 1,

613 = 0,5E2, 623 = O,ZEZ ev = 0,25

E
E_:: 25, GlZ =

Em cada gréfico ele traca uma linha de referéncia de um material ortotropico

(8 camadas a 0°). Com isso, € possivel realizar a comparacdo entre a angulacao

dentro de um mesmo compdsito, ente o posicionamento de um laminado de mesma

angulacdo em diferentes coordenadas e com um material ortotrépico.

——

0.5

=S
e
|

=
h
&
bo

—
-l
—

= o o
[o=1 = - i
sl leses b loani oo lagn

Thickness coordinate,

-
—
v

o
e

[
=
e

T T T
LI I I ! I|II I
£
f

———

Al

r
| ’
(04545007 |
|
|

#
Fl
'

A Orthotropie

\I_% H
-H'I
— 1

.

-

!

IIIIJ L1dill I|III']IIII|.III:II.:|I ||.-.|IJI.|IIIJ

0.5
~300)

I 1 | LI B B d ' I’
200 -100 O 100 200
Stress, o, lal2,z)

300

Figura 15. Gréfico tenséo por espessura em viga laminada (0/£45/90)s bi apoiada com carga

pontual central.
Fonte: Reddy (2003)
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Figura 16. Gréfico tensdo por espessura em viga laminada (90/+45/0)s bi apoiada com carga
pontual central.
Fonte: Reddy (2003)

Vamos primeiramente analisar o compdsito laminar da figura 15. Como
apresentado ele é composto por 8 camadas na seguinte ordem de laminacédo: 0°,
45°, -45°, 90°, 90°, -45°, 45° e 0°. As camadas e o plano médio foram evidenciados
no grafico e estao apresentadas na figura 17.
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Figura 17. Grafico (0/+45/90)s adaptado para evidenciar as laminas e suas angulacdes.
Fonte: Reddy (2003) — adaptado pela autora.

Pode-se observar que a tensdo maxima ocorreu nas extremidades onde a
angulacdo é de 0°. Além disso, a variacdo da tensdo em cada camada de acordo
com a espessura da mesma sofreu maior alteracdo em angulos de mddulos
menores.

Como o composito é simétrico em relacdo ao plano médio, as tensdes
também apresentam simetria, alternando, porém, o sentido.

Em comparacdo com o ortotrépico, as camadas centrais, de angulacao 90° e
+45°, apresentam tensbes menores, porém isso se alterna ao chegar nas camadas
de 0°, as quais apresentam tensdes maiores que do material ortotropico.

O compdsito laminar da figura 16, por sua vez, € composto por 8 camadas na
seguinte ordem de laminacéo: 90°, 45°, -45°, 0°, Q°, -45°, 45° e 90°. As camadas e o

plano médio foram evidenciados no gréafico e estdo apresentadas na figura 18.
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Figura 18. Grafico (90/+45/0)s adaptado para evidenciar as laminas e suas angulacdes.
Fonte: Reddy (2003) — adaptado pela autora.

Pode-se observar que a tensdo maxima ocorreu nas beiradas das camadas
centrais, onde a angulacao é de 0°. Além disso, a variacdo linear da tensao foi mais
significante nas camadas de mddulos menores. Ou seja, o coeficiente angular foi
maior na lamina de angulacao 0° e menor na de 90°.

Como o compdsito é simétrico em relagcdo ao plano médio, igualmente ao
anterior, as tenses também apresentam simetria, alternando, porém, o sentido.

Em comparacdo com o ortotrépico, as camadas centrais, de angulacédo 0° e
+45° apresentam tensdes maiores, porém isso se alterna ao chegar nas camadas
de 90°, as quais apresentam tensdes menores que do material ortotrépico.

Em comparacdo com os graficos das figuras 17 e 18, podemos concluir que
as camadas com 0° sdo as de maior tensdo, ou seja, a tensdo maxima nao esta
atrelada as extremidades (superior ou inferior), mas sim a composi¢édo das laminas.

Para comparacdo com o material ortotropico ndo se pode generalizar as
diferencas de tensdes, pois essas sempre vao variar de acordo com a ordenacéo
das laminas. Por exemplo, no primeiro gréafico, da figura 17, as tensdes nas laminas
de +45° foram inferiores as tensdes da referéncia, o que se alterou para o gréafico da
figura 18.
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4. CONCLUSOES

Para as caracterizagfes apresentadas a respeito dos materiais compositos
laminados, vale ressaltar que os resultados obtidos para as vigas laminadas séo
validos paras as simplificacdes aqui admitidas, considerando o estado plano de
tensdes. Alguns cuidados quando se tratar especificamente da borda livre devem
ser tomados, pois nessa zona o estado de tensdes se altera.

Na teoria classica aqui estudada as tensdes entre laminas (o,, e 0,,)Sao0
consideradas nulas ao usar as equagfes constitutivas. Contudo elas existem na
realidade e podem apresentar discrepancia com a realidade.

Usando os conceitos béasicos da teoria da elasticidade e da teoria dos
compositos foi possivel fazer aplicagbes dos laminados na engenharia, como em
vigas. Para esse uso foram usados casos classicos e o emprego analitico. E

necessario, contudo, fazer tratamentos numéricos para outras finalidades.
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