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RESUMO

Esta pesquisa tem como foco o conhecimento especializado de futuros professores de
matematica no tema figuras geomeétricas, tanto planas quanto espaciais. Apresenta-se
como questdo de pesquisa: que conhecimento matematico especializado é revelado por
futuros professores de matematica sobre a diferenciacdo de figuras geométricas planas e
espaciais em um contexto de rotacdo e revolucdo de figuras geométricas? Com esta
questdo de pesquisa investiga-se o conhecimento matematico dos futuros professores
associado ao conceito figural formado de figuras geométricas planas e espaciais e
discutem-se estes conceitos a partir de contextos que envolvem a rotacdo e revolucgéo
destas figuras. Utilizam-se as figuras formadas a partir de uma revolugéo para discutir,
entre outros aspectos, a dimensdo da figura formada e descreve-se o conhecimento das
propriedades destas figuras que é revelado no processo. Esta pesquisa utiliza a
conceitualizagdo do Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge (MTSK) como
fundamentacéo tedrica para entendimento do conhecimento do professor e construcéo de
Tarefas para a Formacgdo, bem como modelo analitico para delimitar a anélise de tal
conhecimento. Para responder a questdo de pesquisa, foi conceitualizada e implementada
uma Tarefaa 19 futuros professores em uma disciplina de formacao inicial do 6.° semestre
da licenciatura em Matematica de uma universidade publica do estado de S&o Paulo. Da
tarefa, foram coletadas as producfes escritas e gravacdes de audio e video dos dois
momentos da resolugéo: pequenos grupos e discussdo plenaria. A analise das informacoes
provenientes dessa tarefa foi realizada a partir das categorias do subdominio Knowledge
of Topics (KoT) do modelo MTSK. Como resultados, verificou-se que os futuros
professores revelaram diferentes conhecimentos sobre propriedades para definir figuras
geométricas; ligadas as grandezas que podem ser associadas a essas figuras (como area e
volume); caracteristicas das fronteiras destas figuras; e dimensao do espagco em que estas
figuras estdo contidas, e discutir quais propriedades preponderavam sobre as outras para
definir quais figuras eram planas ou espaciais. Revelam também conhecimento sobre
tipos de definigdes, exemplos, representacdes e outros elementos auxiliares para o topico
de rotacdo de figuras geométricas, e também propriedades, defini¢des e reconhecimento
de figuras formadas por revolugédo neste topico.

Palavras-chave: MTSK. Conhecimento do professor. Figuras geométricas planas. Figuras
geométricas espaciais. Rotacéo e revolucdo de figuras geométricas.



ABSTRACT

This master's research focuses on the specialized knowledge of prospective mathematics
teachers on the topic of plane and space geometric figures. The main research question
is: what mathematic specialized knowledge is revealed by prospective mathematics
teachers about the differentiation of plane and space geometric figures in a context of
rotation and revolution of geometric figures? From that research question, we investigate
the mathematical knowledge of the prospective teachers associated with the figural
concept formed by plane and space geometric figures, and we discuss these concepts from
contexts that involve the rotation and revolution of these figures. We use the figures
formed from a revolution to discuss, among other aspects, the dimension of the formed
figure, and we describe the knowledge of the properties of these figures that are revealed
in the process. We adopted the conceptualization of Mathematics Teachers' Specialized
Knowledge (MTSK) as a theoretical foundation for understanding the teacher's
knowledge and construction of tasks, as well as an analytical model to delimit our
category of analysis of such knowledge. To answer the research question, a task was
applied to 19 prospective teachers in an initial training course for the 6th semester of the
Mathematics degree at a public university in the state of Sdo Paulo. From the task, written
productions and audio and video recordings of the two moments of the resolution were
collected: small groups and plenary discussion. The analysis of the information
productions coming from the task was carried out from the categories of the subdomain
Knowledge of Topics (KoT) of the MTSK model. As results obtained, prospective
teachers were able to reveal different properties to define geometric figures, linked to the
magnitudes that we can associate with these figures (such as area and volume),
characteristics of the boundaries of these figures, and the dimension of the space where
these figures are contained, and to discuss which properties prevailed over the others to
define which figures were flat or spatial. It was also possible to reveal knowledge about
types of definitions, examples, representations and other auxiliary elements for the topic
of rotation of geometric figures, and also properties, definitions and recognition of figures
formed by revolution in this topic.

Keywords: MTSK. Teacher knowledge. Plane geometric figures. Space geometric
figures. Rotation and revolution of geometric figures.
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INTRODUCAO

O conhecimento do professor tem sido o foco de pesquisas em Educacdo,
especialmente em virtude dos estudos desenvolvidos por Shulman (1986, 1987). Ressalta-
se que tais estudos discutem dimensdes gerais do conhecimento do professor; no entanto,
pesquisas atuais tém buscado especificar os dominios do conhecimento desse profissional
relacionado a diferentes areas do conhecimento, como é o caso da Matemaética (ver, por
exemplo, BALL; THAMES; PHELPS, 2008; TURNER; ROWLAND, 2011;
CARRILLO, et al., 2018).

Considerando que, dentre um conjunto de fatores controlaveis, aquele que mais
impacta nos resultados dos alunos € o conhecimento do professor (ver, por exemplo,
ROCHOFF, 2008; CARNOQOY; ARENDS, 2012), torna-se necessario melhor entender o
conhecimento do professor sobre determinado topico com vistas a permitir desenhar e
implementar formas de desenvolver esse conhecimento de modo a impactar
positivamente no conhecimento, entendimento e raciocinios matematicos dos alunos.
Considerando como um objetivo da préatica do professor a melhoria das aprendizagens
matematicas dos alunos, € essencial uma mudanca de foco na pratica do professor o que
requer e implica, portanto, uma mudanca de foco na formacéo de professores (RIBEIRO;
ALMEIDA; MELLONE, 2021).

A formacéo de professores especialistas no Brasil, tradicionalmente, deixa de lado
os conhecimentos pedagdgicos, focando o conhecimento dos contetdos especificos em
cada disciplina - tambeém, em particular, na disciplina de matematica (GATTI, 2010;
FIORENTINI, 2012). No entanto, consideramos que esses conhecimentos estdo
correlacionados, sendo o conhecimento pedagdgico especifico de cada disciplina baseado
no conhecimento do contetdo da mesma (SHULMAN, 1986; BALL; THAMES;
PHELPS, 2008). Considerando que algumas das dificuldades do professor de matematica
estdo ligadas a sua formacao inicial (FIORENTINI, 2013), a nossa pesquisa € voltada
para a formacdo inicial de professores de matematica e busca entender melhor o conteido
desse conhecimento dos futuros professores.

Shulman (1986) ndo delimitou as dimensdes de conhecimento do professor de
uma determinada disciplina escolar, por exemplo a matematica e, apesar de algumas das
dimensdes consideradas situarem-se em cada disciplina (a saber, conhecimento do

conteudo, conhecimento pedagdgico do contetdo e conhecimento curricular), nos seus
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trabalhos, Shulman ndo focou essas especificidades das areas de conhecimento. No
entanto, trabalhos posteriores de outros grupos focam as especificidades do conhecimento
e pratica profissional do professor com relacdo a cada disciplina que tém de lecionar.
Diferentes conceitualiza¢des tém surgido a respeito de conhecimento especifico para cada
disciplina escolar (BALL; THAMES; PHELPS, 2008; TURNER; ROWLAND, 2011;
CARRILLO, et al., 2018).

O Mathematical Knowledge for Teaching — MKT (BALL; THAMES; PHELPS,
2008) foi conceitualizado considerando os dominios Subject Matter Knowledge (SMK)
e Pedagogical Content Knowledge (PCK) e aborda a especificidade do conhecimento do
professor para ensinar 0s conteldos matematicos, considerando também a especificidade
do conhecimento pedagdgico do contetido. Esses dominios de conhecimento - especificos
do ensino de matemaética - foram organizados em trés subdominios que constituem cada
dominio — SMK e PCK.

Ainda na perspectiva de discutir o conhecimento especializado do professor de e
gue ensina matematica, 0 Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) surge
como um refinamento do modelo teérico do MKT por algumas razes, como a pouca
clareza na delimitacdo de alguns dominios do SMK, que distinguiam o conhecimento
geral e o conhecimento especializado na matematica (FLORES MEDRANO et al., 2013).

Esta pesquisa estd fundamentada no modelo tedrico Mathematics Teachers’
Specialized Knowledge — MTSK! (CARRILLO et al., 2018), que foi desenvolvido a
partir de modelos anteriores refinando algumas especificidades que ainda ndo estavam
claras em tais modelos. Nesta pesquisa, 0 MTSK ¢ utilizado com carater teorico para a
conceitualizacdo do conhecimento do professor; metodologico, cujos dominios sdo
usados para a construcdo de tarefas formativas (TF) para investigar tal conhecimento
(RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021) e, ainda, como modelo analitico.

Dessa forma, abordamos nesta pesquisa 0 conhecimento especializado de futuros
professores de matematica sobre tépicos matematicos delimitados a Geometria,

considerando a importancia deste tema, que, tradicionalmente, é pouco abordado em sala

! Optamos por manter a nomenclatura em inglés uma vez que esta € uma conceitualizacdo do conhecimento
professor divulgada e reconhecida internacionalmente e sua traducdo poderia desvirtuar ndo apenas o
sentido, mas, essencialmente, o entendimento dos contetdos de cada um dos subdominios que compdem o
modelo que a representa.
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de aula (LORENZATO, 1995). Isso gera um ciclo em que o professor ndo conhece a
fundo os topicos a serem ensinados, o0 que torna este tema, por consequéncia, necessario

de investigagdes em pesquisas em educagdo matematica.

Na década de 1990, pesquisas em Geometria apontavam que seus topicos eram
deixados em segundo plano nas escolas - algumas vezes, ndo eram abordados pelos
professores em sala de aula; em outras, eram trabalhados de formas mecanicas e
algebrizadas (PAVANELO, 1993; LORENZATO, 1995). Mais recentemente, ha
indicagfes que o maior problema no ensino de Geometria continua sendo a falta da
abordagem da Geometria nas escolas (LOVIS; FRANCO, 2015), gerando dificuldades
para os alunos devido a pouca familiaridade com os tépicos. Na década de 1990, ja se
apontava como um caminho para superar deficiéncias no ensino de Geometria o0
investimento em formacdes iniciais e continuadas de professores (PAVANELO, 1993;
LORENZATO, 1995).

No que cabe a formacdo de professores, torna-se um problema conciliar o
conhecimento intuitivo dos alunos em Geometria com 0s novos conceitos e definicdes
pretendidas pelos professores (VASCONCELLOS, 2008). Dessa forma, é importante que
a formacéo de professores foque o conhecimento dos professores para que, nos topicos
de Geometria, ele seja capaz de desenvolver a percep¢do geométrica, 0 raciocinio

geomeétrico e a linguagem geométrica (LORENZATO, 1995).

Clements e Battista (1992) também apontam o estudo dos objetos espaciais, suas
relacbes e transformacgdes como um conhecimento fortemente ligado ao raciocinio
espacial, e responsavel por desenvolver, entre outras habilidades, intuicGes espaciais
sobre 0 mundo real e a leitura e interpretacdo de argumentos matematicos. Conforme
Freudenthall (1973), a Geometria tem seus dois niveis: o nivel axiomatico, mais
“elevado” e formalmente estruturado, e o nivel mais elementar, que serve para
compreendermos o lugar em que vivemos, permitindo-nos conhecer, conquistar e
explorar. Dessa forma, ela permite ao mesmo tempo um estudo da estrutura matematica
de forma precisa e sistematica e também um entendimento do meio fisico que nos
envolve. As figuras geométricas e suas relacdes assumem papel fundamental no

desenvolvimento das habilidades matematicas associadas a Geometria.

E comum que a Geometria Espacial seja introduzida nas escolas apds a Geometria

Plana, e esta transi¢do passa por alguns problemas (VASCONCELLOS, 2008). No plano,
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conseguimos construir e manipular objetos bidimensionais e fazer mais facilmente
modelos que representem com fidelidade os planos, retas, poligonos e outras figuras
planas, com isso conseguindo concretizar as nogdes abstratas da Geometria Plana; ja no
espaco, encontramos mais dificuldade para representar os objetos tridimensionais e,
geralmente, recorremos as proje¢des bidimensionais dos objetos, que distorcem angulos
ou tamanhos dos objetos, dificultando saber quando os elementos estdo na mesma linha
de projecdo (CARVALHO, 2005).

Por esta razéo, o tratamento da Geometria espacial na escola ocorre de forma
menos intuitiva, ja que ndo conseguimos visualizar, a0 mesmo tempo, todos os detalhes
das figuras (CARVALHO, 2005). E, complementarmente, a Geometria tem sido usada
para trabalhar o rigor na matematica, envolvendo argumentacéo légica e demonstragdes,

a partir de alguns postulados para favorecer este formalismo (FREUDENTHALL, 1973).

Trabalhos anteriores com o foco no conhecimento do professor discutem
majoritariamente figuras geométricas planas (CLIMENT; CARRENO; RIBEIRO, 2014;
ESCUDERO-DOMINGUEZ; CARRILLO, 2014). Desse modo, optamos por focar
nossos estudos na discusséo tanto de figuras geométricas planas quanto das espaciais, na

tentativa de ampliar trabalhos sobre o conhecimento do professor sobre o tema.

Os tdpicos que abrangem figuras geometricas sao abordados ao longo de todos os
anos escolares nos documentos oficiais brasileiros (BRASIL, 2018). Desde os Parametros
Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1997), os contelddos de Geometria séo
apontados como responsaveis por promover aos alunos “um tipo especial de pensamento
que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em
que vive” (BRASIL, 1997, p. 55).

Na Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018), os tdpicos a
respeito das figuras geométricas sdo abordados desde os Anos Iniciais, por meio do
reconhecimento de objetos do mundo fisico e, progressivamente, nomeacao destas figuras
e comparacdo de suas caracteristicas (BRASIL, 2018). A partir do terceiro ano, é indicado
como habilidade que os alunos relacionem prismas, piramides, cilindro e cones com suas
respectivas planificacbes para, a partir destas representacdes, poderem comparar as
caracteristicas das figuras nos dois anos seguintes (BRASIL, 2018). Dessa forma, nos
Anos Iniciais, espera-se que os alunos entrem em contato com os conceitos de cubo, bloco

retangular, prisma, piramide, cone, cilindro e esfera. Ja nos Anos Finais do Ensino
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Fundamental, sdo enfatizadas as relacdes entre vértices, faces e arestas de figuras e o
desenvolvimento da viséo espacial. Nessa etapa, também é intensificado o trabalho com
0 volume das figuras geometricas espaciais, iniciando com o calculo do volume dos
blocos retangulares. A énfase é maior com relacdo as medidas, notadamente volume e
capacidade, que ndo serd& o nosso foco; porém, todo o conhecimento sobre o
reconhecimento, caracteristicas e planificacdo destas figuras € primordial para construir

as nogoes de volume.

Uma revisao na literatura brasileira produzida nos ultimos 10 anos nas revistas de
estratos superiores? da Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES) da éarea de educacdo resultou em 57 trabalhos que abordavam o tema Geometria.
A partir de uma analise dos resumos desses trabalhos, chegamos a 17 artigos que
abordavam figuras geometricas espaciais. Quatro deles tinham o foco no conhecimento
de professores (DUMONT; BAIRRAL, 2008; NIETO, BAIRRAL, 2013; BARROS;
SAMPAIOQ, 2014; LOVIS; FRANCO, 2015).

Dumont e Bairral (2008) investigam o conhecimento profissional mobilizado por
professoras dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental ao ensinar topicos de Geometria
como planificagdo, poliedros e corpos redondos, destacando aspectos atitudinais,
estratégicos e geométricos desse conhecimento. Nieto e Bairral (2013) investigam formas
de definicdo de poliedro por futuros professores de matematica em um ambiente virtual
de aprendizagem, destacando a importancia de espacos para se construir definicdes em
Geometria e, a partir disso, mobilizar conhecimento de representacdo, conceituacdo e
visualizacdo de objetos geométricos. Barros e Sampaio (2014) investigaram o
conhecimento matematico de futuros professores da Educacéo Infantil e Anos Iniciais do
Ensino Fundamental em alguns topicos de Geometria e constataram dificuldades na
identificacdo de conceitos como poligonos, figuras espaciais, e paralelismo. Lovis e
Franco (2015) investigam concepcdo de professores de matematica sobre Geometria e
constataram que boa parte dos professores veem a importancia da Geometria associada a

sua aplicabilidade no cotidiano e aplicacdes em outros contextos.

Apesar do pouco foco no conhecimento de professores, alguns artigos trouxeram

aspectos importantes a serem considerados em um estudo sobre figuras geométricas, por

2 Consideramos estratos superiores as revistas com classificagdo Al, A2, B1 e B2 — Qualis Capes 2016.
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exemplo: da importancia de se fazer diferentes representacdes de um mesmo conceito,
perceber as suas caracteristicas, possiveis transi¢cGes entre representacdes e uso da
linguagem escrita para descrever conceitos (DUVAL; THADEU, 2012), e, em particular
para o tépico de figuras geométricas, a importancia das representacdes de figuras
geomeétricas espaciais em um plano (SEMMER; SILVA; NEVES, 2013; SOUZA;
GALVAOQ; SOUZA, 2014), bem como a diferenciacio de figuras geométricas planas e
figuras geométricas espaciais (VASCONCELLOS, 2008).

A partir do levantamento das pesquisas anteriores a respeito do conhecimento do
professor em Geometria e aspectos que sdo importantes para abordagem de conceitos
geomeétricos, estabelecemos como foco desta pesquisa investigar o conhecimento
especializado associado aos topicos de figuras geométricas planas e figuras geometricas
espaciais, suas particularidades e diferencas. Para isso, nos situamos em um contexto de
formacao inicial de professores de matematica e focamos o conhecimento revelado pelos

futuros professores a partir da seguinte questdo de pesquisa:

Que conhecimento matematico € revelado por futuros professores de
matematica sobre a diferenciacdo de figuras planas e figuras espaciais em

um contexto de rotacao e revolucao de figuras geométricas?

Com o objetivo de responder a questdo global, elaboramos as subquestdes de

pesquisa:

(i) Que conhecimento matematico revelam futuros professores de
matematica no tépico de figuras geométricas planas e espaciais?

(i) Que conhecimento matematico revelam futuros professores de
matematica nos tdépicos de rotacGes e revolugbes de figuras
geométricas?

(iii) Que conhecimento matematico é revelado por futuros professores de
matematica sobre as caracteristicas de figuras planas e espaciais

percebidas através de rotacao e revolucdo de figuras?

No Capitulo 1, apresentamos a fundamentacéo tedrica para discutir 0s conceitos
das figuras geométricas, bem como o conhecimento sobre este topico. No capitulo
seguinte, apresentamos as escolhas metodolégicas, incluindo a discussao sobre as tarefas
utilizadas na pesquisa, bem como a metodologia de analise do conhecimento revelado

pelos futuros professores. Na sequéncia, no capitulo 3, apresentamos os resultados da
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pesquisa e fazemos a sua discussdo. Ao final, apresentamos as conclusdes, uma resposta
para a questdo de pesquisa e deixamos algumas questfes em aberto que surgiram com

esta pesquisa.
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CAPITULO 1: FUNDAMENTACAO TEORICA
OS CONCEITOS DE FIGURAS GEOMETRICAS

A Geometria opera com entidades mentais que ndo possuem correspondentes no
mundo fisico (FISCHBEIN, 1993; PARZYSZ, 1988). N6s conseguimos obter objetos no
mundo fisico que expressam caracteristicas de um cubo, uma esfera, um quadrado, um
circulo, mas esses objetos sdo resultado de puras definicdes matematicas. Além disso, no
nosso mundo s6 existem objetos tridimensionais (FISCHBEIN, 1993), sendo necessarias

algumas aproximacdes para a representacdo de objetos bi e unidimensionais.

As imagens mentais sdo importantes componentes para a constitui¢cdo do conceito
de objetos geométricos, pois permitem a visualizagdo e manipulacdo de suas
caracteristicas (TALL; VINNER, 1991; FISCHBEIN, 1993). Estas imagens mentais
podem estar em maior ou menor grau com as definicdes dos objetos geométricos. A forma
como as imagens mentais e as definicbes matematicas se relacionam podem ser
compreendidas de diferentes formas, considerando os estudos realizados por diferentes
pesquisadores (TALL; VINNER, 1991; FISCHBEIN, 1993; DUVAL, 2004).

Tall e Vinner (1991) usam da imagem do conceito e definicdo do conceito para
construir conceitos matematicos (ndo somente em Geometria). O termo imagem do
conceito é usado para designar toda a estrutura cognitiva associada a um conceito, que
pode incluir imagens mentais, que representam propriedades ou processos relacionados
aos conceitos, e € construida ao longo dos anos (TALL; VINNER, 1991). Um exemplo
da imagem do conceito de uma piramide é a imagem mental que as pessoas formam sobre
a mesma ao ser evocado o0 seu nome: elas geralmente séo retas e tem como faces laterais
triangulos isosceles. A definicdo do conceito é formada pelas defini¢des formais, expressa
de forma verbal pela pessoa, variando também o grau de formalidade de definicédo
(TALL; VINNER, 1991). Alguns individuos podem ter sua definicdo conceitual nula ou
ndo associada a imagem conceitual, atribuindo-lhe assim um menor sentido. Tomando o
exemplo anterior das piramides, é possivel que alguém ndo saiba formular a definicdo
formal dela, mas ainda assim tenha uma imagem mental sobre este conceito e consiga

identificar uma pirdmide quando a Vé.

Ja Fischbein traz a ideia de conceitos figurais, que sdo imagens completamente

controladas pelas suas definicdes (FISCHBEIN, 1993). Esses conceitos também geram
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imagens mentais associadas a eles, que refletem caracteristicas como formato, posigédo e
tamanho, além das qualidades conceituais, como idealidade, abstracdo e generalizacao.
Um conceito figural seria a unido entre aspectos conceituais e aspectos figurais (imagens
mentais e representacdes destas figuras). Dessa forma, o que Tall e Vinner (1988) trazem
sobre imagem do conceito € importante para a construcdo das imagens mentais dos
conceitos figurais, e a definicdo do conceito é importante para se construir 0s aspectos
conceituais das figuras geométricas. Um conceito figural ideal corresponde com a sua
definicdo conceitual, enquanto a imagem mental do seu conceito corresponde a sua
imagem conceitual (FISCHBEIN, 1993).

A imagem mental do conceito de cubo, por exemplo, pode envolver os exemplos
de imagens associados a este nhome, como um dado, ou um cubo maégico, a construgédo
das arestas de um cubo feita com canudos, ou também caracteristicas destas figuras, como

a de que as faces duas a duas sdo paralelas.

Para a construcdo dos conceitos das figuras geométricas, faz-se importante
discutir as representacdes dessas figuras, tanto materiais quanto mentais, que ocorrem de
forma ndo hierarquizada, de forma que as representacdes materiais constroem e vao sendo
modificadas pelas representacdes mentais que o sujeito faz e vice-versa (DUVAL, 2004).
A apreensdo conceitual se da de forma mais completa quanto mais temos representacoes
diversas do mesmo objeto (DUVAL, 2004, 2012).

As representacdes ditas semidticas sdo aquelas feitas por meio de algum signo e
sdo importantes, porque S&o acessiveis aos nossos sentidos, visto que por meio delas
ocorre 0 processo de apreensao conceitual (DUVAL, 2002; DUVAL; THADEU, 2012).
Elas ndo sdo simples externalizacGes de representacdes mentais, mas € por meio delas

que ocorre o desenvolvimento de tais representacdes mentais.

Se, por um lado, varias representacdes sdo importantes para construir uma imagem
mais ampla do conceito; por outro, é importante distinguir um conceito de suas
representacfes. Um objeto matematico ndo esta acessivel a percepcdo humana, pois nao
faz parte dos objetos ditos reais, ou fisicos, mas € por meio dessas representacdes
materiais que a apreensdo desses conceitos se torna possivel (DUVAL, 2002; DUVAL,;
THADEU, 2012).

O termo representagdo material também faz referéncia as representacoes

semioticas (PARZYSZ, 1988). Apesar de o autor entender de forma diferente as relacfes
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entre representacbes mentais e materiais em relagdo a Duval (pois acredita que as
representaces mentais precedem as materiais, que sdo apenas uma externalizacdo delas),

ele apresenta explicitamente alguns tipos de representacfes possiveis.

Dentre as representacfes materiais, existem as representacdes proximas e as
representacoes distantes (PARZYSZ, 1998). As representacdes proximas sao aquelas que
possuem a mesma dimensdo que a figura e que mostram mais caracteristicas da figura.
As representacdes distantes sdo aquelas que possuem dimensdo inferior a da figura,
mostrando menos caracteristicas da figura. Para figuras planas, as representacdes
préximas sdo os desenhos bidimensionais destas figuras, e ndo ha& representacfes
distantes. Para as figuras espaciais, as representacbes préximas sdo 0s modelos
tridimensionais destas figuras (como um cubo construido com madeira), e as

representacdes distantes sdo os desenhos destas figuras num plano.

O autor tem como foco a mudanca de dimensdes entre as figuras, abordando a
problematica de representacfes de figuras geomeétricas com dimensdes menores que a
figura em si (PARZYSZ, 1998). Essas representacdes (distantes e proximas, para figura
planas e figuras espaciais) sdo importantes, pois diferenciam a figura geométrica, algo

abstrato, de representacfes materiais.

Um tipo especifico de representacdes distantes das figuras espaciais séo as ditas
planificacdes de figuras espaciais, que sdo representacdes de suas fronteiras em um plano.
Para isso, faz-se uma desconstrucdo dimensional das fronteiras das figuras espaciais,
sendo as mesmas representadas em um plano de forma que seja possivel dispor esta
representacdo como a fronteira da figura original (SOUZA; MORETTI; ALMOULOUD,
2019).

Duval e Moretti (2012) acrescentam a importancia da lingua natural como uma
forma de representacdo dos objetos matematicos bem como para consolidar as
representacdes anteriores. Todas as representacdes sdo parciais e, por isso, é importante
conhecer 0 uso de varias representacGes e saber transitar corretamente entre as
representacdes possiveis. Portanto, para fazermos uma investigacdo sobre conhecimento
de futuros professores neste topico, utilizaremos de registros de representacdo semidtica

para acessar o conhecimento dos futuros professores.

A definigdo de um conceito é formada pelas palavras usadas para descrever um

determinado conceito, e pode ter um maior ou menor grau de formalidade, assim como
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ter, ou ndo, ligagdo com a imagem do conceito que é estabelecido pela pessoa (TALL;
VINNER, 1991; FISCHBEIN, 1993). Segundo Vinner (2002), uma definicdo deve ser
uma descricdo minimal, que ndo exiba mais caracteristicas além das necessarias para
definir um conceito (que ndo tenha caracteristicas que podem derivar de outras). Como
por exemplo, definir que um retangulo é um paralelogramo com quatro angulos retos e
lados opostos paralelos ndo é uma descri¢cdo minimal, porque ser paralelogramo e possuir
lados opostos paralelos descrevem a mesma caracteristica e, portanto, ndo corresponde a

uma definicdo matematicamente valida.

N&o existe uma Unica forma de construir definicbes em Matemética. Em
particular, na Geometria, podemos, por exemplo, selecionar um subconjunto de
propriedades do objeto, de forma que todas as outras propriedades podem ser deduzidas
a partir desta ou entdo derivando-as a partir de outros conceitos, excluindo, generalizando,

especializando ou adicionando propriedades ao primeiro (DE VILLIERS, 1998).

Podemos construir uma definicdo listando um conjunto de caracteristicas que
definem unicamente o objeto em questéo, ou entdo, de outra forma, partindo de uma outra
definicdo dada e acrescentando ou excluindo caracteristicas, generalizando ou
especializando uma definicdo anterior. A primeira dessa forma corresponde a definigédo
descritiva (DE VILLIERS, 1998) em que elegemos um conjunto de caracteristicas
minimas que definem a figura em questdo, por exemplo se falamos que uma piramide é
uma figura espacial construida a partir de um poligono e um vértice fora da base deste
poligono, em que unimos cada um dos vértices do poligono a este ponto, e consideramos
que a piramide é o espaco delimitado por esta construcdo. Por outro lado, podemos ter a
definicdo construtiva, que se faz a partir de outras definicdes ja existentes, acrescentando
ou excluindo propriedades, como o exemplo de definir piramide a partir da definicdo de
um poliedro, dizendo que € um poliedro que possui somente uma base e cujas faces

laterais sdo triangulares.

Apesar de as pesquisas em Educacdo Matematica discutirem amplamente as
definicbes matematicas (ver, por exemplo VINNER, 2002; MAMONA-DOWNS;
DOWNS, 2002; VAN DORMOLEN; ZASLAVSKY, 2003), ndo ha consenso sobre o que
é uma defini¢do, mas podemos listar alguns atributos que sdo necessarios para produzir
uma definicdo (ESCUDERO et al., 2014). Estes atributos s&o:
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0] Hierarquizagcdo — corresponde ao uso de termos primitivos (que ndo
necessitam de uma definigdo) ou de termos que ja foram utilizados antes;

(i) n&o circularidade, relacionado ao anterior, que consiste em ndo usar 0
proprio conceito em sua definig&o;

(ili)  a ndo ambiguidade, que é a definicdo descrever uma classe Unica de
objetos;

(iv)  ando contradicdo, que significa que, em uma defini¢do, ndo pode estarem
presentes uma caracteristica e a sua negagéao;

(v) a invariancia sob mudanca de representacdo, que diz que as definicdes
devem descrever um objeto independente da representacéo usada;

(vi)  aequivaléncia, que é a possibilidade de criagdo de mais de uma definicéo
para 0 mesmo objeto;

(vii) a elegéncia, que é escolher entre as possiveis definicdes aquela que usa
menos palavras, ou menos simbolos, ou conceitos mais basicos;

(viii) minimalidade, que é uma nédo redundancia das caracteristicas;

(ixX) e adegeneracdo, que sdo exemplos dos conceitos que nao fazem parte da

ideia intuitiva do conceito.

Dessa forma, ao investigar o conhecimento de futuros professores sobre
definicbes matematicas, faz-se necessario desenvolver e proporcionar que se formulem

definicdes e discutam os atributos das definigdes.

Para construir as defini¢des, levantaremos aspectos tratados por matematicos e
pela psicologia da educacao. Algumas consideracdes sobre figura sdo descritas em uma
traducdo de “os elementos” de Euclides, em que se apresenta a defini¢do de figura como
“0 que ¢ contido por alguma ou algumas fronteiras” (EUCLIDES, 2009, p. 97). O mesmo
autor descreve fronteira como ‘“aquilo que ¢ extremidade de algo ou alguma coisa”
(EUCLIDES, 2009, p. 97). Essa descricdo traz a caracteristica de que figuras geométricas

devem ser limitadas e, dessa forma, possuir uma fronteira.

A fronteira da figura sera constituida de formas distintas dependendo da dimenséo
que ela possuir. Dessa forma, é importante determinar a dimensédo da figura, e faremos
isso determinando o espaco minimo em que a figura pode ser contida: se s6 pode ser
contida no espaco tridimensional, € uma figura tridimensional; se pode ser contida em um

Unico plano, é bidimensional e se pode ser contida em uma reta, é unidimensional.
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Assumimos nesta definicdo que o0 espago em que vivemos possui trés dimensdes e, dessa

forma, definiremos somente figuras com até trés dimensées (LIMA, 2007b).

Em questdo de nomenclatura, usaremos figuras geométricas planas (ou somente
figuras planas) e figuras geométricas espaciais (ou somente figuras espaciais) para as
figuras geométricas que sdo bidimensionais e tridimensionais, respectivamente, e, por
falta de outra nomenclatura, chamaremos as figuras com uma dimensdo de
unidimensionais. Portanto, os nomes “planas” e “espaciais” sdo a terminologia associada
a estas figuras, enquanto “bidimensionais” e “tridimensionais” sdo caracteristicas de estas
figuras possuirem duas ou trés dimensdes espaciais. Podemos ainda considerar, com as
caracteristicas descritas, que um segmento de reta seja uma figura unidimensional. Dessa
forma, a fronteira das figuras unidimensionais € formada por dois pontos, a fronteiras das
figuras planas é formada por linhas, e a fronteira das figuras espaciais € formada por

superficies.

Para além de determinar a dimensao das figuras, precisamos determinar se a figura
é constituida pela sua fronteira, ou pela fronteira e o seu interior, o que é de fato o conceito
figural (FISCHBEIN, 1993). Por exemplo, a circunferéncia € uma representacdo da
fronteira de um circulo com as mesmas medidas, porém estes sdo objetos geométricos
diferentes. No entanto, para outras figuras planas normalmente esta diferenciacdo ndo é
feita, e isso compromete a unicidade das definicbes de cada uma dessas figuras
(FISCHBEIN, 1993; VODUSEK; LIPOVEC, 2014). Por exemplo, um quadrado pode
representar tanto quatro segmentos de reta de mesmo comprimento que formam angulos
retos entre si, quanto uma regido do plano que possui como fronteira uma linha poligonal
com as caracteristicas descritas. forma como entendemos figuras planas tera implicacdes
posteriormente com relacdo ao que correspondera das figuras espaciais, pois a forma
como é entendido o quadrado implica diferentes entendimentos de um prisma retangular

— incluir ou ndo o interior das faces, ou incluir apenas as arestas.

Nesta pesquisa, optamos por considerar figuras geométricas constituidas pela sua
fronteira e seu interior, por considerar que desta forma as figuras apresentam melhor
caracteristicas préoprias a dimensdo que possuem, mas a mesma pode ser definida como
objetos constituidos somente pela sua fronteira. Usualmente, utilizam-se o0s termos

“preenchido” e “nao preenchido”, mas deveria ser empregado “figuras formadas pela sua
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fronteira e interior” ou “figuras formadas apenas pela fronteira™. Cabe ressaltar que ndo
faremos um julgamento de estar certo ou errado caso uma figura geométrica seja definida
somente pela sua fronteira, mas, pela necessidade de se definir uma das formas,
escolheremos uma delas e descreveremos as caracteristicas das figuras geométricas a

partir desta escolha.

Utilizamos a nomenclatura “figura geométrica” para nos referirmos aos objetos
geomeétricos que satisfazem todas as caracteristicas anteriores e, em caso mais geral,
chamamos de objetos geométricos. Sdo exemplos de objetos que ndo formam figuras
propriamente ditas, mas podem ser partes delas: linhas curvas, superficies curvas, um

conjunto de faces da fronteira de uma figura espacial.

Outro aspecto a se considerar € diferenciar as figuras geomeétricas de suas
representacdes (DUVAL, 2012). Portanto, ao considerarmos que o circulo é uma figura
geométrica, a circunferéncia € a representacdo de sua fronteira. Ja se a circunferéncia
fosse a figura geometrica, entdo o circulo seria uma representacao do espaco delimitado
pela circunferéncia. Para figuras espaciais, temos ainda mais representacdes, pois muitas
vezes sdo exibidas construcdes feitas de madeira, de papel, ou com canudos. Um exemplo
de representacdo de figuras espaciais que é constituida pela sua fronteira e pelo seu
interior é a representacdo de uma piramide macica feita de madeira. Uma construcéo de
papel com o mesmo formato seria um exemplo de representacdo da sua fronteira (que
neste caso sdo as suas faces). Uma construcdo com canudos da mesma piramide seria uma

representacdo de suas arestas, que sao parte da sua fronteira.

Assumindo que para cada ente podemos apresentar distintas defini¢cdes que sejam
equivalentes, fica 6bvio que ndo existe uma Unica forma de definir figura. Consideramos
que uma figura geométrica é um objeto geométrico que possui uma fronteira. Uma figura
unidimensional é uma figura que existe uma Unica reta que contém esta figura, ou também
uma figura que esta contida em uma reta e possui um comprimento. Uma figura plana é
uma figura que existe um Unico plano que contém esta figura, que também pode ser
descrito como uma figura que esta contida em um plano e possui uma area, e também
como um conjunto de pontos que estdo contidos em um Unico plano e possuem uma area
diferente de zero. Uma figura espacial é uma figura contida em um Gnico espaco, ou seja,

uma figura que ndo esta contida em um dnico plano e ocupa, necessariamente, volume —

3 Em duas dimens@es, um exemplo tipico desta diferenciagdo ¢ a de circulo e circunferéncia.
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que pode ser também considerada a partir de um conjunto de pontos que definem um

volume diferente de zero.

Para ilustrar as diferentes possibilidades, a depender do conceito que se assume
para figuras planas e espaciais, podemaos ter: (i) se considerarmos que figuras planas estéo
contidas em um plano e ndo sdo preenchidas, enquanto figuras espaciais ndo estdo
contidas em um plano e definem um volume, um cubo oco é uma figura espacial e suas
faces sdo representacOes da regido delimitada pelos quadrados que compdem a face; (ii)
se considerarmos que figuras planas estdo contidas em um plano e sdo preenchidas,
enquanto figuras espaciais ndo estdo contidas em um plano, definem um volume, e séo
também preenchidas, entdo um cubo oco representara a fronteira de uma figura espacial
(usualmente representada por 6 quadrados®), enquanto suas faces quadradas serdo cada
uma figura plana; ou (iii) se considerarmos que figuras planas sdo uma superficie (que
pode nédo estar contida em um anico plano), um conjunto de 2 ou mais faces desse cubo

seria uma figura plana.

Existem ainda as defini¢cbes de superficie, como “aquilo que tem somente
comprimento e largura” (EUCLIDES, 2009, p. 97) e solido geométrico como “algo que
possui comprimento, largura e altura” (EUCLIDES, 2009, p. 97). Dessa forma, superficie
ndo é o mesmo que definimos por figura plana, pois podem existir, por exemplo,
superficies curvas, como a superficie de uma esfera, que nao sdo objetos bidimensionais
(e, portanto, ndo sédo figuras planas), mas sdo superficies; no entanto a definicdo de sélido

geométrico é o mesmo que definimos como figuras espaciais.

As partes da imagem do conceito e da definicdo de um conceito que podem entrar
em conflito com outras partes dos mesmos sdo chamadas de fatores potenciais de conflito
(TALL; VINNER, 1991). Ao abordar esses fatores, precisamos mobilizar o conhecimento
sobre aquele conceito para obter uma resposta para tal conflito. Estes conflitos sdo
importantes para construir ou fazer a correspondéncia entre as imagens e definicdes dos

conceitos.

Nesta pesquisa, usaremos figuras geradas por meio de revolucdo, usualmente
denominadas de sélidos de revolucéo, para levantar o fator de conflito da dimenséo da
figura que serd formada por meio de revolugdo (VASCONCELLOS, 2008; ANDRADE;
MONTECINO, 2011). Os sélidos de revolucdo sdo usualmente abordados no Brasil a

4 Para uma discusséo associada a outras possibilidades consultar, por exemplo, Meireles (2021)
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partir do Ensino Médio, e mais amplamente estudados no Ensino Superior em disciplinas
como as de célculo de multiplas variaveis (DANTAS; MATHIAS, 2017), focando seu
estudo em determinar o valor do volume de regides formadas dessa forma. No contexto
desta pesquisa, este topico serd discutido para investigar as caracteristicas das figuras
formadas, como por exemplo, estarem contidas em um plano ou ndo, serem abertas ou
fechadas, definirem uma area ou definirem um volume. Para isso, usaremos a conexao
entre figuras formadas por revolucdo e rotacdo de figuras geométricas, de forma que a
revolucdo pode ser entendida como uma unido de todas as posi¢Oes possiveis para a

rotacdo de uma figura no espaco tridimensional.

Nessa perspectiva, fazemos conjuntamente o estudo de rotagdo para melhor
compreender essa semelhanca. As transformacdes geometricas sdo construcoes
geométricas que preservam certas propriedades em relacdo a sua construcdo original
(WAGNER, 2007), tais como tamanho, angulos e orientacdo. A rotagdo € um tipo de
transformacéo que leva uma imagem inicial a uma nova posicao de forma que cada ponto
correspondente entre a imagem inicial e a imagem rotacionada forma um mesmo angulo
a partir de uma origem comum (RESENDE; QUEIROZ, 2008). Dessa forma, 0s
elementos necessarios para fazer uma rotacéo sdo um angulo e uma origem. E necessario
também de um sentido para o giro, mas este pode ser representado, por exemplo,
admitindo-se angulos negativos e positivos para representar giros no sentido anti-horario

e horério, respectivamente.

Figura 1: Exemplo de rotacdo no plano

Fonte: Autores (2022).

Observamos que as imagens iniciais e finais da rotacdo possuem pontos que
representam a mesma parte da figura, e estes pontos sdo ditos homélogos. Os pontos

homologos sdo nomeados de forma a evidenciar que sdo pontos correspondentes, como
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A e A’, e B e B’ na Figura anterior, mas que também fazem a diferenciacdo entre as

figuras iniciais e finais (figura transformada) da rotagéo.

Assim, duas propriedades da rotacdo s&o: as imagens iniciais e finais serem
congruentes e a rotacdo, uma isometria (transformacdo geométrica em que as imagens

iniciais e finais sdo congruentes).

Nestes casos em que existe um plano que contém ambas as imagens iniciais e
finais da rotagdo, dizemos que é uma rotacdo no plano (RESENDE; QUEIROZ, 2008).
Nesse tipo de rotagdo a origem é formada por um ponto — centro de rotacdo — e

rotacionamos figuras com dimensdo no maximo igual a dois.

Hé& também a possibilidade de rotacionarmos no espaco tridimensional, no qual a
origem da rotacdo (também chamada de eixo) € formada por uma reta (WAGNER, 2007).

Nesse caso, podemos também rotacionar figuras espaciais.

Figura 2: Exemplo de rotacdo no espacgo

- == =50
=

rammmmmas

/
e
]

g e ——
4
~

Fonte: Autores (2022).

A partir de uma rotacdo no espaco também formamos uma figura congruente a
figura inicial, fato que, por vezes, é confundido com a revolucéo de figuras geométricas.
A revolucdo de figuras pode ser relacionada com a rota¢do no espaco, unindo todas as
possiveis imagens formadas por um mesmao eixo de rotacao no espaco e criando uma nova

figura, que pode, ou ndo, ter uma dimensdo maior que a figura original.

A revolucéo de figuras ocorre somente no espaco tridimensional, em torno de um
eixo. Considera-se uma figura sendo rotacionada em torno desse eixo, em todas as suas
posicBes possiveis, formando uma nova figura composta pela unido de todas estas
imagens (DOLCE; POMPEO, 1995). Portanto, a revolucdo pode ser entendida como uma
unido de todas as possiveis posicdes da imagem final da rotagcdo de uma figura no espago.

Um exemplo de revolucdo de figura plana é inserido abaixo:
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Figura 3: Exemplo de geracdo de um cone por revolucdo de um tridngulo

retangulo

Fonte: Dolce e Pompeo (1995)

Ao fazer a revolucdo de uma determinada figura, podemos obter como resultado
uma superficie curva, uma figura espacial ou a fronteira de uma figura espacial (como no
caso do exemplo anterior de fazermos a revolucdo dos dois lados do tridngulo que nao
coincidem com o eixo de revolugéo), sendo assim uma forma possivel de investigar estes
tipos de figuras. Verificamos também que o Unico elemento necessario para a revolugéo
€ um eixo e que este € outro fator que a distingue da rotacdo no espaco, onde também é

necessario ao menos um angulo.

CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DO PROFESSOR SOBRE FIGURAS
GEOMETRICAS

O nosso foco da pesquisa € analisar o conhecimento do professor, entdo € essencial
discutir o que se entende por conhecimento do professor nesta perspectiva. A
conceitualizagdo do MSTK® (CARRILLO et al., 2018) considera todo o conhecimento do
professor de matematica como especializado. O modelo é composto pelos dominios
Mathematical Knowledge (MK) e Pedagogical Content Knowledge (PCK), cada um
subdividido em trés subdominios, além de considerar Beliefs, que correspondem as

crencas e concepcles quanto a matematica e ao ensino de matematica.

O modelo MTSK conceitualiza o conhecimento do professor para cada topico

matematico. Dessa forma, precisamos também delimitar o(s) topico(s) que sera(serdo)

5 Optamos por manter a nomenclatura em inglés, uma vez que esta é uma conceitualizago do conhecimento
professor divulgada e reconhecida internacionalmente e sua traducdo poderia desvirtuar ndo apenas o
sentido, mas, essencialmente, o entendimento dos contetidos de cada um dos subdominios que compdem o
modelo que a representa
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descrito(s) o conhecimento. Descreveremos o conhecimento do professor para o tdpico
“figura geométrica”, que é abordado nesta pesquisa, ¢ também para oS tOpicos “rota¢des
de figuras geométricas” e “revolugdo de figuras geométricas”, que se referem aos topicos

que sdo contextos nos quais sera discutido o conceito de figura geométrica.

Figura 4: O modelo MTSK
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Fonte: (CARRILLO etal., 2018, p. 241)

Os dominios MK e PCK sdo divididos em trés subdominios cada, 0s quais sao

descritos a seguir.

O subdominio Knowledge of Topics (KoT) inclui o conhecimento do que e de que
forma o professor conhece o tdépico matematico a ser ensinado (Neste caso, € esperado
um entendimento mais amplo e mais profundo do professor em relacdo ao que é esperado
dos alunos). Envolve o conhecimento das diferentes definicbes possiveis para cada
topico, bem como as condicBes necessarias e suficientes para gerar tais defini¢des.
Também inclui o conhecimento das diferentes representacdes relacionadas ao topico, dos
procedimentos associados a este topico e também dos fendmenos relacionados ao tépico
que podem gerar conhecimento matematico. Estd contemplado no KoT conhecer
defini¢bes de figuras planas, de figuras espaciais, de rotacfes, procedimentos para se

realizar uma rotacdo além de saber caracteristicas destes conceitos.

Uma das categorias é definitions, properties and foundation. Neste trabalho,
sentimos a necessidade de organizar a apresentacdo dos resultados e a discusséo desta

categoria em subcategorias, em funcdo do detalhamento que foi requerido, tal como em
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Policastro (2021); esta separacdo ndo tem a inten¢do de modificar as categorias sugeridas
pelo modelo, mas sim melhor descrever o conhecimento presente nesta categoria. Dessa
forma, consideramos, separadamente, a subcategoria definitions e a subcategoria
properties and foundations. Consideramos que o conhecimento de uma propriedade de
uma figura geométrica € o conhecimento de uma caracteristica que pode estar presente
tanto em todos os tipos de figuras quanto em um tipo especifico de figura. O
conhecimento sobre definigcdes é aquele necessario para construir defini¢des de cada tipo
de figura, bem como para reconhecer exemplos e contraexemplos de cada definicao.

Figuras geométricas sdo objetos geométricos delimitados. Entdo, ao professor,
cumpre um conhecimento das propriedades deste topico associado a conhecer que figuras
geométricas sdo limitadas e possuem uma fronteira (EUCLIDES, 2009); conhecer 0s
diferentes tipos de fronteira, de acordo com a dimenséo da figura: figuras unidimensionais
possuem pontos como fronteira, figuras planas possuem fronteiras formadas por linhas, e

figuras espaciais possuem fronteiras formadas por superficies.

Um conhecimento sobre definicdo associado a este topico é determinar se as
figuras séo constituidas exclusivamente pela sua fronteira ou pelo espaco delimitado por
sua fronteira. Tal fundamento esta associado ao fato de que as defini¢des devem descrever
um Unico objeto matematico (VINNER, 2002), sem gerar ambiguidades e especificar o
conceito figural que esta sendo considerado (FISCHBEIN, 1993). Assim, precisamos
delimitar se figuras planas, como os poligonos, sdo constituidas somente pela linha
poligonal que o define, ou se inclui o seu interior e também se a figura espacial, como o

cubo, contém somente a sua fronteira (as faces), ou também o seu interior.

Outro conhecimento nesta categoria de figuras geométricas é conhecer em qual
“espago minimo” a figura est4 contida. Um segmento de reta, por exemplo, estd contido
em um plano, e mais ainda, existe uma reta que contém este segmento, entdo o “espago
minimo” que contém esse segmento € uma reta. Da mesma forma, uma figura plana esta
contida no espaco tridimensional, mas sempre existe um plano que contém essa figura e,
portanto, figuras planas estdo contidas em um plano. Além de conhecer a existéncia de
uma reta, plano ou espaco gue a contenha, também € necessario o conhecimento de sua
unicidade. Ao afirmarmos que existe uma reta que contém um objeto matematico, este
objeto pode ser um segmento de reta, mas também pode ser um ponto ou conjunto de
pontos; se existe uma Unica reta que contém este objeto matematico, ele sera somente a

propria reta, ou um segmento dela. Da mesma forma, se existe um plano que contém uma
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figura, esta figura pode ser uma figura plana ou uma figura unidimensional, mas, se existe

um Unico plano que contém a figura, entdo, ela sé pode ser uma figura plana.

Faz parte desta categoria o conhecimento associado as grandezas que podem ser
medidas nessas figuras. Podemos associar um comprimento a uma figura unidimensional.
Para figuras planas, podemos associar uma area, entendendo-a como a quantidade de
superficie ocupada pela figura (LIMA et al., 2011), independentemente da forma como a
figura esta definida: se a figura for constituida somente pela fronteira, esta define uma
area e, se a figura for constituida também pelo interior, ela possui uma area e sua fronteira
a define. Dessa forma, também associamos um volume as figuras espaciais, sendo este a
quantidade de espaco que é ocupado pela figura (LIMA et al., 2011). Caso a figura seja
somente a fronteira, ela define um volume e, caso ela seja a fronteira e o interior, ela

possui um volume.

No caso especifico das figuras espaciais, podemos tambem associar uma medida
no espaco que é delimitado pela figura, mas ndo faz parte dela. Assim, quando uma figura
que é constituida somente pela fronteira define um volume, podemos também dizer que
ela possui capacidade. De forma contraria, se a figura possui volume, e todo o0 seu espaco
interior faz parte da figura, dizemos que ela ndo possui capacidade (ou possui capacidade

igual a zero).

Podemaos ainda fazer uma desconstrucéo dimensional, isto €, considerar elementos
que possuem dimensdo menor em cada figura (SOUZA; MORETTI; AUMOULOUD,
2019) e associar comprimentos as figuras planas, associando-os as linhas que definem a
sua fronteira, e também associar comprimentos e areas a figuras espaciais, associando as
areas a sua fronteira, e comprimentos nos casos especificos de as fronteiras serem

constituidas por partes planas.

Nos tdpicos de rotacdes e revolucdes de figuras geométricas, é conhecimento
nesta categoria as propriedades destas transformacfes: conhecer que a rotagdo € uma
isometria, conhecer que a distancia de cada ponto da figura rotacionada ou que sofre

revolucdo até o eixo é mantida fixa.

Também faz parte do conhecimento associado as definicGes de rotacGes de
figuras, como conhecer condi¢Ges necessarias e suficientes para realizar estas

transformaces: uma rotagdo no espago necessita de uma origem (eixo) e um angulo, uma
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revolucdo precisa apenas de uma origem. Além disso, também faz parte das definigdes
conhecer os tipos de rotagfes, como rotagdes de figuras no plano ou no espaco.

Outra categoria é phenomenology and applications, que se refere ao conhecimento
matematico que pode ser gerado entendendo figuras geométricas ou transformacdes
geométricas como um fendémeno. Envolve conhecer que figuras geométricas podem ser
construidas pela unido de varios pontos, ou Vérias linhas, ou vérias superficies, ou como
um subconjunto do plano (no caso das figuras planas) ou do espaco tridimensional (no
caso das figuras espaciais). No caso das rotacoes e revolugoes, faz parte do conhecimento
incluido nesta categoria, conhecer que a revolugdo tem a natureza de formar uma nova
imagem (ndo congruente & imagem inicial) e que possui uma dimensdo maior. Ja no caso
da rotacdo, inclui conhecer que o fenémeno associado mantém na figura transformada as

mesmas propriedades da figura original.

Da categoria procedures faz parte o conhecimento envolvido em conhecer o
processo de formacdo de figuras especificas, por exemplo, as figuras formadas por
revolucdo. Envolve, por exemplo, conhecer que um triangulo pode gerar, por revolucéo,
um cone ou que um retangulo pode gerar um cilindro, e conhecer em que condigdes estas
figuras sdo formadas. Esta categoria inclui conhecer os procedimentos para ser fazer uma
rotacdo ou revolucdo, bem como conhecer as figuras que sdo formadas apds cada

transformacéo.

Outra categoria € register of representation, que inclui todo o conhecimento do
professor relativo aos tipos de representacfes de figuras geométricas. Primeiramente, é
necessario diferenciar figuras que sao representaveis das que ndo sdo (PARZYSZ, 1988).
Obijetos infinitos, como retas, planos e o préprio espaco, por vezes, sdo representados
como segmentos de reta, quadrilateros ou cubos respectivamente, causando uma
ambiguidade quando representamos essas figuras. Portanto, é necessario usar uma
notacdo diferente para a representacéo dessas figuras, como quando sao usados o simbolo

de reticéncias ou uma seta nos extremos de segmentos de reta para representar retas.

Além disso, diferenciar as figuras de suas representacdes (DUVAL, 2012) é um
conhecimento que cumpre ao professor por forma a poder fazer uso adequado dos
registros de representagdo. As figuras geométricas em si sdo objetos matematicos
abstratos, ou seja, ndo existem no mundo real. Qualquer representacdo semidtica é uma

aproximagdo no mundo real de algo com as caracteristicas presentes nestas figuras. Dessa
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forma, um quadrado é um objeto matematico abstrato, que pode ser representado com um
desenho, ou uma descricdo verbal, e todas essas sdo representacOes dessa ideia. Da
mesma forma com figuras espaciais, um desenho de um cubo, ou um material concreto

com o formato de um cubo sdo representacdes desse objeto matematico.

Essa diferenciacdo também depende da forma como definimos as figuras. Por
exemplo, se definimos um quadrado como uma regido de um plano cujas fronteiras sao
formadas por 4 lados de mesmo comprimento que formam angulos retos com 0s seus
consecutivos, entdo uma linha poligonal congruente a que contorna esta figura representa
a fronteira do quadrado, e ndo o quadrado em si. Ao contrario, se definirmos um quadrado
como uma linha poligonal simples e fechada, formada por quatro lados congruentes que
formam angulos retos com 0s seus consecutivos, o preenchimento desta figura representa

a regido do plano que é delimitada por este quadrado.

Para figuras espaciais vale o mesmo. Se a figura espacial for uma figura
preenchida, por exemplo, o cubo, entdo as faces deste cubo representardo sua fronteira .
Ja se o cubo ndo for preenchido, o cubo preenchido cuja fronteira € congruente a este
representa o espaco delimitado pelo cubo. Além disso, uma construgdo somente com as

arestas de um cubo é a representacao delas (que formam parte da fronteira).

Representar as figuras de cada forma possivel e transitar entre estas representagdes
também é um conhecimento nesta categoria. Uma forma de representacéo importante é
em lingua natural, ou seja, representacdo verbal das caracteristicas das figuras (DUVAL,
2012).

Para figuras planas, também é possivel fazer sua representacdo por meio de
desenho, e este € um conhecimento para este tipo de figura (PARZYSZ, 1988). Para
figuras espaciais, ha também a possibilidade de serem representadas por desenho, mas

este apresenta somente uma perspectiva da figura (PARZYSZ, 1988).

O uso de materiais manipulaveis também é um conhecimento sobre
representacdes de figuras, pois qualquer material concreto é tridimensional, e entdo
qguando usamos materiais para representar figuras planas ou unidimensionais algumas

caracteristicas devem ser evidenciadas.

Quando uma figura plana é representada nas faces de uma figura espacial, é

importante verbalizar que ndo temos uma figura plana, mas que a face da figura espacial
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tem o formato de uma figura plana, por exemplo, a face do cubo tem o formato de um
quadrado (mas ndo apontar para um cubo e dizer que temos um quadrado). Por vezes,
também sdo usadas figuras espaciais que possuem uma das dimensfes muito menores que
as outras, como quando utilizamos uma folha de papel para representar um retangulo.
Nesse caso, é importante diferenciar que temos um objeto tridimensional em que uma das
faces possui o formato de retangulo, desconsiderando a menor dimensao (espessura da
folha).

O uso de materiais também ocorre para figuras unidimensionais, pois segmentos
de reta por vezes séo representados com varetas, canudos e outros materiais (que possuem
uma dimensdo muito maior que as outras duas). Nesse caso, deve ficar claro que
consideramos o lado de maior comprimento para representar o segmento de reta e estamos

ignorando as outras duas dimensdes deste recurso.

Tambeém sobre materiais manipulaveis, € comum que as representacdes sejam
usadas e desenhadas posteriormente. Um conhecimento importante também € usar de
representacdes condizentes as caracteristicas representadas nos modelos concretos, como
atentar se as figuras planas sdo constituidas somente pela fronteira ou preenchidas, e

também quais partes das figuras espaciais s@o representadas pelo modelo concreto.

O subdominio Knowledge of Structure of Mathematics (KSM) descreve o
conhecimento sobre as conexdes entre os diferentes topicos matematicos. Essas conexdes
podem ser baseadas em uma simplificacdo ou aumento da complexidade, ou também
conexdes auxiliares, em que um tépico é usado como parte de um processo maior, e
conexdes transversais, que envolvem ideias presentes a varios topicos. O KSM envolve
conhecer conexfes entre os topicos figuras geométricas e rotacbes, por exemplo,
determinar caracteristicas de figuras geométricas rotacionadas, como conhecer que a
figura possui um volume ou uma area, ou que a figura rotacionada pode ser contida em

um plano.

O subdominio Knowledge of Practices in Mathematics (KPM) inclui o
conhecimento sobre a préatica do professor de matematica, entendendo a pratica como um
termo amplo, entendida como qualquer atividade matematica que se constitui como pilar
na criacdo matematica e tem sustentacdo légica que permite abstrair regras desta atividade
(FLORES-MEDRANO, 2016). Isto inclui o conhecimento do professor em praticas como

formas de proceder, estratégias para resolver problemas, o papel da abstracdo e
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generalizacdo na matemética e o papel das defini¢des. Portanto, faz parte deste
subdominio o conhecimento dos atributos de uma defini¢do, como a minimalidade, a ndo
sobreposicao e a hierarquizacdo (ESCUDERO et al., 2014), e também sobre as diferentes
formas de produzir definicdes, como a descritiva, ou a priori, criada a partir de um
conjunto de caracteristicas, ou a construtiva, ou a posteriori, criada a partir de outras
definicdes existentes (DE VILLIERS, 1998).

Em relagdo ao PCK, embora néo seja o foco da pesquisa, fazemos uma breve
descricdo dos seus subdominios. Temos o subdominio Knowledge of Features of
Learning Mathematics (KFLM), que é o conhecimento acerca do processo de
aprendizagem de alunos sobre o topico matematico. Inclui o conhecimento sobre teorias
de aprendizagem matematica, pontos fracos e fortes na aprendizagem matematica daquele
topico, sobre formas como os alunos interagem com o topico e aspectos emocionais na
aprendizagem matematica. Esta neste subdominio, por exemplo, conhecer que uma
dificuldade de aluno no topico rotacdes € visualizar a figura formada ou que, para o topico

de figuras geométricas, € diferenciar figuras constituidas, ou nao, pelo seu interior.

O subdominio Knowledge of Mathematics Teaching (KMT) consiste no
conhecimento sobre o ensino de matematica, estando dessa forma intimamente conectado
a0 KFLM. Inclui o conhecimento de teorias de aprendizagem matematica, uso de
recursos, bem como conhecimento sobre estratégias, técnicas, tarefas e exemplos
relacionados ao tépico. Por exemplo, € um conhecimento deste dominio tarefas e

exemplos para se ensinar os topicos figuras geométricas e rotacoes.

O subdominio Knowledge of Mathematics Learning Standards (KMLS) consiste
no conhecimento de como os topicos matematicos devem ser abordados ao longo dos
anos escolares. Inclui o conhecimento sobre os resultados de aprendizagem dos topicos,
bem como o sequenciamento destes além de niveis conceituais e procedimentais

esperados para cada etapa escolar.
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CAPITULO 2: CONTEXTO E METODO

Esta pesquisa visa responder a questao “Que conhecimento matematico é revelado
por futuros professores de matematica sobre a diferenciacao de figuras planas e espaciais
em um contexto de rotagdo e revolugdo de figuras geométricas?” Realizamos uma
pesquisa de cunho qualitativo, com o objetivo de compreender de forma profunda a
realidade investigada. Utilizamos, para alcancar esta compreensdo, a metodologia de
estudo de caso (STAKE; 2005, ANDRE, 2013). O estudo de caso em questo é do tipo
instrumental, pois o objetivo da pesquisa é descrever o conhecimento especializado do
futuro professor e, a partir do caso em si, levantar hipdteses acerca do conhecimento do
professor (STAKE; 2005). No entanto, entendemos que as informacdes que foram
analisadas ndo sao generalizaveis, mas que o caso ajudara a formular hipoteses acerca do

topico de estudo.

O contexto da pesquisa foi uma disciplina de formacéo inicial do curso de
Licenciatura em Matematica em uma universidade publica do estado de S&o Paulo. A
disciplina teve como objetivo promover o conhecimento especializado dos futuros
professores em varios topicos matematicos que se relacionam coma  pratica matematica

futura do professor, e € prevista para o 7.° semestre do curso.

A coleta das informac6es ocorreu no segundo semestre de 2018 e participavam da
disciplina 19 futuros professores. Houve a participacdo do pesquisador como estagiario
docente (PED) e a disciplina foi ministrada em conjunto com seu coorientador e outra

docente da mesma universidade.

A particularidade do caso se da pelo fato de a disciplina ter por objetivo
proporcionar o desenvolvimento do conhecimento especializado dos futuros professores
por meio de Tarefas para a Formacdo (TpF) elaboradas para este fim (RIBEIRO;
ALMEIDA; MELLONE, 2021). A coleta de informaces ocorreu em trés aulas nas quais
o foco foi o conhecimento dos futuros professores no ambito das figuras geométricas
planas e espaciais. As TpF se configuram também como um dos instrumentos de coleta

de informaces desta pesquisa.

As Tarefas para a Formacdo (TpF) séo conceitualizadas com base no modelo
MTSK com o objetivo especifico de aceder e desenvolver o conhecimento especializado

dos (futuros) professores em determinados topicos. Formam parte do que se denomina de
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Tarefa Formativa que integra a Tarefa para a Formacdo; o documento do professor
associado a essa TpF e o documento do formador (RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE,
2021). A Tarefa para a Formacdo apresenta as questdes que foram propostas aos
professores na sessdo formativa; o documento do professor discute o conhecimento
matematico especializado que se objetiva desenvolver ao longo da formacdo e, no
documento do formador, encontram-se as formas de articular os conceitos propostos na

tarefa, com as indicacbes de documentos oficiais sobre os topicos.

Para a referida formacéo foram elaboradas e aplicadas trés TpF, sendo que cada
uma delas abordava questdes especificas para desenvolver o conhecimento especializado
sobre figuras geométricas. A primeira tarefa focou a diferenciacdo de figuras planas e
espaciais atraves de rotacdes; a segunda abordou a representacdo de figuras espaciais em
um plano e a terceira tarefa focou a defini¢do de uma figura espacial (a pirdmide). Para

esta pesquisa, utilizamos somente a primeira dessas tarefas como fonte de informacdes.

Descrevemos a primeira tarefa “figuras espaciais e rotagdes”. Esta tarefa é
dividida em trés Partes: a primeira envolve o conhecimento matematico especializado dos
futuros professores sobre o topico especifico sem um contexto prévio; a segunda assume
como ponto de partida uma tarefa para alunos de um determinado ano escolar, buscando
desenvolver o conhecimento matematico e pedagogico especializado do conteudo e a
terceira parte foca a sua atengcdo no conhecimento especializado mobilizado ao interpretar
as producdes doe alunos e propor um feedback construtivo para os raciocinios e formas
de pensar matematicamente apresentadas (JAKOBSEN; RIBEIRO; MELLONE, 2014;
RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021).

Antes da aplicacdo das TpF no contexto da pesquisa, estas foram aplicadas
em outros contextos como uma versao preliminar com o objetivo de analisar previamente
se as respostas obtidas respondiam aos objetivos desta investigacdo. Caso contréario, elas
seriam reformuladas para a aplicacdo na coleta de informacGes. A tarefa foi aplicada a 12
estudantes do quarto ano do curso de licenciatura em Matematica em uma aula de 100
minutos de uma disciplina de Metodologia de Ensino em uma universidade privada.

A TpF “figuras espaciais e rotacdes” também foi discutida no grupo

CIEspMat®, com o objetivo de verificar se as respostas correspondiam aos objetivos

6 CIEspMat (Grupo de Pesquisa & Formacéo sobre o Conhecimento Interpretativo e Especializado
de professores de e que ensinam matematica) https://ciespmat.com.br/



https://ciespmat.com.br/
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estabelecidos e também para propor altera¢6es considerando os objetivos gerais da tarefa
e de cada uma das questdes. Discutimos em um grupo de sete formadores por duas horas,
e, apbs a discussdo, percebemos que a tarefa estava mais focada no conhecimento
matematico para definir uma rotacéo e pouco relacionada a definigéo de figuras planas e
espaciais. Com isso, as questdes da primeira parte da tarefa foram alteradas para dialogar
melhor com os objetivos.

A TpF tem o objetivo formativo de desenvolver o conhecimento especializado dos
futuros professores relativamente a diferenciagdo entre figuras planas e figuras espaciais
por meio de transformacdes geométricas. A primeira parte teve por objetivo discutir o
conhecimento matematico para: construir uma descricéo para figuras planas e para figuras
espaciais (KoT - propriedades do tépico figuras geométricas), descrever quais figuras
podemos rotacionar e quais sao as condi¢des necessarias e suficientes para realizar uma
rotacdo no plano e no espaco tridimensional (KoT - definicbes do tdpico rotagdes) e
descrever caracteristicas do resultado de uma rotacdo (KoT -procedimentos do topico
rotacOes). Tais objetivos eram abordados nas questfes que estdo apresentadas no quadro
a seqguir.

Quadro 1: Questdes da Parte 1 da TpF "figuras espaciais e rota¢des"

Parte Preliminar
1a) O que sdo figuras geométricas bidimensionais? Dé exemplos.
1b) O que séo figuras geométricas tridimensionais? Dé exemplos.
2a) Podemos rotacionar figuras geomeétricas bidimensionais? Dé exemplos.
2b) Podemos rotacionar figuras geométricas tridimensionais? Dé exemplos.
2¢) Para os dois itens anteriores, responda:
(i) de quais elementos precisamos para fazer uma rotacéo;

(ii) o que é formado a partir da rotacéo.

Fonte: acervo da pesquisa.

A Parte | da tarefa exibia uma tarefa proposta para 7.° ano do Ensino Fundamental,
associada ao objeto de conhecimentos “simetrias de translagdo, rota¢do e reflexdo” e
habilidade EF07MA21: “Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de
translacdo, rotacdo e reflexdo, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria
dindmica e vincular esse estudo a representagdes planas de obras de arte, elementos
arquitetonicos, entre outros” (BRASIL, 2018, p. 309).
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Figura 5: Parte | da TpF, Tarefa para os alunos

Tarefa: Vamos Rotacionar?

Em cada um dos itens abaixo, represente a figura formada a partir de todas as imagens formadas pela

[IFRIN

rotagdo a partir do eixo “r’:

o
—t

Fonte: acervo da pesquisa.

A partir desta tarefa para os alunos, propds-se a discussdo do conhecimento
pedagdgico do conteudo: dificuldades de alunos do resolver a tarefa (KFLM - pontos
fracos e fortes na aprendizagem matematica do topico de rotacdes) e possiveis producoes
incorretas de alunos para a tarefa (KFLM - formas de interacdo dos alunos no topico
rotacGes). Em relacdo ao conhecimento matematico, a tarefa foi ponto de partida para
aceder e desenvolver o conhecimento dos futuros professores relativamente a reconhecer
figuras espaciais construidas a partir de uma rotacdo (KoT definicdes de figuras
geomeétricas) e descrever condi¢cdes em que uma figura espacial é formada a partir de uma
rotacdo (KoT definicdes de figuras geomeétricas). Tais objetivos eram cumpridos com as

perguntas apresentadas no quadro a seguir:

Quadro 2: Questbes para os futuros professores na Parte | da TpF
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Parte |
3) Quais podem ser as principais dificuldades para resolver a tarefa anterior de alunos:
e Do 7° ano do ensino fundamental?
e Do 2°ano do Ensino Médio?
4) Esboce duas producdes incorretas de alunos para algum dos itens da tarefa “Vamos
Rotacionar”, uma de alunos do 7°ano, e outra de alunos do 2°ano do Ensino Médio.
5) Qual(is) da(s) figura(s) anteriores séo tridimensionais? Justifique.

6) Em geral, quando a figura formada por uma rotacéo é espacial? Justifique.

Fonte: acervo da pesquisa.

A Parte 1l da TpF trouxe um conjunto de producfes para a tarefa dos alunos
“Vamos rotacionar?” e teve por objetivo discutir 0s conhecimentos matematicos
revelados pelos futuros professores associados a: diferenciar figuras com interior
preenchido e ndo preenchido a partir de rotacfes (KoT caracteristicas do resultado do
topico rotacdes) e também discutir o conhecimento das conexdes entre uma rotacdo no
espaco e uma reflexdo no plano (KSM conexdes entre os topicos de rotacdes e reflexdes).

Figura 6: Parte Il da TpF

7) O professor Sérgio aplicou a tarefa “Vamos rotacionar?” com seus alunos do 7.° ano,
e obteve algumas producdes mostradas a seguir.

Para cada uma das producdes, indique:

a) Qual foi o raciocinio empregado pelo aluno, e se ele ¢ matematicamente adequado ou
n&o.

b) Fornega um feedback construtivo aos alunos (mais do que dizer se esta correto ou

Aline Jodo Matheus

incorreto, ao professor, cumpre dar sentido as resolugdes dos alunos de modo que possa,

posteriormente, auxilid-los na construcéo do seu conhecimento matematico)

Fonte: acervo da pesquisa.
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A implementacdo da TpF para a coleta das informacdes ocorreu em uma aula
de quatro horas. Ela foi aplicada em dois momentos: no primeiro, os estudantes resolviam
a tarefa em trios, com duragdo aproximada de uma hora e 20 minutos. O restante do tempo
foi destinado a discussdo em grande grupo. No primeiro momento da resolucédo da tarefa,
houve a formacao de cinco grupos.

As informacdes coletadas sdo provenientes de: (i) produgdes escritas dos futuros
professores a TpF proposta, que foram posteriormente transcritas; (ii) gravacdes em audio
e video das discussfes dos pequenos grupos e da discussdo plenaria da tarefa.

A anélise das informac0es foi feita com foco no conhecimento do professor com
base no modelo de conhecimento especializado do MTSK (CARRILLO et al., 2018), no
dominio do conhecimento matematico MK. Os audios e videos da dinamizacdo das
tarefas foram transcritos de forma integral, sendo os videos usados para complementar as
acOes e movimentos que ndo sdo perceptiveis com os audios (RIBEIRO; CARRILLO;
MONTEIRO, 2012). As transcri¢fes foram analisadas antes da analise conjunta com as
producdes escritas. Elas foram organizadas em trés colunas, a primeira com a numeracao,
a segunda, com o nome da pessoa que estava falando e a terceira com a transcricdo da

fala.

A transcricdo foi numerada linha a linha, com a numeracdo composta por duas
componentes: durante as discussfes em grupos pequenos sao organizadas no formato
[a.b], em que “a” é o nimero do grupo (de 1 a 5) e “b” ¢ o numero da linha da transcrigédo
daquele grupo. Nas discussdes da sessdo plenaria, a numeragdo ocorre com PL.c para a
TpF figuras espaciais e rotacfes, em que “c” é o nimero da linha da transcrigdo. Assim,
a numeracao 3.25 indica a 25.2 linha de transcrigéo do terceiro grupo, e a numeragdo PL15
indica a 15.2 linha de transcricdo da sessdo plenaria. A numeracao dos grupos de 1 a 5 foi

feita de forma aleatéria.

Quadro 3: Exemplo de transcricdo

Linha Nome Transcricéo

1.1 Paula Figuras bidimensionais... é que tém duas dimensoes.
1.2 Gabriela Duas dimensdes.

1.3 Paula Significa que ela ndo sai do papel? E um jeito de falar?
1.4 Juliano Sim, esta contida em um plano.

15 Paula Isso, pode ser?

1.6 Gabriela Pode ser.

1.7 Paula Como que escreve?
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1.8 Juliano Figura bidimensional... é figura que esta contida em um tnico

1.9 plano.

Fonte: acervo da pesquisa.

Foram usados parénteses para descrever acdes dos futuros professores ou
completar alguma ideia que ndo foi totalmente verbalizada na fala do futuro professor;
para designar acdes os trechos eram colocados em linhas diferentes da fala do futuro
professor e, para explicar uma fala, os parénteses eram inseridos na mesma linha. O
simbolo (...) é usado quando ha alguma interrupcdo na discussdo. Foi utilizado
“formador” e “formadora” para designar as participagdes do professor da disciplina e

“pesquisador” para designar o autor deste trabalho.

Ap0s este tratamento das transcri¢des, estas foram organizadas em um arquivo de
texto, separadas por grupo e por questdo e tratadas juntamente as produgdes escritas. Tais
producdes escritas foram reunidas por meio de imagens digitalizadas e complementadas
por transcricdes do conteddo escrito dessas imagens. Assim, 0 arquivo possuia, em
ordem, as resolucdes escritas e transcri¢des de Grupo 1 a questdo 1A da tarefa, resolucdes
escritas e transcri¢es de Grupo 2 a questdo 1A da tarefa, sucessivamente, até as respostas
do Grupo 5, e, em seguida, as respostas da questdo 1B, 2A, 2B, 2C, até a questdo 7 da

tarefa e transcricdo da discussédo plenéria.

Nesse arquivo, fizemos a identificacdo do conhecimento revelado pelos futuros
professores e identificacdo da categoria a qual pertence este conhecimento. Junto a
identificacdo do conhecimento revelado, usamos um conjunto de acrénimos para
identificar a categoria do modelo MTSK a qual este conhecimento pertence, e que
também identifica o subdominio de conhecimento. Uma tabela com os acrénimos usados

nesta pesquisa é apresentada abaixo:

Quadro 4: Acrdnimos usados nas categorias do modelo MTSK

Subdominios Categoria Acrénimo
Definitions KoTd (1,2, 3...)
Definitions, properties Properties KoTp
and foundations _
KoT Foundations KoTf
Registers of representation KoTr
Procedures KoTpc
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Phenomenology and applications KoTph

Fonte: acervo da pesquisa.

Assim, junto a identificacdo do conhecimento revelado, identificamos o acrénimo
que representa a categoria na qual este conhecimento esté situado. Trazemos um exemplo
na figura abaixo da identificacdo do conhecimento uso dos acrénimos na produgéo escrita

e transcrigéo.

Figura 7: Identificagdo do conhecimento revelado.

Imagem 1: Conhecimento revelado na producdo escrita do Grupo 1 para a questao 1A.
Lucot

~ 1020\ 5

a) Sdo Figuras geométricas contidas em um mesmo plano que possuam duas
dimens6es, uma largura e um comprimento. Retangulos, triangulos etc.

Conhecimento revelado:
Conhecer que figuras planas estdo contidas em um Unico plano [contidas em um mesmo
plano] — KoTp.
Conhecer que figuras planas possuem duas dimensdes espaciais [duas dimensdes, uma
largura e um comprimento] — KoTp.
Conhecer que retangulo é um exemplo de figura plana [retangulos] — KoTd.
Conhecer que triangulo é um exemplo de figura plana [triangulos] — KoTd.

Imagem 2: Conhecimento revelado na transcricdo do Grupo 1 para a questdo 1A.

Linha |Nome Transcricao

1.1 Paula Figuras bidimensionais... é que tém duas dimensoes.

1.2 Gabriela |Duas dimensdes.

1.3 Paula Significa que ela ndo sai do papel? E um jeito de falar?

1.4 Juliano Sim, esta contida em um plano.

1.5 Paula Isso, pode ser?

1.6 Gabriela |Pode ser.

1.7 Paula Como que escreve?

1.8 Juliano Figura bidimensional... ¢ figura que esta contida em um tnico
1.9 plano.

Conhecimento revelado:
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Conhecer que figuras planas possuem duas dimensdes espaciais [1.1; 1.2] — KoTp.

Conhecer que figuras planas estdo contidas em um plano [1.3; 1.4] — KoTp.

Conhecer que figuras planas estdo contidas em um unico plano [1.8-1.9] — KoTp.
Fonte: acervo da pesquisa.

No exemplo anterior, vemos conhecimento no topico de figuras geomeétricas,
somente. Quando é revelado conhecimento nos outros topicos da tarefa, realizamos a

andlise desta mesma forma, separando o conhecimento revelado em funcgéo dos tdpicos.

Feito o processo de identificacdo do conhecimento revelado, agrupamos a
descrigdo deste conhecimento em um outro arquivo, a fim de criar os descritores de
conhecimento (ZAKARYAN; RIBEIRO, 2018). Tais descritores tém por objetivo
sintetizar uma classe de conhecimento de um mesmo tipo, bem como permitir buscar e
verificar estes descritores de conhecimento em outros contextos. No trecho exemplificado

no quadro 6, surgiram os seguintes descritores de conhecimento.

Quadro 5: Exemplificacdo dos descritores de conhecimentos

Conhecimento Descritor

Conhecer que figuras planas estdo|KoTpl: Conhecer que existe um Gnico plano
contidas em um plano (KoTp). que contém uma figura plana.
Conhecer que figuras planas estdo

contidas em um anico plano (KoTp).

Conhecer que figuras planas possuem |KoTp2: Conhecer que o espaco ocupado por

duas dimensdes espaciais (KoTp). uma figura plana tem dimenséo igual a 2.

Conhecer que o retdngulo é um exemplo|KoTd1: Conhecer exemplos de figuras
de figura plana.

A . lanas.
Conhecer que o triangulo é um exemplo P

de figura plana.

Fonte: acervo da pesquisa.

Ao final da identificacdo de conhecimento revelado em uma questdo por todos os
grupos foi sintetizado o conhecimento com os descritores. Verificamos, desta forma, em
cada fase deste processo, se o conhecimento revelado ja é descrito por um dos descritores
criados e, caso néo seja, foram criados novos descritores que permitiram englobar este

conhecimento.
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Nesta etapa, foi construido um quadro diferente para cada um dos topicos da
tarefa, para proporcionar a sintese e organizagdo dentro de cada tépico. No exemplo

anterior, apresentamos um quadro referente ao topico de figuras geométricas.

Para a discussdo plendria tivemos um passo anterior de tratamento das
transcricdes, que envolveu a definicdo de episddios fenomenologicamente coerentes
(RIBEIRO et al., 2012). Tais episodios sdo periodos determinados da transcri¢cdo, com
um inicio e um final, e que possuem um objetivo de discussao especifico. A finalidade da
divisdo em episodios é facilitar a discussdo conjunta da sesséo plenaria com a resolugéo
das questbes das tarefas nos pequenos grupos, aproximando 0s momentos com objetivo

semelhantes em cada uma das partes.

O Quadro 7 traz um exemplo da transcri¢cdo de parte de um episédio com a
identificagdo do conhecimento associado a ele.

Quadro 6: ldentificagdo de conhecimento na discusséo plenaria.

Obijetivo: discutir as defini¢Bes de figuras planas e espaciais

PL.137 |Pesquisador |Bom, pensando nas figuras em si, como vocés definiram as

PL.138 figuras bidimensionais e tridimensionais?

PL.141 |Juliano Figuras bidimensionais a gente falou que seriam figuras contidas
PL.142 em um Unico plano. Figuras tridimensionais seria a negacéo disso.
PL.143 |Paula S6 que a gente deu mais caracteristicas, ele sé falou..., mas, tipo,
PL.144 figura plana ela vai ter comprimento e largura, e ai no outro ela ndo
PL.145 consegue ser posta apenas em um plano e ela tem comprimento,
PL.146 largura e altura.

PL.167 |Alberto A gente falou que é um conjunto de pontos, eles estdo contidos
PL.168 todos no mesmo plano, mas na verdade eu achei melhor do jeito que
PL.169 ela falou, que da para vocé... tem um plano que eles estdo todos no
PL.170 mesmo, como se fosse uma folha, que se tivesse duas dimensdes eu
PL.171 posso passar outros planos aqui, mas existe um que esta em todos eles.
PL.172 E as fronteiras deles delimitam uma area. O que eu tinha pensado, se
PL.173 VOCé pegar um ponto aqui.. vocé tem o plano, se pegar um ponto aqui,
PL.174 um aqui, um 14, um I4, um longe do outro, isso é uma figura? A gente
PL.175 pensou que ndo, tem que ter um contorno, assim, e ter uma area.

Conhecimento revelado:
Conhecer que figuras planas estdo contidas em um nico plano [PL.141-142] — KoTp.
Conhecer que figuras planas possuem duas dimensdes espaciais [PL.144; PL.169-PL170]
— KoTp.
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Conhecer que figuras espaciais ndo estdo contidas em um Unico plano [PL.144-PL.145]
— KoTp.

Conhecer que figuras espaciais possuem trés dimensfes espaciais [PL.145-PL146] —
KoTp.

Conhecer que figuras planas possuem uma fronteira [PL.172; PL.175] - KoTp
Conhecer que a fronteira de figura planas delimita uma &rea [PL.172; PL.175] — KoTp.

Fonte: acervo da pesquisa

Ao final da identificacdo do conhecimento revelado na tarefa plenaria novamente
nés analisdvamos se 0 conhecimento era descrito pelos descritores existentes e, caso
contrario, eram criados novos descritores de conhecimento. O quadro 8 mostra 0s novos
descritores criados para descrever o conhecimento revelado que néo era descrito pelos

anteriores.

Quadro 7: Novos descritores a partir do episodio da sesséo plenaria

Conhecimento Descritor

Conhecer que figuras espaciais nao|KoTp3: Conhecer que existe um Unico espacgo que

estdo contidas em um Unico plano contém uma figura espacial. Conhecer que nédo
existe um plano gue contém uma figura espacial.

Conhecer que figuras espaciais possuem | KoTp4: Conhecer que o espago ocupado por uma
trés dimensdes espaciais figura plana tem dimensdo igual a 3.

Conhecer que figuras planas possuem|KoTp5: Conhecer que figuras sdo delimitadas.
uma fronteira

Conhecer que a fronteira de figura|KoTp6: Conhecer que a fronteira de uma figura
planas delimita uma érea plana delimita uma area.

Fonte: acervo da pesquisa.

A apresentacdo das informacdes € feita de acordo com as questdes da tarefa,
discutindo em cada questdo o conhecimento revelado pelos grupos e o conhecimento
revelado durante a discusséo plenaria que é relacionado com o objetivo daquela questéo,
organizados de acordo com a particularidade de cada questdo. lIdentificamos o
conhecimento revelado em cada grupo, priorizando analise do conhecimento que
sintetizado por descritores que ainda ndo foram discutidos anteriormente. Dessa forma,
suprimimos discuss@es de um mesmo tipo de conhecimento quando aparecem em varios

momentos da tarefa.
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Estruturamos este capitulo em duas partes que correspondem a estrutura da tarefa:

inicialmente, a discusséo dos grupos de 2 a 3 integrantes, organizados pelas questdes da

tarefa e, depois, a discussdo plenaria.

DISCUSSAO NOS GRUPOS

Questdo 1A: O que sdo figuras geométricas bidimensionais? Dé exemplos

Iniciamos a discussdo sobre figuras planas a partir de grupos em cujas producdes

ndo foi possivel explicitar qual conceito figural foi empregado para estas figuras.

Trazemos a resposta do Grupo 1 a questdo 1a) da tarefa:

bidimensionais?”

Figura 8: Producdo do Grupo 1 a questdao 1A “O que sdo figuras geométricas

Imagem A — Producdo do Grupo 1
Yot

a) Sdo figuras geomeétricas contidas em um mesmo plano que possuam duas
dimensb6es, uma largura e um comprimento. Retangulos, triangulos etc.

Quadro A — Transcrigéo da discussédo do Grupo 1

Linha Nome Transcrigédo

1.15 Paula | Mas... eu ndo sei se ¢ uma problematizagdo desnecessaria,
1.16 mas uma reta é uma figura geométrica?

1.17 | Juliano | Sim

1.18 Paula | Entdo, mas ai... mas uma reta ndo € bidimensional, este € o
1.19 meu guestionamento.

1.20 |Gabriela | Uma reta acho que ndo.

1.27 | Juliano | Mas olhando por este lado também, uma reta pode estar
1.28 contida em varios planos. Uma reta pode descer assim,
1.29 [faz um gesto, indicando uma possivel diregdo da reta]
1.30 cortar outros planos, entendeu?

Fonte: acervo da pesquisa.
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Os futuros professores revelam conhecer que figuras geométricas estdo “contidas
em um plano” (imagem A), revelando, assim, conhecer a propriedade de figuras planas
(KoTpl: conhecer que figuras planas estdo contidas em um plano), associada a existéncia
de um plano que as contém (EUCLIDES, 2009). Revelam também conhecer que as
figuras geométricas possuem “duas dimensoes, uma largura e um comprimento” (imagem
A), mas ndo tornam explicita a necessidade de que sejam exatamente duas (KoTp2:
conhecer que figuras planas possuem duas dimensdes).

E essencial que, além de existir um plano que contenha a figura, que este plano
seja Unico e este € um conhecimento especializado do professor, pois sem essa unicidade
do plano existem outros elementos que estdo contidos em um plano, mas ndo sdo uma
figura plana como é o caso da reta. O grupo ndo revela explicitamente conhecer a
unicidade do plano, mas acrescenta uma caracteristica que exclui o caso da reta — possuir
comprimento e largura. Ao ndo explicitar a unicidade do plano que contém as figuras
planas, descreve também as figuras que estdo contidas em um plano, mas nao apenas em
um, como as faces de uma figura espacial, como o cubo, mas ainda assim néo exclui as
faces de uma figura espacial geomeétrica.

Durante a discusséo revelam um conhecimento associado a um contraexemplo de
figura plana — a reta (1.18-1.19; 1.28). Consideramos este um contraexemplo de figura
plana, pois a reta € um exemplo de algo que ndo € uma figura plana, pois isso pressupde
que figuras planas sdo limitadas (EUCLIDES, 2009), o que ndo é o caso da reta. Dessa
forma, revelam um conhecimento de um contraexemplo de figuras planas (KoTd1:
conhecer que a reta € um contraexemplo de figuras planas apesar de existir em 2D).

O grupo 4 também aborda caracteristicas semelhantes as discutidas pelo Grupo 1.

Figura 9: Producédo do Grupo 4 para a questao “O que sdo figuras

bidimensionais”
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a) E um conjunto de pontos que estdo contidos todos no mesmo plano, cujas fronteiras

delimitam uma &rea. Ex: tridngulo.

Fonte: acervo da pesquisa.

O Grupo 4 revela também conhecer que figuras planas possuem uma fronteira
(EUCLIDES, 2009) (KoTp3: conhecer que figuras planas possuem uma fronteira) e que
a fronteira das figuras planas delimita uma area (LIMA, 2011), revelando conhecimento
sobre estas propriedades das figuras (Kotp4: conhecer que a fronteira das figuras planas
delimita uma superficie com &rea). Notemos que a nocdo de uma figura plana possuir
uma area, empregada pelo Grupo 4, esta ligeiramente diferente da nocdo de possuir duas
dimensdes lineares, empregada pelo Grupol, pois esta Gltima esta relacionada a dimensao
do espaco ocupado pela figura, ou mesmo a quantidade de vetores linearmente
independentes necessarios para gerar este espaco (LIMA, 2020), enquanto possuir uma
area remete a uma superficie (EUCLIDES, 2009; LIMA, 2011), que ndo necessariamente

estdo contidas em um unico plano.

Em relacdo ao conceito figural formado pelos futuros professores sobre figuras
planas, ndo fica explicito se o grupo considera que estas figuras sao formadas somente
pela sua fronteira ou também pelo seu interior. Para o Grupo 1, as duas propriedades
reveladas (estar contido em um plano e possuir comprimento e largura) séo validas para
estes dois tipos de figuras. Para o Grupo 4, a propriedade revelada (a fronteira delimita
uma area) também ndo restringe a uma das op¢oes, pois ndo indica que a figura “possui
uma area” (ou seja, que é constituida por uma superficie que pode ser medida), somente
que sua fronteira delimita uma area, cuja superficie pode ou nédo fazer parte da figura.

Os préximos grupos explicitam em suas respostas um determinado conceito

figural para as figuras planas, sendo diferentes em cada um dos casos.

Figura 10: Producdes do Grupo 4 para a questdo “O que sdo figuras geomeétricas
bidimensionais”?

Imagem 1: Produg¢éo do Grupo 2

a) Todos os pontos que compdem a figura devem estar no mesmo plano, Ex: circulo e
centro/ tridngulo e pontos interiores.

Fonte: acervo da pesquisa.
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Os futuros professores revelam um conhecimento da caracteristica de que existe
um plano que contém uma figura plana (“Todos 0s pontos [...] devem estar no mesmo
plano”), conhecendo uma propriedade das figuras planas, e também revelam conhecer
exemplos deste tipo de figura (KoTd2: conhecer exemplos de figuras planas, como sejam
o circulo, triangulo). Nestes exemplos, o grupo indica que o conceito de figuras planas €
o de figuras constituidas somente por suas fronteiras, pois, nos exemplos, diferenciam os
pontos interiores da figura de sua fronteira, dando a entender que os pontos interiores (do

triangulo) ndo fazem parte da figura em si.

J& o Grupo 3 descreveu uma figura plana com caracteristicas de suas fronteiras,

explicitando o conceito destas figuras.

Figura 11: Resposta do grupo 3 a questdo “O que s@o figuras geomeétricas
bidimensionais™?
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Superficie interior delimitada por linhas. Ex.: circulo.

Fonte: acervo da pesquisa.

O grupo revela conhecer que figuras geométricas possuem uma fronteira
(EUCLIDES, 2009), e, em adicional, ao afirmar que figuras planas sdo delimitadas por
linhas, revelam um conhecimento sobre as fronteiras de cada uma dessas figuras (KoTp5:
conhecer que a fronteira de uma figura plana é delimitada por linhas). E diferente dizer
que a fronteira das figuras planas (o que usualmente chamamos de lados) constituida
somente por segmentos de retas ou por linhas, no geral, pois, no primeiro caso, temos
somente poligonos, e ndo outros tipos de figuras.

Cabe uma observacao de que o grupo ndo limita que figuras planas precisam estar
contidas em um plano, mas sim que sejam superficies (KoTp6: conhecer que figuras
planas sdo superficies), podendo assim que uma superficie ndo plana também seja uma
figura plana para este grupo.

Por outro lado, ao afirmarem que figuras planas sdo uma “superficie interior”, o

grupo delimita a figura como sendo formada pelas suas fronteira e interior (KoTd3:
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conhecer que figuras planas sdo formadas pela sua fronteira e seu interior), assim
definindo figuras planas de uma forma ndo ambigua (VODUSEK; LIPOVEC, 2014),
revelando um conhecimento sobre defini¢bes matematicas.

Dessa forma, a partir das propriedades elencadas, o grupo revela um
conhecimento associado a que o conceito figural de figuras planas esta4 associado as
figuras constituidas pela sua fronteira e interior, visto que figuras planas sdao um
subconjunto de uma superficie (que € preenchida), e é constituida pelo interior da
fronteira dessa figura.

Questdo 1B: O que sao figuras geométricas tridimensionais? Dé exemplos

Para esta questdo fazemos a organizacdo anterior, de discutir os grupos que nao
evidenciam o conceito de figuras planas, seguidos dos que o evidenciam. Trazemos
primeiramente a resposta do Grupo 1 a esta questdo, junto a uma discussdo do grupo

relacionando-a com a descri¢édo de figura plana apresentada anteriormente.

Figura 12: Resposta do Grupo 1 a questdo “O que séo figuras geométricas
tridimensionais™?

Imagem A — Producéo escrita do grupo 1
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2) a) Podemos rotacionar figuras bidimensionais?

Séo figuras geom que ndo estdo contidas em um Unico plano e que possuem 3
dimensdes, comprimento, largura e altura. Prismas, piramides.

Quadro A — Transcricdo da discussao do Grupo 1

Linha Nome Transcri¢édo

1.53 Paula B. Tridimensionais. Sai do papel, vai para o espago.

1.54 Juliano Sdo figuras geométricas contidas em um espaco (riem).

1.55 Paula Mas ai contida num espaco ndo faz sentido, porque uma reta
1.56 estd no espago, o ponto estd no espaco. Nao € so isso...

1.57 Entendi o problema que vocé tinha falado antes. Acho que a
1.58 ideia que faltou foi a negacéo, sdo figuras geométricas contidas
1.59 em um mesmo plano...

1.60 Juliano Deveria ser inteiramente contidas em um mesmo plano.
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1.61 Paula E, ela esta toda no plano. Mas n&o da para falar que ela esta
1.62 no espaco.

1.63 Juliano Entdo a figura que esta no espaco ndo esta contida

1.64 inteiramente no mesmo plano. Nao consigo conter um solido.

Fonte: acervo da pesquisa.

De forma semelhante a questdo anterior, o grupo revela conhecer que uma figura
espacial ndo esta contida em um espago (“ndo estdo contidas em um unico plano” — Figura
10), e também que as figuras espaciais possuem trés dimensdes lineares (“possuem 3
dimensoes, comprimento, largura e altura” — Figura 10). Tais aspectos remetem a
propriedades de figuras espaciais. A primeira delas que a figura estd contida em um
espaco e ndo pode estar contida em um unico plano, pois se fosse seria uma figura plana
(KoTp7: conhecer que figuras espaciais ndo estdo contidas em um unico plano). A
segunda diz respeito a dimensao do espago que contém a figura, que € exatamente trés
(KoTp8: conhecer que figuras espaciais possuem trés dimensoes).

A propriedade de ndo estar contida em um plano é mais complexa, porque, no
nosso mundo fisico, desconhecemos a existéncia de outros espacos tridimensionais
(LIMA et al., 2011), mas a efeito de definicdo, falta dizer que o espago que contém uma
figura tridimensional é Unico, a fim de excluir objetos unidimensionais e bidimensionais
desta descricdo. O que nao esta contido em um Unico plano sdo todos os objetos com
dimenséo diferente de 2, porque objetos unidimensionais estdo contidos em mais de um
plano, e objetos tridimensionais (ou com mais dimensfes) ndo estdo contidas em um
unico. A propriedade seguinte (“possuem 3 dimensdes, comprimento, largura e altura” —
Figura 5) que garante que a dimens&o da figura é igual a trés. Assim como ocorreu para
figuras planas, na descri¢do do grupo para figuras espaciais ndo se delimitou que figuras
geométricas sdo finitas, ndo excluindo todo o espaco tridimensional desta descricdo. Da
mesma forma, também ndo delimitam se as figuras sdo compostas somente pela fronteira
ou pela fronteira e o interior.

O Grupo 4 também apresentou uma resposta com propriedades semelhantes as das

figuras planas e ndo evidenciou o conceito figural de figuras espaciais:

Figura 13: Producéo do Grupo 4 para a questdo “O que sdo figuras tridimensionais?”
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delimitam um volume. EXx.: cubo.

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer, de forma analoga a figuras planas, que
as figuras espaciais possuem uma fronteira (EUCLIDES, 2009) e que esta delimita um
volume (LIMA, 2011), revelando conhecer estas duas propriedades de figuras espaciais
(KoTp9: conhecer que a fronteira das figuras espaciais delimita uma regido com volume
definido).

Da mesma forma como para as figuras planas, ndo estd explicito se as figuras
espaciais sdo formadas somente pela fronteira ou também pelo seu interior. As
propriedades reveladas pelo Grupo 1 (ndo estar contido em um plano e possuir
comprimento, largura e altura) e pelo Grupo 4 (todos 0s pontos estarem em um mesmo
plano e a fronteira delimitar um volume) permitem tanto figuras formadas por superficies,
por exemplo, um cubo formado somente pelos seis quadrados de sua fronteira ou figuras
com um interior preenchido, por exemplo, um cubo todo preenchido. Ainda é possivel, a
depender da forma como € entendido o conceito de figuras planas, que a fronteira das
figuras espaciais seja constituida somente por linhas (como no modelo de um cubo
constituido somente pelas suas arestas).

Os Grupos 2 e 4 também mostram descri¢Bes de figuras espaciais a partir dos

pontos que constituem estas figuras:

Figura 14: Producdo do Grupo 2 para a questdo “O que sao figuras geométricas
tridimensionais”?

Imagem 1 — Producéo do Grupo 2

b) Figuras em que podemos escolher 4 pontos que ndo estejam no mesmo plano. Ex: tetraedro/cubo.

Quadro A: Trecho da transcri¢do do Grupo 2

2.17 | Mério E isso que estou tentando melhorar a ideia. Se ambos tém uma figura
2.18 tridimensional, vocé pode encontrar conjuntos de guatro pontos que
2.19 ndo estdo no mesmo plano. Que, por outro lado, se vocé tem um

2.20 tetraedro, se vocé pegar os pontos do tridngulo da base eles estdo no
2.21 mesmo plano, mas sempre é possivel encontrar pontos em outro lugar
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2.22 no tetraedro, gue ndo estdo os quatro no mesmo plano. Eu acho que é
2.23 um bom critério para vocé dizer que esta na terceira dimensao.
Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores também revelam conhecer a propriedade de que figuras
espaciais ndo estdo contidas em um plano (KoTp7) e conhecer exemplos de figuras
espaciais (KoTd4: conhecer exemplos de figuras espaciais). Para expressar que ndo existe
um plano que contém uma figura espacial, os futuros professores mostram uma condigédo
minima para que 0s pontos ndo possam estar contidos em um plano, que é existir 4 pontos
(pertencentes a figura) que ndo estejam em um mesmo plano.

Porém, diferentemente do caso das figuras planas, o grupo ndo evidencia se 0
conceito de figuras espaciais é constituido somente pela fronteira ou também pelo seu
interior.

O Grupo 3 traz uma descricdo para figuras espaciais com propriedades de mesma

natureza das que foram trazidas para figuras planas.

Figura 15: Resposta do Grupo 3 a questdo 1b) “O que sao figuras geométricas
tridimensionais™?
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Espaco interior delimitado por superficies. EX.: esfera.

Linha Nome Transcricdo
3.40 Pedro O que é uma casca?
3.41 Carlos A casca ndo € uma superficie... ndo é uma figura geométrica
3.42 tridimensional.
3.43 Pedro E, entdo, a casca ndo seria uma figura plana
3.44 Carlos E aberta.

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer que figuras geométricas espaciais
possuem uma fronteira, e a fronteira das figuras espaciais sao delimitadas por superficies
(KoTpl0: conhecer que a fronteira de figuras espaciais é formada por superficies). De
forma analoga como aconteceu com figuras planas, considerar que as fronteiras das
figuras espaciais sdo superficies, e ndo somente planos, permite que sejam classificadas

como figuras espaciais outras figuras além de poliedros, como esferas e cilindros.
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Ao afirmarem que figuras planas sdo uma “superficie interior” e que as espaciais
sdo um “espago interior”, delimitam que consideram a figura como sendo formada pelas
suas fronteira e interior (VODUSEK; LIPOVEC, 2014), relevando um conhecimento
sobre a definicdo destas figuras (KoTd5: conhecer que as figuras geométricas sao
formadas pela sua fronteira e seu interior). Dessa forma, este grupo também evidencia
qual é o conceito figura considerado para figuras espaciais.

Os objetos denominados pelo grupo como “cascas”, que constituem a fronteira
de figuras espaciais, ndo podem ser considerados figuras espaciais, da forma como estéo
aqui definidas pelo grupo, pois apesar ndo existir um tnico plano que contém estas figuras
(eles estarem no espaco), elas ndo delimitam uma regido do espaco, como as figuras
espaciais fazem. 1sso serd percebido pelo grupo ao longo da discussao da tarefa.

Na producao do grupo para figuras planas (“Superficie interior delimitada por
linhas” — Figura 4), ndo ficou delimitado que figuras planas precisam estar contidas em
um plano, em um espaco euclidiano bidimensional (LIMA, 2020); entdo, a figura plana
poderia estar contida em um espaco de dimensdo maior que dois. Esse problema néo
ocorre para a descrigdo de figuras espaciais (“ESpaco interior delimitado por
superficies™), pois estas figuras estdo contidas em um espago de dimensio 3, e ndo mais
que isso, tornando, assim, a descricdo do grupo uma definicdo completa para figuras

espaciais.
Questdo 2A: podemos rotacionar figuras bidimensionais? Dé exemplos.
No item A da questdo 2, alguns dos grupos trataram a rotacdo de figuras planas

como restrita a rotagdes no plano (Grupos 1, 2 e 5). Trazemos 0 exemplo da resposta do

Grupo 1.

Figura 16: Respostas do Grupo 1 a questdo 2a), “Podemos rotacionar figuras planas?”

Imagem A: Resposta escrita do Grupo 1
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Quadro A: Trecho da transcri¢éo do Grupo 1
Linha Nome Transcricao
1.75 Paula Ok. Podemos rotacionar figuras bidimensionais?
1.76 Juliano Rotacionar tipo s6 rodar?
1.77 Gabriela Mas sera que ndo é rodar assim?
1.82 Juliano Podemos. Desde que ela continue no plano. Se a gente pode
1.83 rodar vetores.
1.84 Paula Podemos rotacionar ela desde que a rotagdo seja no mesmo
1.85 plano em que ela ja pertencia inicialmente.
1.86 Juliano Aham, desde que ela continue no mesmo plano.

Fonte: acervo da pesquisa.
O grupo revela conhecer que o fendmeno da rotacdo esta relacionado ao ato de

girar (1.77) e também que, na rotacdo de figura plana em um plano, as imagens iniciais e
finais na rotacdo pertencem a este mesmo plano (1.84-1.86), mostrando conhecimento
desta propriedade (KoTphl: conhecer que a rotagéo esta ligada ao ato de girar; KoTpl1l:
conhecer que as imagens iniciais e finais de uma rotacdo no plano estdo em um mesmo
plano). Matematicamente, podemos afirmar que existe um plano que contém as imagens
iniciais e finais da rotagcdo de uma figura plana em um plano (RESENDE; QUEIROZ,
2008).

Os futuros professores revelam conhecer a rotacdo no plano de um quadrado e
conhecer a rotacdo no plano de um tridngulo, revelando conhecer exemplos deste tipo de

rotacdo (KoTd6: conhecer exemplos de rotacdo de figuras planas no plano).

Além disso, revelam conhecimento sobre algumas notacGes necessarias para a
representacdo desta rotacao: a representacéo das imagens iniciais e finais da rotacdo sao
feitas de forma separada, sem sobreposicao; ha o uso de notagcdo para nomear 0s veértices
das imagens do quadrado e do triangulo (quadrados ABCD e A’B’C’D’, e triangulo ABC
e A’B’C’) indicando notacdes diferentes antes e apds a rotacdo, mas que relacionam os
vertices correspondentes destas figuras (KoTrl: conhecer uma notacdo para representar
0s Vértices correspondentes de figuras planas em uma rotacdo no plano); e revelaram
também conhecer o uso de uma seta que indique o sentido e dar ideia de movimento para
esta transformacao geométrica ((RESENDE; QUEIROZ, 2008). Dessa forma, os futuros
professores revelam conhecer diversas caracteristicas necessarias para representar a
rotacdo no plano por meio de um desenho (KoTr2: conhecer uma notacéo para representar

0 movimento de giro em uma rotacdo no plano).

O Grupo 2 também revela 0 mesmo conhecimento de uma rotagdo no plano e

revela conhecer exemplos de rotagoes de figuras planas.
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Figura 17: Trecho da transcricdo do Grupo 2 a questdo “Podemos rotacionar
figuras bidimensionais?”.

Linha | Nome Transcricido
2.36 | Mario | Dé um exemplo de rotacdo. 6, eu adoro assim, e que sao coisas da
2.37 escola, vocé tem um triangulo equilatero, se vocé rotacionar ele 60°
2.38 vOCé encontra outros trés pontos que sdo de um hexagono, por
2.39 exemplo, a estrela de Davi né. E uma rotagao.
[...]
2.44 | Mario | Vocé vira de cabeca para baixo, na verdade. N&o precisa nem virar
2.45 de cabeca para baixo, basta 60° mesmo. Esse vem para baixo, esse
2.46 vem para c4 e esse vem para c4, e fica a estrela de Davi. E uma
2.47 rotacéo.
[..]
2.53 | Mario | O quadrado se vocé rotacionar 45° vocé encontra 0s outros 4 pontos
2.54 gue sdo do octdgono.
[..]
2.57 | Mario | Vai dobrando, de trés passa para seis.

Fonte: Acervo da pesquisa.

Este futuro professor revela conhecer a rotagdo no plano de um tridngulo
equilatero (39-40), evidenciando o conhecimento de um exemplo deste tipo de rotagédo
(KoTd7: conhecer o exemplo da rotacdo de 60° de um triangulo equilatero no plano).
Apesar de ndo mencionar explicitamente, considera esta rotacdo a partir do centro do
triangulo equilatero, e, dessa forma, ao rotacionar 60°, os vértices encontram-se em uma
bissetriz do angulo central da figura inicial — o que leva a formar um hexagono regular.
O futuro professor revela conhecer que, sendo a rotacdo efetuada desta forma, os vértices
dos tridngulos iniciais e finais formam um hexagono (KoTpcl: conhecer o resultado da

rotacdo de 60° de um triangulo equilatero no plano).

Nas linhas 41 e 42, revela conhecer o exemplo da rotacdo no plano de um
quadrado por um angulo de 45° - quando o centro de rotacdo € a intersecdo das diagonais
(KoTd8: conhecer um exemplo da rotacdo de 45° de um quadrado no plano). Ao
identificar que os vértices do quadrado inicial, transformados pela rotacdo, formam um
octogono, revela também um conhecimento sobre caracteristicas do resultado desta
rotacdo (KoTpc2: conhecer o resultado da rotacdo de 45° de um quadrado no plano).
Quando o futuro professor identifica que a quantidade de vértices “vai dobrando, de trés
passa para seis” (58), ele analisa um padrdo que ocorre ao rotacionar figuras regulares e
faz uma generalizacdo (KoTpc3: conhecer que ao unir os vertices das imagens iniciais e
finais de figuras planas regulares rotacionadas obtemos nova figura regular com o dobro

de vértices).
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O Grupo 5 também associa a rotagdo de figuras planas no plano e faz uma
referéncia da Geometria Analitica para abordar esta rotacgéo.

Figura 18: Producdo do Grupo 5 para a pergunta “Podemos rotacionar figuras

bidimensionais?”

2) Sim. Elipse, s6 multiplicar pela matriz rotacdo. (Matriz)
Fonte: Acervo da pesquisa

Os futuros professores revelam conhecer o exemplo da elipse como figura que
pode ser rotacionada, evidenciando um conhecimento acerca de exemplos de figuras
planas que podem ser rotacionadas (KoTd9: conhecer que a elipse € uma figura plana que
pode ser rotacionada), e fazem alusdo a uma matriz de rotagdo, que é um recurso que
pode ser utilizado quando se tem um sistema de referéncia, como o plano cartesiano, para
se estabelecer coordenadas e fazer transformacdes, como a rotacdo (DELGADO et al.,
2013) e, dessa forma, fazem o uso de um sistema de referéncia para auxiliar na existéncia
da rotacdo (KoTpl2: conhecer que a rotacdo pode ser feita atraveés de um sistema de

referéncia como o plano cartesiano, a partir de uma matriz de rotacao).

Ja o Grupo 3 revelou conhecimento acerca de revolucao de figuras planas nesta
questdo. Tal conhecimento foi adequado a revolucdo de figuras planas, porém néo diz

respeito a rotacdo destas figuras.

Figura 19: Producéo do Grupo 3 para a pergunta “Podemos rotacionar figuras
bidimensionais?”.

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 3
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Sim, ao rotacionarmos um triangulo isosceles ou retdngulo em relagdo a altura, obtemos
um cone.

Quadro A: Trecho da transcricéo do Grupo 4

Linha Nome Transcricdo

3.59 | Carlos Por isso eu pensei em paraboloides e hiperboloides
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3.60 | Pedro Acho que vocé pode.

3.61 | Carlos Se vocé rotacionar um circulo, da uma esfera.

3.62 | Pedro Ai depende de como vocé rotaciona.

3.63 | Carlos [inaudivel]

3.64 | Pedro N&o, ndo, tipo sei 14, se vocé rotacionar um circulo no proprio
plano

3.65 ndo vai mudar em nada. Agora se Vocé girar o circulo ao eixo...

[..]

3.76 | Carlos Rotacionar um tridngulo vira um cone.

3.77 | Pedro E.

3.78 [Carlos escreve a resposta]

3.79 | Pedro Um tridngulo retangulo.

3.80 [Carlos escreve a resposta]

3.81 | Carlos N&o precisa ser retangulo.

3.82 | Pedro Para dar o cone... precisa ser retangulo.

3.83 | Carlos N&o, precisa ser isosceles so.

3.84 | Pedro N&o, ndo, precisa ter uma linha reta, sendo ndo consegue
rotacionar

3.85 de um jeito que vai virar um cone.

3.86 | Carlos Qualquer triangulo isésceles funciona.

3.87 | Pedro Girando um cone? Ah, entendi. Se vocé rotacionar em relacao a

3.88 altura, e ndo em relacdo ao eixo. Sim. Verdade.

Fonte: Acervo da pesquisa

Os futuros professores deste grupo revelam conhecer alguns exemplos de
revolucéo de figuras: que a revolugédo de um circulo pode gerar uma esfera (3.61); que a
revolucéo de um circulo pode gerar o proprio circulo (3.64), e também que paraboloides
e hiperboloides podem ser construidos a partir da revolucdo de uma figura plana (3.59),
evidenciando conhecer exemplos de figuras que podem ser geradas a partir de revolugédo
(DOLCE; POMPEO, 2009), revelando um conhecimento sobre figuras que podem ser
geradas desta forma (KoTd10: conhecer exemplos de figuras que podem ser geradas a
partir da revolucdo de uma figura plana). Como o grupo denomina por rotacdo (linhas
3.61 e 3.64) a revolucdo de figuras planas, entendemos que ha um equivoco quanto ao
significado de rotacdo, pois ndo estd empregado aqui como uma transformacdo que
mantém as caracteristicas da figura e altera sua posicdo (RESENDE; QUEIROZ, 2008),

mas sim como transformacao que constréi uma nova figura (DOLCE; POMPEOQ, 2009).

O grupo também discutiu sobre a revolucdo de um triangulo a partir de sua altura
(3.76-3.88), abordando quais as caracteristicas necessarias para que o tridngulo gerasse
um cone de revolugdo. Inicialmente, o grupo revelou conhecer que a revolugdo de um
triangulo retangulo a partir de uma de suas alturas gera um cilindro (3.79) e, depois,

revelam conhecer que 0 mesmo também € valido para tridngulos is6sceles (3.83). Porém,
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tal fato ndo é valido para todos os tridngulos isésceles, somente os que possuem todos 0s
angulos menores que 90°, pois, neste caso, a altura em relacdo a qualquer lado é interna
ao tridngulo, enquanto no caso de ter um angulo maior que 90° a altura pode ser externa
ao triangulo, e, nesse caso, a revolucdo em torno da altura deste lado ndo gera um cone,

como podemos ver na figura a seguir.

Figura 20: Representacdo da altura de tridngulos isdsceles.

Imagem 1: Tridngulo is6sceles Imagem 2: Tridngulo is6sceles
acutangulo obtuséangulo.

Fonte: acervo da pesquisa.

Assim, o grupo revela conhecer o resultado da revolucdo de um tridngulo
retangulo e um triangulo isdsceles acutangulo em torno de sua altura, revelando um
conhecimento sobre o procedimento da revolucdo de figuras planas (KoTpc4: conhecer
que o resultado da revolucdo de um triangulo pode ser um cone). Também € evidenciado
um conhecimento sobre a classificacdo de tridngulos em relacdo aos lados e em relagéo a
angulos (DOLCE; POMPEO, 2009), revelando conhecer uma conexdo auxiliar a

revolucéo de figuras planas.

O Grupo 4 foi um dos gque ndo restringiu a rotacao de figuras planas a um plano
e, a0 pensar nos possiveis tipos de rotacdo, evidenciou elementos necessarios para a

realizacdo dessas rotacoes.

Figura 21: Producdo do Grupo 4 para a pergunta “Podemos rotacionar figuras planas?”

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 4
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b) E figuras tridimensionais? FA
Sim. A rotacao depende de uma referéncia. Para rotacionar dentro do mesmo plano, a referéncia é
um ponto. Para rotacionar no espaco, a referéncia € uma reta.

Quadro A: Trecho da transcricdo do Grupo 4

Linha | Nome | Transcricio




63

4.14 Alberto E da tanto para rotacionar no plano, né, guanto da para rotacionar no
4.15 espaco. Dai tipo, vocé tem um plano e faz a revolucao.

[.]

4.2 Alberto O que eu pensei €, por exemplo, vocé tem esse plano aqui, pega
4.22 esse eixo aqui e forma um cilindro, esta ligado?

[.]

4.3 Alberto E que n3o esta falando de revolucéo, s6 esté falando do rodar.

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores evidenciam conhecimento de condi¢cdes necessarias para
rotacdo no plano (Imagem A) revelando conhecer que é necessario estabelecer um ponto
como origem para a rotagdo de figuras planas em um plano (RESENDE; QUEIROZ,
2008), evidenciando conhecimento sobre a definicdo desta rotagdo (KoTd11: conhecer
que a origem da rotacdo no plano é um ponto). Ao darem um exemplo deste tipo de
rotacdo, os futuros professores revelam conhecimento de notacOes adequadas para
representar esta rotacdo, desenhando separadamente as posicdes iniciais e finais da
rotacdo e nomeando os Vértices da figura rotacionada (BLANCO, et al., 2019)
evidenciando um conhecimento sobre representaces de figuras planas em um plano

(KoTr3: conhecer uma notacdo para a representacdo de rotacdo de figuras planas).

Ao discorrer sobre a rotacdo de figuras planas em um plano, o grupo néo
mencionou explicitamente a necessidade de se estabelecer um angulo para a rotacao
(RESENDE; QUEIROZ, 2008), o que tornaria a definicdo completa da rotacdo, e em
relacdo a representacdo no plano, o grupo nao distinguiu os vértices da imagem inicial e
da imagem final da rotacao, por exemplo com A’, B’, C’ ¢ D’ (BLANCO et al., 2019).

Em relacdo a rotacdo de figuras planas no espaco (Imagem A), o grupo revela
conhecer que é uma condicdo necessaria para realizar esta rotacdo uma reta como origem
para a rotacdo (RESENDE; QUEIROZ, 2008), conhecendo parte da defini¢cdo desta
rotacdo (KoTd12: conhecer que a origem de uma rotacao no espaco € uma reta) e revela
também conhecer uma representacao no plano para a rotacdo de um triangulo no espaco

(KoTr3: conhecer uma representacdo para rotacao de figuras planas no espaco).

No entanto, antes de finalizar a resposta sobre rotacéo de figuras planas no espaco,
0 grupo confunde esta rotacdo com a revolucdo de figuras planas no espaco (4.14-4.15;
4.21-4.22), tomando isto como sinénimo de rotacdo de figura plana no espago. Dessa
forma, na imagem A e linhas 4.21-4.22, eles revelam conhecer a existéncia da revolucao
de figuras planas, de uma condicéo necessaria para a sua existéncia, que é uma reta como

origem, e também um exemplo de revolucdo de um, formando um cilindro retangulo
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(DOLCE; POMPEO, 1995), revelando conhecimento sobre a definigcdo de revolucdo de
figuras planas (KoTd13: conhecer a revolugéo de figuras planas; KoTp13: conhecer que
a origem para revolucdo de figuras planas € uma reta; KoTpc5: conhecer que a revolucao

de um retangulo pode gerar um cilindro).

Questao 2B: Podemos rotacionar figuras tridimensionais? Dé exemplos.
Relativamente a4 questdo “Podemos rotacionar figuras geométricas
tridimensionais? D& exemplo”, este grupo apresenta um exemplo da rotacdo de um cubo:
Figura 20. Produgdes do Grupo 2 para a pergunta “Podemos rotacionar figuras

geométricas tridimensionais? Dé exemplo”™.

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 2

Sim. Cubo dentro de uma esfera pode ser rotacionado e visto de formas diferentes.

Quadro B: Transcricao da discussdo do Grupo 2

2.80 Mario Vocé pode imaginar o cubo dentro da esfera, e vocé pode muda
0S

2.81 vertices dele de lugar sobre a esfera.

2.82 Paula Esté rotacionando no centro, né?

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer um exemplo (Imagem A) deste tipo de
rotacdo (KoTd14: conhecer exemplos de rotacdo no espaco de figuras espaciais) e
explicitam que a rotacdo tem de possuir um centro de rotacdo — a origem — e que aqui
corresponde ao centro do quadrado (82) — intersecdo das diagonais (KoTpl4: conhecer
que a rotacdo possui uma origem). Dessa forma, o grupo revela conhecer que o cubo
dentro de uma esfera pode rotacionar, mas que esta rotacao nao possui uma imagem Unica,
podem mudar a posicdo a cada rotacdo diferente, pois a rotacdo no espaco ndo esta
unicamente definida a partir de um ponto.

Os futuros professores também revelaram um conhecimento acerca de rotac6es

associado a serem isometrias e construirem imagens congruentes as iniciais ao dizer que
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0s vértices mudam de lugar sobre a esfera (2.80) — mas ndo alterando a figura, revelando
conhecer esta propriedade (KoTpl5: conhecer que a imagem final de uma rotacdo é
congruente & imagem inicial).
As condicBes necessarias para se realizar uma rotagdo de figuras espaciais também
séo discutidas pelo Grupo 4.
Figura 21: Transcri¢do do Grupo 4 a questao “Podemos rotacionar figuras

geomeétricas tridimensionais?”

Linha Nome Transcricdo

4.85 Antbnio | Figuras tridimensionais € a mesma coisa, VOcé consegue rotacionar
4.86 a partir de um ponto, linha, ou até a partir de um plano vocé consegue
4.87 rotacionar, vocé pode pegar um plano de referéncia e rotacionar a
4.88 partir de um plano. Uma figura tridimensional.

[.]

4.9 Antonio | E que no caso voce teria que pegar um dos lados do cubo, na

4.99 verdade. Fixa um dos lados do cubo e fica rodando aqui. E seria
4.100 praticamente a mesma coisa gue pegar uma reta no meio e girar.

[.]
4.12 Antdnio | Acho que a divida, na real, é na referéncia, a rotacdo ela existe a
4.128 partir de uma referéncia, assim como no plano. Seria importante vocé
4.129 dizer gue com a rotacdo vocé produz outra figura, na verdade, é
4.130 sempre outra figura, ndo é a mesma. Por exemplo, vocé deu esse
4.131 ponto, ABCD, vocé rotaciona, vai ter outra figura, vai ser
4.132 completamente diferente. Com a rotacdo vocé faz outra figura,
4.133 sempre, independente dos graus de rotacdo. VVocé consegue rotacionar
4.134 a partir de um ponto e 0s graus de rotacdo, vocé mede a rotacdo a
4.135 partir dos graus.
4.136 Alberto | Sé a de 360 [graus] que é a mesma, né.
4.137 Antbnio | Multiplos de 360, ou dois pi.

Fonte: Acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer elementos necessarios para fazer uma
rotacdo de figuras espaciais (4.86), pode ser um ponto, uma reta, ou um plano (DOLCE;
POMPEO, 2009), evidenciando um conhecimento sobre condi¢cdes necessarias para
definir uma rotacdo (KoTd15: conhecer que a origem da rotagdo no espago é uma reta;
KoTd16: conhecer que é possivel realizar uma rotacdo no espaco em torno de um ponto).
No entanto, a rotacdo ndo € valida em todos os casos: quando a origem é um ponto, a
rotacdo ndo é unicamente definida somente com um angulo (DOLCE; POMPEOQO, 2009).
Os futuros professores percebem que a rotagdo a partir de um plano nédo é possivel uma
vez que a situacdo que imaginavam era equivalente a rotacdo em torno de uma reta (4.99).
Dessa forma, eles revelam conhecer que um eixo é uma condicdo necessaria para
rotacionar uma figura espacial. E necessario ainda estabelecer um angulo para definir uma
rotacdo, o que € revelado em seguida (4.133-4.134), revelando outra condi¢do necesséria

(KoTd17: conhecer que é necessario definir um angulo para a rotacdo no espaco).
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Em resposta final a questdo, o Grupo 1 apresenta um exemplo de rotagdo no
espaco de figuras espaciais, mas, durante a discusséo do grupo, houve o levantamento de
figuras formadas por resolugdo como exemplo de rotacdo de figuras espaciais, ligando
tais figuras ao resultado da revolucéo de figuras planas no espaco.

Figura 22: Transcri¢do do Grupo 1 a pergunta “Podemos rotacionar figuras

tridimensionais?”

Linha| Nome | Transcrigio
1.118 Paula | Pode girar a gente pode, é que dependendo do eixo que a
1.119 gente pegar a gente vai... € que a figura permanece a mesma, s
1.120 vai mudar a posicao dela no espago.

[...]
1.12 Paula | Mas essa aqui, "desde que ela pertenca a0 mesmo plano que
1.126 pertencia originalmente" ndo é verdade, porque a gente pode tirar
1.127 ela do plano, a Unica coisa € que ela vai pertencer a um outro
1.128 plano. Mas a gente rotacionou ela, ndo rotacionou?

[...]
1.14 Juliano Eu pensei agora nos solidos de revolugdo, vocé tem uma
1.149 figura plana, vocé gira ela e forma um sélido.
1.150 Paula E isso também ¢é rotacionar, ndo é?
1.151 | Juliano E rotacionar.

Fonte: Acerto da pesquisa.

Neste trecho, os futuros professores revelam conhecer que € necessario um eixo
para realizar a rotacdo de uma figura espacial (1.118) e também que a imagem final da
rotacdo mantém as caracteristicas de tamanho e angulos desta figura (1.119), revelando
conhecer uma propriedade de uma rotacdo no espaco, e o fato de a rotagdo ser uma
isometria (RESENDE; QUEIROZ, 2008), respectivamente, revelando um conhecimento
sobre propriedades de uma rotacéo de figuras espaciais (KoTp16: conhecer que a origem
da rotacdo no espaco € uma reta; KoTpl7: conhecer que as imagens finais e iniciais de

uma rotacdo sdo congruentes).

Ao refletir sobre a necessidade de as imagens iniciais e finais da rotacdo estarem
em um mesmo plano, os futuros professores revelam conhecer a possibilidade de uma
rotacdo no espaco em que a imagem final pertenceria a outro plano em relacdo a imagem
inicial (1.127-1.128). Isso revela um conhecimento sobre os tipos possiveis de rotacdo
(RESENDE; QUEIROZ, 2008), sendo um conhecimento sobre a definicdo da rotacédo

(KoTd18: conhecer a rotagdo de figuras planas no espago).
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O grupo também revela conhecer a existéncia dos solidos de revolucdo (1.148),
que seriam um caso particular de figuras geradas por revolugdo que possuem interior
preenchido (VODUSEK, LIPOVEC, 2014) e que acontece com a revolucao de uma figura
plana, em relacdo a um eixo ndo coplanar a esta figura (DOLCE; POMPEO, 2009) -
embora isso ndo tenha sido mencionado explicitamente - revelando um conhecimento
sobre a existéncia deste tipo de transformacéo (KoTd13: conhecer a revolucao de figuras
planas). Em adicional, ao revelar que a figura formada é um solido (1.149), revela um
conhecimento sobre a caracteristica da figura formada a partir da revolugdo (KoTpc6:
conhecer que a revolugdo de figuras planas pode gerar um sélido).

Questdo 3: Quais podem ser as principais dificuldades para resolver a
tarefa “Vamos rotacionar”.

Nesta questdo, ao apontarem possiveis erros de alunos para a tarefa “Vamos
rotacionar?”, os futuros professores abordaram aspectos tanto dos tépicos de figuras
geométricas quanto do topico de revolucédo de figuras geométricas. Vamos primeiramente

abordar os grupos que revelaram conhecimento acerca de figuras geométricas.

Figura 23: Producdes dos Grupos a pergunta 3 “Quais podem ser as dificuldades de

alunos ao resolverem a tarefa ‘VVamos rotacionar?’?”.

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 1
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Quadro A: Transcri¢do da discussdo do Grupo 1
Linha Nome Transcricéo
1.535 Gabriela Eu também acho, serd que eles iam pensar: "nossa, mas se esta
1.536 girando o ponto (item “a”), mas esta ficando vazado", ¢ uma
1.537 circunferéncia, ou se ele sd iria fazer um circulo também.
1.549 Paula Isso, exatamente. J& 0 segundo ano do médio, acho que a
1.550 dificuldade seria eles perceberem que pode ficar um buraco no
1.551 meio... (item “e”) acho que principalmente isso.

Quadro B: Transcrigdo da discussdo do Grupo 2
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Linha Nome Transcricdo

2.286 Mario de repente eles ainda ndo sabem que é um cilindro, e eles ndo

2.287 sabem o que diferencia um cilindro de um tronco de cone um pouco
2.288 diferente.

2.289 Jdlia E, esses dois (imagens “b” e “c””) por exemplo eles diriam a mesma coisa
2.290 ndo €. Esse aqui (imagem “e”) acho que também, diriam a mesma coisa
2.291 (que a imagem “f”).

Quadro C: Transcri¢do da discussdo do Grupo 3

Linha Nome Transcricdo
3.327 Pedro E, mas niio tanta. Essa aqui (item “d”), é esquisita de olhar, ¢ uma casca
3.328 muito torta, ndo tem casca em cima, ndo tem volume...

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores do Grupo 1 revelam conhecer a diferenciagdo de figuras
planas preenchidas e ndo preenchidas (Imagem A - Figura 23 ), ou figuras “vazadas”
(Quadro A — Figura 23), conhecer a diferenciacao de figuras espaciais preenchidas ou néo
(Imagem A), revelando conhecer a diferenciagdo de figuras constituidas somente pela
fronteira e figuras constituidas pela fronteira e seu interior (VODUSEK; LIPOVEC,
2014), um conhecimento ligado a defini¢do de figuras geométricas (KoTd19: conhecer a
diferenciacéo entre figuras constituidas somente pela sua fronteira ou pela sua fronteira e
interior), ¢ conhecer que algumas das figuras formadas na tarefa “VVamos rotacionar?” sao
abertas - “tem base” (Imagem A — Figura 23), revelando conhecer o que sdo figuras
abertas, (LIMA, 2007a), sendo um conhecimento sobre definicdes destas figuras

(KoTd20: reconhecer exemplos de figuras abertas).

Também ¢é evidenciado o conhecimento de que a revolucdo de um retangulo é
um cilindro vazado (DOLCE; POMPEO, 2009), no item “e¢” da tarefa “Vamos
rotacionar?”, revelando um conhecimento sobre caracteristica do resultado de uma
revolucdo (KoTpc7: conhecer que a revolugdo de um retdngulo pode ser um cilindro
vazado). Este conhecimento embasa o reconhecimento de figuras que ndo sdo convexas
(LIMA, 2007a), evidenciando que reconhecem este tipo de figura (KoTd21: conhecer
exemplos de figuras ndo convexas). Dessa forma, alguns conhecimentos sobre
caracteristicas do resultado de revolucdo de algumas figuras permitiram evidenciar
conhecimentos no tépico de figuras geométricas.

O Grupo 2 revela conhecer que a revolugdo de um segmento de reta forma um
cilindro (DOLCE; POMPEO, 2009), no item “b” da tarefa “VVamos rotacionar?” (2.286-

2.288) e também conhecer que a revolugdo de um segmento de reta forma um tronco de
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cone (DOLCE; POMPEOQO, 2009), no item “c” da tarefa “Vamos rotacionar?” (2.286-
2.288), revelando um conhecimento sobre caracteristicas de resultado de uma revolugéo
(KoTpc7: conhecer que a rotacdo de segmento de reta paralelo ao eixo de revolugédo pode
formar parte da superficie de um cilindro; KoTpc8: conhecer que a revolugdo de um
segmento de reta ndo paralelo ao eixo de revolucdo pode formar parte da superficie de
um tronco de cone). Rigorosamente, 0 mais correto é dizer que as figuras formadas sdo
superficies laterais de cilindro e de tronco de cone, fato que o grupo revelou conhecer
durante a resolugao da tarefa “VVamos rotacionar?”, apesar de ndo deixar explicito neste
momento. Assim como o0 grupo anterior, isso embasa o conhecimento em diferenciar um
cilindro de um tronco de cone, revelando um conhecimento sobre exemplo de figuras

espaciais e a diferenciacéo entre elas (KoTd4: conhecer exemplos de figuras espaciais).

O grupo revela conhecer que a revolucao de uma linha forma uma superficie curva
e aberta (DOLCE; POMPEOQ, 2009) no item “d” da tarefa “Vamos rotacionar?” (3.327),
evidenciando conhecer caracteristica da revolucdo de uma linha curva (KoTpc9: conhecer
0 resultado da revolucdo de uma linha curva e aberta sem intersecdo com o eixo de
revolucéo). Com isso revela conhecer a diferenciacdo entre uma figura formada somente
pela fronteira (“casca”) e pela fronteira e o interior (VODUSEK, LIPOVEC, 2014),
conhecer a diferenca entre uma figura aberta (“ndo tem casca em cima”) e fechada
(LIMA, 2007a) e também reconhecer figuras que ndo possuem um volume (LIMA, 2011),
mostrando um conhecimento respectivamente em reconhecer figuras preenchidas, figuras
abertas e figuras que ndo possuem um volume (KoTd19: conhecer diferenciacao entre
figuras constituidas pela sua fronteira e pela sua fronteira e interior, KoTd20: conhecer
exemplos de figuras abertas; KoTd22: conhecer exemplos de figuras que possuem

volume definido).

Abordando ambos os tdépicos de figuras geométricas e revolucdo de figuras
geométricas, o Grupo 4 discute sobre o uso de modelos tridimensionais para a

representacdo algumas situacoes.

Quadro 9: Transcri¢éo da discussdo do Grupo 4 para a pergunta “Quais podem ser as
principais dificuldades para resolver a tarefa “VVamos rotacionar?’?”

Linha Nome Transcricao

4430  Antbnio E, 0 que é uma figura plana? A régua é uma figura plana. O que é uma
4.431 figura tridimensional? Uma caneta. Ai generaliza agora, fala o que é
4.432 uma figura plana, esta contida no plano, é a maior defini¢do que consigo
4.433 dar.

4.522  Antbnio N&o, mas a ideia da furadeira € muito boa. VVocé pode fazer muita
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4.523 coisa com a furadeira. Vocé pode prender na furadeira o bagulho assim,
4.524 ai vocé gira e vai fazer a figura. Mas é muito da hora.

4,525 Gabriel Outra coisa € amarrar uma pedra num barbante e girar. Tirando que
4.526 ndo é um ponto fixo que vocé esta rodando, mas se vocé considerasse
4.527 que fosse um ponto fixo e o negdcio ficasse rodando voce ia ver que
4.528 um ponto e outro ponto formam um circulo.

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer que uma régua pode ser usada para
representar uma figura plana (4.430) e que uma caneta (4.431) pode ser usada para
representar uma figura espacial (PARZYSZ, 1988), revelando um conhecimento sobre
representacdes de figuras planas e espaciais por meio de modelos tridimensionais (KoTr4:
conhecer a representacao de uma figura plana por meio de modelo tridimensional; KoTr5:

conhecer a representacao de uma figura espacial por meio de um modelo tridimensional).

Ao usarmos estes modelos fazemos adaptacdes, pois todos 0s objetos existentes
no mundo real possuem trés dimensdes e, para representarmos figuras com dimensoes
menores, precisamos desprezar algumas dessas dimensdes. Ao representarmos um
retangulo com uma régua, ou com uma folha de papel, estamos desprezando a espessura
da folha, que, apesar de pequena, existe e é diferente de zero. O problema que
encontramos € o de definirmos e explicitarmos a dimenséo que é desprezada e a que ndo
é desprezada, pois uma caneta poderia também ser utilizada para representar um segmento
de reta, j& que a sua espessura é menor que o comprimento. Portanto, as representacdes

por modelos tridimensionais apresentam esse tipo de problema (PARZYSZ, 1988).

O grupo também revela conhecer que podemos usar uma furadeira para
representar a revolucdo de figuras (4.522-4.545), evidenciando um conhecimento de
representacdo de revolucdo de figuras por meio de modelos tridimensionais (KoTr6:
conhecer a representacdo da revolucao de figuras geométricas por meio de uma furadeira).
Salvo as consideracdes anteriores, este tipo de representacdo apresenta a origem de
rotacdo (na furadeira), a figura que estd sendo revolucionada presa a furadeira e também
possibilita a visualizacdo da imagem que sera formada, pois 0 movimento rapido da figura
permite que visualizemos o formato tridimensional da figura formada, por meio da unido

de cada uma das posi¢es infinitesimais possiveis.

J& 0 uso de uma pedra amarrada em um barbante possui 0s problemas de o eixo
de revolugdo n&o ser fixo, como relatado pelo Grupo (4.525-4.528) e também a sensacao
de movimento ndo é tdo precisa quanto de uma furadeira. O Grupo 1 aborda isso em sua

discussdo, pois relata que uma possivel dificuldade é reconhecer que a origem da
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revolucdo é fixa — “eixos como “coisas” fixas” (Imagem A), revelando conhecer esta
propriedade de revolugdo de figuras geométricas (KoTpl18: conhecer que a origem da
revolucdo de figuras geométricas é fixa). Enquanto a furadeira se limita a representar
figuras que tém intersecdo ao eixo de revolucdo, o fio permite que representemos figuras
sem intersecdo, porém é necessario fazer a distingdo do que é formado a partir do
movimento da pedra amarrada na ponta (a circunferéncia) e o que é formado a partir do
movimento do barbante (o interior do circulo), sendo necessario fazer essa distingdo
(FISCHBEIN, 1993).

Questdo 4: Esboce duas producdes incorretas que alunos para algum dos

itens da tarefa “VVamos rotacionar?”.

Nesta questdo, os futuros professores novamente revelaram conhecimento em
ambos o0s topicos de figuras geométricas e revolucdo de figuras geométricas.
Primeiramente, abordaremos o conhecimento revelado no tépico de figuras geomeétricas:

Figura 22: Producéo dos Grupos 1, 2 e 4 para a questao “Esboce duas producdes
incorretas (...)”

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 1
‘\.

b) (desenho) ndo é macico
Imagem B: Producéo escrita do Grupo 2

2° ano EM: no item e o aluno desenharia um cilindro normal sem o buraco
(desenho)
Quadro A: Transcricdo da discussdao do Grupo 4

4,561 | Antdnio Sexto ano talvez é isso aqui, acho que essa aqui seria a pior.
Talvez

4.562 fosse feito um cilindro normal, sem ser preenchido, sem a
falha né.

Fonte: acervo da pesquisa.



72

Os futuros professores do Grupo 1 mostram uma caracteristica associada a
diferenciacdo entre figuras constituidas somente pela sua fronteira ou também pelo
interior (FISCHBEIN, 1993), revelando conhecer esta diferenciagédo (KoTd19: conhecer
a diferenciacdo entre figuras constituidas somente pela sua fronteira ou pela fronteira e
interior). Os futuros professores dos Grupos 2 e 4 também diferenciaram figuras que
possuem parte “vazada” em seu interior (KoTd21: conhecer exemplos de figuras ndo

convexas).

Houve também discussdo de aspectos associados a revolucdo de figuras

geomeétricas.

Figura 23: Producéo dos Grupos 1, 2 e 3 para a questao “Esboce duas respostas
incorretas (...)”

Imagem A: Producéo escrita do Grupo 1

c) (desenho) ndo mantém as distancias em relagéo ao eixo.

Imagem B: Producéo escrita do Grupo 2

7° ano EF: girar o b em relagcdo a um eixo vertical

Imagem C: Producdo escrita do Grupo 3

ne

Quadro A: Trecho da transcri¢do do Grupo 3
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3.361 Pedro Um erro que eu tive, de talvez achar que isso aqui
3.362 ndo seria perpendicular ao 'r' (imagem “a”).
Fonte: Acervo da pesquisa.

Nas imagens A e B, os futuros professores abordam que um possivel erro dos
alunos é refazer a revolucao ndo mantendo a distancia entre a figura e o eixo. Dessa forma,
revelam conhecer que a distancia entre a figura e o eixo de revolucgdo é mantida (DOLCE;
POMPEDO, 2011), conhecendo assim essa propriedade (KoTp18: conhecer que a distancia

entre a figura geométrica e o eixo de revolugdo € mantida).

Os futuros professores do Grupo 3, de forma semelhante, abordam uma
caracteristica que também provém das distancias entre os pontos das figuras e o eixo de
revolucdo ndo ser mantido, mas evidenciando dessa vez que o plano que contém a figura
plana formada (no caso da revolucdo de um ponto) nédo é perpendicular ao eixo. Dessa
forma, evidenciam conhecer esta propriedade tambem (KoTpl19: conhecer que o plano
que contéem a figura plana formada pela revolucéo de um ponto é perpendicular ao eixo
de revolucdo).

Questdo 5: Qual(is) da(s) figura(s) anteriores [formadas na tarefa “Vamos
rotacionar?] séo tridimensionais? Justifique.

As respostas desta questdo estiveram, na sua maioria, relacionadas aos conceitos
de figuras planas e espaciais que 0s grupos revelaram na questdo 1. Os grupos que nédo
especificaram qual o conceito de figura plana ou espacial consideraram que todas as
figuras formadas entre os itens “b” ¢ “f” da tarefa “Vamos rotacionar?” geraram figuras

tridimensionais. Como exemplo destes grupos, trazemos as respostas do Grupo 1.

Figura 24: Producdo do Grupo 1 a questdo “Quais das figuras formadas na tarefa
“Vamos rotacionar?” sao tridimensionais?”.

Imagem A: producdo escrita do Grupo 1
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B, c, d, e, f sdo figuras tridimensionais pois ndo podem ser representadas em um unico
plano.

Quadro A: Trecho da transrigdo do Grupo 1

Linha | Nome | Transcrigio
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1.742 Paula | Essa daqui (letra b) vai ter comprimento, largura e altura, s6 que

na
1.743 verdade ela so vai ter altura e comprimento, porque se a gente
1.744 abrir ela é uma casca. Ela é bidimensional, ndo é?

1.751 Juliano | Mas isso ndo é uma figura tridimensional?

1.752 Paula | Entfo, eu ndo sei. E isso que quero ver.

1.753 | Juliano | Claro que é.

1.754 Paula | SO por ser a casca?

1.755 Juliano | Mas vocé consegue colocar isso desse jeito que esta no plano?

1.769 Paula | A gente pode justificar com a mesma justificativa que tinha
1.770 dado antes, porque ndo pode ser expressa em apenas um plano.
1.771 Juliano | Pode.

1.772 Paula | N&o, uma figura tridimensional ndo pode ser expressa em
1.773 apenas um plano.

1.774 | Juliano | Mas a casca pode.

1.775 Paula | N&o pode néo, porque a casca esta fechada, vocé teria que
1.776 abrir a casca, ai deixa de ser o que ele €. (...)

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer que as superficies laterais de cilindro ndo
possuem volume, mas possuem uma area definida (1.742-1.743), revelando o
conhecimento de que superficies possuem uma area definida (LIMA, 2011), configurando
uma propriedade sobre superficies (KoTp20: conhecer que uma superficie possui uma
area definida). Algumas destas superficies, que estdo no espago, por vezes, Sd0
confundidas com figuras planas por definirem uma area, apesar de nao estarem contidas
em um unico plano e poderem, em alguns casos, serem planificados. Os futuros
professores conhecem que quando planificamos uma figura, ou a superficie de uma
figura, temos uma representacédo diferente da figura original (1.775-1.776), revelando um
conhecimento sobre representacdes, ao diferenciar um objeto espacial de sua planificacédo
(KoTr7: conhecer a diferenciacdo entre uma figura geométrica e a sua planificacdo). O
grupo apresentou sua resposta ao relembrar da propriedade KoTp1 (conhecer que figuras
planas estdo contidas em um plano) e, a partir disso, classificaram todas as figuras que
ndo sdo possiveis de conter em um plano como figuras espaciais. Tal classificacdo foi
coerente com a definicdo dada na questdo 1, pois tanto figuras espaciais constituidas pela
sua fronteira quando pela sua fronteira e interior eram consideradas como figuras
espaciais, e ndo foi feita nenhuma consideracdo quanto as figuras serem abertas ou ndo
convexas.

O Grupo 2 acrescentou uma caracteristica aquelas dadas na questdo 1 para

responder a questdo 5.
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Quadro 8: Transcricdo da discussédo do Grupo 2 a questao “Quais das figuras formadas
na tarefa “VVamos rotacionar?” sio tridimensionais?”

Linha Nome Transcricido

373 Mario Para mim tudo é tridimensional, mas eu acho que ele quer dizer o
que

374 tem volume, ou que tem érea. Porque se é uma superficie lateral
ISSO

375 aqui so tem éarea, né.

(...)

392 Paula A figura “e” ¢ “f” né?

393 Mario E, "e" e "f". Foi assim que tem volume, s&o objetos com volume.

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam conhecer que as figuras formadas séo algo
tridimensional (KoTd23: conhecer exemplos de objetos tridimensionais) e que uma
“superficie lateral” possui uma area definida (KoTp20: conhecer que uma superficie
possui uma area definida). Além disso, acrescentam que uma figura espacial deve possuir
volume (LIMA, 2011), revelando mais uma propriedade de figuras espaciais (KoTp21:
conhecer que figuras espaciais possuem um volume definido). Além disso, eles
identificam as figuras “e” e “f” como figuras que possuem volume, conhecendo assim
exemplos deste tipo de figura (KoTd22: conhecer exemplos de figuras que possuem um
volume definido). Dessa forma, nesse momento da discusséo do grupo, eles consideram
que o conceito de figuras espaciais € de que sao constituidas pela sua fronteira e interior.
No entanto, vale ressaltar que, na resposta escrita do grupo, voltaram a considerar as
figuras “b”, “c” e “d” como espaciais devido ao conceito explicitado anteriormente.

De forma semelhante, o Grupo 3, que havia explicitado este conceito para figuras

espaciais também considerou somente as duas Ultimas figuras como espaciais.

Figura 25: Producdo do Grupo 3 referente a questao “Quais das figuras formadas na
tarefa “Vamos rotacionar?” sdo tridimensionais?”

Imagem A: Producdo escrita do grupo 3
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e ; ’e” e “f” Pois sdo as unicas que possuem volume no interior.
Quadro B: Parte da transcrigéo da discussdo do Grupo 3
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Linha | Nome | Transcrigio

395 Carlos | E que depende também, isso aqui é tridimensional mais ou
menos,

396 iSso aqui ndo tem volume.

397 Pedro N&o tem volume. E tridimensional porque esté inscrito no "xyz".
398 Carlos | Tipo assim, uma folha dobrada, €é tridimensional ou
bidimensional?

399 Pedro Como a gente define... volta na nossa primeira. Nossa primeira...
400 Carlos | Verdade...

401 Pedro Espaco interno delimitado por superficies... entdo uma Figura
402 Geométrica Tridimensional é um espaco... puts, nossa,
complicado.

Fonte: acervo da pesquisa.

O grupo discute que, com excegdo da imagem “a” da tarefa “VVamos rotacionar?”,
todas as outras seriam tridimensionais, porque ndo existe um plano que possa conter tais
figuras. Porém, quando retomam a descri¢cdo do grupo de que figuras espaciais sao um
“espaco interior delimitado por superficies”, as imagens “b”, “c” e “d” deixam de ser
consideradas figuras espaciais, porque nao sdo figuras, apesar de serem tridimensionais.
Tais figuras ndo sdo delimitadas, pois ndo definem um espaco interior a fronteira e um
espaco exterior a fronteira e, por isso, ndo sdo figuras geométricas, como uma
consequéncia de KoTp3 (conhecer que figuras geométricas possuem uma fronteira).
Assim, o grupo revela reconhecer exemplos de figuras que possuem volume definido

(KoTd22: conhecer exemplos de figuras que possuem um volume definido).

Questdo 6: Em geral, quando a figura formada por uma rotacao é espacial?
Justifique.

Os conceitos explicitados para figuras planas e espaciais também reverberaram na
questdo 6 em que os futuros professores deveriam elencar caracteristicas para a figura
gerada por revolucdo ser tridimensional. De modo geral, 0s grupos que nao explicitaram
o0 conceito de figuras espaciais consideraram que basta que a figura ndo seja somente um

ponto para que possa gerar uma figura espacial.

Figura 26: Producéo do Grupo 1 referente a questao “Em geral, quando uma figura
formada por rotagdo é espacial?”

\ Imagem A: Producéo escrita do Grupo 1
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b, ¢, d, e, f sdo figuras tridimensionais pois ndo podem ser representadas em um unico

plano.
Quadro A: Trechos da transcri¢do da discussdo do Grupo 1
Linha Nome Transcricdo
1.742 Paula | Essa daqui (letra b) vai ter comprimento, largura e altura, sé que
na
1.743 verdade ela s6 vai ter altura e comprimento, porque se a gente
1.744 abrir ela € uma casca. Ela é bidimensional, ndo é?

1.751 Juliano | Mas isso ndo é uma figura tridimensional?

1.752 Paula | Entfo, eu ndo sei. E isso que quero ver.

1.753 Juliano | Claro que é.

1.754 Paula | SO por ser a casca?

1.755 Juliano | Mas vocé consegue colocar isso desse jeito que esta no plano?

1.769 Paula | A gente pode justificar com a mesma justificativa que tinha

1.770 dado antes, porque ndo pode ser expressa em apenas um plano.
1.771 | Juliano | Pode.

1.772 Paula | Ndo, uma figura tridimensional ndo pode ser expressa em
1.773 apenas um plano.

1.774 | Juliano | Mas a casca pode.

1.775 Paula | Ndo pode nédo, porque a casca esta fechada, vocé teria que
1.776 abrir a casca, ai deixa de ser o que ele é. (...)

Fonte: acervo da pesquisa.

Os futuros professores revelam que conhecer que as superficies laterais de cilindro
ndo possuem volume, mas possuem uma area definida (1.742-1.743), mostrando
reconhecer exemplos deste tipo de figura (KoTd24: conhecer exemplos de figuras que
possuem uma area definida). Algumas destas superficies, que estdo no espaco, por vezes
sdo confundidas com figuras planas por definirem uma area, apesar de ndo estarem
contidas em um unico plano e poderem, em alguns casos, serem planificados. Porém, os
futuros professores demonstram conhecer que, quando planificamos uma figura ou a
superficie de uma figura, temos uma representacdo diferente da figura original (1.775-
1.776), revelando um conhecimento sobre representacdes, conseguindo diferenciar um
objeto espacial de sua planificacdo (KoTr7: conhecer a diferenciacdo entre uma figura

geomeétrica e a sua planificacdo). Porém, o grupo apresentou sua resposta ao relembrar o
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fundamento KoTp1 relativo a conhecer que as figuras planas estdo contidas em um plano
(1.755; 1.769-1.770).

O Grupo 3 restringiu as figuras que seriam espaciais apés a revolucéo.

Figura 27: Producéo do Grupo 3 para a questdo “Em geral, quando uma figura formada
por rotacdo é espacial?”

Figura A: Producéo escrita do Grupo 3
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Somente em Hnrha-ou superficie. Qualquer rotacdo que nao seja em relacao ao eixo

perpendicular a Hrha-ou superficie. E-quando-o-eixe-derotacio-datinha-é-apropriatinha;
nao-gera-umarotacdo tridimensional:

Quadro A: Trecho da transcri¢do da discusséo do Grupo 3

Linha Nome Transcricdo

3.487 Carlos Eu lembrei aqui o0 negécio do canudo, vocé ja viu?

3.488 Pedro O do qué?

3.489 Carlos Se o canudo é bidimensional ou tridimensional.

3.490 Pedro Nunca vi esse negocio.

3.491 Carlos Se 0 canudo é bidimensional, porgue ele é s6 uma figura dobrada.
3.492 Porque se ele tivesse volume seria tridimensional, porque para ser
3.493 tridimensional precisa ter volume.

3.494 Pedro Caramba, figura é uma palavra "mao" perigosa

Fonte: acervo da pesquisa

Os futuros professores revelam conhecer que é necessario girar uma figura plana
que ndo esteja em um plano ndo perpendicular ao eixo de revolucgdo para gerar uma figura
espacial (DOLCE; POMPEO, 2011), mostrando conhecer uma condi¢do necessaria para
formar uma figura espacial a partir da revolucdo (KoTd25: conhecer que para formar uma
figura espacial por revolucdo, é necessario girar uma figura plana que esteja situada em
um plano ndo perpendicular ao eixo de revolucdo). Também que € necessario que figuras
possuam um volume para serem consideradas figuras espaciais (KoTp21) e, dessa forma,
um objeto no formato de um canudo seria um ndo exemplos de figura espacial (KoTd25:

conhecer exemplos do que ndo seria uma figura espacial).
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DISCUSSAO PLENARIA

Um primeiro episddio da discussdo plenaria discutiu as condi¢BGes necessarias para

se realizar uma rotagdo no espaco. Nesta parte da discussdo, os futuros professores

levantaram a possibilidade de ndo haver um eixo de rotacéo.

Figura 28: Transcrigdo do trecho da discusséo plenéria sobre condigdes necessarias

para uma rotagdo no espaco.

Linha Nome Transcricido
PL.16 | Pesquisador | Bom, e em 3D?
PL.17 Gabriel Um angulo e uma reta.
PL.18 Paula Ou pode ser um ponto também, ndo pode?
(...)
PL.24 Paula Entdo, um ponto vocé pode girar de todas as formas, ndo €?
(...)
PL.26 Alberto Eu acho que se fizer isso primeiro vocé esta pegando...
PL.27 primeiro vocé usa de referéncia uma reta, depois vocé gira nela
PL.28 (gesticula com os bracos fazendo uma rotacdo sobre um eixo na
PL.29 direcdo do seu braco estendido a frente do corpo).
PL.30 Depois vocé usa outra reta de referéncia, dai vocé gira nela
PL.31 (muda a posicao do braco, ficando horizontal a frente do corpo).

Fonte: acervo da pesquisa

Em um segundo episddio da discussao plenaria, o pesquisador debatia com os

futuros professores as possiveis defini¢Ges para figuras planas e espaciais. Neste episodio,

houve dois trechos em que houve conhecimento revelado de forma diferente das

discussdes anteriores dos grupos. No primeiro dos trechos, ha uma discussdo acerca da

diferenciacéo entre uma figura que possui comprimento e largura e uma figura que possui

uma area associada.

Quadro 9: Transcricao do trecho da discussao plenaria sobre as no¢des comprimento e

largura.

PL160
PL161
PL162
PL163
PL164
PL165
PL166
PL167

Pesquisador

Paula

Gabriel
Paula

Mario

Ai voceé falou de comprimento e largura. Ai, bom, sei 14, se eu pego,
sei 4, um circulo (desenha um circulo na lousa), onde esta o
comprimento e a largura?

Eu posso pensar no espago que ela ocupa num plano. Sei I3,

eu posso colocar que ela tem um espago... (inaudivel)

... Na area.

E. A regido determinada.

Envolver por um retadngulo ou envolver por um paralelepipedo.

Fonte: acervo da pesquisa
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Um circulo, embora ndo possua sua fronteira formada por linhas retas, como nos
poligonos, podemos associar estas duas medidas lineares no sentido de que para “cobrir”
toda a regido que o circulo ocupa (LIMA, 2011). Uma figura somente com ‘“um
comprimento” associado ndo cobriria por completo o circulo; entdo, é necessario haver
mais uma dimensao, que tem associado “outro comprimento”, uma outra dimensao para
conseguir cobrir o circulo, ou como é dito por Mario (PL167), é preciso haver um
retangulo para “cobrir” o circulo, e ndo somente uma reta. Dessa forma, o futuro professor
revela conhecer que as figuras planas possuem duas dimensdes lineares (KoTp2).

Da mesma forma, ocorre com a circunferéncia, da qual podemos determinar
“comprimentos” e “larguras”, mas nao possuem uma area, mostrando que a no¢ao de
possuir comprimento e largura esta ligado ao conhecimento de estar contido em um unico
plano e ndo de possuir uma area.

Em um segundo trecho deste episodio, um futuro professor que foi integrante do

Grupo 4 complementa a sua resposta sobre o que sdo figuras planas.

Quadro 10: Transcri¢do do trecho da discussdo plenéaria sobre continuidade

Linha Nome Transcricao

PL.223 Alberto | A gente falou que é um conjunto de pontos, eles estdo contidos
PL.224 todos no mesmo plano, mas na verdade eu achei melhor do jeito que
PL.225 ela falou, que da para vocé... tem um plano que eles estdo todos no
PL.226 mesmo, como se fosse uma folha, que se tivesse duas dimensdes eu
PL.227 posso passar outros planos aqui, mas existe um que esta em todos eles.
PL.228 E as fronteiras deles delimitam uma area. O que eu tinha pensado, se
PL.229 VOCé pegar um ponto aqui... vocé tem o plano, se pegar um ponto aqui,
PL.230 um aqui, um |4, um 14, um longe do outro, isso é uma figura? A gente
PL.231 pensou que nao, tem que ter um contorno, assim, e ter uma area.

Fonte: acervo da pesquisa

O futuro professor reafirma conhecer que figuras planas possuem uma fronteira
(KoTp3) e que a fronteira das figuras planas define uma area (KoT4), e acrescenta que 0s
pontos que constituem as figuras ndo podem ter espacos entre eles (PL228-PL230),
revelando a ideia de que os pontos que constituem a figura plana sdo continuos no plano
onde ela estéa contida (LIMA, 2007a), revelando tal conhecimento (KoTp22).

No episddio a seguir, um dos futuros professores levanta a discussdo se a

superficie lateral de um cilindro é uma figura espacial.

Quadro 11: Discussdo plenaria sobre superficies curvas TF1.
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PL.186 | Mario Eu fiquei numa certa ddvida porque, por exemplo, considerar que a
PL.187 casca de um cone, de um tronco de cone, a superficie lateral é
PL.188 bidimensional sé porque s6 tem area, ndo tem um volume, para mim
PL.189 é falso, porque a gente definiu o tridimensional sempre que vocé
PL.190 puder pegar 4 pontos que ndo estejam num plano.

PL.191 E que haja continuidade também.

PL.192 | Gabriel E que a casca do cone dé para voceé cortar ela e planificar né.
PL.193 | Paula Entdo, mas e ai eu posso planificar um cubo, que também......
PL.194 | Mério Mas ai € planificar, ndo é a mesma figura.

PL.195 | Gabriel Entdo, por mais que ela esteja no espaco, ela ndo tem dimenséo de,
PL.196 sei la...

PL.197 | Mario Ela ndo tem volume.

PL.198 | Paula Ela ndo é solida.

PL.199 | Mario Ela ndo tem volume, sé tem area, mas ela é uma figura

PL.200 tridimensional para mim.

PL.201 | Paula Porque ela ndo pertence a um plano.

PL.202 | Gabriel Para mim é um plano no espaco, sabe. E um plano no espaco.

Fonte: produzido pelo autor.

Para as figuras espaciais, podemos ter as representacdes das fronteiras destas
figuras, formadas por um conjunto de superficies, e uma representacdo da figura em si,
que inclui o interior dela. No caso do cone, a sua superficie € formada por figuras que
podem ser todas representadas por um conjunto de figuras planas, que podem ser
planificadas (SOUZA; MORETTI; AUMOULOUD, 2019); algumas figuras como a
esfera ndo podem ser. Tais representacfes determinam um volume e, entdo, dizemos que
possuem uma capacidade. As defini¢cdes de figuras espaciais podem considerar figuras
com volume ou figuras com capacidade (ndo ambos simultaneamente). Enquanto Mario
e Julia, durante as discussdes em grupo, definem que qualquer objeto tridimensional é
uma figura espacial, como a superficie lateral do cone, Gabriel define que as figuras
espaciais possuem um volume e revela conhecer que a fronteira das figuras espaciais
determina um volume (KoTp21), e como a superficie lateral do cone ndo define um
volume sozinha, ndo € uma figura espacial. JA Mério e Julia revelam desta forma que a
propriedade de ndo existir um plano que contém uma figura geométrica (KoTp7) é
preponderante para definir uma figura espacial.

Em um episddio posterior, é levantada pelo formador a questdo das possiveis
planificacBes de um cilindro para se discutir as propriedades de dimensdo e grandezas

associadas as figuras.

Quadro 12: Discussdo plenaria sobre planificacdo de um cilindro.

PL.237 | Formador Vou tentar ajudar ou "desajudar”. O que é isto?

PL.238 [pega e exibe uma folha de papel cortada no formato de uma possivel
PL.239 planificagdo da superficie de um cilindro]

PL.240 [Formador coloca a folha sobre a mesa, de forma a ficar sobre um
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PL.241 nico plano]

PL.248 | Gabriel Isso pode ser a planificagcdo de um cilindro.

PL.249 | Paula Pode ser a planificacéo.

PL.250 | Formador E 3 dimensdes ou 2 dimensdes.

PL.251 | Vérios Duas.

PL.272 | Formador Se eu pegar esta coisa, vamos imaginar que eu estou a pegar
PL.273 aquelas duas e estou a colocar aqui (pega uma folha de papel,
PL.274 representando a superficie lateral de um cilindro, e dobra no formado
PL.275 de um cilindro, e pede para imaginar que tenham dois circulos
PL.276 completando a superficie dele). O que é que eu tenho aqui?

PL.277 | Paula Um cilindro.

PL.278 | Alberto A casca de um cilindro.

PL.279 | Mario A casca de um cilindro.

PL.280 | Formador Tenho a casca de um cilindro. Tenho volume ou ndo tenho volume?
PL.281 | Alberto Tem

PL.282 | Paula Tem

PL.283 | Gabriel Delimita um volume, mas ndo tem volume.

PL.284 | Mario Delimita um volume, que é diferente de ser um sdlido. Nao é um
PL.285 solido, é superficie.

Fonte: produzido pelo autor.

Os futuros professores revelam conhecer que a fronteira do cilindro delimita um
volume (KoTp9), mas tal volume ndo pertence a figura, entéo ela delimita um volume, e
ndo o possui. Neste exemplo, temos um conjunto de figuras planas (possuem area), um
retangulo e dois circulos, que podem ser organizadas no espaco de uma forma que
delimitem uma regido interior, com o formato de um cilindro, formando sua fronteira.
Dessa forma, o conjunto de figuras planas podem construir algo que defina um volume,
mas ndo algo que tenha volume, e dizemos que esta representacdo possui uma capacidade.

Podemos ver, desta forma, um exemplo de que um conjunto de figuras planas
forma, no maximo, a fronteira de uma superficie espacial, mostrando que figuras de
dimensbes maiores ndo sdo somente uma unido de figuras de dimensGes menores.
Entendemos que o estudo das planificacGes das figuras espaciais € importante para o
desenvolvimento de representacGes mentais e permite explorar caracteristicas das
fronteiras das figuras espaciais, mas, ao conceitualizar as figuras, precisamos diferenciar
que a planificacdo feita de uma figura espacial ndo é uma figura espacial e que o conjunto
de figuras planas que formam a planificacdo (quando é possivel fazé-la) ndo constituem
uma figura espacial, formando apenas a fronteira dela.

Esta diferenca € percebida quando associamos figuras as grandezas que podem ser
medidas através delas: figuras unidimensionais definem um comprimento, figuras planas
definem uma &rea e figuras espaciais definem um volume. Embora existam relagdes que

permitam calcular a area de uma figura a partir de alguns comprimentos, e o volume a
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partir de comprimentos e/ou area, uma unido finita de regiées que possuem uma &rea ndo
forma uma regido que delimita um volume.

As representacOes das fronteiras das figuras espaciais sdo também importantes,
pois permitem discutir a planificacdo da superficie das figuras espaciais, que também
deve ser diferenciada das figuras em si.

Quadro 13: Discussdes plenarias sobre planificacdes.

PL.263 Gabriel Isso é a casca do cilindro, porque o cilindro em si ele tem
PL.264 volume, isso aqui ndo.

PL.265 Mario Mas isso € um retangulo.

PL.266 Alberto Isso ndo ¢ a casca do cilindro, sio dois circulos...

PL.267 Varios E um retangulo.

PL.268 (...)

PL.269 Gabriel Mas entdo, se vocé dobrar e "coisar"...

PL.270 Paula Entdo, mas é essa a questdo, vocé estd deformando a figura.
PL.271 Vocé esta transformando-a em outra coisa.

Fonte: produzido pelo autor

Os futuros professores revelam conhecer que a planificacdo € uma representacao
da fronteira de uma figura espacial (KoTr6), ao diferenciarem a planificacdo da fronteira
da figura (PL263). Eles reconhecem que a figura espacial possui um volume e, dessa
forma, a fronteira da figura determina um volume (PL264), mas que a representacdo da
planificacdo ndo possui tais caracteristicas, pois € um objeto plano.

Por outro lado, também diferenciam a planificacdo das figuras planas em si, pois
a planificacdo da fronteira de um cilindro pode ser constituida de um retangulo e dois
circulos, porém estas figuras devem ser dispostas de uma forma especifica para que
consigam formar a figura original (SOUZA; MORETTI; AUMOULOUD, 2019) e
diferenciam das figuras planas nesse aspecto (KoTr7).

Nestes exemplos, sdo feitas as distinges entre o objeto em si e uma alteracéo
deste objeto para que ele possa estar contido em um unico plano. As caracteristicas dos
objetos ndo serdo as mesmas das duas situacdes, pois por exemplo a planificacdo da
fronteira de uma pirdmide s6 tera capacidade quando for “montada” e formar a fronteira

da mesma.
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CONCLUSOES

Esta pesquisa teve como questdo principal “Que conhecimento matematico é
revelado por futuros professores de matematica sobre a diferenciacéo de figuras planas
e figuras espaciais em um contexto de rotacao e revolucao de figuras geométricas”? Tal
questdo foi abordada a partir das seguintes subquestdes:

() Que conhecimento matematico revelam futuros professores de matematica

na conceituacdo de figuras planas e espaciais?

(i)  Que conhecimento matematico revelam futuros professores de matematica

sobre rotacOes e revolugdes de figuras geométricas?

(iii)  Que conhecimento matematico € revelado por futuros professores de

matematica sobre as caracteristicas de figuras planas e espaciais

percebidas através de rotacdo e revolucao de figuras?

Passamos as respostas destas subquestdes, iniciando pela primeira, a partir do
conhecimento revelado no tépico de figuras geométricas. O conhecimento revelado pelos
futuros professores encontra-se sintetizado no quadro a seguir, sendo agrupado por
subdominios do MTSK.

Quadro 14: Conhecimento revelado no tépico de figuras geomeétricas.

Subdominio | Categoria Descritores de conhecimento
KoT Definitions, KoTpl: conhecer que figuras planas estdo contidas
Properties em um plano
and KoTp2: conhecer que figuras planas possuem duas
foundations dimensdes
KoTp3: conhecer que figuras planas possuem uma
fronteira

Kotp4: conhecer que a fronteira das figuras planas
delimita uma superficie com area
KoTp5: conhecer que a fronteira de uma figura plana
é delimitada por linhas
KoTp6: conhecer que figuras planas sao superficies
KoTp7: conhecer que figuras espaciais ndo estdo
contidas em um Unico plano
KoTp8: conhecer que figuras espaciais possuem trés
dimensdes
KoTp9: conhecer que a fronteira das figuras
espaciais delimita uma regido com volume definido
KoTp10: conhecer que a fronteira de figuras
espaciais é formada por superficies
KoTp20: conhecer que uma superficie possui uma
area definida
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KoTp21: conhecer que figuras espaciais possuem
um volume definido
KoTp22: os pontos que constituem a figura plana
sdo continuos no plano onde a figura esté contida
KoTd1: conhecer um contraexemplo de figuras
planas
KoTd2: conhecer exemplos de figuras planas
KoTd3: conhecer que figuras planas sdo formadas
pela sua fronteira e seu interior
KoTd4: conhecer exemplos de figuras espaciais
KoTd5: conhecer que as figuras geométricas sao
formadas pela sua fronteira e seu interior
KoTd19: conhecer a diferenciacdo entre figuras
constituidas somente pela sua fronteira ou pela sua
fronteira e interior
KoTd20: reconhecer exemplos de figuras abertas
KoTd21: conhecer exemplos de figuras ndo
convexas
KoTd22: conhecer exemplos de figuras que possuem
volume definido
KoTd23: conhecer exemplos de objetos
tridimensionais
KoTd24: conhecer exemplos de figuras que possuem
uma area definida
KoTd25: conhecer exemplos do que nao seria uma
figura espacial
Register of KoTr4: conhecer a representacdo de uma figura
representation plana por meio de modelo tridimensional
KoTr5: conhecer a representacdo de uma figura
espacial por meio de um modelo tridimensional
KoTr6: conhecer que a planificacdo € uma
representacdo da fronteira de uma figura espacial
Fonte: acervo da pesquisa

Na subcategoria properties, foram encontrados 13 descritores de conhecimento
associados ao espaco em que as figuras planas e espaciais estdo contidas e o fato de serem
objetos limitados (EUCLIDES, 2009), e também relacionadas as grandezas que podem
ser associadas a cada tipo destas figuras (LIMA et al., 2011). Dessa forma, foi possivel
estabelecer, independentemente do conceito figural abordado, que a fronteira de uma
figura plana determina uma regido com uma area (ndo nula), e a fronteira da figura
espacial determina uma regido com volume (ndo nulo). Na subcategoria definitions,
foram encontrados 12 descritores de conhecimento associados ao conceito figural das
figuras planas e espaciais (como definir se sdo abertas ou fechadas, se séo preenchidas ou
n&o preenchidas), bem como identificagédo de exemplos e contraexemplos de figuras com

determinadas caracteristicas (como figuras planas, figuras convexas e figuras abertas).
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Desta forma, foi possivel explicitar o conceito empregado em cada grupo para
descrever figuras planas e espaciais, alguns grupos ao descrevé-las espontaneamente; ja
outros, a partir do momento em que se depararam com representacdes de partes destas

figuras.

Na categoria register of representation, foram encontrados 3 descritores do
conhecimento associados ao uso de modelos tridimensionais para representar figuras
geométricas planas e espaciais (PARZYSZ, 1988), bem como a possibilidade de
planificacdo da fronteira de figuras espaciais (SOUZA; MORETTI; AUMOULOUD,
2019).

A partir deste tépico, podemos perceber a relevancia da pesquisa em descrever o
conhecimento da categoria definitions, properties and foundations do KoT, o que é de
suma importancia para topicos ainda pouco explorados em pesquisas com foco no
conhecimento do professor, mas que tambeém sugere necessidade de investigagcbes com

foco em outras categorias e subdominios para um melhor entendimento deste topico.

Para responder a subquestdo (ii) de pesquisa, faz-se necessario discutir o
conhecimento revelado nos tépicos de rotacdo de figuras geométricas e revolucdo de

figuras geométricas, os quais foram organizados no quadro a seguir.

Quadro 15: Conhecimento revelado nos tdpicos de rotacdo e revolucéo de figuras
geométricas.

Topico: Rotacdo de figuras geomeétricas

Subdominio | Categoria Descritores de conhecimento
KoT Definitions, KoTpll: conhecer que as imagens iniciais e finais
Properties and de uma rotacdo no plano estdo em um mesmo
foundations plano

KoTpl2: conhecer que a rotacdo pode ser feita
através de um sistema de referéncia como o plano
cartesiano, a partir de uma matriz de rotacao
KoTpl4: conhecer que a rotacdo possui uma
origem
KoTpl5: conhecer que a imagem final de uma
rotacdo é congruente a imagem inicial
KoTpl6: conhecer que a origem da rotacdo no
espaco € uma reta
KoTd6: conhecer exemplos de rotacdo de figuras
planas no plano
KoTd7: conhecer o exemplo da rotagdo de 60° de
um triangulo equilatero no plano
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KoTd8: conhecer um exemplo da rotacdo de 45° de
um quadrado no plano

KoTd9: conhecer que a elipse é uma figura plana
gue pode ser rotacionada

KoTd11: conhecer que a origem da rotagdo no
plano é um ponto

KoTd12: conhecer que a origem de uma rotagéo no
espaco € uma reta

KoTd14: conhecer exemplos de rotagcdo no espaco
de figuras espaciais

KoTd16: conhecer que é possivel realizar uma
rotacdo no espago em torno de um ponto

KoTd17: conhecer que é necessario definir um
angulo para a rotacdo no espacgo

KoTd18: conhecer a rotacdo de figuras planas no

espago
Phenomenology | KoTphl: conhecer que a rotacéo esta ligada ao ato
and de girar

applications

Register of
representation

KoTrl: conhecer uma notagdo para representar os
vertices correspondentes de figuras planas em uma
rotacdo no plano

KoTr2: conhecer uma notacéo para representar o
movimento de giro em uma rotacdo no plano

KoTr3: conhecer uma representacéo para rotacao
de figuras planas no espaco

Procedures

KoTpcl: conhecer o resultado da rotacao de 60° de
um triangulo equilatero no plano

KoTpc2: conhecer o resultado da rotacdo de 45° de
um quadrado no plano

KoTpc3: conhecer que ao unir os vertices das
imagens iniciais e finais de figuras planas regulares
rotacionadas obtemos nova figura regular com o
dobro de Vértices

Topico: Revolucédo de figuras geométricas

Subdominio

Categoria

Descritores de Conhecimento

KoT

Definitions,
Properties and
foundations

KoTpl3: conhecer que a origem para revolucao de
figuras planas é uma reta;

KoTpl7: conhecer que a origem da revolucgéo de
figuras geomeétricas € fixa

KoTpl8: conhecer que a distancia entre a figura
geomeétrica e o eixo de revolucdo é mantida

KoTp19: conhecer que o plano que contém a figura

plana formada pela revolucdo de um ponto é
perpendicular ao eixo de revolugéo

KoTd10: conhecer exemplos de figuras que podem
ser geradas a partir da revolugdo de uma figura
plana




88

KoTd13: conhecer a revolugdo de figuras planas
Procedures KoTpc4: conhecer que o resultado da revolugéo de
um tridngulo pode ser um cone.

KoTpc5: conhecer que a revolugdo de um retangulo
pode gerar um cilindro
KoTpc6: conhecer que a revolucdo de figuras
planas pode gerar um sélido
KoTpc7: conhecer que a revolugdo de um retangulo
pode ser um cilindro vazado
KoTpc8: conhecer que a revolugdo de um
segmento de reta ndo paralelo ao eixo de revolugéo
pode formar parte da superficie de um tronco de
cone
KoTpc9: conhecer o resultado da revolugéo de uma
linha curva e aberta sem interse¢do com o eixo de
revolucdo

Fonte: acervo da pesquisa.

No topico de rotacdo de figuras geométricas, encontramos 22 descritores de
conhecimento, dos quais quatro foram na categoria properties, indicando o conhecimento
das caracteristicas de rotacdo, como ser uma isometria (RESENDE, QUEIROZ, 2008).
Na categoria definitions, foram encontrados 10 descritores tratando sobre exemplos de
figuras que podem ser rotacionadas e condigdes necessarias para se realizar uma rotagéo
(WAGNER, 2007).

Completando o subdominio KoT, foi encontrado um descritor na categoria
phenomenology and applications associado a natureza do ato de rotacionar; na categoria
register of representation, temos trés descritores acerca de notacGes usadas para
representar uma rotacdo e, na categoria procedures, temos outros dois descritores sobre

o resultado final da rotacdo em alguns exemplos dados.

No topico de revolucdo de figuras geométricas, encontramos 12 descritores de
conhecimento, todos no subdominio do KoT. Na categoria properties, foram encontrados
quatro descritores acerca da relacdo da figura com o eixo de revolucdo. Na categoria
definitions, identificamos dois descritores relativos a conhecer exemplos e reconhecer um
exemplo de revolucdo de figuras (VINNER, 2002). E, na categoria procedures,
encontramos? descritores, principalmente associados a reconhecer a figura formada por
revolucdo (DOLCE; POMPEOQ, 1995)

Assim como no topico de figuras geométricas, houve uma concentracdo dos

descritores nas categorias do subdominio KoT, ressaltando também uma necessidade de
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ampliar as investigacGes para outros subdominios, mas, por outro lado, reforcando a
importancia desse subdominio para iniciar as descri¢cdes do conhecimento especializado

para estes topicos ainda pouco explorados com essa perspectiva de investigacao.

Para responder a terceira questao de pesquisa (iii) Que conhecimento matematico
é revelado por futuros professores de matematica sobre as caracteristicas de figuras planas
e espaciais percebidas através de rotacdo e revolucdo de figuras? foi possivel observar
que a revolucdo de figuras geométricas teve seu papel notadamente nas discussdes da
Parte | da tarefa e discussdo plenaria, quando houve a discussdo principalmente em dois
focos: (i) a alteracdo das propriedades que definem figuras planas e espaciais, Como nos
Grupo 2 (Quadro 9) e Grupo 3 (Figura 23), em que houve necessidade de acrescentar a
caracteristica que figuras espaciais definem um volume (KoTp21) para reconhecer este
tipo de figura, ou que objetos abertos, como a superficie lateral de um cone ou um
cilindro, ndo configuram em si como uma figura espacial, mas sim uma representacao de
parte da fronteira de uma; e (ii) o uso de exemplos ndo convencionais para fomentar a
discussdo dos conceitos de figuras planas e espaciais, como no Grupo 1 (Figura 22) e
parte da discussdo plenaria (quadros 13, 14 e 15), quando foi possivel verificar que
superficies abertas ndo estdo descritas na definicdo de figuras planas do Grupo 1 (que
considerava como condicdo necessaria estar contido em um plano — Figura 6), bem como
foi responsavel por propiciar a discussao entre a possibilidade de a fronteira de uma figura
espacial, ou parte dela, ser planificavel e, por conta disso, ser uma figura plana ou

espacial, a depender do conceito figural considerado.

Dessa forma, foi possivel perceber que a relacdo entre os topicos de figuras
geomeétricas e revolucdo de figuras geométricas também permite discutir amplamente o
conhecimento do professor associado aos conceitos destas figuras (FISCHBEIN, 1993;
VODUSEK; LIPOVEC, 2014), atingindo de forma satisfatoria o terceiro objetivo desta

pesquisa.

Ressaltamos também a potencialidade do modelo MTSK como modelo tedrico
para a construcdo de tarefas com foco em desenvolver e analisar o conhecimento
especializado do professor, e como ferramenta analitica para identificar e explicitar o
conhecimento especializado do professor nos topicos matematicos abordados, bem como
a contribuicdo do uso de descritores de conhecimento para tal descrigéo e refinamento
(ZAKARYAN; RIBEIRO, 2018; RIBEIRO; ALMEIDA; MELLONE, 2021).
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Algumas questdes que emergiram do trabalho e permitem uma investigagéo futura

sobre o conhecimento especializado nestes topicos séo:

0] Como se caracteriza 0 conhecimento pedagdgico do contetido (PCK) para
0 topico de figuras geométricas?

(i)  Quais as conexdes entre as propriedades utilizadas para caracterizar
figuras planas e figuras espaciais?

(iii)  Como se da o processo de definicdo de figuras geométricas especificas,
como cubos, piramides e esferas?

(iv)  Quais sdo as condicBes necessarias e suficientes para se realizar cada tipo

de rotacdo de figuras geométricas?
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APENDICES

APENDICE A — TpF “figuras espaciais e rotagdes”
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Figuras Espaciais e Rotac6es

Parte |

1) a) O que sdo figuras geométricas bidimensionais? Dé um exemplo.

b) O que sdo figuras geométricas tridimensionais? D& um exemplo.

2) a) Podemos rotacionar figuras bidimensionais?

b) E figuras tridimensionais?

c) Para os dois itens anteriores, responda:
e De quais elementos precisamos para fazer uma rotacdo?

e O que foi formado a partir da rotacdo das figuras acima?



Considere a tarefa seguinte e resolva-a como vocé mesmo:

Parte 11
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Tarefa: Vamos Rotacionar?

Em cada um dos itens abaixo, represente a figura formada a partir de todas as
imagens geradas pela rotagdo das figuras a partir do eixo “r”” e descreva, por escrito, 0

que sdo essas figuras formadas:

a)

o

b)

/s

c)

r

d)

-—

3) Quais podem ser as principais dificuldades para resolver a tarefa anterior de alunos:

e Do 7° ano do ensino fundamental?

e Do 2°ano do Ensino Médio?
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4) Esboce duas producdes incorretas de alunos para algum dos itens da tarefa “Vamos
Rotacionar”, uma de alunos do 7°ano, e outra de alunos do 2°ano do Ensino Médio.

5) Qual(is) da(s) figura(s) anteriores sdo tridimensionais? Justifique.

6) Em geral, quando a figura formada por uma rotacédo é espacial? Justifique.
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Parte 111

7) O professor Sérgio aplicou a tarefa “Vamos rotacionar?”’ com seus alunos do 7°ano, e
obteve algumas resolugfes mostradas a seguir. Para cada uma das respostas, escreva:

a) Qual foi o raciocinio empregado pelo aluno, e se ele é matematicamente adequado ou
néo.

b) Forneca um feedback construtivo aos alunos (mais do que dizer se estd correto ou
incorreto ao professor cumpre dar sentido as resolugdes dos alunos de modo a que 0s
possa posteriormente auxiliar na construcao do seu conhecimento matematico)

Aline

Joao

Matheus
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ANEXOS

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Conhecimento Especializado de Futuros Professores de Matemética sobre Figuras
Geomeétricas Espaciais
Marcos Paulo De Oliveira
Numero do CAAE: 00803018.9.0000.8142

Vocé estd sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar seus
direitos como participante e é elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e
outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas davidas.
Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera esclarecé-las com
0 pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e consultar seus familiares ou
outras pessoas antes de decidir participar. Nao havera nenhum tipo de penalizagdo ou
prejuizo se vocé ndo aceitar participar ou retirar sua autorizagdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

O objetivo geral do projeto € investigar o conhecimento especializado do futuro
professor de matematica ao conceitualizar Figuras Geométricas Espaciais. Formulamos
3 objetivos secundarios de acordo com os subdominios do modelo MTSK considerados na
pesquisa para nos ajudar a responder ao objetivo principal: (1) Investigar o conhecimento
especializado revelado os futuros professores na diferenciacdo entre figuras planas e espaciais
através de transformac@es geométricas; (2) Investigar o conhecimento especializado revelado por
futuros professores para representar de diferentes formas as figuras espaciais num plano;
(3)Investigar o conhecimento especializado revelado por futuros professores ao construir e definir
piramides e cones.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé esta sendo convidado a: participar da aplicacao de 3

tarefas sobre o tema Figuras Geomeétricas Espaciais. As informacOes sera coletada por
meio da aplicacdo das tarefas desenhadas para desenvolver o conhecimento especializado
nos topicos.
As tarefas abordam os seguintes temas: 1) a diferenciacéo entre figuras planas e espaciais
através de transformagdes geomeétricas; 2) discutir diferentes representacfes de figuras espaciais
num plano; 3) construir e definir piramides e cones. Utilizaremos gravagdes de dudio e video da
resolucdo e socializacdo das tarefas e as produces escritas dos futuros professores, bem
como anotag6es do pesquisador.

Desconfortos e riscos:

Vocé néo deve participar deste estudo se ndo quiser que suas gravacgdes e tarefas
ndo sejam usadas na pesquisa. A pesquisa ndo apresenta riscos previsiveis para 0S
sujeitos. A fim de manter o sigilo a pessoa, usaremos nomes ficticios para todos os
participantes.

Beneficios:

Com este estudo buscamos aprimorar as perspectivas de discussdao do
conhecimento matematico especializado na formacao inicial dos professores, buscando
identificar tépicos mais problematicos no que diz respeito as figuras geométricas
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espaciais. Visamos neste processo o aprimoramento das tarefas para a formacdo de
professores com a perspectiva de desenvolver os subdominios do conhecimento do
professor ligados a pratica matematica e ao conhecimento sobre a aprendizagem de
alunos. Além disso, buscamos investigar quando o conhecimento pedagdgico do
contetido sobre os contetidos sdo construidos na formacao inicial dos professores, visando
perspectivar uma articulacdo maior entre conhecimento matematico e conhecimento
pedagogico do conteudo na formacao inicial de professores de matematica.

Acompanhamento e assisténcia:

O pesquisador fara 0 acompanhamento durante todo o semestre da disciplina com
participantes da pesquisa. Os dados coletados na pesquisa serdo armazenados com O
pesquisador por, pelo menos, cinco anos apos a finalizagdo da mesma e disponiveis para
acesso aos sujeitos participantes.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade serd& mantida em sigilo e nenhuma
informacdo serd dada a outras pessoas que ndo facam parte da equipe de pesquisadores.
Os nomes usados na pesquisa serdo ficticios e as filmagens e gravagdes de voz realizados
na pesquisa ndo serdo divulgados.

Ressarcimento e Indenizagéo:
\/océ teré a garantia ao direito a indenizagéo diante de eventuais danos decorrentes
da pesquisa.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com oS
pesquisadores Marcos Paulo De Oliveira, pelo telefone (18)996328535, ou pelo e-mail
marcosp_oliveira_@hotmail.com.

Em caso de denlncias ou reclamaces sobre sua participacdo e sobre questdes éticas
do estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de Etica em
Pesquisa em Ciéncias Humanas e Sociais (CEP-CHS) da UNICAMP das 08:30hs as
11:30hs e das 13:00hs as 17:00hs na Av. Betrand Russell, 801, 2° Piso, Bloco C, Sala 5,
CEP 13083-865, Campinas — SP; telefone 19 3521-6836 ; e-mail: cepchs@reitoria.unicamp.br

O Comité de Etica em Pesquisa (CEP).

O papel do CEP ¢ avaliar e acompanhar os aspectos éticos de todas as pesquisas
envolvendo seres humanos. A Comissio Nacional de Etica em Pesquisa (CONEP), tem
por objetivo desenvolver a regulamentacdo sobre protecdo dos seres humanos envolvidos
nas pesquisas. Desempenha um papel coordenador da rede de Comités de Etica em
Pesquisa (CEPs) das instituicBes, além de assumir a funcéo de érgdo consultor na area de
ética em pesquisas

Consentimento livre e esclarecido:

Ap0s ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais riscos e 0 incbmodo que esta possa acarretar,
aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste documento assinada
pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nos rubricadas:


mailto:marcosp_oliveira_@hotmail.com
mailto:cepchs@reitoria.unicamp.br
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Nome do (a) participante:

Contato telefonico:

e-mail (opcional):

Data:

/ / .
(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 466/2012 CNS/MS e
complementares na elaboracdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fornecido uma
via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP perante
o qual o projeto foi apresentado. Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos
nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste documento ou conforme
0 consentimento dado pelo participante.

Data:

/ /
(Assinatura do pesquisador)




