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Resumo

Neste trabalho, calculamos a condutividade Hall térmica de um sistema antiferro-
magnético na rede quadrada que utiliza como estado fundametal o arranjo de sélido de
singletos, conhecido como estado VBS (Valence bond solid), sendo que utilizamos o ar-
ranjo colunar para os calculos. O VBS é entao descrito por meio dos operadores de ligagao,
em que o hamiltoniano de spin original é descrito ou mapeado em um modelo efetivo de
bésons interagentes que nada mais sao do que as excitagoes elementares do nosso sistema,
conhecidos como triplons. Este hamiltoniano é entao estudado na aproximagao quadratica
nos operadores de tripletos ¢, pois desconsideramos as interagoes entre as excitagoes. As
dispersoes sao entao calculadas e discutidas, o que nos leva a insercao no hamiltoniano
da interagao de Dzyaloshinskii-Moriya, que é relacionada a interagao spin-érbita, a fim
de quebrar a tripla degenerescéncia encontrada. Contudo, esta interacao nao é suficiente
para quebrar a degenerescéncia das trés bandas e, por isso, consideramos a adicao de um
campo magnético externo na direcao z. Com as bandas completamente nao degeneradas,
podemos calcular as curvaturas de Berry e seus respectivos nimeros de Chern, que nada
mais é do que um indicador a respeito da natureza topoldgica das excitagoes. Verificamos
que os numeros de Chern das bandas sao nulos, o que nos leva a concluir que os triplons
nao sao topoldgicos. Por fim, com essa informacao em maos, calculamos a condutividade
Hall térmica das excitacoes, verificando se questoes ligadas a topologia poderiam interfe-
rir em aspectos de transporte do sistema. O que foi possivel notar é que, mesmo com as
bandas de energia dos triplons sendo topologicamente triviais, o sistema apresenta uma

condutividade Hall térmica finita.

Palavras-chave: Solido de singletos, Ntimero de Chern, Interacao de Dzyaloshinskii-

Moriya, Condutividade Hall térmica



Abstract

In this work, we calculate the thermal Hall conductivity of an antiferromagnetic system
in a square lattice, considering the valence bond solid (VBS) with colunar arrangement of
the singlets as the ground state. The VBS is described via the bound operator formalism,
where the original spin Hamiltonian is mapped into an effective model of interacting
bosons, that are nothing more than the elementary excitations of our system, known as
triplons. This Hamiltonian is then studied in the harmonic approximation, where only
quadratic terms in the triplet operators ¢ are considered. The dispersion relations of the
triplons are then calculated and discussed, which leads us to include a Dzyaloshinskii-
Moriya interaction in the Hamiltonian, with the aim of breaking the degeneracy of the
triplon bands previously found. However, this interaction is not enough to break the
degeneracy of the three bands, and therefore, we also consider an external magnetic field
in the z direction. With the bands completely nondegenerate, we calculate the Berry
curvatures and the respective Chern numbers of the bands, which are nothing more than
an indicator of the topological nature of the excitations. We verify that the Chern numbers
of the triplon bands are zero, which leads us to conclude that the triplons are topologically
trivial excitations. Finally, we calculate the thermal Hall conductivity associated with
the triplons, in order to verify whether issues related to topology would interfere within
transport aspects of the system. We find that, even with trivial topological bands, the

system presents a finite thermal Hall conductivity.

Keywords: Valence bond solid, Chern number, Dzyaloshinskii-Moriya interaction,

Thermal Hall conductivity
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Introducao

Trabalhos recentes tém sido dedicados ao estudo de sistemas magnéticos bidimensio-
nais, constituidos por spins S = 1/2 localizados em sitios de redes cristalinas e acoplados
antiferromagneticamente [1, 2]. Em particular, sistemas magnéticos frustados [2] sdo bas-
tante interessantes, pois, além de fases com ordem magnética de longo alcance, fases para-
magnéticas quanticas, como o sélido de singletos, também podem ser observadas [1, 3, 4].
Por sistemas magnéticos frustrados, estamos querendo nos referir aqueles sistemas que
possuem a incapacidade ou inabilidade de minimizar simultaneamente a energia de todos
os pares de spins acoplados. Recentemente, verificou-se que os sélidos de singletos tam-
bém podem apresentar excitagoes elementares (bosonicas) topologicamente nao-triviais
[5]. Questdes ligadas a topologia das excitagoes serao tratadas posteriormente. Contudo,
podemos dizer, neste momento, que ha uma quantidade (invariante topolégico) que diz
respeito a natureza topoldgica das excitagoes. Essa quantidade é o nimero de Chern
6, 7, 8, 9].

O numero de Chern somente pode ser definido caso exista um gap entre as bandas de
energia das excitagoes. Caso o nimero de Chern de uma banda indique que as excitacoes
sao topologicamente nao-triviais, entao basicamente temos excitacoes que possuem as
mesmas propriedades até que, por ventura, ocorra o fechamento do gap entre as bandas.
Isso faria com que houvesse uma possivel transicao do estado topolégico anterior para
um possivel novo estado topologicamente trivial. Detalhamentos sobre as propriedades
topoldgicas e o numero de Chern de um sistema serao apontados devidamente adiante no
trabalho. No momento, basta dizer que uma das questoes que queremos responder é se
as excitacoes encontradas em nosso sistema sao topologicamente triviais ou nao-triviais.

Por fim, pode-se calcular a condutividade Hall térmica [10, 11| para as excitacoes
encontradas e verificar se questoes ligadas a topologia das bandas de energia das quasi-
particulas influenciam diretamente no valor da condutividade Hall térmica. No presente
trabalho, nos concentramos no estudo de um sistema antiferromagnético frustrado na rede
quadrada descrito pelo modelo de Heisenberg J; — J5 acrescido de um termo de interacao
do tipo Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [12, 13]. Alguns trabalhos que estudaram este sis-
tema para T' = 0 e na auséncia do termo de DM [14, 15] mostraram que seu diagrama de
fases é dividido em trés regides: Néel, paramagnética (ou desordenada) e estado de listras
(detalhes serao mostrados mais adiante). Varias propostas tém sido feitas para o estado
fundamental da fase desordenada do modelo J; — J; na rede quadrada, sendo que uma
delas é o sélido de singletos [Valence Bond Solid (VBS)| com arranjos colunar, alternado

ou até mesmo uma fase tetramerizada do tipo plaquete [14, 15]; o outro possivel candidato
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para o estado fundamental dessa fase paramagnética é o liquido de spin com gap nulo ou
finito. Recentemente, um conjunto de célculos numéricos [16, 17, 18, 19] indicou que o
sistema pode apresentar a fase VBS ou o liquido de spin para certas regices de Ji/Js.
Estudaremos a regiao em que o VBS predomina e, assim, iremos realizar uma série de
calculos para verificar se as excitagoes sao topologicamente triviais ou nao-triviais, além
de calcular a condutividade Hall térmica associada a essas excitagoes, conhecidas como
triplons. Essas excitacoes elementares podem ser descritas via o formalismo da segunda
quantizagao. Neste tratamento, utilizamos o espago de Fock [20] e os possiveis estados
do sistema sao caracterizados pelos nimeros de ocupacao de um determinado conjunto
de estados de particula tinica. Entretanto, este tratamento difere para bdsons e férmions,
pois o numero de ocupacao dos férmions em um determinado estado de particula unica
pode ser apenas 0 ou 1 devido ao principio de exclusao de Pauli, enquanto, para bdsons,
este numero pode assumir qualquer valor inteiro. Aqui, o sistema é descrito em termos de
operadores de criacao e destruicao de particulas, que criam ou destroem particulas em um
determinado estado de particula unica. Utilizaremos frequentemente essa notacao quando
introduzirmos o conceito de operadores de ligacao [21] para descrever os operadores de
spin presentes no modelo de Heisenberg considerado no nosso trabalho.

Dividimos o presente trabalho da seguinte forma: No Capitulo 2, faremos uma breve
discussao tedrica sobre alguns conceitos e quantidades que estarao presentes em nosso
trabalho, seguido do Capitulo 3, que contém as informacoes acerca do modelo tratado
neste trabalho, da fase VBS, do formalismo dos operadores de ligacao e o primeiro tra-
tamento em campo médio do modelo de Heisenberg na rede quadrada. No Capitulo 4, é
introduzido o termo de Dzyaloshinskii-Moriya no modelo considerado no capitulo ante-
rior. Em seguida, no Capitulo 5, o nimero de Chern das bandas de energia dos triplons é
calculado e a condutividade Hall térmica é determinada. Finalmente, as conclusoes sobre
nosso estudo sao apresentadas no Capitulo 6. Detalhes de alguns cédlculos apresentados

no texto principal sao mostrados nos cinco Apéndices presentes ao final deste trabalho.
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Fundamentos teoricos

2.1 Magnetismo

Nosso trabalho é dedicado ao estudo de propriedades magnéticas de um cristal, por
isso, nada mais justo do que apresentar alguns fundamentos teéricos do magnetismo que
estarao presentes ao longo do texto.

O magnetismo esta relacionado com o spin (propriedade intrinseca) das particulas,
sendo uma quantidade quantizada [22]. Como resultado, a depender da disposi¢ao das
particulas no espaco, visualizamos efeitos macroscopicos desse fenomeno. O spin S é quan-
tizado, pois foi verificado que o momento angular das particulas atomicas, por exemplo, o
elétron, nao poderia assumir quaisquer valores. Em particular, para o elétron (particula

de spin S = 1/2), a componente z do momento de dipolo magnético u, pode assumir dois

valores,
h
Hz = +gm’
wh (2.1)
Mz = om’

onde ¢, é a carga do elétron, m é a massa do elétron e h = h/27, sendo h a constante de

Planck. De fato, a relacao entre o momento magnético i e o spin S é dada por,

o Qe
2.9
A= (2.2)

RS

Kilislis
A ppemes

Figura 2.1: Representacao semicldssica de spins, sendo o arranjo em (a) ferromagnético, (b)
antiferromagnético e (c¢) paramagnético.
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Com isso, hé apenas dois valores possiveis para a componente z do spin S do elétron,

h
Sz =+,

2 (2.3)
5, =0

H&a maneiras distintas dos spins se disporem na rede cristalina de um determinado mate-
rial, sendo que algumas delas geram o que conhecemos como materiais ferromagnéticos ou
antiferromagnéticos. Nos materiais, os spins interagem por meio de um mecanismo conhe-
cido como interacao de troca (exchange interaction) que é descrita por uma quantidade J,
que pode ser positiva ou negativa dependendo do sistema: quando J é positivo, dizemos
que o sistema é antiferromagnético e, quando J é negativo, o sistema é ferromagnético. A
Fig. 2.1 mostra uma representacao semiclassica de alguns arranjos de spins em sistemas

de muitas particulas.

2.1.1 O modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg ¢ utilizado para descrever um sistema em termos dos graus
de liberdade de spin. Iremos utilizar este modelo para escrever o hamiltoniano do nosso
sistema e, dessa forma, faremos uma breve introducao sobre sua origem.

Sejam dois atomos de hidrogénio interagindo entre si, de modo que o hamiltoniano

deste sistema é dado por

2 2 2 2 2 2 2 2
g=t, r 4« 4 T T T T (2.4)
2m  2m  cry, Ccrey  Criy  Cro,  Cria CRg

Aqui, o indice 1 refere-se ao elétron do primeiro atomo e a ao seu préton, o indice 2
refere-se ao elétron do segundo atomo, com b sendo seu préton. Além disso, a constante
c = 4mey, p1 e py sao, respectivamente, os momentos lineares dos dois elétrons 1 e 2, m
¢ a massa do elétron, r;; é a distancia entre as particulas ¢ e 7, com ¢,j = 1,2,a,b e,
finalmente, R, € a distancia entre os prétons dos atomos 1 e 2. Aqui, as energia cinéticas
dos prétons nao sao consideradas, pois assumimos que eles estao fixos no espaco.

Para calcular o valor médio da energia do sistema, vamos utilizar o método variacional,
isto é,
. f\IJ*H\I/dgT'ldST‘Q
[ UV dBry

E[7] (2.5)

Para a funcao tentativa ¥, utilizaremos combinacoes lineares dos problemas de dois dtomos

de hidrogénio isolados,

(D, (77) Py (7)) = P (72) Dy (7)) (2.6)
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onde ®,(7) é a funcao de onda (parte espacial) do estado fundamental do 4tomo isolado
1 e ®y(7) é a fungao de onda (parte espacial) do estado fundamental do dtomo isolado 2,

que sao encontradas por meio das expressoes,

(pi - q_2) By (7)) = £9Pa(7), (2.7)

2m  crig

2 2
D q ~ -
—= - — | =¢9® ) 2.8
<2m crgb) o(72) = 0®y(72) (2.8)

Os estados U4 e W_ em (2.6) estao, respectivamente, relacionados aos estados de singleto
e tripleto do sistema: Lembrando que os estados de singleto e tripleto sao resultados
provenientes da teoria da soma de momentos angulares da mecanica quantica; no nosso
caso, um sistema constituido por dois spins S = 1/2; podemos representar estes estados

pela notagao |s,m) e, assim, obtemos os estados,

1
10,0) = Eﬂ ™ = 1i), (2.9)
1,1 =11, (2.10)

1
1,0) = Eﬂ T +14), (2.11)
11, =1 =1, (2.12)

onde, para s = 0, temos um tnico estado de singleto e, para s = 1, temos trés estados de
tripleto para o conjunto de dois d&tomos de hidrogénio; como o estado |¥r) do sistema de
dois atomos deve ser antissimétrico em relagao a troca de duas particulas, temos que a

combinagao linear (espacial) simétrica W, em (2.6) estd associada ao estado de singleto,
V) = [94)[0,0), (2.13)

enquanto a combinacgao linear antissimétrica W_ estd associada ao estado de tripleto,
W) = V)1, m), (2.14)

com m = —1,0,1.
E interessante definirmos algumas quantidades para determinarmos a energia variaci-
onal (2.5):
/\I/ft(ﬂ,Fg)\lli(Fl,Fg)d?’rld?’rQ =1+a, (2.15)

onde,
a—/q):;(f’l)@b(f’l)d?’m _/(IDZ(FQ)(I)(,(FQ)CFTQ. (216)
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A parte relacionada a interagao entre os dois 4tomos do hamiltoniano (2.4), ou seja,

2 2 2 2
q q q q
Hi = -, 2.17
Cris * cRyp crypy  crog ( )
pode ser trabalhada no numerador de (2.5), de tal modo que podemos definir,
V= /(D;(Fl)(I)Z(FZ)HiCI’a(F1)¢b(F2)d37”1d37”2, (2.18)
e7
U= [0 () B (2.19)

em que V é conhecida como integral de Coulomb ou integral direta e U é a chamada

integral de troca. Finalmente, podemos escrever o numerador de (2.5) como
/\I/*H\I/dgrldgrg =V £ U +25(1 £+ a). (2.20)

Segue que as solucoes para as energias dos estados simétrico (2.13) e antissimétrico (2.14)
sao dadas por
ViU
EL=2 — 2.21
+ €o + 1+ a2 ) ( )

sendo que a diferenca entre as energias dos estados de singleto e tripleto do sistema é

Va2 —U

E,— FE, =-2 .
¢ 1—at

(2.22)

Precisamos agora encontrar um hamiltoniano efetivo H.sy que atue nas componentes

de spin dos estados (2.13) e (2.14) ao invés das componentes espaciais, de modo que

H.rr =10,0) = EL]0,0),

(2.23)
Heff = |1,m> = E_|1,m>
Ocorre que existe um H.¢; que possui esse comportamento, sendo dado por
Hpp = Jo— Ji1aS) - S, (2.24)
onde,
1
1 2 U —Va?
Jo=—=(FE,—E)=— (2.26)

12 TR 1—ot

e S; é o operador de spin associado ao atomo 7. Dessa forma, podemos concluir que o

hamiltoniano (2.4) é equivalente ao hamiltoniano efetivo (2.24), porém cada hamiltoniano
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estd escrito em termos de graus de liberdade distintos. O hamiltoniano efetivo H sy ¢

conhecido como hamiltoniano de Heisenberg e pode ser escrito como
H = JpsS5, - S, (2.27)

onde desprezamos a constante Jy e incluimos o sinal negativo na definicao da constante
de troca Ji5. Contudo, deve-se lembrar que o sinal da constante de troca Jio depende
da diferenca energética entre os estados de singleto e tripleto do sistema em questao [Eq.
(2.26)], podendo assumir valores positivos (sistemas antiferromagnéticos) ou negativos
(sistemas ferromagnéticos).

Finalmente, podemos generalizar o hamiltoniano (2.27) para uma rede, ou seja,

H=%Js5 8. (2:28)
ij

onde §Z ¢ o operador de spin associado ao sitio ¢ da rede e J;; é a constante de troca que

descreve a interacao entre os spins localizados nos sitios 7 e 7 da rede. Este modelo sera

utilizado como ponto de partida para descrever o sistema proposto neste trabalho.
Podemos considerar algumas variantes do modelo (2.27) (para mais detalhes, veja as

Refs. [23, 24]). Duas delas sdao o modelo XY, cujo hamiltoniano é dado por

Hyy =Y J(SPS7+S¢8Y), (2.29)
(6,3)
e o chamado modelo de Ising,
Hpgng =Y JSiS;, (2.30)
(i.7)

onde o termo (7, j) indica interagdo somente entre os spins primeiros vizinhos da rede. Os
modelos (2.29) e (2.30) podem descrever alguns sistemas dependendo de suas propriedades
macroscopicas, pois, em alguns casos, a constante de acoplamento J pode ser nao uniforme
e dependente da dire¢ao. Em materiais tetragonais, por exemplo, temos J, = J, # J..
Como dito anteriormente, os dois modelos acima podem ser aplicados para descrever
sistemas realisticos, no entanto, o modelo XY ¢é uma aproximacao para o caso J, =
Jy > J., enquanto o modelo de Ising para J,, J, < J;; o modelo de Ising descreve tanto

sistemas classicos quanto quanticos, a depender do valor do spin.

2.1.2 Fases magnéticas classicas

Vamos utilizar o modelo de Heisenberg (2.28) para compreendermos o comportamento
classico (spin S > 1) de tais sistemas magnéticos (para mais detalhes, veja as Refs.
[23, 24]).
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Sejam dois spins 1 e 2 em sitios vizinhos de uma rede e descritos por vetores classicos.

Nesse caso, podemos reescrever (2.28) como

H=JS* cos(®y), (2.31)
(6,3)

em que S ¢ o médulo dos spins S; e Sy e ®;; ¢ o angulo formado entre os vetores S; e S.

Nessas circunstancias, o modelo (2.31) com J > 0 favorece o alinhamento antiparalelo dos

spins (sistema antiferromagnético), pois a energia Ey do sistema serd a menor possivel
para angulos ®;; = 7, isto é,

JS?Nz

2 Y

onde z é o numero de spins primeiros vizinhos e N é o nimero de sitios da rede. Caso

Ey = (2.32)

semelhante acontece se considerarmos J < 0: nesse caso, o angulo entre os spins que
minimiza a energia total é igual a zero, ou seja, os spins estao alinhados na mesma direcao
do espago (sistema ferromagnético).

Conseguimos, especificando a rede, entender melhor a disposi¢ao dos spins no estado
fundamental em um sistema antiferromagnético. Em particular, para a rede quadrada, a
Fig. 2.2 (a) representa esquematicamente o estado fundamental do hamiltoniano (2.28)
para J > 0, conhecido como estado de Néel. Note que este problema possui uma simetria
tal que a direcao em que os spins apontam pode ser arbitraria: qualquer rotacao dos spins
S; e S; de um angulo 6 em torno de um certo eixo e que mantenha ®;; invariante preserva o
estado de Néel. Veja que se tratando de um modelo que considera apenas interagao entre
primeiros vizinhos, nao ha nenhuma frustracao magnética, ou seja, todos os primeiros
vizinhos de qualquer ”spin vermelho” ou ”spin azul” estao dispostos de tal maneira a
minimizar a energia de todos os pares de spin interagentes do sistema. Como serd mostrado

mais adiante, vamos considerar o modelo de Heisenberg (2.28) antiferromagnético na

(@) (b)

Figura 2.2: Representacao esquematica de possiveis estados fundamentais de um sistema an-
tiferromagnético classico na rede quadrada: (a) estado de Néel e (b) estado de listras, ambos
colineares.
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rede quadrada, porém vamos considerar interagoes entre primeiros e também segundos
vizinhos. Nesse caso, veja que, para a interacao entre segundos vizinhos (diagonal que
liga dois ”spins vermelhos” ou ”spins azuis”), os spins estdo na mesma diregao e sentido,
ou seja, nao estao dispostos de modo a minimizar a energia em sua interagao. Portanto,
é neste sentido que o chamado modelo de Heisenberg antiferromagnético J; — Js na rede
quadrada é um exemplo de um sistema magnético frustrado, pois nao é possivel satisfazer
simultaneamente todos os pares de interagao do sistema. Entretanto, em alguns casos, o
estado de Néel ainda é a configuragao que minimiza a energia total do modelo J; — Js.
Apenas se assumissemos .J; negativo, entao teriamos a menor energia entre segundos
vizinhos, resolvendo o problema da frustracao, mas este nao sera o caso. Finalmente,
deve-se mencionar que os spins de um sistema antiferromagnético na rede quadrada ainda
podem se organizar de modo diferente ao arranjo mostrado na Fig. 2.2 (a): como discutido
abaixo, veremos que o modelo J; — J, admite um estado fundamental de listras, como
mostrado na Fig. 2.2 (b).

Podemos entender melhor o conceito de frustragao magnética, considerando o modelo
de Heisenberg antiferromagnético (2.28) em uma rede triangular. Como mostrado na Fig.
2.3 (a), nao é possivel satisfazer simultaneamente o alinhamento antiparalelo entre os trés
spins que interagem entre si em pares. Existe, entretanto, uma saida para este problema.
E possivel determinar o estado fundamental do sistema reescrevendo o hamiltoniano Ha

CcOoImo

3J52

J
Hpa=J(S1-So+8;-S3+8,-8;3) = 5(sl+s2+s?,)2— (2.33)

Nesse caso, podemos minimizar a energia do sistema se (S; + Ss + S3) = 0. Note que
essa condigao pode ser satisfeira se os trés spins se encontrarem num plano com angulo

relativo igual a 120° [veja a Fig. 2.3 (b)].

(a)

X =120 graus

Figura 2.3: Sistema antiferromagnético classico na rede triangular. Vemos em (a) um arranjo
antiparalelo dos spins primeiros vizinhos, que ilustra o conceito de frustracao magnética, e, em
(b), o arranjo planar e nao-colinear dos spins que minimiza a energia do sistema.
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2.1.3 Magnetizacao espontanea e quebra de simetria

Em sistemas reais, nao necessariamente encontramos sistemas antiferromagnéticos
(AFM) em um estado de Néel, pois a ordem magnética de longo alcance depende da
temperatura do material. Definimos entao a magnetizagao (veja Ref. [25] para mais de-
talhes), uma quantidade capaz de quantificar o efeito total da disposigao destes spins no

material. Em sistemas ferromagnéticos (FM), temos

N
Mpy = (S), (2.34)

i
enquanto, para sistemas antiferromagnéticos do tipo Néel, é interessante introduzir a

magnetizacao alternada (staggered).

Mg =Y (—1)'(Sy). (2.35)

Em ambas as expressoes, temos a soma de todos os N momentos magnéticos da rede
dados por <§Z>, que ¢é o valor esperado do spin em cada sitio ¢ da rede.

E possivel determinar aproximadamente o comportamento da magnetizacao de um
sistema em termos da temperatura via uma aproximacao de campo médio. Nesse caso,
procura-se descrever o problema de muitos corpos interagentes como um problema de
uma unica interacao efetiva. No entanto, esta aproximacgao nao é muito precisa, pois é
dependente da dimensionalidade do sistema tratado, como veremos adiante. A seguir,
seguiremos o procedimento descrito na Sec. 2 da referéncia [26].

Vamos considerar o modelo de Ising (2.30) ferromagnético. Seja S; um spin qualquer
na rede de spins e z o nimero de primeiros vizinhos, como mostrado na Fig. 2.2 (a) para
o estado de Néel. Considere que os spins ao redor de @ estao estaticos e que 5’1 pode ser
up ou down, pois estamos considerando apenas as componentes S, dos spins. Além disso,
vamos supor que o sistema estd submetido & um campo magnético externo h. A teoria de
campo médio de Weiss assume que cada spin pode ser escrito como seu valor médio mais

flutuacoes em torno da média, ou seja,
S; = (57) +057. (2.36)
Dessa forma, podemos escrever (2.30) como

HfM = JZ (SE)(S2) + (S7)657 + 087 (S) + 0 [(65%)?] hZSz (2.37)

Desprezando termos quadraticos nas flutuagoes de spin e reescrevendo as flutuacoes em
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termos dos spins originais, temos que

Higng = —JZ + (5757 4+ S7(S7)) — h Z Sz, (2.38)

Considerando (S?) = M;, podemos reescrever (2.38) como

Aqui, faremos (S7) = M; = (S7) = M; = M, que é a magnetizagao devido o alinhamento
médio dos spins vizinhos a S, (M para magnetizacao na diregao +z e —M para magneti-
zagao na dire¢ao —z). Além disso, no terceiro termo de (2.39), podemos trocar a ordem

dos indices i e j, de tal modo que a Eq. (2.39) se torna

HfM = JM’Nz— (2JzM +h)> S, (2.40)

em que N é o numero de spins da rede. Vale lembrar que z = 4 para a rede quadrada.
Assim, para evitar uma dupla contagem dos termos da soma, é necessario introduzirmos

um fator 1/2, de modo que (2.40) assume a forma

JM?Nz
FM
Tong = —— — (J=M +h) > s (2.41)
i
Note que para o hamiltoniano (2.41) tudo se passa como se agora o spin S7 interagisse
com um campo magnético efetivo de médulo h,, = JzM + h. Para prosseguir com a
determinacao da magnetizacao deste sistema, faremos kg = h = 1.
Da fisica estatistica, sabemos que a magnetizacao de um sistema pode ser calculada
como oF
M=———, 2.42
o (2.42)
ou seja, M pode ser entendida como uma resposta do sistema a um campo externo apli-

cado. Aqui, F' é a energia livre dada por
F=-TlnhZz, (2.43)
sendo Z a funcao de particao dada por

J

(2.44)

e g; é o grau de degenerescéncia da autoenergia E; e = 1/kgT.
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Figura 2.4: Solucdo da equacao (2.47):(a) Para JzM/T < 1 o sistema admite apenas uma
solucdo; (b) para JzM/T > 1, ha trés possiveis solugdes (pontos de interseccao entre as duas
curvas).

Portanto para nosso caso, as Eqs. (2.44) e (2.43) assumem a forma

Z = exp PNIEM 219 cosh (Bhy)]? (2.45)
© IN=M?
F= % — NT1n[2cosh (hy/T)], (2.46)

respectivamente, e portanto,
1
M = tanh {? (J=M + h)} . (2.47)

A equagdo (2.47) é uma equagao transcendente. Podemos resolver esta equagao e
determinar a magnetizagao M plotando ambos os lados da equagao num grafico, como
mostrado na Fig. 2.4. Veja que, quando JzM/T < 1 (T > zJ), a unica solugao é M = 0.
Isso mostra que a temperatura 1" é alta o suficiente para causar desordem total no sistema,
ou seja, nao hd ordem magnética de longo alcance. Quando JzM/T > 1 (T < zJ), temos
trés solugoes: M = 0e M = +M,—M. Entretanto, como nao ha preferéncia para a
magnetizacao M = +M ou M = —M, dizemos que ha uma probabilidade igual para o
sistema atingir estes dois valores caso ocorra alguma flutuacao na regiao M = 0. Note
que a temperatura critica T, que separa as fases com magnetizacao nula e finita é dada
por

T=T,==z2J. (2.48)

Além disso, mesmo para h = 0, vemos que ha magnetizacao no sistema, ou seja, a magneti-
zagao surge espontaneamente. Note também que T, é proporcional ao ntimero de vizinhos
de S;. Para o caso unidimensional (z = 2), a equacao (2.48) mostra que hé magnetizacio
espontanea para temperaturas 7' < T, = 2.J. Entretanto, sabemos que o modelo de Ising

unidimensional (1D) nao apresenta magnetizagao espontanea a temperatura 7" finita, fato
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que nos leva a concluir que, para baixas dimensoes, a aproximagao de campo médio nao é
apropriada. Para sistemas antiferromagnéticos, a temperatura critica (2.48) é conhecida
como temperatura de Néel Ty .

O fisico Lev Davidovich Landau [27] prop6s uma teoria que descreve as transigoes de
fase classicas em que a magnetizacao é o parametro de ordem. Landau foi um dos primei-
ros a perceber que a transicao entre uma fase paramagnética e uma fase ferromagnética
estd vinculada com uma mudanca na simetria do sistema. O que ocorre é que, muitas
vezes, o hamiltoniano que descreve o sistema possui uma simetria maior que o estado fun-
damental. Por exemplo, o modelo de Heisenberg (2.28) ¢ invariante por rotagao de spin
em relacao a qualquer direcao; porém, em uma fase ferromagnética, os spins procuram
se alinhar em uma dada direcao preferencial e, assim, o estado fundamental é invariante
apenas por rotagoes ao longo do eixo da magnetizagao. Quando isso acontece, surge o que
conhecemos por quebra espontanea de simetria. Nesse caso, ha o surgimento dos modos
de Nambu-Goldstone, que sao excitacoes cuja dispersao w(E) vai a zero quando o vetor de
onda k tende a zero, em outras palavras, nao ha um gap para a criacao dessas excitagoes.
O teorema de Goldstone afirma que sempre que uma simetria continua é quebrada espon-
taneamente, novas particulas escalares sem massa (ou muito leves, se a simetria nao for
exata) aparecem dentro do espectro de possiveis excitagoes. Para sistemas ferromagné-
ticos, na regiao de longos comprimentos de onda, a dispersao das excitagoes elementares

(ondas de spin ou magnons) w(k) ~ |k?|, enquanto que, para o caso antiferromagnético,

w(k) ~ |k|.

2.2 Topologia no estado sélido

As excitacoes de um determinado sistema em matéria condensada podem ser classi-
ficadas com topologicamente triviais ou nao-triviais. A topologia nesse caso é referente
ao hamiltoniano do sistema, cujas excitacoes podem ou nao manter determinadas ca-
racteristicas quando variamos alguns parametros do hamiltoniano, como, por exemplo,
campo magnético externo, magnitude da interagao entre os spins, etc. Ocorre que, se
estas mudancas nao alterarem uma quantidade que vamos definir adiante, dizemos que as
excitagoes sao topologicamente protegidas. No entanto, pode acontecer do sistema passar
por uma transicao de uma fase topologicamente nao-trivial para uma fase topologicamente
trivial devido a alteragoes no hamiltoniano.

A quantidade que indica se as excitacoes provém de uma fase topoldgica ou nao é
conhecida como nimero de Chern (invariante topoldgico) [6, 7, 8]. Este parametro nao
muda enquanto a natureza topolégica ou nao do sistema nao for modificada. Além disso,
o numero de Chern pode apenas ser nulo (excitagoes topologicamente triviais) ou finito
inteiro (excitagoes topologicamente nao-triviais). Vale ainda lembrar que as excitagoes

elementares de um sistema podem ser de natureza bosonica ou fermionica. Definir este
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invariante topoldgico (nimero de Chern) somente é possivel se a seguinte condi¢ao a
respeito das bandas de energia das excitagoes do sistema for satisfeita: as bandas de
energia nao podem ser degeneradas em nenhum ponto na primeira zona de Brillouin
(considerando um sistema cristalino).

Antes de iniciarmos uma discussao mais profunda sobre o invarianete topolégico, va-
mos, inicialmente, considerar a chamada curvatura de Berry [28, 29|, que é proveniente
do estudo de evolugoes adiabéticas de hamiltonianos com dependéncia temporal. Michael
Berry compreendeu que, quando consideramos processos em que o hamiltoniano varia
muito lentamente, ha o surgimento de uma fase geométrica em seus autoestados. Essa
fase é conhecida como fase de Berry e sera explicada sucintamente abaixo (para mais
detalhes, veja a Sec. 5.6 da Ref. [22]).

Primeiramente, faremos a hipétese de que H = H(t) = H [ﬁ(t)], em que R(t) =
(Ri(t), Ro(t),...) ¢ um conjunto de parametros que varia lentamente no tempo. Aqui, é
interessante introduzir o conceito de base instantanea |¢,(t)), que é um autoestado do

hamiltoniano H(t) para ¢ fixo, isto é,

H()|en(t)) = En(t)]en(t)), (2.49)

onde (@ (t)|em(t)) = 6n.m, para t fixo.
A equagao de movimento de um estado arbitrario |¢(t)) é dada por

%h—lso( )) = Ht)lp(t)). (2.50)

Podemos ainda considerar que
IO 251
Combinando as Egs. (2.50) e (2.51), podemos encontrar a seguinte expressao

ihCyL(t) — Ep(t)C(t) = —mZo \g&n( ). (2.52)

A préxima etapa é determinar o termo (¢x(t)|%[p,(t)). A partir de (p,(t)]pn(t)) = 1

verifica-se que ;
(en ()] lon(t)) = ian(t), (2.53)

isto é, o termo {4 (t)|%4|¢,(t)) é imagindrio puro, pois a,(t) é real. Por outro lado, a

partir da Eq. (2.49), verifica-se que, para n # k,

(ou(t)|H]pn(t))
En(t) = Ex(t) -

(oult) (1)) = (2.54)
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Dessa forma, a Eq. (2.52) pode ser escrita como

k(8)[ H | on(1))
) — En(t)

Cr(t) + % [E(£) + hay ()] e (2.55)

n#k

Acontece que o termo que envolve H pode ser desprezado (aproximacao adiabdtica), caso
a variagao do hamiltoniano H(t) seja muito lenta. Dessa forma, temos a seguinte solucao

aproximada para o estado |p(t)):
=S a0 (—; [ @EW)ewln@lle), @50

em que a fase nado dindmica exp[iv,(t)] é gerada devido a aproximacao adiabética. O
termo 7, (t) é conhecido como fase geométrica ou fase de Berry.

A fim de calcular a fase de Berry, consideramos uma curva fechada C [E(O) = F?(t)]

no espaco de parametros ﬁ(t), no qual o hamiltoniano H(t) depende temporalmente.

Verifica-se que
Yu(C) = fc i(n(R)|Vgn(R)) - dR = /S (63 X /fn(R)> - d3, (2.57)

em que C' é a curva fechada no espago de parametros associada a condigao ﬁ(O) = ﬁ(t), Sé
a superficie delimitada pela curva fechada C' e A,(R) = i(n(R)|Vg|n(R)), com |p,(t)) =
In(R)). Se entendermos ~,(C) por meio da expressio do rotacional de A,(R), entdo
tudo se passa como se existisse um fluxo de ”campo magnético” Vg X /TN(R) através da
superficie S. Vemos, portanto, que a fase de Berry depende da curva C' ou da superficie
S, sendo, assim, uma fase geométrica.

Trabalhando com a expressao que envolve o rotacional, podemos reescrever a expressao

de 7,,(C) como
1(C) =i / (Vi x (n( D) aln(R)) - dsi = / (Vrn(B)| x [Frn(R)) - d5.  (2.58)

em que n(R) é um autoestado da base instantanea e Vg é o operador com as derivadas

parciais em relagao aos parametros R; associados ao hamiltoniano do sistema. O termo
i((Vrn(R)| x |[Vgn(R)) = Q. (R) (2.59)

¢ conhecido como curvatura de Berry, a quantidade que iremos utilizar para definir o
numero de Chern.
Podemos estender a discussao acima para um sistema de muitas particulas, mais espe-

cificamente, para uma rede cristalina e suas bandas eletronicas. Neste tipo de sistema, as
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particulas estao sob a agao de um potencial periédico V(7) = V(¥ + ﬁ), onde R é o para-
metro de rede, de modo que o hamiltoniano também obedece tal simetria de translacao,
ou seja, H(7) = H(F+ R). O teorema de Bloch fornece as autofuncoes para o problema
de autovalores, isto é,

HE () = B (), (2.60)

U(7) = exp(ik - Fug(7), (2.61)

em que k é o momento cristalino e ug(7+ R) = ug(7) é uma funcao periédica. Portanto,
os autoestados de um hamiltoniano, cujo potencial é periddico, possuem um indice novo

k e, assim, podemos escrever
H(M)W (1) = E,(k)V, (), (2.62)

em que o indice n indica a chamada banda de energia ocupada pelas particulas, conceito
que vamos comentar a seguir. Em principio, ndo ha razao para que a Eq. (2.62) tenha
apenas uma solucao para um dado valor de k. Lembre-se que ug(7) é uma funcao periédica,
fazendo que para um mesmo k tenhamos um conjunto de solugoes para o problema.
Além disso, por conta de Wz(7) envolver a funcao periddica ug (), ela possui a seguinte
propriedade:

U (7 + R) = exp(ik - B)U(7), (2.63)

isto é, a menos de uma fase constante, as funcoes () e Wi (7 + R) sao iguais. Portanto,
é suficiente resolver a Eq. (2.62) na célula unitéria do cristal, com a condigao de que, toda
vez que o vetor 7’ localizar-se na superficie da célula, precisamos impor ug(r) = ug(7+ ﬁ)

Podemos ainda escrever a funcao periédica uz(7) em termos de quantidades do espaco

reciproco, ou seja,

ug () = Z ci_gexp(—iG - F), (2.64)

em que cp_z sao coeficientes da soma e G é um vetor da rede reciproca. Substituindo
(2.64) em (2.61) para k + G, temos que

Uiy () = Vi), (2.65)

ou seja, as fungoes de onda de Bloch que diferem por um vetor da rede reciproca, sao
iguais. Portanto, podemos mostrar sem grandes problemas que F (E) =F (IZ + é), isto
¢, os autovalores ou autoenergias F (l;) sao fungoes periddicas no espacgo reciproco, de tal
modo que, agora, podemos reduzir nosso problema a primeira zona de Brillouin associada
a rede considerada.

Agora, podemos definir o conceito de bandas de energia. Existem dois modos de
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visualizar a criagao das bandas rotuladas por n. O primeiro deles é utilizando o conceito
de zona repetida, ou seja, por conta da propriedade E (E) =F (E + é), pode-se construir
repetidas vezes a dispersao de um sistema, pois para cada E+G a energia se repete. Dessa
primeira forma, quando olhamos entao apenas para a primeira zona de Brillouin da rede
em questao, vemos que haverao diversas dispersoes, umas sobre as outras, fazendo com
que para um mesmo E, tenhamos varios valores da energia E (E) A fim de distinguirmos
esses diferentes valores de energia para o mesmo vetor E, incluimos um indice de banda
n. O segundo modo para construirmos o conceito de bandas de energia é pensar que
estamos dobrando a dispersao do nosso sistema na primeira zona de Brillouin a fim de
incluir todos os valores possiveis de energia do sistema. Entretanto, nesse caso teremos
mais de um valor de energia para um mesmo k e, novamente, é necessario adicionar o
rétulo n na energia e nas fungoes de onda (para mais detalhes, veja Ref [30]).

—

Vamos considerar a expressao (2.59) e identificar o estado n(R) como sendo um estado
analogo a u, (k) para uma rede cristalina, em que u, (%) = (Flu,(k)) é a parte periédica
da fungao de onda de Bloch (2.61), n é o indice que indica a banda de energia do sistema
e k é o vetor de onda proveniente do tratamento do problema no espaco de momento.

Portanto, a expressao que de fato iremos utilizar é

-

Q (k) = i(Vgun (k)] X |V zu,(K)). (2.66)

Note que podemos definir uma curvatura de Berry para um sistema cristalino, pois aqui o
parametro do hamiltoniano é o vetor de onda ke este, quando analizado na primeira zona
de Brillouin do sistema, ird percorrer um caminho fechado, de acordo com a definigao
Eq. (2.58). Como veremos adiante, iremos utilizar o formalismo da segunda quantizagao
para tratar nosso problema, o que fard com que a Eq. (2.66) seja apresentada de outra
maneira. Entretanto, chamaremos a atengao para a nova versao de Qn(/;) no momento
adequado.

A curvatura de Berry indica, portanto, propriedades referentes as n bandas eletroni-
cas de cada sistema, sendo dependente dos autoestados do hamiltoniano eletronico, que
por sua vez também sao indexados por um indice de banda n. Sendo assim, podemos
compreender que (2.66) é diferente para cada banda eletronica n nao degeneradas. O
nimero de Chern é entdo uma quantidade definida a partir de (2.66) com o intuito de
carregar informacoes de cada banda n do sistema. Essa quantidade pode assumir apenas
valores inteiros, inclusive ser nulo, além de poder ser definida apenas para bandas nao
degeneradas, ou seja, é necessario que exista um gap entre as possiveis multiplas bandas
do sistema.

Para sistemas eletronicos bidimensionais, o niimero de Chern C), é definido como

1 o
Co==— [ Qk)dPk=12 2.67
5 | oz, (2.67)
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em que Qn(/g) ¢ a curvatura de Berry associada a banda n e a integral é realizada na
primeira zona de Brillouin da rede reciproca. Em duas dimensées (2D), o nimero de Chern
é equivalente ao "fluxo” da curvatura de Berry que atravessa a superficie delimitada pela
primeira zona de Brillouin. Essa quantidade é entendida como uma propriedade intrinseca
da estrutura de bandas e tem vérios efeitos para os fenomenos de transporte do sistema.
Quando a curvatura de Berry é totalmente simétrica, o niimero de Chern pode ou nao ser
nulo, dependendo dos valores da curvatura nos diferentes pontos delimitados pela primeira

zona de Brillouin. Contudo, alguns sistemas podem apresentar 2,,(k) assimétrica. Além

disso, uma propriedade importante é que
Ch=Y C,=0, (2.68)

ou seja, a soma dos nimeros de Chern das n bandas serd sempre nula.

2.3 Efeito Hall térmico de magnons

Um dos fenomenos de transporte que iremos analisar no presente trabalho é a chamada
condutividade Hall térmica [10, 11, 31, 32, 33, 34]. Em particular, vamos verificar o
quao relevante é o papel da topologia das bandas de energia das excitagoes do sistema
na determinacao dessa condutividade. Para isso, iremos utilizar os conceitos mostrados
acima que sao validos nao apenas para elétrons, mas também para excitacoes elementares
bosonicas, como magnons e triplons.

Em um sistema ferromagnético, por exemplo, temos os magnons como excitagoes ele-
mentares, que por sua vez sao excitagoes bosonicas. Dessa forma, podemos aplicar um
gradiente de temperatura que induzird uma corrente transversa, além de promover uma
corrente longitudinal. A presenca dessa corrente tranversa caracteriza o chamado efeito
Hall térmico.

Para um sistema ferromagnético, foi mostrado que a condutividade Hall térmica kg,
pode ser escrita em termos da curvatura de Berry das bandas de energia dos magnons
(excitagoes elementares do sistema) [35]. Na sequéncia, faremos uma breve discussao
sobre a determinagao da condutividade Hall térmica seguindo a Ref. [35]. Neste artigo,
os autores discutem o efeito Hall térmico para os magnons em um sistema ferromagnético,
porém, € possivel estender tais resultados para quaisquer excitagoes magnéticas desde que
apresentem caracter bosonico.

Vamos considerar a seguinte funcao de onda de Bloch
U, (7) = up (k, 7) exp(ik - ), (2.69)

em que n é o indice de banda. Podemos construir um pacote de ondas a partir de
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uma combinagao linear das fungées de onda de Bloch (2.69), localizado tanto no espago
reciproco quanto no espaco real. Os centros ke do pacote obedecem as equacoes de

movimento semicldssicas dadas por

h (2.70)

em que F, é a energia da banda n, E_')'é o campo elétrico, —e é a carga do elétron, e
Q, (k) é a curvatura de Berry. O termo k x Q,(k) é conhecido como velocidade andmala,
sendo perpendicular ao campo elétrico E, gerando, assim, um efeito Hall (para detalhes
sobre a introduc@o desse termo na equagao de movimento, veja a Ref. [36]). Esse efeito
pode ser observado tanto em um sistema de particulas/quasiparticulas carregadas quanto
neutras: para um sistema eletronico, o campo elétrico é suficiente; por outro lado, para um
sistema de magnons, é necessario utilizar outro tipo de campo externo. Para o tratamento
dos mégnons e também para o nosso trabalho, vamos considerar o efeito gerado por um
gradiente de temperatura e, assim, temos um efeito Hall térmico.

Para o caso ferromagnético, utiliza-se comumente o formalismo de Holstein-Primakoff
[37] para o tratamento dos operadores de spin em segunda quantizagao e, assim, verifica-se
que as excitagoes do sistema (magnons) obedecem & estatistica bosonica. Para calcular o

efeito Hall térmico deste sistema, é necessério considerar [35]

J=Lu[-VU = V] + Ly {Tv (%ﬂ ’ (2.71)

jo = Lia [=VU — V] + Ly {TV (fﬂ :
em que L;; sao tensores, jQ = jE — [Lj ¢ a densidade de corrente de calor com jE sendo a
densidade de corrente de energia, fé a densidade de corrente de magnons, U é um potencial
[de confinamento, similar ao potencial elétrico em (2.70)] para os magnons e 1 é o potencial
quimico dos mégnons. Na equacao (2.71), os elementos (espaciais) fora da diagonal L7}
e L33 estao associados, respectivamente, ao efeito Hall e ao efeito Hall térmico. O artigo
[35] descreve dois processos para o célculo da condutividade Hall térmica, sendo que, aqui,
vamos nos concentrar no formalismo baseado nas equacoes de movimento semiclassicas
(2.70) para um pacote de mégnons. O procedimento alternativo é via a teoria da resposta
linear.

Podemos adaptar a Eq. (2.70) para o caso dos mégnons,

i =

1- 5 -

“Vie 2 —k x Qu(F),

o R EE (2.72)
hk = —VU(7),
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em que n ¢ o indice de banda, ¢ r ¢ a energia do méagnons da banda n e momento
l;, Qn(lz) é a curvatura de Berry no espaco k definido pelo teorema de Bloch para a
funcdo de onda dos méagnons e, por fim, U(7) é um potencial de confinamento para
os magnons. Consideraremos, a partir de agora, um sistema magnético bidimensinonal
(nosso caso de interesse) para a deducdo da condutividade Hall térmica x,, (para maiores
detalhes, veja a Sec. 3.1 da Ref. [35]). Por meio da corrente de borda dos mégnons I e
da corrente de energia de borda I”, podemos expressar as quantidades j (densidade de
corrente transversa) e i (densidade de corrente de energia transversa) provocadas pelo

gradiente de temperatura como

— B -
=V x> QO

em que V é a drea da amostra, p?(¢) é a fungao de distribuicio de Bose-Einstein, que é

dada por
pP(e) = [exp Ble —p) = 1], (2.74)

com § = 1/kgT, sendo kg a constante de Boltzmann, i é o potencial quimico dos magnons
e T é a temperatura. Na presenca de um gradiente de temperatura na direcao y, por

exemplo, pode-se calcular a corrente de borda e a densidade de corrente na diregao x:

o, (D)5 [ () i
W =10, (7 >[5 () mies

ni
, 1 > e(e —p) (dpP -
N 4 Z

Com a ajuda da Eq. (2.71), podemos derivar o coeficiente de transporte transverso L

(2.75)

Yy
ij 1
e, assim, definimos a condutividade Hall térmica para o sistema como sendo

o = BT = B0 Y s [oP(e,00] - | (2.76)
em que
er(z) = /O dt (m?)Q — (1+2) (lnl u ”“")2 ~(In2)? - 2Lis(—1),  (2.77)

sendo Lis(z) conhecida como fungdo polilogaritmica Li,(z) paran = 2. Além disso, como
héd uma soma n sob todas as bandas do sistema, e dado que uma das propriedades do

nimero de Chern é que a soma de todos os nimero de Chern é sempre nula como mostra
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(2.68), temos que

kLT w2 -

- — | Q. (k) =0, 2.78

AN 279
n,k

independentemente se as excitagoes sao topologicamente triviais ou nao-triviais. Desse

modo, a expressao para a condutividade Hall térmica se reduz a
[ p——
Ky = —75—‘/ D eap®(e,p)] (k). (2.79)
k n=1

Outras quantidades associadas ao transporte das excitacoes podem ser calculadas, mas

focaremos neste trabalho apenas no calculo da condutividade Hall térmica.
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Sistema antiferromagnético na rede qua-
drada

3.1 Introducao

Neste capitulo, iniciaremos a descri¢cao do nosso estudo sobre as propriedades topolo-
gicas de um antiferromagneto de Heisenberg numa rede quadrada. O sistema sera descrito
por um modelo de Heisenberg, que inclui as interacoes entre os spins primeiros e segun-
dos vizinhos. Vamos considerar que seu estado fundamental é formado por um sélido de
singletos (VBS) e utilizaremos o formalismo dos operadores de ligacao para a descrigao.
Vamos considerar o hamiltoniano efetivo em uma aproximacgao quadratica e analisaremos
se as excitagoes elementares (triplons) apresentarao bandas topologicamente nao triviais.

O hamiltoniano do modelo de Heisenberg antiferromagnético J; - J, na rede quadrada

¢ dado por [veja Fig. 3.1 (a)]

Hyp=JY 8i-Sj+5 Y Si-S; (3.1)
(i) ()

em que os indices (ij) e ((ij)) indicam soma sob primeiros e segundos vizinhos, respecti-
vamente, S; é um operador de spin e J; e J; sao as constantes de troca entre os primeiros
e segundos vizinhos, respectivamente. No caso classico, ou seja, para S >> 1, o diagrama
de fases do hamiltoniano (3.1) nao apresenta a regiao paramagnética (para mais detalhes,
veja o Cap. 2 da Ref. [38]), isto é, hd uma transicao de fase do estado de Néel para o
estado de listras quando Jy = 0.5J;. A regiao paramagnétia surge pelo fato de estarmos

tratando os operadores de spin quanticamente. O diagrama de fases quantico desse sis-

(a)e—® *—9o—9
N s |~ ’ N . AN 4
N7 NN/ R4 Ny N/
7N 7N (4N > 7N
Vi N 7’ N 7’ N 4 N 7’ N
% —%—0—9—0
.~ 7 L1 N N ’ S 4
A 4
v v ¥ < >
// N /, \\ // \ // N 4 \\
[ L 4 L 4 4 . @
N TN ’ Ty LT~ ,
, N/ Nz N N4
A ~ ~ < 7.
J 4 N e N 4 N ’ N 7 N
1 — % %9 % ¢ b
N e N 7 N N /7 N ’ . .
~ . N7 . N/ Neel disordered collinear
J v ’ | \J /J
VRS RS N VRN N >
2--- ’ N 2 N PRERRN 2 N R4 N f —> Y2 1
[ @ L 2 @ @ L 0 0.4 0.6 1.0

Figura 3.1: (a) Representacao esquematica do modelo J;-J2 na rede quadrada. (b) Diagrama de
fases do modelo J;-Js na rede quadrada divida em trés regices: Néel, paramagnética (desordem),
estado de listras (collinear).
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tema ¢ mostrado na Fig. 3.1 (b) [15]. Para Jy < 0.4 Ji, verifica-se que o modelo (3.1)
apresenta ordem magnética de Néel de longo alcance com vetor de ordenamento magné-
tico Q = (w, ), para Jy 2 0.6 Ji, temos uma ordem magnética colinear de longo alcance
(estado de listras) com vetor de ordenamento Q = (m,0) ou Q = (0,7) [Fig. 2.2 (b)] e,
na regiao 0.4 J; < Jo < 0.6 Ji, predomina uma fase paramagnética quantica. Além disso,
verifica-se que a transicao de fase quantica que ocorre para J, ~ 0.6 J; é uma transicao de
primeira ordem, enquanto a natureza da transicao de fase que ocorre para Jy ~ 0.4 J; é
uma segunda questao em aberto relacionada a esse sistema [14, 15]. Tanto a natureza da
fase desordenada (paramagnética) quanto a natureza da transicao de fase para Jo ~ 0.4 J;
sao dificuldades que estao relacionadas ao fato de que simulacoes de Monte Carlo quantico

nao podem ser realizadas em sistemas magnéticos frustrados devido ao chamado problema
do sinal [39].

3.2 A fase de sélido de singletos (VBS)

Muitas propostas tém sido feitas acerca do estado fundamental do modelo (3.1) em
sua fase desordenada, sendo que uma destas é a fase de sélido de singletos (VBS) com
arranjos colunar, alternado e do tipo plaquete, como mostrado esquematicamente na Fig.
3.2. Fases do tipo liquido de spin com gap nulo ou finito também tém sido consideradas.
Artigos recentes [16, 17, 18, 19] indicam que este sistema pode apresentar dois comporta-
mentos distintos na regiao paramagnética: para Jo < 0.5 Ji, existem evidéncias para uma
fase de liquido de spin com gap nulo e, para Jo 2 0.5 J;, hé indicagoes para a estabilidade
de uma fase VBS, sendo que esta ultima é aquela que vamos nos concentrar em nosso
estudo, mais especificamente no VBS com arranjo colunar [Fig. 3.2 (a)].

A fase VBS pode ser vista como sendo formada por um arranjo regular de singletos
formados por spins primeiros vizinhos em uma rede [1]. No caso do arranjo colunar,

temos dois spins S = 1/2 em um estado de singleto, sendo que o dimero formado por

Figura 3.2: Representacoes esquemadticas da fases de sélido de singletos (VBS) (a) colunar e (b)
alternada na rede quadrada. As elipses azuis indicam que os spins S' (circulos brancos) e S?
(circulos pretos) estdo em um estado de singleto. (c) Representacao esquemética da fase VBS
no arranjo de plaquete na rede quadrada. O quadrado pontilhado azul indica que os spins S!
(circulo aberto), 8 (cfrculo preto), 82 (circulo vermelho), e $* (circulo verde) formam um estado
de singleto.
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eles constitui a célula unitaria da rede. Vale lembrar que nao ocorre quebra espontanea
de simetria de spin na formacao da fase VBS, uma vez que o estado VBS é um produto
de estados de singleto, ou seja, o spin total do estado VBS é S = 0. Por este motivo,
nao temos modos de Goldstone nessa fase, fato que nos permite afirmar que, sejam quais
forem as excitagoes elementares deste sistema, elas devem apresentar um gap de energia
finito.

Diferentemente de um estado ordenado ferromagnético ou do estado de Néel, onde os
spins se organizam em uma certa “ordem magnética”, em um liquido de spin, os spins
nao se encontram ordenados a baixas temperaturas: de fato, um liquido de spins pode ser

visto como um liquido de singletos (essa fase nao sera discutida nesse trabalho; para mais

detalhes, veja o Cap. 2 da Ref. [2]).

3.3 O modelo de Heisenberg para a fase VBS

Nos concentraremos agora em reescrever o modelo de Heisenberg (3.1) para a fase
VBS com arranjo colunar na rede quadrada. Vale lembrar que utilizaremos .J; como
parametro, fazendo J; = 1. Para o tratamento da fase VBS colunar, é interessante
utilizar a rede dimerizada definida pelos singletos, como mostrado na Fig. 3.3. Dessa

forma, o hamiltoniano (3.1) pode ser escrito como

Hyy =y Z(Sz‘l -8 +8} -8, +87-87,+57-8;,,)
€D
+ 2> (8PS, +87 -8, + 878, +87 81, ),

€D

(3.2)

em que o indice ¢ refere-se aos sitios da rede dimerizada, os indices (inferiores) 1 e 2

indicam, respecticamente, os vetores 71 e Ta,

(3.3)

Q—®
—

(

Figura 3.3: Representagdo dos vetores primitivos 71 e 7 da rede dimerizada colunar do estado
VBS.
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sendo a o parametro de rede (aqui, para facilitar os célculos, vamos considerar a = 1), e
os indices 1 e 2 sobre os operadores de spin S indicam os dois spins que formam o dimero
localizado no sitio i da rede dimerizada (veja a Fig. 3.3, onde os circulos brancos e pretos
indicam, respectivamente, os spins S} e Sf)

Na préxima se¢ao, introduziremos o formalismo dos operadores de ligacao para rees-
crever o hamiltoniano (3.2) em segunda quantiza¢do em termos de operadores bosonicos

que criam/destroem singletos e tripletos.

3.4 Formalismo dos operadores de ligacao

Vamos, inicialmente, considerar o termo local S; - S?. O spin total do dimero pode ser

escrito como (o indice de sitio i serd reintroduzido posteriormente)
Sy =S+ 8% (3.4)

Lembrando que, pela regra da soma de momentos angulares em mecéanica quantica [40],
o dimero formado no estado VBS envolve a soma de dois spins S = 1/2 e, assim, temos
dois tipos de estado: o singleto e o tripleto. Dessa forma, utilizando uma funcao de onda

genérica com componentes espacial e de spin, temos a seguinte igualdade:

SQthUQ (Fla FQ) = [(Sl>2 + (SQ>2 + 281 ’ SQ)] w01702 (Flvfé) = S<S + 1)h2w01,02(F17F2)7
(3.5)
Szwa1702(7717 7?2) = [Sl(sl + 1)h2 + 32(52 + 1)h2 + 281 . Sz]¢a1,02 (Fla FQ): (36)

em que S;(S; + 1)h? e S5(S; + 1)h? sdo os autovalores dos operadores (S')? e (S%)2,
respectivamente. Como estamos tratando de um sistema com spin S = 1/2, a expressao

(3.6) assume a forma

3
SQQ/JJMQ (ry,7) = [5712 +28*. 82} Yoy 00 (T1,72), (3.7)
o que resulta em
1 3
1. q2_ 1q2_ 29
S*-S 2S 1 (3.8)

Neste momento, sabemos que, como resultado da soma dos dois spins 1/2, temos S = 0
(estado de singleto do dimero) e S = 1 (estado de tripleto do dimero). Dessa forma, a

Eq. (3.8) indica que
sl.s2:—§1 (S =0),
o 1 (3.9)
S-S = +Z (S=1).
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Ocorre que o termo Sg . S? considera o indice de sitio da rede, portanto a traducao do

resultado (3.9) para o problema na rede e em termos do formalismo de segunda quantizagao

> s!sl= Zs i+~ ZtT tia, (3.10)

i€D

assume a forma

onde s; é um operador que destréi um estado de singleto no sitio ¢ (da rede dimerizada),

t; € um operador que destréi um estado de tripleto no sitio ¢, ST

¢ um operador de cria um
estado de tripleto no sitio i e, finalmente, tT ¢ um operador que cria um estado de tripleto
no sitio 7. Vale lembrar que, aqui, o indice o« = x,y,2z ou a = 1, 2,3 e representa os trées
possiveis tripletos.

Como estamos estudando um sistema de particulas idénticas, é interessante utilizar o
formalismo da segunda quantizacao, em que o espago matematico que rege as expressoes ¢
conhecido como espago de Fock [20]. Os estados contidos no espago de Fock sao rotulados
pelos nuimeros de ocupacao de estados de particula tinica do sistema.

Precisamos, agora, reescrever os operadores de spins S' e 8? em segunda quantizacao.
H& varias representacoes para os operadores de spin, sendo que uma delas foi proposta
por T. Holstein e H. Primakoff [37] para o tratamento das ondas de spin em ferromag-
netos. No nosso caso, porém, vamos utilizar o formalismo dos operadores de ligacao
(bond operator representation) [21].

Como discutido acima, sabemos que um sistema de dois spins 1/2 (S' e §?) formam
um estado de singleto S = 0 ou trés estados de tripleto Sy = 1. Estes estados podem ser
reescritos em termos de operadores s' e t! que, quando aplicados sob um estado (ficticio)

de vacuo |0), criam, respectivamente, os estados de singleto e tripleto, isto é

|s) = s1[0) = 7(|m>—|m> (3.11)
t,) = t1]0) = 7<m>—|u>> (3.12)
t,) = t1]0) = ifumﬂu» (3.13)
) = t1]0) = —(| L) + | 1)) (3.14)

ﬁ
Considerando a representacao matricial das componentes dos operadores de spin na base
15), Ita), ou seja, (s|SE]s), (sISE[ts) e {t,]S21ts), em que ji = 1,2 e a, By = ,y,2, &
possivel verificar que

1
St —= 5(3% +ths —deapythty),
| (3.15)
52 = 5(—5% — ths — icagythty),

em que os operadores s’ e ¢ criam, respectivamente, uma particula no estado de singleto
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s) e tripleto |t,), s e t destroem, respectivamente, uma particula no estado de singleto

| ta),
|s) e tripleto |t,), 0 termo €., representa o tensor de Levi-Civita e a quantidade ¢ que
o acompanha é i = v/—1. A expressio (3.15) é conhecida como a representacio dos
operadores de spin em termos dos operadores de ligacao.

Ocorre a duvida sobre a estatistica que os operadores s e t devem obedecer, fermionica
ou bosonica. Para isso, utilizamos a algebra usual dos operadores de spin, [s;,s;] =
i€;jkSk, € a representagao (3.15) para verificar quais condicoes os operadores s e ¢ precisam

satisfazer. Verifica-se que a algebra usual dos operadores de spin é satisfeita se
[s,s] =1, [ta: th] = Gas, [s,tf] =0, (3.16)

que sao as relacoes canonicas de comutacao de operadores bosonicos. Portanto, a repre-
sentacao (3.15) nos permite mapear um sistema de spins em um sistema bosonico. Por
se tratar de um sistema de bdsons, podemos ter um nimero arbitrario destas particulas
em cada sitio da rede dimerizada, o que nao condiz com a fisica do problema, uma vez
que, para cada sitio ¢ da rede, pode haver apenas um estado de singleto ou um estado de

tripleto. Sendo assim, para resolver este problema, condicionamos o sistema a um vinculo,
sTs+ > thte=1. (3.17)

Por fim, podemos estender as expressoes (3.15)-(3.17) para o nosso problema, ou seja,
inserir indices de sitio nas expressoes. A seguir, diagonalizaremos o hamiltoniano efetivo

em termos dos operadores de ligacao.
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3.5 Diagonalizacao do hamiltoniano

Utilizando o resultado (3.10) e as expressoes (3.15), podemos reescrever o hamiltoniano
(3.2) em termos dos operadores de singleto s; e tripleto t;,. Apds alguns calculos, verifica-

se que o hamiltoniano Hi5 pode ser escrito como
Hyy = Hy+ Hy + H3 + Hy, (3.18)

em que

3
HO = —Zjlzszsi, (319)

J1 1
H, = T ZZ: tj.atw + 1 Zz; 52(7')(sisj+7t;rati+ﬂa + h.c. + SZSLFTtthT@ + h.c.),(3.20)

1
Hy = 4 Caby Z &3(7) [(Sztm + t;rasz‘)tjw,ﬁtiﬂ,w - tlﬂtiv(szlrrtﬂrﬂa + t;‘rJrT,aS”T) ’
(3.21)
1
Hy = g CaBrCaBy Z 54<T>tjﬁtz+r,6/ti”ﬁ't”' (3.22)

Aqui, utilizamos a convencao de soma sobre os indices (gregos) repetidos. As trés fungoes

& (7) podem ser encontradas no Apéndice A. Em particular, a fungao &(7) é dada por
§o(1) = 2(Sy — J2)dr2 — J10r1 — J2 (67142 + 0-1-2), (3.23)

com 7 = 1,2 indicando os vetores (3.3) e §; ; sendo a delta de Kronecker.

Como estamos adotando o estado VBS como sendo o estado fundamental desta fase

Figura 3.4: Primeira zona de Brillouin da rede quadrada dimerizada, onde X = (ﬂ 0); M =

(3,7); Y =(0,m) e ' = (0,0). 2’
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paragmética, vamos assumir que todos os dimeros estejam em um estado de singleto
(mais baixa energia). Por conta disso, vamos considerar que a fase VBS corresponda a
um condensado de singletos e, assim, faremos a seguinte substituicao no hamiltoniano
(3.18)

sl=si=(s]) = (s1) = VNVo, (3.24)
T

em que (s}s;) = Ny é o valor esperado associado ao estado fundamental VBS do nimero
de singletos em cada sitio da rede dimerizada. A partir dessa consideragao, conseguimos
entender que, sendo o estado de tripleto mais energético em relacao ao estado de singleto,
se fornecermos energia de alguma forma para o sistema, o estado de singleto podera se
tornar um tripleto, e, assim, este ultimo se propagara pela rede dimerizada, transformando
momentaneamente dimeros com Sy = 0 em estados com Sp = 1. Essa excitacao de spin
S =1 é denominada triplon.

As expressoes (3.19) - (3.22) estao formuladas em termos de operadores definidos no
espaco real. Por questoes simplificadoras, é interessante reescrevermos o hamiltoniano
(3.18) no espago reciproco (espago k) e, assim, vamos utilizar a transformada de Fourier
dos operadores t (veja Cap. 20 da Ref. [41]),

1
tTa -

’ VN’ 4

keBZ

—ik-Ry
e t s (3.25)

em que R; é o vetor posi¢ao do dimero no sitio i, N' = % ¢ o numero de dimeros da rede,
com N sendo o ntumero de sitios da rede quadrada original e k£ é a nova variavel (nimero
de onda) restrita a primeira zona de Brillouin (BZ) dimerizada (veja Fig. 3.4). Por fim,

o vinculo (3.17) ¢ inserido no hamiltoniano (3.18) via um multiplicador de Lagrange
= (sj si -t b — 1) . (3.26)

Logo, as expressoes de Hy, Hy, H3 e H, assumem a forma

3 uN

Hy = —2hNoN == =(No = 1), (3.27)
Hy = > Al to + %B,; (1 + he). (3.28)
i
Hy = 2\/1ﬁ Z;; Erpth ot + e, (3.29)
b,
Hy = ﬁeaﬁveaﬁ’v’ Z ”Yk't;r,;’ﬁtqflé,utfﬁ’tﬁw (3.30)

—

7.pk
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em que os coeficientes Ay, By, £ e 73 sao dados por

1
AE = ZJl —u+ BE? (3.31)
N
By = —70[J1 cos(2k,) — 2(Jy — Jo) cos(ky) + Jo cos(2k, + ky) + Jo cos(2k, — ky)],
(3.32)
€ = —/No[Jysin(2k,) + Josin(2k, + ky) + Jysin(2k, — k)], (3.33)
1
W=y [J1 cos(2k,) + 2(Jy + Jo) cos(ky) + Jo cos(2k, + ky) + J2(2k, — Ky)] . (3.34)

Com o hamiltoniano (3.18) em termos de quantidades do espaco k, faremos a sua

diagonalizagao na aproximacao harmonica, isto é, vamos considerar
Hiy ~ Hy+ Hy = H"™, (3.35)

em que o hamiltoniano H"*™ ¢ quadratico em termos dos operadores de tripleto tr . Os
termos Hsz e H, descrevem, respectivamente, interacoes entre trés e quatro triplons e serao
ignorados, visto que o nimero de tripletos presente no sistema é pequeno para 7' = 0 [veja

a Fig. 3.5 (a) abaixo]. Temos entao,

3 uN 1

ham __ T Tt

HM = —CRNoN = Fm(No = 1)+ 37 At T, + 5B (i +he). (330
K

Para diagonalizar o hamiltoniano (3.36), utilizaremos uma transformagao de Bogoliu-

bov [42], em que os operadores (bosonicos) originais sao reescritos em termos de novos

operadores que também obedecem a algebra bosonica, isto é, vamos considerar uma trans-

formacao candnica. Em particular, vamos considerar

tr, = upbg, + vabl ,
’: g f k" ko (3.37)
tEa = uEbEa —+ UEb—Ew

em que b, e b% sao os novos operadores bosonicos e uz e vy sao funcoes a serem deter-
(6%

minadas. Sabemos que os operadores t obedecem uma algebra bosonica, ou seja,
otk | =1, (3.38)

e, portanto, verifica-se que os novos operadores b também satisfazem uma algebra bosonica
desde que
uZ — v =1. (3.39)

As funcbes up = cosh(§) e vy = —sinh(§) satisfazem a condicao (3.39). Substituindo
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(3.37) em (3.36), verifica-se que se
ul =
2 3.40
up = ( \/732 (3.40)
vp = ( = (3.41)
VA:— B2
o hamiltoniano H"*™ assume uma forma diagonal, isto &,
3 uN 3
ham __ T
HM™ = — 2 iNoN = == (N = 1) + 3 Z (wp — Ag) + ZwEbEabEa, (3.43)
i
em que
w = /AL — B, (3.44)
3 N 3
ham
By = —§J1No - 7(]\70 -1+ 5 Z (wr — 4z) - (3.45)

i
A expressao (3.44), a menos da constante de Planck h, representa a dispersao em
termos de k dos bésons b criados no sistema acima do estado fundamental, que possui
energia E™ expressa em (3.45). Contudo, para encontrarmos os valores de wr e Eham.,

devemos determinar Ny e u para cada valor da constante de troca J,. Para isso, vamos

0,9 -1 :
() | (b)

| LTI | 1,05} PO .

0,88} e N i - ~

7 \ 4 \
Ve \ 7 .
’ \ i -1L,1 // n
7/ \ ’
/ | /7
o 0,861 // - //
Z. / 3.-1,151 , |
| / 4 | //
4 /
0,84} / - 12} / |
/ /
I/ /
/ -1,25} / -
0,82 )/ | | ,
L | L | n | n | n »1 | | | |
0.2 0.3 0.4 0,5 0,6 0.7 ’3,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
Jz Jz

Figura 3.5: (a) Parametro Ny [Eq. (3.47)] como fungao de Jy calculado numericamente para
o estado VBS colunar na rede quadrada, e (b) parametro p [Eq. (3.48)] como fungao de Jo
calculado numericamente para o estado VBS colunar na rede quadrada.
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minimizar a expressao (3.45) em termos de p e Ny, isto é,

DR}
o
E}am
Ny

(3.46)

=0.

Dessa forma, encontramos as seguintes equagoes autoconsistentes

3 Az
No=1 j— 4
: +2N,§( ). (3.47)

= —%Jﬁ%woz E’: (A,;—BE—WE)} (3.48)
i

As expressoes (3.47) e (3.48) podem ser resolvidas numericamente, de modo que os
comportamentos de Ny e 1 em termos da constante de troca J; sao mostrados nas Figs.
3.5 (a) e (b), respectivamente. O primeiro ponto a se observar na Fig. 3.5 (a) é que néo
encontramos valores de Ny exatamente igual a 1 para nenhum valor de .J5, ou seja, o estado
fundamental VBS nao é constituido, de fato, por um estado de singleto por sitio, mas por
uma sobreposicao de uma grande niimero de singletos e um pequeno nimero de tripletos.
Isso ocorre por conta de flutuacées quanticas que foram consideradas nos calculos. As
Figs. 3.6 (a) e (b) mostram a dispersao (3.44) dos triplons ao longo de caminhos da pri-
meira zona de Brillouin dimerizada [Fig. 3.4] para J; = 0.48 e 0.52, respectivamente. Nos
dois casos, nota-se que as trés dispersoes dos triplons z, y e z sao triplamente degeneradas,
ou seja, se tocam em um ou mais pontos. Em principio, isso é um problema, pois estamos
interessados em um sistema que apresente excitagoes com bandas de energia completa-
mente nao degeneradas. A préxima secao explicarda brevemente o problema associado a

degenerescéncia das bandas dos triplons do modelo (3.36). Outro fato interessante de ve-

i T R IR I Bre T T T ]
i —-X / — —X A
2;J2=0.48 Y / 2;J2=0.52 Y //;
i -7 / i I -7 /

/ ] / ]
/] /
LS| / N 1,5+ / ]
Y ] Y
8 /\\ // ] /‘\\ /

T / \ // ] Ir / \ // ]
S [ Y ] " — \l/

0,51 . 0.5 ]
O0 ‘2 z‘l ‘6 00 ‘2 4“ é
I Y K M r X T Y K M T X

Figura 3.6: Dispersdo dos triplons wy [Eq. (3.44)] do estado VBS colunar da rede quadrada na
aproximacao harmonica restritos a primeira zona de Brillouin para os parametros (a) Jy = 0.48
e (b) J2 = 0.52.
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rificarmos é que ha um gap nas bandas dos triplons, ou seja, diferentemente das ondas de
spin do estado de Néel [43], os triplons de uma fase VBS precisam de uma energia minima
para serem produzidos. Isso ocorre, pois entre o estado de singleto (menos energético) e
o estado de tripleto (mais energético) ha um gap de energia, pois, como discutido acima,

nao ha quebra espontanea de simetria de spin na formagao do estado VBS.

3.6 O problema da degenerescéncia

Como mencionamos anteriormente, trabalhos recentes mostraram que alguns sistemas
magnéticos podem apresentar triplons com bandas de energia topologicamente nao triviais
[5, 44, 45, 46, 47, 48]. Esses sistemas seriam andlogos bosonicos dos chamados isolantes
de Chern, isto é, sistemas eletronicos que apresentam bandas de energia caracterizadas
por um nimero de Chern (invariante topoldgico) finito [6, 7, §].

Estamos interessados em estudar as propriedades topoldgicas de um estado VBS, mais
especificamente, estudar a possivel nao-trivialidade das bandas de energia dos triplons.
Como foi comentado no Cap. 2, precisamos enfatizar a importancia de que as bandas
de energia dos triplons precisam ser nao degeneradas para que possamos estudar uma
quantidade que esta intrinsecamente associada a topologia dessas bandas. Essa quantidade
¢ o numero de Chern, que somente pode ser definido em um sistema que apresenta bandas
de energia nao degeneradas. Como mostrado na Fig. 3.6, as bandas dos triplons z,y e z
da fase VBS do modelo (3.1) sao triplamente degeneradas e, por esta razao, é impossivel
associar um numero de Chern a cada uma delas. O préximo capitulo mostrara uma

primeira tentativa para quebrarmos esta degenerescéncia.
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A interacao de Dzyaloshinskii-Moriya

Neste capitulo, vamos introduzir a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya [12, 13|, que
seré incluida no modelo de Heisenberg J; - J5 [Eq. (3.1)] a fim de, em principio, quebrar

a degenerescéncia das bandas de energia dos triplons.

4.1 Origem da interacgao

No ano de 1958, Igor Dzyaloshinskii estudava a intrigante observacao do ferromag-
netismo fraco nos compostos antiferromagnéticos o — FeoO3 e Cry0O3 [12]. Dadas as
diferentes simetrias entre as duas redes cristalinas, Dzyaloshinskii mostrou primeiramente
que, dependendo da temperatura, o composto a — FeoO3 podia apresentar um ferromag-
netismo fraco, enquanto o mesmo efeito nao era observado no composto Cr,0Os. Sendo
assim, ele levantou o seguinte questionamento: seria possivel mudar a direcao e a inten-
sidade dos spins do sistema antiferromagnético sem quebrar a simetria da distribuicao
inicial, de modo a resultar numa soma nao-nula dos spins nas células unitarias?

Utilizando a Teoria de Landau para as transi¢oes de fase de segunda ordem [27],
Dzyaloshinskii estudou o sistema considerando seus potenciais termodinamicos e mostrou
que haveria uma contribuicao para o weak ferromagnetism devido ao acoplamento spin-
orbita entre os spins localizados em sitios distintos da rede. No entanto, também fica
claro neste trabalho a importancia da simetria geométrica do sistema, ou seja, para certas
simetrias, esse ferromagnetismo nao aconteceria.

Em 1960, foi a vez de Toru Moriya contribuir para o entendimento deste fenomeno.
Considerando as ideias de Dzyaloshinskii, Moriya conseguiu encontrar a forma matematica
correspondente a interacao de troca anisotropica e proveniente da interacao spin-orbita

entre os spins localizados em sitios distintos [13],

Hpy = Zﬁz] -(8; x §;), (4.1)
(i7)

Figura 4.1: Representacao esquemadticas de dois ions 1 e 2 utilizadas para expressar as cinco
regras de Moriya.
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em que ¢ e J sao indices de sitios distintos, S; sao operadores de spin associados ao sitio ¢
da rede e ﬁij sdo os chamados vetores de Dzyaloshinskii-Moriya (DM).

Apés compreender melhor o problema proposto por Dzyaloshinskii [12], Moriya en-
controu uma forma de caracterizar os vetores DM [13]. Para isso, Moriya propos cinco
regras para determinacao de DM que podem ser enunciadas da seguinte forma (veja Fig.
4.1):

1 - When a center of inversion is located at C; DM = 0.

2 - When a mirror plane perpendicular to AB passes through C, DM || mirror plane
or DM 1 AB.

3 - When there is a mirror plane including A and B, DM 1 mirror plane.

4 - When a two-fold rotation axis perpendicular to AB passes through C, DM 1 two-
fold axis.

5 - When there is an n-fold azxis (n > 2) along AB, DM || AB.

4.2 A interacao DM e os operadores de ligacao

Um ingrediente importante para a existéncia de excitagdes bosonicas (magnons ou
triplons) topologicamente nao-triviais observadas nos sitemas magnéticos considerados
nas Refs. [5, 44, 45, 46, 47, 48] e nas Refs. [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57] é a presenca
da interacao DM entre os spins. Por este motivo, vamos introduzir a interacao DM no
modelo (3.1), a fim de buscar a quebra da degenerescéncia das bandas de energia dos
triplons e introduzir uma topologia nao-trivial nessas bandas.

Trabalhos envolvendo o estudo de cupratos (estruturas cristalinas dominadas por pla-

nos de 6xidos de cobre) [60, 61] mostram como os vetores de DM se comportam em

Figura 4.2: Painel a esquerda: representacao da rede cristalina do LagCuQOy4 na fase ortorrémbica
a baixas temperaturas, indicando os fons La*t (azuis), O*~ (verdes e vermelhos) e Cu?* (cinza);
figura retirada da Ref. [58]. Painel a direita: representacao dos vetores DM no plano de CuO
para a fase ortorrémbica do LagCuQy; os circulos brancos indicam atomos de Cu, que fornecem
o spin 1/2.
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diferentes compostos. Os cupratos tém sido muito estudados devido ao fato que esses
compostos apresentam supercondutividade a alta temperatura critica [62]. Dada a im-
portancia desses materiais e o fato de que os atomos de Cu nos planos de CuO formam
uma rede quadrada, decidimos considerar os vetores de DM associados aos cupratos no
nosso estudo.

Para o composto LasCuQy, verifica-se que os vetores de DM na rede quadrada dos
planos de CuO, possuem sentidos opostos em x e y (veja Fig. 4.2). Por outro lado, para
o composto YBaCu3Og (Fig. 4.3), os vetores de DM nos planos de CuO sdo tais que
D = (d,0,0) ¢ D' = (0,—d,0), sendo d o médulo destes vetores [61]. Em particular,
vamos considerar o padrao dos vetores de DM associados ao composto YBaCuzOg.

A fim de estudar a fase VBS do modelo (3.1) acrescido do termo DM (4.1), vamos,
com a ajuda da Fig. 3.3, reescrever o hamiltoniano Hpj); em termos da rede dimerizada

associada ao VBS colunar, isto é,
Hpa =) Dy (Six8;) = [ﬁi,z‘ (8! % 87) + Dijsa - (8] X Sz'l+2)]
(i5) ieD (4.2)
+ [ﬁi,i+2 (87 x S},,) + D1+ (S x Si1+1)] )

em que os indices inferiores 1 e 2 sdo referentes ao vetores primitivos 71 e 7, [veja Eq.

(3.3)] e
[ji,i == [ji,iJrl == (d, 0, O) (43)

l_ji,iJrZ = (0, —d, O) (44)

ecu o o
‘—lT"_ |.\ CuO, layer
. O ./_,;__.__1’/
ov o[ *Tsi~
o—@g—o
® B ___:@: e CuO, planes
o—O@1—0
"—.L‘—T.L :
| @ L
: gy Nl o CuO, layer
L, Wl moo o

Figura 4.3: Painel a esquerda: representacao da rede cristalina do YB,Cu3Og, indicando os
planos de CuOz com Cu (laranja) e O (vermelhos), além dos atomos de Y (azul escuro) e de
Ba (azul claro); figura retirada da Ref. [59]. Painel & direita: representagao dos vetores de DM
no plano de CuO, os circulos brancos indicam atomos de Cu, que fornecem o spin 1/2, sendo O
apenas o mediador da interacao.
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Dessa forma, o hamiltoniano (4.2) assume a forma

Hpy = [dér- [(S; x 87) + (S x 8},y)] — déy - [(S] x 8},5) + (87 x 87,,)]],  (4.5)
ieD
em que é; =1 e €y = 79.
Utilizando a representagao (3.15) dos operadores de spin em termos dos operadores de
ligacao, podemos reescrever o hamiltoniano (4.5) em termos dos operadores de singleto s;

e tripleto t;4:
3

S!x8?=3Y" %sjtm + he., (4.6)
a=1
3 3
$2 581, =3 S e (—slsltigtisny —
i i1 = Gaﬂvz( SiSit1lipli+1,y -C.
a=1 [B~=1

—Si81+1t1-/3ti+1,'7 — hC)] éa

3

2

a=1

3

i
Z €apyy [(Sgtiﬁ + h-c->€wvt;r+1,pti+1,u (4.7)
By=1

+6/Buyt1‘utiy(_81-+1ti+l7fy — h,C)i|:| éa

Y

a=1

3
1 .
Z _4_1Eaﬁveﬁwew’V’t;ruti’/tz—l-l,n’t”lw’] Ca;
B=1

enquanto os termos (Sl1 X S}H) e (S? X S?H) seguem a mesma estrutura de (4.7) e as
respectivas expressoes sao mostradas no Apéndice B, veja as Egs. (B.1) e (B.2).

Assim como na expressao (3.18), podemos escrever o hamiltoniano (4.5) como

Hpy = Hpp (1) + Hpyp(2) + Hppy (1) + Hpp(2) + Hpp (1)

(4.8)
+ Hpp(2) + Hppr(1) + Hppy(2) + Hppg (1) + Hippr(2),

em que os indices (1) e (2) dizem respeito as componentes de Hpjs que estdo relacionadas
com o produto escalar com os vetores dé; e dés, respectivamente. As expressoes dos termos
H3 (1), Hy(2), Hpy (1) e Hpyy(2) do hamiltoniano (4.8) sdo mostradas no Apéndice B.
Na sequéncia, discutiremos apenas os termos do hamiltoniano (4.8) que vamos utilizar em
nossa analise, ou seja, os termos em ordem zero e quadratica nos operadores de tripleto
t, desprezando, inicialmente, o termo linear proveniente da interagao local. O termo
Hp (1) + Hpy(2) envolve um tratamento distinto mostrado no Apéndice D e, por isso,
sera discutido posteriormente.

Na aproximagcao harmonica, o termo DM (4.8) assume a forma

Hpy =~ H%\Zn = H/%M(l) + H%M<2) + H2DM(1) + H/%M@)» (4-9)
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em que
HODM(l) = H%M<2) =0, (4-10)

i) = 32| 32 S bl

B,y=1 ieD (411)

—Si51+1t;-r/3ti+177 — hC):| éa . dél,

H%M Z [ Z Z 604,872 g+2ti5ti+2ﬁ + h.c.

B,y=1 ieD (412)
+SiSZ+2t;~rﬁti+2ﬁ -+ hC):| éa . dég

Novamente vamos considerar a aproximacao (3.24), assim como reescrever as Eqs. (4.11)

e (4.12) no espago reciproco utilizando a transformada de Fourier (3.25). Verifica-se que

3 .
1€0,8~ IV, _ A A
HI%M - Z Z aiz : Z Sln(2k1)(t%ﬁtfk’7 - t;%ﬁti - 2t£5tk'y) €q - d€1, (413)
a=1l | =1 P
3
H Z Z ZEO(,B’YNO ZSID tT tT + ZtT t- —t-t - ) é . dé (4 14)
DM kﬁ —ky kB kv kBY—kvy @ 2- .
a=1 | B,y=1 P

Portanto, na aproximagao quadratica, o hamiltoniano (4.9) no espago reciproco assume a

forma

a=1 | By=1

3 3 .
am 1€ap N[) . 5 )
=37 | 30 S S sinh) g, — tht g — 2Lt | o de
k (4.15)
3 3
apy N 2 e

B Z Z i€ ﬁv 0 Zsm tT tTk +2t£5t137 —trgt_7,) | €a - déa.

a=1

By=1 E
Os tnicos produtos escalares nao nulos sao aqueles associados as componentes é; e é; e,
assim, o hamiltoniano (4.15) assume a forma

1 +
ham ) —
Hpy = b E ZC“(%}/& t—ExtT_;zz tTExtEZ t—Eth—El‘)

E
Pyt £t
—iC(t_p by, —th t1 . —t e+t ) (4.16)

t qT gt
—iDy(t} ty, t_k,th thotp, 1 gt )

i
— iDg(t_g, tp, — 1k z&T

T4t
ky kz - kzky+t t )
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em que
Cr = dNysin(ky) (4.17)
‘ d N sin(2k
D; = %w (4.18)

Entretanto, como mostrado no Apéndice D, o tnico efeito da inclusao do termo linear

(4.6) é apenas modificar a fungao Dy, de modo que

_ dNysin(2k,) R dNy sin(2k,,)

. 2 2 (4.19)
+ 70 [sin(2k,) + Jo (sin(2k, + k) + sin(2k, — k,))] .

Dy

4.3 0O modelo J; - J5 e a interacao DM

O modelo a ser estudado a partir de agora é formado pela combinacao dos hamiltoni-
anos (3.1) e (4.1), ou seja,
H:H12+HDM7 (420)

em que os vetores de DM sao dados pela Fig. 4.3. Utilizando as expressoes (3.36) e
(4.16), podemos escrever o hamiltoniano (4.20) em termos dos operadores de tripleto ¢ e

na aproximagao harmonica, isto €,
H = Hhom 4 gham — [1) + H, 4+ Him, (4.21)

em que Hy e Hy correspondem aos termos constante e em segunda ordem nos operadores
de tripleto t, respectivamente.
Para diagonalizar este novo hamiltoniano (4.21), vamos reescrevé-lo em forma matri-

cial, ou seja,
1 ~
H=Eq+ Z YLHp, (4.22)
i

em que,
T (41 1 T

(U . (4.24)
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sao spinores €

A; 0 iC; B 0 iC;

. —iC» iDr Ar —iC> 1Dy Bi
He=| " " 4 BT (4.25)
P ’LCE AE 0 ZC*

0 BE —Z'DE 0 AE —Z'DE
—iCE iDE BE —iCE Z'DE AE

¢ o hamiltoniano do sistema na forma matricial, sendo que ¢ = y/—1. Podemos ainda

A: B;
H. = (Bﬁ A’j), (4.26)

escrever (4.25) como

em que A; e By sao matrizes hermitianas 3 X 3 com elementos iguais a A%b e ng, respec-
tivamente. Os detalhes do procedimento utilizado para a diagonalizacao deste problema
podem ser encontrados no Apéndice C. Verifica-se que o hamiltoniano diagonalizado as-

sume a forma

H=FE, +- Z $LH g7, (4.27)
em que E| é a energia do estado fundamental do sistema,

3 N

coma =1,2,3=ux,y,z A dispersao (2% em (4.28) é o analogo da dispersao wy em (3.44),
sendo que o indice « indica uma das trés expressoes distintas da dispersao dos triplons
z,y, z [para detalhes, veja as Egs. (C.3), (C.4) e (C.5)]. Os novos spinores indicados em

(4.27) sao definidos como

¢Z: <b£3€ b;%y bgz b—E$ b—Ey b—Ez>’ (4.29)

em que os novos operadores bosonicos de triplon b estao relacionados com os antigos

operadores de tripleto t da seguinte forma:

op = T4, (4.30)

em que T é a matriz de transformacao escrita em termos dos coeficientes de Bogoliubov

(14, 35],
) U. C;
T.=.F F]. (4.31)
Vi Xi

As matrizes Ug, Vz, Cp e X} contidas em 77 sao matrizes 3 X 3, sendo que seus elementos
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sio definidos como u®(k), v (k), ¢®(k) e z%°(k), respectivamente, com a,b = 1,2, 3.

Finalmente, H 1/2 é uma matriz 6 x 6 diagonal,

. he 0
H.=% |, (4.32)
0 hg

com
Qo0 0
hp=10 @ o], (4.33)
0 0 9

E possivel diagonalizar o hamiltoniano (4.22) de maneira exata (veja Apéndice C para
detalhes), sem a necessidade de utilizar a matriz T,; e, por esta razao, no momento, nao
mostraremos a forma dos coeficientes de Bogoliubov. No entanto, a expressao (4.31)
da matriz T i serd de grande importancia para a definicao da curvatura de Berry e, por
consequéncia, do numero de Chern e da condutividade Hall térmica.

Podemos ainda escrever o hamiltoniano (4.27) da seguinte forma
H=Ej+» Y QL b, (4.34)
@k

sendo que as novas equagoes auto-consistentes, determinadas via as condigoes OFE(/ONy =
0 e OE}/0n = 0, sao dadas por

No =1+ Z Z (aaia > (4.35)

89“ Bz
Sy ZZ (a_NO _ Fo) (4.36)

Novamente, podemos resolver as Eqgs. (4.35) e (4.36) numericamente a fim de determinar
os parametros Ny e 1 em termos da constante de troca J, e do médulo d dos vetores de
DM. Assim, podemos determinar a energia do estado fundamental Ej e a dispersao dos
triplons Q%

Comegamos discutindo o diagrama de fases do modelo (4.20), que é mostrado na Fig.
4.4. Note que o diagrama é feito para valores da constante de troca 0.3 < Jy < 0.64, pois
essa ¢ a regiao paramagnética do sistema [14, 15, 16, 17, 18, 19]. Além disso, realizamos
os calculos para valores do médulo dos vetores de DM tais que 0.0 < d < 1.0. Os dados
mostrados na Fig. 4.4 indicam a regiao no espaco de parametros Jo e d onde é possivel
encontrar solugoes das equagoes auto-consistentes (4.35) e (4.36) (regiao abaixo das curvas
continua e tracejada).

Nota-se que o sistema estudado nao admite solugoes para todos os valores do para-
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Figura 4.4: Regiao de estabilidade do VBS colunar (abaixo das curvas continua e tracejada)
para o modelo (4.20), considerando (linha continua) e desprezando (linha tracejada) o termo
linear (4.6).

metro d. Quando o termo linear (4.6) nao é considerado, nota-se que o valor méximo
do parametro d = 0.36 ocorre para Jy = 0.42. Por outro lado, quando consideramos o
termo linear (4.6), vemos que o valor maximo do parametro d = 0.47 ocorre em torno
de J, = 0.36. Note que, para a regiao 0.30 < Jy < 0.45, as curvas sao bastante distin-
tas, enquanto, para Jo = 0.5, a regiao de estabilidade do VBS independe da presenca
ou da auséncia do termo linear (4.6). Aqui, o termo linear estd sendo tratado de forma
aproximada, utilizando uma expansao na razao d/2J; e considerando apenas os termos
em primeira ordem deste parametro, como mostrado no Apéndice D; a diferenca entre as
curvas azul e vermelha para J; < 0.45 pode ser vista como uma indicagao de que ter-
mos de ordem superior precisam ser incluidos, ja que o termo linear deveria fornecer uma
correcao pequena; dessa forma, na sequéncia, serao consideradas apenas as configuracoes
com d < 0.30.

Os comportamentos dos parametros Ny e p em funcao de d para valores fixos da

09 @ ‘ ] | ©)

121 ]

. . . . . _ . ! . ! . ! . ! .
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1’250 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

d d

Figura 4.5: Comportamento dos parametros (a) Ny e (b) p em termos do médulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca Jy. Resultados determinados via solugao
numérica das Eqgs. (4.35) e (4.36).
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- J2=0.48 d=0.20 Y 1 - J2:0.52 d=0.10
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Figura 4.6: Dispersoes (2 dos triplons [veja Eqgs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5)] para (a) Jo = 0.48
ed=0.20e (b) Jo = 0.52 ¢ d = 0.10 na auséncia (linhas continuas) e presenca (linhas tracejadas)
do termo linear (4.6) associado & interagao DM.

constante de troca .Jo sdo mostrados nas Figs. 4.5 (a) e (b), respectivamente. Vemos mais
uma vez que, mesmo com d nulo, nao temos Ny igual a 1.0 para nenhum valor de Js, o
que se deve ao fato de considerarmos flutuacgoes quanticas em nossos calculos, fato que foi
verificado no capitulo anterior, onde a interacado DM nao foi considerada. Sendo assim,
nao conseguimos verificar o caso ideal, isto é, um estado VBS composto por um tnico
estado de singleto por dimero da rede quadrada.

As dispersoes dos triplons, determinadas através das Eqs. (C.3), (C.4) e (C.5) e des-
considerando o termo linear (4.6), para Jo = 0.48 ¢ d = 0.20 sdo mostradas na Fig. 4.6
(a) (linhas continuas). Nota-se que ndo ha quebra completa da degenerescéncia, quando
comparado com o caso d = 0 [Fig. 3.6 (a)], pois a dispersao é triplamente degenerada nos
pontos I, Y, M e X da primeira zona de Brillouin dimerizada (veja Fig. 3.4). Comporta-
mento similar é observado para o caso Jy = 0.52 ¢ d = 0.10 [Fig. 4.6 (b)]. Dessa forma,

nao podemos continuar com a investigacao sobre as propriedades topoldgicas destes tri-

4 T
i — X
- J2=0.48 d=0.30 Y
| — 7 ]
37 |
g
| =
| \
\Y
s \
1/—\<-/—\\ —-\\\
07 == o |
0 2 4 6
r Y K M r X

Figura 4.7: Dispersao Q2 dos triplons [veja Egs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5)] para Jy = 0.48
e d = 0.30 na auséncia (linhas continuas) e presenga (linhas tracejadas) do termo linear (4.6)
associado a interagao DM.
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Figura 4.8: Comportamento dos parametros (a) A e (b) E{, em termos do médulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca Jy. Resultados determinados via a
solugdo numeérica da Eq. (4.28).

plons, pois nao é possivel associar um nimero de Chern para tais bandas degeneradas. As
Figs. 4.6 (a) e (b) também mostram a dispersao dos triplons considerando o termo linear
(4.6) (curvas tracejadas). Nota-se que o principal efeito da presenca do termo linear (4.6)
ocorre em torno do centro da primeira zona de Brillouin e ao longo da direcao I' — X.
Veja que, a medida que o parametro d da interacao DM aumenta, maior é a distingao
entre as curvas continuas e tracejadas. Essas diferencas ficam mais evidentes para o caso
Jy = 0.48 e d = 0.30 mostrado na Fig. 4.7 (para mais detalhes, veja Apéndice D).

A partir da dispersao dos triplons Q%‘, podemos também calcular a energia do gap A e
a energia do estado fundamental £ em fungao do parametro d para determinados valores
da constante de troca Jy [veja Figs. 4.8 (a) e (b)]. Em relagao a energia do gap A, vemos
que, para todos os valores de Jy, o valor do gap diminui a medida que o parametro d
aumenta. O fechamento do gap A estaria, portanto, relacionado com a transicao de fase
mostrada na Fig. 4.4. Para o caso d = 0, nota-se que a energia do gap aumenta quando
Jo varia de Jo, = 0.40 para Jy = 0.48, porém diminui, quando J, aumenta de Jy = 0.52
para Jo = 0.56. Em relacdo a energia do estado fundamental, nota-se que E{, aumenta
com o acréscimo da constante de troca Jo para valores fixos de d. Por outro lado, para
valores fixos de Jo, Ej, decresce & medida que o parametro d aumenta.

Como tultimo recurso para a quebra da degenerescéncia das bandas de energia dos
triplons, introduziremos um campo magnético externo B e estudaremos seus efeitos sob
o modelo (4.20). Os resultados e as discussoes acerca dessa insergao serdo apresentados

na préxima secao.
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4.4 A adicao de um campo magnético externo

O préximo passo para tentarmos levantar a degenerescéncia ilustrada nas Figs. 4.6 (a)
e (b) é introduzir um campo magnético externo B. Para isso, acrescentamos o seguinte

termo no modelo (4.20)
3
5 = Z SaBom (437)
a=1

onde o = x,y,z = 1, 2,3, de modo que o hamiltoniano do novo modelo que serd analisado
é dado por
H=H+ Hpy + Hp, (4.38)

sendo que os termos Hyy e Hpys estao indicados na Eq. (4.20).
Para prosseguirmos com a andlise do hamiltoniano (4.37), utilizaremos novamente o
formalismo dos operadores de ligacao para os operadores de spin [veja Eq. (3.15)]. Como

é necessario identificar os spins 1 e 2 em cada sitio da rede dimerizada, temos que

3 3
Hp=Y" (Z ShBat+ > SfaBa) , (4.39)
7 a=1 a=1
o que resulta em
3
Hp=—iY. Y (eamtjﬁth) B,. (4.40)
i a=l1

Com a ajuda da transformada de Fourier (3.25) para o operador ¢, podemos reescrever a

expressao anterior no espaco reciproco:

_ _ZZZ (eam L ,ﬂ) B,. (4.41)

Trabalhando com o hamiltoniano (4.41), podemos encontrar uma forma tal qual se rela-

ciona com a expressao (4.16), ou seja,

iB
L BeNN (i g gt
Hp=——53 (thote, + it gy =t ts =t gt )
k
1By i i i
—TZQEV%H_EQQE —tl 1 —t_,—c-vt_]m> (4.42)
k
iB
ENT (i g g gt it e
-5 (th s+ttt — i — gl )

K

Dessa forma, de maneira andloga a Eq. (4.22), podemos reescrever o hamiltoniano (4.38)
na forma matricial, mudando apenas o conteido da matriz H ¢ [veja a matriz H ]’; contida

no Apéndice E|. No entanto, o processo para a diagonaliza¢do do novo hamiltoniano H ’%
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nao é similar aquele utilizado na diagonalizacgao do modelo (4.20) sem o campo externo,
pois as componentes x, y, z do campo modificam o problema matematico. Contudo, nota-
se que se considerarmos apenas a componente B, do campo externo, o processo para a
diagonalizacao nao se altera, quando comparado ao processo empregado na diagonalizagao
do modelo (4.20) sem campo magnético externo. Assim, considerando apenas a compo-
nente B, obtivemos finalmente a quebra da degenerescéncia na dispersao dos triplons do
modelo estudado, como sera mostrado abaixo.

Considerando apenas a componente z do campo externo, temos que o equivalente da

Eq. (4.25) assume a forma

AE —iBZ ZC-' BE 0 ZCE
iBZ AE —ZDE 0 BE —iDE
N —iCE Z'D,; A,; —iCE Z'DE BE

]’; = ‘ ‘ . , (4.43)
BE 0 ZCE AE ZBZ ZCE
0 By —iDp —iB, A; —iDy
—1Cy Dy B —iC; iD; Ag
em que a forma do novo hamiltoniano diagonal,
H=Fy+-= ZMH’ W, (4.44)

é idéntica & forma do hamiltoniano (4.22), exceto pela expressao de H & Como dito
anteriormente, o processo para a diagonalizagao de (4.44) é idéntico ao processo empregado
na diagonalizacdo do modelo (4.20) sem o campo externo, com a ressalva de que agora
o campo externo B, aparece na expressao de {1z, ou seja, a expressao do hamiltoniano
diagonal, e as equagoes autoconsistentes para os parametros Ny e p sao parecidas ao caso

sem campo externo,

H=Ej+» Y bl b, (4.45)
a

No=1+

5 N, Z Z (aaza + 1) (4.46)

89“ Bz
:__J1+2N,Zz(a% F0), (4.47)

sendo que (4.46) e (4.47) s@o obtidas via as condigoes gﬂ =0e BE

=2 = 0. As expressoes das
dispersoes (1 para a situagao com o campo externo podem ser encontradas no Apéndice C
[veja as Egs. (C.13), (C.14) e (C.15)]. Podemos entéao inserir o campo magnético externo
no processo numérico para o célculo das expressoes acima e verificar alguns resultados.

Comecamos novamente pelo diagrama de fases mostrado na Fig. 4.9, onde percebe-se
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0,5

Figura 4.9: Regiao de estabilidade (abaixo das curvas continua e tracejada) do VBS colunar
para o modelo (4.38) na auséncia (linha tracejada) e presenca (linha continua) de um campo
magnético externo B,.

que a adi¢ao do campo magnético externo nao altera abruptamente a regiao de estabilidade
do estado VBS, quando comparado ao caso sem o campo externo. As Figs. 4.10 (a) e
(b) mostram, respectivamente, o comportamento dos parametros Ny e g em termos do
médulo d dos vetores de DM para determinados valores de J;. Ambos os gréaficos sao
bastante similares aos resultados obtidos na auséncia do campo externo [veja Figs. 4.5
(a) e (b)]. Dessa forma, podemos afirmar que o campo externo B, altera muito pouco os
valores dos parametros Ny e fi.

Nas Figs. 4.11 (a) e (b), vemos a dispersdo (22 dos triplons, calculadas a partir das
expressoes (C.3), (C4) e (C.5) e utilizando as quantidades (C.13), (C.14) e (C.15) que
incluem o campo externo B,, para Jy = 0.48 e d = 0.20 [Fig. 4.11 (a)] e J =0.52 e d =
0.10 [Fig. 4.11 (b)] (para detalhes, veja Apéndice C). Nesse caso, pode-se notar que houve
a quebra da tripla degenerescéncia nos pontos I', Y, M e X da primeira zona de Brillouin

encontrada no caso de campo externo nulo |[veja as Figs. 4.6 (a) e (b)]. A partir desse

0,9

,=0.
-1,05 ‘ — 1,=048 ]

] i 1,=0.52

i -LIF — 1,=056

0,85

Zo 1 3. -1,15F ]
0.8 . 1ok |
-1,25F ]

0,75 ] s

L L L L -13 L L L L
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 0,1 0,2 03 0,4 0,5
d d

Figura 4.10: Comportamento dos parametros (a) Ny e (b) p em termos do médulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca Jy para B, = 0.05. Resultados deter-
minados via a solu¢ado numérica das Eqs. (4.46) e (4.47) (versao com campo magnético externo
B,).
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Figura 4.11: Dispersoes {22 dos triplons [veja Egs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com
adicao do campo magnético externo B,| para (a) Jo =048 ed = 0.20 e (b) J, = 0.52 e d = 0.10
com a presenca do termo linear (4.6) associado & interacao DM.

—

momento, podemos associar um numero de Chern para cada uma das banda de energia
dos triplons e, assim, podemos continuar com a investigagao das possiveis propriedades
topoldgicas deste sistema. Lembrando que as dispersoes dos triplons mostradas nas Figs.
4.11 (a) e (b) consideram a presenga do termo linear (4.6). Os efeitos desse termo linear
na dispersao dos triplons foi discutido na Sec. 4.3 para o caso B, = 0.

Finalmente, nas Figs. 4.12 (a) e (b), vemos, respectivamente, o comportamento do
gap A e da energia do estado fundamental E{| em funcao do parametro d para diferentes
valores da constante de troca J;. Note que hd uma comparacao com o caso sem campo
externo na Fig. 4.12 (a): para um valor fixo de Jy, os valores da energia de gap A
sao distintos para os casos B, nulo e finito apenas para pequenos valores do parametro
d. Dessa forma, os valores do gap A associados as dispersoes mostradas nas Figs. 4.11
(a) e (b) sao bastante similares ao caso sem campo externo [veja Figs. 4.6 (a) e (b)].
Comparando-se as Figs. 4.8 (b) e 4.12 (b), verifica-se que a presenga do campo magnético

B, praticamente nao altera o valor da energia do estado fundamental.
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Figura 4.12: Comportamento dos parametros (a) A e (b) E{, em termos do médulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca J;. Resultados determinados via a
solucao numérica da Eq. (4.28) (versao com campo magnético externo B.).
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Figura 4.13: Dispersoes {22 dos triplons [veja Egs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com
adicao do campo magnético externo B,| para (a) Jo =0.48 e d = 0.00 e (b) J, = 0.52 e d = 0.00
com a presenca do termo linear (4.6) associado & interacao DM.

E importante mencionar que resolvemos numericamente os problemas autoconsistentes
(4.46) e (4.47) e determinamos as dispersoes §22 para diferentes valores de B.. Dado que
todos os casos apresentam o mesmo comportamento qualitativo, decidimos mostrar apenas
os resultados para B, = 0.05 a fim de ilustrar o efeito do campo magnético externo. Como
esperado, verificamos que, com o aumento de B,, o gap entre as trés bandas de energia
dos triplons aumenta. Paralelamente, realizamos calculos para d = 0 e B, finito, sendo
que alguns resultados obtidos sdo mostrados nas Figs. 4.13 (a) e (b). Nota-se que o
campo magnético externo ja ¢ suficiente para quebrar a tripla degenerescéncia encontrada
nas bandas de energia dos triplons do modelo inicial (3.1). Apesar disso, consideramos a
presenca da interagao de Dzyaloshinskii-Moriya, pois queremos verificar se ela é capaz de

gerar triplons topolégicos em nosso sistema.
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Propriedades topoldgicas do sistema

Nesta ultima etapa do nosso trabalho, vamos discutir algumas propriedades do modelo
de Heisenberg considerado e da fase VBS colunar que estao associados a sua topologia,
como, por exemplo, o nimero de Chern das bandas referentes a dispersao dos triplons,
isto é, vamos verificar se os triplons sao ou nao topoldgicos, e o que isso afeta no calculo

da condutividade Hall térmica do sistema.

5.1 Introducao

Neste capitulo, vamos calcular e analisar algumas propriedades topoldgicas das exci-
tagoes elementares da fase VBS colunar do sistema AFM na rede quadrada acrescido da
interacao de Dzyaloshinskii-Moriya e de um campo magnético externo B,, isto é, vamos
verificar a possivel nao trivialidades dos triplons (niimero de Chern das bandas de energia
nao nulos). Inicialmente, precisamos calcular a curvatura de Berry [10, 11] para cada uma
das bandas de energia =,y e z dos triplons, pois é a partir dessa curvatura que o calculo
do nimero de Chern (invariante topolégico)[6, 7, 8] é feito. Finalmente, vamos verificar
se as possiveis curvaturas de Berry finitas das bandas dos triplons podem acarretar em
uma condutividade Hall térmica k,, # 0, como discutido nas referéncias [31, 32, 33, 34].
De acordo com os teoremas no-go discutidos em [31] e [63], esse efeito nao deveria ser

observado na rede quadrada.

5.2 Curvatura de Berry

A curvatura de Berry é uma quantidade definida para cada uma das bandas de energia
do sistema. Sua defini¢cao é baseada na matriz de transformagao TE [Eq. (4.31)], que
relaciona os novos operadores bosonicos que diagonalizam o problema matricial (4.27)

com os operadores na base nao diagonal (4.22),

. U- C-
Ty = <k ’f) (5.1)

Vi Xi
Como discutido na Sec. 4.3, o hamiltoniano (4.43) é 6 x 6 e, assim, a matriz TE também é
6 x 6, sendo que as matrizes U,;, VE, éﬁ e X i contidas em T 7 sao matrizes 3 X 3 e possuem

elementos do tipo uab(lg), v“b(lg), cab(lg) e x“b(E), respectivamente, com a,b = 1,2,3.

Estes elementos sao conhecidos como os coeficientes de Bogoliubov da transformacao, que
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realizam uma transformagao canonica e diagonalizam o problema. A matrix (5.1) obedece

algumas propriedades, tais como

Ep = T]'CTHETE’ (52)
TUT; = I, = Ty T, (5.3)

em que £; sao os elementos do resultado da diagonalizagao (4.43) e

. I 0
I, = . 5.4
' (o —[,) (54)

sendo I3x3 a matriz identidade. A matriz I, também é utilizada no processo de diago-
nalizagao do hamiltoniano (4.43), pois estamos considerando um sistema bosonico (veja
Apéndice C). Definimos entao a curvatura de Berry [9, 10, 11, 35] no espago de momento
k como L )
fb aTE jb 8TE

Ok, Ok,

(k) = i€y, : (5.5)

nn

em que o indice nn com n = 1,2,3 indica os elementos da diagonal da matriz 6 x 6
resultado do produto dos elementos contidos na expressao acima, n = 1,2, 3 se refere as
curvaturas de Berry das bandas x,y, z, respectivamente, e v = x,y, sendo que a soma
sob indices repetidos é considerada, k, e k, estao restritos a primeira zona de Brillouin
(da rede dimerizada), €,, é o tensor antisimétrico e i = y/—1. Como podemos verificar
em (5.5), Qn(k) é calculada a partir de derivadas parciais dos elementos da matriz T ¢ em
relacao as componentes k, e k, do momento k e, assim, precisamos encontrar todos os 36
coeficientes de Bogoliubov da matriz de transformagao. Além disso, note que em (5.5) a
matriz TE tém o mesmo papel das funcoes de Bloch un(E) na definigao (2.66).

Para o céalculo dos coeficientes de Bogoliubov, utilizamos o seguinte conjunto de equa-

goes: o A
LH'F —QF =0,
LH:S — Q25 =0, (5.6)
LH:Z — Q272 =0,

e

LG+ Q26 =0, (5.7)
LY+ 03 = 0,
em que H' i corresponde ao hamiltoniano nao diagonal (4.43), Q2 (v =1,2,3) é adispersao

dos triplons z,y, z encontradas no Apéndice C (versao com campo magnético externo) e

Fy, Sg, Zz, Jp, Gy e Yz sao matrizes envolvendo os coeficientes de Bogoliubov da matriz
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Figura 5.1: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) z, (b) y e (¢) z dos triplons para o
conjunto de parametros Jo = 0.48, d = 0.10 e B, = 0.05 do modelo (4.38).

de transformacao TE dados por

WP(F) WSE) o E) o2 (E) 0E)).,
W2 (k) w3E) () () o (R))
GB2(R) uBE) PLUE) v (R) v33(12§)), -
A2E) B 2(E) 22K x13(12)), '
A(F) AE) () 2 (F) ().
F2(R) SE) ) 22k m33(12§)).

Dessa forma, conseguimos encontrar as expressoes para os 36 elementos da matriz 1%
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Figura 5.2: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) z, (b) y e (¢) z dos triplons para o
conjunto de parametros Jo = 0.48, d = 0.20 e B, = 0.05 do modelo (4.38).

(ver Sec. E.0.1 do Apéndice E) e calcular a curvatura de Berry (5.5) para cada banda z, y
e z.

A Fig. 5.1 mostra as trés curvaturas de Berry das dispersoes z,y, z para Jo = 0.48,
d = 0.10 e B, = 0.05. Note que, para cada par (k;, k,) (restritos a primeira zona de
Brillouin), temos um valor de €, (k). A simetria da superficie associada & curvatura
de Berry também é importante, pois essa propriedade permite compreender o valor do
nimero de Chern encontrado para essas bandas. Veja que a simetria da curvatura é tal que
ela assume valores positivos e negativos, que provavelmente se cancelarao na realizacao da
integral (2.67) envolvida no célculo do nimero de Chern. Note também que esse padrao
é observado nas trés curvaturas associadas as bandas x,y e z, nao importando os valores
de Js, d e B, como exemplificado nas Figs. 5.2 e 5.3.

O préximo passo agora é calcular o numero de Chern de cada banda e verificar, final-
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Figura 5.3: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) z, (b) y e (¢) z dos triplons para o
conjunto de parametros Jo = 0.52, d = 0.10 e B, = 0.05 do modelo (4.38).

mente, se estes triplons sao topoldgicos ou nao, isto é, se possuem um numero de Chern

finito (topoldgicos ou nao triviais) ou nulo (ndo topolégicos ou triviais).

5.3 O numero de Chern bosonico

Enfatizamos ao longo do trabalho a importancia de criar um gap A entre as bandas
x,y, z dos triplons do nosso modelo, pois queriamos verificar se as excitagoes encontradas
na fase VBS sao topologicamente triviais ou nao. Como discutido no inicio do trabalho,
Sec. 2.2, a quantidade que respondera essa pergunta é o numero de Chern bosonico
(invariante topolégico) [6, 7, 8, 9]. Esse invariante topolégico é definido quando hd um

gap na estrutura de bandas de um sistema e, como indicado na Eq. (2.67), assume a
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forma

C, — / sy (), (5.9)
BZ

-

em que BZ se refere a integracao restrita a primeira zona de Brillouin (dimerizada) e €, (k)
é a curvatura de Berry (5.5) para uma banda n especifica. C,, assumird valores inteiros

ou nulo, contudo uma de suas propriedades, indicadas anteriormente na Eq. (2.68), é que
Ch=Y Cn=0, (5.10)

ou seja, a soma dos nimeros de Chern das bandas do sistema se anula.

O direcionamento do nosso trabalho envolve verificar se haverd ou nao valores finitos
para a condutividade Hall térmica destes triplons e se fatores relacionados a topologia dos
triplons afetariam expressivamente este cdlculo. Entretanto, existem intimeros aspectos
que podem ser investigados caso as excitagoes sejam topoldgicas, como, por exemplo, os
estados de borda que podem surgir em determinados sistemas quando as excitacoes sao
nao-triviais [9]. De qualquer modo, para o célculo da x,, que serd mostrado na secdo
seguinte, precisamos calcular as curvaturas de Berry e, com isso, podemos rapidamente
verificar se os triplons da fase VBS sao triviais ou nao.

Utilizando métodos numéricos, conseguimos determinar os coeficientes de Bogoliubov
(veja Sec. E.0.1 do Apéndice E) e determinar os nimeros de Chern (5.9). Lembrando que
uma série de célculos foram realizados para diferentes valores dos parametros Js, d e B,
dentro da regiao da estabilidade da fase VBS. As tabelas 5.1 e 5.2 abaixo mostram alguns
valores numéricos para o nimero de Chern associados a Jo = 0.48 e 0.52, respectivamente,
e diferentes valores do parametro de DM d. Na tabela 5.1, nota-se que os nimeros
de Chern das bandas de energia dos triplons para d = 0.10 sao nulos enquanto, para
d = 0.20, encontramos valores finitos, porém muito proximos de zero. Dessa forma,
podemos concluir que nao ha indicios de que tais quantidades possam assumir valores
inteiros e finitos. Para d = 0.20, nota-se que a soma dos nimeros de Chern das trés bandas
é nula. Algo semelhante é observado na tabela 5.2. Portanto, concluimos que os triplons

da fase VBS colunar do modelo de Heisenberg AFM J; — J; na rede quadrada, acrescido

Tabela 5.1: Numeros de Chern das bandas de energia x,y e z dos triplons da fase VBS colunar
para Jo = 0.48 e B, = 0.05.

d Banda Numero de Chern

0.10 x 0
0.10 Y 0
0.10 2 0
0.20 x —2.05 x 10~*
0.20 y —2.07 x 107*
0.20 2 +4.12 x 1074
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Tabela 5.2: Numeros de Chern das bandas de energia z,y e z dos triplons da fase VBS colunar
para Jo = 0.52 ¢ B, = 0.05.

d Banda Numero de Chern

0.10 x —1x10°°
0.10 Y —8x 1076
0.10 z +9 x 1076
0.20 x —1.049 x 1073
0.20 y —8.66 x 10~*
0.20 2 +1.915 x 1073

de um termo de interacao Dzyaloshinskii-Moriya e na presenca de um campo magnético
externo na direcao z, sao excitacoes topologicamente triviais. Como dito anteriormente,
podemos justificar esse fato observando a simetria das curvaturas de Berry mostradas nas
Figs. 5.1, 5.2 e 5.3: nota-se que as curvaturas sao nulas em grande parte da primeira zona
de Brillouin e apresentam pequenas regioes positivas e negativas que, quando somadas
em (5.9), resultam em ntimeros de Chern nulos. Trabalhos anteriores [44, 46, 47], que
consideraram os efeitos da interacao DM em AFMs em redes diferentes da rede quadrada
e para fases estudadas distintas da fase VBS, encontraram excitacoes topologicamente nao
triviais, o que nao foi o caso do presente trabalho.

Finalmente, deve-se mencionar que, utilizando apenas um campo magnético externo na
direcao z, obtivemos a quebra da tripla degenerescéncia das bandas de energia dos triplons,
como mostrado nas Figs. 4.13 (a) e (b). Assim, poderfamos continuar a investigacao sobre
a natureza topoldgica das excitacoes sem a presenca de um termo de Dzyaloshinskii-Moriya
no hamiltoniano (3.1). Entretanto, como discutido nas Refs. [44, 45, 46, 47|, a interagao
DM ¢ muitas vezes responsavel pela presenca de excitagoes topologicamente nao triviais
e, assim, decidimos considerar o termo de DM ao longo do nosso estudo. Dito isso,
podemos inferir que, caso realizdssemos o mesmo procedimento para d = 0, o numero
de Chern das bandas continuariam sendo nulos. De fato, para d = 0, o procedimento
matematico que utilizamos para encontrar os coeficientes de Bogoliubov (E.0.1) muda de
forma significativa, pois o hamiltoniano (4.43) passa a apresentar varios termos nulos.
Realizamos entao calculos para d < 1, da ordem de 1073, e, como esperado, encontramos
que as dispersdes sdo aproximadamente iguais aquelas obtidas para d = 0 em [Figs. 4.13
(a) e (b)]. Para o caso d < 1, é possivel determinar as curvaturas de Berry e os nimeros de
Chern como descrito acima, e, como esperado, encontramos nimeros de Chern nulos. Esse
fato indica que, mesmo na auséncia da interacao DM, as excitagoes do estado fundamental

VBS na rede quadrada sao topologicamente nao triviais.
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5.4 Condutividade Hall térmica

Finalmente, podemos verificar se a condutividade Hall térmica (2.79) para os triplons
(topologicamente triviais) da fase VBS colunar do AFM (4.38) na quadrada ¢ finita.

A medida da condutividade Hall térmica é feita experimentalmente a partir do conhe-
cimento da densidade de corrente de calor jQ e da variacao de temperatura AT transversal
do material em analise. A Fig. 5.4 mostra o arranjo esquematico utilizado para a medida
de Kzy: que nesse caso, a poténcia fornecida pelo aquecedor colocado em uma das bordas
da amostra é conhecida e, assim, a quantidade fQ ¢é determinada, pois ela é a razao entre
a poténcia fornecida pelo equipamento e a area da seccao transversal da amostra. Em
seguida, dividindo por AT', temos o valor experimental de k.

Agora que entendemos melhor como a condutividade Hall térmica é medida, utiliza-

remos a expressao (2.79) para determinar teoricamente o valor de k,, para os triplons

triviais,
2T = .
Fopy = — ;v > " ealp®e,))] k), (5.11)
];' n=1

em que 1" é a temperatura do sistema, kg é a constante de Boltzmann, V' é a area da

primeira zona de Brillouin, €2, (k) é a curvatura de Berry (5.5) da banda n, € r é a energia

dos triplons associados a banda n e nimero de onda k (isto é, a dispersao Q% introduzida

no capitulo anterior), p?(e, ) é a distribui¢ao de Bose-Einstein dada por
pP(ez) = L (5.12)
" el — 1

e ca(x) é dada por

eal) = /O dt (m ! : t)Q — (1+2) (lnl * I)Q (Ine)? — 2Lig(—z),  (5.13)

T

sendo Lis(x) a fungao polilogaritmica para n = 2. A partir da expressao (5.11), podemos
extrair informagoes sobre a condutividade Hall térmica dos triplons da fase VBS colunar
do AFM na rede quadrada.

t
-path Thermometer 9 1

Figura 5.4: Representagao esquematica do procedimento experimental utilizado para a medida
de kyy. Figura retirada da Ref. [64].
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Figura 5.5: Condutividade Hall térmica (5.11) para os triplons na fase VBS do AFM na rede
quadrada (a) para Jo = 0.48 (linhas tracejadas) e Jo = 0.52 (linhas continuas) e d = 0.10 e
0.20 e (b) para Jo = 0.50 e d = 0.10 e 0.20. Em todos os casos, o campo magnético externo

B, =0.05.

As Figs. 5.5 (a) e (b) mostram o comportamento da condutividade Hall térmica em
termos da temperatura T (apesar de considerarmos J; = 1, reintroduzimos essa constante
de troca nos graficos para maior clareza). Nota-se que o comportamento qualitativo de i,
¢ o mesmo, independentemente dos valores de J; e d. Para um valor fixo do parametro d
da interagao de DM, nota-se que o pico da condutividade Hall térmica aumenta conforme
aumentamos o valor de J;. Comportamento similar é observado para valores fixos de J5 e
variagao do parametro d. Todos os picos observados em k,, ocorrem na vizinhanca de um
mesmo valor de temperatura, kgT'/J; = 0.5. Interessante, para J, = 0.48 [Fig. 5.5 (a)],
Ky assume valores negativos na regiao de baixas temperaturas: nessa faixa de tempe-
raturas, podemos entender que o transporte tem o sentido oposto. Esse comportamento
nao é observado para Jo = 0.52 e J, = 0.50 [Fig. 5.5 (b)], que apresentam k,, = 0 para
baixas temperaturas 7. Finalmente, é importamente mencionar que as dispersoes (veja
Egs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com adi¢do do campo magnético externo
B,) dos triplons foram determinadas a temperatura 7" = 0: apesar da Fig. 5.5 mostrar
o comportamento de k., (T") para 0 < kgT'/J; < 3, devemos, de fato, considerar apenas
a regiao 0 < kgT'/J; < A/J;, onde A é a energia de gap para os triplons (veja as Figs.
4.11 e 4.12 (a)); o condensado de singletos estd bem definido apenas nessa faixa de baixas
temperaturas.

Apesar da integral da curvatura de Berry sob a primeira zona de Brillouin ser nula,
a condutividade térmica Hall ,,(T") é ndo nula. Esse resultado estd associado ao fato
de que o integrando da Eq. (5.11) depende do produto da fungao cs [Eq. (5.13)] pela
curvatura de Berry. As Figs. 5.6 e 5.7 exemplificam, respectivamente, os comportamentos
da funcao cy(z) e do produto ¢y ()2, (k) para J, = 0.48, d = 0.20, B, = 0.05, z = pP(e,z)
[Eq. (5.12)] e T'=0.25 com (a) n =1, (b) n = 2 e (c) n = 3 correspondendo as dispersoes
dos triplons z,y e z respectivamente. Nota-se que as fungoes ¢, possuem valores apenas

positivos fazendo com que os pontos negativos das curvaturas de Berry tenham um peso
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Figura 5.6: Funcao ca(x) [Eq. (5.13)] para Jo = 0.48, d = 0.20, B, = 0.05, = = pB(enE) [Eq.
(5.12)] e T = 0.25 com (a) n = 1, (b) n = 2 e (¢) n = 3 correspondendo as dispersoes dos
triplons x,y e z respectivamente.

menor na realizacao do somatorio contido em k,,. Veja em Fig. 5.7 que o produto de c;

com Qn(l;) para os pontos k, = 1.5, k, = 0 e k, = —1.5, k, = 0 as fungoes para os triplons
x,y e z sao nulas, o que difere do proprio grafico de Qn(E) para os mesmos pontos [veja
Fig. 5.2]. Por conta dos dois pontos citados acima, temos um ky,(7") finito e nao nulo,
como foi o caso do nimero de Chern.

Como discutido na Ref. [65], é possivel identificar trés regioes distintas no comporta-
mento de ky, em termos da temperatura: (i) Para 7' = 0 até a saturacdo de kyy, temos
uma lei de poténcia T ou um comportamento termo ativido exp(—A/T') dependendo
das diferentes propriedades espectrais das excitagoes subjacentes; (ii) para a regido de
decaimento, temos ky, o exp(—T1/Tp), com T ~ D, em que D representa a energia ca-

racteristica das excitacoes e Tj representa a escala de decaimento do efeito Hall com o
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Figura 5.7: Comportamento da fungao ca(z)Q,(k) para Jo = 0.48, d = 0.20, B, = 0.05,
x = pPe,z) [Eq. (5.12)] e T = 0.25 com (a) n =1, (b) n = 2 e (¢) n = 3 correspondendo as
dispersoes dos triplons x,y e z respectivamente.

aumento da temperatura; (iii) para altas temperaturas, k., o< 77 com v = 1 para bdsons
e v = 3 para férmions. Além disso, os comportamentos de todos os graficos sdo iguais
com o aumento da temperatura 7', ou seja, k., — 0 [veja a Fig. 5.8].

Podemos notar entao que x,, nao é nulo mesmo para um sistema que apresenta triplons
topologicamente triviais. Entretanto, o valor de s, seria maior e mais suave na queda
se as excitagoes fossem topologicamente nao triviais, como mostrado na Ref. [11], em
que sao comparadas as condutividades para sistemas com excitacoes topologicamente
triviais e nao triviais. No entanto, na Ref. [11], o estudo do AFM na rede quadrada é
feito considerando uma fase de liquido de spin como estado fundamental e utilizando os
bésons de Schwinger. No artigo, os autores utilizam os mesmos vetores de DM que néds

utilizamos, ou seja, do composto YBaCu3zOg. Entretanto, no caso do liquido de spin, a
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Figura 5.8: Comportamento experimental de kg, dividido em trés regices (figura retirada da
Ref. [65]).

interacao de DM destrdi as excitagoes topoldgicas que ja estavam presentes no sistema
sem a interacao de DM. A Fig. 5.9 mostra dois gréficos para k,, determinados na Ref.
[11]: o painel da esquerda é o resultado da condutivade dos spinons topologicamente nao
triviais encontrados no sistema AFM na rede quadrada sem a utilizacao da interacao de
DM; veja que a condutividade nesse caso é muito maior quando comparada ao resultado

mostrado no painel a direita, onde os spinons sao topologicamente triviais.

0.4 ;
1.2 < 1
1.0 | B
8 = —J, = 1.00. =1. ]
= . R im0 |
* 0.4 x o J, = 1.05, =0.95
§ \\A\‘\.'\w 05 1.0 15 20 25 3.0] S ot
Ste. Q
&~ o SN R
<~ oen =
2 , Sl
Ny ~
)
8
N
| | | 1 0ty |
1.5 2.0 2.5 3.0 0 0.5
T T

Figura 5.9: Condutividade Hall térmica (5.11) para os spinons em uma fase de liquido de spin
para um AFM na rede quadrada. O grafico da esquerda mostra a condutividade Hall térmica
para spinons topologicamente nao triviais encontrados sem a interagdo de DM; o gréfico da
direita mostra a condutividade Hall térmica para spinons topologicamente triviais encontrados
na presenga da interacdo DM e considerando os vetores DM do composto YBaCusOg (retirado
da Ref. [11]).
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Conclusoes

Conseguimos por meio deste trabalho compreender intimeras propriedades acerca da
fase VBS de um sistema antiferromagnético na rede quadrada. Vimos que nao ha apenas
uma maneira para a distribuicao dos singletos na rede quadrada em um estado VBS,
contudo consideramos no presente trabalho somente o arranjo colunar. Dentro desta dis-
tribuicao, utilizando o formalismo dos operadores de ligacao para descrever o sistema, em
particular, procuramos caracterizar suas excitagoes elementares denominadas triplons,
que estao associados aos trés estados de tripleto. Além disso, vimos que esse sistema
nao apresenta modos de Goldstone, ou seja, nenhuma simetria é quebrada espontanea-
mente quando o estado fundamental VBS é formado. Dessa forma, os triplons sao entao
caracterizados pela presenca de uma energia de gap finita.

Vimos também que, mesmo considerando a interacao spin-orbita via um termo de
Dzyaloshinskii-Moriya incluido no modelo de Heisenberg original, nao conseguimos que-
brar completamente a degenerescéncia das trés bandas de energia dos triplons. Esse fato
nos levou a incluir um campo magnético externo no sistema. A partir disso, conseguimos
verificar a natureza das excitacoes elementares e concluimos, por meio da andlise das cur-
vaturas de Berry das bandas de energia dos triplons, que a fase VBS do antiferromagneto
na rede quadrada que estudamos apresenta triplons topologicamente triviais, isto é, os
numeros de Chern associados as bandas de energia dos triplons sao todos nulos. Restou
verificar se terfamos uma condutividade Hall térmica finita, apesar dos triplons serem
topologicamente triviais. Como visto no trabalho, verificamos que a condutividade Hall
térmica ¢é finita, porém menos intensa em valores absolutos caso tivéssemos um sistema
topologicamente nao trivial.

Vale ressaltar que, mesmo na auséncia da interacao DM e utilizando apenas um campo
magnético externo, é possivel quebrar a tripla degenerescéncia das bandas de energia
dos triplons. Dessa forma, poderiamos ter realizado nossa investigacao sobre a natureza
topoldgica das excitacoes elementares de uma fase VBS na rede quadrada mesmo na
auséncia da interacao Dzyaloshinskii-Moriya. Entretanto, como foi discutido no trabalho,
a literatura mostra que a interacao DM muitas vezes ¢é a responsavel por induzir excitagoes
topologicamente nao triviais e, por este motivo, decidimos manter a interacao DM em
nosso estudo.

Por fim, lembramos o leitor que o presente trabalho se apoiou em algumas aproxima-
¢oes numeéricas e até mesmo analiticas. Por exemplo, para um estudo mais aprofundado
do VBS na rede quadrada, seria interessante considerar interagoes entre os triplons, isto

é, considerar os termos cubicos e quarticos dos operadores t. Esses efeitos poderiam, em



7

principio, acarretar mudancas significativas na condutividade Hall térmica. Veja também
que o procedimento adotado neste trabalho para a investigacao das caracteristicas topo-
logicas das excitagoes elementares é geral, ou seja, é possivel utilizar esse procedimento

para sistemas bosonicos realizados em redes de diversas geometrias.
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Funcoes auxiliares do modelo Ho

Seguem abaixo as definigdes das fungoes £(7) do modelo (3.18),

E(T) =2(J1 — J2)dr0 — J1671 — Jo(0r 142 + 0r1-2), (A1)
&(T) = J10:1 + J2(07 142 + 0-1-2), (A.2)
54(7') = 2(J1 + Jg)(snz —+ J15T,1 + J2(57-71+2 + (57—,1_2), (AS)

onde 7 =1 e 2 correspondem aos vetores (3.3) e ., € a delta de Kronecker.
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Termos do hamiltoniano de Dzyaloshinskii-

Moriya

Seguem abaixo os termos (S; X Sj,,) e (S; x S7,,) contidos no modelo (4.5):

3
S1 X Sll+2 Z [Z €a574 ;-r+2tiﬁti+2;y -+ h.c.

By=1

3 3 ;
D €anng [(sitis = hedeutla tisan (B.1)
a=1 LBy=1

+€5uutT tiu(—31+2ti+2ﬂ - h.c.)” €a

+Z

Z EaﬁweﬂNVEVH V’tz,ut“’ter2 74 Liyo V/] ea,
By=1

3 3
1
(S? X S?H) = Z [Z Eaﬂ'y (3 S@+2tz,6’tz+2“/ + h.c.

Byy=1

+8i8] ot lgtivay + h.c.)} éq
: i
Z €apyy [(s!tzﬂ + h-&)ewuth,MtHZV (B.2)

3
2
a=1l [By=1

‘f“fﬁuyt tw( Z+2tz+2 5 + h.c. )]} éa

+Z

Além disso, temos ainda as fungoes Hy,, (1), Hp,(2), Hpy (1) e Hp,,(2) para o modelo

E Eaﬂveﬂwew wtwtwtwg u’t’“ o ] [
Br=1

(4.5) que descrevem as componentes do hamiltoniano (4.8):

3
1€
i) =3 30 552 [+ et

B,y=1 ieD (B3)
et b (=8l tisty — h.c.)” &y - dei,

Hpy(2) = 0- dés, (B.4)



BE
1
Z Z _Zleaﬂveﬁuv€7u/V’tzTutinzT+lWt” Lv
LBy=1 ieD

B
1
Z Z _§6aﬂ7€6uv€w’l/’tzTutinzLZMtHQ”"

LB,y=L1 ieD

~

€a;
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(B.5)

(B.6)



87

Detalhes da diagonalizacao do hamiltoni-

ano bosonico

Nesta secao, mostraremos de forma sucinta o procedimento analitico utilizado para

a diagonaliza¢do do hamiltoniano (4.22). Seguiremos o procedimento proposto nas Refs.

(66, 67]. Uma vez que estamos diagonalizando um hamiltoniano bosénico H ¢ [Eq. (4.25)],

precisamos inserir uma matriz do tipo I, de modo a diagonalizar a nova expressao dada
por:

I,H, (C.1)

. I 0
(00 =

sendo I a matriz identidade 3 x 3. Este tipo de problema tem diagonalizagao analitica,

em que

sendo que seus autovalores (positivos) sao dados pelas expressoes [14]:

) 11/2
b= |~ gan — Re(Sp) = VBIm(S;)| (C.3)
- 11/2
¢ = |g0es — Re(Sp) + V3Im(Sy)| (C.4)
1 1/2
03 = [-Janp+2Re(sp)] (©5)
em que,
. 1/3
S = (Re+iyDy) (C.6)
Dp=-Q%—R2, (C.7)
1
Q=3 (3“1,12 - a§E> ) (C8)
e7

1
RE = 5—4 (9@27,;&17];; — 27&07];: — 2@37E> . (Cg)



Os coeficientes a, ; sao dados por

ay; =3 (B — Ag) (By + 4z)

ap = (Be = A47)" (—4 (D2 + C2) +3(B; + 4;)°)

ao = (Bp = Ap)" (Be+ Ap) (—4 (D2 +C) + (B + 49)") |

na auséencia do campo magnético externo B, e

2 2
a,p = 3B% —2B2 — 342,

anp = B+ (Be— Ap)” (<4 (D +C2) +3 (By+ 4p)°)

ay; = (Bp — Ag) (Bi + B2 — A7) (Bg (Bf + B2 — 4 (D7 + (7))
+(Bf + B2 + 4 (D + CF)) A — BpAp — A7) |

na presen¢a do campo magnético externo B,.
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(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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Tratamento do termo bosonico linear

Para considerarmos o termo linear (4.6) proveniente da interagao de Dzyaloshinskii-
Moriya, seguimos o método discutido nas Refs. [68, 69].

Como discutido na Sec. 4.2, o termo local proveniente da interagao DM é dado por

3.
d[S!x 82 =d | Zsltin+ hc. D.1
] = | o+ D)
Incluindo o termo local proveniente do modelo (3.18), temos que
3 1 1d 1d
_ il SN PO A ety S o
H; = Z —4J18i81 + 4J1tmtm + 5 Sitia 5 t1.Sis (D.2)

)

em que H, significa o termo linear do hamiltoniano (4.20). Podemos ainda reescrevé-lo

de forma matricial,

H; = le <sj tjx> (__Z% Z'Oé> <t81> _ le\p;in\Ifi, (D.3)

) v 7

em que a constante « é definida como
a=—. (D.4)

Podemos diagonalizar H;, sem grandes problemas, obtendo

Hy,=J,Y VUUHUUY, (D.5)
em que
Oz\/i/ i 1-b
. (b2—b)1 2 \/5 bz_b)l/z
o= (P ), )
2(172_1,)1/2\/5 (bz—b)l/Q

b= (1+4a*)"?, (D.7)

= S S
U\I!,-:\Ifi:<£>:U(t>. (D.8)

Ocorre que trabalhar com a expressao completa da matriz de transformacao U é muito

trabalhoso. Assim, vamos aproximar as expressoes envolvendo b utilizando expansoes até
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ordem linear em «, ou seja,

¥ —b=1+40—(1+40*)"? =~ 1+40® — (1 +2a%) =202, (D.9)
(b* = b)Y? =~ V2a, (D.10)
1-b=1- (144"~ 1—(1+20% =222 (D.11)

As expressoes acima sao validas desde que @ < 1. Temos entao a forma aproximada da

1 .
U~ < ) Za) . (D.12)
—ix 1

De acordo com a Eq. (D.8), os operadores s; e t;, em termos dos novos operadores 3;, 5

7

matriz de transformacao U

Y .
tip € t;, sao escritos como

s; = & +iati,, (D.13)
si = & —iadl, (D.14)
tiw = tiw +108;, (D.15)
th = 1 —iasl. (D.16)

Devemos, agora, substituir estes novos operadores (D.13) - (D.16) nas expressoes do

hamiltoniano (4.20), que é dado por
Hioypy = Hia + Hpyy, (D.17)

em que Hiy e Hpy dados pelas expressoes (3.18) e (4.8), respectivamente. Entretanto,
veja que, para o termo do hamiltoniano associado a interagao DM, nao ha necessidade
de calcular as corregoes, pois todas elas serao O(a?), uma vez que qualquer termo deste
hamiltoniano depende linearmente com parametro d: como discutido anteriormente, va-

mos desprezar termos O(a?). Resta verificar as mudangas apenas nas componentes do
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hamiltoniano Hi, dadas pelas Egs. (3.19) - (3.22), isto é

3
Hy = —7h Z slsi, (D.18)
Ji
H, = " Zt o + = Z@ z+7 m titra + h.c.+ szs;-rJththT’a + h.c.),
(D.19)
H3 = €aBy Z 63 [ Ttwé +1 Si)tj+7 ,BtH-TW tz,BtW( H—TtH-TOé + tz—i—‘r aSZ+T) )
(D.20)
1
H4 = _ZEQB’Yﬁaﬁ/’y’ Z 54(T)t;‘rﬁtj_t,_»r,ﬂ/ti«#‘l','y’ti’y? (D21)

em que as fungoes £(7) sao encontradas no Apéndice A.

Quando substituimos os novos operadores (D.13) - (D.16) na Eq. (D.2), encontramos

3 1 -
H,=7)Y _Zng% + il g (D.22)

4 sz lizs

i
ou seja, nao ha correcoes em ordem linear em «. Resultados similares sao encontrados
para os termos Hy, e Hy. O tnico termo que fornece uma contribuicao em ordem linear
em «a é o termo Hjz. Apés a substituigao das Egs. (D.13) - (D.16) no hamiltoniano (D.20),
encontramos os seguintes termos em ordem quadratica em ¢, que sao considerados na

aproximacao harmonica:

1., . L
Hs = ZZ(—ZOé>€xB“/ Z & (1) (B18], i tiins — 8iBinrtl glhr

~t ~ 7o ot (D23)
+5i Sz+7tz ’ytH—Tﬁ o Si+Tti75ti+T,'y Z+7'8Z tZ+7'7 i, + SH-TSZtH-T Bt 1,y

= BBl ol + 3L Sl st ).

Quando realizamos a mudanca para o espaco de momento k e fazemos todas as devidas
consideragoes e aproximagoes que foram comentadas ao longo do trabalho, temos que Hj

assume a forma

Hs(k) = Z —i ng sin(k - 7')N0(tT it ,;ZtT t%zt,;y—i—t_,;ytf_g
(D.24)
ot [ R Tt
+t kytkz e =t ptg k),

que pode, portanto, ser combinada com a Eq. (4.16), onde foi introduzida a funcao Dy

proveniente da interacao DM. Sendo assim, para considerar a correcao linear em a, Dy se
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torna ) _
D — dNo sin(2k,,) R d Ny sin(2k,,)

’ o 2 (D.25)
+ TO [sin(2k,) + J (sin(2k, + k) + sin(2k, — k,))] .
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Matriz do hamiltoniano de Dzyaloshinskii-

Moriya com adicao do campo magnético

—

externo B

Segue abaixo a matriz completa H’ i que descreve o modelo (4.38). A matriz H i€

6 X 6 e possui elementos H gb dados por:

11 22 33 44 55 66 __ .
Hy = H” =H” = H = HP = H = A,

14 _ 7725 _ 7736 _ pr4l _ ppb2 _ 1763 _
k _Hk _Hk: _Hk _Hk _HE _Bk’

15 _ ry24 __ gy42 __ gy51 __
HY = 0¥ = H? = H? =0,
12 54 ;
2= g¥ =B,

HY = H® =iB.,

H%G - Hg3 = iO]}'ﬂ
34 __ 61 __ .
Hk’ = H]Z = —ZCE,
HY = H? = iDy,
26 __ 53 __ .
Hk‘ = HE = —ZDE7
2= —H =i(Cy+ By),
HE = —H¥ = i(C; ~ B,),
H? = —H? = —i(Dy + By),
HY® = —Hp = —i(Dg = By).

E.0.1 Coeficientes de Bogoliubov

(E.1)

(E.2)

(E.3)

Para calcularmos a curvatura de Berry das bandas dos triplons, precisamos primeira-

mente calcular a matriz T P

X U. C:
- ()
k k

(E.9)
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em que as matrizes Uy, Cr, Vi e Xj sao do tipo 3 x 3 e contém elementos rotulados por

u(k), ¢®(k), v*(k) e 2°(k), respectivamente, como exemplicado na matriz UE abaixo

ult l;) ulQ(E) u3(k
Uz = | w2 (k) u®2(k) u®(k) | . (E.10)
Bl (E) u3? (E) u33 (E)

Primeiramente, é conveniente definir um conjunto parametros:

Ly =B+ B - A2

Ly = D2+ C2,
L; = B2 — B2,
5= B2~ B (E.11)
L4 = ZBZD]Za
L5 — ZBZCE7
L6 = BE - AE’
O1 = (=2BpLy + (L1 + A} + 2La) Ay — A7), (E.12)

F, = Li0; — L3Q% + 20,5(Q%)% + 2(— Ly + A2)(Q2)° + AL(Q2)* — (Q2)°,
Gy = L0y + LIQ% + 20,(Q%)* 4+ 2(Ls — AZ)(Q2)° + Ax(Q9)* + (Q2)°,

com z = 1,2,3 e QF sendo as expressoes (C.3), (C.4) e (C.5) encontradas no Apéndice C.

Além disso, é interessante introduzir um conjunto de fungoes auxiliares.

Auyyr = (B + R.)(BIC; + B2(Ly — CpS:) + (Ly + CpR.)(B? — S2)
+BE(BzCE + 2L,07 + CrR.S:))/ Fy, (E.14)
Augss = (—iLe(DyLe — Ls) L1 — B.(2B;Ly + 3B;Cy + BICj — 2L4A;;
_4BECEAE + CEA%)Q% + (—iBgDE + QZ'DEL(;AE — BZCE[@)(Q%)Q
+BzCE(Q%)3 + ZDE(Q%)4)/Fm, (E.15)
Auggy = (—Li(Bi+2LyAp + By(BZ — 2Ly — A2)) + 2(— B} — Ly A
+Bp(B: + Ap + Ln))(Q7)” — Bp(Qp)Y)/ Fa, (E.16)



seguido das fungoes A,

Avigr = i(Bp+ Rx)(B%C’,; + B,%(—L4 + C;R,) —i(B, — R,)(B. + R,)

AU2,5,8

A01,4,7

A02,5,8

AC3,6,9

e finalmente A,

Ax 1,4,7

A332,5,8

(BZDE — ZCESx) + B,;(BfC,; + 2L4Qz + CERxSx))/me

_i(BE + R$)<B]§'DE + B]%(L5 + DERx) + i(Bz - Rz)(Bz + Rz)

(B.Cy +iDpS,) + B;;(BfD;; — 2L5Q:’§ + Dz R,S,))/ Fr,

(iB;Cy — BX(B. Dy, + 2iCAp) + (B. — R,)(B. + R,)S.
(B.Dy, +iCySy) + B2B.(Ls + Dy(Aj + 3Q%)) + By(—Bi Dy
—2iB2C}:S, + 2iCyAp(—R,) S, + B.Dp( A% — 4A;Q7%
—(9Q9))))/ G,

(—iB:Dy + Bi(—B.C; 4 2iD;Ap) 4+ (B. — Ry)(B. + R,)S.
(B.Cy — iDpS,) + BiB.(— Ly + Cp(Aj + 307)) + By(—BICy,
+2iB2 DSy — 21Dy Ap(—Ry) Sy + B.Cr( A% — 4408
—(95)*))/Gx,

(—L1(B2 + 2Ly A + By(B? — 2Ly — A2)) + 2(—B? — Ly A;;
+By(B2 + A + L2)) () — Bi()*) /G,y

i(Bg — So)(B2Cy + (B. — S2)(B: + Su)(—Ls + C;R,)
+B2(—Ly — C3S;) + Bp(BIC; — 2L40% + CpR,.S,)) /G,
—i(Bp — S;)(B2Dg + (B. — 5;)(B. + S.)(Ls + D Ry)
+B2(Ls — DyS.) + Bp(B2Dy + 2L5Q% + DpR,.S,)) /G

95

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E.22)

(E.23)

Podemos, portanto, escrever os coeficientes de Bogoliubov da transformacao canonica.

Os coeficientes v® (k) sao escritos como

1)31(];) _

U32(E) _

1
\ (|Aur|? — [Avy|* + |Aus|* — |Ava|* — 1+ |Aug]?) |

1
\ L ([ Aual” = [Aval” + | Aus[* — [Avs[* = 1+ | Aug|*)

(E.24)

(E.25)



1

v (k) = J

(|Aur|? — |Avr|* + |Aug|* — |Avs|* — 1 + |Aug|*) |

£ (F) = !
\ (|1 * = |Acy | + |Azs|* — [Aca|* + 1 — | Acs|*) |
. [ 1 ]
1'32 k —
(%) \ (| Azal* = |Acal* + |Azs|* — |Acs|* + 1 — | Acg|*) |
. [ 1 |
(k) =
) \ | (|Az7|* = |Acr|* + | Azs|* — |Acs|* + 1 — | Acy|*) |
2V (k) = 28 (k) Azy; 2*Y(K) = 2°1 (k) Axs;
22(k) = 2%2(k)Azy; 2°2(K) = 2°%(k) Aws;
2B(k) = 2% (k) Azr; 22(k) = 2% (k) Aws;
e (k)
cll( ) — x31< )Acl; 021( ) — x31( )ACQ, 031( ) — x31( )A037
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(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E.31)

(E.32)

(E.33)
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