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em F́ısica, na área de F́ısica.

Orientador: Prof. Dr. Ricardo Lúıs Doretto
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Resumo

Neste trabalho, calculamos a condutividade Hall térmica de um sistema antiferro-

magnético na rede quadrada que utiliza como estado fundametal o arranjo de sólido de

singletos, conhecido como estado VBS (Valence bond solid), sendo que utilizamos o ar-

ranjo colunar para os cálculos. O VBS é então descrito por meio dos operadores de ligação,

em que o hamiltoniano de spin original é descrito ou mapeado em um modelo efetivo de

bósons interagentes que nada mais são do que as excitações elementares do nosso sistema,

conhecidos como tŕıplons. Este hamiltoniano é então estudado na aproximação quadrática

nos operadores de tripletos t, pois desconsideramos as interações entre as excitações. As

dispersões são então calculadas e discutidas, o que nos leva à inserção no hamiltoniano

da interação de Dzyaloshinskii-Moriya, que é relacionada à interação spin-órbita, a fim

de quebrar a tripla degenerescência encontrada. Contudo, esta interação não é suficiente

para quebrar a degenerescência das três bandas e, por isso, consideramos a adição de um

campo magnético externo na direção z. Com as bandas completamente não degeneradas,

podemos calcular as curvaturas de Berry e seus respectivos números de Chern, que nada

mais é do que um indicador à respeito da natureza topológica das excitações. Verificamos

que os números de Chern das bandas são nulos, o que nos leva a concluir que os tŕıplons

não são topológicos. Por fim, com essa informação em mãos, calculamos a condutividade

Hall térmica das excitações, verificando se questões ligadas à topologia poderiam interfe-

rir em aspectos de transporte do sistema. O que foi posśıvel notar é que, mesmo com as

bandas de energia dos triplons sendo topologicamente triviais, o sistema apresenta uma

condutividade Hall térmica finita.

Palavras-chave: Sólido de singletos, Número de Chern, Interação de Dzyaloshinskii-

Moriya, Condutividade Hall térmica



Abstract

In this work, we calculate the thermal Hall conductivity of an antiferromagnetic system

in a square lattice, considering the valence bond solid (VBS) with colunar arrangement of

the singlets as the ground state. The VBS is described via the bound operator formalism,

where the original spin Hamiltonian is mapped into an effective model of interacting

bosons, that are nothing more than the elementary excitations of our system, known as

triplons. This Hamiltonian is then studied in the harmonic approximation, where only

quadratic terms in the triplet operators t are considered. The dispersion relations of the

triplons are then calculated and discussed, which leads us to include a Dzyaloshinskii-

Moriya interaction in the Hamiltonian, with the aim of breaking the degeneracy of the

triplon bands previously found. However, this interaction is not enough to break the

degeneracy of the three bands, and therefore, we also consider an external magnetic field

in the z direction. With the bands completely nondegenerate, we calculate the Berry

curvatures and the respective Chern numbers of the bands, which are nothing more than

an indicator of the topological nature of the excitations. We verify that the Chern numbers

of the triplon bands are zero, which leads us to conclude that the triplons are topologically

trivial excitations. Finally, we calculate the thermal Hall conductivity associated with

the triplons, in order to verify whether issues related to topology would interfere within

transport aspects of the system. We find that, even with trivial topological bands, the

system presents a finite thermal Hall conductivity.

Keywords: Valence bond solid, Chern number, Dzyaloshinskii-Moriya interaction,

Thermal Hall conductivity



Lista de Figuras
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0 em termos do módulo d dos
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externo Bz). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.13 Dispersões Ωα
k⃗
dos triplons [veja Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso
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correspondendo as dispersões dos tŕıplons x, y e z respectivamente. . . . . . . . 74

5.8 Comportamento experimental de κxy dividido em três regiões (figura retirada da

Ref. [65]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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2.1.2 Fases magnéticas clássicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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tico externo B⃗ 93

E.0.1 Coeficientes de Bogoliubov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



15

Introdução

Trabalhos recentes têm sido dedicados ao estudo de sistemas magnéticos bidimensio-

nais, constitúıdos por spins S = 1/2 localizados em śıtios de redes cristalinas e acoplados

antiferromagneticamente [1, 2]. Em particular, sistemas magnéticos frustados [2] são bas-

tante interessantes, pois, além de fases com ordem magnética de longo alcance, fases para-

magnéticas quânticas, como o sólido de singletos, também podem ser observadas [1, 3, 4].

Por sistemas magnéticos frustrados, estamos querendo nos referir àqueles sistemas que

possuem a incapacidade ou inabilidade de minimizar simultaneamente a energia de todos

os pares de spins acoplados. Recentemente, verificou-se que os sólidos de singletos tam-

bém podem apresentar excitações elementares (bosônicas) topologicamente não-triviais

[5]. Questões ligadas à topologia das excitações serão tratadas posteriormente. Contudo,

podemos dizer, neste momento, que há uma quantidade (invariante topológico) que diz

respeito à natureza topológica das excitações. Essa quantidade é o número de Chern

[6, 7, 8, 9].

O número de Chern somente pode ser definido caso exista um gap entre as bandas de

energia das excitações. Caso o número de Chern de uma banda indique que as excitações

são topologicamente não-triviais, então basicamente temos excitações que possuem as

mesmas propriedades até que, por ventura, ocorra o fechamento do gap entre as bandas.

Isso faria com que houvesse uma posśıvel transição do estado topológico anterior para

um posśıvel novo estado topologicamente trivial. Detalhamentos sobre as propriedades

topológicas e o número de Chern de um sistema serão apontados devidamente adiante no

trabalho. No momento, basta dizer que uma das questões que queremos responder é se

as excitações encontradas em nosso sistema são topologicamente triviais ou não-triviais.

Por fim, pode-se calcular a condutividade Hall térmica [10, 11] para as excitações

encontradas e verificar se questões ligadas à topologia das bandas de energia das quasi-

part́ıculas influenciam diretamente no valor da condutividade Hall térmica. No presente

trabalho, nos concentramos no estudo de um sistema antiferromagnético frustrado na rede

quadrada descrito pelo modelo de Heisenberg J1 − J2 acrescido de um termo de interação

do tipo Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [12, 13]. Alguns trabalhos que estudaram este sis-

tema para T = 0 e na ausência do termo de DM [14, 15] mostraram que seu diagrama de

fases é dividido em três regiões: Néel, paramagnética (ou desordenada) e estado de listras

(detalhes serão mostrados mais adiante). Várias propostas têm sido feitas para o estado

fundamental da fase desordenada do modelo J1 − J2 na rede quadrada, sendo que uma

delas é o sólido de singletos [Valence Bond Solid (VBS)] com arranjos colunar, alternado

ou até mesmo uma fase tetramerizada do tipo plaquete [14, 15]; o outro posśıvel candidato
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para o estado fundamental dessa fase paramagnética é o ĺıquido de spin com gap nulo ou

finito. Recentemente, um conjunto de cálculos numéricos [16, 17, 18, 19] indicou que o

sistema pode apresentar a fase VBS ou o ĺıquido de spin para certas regiões de J1/J2.

Estudaremos a região em que o VBS predomina e, assim, iremos realizar uma série de

cálculos para verificar se as excitações são topologicamente triviais ou não-triviais, além

de calcular a condutividade Hall térmica associada a essas excitações, conhecidas como

triplons. Essas excitações elementares podem ser descritas via o formalismo da segunda

quantização. Neste tratamento, utilizamos o espaço de Fock [20] e os posśıveis estados

do sistema são caracterizados pelos números de ocupação de um determinado conjunto

de estados de part́ıcula única. Entretanto, este tratamento difere para bósons e férmions,

pois o número de ocupação dos férmions em um determinado estado de part́ıcula única

pode ser apenas 0 ou 1 devido ao prinćıpio de exclusão de Pauli, enquanto, para bósons,

este número pode assumir qualquer valor inteiro. Aqui, o sistema é descrito em termos de

operadores de criação e destruição de part́ıculas, que criam ou destroem part́ıculas em um

determinado estado de part́ıcula única. Utilizaremos frequentemente essa notação quando

introduzirmos o conceito de operadores de ligação [21] para descrever os operadores de

spin presentes no modelo de Heisenberg considerado no nosso trabalho.

Dividimos o presente trabalho da seguinte forma: No Caṕıtulo 2, faremos uma breve

discussão teórica sobre alguns conceitos e quantidades que estarão presentes em nosso

trabalho, seguido do Caṕıtulo 3, que contém as informações acerca do modelo tratado

neste trabalho, da fase VBS, do formalismo dos operadores de ligação e o primeiro tra-

tamento em campo médio do modelo de Heisenberg na rede quadrada. No Caṕıtulo 4, é

introduzido o termo de Dzyaloshinskii-Moriya no modelo considerado no caṕıtulo ante-

rior. Em seguida, no Caṕıtulo 5, o número de Chern das bandas de energia dos triplons é

calculado e a condutividade Hall térmica é determinada. Finalmente, as conclusões sobre

nosso estudo são apresentadas no Caṕıtulo 6. Detalhes de alguns cálculos apresentados

no texto principal são mostrados nos cinco Apêndices presentes ao final deste trabalho.
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Fundamentos teóricos

2.1 Magnetismo

Nosso trabalho é dedicado ao estudo de propriedades magnéticas de um cristal, por

isso, nada mais justo do que apresentar alguns fundamentos teóricos do magnetismo que

estarão presentes ao longo do texto.

O magnetismo está relacionado com o spin (propriedade intŕınseca) das part́ıculas,

sendo uma quantidade quantizada [22]. Como resultado, a depender da disposição das

part́ıculas no espaço, visualizamos efeitos macroscópicos desse fenômeno. O spin S é quan-

tizado, pois foi verificado que o momento angular das part́ıculas atômicas, por exemplo, o

elétron, não poderia assumir quaisquer valores. Em particular, para o elétron (part́ıcula

de spin S = 1/2), a componente z do momento de dipolo magnético µz pode assumir dois

valores,

µz = +
qeℏ
2m

,

µz = −qeℏ
2m

,

(2.1)

onde qe é a carga do elétron, m é a massa do elétron e ℏ = h/2π, sendo h a constante de

Planck. De fato, a relação entre o momento magnético µ⃗ e o spin S é dada por,

µ⃗ =
qe
m
S. (2.2)

(a)

(b)

(c)

Figura 2.1: Representação semiclássica de spins, sendo o arranjo em (a) ferromagnético, (b)
antiferromagnético e (c) paramagnético.
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Com isso, há apenas dois valores posśıveis para a componente z do spin S do elétron,

Sz = +
ℏ
2
,

Sz = −ℏ
2
.

(2.3)

Há maneiras distintas dos spins se disporem na rede cristalina de um determinado mate-

rial, sendo que algumas delas geram o que conhecemos como materiais ferromagnéticos ou

antiferromagnéticos. Nos materiais, os spins interagem por meio de um mecanismo conhe-

cido como interação de troca (exchange interaction) que é descrita por uma quantidade J ,

que pode ser positiva ou negativa dependendo do sistema: quando J é positivo, dizemos

que o sistema é antiferromagnético e, quando J é negativo, o sistema é ferromagnético. A

Fig. 2.1 mostra uma representação semiclássica de alguns arranjos de spins em sistemas

de muitas part́ıculas.

2.1.1 O modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg é utilizado para descrever um sistema em termos dos graus

de liberdade de spin. Iremos utilizar este modelo para escrever o hamiltoniano do nosso

sistema e, dessa forma, faremos uma breve introdução sobre sua origem.

Sejam dois átomos de hidrogênio interagindo entre si, de modo que o hamiltoniano

deste sistema é dado por

H =
p21
2m

+
p22
2m

− q2

cr1a
− q2

cr2b
− q2

cr1b
− q2

cr2a
+

q2

cr12
+

q2

cRab

. (2.4)

Aqui, o ı́ndice 1 refere-se ao elétron do primeiro átomo e a ao seu próton, o ı́ndice 2

refere-se ao elétron do segundo átomo, com b sendo seu próton. Além disso, a constante

c = 4πϵ0, p1 e p2 são, respectivamente, os momentos lineares dos dois elétrons 1 e 2, m

é a massa do elétron, rij é a distância entre as part́ıculas i e j, com i, j = 1, 2, a, b e,

finalmente, Rab é a distância entre os prótons dos átomos 1 e 2. Aqui, as energia cinéticas

dos prótons não são consideradas, pois assumimos que eles estão fixos no espaço.

Para calcular o valor médio da energia do sistema, vamos utilizar o método variacional,

isto é,

E [Ψ] =

∫
Ψ∗HΨd3r1d

3r2∫
Ψ∗Ψd3r1d3r2

. (2.5)

Para a função tentativa Ψ, utilizaremos combinações lineares dos problemas de dois átomos

de hidrogênio isolados,

Ψ±(r⃗1, r⃗2) =
1√
2
[Φa(r⃗1)Φb(r⃗2)± Φa(r⃗2)Φb(r⃗1)] , (2.6)
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onde Φa(r⃗1) é a função de onda (parte espacial) do estado fundamental do átomo isolado

1 e Φb(r⃗2) é a função de onda (parte espacial) do estado fundamental do átomo isolado 2,

que são encontradas por meio das expressões,(
p21
2m

− q2

cr1a

)
Φa(r⃗1) = ε0Φa(r⃗1), (2.7)

(
p22
2m

− q2

cr2b

)
Φb(r⃗2) = ε0Φb(r⃗2). (2.8)

Os estados Ψ+ e Ψ− em (2.6) estão, respectivamente, relacionados aos estados de singleto

e tripleto do sistema: Lembrando que os estados de singleto e tripleto são resultados

provenientes da teoria da soma de momentos angulares da mecânica quântica; no nosso

caso, um sistema constitúıdo por dois spins S = 1/2; podemos representar estes estados

pela notação |s,m⟩ e, assim, obtemos os estados,

|0, 0⟩ = 1√
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩), (2.9)

|1, 1⟩ = | ↑↑⟩, (2.10)

|1, 0⟩ = 1√
2
(| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩), (2.11)

|1,−1⟩ = | ↓↓⟩, (2.12)

onde, para s = 0, temos um único estado de singleto e, para s = 1, temos três estados de

tripleto para o conjunto de dois átomos de hidrogênio; como o estado |ΨT ⟩ do sistema de

dois átomos deve ser antissimétrico em relação à troca de duas part́ıculas, temos que a

combinação linear (espacial) simétrica Ψ+ em (2.6) está associada ao estado de singleto,

|ΨT ⟩ = |Ψ+⟩|0, 0⟩, (2.13)

enquanto a combinação linear antissimétrica Ψ− está associada ao estado de tripleto,

|ΨT ⟩ = |Ψ−⟩|1,m⟩, (2.14)

com m = −1, 0, 1.

É interessante definirmos algumas quantidades para determinarmos a energia variaci-

onal (2.5): ∫
Ψ∗

±(r⃗1, r⃗2)Ψ±(r⃗1, r⃗2)d
3r1d

3r2 = 1± α2, (2.15)

onde,

α =

∫
Φ∗

a(r⃗1)Φb(r⃗1)d
3r1 =

∫
Φ∗

a(r⃗2)Φb(r⃗2)d
3r2. (2.16)
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A parte relacionada à interação entre os dois átomos do hamiltoniano (2.4), ou seja,

Hi =
q2

cr12
+

q2

cRab

− q2

cr1b
− q2

cr2a
, (2.17)

pode ser trabalhada no numerador de (2.5), de tal modo que podemos definir,

V =

∫
Φ∗

a(r⃗1)Φ
∗
b(r⃗2)HiΦa(r⃗1)Φb(r⃗2)d

3r1d
3r2, (2.18)

e,

U =

∫
Φ∗

a(r⃗1)Φ
∗
b(r⃗2)HiΦa(r⃗2)Φb(r⃗1)d

3r1d
3r2, (2.19)

em que V é conhecida como integral de Coulomb ou integral direta e U é a chamada

integral de troca. Finalmente, podemos escrever o numerador de (2.5) como∫
Ψ∗HΨd3r1d

3r2 = V ± U + 2ε0(1± α). (2.20)

Segue que as soluções para as energias dos estados simétrico (2.13) e antissimétrico (2.14)

são dadas por

E± = 2ε0 +
V ± U

1± α2
, (2.21)

sendo que a diferença entre as energias dos estados de singleto e tripleto do sistema é

Es − Et = −2
V α2 − U

1− α4
. (2.22)

Precisamos agora encontrar um hamiltoniano efetivo Heff que atue nas componentes

de spin dos estados (2.13) e (2.14) ao invés das componentes espaciais, de modo que

Heff = |0, 0⟩ = E+|0, 0⟩,

Heff = |1,m⟩ = E−|1,m⟩.
(2.23)

Ocorre que existe um Heff que possui esse comportamento, sendo dado por

Heff = J0 − J12S⃗1 · S⃗2, (2.24)

onde,

J0 =
1

4
(E+ + 3E−) , (2.25)

J12 =
1

ℏ2
(E+ − E−) =

2

ℏ2
U − V α2

1− α4
(2.26)

e S⃗i é o operador de spin associado ao átomo i. Dessa forma, podemos concluir que o

hamiltoniano (2.4) é equivalente ao hamiltoniano efetivo (2.24), porém cada hamiltoniano



21

está escrito em termos de graus de liberdade distintos. O hamiltoniano efetivo Heff é

conhecido como hamiltoniano de Heisenberg e pode ser escrito como

H = J12S⃗1 · S⃗2, (2.27)

onde desprezamos a constante J0 e inclúımos o sinal negativo na definição da constante

de troca J12. Contudo, deve-se lembrar que o sinal da constante de troca J12 depende

da diferença energética entre os estados de singleto e tripleto do sistema em questão [Eq.

(2.26)], podendo assumir valores positivos (sistemas antiferromagnéticos) ou negativos

(sistemas ferromagnéticos).

Finalmente, podemos generalizar o hamiltoniano (2.27) para uma rede, ou seja,

H =
∑
ij

JijS⃗i · S⃗j, (2.28)

onde S⃗i é o operador de spin associado ao śıtio i da rede e Jij é a constante de troca que

descreve a interação entre os spins localizados nos śıtios i e j da rede. Este modelo será

utilizado como ponto de partida para descrever o sistema proposto neste trabalho.

Podemos considerar algumas variantes do modelo (2.27) (para mais detalhes, veja as

Refs. [23, 24]). Duas delas são o modelo XY , cujo hamiltoniano é dado por

HXY =
∑
⟨i,j⟩

J
(
Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j

)
, (2.29)

e o chamado modelo de Ising,

HIsing =
∑
⟨i,j⟩

JSz
i S

z
j , (2.30)

onde o termo ⟨i, j⟩ indica interação somente entre os spins primeiros vizinhos da rede. Os

modelos (2.29) e (2.30) podem descrever alguns sistemas dependendo de suas propriedades

macroscópicas, pois, em alguns casos, a constante de acoplamento J pode ser não uniforme

e dependente da direção. Em materiais tetragonais, por exemplo, temos Jx = Jy ̸= Jz.

Como dito anteriormente, os dois modelos acima podem ser aplicados para descrever

sistemas reaĺısticos, no entanto, o modelo XY é uma aproximação para o caso Jx =

Jy ≫ Jz, enquanto o modelo de Ising para Jx, Jy ≪ Jz; o modelo de Ising descreve tanto

sistemas clássicos quanto quânticos, a depender do valor do spin.

2.1.2 Fases magnéticas clássicas

Vamos utilizar o modelo de Heisenberg (2.28) para compreendermos o comportamento

clássico (spin S ≫ 1) de tais sistemas magnéticos (para mais detalhes, veja as Refs.

[23, 24]).
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Sejam dois spins 1 e 2 em śıtios vizinhos de uma rede e descritos por vetores clássicos.

Nesse caso, podemos reescrever (2.28) como

H = JS2
∑
⟨i,j⟩

cos(Φij), (2.31)

em que S é o módulo dos spins S1 e S2 e Φij é o ângulo formado entre os vetores S1 e S2.

Nessas circunstâncias, o modelo (2.31) com J > 0 favorece o alinhamento antiparalelo dos

spins (sistema antiferromagnético), pois a energia E0 do sistema será a menor posśıvel

para ângulos Φij = π, isto é,

E0 = −JS
2Nz

2
, (2.32)

onde z é o número de spins primeiros vizinhos e N é o número de śıtios da rede. Caso

semelhante acontece se considerarmos J < 0: nesse caso, o ângulo entre os spins que

minimiza a energia total é igual a zero, ou seja, os spins estão alinhados na mesma direção

do espaço (sistema ferromagnético).

Conseguimos, especificando a rede, entender melhor a disposição dos spins no estado

fundamental em um sistema antiferromagnético. Em particular, para a rede quadrada, a

Fig. 2.2 (a) representa esquematicamente o estado fundamental do hamiltoniano (2.28)

para J > 0, conhecido como estado de Néel. Note que este problema possui uma simetria

tal que a direção em que os spins apontam pode ser arbitrária: qualquer rotação dos spins

Si e Sj de um ângulo θ em torno de um certo eixo e que mantenha Φij invariante preserva o

estado de Néel. Veja que se tratando de um modelo que considera apenas interação entre

primeiros vizinhos, não há nenhuma frustração magnética, ou seja, todos os primeiros

vizinhos de qualquer ”spin vermelho” ou ”spin azul” estão dispostos de tal maneira a

minimizar a energia de todos os pares de spin interagentes do sistema. Como será mostrado

mais adiante, vamos considerar o modelo de Heisenberg (2.28) antiferromagnético na

(a) (b)

Figura 2.2: Representação esquemática de posśıveis estados fundamentais de um sistema an-
tiferromagnético clássico na rede quadrada: (a) estado de Néel e (b) estado de listras, ambos
colineares.
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rede quadrada, porém vamos considerar interações entre primeiros e também segundos

vizinhos. Nesse caso, veja que, para a interação entre segundos vizinhos (diagonal que

liga dois ”spins vermelhos” ou ”spins azuis”), os spins estão na mesma direção e sentido,

ou seja, não estão dispostos de modo a minimizar a energia em sua interação. Portanto,

é neste sentido que o chamado modelo de Heisenberg antiferromagnético J1 − J2 na rede

quadrada é um exemplo de um sistema magnético frustrado, pois não é posśıvel satisfazer

simultaneamente todos os pares de interação do sistema. Entretanto, em alguns casos, o

estado de Néel ainda é a configuração que minimiza a energia total do modelo J1 − J2.

Apenas se assumı́ssemos J2 negativo, então teŕıamos a menor energia entre segundos

vizinhos, resolvendo o problema da frustração, mas este não será o caso. Finalmente,

deve-se mencionar que os spins de um sistema antiferromagnético na rede quadrada ainda

podem se organizar de modo diferente ao arranjo mostrado na Fig. 2.2 (a): como discutido

abaixo, veremos que o modelo J1 − J2 admite um estado fundamental de listras, como

mostrado na Fig. 2.2 (b).

Podemos entender melhor o conceito de frustração magnética, considerando o modelo

de Heisenberg antiferromagnético (2.28) em uma rede triangular. Como mostrado na Fig.

2.3 (a), não é posśıvel satisfazer simultaneamente o alinhamento antiparalelo entre os três

spins que interagem entre si em pares. Existe, entretanto, uma sáıda para este problema.

É posśıvel determinar o estado fundamental do sistema reescrevendo o hamiltoniano H∆

como

H∆ = J (S1 · S2 + S1 · S3 + S2 · S3) =
J

2
(S1 + S2 + S3)

2 − 3JS2

2
. (2.33)

Nesse caso, podemos minimizar a energia do sistema se (S1 + S2 + S3) = 0. Note que

essa condição pode ser satisfeira se os três spins se encontrarem num plano com ângulo

relativo igual a 120◦ [veja a Fig. 2.3 (b)].

(a)

?

(b)

X

XX

X = 120 graus

Figura 2.3: Sistema antiferromagnético clássico na rede triangular. Vemos em (a) um arranjo
antiparalelo dos spins primeiros vizinhos, que ilustra o conceito de frustração magnética, e, em
(b), o arranjo planar e não-colinear dos spins que minimiza a energia do sistema.
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2.1.3 Magnetização espontânea e quebra de simetria

Em sistemas reais, não necessariamente encontramos sistemas antiferromagnéticos

(AFM) em um estado de Néel, pois a ordem magnética de longo alcance depende da

temperatura do material. Definimos então a magnetização (veja Ref. [25] para mais de-

talhes), uma quantidade capaz de quantificar o efeito total da disposição destes spins no

material. Em sistemas ferromagnéticos (FM), temos

M⃗FM =
N∑
i

⟨Si⟩, (2.34)

enquanto, para sistemas antiferromagnéticos do tipo Néel, é interessante introduzir a

magnetização alternada (staggered).

M⃗stag =
N∑
i

(−1)i⟨Si⟩. (2.35)

Em ambas as expressões, temos a soma de todos os N momentos magnéticos da rede

dados por ⟨S⃗i⟩, que é o valor esperado do spin em cada śıtio i da rede.

É posśıvel determinar aproximadamente o comportamento da magnetização de um

sistema em termos da temperatura via uma aproximação de campo médio. Nesse caso,

procura-se descrever o problema de muitos corpos interagentes como um problema de

uma única interação efetiva. No entanto, esta aproximação não é muito precisa, pois é

dependente da dimensionalidade do sistema tratado, como veremos adiante. A seguir,

seguiremos o procedimento descrito na Sec. 2 da referência [26].

Vamos considerar o modelo de Ising (2.30) ferromagnético. Seja S⃗i um spin qualquer

na rede de spins e z o número de primeiros vizinhos, como mostrado na Fig. 2.2 (a) para

o estado de Néel. Considere que os spins ao redor de S⃗i estão estáticos e que S⃗i pode ser

up ou down, pois estamos considerando apenas as componentes Sz dos spins. Além disso,

vamos supor que o sistema está submetido à um campo magnético externo h. A teoria de

campo médio de Weiss assume que cada spin pode ser escrito como seu valor médio mais

flutuações em torno da média, ou seja,

Sz
i = ⟨Sz

i ⟩+ δSz
i . (2.36)

Dessa forma, podemos escrever (2.30) como

HFM
Ising = −J

∑
⟨i,j⟩

(
⟨Sz

i ⟩⟨Sz
j ⟩+ ⟨Sz

i ⟩δSz
j + δSz

i ⟨Sz
j ⟩+O

[
(δSz)2

])
− h

∑
i

Sz
i . (2.37)

Desprezando termos quadráticos nas flutuações de spin e reescrevendo as flutuações em
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termos dos spins originais, temos que

HFM
Ising = −J

∑
⟨i,j⟩

(
−⟨Sz

i ⟩⟨Sz
j ⟩+ ⟨Sz

i ⟩Sz
j + Sz

i ⟨Sz
j ⟩
)
− h

∑
i

Sz
i . (2.38)

Considerando ⟨Sz
i ⟩ =Mi, podemos reescrever (2.38) como

HFM
Ising = J

∑
⟨i,j⟩

MiMj − J
∑
i

∑
j

MjS
z
i − J

∑
j

∑
i

MiS
z
j − h

∑
i

Sz
i . (2.39)

Aqui, faremos ⟨Sz
i ⟩ =Mi = ⟨Sz

j ⟩ =Mj =M , que é a magnetização devido o alinhamento

médio dos spins vizinhos a S⃗i (M para magnetização na direção +z e −M para magneti-

zação na direção −z). Além disso, no terceiro termo de (2.39), podemos trocar a ordem

dos ı́ndices i e j, de tal modo que a Eq. (2.39) se torna

HFM
Ising = JM2Nz − (2JzM + h)

∑
i

Sz
i , (2.40)

em que N é o número de spins da rede. Vale lembrar que z = 4 para a rede quadrada.

Assim, para evitar uma dupla contagem dos termos da soma, é necessário introduzirmos

um fator 1/2, de modo que (2.40) assume a forma

HFM
Ising =

JM2Nz

2
− (JzM + h)

∑
i

Sz
i . (2.41)

Note que para o hamiltoniano (2.41) tudo se passa como se agora o spin Sz
i interagisse

com um campo magnético efetivo de módulo hw = JzM + h. Para prosseguir com a

determinação da magnetização deste sistema, faremos kB = ℏ = 1.

Da f́ısica estat́ıstica, sabemos que a magnetização de um sistema pode ser calculada

como

M = −∂F
∂h

, (2.42)

ou seja, M pode ser entendida como uma resposta do sistema à um campo externo apli-

cado. Aqui, F é a energia livre dada por

F = −T lnZ, (2.43)

sendo Z a função de partição dada por

Z =
∑
j

gj exp
−βEj , (2.44)

e gj é o grau de degenerescência da autoenergia Ej e β = 1/kBT .
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Figura 2.4: Solução da equação (2.47):(a) Para JzM/T < 1 o sistema admite apenas uma
solução; (b) para JzM/T > 1, há três posśıveis soluções (pontos de intersecção entre as duas
curvas).

Portanto para nosso caso, as Eqs. (2.44) e (2.43) assumem a forma

Z = exp−βNJzM2/2 [2 cosh (βhw)]
2 (2.45)

e

F =
JNzM2

2
−NT ln [2 cosh (hw/T )] , (2.46)

respectivamente, e portanto,

M = tanh

[
1

T
(JzM + h)

]
. (2.47)

A equação (2.47) é uma equação transcendente. Podemos resolver esta equação e

determinar a magnetização M plotando ambos os lados da equação num gráfico, como

mostrado na Fig. 2.4. Veja que, quando JzM/T < 1 (T > zJ), a única solução é M = 0.

Isso mostra que a temperatura T é alta o suficiente para causar desordem total no sistema,

ou seja, não há ordem magnética de longo alcance. Quando JzM/T > 1 (T < zJ), temos

três soluções: M = 0 e M = +M,−M . Entretanto, como não há preferência para a

magnetização M = +M ou M = −M , dizemos que há uma probabilidade igual para o

sistema atingir estes dois valores caso ocorra alguma flutuação na região M = 0. Note

que a temperatura cŕıtica Tc que separa as fases com magnetização nula e finita é dada

por

T = Tc = zJ. (2.48)

Além disso, mesmo para h = 0, vemos que há magnetização no sistema, ou seja, a magneti-

zação surge espontaneamente. Note também que Tc é proporcional ao número de vizinhos

de S⃗i. Para o caso unidimensional (z = 2), a equação (2.48) mostra que há magnetização

espontânea para temperaturas T < Tc = 2J . Entretanto, sabemos que o modelo de Ising

unidimensional (1D) não apresenta magnetização espontânea a temperatura T finita, fato
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que nos leva a concluir que, para baixas dimensões, a aproximação de campo médio não é

apropriada. Para sistemas antiferromagnéticos, a temperatura cŕıtica (2.48) é conhecida

como temperatura de Néel TN .

O f́ısico Lev Davidovich Landau [27] propôs uma teoria que descreve as transições de

fase clássicas em que a magnetização é o parâmetro de ordem. Landau foi um dos primei-

ros a perceber que a transição entre uma fase paramagnética e uma fase ferromagnética

está vinculada com uma mudança na simetria do sistema. O que ocorre é que, muitas

vezes, o hamiltoniano que descreve o sistema possui uma simetria maior que o estado fun-

damental. Por exemplo, o modelo de Heisenberg (2.28) é invariante por rotação de spin

em relação a qualquer direção; porém, em uma fase ferromagnética, os spins procuram

se alinhar em uma dada direção preferencial e, assim, o estado fundamental é invariante

apenas por rotações ao longo do eixo da magnetização. Quando isso acontece, surge o que

conhecemos por quebra espontânea de simetria. Nesse caso, há o surgimento dos modos

de Nambu-Goldstone, que são excitações cuja dispersão ω(k⃗) vai a zero quando o vetor de

onda k⃗ tende a zero, em outras palavras, não há um gap para a criação dessas excitações.

O teorema de Goldstone afirma que sempre que uma simetria cont́ınua é quebrada espon-

tâneamente, novas part́ıculas escalares sem massa (ou muito leves, se a simetria não for

exata) aparecem dentro do espectro de posśıveis excitações. Para sistemas ferromagné-

ticos, na região de longos comprimentos de onda, a dispersão das excitações elementares

(ondas de spin ou mágnons) ω(k⃗) ∼ |k2|, enquanto que, para o caso antiferromagnético,

ω(k⃗) ∼ |k|.

2.2 Topologia no estado sólido

As excitações de um determinado sistema em matéria condensada podem ser classi-

ficadas com topologicamente triviais ou não-triviais. A topologia nesse caso é referente

ao hamiltoniano do sistema, cujas excitações podem ou não manter determinadas ca-

racteŕısticas quando variamos alguns parâmetros do hamiltoniano, como, por exemplo,

campo magnético externo, magnitude da interação entre os spins, etc. Ocorre que, se

estas mudanças não alterarem uma quantidade que vamos definir adiante, dizemos que as

excitações são topologicamente protegidas. No entanto, pode acontecer do sistema passar

por uma transição de uma fase topologicamente não-trivial para uma fase topologicamente

trivial devido a alterações no hamiltoniano.

A quantidade que indica se as excitações provém de uma fase topológica ou não é

conhecida como número de Chern (invariante topológico) [6, 7, 8]. Este parâmetro não

muda enquanto a natureza topológica ou não do sistema não for modificada. Além disso,

o número de Chern pode apenas ser nulo (excitações topologicamente triviais) ou finito

inteiro (excitações topologicamente não-triviais). Vale ainda lembrar que as excitações

elementares de um sistema podem ser de natureza bosônica ou fermiônica. Definir este
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invariante topológico (número de Chern) somente é posśıvel se a seguinte condição a

respeito das bandas de energia das excitações do sistema for satisfeita: as bandas de

energia não podem ser degeneradas em nenhum ponto na primeira zona de Brillouin

(considerando um sistema cristalino).

Antes de iniciarmos uma discussão mais profunda sobre o invarianete topológico, va-

mos, inicialmente, considerar a chamada curvatura de Berry [28, 29], que é proveniente

do estudo de evoluções adiabáticas de hamiltonianos com dependência temporal. Michael

Berry compreendeu que, quando consideramos processos em que o hamiltoniano varia

muito lentamente, há o surgimento de uma fase geométrica em seus autoestados. Essa

fase é conhecida como fase de Berry e será explicada sucintamente abaixo (para mais

detalhes, veja a Sec. 5.6 da Ref. [22]).

Primeiramente, faremos a hipótese de que H = H(t) = H
[
R⃗(t)

]
, em que R⃗(t) =

(R1(t), R2(t), ...) é um conjunto de parâmetros que varia lentamente no tempo. Aqui, é

interessante introduzir o conceito de base instantânea |φn(t)⟩, que é um autoestado do

hamiltoniano H(t) para t fixo, isto é,

H(t)|φn(t)⟩ = En(t)|φn(t)⟩, (2.49)

onde ⟨φn(t)|φm(t)⟩ = δn,m, para t fixo.

A equação de movimento de um estado arbitrário |φ(t)⟩ é dada por

iℏ
d

dt
|φ(t)⟩ = H(t)|φ(t)⟩. (2.50)

Podemos ainda considerar que

|φ(t)⟩ =
∑
n

Cn(t)|φn(t)⟩. (2.51)

Combinando as Eqs. (2.50) e (2.51), podemos encontrar a seguinte expressão

iℏĊk(t)− Ek(t)Ck(t) = −iℏ
∑
n

Cn(t)⟨φk(t)|
d

dt
|φn(t)⟩. (2.52)

A próxima etapa é determinar o termo ⟨φk(t)| ddt |φn(t)⟩. A partir de ⟨φn(t)|φn(t)⟩ = 1

verifica-se que

⟨φn(t)|
d

dt
|φn(t)⟩ = iαn(t), (2.53)

isto é, o termo ⟨φk(t)| ddt |φn(t)⟩ é imaginário puro, pois αn(t) é real. Por outro lado, a

partir da Eq. (2.49), verifica-se que, para n ̸= k,

⟨φk(t)|
d

dt
|φn(t)⟩ =

⟨φk(t)|Ḣ|φn(t)⟩
En(t)− Ek(t)

. (2.54)
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Dessa forma, a Eq. (2.52) pode ser escrita como

Ċk(t) +
i

ℏ
[Ek(t) + ℏαk(t)]Ck(t) = −

∑
n̸=k

Cn(t)
⟨φk(t)|Ḣ|φn(t)⟩
En(t)− Ek(t)

. (2.55)

Acontece que o termo que envolve Ḣ pode ser desprezado (aproximação adiabática), caso

a variação do hamiltoniano H(t) seja muito lenta. Dessa forma, temos a seguinte solução

aproximada para o estado |φ(t)⟩:

|φ(t)⟩ =
∑
n

Cn(0) exp

(
− i

ℏ

∫ t

0

dt′En(t
′)

)
exp [iγn(t)] |φn(t)⟩, (2.56)

em que a fase não dinâmica exp[iγn(t)] é gerada devido à aproximação adiabática. O

termo γn(t) é conhecido como fase geométrica ou fase de Berry.

A fim de calcular a fase de Berry, consideramos uma curva fechada C
[
R⃗(0) = R⃗(t)

]
no espaço de parâmetros R⃗(t), no qual o hamiltoniano H(t) depende temporalmente.

Verifica-se que

γn(C) =

∮
C

i⟨n(R⃗)|∇⃗R|n(R⃗)⟩ · dR⃗ =

∫
S

(
∇⃗R × A⃗n(R)

)
· ds⃗, (2.57)

em que C é a curva fechada no espaço de parâmetros associada à condição R⃗(0) = R⃗(t), S é

a superf́ıcie delimitada pela curva fechada C e A⃗n(R⃗) = i⟨n(R⃗)|∇⃗R|n(R⃗)⟩, com |φn(t)⟩ =
|n(R⃗)⟩. Se entendermos γn(C) por meio da expressão do rotacional de A⃗n(R), então

tudo se passa como se existisse um fluxo de ”campo magnético” ∇⃗R × A⃗n(R) através da

superf́ıcie S. Vemos, portanto, que a fase de Berry depende da curva C ou da superf́ıcie

S, sendo, assim, uma fase geométrica.

Trabalhando com a expressão que envolve o rotacional, podemos reescrever a expressão

de γn(C) como

γn(C) = i

∫
S

(
∇⃗R × ⟨n(R⃗)|∇⃗R|n(R⃗)⟩

)
· ds⃗ = i

∫
S

⟨∇⃗Rn(R⃗)| × |∇⃗Rn(R⃗)⟩ · ds⃗, (2.58)

em que n(R⃗) é um autoestado da base instantânea e ∇⃗R é o operador com as derivadas

parciais em relação aos parâmetros Ri associados ao hamiltoniano do sistema. O termo

i⟨∇⃗Rn(R⃗)| × |∇⃗Rn(R⃗)⟩ = Ωn(R⃗) (2.59)

é conhecido como curvatura de Berry, a quantidade que iremos utilizar para definir o

número de Chern.

Podemos estender a discussão acima para um sistema de muitas part́ıculas, mais espe-

cificamente, para uma rede cristalina e suas bandas eletrônicas. Neste tipo de sistema, as
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part́ıculas estão sob a ação de um potencial periódico V (r⃗) = V (r⃗+ R⃗), onde R⃗ é o parâ-

metro de rede, de modo que o hamiltoniano também obedece tal simetria de translação,

ou seja, H(r⃗) = H(r⃗ + R⃗). O teorema de Bloch fornece as autofunções para o problema

de autovalores, isto é,

H(r⃗)Ψ(r⃗) = EΨ(r⃗), (2.60)

Ψk⃗(r⃗) = exp(i⃗k · r⃗)uk⃗(r⃗), (2.61)

em que k⃗ é o momento cristalino e uk⃗(r⃗ + R⃗) = uk⃗(r⃗) é uma função periódica. Portanto,

os autoestados de um hamiltoniano, cujo potencial é periódico, possuem um ı́ndice novo

k⃗ e, assim, podemos escrever

H(r⃗)Ψnk⃗(r⃗) = En(k⃗)Ψnk⃗(r⃗), (2.62)

em que o ı́ndice n indica a chamada banda de energia ocupada pelas part́ıculas, conceito

que vamos comentar a seguir. Em prinćıpio, não há razão para que a Eq. (2.62) tenha

apenas uma solução para um dado valor de k⃗. Lembre-se que uk⃗(r⃗) é uma função periódica,

fazendo que para um mesmo k⃗ tenhamos um conjunto de soluções para o problema.

Além disso, por conta de Ψk⃗(r⃗) envolver a função periódica uk⃗(r⃗), ela possui a seguinte

propriedade:

Ψk⃗(r⃗ + R⃗) = exp(i⃗k · R⃗)Ψk⃗(r⃗), (2.63)

isto é, a menos de uma fase constante, as funções Ψk⃗(r⃗) e Ψk⃗(r⃗+ R⃗) são iguais. Portanto,

é suficiente resolver a Eq. (2.62) na célula unitária do cristal, com a condição de que, toda

vez que o vetor r⃗ localizar-se na superf́ıcie da célula, precisamos impor uk⃗(r⃗) = uk⃗(r⃗+ R⃗).

Podemos ainda escrever a função periódica uk⃗(r⃗) em termos de quantidades do espaço

rećıproco, ou seja,

uk⃗(r⃗) =
∑
G⃗

ck⃗−G⃗ exp(−iG⃗ · r⃗), (2.64)

em que ck⃗−G⃗ são coeficientes da soma e G⃗ é um vetor da rede rećıproca. Substituindo

(2.64) em (2.61) para k⃗ + G⃗, temos que

Ψk⃗+G⃗(r⃗) = Ψk⃗(r⃗), (2.65)

ou seja, as funções de onda de Bloch que diferem por um vetor da rede rećıproca, são

iguais. Portanto, podemos mostrar sem grandes problemas que E(k⃗) = E(k⃗ + G⃗), isto

é, os autovalores ou autoenergias E(k⃗) são funções periódicas no espaço rećıproco, de tal

modo que, agora, podemos reduzir nosso problema à primeira zona de Brillouin associada

à rede considerada.

Agora, podemos definir o conceito de bandas de energia. Existem dois modos de
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visualizar a criação das bandas rotuladas por n. O primeiro deles é utilizando o conceito

de zona repetida, ou seja, por conta da propriedade E(k⃗) = E(k⃗ + G⃗), pode-se construir

repetidas vezes a dispersão de um sistema, pois para cada k⃗+G⃗ a energia se repete. Dessa

primeira forma, quando olhamos então apenas para a primeira zona de Brillouin da rede

em questão, vemos que haverão diversas dispersões, umas sobre as outras, fazendo com

que para um mesmo k⃗, tenhamos vários valores da energia E(k⃗). A fim de distinguirmos

esses diferentes valores de energia para o mesmo vetor k⃗, inclúımos um ı́ndice de banda

n. O segundo modo para construirmos o conceito de bandas de energia é pensar que

estamos dobrando a dispersão do nosso sistema na primeira zona de Brillouin a fim de

incluir todos os valores posśıveis de energia do sistema. Entretanto, nesse caso teremos

mais de um valor de energia para um mesmo k⃗ e, novamente, é necessário adicionar o

rótulo n na energia e nas funções de onda (para mais detalhes, veja Ref [30]).

Vamos considerar a expressão (2.59) e identificar o estado n(R⃗) como sendo um estado

análogo a un(k⃗) para uma rede cristalina, em que un,k(r⃗) = ⟨r⃗|un(k⃗)⟩ é a parte periódica

da função de onda de Bloch (2.61), n é o ı́ndice que indica a banda de energia do sistema

e k⃗ é o vetor de onda proveniente do tratamento do problema no espaço de momento.

Portanto, a expressão que de fato iremos utilizar é

Ωn(k⃗) = i⟨∇⃗k⃗un(k⃗)| × |∇⃗k⃗un(k⃗)⟩. (2.66)

Note que podemos definir uma curvatura de Berry para um sistema cristalino, pois aqui o

parâmetro do hamiltoniano é o vetor de onda k⃗ e este, quando analizado na primeira zona

de Brillouin do sistema, irá percorrer um caminho fechado, de acordo com a definição

Eq. (2.58). Como veremos adiante, iremos utilizar o formalismo da segunda quantização

para tratar nosso problema, o que fará com que a Eq. (2.66) seja apresentada de outra

maneira. Entretanto, chamaremos a atenção para a nova versão de Ωn(k⃗) no momento

adequado.

A curvatura de Berry indica, portanto, propriedades referentes às n bandas eletrôni-

cas de cada sistema, sendo dependente dos autoestados do hamiltoniano eletrônico, que

por sua vez também são indexados por um ı́ndice de banda n. Sendo assim, podemos

compreender que (2.66) é diferente para cada banda eletrônica n não degeneradas. O

número de Chern é então uma quantidade definida a partir de (2.66) com o intuito de

carregar informações de cada banda n do sistema. Essa quantidade pode assumir apenas

valores inteiros, inclusive ser nulo, além de poder ser definida apenas para bandas não

degeneradas, ou seja, é necessário que exista um gap entre as posśıveis múltiplas bandas

do sistema.

Para sistemas eletrônicos bidimensionais, o número de Chern Cn é definido como

Cn =
1

2π

∫
BZ

Ωn(k⃗)d
2k⃗ = Z, (2.67)
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em que Ωn(k⃗) é a curvatura de Berry associada à banda n e a integral é realizada na

primeira zona de Brillouin da rede rećıproca. Em duas dimensões (2D), o número de Chern

é equivalente ao ”fluxo” da curvatura de Berry que atravessa a superf́ıcie delimitada pela

primeira zona de Brillouin. Essa quantidade é entendida como uma propriedade intŕınseca

da estrutura de bandas e tem vários efeitos para os fenômenos de transporte do sistema.

Quando a curvatura de Berry é totalmente simétrica, o número de Chern pode ou não ser

nulo, dependendo dos valores da curvatura nos diferentes pontos delimitados pela primeira

zona de Brillouin. Contudo, alguns sistemas podem apresentar Ωn(k⃗) assimétrica. Além

disso, uma propriedade importante é que

Ch =
∑
n

Cn = 0, (2.68)

ou seja, a soma dos números de Chern das n bandas será sempre nula.

2.3 Efeito Hall térmico de mágnons

Um dos fenômenos de transporte que iremos analisar no presente trabalho é a chamada

condutividade Hall térmica [10, 11, 31, 32, 33, 34]. Em particular, vamos verificar o

quão relevante é o papel da topologia das bandas de energia das excitações do sistema

na determinação dessa condutividade. Para isso, iremos utilizar os conceitos mostrados

acima que são válidos não apenas para elétrons, mas também para excitações elementares

bosônicas, como mágnons e triplons.

Em um sistema ferromagnético, por exemplo, temos os mágnons como excitações ele-

mentares, que por sua vez são excitações bosônicas. Dessa forma, podemos aplicar um

gradiente de temperatura que induzirá uma corrente transversa, além de promover uma

corrente longitudinal. A presença dessa corrente tranversa caracteriza o chamado efeito

Hall térmico.

Para um sistema ferromagnético, foi mostrado que a condutividade Hall térmica κxy

pode ser escrita em termos da curvatura de Berry das bandas de energia dos mágnons

(excitações elementares do sistema) [35]. Na sequência, faremos uma breve discussão

sobre a determinação da condutividade Hall térmica seguindo a Ref. [35]. Neste artigo,

os autores discutem o efeito Hall térmico para os mágnons em um sistema ferromagnético,

porém, é posśıvel estender tais resultados para quaisquer excitações magnéticas desde que

apresentem carácter bosônico.

Vamos considerar a seguinte função de onda de Bloch

Ψnk⃗(r⃗) = un(k⃗, r⃗) exp(i⃗k · r⃗), (2.69)

em que n é o ı́ndice de banda. Podemos construir um pacote de ondas a partir de
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uma combinação linear das funções de onda de Bloch (2.69), localizado tanto no espaço

rećıproco quanto no espaço real. Os centros k⃗ e r⃗ do pacote obedecem as equações de

movimento semiclássicas dadas por

˙⃗r =
1

ℏ
∇⃗k⃗En(k⃗)−

˙⃗
k × Ωn(k⃗),

ℏ ˙⃗k = −eE⃗,
(2.70)

em que En é a energia da banda n, E⃗ é o campo elétrico, −e é a carga do elétron, e

Ωn(k⃗) é a curvatura de Berry. O termo
˙⃗
k ×Ωn(k⃗) é conhecido como velocidade anômala,

sendo perpendicular ao campo elétrico E⃗, gerando, assim, um efeito Hall (para detalhes

sobre a introdução desse termo na equação de movimento, veja a Ref. [36]). Esse efeito

pode ser observado tanto em um sistema de part́ıculas/quasipart́ıculas carregadas quanto

neutras: para um sistema eletrônico, o campo elétrico é suficiente; por outro lado, para um

sistema de mágnons, é necessário utilizar outro tipo de campo externo. Para o tratamento

dos mágnons e também para o nosso trabalho, vamos considerar o efeito gerado por um

gradiente de temperatura e, assim, temos um efeito Hall térmico.

Para o caso ferromagnético, utiliza-se comumente o formalismo de Holstein-Primakoff

[37] para o tratamento dos operadores de spin em segunda quantização e, assim, verifica-se

que as excitações do sistema (mágnons) obedecem à estat́ıstica bosônica. Para calcular o

efeito Hall térmico deste sistema, é necessário considerar [35]

j⃗ = L11 [−∇U −∇µ] + L12

[
T∇

(
1

T

)]
,

j⃗Q = L12 [−∇U −∇µ] + L22

[
T∇

(
1

T

)]
,

(2.71)

em que Lij são tensores, j⃗Q = j⃗E − µ⃗j é a densidade de corrente de calor com j⃗E sendo a

densidade de corrente de energia, j⃗ é a densidade de corrente de mágnons, U é um potencial

[de confinamento, similar ao potencial elétrico em (2.70)] para os mágnons e µ é o potencial

qúımico dos mágnons. Na equação (2.71), os elementos (espaciais) fora da diagonal Lxy
11

e Lxy
22 estão associados, respectivamente, ao efeito Hall e ao efeito Hall térmico. O artigo

[35] descreve dois processos para o cálculo da condutividade Hall térmica, sendo que, aqui,

vamos nos concentrar no formalismo baseado nas equações de movimento semiclássicas

(2.70) para um pacote de mágnons. O procedimento alternativo é via a teoria da resposta

linear.

Podemos adaptar a Eq. (2.70) para o caso dos mágnons,

˙⃗r =
1

ℏ
∇⃗k⃗εnk⃗ −

˙⃗
k × Ωn(k⃗),

ℏ ˙⃗k = −∇U(r⃗),
(2.72)
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em que n é o ı́ndice de banda, εnk⃗ é a energia do mágnons da banda n e momento

k⃗, Ωn(k⃗) é a curvatura de Berry no espaço k⃗ definido pelo teorema de Bloch para a

função de onda dos mágnons e, por fim, U(r⃗) é um potencial de confinamento para

os mágnons. Consideraremos, a partir de agora, um sistema magnético bidimensinonal

(nosso caso de interesse) para a dedução da condutividade Hall térmica κxy (para maiores

detalhes, veja a Sec. 3.1 da Ref. [35]). Por meio da corrente de borda dos mágnons I e

da corrente de energia de borda IE, podemos expressar as quantidades j⃗ (densidade de

corrente transversa) e j⃗E (densidade de corrente de energia transversa) provocadas pelo

gradiente de temperatura como

j⃗ = ∇× 1

ℏV
∑
n,⃗k

∫ ∞

ε
n,k⃗

ρB(ε)Ωn(k⃗)dε,

j⃗E = ∇× 1

ℏV
∑
n,⃗k

∫ ∞

ε
n,k⃗

ερB(ε)Ωn(k⃗)dε,

(2.73)

em que V é a área da amostra, ρB(ε) é a função de distribuição de Bose-Einstein, que é

dada por

ρB(ε) = [exp β(ε− µ)− 1]−1 , (2.74)

com β = 1/kBT , sendo kB a constante de Boltzmann, µ é o potencial qúımico dos mágnons

e T é a temperatura. Na presença de um gradiente de temperatura na direção y, por

exemplo, pode-se calcular a corrente de borda e a densidade de corrente na direção x:

(j)∇T
x = T∂y

(
1

T

)∑
n,⃗k

∫ ∞

ε
n,k⃗

ε− µ

ℏV

(
dρB

dε

)
Ωn(k⃗)dε,

(jE)
∇T
x = T∂y

(
1

T

)∑
n,⃗k

∫ ∞

ε
n,k⃗

ε(ε− µ)

ℏV

(
dρB

dε

)
Ωn(k⃗)dε.

(2.75)

Com a ajuda da Eq. (2.71), podemos derivar o coeficiente de transporte transverso Lxy
ij ,

e, assim, definimos a condutividade Hall térmica para o sistema como sendo

κxy = Lxy
22/T = −k

2
BT

ℏV
∑
n,⃗k

[
c2
[
ρB(εnk⃗)

]
− π2

3

]
Ωn(k⃗), (2.76)

em que

c2(x) =

∫ x

0

dt

(
ln
1 + t

t

)2

= (1 + x)

(
ln
1 + x

x

)2

− (lnx)2 − 2Li2(−x), (2.77)

sendo Li2(x) conhecida como função polilogaŕıtmica Lin(x) para n = 2. Além disso, como

há uma soma n sob todas as bandas do sistema, e dado que uma das propriedades do

número de Chern é que a soma de todos os número de Chern é sempre nula como mostra
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(2.68), temos que

−k
2
BT

ℏV
∑
n,⃗k

[
π2

3

]
Ωn(k⃗) = 0, (2.78)

independentemente se as excitações são topologicamente triviais ou não-triviais. Desse

modo, a expressão para a condutividade Hall térmica se reduz a

κxy = −k
2
BT

ℏV
∑
k⃗

N∑
n=1

[
c2(ρ

B(εnk⃗))
]
Ωn(k⃗). (2.79)

Outras quantidades associadas ao transporte das excitações podem ser calculadas, mas

focaremos neste trabalho apenas no cálculo da condutividade Hall térmica.
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Sistema antiferromagnético na rede qua-

drada

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, iniciaremos a descrição do nosso estudo sobre as propriedades topoló-

gicas de um antiferromagneto de Heisenberg numa rede quadrada. O sistema será descrito

por um modelo de Heisenberg, que inclui as interações entre os spins primeiros e segun-

dos vizinhos. Vamos considerar que seu estado fundamental é formado por um sólido de

singletos (VBS) e utilizaremos o formalismo dos operadores de ligação para a descrição.

Vamos considerar o hamiltoniano efetivo em uma aproximação quadrática e analisaremos

se as excitações elementares (triplons) apresentarão bandas topologicamente não triviais.

O hamiltoniano do modelo de Heisenberg antiferromagnético J1 - J2 na rede quadrada

é dado por [veja Fig. 3.1 (a)]

H12 = J1
∑
⟨ij⟩

Si · Sj + J2
∑
⟨⟨ij⟩⟩

Si · Sj, (3.1)

em que os ı́ndices ⟨ij⟩ e ⟨⟨ij⟩⟩ indicam soma sob primeiros e segundos vizinhos, respecti-

vamente, Si é um operador de spin e J1 e J2 são as constantes de troca entre os primeiros

e segundos vizinhos, respectivamente. No caso clássico, ou seja, para S >> 1, o diagrama

de fases do hamiltoniano (3.1) não apresenta a região paramagnética (para mais detalhes,

veja o Cap. 2 da Ref. [38]), isto é, há uma transição de fase do estado de Néel para o

estado de listras quando J2 = 0.5J1. A região paramagnétia surge pelo fato de estarmos

tratando os operadores de spin quanticamente. O diagrama de fases quântico desse sis-

J1

J2

(a)

2 1J  /J
0 1.00.4 0.6

disorderedNeel collinear
(b)

Figura 3.1: (a) Representação esquemática do modelo J1-J2 na rede quadrada. (b) Diagrama de
fases do modelo J1-J2 na rede quadrada divida em três regiões: Néel, paramagnética (desordem),
estado de listras (collinear).
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tema é mostrado na Fig. 3.1 (b) [15]. Para J2 ≲ 0.4 J1, verifica-se que o modelo (3.1)

apresenta ordem magnética de Néel de longo alcance com vetor de ordenamento magné-

tico Q = (π, π), para J2 ≳ 0.6 J1, temos uma ordem magnética colinear de longo alcance

(estado de listras) com vetor de ordenamento Q = (π, 0) ou Q = (0, π) [Fig. 2.2 (b)] e,

na região 0.4 J1 ≲ J2 ≲ 0.6 J1, predomina uma fase paramagnética quântica. Além disso,

verifica-se que a transição de fase quântica que ocorre para J2 ≈ 0.6 J1 é uma transição de

primeira ordem, enquanto a natureza da transição de fase que ocorre para J2 ≈ 0.4 J1 é

uma segunda questão em aberto relacionada à esse sistema [14, 15]. Tanto a natureza da

fase desordenada (paramagnética) quanto a natureza da transição de fase para J2 ≈ 0.4 J1

são dificuldades que estão relacionadas ao fato de que simulações de Monte Carlo quântico

não podem ser realizadas em sistemas magnéticos frustrados devido ao chamado problema

do sinal [39].

3.2 A fase de sólido de singletos (VBS)

Muitas propostas têm sido feitas acerca do estado fundamental do modelo (3.1) em

sua fase desordenada, sendo que uma destas é a fase de sólido de singletos (VBS) com

arranjos colunar, alternado e do tipo plaquete, como mostrado esquematicamente na Fig.

3.2. Fases do tipo ĺıquido de spin com gap nulo ou finito também têm sido consideradas.

Artigos recentes [16, 17, 18, 19] indicam que este sistema pode apresentar dois comporta-

mentos distintos na região paramagnética: para J2 ≲ 0.5 J1, existem evidências para uma

fase de ĺıquido de spin com gap nulo e, para J2 ≳ 0.5 J1, há indicações para a estabilidade

de uma fase VBS, sendo que esta última é aquela que vamos nos concentrar em nosso

estudo, mais especificamente no VBS com arranjo colunar [Fig. 3.2 (a)].

A fase VBS pode ser vista como sendo formada por um arranjo regular de singletos

formados por spins primeiros vizinhos em uma rede [1]. No caso do arranjo colunar,

temos dois spins S = 1/2 em um estado de singleto, sendo que o d́ımero formado por

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Representações esquemáticas da fases de sólido de singletos (VBS) (a) colunar e (b)
alternada na rede quadrada. As elipses azuis indicam que os spins S1 (ćırculos brancos) e S2

(ćırculos pretos) estão em um estado de singleto. (c) Representação esquemática da fase VBS
no arranjo de plaquete na rede quadrada. O quadrado pontilhado azul indica que os spins S1

(ćırculo aberto), S2 (ćırculo preto), S3 (ćırculo vermelho), e S4 (ćırculo verde) formam um estado
de singleto.
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eles constitúı a célula unitária da rede. Vale lembrar que não ocorre quebra espontânea

de simetria de spin na formação da fase VBS, uma vez que o estado VBS é um produto

de estados de singleto, ou seja, o spin total do estado VBS é S = 0. Por este motivo,

não temos modos de Goldstone nessa fase, fato que nos permite afirmar que, sejam quais

forem as excitações elementares deste sistema, elas devem apresentar um gap de energia

finito.

Diferentemente de um estado ordenado ferromagnético ou do estado de Néel, onde os

spins se organizam em uma certa ”ordem magnética”, em um ĺıquido de spin, os spins

não se encontram ordenados a baixas temperaturas: de fato, um ĺıquido de spins pode ser

visto como um ĺıquido de singletos (essa fase não será discutida nesse trabalho; para mais

detalhes, veja o Cap. 2 da Ref. [2]).

3.3 O modelo de Heisenberg para a fase VBS

Nos concentraremos agora em reescrever o modelo de Heisenberg (3.1) para a fase

VBS com arranjo colunar na rede quadrada. Vale lembrar que utilizaremos J2 como

parâmetro, fazendo J1 = 1. Para o tratamento da fase VBS colunar, é interessante

utilizar a rede dimerizada definida pelos singletos, como mostrado na Fig. 3.3. Dessa

forma, o hamiltoniano (3.1) pode ser escrito como

H12 = J1
∑
i∈D

(S1
i · S2

i + S1
i · S1

i+2 + S2
i · S2

i+2 + S2
i · S1

i+1)

+ J2
∑
i∈D

(S1
i · S2

i+2 + S2
i · S1

i+2 + S2
i · S1

i+1+2 + S2
i · S1

i+1−2),
(3.2)

em que o ı́ndice i refere-se aos śıtios da rede dimerizada, os ı́ndices (inferiores) 1 e 2

indicam, respecticamente, os vetores τ⃗1 e τ⃗2,

τ⃗1 = 2âi,

τ⃗2 = aĵ,
(3.3)

1

2

τ

τ

Figura 3.3: Representação dos vetores primitivos τ⃗1 e τ⃗2 da rede dimerizada colunar do estado
VBS.
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sendo a o parâmetro de rede (aqui, para facilitar os cálculos, vamos considerar a = 1), e

os ı́ndices 1 e 2 sobre os operadores de spin S indicam os dois spins que formam o d́ımero

localizado no śıtio i da rede dimerizada (veja a Fig. 3.3, onde os ćırculos brancos e pretos

indicam, respectivamente, os spins S1
i e S2

i ).

Na próxima seção, introduziremos o formalismo dos operadores de ligação para rees-

crever o hamiltoniano (3.2) em segunda quantização em termos de operadores bosônicos

que criam/destroem singletos e tripletos.

3.4 Formalismo dos operadores de ligação

Vamos, inicialmente, considerar o termo local S1
i · S2

i . O spin total do d́ımero pode ser

escrito como (o ı́ndice de śıtio i será reintroduzido posteriormente)

ST = S1 + S2. (3.4)

Lembrando que, pela regra da soma de momentos angulares em mecânica quântica [40],

o d́ımero formado no estado VBS envolve a soma de dois spins S = 1/2 e, assim, temos

dois tipos de estado: o singleto e o tripleto. Dessa forma, utilizando uma função de onda

genérica com componentes espacial e de spin, temos a seguinte igualdade:

S2ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2) =
[
(S1)2 + (S2)2 + 2S1 · S2)

]
ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2) = S(S + 1)ℏ2ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2),

(3.5)

S2ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2) = [S1(S1 + 1)ℏ2 + S2(S2 + 1)ℏ2 + 2S1 · S2]ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2), (3.6)

em que S1(S1 + 1)ℏ2 e S2(S2 + 1)ℏ2 são os autovalores dos operadores (S1)2 e (S2)2,

respectivamente. Como estamos tratando de um sistema com spin S = 1/2, a expressão

(3.6) assume a forma

S2ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2) =

[
3

2
ℏ2 + 2S1 · S2

]
ψσ1,σ2(r⃗1, r⃗2), (3.7)

o que resulta em

S1 · S2 =
1

2
S2 − 3

4
. (3.8)

Neste momento, sabemos que, como resultado da soma dos dois spins 1/2, temos S = 0

(estado de singleto do d́ımero) e S = 1 (estado de tripleto do d́ımero). Dessa forma, a

Eq. (3.8) indica que

S1 · S2 = −3

4
(S = 0),

S1 · S2 = +
1

4
(S = 1).

(3.9)
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Ocorre que o termo S1
i · S2

i considera o ı́ndice de śıtio da rede, portanto a tradução do

resultado (3.9) para o problema na rede e em termos do formalismo de segunda quantização

assume a forma ∑
i∈D

S1
i · S2

i = −3

4

∑
i

s†isi +
1

4

∑
iα

t†iαtiα, (3.10)

onde si é um operador que destrói um estado de singleto no śıtio i (da rede dimerizada),

ti é um operador que destrói um estado de tripleto no śıtio i, s†i é um operador de cria um

estado de tripleto no śıtio i e, finalmente, t†i é um operador que cria um estado de tripleto

no śıtio i. Vale lembrar que, aqui, o ı́ndice α = x, y, z ou α = 1, 2, 3 e representa os três

posśıveis tripletos.

Como estamos estudando um sistema de part́ıculas idênticas, é interessante utilizar o

formalismo da segunda quantização, em que o espaço matemático que rege as expressões é

conhecido como espaço de Fock [20]. Os estados contidos no espaço de Fock são rotulados

pelos números de ocupação de estados de part́ıcula única do sistema.

Precisamos, agora, reescrever os operadores de spins S1 e S2 em segunda quantização.

Há várias representações para os operadores de spin, sendo que uma delas foi proposta

por T. Holstein e H. Primakoff [37] para o tratamento das ondas de spin em ferromag-

netos. No nosso caso, porém, vamos utilizar o formalismo dos operadores de ligação

(bond operator representation) [21].

Como discutido acima, sabemos que um sistema de dois spins 1/2 (S1 e S2) formam

um estado de singleto ST = 0 ou três estados de tripleto ST = 1. Estes estados podem ser

reescritos em termos de operadores s† e t†α que, quando aplicados sob um estado (fict́ıcio)

de vácuo |0⟩, criam, respectivamente, os estados de singleto e tripleto, isto é

|s⟩ = s†|0⟩ = 1√
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩), (3.11)

|tx⟩ = t†x|0⟩ = − 1√
2
(| ↑↑⟩ − | ↓↓⟩), (3.12)

|ty⟩ = t†y|0⟩ =
i√
2
(| ↑↑⟩+ | ↓↓⟩), (3.13)

|tz⟩ = t†z|0⟩ =
1√
2
(| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩). (3.14)

Considerando a representação matricial das componentes dos operadores de spin na base

|s⟩, |tα⟩, ou seja, ⟨s|Sµ
α|s⟩, ⟨s|Sµ

α|tβ⟩ e ⟨tγ|Sµ
α|tβ⟩, em que µ = 1, 2 e α, β, γ = x, y, z, é

posśıvel verificar que

S1
α =

1

2
(s†tα + t†αs− iϵαβγt

†
βtγ),

S2
α =

1

2
(−s†tα − t†αs− iϵαβγt

†
βtγ),

(3.15)

em que os operadores s† e t† criam, respectivamente, uma part́ıcula no estado de singleto
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|s⟩ e tripleto |tα⟩, s e t destroem, respectivamente, uma part́ıcula no estado de singleto

|s⟩ e tripleto |tα⟩, o termo ϵαβγ representa o tensor de Levi-Civita e a quantidade i que

o acompanha é i =
√
−1. A expressão (3.15) é conhecida como a representação dos

operadores de spin em termos dos operadores de ligação.

Ocorre a dúvida sobre a estat́ıstica que os operadores s e t devem obedecer, fermiônica

ou bosônica. Para isso, utilizamos a álgebra usual dos operadores de spin, [si, sj] =

iϵijksk, e a representação (3.15) para verificar quais condições os operadores s e t precisam

satisfazer. Verifica-se que a álgebra usual dos operadores de spin é satisfeita se

[s, s†] = 1, [tα, t
†
β] = δαβ, [s, t†α] = 0, (3.16)

que são as relações canônicas de comutação de operadores bosônicos. Portanto, a repre-

sentação (3.15) nos permite mapear um sistema de spins em um sistema bosônico. Por

se tratar de um sistema de bósons, podemos ter um número arbitrário destas part́ıculas

em cada śıtio da rede dimerizada, o que não condiz com a f́ısica do problema, uma vez

que, para cada śıtio i da rede, pode haver apenas um estado de singleto ou um estado de

tripleto. Sendo assim, para resolver este problema, condicionamos o sistema a um v́ınculo,

s†s+
∑
α

t†αtα = 1. (3.17)

Por fim, podemos estender as expressões (3.15)-(3.17) para o nosso problema, ou seja,

inserir ı́ndices de śıtio nas expressões. A seguir, diagonalizaremos o hamiltoniano efetivo

em termos dos operadores de ligação.
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3.5 Diagonalização do hamiltoniano

Utilizando o resultado (3.10) e as expressões (3.15), podemos reescrever o hamiltoniano

(3.2) em termos dos operadores de singleto si e tripleto tiα. Após alguns cálculos, verifica-

se que o hamiltoniano H12 pode ser escrito como

H12 = H0 +H2 +H3 +H4, (3.18)

em que

H0 = −3

4
J1
∑
i

s†isi, (3.19)

H2 =
J1
4

∑
i

t†iαtiα +
1

4

∑
i,τ

ξ2(τ)(sis
†
i+τ t

†
iαti+τ,α + h.c.+ s†is

†
i+τ tiαti+τ,α + h.c.),(3.20)

H3 =
i

4
ϵαβγ

∑
i,τ

ξ3(τ)
[
(s†i tiα + t†iαsi)t

†
i+τ,βti+τ,γ − t†iβtiγ(s

†
i+τ ti+τ,α + t†i+τ,αsi+τ )

]
,

(3.21)

H4 = −1

4
ϵαβγϵαβ′γ′

∑
i,τ

ξ4(τ)t
†
iβt

†
i+τ,β′ti+τ,γ′tiγ. (3.22)

Aqui, utilizamos a convenção de soma sobre os ı́ndices (gregos) repetidos. As três funções

ξi(τ) podem ser encontradas no Apêndice A. Em particular, a função ξ2(τ) é dada por

ξ2(τ) = 2(J1 − J2)δτ,2 − J1δτ,1 − J2(δτ,1+2 + δτ,1−2), (3.23)

com τ = 1, 2 indicando os vetores (3.3) e δi,j sendo a delta de Kronecker.

Como estamos adotando o estado VBS como sendo o estado fundamental desta fase

Γ X

MY

Figura 3.4: Primeira zona de Brillouin da rede quadrada dimerizada, onde X =
(
π
2 , 0
)
; M =(

π
2 , π

)
; Y = (0, π) e Γ = (0, 0).
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paragmética, vamos assumir que todos os d́ımeros estejam em um estado de singleto

(mais baixa energia). Por conta disso, vamos considerar que a fase VBS corresponda a

um condensado de singletos e, assim, faremos a seguinte substituição no hamiltoniano

(3.18)

s†i = si = ⟨s†i⟩ = ⟨si⟩ =
√
N0, (3.24)

em que ⟨s†isi⟩ = N0 é o valor esperado associado ao estado fundamental VBS do número

de singletos em cada śıtio da rede dimerizada. A partir dessa consideração, conseguimos

entender que, sendo o estado de tripleto mais energético em relação ao estado de singleto,

se fornecermos energia de alguma forma para o sistema, o estado de singleto poderá se

tornar um tripleto, e, assim, este último se propagará pela rede dimerizada, transformando

momentaneamente d́ımeros com ST = 0 em estados com ST = 1. Essa excitação de spin

S = 1 é denominada tŕıplon.

As expressões (3.19) - (3.22) estão formuladas em termos de operadores definidos no

espaço real. Por questões simplificadoras, é interessante reescrevermos o hamiltoniano

(3.18) no espaço rećıproco (espaço k) e, assim, vamos utilizar a transformada de Fourier

dos operadores t (veja Cap. 20 da Ref. [41]),

t†iα =
1√
N ′

∑
k⃗ϵBZ

e−ik⃗·R⃗it†
k⃗α
, (3.25)

em que R⃗i é o vetor posição do d́ımero no śıtio i, N ′ = N
2
é o número de d́ımeros da rede,

com N sendo o número de śıtios da rede quadrada original e k⃗ é a nova variável (número

de onda) restrita à primeira zona de Brillouin (BZ) dimerizada (veja Fig. 3.4). Por fim,

o v́ınculo (3.17) é inserido no hamiltoniano (3.18) via um multiplicador de Lagrange µ

−µ
∑
i

(
s†isi + t†iαtiα − 1

)
. (3.26)

Logo, as expressões de H0, H2, H3 e H4 assumem a forma

H0 = −3

8
J1N0N − µN

2
(N0 − 1), (3.27)

H2 =
∑
k⃗

Ak⃗t
†
k⃗α
tk⃗α +

1

2
Bk⃗

(
t†
k⃗α
t†
−k⃗α

+ h.c.
)
, (3.28)

H3 =
1

2
√
N ′

∑
p⃗,⃗k

ξk⃗−p⃗t
†
k⃗−p⃗,α

t†p⃗βtk⃗γ + h.c., (3.29)

H4 =
1

2N ′ ϵαβγϵαβ′γ′

∑
q⃗,p⃗,⃗k

γk⃗t
†
p⃗+k⃗,β

tq⃗−k⃗,µtq⃗γ′tp⃗γ, (3.30)
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em que os coeficientes Ak⃗, Bk⃗, ξk⃗ e γk⃗ são dados por

Ak⃗ =
1

4
J1 − µ+Bk⃗, (3.31)

Bk⃗ = −N0

2
[J1 cos(2kx)− 2(J1 − J2) cos(ky) + J2 cos(2kx + ky) + J2 cos(2kx − ky)],

(3.32)

ξk⃗ = −
√
N0 [J1 sin(2kx) + J2 sin(2kx + ky) + J2 sin(2kx − ky)] , (3.33)

γk⃗ = −1

2
[J1 cos(2kx) + 2(J1 + J2) cos(ky) + J2 cos(2kx + ky) + J2(2kx − ky)] . (3.34)

Com o hamiltoniano (3.18) em termos de quantidades do espaço k, faremos a sua

diagonalização na aproximação harmônica, isto é, vamos considerar

H12 ≈ H0 +H2 = Hham, (3.35)

em que o hamiltoniano Hham é quadrático em termos dos operadores de tripleto tk⃗α. Os

termos H3 e H4 descrevem, respectivamente, interações entre três e quatro triplons e serão

ignorados, visto que o número de tripletos presente no sistema é pequeno para T = 0 [veja

a Fig. 3.5 (a) abaixo]. Temos então,

Hham = −3

8
J1N0N − µN

2
(N0 − 1) +

∑
k⃗

Ak⃗t
†
k⃗α
tk⃗α +

1

2
Bk⃗

(
t†
k⃗α
t†
−k⃗α

+ h.c.
)
. (3.36)

Para diagonalizar o hamiltoniano (3.36), utilizaremos uma transformação de Bogoliu-

bov [42], em que os operadores (bosônicos) originais são reescritos em termos de novos

operadores que também obedecem a álgebra bosônica, isto é, vamos considerar uma trans-

formação canônica. Em particular, vamos considerar

tk⃗α = uk⃗bk⃗α + vk⃗b
†
−k⃗α

,

t†
k⃗α

= uk⃗b
†
k⃗α

+ vk⃗b−k⃗α,
(3.37)

em que bk⃗α e b†
k⃗α

são os novos operadores bosônicos e uk⃗ e vk⃗ são funções a serem deter-

minadas. Sabemos que os operadores t obedecem uma álgebra bosônica, ou seja,[
tk⃗α, t

†
k⃗α

]
= 1, (3.38)

e, portanto, verifica-se que os novos operadores b também satisfazem uma álgebra bosônica

desde que

u2
k⃗
− v2

k⃗
= 1. (3.39)

As funções uk⃗ = cosh(ξ) e vk⃗ = − sinh(ξ) satisfazem a condição (3.39). Substituindo
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(3.37) em (3.36), verifica-se que se

u2
k⃗
=

1

2

1 +
Ak⃗√

A2
k⃗
−B2

k⃗

 , (3.40)

v2
k⃗
=

1

2

 Ak⃗√
A2

k⃗
−B2

k⃗

− 1

 , (3.41)

uk⃗vk⃗ =
Bk⃗

2ωk⃗

, (3.42)

o hamiltoniano Hham assume uma forma diagonal, isto é,

Hham = −3

8
J1N0N − µN

2
(N0 − 1) +

3

2

∑
k⃗

(
ωk⃗ − Ak⃗

)
+
∑
k⃗α

ωk⃗b
†
k⃗α
bk⃗α, (3.43)

em que

ωk⃗ =
√
A2

k⃗
−B2

k⃗
, (3.44)

Eham
0 = −3

8
J1N0N − µN

2
(N0 − 1) +

3

2

∑
k⃗

(
ωk⃗ − Ak⃗

)
. (3.45)

A expressão (3.44), a menos da constante de Planck ℏ, representa a dispersão em

termos de k⃗ dos bósons b criados no sistema acima do estado fundamental, que possui

energia Eham
0 expressa em (3.45). Contudo, para encontrarmos os valores de ωk⃗ e Eham

0 ,

devemos determinar N0 e µ para cada valor da constante de troca J2. Para isso, vamos
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Figura 3.5: (a) Parâmetro N0 [Eq. (3.47)] como função de J2 calculado numericamente para
o estado VBS colunar na rede quadrada, e (b) parâmetro µ [Eq. (3.48)] como função de J2
calculado numericamente para o estado VBS colunar na rede quadrada.
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minimizar a expressão (3.45) em termos de µ e N0, isto é,

∂Eham
0

∂µ
= 0,

∂Eham
0

∂N0

= 0.

(3.46)

Dessa forma, encontramos as seguintes equações autoconsistentes

N0 = 1 +
3

2N ′

∑
k⃗

(
1−

Ak⃗

ωk⃗

)
, (3.47)

µ = −3

4
J1 +

3

2N ′N0

∑
k⃗

[
Bk⃗

ωk⃗

(
Ak⃗ −Bk⃗ − ωk⃗

)]
. (3.48)

As expressões (3.47) e (3.48) podem ser resolvidas numericamente, de modo que os

comportamentos de N0 e µ em termos da constante de troca J2 são mostrados nas Figs.

3.5 (a) e (b), respectivamente. O primeiro ponto a se observar na Fig. 3.5 (a) é que não

encontramos valores de N0 exatamente igual a 1 para nenhum valor de J2, ou seja, o estado

fundamental VBS não é constitúıdo, de fato, por um estado de singleto por śıtio, mas por

uma sobreposição de uma grande número de singletos e um pequeno número de tripletos.

Isso ocorre por conta de flutuações quânticas que foram consideradas nos cálculos. As

Figs. 3.6 (a) e (b) mostram a dispersão (3.44) dos triplons ao longo de caminhos da pri-

meira zona de Brillouin dimerizada [Fig. 3.4] para J2 = 0.48 e 0.52, respectivamente. Nos

dois casos, nota-se que as três dispersões dos triplons x, y e z são triplamente degeneradas,

ou seja, se tocam em um ou mais pontos. Em prinćıpio, isso é um problema, pois estamos

interessados em um sistema que apresente excitações com bandas de energia completa-

mente não degeneradas. A próxima seção explicará brevemente o problema associado à

degenerescência das bandas dos triplons do modelo (3.36). Outro fato interessante de ve-
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Figura 3.6: Dispersão dos triplons ω
k⃗
[Eq. (3.44)] do estado VBS colunar da rede quadrada na

aproximação harmônica restritos à primeira zona de Brillouin para os parâmetros (a) J2 = 0.48
e (b) J2 = 0.52.
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rificarmos é que há um gap nas bandas dos triplons, ou seja, diferentemente das ondas de

spin do estado de Néel [43], os triplons de uma fase VBS precisam de uma energia mı́nima

para serem produzidos. Isso ocorre, pois entre o estado de singleto (menos energético) e

o estado de tripleto (mais energético) há um gap de energia, pois, como discutido acima,

não há quebra espontânea de simetria de spin na formação do estado VBS.

3.6 O problema da degenerescência

Como mencionamos anteriormente, trabalhos recentes mostraram que alguns sistemas

magnéticos podem apresentar triplons com bandas de energia topologicamente não triviais

[5, 44, 45, 46, 47, 48]. Esses sistemas seriam análogos bosônicos dos chamados isolantes

de Chern, isto é, sistemas eletrônicos que apresentam bandas de energia caracterizadas

por um número de Chern (invariante topológico) finito [6, 7, 8].

Estamos interessados em estudar as propriedades topológicas de um estado VBS, mais

especificamente, estudar a posśıvel não-trivialidade das bandas de energia dos triplons.

Como foi comentado no Cap. 2, precisamos enfatizar a importância de que as bandas

de energia dos triplons precisam ser não degeneradas para que possamos estudar uma

quantidade que está intrinsecamente associada à topologia dessas bandas. Essa quantidade

é o número de Chern, que somente pode ser definido em um sistema que apresenta bandas

de energia não degeneradas. Como mostrado na Fig. 3.6, as bandas dos triplons x, y e z

da fase VBS do modelo (3.1) são triplamente degeneradas e, por está razão, é imposśıvel

associar um número de Chern a cada uma delas. O próximo caṕıtulo mostrará uma

primeira tentativa para quebrarmos esta degenerescência.
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A interação de Dzyaloshinskii-Moriya

Neste caṕıtulo, vamos introduzir a interação de Dzyaloshinskii-Moriya [12, 13], que

será inclúıda no modelo de Heisenberg J1 - J2 [Eq. (3.1)] a fim de, em prinćıpio, quebrar

a degenerescência das bandas de energia dos triplons.

4.1 Origem da interação

No ano de 1958, Igor Dzyaloshinskii estudava a intrigante observação do ferromag-

netismo fraco nos compostos antiferromagnéticos α − Fe2O3 e Cr2O3 [12]. Dadas as

diferentes simetrias entre as duas redes cristalinas, Dzyaloshinskii mostrou primeiramente

que, dependendo da temperatura, o composto α− Fe2O3 podia apresentar um ferromag-

netismo fraco, enquanto o mesmo efeito não era observado no composto Cr2O3. Sendo

assim, ele levantou o seguinte questionamento: seria posśıvel mudar a direção e a inten-

sidade dos spins do sistema antiferromagnético sem quebrar a simetria da distribuição

inicial, de modo a resultar numa soma não-nula dos spins nas células unitárias?

Utilizando a Teoria de Landau para as transições de fase de segunda ordem [27],

Dzyaloshinskii estudou o sistema considerando seus potenciais termodinâmicos e mostrou

que haveria uma contribuição para o weak ferromagnetism devido ao acoplamento spin-

órbita entre os spins localizados em śıtios distintos da rede. No entanto, também fica

claro neste trabalho a importância da simetria geométrica do sistema, ou seja, para certas

simetrias, esse ferromagnetismo não aconteceria.

Em 1960, foi a vez de Tôru Moriya contribuir para o entendimento deste fenômeno.

Considerando as ideias de Dzyaloshinskii, Moriya conseguiu encontrar a forma matemática

correspondente à interação de troca anisotrópica e proveniente da interação spin-órbita

entre os spins localizados em śıtios distintos [13],

HDM =
∑
⟨ij⟩

D⃗ij · (Si × Sj), (4.1)

21

A C B

Figura 4.1: Representação esquemáticas de dois ı́ons 1 e 2 utilizadas para expressar as cinco
regras de Moriya.
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em que i e j são ı́ndices de śıtios distintos, Si são operadores de spin associados ao śıtio i

da rede e D⃗ij são os chamados vetores de Dzyaloshinskii-Moriya (DM).

Após compreender melhor o problema proposto por Dzyaloshinskii [12], Moriya en-

controu uma forma de caracterizar os vetores DM [13]. Para isso, Moriya propôs cinco

regras para determinação de DM que podem ser enunciadas da seguinte forma (veja Fig.

4.1):

1 - When a center of inversion is located at C, DM = 0.

2 - When a mirror plane perpendicular to AB passes through C, DM ∥ mirror plane

or DM ⊥ AB.

3 - When there is a mirror plane including A and B, DM ⊥ mirror plane.

4 - When a two-fold rotation axis perpendicular to AB passes through C, DM ⊥ two-

fold axis.

5 - When there is an n-fold axis (n ≥ 2) along AB, DM ∥ AB.

4.2 A interação DM e os operadores de ligação

Um ingrediente importante para a existência de excitações bosônicas (mágnons ou

triplons) topologicamente não-triviais observadas nos sitemas magnéticos considerados

nas Refs. [5, 44, 45, 46, 47, 48] e nas Refs. [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57] é a presença

da interação DM entre os spins. Por este motivo, vamos introduzir a interação DM no

modelo (3.1), a fim de buscar a quebra da degenerescência das bandas de energia dos

triplons e introduzir uma topologia não-trivial nessas bandas.

Trabalhos envolvendo o estudo de cupratos (estruturas cristalinas dominadas por pla-

nos de óxidos de cobre) [60, 61] mostram como os vetores de DM se comportam em

i

j

j

Figura 4.2: Painel à esquerda: representação da rede cristalina do La2CuO4 na fase ortorrômbica
a baixas temperaturas, indicando os ı́ons La3+ (azuis), O2− (verdes e vermelhos) e Cu2+ (cinza);
figura retirada da Ref. [58]. Painel à direita: representação dos vetores DM no plano de CuO
para a fase ortorrômbica do La2CuO4; os ćırculos brancos indicam átomos de Cu, que fornecem
o spin 1/2.
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diferentes compostos. Os cupratos têm sido muito estudados devido ao fato que esses

compostos apresentam supercondutividade à alta temperatura cŕıtica [62]. Dada a im-

portância desses materiais e o fato de que os átomos de Cu nos planos de CuO formam

uma rede quadrada, decidimos considerar os vetores de DM associados aos cupratos no

nosso estudo.

Para o composto La2CuO4, verifica-se que os vetores de DM na rede quadrada dos

planos de CuO2 possuem sentidos opostos em x e y (veja Fig. 4.2). Por outro lado, para

o composto YBaCu3O6 (Fig. 4.3), os vetores de DM nos planos de CuO são tais que

D⃗ = (d, 0, 0) e D⃗′ = (0,−d, 0), sendo d o módulo destes vetores [61]. Em particular,

vamos considerar o padrão dos vetores de DM associados ao composto YBaCu3O6.

A fim de estudar a fase VBS do modelo (3.1) acrescido do termo DM (4.1), vamos,

com a ajuda da Fig. 3.3, reescrever o hamiltoniano HDM em termos da rede dimerizada

associada ao VBS colunar, isto é,

HDM =
∑
⟨ij⟩

D⃗ij · (Si × Sj) =
∑
iϵD

[
D⃗i,i · (S1

i × S2
i ) + D⃗i,i+2 · (S1

i × S1
i+2)
]

+
[
D⃗i,i+2 · (S2

i × S2
i+2) + D⃗i,i+1 · (S2

i × S1
i+1)
]
,

(4.2)

em que os ı́ndices inferiores 1 e 2 são referentes ao vetores primitivos τ1 e τ2, [veja Eq.

(3.3)] e

D⃗i,i = D⃗i,i+1 = (d, 0, 0) (4.3)

e

D⃗i,i+2 = (0,−d, 0). (4.4)

i

j

j

Figura 4.3: Painel à esquerda: representação da rede cristalina do YBaCu3O6, indicando os
planos de CuO2 com Cu (laranja) e O (vermelhos), além dos átomos de Y (azul escuro) e de
Ba (azul claro); figura retirada da Ref. [59]. Painel à direita: representação dos vetores de DM
no plano de CuO, os ćırculos brancos indicam átomos de Cu, que fornecem o spin 1/2, sendo O
apenas o mediador da interação.
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Dessa forma, o hamiltoniano (4.2) assume a forma

HDM =
∑
iϵD

[
dê1 ·

[
(S1

i × S2
i ) + (S2

i × S1
i+1)
]
− dê2 ·

[
(S1

i × S1
i+2) + (S2

i × S2
i+2)
]]
, (4.5)

em que ê1 = x̂ e ê2 = ŷ.

Utilizando a representação (3.15) dos operadores de spin em termos dos operadores de

ligação, podemos reescrever o hamiltoniano (4.5) em termos dos operadores de singleto si

e tripleto tiα:

S1
i × S2

i =
3∑

α=1

i

2
s†i tiα + h.c., (4.6)

S2
i × S1

i+1 =
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
1

4
(−s†is

†
i+1tiβti+1,γ − h.c.

−sis†i+1t
†
iβti+1,γ − h.c.)

]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
i

4

[
(s†i tiβ + h.c.)ϵγµνt

†
i+1,µti+1,ν

+ϵβµνt
†
iµtiν(−s

†
i+1ti+1,γ − h.c.)

]]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

−1

4
ϵαβγϵβµνϵγµ′ν′t

†
iµtiνt

†
i+1,µ′ti+1,ν′

]
êα,

(4.7)

enquanto os termos
(
S1
i × S1

i+2

)
e
(
S2
i × S2

i+2

)
seguem a mesma estrutura de (4.7) e as

respectivas expressões são mostradas no Apêndice B, veja as Eqs. (B.1) e (B.2).

Assim como na expressão (3.18), podemos escrever o hamiltoniano (4.5) como

HDM = H0
DM(1) +H0

DM(2) +H1
DM(1) +H1

DM(2) +H2
DM(1)

+H2
DM(2) +H3

DM(1) +H3
DM(2) +H4

DM(1) +H4
DM(2),

(4.8)

em que os ı́ndices (1) e (2) dizem respeito às componentes de HDM que estão relacionadas

com o produto escalar com os vetores dê1 e dê2, respectivamente. As expressões dos termos

H3
DM(1), H3

DM(2), H4
DM(1) eH4

DM(2) do hamiltoniano (4.8) são mostradas no Apêndice B.

Na sequência, discutiremos apenas os termos do hamiltoniano (4.8) que vamos utilizar em

nossa análise, ou seja, os termos em ordem zero e quadrática nos operadores de tripleto

t, desprezando, inicialmente, o termo linear proveniente da interação local. O termo

H1
DM(1) +H1

DM(2) envolve um tratamento distinto mostrado no Apêndice D e, por isso,

será discutido posteriormente.

Na aproximação harmônica, o termo DM (4.8) assume a forma

HDM ≈ Hham
DM = H0

DM(1) +H0
DM(2) +H2

DM(1) +H2
DM(2), (4.9)
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em que

H0
DM(1) = H0

DM(2) = 0, (4.10)

H2
DM(1) =

3∑
α=1

[
3∑

β,γ=1

∑
iϵD

ϵαβγ
1

4
(−s†is

†
i+1tiβti+1,γ − h.c.

−sis†i+1t
†
iβti+1,γ − h.c.)

]
êα · dê1,

(4.11)

H2
DM(2) =

3∑
α=1

[
3∑

β,γ=1

∑
iϵD

ϵαβγ
1

2
(s†is

†
i+2tiβti+2,γ + h.c.

+sis
†
i+2t

†
iβti+2,γ + h.c.)

]
êα · dê2.

(4.12)

Novamente vamos considerar a aproximação (3.24), assim como reescrever as Eqs. (4.11)

e (4.12) no espaço rećıproco utilizando a transformada de Fourier (3.25). Verifica-se que

H2
DM(1) =

3∑
α=1

 3∑
β,γ=1

iϵαβγN0

4

∑
k⃗

sin(2kx)(tk⃗βt−k⃗γ − t†
k⃗β
t†
−k⃗γ

− 2t†
k⃗β
tk⃗γ)

 êα · dê1, (4.13)

H2
DM(1) =

3∑
α=1

 3∑
β,γ=1

iϵαβγN0

2

∑
k⃗

sin(ky)(t
†
k⃗β
t†
−k⃗γ

+ 2t†
k⃗β
tk⃗γ − tk⃗βt−k⃗γ)

 êα · dê2. (4.14)

Portanto, na aproximação quadrática, o hamiltoniano (4.9) no espaço rećıproco assume a

forma

Hham
DM =

3∑
α=1

 3∑
β,γ=1

iϵαβγN0

4

∑
k⃗

sin(2kx)(tk⃗βt−k⃗γ − t†
k⃗β
t†
−k⃗γ

− 2t†
k⃗β
tk⃗γ)

 êα · dê1

−
3∑

α=1

 3∑
β,γ=1

iϵαβγN0

2

∑
k⃗

sin(ky)(t
†
k⃗β
t†
−k⃗γ

+ 2t†
k⃗β
tk⃗γ − tk⃗βt−k⃗γ)

 êα · dê2.

(4.15)

Os únicos produtos escalares não nulos são aqueles associados às componentes ê1 e ê2 e,

assim, o hamiltoniano (4.15) assume a forma

Hham
DM =

1

2

∑
k⃗

−iCk⃗(t
†
k⃗z
tk⃗x − t−k⃗xt

†
−k⃗z

− t†
k⃗x
tk⃗z + t−k⃗zt

†
−k⃗x

)

− iCk⃗(t−k⃗ztk⃗x − t†
k⃗x
t†
−k⃗z

− t−k⃗xtk⃗z + t†
k⃗z
t†
−k⃗x

)

− iDk⃗(t
†
k⃗y
tk⃗z − t−k⃗zt

†
−k⃗y

− t†
k⃗z
tk⃗y + t−k⃗yt

†
−k⃗z

)

− iDk⃗(t−k⃗ytk⃗z − t†
k⃗z
t†
−k⃗y

− t−k⃗ztk⃗y + t†
k⃗y
t†
−k⃗z

),

(4.16)
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em que

Ck⃗ = dN0 sin(ky) (4.17)

e

Dk⃗ =
dN0 sin(2kx)

2
. (4.18)

Entretanto, como mostrado no Apêndice D, o único efeito da inclusão do termo linear

(4.6) é apenas modificar a função Dk⃗, de modo que

Dk⃗ =
dN0 sin(2kx)

2
→ dN0 sin(2kx)

2

+
dN0

2
[sin(2kx) + J2 (sin(2kx + ky) + sin(2kx − ky))] .

(4.19)

4.3 O modelo J1 - J2 e a interação DM

O modelo a ser estudado a partir de agora é formado pela combinação dos hamiltoni-

anos (3.1) e (4.1), ou seja,

H = H12 +HDM , (4.20)

em que os vetores de DM são dados pela Fig. 4.3. Utilizando as expressões (3.36) e

(4.16), podemos escrever o hamiltoniano (4.20) em termos dos operadores de tripleto t e

na aproximação harmônica, isto é,

H = Hham +Hham
DM = H0 +H2 +Hham

DM , (4.21)

em que H0 e H2 correspondem aos termos constante e em segunda ordem nos operadores

de tripleto t, respectivamente.

Para diagonalizar este novo hamiltoniano (4.21), vamos reescrevê-lo em forma matri-

cial, ou seja,

H = E0 +
1

2

∑
k⃗

ψ†
k⃗
Ĥk⃗ψk⃗, (4.22)

em que,

ψ†
k⃗
=
(
t†
k⃗x

t†
k⃗y

t†
k⃗z

t−k⃗x t−k⃗y t−k⃗z

)
(4.23)

e

ψk⃗ =



tk⃗x
tk⃗y
tk⃗z
t†
−k⃗x

t†
−k⃗y

t†
−k⃗z


(4.24)
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são spinores e

Ĥk⃗ =



Ak⃗ 0 iCk⃗ Bk⃗ 0 iCk⃗

0 Ak⃗ −iDk⃗ 0 Bk⃗ −iDk⃗

−iCk⃗ iDk⃗ Ak⃗ −iCk⃗ iDk⃗ Bk⃗

Bk⃗ 0 iCk⃗ Ak⃗ 0 iCk⃗

0 Bk⃗ −iDk⃗ 0 Ak⃗ −iDk⃗

−iCk⃗ iDk⃗ Bk⃗ −iCk⃗ iDk⃗ Ak⃗


(4.25)

é o hamiltoniano do sistema na forma matricial, sendo que i =
√
−1. Podemos ainda

escrever (4.25) como

Ĥk⃗ =

(
Âk⃗ B̂k⃗

B̂k⃗ Âk⃗

)
, (4.26)

em que Âk⃗ e B̂k⃗ são matrizes hermitianas 3× 3 com elementos iguais a Aab
k⃗

e Bab
k⃗
, respec-

tivamente. Os detalhes do procedimento utilizado para a diagonalização deste problema

podem ser encontrados no Apêndice C. Verifica-se que o hamiltoniano diagonalizado as-

sume a forma

H = E ′
0 +

1

2

∑
k⃗

ϕ†
k⃗
Ĥ ′

k⃗
ϕk⃗, (4.27)

em que E ′
0 é a energia do estado fundamental do sistema,

E ′
0 = −3

8
J1N0N − µN

2
(N0 − 1) +

1

2

∑
α

∑
k⃗

(Ωα
k⃗
− Ak⃗), (4.28)

com α = 1, 2, 3 = x, y, z. A dispersão Ωα
k⃗
em (4.28) é o análogo da dispersão ωk⃗ em (3.44),

sendo que o ı́ndice α indica uma das três expressões distintas da dispersão dos triplons

x, y, z [para detalhes, veja as Eqs. (C.3), (C.4) e (C.5)]. Os novos spinores indicados em

(4.27) são definidos como

ϕ†
k⃗
=
(
b†
k⃗x

b†
k⃗y

b†
k⃗z

b−k⃗x b−k⃗y b−k⃗x

)
, (4.29)

em que os novos operadores bosônicos de triplon b estão relacionados com os antigos

operadores de tripleto t da seguinte forma:

ϕk⃗ = T̂−1

k⃗
ψk⃗, (4.30)

em que T̂k⃗ é a matriz de transformação escrita em termos dos coeficientes de Bogoliubov

[14, 35],

T̂k⃗ =

(
Ûk⃗ Ĉk⃗

V̂k⃗ X̂k⃗

)
. (4.31)

As matrizes Ûk⃗, V̂k⃗, Ĉk⃗ e X̂k⃗ contidas em T̂k⃗ são matrizes 3× 3, sendo que seus elementos
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são definidos como uab(k⃗), vab(k⃗), cab(k⃗) e xab(k⃗), respectivamente, com a, b = 1, 2, 3.

Finalmente, Ĥ ′
k⃗
é uma matriz 6× 6 diagonal,

Ĥ ′
k⃗
=

(
ĥk⃗ 0

0 ĥk⃗

)
, (4.32)

com

ĥk⃗ =

Ωx
k⃗

0 0

0 Ωy

k⃗
0

0 0 Ωz
k⃗

 . (4.33)

É posśıvel diagonalizar o hamiltoniano (4.22) de maneira exata (veja Apêndice C para

detalhes), sem a necessidade de utilizar a matriz T̂k⃗ e, por está razão, no momento, não

mostraremos a forma dos coeficientes de Bogoliubov. No entanto, a expressão (4.31)

da matriz T̂k⃗ será de grande importância para a definição da curvatura de Berry e, por

consequência, do número de Chern e da condutividade Hall térmica.

Podemos ainda escrever o hamiltoniano (4.27) da seguinte forma

H = E ′
0 +

∑
α

∑
k⃗

Ωα
k⃗
b†
k⃗α
bk⃗α, (4.34)

sendo que as novas equações auto-consistentes, determinadas via as condições ∂E ′
0/∂N0 =

0 e ∂E ′
0/∂µ = 0, são dadas por

N0 = 1 +
1

2N ′

∑
α

∑
k⃗

(
∂Ωα

k⃗

∂µ
+ 1

)
, (4.35)

µ = −3

4
J1 +

1

2N ′

∑
α

∑
k⃗

(
∂Ωα

k⃗

∂N0

−
Bk⃗

N0

)
. (4.36)

Novamente, podemos resolver as Eqs. (4.35) e (4.36) numericamente a fim de determinar

os parâmetros N0 e µ em termos da constante de troca J2 e do módulo d dos vetores de

DM. Assim, podemos determinar a energia do estado fundamental E ′
0 e a dispersão dos

triplons Ωα
k⃗
.

Começamos discutindo o diagrama de fases do modelo (4.20), que é mostrado na Fig.

4.4. Note que o diagrama é feito para valores da constante de troca 0.3 ≤ J2 ≤ 0.64, pois

essa é a região paramagnética do sistema [14, 15, 16, 17, 18, 19]. Além disso, realizamos

os cálculos para valores do módulo dos vetores de DM tais que 0.0 ≤ d ≤ 1.0. Os dados

mostrados na Fig. 4.4 indicam a região no espaço de parâmetros J2 e d onde é posśıvel

encontrar soluções das equações auto-consistentes (4.35) e (4.36) (região abaixo das curvas

cont́ınua e tracejada).

Nota-se que o sistema estudado não admite soluções para todos os valores do parâ-
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Figura 4.4: Região de estabilidade do VBS colunar (abaixo das curvas cont́ınua e tracejada)
para o modelo (4.20), considerando (linha cont́ınua) e desprezando (linha tracejada) o termo
linear (4.6).

metro d. Quando o termo linear (4.6) não é considerado, nota-se que o valor máximo

do parâmetro d = 0.36 ocorre para J2 = 0.42. Por outro lado, quando consideramos o

termo linear (4.6), vemos que o valor máximo do parâmetro d = 0.47 ocorre em torno

de J2 = 0.36. Note que, para a região 0.30 ≤ J2 ≤ 0.45, as curvas são bastante distin-

tas, enquanto, para J2 ≳ 0.5, a região de estabilidade do VBS independe da presença

ou da ausência do termo linear (4.6). Aqui, o termo linear está sendo tratado de forma

aproximada, utilizando uma expansão na razão d/2J1 e considerando apenas os termos

em primeira ordem deste parâmetro, como mostrado no Apêndice D; a diferença entre as

curvas azul e vermelha para J2 < 0.45 pode ser vista como uma indicação de que ter-

mos de ordem superior precisam ser inclúıdos, já que o termo linear deveria fornecer uma

correção pequena; dessa forma, na sequência, serão consideradas apenas as configurações

com d < 0.30.

Os comportamentos dos parâmetros N0 e µ em função de d para valores fixos da

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

d

0,75

0,8

0,85

0,9

N
0

J
2
 = 0.40

J
2
 = 0.48

J
2
 = 0.52

J
2
 = 0.56

(a)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

d

-1,25

-1,2

-1,15

-1,1

-1,05

-1

µ

J
2
 = 0.40

J
2
 = 0.48

J
2
 = 0.52

J
2
 = 0.56

(b)

Figura 4.5: Comportamento dos parâmetros (a) N0 e (b) µ em termos do módulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca J2. Resultados determinados via solução
numérica das Eqs. (4.35) e (4.36).



57

0 2 4 6

K

0

1

2

3

4
ω

Κ

X
Y
Z

J
2
 = 0.48   d = 0.20

Γ Y M Γ X

(a)

0 2 4 6

K

0

1

2

3

4

ω
Κ

X
Y
Z

J
2
 = 0.52   d = 0.10

Γ Y M Γ X

(b)

Figura 4.6: Dispersões Ωα
k⃗
dos triplons [veja Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5)] para (a) J2 = 0.48

e d = 0.20 e (b) J2 = 0.52 e d = 0.10 na ausência (linhas cont́ınuas) e presença (linhas tracejadas)
do termo linear (4.6) associado à interação DM.

constante de troca J2 são mostrados nas Figs. 4.5 (a) e (b), respectivamente. Vemos mais

uma vez que, mesmo com d nulo, não temos N0 igual a 1.0 para nenhum valor de J2, o

que se deve ao fato de considerarmos flutuações quânticas em nossos cálculos, fato que foi

verificado no caṕıtulo anterior, onde a interação DM não foi considerada. Sendo assim,

não conseguimos verificar o caso ideal, isto é, um estado VBS composto por um único

estado de singleto por d́ımero da rede quadrada.

As dispersões dos triplons, determinadas através das Eqs. (C.3), (C.4) e (C.5) e des-

considerando o termo linear (4.6), para J2 = 0.48 e d = 0.20 são mostradas na Fig. 4.6

(a) (linhas cont́ınuas). Nota-se que não há quebra completa da degenerescência, quando

comparado com o caso d = 0 [Fig. 3.6 (a)], pois a dispersão é triplamente degenerada nos

pontos Γ, Y,M e X da primeira zona de Brillouin dimerizada (veja Fig. 3.4). Comporta-

mento similar é observado para o caso J2 = 0.52 e d = 0.10 [Fig. 4.6 (b)]. Dessa forma,

não podemos continuar com a investigação sobre as propriedades topológicas destes tri-
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Figura 4.7: Dispersão Ωα
k⃗
dos triplons [veja Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5)] para J2 = 0.48

e d = 0.30 na ausência (linhas cont́ınuas) e presença (linhas tracejadas) do termo linear (4.6)
associado à interação DM.
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Figura 4.8: Comportamento dos parâmetros (a) ∆ e (b) E′
0 em termos do módulo d dos vetores

de DM para determinados valores da constante de troca J2. Resultados determinados via a
solução numérica da Eq. (4.28).

plons, pois não é posśıvel associar um número de Chern para tais bandas degeneradas. As

Figs. 4.6 (a) e (b) também mostram a dispersão dos triplons considerando o termo linear

(4.6) (curvas tracejadas). Nota-se que o principal efeito da presença do termo linear (4.6)

ocorre em torno do centro da primeira zona de Brillouin e ao longo da direção Γ − X.

Veja que, à medida que o parâmetro d da interação DM aumenta, maior é a distinção

entre as curvas cont́ınuas e tracejadas. Essas diferenças ficam mais evidentes para o caso

J2 = 0.48 e d = 0.30 mostrado na Fig. 4.7 (para mais detalhes, veja Apêndice D).

A partir da dispersão dos triplons Ωα
k⃗
, podemos também calcular a energia do gap ∆ e

a energia do estado fundamental E ′
0 em função do parâmetro d para determinados valores

da constante de troca J2 [veja Figs. 4.8 (a) e (b)]. Em relação à energia do gap ∆, vemos

que, para todos os valores de J2, o valor do gap diminui à medida que o parâmetro d

aumenta. O fechamento do gap ∆ estaria, portanto, relacionado com a transição de fase

mostrada na Fig. 4.4. Para o caso d = 0, nota-se que a energia do gap aumenta quando

J2 varia de J2 = 0.40 para J2 = 0.48, porém diminui, quando J2 aumenta de J2 = 0.52

para J2 = 0.56. Em relação à energia do estado fundamental, nota-se que E ′
0 aumenta

com o acréscimo da constante de troca J2 para valores fixos de d. Por outro lado, para

valores fixos de J2, E
′
0 decresce à medida que o parâmetro d aumenta.

Como último recurso para a quebra da degenerescência das bandas de energia dos

triplons, introduziremos um campo magnético externo B⃗ e estudaremos seus efeitos sob

o modelo (4.20). Os resultados e as discussões acerca dessa inserção serão apresentados

na próxima seção.
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4.4 A adição de um campo magnético externo

O próximo passo para tentarmos levantar a degenerescência ilustrada nas Figs. 4.6 (a)

e (b) é introduzir um campo magnético externo B⃗. Para isso, acrescentamos o seguinte

termo no modelo (4.20)

HB = S⃗ · B⃗ =
3∑

α=1

SαBα, (4.37)

onde α = x, y, z = 1, 2, 3, de modo que o hamiltoniano do novo modelo que será analisado

é dado por

H = H12 +HDM +HB, (4.38)

sendo que os termos H12 e HDM estão indicados na Eq. (4.20).

Para prosseguirmos com a análise do hamiltoniano (4.37), utilizaremos novamente o

formalismo dos operadores de ligação para os operadores de spin [veja Eq. (3.15)]. Como

é necessário identificar os spins 1 e 2 em cada śıtio da rede dimerizada, temos que

HB =
∑
i

(
3∑

α=1

S1
iαBα +

3∑
α=1

S2
iαBα

)
, (4.39)

o que resulta em

HB = −i
∑
i

3∑
α=1

(
ϵαβγt

†
iβtiγ

)
Bα. (4.40)

Com a ajuda da transformada de Fourier (3.25) para o operador t, podemos reescrever a

expressão anterior no espaço rećıproco:

HB = −i
3∑

α=1

∑
k⃗

(
ϵαβγt

†
k⃗β
tk⃗γ

)
Bα. (4.41)

Trabalhando com o hamiltoniano (4.41), podemos encontrar uma forma tal qual se rela-

ciona com a expressão (4.16), ou seja,

HB = −iBx

2

∑
k⃗

(
t†
k⃗β
tk⃗γ + t−k⃗γt

†
−k⃗β

− t†
k⃗γ
tk⃗β − t−k⃗βt

†
−k⃗γ

)
− iBy

2

∑
k⃗

(
t†
k⃗γ
tk⃗α + t−k⃗αt

†
−k⃗γ

− t†
k⃗α
tk⃗γ − t−k⃗γt

†
−k⃗α

)
− iBz

2

∑
k⃗

(
t†
k⃗α
tk⃗β + t−k⃗βt

†
−k⃗α

− t†
k⃗β
tk⃗α − t−k⃗αt

†
−k⃗β

)
.

(4.42)

Dessa forma, de maneira análoga à Eq. (4.22), podemos reescrever o hamiltoniano (4.38)

na forma matricial, mudando apenas o conteúdo da matriz Ĥk⃗ [veja a matriz Ĥ ′
k⃗
contida

no Apêndice E]. No entanto, o processo para a diagonalização do novo hamiltoniano Ĥ ′
k⃗
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não é similar àquele utilizado na diagonalização do modelo (4.20) sem o campo externo,

pois as componentes x, y, z do campo modificam o problema matemático. Contudo, nota-

se que se considerarmos apenas a componente Bz do campo externo, o processo para a

diagonalização não se altera, quando comparado ao processo empregado na diagonalização

do modelo (4.20) sem campo magnético externo. Assim, considerando apenas a compo-

nente Bz, obtivemos finalmente a quebra da degenerescência na dispersão dos triplons do

modelo estudado, como será mostrado abaixo.

Considerando apenas a componente z do campo externo, temos que o equivalente da

Eq. (4.25) assume a forma

Ĥ ′
k⃗
=



Ak⃗ −iBz iCk⃗ Bk⃗ 0 iCk⃗

iBz Ak⃗ −iDk⃗ 0 Bk⃗ −iDk⃗

−iCk⃗ iDk⃗ Ak⃗ −iCk⃗ iDk⃗ Bk⃗

Bk⃗ 0 iCk⃗ Ak⃗ iBz iCk⃗

0 Bk⃗ −iDk⃗ −iBz Ak⃗ −iDk⃗

−iCk⃗ iDk⃗ Bk⃗ −iCk⃗ iDk⃗ Ak⃗


, (4.43)

em que a forma do novo hamiltoniano diagonal,

H = E0 +
1

2

∑
k⃗

ψ†
k⃗
Ĥ ′

k⃗
ψk⃗, (4.44)

é idêntica à forma do hamiltoniano (4.22), exceto pela expressão de Ĥ ′
k⃗
. Como dito

anteriormente, o processo para a diagonalização de (4.44) é idêntico ao processo empregado

na diagonalização do modelo (4.20) sem o campo externo, com a ressalva de que agora

o campo externo Bz aparece na expressão de Ωk⃗, ou seja, a expressão do hamiltoniano

diagonal, e as equações autoconsistentes para os parâmetros N0 e µ são parecidas ao caso

sem campo externo,

H = E ′
0 +

∑
α

∑
k⃗

Ωα
k⃗
b†
k⃗α
bk⃗α, (4.45)

N0 = 1 +
1

2N ′

∑
α

∑
k⃗

(
∂Ωα

k⃗

∂µ
+ 1

)
(4.46)

e

µ = −3

4
J1 +

1

2N ′

∑
α

∑
k⃗

(
∂Ωα

k⃗

∂N0

−
Bk⃗

N0

)
, (4.47)

sendo que (4.46) e (4.47) são obtidas via as condições
∂E′

0

∂N0
= 0 e

∂E′
0

∂µ
= 0. As expressões das

dispersões Ωk⃗ para a situação com o campo externo podem ser encontradas no Apêndice C

[veja as Eqs. (C.13), (C.14) e (C.15)]. Podemos então inserir o campo magnético externo

no processo numérico para o cálculo das expressões acima e verificar alguns resultados.

Começamos novamente pelo diagrama de fases mostrado na Fig. 4.9, onde percebe-se
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Figura 4.9: Região de estabilidade (abaixo das curvas cont́ınua e tracejada) do VBS colunar
para o modelo (4.38) na ausência (linha tracejada) e presença (linha cont́ınua) de um campo
magnético externo Bz.

que a adição do campo magnético externo não altera abruptamente a região de estabilidade

do estado VBS, quando comparado ao caso sem o campo externo. As Figs. 4.10 (a) e

(b) mostram, respectivamente, o comportamento dos parâmetros N0 e µ em termos do

módulo d dos vetores de DM para determinados valores de J2. Ambos os gráficos são

bastante similares aos resultados obtidos na ausência do campo externo [veja Figs. 4.5

(a) e (b)]. Dessa forma, podemos afirmar que o campo externo Bz altera muito pouco os

valores dos parâmetros N0 e µ.

Nas Figs. 4.11 (a) e (b), vemos a dispersão Ωα
k⃗
dos triplons, calculadas a partir das

expressões (C.3), (C.4) e (C.5) e utilizando as quantidades (C.13), (C.14) e (C.15) que

incluem o campo externo Bz, para J2 = 0.48 e d = 0.20 [Fig. 4.11 (a)] e J2 = 0.52 e d =

0.10 [Fig. 4.11 (b)] (para detalhes, veja Apêndice C). Nesse caso, pode-se notar que houve

a quebra da tripla degenerescência nos pontos Γ, Y , M e X da primeira zona de Brillouin

encontrada no caso de campo externo nulo [veja as Figs. 4.6 (a) e (b)]. A partir desse
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Figura 4.10: Comportamento dos parâmetros (a) N0 e (b) µ em termos do módulo d dos vetores
de DM para determinados valores da constante de troca J2 para Bz = 0.05. Resultados deter-
minados via a solução numérica das Eqs. (4.46) e (4.47) (versão com campo magnético externo
Bz).
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Figura 4.11: Dispersões Ωα
k⃗
dos triplons [veja Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com

adição do campo magnético externo Bz] para (a) J2 = 0.48 e d = 0.20 e (b) J2 = 0.52 e d = 0.10
com a presença do termo linear (4.6) associado à interação DM.

momento, podemos associar um número de Chern para cada uma das banda de energia

dos triplons e, assim, podemos continuar com a investigação das posśıveis propriedades

topológicas deste sistema. Lembrando que as dispersões dos triplons mostradas nas Figs.

4.11 (a) e (b) consideram a presença do termo linear (4.6). Os efeitos desse termo linear

na dispersão dos triplons foi discutido na Sec. 4.3 para o caso Bz = 0.

Finalmente, nas Figs. 4.12 (a) e (b), vemos, respectivamente, o comportamento do

gap ∆ e da energia do estado fundamental E ′
0 em função do parâmetro d para diferentes

valores da constante de troca J2. Note que há uma comparação com o caso sem campo

externo na Fig. 4.12 (a): para um valor fixo de J2, os valores da energia de gap ∆

são distintos para os casos Bz nulo e finito apenas para pequenos valores do parâmetro

d. Dessa forma, os valores do gap ∆ associados às dispersões mostradas nas Figs. 4.11

(a) e (b) são bastante similares ao caso sem campo externo [veja Figs. 4.6 (a) e (b)].

Comparando-se as Figs. 4.8 (b) e 4.12 (b), verifica-se que a presença do campo magnético

Bz praticamente não altera o valor da energia do estado fundamental.
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Figura 4.12: Comportamento dos parâmetros (a) ∆ e (b) E′
0 em termos do módulo d dos vetores

de DM para determinados valores da constante de troca J2. Resultados determinados via a
solução numérica da Eq. (4.28) (versão com campo magnético externo Bz).
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Figura 4.13: Dispersões Ωα
k⃗
dos triplons [veja Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com

adição do campo magnético externo Bz] para (a) J2 = 0.48 e d = 0.00 e (b) J2 = 0.52 e d = 0.00
com a presença do termo linear (4.6) associado à interação DM.

É importante mencionar que resolvemos numericamente os problemas autoconsistentes

(4.46) e (4.47) e determinamos as dispersões Ωα
k⃗
para diferentes valores de Bz. Dado que

todos os casos apresentam o mesmo comportamento qualitativo, decidimos mostrar apenas

os resultados para Bz = 0.05 a fim de ilustrar o efeito do campo magnético externo. Como

esperado, verificamos que, com o aumento de Bz, o gap entre as três bandas de energia

dos triplons aumenta. Paralelamente, realizamos cálculos para d = 0 e Bz finito, sendo

que alguns resultados obtidos são mostrados nas Figs. 4.13 (a) e (b). Nota-se que o

campo magnético externo já é suficiente para quebrar a tripla degenerescência encontrada

nas bandas de energia dos triplons do modelo inicial (3.1). Apesar disso, consideramos a

presença da interação de Dzyaloshinskii-Moriya, pois queremos verificar se ela é capaz de

gerar triplons topológicos em nosso sistema.
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Propriedades topológicas do sistema

Nesta última etapa do nosso trabalho, vamos discutir algumas propriedades do modelo

de Heisenberg considerado e da fase VBS colunar que estão associados à sua topologia,

como, por exemplo, o número de Chern das bandas referentes à dispersão dos triplons,

isto é, vamos verificar se os triplons são ou não topológicos, e o que isso afeta no cálculo

da condutividade Hall térmica do sistema.

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, vamos calcular e analisar algumas propriedades topológicas das exci-

tações elementares da fase VBS colunar do sistema AFM na rede quadrada acrescido da

interação de Dzyaloshinskii-Moriya e de um campo magnético externo Bz, isto é, vamos

verificar a posśıvel não trivialidades dos triplons (número de Chern das bandas de energia

não nulos). Inicialmente, precisamos calcular a curvatura de Berry [10, 11] para cada uma

das bandas de energia x, y e z dos triplons, pois é a partir dessa curvatura que o cálculo

do número de Chern (invariante topológico)[6, 7, 8] é feito. Finalmente, vamos verificar

se as posśıveis curvaturas de Berry finitas das bandas dos triplons podem acarretar em

uma condutividade Hall térmica κxy ̸= 0, como discutido nas referências [31, 32, 33, 34].

De acordo com os teoremas no-go discutidos em [31] e [63], esse efeito não deveria ser

observado na rede quadrada.

5.2 Curvatura de Berry

A curvatura de Berry é uma quantidade definida para cada uma das bandas de energia

do sistema. Sua definição é baseada na matriz de transformação T̂k⃗ [Eq. (4.31)], que

relaciona os novos operadores bosônicos que diagonalizam o problema matricial (4.27)

com os operadores na base não diagonal (4.22),

T̂k⃗ =

(
Ûk⃗ Ĉk⃗

V̂k⃗ X̂k⃗

)
. (5.1)

Como discutido na Sec. 4.3, o hamiltoniano (4.43) é 6× 6 e, assim, a matriz T̂k⃗ também é

6× 6, sendo que as matrizes Ûk⃗, V̂k⃗, Ĉk⃗ e X̂k⃗ contidas em T̂k⃗ são matrizes 3× 3 e possuem

elementos do tipo uab(k⃗), vab(k⃗), cab(k⃗) e xab(k⃗), respectivamente, com a, b = 1, 2, 3.

Estes elementos são conhecidos como os coeficientes de Bogoliubov da transformação, que
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realizam uma transformação canônica e diagonalizam o problema. A matrix (5.1) obedece

algumas propriedades, tais como

εk⃗ = T̂ †
k⃗
Ĥk⃗T̂k⃗, (5.2)

T̂ †
k⃗
ÎbT̂k⃗ = Îb = T̂k⃗ÎbT̂

†
k⃗
, (5.3)

em que εk⃗ são os elementos do resultado da diagonalização (4.43) e

Îb =

(
Î 0

0 −Î ,

)
(5.4)

sendo Î3×3 a matriz identidade. A matriz Îb também é utilizada no processo de diago-

nalização do hamiltoniano (4.43), pois estamos considerando um sistema bosônico (veja

Apêndice C). Definimos então a curvatura de Berry [9, 10, 11, 35] no espaço de momento

k⃗ como

Ωn(k⃗) = iϵµν

[
Îb
∂T̂ †

k⃗

∂kµ
Îb
∂T̂k⃗
∂kν

]
nn

, (5.5)

em que o ı́ndice nn com n = 1, 2, 3 indica os elementos da diagonal da matriz 6 × 6

resultado do produto dos elementos contidos na expressão acima, n = 1, 2, 3 se refere às

curvaturas de Berry das bandas x, y, z, respectivamente, µ e ν = x, y, sendo que a soma

sob ı́ndices repetidos é considerada, kx e ky estão restritos à primeira zona de Brillouin

(da rede dimerizada), ϵµν é o tensor antisimétrico e i =
√
−1. Como podemos verificar

em (5.5), Ωn(k⃗) é calculada a partir de derivadas parciais dos elementos da matriz T̂k⃗ em

relação às componentes kx e ky do momento k⃗ e, assim, precisamos encontrar todos os 36

coeficientes de Bogoliubov da matriz de transformação. Além disso, note que em (5.5) a

matriz T̂k⃗ têm o mesmo papel das funções de Bloch un(k⃗) na definição (2.66).

Para o cálculo dos coeficientes de Bogoliubov, utilizamos o seguinte conjunto de equa-

ções:

ÎbĤ ′
k⃗F̂ − Ω1

k⃗
F̂ = 0,

ÎbĤ ′
k⃗Ŝ − Ω2

k⃗
Ŝ = 0,

ÎbĤ ′
k⃗Ẑ − Ω3

k⃗
Ẑ = 0,

(5.6)

e
ÎbĤ ′

k⃗Ĵ + Ω1
k⃗
Ĵ = 0,

ÎbĤ ′
k⃗Ĝ+ Ω2

k⃗
Ĝ = 0,

ÎbĤ ′
k⃗Ŷ + Ω3

k⃗
Ŷ = 0,

(5.7)

em que Ĥ ′
k⃗ corresponde ao hamiltoniano não diagonal (4.43), Ωα

k⃗
(α = 1, 2, 3) é a dispersão

dos triplons x, y, z encontradas no Apêndice C (versão com campo magnético externo) e

F̂k⃗, Ŝk⃗, Ẑk⃗, Ĵk⃗, Ĝk⃗ e Ŷk⃗ são matrizes envolvendo os coeficientes de Bogoliubov da matriz
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Figura 5.1: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) x, (b) y e (c) z dos triplons para o
conjunto de parâmetros J2 = 0.48, d = 0.10 e Bz = 0.05 do modelo (4.38).

de transformação T̂k⃗ dados por

F̂k⃗ =
(
u11(k⃗) u12(k⃗) u13(k⃗) v11(k⃗) v12(k⃗) v13(k⃗)

)
,

Ŝk⃗ =
(
u21(k⃗) u22(k⃗) u23(k⃗) v21(k⃗) v22(k⃗) v23(k⃗)

)
,

Ẑk⃗ =
(
u31(k⃗) u32(k⃗) u33(k⃗) v31(k⃗) v32(k⃗) v33(k⃗)

)
,

Ĵk⃗ =
(
c11(k⃗) c12(k⃗) c13(k⃗) x11(k⃗) x12(k⃗) x13(k⃗)

)
,

Ĝk⃗ =
(
c21(k⃗) c22(k⃗) c23(k⃗) x21(k⃗) x22(k⃗) x23(k⃗)

)
,

Ŷk⃗ =
(
c31(k⃗) c32(k⃗) c33(k⃗) x31(k⃗) x32(k⃗) x33(k⃗)

)
.

(5.8)

Dessa forma, conseguimos encontrar as expressões para os 36 elementos da matriz T̂k⃗
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Figura 5.2: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) x, (b) y e (c) z dos triplons para o
conjunto de parâmetros J2 = 0.48, d = 0.20 e Bz = 0.05 do modelo (4.38).

(ver Sec. E.0.1 do Apêndice E) e calcular a curvatura de Berry (5.5) para cada banda x, y

e z.

A Fig. 5.1 mostra as três curvaturas de Berry das dispersões x, y, z para J2 = 0.48,

d = 0.10 e Bz = 0.05. Note que, para cada par (kx, ky) (restritos à primeira zona de

Brillouin), temos um valor de Ωn(k⃗). A simetria da superf́ıcie associada à curvatura

de Berry também é importante, pois essa propriedade permite compreender o valor do

número de Chern encontrado para essas bandas. Veja que a simetria da curvatura é tal que

ela assume valores positivos e negativos, que provavelmente se cancelarão na realização da

integral (2.67) envolvida no cálculo do número de Chern. Note também que esse padrão

é observado nas três curvaturas associadas às bandas x, y e z, não importando os valores

de J2, d e Bz, como exemplificado nas Figs. 5.2 e 5.3.

O próximo passo agora é calcular o número de Chern de cada banda e verificar, final-
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Figura 5.3: Curvaturas de Berry das bandas de energia (a) x, (b) y e (c) z dos triplons para o
conjunto de parâmetros J2 = 0.52, d = 0.10 e Bz = 0.05 do modelo (4.38).

mente, se estes triplons são topológicos ou não, isto é, se possuem um número de Chern

finito (topológicos ou não triviais) ou nulo (não topológicos ou triviais).

5.3 O número de Chern bosônico

Enfatizamos ao longo do trabalho a importância de criar um gap ∆ entre as bandas

x, y, z dos triplons do nosso modelo, pois queŕıamos verificar se as excitações encontradas

na fase VBS são topologicamente triviais ou não. Como discutido no ińıcio do trabalho,

Sec. 2.2, a quantidade que responderá essa pergunta é o número de Chern bosônico

(invariante topológico) [6, 7, 8, 9]. Esse invariante topológico é definido quando há um

gap na estrutura de bandas de um sistema e, como indicado na Eq. (2.67), assume a
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forma

Cn =

∫
BZ

dkxdky
2π

Ωn(k⃗), (5.9)

em que BZ se refere à integração restrita à primeira zona de Brillouin (dimerizada) e Ωn(k⃗)

é a curvatura de Berry (5.5) para uma banda n espećıfica. Cn assumirá valores inteiros

ou nulo, contudo uma de suas propriedades, indicadas anteriormente na Eq. (2.68), é que

Ch =
∑
n

Cn = 0, (5.10)

ou seja, a soma dos números de Chern das bandas do sistema se anula.

O direcionamento do nosso trabalho envolve verificar se haverá ou não valores finitos

para a condutividade Hall térmica destes triplons e se fatores relacionados à topologia dos

triplons afetariam expressivamente este cálculo. Entretanto, existem inúmeros aspectos

que podem ser investigados caso as excitações sejam topológicas, como, por exemplo, os

estados de borda que podem surgir em determinados sistemas quando as excitações são

não-triviais [9]. De qualquer modo, para o cálculo da κxy que será mostrado na seção

seguinte, precisamos calcular as curvaturas de Berry e, com isso, podemos rapidamente

verificar se os triplons da fase VBS são triviais ou não.

Utilizando métodos numéricos, conseguimos determinar os coeficientes de Bogoliubov

(veja Sec. E.0.1 do Apêndice E) e determinar os números de Chern (5.9). Lembrando que

uma série de cálculos foram realizados para diferentes valores dos parâmetros J2, d e Bz,

dentro da região da estabilidade da fase VBS. As tabelas 5.1 e 5.2 abaixo mostram alguns

valores numéricos para o número de Chern associados a J2 = 0.48 e 0.52, respectivamente,

e diferentes valores do parâmetro de DM d. Na tabela 5.1, nota-se que os números

de Chern das bandas de energia dos triplons para d = 0.10 são nulos enquanto, para

d = 0.20, encontramos valores finitos, porém muito próximos de zero. Dessa forma,

podemos concluir que não há ind́ıcios de que tais quantidades possam assumir valores

inteiros e finitos. Para d = 0.20, nota-se que a soma dos números de Chern das três bandas

é nula. Algo semelhante é observado na tabela 5.2. Portanto, conclúımos que os triplons

da fase VBS colunar do modelo de Heisenberg AFM J1 − J2 na rede quadrada, acrescido

Tabela 5.1: Números de Chern das bandas de energia x, y e z dos triplons da fase VBS colunar
para J2 = 0.48 e Bz = 0.05.

d Banda Número de Chern

0.10 x 0
0.10 y 0
0.10 z 0
0.20 x −2.05× 10−4

0.20 y −2.07× 10−4

0.20 z +4.12× 10−4
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Tabela 5.2: Números de Chern das bandas de energia x, y e z dos triplons da fase VBS colunar
para J2 = 0.52 e Bz = 0.05.

d Banda Número de Chern

0.10 x −1× 10−6

0.10 y −8× 10−6

0.10 z +9× 10−6

0.20 x −1.049× 10−3

0.20 y −8.66× 10−4

0.20 z +1.915× 10−3

de um termo de interação Dzyaloshinskii-Moriya e na presença de um campo magnético

externo na direção z, são excitações topologicamente triviais. Como dito anteriormente,

podemos justificar esse fato observando a simetria das curvaturas de Berry mostradas nas

Figs. 5.1, 5.2 e 5.3: nota-se que as curvaturas são nulas em grande parte da primeira zona

de Brillouin e apresentam pequenas regiões positivas e negativas que, quando somadas

em (5.9), resultam em números de Chern nulos. Trabalhos anteriores [44, 46, 47], que

consideraram os efeitos da interação DM em AFMs em redes diferentes da rede quadrada

e para fases estudadas distintas da fase VBS, encontraram excitações topologicamente não

triviais, o que não foi o caso do presente trabalho.

Finalmente, deve-se mencionar que, utilizando apenas um campo magnético externo na

direção z, obtivemos a quebra da tripla degenerescência das bandas de energia dos triplons,

como mostrado nas Figs. 4.13 (a) e (b). Assim, podeŕıamos continuar a investigação sobre

a natureza topológica das excitações sem a presença de um termo de Dzyaloshinskii-Moriya

no hamiltoniano (3.1). Entretanto, como discutido nas Refs. [44, 45, 46, 47], a interação

DM é muitas vezes responsável pela presença de excitações topologicamente não triviais

e, assim, decidimos considerar o termo de DM ao longo do nosso estudo. Dito isso,

podemos inferir que, caso realizássemos o mesmo procedimento para d = 0, o número

de Chern das bandas continuariam sendo nulos. De fato, para d = 0, o procedimento

matemático que utilizamos para encontrar os coeficientes de Bogoliubov (E.0.1) muda de

forma significativa, pois o hamiltoniano (4.43) passa a apresentar vários termos nulos.

Realizamos então cálculos para d≪ 1, da ordem de 10−3, e, como esperado, encontramos

que as dispersões são aproximadamente iguais àquelas obtidas para d = 0 em [Figs. 4.13

(a) e (b)]. Para o caso d≪ 1, é posśıvel determinar as curvaturas de Berry e os números de

Chern como descrito acima, e, como esperado, encontramos números de Chern nulos. Esse

fato indica que, mesmo na ausência da interação DM, as excitações do estado fundamental

VBS na rede quadrada são topologicamente não triviais.
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5.4 Condutividade Hall térmica

Finalmente, podemos verificar se a condutividade Hall térmica (2.79) para os triplons

(topologicamente triviais) da fase VBS colunar do AFM (4.38) na quadrada é finita.

A medida da condutividade Hall térmica é feita experimentalmente a partir do conhe-

cimento da densidade de corrente de calor j⃗Q e da variação de temperatura ∆T transversal

do material em análise. A Fig. 5.4 mostra o arranjo esquemático utilizado para a medida

de κxy: que nesse caso, a potência fornecida pelo aquecedor colocado em uma das bordas

da amostra é conhecida e, assim, a quantidade j⃗Q é determinada, pois ela é a razão entre

a potência fornecida pelo equipamento e a área da secção transversal da amostra. Em

seguida, dividindo por ∆T , temos o valor experimental de κxy.

Agora que entendemos melhor como a condutividade Hall térmica é medida, utiliza-

remos a expressão (2.79) para determinar teoricamente o valor de κxy para os triplons

triviais,

κxy = −k
2
BT

ℏV
∑
k⃗

N∑
n=1

[
c2(ρ

B(εnk⃗))
]
Ωn(k⃗), (5.11)

em que T é a temperatura do sistema, kB é a constante de Boltzmann, V é a área da

primeira zona de Brillouin, Ωn(k⃗) é a curvatura de Berry (5.5) da banda n, εnk⃗ é a energia

dos triplons associados à banda n e número de onda k⃗ (isto é, a dispersão Ωα
k⃗
introduzida

no caṕıtulo anterior), ρB(εnk⃗) é a distribuição de Bose-Einstein dada por

ρB(ϵnk⃗) =
1

eβϵnk⃗ − 1
(5.12)

e c2(x) é dada por

c2(x) =

∫ x

0

dt

(
ln

1 + t

t

)2

= (1 + x)

(
ln
1 + x

x

)2

− (lnx)2 − 2Li2(−x), (5.13)

sendo Li2(x) a função polilogaŕıtmica para n = 2. A partir da expressão (5.11), podemos

extrair informações sobre a condutividade Hall térmica dos triplons da fase VBS colunar

do AFM na rede quadrada.

Figura 5.4: Representação esquemática do procedimento experimental utilizado para a medida
de κxy. Figura retirada da Ref. [64].
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Figura 5.5: Condutividade Hall térmica (5.11) para os triplons na fase VBS do AFM na rede
quadrada (a) para J2 = 0.48 (linhas tracejadas) e J2 = 0.52 (linhas cont́ınuas) e d = 0.10 e
0.20 e (b) para J2 = 0.50 e d = 0.10 e 0.20. Em todos os casos, o campo magnético externo
Bz = 0.05.

As Figs. 5.5 (a) e (b) mostram o comportamento da condutividade Hall térmica em

termos da temperatura T (apesar de considerarmos J1 = 1, reintroduzimos essa constante

de troca nos gráficos para maior clareza). Nota-se que o comportamento qualitativo de κxy

é o mesmo, independentemente dos valores de J2 e d. Para um valor fixo do parâmetro d

da interação de DM, nota-se que o pico da condutividade Hall térmica aumenta conforme

aumentamos o valor de J2. Comportamento similar é observado para valores fixos de J2 e

variação do parâmetro d. Todos os picos observados em κxy ocorrem na vizinhança de um

mesmo valor de temperatura, kBT/J1 = 0.5. Interessante, para J2 = 0.48 [Fig. 5.5 (a)],

κxy assume valores negativos na região de baixas temperaturas: nessa faixa de tempe-

raturas, podemos entender que o transporte tem o sentido oposto. Esse comportamento

não é observado para J2 = 0.52 e J2 = 0.50 [Fig. 5.5 (b)], que apresentam κxy = 0 para

baixas temperaturas T . Finalmente, é importamente mencionar que as dispersões (veja

Eqs. (4.33), (C.3), (C.4) e (C.5) para o caso com adição do campo magnético externo

Bz) dos triplons foram determinadas a temperatura T = 0: apesar da Fig. 5.5 mostrar

o comportamento de κxy(T ) para 0 < kBT/J1 < 3, devemos, de fato, considerar apenas

a região 0 < kBT/J1 < ∆/J1, onde ∆ é a energia de gap para os triplons (veja as Figs.

4.11 e 4.12 (a)); o condensado de singletos está bem definido apenas nessa faixa de baixas

temperaturas.

Apesar da integral da curvatura de Berry sob a primeira zona de Brillouin ser nula,

a condutividade térmica Hall κxy(T ) é não nula. Esse resultado está associado ao fato

de que o integrando da Eq. (5.11) depende do produto da função c2 [Eq. (5.13)] pela

curvatura de Berry. As Figs. 5.6 e 5.7 exemplificam, respectivamente, os comportamentos

da função c2(x) e do produto c2(x)Ωn(k⃗) para J2 = 0.48, d = 0.20, Bz = 0.05, x = ρB(ϵnk⃗)

[Eq. (5.12)] e T = 0.25 com (a) n = 1, (b) n = 2 e (c) n = 3 correspondendo às dispersões

dos tŕıplons x, y e z respectivamente. Nota-se que as funções c2 possuem valores apenas

positivos fazendo com que os pontos negativos das curvaturas de Berry tenham um peso
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Figura 5.6: Função c2(x) [Eq. (5.13)] para J2 = 0.48, d = 0.20, Bz = 0.05, x = ρB(ϵ
nk⃗
) [Eq.

(5.12)] e T = 0.25 com (a) n = 1, (b) n = 2 e (c) n = 3 correspondendo as dispersões dos
tŕıplons x, y e z respectivamente.

menor na realização do somatório contido em κxy. Veja em Fig. 5.7 que o produto de c2

com Ωn(k⃗) para os pontos kx = 1.5, ky = 0 e kx = −1.5, ky = 0 as funções para os triplons

x, y e z são nulas, o que difere do próprio gráfico de Ωn(k⃗) para os mesmos pontos [veja

Fig. 5.2]. Por conta dos dois pontos citados acima, temos um κxy(T ) finito e não nulo,

como foi o caso do número de Chern.

Como discutido na Ref. [65], é posśıvel identificar três regiões distintas no comporta-

mento de κxy em termos da temperatura: (i) Para T = 0 até a saturação de κxy, temos

uma lei de potência Tα ou um comportamento termo ativido exp(−∆/T ) dependendo

das diferentes propriedades espectrais das excitações subjacentes; (ii) para a região de

decaimento, temos κxy ∝ exp(−T/T0), com T ∼ D, em que D representa a energia ca-

racteŕıstica das excitações e T0 representa a escala de decaimento do efeito Hall com o
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Figura 5.7: Comportamento da função c2(x)Ωn(k⃗) para J2 = 0.48, d = 0.20, Bz = 0.05,
x = ρB(ϵ

nk⃗
) [Eq. (5.12)] e T = 0.25 com (a) n = 1, (b) n = 2 e (c) n = 3 correspondendo as

dispersões dos tŕıplons x, y e z respectivamente.

aumento da temperatura; (iii) para altas temperaturas, κxy ∝ T−γ com γ = 1 para bósons

e γ = 3 para férmions. Além disso, os comportamentos de todos os gráficos são iguais

com o aumento da temperatura T , ou seja, κxy → 0 [veja a Fig. 5.8].

Podemos notar então que κxy não é nulo mesmo para um sistema que apresenta triplons

topologicamente triviais. Entretanto, o valor de κxy seria maior e mais suave na queda

se as excitações fossem topologicamente não triviais, como mostrado na Ref. [11], em

que são comparadas as condutividades para sistemas com excitações topologicamente

triviais e não triviais. No entanto, na Ref. [11], o estudo do AFM na rede quadrada é

feito considerando uma fase de ĺıquido de spin como estado fundamental e utilizando os

bósons de Schwinger. No artigo, os autores utilizam os mesmos vetores de DM que nós

utilizamos, ou seja, do composto YBaCu3O6. Entretanto, no caso do ĺıquido de spin, a
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Figura 5.8: Comportamento experimental de κxy dividido em três regiões (figura retirada da
Ref. [65]).

interação de DM destrói as excitações topológicas que já estavam presentes no sistema

sem a interação de DM. A Fig. 5.9 mostra dois gráficos para κxy determinados na Ref.

[11]: o painel da esquerda é o resultado da condutivade dos spinons topologicamente não

triviais encontrados no sistema AFM na rede quadrada sem a utilização da interação de

DM; veja que a condutividade nesse caso é muito maior quando comparada ao resultado

mostrado no painel à direita, onde os spinons são topologicamente triviais.

Figura 5.9: Condutividade Hall térmica (5.11) para os spinons em uma fase de ĺıquido de spin
para um AFM na rede quadrada. O gráfico da esquerda mostra a condutividade Hall térmica
para spinons topologicamente não triviais encontrados sem a interação de DM; o gráfico da
direita mostra a condutividade Hall térmica para spinons topologicamente triviais encontrados
na presença da interação DM e considerando os vetores DM do composto YBaCu3O6 (retirado
da Ref. [11]).
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Conclusões

Conseguimos por meio deste trabalho compreender inúmeras propriedades acerca da

fase VBS de um sistema antiferromagnético na rede quadrada. Vimos que não há apenas

uma maneira para a distribuição dos singletos na rede quadrada em um estado VBS,

contudo consideramos no presente trabalho somente o arranjo colunar. Dentro desta dis-

tribuição, utilizando o formalismo dos operadores de ligação para descrever o sistema, em

particular, procuramos caracterizar suas excitações elementares denominadas triplons,

que estão associados aos três estados de tripleto. Além disso, vimos que esse sistema

não apresenta modos de Goldstone, ou seja, nenhuma simetria é quebrada espontânea-

mente quando o estado fundamental VBS é formado. Dessa forma, os triplons são então

caracterizados pela presença de uma energia de gap finita.

Vimos também que, mesmo considerando a interação spin-órbita via um termo de

Dzyaloshinskii-Moriya inclúıdo no modelo de Heisenberg original, não conseguimos que-

brar completamente a degenerescência das três bandas de energia dos triplons. Esse fato

nos levou a incluir um campo magnético externo no sistema. A partir disso, conseguimos

verificar a natureza das excitações elementares e conclúımos, por meio da análise das cur-

vaturas de Berry das bandas de energia dos triplons, que a fase VBS do antiferromagneto

na rede quadrada que estudamos apresenta triplons topologicamente triviais, isto é, os

números de Chern associados às bandas de energia dos triplons são todos nulos. Restou

verificar se teŕıamos uma condutividade Hall térmica finita, apesar dos triplons serem

topologicamente triviais. Como visto no trabalho, verificamos que a condutividade Hall

térmica é finita, porém menos intensa em valores absolutos caso tivéssemos um sistema

topologicamente não trivial.

Vale ressaltar que, mesmo na ausência da interação DM e utilizando apenas um campo

magnético externo, é posśıvel quebrar a tripla degenerescência das bandas de energia

dos triplons. Dessa forma, podeŕıamos ter realizado nossa investigação sobre a natureza

topológica das excitações elementares de uma fase VBS na rede quadrada mesmo na

ausência da interação Dzyaloshinskii-Moriya. Entretanto, como foi discutido no trabalho,

a literatura mostra que a interação DM muitas vezes é a responsável por induzir excitações

topologicamente não triviais e, por este motivo, decidimos manter a interação DM em

nosso estudo.

Por fim, lembramos o leitor que o presente trabalho se apoiou em algumas aproxima-

ções numéricas e até mesmo anaĺıticas. Por exemplo, para um estudo mais aprofundado

do VBS na rede quadrada, seria interessante considerar interações entre os triplons, isto

é, considerar os termos cúbicos e quárticos dos operadores t. Esses efeitos poderiam, em
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prinćıpio, acarretar mudanças significativas na condutividade Hall térmica. Veja também

que o procedimento adotado neste trabalho para a investigação das caracteŕısticas topo-

lógicas das excitações elementares é geral, ou seja, é posśıvel utilizar esse procedimento

para sistemas bosônicos realizados em redes de diversas geometrias.
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Apêndices
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Funções auxiliares do modelo H12

Seguem abaixo as definições das funções ξ(τ) do modelo (3.18),

ξ2(τ) = 2(J1 − J2)δτ,2 − J1δτ,1 − J2(δτ,1+2 + δτ,1−2), (A.1)

ξ3(τ) = J1δτ,1 + J2(δτ,1+2 + δτ,1−2), (A.2)

ξ4(τ) = 2(J1 + J2)δτ,2 + J1δτ,1 + J2(δτ,1+2 + δτ,1−2), (A.3)

onde τ = 1 e 2 correspondem aos vetores (3.3) e δτ,τ ′ é a delta de Kronecker.
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Termos do hamiltoniano de Dzyaloshinskii-

Moriya

Seguem abaixo os termos (S1
i × S1

i+2) e (S2
i × S2

i+2) contidos no modelo (4.5):

(S1
i × S1

i+2) =
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
1

4
(s†is

†
i+2tiβti+2,γ + h.c.

+sis
†
i+2t

†
iβti+2,γ + h.c.)

]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
i

4

[
(−s†i tiβ − h.c.)ϵγµνt

†
i+2,µti+2,ν

+ϵβµνt
†
iµtiν(−s

†
i+2ti+2,γ − h.c.)

]]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

−1

4
ϵαβγϵβµνϵγµ′ν′t

†
iµtiνt

†
i+2,µ′ti+2,ν′

]
êα,

(B.1)

e

(S2
i × S2

i+2) =
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
1

4
(s†iS

†
i+2tiβti+2,γ + h.c.

+sis
†
i+2t

†
iβti+2,γ + h.c.)

]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

ϵαβγ
i

4

[
(s†i tiβ + h.c.)ϵγµνt

†
i+2,µti+2,ν

+ϵβµνt
†
iµtiν(s

†
i+2ti+2,γ + h.c.)

]]
êα

+
3∑

α=1

[
3∑

β,γ=1

−1

4
ϵαβγϵβµνϵγµ′ν′t

†
iµtiνt

†
i+2,µ′ti+2,ν′

]
êα.

(B.2)

Além disso, temos ainda as funções H3
DM(1), H3

DM(2), H4
DM(1) e H4

DM(2) para o modelo

(4.5) que descrevem as componentes do hamiltoniano (4.8):

H3
DM(1) =

3∑
α=1

[
3∑

β,γ=1

∑
iϵD

iϵαβγ
4

[
(s†i tiβ + h.c.)ϵγµνt

†
i+1,µti+1,ν

+ϵβµνt
†
iµtiν(−s

†
i+1ti+1,γ − h.c.)

]]
êα · dê1,

(B.3)

H3
DM(2) = 0 · dê2, (B.4)
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H4
DM(1) =

3∑
α=1

[
3∑

β,γ=1

∑
iϵD

−1

4
ϵαβγϵβµνϵγµ′ν′t

†
iµtiνt

†
i+1,µ′ti+1,ν′

]
êα, (B.5)

e

H4
DM(2) =

3∑
α=1

[
3∑

β,γ=1

∑
iϵD

−1

2
ϵαβγϵβµνϵγµ′ν′t

†
iµtiνt

†
i+2,µ′ti+2,ν′

]
êα. (B.6)
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Detalhes da diagonalização do hamiltoni-

ano bosônico

Nesta seção, mostraremos de forma sucinta o procedimento anaĺıtico utilizado para

a diagonalização do hamiltoniano (4.22). Seguiremos o procedimento proposto nas Refs.

[66, 67]. Uma vez que estamos diagonalizando um hamiltoniano bosônico Ĥk⃗ [Eq. (4.25)],

precisamos inserir uma matriz do tipo Îb de modo a diagonalizar a nova expressão dada

por:

ÎbĤk⃗, (C.1)

em que

Îb =

(
Î 0

0 −Î

)
, (C.2)

sendo Î a matriz identidade 3 × 3. Este tipo de problema tem diagonalização anaĺıtica,

sendo que seus autovalores (positivos) são dados pelas expressões [14]:

Ω1
k⃗
=

[
−1

3
a2,⃗k −Re(Sk⃗)−

√
3Im(Sk⃗)

]1/2
, (C.3)

Ω2
k⃗
=

[
−1

3
a2,⃗k −Re(Sk⃗) +

√
3Im(Sk⃗)

]1/2
, (C.4)

Ω3
k⃗
=

[
−1

3
a2,⃗k + 2Re(Sk⃗)

]1/2
, (C.5)

em que,

Sk⃗ =
(
Rk⃗ + i

√
Dk⃗

)1/3
, (C.6)

Dk⃗ = −Q3
k⃗
−R2

k⃗
, (C.7)

Qk⃗ =
1

9

(
3a1,⃗k − a2

2,⃗k

)
, (C.8)

e,

Rk⃗ =
1

54

(
9a2,⃗ka1,⃗k − 27a0,⃗k − 2a3

2,⃗k

)
. (C.9)
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Os coeficientes ai,⃗k são dados por

a2,⃗k = 3
(
Bk⃗ − Ak⃗

) (
Bk⃗ + Ak⃗

)
, (C.10)

a1,⃗k =
(
Bk⃗ − Ak⃗

)2 (−4
(
D2

k⃗
+ C2

k⃗

)
+ 3

(
Bk⃗ + Ak⃗

)2)
(C.11)

e

a0,⃗k =
(
Bk⃗ − Ak⃗

)3 (
Bk⃗ + Ak⃗

) (
−4
(
D2

k⃗
+ C2

k⃗

)
+
(
Bk⃗ + Ak⃗

)2)
, (C.12)

na ausência do campo magnético externo Bz e

a2,⃗k = 3B2
k⃗
− 2B2

z − 3A2
k⃗
, (C.13)

a1,⃗k = B4
z +

(
Bk⃗ − Ak⃗

)2 (−4
(
D2

k⃗
+ C2

k⃗

)
+ 3

(
Bk⃗ + Ak⃗

)2)
(C.14)

e
a0,⃗k =

(
Bk⃗ − Ak⃗

) (
B2

k⃗
+B2

z − A2
k⃗

) (
Bk⃗

(
B2

k⃗
+B2

z − 4
(
D2

k⃗
+ C2

k⃗

))
+
(
B2

k⃗
+B2

z + 4
(
D2

k⃗
+ C2

k⃗

))
Ak⃗ −Bk⃗A

2
k⃗
− A3

k⃗

)
,

(C.15)

na presença do campo magnético externo Bz.
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Tratamento do termo bosônico linear

Para considerarmos o termo linear (4.6) proveniente da interação de Dzyaloshinskii-

Moriya, seguimos o método discutido nas Refs. [68, 69].

Como discutido na Sec. 4.2, o termo local proveniente da interação DM é dado por

d
[
S1
i × S2

i

]
= d

[
3∑

α=1

i

2
s†i tiα + h.c.

]
. (D.1)

Incluindo o termo local proveniente do modelo (3.18), temos que

HL =
∑
i

−3

4
J1s

†
isi +

1

4
J1t

†
ixtix +

id

2
s†i tix −

id

2
t†ixsi, (D.2)

em que HL significa o termo linear do hamiltoniano (4.20). Podemos ainda reescrevê-lo

de forma matricial,

HL = J1
∑
i

(
s†i t†ix

)(−3
4

iα

−iα 1
4

)(
si

tix

)
= J1

∑
i

Ψ†
iHiΨi, (D.3)

em que a constante α é definida como

α =
d

2J1
. (D.4)

Podemos diagonalizar HL sem grandes problemas, obtendo

HL = J1
∑
i

Ψ†
iU

†UHiU
†UΨi, (D.5)

em que

U =

(
α
√
2

(b2−b)1/2
i 1−b√

2(b2−b)1/2

i 1−b
(b2−b)1/2

√
2

α
√
2

(b2−b)1/2

)
, (D.6)

b = (1 + 4α2)1/2, (D.7)

e

UΨi = Ψ̃i =

(
s̃i

t̃ix

)
= U

(
si

tix

)
. (D.8)

Ocorre que trabalhar com a expressão completa da matriz de transformação U é muito

trabalhoso. Assim, vamos aproximar as expressões envolvendo b utilizando expansões até
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ordem linear em α, ou seja,

b2 − b = 1 + 4α2 − (1 + 4α2)1/2 ≈ 1 + 4α2 − (1 + 2α2) = 2α2, (D.9)

(b2 − b)1/2 ≈
√
2α, (D.10)

1− b = 1− (1 + 4α2)1/2 ≈ 1− (1 + 2α2) = −2α2. (D.11)

As expressões acima são válidas desde que α ≪ 1. Temos então a forma aproximada da

matriz de transformação U

U ≈

(
1 −iα

−iα 1

)
. (D.12)

De acordo com a Eq. (D.8), os operadores si e tix em termos dos novos operadores s̃i, s̃
†
i ,

t̃ix e t̃†ix são escritos como

si = s̃i + iαt̃ix, (D.13)

s†i = s̃†i − iαt̃†ix, (D.14)

tix = t̃ix + iαs̃i, (D.15)

t†ix = t̃†ix − iαs̃†i . (D.16)

Devemos, agora, substituir estes novos operadores (D.13) - (D.16) nas expressões do

hamiltoniano (4.20), que é dado por

H12+DM = H12 +HDM , (D.17)

em que H12 e HDM dados pelas expressões (3.18) e (4.8), respectivamente. Entretanto,

veja que, para o termo do hamiltoniano associado à interação DM, não há necessidade

de calcular as correções, pois todas elas serão O(α2), uma vez que qualquer termo deste

hamiltoniano depende linearmente com parâmetro d: como discutido anteriormente, va-

mos desprezar termos O(α2). Resta verificar as mudanças apenas nas componentes do
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hamiltoniano H12 dadas pelas Eqs. (3.19) - (3.22), isto é

H0 = −3

4
J1
∑
i

s†isi, (D.18)

H2 =
J1
4

∑
i

t†iαtiα +
1

4

∑
i,τ

ξ2(τ)(sis
†
i+τ t

†
iαti+τ,α + h.c.+ s†is

†
i+τ tiαti+τ,α + h.c.),

(D.19)

H3 =
i

4
ϵαβγ

∑
i,τ

ξ3(τ)
[
(s†i tiα + t†iαsi)t

†
i+τ,βti+τ,γ − t†iβtiγ(s

†
i+τ ti+τ,α + t†i+τ,αsi+τ )

]
,

(D.20)

H4 = −1

4
ϵαβγϵαβ′γ′

∑
i,τ

ξ4(τ)t
†
iβt

†
i+τ,β′ti+τ,γ′tiγ, (D.21)

em que as funções ξ(τ) são encontradas no Apêndice A.

Quando substituimos os novos operadores (D.13) - (D.16) na Eq. (D.2), encontramos

HL = J1
∑
i

−3

4
s̃†i s̃i +

1

4
t̃†ixt̃ix, (D.22)

ou seja, não há correções em ordem linear em α. Resultados similares são encontrados

para os termos H2 e H4. O único termo que fornece uma contribuição em ordem linear

em α é o termo H3. Após a substituição das Eqs. (D.13) - (D.16) no hamiltoniano (D.20),

encontramos os seguintes termos em ordem quadrática em t, que são considerados na

aproximação harmônica:

H3 =
1

4
i(−iα)ϵxβγ

∑
i,τ

ξ3(τ)(s̃
†
i s̃

†
i+τ t̃i,γ t̃i+τ,β − s̃is̃i+τ t̃

†
i,β t̃

†
i+τ,γ

+ s̃is̃
†
i+τ t̃

†
i,γ t̃i+τ,β − s̃†i s̃i+τ t̃i,β t̃

†
i+τ,γ − s̃†i+τ s̃

†
i t̃i+τ,γ t̃i,β + s̃i+τ s̃it̃

†
i+τ,β t̃

†
i,γ

− s̃i+τ s̃
†
i t̃

†
i+τ,γ t̃i,β + s̃†i+τ s̃it̃i+τ,β t̃

†
i,γ).

(D.23)

Quando realizamos a mudança para o espaço de momento k⃗ e fazemos todas as devidas

considerações e aproximações que foram comentadas ao longo do trabalho, temos que H3

assume a forma

H3(k⃗) =
1

2

∑
k⃗

(−iα)
∑
τ

ξ3(τ) sin(k⃗ · τ)N0(t
†
k⃗y
tk⃗z − t−k⃗zt

†
−k⃗y

− t†
k⃗z
tk⃗y + t−k⃗yt

†
−k⃗z

+ t−k⃗ytk⃗z − t†
k⃗z
t†
−k⃗y

− t−k⃗ztk⃗y + t†
k⃗y
t†
−k⃗z

),

(D.24)

que pode, portanto, ser combinada com a Eq. (4.16), onde foi introduzida a função Dk⃗

proveniente da interação DM. Sendo assim, para considerar a correção linear em α, Dk⃗ se
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torna

Dk⃗ =
dN0 sin(2kx)

2
→ dN0 sin(2kx)

2

+
dN0

2
[sin(2kx) + J2 (sin(2kx + ky) + sin(2kx − ky))] .

(D.25)
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Matriz do hamiltoniano de Dzyaloshinskii-

Moriya com adição do campo magnético

externo B⃗

Segue abaixo a matriz completa Ĥ ′
k⃗ que descreve o modelo (4.38). A matriz Ĥ ′

k⃗ é

6× 6 e possui elementos Hab
k⃗

dados por:

H11
k⃗

= H22
k⃗

= H33
k⃗

= H44
k⃗

= H55
k⃗

= H66
k⃗

= Ak⃗, (E.1)

H14
k⃗

= H25
k⃗

= H36
k⃗

= H41
k⃗

= H52
k⃗

= H63
k⃗

= Bk⃗, (E.2)

H15
k⃗

= H24
k⃗

= H42
k⃗

= H51
k⃗

= 0, (E.3)

H12
k⃗

= H54
k⃗

= −iBz,

H21
k⃗

= H45
k⃗

= iBz,
(E.4)

H16
k⃗

= H43
k⃗

= iCk⃗,

H34
k⃗

= H61
k⃗

= −iCk⃗,
(E.5)

H35
k⃗

= H62
k⃗

= iDk⃗,

H26
k⃗

= H53
k⃗

= −iDk⃗,
(E.6)

H13
k⃗

= −H31
k⃗

= i(Ck⃗ +By),

H46
k⃗

= −H64
k⃗

= i(Ck⃗ −By),
(E.7)

e
H23

k⃗
= −H32

k⃗
= −i(Dk⃗ +Bx),

H56
k⃗

= −H65
k⃗

= −i(Dk⃗ −Bx).
(E.8)

E.0.1 Coeficientes de Bogoliubov

Para calcularmos a curvatura de Berry das bandas dos triplons, precisamos primeira-

mente calcular a matriz T̂k⃗

T̂k⃗ =

(
Ûk⃗ Ĉk⃗

V̂k⃗ X̂k⃗

)
, (E.9)
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em que as matrizes Ûk⃗, Ĉk⃗, V̂k⃗ e X̂k⃗ são do tipo 3 × 3 e contém elementos rotulados por

uab(k⃗), cab(k⃗), vab(k⃗) e xab(k⃗), respectivamente, como exemplicado na matriz Ûk⃗ abaixo

Ûk⃗ =

u
11(k⃗) u12(k⃗) u13(k⃗)

u21(k⃗) u22(k⃗) u23(k⃗)

u31(k⃗) u32(k⃗) u33(k⃗)

 . (E.10)

Primeiramente, é conveniente definir um conjunto parâmetros:

L1 = B2
k⃗
+B2

z − A2
k⃗
,

L2 = D2
k⃗
+ C2

k⃗
,

L3 = B2
k⃗
−B2

z ,

L4 = iBzDk⃗,

L5 = iBzCk⃗,

L6 = Bk⃗ − Ak⃗,

(E.11)

O1 = (−2Bk⃗L2 + (L1 + A2
k⃗
+ 2L2)Ak⃗ − A3

k⃗
),

O2 = (−Bk⃗L2 + (L3 + L2)Ak⃗ − A3
k⃗
),

(E.12)

Rx = −Ak⃗ + Ωx
k⃗
,

Sx = Ak⃗ + Ωx
k⃗
,

Fx = L1O1 − L2
1Ω

x
k⃗
+ 2O2(Ω

x
k⃗
)2 + 2(−L3 + A2

k⃗
)(Ωx

k⃗
)3 + Ak⃗(Ω

x
k⃗
)4 − (Ωx

k⃗
)5,

Gx = L1O1 + L2
1Ω

x
k⃗
+ 2O2(Ω

x
k⃗
)2 + 2(L3 − A2

k⃗
)(Ωx

k⃗
)3 + Ak⃗(Ω

x
k⃗
)4 + (Ωx

k⃗
)5,

(E.13)

com x = 1, 2, 3 e Ωx
k⃗
sendo as expressões (C.3), (C.4) e (C.5) encontradas no Apêndice C.

Além disso, é interessante introduzir um conjunto de funções auxiliares.

Au1,4,7 = i(Bk⃗ +Rx)(B
3
k⃗
Ck⃗ +B2

k⃗
(L4 − Ck⃗Sx) + (L4 + Ck⃗Rx)(B

2
z − S2

x)

+Bk⃗(B
2
zCk⃗ + 2L4Ω

x
k⃗
+ Ck⃗RxSx))/Fx, (E.14)

Au2,5,8 = (−iL6(Dk⃗L6 − L5)L1 −Bz(2Bk⃗L4 + 3B2
k⃗
Ck⃗ +B2

zCk⃗ − 2L4Ak⃗

−4Bk⃗Ck⃗Ak⃗ + Ck⃗A
2
k⃗
)Ωx

k⃗
+ (−iB2

zDk⃗ + 2iDk⃗L6Ak⃗ −BzCk⃗L6)(Ω
x
k⃗
)2

+BzCk⃗(Ω
x
k⃗
)3 + iDk⃗(Ω

x
k⃗
)4)/Fx, (E.15)

Au3,6,9 = (−L1(B
2
k⃗
+ 2L2Ak⃗ +Bk⃗(B

2
z − 2L2 − A2

k⃗
)) + 2(−B3

k⃗
− L2Ak⃗

+Bk⃗(B
2
z + A2

k⃗
+ L2))(Ω

x
k⃗
)2 −Bk⃗(Ω

x
k⃗
)4)/Fx, (E.16)
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seguido das funções Av

Av1,4,7 = i(Bk⃗ +Rx)(B
3
k⃗
Ck⃗ +B2

k⃗
(−L4 + Ck⃗Rx)− i(Bz −Rx)(Bz +Rx)

(BzDk⃗ − iCk⃗Sx) +Bk⃗(B
2
zCk⃗ + 2L4Ω

x
k⃗
+ Ck⃗RxSx))/Fx, (E.17)

Av2,5,8 = −i(Bk⃗ +Rx)(B
3
k⃗
Dk⃗ +B2

k⃗
(L5 +Dk⃗Rx) + i(Bz −Rx)(Bz +Rx)

(BzCk⃗ + iDk⃗Sx) +Bk⃗(B
2
zDk⃗ − 2L5Ω

x
k⃗
+Dk⃗RxSx))/Fx, (E.18)

Ac

Ac1,4,7 = (iB4
k⃗
Ck⃗ −B3

k⃗
(BzDk⃗ + 2iCk⃗Ak⃗) + (Bz −Rx)(Bz +Rx)Sx

(BzDk⃗ + iCk⃗Sx) +B2
k⃗
Bz(L5 +Dk⃗(Ak⃗ + 3Ωx

k⃗
)) +Bk⃗(−B

3
zDk⃗

−2iB2
zCk⃗Sx + 2iCk⃗Ak⃗(−Rx)Sx +BzDk⃗(A

2
k⃗
− 4Ak⃗Ω

x
k⃗

−(Ωx
k⃗
)2)))/Gx, (E.19)

Ac2,5,8 = (−iB4
k⃗
Dk⃗ +B3

k⃗
(−BzCk⃗ + 2iDk⃗Ak⃗) + (Bz −Rx)(Bz +Rx)Sx

(BzCk⃗ − iDk⃗Sx) +B2
k⃗
Bz(−L4 + Ck⃗(Ak⃗ + 3Ωx

k⃗
)) +Bk⃗(−B

3
zCk⃗

+2iB2
zDk⃗Sx − 2iDk⃗Ak⃗(−Rx)Sx +BzCk⃗(A

2
k⃗
− 4Ak⃗Ω

x
k⃗

−(Ωx
k⃗
)2)))/Gx, (E.20)

Ac3,6,9 = (−L1(B
3
k⃗
+ 2L2Ak⃗ +Bk⃗(B

2
z − 2L2 − A2

k⃗
)) + 2(−B3

k⃗
− L2Ak⃗

+Bk⃗(B
2
z + A2

k⃗
+ L2))(Ω

x
k⃗
)2 −Bk⃗(Ω

x
k⃗
)4)/Gx, (E.21)

e finalmente Ax

Ax1,4,7 = i(Bk⃗ − Sx)(B
3
k⃗
Ck⃗ + (Bz − Sx)(Bz + Sx)(−L4 + Ck⃗Rx)

+B2
k⃗
(−L4 − Ck⃗Sx) +Bk⃗(B

2
zCk⃗ − 2L4Ω

x
k⃗
+ Ck⃗RxSx))/Gx, (E.22)

Ax2,5,8 = −i(Bk⃗ − Sx)(B
3
k⃗
Dk⃗ + (Bz − Sx)(Bz + Sx)(L5 +Dk⃗Rx)

+B2
k⃗
(L5 −Dk⃗Sx) +Bk⃗(B

2
zDk⃗ + 2L5Ω

x
k⃗
+Dk⃗RxSx))/Gx. (E.23)

Podemos, portanto, escrever os coeficientes de Bogoliubov da transformação canônica.

Os coeficientes vab(k⃗) são escritos como

v31(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Au1|2 − |Av1|2 + |Au2|2 − |Av2|2 − 1 + |Au3|2

)], (E.24)

v32(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Au4|2 − |Av4|2 + |Au5|2 − |Av5|2 − 1 + |Au6|2

)], (E.25)
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v33(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Au7|2 − |Av7|2 + |Au8|2 − |Av8|2 − 1 + |Au9|2

)], (E.26)

v11(k⃗) = v31(k⃗)Av1; v21(k⃗) = v31(k⃗)Av2;

v12(k⃗) = v32(k⃗)Av4; v22(k⃗) = v32(k⃗)Av5;

v13(k⃗) = v33(k⃗)Av7; v23(k⃗) = v33(k⃗)Av8;

(E.27)

seguido pelos coeficientes uab(k⃗)

u11(k⃗) = v31(k⃗)Au1; u21(k⃗) = v31(k⃗)Au2; u31(k⃗) = v31(k⃗)Au3;

u12(k⃗) = v32(k⃗)Au4; u22(k⃗) = v32(k⃗)Au5; u32(k⃗) = v32(k⃗)Au6;

u13(k⃗) = v33(k⃗)Au7; u23(k⃗) = v33(k⃗)Au8; u33(k⃗) = v33(k⃗)Au9;

(E.28)

Da mesma forma, encontramos os coeficientes xab(k⃗)

x31(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Ax1|2 − |Ac1|2 + |Ax2|2 − |Ac2|2 + 1− |Ac3|2

)] (E.29)

x32(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Ax4|2 − |Ac4|2 + |Ax5|2 − |Ac5|2 + 1− |Ac6|2

)] (E.30)

x33(k⃗) =

√√√√[ 1(
|Ax7|2 − |Ac7|2 + |Ax8|2 − |Ac8|2 + 1− |Ac9|2

)] (E.31)

x11(k⃗) = x31(k⃗)Ax1; x21(k⃗) = x31(k⃗)Ax2;

x12(k⃗) = x32(k⃗)Ax4; x22(k⃗) = x32(k⃗)Ax5;

x13(k⃗) = x33(k⃗)Ax7; x23(k⃗) = x33(k⃗)Ax8;

(E.32)

e cab(k⃗)

c11(k⃗) = x31(k⃗)Ac1; c21(k⃗) = x31(k⃗)Ac2; c31(k⃗) = x31(k⃗)Ac3;

c12(k⃗) = x32(k⃗)Ac4; c22(k⃗) = x32(k⃗)Ac5; c32(k⃗) = x32(k⃗)Ac6;

c13(k⃗) = x33(k⃗)Ac7; c23(k⃗) = x33(k⃗)Ac8; c33(k⃗) = x33(k⃗)Ac9;

(E.33)
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