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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos ferramentas de anélise qualitativa para sistemas dinami-
cos definidos sobre o espago formado pelos conjuntos fuzzy com « - niveis compactos e
nao vazios.

Sao propostas condigoes para existéncia de pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy
cuja funcao de pertinéncia é sobrejetiva, generalizando alguns resultados ja conhecidos.
Os fluxos fuzzy considerados aqui sao determinados pela extensao de Zadeh aplicada em
solugoes de equacgoes diferenciais autoénomas.

Sao obtidos também condi¢oes para a existéncia de pontos e 6rbitas periddicas para
o fluxo fuzzy. Em particular, demonstramos um teorema tipo Poincaré-Bendixson para
tais fluxos gerados por equagoes auténomas bidimensionais.

A analise qualitativa desenvolvida é aplicada em sistemas dinamicos fuzzy provenientes

de modelos significativos da Biomatematica.

Palavras chave: Sistemas dinamicos; conjuntos fuzzy; biomatemaética; espacos métricos;

orbitas periddicas.
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Abstract

In this work we develop some tools for qualitative analysis of dynamical systems defined
on the metric space of fuzzy sets with compact and nonempty « - cuts.

Conditions are offered for the existence of equilibrium points for the flow whose fuzzy
membership function is surjective, generalizing some results already known. Fuzzy flows
considered here are determined by Zadeh’s extension applied in solutions of autonomous
differential equations.

We also obtained conditions for the existence of periodic points and periodic orbits
for the fuzzy flow. In particular, we demonstrate a theorem like Poincaré-Bendixson for
such flows generated by two-dimensional autonomous equations.

The qualitative analysis results are applied to fuzzy dynamic systems from meaningful

models of Biomathematics.

Key words: Dynamical Systems; fuzzy sets; biomathematics; metric spaces; periodic

orbits.
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Introducao

A modelagem matemética de fendmenos naturais, por meio de sistemas dindmicos,
pode estar sujeita a incertezas inerentes aos parametros das equagoes que descrevem tais
fenémenos. Por exemplo, em problemas de dindmica populacional nem sempre é possivel
saber exatamente a quantidade de individuos ou a capacidade suporte em uma determi-
nada regiao. Também nem sempre é possivel, por dificuldade técnica ou falta de infor-
macao, incorporar todas as leis necessarias para descrever o fenomeno estudado. Desta
forma, a subjetividade ¢ um importante fator que deve ser considerado na modelagem
matematica.

Para fendmenos modelados por equacoes diferenciais, existem algumas alternativas
de modelagem classica que contemplam incertezas inerentes aos parametros e condi¢oes
iniciais. Dentre as mais importantes se destacam as equacoes diferenciais estocasticas e a
teoria de inclusoes diferenciais.

O surgimento da teoria dos conjuntos fuzzy proposto por Zadeh (1965) trouxe novas
ferramentas que possibilitam a incorporacao de subjetividade em modelos que descrevem
fenomenos reais, onde faltam informacgoes sobre as leis ou ha incertezas nos parame-
tros do modelo que descrevem tal fenomeno. As subjetividades incorporadas através dos
conjuntos fuzzy nao necessariamente coincidem com as subjetividades via probabilidade
(Nguyen, 1997). Neste trabalho nos limitamos ao estudo de problemas com subjetividades
modeladas por conjuntos fuzzy. Desta forma, os adjetivos fuzzy e subjetivo sao usados
como sinénimos.

O desenvolvimento da teoria dos conjuntos fuzzy deu origem as equacoes diferenciais
fuzzy, inicialmente introduzidas por Kandel e Byatt (1981). A partir de entao, autores
como Kaleva (1987) e Seikkala (1987) adotam o conceito de H - diferenciabilidade, de-

senvolvida por Puri e Ralescu (1983) a partir da derivada de Hukuhara para fungoes que



associam para cada ponto um conjunto, no estudo das equacoes diferenciais fuzzy.

As solugoes de equacoes diferenciais fuzzy obtidas por meio da H - derivada apre-
sentam a indesejavel capacidade de aumentar a subjetividade quando o tempo cresce.
Mesmo para o simples problema de decaimento radioativo, o diametro do suporte da
solugao fuzzy diverge quando t — oo (Kaleva, 1987). Segundo Diamond (2000), esta
formulacao nao é capaz de reproduzir o rico comportamento das equacoes diferenciais de-
terministicas tais como periodicidade, estabilidade e bifurcagao, sendo assim inapropriada
para a modelagem de problemas reais.

O estudo das equagoes diferenciais fuzzy pode também ser feito através da teoria de
inclusoes diferenciais. As solugoes obtidas por esta abordagem, sugerida inicialmente por
Hiillermeier (1997), sao capazes de apresentar periodicidade, estabilidade e bifurcagao
(Vorobiev e Seikkala, 2002).

Ha ainda uma terceira alternativa para o estudo de equagoes diferenciais fuzzy que
consiste em considerar a extensao de Zadeh da solucao da equacao diferencial determinis-
tica. Tal extensao é denominada solucao fuzzy da equagao diferencial. Solugoes fuzzy
obtidas através da extensao de Zadeh sobre a solugoes deterministicas foram discutidas
inicialmente em Oberguggenberger e Pittschmann (1999) e Buckley e Feuring (2000). Este
ultimo trabalho tem uma comparacao entre as solugoes obtidas por diferentes defini¢oes
de derivadas de fungoes fuzzy.

Mais recentemente, Mizukoshi (2004) estudou algumas propriedades das solugoes fuzzy
obtidas via extensao de Zadeh de solu¢oes deterministicas de equagoes diferenciais autono-
mas

dx

= = f(z), z(0)==z,€U CR"
De acordo com Mizukoshi (2004), a solugdo fuzzy gerada pela equagdo acima satisfaz
as propriedades de um semigrupo e portanto, tal solucao pode ser vista como um fluxo
sobre o conjunto formado por subconjuntos fuzzy de U. Mizukoshi (2004) também mostra
que os subconjuntos fuzzy (ou pontos fuzzy) cuja fungao de pertinéncia sao as fungoes
caracteristicas de pontos de equilibrio da equagao acima, sao pontos estacionarios para
o fluxo fuzzy. Assim, os pontos de equilibrio deterministicos para o fluxo deterministico
determinam pontos de equilibrio fuzzy para o fluxo fuzzy. Além disso, Mizukoshi (2004)
mostra que sob certas condig¢oes a solucao fuzzy, obtida pela extensao de Zadeh da solugao

deterministica, coincide com a solucao fuzzy obtida por inclusoes diferenciais.



Em nosso trabalho, procuramos desenvolver ferramentas que tornem a analise qualita-
tiva para solugoes fuzzy, obtidas por extensao de Zadeh de solucoes deterministicas, mais
abrangente. Buscamos condi¢oes para existéncia e estabilidade de pontos de equilibrio
fuzzy cuja fungao de pertinéncia nao é necessariamente a fungao caracteristicas de pontos
de equilibrio deterministicos. Além disso, estudamos a existéncia e estabilidade de 6rbitas
periddicas para o fluxo fuzzy. As generalizacoes de alguns resultados apresentado por
Mizukoshi (2004) bem como os novos resultados que obtivemos sao essenciais para o estudo

de solucoes fuzzy geradas por equagoes autonomas, como apresentaremos no Capitulo 6.

Segue abaixo uma descrigao das informagoes contidas em cada um dos 6 capitulos
deste trabalho.

O Capitulo 1 contém as principais ferramentas de analise qualitativa para solucao
de equacoes diferenciais autonomas e fluxos em espagos métricos. As condigoes para
existéncia de pontos de equilibrio e 6rbitas periddicas estao nas Segoes 1.2.1 e 1.2.2. A
estabilidade de conjuntos invariantes bem como algumas condigoes para a convergéncia
uniforme do fluxo deterministico sao apresentadas na Secao 1.3. Além disso, na Segao 1.4
apresentamos alguns resultados de anélise qualitativa para fluxos definidos sobre um es-
paco métrico qualquer. Este capitulo de resultados classicos poderia ser dispensado se

nao fossem as frequentes chamadas em nossos resultados nos capitulos seguintes.

As principais defini¢oes e alguns importantes resultados sobre a teoria dos conjun-
tos fuzzy sao apresentados no Capitulo 2 deste trabalho. Além de algumas definigoes,
propriedades e operacoes com conjuntos fuzzy, na Secao 2.2 apresentamos uma versao
generalizada do Teorema da Representacao para subconjuntos fuzzy de um conjunto X.
O Teorema da Representagao, inicialmente proposto por Negoita e Ralescu (1975), é uma
importante ferramenta para definicoes e operagoes com conjuntos fuzzy de X. Uma ge-
neralizagdo deste teorema ¢ apresentada em Ralescu (1992). Mais recentemente, Saidi e
Jaballah (2008) estudaram algumas condigoes necessarias e suficientes que associam para
cada famfilia de subconjuntos de X um tnico subconjunto fuzzy de X. No entanto, em
ambos os casos, os autores consideram que o 0 - nivel de um subconjunto fuzzy de X
¢ o proprio X. Na Proposicao 2.2, mostramos que o teorema da representacao também
é valido para espagos topologicos, no qual o 0 - nivel é definido como sendo o fecho do

suporte do subconjunto fuzzy.

Na Se¢ao 2.3, estudamos as principais propriedades do conjunto £ (X). Este conjunto é
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formado pelos subconjuntos fuzzy de X cujos « - niveis sao compactos. Na Proposicao 2.6,
mostramos que £(X) determina um espa¢o métrico completo quando X é um espago
métrico completo. Nesta secao, apresentamos também o teorema de Nguyen generalizado
para espacos topoldgicos. Assim como na versao original do teorema de Nguyen, apresen-
tado primeiramente em Nguyen (1978), Fullér e Keresztfalvi (1991) também consideram
que o 0 - nivel de um subconjunto fuzzy de X é o proprio X. A demonstracao de que
o teorema de Nguyen é valido para o caso em que X = R"” e o 0 - nivel é o fecho do
suporte pode ser encontrada em Barros et al. (1997). Na Proposigao 2.7 apresentamos
a generalizacao deste resultado para espacos topologicos. Ainda nesta se¢ao, mostramos
que a extensao de Zadeh de uma funcao continua é uma aplicagdo continua quando X é
um espaco métrico localmente compacto. Estes resultados, como os demais apresentados
no Capitulo 2, sao fundamentais para operagoes com conjuntos fuzzy e, em nosso caso

especifico, para a anélise de solugoes fuzzy.

Na Se¢ao 2.4, mostramos ainda que a extensao de Zadeh da projegao ortogonal sobre

os subespagos de R™ pode ser vista como uma projegao sobre subespagos de £ (R™).

No Capitulo 3 desenvolvemos ferramentas para andalise qualitativa de fluxos fuzzy.
Temos com principal objetivo generalizar algumas condi¢oes propostas por Mizukoshi
(2004) e propor novas ferramentas para melhor compreender o comportamento assintético
de tais fluxos fuzzy. Para isso, estudamos condi¢oes para existéncia e estabilidade de
pontos de equilibrio nao crisp.

No Exemplo 3.1 mostramos que o fluxo fuzzy gerado pelo modelo de epidemiologia
ST (Murray, 2002) pode apresentar pontos de equilibrio fuzzy cuja fungao de pertinéncia
é sobrejetiva. Assim, as condigoes apresentadas por Mizukoshi (2004) podem ser gene-
ralizadas para tornar a anélise qualitativa mais abrangente. Os procedimentos utilizados
para mostrar a existéncia de tais pontos de equilibrio para o Exemplo 3.1 podem ser
aplicados em fluxos fuzzy gerados por equagoes autonomas quaisquer. As hipdteses que
garantem a existéncia de pontos de equilibrio fuzzy com funcao de pertinéncia sobrejetiva
sao sintetizadas no Teorema 3.6.

Na Proposicao 3.8 mostramos como determinar pontos de equilibrio para solugoes

fuzzy de equagoes que dependem de parametros incertos.

Na Subsecao 3.4 do Capitulo 3 apresentamos uma breve discussao que diz respeito ao

espaco de fase do fluxo fuzzy.



No Capitulo 4 estudamos o comportamento periédico da solugao fuzzy. A periodi-
cidade do fluxo fuzzy é analisada na Secao 4.2 daquele capitulo. Como ilustramos no
Exemplo 4.1, o fluxo fuzzy gerado por uma simples equagao diferencial linear pode apre-
sentar periodicidade e assim, buscamos inicialmente condigoes para a existéncia de pon-
tos periddicos para o fluxo fuzzy. Os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.5 caracterizam, de diferentes
maneiras, os pontos peridédicos fuzzy. Através destes teoremas, vemos que a existéncia de
pontos periddicos para o fluxo deterministico é uma condigao necessaria e suficiente para
a existéncia de pontos periddicos, crisp ou nao, para o fluxo fuzzy. Cada ponto periodico
fuzzy gera uma orbita periddica para o fluxo fuzzy e a estabilidade de tais 6rbitas periodi-
cas fuzzy sao também estudadas na Secao 4.2. Cada o6rbita periddica deterministica gera
um conjunto de pontos peridédicos fuzzy que é invariante, fechado e limitado. Denomi-
namos este conjunto por conjunto periédico fuzzy. No Teorema 4.9 mostramos a relagao
existente entre a estabilidade de orbitas periddicas deterministicas e a estabilidade dos
conjuntos periodicos fuzzy formados por tais 6rbitas deterministicas. Ainda na Secao 4.2,
mostramos que a existéncia de 6rbitas periédicas deterministicas assintoticamente estaveis

é condicao suficiente para a convergéncia do fluxo fuzzy para uma orbita periddica fuzzy.

Com o objetivo de tornar a anélise qualitativa do fluxo fuzzy mais abrangente, ainda no
Capitulo 4, estudamos a existéncia e a estabilidade de conjuntos invariantes para o fluxo
fuzzy. Alguns dos resultados que desenvolvemos na Se¢ao 4.3 generalizam os resultados
das secoes anteriores. Em alguns casos, como no modelo fuzzy presa - predador do tipo

Lotka - Volterra, estes resultados sao essenciais para a analise qualitativa da solucao fuzzy.

Para finalizar o Capitulo 4, na Secao 4.4 restringimos a analise qualitativa para fluxos
fuzzy gerados por equagoes autdénomas bidimensionais. Os resultados desenvolvidos nas
se¢Oes anteriores sao utilizados para mostrar uma afirmacao semelhante ao teorema de

Poincaré - Bendixson para o fluxo fuzzy.

No Capitulo 5 apresentamos algumas outras propriedades do fluxo fuzzy. Na Sec¢ao 5.2
do Capitulo 5 tratamos da projecao, em subespacos do dominio, do fluxo fuzzy gerado
por uma equacao auténoma. Em particular, estudamos a projecao do fluxo fuzzy sobre os
eixos coordenados. Através das projegoes sobre os eixos coordenados é possivel observar
o comportamento, ao longo do tempo, do fluxo fuzzy gerado por sistemas de equacoes

autonomas para dimensoes n > 2.

Na Secao 5.3 estudamos a relacao existente entre a funcao de pertinéncia do fluxo



fuzzy e a solucao da equagao diferencial parcial

u + f(z)u, =0, (t,z) € (0,00) x U,

com condigao inicial u, : U — U. Mais precisamente, na Proposi¢ao 5.4 mostramos que
fungao de pertinéncia do fluxo fuzzy é a solu¢ao da equagao parcial acima, quando u,(x)
¢é a funcao de pertinéncia do estado inicial do fluxo fuzzy.

Pata todos os resultados desenvolvidos nos Capitulos 3, 4 e 5, apresentamos exemplos
para ilustrar a aplicacao da teoria desenvolvida e enfatizar as condigbes em que tais
resultados podem ou nao ser aplicados.

No Capitulo 6 aplicamos as ferramentas de analise qualitativa desenvolvida nos Capi-
tulos 3, 4 e 5 no estudo de fluxos fuzzy gerados por algumas importantes equagoes da
Biomatematica. Consideramos neste capitulo modelos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais.

Na Secao 6.2 analisamos qualitativamente os fluxos fuzzy gerados pelo modelo que
descreve o efeito Allee e os modelos logistico generalizado e von Bertallanfy generalizado.
Inicialmente, a analise é feita sob a hipotese de incerteza envolvida apenas na condig¢ao
inicial. Em seguida, consideramos também o caso em que os parametros também sao
fuzzy.

Os fluxos fuzzy gerados pelos modelos bidimensionais de Lotka - Volterra e Holling -
Tanner sao estudados na Secao 6.3. Para estes modelos, consideramos apenas os casos
em que a condigao inicial é fuzzy.

Como sabemos, a solucao deterministica do modelo presa - predador de Lotka -
Volterra é periodica para qualquer condigao inicial. Isto é, todo ponto do dominio do
fluxo deterministico € um ponto periddico. A grande dificuldade na analise do fluxo fuzzy
gerado pelo modelo de Lotka - Volterra, reside no fato de que distintas érbitas periodi-
cas deterministicas apresentam distintos periodos. Assim, embora para determinadas
condigoes iniciais fuzzy o fluxo fuzzy também apresente periodicidade, de maneira geral,
nao podemos dizer que um ponto no dominio do fluxo fuzzy seja periddico.

O comportamento do fluxo deterministico gerado pelo modelo presa - predador de
Holling - Tanner depende da condigao inicial e dos parametros. Para certos valores de
parametros, o fluxo deterministico converge globalmente para um ponto de equilibrio nao

nulo. Neste caso, o fluxo fuzzy também admite um ponto de equilibrio fuzzy globalmente



assintoticamente estavel. O fluxo deterministico pode também apresentar uma ou mais
orbitas periodicas sendo ao menos uma delas assintoticamente estavel. Assim, a con-
vergéncia do fluxo fuzzy para oérbitas periddicas fuzzy pode depender da condigao inicial
tomada.

Para finalizar o Capitulo 5, apresentamos na Se¢ao 6.4 dois modelos tridimensionais:
o modelo de epidemiologia STR e um modelo para a interagao entre uma presa e dois
predadores. Em ambos, consideramos apenas o caso em que a condigao inicial é fuzzy. O
fluxo fuzzy gerado por tais modelos admite pontos de equilibrio cuja funcao de pertinéncia
¢é sobrejetiva.

Para todos os modelos analisados no Capitulo 5 apresentamos simulacoes numéricas
para ilustrar graficamente o comportamento do fluxo fuzzy gerado por tais modelos. Para
os modelos bidimensionais e tridimensionais fazemos uso dos resultados sobre projecoes

desenvolvidos nos Capitulos 2 e 5.



Capitulo 1

Equacoes autonomas e fluxos em

espacos métricos

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢oes e resultados que sao fundamen-
tais para descrever o comportamento das solugoes de equacoes diferenciais autdénomas,
definidas sobre algum subconjunto aberto U de R"™, com a evolugao do tempo. Os prin-
cipais conceitos de analise qualitativa, tais como pontos de equilibrio, érbitas periddicas
e conjuntos invariantes sao apresentados neste capitulo. Também apresentamos alguns
importantes resultados de anélise qualitativa para sistemas dinamicos definidos sobre um
espago métrico qualquer.

As condigoes para existéncia de solu¢ao bem como os conceitos de solugoes de equilibrio
e solugoes periddicas estao apresentados na Secao 1.2 a seguir. Também apresentamos
o teorema de Poincaré - Bendixson que garante a existéncia de solucgoes periddicas para
certas equagoes autonomas bidimensionais.

Na segao 1.3 consideramos conjuntos invariantes de uma forma geral. A estabilidade
para conjuntos invariantes e a definicao de conjuntos atratores também sao apresentadas
nesta secao. Além disto, apresentamos também alguns resultados sobre convergéncia
uniforme para fluxos deterministicos.

Na Secao 1.4 estudamos algumas propriedades de fluxos definidos sobre espagos métri-

cos quaisquer.



A motivacao para termos inserido este capitulo neste trabalho é simplesmente para
facilitar a leitura dos demais capitulos, onde obtemos resultados, via extensao de Zadeh

de fluxos deterministicos, que generalizam de alguma forma os resultados deste capitulo.

1.2 Equacoes diferenciais autonomas

Consideremos aqui o problema de valor inicial determinado pela equacao auténoma

Lo @), 2(0) =, (1)
para alguma funcao f definida sobre um conjunto aberto U C R” com imagem em R" e
condicao inicial x, € U. O conjunto U em geral é denominado espaco de fase.

Para enfatizar a dependéncia com relacao a condicao inicial, usualmente, a solucao
da Equagao (1.1) é denotada por ¢;(z,). Isto é, se definirmos z(t) = ¢(z,) entao,
'(t) = f(z(t) e 2(0) = z,.

Para que exista solucao tnica para a equacao autonoma acima, em geral é necessario

impor alguma restrigao a funcao f.

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade). Seja U C R™ aberto e suponha que f € C*(U)
(k > 1). Entao, para cada x, € U existe um intervalo I,, = (t1,ts), contendo t = 0, tal

que a solugdao py(z,) de (1.1) existe, € unica e além disso ¢ de classe C*.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Hartman (1964) ou em Birkhoff
(1966). No caso de f depender de algum parametro p, € R™ e f: U C R" x R — R™ é
de classe C*, entdo a solucao ¢;(z,,p,) também & de classe C*.

Dizer que ¢;(x,) é solugao da Equacao (1.1) é equivalente a dizer que ¢;(z,) satisfaz

0i(To) = T —|—/O f(z(s))ds,

para todoxz, e Uet e I,,.

Estamos interessados aqui em analisar o comportamento da solucao quando ¢t — oo
e portanto, de agora em diante, estamos assumindo que ¢;(z,) esteja definida para todo
z, € U et > 0. Sob algumas hipoteses, o intervalo de existéncia de solu¢ao garantido pelo

Teorema 1.1, pode ser estendido de modo que a solugao passa a existir para todo t € R
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(Hirsch e Smale, 1974). Em particular, se f esta definida para todo o R" e ¢é limitada,
entdo a solugdo existe para todo t € R, (Robinson, 1999).

Para cada x, € U, o subconjunto do espaco de fase definido por
Y(zo) = {pi(z,) € U : t > 0}.
¢ chamado de orbita ou trajetoria do ponto x, pelo solucao ;. O w - limite é o conjunto
w(z,) ={y €U : ¢, (x,) — y quando ¢, — oo}.

E importante notar que se a orbita y(z,) de um ponto x, € U estd contida em um
subconjunto compacto entao w(x,) € um conjunto nao vazio e fechado em R™ (Hale e
Kogak, 1991).

Pela unicidade com relagao a condigao inicial, a solugao ¢.(z,) da equagao autonoma
(1.1) define uma aplicacdo ¢ que, para cada par (¢,z,) € R, x U, associa o valor ¢;(z,),

ou seja:

Ry xU — U
(t,20) = (o).
Para todo x, € U e t,s € R, a aplicacao ¢ assim definida satisfaz as seguintes pro-
priedades:
Po(To) = T (1.2)
Pres(To) = @e(ps(o)).

Por esta razao, a familia de aplicagoes ¢; : U — U, t € R, é frequentemente denominada
na literatura como semifluzo ou sistema dindmico gerado pela equagao auténoma (Hirsch
e Smale, 1974; Hale, 1988; Hale et al., 1991; Milani e Koksch, 2005).

1.2.1 Solucgoes de equilibrio

Em alguns casos a solugao ¢;(x,) da equagao (1.1) pode ser facilmente encontrada.
Por exemplo, se z, € U é tal que f(z.) = 0 entdo a fungao constante p;(z.) = x. é
solugao para a Equagao (1.1) com condigao inicial z, = ..

Solucoes constantes como essa desempenham um papel fundamental na analise quali-
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tativa das equagoes diferenciais. Tais solugoes sao denominadas por solugoes de equilibrio

e, claramente, a 6rbita y(z.) de uma solugao de equilibrio é o ponto de equilibrio x..

Definigao 1.1. Um ponto z. € U é um ponto de equilibrio para a Equacao (1.1) se

f(ze) = 0. A solugao constante ¢;(x.) = z. é denominada solucao de equilibrio.

Um ponto de equilibrio deve, no entanto, satisfazer algum critério de estabilidade
para que possa fazer algum sentido relevante em aplicagoes como modelos de fenémenos
biologicos, fisicos, quimicos, etc.

A analise de estabilidade se encarrega de compreender o comportamento das solugoes

cuja condigao inicial esta proxima do ponto de equilibrio.

Definigao 1.2. Um ponto de equilibrio . € U C R" é estdvel se dado £ > 0 existe um
d > 0 tal que para todo ||z, — x| < 0 temos ||¢:(x,) — x| < € para todo t > 0. Se
alem disso existe 7 > 0 tal que para todo x € R™ satisfazendo ||z, — z.|| < r temos que

|loe(z0) — || — 0 quando t — oo, entao x, é assintoticamente estdvel.

Um ponto de equilibrio é instavel quando nao ¢é estavel.

A analise de estabilidade de um ponto de equilibrio z, pode ser feita por meio da
linearizacao de (1.1), isto é, da matriz jacobiana do campo vetorial f da Equagao (1.1),
que sera denotada aqui por Df(z.). Ou seja, a natureza da estabilidade de um ponto de
equilibrio pode ser feita analisando o comportamento da equacao linear determinada pela
matriz jacobiana do campo vetorial no ponto x.. Um ponto de equilibrio é denominado
hiperbolico quando a parte real dos autovalores de D f(z.) é nao nula.

Os dois resultados a seguir fornecem um critério para identificar a natureza da esta-
bilidade de um ponto de equilibrio hiperbdlico. As demonstragoes desses teoremas podem
ser encontradas em Hirsch e Smale (1974) ou Hale e Kogak (1991).

Teorema 1.2. Seja x, € U C R™ um ponto de equilibrio hiperbilico e suponha que a parte
real dos autovalores de D f(x.) sejam negativas. Entao existe uma vizinhan¢a V C U de

T, tal que:
a) oi(z,) estd definido para todo x, € V;
b) Existem constantes positivas b e B tais que

loe(zo) — el < Bllzo — el e™
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para todo x, € V et > 0.

Portanto, se a parte real dos autovalores da matriz Df(x.) sdo negativas, entdao o
ponto de equilibrio x. é um ponto assintoticamente estavel. Um ponto de equilibrio com
parte real dos autovalores negativa ¢ também denominado um ponto atrator exponencial.

A analise dos autovalores da jacobiana do campo vetorial f também pode ser ttil para

identificar pontos de equilibrio que sao instaveis.

Teorema 1.3. Seja z. € U um ponto de equilibrio da equagao (1.1). Se ao menos um dos

autovalores de D f(x.) possui parte real positiva entio o ponto de equilibrio x. € instdvel.

Segue diretamente dos Teoremas 1.2 e 1.3 que um ponto de equilibrio hiperbélico é
assintoticamente estavel ou ¢é instéavel.

O Teorema 1.2, apesar de garantir a existéncia de uma regiao que é atraida pelo ponto
de equilibrio assintoticamente estavel, nao indica como obter tal regiao, uma vez que nao
sao levadas em consideracao as caracteristicas do campo f(x) da equagao (1.1).

Em muitas aplicagoes porém, pode ser interessante saber qual é essa regiao de atracao
(Robinson, 1999). Isto é, qual o conjunto A(x.) C U tal que se z, € A(x.) entao a solugao
¢i(x,) converge para x. quando t — oo. Uma maneira de obter uma melhor estimativa
para a regiao de atragao de um fluxo gerado por uma equagao autonoma é através do

conceito de funcoes de Liapunov.

Defini¢ao 1.3. Sejam z. um ponto de equilibrio da Equacao (1.1) e V' um conjunto
aberto em R"™ contendo z.. Uma funcao L : V — R de classe C'! é denominada funcdo de
Liapunov para a solucio ¢,(z,) se L(z,) = 0, L(z) > 0 para todo z € V e L(z) < 0 para
qualquer que seja z € V — {z.}. A funcao L é chamada de func¢do de Liapunov estrita se

L(z) < 0. para todo z € U — {z.}.

Na defini¢ao acima,

dL(x) dx
prani i VL(z) = f(z)- VL(x).

L(z) =

A ideia das fungoes de Liapunov é generalizar o Teorema 1.2, uma vez que outras
fungoes além da norma podem ser utilizadas para verificar a estabilidade de um ponto de
equilibrio. A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada em Hirsch e Smale
(1974).
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Teorema 1.4. Seja x. um ponto de equilibrio para a equagdo (1.1). Dado V C R”

contendo x. temos que:
a) Se L:V — R é uma fun¢do de Liapunov entio x. € estdvel;
b) Se L :V — R é uma fungao de Liapunov estrita entao . € assintoticamente estdvel.

A dificuldade em aplicar o método de Liapunov reside no fato de que nem sempre é facil
obter uma funcgao que satisfaga a Definicao 1.3. Por outro lado, em certas ocasioes, nao é
possivel determinar a natureza da estabilidade de um ponto de equilibrio pela anélise dos
autovalores de D f(z.). O exemplo a seguir ilustra justamente a limita¢do da aplicagao

do Teorema 1.2.

Exemplo 1.1 (Modelo de Lotka - Volterra). Na tentativa de explicar as varia¢oes no
numero de individuos de duas espécies de peixes em uma interacao do tipo presa -
predador, o matematico italiano V. Volterra propos, em 1926, um modelo levando em

consideragao as seguintes hipoteses (Bassanezi e Ferreira Jr, 1988; Murray, 2002):

a) Na auséncia de predadores a variagao da populagao de presas é proporcional a

propria populagao;

b) Na auséncia de presas a populagao de predadores decresce proporcionalmente a sua

populagao;

¢) A variacao relativa de crescimento da populagdo de presas diminui linearmente em

relacao a populagao de predadores;

d) A variagao relativa de crescimento da populac¢ao de predadores cresce linearmente

com relagao a populacao de presas.

Estas hipoteses podem ser sintetizadas num sistema auténomo bidimensional dado

pelas equacgoes

dQTl

— = axr] — rrixo,

7t 1 122

d&?g

— = —bxy + sT1T9,
i 2 122
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onde os parametros a, r, b e s sao reais positivos.

O sistema de equagoes acima assume como solugoes de equilibrio os pontos z. = (0, 0)
e ye = (b/s,a/r). A derivada obtida pela lineariza¢ao em torno da origem é dada pela

matriz

que tem autovalores a e s, ambos positivos. Portanto, pelo Teorema 1.3 o ponto de

equilibrio x. é instavel.

Para o ponto de equilibrio y,., a matriz da parte linear é

0o '
Df(ye) = | as OS
r

cujos autovalores sao A = +ivab. Uma vez que a parte real dos autovalores de D f(y.)
nao satisfaz as hipoteses do Teorema 1.2, nada podemos afirmar com relagao a natureza

da estabilidade do ponto de equilibrio nao nulo.

Porém, para esse exemplo consideremos a funcao L : V C R? — R dada por

L(zy,xq) = E<@—lnﬁ—l> —i—g(@—ln@—l)

b b s\ a a
cuja derivada com relagao ao tempo na direcao da solucao do sistema é:

. dx
L(w,y) = = VL)
= f(l'l,xg) . VL([Eh.TQ)
b r a
= <1 — 8_331) (1‘1 — ’I“$1ZL‘2) + <g - E) (—bl’g + 82711‘2)

=0

Notemos que V' pode ser escolhido de forma que L(z1,x2) > 0 para todo (z1,z9) €
V' e assim, com base no Teorema 1.4, podemos concluir que o ponto de equilibrio nao
nulo é estavel. Nao se pode afirmar porém se o ponto de equilibrio (b/s,a/r) é ou nao

assintoticamente estavel.
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Para compreendermos um pouco mais o comportamento da solucao do modelo de
Lotka - Volterra, eliminamos a variavel independente, através da regra da cadeia, e ana-

lisamos a solucao da equagao diferencial

dry  wz1(a —rxs)

dry To(sry — b)

cuja solucao implicita, com relacao a t,
r3e"™ —cx et =0

pode ser obtida por separacao de variaveis. Por continuidade, podemos concluir que a
orbita da solugdo para cada condicdo inicial (zo1, zg2) ¢ um subconjunto fechado em R?.
A expressao acima nos mostra que o ponto de equilibrio nao nulo é estiavel, mas nao

assintoticamente estéavel. ]

Como mencionado anteriormente, a anélise de estabilidade pelo método de Liapunov
permite obter uma estimativa para a regiao de atragao A(x.) de um ponto assintotica-
mente estavel x,.

Dizemos que um conjunto S C R" é invariante pelo fluxo ¢; quando, para qualquer

x, € S, a orbita v esta contida em S, ou seja, y(z,) C S para todo z € S.

Teorema 1.5. Seja L : V — R wma funcao de Liapunov estrita e seja P C U vizinhanga
fechada de x,. Se P € invariante entao x. € assintoticamente estdvel e P estd contido na

regido de atrag¢io A(z.).

Exemplo 1.2. Consideremos o fluxo gerado pelo sistema de equagdes autonomas

( dx
d_tl =2x3(x3 — 1), 21(0) = o1,
dx
d_tQ =—x1(z3—1), 22(0) = xg2,
dx

\ d—; = —13, x3(0) = o3,
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cujo tnico ponto de equilibrio é a origem, isto é, z. = (0,0,0). A linearizagao do sistema

acima no ponto de equilibrio fornece como matriz jacobiana
0

Df(z.)=1]1

0

e seus autovalores sao A = 0 e \ = +iv/2.

Observe que, neste caso, nao é possivel aplicarmos o Teorema 1.2, uma vez que a parte
real dos autovalores de D f(z.) ¢ nula e portanto, nao satisfaz a hipotese. Logo, nada
podemos concluir sobre a natureza da estabilidade da origem.

Consideremos agora a funcao L(xy, 29, r3) = 2% + 223 + 2. Para essa fungao temos
que:

L(z) = de VL(x)
dt
= f(x1, 29, 23) - VL(21, 29, x3)
= dzywo(w3 — 1) — day 29 (03 — 1) — 275
= 273

e portanto, L(xy, 2, 73) ¢ uma fungiao de Liapunov estrita definida em todo R3. Dessa
forma, podemos concluir, pelo Teorema 1.4, que a origem é um ponto de equilibrio assin-
toticamente estével. Se tomarmos P = R?, entdo P satisfaz as hipoteses do Teorema 1.5

e portanto, temos que a regiao de atracao neste caso é todo o espaco tridimensional. [

1.2.2 Solucgoes periddicas

Além das solugoes de equilibrio, as solu¢oes de equagoes auténomas podem também
apresentar um comportamento periédico, como vimos no modelo de Lotka - Volterra.
Assim como as solugoes de equilibrio, as solugoes periddicas também sao importantes
na analise qualitativa. No que segue, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns

resultados relativos as tais solugoes periddicas

Definicao 1.4. Dizemos que p € U é um ponto peridodico de periodo 7, ou ainda, um
ponto 7 - periddico, para o fluxo ¢; quando existe T > 0 tal que ¢, (p) = p e pi(p) # p
para todo t < 7.
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Vale observar que se y = p;(p), s < 7, entao

0r(Y) = 0r(0s(p)) = Pris(p) = s(9-(p) = ws(p) =¥

e portanto, y também é um ponto 7 - periddico. Por outro lado, para todo t > 7, podemos

decompor t =n7 + s, com 0 < s <7en €N, e assim temos
©1(P) = Pnrrs(p) = Ps(Pnr(p)) = ws(p)-

Por estas propriedades, solugoes que admitem pontos periddicos sao solucoes peri-
ddicas e a orbita y(p) de um ponto periddico é um subconjunto fechado em R™, que

denominamos orbita fechada ou orbita periddica.

Pelo o que foi mostrado acima, uma orbita v(p) determinada por um ponto periodico

p € U é o conjunto

1) = | #ulp):

te[0,7)

A orbita y(p) e o w - limite, w(p), de um ponto 7 - periddico p € R™ sdo os mesmos.
De fato, pois se y € w(p), entdo existe uma sequéncia t,, — oo tal que ¢;, (p) — y; como
a Orbita de um ponto periédico é um conjunto fechado entao y € v(p). Por outro lado, se
y € v(p), temos entao que y = v5(p) = Ysinr(p) para algum 0 < s < 7 e para todo n € N;

assim, definindo ¢,, = s + n7 temos que t,, — 00 e ¢, (p) — y e portanto, y € w(p).

Exemplo 1.3. Consideremos o sistema bidimensional dado pelas seguintes equagoes:

d[L’l
—r =T pxy(k — 23 — x3),
(1.3)
d$2
Pkl + pxo(k — 22 — 23).

Através da mudanga de variaveis x;(t) = r(t) cos(t) e xo(t) = r(t)send(t), obtemos as

equagoes
dr de

—rsenf + prcos(k —r?) = %0059— Ersen@
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rcosf + prsenf(k —r?) = %sen&—l— Z—frcos&

e assim, temos o sistema desacoplado equivalente ao primeiro, em coordenadas polares,

dado pelas equagoes
dr

E = /”ﬂ(k - TQ):
(1.4)
do
>
dt ’

cuja solucao é:
rovk

T = e

o(t) =t +0,.

Uma analise da expressao r(t) indica que, quando t — 0o, temos 7(t) — vk para todo
r, > 0. Como consequéncia disto, para qualquer condi¢ao inicial nao nula (z,,y,) € R?, a
trajetoria da solugao ¢y (z,,v,) da Equagao (1.3) se aproxima da circunferéncia centrada
na origem e com raio v/k.

Qualquer ponto em R? da forma (\/Ecosf, Vk sen €), com 0 < ¢ < 2w, é um ponto
27 - periddico e portanto, a equagao (1.3) admite uma solugao periodica de periodo 27. A
orbita da solugao periddica, neste caso, ¢ o conjunto formado pelos pontos que estao na

circunferéncia de raio vk centrada na origem, isto &, v = {(z,y) € R? : 22 +¢y*> = k}. O

O exemplo que acabamos de apresentar, mostra que a solugao determinada por qual-
quer condicao inicial nao nula se aproxima da solucao peridédica quando ¢ — oo. Como
as solucoes de equilibrio, a anélise de solugoes com condic¢oes iniciais préoximas de uma
orbita fechada, é importante para se determinar o comportamento destas solucoes com a

evolugao do tempo.

Definicao 1.5. Uma oOrbita periddica v C U é estdvel quando para todo € > 0, existe
0 > 0 tal que se dist(z,,7) < §, entao dist(p:(z,),7) < € para todo t > 0. A orbita ¢
assintoticamente estdvel quando é estavel e existe r > 0 tal que dist(z,,7y) < r implica

que dist(y¢(z,),7) — 0 quando t — oc.
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Dizemos que a orbita ¢é instavel quando nao é estavel.
A distancia usada na definicao acima é a distancia entre ponto e conjunto induzida

pela norma em R”, isto é, dado um ponto x € R™ e um subconjunto nao vazio A
dist(xz, A) = inf ||z — y||.
(2, 4) = inf 2 — y]

Vale notar que, sendo a norma uma aplicagao continua e a orbita v de uma solugao
peridédica um conjunto fechado, entao o infimo na igualdade acima é assumido para algum
y € v (Kreyszig, 1978).

De acordo com a Definicao 1.5, a 6rbita periddica
v=A{(z,y) ER®: 2° +y* =k},

determinada pela solugao periddica do Exemplo 1.3, é uma orbita assintoticamente estavel.

Dizemos que um ponto x, € U C R" possui periodo assintotico T € R quando

i [l7(20) = 1(20)l| = 0.

Os pontos periodicos sao exemplos triviais de pontos que possuem periodo assintotico.
O préximo teorema garante que os pontos que estao em alguma vizinhanca de uma 6rbita
periddica possuem periodo assintotico. A demonstracao pode ser encontrada em Hirsch e

Smale (1974).

Teorema 1.6. Seja v uma orbita periodica assintoticamente estdavel de periodo T > 0.

Entao existe uma vizinhanca V' de v tal que cada ponto de V' possui periodo assintotico T.

Em outras palavras, embora nem todos os pontos da vizinhanga V sejam pontos
periodicos, as solugoes geradas por tais pontos se tornam periédicas quando ¢ — oo. Uma
das maneiras de determinarmos a natureza da estabilidade de uma oOrbita 7 - periddica
é através da analise dos autovalores da derivada da solugao Dy, (p), onde p é um ponto
qualquer da orbita. O resultado a seguir é importante do ponto de vista teoérico pois
fornece um critério para determinar quando uma o6rbita é assintoticamente estavel. Do
ponto de vista pratico, porém, torna-se limitado uma vez que em geral nao temos a solugao

da equagao (1.1).
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Teorema 1.7. Sejam v uma drbita T - periodica para a equagao (1.1) e p € . Suponha
que n — 1 autovalores do operador linear Dy, (p) : R — R™ sejam menores do que 1 em

valor absoluto. Entao v € assintoticamente estdvel.

A condic¢ao sobre os autovalores imposta no teorema anterior é mais forte do que esta-
bilidade assintotica. Neste caso, uma oOrbita que satisfaz o teorema acima é denominada
atrator periodico.

Podemos ver diretamente da solugao da equagao (1.3) que, dado um ponto p, € R? com
coordenadas polares (p,,0,), 0 ponto peridédico de coordenadas polares p = (\/E, 0,) € v
¢ o unico que satisfaz ||¢¢(p,) — wi(p)|| — 0 quando t — oo.

Essa propriedade ndo é um caso particular da soluc¢ao de (1.3). Todas as solugoes que
sao atraidas por um atrator periddico 7y estao em fase com v segundo o teorema a seguir,

cuja demonstragao esta em Hirsch e Smale (1974).

Teorema 1.8. Seja v C U um atrator periddico. Se lim;_, dist(y(z,),7) = 0 entdo

existe um unico z € 7y tal que limy_.||@¢(x,) — @i(2)|| = 0.

Quando uma solugao satisfaz a propriedade acima, dizemos que ¢;(z,) esta em fase

com a solugao periddica que determina a trajetoéria periovdica .

Teorema de Poincaré - Bendixson

Embora as solugoes periddicas desempenhem um papel importante na anélise qua-
litativa de equagoes diferenciais, e de fluxos de uma maneira mais geral, encontrar tais
solugoes pode nao ser uma tarefa facil. Porém, a analise qualitativa restrita aos fluxos
definidos no espaco bidimensional tem como importante ferramenta a teoria de Poincaré -

Bendixson.

Definicao 1.6. Uma 6rbita periodica v C R? é chamada de ciclo limite quando existe

um ponto z, € R?* — v tal que dist(¢4(z,),7) — 0 quando t — oo.

Apesar de apresentar solugoes periddicas, o modelo de Lotka - Volterra nao possui ciclo
limite.
Uma 6rbita periédica v C R? é uma curva fechada e, pelo teorema da curva de Jordan,

R? — v = R U Ry com R, e R, disjuntos e conexos tendo v como fonteira. Um desses
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conjuntos, digamos R;, ¢ limitado e ¢ denominado regiao interior de v; Ry € 0 regiao
exterior de v (Hartman, 1964).

O teorema de Poincaré - Bendixson, que enunciaremos a seguir, fornece um critério
para a existéncia de ciclos limites, e portanto solugoes periodicas, para fluxos bidimen-
sionais. Este teorema é uma das principais ferramentas para analise de ciclos limites de
fluxos definidos sobre uma regiao U C R2.

Ressaltamos aqui que uma 6rbita periddica de um fluxo é a imagem de uma solugao
periddica. Isto é, v é uma oOrbita periddica se nao contém pontos de equilibrio e temos

o-(z,) = x, para algum z, € v, 7 > 0.

Teorema 1.9 (Poincaré - Bendixson). Seja w(x,) o w - limite de um ponto x, € R? para
o fluxo bidimensional p(). Se w(x,) € um conjunto nao vazio, compacto e nao contém

ponto de equilibrio, entdo w(x,) € uma drbita periddica.

De maneira geral, o procedimento para determinar se o fluxo apresenta uma o6rbita
periddica é encontrar uma regiao compacta, invariante e que nao contém ponto de equi-
librio ou apresenta um ponto de equilibrio instavel. Uma forma mais geométrica de
interpretacao do teorema de Poincaré - Bendixson para estabelecer a existéncia de 6rbitas
periddicas ¢é a seguinte: se a trajetoria, ou a 6rbita, para uma determinada condigao inicial
é limitada e nao se aproxima de um ponto de equilibrio, entao a 6rbita é periddica ou se

aproxima de uma oOrbita peridédica quando t — oo.

Teorema 1.10. Sejam K C R?* um conjunto compacto e x, € K. Se K ¢ invariante

entio w(z,) C K é um ponto de equilibrio ou é um ciclo limite.
Ciclos limites podem apresentar estabilidade em apenas uma das regioes R; ou Rj.

Exemplo 1.4. Consideremos o sistema de equacoes

del
—r = T +21(1 — 23 — 23)%,
(1.5)
do
priakd + 29(1 — 22 — 22)%
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Escrevendo em coordenadas polares, o sistema acima torna-se:

o

dr
— (1 — r2)2 =

— = 1.
dt
Quando r, < 1, temos que r(t) — 1 quando t — oo. Por outro lado, se r, > 1 entao
r(t) — oo quando t — oo.
Desta forma, o fluxo gerado pela solu¢ao da Equagéao (1.5) converge para o ciclo limite,
que é a circunferéncia de raio r = 1 centrada na origem, apenas quando a condic¢ao inicial

esta no interior de 7. Neste caso, v ¢ assintoticamente estavel pelo interior. O]

Se v & um ciclo limite, entdo existe uma regiao aberta e invariante V- C Ry (V C Ry)
tal que para toda condicdo inicial xz, € V temos dist(¢:(z,),7) — 0 quando ¢t — oo

(Hirsch e Smale, 1974).

Figura 1.1: Regiao de atragao exterior do ciclo limite .

A estabilidade de uma orbita periddica no plano é caracterizada pelo teorema a seguir

cuja demonstragao pode ser encontrada em Hartman (1964).

Teorema 1.11. Sejam v C R? uma drbita periddica para o fluzo bidimensional e x, € R?

um ponto nao periodico no exterior (interior). Entao,

e v ¢ estdvel pelo exterior (interior) se, e somente se, v = w(x,) ou, para todo ¢ > 0,

existe uma drbita periddica . no exterior (interior) tal que dist(,7.) < &;

e 7 € assintoticamente estdvel pelo exterior (interior) se, e somente se, v = w(x,).
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Por este teorema, um ciclo limite ¢ uma 6rbita assintoticamente estavel com vizinhanca
tomada em alguma regiao R; ou Rj.
Muitas vezes é mais simples mostrar que o fluxo bidimensional nao possui orbitas

periodicas. Consideremos a equacao

dx
X f), (1.6)

no qual = (x1,22) € U C R? e f(x) = (f1(2), fa(x)).

Teorema 1.12 (Critério de Bendixson). Seja D C R? um conjunto aberto e simplesmente

conexo. Se a expressao
ofi  0fs
. + .
81’1 8:62
¢ identicamente nao nula em D e possui sinal contante, entao o fluro bidimensional gerado

por (1.6) nao admite orbita periodica em D.

No caso em que f é linear, é possivel mostrar através do Critério de Bendixson que
o fluxo bidimensional, embora possa apresentar solugoes periddicas, nao possui ciclos
limites. Com efeito, se p;(z,) ¢ uma solugao periodica da equagao linear, entao cy(x,) €
também uma solugao periddica para a equagao linear para todo ¢ # 0. Assim, todo ponto
do dominio é periddico.

O critério de Bendixson é um caso particular do critério de Dulac.

Teorema 1.13 (Critério de Dulac). Sejam D C R* um conjunto aberto e simplesmente
conexo ¢ B : D — R uma funcao diferencidvel. Se
O(Bf) , O(Bfs)

0y * 0xs

div (Bf) =
¢ nao nulo e possui sinal constante entao o fluro bidimensional gerado por (1.6) nao
admite orbita periodica em D.

No exemplo a seguir, utilizamos o Teorema 1.10 para mostrar a existéncia de um ciclo

limite para o modelo presa - predador de Holling - Tanner.

Exemplo 1.5 (Modelo de Holling - Tanner). O modelo presa - predador de Holling -

Tanner apresenta algumas caracteristicas que o deixam um pouco mais aplicavel do que
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o modelo de Lotka - Volterra, sendo a principal delas, a presenca de uma capacidade
suporte para a populacao de presas na auséncia de predadores.
Representando por z1(t) a populacao de presas e x5(t) a de predadores, a dindmica

da interagao é guiada pelas equagoes:

&= - (g

(1.7)

dZEQ i)
2 (1 - b—)
\ dt Sx2( 1'1 ’

onde b, d, k, r e s sao constantes reais positivas. Do modelo acima ressaltamos os seguintes

aspectos bioldgicos:

a) Na auséncia de predador, a dindmica populacional das presas segue o modelo logis-

tico com capacidade suporte k e razao de crescimento intrinseca r.

b) A constante m pode ser interpretada como sendo o niimero méaximo de presas que

podem ser capturadas pelo predador por unidade de tempo;

¢) O parametro d esta relacionado com a capacidade da presa evitar a predagao.
Quanto maior a capacidade da presa de evitar o ataque dos predadores, maior sera

o valor de d.

d) A populagao de predadores cresce logisticamente com razao intrinseca s e capacidade
suporte proporcional & populagdo de presas. Quanto maior a razao x(t)/z(t),
menor serd o numero de presas disponiveis para cada predador e isso influencia

negativamente no crescimento populacional dos predadores;

e) O parametro b é a razao entre a quantidade de presas e predadores quando as

populacoes se encontram no estado de equilibrio.

Prosseguimos agora com a analise qualitativa para mostrar que, sob certas condigoes,
este modelo apresenta ao menos um ciclo limite assintoticamente estavel. Os pontos de
equilibrio para o sistema acima sao z. = (0,0), y. = (k,0) e z. = (z,2/b) onde z é a raiz

positiva da equagao

22—<k—d—m—bk>z—kd:0.
T
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Consideremos f(z1), g(z1) e h(x1) definidas respectivamente por

™miq
T —I— d7

f(x) = - (k — 1), g(z1) =

7> 3

Para os pontos de equilibrio x. e y. temos, respectivamente, as matrizes

Df(r,) = (g O) Df(y) = (’“f;f’“) 9(5’“)>.

No primeiro caso, os autovalores sao r e s, ambos positivos. No segundo caso, um dos
autovalores é s > 0. Consequentemente, ambos pontos de equilibrio sao instaveis. Para o
ponto z., temos
9()N'(z) —g(2)
Dy (Ze) = ( S

— -5

b

e neste caso o ponto z, = (z,z/b) sera assintoticamente estavel quando
s—g(z)h(z) > 0.

E possivel mostrar que o conjunto compacto K = [0, k] x [0, k/b] é positivamente invariante
para o fluxo ¢i(x,,yo) = (x1(t), 22(t)) (Cecconello, 2006) de modo que, para qualquer
condigao inicial (zg1, zg2) € K, temos que w(zg1, Zo2) € um subconjunto fechado contido
em K e portanto, compacto. Se o ponto de equilibrio z. é instavel, entao o teorema de
Poincaré - Bendixson garante a existéncia de um ciclo limite para o modelo dado pela
Equagao (1.7). O

Os fluxos unidimensionais, isto é, o caso em que a equagao (1.1) é unidimensional,
apresentam algumas propriedades particulares que ajudam na anélise qualitativa. Por
exemplo, nao é dificil verificar que fluxo deterministico ; é monétono com relacao a t.
Além disso, pela unicidade da solugao, temos também a monotonocidade com relacao a
condicao inicial, de modo que se x, < y, entao p;(x,) < ©i(y,) para qualquer que seja
t > 0 (Hale e Kogak, 1991).

Ainda para fluxos unidimensionais vale o resultado a seguir, cuja demonstracao pode

ser encontrada em Hartman (1964).
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Proposicao 1.14. Sejam z(t) e y(t) as solucdes das respectivas equagoes

= f(t,x) e y =gty

com condigdes iniciais T, = Y,. Se para todo (t,z) vale a desigualdade

f(t,2) < g(t, 2)

entao temos x(t) < y(t) para todo t > 0.

1.3 Conjuntos atratores e convergéncia uniforme

Na analise qualitativa para solugoes de equacgoes diferenciais auténomas, os conjuntos
invariantes desempenham papel importante para compreender o comportamento de um
fluxo com a evolugao no tempo. Como ji mencionamos anteriormente, um conjunto
S C U éinvariante quando 7(z,) C S para todo x, € S. Segue disso, que S é invariante
se, e somente se ¢,(S) = S para todo t € R.

No contexto de sistemas dinamicos, dizemos que um conjunto M C X atrai um
conjunto B C R™, pelo fluxo ¢, se dist(y(B), M) — 0 quando t — co. A disténcia entre
dois conjuntos U,V C R" ¢é definida por

dist(U, V') = sup inf d(u,v).

uelU VEV

Pela definicao acima, dizer que um conjunto M atrai um conjunto B é equivalente a

dizer que M atrai uniformemente todas as érbitas com estado inicial em B, isto é,
tlggo sup{dist(¢(x,), M) : z, € B} =0.
A regiao de atra¢ao de um conjunto M é o conjunto A(M) definido por
AM) ={z, € U : dist(¢i(z,), M) — 0, t — c0}.

O conjunto M é denominado atrator se existe um aberto V'O M tal que V' C A(M). Se

M é atrator e atrai subconjuntos compactos da regiao de atracao A(M), entdo M é um
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atrator uniforme.

A definicao de estabilidade para conjuntos invariantes é semelhante a Definicao 1.5 de
estabilidade para oOrbitas periddicas. Isto é, um conjunto invariante S é estdvel quando
para toda vizinhanga V de S, existe uma vizinhanca V' de S tal que ¢, (V') C V para
todo t € R,. Quando S ¢é estavel e além disso existe uma vizinhanca W tal que S atrai
pontos de W entao, S é um conjunto assintoticamente estéavel.

O proximo resultado relaciona os conceitos de estabilidade assintotica e atragao uni-

forme. A demonstragao pode ser encontrada em Bhatia e Szegd (1967).

Teorema 1.15. Seja M compacto e invariante. Entao M € assintoticamente estdvel se,

e somente se, M é um atrator uniforme.

Como consequéncia disto, os pontos de equilibrio e 6rbitas peridédicas assintoticamente
estaveis sao conjuntos que atraem conjuntos compactos contidos em sua regiao de atragao.
Destacamos aqui duas importantes consequéncias do teorema acima para futuras referén-

clas.

Corolario 1.16. Sejam xz. € U C R™ um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel e
A(z.) C U sua regiao de atragao. Entao, dados € > 0 e um compacto K C A(z.), existe
T(K,e) > 0 tal que

(o) — el <€

para todo x, € K et >T(K,¢).

Corolario 1.17. Sejam v € U uma orbita periddica assintoticamente estdvel e A(vy) C U
sua regiao de atragao. Entao, dados e >0 e um compacto K C A(7y), existe T(K,e) >0
tal que

dist(ps(z,),7) < &
para qualquer que seja x, € K et > T(K,¢).
Para finalizar esta segdo, apresentamos abaixo alguns importantes resultados sobre
convergéncia uniforme que também serao utilizados na sequéncia deste trabalho. A de-

monstracao apresentada aqui para o teorema de Dini é uma adaptacao da apresentada
em Rudin (1964).
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Teorema 1.18 (Dini). Seja K C R™ compacto. Se a sequéncia de fungoes continuas
(fr)nen : K — R converge pontualmente para um fungao continua f : K — R e além

disso (fn(x))nen € mondtona entao f, converge uniformemente para f.

Prova: Para todo z € K seja g,(x) = [f(x) — fu(x)| e consideremos a sequéncia de
conjuntos F,, C K definida por E,, = {x € K : g,(z) < €} para um dado £ > 0. Desde que
f(z) e fn(x) sdo continuas entdo g, (z) é continua e portanto £, é aberto Vn. Por hipotese
gn(x) — 0 quando n — oo de modo que K = (J, .y En- Além disso, desde que (f,,(2))nen
¢ monotona, g,11(z) < g,(z) para todo n € N e portanto temos que E,, C E, ;. Por ser
compacto, K admite uma subcobertura finita e consequentemente temos K = Ey para
algum N € N. Provamos assim, que para qualquer que seja € > 0 existe N € N tal que
gn(z) < e para todo = € K. Como (g,(x))nen é decrescente temos que g,(r) < € para

todon > N e xz € K. Logo temos a convergéncia uniforme. u

Seja A C R", dizemos que uma funcao f : R, x R"™ — R™ converge uniformemente,

em A, para um funcao g : R” — R™ quando: para todo € > 0 existe T" > 0 tal que

1 (¢ z) —g(@)]| <e,

paratodot >T e x € A.

Baseado nessa definicao de convergéncia uniforme, podemos provar que o resultado
anterior também é vilido quando temos uma familia de fun¢oes parametrizada por ¢t € R, .
Neste caso, dizer que f : Ry x X — R converge uniformemente, em K C X, para

g : X — R significa dizer que, dado € > 0, existe 1. tal que para todo t > T, temos

[f(t,2) —g(z)] <,

para todo x € K.

Proposicao 1.19. Seja f : Ry x X — R continua, K C X compacto. Se f(t,z) converge
pontualmente para uma funcio g : X — R quando t — oo e f(t,z) € mondtona em t

entao f converge uniformemente, em K, para g quando t — oc.

Prova: Tomemos a sequéncia ¢, = n, n € N. Assim temos que f(t,,x) converge

pontualmente para g(z) quando n — oo e além disso a sequéncia (f (¢, x))nen € monoétona.
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Pelo Teorema de Dini, para um dado € > 0, existe N € N tal que |f(¢,,x) —g(z)| < € para
todon > N e x € K. Por ser mondtona com relagao a ¢, temos entao |f(¢,z) — g(x)| < e

para qualquer que seja x € K e t > ty, 0 que prova a afirmacao. u

A Proposigao 1.19 garante que se ¢;(,,p,), com p, € R™ | converge para um ponto
de equilibrio x. quando ¢ — oo, entao essa convergéncia é uniforme, ja que os fluxos

unidimensionais sao monotonos com relagao a t.

Exemplo 1.6 (von Bertalanffy). Consideremos o fluxo ¢;(z,, a, b, ¢) gerado pela equagao

dx

i ax® —bx, x(0) = x,,

onde a, b e ¢ sao constantes reais positivas. Em termos dos parametros, o ponto de

equilibrio assintoticamente estavel é dado pela expressao

1

zo(a,b, c) = (%)

Qualquer que seja a condic¢ao inicial x, > 0 e parametros a, b e ¢ < 1 positivos, temos
que @y(x,,a,b, c) converge de maneira monétona para x.(a, b, c) quando t — oo.

Consideremos o conjunto
4.
A= {($1,l’2,$3,l‘4) € R*: T1,T9,T3, Ty > 0}

A Proposicao 1.19 garante entao que, para qualquer compacto K C A, a convergéncia é

uniforme. Isto é, dado ¢ > 0, existe T' > 0 tal que para todo t > T vale
|¢t(x07 a, b7 C) - .Te<(l, ba C)| <g,
para todo(z,,a, b, c) € K. ]

Em algumas equagoes, a convergéncia para o ponto de equilibrio pode depender da
condicao inicial. Para enfatizar, admitimos a existéncia de uma funcao z. : A C U — U
que para cada x, € A associa o ponto de equilibrio z.(z,) € U para qual a solugao ¢;(z,)

converge quando ¢t — oco. Isto é, para cada =, € A temos ¢y(x,) — x.(x,) quanto t — oo.
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Proposicao 1.20. Sejam A C U C R" aberto, K C A compacto e x. : A — U uma
fungao continua. Suponha que ¢i(x,) converge (pontualmente) para x.(x,), para todo x, €
A, quando t — oo. Se x.(z,) € assintoticamente estdvel entao v, converge uniformemente

em K para x, : A — U.

Prova: Sejam ¢ > 0 dado e z, € K. Como z.(z,) ¢ assintoticamente estavel, entao

existe 0,, > 0 tal que
€
le(yo) = ze(o) || < 3,
para todo y, € B(z.(z,),0,,) e t € R,. Por hipotese, ¢;(x,) — z.(x,) e portanto, existe
tr, > 0 tal que ||pi(z,) — ze(x,)| < d,, para todo t > t, . Pela continuidade de ¢; e da
aplicacao x. : A — U em z, € A, existe n,, > 0 tal que
€
[6ta, (20) = Te(@o)|| < 02y € lze(20) — @e(o)]| < 9’

para todo z, € B(Zo,Nz,)-

A primeira desigualdade implica que ¢y, (2,) € B(zc(2,),d,,) € entao, vale que

1@ (#r., (20)) = e (o) | = llt41., (20) = e (o) || < g

para todo t € R.. Pela segunda desigualdade, temos que

[0t(20) = e (20)[| < lt(20) = Te(To) || + [|Te(20) — e (20) ]
< : + - €
2 2
para todo t > t,, e z, € B(xy,ns,).
Agora, a unido das vizinhangas B(x,,7,,), z, € K, forma um cobertura aberta para

o conjunto compacto K. Assim, existe z,; € K, 1 <i <n < oo, tal que

K< |J B@oinm,) € | Blao )

1<i<n ToEK

Seja T' = maxi<j<p{ts,; }. Se z, € K, entdo z, € B(xy,ns,,) para algum 1 <i <n de
modo que

”90t<xo> - xe('ro)H <€
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para todo t > T, o que prova a afirmacao. u

Podemos provar também que se o fluxo ¢;(z,, p,) gerado pela equagao

Z—f = f(z,po), x(0)=x,, (1.8)
converge para um ponto de equilibrio assintoticamente estavel z.(p,) € U, entao essa
convergéncia também é uniforme. Em geral, a convergéncia pode depender da condi¢ao
inicial e nao apenas do parametro p, € P. Portanto, vamos enfatizar isto colocando o
ponto de equilibrio em func¢ao da condicao inicial e do parametro. Isto é, x. : U x P — U
é a funcao que para cada par (z,,p,) associa o ponto de equilibrio z.(x,, p,) para o qual

o fluxo ¢¢(x,, p,) converge quando t — oo.

Proposigao 1.21. Sejam A C U x P, x. : A — U continua e K C A um conjunto
compacto. Suponha que @i(xy, o) — Te(To, Do) para todo (z,,p,) € A quando t — oo. Se

Ze(xo, po) € assintoticamente estdvel entao, dado e > 0, existe T > 0 tal que
||90t<xoypo) - xe(xoapo)” <E
para todo (x4,p,) € K et >T.

Da Equagao (1.8) podemos associar o sistema de equagoes

dx
E = f(iﬂ,po), 575(0) = Zo,
(1.9)
dp
— =0 0) = 05
7 =0 p(0)=p

e assim o parametro p, de (1.8) pode ser visto como uma condi¢ao inicial da Equacao 1.9.
A solugao para este sistema, em termos da solugao de (1.8), é o fluxo ¢, : U X P — U x P

definido por
Yi:UXP — UxP

(Zo;00) = (#t(T0, Do) Do),
no qual P C R™.
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Neste caso, ye(To, Do) = (Te(T0, ), Po) € um ponto de equilibrio para v, se, e somente

se, Te (0, Po) € um ponto de equilibrio para p;(x,, p,) e vale também o seguinte resultado.

Proposicao 1.22. Sob as hipoteses da Proposicao 1.21, dado € > 0 existe T' > 0 tal que

Hwt(xoapo> - ye(xmpO)H <é

para todo (x,,p) € K et >T.

1.4 Fluxos em espacos métricos

Na secao anterior apresentamos os principais resultados em anélise qualitativa para
fluxos gerados pelas solugoes de equacoes diferenciais autonomas. De maneira geral,
dizemos que uma familia de aplicacoes continuas definidas sobre o espaco métrico completo
(X, d)

p:RyxX — X
(t, o) — (7o)

é um sistema dindmico quando satisfaz
#0 (xo) = Ty,

<,0t(905 (xO)) = Pits (x0)>

para todo t,s € R,. O conjunto X é denominado espaco de fase do sistema dinamico.
No caso de X C R?, entdo X ¢ dito ser o plano de fase.

Nesta secao apresentamos alguns resultados importantes de fluxos continuos definidos
em um espago métrico (X, d) como ferramenta de analise qualitativa. Vale ressaltar
que esses resultados também sao validos para os fluxos gerados por equacoes diferenciais
autonomas.

Como anteriormente, a 6rbita de um ponto x, € X é o subconjunto no espago de fase

definido por
Y(zo) = U @i(o) = {pi(z) 1 tERLY

teR

e para um subconjunto B C X temos v(B) =, c57(%,).
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A orbita y(z,) é denominada drbita periodica se existe 7 > 0 tal que ¢4, (o) = @i(x,).
O menor nimero 7 > 0 para o qual essa propriedade é satisfeita é o periodo da orbita
(Chueshov, 2002).

O w - limite de um subconjunto B C X, é definido por

w(B) = ﬂ U‘Pt(B)-

s>0t>s

Segue da definigao acima que, para x, € X, temos y € w(x,) quando existe uma sequéncia
t, — oo tal que ¢y, (x,) — ¥.
Observemos que, se para algum ¢t > 0 temos ;(x,) = vy, isto é, y esta na orbita de z,,

entdo w(z,) = w(y), uma vez que ¢, (y) = @1, (Pe(20)) = Prs, (o).
Sob certas hipoteses, o w - limite é um conjunto invariante pelo sistema dinamico.

Proposigao 1.23. Se A C X € tal que w(A) é compacto e atrai A, entao w(A) € invari-

ante.

Vale ressaltar aqui que se x, é um ponto de equilibrio para um fluxo ¢; gerado por
uma equagao autoénoma, entdo w(x.) = {z.} e portanto invariante.
Em algumas situagoes, ainda mais pode ser dito a respeito do w - limite de um sub-

conjunto de X.

Proposicao 1.24. Se A é um subconjunto nao vazio de X tal que v(A) estd contido em
um compacto entio w(A) € nao vazio, compacto, invariante e atrai A. Além disso, se A é
conexo entao w(A) também é conexo. Se w(A) estd contido no interior de A entao w(A)

€ assintoticamente estdvel.

Se um conjunto compacto K ¢ invariante pela aplicacao ¢; entao y(A) esta contido
em K para qualquer subconjunto A C K. Logo, pela proposi¢ao acima o w - limite é nao
vazio e compacto e além disso w(A) esta contido em K. Essa proposi¢ao pode ser aplicada
juntamente com o teorema de Poincaré - Bendixson para garantir a existéncia de ciclos
limites para equacoes autéonomas bidimensionais, como no caso do Exemplo 1.5.

Os fundamentos basicos da teoria de sistemas dindmicos em espacos métricos apresen-
tados aqui podem ser encontrados em referéncias como Hale (1988), Hale et al. (1991),
Robinson (1999), Chueshov (2002), Milani e Koksch (2005).
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Capitulo 2

Conceitos basicos em logica fuzzy

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns importantes resultados sobre a teoria dos sub-
conjuntos fuzzy necesséarios para o desenvolvimento dos demais capitulos deste trabalho.
Dentre outras coisas, mostramos que algumas propriedades ja conhecidas para os subcon-

juntos fuzzy de R™ também sao validas em espacgos mais gerais.

Na Sec¢ao 2.2 introduzimos o conceito de subconjunto fuzzy de um conjunto X bem
como algumas defini¢oes, propriedades e operagdes com subconjuntos fuzzy. Ainda na
Segao 2.2, mostramos que o Teorema de Representagao de Negoita - Ralescu (Diamond e
Kloeden, 1994; Ralescu, 1992; Negoita e Ralescu, 1975) pode ser generalizado para o caso

em que X é um espaco topologico arbitrario.

Na Segao 2.3, consideramos o conjunto £(X) formado pelos subconjuntos fuzzy de um
espaco métrico X cujos « - niveis sao compactos. Inicialmente, introduzimos uma métrica
em £(X) e entdo mostramos que este espago métrico é completo quando X é completo.
Mostramos ainda que o Teorema de Nguyen (Nguyen, 1978; Fullér e Keresztfalvi, 1991;

Barros, 1997; Romén-Flores et al., 2001) é também valido em certos espagos topolégicos.

Para finalizar este capitulo, na Secao 2.4 estudamos algumas propriedades da aplicacao

obtida pela da extensao de Zadeh da projecao ortogonal em espagos euclidianos.
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2.2 Subconjuntos fuzzy

O conceito de conjunto fuzzy foi primeiramente introduzido por L. A. Zadeh em um ar-
tigo publicado em 1965 (Zadeh, 1965). Desde entao, as aplicagdes da teoria dos conjuntos
fuzzy sdo amplas e abrangem areas tanto de interesse estritamente matematico (Diamond
e Kloeden, 1994; Nguyen e Walker, 2000) como em matematica aplicada e engenharia
(Klir e Yuan, 1995; Barros e Bassanezi, 2006).

Antes de introduzirmos formalmente o conceito de subconjunto fuzzy vamos fazer
algumas observagoes essenciais sobre a teoria classica de conjuntos.

Seja P(X) o conjunto formado pelos subconjuntos de um conjunto X. Para cada
A € P(X) definimos a fun¢ao caracteristica x4 : X — {0,1} de A por

1 sex€A,
xa(x) =
0 sex¢ A

E possivel mostrar que o conjunto C(X) de todas as fungdes caracteristicas com
dominio em X ¢ isomorfo ao conjunto P(X) (Negoita e Ralescu, 1975).

A ideia de conjunto fuzzy estabelecida por Zadeh, consiste em “ampliar” a imagem das
fungoes caracteristicas para todo o intervalo [0, 1]. Assim, cada subconjunto fuzzy F' de
X é caracterizado por uma fun¢ao ppr : X — [0, 1], denominada func¢ao de pertinéncia,

que associa para cada x € X o grau de pertinéncia pp(x) de x em F.

Definicao 2.1. Seja X um conjunto nao vazio. Um subconjunto fuzzy F' de X ¢é um
subconjunto {(x, ur(x)) : * € X} ndo vazio de X x [0, 1] para alguma fun¢ao pup : X —
[0, 1].

O conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de X seré denotado aqui por F(X).
Embora a terminologia mais apropriada seja dizer que F' é um subconjunto fuzzy de X,
em muitas ocasioes, dizemos apenas que F' é conjunto fuzzy, ficando implicita a existéncia
de um conjunto X onde esta definida a funcao de pertinéncia de F.
Se A€ P(X),isto é, A C X, entao {(z, xa(z)) : x € X} é um subconjunto nao vazio
de X x [0,1]. Pela Definigao 2.1, o subconjunto A determina um subconjunto fuzzy de

X que sera identificado aqui, com abuso de notagao, por x4. Para uma melhor distin¢ao,
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o subconjunto fuzzy x4 serd denominado aqui, como na lingua inglesa, um subconjunto
crisp de X.

As operacoes de uniao e interseccao entre subconjuntos fuzzy sao extensoes das op-
eracoes para subconjuntos de X, quando vistas por meio das fungoes de pertinéncia.
Embora essas operacoes possam ser generalizadas de varias maneiras por meio dos con-
ceitos de t - norma e t - conorma (Nguyen e Walker, 2000). Seguimos as mesmas defini¢oes
apresentadas em Zadeh (1965).

Definigao 2.2. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A uniao, intersec¢ao e comple-

mento sao subconjuntos fuzzy em F(X) cujas fungoes de pertinéncias sdo respectivamente:
paus(x) = max{pa(z), up(v)},

pang(z) = min{pa(r), pp(r)},
pac(x) = 1 — pa(e).

Dado um subconjunto fuzzy A em F(X) definimos, para cada o € (0, 1], o conjunto
[A]* C X como sendo o conjunto dos elementos de X tal que o grau de pertinéncia em A

¢ ao menos «. O conjunto [A]* C X é denominado « - nivel de A e é definido por
[A]* ={z € X : pa(z) > a} para a€ (0,1]
O 0 - nivel de um subconjunto fuzzy A é definido por

[A]° = | [4]* = supp(4)

ae(0,1]

onde supp(A) = {z € X : pa(xz) > 0} é o suporte do subconjunto fuzzy A.
Dois subconjuntos fuzzy de um conjunto X sao iguais quando as fungoes de pertinéncia
sao iguais, isto €,
A=B <= jpualx)=pp(r), VrelX.

A igualdade entre conjuntos fuzzy pode também ser caracterizada por meio dos « - niveis.
Neste caso, os conjuntos sao iguais quando os « - niveis coincidem para todo a € (0, 1]

(Barros e Bassanezi, 2006).
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Nos dois proximos resultados, mostramos que existe uma importante relacao entre
um subconjunto fuzzy de um conjunto X e seus a - niveis. Estes resultados sao uma
generalizacao, para espagos X quaisquer com estrutura topologica (Ferreira et al, 2010),
de resultados ja bem conhecidos no caso em que X = R". As demonstracoes apresentadas
nas proposicoes a seguir sao, portanto, apenas adaptagoes das ideias apresentadas em
Ralescu (1992), Diamond e Kloeden (1994) ou Negoita e Ralescu (1975).

Proposigao 2.1. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto fuzzy de X. Se pa

€ semicontinua superiormente, entao valem as sequintes propriedades:
a) [A]* € um subconjunto fechado em X, para todo o € [0, 1];
b) [A)P C[A* se 0 <a < B <1y

c) [A]* = ﬂ [A)? para todo o € (0,1];

BE0,a)

d) O conjunto U [A]* ¢ denso em [A]°.

ae(0,1]

Prova: O item (a) segue diretamente do fato de p4 ser semicontinua superiormente e o
item (b) ¢ evidente pela defini¢ao de « - niveis.

Para provar o item(c), tomemos « € (0, 1]. Por (b) temos que para todo o <  valem
que [A]? C [A]* e portanto ﬂ [A]P C [A]™. Por outro lado, se 2 € [A]* entdo temos

B€[0,a)
pa(z) > a, o que implica que para todo 8 < a temos pis(z) > o > 3 e portanto z € [A]’

para todo < «a. Assim, z € ﬂ [A]ﬂ . Portanto a inclusao contréria esta provada e

pel0.a)
consequentemente vale o item (c).

O item (d) segue diretamente da definigao de 0 - nivel. n

A reciproca da Proposic¢ao 2.1 também ¢é verdadeira. O Teorema de Representagao de
Negoita - Ralescu (Negoita e Ralescu, 1975) associa, para cada familia de subconjuntos de
R™ satisfazendo as propriedades (a)—(d), um tinico subconjunto fuzzy de R™ cujos « - niveis
coincidem com os elementos da familia de conjuntos dada. Na Proposi¢ao 2.2 a seguir,
mostramos que esta propriedade também ¢é véalida quando X é um espaco topologico

qualquer. Novamente, a demonstragao para o caso em que X ¢ um espago topologico
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segue as linhas gerais da demonstragao proposta em Negoita e Ralescu (1975) para o caso

em que X = R".

Proposigao 2.2. Seja A = {A, : a € [0,1]} uma familia de subconjuntos de um espago

topoldgico X satisfazendo:
a) A € um subconjunto fechado em X, para todo o € [0,1];
b) Ag C A, se0<a<p<1;

c) Ay = ﬂ Ag para todo a € (0,1];
Bel0,a)

d) O conjunto U A, € denso em Ay.

a€(0,1]

Entao existe um unico subconjunto fuzzy A de X com pa semicontinua superiormente tal
que [A]* = A, para todo a € [0, 1].

Prova: Consideremos o subconjunto fuzzy A de X com fungao de pertinéncia definida

por

sup{f: = € Ag}, sex e Ay,

0, sex & Ayp.

Tomemos arbitrariamente « € (0, 1]. Para todo x € A,, temos que x € Ay pelo item
(b), e além disso sup{ : © € Ag} > a; de fato pois, caso contrario, existiria um v € [0, )
tal que v ¢ A, DO A,, o que é um absurdo. Portanto, ju4(z) > a e consequentemente
temos A, C [A]*.

Para a inclusdo contraria, vamos separar a prova em dois casos. Seja x € [A]* :
Caso I: Suponha que sup{ : = € Ag} > a. Sob esta hipotese, existe v € (a, 1] com
r e A, C A, o que, novamente pelo item (b), implica em x € A,.

Caso II: Suponha que sup{3 : = € Ag} = a. Neste caso, para todo 3 € [0, «) existe
um real Gy € (3, a] tal que x € Ag,, o que pelo item (b) implica que = € Ag, para todo
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B € [0,a). Assim, pelo item (c), temos que = € ﬂ Ag = A, para todo a € (0,1].

Bel0,a)
Portanto, temos que [A]* = A, para todo « € (0, 1]. Agora,

A =supp(A) = |J A= [J A= 4o

ae(0,1] ae(0,1]

onde a ultima igualdade vale pelo item (d). Logo, temos que [A]* = A, para todo
a€[0,1].

Pelo que acabamos de provar e também pelo item (a), temos que o conjunto
{r e X: ua(z) <a} =X —[A]"

¢é aberto em X. Logo, p4 € semicontinua superiormente.
Para provarmos que é tinico, vamos supor que existe um subconjunto fuzzy B tal que
[B]* = A,. Entao pelo que mostramos, [B]* = [A]* para todo « € [0,1]. Logo, B=Ae

a afirmagao esta provada. .

Em muitos casos pode ser necessario estender o dominio de uma aplicagao f: X — Y
para os subconjuntos fuzzy em F(X). Notemos que para cada subconjunto A C X, a
aplicagao f define o subconjunto f(A) C Y. Supondo agora que A seja um subconjunto
fuzzy X, isto é A € F(X), entao precisamos determinar como serd a imagem induzida
pela aplicagao f sobre A. A forma como essa imagem ¢ caracterizada pode ser feita através

do Principio da Extensdo proposto por Zadeh (1965), conforme definigdo a seguir.

Definigao 2.3 (Principio da Extensao de Zadeh). Sejam f : X — Y uma aplicagdo e A
um subconjunto fuzzy de X. A extensio de Zadeh f : F(X)— F(Y) ¢ a aplicagao cuja

imagem f (A) tem fungao de pertinéncia

sup pa(a) se f7(y) # 0,
acf~1(y)
Ha) (y) =

0 se f71(y) = 0.

Como vimos anteriormente, um subconjunto A C X determina o conjunto fuzzy x4 de

X cuja fungao de pertinéncia é a funcao caracteristica de A. A imagem de x4 através da
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extensao f de uma funcao f coincide com o conjunto fuzzy x4y definido por f(A). Isto

é, f(XA) = Xf(4)- De fato, a definicao acima garante que f(XA) tem funcao de pertinéncia

1 seye f(A),
Hf(XA)(y):
0 sey ¢ f(A)

que ¢é a fungao caracteristica de f(A). Logo, f(XA) = Xf(4)- Em particular, para todo
x € X vale f(X{m}) = X{f(2)}-

2.3 O subespacgo £(X)

Para a aplicacao que faremos na sequéncia desse trabalho, restringimos nossa anélise
aos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos a - niveis sao subconjunto compactos e

nao vazios em X , isto é,
E(X)={AeF(X):Yae|0,1], [A]* é compacto e ndo vazio}.

Os subconjuntos fuzzy que estao em £(X) serao denotados por letras mintsculas em

negrito para diferenciar dos elementos de X.

Dadou € £(Y), Y C X, podemos definir @ € £(X) através da fungdo de pertinéncia

pu(x) sex ey
() = 1)
0 sex ¢Y.

Segue diretamente da defini¢ao acima que [@|® = [u]* para todo a € [0, 1], de modo
que podemos identificar £(Y) como um subconjunto de £(X). Com abuso de notagao,
podemos dizer entao que a4 = wu.

Por outro lado, dado w € £(X) com [u]* C Y C X, podemos definir @ € £(Y) com
funcao de pertinéncia pg(x) = pq(z) para todo z € Y. Como anteriormente, vamos ter

[@]* = [u]* e novamente podemos dizer que 4 = u.
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Os subconjuntos, no sentido classico, do conjunto £(X) serao representados aqui por
letras maitisculas em negrito. Por exemplo, dado Y C X, representaremos por Y C £(X)
o subconjunto formado pelos elementos de £(X) cujos « - niveis sao subconjuntos de Y.

Isto é,
Y={ueé(X):[u]*CY C X para todo a € [0,1]}.

Dados os pontos € £(X) ey € £(Y) podemos definir um ponto z € £(X x Y) com
fungao de pertinéncia p, : X x Y — [0, 1] dada por

pz(,y) = min{ pe (), 1y (y) }-

O conjunto fuzzy z é denominado produto cartesiano fuzzy entre x e y. De maneira geral,

o produto cartesiano fuzzy pode ser generalizado por meio do conceito de t - norma.
Uma t - norma ¢ uma aplicagdo A : [0,1] x [0,1] — [0,1] que satisfaz as seguintes
propriedades:
a) Elemento neutro: A(1,z) = z;
b) Comutativa: A(z,y) = Ay, x);
c) Associativa: A(z, Ay, z)) = A(A(z,y), 2);
d) Monotona: se x <wu ey < v, entdo A(z,y) < A(u,v).

Alguns exemplos de operacoes que satisfazem as propriedade acima sao:

e ¢ - norma do produto:

1z (2,Y) = () 1y (y)-
e { - norma de Lukasiewicz:

pz(,y) = max{pa () + py(y) — 1,0}
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e [ - norma drastica:

pa(T)  se piy(y) =1,
(T, y) = py(y)  se pa(r) =1,

0 caso contréario.

O conjunto dos pontos z € £(X x Y) cujas fungoes de pertinéncia sdo definidas a
partir das fungoes de pertinéncia de @ e y por alguma ¢ - norma, em particular para uma
das quatro maneiras acimas expostas, sera denotado aqui por £(X) x £(Y"). Claramente,
para cada t - norma, temos que £(X) x E(Y) C £(X xY). Para enfatizar, denotamos um
elemento z em £(X)x E(Y) determinado através de x € £(X) ey € E(Y) por z = (x,y).
Isto é, a notacao z = (x,y) indica que a fungao de pertinéncia p, : X x Y — [0,1] de z
é definida pelas func¢oes de pertinéncia de x e y através de uma ¢ - norma.

As propriedades (a)—(d) da Proposigao 2.1 que provamos na se¢ao anterior também

sao validas para os subconjuntos fuzzy em & (X).

Corolario 2.3. Se u € £(X), entdo ji,, € semicontinua superiormente e valem os itens
(a)—~(d) da Proposi¢ao 2.1.

Prova: Se u € £(X) entao os « - niveis sdo compactos e portanto fechados de modo
que o conjunto A, = {x € X : py(x) < a} = X — [u]* é aberto para todo a € R. Dado
y € X, para todo € > 0 existe uma vizinhanca V), inteiramente contida em A, ,)4.. Logo,
() < piu(y) + € para todo x € V, o que implica que p,, ¢ semicontinua superiormente.

Assim como anteriormente, a Proposicao 2.2 também pode ser igualmente provada

quando temos uma familia de subconjuntos compactos de X satisfazendo as propriedades
(a) — (d).
Corolario 2.4. Se A = {A, : a € [0,1]} ¢ uma familia de subconjuntos compactos

satisfazendo as propriedades (a) - (d) da Proposi¢cao 2.2, entao existe um unico u € E(X)
tal que [u]* = A, para todo o € [0, 1].

Prova: Pela proposicao anterior existe um subconjunto fuzzy de X cujos « - niveis coinci-

dem com os subconjuntos em A que, por hipotese, sao compactos. Logo, esse subconjunto
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estd em E(X). n

Para as aplicagoes de conjuntos fuzzy feitas nas se¢oes subsequentes, precisamos definir
uma estrutura de espagos métricos em & (X). Podemos definir uma métrica sobre & (X)
por meio da métrica de Hausdorff para subconjuntos compactos de X. Em Diamond
e Kloeden (1994) sao discutidas alguma propriedades dos espagos £(R™) para distintas
métricas, em particular, para métricas definidas a partir da métrica de Hausdorff.

Seja IC(X) o conjunto formado pelos subconjuntos compactos nao vazios do espago
métrico (X,d). Dados dois conjuntos A, B em K(X) a distancia entre eles pode ser

definida por:

dist(A, B) = sup inf d(a, b)

acA beB

A distancia entre conjuntos definida acima é uma pseudométrica (Kreyszig, 1978) para
K(X), uma vez que dist(A, B) = 0 se, e somente se, A C B, nao necessariamente valendo
a igualdade. No entanto, distancia de Hausdorff entre A, B € IC(X) definida por

dy (A, B) = max{sup inf d(a,b),sup inf d(a,b)}

acA bEB beB a€A

= max{dist(A4, B),dist(B, A)}

¢ uma métrica para o conjunto (X)), de modo que (K(X),dy) é uma espago métrico.
Vale ainda que se (X, d) é um espago métrico completo, entao (K(X),dy) é também um
espago métrico completo (Aliprantis e Border, 2005).

Através da métrica de Hausdorff dy, podemos definir uma métrica para o conjunto
E(X), que denotaremos aqui por do,. Dados dois pontos u,v € £(X) a distancia entre u

e v é definida por

doo(u,v) = sup dp ([u]®; [v]").

Nao é dificil mostrar que a distancia definida acima satisfaz as propriedades de uma
métrica e assim, (£(X),d) é um espago métrico.

Dado um conjunto Y C X, consideremos os conjuntos
Y={zc&X):[x]°CY}
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e £(Y). Essencialmente, os elementos de Y e £(Y) se diferem apenas pelo dominio da
fungdo de pertinéncia. Sejam d!_ a restrigao da métrica d., ao conjunto Y C £(X) e d2,

definida como acima para o conjunto £(Y).

Proposigao 2.5. Seja Y C X. Os espagos métricos (Y ,dL) e (E(Y),d2) sao isométri-

COS.

Prova: Dado um ponto u C Y C £(X) com fun¢ao de pertinéncia f,, : X — [0, 1], seja
u € £(Y) com funcao de pertinéncia pg : Y — [0, 1] que associa para cada y € Y o valor
ta(y). Isto é, g é a restricao da funcao de pertinéncia de u ao conjunto Y C X.

SejaT Y — E(Y) tal que para cadaw € Y, T'(u) = @. A aplicagdo T é injetiva, pois
se u # v, entdo existe y € Y tal que f1,(y) # pu(v) e consequentemente 7'(uw) # T'(v).

Tomemos @ € £(Y) e consideremos u € £(X) definido por meio da fungao de perti-
néncia

pe(x) sex €Y,

0 sex ¢Y.

Segue diretamente disso que [u|® C Y para todo « € [0, 1] e portanto w € Y. Além disso,
T(u) = @. Logo, T:'Y — £(Y) é uma aplicagao sobrejetiva e consequentemente, 7' ¢
uma bije¢ao entre os conjuntos Y e E(Y).

Pela forma como a bijegao T foi construida, nao é dificil ver que [a]* = [T'(u)]* = [u]®

para todo w € Y. Temos entao que,

doo(T(u), T(u)) = sup dy([a]* [0]%) = sup dp([u]”,[v]") = di(u,v),

a€f0,1] a€l0,1]

para todo w,v € Y.

Logo, Y e £(Y) sao isométricos e a afirmagao estd provada. .

O espago métrico (£(X),ds) apresenta a importante propriedade de ser completo
quando (X, d) é completo. A demonstragao apresentada aqui tem como base a apresentada
em Diamond e Kloeden (1994) para o espago (€(R"), dw).

Proposigao 2.6. Se (X, d) é um espago métrico completo entao (E(X),ds) € um espago

métrico completo.
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Prova: Seja {u;}7?, uma sequéncia de Cauchy em (£(X),d~). Entao, dado ¢ > 0,
existe N > 0 tal que para todo k,n > N temos d(u,,ur) < € e consequentemente
dy([w,]?, [ug]®) < e para todo a € [0,1]. Mas isto implica que, para todo « € [0, 1],
{lug]*}22, € uma sequéncia de Cauchy em (K(X), dy) e portanto converge para, digamos,

A, € K(X). Mais do que isso, a convergéncia é uniforme em « pois:

du([ur]®; Aa) < d([ue]®, [un]) + du([un]”, Aq)

< e+ dy([un]®, Ay). (22)

Essa desigualdade vale para todo o € [0,1] e n,k > N(g). Fazendo n — oo temos que
dy([ug]®, Ay) < e para todo o € [0,1] e k > N(e).

Mostramos agora que a familia A = {A, € K(X) : a € [0, 1]} satisfaz as propriedades
(a)-(d) da Proposi¢ao 2.2 de modo que, pelo Coroléario 2.4, existe um tnico u € £(X)
tal que [u]* = A,. Uma vez que A, é compacto, o primeiro item claramente ¢ satisfeito.

Seja agora 0 < o < 1 e tomemos (3 € [0, «). Entao temos

dist(Aq, Ag) < dist(Ag, [ur]®) + dist([ug]®, [ur]?) + dist([ug]?, Ap)
< dp(Aa, [un]) + du([ur]”, Ap)

ja que dist([ug]®, [uz]®) = 0 pois [ug]® C [u]®. Portanto, quando k — oo temos
dist(A,, Ag) — 0 e consequentemente A, C Ag para todo 3 € [0,«), o que prova o
item (b).

Desde que u;, € £(X), para todo 0 < § < a < 1, temos

] = ) [ws]’

BE0,a)

pelo item (c¢) da Proposi¢ao 2.1. Usando a desigualdade triangular, temos entao que:

u( () AsAd) <du( () As [ [wd®) +du( () [w’, [w]®)+

,86[0 ) B€[0,a) B€[0,a) B€0,a)
+du ([uk]“, Aq)
a( () As () [l?) + di([w®, Ao)
B€[0,a) B€[0,a)
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para todo o € (0,1] fixo. Desde que [ugx]* — A, quando k — oo para todo a € [0, 1],

entao as duas parcelas na soma acima convergem para zero, € assim temos que
M As
BE0,a)

0 que prova o item (c). Para o item (d), novamente podemos usar a desigualdade trian-

gular:

U Ay Ao) <du( | Aar U (™) +du( [ [ur]®), [un]”)+

ae(0,1] a€e(0,1] a€(0,1] ae(0,1]
+ dH([Uk] . Ap)
=dp( U Aq, U w]®) + du( [Uk] . Ap)
a€e(0,1] ae(0,1]

pelo mesmo argumento usado anteriormente. Logo,

:UAa

a€e(0,1]

«

e provamos o item (d). Portanto, existe u € £(X) satisfazendo [u]* = A,, para todo
€ [0,1], de modo que por (2.2) temos que dg([ug]®, [u]*) < e para todo k > N(e) e

a € [0,1]. Logo, de(ug, u) < € e portanto (£(X), dy) é completo. n

Na sequéncia desta secao, analisamos algumas propriedades das fungoes obtidas por
meio do Principio da Extensao de Zadeh aplicado em func¢oes definidas sobre espagos de
Hausdorff. Como veremos, as extensoes sobre esses espacos compartilham propriedades

similares as extensoes de funcoes definidas sobre R™.

O teorema de Nguyen fornece uma importante relacao entre os « - niveis da imagem
de um subconjuntos fuzzy e a imagem de seus « - niveis por uma funcao f: X xY — Z.

De acordo com Nguyen (1978), para todo « € [0, 1], temos

[f(e)]* = f([e]”) = f([a], [b]%),
no qual a € £(X),be £(Y) e ¢ = (a,b) é dado pela t - norma do minimo se, e somente
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se,

sup  min{pa(x), 1 (y)}
(e)ef1(2)

¢é atingindo para todo z € Z. Quando f é continua e X =Y = 7 = R, Nguyen mostra
ainda que o supremo ¢ sempre atingido e portanto, vale a identidade entre os « - niveis.
Fullér e Keresztfalvi (1991) mostram que o teorema de Nguyen continua valido quando ¢
é definido por alguma t - norma continua superiormente. No entanto, ambos os trabalhos
consideram que [a]® = X e [b]° =Y.

Para o 0 - nivel como estamos considerando neste trabalho, ¢ bem conhecido que o
teorema de Nguyen também é valido quando X = R" (Barros, 1997; Barros et al., 1997).
Na proxima proposigao, mostramos que o teorema ainda continua valido para espagos

topologicos de Hausdorff.

Teorema 2.7. Sejam X e Y espagos de Hausdorff. Se f: X — Y € continua, entao a
extensio de Zadeh f : E(X) — E(Y) estd bem definida e vale

[f(w)]* = f([u]®) (2.3)

para todo a € [0,1] e u € £(X).

Prova: Primeiramente ressaltamos que

F([)*) € [f(w))” (2.4)

pois se y € f([u]*) entdo existe x € [u]* tal que y = f(x). Logo, pela Defini¢ao 2.3,
temos y € [f(u)]a, para qualquer u € £(X).

Para a inclusio contraria, tomemos u € £(X). Para mostrar que f(u) esta em E(Y),
basta provar que os « - niveis [u|* sdo compactos e nao vazios para cada « € [0,1].
Mas, para isto ¢ suficiente provar a identidade (2.3), uma vez que fungao continua leva

compacto em compacto.

Para provarmos a identidade (2.3) devemos notar que sendo f continua entao f~*({y})

0

é um conjunto fechado em X para qualquer y € Y. Desde que [u]” é compacto, entao

'{y}) N[u]® € X é um subconjunto fechado de [u]® e portanto compacto.
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Suponha que o > 0. Tomemos entao y € | f (u)]®. Por definigao, temos que

Hiw () = sup  pa(z) > a>0,
zef~1({y})
e portanto, existe x € f~1({y}) tal que u(x) > 0, isto ¢, f~1({y})N[u]® # 0. Isto também
implica que

Hiwy (W) = sup  pu(z) = SUD  fha()
zef~({y}) wef~ ({yhnul?

Desde que () é semicontinua superiormente e f~'({y}) N [u]® ¢ compacto, entdo
existe z € f~'({y}) N [u]® tal que 1Y) = pulz) = a, ou seja, temos y = f(z) com
x € [u]*. Logo, podemos concluir que y € f([u]*) e consequentemente [f(u)]* C f([u]¥)
para todo « € (0, 1].

No entanto, desde que [u]® C [u]’, vale que f([u]*) C f([u]’) para todo a € (0,1] de

modo que entao temos
U V@ = J F(u*) <€ f([u]")
ae(0,1]

e consequentemente

jé que f([u]®) é um conjunto fechado. Logo, [f(u)]* C f([u]®) para todo a € [0,1] o que

juntamente com a inclusao (2.4) prova a afirmagao. n

Em muitos casos nao podemos garantir que a aplicacao f : X — Y seja continua em
todo o dominio X, mas apenas em um subconjunto A C X. Para este caso, temos o

seguinte resultado.

Proposicao 2.8. Suponha que f: X — Y seja continua em A C X. Seu € E(X) € tal
que [u]® C A, entio [f(u)]* = f([u]®) para todo a € [0,1].

Prova: Sejam u € £(X) com [u]® C Ae fy : A — Y a restricao de f ao conjunto
A, isto é, para todo z € A temos fa(z) = f(x). Consideremos também v € £(A) tal
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que p,(x) = p(z) para todo x € A. Desde que p,(z) = 0 para todo x € X — A, entao
[v]* = [u]* para todo a € [0, 1].

A proposicao anterior garante que a aplicacao f4 : E(A) — E(Y) satisfaz
[fa(@)]* = fa([v]*)
para todo « € [0, 1]

Seja agora y € £(Y') com fungao de pertinéncia

L) (y)  sey € f(A),
ty(y) =
0 sey & f(A).

Pela forma como y esta definido, valem as seguintes igualdades:

A

[y]* = [fa(v)]* = fa([v]*) = f([v]*),

para todo « € [0, 1]. Agora, se y € f(A), entao temos:

Hy(Y) = K,y (Y) = sup  po(2).
fa(z)=y

Desde que, para todo z € A temos fa(z) = f(x) e pp(x) = po(x) entao

SUP  fp(7) = SUp () = SUP (@) = i, (Y),
fa(@)=y f(@)=y f(@)=y
€A

uma vez que para x € X — A vale () = 0. De onde podemos concluir que Flw) (y) =
ty(y) para todo y € f(A).

SeyeY — f(A) ent@o p,(y) = 0. Por outro lado, ndo existe = € A tal que f(z) =y
e como consequéncia f ., (y) = 0. Assim, vale a igualdade pj,(y) = py(y) para todo
y € Y de onde concluimos que y = f(u). Logo, temos [f(u)]* = f([u]*) para todo

a € [0,1], o que prova a proposi¢ao. .

Como vemos em Barros et al. (1997), algumas propriedades da aplica¢ao f : R" — R™
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sao preservadas pelo principio da extensao de Zadeh. Uma das principais propriedades é
a continuidade. Isto é, se f é continua entao a aplicagao f também é continua. Como
veremos mais adiante, a extensao de Zadeh f de uma aplicacao continua f : X — Y
também em continua quando X é uma espaco métrico localmente compacto. Os préximos

dois lemas sao para auxiliar na demonstracao desta afirmacao.

Lema 2.9. Sejam f : X — Y wuma aplicagio continua e C € K(X). A aplicagao
[ K(C) — K(Y) definida por f(A) = {f(a) : a € A, A € K(C)} € uniformemente

continua na métrica de Hausdorff.

Prova: Desde que f é uma aplica¢do continua, entdo para todo A € K(C) temos f(A) €
K(Y'). Portanto, a aplicagao f esta bem definida. Sabemos também que f é uniformemente
continua em C', uma vez que C' é compacto.

Dessa forma, sob a hipotese de C' € K(X) , para todo € > 0 existe um () > 0 tal

que para todo z,y € C' com

d(z,y) <6 = d(f(x),f(y) <e

Tomemos entao A, B € K(C) tal que dy(A, B) < 4. Isto implica que

dist(A, B) = sup inf d(z,y) <0 e dist(B,A) =supinf d(z,y) <d

e AYEB yeB €A

e consequentemente temos que para todo x € A ey € B, existem a, € A e b, € B tal
que:
d(z,b;) <d e d(y,ay) <.

Pela continuidade uniforme de f em ' isto implica que:

d(f(2), (b)) <e e d(f(y), flay) <e.

Segue diretamente dessas desigualdades que:

dist(f(A), f(B)) = sup inf d(f(x), f(y)) < &

reAYEB
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dist(f(B), f(A)) = sup inf d(f(z), f(y)) <e.

yeB r€A

Logo, concluimos que
du(A,B) <d = du(f(A),f(B)) <k,

0 que prova a afirmagcao. .

Lema 2.10. Seja X um espago métrico localmente compacto. Se {u,}nen € uma sequén-

cia convergente em E(X) entao existe K € K(X) tal que

U [un]o CK

neN
para algum N € N.

Prova: Seja V([u]’, ¢) a vizinhanga de [u]® definida por
V([u]’,e) = {z € X : dist(x, [u]®) < &}.

Como o conjunto X ¢ localmente compacto, entdo existe 6 > 0 tal que V([u]?0) ¢
compacto (Aliprantis e Border, 2005).
Por hipotese, u,, converge para u na métrica d,.. Assim, para o § > 0 acima, existe

N € N tal que, para todo n > N, temos que

doo(Up, 1) = sup dp([u,]”, [u]*) < 4.
a€(0,1]

Em particular, temos que dg([u,]’, [u]’) < § para todo n > N. Mas isto implica que,

para todo n > N,
[u,] € V([u]°,0) = {z € X : dist(x, [u]*) < §}

Seja entao
K=[w]’ U’ U... [uy_1]" UV ([u]°,0).

O conjunto K definido acima é compacto e portanto pertence a K(X). Além disso, nao
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é dificil ver que

U [un}o C K
para todo n € N. .

Provemos agora que a extensao de Zadeh de uma aplicagao continua em um espaco

métrico localmente compacto também é continua.

Proposicao 2.11. Sejam (X, d) e (Y, d) espagos métricos e X localmente compacto. Se
f: X — Y ¢ uma aplicacio continua, entio a extensio de Zadeh [ : E(X) — E(Y)

também € continua.

Prova: Seja {uy}reny C £(X) uma sequéncia convergente para w. Vamos mostrar que
flu) — f(u) quando k — oco.

Pelo Lema 2.10 podemos escolher um compacto C' C X tal que

U m*cc

a€(0,1]

Agora, o Lema 2.9 garante que para todo £ > 0 existe . > 0 tal que para A, B € K(C)
temos

di(A,B) <6. = du(f(A),f(B)) <e. (2.5)

Desde que u; converge para w na métrica d.,, entao existe Ks € N tal que para todo
k > K; vale

doo(ug, w) = sup dg([ug]®, [u]”) < o..
a€gl0,1]

Portanto, para todo a € [0, 1] e k > K, temos por (2.5) que

dir([ue]”, [u]®) < 6. = du(f([we]®), f([u]*)) <e,

ja que [ug]® e [u]® estdo em K(C) pelo Lema 2.10. Logo, pela Proposi¢ao 2.7

oo (up, u) = sup. drr([f (wi)]®, [f (w))?)
= sup dy(f([ue]), f([u]*)) <e,

a€l0,1]
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de onde podemos concluir que f é continua. u

Vale também a reciproca do proposi¢ao acima.

Proposigao 2.12. Suponha que (X, d) e (Y,d ) sejam espagos métricos e seja f - E(X) —
E(Y) a extensao de Zadeh de uma aplicagao f : X — Y. Se f é continua entao [ €

continua.

Prova: Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que para todo u,v € £(X) temos

doo(u,v) <0 = do(f(u), f(v)) <e.
Tomemos z,y € X tal que d(z,y) < d. Entao x, xgy € £(X) e vale que

Ao (X{a}> X{yy) = d(z,y) < 6.

Portanto

d(f(x), f(y) = doo(f(xa}), F(X1p)) <&,

o que prova a continuidade de f. u

2.4 Projecoes em espacos métricos fuzzy

Consideremos a aplicagdo P, : R"*™ — R"*™ que para cada (z,y) € R associa o
ponto P,(x,y) = (z,0).

Desde que podemos caracterizar R” como um subconjunto de R"™ através da identi-
ficagdo com o subconjunto R™ x {0}, entao a aplicacao P, pode ser vista como a projegao
de R™™™ sobre o conjunto R™. Por esse motivo, dizemos que z é a projecao, em R”, do
ponto (z,y) € R*™™.

Observemos que um ponto (u,v) estd na imagem de P, se, e somente se, v = 0. Além
disso, P,(u,y) = (u,0) para todo y € R™. Desta forma, dado um ponto z € E(R"*™),

com fungao de pertinéncia p, : R™™™ — [0, 1], a imagem ]f’n(z), obtida pela extensao de
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Zadeh da projecao P,, tem como funcao de pertinéncia

sup pz(z,v) sey=0,

veER™

[p, ) (T,y) =

0 se y # 0.

Podemos definir um ponto Z € £(R™) por meio da funcdo de pertinéncia

1z(T) = pip, () (2, 0) = sup piz(,v).
veR™

Neste caso, a fun¢ao de pertinéncia de f’n(z) torna-se:

P (@) = min{pz(2), (03 () }-

Assim, a aplicacdo P, : E(R™™) — &(R™™), obtida pela extensdo de Zadeh de
P,, que para cada z € £(R""™) associa o ponto P,(z) € £(R") x X{o} pode ser vista
como uma proje¢ao de £(R"™) em £(R™), uma vez que este pode ser identificado com o
subconjunto £ (R™) x xyoy. Igualmente a projecao P,, nao é dificil ver que a aplicacao B,
também satisfaz:

P (P,(2)) = P,(2).

Baseado nisso, podemos definir a proje¢ao de z € £(R") em £(R™) como sendo o

ponto & € £(R™) com fungao de pertinéncia

pz(x) = sup pu(z,a). (2.6)

a€R™

De modo anélogo, podemos querer encontrar a projecao de z € £(R™™) sobre £ (R™).
Neste caso, devemos considerar a extensao de Zadeh da projecao B, : R™" — R"t™ que
para cada (z,y) € R"™ associa o ponto P,(x,y) = (0,y). Desde que P,,(z,u) = (0,u)

para todo x € R", a imagem Pm(z) tem fungao de pertinéncia
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sup piz(u,y) se x =0,
ueR”
0 se x # 0.
Assim, definimos a projecao g € E(R™) de z € E(R™™) através da fungao de perti-
néncia

1g(y) = sup fiz(u, y). (2.7)

Nos exemplos a seguir procuramos esclarecer os conceitos aqui apresentados.

Exemplo 2.1. Sejam a € E(R™) e b € £(R™). Podemos definir ¢ = (a,b) € E(R™™)

com funcao de pertinéncia

pe(,y) = min{jia (), s(y)}-

A imagem de ¢ pela aplicacao P,, neste caso, tem como funcao de pertinéncia:

Sup min{jq(z), pp(v)}  sey =0,
vER™
15, (o) (T Y) =

0 se y # 0.

Desde de que min{pq (), up(v)} < pg(x) entao

sup minta(w), po(v)} < palz).

Como b € £(R™), entéo existe v € R™ tal que up(v) = 1. Assim, a projecao & de ¢ sobre

E(R™) tem fungao de pertinéncia:

pz(x) = sup min{ua(z), pu(v)} = pa(z).

Na Figura 2.1 podemos ver as fungdes de pertinéncia de ¢ € £(IR?), definido a partir

de a e b € £(R), e sua projecao sobre £(R), respectivamente.
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Figura 2.1: Fungoes de pertinéncia de ¢ e a respectivamente.

Com argumento semelhante podemos mostrar que b € £(R™) é a projecao de ¢ em
E(R™).

Podemos ainda definir = (a, b) € £(R™™) através da t - norma do produto, isto é,

pe(,y) = palz)po(y)-

A projecao de ¢ em E(R™) tem como fungao de pertinéncia:

sup pg(x,v) = sup pa(z)up(v) = pa(z).
veR™ veR™

Por outro lado, a proje¢ao em £(R™) tem fungao de pertinéncia:

Sup flg(u,y) = sup pa(w)ps(y) = p(y).
u€R™ u€R™

Analogamente, podemos mostrar que as projegoes de ¢ = (a,b) em E(R") e E(R™)
para qualquer ¢ - norma A sao, respectivamente, a e b. Primeiramente, para qualquer

t - norma A, vale

Apa(®), po(y)) < Alpa(z),1) = pal).

Assim,
sup A(a(z), tp(v)) < pa(z).

veER™
Porém, o supremo ¢ atingido se tomarmos v € R" tal que up(v) = 1. Logo, a projecao de
c = (a,b) em £(R™) tem fungdo de pertinéncia

pz(x) = sup Aua(z), pp(v)) = pa(w),

veER™
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para qualquer ¢ - norma A. O]

Exemplo 2.2. Consideremos x € £ (R?) determinado pela fungio de pertinéncia
/‘L:B(x7y) = max{l - IQ - 2y270}

Para este caso, temos as proje¢oes T e g sobre £(R) determinadas respectivamente
por:

a(x) = sup (e, v) = max{l — 27,0},

veER™

pg(y) = sup pg(u, y) = max{1 — 2y 0}.

ueR™

Na Figura 2.2 podemos ver as funcoes de pertinéncia de @ e & respectivamente.

Ha

AT
I

\
7
)

=
Z

I

Figura 2.2: Fungdes de pertinéncia de x e & respectivamente.

A distancia entre as proje¢oes T e g dos pontos x e y € E(R™™) & sempre limitada
pela distancia entre « e y. De fato, para todo a € [0, 1] temos:

dist([]”, [y]*) = sup inf |la — b

ac[x]> bE[Y]®

= sup o inf o Vil = bl — b
(a1,a2)€[x]™ (b1,b2)€[y]*

2 sup inf PP
(a1,a2)€[x]> (b1,b1)€Y]* H 1 1”

= su inf a; — byl|?
ale[‘%able[ﬂ]& H ' 1H

= dist([2]", [g]°)-
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Podemos provar também que dist([y]*, [x]*) > dist([g]*, [£]*). Portanto,

A projecao p € £(R™) de um ponto p € £(R™™) ainda satisfaz uma outra propriedade
métrica importante em se tratando de projegoes. A saber, a projecao p é o ponto que
minimiza a distancia entre o ponto p € E(R™™) e o conjunto £(R™), este ultimo, visto

como um subconjunto de & (R™™™).

Proposigao 2.13. A projecao p em E(R™) de p € E(R™™) € tal que

doo(p,p) = inf dy(p,z).
(p,P) ont (p, 2)
Prova: Primeiramente, observemos o abuso de notacao no enunciado. A expressao
doo(p, 2) 80 faz sentido pois podemos ver € (R™) como um subconjunto de £ (R"*"). Desde

que, [p]* C R*™™ e [p]* C R", para x € R" e y = (y1,y2) € R™™ temos

lz =yl = Vllz =l + [yl

de modo que:

dist([p]*, [p]*) = sup inf \/[lyr — 22 + ||y|]?
yelple T€P*

= sup ||

yE[p]*

Por outro lado, temos que:

dist([p]*, [p]*) = sup inf /llyr — 2>+ [la]*
ze[p|e vElPI*

Agora, desde que = € [p]|®, entdo (z,z) € [p|]* para algum z € R™, de onde temos a

desigualdade:

dist([p]*, [p]*) = sup inf /[lyr — 2| + [lgell* < [|z]| < sup [|ya].
(EE[Z_)}"X ye[p] ye[p}a
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Assim, a distancia de Hausdorff entre [p]* e [p]* neste caso é:
du([p]®, [p]") = max{dist([p]*, [p|*), dist([p]", [p]")} = dist([p]", [P]").

Seja agora g € £(R™) tal que g # p. Isto implica que [g|* # [p]*, para algum « € [0, 1].
Consequentemente, existe y = (y1,¥y2) € [p]® tal que y; ¢ [g|™ ou existe z; € [q]* tal que

z = (z1,29) ¢ [p|*, para todo z5 € R™. Isto é, z; ¢ [p|®. Para o primeiro caso, temos que

Ve =yl + llyall? > Nyl

para todo = € [q]*. Para o segundo, segue diretamente da propriedade de projecao a

desigualdade

lzr =yl = V2 = 3l + llgell® > llgell,

para todo y = (y1,y2) € [p|®. Dessa forma, em ambos os casos vamos ter que

dist([p]*, [q)*) = sup inf /[lyy — z[|> + [|yo]?
yelple o€l

> sup [|ys|
yElp|™

= dist([p]*, [P]").

Logo, temos que dy([p]®, [q]*) > du([p]*, [P]*). Assim, podemos concluir que para
todo g € £(R"), doo(p, q) > doo(p, P), 0 que prova a afirmagao. .

De modo anélogo, podemos definir proje¢oes de @ € E(U x P) em E(U) e £(P), onde
U C R" e P C R™. Neste caso, o supremo nas fungdes de pertinéncia (2.6) e (2.7) é
tomado sobre os conjuntos P e U, respectivamente e as propriedades métricas mostradas

anteriormente continuam validas.

Podemos ainda considerar a proje¢ao m; : R" — R de um ponto z = (1, xs,...,2,) €
R™ no i - ésimo eixo coordenado, isto ¢, m;(x) = z;. Como anteriormente, a extensao de
Zadeh da projegao m; define a aplicagao 7; : E(R™) — £(R) que vamos denominar por
a i - ésima projegao £(R™) sobre £(R). Assim, dado um ponto x € E£(R), a i - ésima

projecao de x sobre £(R) é o ponto @; com funcao de pertinéncia dada por:
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fiz; (@) = SUD pia(T). (2.8)
xGE:

Novamente, se * = (ay,as, - ,a,) é definido através do produto cartesiano fuzzy
entao vale que a i - ésima projecao de & € £(R") em £(R) é o ponto a;. Para simplificar,

consideremos x € R? definido por

(T, Y, 2) = A(A(ftay (7), fay (Y); Has (2))-

Das propriedade de t - norma, vale

A(A(ftay (%), tras (Y))s Has (7)) < A(A(pta, (2), pay (y)), 1)
= A(ftay (), Hay (V)
< Hay (Y),

para todo z,y, 2z € R.

Assim, a segunda projecao de x sobre £(R) é o ponto @, cuja fun¢ao de pertinéncia é:

[z (@) = SUD pa(T).
z€R3
ro=a

Pela desigualdade anterior, temos que

Hay (a) = sup ﬂ’w(x) < Ha, (a)
zER3
To=a
Tomando T e Z tal que pgq,(T) = pas(2) = 1, a igualdade no supremo é atingida e,
consequentemente,

Hzy () = SUD a(T) = fiay(a).
z€R3
ro=a

Por indugao se prova o caso geral, em que € £(R").
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« - niveis das projecgoes

Através da expressao (2.6) podemos determinar os « - niveis da projecao T € £ (R")
de um ponto z, € E(R"). Com efeito, se puz(r) > « entdo existe y € R™ tal que
tz(z,y) > o de modo que (x,y) € [z]*. A reciproca também é verdadeira, pois, se

p=(x,y) > a entao, por (2.6), puz(xr) > «. Assim, concluimos que:

« «

re[Z]* <<= (v,y)€[z]® paraalgumy e R™,

ou ainda
[Z]* ={z e R": (z,y) € [2]"}. (2.9)

Desde que a aplicacao m; é continua, podemos usar o Teorema 2.7 para mostrar que a

i - ésima projecao x; € E(R) de x € £(R™) tem « - niveis:

[z;]*={aeR: x € x]* x;=a}. (2.10)

2.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢oes e os principais resultados sobre
a teoria dos subconjuntos fuzzy, muitos deles nos serao uteis mais adiante. Destacamos
aqui trés importantes generalizagoes que obtivemos de resultados ja conhecidos e que sao
fundamentais em aplicagoes de conjuntos fuzzy.

Em primeiro lugar, mostramos que o teorema da representacao de Negoita - Ralescu
continua valido para subconjuntos fuzzy de um espaco topologico de Hausdorff. Uti-
lizando o teorema da representacao generalizado, mostramos que o conjunto formado
pelos subconjuntos fuzzy de um espago métrico X é completo quando X é um espaco
métrico completo. Finalmente, mostramos que o teorema de Nguyen também é valido
para fungoes continuas definidas sobre espacos métrico localmente compactos.

Além disso, definimos e estudamos algumas propriedades de proje¢oes de subconjuntos

fuzzy sobre subespacos apropriados.
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Capitulo 3

Fluxos fuzzy: pontos de equilibrio e
estabilidade

3.1 Introducao

Nosso objetivo neste capitulo consiste em desenvolver ferramentas de analise qualita-
tiva para o fluxo fuzzy, obtido por meio de extensao de Zadeh aplicada sobre a condig¢ao

inicial do fluxo deterministico, gerado por uma equacao diferencial autonoma.

Mizukoshi (2004) investigou algumas propriedades do fluxo fuzzy gerado por uma
solugao deterministica. Como sabemos, os pontos de equilibrio deterministicos determi-
nam pontos de equilibrio crisp para o fluxo fuzzy. Além disto, a estabilidade de um
ponto de equilibrio deterministico coincide com a estabilidade de um ponto de equilibrio
crisp. Estes resultados desenvolvidos por Mizukoshi (2004), sdo apresentados aqui sem a

demonstracao.

Para tornar a analise qualitativa mais abrangente, buscamos generalizar os resultados
sobre pontos de equilibrio crisp para o fluxo fuzzy. Na Secao 3.3 apresentamos algumas
condicoes sob as quais o fluxo fuzzy pode admitir pontos de equilibrio com funcao de perti-
néncia sobrejetiva sobre |0,1]. Quando os parametros sao fuzzy, mostramos que, sob certas

condigoes, o fluxo fuzzy pode admitir pontos de equilibrio nao crisp (Proposigao 3.8).

Na Subsecao 3.4 apresentamos uma breve discussao que diz respeito ao espago de fase

do fluxo fuzzy.
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3.2 Fluxos sobre o espago £(U)

Como vimos no primeiro capitulo, uma familia de aplicagoes ¢; : X — X, t € R,
definida sobre um espaco métrico X em que g ¢ a identidade e ¢; 0 s = @41, para todo
t,s € Ry, é denominado um sistema dinamico (fluxo ou semifluxo) sobre o espago métrico
X.

No capitulo 2, vimos que o conjunto £(X), formado pelos subconjuntos fuzzy de X
com suporte compacto, define um espago métrico com a métrica d., induzida através da
métrica de Hausdorff sobre os conjuntos compactos de X. Denominaremos por sistema

dindmico fuzzy, ou fluxo fuzzy, os sistema dindmicos definidos sobre o espago &£ (X).
Definicao 3.1. Seja ¢ : £(X) — £(X), t € R, uma familia de aplicagoes continuas. Se
a) ¢o=1;
b) ¢y 0 ps = Prs, para todo t,s € Ry,
entdo dizemos que a familia de aplicagbes ¢; € um sistema dindmico fuzzy (ou fluxo fuzzy).

Neste capitulo, desenvolvemos algumas ferramentas de anélise qualitativa para os
fluxos fuzzy definidos sobre o espago £(U), U C R". Mais precisamente, consideramos
aqui uma classe especial de fluxos fuzzy que sao obtidos pela extensao de Zadeh de solugoes

deterministicas de equagoes diferenciais auténomas.

Definigao 3.2. Seja U C R™ aberto e x, € U. Dizemos que ¢, : E(U) — E(U), t € Ry,
¢ uma solugdo fuzzy para a Equacao (3.1) quando @:(X{z.}) = X{ei(z,)}, Onde @y : U = U

é a solucao da equacgao auténoma

Z—f = f(z), z(0) = x,. (3.1)
Seja entao ¢; : U — U o fluxo gerado pela Equagao (3.1) e consideremos a aplicagao
o E(U) — E(U), obtida pela extensao de Zadeh de ¢;. Estamos interessados em desen-
volver uma anélise assintotica do solugao fuzzy e portanto, consideramos aqui apenas as
equagoes cujas solugoes ¢; : U — U estejam definidas para todo t > 0 (ou t € R).
A continuidade da aplicacao ¢, : E(U) — E(U), com relagao ao estado inicial x,, é

assegurada pela Proposicao 2.12. No entanto, a proposicao que provaremos a seguir revela

64



a dependéncia continua de ¢; com relagao a condigao inicial. Este resultado nos sera ttil

mais adiante.

Proposigao 3.1. Seja ¢, : E(U) — E(U) a solugao fuzzy de (3.1). Para todo x, ey, em
E(U) vale
doo(P1(o), 21(Y,)) < doo(®o,y,) ™, (3.2)

para alguma constante K >0 et € R,.
Prova: Para z,,y, € U, o fluxo deterministico (3.1) satisfaz a desigualdade

lpe(xo) = (o) | < llwo — yoll "

para alguma constante positiva K (Hirsch e Smale, 1974).

Sejam entao x,,y, € £(U). Para todo « € [0, 1] temos que :

dist(@r([o]"), wi([y,]")) = sup inf [l@i(zo) = pi(yo)ll

ToE[wo] YoE[Yo]*

< sup inf ||z, — yol ™
To€lxo]™ YoE€[Y,]™
< dist([wo]", [y,]") "

De maneira anéloga, temos dist(;([y,]?), pi([2.]%)) < dist([y,]?, [x,]*) €&t e, portanto,

drr(([®o]), ee([yo]”)) < du([2o]”, [y,]*) "

Logo, pela definicao da métrica d.,, temos a desigualdade

dm((ﬁt(w()% ¢t<yo)) S dOO (woa yo) eKt

e a proposicao esta provada. =

Algumas propriedades da extensao de Zadeh do fluxo deterministico, gerado por uma
equagao autdonoma, foram inicialmente estabelecidas em Mizukoshi (2004) e Mizukoshi
et al. (2009). Por exemplo, Mizukoshi (2004) demonstra que a familia de aplicagdes
o E(U) — E(U), t € Ry, é um sistema dindmico sobre £(U) :
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Proposicao 3.2. Seja ¢y : U — U o fluro deterministico do problema (3.1). Entdo a
aplicagao ¢y : E(U) — E(U) satisfaz as condigoes:
a) @0(1‘0) = Ty;

b) Pris(xo) = 1o (@),
para todo x, € E(U) et,s € R;.

Por essa propriedade, a extensao de Zadeh ¢, : £(U) — £(U) de um fluxo determinis-
tico o, : U — U & uma solugao fuzzy, de acordo com a Defini¢ao 3.2.

Como a familia de aplicagdes ¢; define um fluxo sobre £(U), U C R", entao podemos
usar as ferramentas apresentadas na Se¢ao 1.4 para compreender o comportamento ¢; ao
longo do tempo. Além do mais, todas as afirmacoes feitas para fluxos em espagos métricos
sao verdadeiras para o fluxo fuzzy. No entanto, neste capitulo buscamos relacionar o
comportamento das solugoes fuzzy e deterministica da Equagao (3.1).

De agora em diante, os termos solu¢ao fuzzy e fluro fuzzy, implicitamente, requerem a

existéncia de uma solugao (ou fluxo) deterministica, gerado por uma equagao diferencial

autonoma deterministica, sobre a qual aplicamos a extensao de Zadeh.

3.3 Pontos de equilibrio fuzzy

Similarmente ao caso classico, podemos definir o conceito de ponto de equilibrio para
¢ como sendo um ponto invariante pelo fluxo fuzzy. Os pontos de equilibrio para o fluxo

fuzzy serao denominados aqui por pontos de equilibrio fuzzy.

Definigao 3.3. Dizemos que x, € £(U) é um ponto de equilibrio fuzzy ¢, quando
Di1(Te) = Te

para todo t > 0.

Podemos caracterizar um ponto de equilibrio fuzzy por meio dos « - niveis. Se x, é

um ponto de equilibrio fuzzy entao vale a igualdade

«

[Pr(e)]” = @i([e]”) = (]
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para todo o € [0,1] e t € R;.
Em uma primeira tentativa de caracterizar pontos de equilibrio fuzzy, Mizukoshi (2004)

encontrou a seguinte equivaléncia cuja demonstragao seré omitida aqui.

Proposicao 3.3. Seja z. € U. Entao x. € um ponto de equilibrio para p; se, e somente

5€, X{z.} € um ponto de equilibrio para ;.

Assim como no caso deterministico, queremos saber qual o comportamento do fluxo
fuzzy quando a condic¢ao inicial esta proxima de um ponto de equilibrio. Para isso, pre-

cisamos definir o conceito de estabilidade para pontos de equilibrio em £(U).

Definicao 3.4. Um ponto de equilibrio &, € £(U) ¢ estdvel se dado € > 0 existe um 6 > 0
tal que para todo @, € E(U) com doo(Xp, Te) < 0 temos doo(P1(x,), Xe) < €, para todo
t > 0. Se além disso existe r > 0 tal que para todo x, € £(U) satisfazendo doo (o, Te) < 7

temos que doo(p4(x,), e) — 0 quando t — oo, entdo x. é assintoticamente estdvel.

O ponto de equilibrio é instdvel quando nao é estavel.
A estabilidade dos pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy cuja funcao de pertinén-
cia sao fungoes caracteristicas dos pontos de equilibrio de (3.1), como caracterizados na

proposigao anterior, também foram estabelecidos por Mizukoshi (2004).

Proposicao 3.4. Sejam x. € U um ponto de equilibrio para (3.1) e ¢ o fluro fuzzy

associado ao fluzo deterministico p,. Entao valem as sequintes afirmagoes:
a) x. € estavel para p; se, e somente se, X(z.} € estdvel para ¢y;

b) x. € assintoticamente estdvel para @, se, e somente, se X{z.} € assintoticamente

estavel para @;.

No Capitulo 1 vimos que um ponto de equilibrio z, é atrator exponencial quando a
parte real dos autovalores da matriz jacobiana D f(z.) é negativa. Neste caso, existe uma

vizinhanga V' de z. tal que
lpe(wo) = @ell < Bllwo — el ™,

com b, B > 0, para todo x, € V e t > 0. De maneira analogo, podemos fazer a seguinte

estimativa de decrescimento para um ponto de equilibrio fuzzy:
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Proposicao 3.5. Seja . € U um ponto de equilibrio atrator exponencial. Entao existem

constantes C' e b positivas e uma vizinhanga V- C E(U) de x(.y tal que

dOO((tbt(mo)v X{re}) < Ceibt
para todot >0 ex, € V.

Prova: Sejam B,b > 0 e V a vizinhanca garantida pela Proposicao 1.2 e definimos
V={xec&U): [z]'C V}. Seja

C = Bsupllz — z.||.
zeV
Uma vez que V é limitado entao, C' < oo.

Por um lado, para todo x, € V', temos que:

dist (py([0]%), ze) = sup |l¢i(zo) — x|

To€|Xo|™

< sup Bllz, —zclle™

IOE[.’BO]O‘

S C e—bt

enquanto que
dist(ze, pi([a0]")) = inf lpi(zo) — |

ZOE[:BO]O‘

< inf Bz, — x| e
IEOG[Q‘:O]O‘

< Ce .

Logo, dg(pi([2,)?), z.) < Ce™ e consequentemente vale

doo (Pt(®0), X . }) = s d(pi([z)"), ) < Ce™,
agcl0,

0 que prova a afirmagcao. .

Como mencionamos na Introducao, a extensao de Zadeh de um fluxo determinis-
tico pode apresentar pontos de equilibrio com fun¢ao de pertinéncia assumindo valores

em todo intervalo [0, 1], ao invés de apenas fungoes caracteristicas como garantidas pela
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Proposicao 4.1.

No exemplo abaixo analisamos um modelo para transmissao de doencas infecciosas

para ilustrar a ocorréncia de tais pontos de equilibrio.

Exemplo 3.1 (Modelo ST). O mais simples modelo que explica o comportamento de
doencas infecciosas causadas por virus ou bactérias ¢ dado pelo seguinte sistema de

equagoes (Bassanezi e Ferreira Jr, 1988):

ds
o 9T —
— = —rSI, S(0)=5,>0,

(3.3)
dI
—=rSI 1(0)=1,>0.

Na equagao acima, r é uma constante positiva, S(t) é a variavel que representa a quanti-
dade de individuos suscetiveis a doenga enquanto que I(t) é a quantidade de individuos

infecciosos. Desde que
ds —dI

S
ata T
entao nao ha variagao da populagao e, deste modo, temos que I(t)+ S(t) = I, + S, = N,.

O fluxo deterministico ¢; = (gpgl), gp,@) gerado por este modelo é dado pelas fungoes:

_ 0 _ _ L .
S(t) = o1 (So, 1) = No (1 I,+ 8, eNort) '

2 No[o
I(t) = 97 (S, 1,) = T 15 oot

O sistema (3.3) estd em equilibrio quando I = 0 ou S = 0. Como estamos supondo
condigbes iniciais nao nulas e S(t) decrescente, entao o fluxo deterministico ;(S,, I,)
gerado pela solugao de (3.3) converge para o ponto de equilibrio z, = (0, I, + S,) quando
t — 00. Vale ressaltar que o ponto de equilibrio depende da escolha das condigcoes iniciais
para infecciosos e suscetiveis. Isto é, o ponto de equilibrio pode ser visto como uma func¢ao

das condigdes iniciais z. : R — R, que para cada (S,, I,) associa o valor
2e(So, I,) = (0,1, + S,).
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Como S(t) e I(t) sao monotonas, a Proposi¢ao 1.19 garante que dado € > 0, existe " > 0
tal que
||90t<507 Io) - .736(50, IO)H <g,

para todo t > T e (S,, I,) em um conjunto compacto K.

Supondo que a condi¢ao inicial (S,, I,) é fuzzy, entao devemos considerar o fluxo fuzzy
¢ 1 E(RY) — E(R?) determinado a partir da solucao deterministica (S, I,). Dada uma

condicdo inicial @, € £(R?), os « - niveis de ¢;(x,) sdo os conjuntos
[Pe(@0)]" = @e([®o]*) = {0e(S0, Lo) (S Lo) € @]}

0

Como [x,]" é um conjunto compacto, dado € > 0 podemos escolher T' > 0 tal que

(S0, o) — e (S0, Lo) || < e,
para todo t > T e (S,, I,) € [x,]°. Desta forma, definindo o conjunto
Ag = {xe(5, Lo) = (S0, 1o) € [2,]"}
e escrevendo y = (5, I), temos que:

diSt(Sbt([wo]a)aAa) = sup inf ||¢t<y1) - IB(yQ)H

y1 €[] Y2€ [xo]e

< sup flpi(y) —ze(p)ll < e
y1€[@o]™
para todo ¢t > T. De modo analogo podemos mostrar que dist(A,, [$:(x,)]*) < & de modo
que dg([¢r(x,)]*, Aa) < € para todo a € [0, 1] e t > T'. Desde que z.(S,, I,) ¢ uma funcao
continua, entao a imagem x. = &.(x,) pela extensdo de Zadeh z, : E(RF) — E(R?) ¢ tal
que
[xe]® = ze([®]") = {xe (S0, L) = (S0, L) € [®]"} = A

de onde podemos concluir entao que

oo (P1(,), ) = sup du ([Pi(0))%, [2]7) <¢,
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para todo ¢ > T. Logo, uma vez que ¢, ¢ um fluxo sobre o espaco métrico (£(R?%), dx),
a Proposigao 1.23 garante que x, ¢ invariante. Portanto, . = Z.(x,) é um ponto de
equilibrio para ¢;.

Para um ponto qualquer z, € £(R?%) o ponto de equilibrio fuzzy x. = #.(x,) tem

funcao de pertinéncia dada por:

SUPfle, (So, I —S,) se S =0,
So

fha, (S, 1) =
0 se S # 0.

Na Figura 3.1 temos a representagao grafica da solugao ¢;(x,) para alguns valores de

t. A condicao inicial para esta figura é dada pela funcao de pertinéncia:
fa, (So, I,) = max{1 — 0.01(S, — 80)? — 0.25(1, — 5)*, 0}.
Para esta condigao inicial, o ponto de equilibrio fuzzy tem funcao de pertinéncia:

He, (S, I) = min{X{O} (S), S}glp N%(Sm I— SO)}

o

= min {x(0}(S), tta, (5.1 — )},
com
I —4.68

5= 700

\ th
I 607t\:8 t\zﬁ \ i

Figura 3.1: ¢(x,) para diferentes valores de tempo.
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Na Figura 3.1, como nas demais que aparecem neste trabalho, usamos o sistema de
cores RGB para representar graficamente a solugao fuzzy de uma equacao diferencial
fuzzy. No sistema de cores RGB, cada cor é expressa por uma combinacao de trés valores,
considerado aqui estarem no intervalo [0,1]. Podemos portanto, considerar cada cor como
uma fungao RGB(z,y, z), com x,y,z € [0,1], onde RGB(0,0,0) representa a cor preta
enquanto que RGB(1, 1, 1) representa a cor branca.

Assim, dada um « € [0, 1] a regiao no plano delimitada pelo « - nivel ¢ ([x,]*) é
preenchida com a cor RGB(1 — a,1 — a,1 — a). Se a = 0 entao a regiao delimitada por
©4([x,]°) & preenchida com a cor branca, ao passo que se @ = 1 entdo a regiao delimitada
por ¢([z,]') ¢ preenchida com a cor preta. Desta forma, quanto maior for o grau de
pertinéncia de um ponto x, mais escura sera a sua cor.

Na prética, fazemos uma particao
O=a, << - <y<--<a,=1

no intervalo [0, 1] e, para cada «;, usamos a igualdade [¢:(x,)]* = ¢i([2,]*) para deter-
minamos o conjunto [@(x,)|*. Quanto maior o valor de «;, mais escura é cor usada para,

preencher a regiao delimitado pelo conjunto [@/A)t(yo)]ai. O

O exemplo anterior nos mostra a convergéncia da solu¢ao para um ponto de equilibrio
fuzzy que nao ¢ funcdo caracteristica de nenhum subconjunto de R?. A questao que
surge entao ¢ como podemos caracterizar tais pontos de equilibrio de modo que a analise
qualitativa se torne mais abrangente, incluindo pontos de equilibrio fuzzy cuja funcao de
pertinéncia nao é a fungao caracteristica de subconjuntos do espaco de fase. A resposta
para essa questao é dada pela proposicao seguinte.

Devemos destacar aqui trés importantes caracteristicas do exemplo anterior. Primeira-
mente, podemos observar que o ponto de equilibrio para o qual a solucao do sistema de
equagoes (3.3) converge, depende da condigao inicial do escolhida. Para enfatizar esta
caracteristica, definimos o ponto de equilibrio como uma funcao cujas entradas sao os
valores de S, e I,. Isto é, z. : RT — R3 ¢ a fungao que para cada (S,, I,) € R? associa
o ponto de equilibrio z.(S,, I,). Em segundo lugar, o fluxo deterministico ¢, : R — R?
converge de maneira uniforme para z. : R — R? em subconjuntos compactos contido

em R,. Finalmente, pelo fato de z.(S,, I,) ser uma funcao continua, o ponto de equi-
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librio fuzzy para o qual o fluxo fuzzy ¢, : E(R%) — E(R2) converge, ¢ determinado pela
extensdo de Zadeh z. : £(RY) — £(R%) da aplicacdo z.(S,, I,).

De maneira geral, se o fluxo deterministico apresentar as trés caracteristicas acima
descritas entao podemos mostrar a existéncia de pontos de equilibrio fuzzy nao crisp. No
teorema seguinte, por convergéncia uniforme queremos dizer que: o fluxo deterministico
oy U — U converge uniformemente, em K C A, para x. : A — U quando, para todo

e > 0, existe T > 0 tal que
[t (o) — we(o) || <,

paratodot >T e x, € K.

Teorema 3.6. Sejam x. : A — U continua, A C U , x, € E(U) com [z,]° C A e

T = T(x,). Sob essas condigoes temos:
a) Se pi(x.(x)) = x.(x) para todo v € A entio ¢i(x.) = x. para todo t > 0;

b) Se oy : U — U converge uniformemente, em [x,]° C A, para z. : A — U quando

t — o0, entao ¢i(x,) converge para x. e ¢(x.) = x. para todo t € R,.

Prova: a) Desde que z. : A — U, a extensao de Zadeh &, tem como dominio o conjunto
E(A). Portanto, estamos cometendo um abuso de notagao ao definirmos x, = z.(x,). Na
verdade, &, = Z.(y,) onde y, € E(A) com [y,]* = [x,]*, para todo «a € [0, 1].

Desde que z. ¢ continua em A e temos [z,]° C A entdo vale que:

[Te]® = [Ze(Yo)]" = we([y,]") = ze([2o]").
O primeiro item é imediato, uma vez que
[Pe(xe)]” = @el[me]”) = {pr(ze(2)) = @ €[]}
Por hipotese, temos ¢(x.(z)) = z.(x) para todo x € A. Assim,
[Be(xe)]” = {ze(2) : € @]} = we([2]") = []",
o que prova a afirmagao.
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b) Para provar o segundo item, precisamos mostrar que do(P(x,), .) — 0 quando

t — o0.

Seja « € [0, 1]. Sob a hipotese da convergéncia uniforme, dado £ > 0 existe 7' > 0 tal

que ||pi(z) — z.(x)|| < e para todo t > T e x € A. Desta forma temos,
dist([@e(x,)], [xe]*) = sup inf  |la— b
a€@i(xo)] DE[Ee (T0)]™

- Sup lnf a — b
acpi([xo]®) bEme([mo]a)H ||

= sup inf}aHgOt(ZE) - $e(y)”

z€ [z, YETo

< sup |le(x) — ze ()|

TE[@0]™
<e
Por outro lado, vale também que:
dist([@.]?, [p1(x0)]Y) = sup inf |la—0|
a€lde (mo)]> VE[PL(To)]™

= sup inf}aH@t(y> - xe(x)H

z€(zo)™ YE®o

< Sup&||90t($) =z ()|

CCE[ZI!O]

IN

3

Assim, dg([Qi(x,)]%, [xe]¥) < e, de onde concluimos que do(Pi(x,), €.) < € para todo
t>1T.

Logo, du(pi(x,),x.) — 0 quando ¢t — oo e, como ¢; é um fluxo definido sobre o

espago métrico £(U), a Proposi¢ao 1.23 entao garante que . ¢ um ponto de equilibrio. m

Em outra palavras, o teorema que acabamos de demonstrar afirma que se a solucao
deterministica ¢;(x,) converge uniformemente para a fungao z.(z,), entdo a extensao de

Zadeh ¢(x,) converge para a extensao de Zadeh z.(x,). Isto é,

oi(x,) N Te(To), o €A = @i(x,) — Te(x,), [:130]0 C A, (3.4)
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~ u . . N . .
onde a notagao — indica a convergéncia uniforme em A de ¢, : U — U para z. : A — U.

Exemplo 3.2. Consideramos novamente o modelo ST apresentado no Exemplo 3.1. Pode-
mos supor que a quantidade total de individuos seja conhecida. Seja N esta quantidade
de individuos. Neste caso, a condicao inicial fuzzy nao pode ser tomada arbitraria pois
existe no restricao nimero de individuos. Assim, devemos tomar apenas condi¢oes iniciais
fuzzy cuja soma de suscetiveis e infectados seja N. Equivalentemente, as condi¢oes fuzzy
devem estar sobre o segmento de reta que liga os pontos (0, N) e (IV,0).

Uma vez que a solugao deterministica ¢;(S,, ,) converge uniformemente para o ponto
de equilibrio z.(S,, I,) = (0, S,+1,), entdo, de acordo com o item (b) do teorema anterior,
a solugao fuzzy converge para a extensao de Zadeh de z.(S,,I,). Se a condi¢ao inicial
fuzzy x, € £(R,) é correlacionada, entdao S, + I, = N para todo (S,, I,) € [x,]* de modo
que

Le = ‘%e (130) = X{(0,N)}

¢ o ponto de equilibrio fuzzy para o qual a solugao fuzzy ¢;(x,) converge quanto t — oo.

A Figura 5.3, na péagina 143, sdo as projec¢oes da solugao fuzzy ¢y(x,), sobre E(R),
para o caso em que a condigao inicial tem « - niveis contidos sobre o segmento de reta
que liga os pontos (0, N) e (N,0). O

Em algumas aplicagoes, a fun¢ao z. : A — U pode nao ser continua em todos os
pontos de A. Neste caso, de acordo com a Proposicao 2.8, a afirmacao acima continua
valida quando [x,]* esta contido em algum subconjunto em que x. seja continua. No caso
de x, nao ser continua em algum ponto de [z,)°, entao a convergéncia uniforme exigida no
item (b) nao ocorre, e portanto a convergéncia do fluxo fuzzy ¢, para o ponto de equilibrio

pode nao acontecer.

Exemplo 3.3. A equagao de crescimento logistico

d
d—f =rz(k —x)
determina o fluxo unidimensional ¢, : R, — R, dado por

kx,
T+ (k—x,) et

‘Pt(xO) =
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cujos pontos de equilibrio sao xr, =k >0 e y. = 0.

Consideremos a fungao z. : Ry — Ry, onde z.(2) = kse z > 0 e z.(0) = 0.
Claramente z, nao é continua em z = 0 e temos ¢;(x.(2)) = z.(2) para todo z € R,.
O item (a) do Teorema 3.6 garante que se @, € E(Ry) ¢ tal que [z,]° C R*, entao
X{k} = Te(x,) € um ponto de equilibrio para ¢; e além disso ¢;(x,) converge para x (i}
quando t — oc.

Seja x, € £(R;) com funcdo de pertinéncia

U, (2) = max{l — (3/k)z,0}.

Neste caso, ¢, = 7.(x,) tem fungao de pertinéncia

i, (2) = max{x{o}(2), Xy (2) }-

Como [x.]* = {0, k} entao,

[@e(xe)]* = pe([xe]™) = {0e(T0) : 7o € [Te]} = [Te]”

para todo « € [0, 1] e portanto, x, é¢ um ponto de equilibrio para ¢;. Agora, [z.]! = {0, k}
enquanto que [x,]! = 0, de onde temos que [@;(x,)]' = 0 para todo ¢ > 0. Logo, @¢(x,)

nao converge para .. ]

As Proposicoes 3.3 e 3.4, que estabelecem as relagoes entre os pontos de equilibrio do
fluxo deterministico e os pontos de equilibrio crisp para o fluxo fuzzy, podem ser vistas
como casos particulares do Teorema 3.6.

Ressaltamos aqui que se um ponto de equilibrio z, € U é assintoticamente estavel para
o fluxo deterministico, entao x, atrai conjuntos compactos contidos na regiao de atragao

A(z,) segundo o Corolario 1.16.
Corolario 3.7. Sejam z. € U um ponto de equilibrio para ¢, e x, € E(U). Entao,

a) Xz} € um ponto de equilibrio para (y;

b) Se x. € assintoticamente estdvel e [x,|° estd contido na regiao de atragdao de x.

entao Pi(T,) = X{z.} quando t — oo.
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Prova: Para o primeiro item, basta tomar A = U e definir z, : U — U por z.(x) = x,
para todo x € U.

Para o segundo, sejam A = A(z.) e x. : A — U definida por z.(z) = x.. Temos assim
que py(z.(x)) = zc(2) € Ze(xy) = X{2} Para qualquer x, € £(U) com [z,]° C A. Além

do mais, de acordo com o Corolario 1.16, dado £ > 0, existe T" > 0 tal que

lpi() = wel <&

para todo t > T e z, € [x,)°. Portanto, basta aplicarmos o Teorema 3.6 com A = A(z.)

e r.(r) = x. para todo = € A(x,). n

3.3.1 Parametros Fuzzy

Consideremos agora o caso em que a equagao autonoma é da forma
dx
T f(x7p0)7 :C(O) = To, (35)
dt
onde, novamente, x, € U ¢é a condicao inicial, f : U x P C R" x R™ — R" é uma funcao
continuamente diferenciavel e p, € P é o vetor de parametros da equacao.

Da Equacao (3.5) podemos definir a equagao autonoma em R™ ™

dx
E:f('%ap)a l’(O):iL'o,
(3.6)
d
=0, p(0) = po.

de modo que os parametros da Equagao (3.5) formam, juntamente com z,, a condigao
inicial da Equagao (3.6). Assim, se ¢, : U x P — U é o fluxo gerado pela Equagao (3.5),

entao

Y UX P — UxP
(xmpo) - (§0t<x07p0)7po)
é o fluxo deterministico da Equagao (3.6). Isto é, a proje¢ao da solugao da Equagao (3.6)

sobre U C R™ é a solugao da Equagao (3.5).
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Desta forma, quando consideramos parametros de uma equagao auténoma como a
Equagao (3.5) sao parametros fuzzy, aplicamos a extensao de Zadeh sobre o fluxo ger-
ado pela Equacao (3.6). Esta estratégia de considerar os parametros como condigao
inicial de um sistema com dimensao superior pode ser encontrada em Oberguggenberger
e Pittschmann (1999) e Mizukoshi (2004).

Quando estamos tratando com incertezas nos parametros, a extensao zﬂt esta definida
sobre o espago £(U x P). Em se tratando de aplicagoes, as vezes podemos considerar
as subjetividades separadamente em z, e p,. Ou seja, consideramos a priori x, € £(U)
e p € £(P). Portanto, podemos definir y, € £(U x P) a partir de alguma ¢ - norma
estabelecida na Secao 2.3. Mas ressaltamos que os resultados obtidos neste capitulo sao
para pontos definidos em £(U x P) de uma forma geral. Na Se¢ao 3.4 apresentamos um

discussao mais detalhada sobre o espago de fase do fluxo fuzzy.

No exemplo a seguir consideramos que a condic¢ao inicial e a capacidade suporte do
modelo exponencial assintotico sao incertas. Desta forma, devemos seguir o procedimento
indicado acima para incorporar a capacidade suporte na condicao inicial e entao aplicar a
extensao de Zadeh sobre o fluxo ;. Neste exemplo, mostramos também que o fluxo fuzzy

1, admite um ponto de equilibrio cuja funcao de pertinéncia é sobrejetiva em [0, 1].

Exemplo 3.4. Consideremos a solugao deterministica ¢;(x,, k,) da equagao

d

=Bk, — ), 2(0) =, (3.7)
dt

Se considerarmos que o parametro k, da Equagao (3.7) é parcialmente conhecido, entao

a extensao de Zadeh, neste caso, é aplicada sobre a solucao da equacao associada

d
= =Bk —2), 2(0) =,
(3.8)
dk
— =0 k(0) = k,,
", (0
gerando o fluxo bidimensional
V(o ko) = (ko + (2 — ko) e k) (3.9)
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para algum 3 > 0 fixo. Vale observar que a solugao acima converge para o ponto (k,, k,) €
R?, quando t — oo, qualquer que seja a condigao inicial (z,, k,) em R? e, portanto, o ponto
de equilibrio do sistema (3.8) depende da condigao inicial. O ponto de equilibrio é dado
pela funcao y. : R?* — R? que para cada (x,,k,) associa o ponto y.(z,,k,) = (ko, ko)
Assim, desde que y. = (k,, k,) ¢ um ponto de equilibrio estéavel para a Equacao (3.8), as
Proposigoes 3.3 e 3.4 garantem que Xy} ¢ um ponto de equilibrio estavel para o fluxo

fuzzy zﬂt.

Observamos que se X C R? é um conjunto compacto entao, dado € > 0, existe T" > 0
tal que [|¢y (o, ko) — (Ko, ko)|| < € para todo t > T e (z,,k,) € K. Isto &, ¢, : R* — R?

converge uniformemente para 7, : R> — R? em subconjuntos compactos de R?.

O Teorema 3.6 garante entao que, para qualquer condigao inicial fuzzy y, € £(R?), a
solugao fuzzy ﬁt(yo) converge para o ponto de equilibrio fuzzy y,.. Mais do que isso, pelo
Teorema 3.6 o ponto de equilibrio para o qual a solugao fuzzy z/?t(yo) converge ¢ a imagem

de y, pela extensao de Zadeh da aplicacao y. : R* — R? isto ¢, y, = 7.(y,)-

Consideremos a condicao inicial fuzzy y, € £(R?) com funcao de pertinéncia dada por

iy, (,y) = max{1 — 2(z — 3)* — 2(y — 1)%,0}.

Os « - niveis neste caso, sao os circulos de raio /(1 — «)/2. Isto ¢é,

[yo]* ={(z,y): (=3 +(y—1)*<(1-a)/2}

A Figura 3.2 - (a) é uma representagao grafica da evoluc¢ao dos « - niveis de y, através
do fluxo fuzzy. Fixado um instante ¢, a imagem de y, é o ponto @Et(yo), cujos « - niveis

satisfazem a igualdade

~

[We(yo)]" = i((y,]*) (3.10)

para todo « € [0, 1].
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Figura 3.2: (a) - Evolucio de v;(y,). (b) - Evolucio da projecio de vy (y,,).

A interpretacao da Figura 3.2 é analoga a apresentada no modelo SI. Isto é, fazemos
uma particao

O=a, << - <qg<---<a,=1

no intervalo [0, 1] e, para cada «;, usamo igualdade (3.10) para determinar o conjunto
[&t(yo)]ai. Quanto maior o valor de «;, mais escura ¢é cor usada para preencher o conjunto
[@/;t(yo)]ai. Podemos também interpretar o grafico na Figura 3.2 como sendo as curvas de
niveis da funcéo de pertinéncia sz, 1(x,y) no plano cartesiano (z, k).

Um ponto (a,b) € R? estd na imagem de y, se, e somente se, a = b. Além do mais,
Ye(a,b) = (b,b) para todo a € R. Assim, o ponto de equilibrio y, = 9.(y,) da solugao

fuzzy 1y (y,), ¢ determinado pela funcéo de pertinéncia

SUD fly, (a,y) = 1y, (3,y) sex =y,
ac

Hy, (‘T’ y) =

0 se xr # .

Embora a hipdtese de convergéncia uniforme necessaria no Teorema 3.6 possa parecer
muito restritiva e de dificil verificacao, uma vez que em geral nao é possivel determinar a

solucao de uma equacao diferencial nao linear, em alguns casos no entanto, esta hipdtese é

80



sempre verificada. Por exemplo, a convergéncia uniforme pode ocorrer quando a equacao

dx

— = f(z, 3.11
o = f@.po) (3.11)
possui pontos de equilibrio assintoticamente estaveis para p, assumindo valores em um

determinado conjunto P C R™.

A existéncia dos pontos de equilibrio da Equagao 3.11, em geral, depende apenas do
parametro p, € P. No entanto, a convergéncia da solugao deterministica ;(x,, p,) para o
ponto de equilibrio pode depender da escolha da condicao inicial x,. Sendo assim, vamos
considerar aqui a func¢do z. : U x P — U que para cada (z,,p,) associa o ponto de
equilibrio z.(x,, po). Isto &, z.(x,,po) € tal que @i(xe(x0,p), Do) = Te(To,po) para todo
te Ry

Desta forma, se x.(x,,p,) ¢ um ponto de equilibrio para o fluxo ¢; : U x P — U,

gerado pela Equacgao 3.11, entao a equacao

d
== f(a.p). 2(0) =,
(3.12)
dp
% - 07 p(O) = Do

tem como ponto de equilibrio

Ye(Tor Po) = (Te(To, Po), Po) € U X P.

O fluxo deterministico ¢, gerado pela Equacao (3.12), em termos do fluxo ¢; da equagao (3.11),

é dado por
P UXP — UxP

(moapo) - (‘Pt(xmpo)apo)‘

A Proposicao 1.22 assegura que se ¢;(x,,p,) converge para o ponto de equilibrio ass-
intoticamente estavel x.(x,, p,), para todo (z,,p,) em um aberto A C U x P, entao, dado

e > 0, existe T" > 0 tal que

"th(xo:po) - ye(xmpO)H <ée
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para todo (z,, p,) em um compacto K C Aet > T. Isto é, ¢y : U x P — U x P converge
uniformemente, em K, para y, : U x P — U x P quando t — oc.

Para este caso entao podemos usar o Teorema 3.6 para provar a seguinte afirmagao.

Proposicao 3.8. Sejam A C U x P um conjunto aberto, y. : A — U x P continua,
y, € E(U x P) com [y,)° C A ey, =9.(y,). Suponha que oi(x,,po) — Te(To, Do) para
todo (x4,p,) € A quando t — oo. Se x.(x,,p,) € assintoticamente estdvel entao Q/A)t(yo)

converge para o ponto de equilibrio y.,.

Prova: Sob estas hipoteses, o Coroléario 1.22 garante que o fluxo associado v : [y,]° —
U x P converge uniformemente para vy, : [y,]° — U x P. Logo, pelo segundo item (b) do

Teorema 3.6, temos que &t(yo) converge para Yy, = ¥.(y,) quando t — oo. .

No exemplo a seguir, aplicamos a proposi¢ao acima para mostrar a existéncia de um

ponto de equilibrio fuzzy para o modelo de Von Bertalanfty generalizado.

Exemplo 3.5. Consideremos a solugao deterministica ¢;(x,, a,, b, c) determinada pela

equagao
dx

dt

O ponto de equilibrio para este fluxo, é dado por

1
a 1—c
_° 0>0’
(b) se X

0 se z, = 0.

= a,x° — bx.

Le (Im G, b; C) =

¢é assintoticamente estavel para todo a,, b e ¢ positivos, ¢ < 1.

Mantendo b e ¢ contantes, consideremos que a incerteza esteja tanto na condicao inicial
T, quanto no parametro a,. Desta forma, obtemos o fluxo associado ¢, : R — Ri,
definido por ¥ (z,,a,) = (¢i(x,,a),a,) cujo ponto de equilibrio é dado por y.(z,,a,) =
(e(To, Go), o).

O fluxo deterministico ¢;(x,, a,) converge para o ponto de equilibrio assintoticamente
estavel z.(x,,a,) para todo (z,,a,) € A, onde A = {(z,y) € R} : z, y > 0}. Além
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disso, a aplicacdo y. : A — Ry que associa para cada (z,,a) € A o ponto de equilibrio
Ye (To, a0) = (xe(x0, ay), a,) é continua em A.

A Proposigao 3.8 garante entao que a solucao fuzzy qﬁt(yo) converge, na métrica d,
para Y, = J.(y,), para todo y, € E(R%) com [y,]" C A.

A imagem de y. : A — R% ¢ o conjunto Im(y.) = {(z,a) € R : a = bz'“} e

portanto, a funcao de pertinéncia do ponto de equilibrio y, é dada por

sup iy (u,a)  se a = bx'~c,
ueR

I’Lme (x7 a) -
0 se a # bxt=c.

Figura 3.3 - (a) é a representagao grafica da evolugao dos « - niveis pelo fluxo 1, para
y, € £(R%) definido por

[y, (7, a) = max{1 — 2(x — 2)* — 50(a — 1)*,0}.
Para este exemplo, o ponto de equilibrio y, € £ (R%r) é dado pela funcao de pertinéncia

[y, (2,a)  sea=bx'"c

Hy, (xa a) =
0 se a # bxr'~C.

33 : . : 35

!

Wi/

27
0

t=0  t=05 t=12 t=2 t=5
| | l !

Gt

=2
w

(a) (b)

Figura 3.3: (a) - Evolucio de (y,). (b) - Evolugdo da projecio de vy (y,) sobre &£(R).

83



A aplicacao da Proposicao 3.8 para o caso em que os demais parametros do modelo de
von Bertalanffy sao incertos é feita de maneira analoga. Neste caso, devemos acrescentar
tais parametros como condicao inicial de um sistema de equagoes aumentado. No Capitulo
5, fazemos a analise para o caso geral e apresentamos a representacao grafica da solugao

fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado. O

Mais do que fornecerem condi¢oes para a existéncia de pontos de equilibrio para o
fluxo fuzzy, o Teorema 3.6 e a Proposiao 3.8 também fornecem uma maneira simples de
determinar tais pontos de equilibrio. Como vimos, os pontos de equilibrio para o fluxo
fuzzy podem ser obtidos por meio da extensao de Zadeh da fungao que para cada condi¢ao
inicial associa o ponto de equilibrio para o qual a solucao deterministica converge. No tl-
timo capitulo, consideramos os resultados desta se¢ao para obter pontos de equilibrio para
o fluxo fuzzy aplicados em algumas importantes equagoes diferenciais da Biomatematica.

Antes de prosseguirmos em busca de mais resultados, consideramos algumas impor-

tantes informacoes referentes ao espaco de fases do fluxo fuzzy.

3.4 Sobre o espaco de fase do fluxo fuzzy

Suponha que o espago de fase U C R", do fluxo deterministico gerado pela Equagao (3.1),
seja o produto cartesiano de subconjuntos U; C R, ¢ = 1,2,--- ,n. Para simplificar a

analise, consideremos o caso particular em que n = 2. Isto é,
U=U; xU,.
Poderia surgir a duvida de que o espaco de fase do fluxo fuzzy é o conjunto
E(Uy) x E(Uy),

para alguma ¢ - norma. Ou ainda, poderia surgir o questionamento de qual a razao de
nao consideramos tal espago neste trabalho. A razao é simples! Para que a aplicacao ¢,
satisfaca as propriedades de fluxo, que sao importantes aqui, conforme Proposigao 3.2, é
necesséario considerarmos como dominio o conjunto € (U). Isto acontece pois, dada uma

condigao inicial x, € £(U;) x £(Uy), em geral, nao temos ¢y(x,) € E(Up) x E(Us) para
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todo t € R,. Desta forma, a composigao necessaria no item (b) da Proposi¢do 3.2 nao

estd bem definida. Para mais esclarecimento, consideramos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.6. Seja ¢, = (gpﬁ”, gpf)) o fluxo deterministico gerado pelo modelo ST, apre-

sentado no Exemplo 3.1. Fixamos T" > 0. Como as componentes gogl) e g0§2) sao continuas,
entao para qualquer conjunto da forma K = [a,b] x {[,}, a < b, temos que go(Tl)(K) e

gog )(K ) s@o intervalos contidos em R . Sejam A; e Aj estes intervalos. Uma andlise sobre

as expressoes das componentes

I,
I, + S, eNort

Nol,

(1) IV=N. (1 S
Spt (SO7 0) o ( IO + SO eN()Tt’

) o @)
N, = S, + 1I,, nos permite concluir que estes intervalos sao nao degenerados, isto é,
os intervalos A; e A; nao sao conjuntos unitarios, para 7" > 0. Nao é dificil ver que
or(K) € Ay x As. Vamos mostrar que existe (z,y) € A; x Ay porém (x,y) ¢ or(K)
de modo que ¢r(K) esta estritamente contido em A; x Ay. Desde que go(Tl)(a,Io) € A
e gpé?)(b, I,) € A,, entdo o ponto (cpg})(a,lo),gogg)(b, 1,)) € Ay x Ay. Porém, nao existe

S, € la,b] que satisfaga simultaneamente

O(So, 1) = o (a, 1) e P (S, 1) = o2 (b, L),

Com isso, concluimos que nao podemos ter o7 (K) = Ay x As.
A Figura 3.4 mostra geometricamente a discussao apresentada neste exemplo.
Sejam agora x,,y, € E(R,) e definimos z, = (x,,y,) € E(R;) xE(Ry) pela t - norma

do minimo. Podemos escolher x, e y, de tal forma que, para algum « € [0, 1], temos:
[20]" = [2o]" X [y,]" = [a, 0] x {Lo}.
Pelo que acabamos de apresentar, temos que:

[@T(Zoﬂa = @quo}a) 7é Al X A2-

Assim, podemos concluir que ¢7(2z,) ndo é um produto cartesiano fuzzy, pela t - norma
do minimo. Consequentemente, temos que ¢r(z,) ¢ E(R,) x E(R,). Isto é, mesmo

para t - norma do minimo, a aplicagao ¢;, gerada pelo modelo SI, nao é um fluxo sobre
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E(R.) x E(R,).

40 :A1: S‘U B‘D 100 0 2‘0: Al 4‘0 - S‘D 80 100
(a) (b)

Figura 3.4: (a) - ¢7r(K) com K = [a,b] x {I,}; (b) - or(K) com K = [a,b] X [c,d].

Situacao analoga ocorre quando estamos considerando incertezas nos parametros de
uma equacao. Como apresentamos anteriormente, a extensao de Zadeh é aplicada sobre
o fluxo deterministico ¢, gerado pela Equagao (3.12). Novamente, para que a aplicagdo
1@ satisfaca as propriedades de um fluxo, é necessario considerarmos o espacgo de fase
E(U x P) ao invés de £(U) x £(P). Para mostrar que ¢y, = 1 0 ¥, basta mostrar que,
para todo y, € £(U x P), temos:

~

[Des(Y0)]* = (a4 (y,))]°, (3.13)

para todo « € [0, 1]. Pelo teorema de Nguyen, vale a seguinte igualdade:

[Wirs (Yo)]® = Prrs([Wo]) = {$ers(20,20) © (0, 00) € [yo]"}-

Seja z = 1h,(y,) € E(U x P) e, pelo teorema de Nguyen, vale [2]* = ¢,([y,]*). Logo,

temos que:

~ ~ ~

[ (s (yo )" = [We(2)]" = ¥u([2]") = Yel(es([y,]"))-
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Agora, usando a propriedade de fluxo valida para zﬂt, temos entao:

Ue(s([yo] ")) = {1 (s (20, 10))) = (w0s o) € [1,]"}
= {thrs(xo;po) : (fl:oapo) € [yo}a}'

Com isso, provamos a igualdade (3.13), o que mostra que ¥, ¢ um fluxo sobre & (U x P).
Obviamente se y, ¢ dado por alguma ¢ - norma, isto ¢, y, = (x,, p,), entdo vale também

0 que acabamos de mostrar, pois y, = (x,,p,) € E(U x P).

Funcgao de pertinéncia do ponto de equilibrio fuzzy

Algumas consideragoes sobre a fungao de pertinéncia do ponto de equilibrio fuzzy sao
necessérias. Seja y. : A — U x P, com A C U x P, a aplica¢ao que para cada (z,,p,) € A

associa o ponto de equilibrio do fluxo deterministico ¢; : U x P — U x P gerado pela

equacao
d
— = f(a.p). 2(0) =,
(3.14)
dp
— =0 0) = po-
7 =0 p(0) =p

Com vimos anteriormente, para cada (z,,p,) € A o ponto de equilibrio é da forma

ye(mmpo> - (xe(‘r07p0>7p0) (315)

onde z., : A — U para cada (z,,p,) € A associa o ponto de equilibrio z.(z,, p,), para o

qual converge a solucao o, : U x P — U da equacao

= I, w(0) =1, (3.16)

Observamos que hé uma diferenga sutil entre o dominio de y. : A — U x P e do fluxo
deterministico ¢;. Em geral, a funcao y, nao esta definida ou nao é continua em todo o
dominio U x P. Neste caso, a extensao de Zadeh da aplicacao y. : A - Ux P, A C UX P,
¢ a aplicaco g, com dominio &(A) enquanto que o dominio da fluxo fuzzy ¥, ¢ o conjunto

E(U x P). No entanto, dado um ponto y, € £(U x P) com « - niveis contidos em A,
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podemos definir z, € £(A) tal que [y,]* = [z,]* para todo a € [0, 1]. Logo, temos que

[ye]" = [9e(20)]" = ye([20]®) = e ([y,]"),

para todo « € [0, 1], quando y. : A — U x P é continua em A. Com isto, cometemos um
abuso de notagdo e dizemos que y, = U.(y,), ao invés de y, = y.(2,), para enfatizar a

dependéncia do ponto de equilibrio pela condigao inicial.

Suponha aqui que as hipoteses da Proposicao 3.8 sdo satisfeitas. Seja I'm(z.) e Im(y.)
o conjunto imagem de z, : A — U e y. : A — U x P, respectivamente. Por (3.15), um

ponto z € Im(x.) se, e somente se, (z,p) € Im(y.) para algum p € P.

Consideramos entao a condigao inicial y, € £(U x P). Para todo (x,p) € Im(y.), a
funcao de pertinéncia p,,, : U x P — [0, 1] do ponto de equilibrio y, = 7.(y,) ¢ dada por:

Iu’ye (':E?p) = Sup H’yo (xoapo)
Ye (%J’o):(m,l’)

= Sup iy, (%o, Do)
Ze (xmpo):m
Po=P
= sup [y, (2o, p).
zoeU
Ze (To,p)=x
Por outro lado, se (z,p) ¢ Im(y.) entao jiy (x,p) = 0. Assim, se p,, : U x P —[0,1] é a
fungao de pertinéncia da condigao inicial y,, entao a funcao de pertinéncia do ponto de

equilibrio é dada por:

SUD fiy, (T0,p)  se = (7, p),
zoeU

fhy, (T,p) = (3.17)

0 se T # Te(o,p)-

Em alguns casos, é possivel determinar um conjunto A C U no qual a convergéncia
para o ponto de equilibrio nao depende da condicao inicial x,, mas apenas do parametro
Po- Ou seja, ¢y(x,, p,) converge para s(p,) = Z.(x,, p,) para qualquer (x,,p,) € A. Neste

caso, se r estd na imagem de x, entao . (z,, p,) = « para todo z,. Assim, sey, € E(UxP)

88



tem funcgao de pertinéncia

ty, (7, P) = Alpta, (), pip, (D)),

onde x, € E(U), p, € £(P) e A ¢ uma t - norma, entao

SUP  fly, (%o, p) = sup  A(pa, (2), pip, () = pip, (D),
&) &)
TelZo,p)=T Tel(ToyP)=T

pois existe x, € U tal que jig,(z,) > pip, (p). Portanto, a funcao de pertinéncia do ponto

de equilibrio y,, neste caso, é:

Hp, (po) 5€ Te (xmp) =,
Hy, (z,p) =
0 se Te(To,p) # .

Do ponto de vista de aplicagoes em modelagem de fenémenos, a discussao acima
garante que a subjetividade na condigao inicial nao influencia no ponto de equilibrio do
sistema. O ponto de equilibrio neste caso, é unicamente determinado pela subjetividade

envolvida nos parametros da Equacéo (3.16).

3.5 Conclusao

Neste capitulo mostramos alguns resultados que garantem a existéncia de pontos de
equilibrio para o fluxo fuzzy.

No Teorema 3.6 mostramos que, sob certas hipdtese, o fluxo fuzzy pode convergir para
um ponto de equilibrio fuzzy nao crisp. O mesmo teorema também fornece uma maneira
relativamente simples de determinar o ponto de equilibrio para o qual a solugao fuzzy
converge quando t — oo. Em outras palavras, o Teorema 3.6 afirma que se a solugao
deterministica converge para uma func¢ao, que para cada condic¢ao inicial associa o ponto
de equilibrio, ent@o a solugao fuzzy converge para a extensao de Zadeh desta funcao (veja
a relagao em (3.4)). Mostramos também que alguns resultados sobre pontos de equilibrio

j& conhecidos sao casos particulares deste teorema.
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Através do Teorema 3.6, mostramos que quando a solucao deterministica depende
de parametros, entao a solucao fuzzy pode admitir pontos de equilibrio nao crisp. Este

resultado é apresentado na Proposicao 3.8.
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Capitulo 4

Orbitas periédicas fuzzy e conjuntos

invariantes

4.1 Introducao

No capitulo anterior, mostramos as hipoteses que garantem a convergéncia da solucao
fuzzy para um ponto de equilibrio nao crisp. Mostramos também que estes resultados
generalizam alguns resultados ja conhecidos sobre a existéncia de pontos de equilibrio
fuzzy.

Em modelos que descrevem a interacao entre presa e predador frequentemente apare-
cem solugoes deterministicas periddicas. Tais solugoes sao importantes para compreensao
da dinamica populacional das espécies envolvidas na interacao.

Por esta razao, neste capitulo buscamos determinar condi¢oes para a existéncia de
pontos periodicos para o fluxo fuzzy. Na Segao 4.2 caracterizamos os pontos periodicos
fuzzy e orbitas periddicas fuzzy. Ainda na mesma se¢ao, definimos o conceito de estabili-
dade para orbitas periddicas fuzzy e investigamos a relacao existente entre a estabilidade
de orbitas periddicas deterministicas e 6rbitas periddicas fuzzy.

Na Secao 4.3 buscamos alguns resultados para conjuntos invariantes e atratores de
uma maneira geral. Assim como no caso de pontos de equilibrio e 6rbitas periodicas,
apresentamos condigoes necessarias e suficientes para existéncia de conjuntos atratores e
invariantes para o fluxo fuzzy.

Para finalizar este Capitulo, na Secao 4.4 consideramos os fluxos fuzzy gerados por
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equacoes diferenciais auténomas bidimensionais. Baseados nos resultados desenvolvidos
nas secoes anteriores, apresentamos uma versao do teorema de Poincaré - Bendixson para

os fluxos fuzzy provenientes de solugoes deterministicas bidimensionais.

4.2 Orbitas periédicas fuzzy

Embora os resultados apresentados no capitulo anterior sejam capazes de incorporar
pontos de equilibrio fuzzy nao crisp, e portanto mais gerais do que os apresentados em
Mizukoshi (2004) e Mizukoshi et al. (2009), eles ainda nao sao suficientes para um anéalise
qualitativa completa do fluxo fuzzy ¢.

Por exemplo, vimos no Capitulo 1 que as solucoes das equagoes autéonomas podem
apresentar periodicidade e essas solugoes periddicas sao também importantes para com-
preendermos o comportamento da solu¢ao deterministica ¢;(x,) com a evolugao no tempo.
Alguns estudos de pontos periddicos e conjuntos atratores para sistemas dinamicos fuzzy
discretos podem ser encontrados em Bassanezi et al. (2000), Barros (1997) e Souza (2001).

Com o objetivo de tornar a analise qualitativa do fluxo fuzzy gerado por equagoes
diferenciais mais completa, demonstramos, no que segue desta secao alguns, resultados
relacionados aos pontos e érbitas periddicas para o fluxo fuzzy.

Relembremos aqui que um ponto p € U é 7 - periddico para o fluxo deterministico
quando ¢, (p) = p e vi(p) # p para todo t € (0, 7). Ou, equivalentemente, p € U possui

periodo 7 > 0 se

T=inf{s € Ry : vs(po) = po), s > 0}.

Baseado nesta ideia podemos definir periodicidade para pontos em &£ (U).

Definigao 4.1. Dizemos que um ponto p € £(U) é um ponto 7 - periddico para o fluxo

fuzzy quando

~

o-(p)=p e ¢p)#p, te€(0,7).

Podemos ainda caracterizar os pontos periddicos do fluxo fuzzy ¢, por meio de seus

a - niveis, isto é, p € £(U) é um ponto 7 - periddico para ¢; quando

e-([p]") =[pI* e @([p]”) # [p]*, t€(0,7)
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para todo « € [0, 1].

Exemplo 4.1 (Existéncia de pontos periddicos). O sistema de equagoes

dx
d_tl:$2’ 21(0) = o1,
dx
d_t2 = —x1, 2(0) =z,

determina o fluxo ¢; : R? — R? dado por

T T
@t(%hxoz) = ( Ol) cost + ( 02 ) sent.
Lo2 —Zo1

A solugao acima ¢ 27 - periédica uma vez que para todo p = (o1, z2) € R? temos

war(p) = p e oi(p) # p para todo t € (0,27). Vale notar que, para todo ¢ € R, ,

loe(zor, zo2) |3 = a8y + x5y

e portanto, a o6rbita periddica v determinada por ¢;(p) é a circunferéncia centrada na
origem, de raio [|p||s.

Consideremos agora um ponto p € £(R?) tal que [p|' = {p}, isto ¢, [p]' ¢ unitario.
Entao o fluxo fuzzy ¢, : £(R?) — £(R?) obtido pela extensao de ¢, satisfaz ¢, (p) = p e

&(p) # p para todo t € (0,27). De fato, usando a caracteriza¢ao por « - niveis temos:

«

[P2r(P)]* = wax([P]") = {2:(po) : p € [P]"} = [P]
e também, para t € (0,27),
[2e(p)]' = u([p]") = {ee(po) 1 p € [P]'} # [P)',

e portanto ¢;(p) # p. Logo, o fluxo fuzzy ¢; possui pontos periddicos. O

Os conceitos de orbita e conjunto limite para fluxo fuzzy ¢;, sao analogos aos definidos

para fluxos em espagos métricos. A orbita fuzzy y(x,) C £(U) de um estado inicial
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x, € E(U), é definida como sendo o subconjunto no espago de fase £(U) definido por

V(o) = U Gi(x,) = {pi(x,) € E(U) : t € Ry Y.

teR,

Se B C £(U) entao o w - limite fuzzy ¢ definido por

w(B) = (N Jau(B).

s>0t>s

Em particular, quando o conjunto B é unitario, o w - limite fuzzy de x, € E(U) é o

w(x,) = ﬂ U Pi(T0).

s>0t>s

conjunto

O adjetivo fuzzy estd usado aqui simplesmente pelo fato dos conjuntos v(x,) e w(B)

estarem contidos em E(U).

Como no caso deterministico, vale também que se ¢ € £(U) esta na orbita v(p)
determinada por um ponto periddico p, isto é, ¢ = ¢4(p) para algum s > 0, entao q é um
ponto periddico com o mesmo periodo de p. De fato, pois supondo que p seja 7 - periddico
e g = ps(p) para algum s € (0, 7), temos entao as igualdades a seguir que sao validas em

decorréncia das propriedades de fluxo:

Por outro lado, se t > 7 entdo podemos escrever t = n7 + s, n € Ne s € [0,7) de modo

que valem as seguintes igualdades

A ~ ~

90t<p) = @n’r—i—s(p) = SDS(SOnT(P)) = 905(]9)-

Com isso, concluimos que se p € £(U) é um ponto de periodo 7 > 0 entao, para todo

t € Ry, vale que ¢(p) = ¢s(p) para algum s € [0,7). Além disso, podemos concluir
também que G- (p) = ¢1(p).

Assim, a orbita y(p) da solugao fuzzy ¢;(p) obtida por um ponto periddico é uma
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orbita periddica no conjunto £(U) e temos

v(p) = {¢u(p)  t >0} = | J &i(p).

s€[0,7)

Segue diretamente das consideragoes feitas acima que as orbitas periodicas vy(p) e v(q)
sao as mesmas, isto é, y(p) = v(q), se ¢ = ¢s(p) para algum s € R,.

Para nao haver confusao, denominaremos uma orbita periodica y(p) C E(U) por drbita
periodica fuzzy e a representaremos por (.

Assim como uma o6rbita periddica deterministica v é um conjunto invariante para o
fluxo deterministico ¢y, a drbita periddica fuzzy ¢ C £(U) definida acima, também possui
a propriedade de ser invariante pelo fluxo fuzzy ¢, ou seja, ¢;(¢) = ¢ para qualquer
t > 0. Além do mais, a érbita ¢ é um subconjunto (sequencialmente) compacto em & (U)
uma vez que a sequéncia {y, tnen C ¢ determina uma sequéncia {s, }nen C [0, 7] de modo
que {s, neny admite uma subsequéncia convergente em [0, 7]. Logo, {y,, }nen possui uma
subsequéncia que converge em (.

Através da caracterizacao de pontos periédicos por meio de « - niveis é possivel provar
que a extensao de Zadeh do fluxo deterministico preserva a periodicidade de um ponto.
Resultado semelhante vale para pontos periédicos de sistemas dinamicos fuzzy discretos
(Bassanezi et al., 2000).

Teorema 4.1. Um ponto p € U € periodico de periodo T para ¢, se, e somente se, X{p}

€ um ponto periodico de periodo T para ¢;.

Prova: Notemos que [¢;(xp3)]* = {@:(p)} para todo a € [0,1]. Portanto, temos que

(G (X )] = {p} € [be(xipy)]* # {p} para todo t € (0,7) de modo que a afirmacao esta
provada. .

Assim, podemos entao concluir que o fluxo fuzzy admite pontos peridédicos, conse-
quentemente, 6rbitas periddicas fuzzy y(x(p}), sempre que o fluxo deterministico possuir
solucao periodica. Desde que @¢(X(p}) = X{wi(po)} €nta0 a orbita periodica fuzzy v(xqp})
de um ponto periodico xy,1, € o conjunto crisp x,, onde v ¢ a 6rbita deterministica do
ponto periodico p € U.

Embora a proposicao anterior garanta a existéncia de pontos perioédicos para o fluxo

fuzzy, no Exemplo 4.1 mostramos que todo p € £(R?) ¢ um ponto 27 - periédico. Bus-
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camos entao um resultado que nos forneca um critério para obtermos pontos perioédicos

que nao sejam apenas crisp e portanto, de uma forma mais geral do que o Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Suponha que v C R™ seja uma orbita T - periodica para o fluxo deter-
ministico p; e seja p € E(R™). Se [p]* € conexo para algum o € [0,1] e [p]° C v, entdo p

€ um ponto T - periodico para o fluxo fuzzy p;.

Prova: Para provar esse resultado usamos a caracterizacao de pontos periddicos por
« - niveis. Desde que [p]* C v, entdao todo ponto p € [p|® é T - periddico para o fluxo

deterministico e portanto,

e-([p]") = {o-(v) : p € [P|*}
={p:pelp”}
= [p*.
Antes de provar que p.([p]*) # [p]* para todo t € [0,7), mostraremos que ¢; ¢ injetiva
para t € [0, 7). Com efeito, suponha que existam 0 < s; < s3 < 7 tal que ¢, (p) = s, (p).
Pelas propriedades de fluxo, temos que ¢, (p) = @s,—s, (¥s, (P)) 0 que implica que @, (p)
possui periodo ss — s1 < 7. Mas isso é um absurdo pois @, (p) € v é 7 - periodico.

Desde que [p]® C 7 é conexo, entao

p*= | @

te[shsz}
para algum p € v e [s1,82] C [0,7). Suponha entao que ¢i([p]®) = [p|* para algum

t € [0, 7). Isto implica que existe s € sy, s9| tal que

@t (051 (Do) = #s, (91(Po)) = ¢s(Po)

e pela injetividade que provamos acima, s = s;. Novamente usando as propriedades de
sistema dindmico podemos concluir que (s, (po)) = @5, (Do) € portanto g, (p,) € 7
possui periodo t < 7, 0 que é um absurdo.

Logo, ¢+([p]*) # [p]* para todo t € [0,7) e a afirmacao esta provada. n

Como consequéncia imediata do Teorema 4.2, vale a seguinte afirmagao para os pontos
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p € E(U) com [p]° C v que possuem 1 - nivel unitério, uma vez que todo conjunto unitario

é conexo.

Corolério 4.3. Seja p com [p|® C v. Se [p|' = {p} entio p é um ponto periédico para o
fluxo fuzzy @y.

A hipotese de p possuir alguma « - nivel conexo, embora nao seja necessaria para

provar que @, (p) = p, é necessaria para mostrar que ¢;(p) # p para t € [0,7).

Exemplo 4.2. Tomemos p € 7 e seja ¢ = ¢./2(po) € 7. Consideremos entao p € £(U)

definido pela fungao de pertinéncia

pp(x) = max{x (), x{q () }-

Os « - niveis para o ponto p definido acima sao iguais ao conjunto {p, ¢} C v para todo

a € [0,1]. Através da caracteriza¢do por « - niveis temos que

e-([p]*) = e-({p, q}) = {p. ¢} = [P]*.

Por outro lado, temos também que

©-2([p]Y) = vr2({p, 4}) = {p, a} = [P]°,

uma vez que ©r/2(q) = Qirja1-2)(P) = P € ¢r/2(q) = p. Como isso, temos entdo que

$7/2(p) = p e isso implica que p possui periodo 7/2. O

Na realidade, qualquer p € £(U) cujos « - niveis sao subconjuntos de uma orbita 7 -
periodica satisfaz ¢.(p) = p e, portanto, é um ponto peridédico. No entanto, como vimos

no Exemplo 4.2, um ponto p € £(U) com [p]® C 7, em geral, possui periodo 7, < 7.

Proposigao 4.4. Sejam v € U uma orbita deterministica T - periddica e p € E(U). Se
[p]* C 7 entao p é um ponto T, - periddico para o fluro fuzzy e vale T = nTp para algum

n € N.

Prova: Como [p]* C v, entdo temos que ¢, ([p]*) = [p]* para todo o € [0, 1] de modo
que ¢,(p) = p. Logo, p é um ponto periddico.
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Seja 7, > 0 o periodo de p. Entdo, temos que ¢ (p) = p e consequentemente
Grir,(P) = p. Logo, 7 + 7, = k7p para algum k € N e, portanto, 7 = (k — 1)7, 0

que prova a afirmacao. .

Embora o Teorema 4.2 caracterize pontos periddicos nao crisp em £(U), ainda nao
foi possivel caracterizar pontos cujos « - niveis nao estao contidos em orbitas periodicas
deterministicas, como os apresentados pelo Exemplo 4.1. A proposicao a seguir fornece

condicoes para existéncia de pontos periddicos para o fluxo fuzzy.

Teorema 4.5. Sejam A C U tal que todo x € A é T - periddico e p € E(U). Se [p|* é

CONVETO € [p]o C A, entao p € T - periddico.

Prova: Novamente podemos usar a caracterizacao de pontos periddicos por « - niveis.

Desde que [p]® C A, entao

e-([p]*) = {¢-(p) 1 p € [P]"}
={p:p€lpl"}
= [p".
O teorema do ponto fixo de Brouwer assegura que se a funcao f : C — C, C C R"
compacto e convexo, é continua entao f possui um ponto fixo. Isto é, existe ¢ € C tal que
f(c) = ¢ (Rudin, 1964).

Portanto, se [p|* é convexo para algum « € [0, 1], entao a igualdade ¢;([p]*) = [p]*

para t € (0,7) implicaria na existéncia de um ponto p € [p]® tal que ¢;(p) = p. Mas isso

contraria a hipotese de p € [p]* C A ser T - periddico. .

Aqui também podemos considerar os pontos em & (U) cujo 1 - nivel é unitério.

Corolario 4.6. Sejam A C U tal que todo x € A é T - periddico e p € E(U). Se [p]’ C A

e [p|* = p entao p é T - periddico.

Uma vez que o fluxo fuzzy ¢; pode apresentar periodicidade, seguimos entao para
a analise de estabilidade das solugoes periddicas fuzzy. Analogamente ao caso deter-
ministico, queremos compreender o que acontece com as solugoes fuzzy determinadas por

condicoes iniciais proximas a uma orbita periodica fuzzy ¢. Como uma 6rbita periddica
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fuzzy é um subconjunto de £(U), essa proximidade ¢ determinada pela distancia entre
ponto e conjunto, como na Secao 1.2.

Com abuso de notagao, a distancia entre ponto e conjunto sera sempre denotada por
dist(x, A), com z e A em R” ou £(R™). Mais precisamente, sendo A C £(R"), a distancia

entre um ponto € £(R") e o conjunto A é dado por
dist(x, A) = inf d(x,y),
ist(x, A) = inf deo(2, y)
enquanto que para A C R", a distancia entre x € R" e A é
dist(x, A) = inf ||z — y||.
ist(2, A) = Inf|lz —y]

Com o objetivo de estudar o comportamento da extensdo ¢:(x,), vamos definir o

conceito de estabilidade e estabilidade assintotica para uma orbita periddica fuzzy (.

Definigao 4.2. Seja ¢ C £(U) uma orbita periodica fuzzy para ¢;. Dizemos que ¢ é
estdvel quando dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se dist(x, ) < 0 entao dist(@(x),() < €
para todo t > 0. A oOrbita é assintoticamente estdvel quando é estavel e existe r > 0 tal

que dist(x, ) < r implica que dist(¢:(x), ) — 0 quando t — oo.

O exemplo a seguir mostra que o fluxo fuzzy ¢, pode admitir érbitas periddicas fuzzy

que sao estaveis.

Exemplo 4.3. Como vimos no Exemplo 4.1, todo ponto p € £(R?) determina uma 6rbita

27 - periddica para o fluxo fuzzy ¢; obtido pelo fluxo deterministico
xO o
1(Tor o) = ( )cost+ ( / )sent,
Yo —To

Seja ¢, a orbita periodica fuzzy determinada por p € £(R?) e consideremos ¢ > 0

no qual (z,,7,) € R?.

dado. Seja agora q € £(R?) tal que dist(q, {p) < €. Isso implica que existe p, € ¢, tal

que dlSt<q7 CP) = dOO(qapo) <E&.
Desde que, para todo p, ¢ € R? temos ¢;(p) — ¢:(q) = v:(p — q) e também ||¢:(p)|| =

|Ip|l, entao vale:
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dist(:([q]"), er([pP.]")) = Sup, b lle(a) = @)l

= sup inf |loi(q—p)ll
q€lq]™ pe[p]a

= sup inf |lg — p||
el PElpl”

= dist([q]", [p,])-
De modo anélogo podemos concluir que dist(p:([p,]*), ¢:([q]*)) = dist([p,]*, [q]¥), de

modo que temos

doo (P1(P,), P1([@])) = doo(Pos @) < €.

Agora, como p, € ¢, entdo ¢:(p,) € ¢p para todo t € R, e portanto temos que
dist(¢:(q), Cp) < &

Dessa forma, para qualquer ponto p € £(R?) a 6rbita periodica fuzzy ¢, C &(R?)
¢ uma orbita estavel para o fluxo fuzzy ¢;. A orbita ¢, porém nao ¢ assintoticamente
estével pois, para qualquer g € £ (R?) temos que dist(4:(q),¢p) = dist(g,p) > 0, para
todo t € R,. O]

Mais adiante veremos que, sob certas condi¢oes, o fluxo fuzzy pode também admitir
orbitas periddicas que sao assintoticamente estaveis.
A proxima afirmagao é essencial para estudo de estabilidade de orbitas periddicas

fuzzy.

Lema 4.7. Seja A = {x € E(U) : [z]° € A C U}. Sey € &E(U) entio vale a
desiqualdade
dist(y, A) < dist(y, A)

para todo y € [y]°.

Prova: Pela defini¢ao da métrica de Hausdorft, temos que dy ([y|®, [x]*) > dist([y]*, [x]*)
para todo « € [0, 1], de modo que temos do.(y, ) > dist([y]%, [x]*). Consequentemente,
vale entao que:
. _ > . 0 0 ‘
dist(y, A) = inf do(y,2) > inf dist([y]", [z]")
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Agora, dist([y]%, [x]°) > dist(y, []°) para qualquer que seja y € [y]°, e assim temos

dist(y, A) > ingdist(y, [x]°).
xE

Desde que [z]° C A, entao dist(y, [x]°) > dist(y, A). Portanto, vale a desigualdade
dist(y, A) > dist(y, A)
para todo y € [y]° e a afirmagdo esté provada. .

O Teorema 4.2 garante que, sendo v C U uma 6rbita periddica para ¢;, entao qualquer
ponto p € £(U) com « - niveis contidos em « é um ponto periddico para o fluxo fuzzy ¢;.
Consideramos entao o conjunto v C £(U) formado pelos pontos & € £(U) cujos « - niveis

estao contidos em 7 , isto é,
y={ze&U): [z]"C}.

De maneira geral, nao podemos garantir que cada ponto em = seja 7 - periddico, se

a Orbita deterministica v possui periodo 7 > 0. O Exemplo 4.2 nos mostra que
inf{s e Ry : ¢s(p)=p, s >0} <7

Por outro lado, para todo ponto p € 4 vale a igualdade ¢.(p) = p. Assim, se 7 é uma

orbita deterministica 7 - periddica, entao

supinf{s € Ry : @s(p) =p, s >0} =1.
PEY

A reciproca também é verdadeira. Isto é, se a igualdade acima é verdadeira para o
conjunto -y, definido a partir de uma o6rbita peridédica deterministica v, entao ~ possui

periodo 7. De fato, se v possui periodo 7, < T teriamos que

supinf{s e Ry : ¢s(p)=p, s >0, pe~vy} =1, <T,
PEY

o que é um absurdo. Com argumento analogo se mostra que nao podemos ter 7, > 7.
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Pelas relacoes entre o periodo da 6rbita deterministica v e o conjunto < acima apresen-
tadas, vamos dizer que v é um conjunto periodico fuzzy gerado pela érbita deterministica
~v. Devemos ressaltar que, embora qualquer ponto em = seja periddico, v nao é neces-
sariamente uma orbita periédica. De fato, pois para nenhum x, com [z,]° C v temos
v(x,) = 7. Isto é, 4 nao é a orbita de nenhum ponto periddico fuzzy.

E importante notar também que, para qualquer que seja p € £(U) com [p]® contido
em uma Orbita periodica deterministica «y, a orbita periodica fuzzy v(p) C £(U) definida
por p é tal que:

U el = | esllpl”) =1

s€[0,7) s€[0,7)

para todo « € [0, 1].

Proposicao 4.8. Se v € uma orbita periddica deterministica entao o conjunto
vy={zec&): [z]"C}
¢ um conjunto fechado, limitado e invariante pelo fluxo fuzzy.

Prova: Desde que v é um subconjunto compacto em R", que é completo, entao v ¢é
um subespago completo em R™. Assim, a Proposi¢ao 2.6 garante que £(7) é um espago
métrico completo.

A Proposigao 2.5 garante que v e £(7y) s@o isométricos e portanto toda sequéncia de
Cauchy em = possui limite em «. Logo, v é completo em E(R") e consequentemente
fechado (Kreyszig, 1978).

Como + ¢ limitado entao, existe > 0 tal que ||z — y|| < r para todo z,y € ~. Segue
diretamente da definigdo de d, que do(x,y) < r para todo x,y € =~ e portanto, v ¢é
limitado.

O fato de ~ ser invariante pelo fluxo deterministico ¢, garante que ¢;([x,]*) C v para
todo x, € v et € R,. Portanto, ¢; € «v para todo t € R, o que prova que -y é invariante

pelo fluxo fuzzy. .

Como todo ponto x, em ~ é um ponto periddico, entao, de acordo com o que foi
discutido anteriormente, a 6rbita periodica fuzzy v(x,), gerada por ¢;(x,), € um conjunto

compacto. Como o conjunto periédico fuzzy - é invariante, entao y(x,) C =.
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Uma vez que o conjunto periodico fuzzy v C £(U) definido por
y={zc&U): [z]"Cn}

é invariante, entao é importante compreendermos o comportamento do fluxo fuzzy ¢, :
EWU) — E(U) quando as condigoes iniciais estdo proximas de . O proximo teorema
mostra a relacao existente entre a estabilidade da o6rbita deterministica v e do conjunto

periddico .

Teorema 4.9. Sejam v uma orbita periddica para @p; com periodo T > 0 e
vy={zcU): [z’ C}

o conjunto periddico fuzzy determinado por ~y. Entdo:

a) vy € estdvel para p; se, e somente se, v estdvel para Py;

b) v € assintoticamente estdavel para @, se, e somente se, v assintoticamente estdvel

para Q.

Prova: a) (=) Suponha que ~ seja uma orbita estavel para ;. Pela definigdo, dado & > 0
existe 6 > 0 tal que se dist(x,v) < § entao dist(p;(x), ) < € para todo ¢t > 0.

Seja agora x, € £(U) satisfazendo dist(x,,y) < 0 e vamos mostrar que, para todo
t > 0, dist(¢i(x,),y) < . Pelo Lema 4.7 temos entao que dist(z,7) < 0 para todo
x € [x,)* com « € [0, 1], e consequentemente dist(y:(x),y) < e. Isto porém implica, para
um ¢ > 0 fixo, existe y, € v tal que ||¢(x) — ¥.|| < € para todo x € [x,]* e a € [0, 1].

Definimos entao para todo « € (0, 1] o conjunto

e para a = 0 definimos



Desde que inf (g o ||0:(2) — y|| < € para todo y € A,, com a € (0, 1], vale entao que

dist(Aa @) = sup_inf [lou(e) =yl <

YyEA, TEITo

Por outro lado, vale também que

dist (s ([0]"), Aa) = sup inf [l¢i(z) — yl|
TE[X0]* YyEA

< sup fpi(2) — gl <e,
TE|Lo|Y
e portanto dg(¢:([,]*), Aa) < € para todo a € (0, 1].

Desde que x, € £(U), o Teorema 2.1 garante que [x,]° = Uac(o.1) [To]*. Dessa forma,
se z € [x,]° entdo existe {z, }nen C supp(zx,) tal que z,, — = quando n — oo. Agora, para
cara x, existe y,, € Ay tal que ||pi(x,) — U, || < € e isto implica que dist(p¢(x,), Ag) < €
para todo n € N. Pela continuidade da fun¢ao f(z) = dist(z, A) e de ¢; com relagao a
condigao inicial, temos que dist(p;(x), Ag) < € para todo = € [z,]°, de onde temos que
dist (o ([2,]°), Ag) < e. Com argumento semelhante podemos mostrar que também temos

dist(Ayg, ¢1([2,)?)) < & de modo que vale

d(pi([mo]®), Aa) < € (4.1)

para qualquer que seja o € [0,1].
Mostramos agora que a familia {A, : « € [0, 1]} construida acima satisfaz as hipoteses
do Teorema 2.2.

De fato, os itens (a) e (d) seguem diretamente da defini¢ao de A, e Ay respectivamente.
Uma vez que [z,)* C [,]? para todo 0 < 3 < a < 1, entdo vale também que A, C As e
portanto o item (b) também é satisfeito.

Pelo o que acabamos de provar, se a € A, entao a € Ag para qualquer que seja

B €10, ), de onde concluimos que

Por outro lado, se a € ﬂﬁe[o o) Ap entao a € Ag para todo 3 € [0, ). Mas entdo existe
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uma sequéncia {y, }neny C Ag tal que y, — a, para todo 3 € [0, a). Assim, existe uma
sequéncia {x, tpen C mﬁe[o,a) = [x,]* tal que ., = y, — a. Desde que ,, = y, € A,
para todo n € N, entdao a € A, e o item (c) esta provado.

Com isso, o Teorema 2.2 garante que existe y € = tal que [y]* = A, para todo

a € [0, 1] de onde temos que

oo (Pe(0), y) = Sup. du(pi([20]"), [y]*) <€

por (4.1). Consequentemente, temos que

dist(Pu(w,), ) = int dist(@u(a,). y) <=

A forma como y € ~ foi construido depende de ¢ > 0 fixado arbitrariamente no inicio,
isto é, para cada t > 0 existe y, € v tal que dist(¢(x,),y,) < . Consequentemente
dist(@y(x,),v) < € para todo t > 0 o que prova que « é estavel para o fluxo fuzzy ¢;.

a)(<=) Desde que =y ¢ estéavel, entao dado € > 0 existe 6 > 0 tal que dist(x,,y) < ¢ implica
em dist(¢¢(x,),y) < € para todo ¢t > 0. Agora, se dist(z,,y) < d entao dist(x(z,},7) <9
de modo que dist(¢¢(X{z,}),7Y) < €. Pelo Lema 4.7 temos entao que dist(p:(2,),7) < €0
que prova a reciproca do primeiro item.

Provemos agora o segundo item da afirmacao.

b)(=)Seja ¢ > 0. Como, por hipotese, v é assintoticamente estavel entao v é estavel e
existe r > 0 tal que dist(¢(x,),y) — 0 quando t — oo, se x, € R" satisfaz dist(z,,7) < r.
Desde que v € estavel, o item anterior entao garante que  ¢é estavel e precisamos mostrar
que dist(@¢(x,),y) — 0 quando t — oo, para x, € £(U) proximo de ~.

0

Suponha que dist(x,,v) < r. Como [x,]” é um conjunto compacto, entao, pelo

Corolario 1.16, existe T' > 0 tal que

dist(ge([zo]"),7) < e

para todo ¢t > T. Ou seja, para todo z € [x,]° temos que dist(p;(x),v) < € para todo

t > T. Em particular temos dist(¢;(z),7) < € para z € [x,]* C [xz,]°.
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Assim, como no item (a), podemos construir y, € ~ satisfazendo do.(Pi(,),y,) < €

de modo que a desigualdade

dist(p¢(x,), ) = 3615 dist(p(z,),y) < e

vale para todo t > T e dist(x,,7y) < r. Isto prova que para dist(¢:(x,),7y) — 0 quando
t — oo para todo x, € £(U) satisfazendo dist(x,,7y) < r. Portanto, «y é assintoticamente

estavel para o fluxo fuzzy ¢;.

b)(<=) Por hipotese, v ¢ estavel e existe r > 0 tal que dist(x,, v) < r entao dist(Pe(x,),y) —
0 quando t — oo.

O item (a) garante que vy é estéavel para o fluxo ;. Se para x, € R" temos dist(z,,7y) <
r, entao

dist(xyz.1,v) < inf dy s X{zoy) = inflly — x| <7
(X{zo}, ) < ot (Xt Xaop) = Inf[ly — 2]

e portanto vale que dist(P¢(x{z.}3),¥) — 0 quando ¢ — oo de modo que pelo Lema 4.7
temos entao que dist(¢¢(z,),7) — 0. Logo, v é assintoticamente estavel para o fluxo

deterministico ¢; e a reciproca esta provada. u

O teorema que acabamos de provar fornece uma importante relagao entre a estabilidade
de uma orbita peridédica deterministica e do conjunto periddico fuzzy determinado a partir
destas orbitas. Para o caso bidimensional por exemplo, o teorema de Poincaré - Bendixson
pode ser usado para determinar a existéncia de 6rbitas assintoticamente estaveis para o
fluxo deterministico e, como consequéncia, podemos mostrar também que o fluxo fuzzy
¢y apresenta periodicidade.

A extensao de Zadeh ¢; também preserva algumas outras propriedades dos fluxos
deterministicos, como por exemplo, a propriedade de um ponto possuir periodicidade
assintotica.

Usando a ideia de fluxos deterministicos, um ponto p € £(U) possui periodo assintotico

7 quando temos

lim doo(@ri-(p). ¢:(p)) = 0.

Como veremos, se uma Orbita periddica fuzzy é assintoticamente estavel no sentido da

Definigao 4.2, entao existe uma vizinhanca da 6rbita cujos pontos possuem periodicidade
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assintotica.

Proposigao 4.10. Suponha que o conjunto periodico fuzzy v seja assintoticamente estdvel
para @, com periodo T. Entao existe uma vizinhanga V- C E(U) contendo ~ tal que cada

ponto de V' possui periodo assintotico T.

Prova: Como por hipotese v ¢é assintoticamente estével, entao existe r > 0 tal que se
dist(x,,y) < r entao dist(¢y(x,),y) — 0 quando t — oo. Seja entao V' C E(U) formado
pelos pontos x, € £(U) tal que dist(x,,v) < r. Suponha que p € V e seja z € E(U).
Dado € > 0, a continuidade do fluxo fuzzy ¢; com relagao a condigao inicial assegura que
existe d € (0,¢) tal que se dw(y, 2) < § entdo, doo (V- (Yy), P-(2)) < €.

Seja entao p € V. Desde que dist(@;(p),y) — 0, entdo existem 7' > 0 e z; € ~y tal
que, para todo t > T, vale do.($:(p), 2¢) < 9 e portanto temos

oo (Pri+(P), 2t) = doo(P-(24(P)), $-(21)) < ¢,

pois z € v e entao ¢.(z) = z. Pela desigualdade triangular, temos entao que:

doo(Pr47(P), t(P)) < doo(Prar(P), r(21)) + doo(D-(24), P1(P))
= doo(P14+(P), 2t) + dos (2, £1(p))
<e+06<2e.

Portanto, p € V' possui periodo assintotico 7 e a afirmagao esta provada. u

O significado da afirmagao acima é que a solugao fuzzy ¢;(x,), determinado por @, €
E(U) proximo de uma trajetoria periddica assintoticamente estavel, se comporta como
orbita periodica com a evolucao no tempo. Isto é intuitivo, uma vez que as oOrbitas
periddicas assintoticamente estaveis sao conjuntos atratores para o fluxo ¢.

Conforme o Teorema 1.8 na Secao 1.2, quando a orbita periédica deterministica v é um
atrator periodico as solugoes deterministicas ¢;(z,) tais que dist(y:(z,),7) — 0 quando
t — oo apresentam a propriedade de estar em fase com a solucao periddica . Isto é,
existe um tnico z(x) € 7 tal que [|¢:(z) — vi(z(x))]| — 0 quando t — oo.

A aplicagao z : V. — ~, V C U, que associa para cada x € V o unico ponto z(x) € ~

garantido pelo Teorema 1.8, é uma aplicagao continua. De fato, pois pela desigualdade
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triangular temos

lee(2(y)) — (@) < llee(z(y)) — el + llee(y) — pe()]|+
+ () = u(2(2))]]

Tomemos agora uma sequéncia {x,},eny C U tal que z,, — = e suponha que z nao
seja continua. Entao, existe ¢ > 0 tal que para todo N € N existe n > N tal que
|loe(z(2n))—@e(2(x))]| > €. Por hipotese, vi(z,) — ¢i(2(2,)) para todo z,, quando t — oc.
Entao, existe T > 0 tal que ||¢or(2(z,)) —or(x,)| < €/3 e também ||or(z) —or(z(x))| <
/3. Portando, temos que

€
lor(an) = or(2)l = 3,

de modo que ¢r(x,) ndo converge ¢r(r) quando n — oo, o que é um absurdo pela
continuidade de ¢; com relagao condigao inicial.

A extensao de Zadeh z: £(V) — £(U) da aplicagao z : V — v C U definida acima,
associa para cara , € £(V') o ponto y = 2(x,) € £(U) cujos « - niveis sao subconjuntos
da orbita periddica .

Baseado na continuidade da aplicagao z : V' — 7, mostramos na proposi¢ao abaixo
que o fluxo fuzzy também apresenta a propriedade de estar em fase com uma solugao

periddica fuzzy, desde que a orbita periddica deterministica v seja atratora.

Proposicao 4.11. Sejam v um atrator periodico para o fluxo deterministico, V- C U
aberto e ¢, € E(U) com [x,)° C V. Selim; . dist(¢(z,),7) = 0 para todo x, € V entdo

existe um unico ponto periddico p € v tal que duo(Pi(20), P1(P)) — 0 quando t — oc.

Prova: Por hipotese, v é um atrator periodico e lim; ., dist(p;(z,),7) = 0 e como prova-
mos acima, a aplicagdo z : V' — v tal que ||¢i(x,) — @i(2(x,))]] — 0 é continua. Além
do mais, pelo Corolério 1.17 a convergéncia ¢ uniforme em z € [x,]°, isto ¢, dado € > 0

existe T, tal que para todo t > T, temos ||¢¢(z,) — ¢¢(2(z,))|| < € para todo z, € [z,]°.

(Existéncia). Desde que x, € E(U) e [x,])° C V entao existe & € (V) tal que [Z]* = [z,]*
para todo o € [0, 1]. Seja 2 : £(V) — £(U) a extensao de Zadeh de z e definamos p = 2(Z).
Pela continuidade de z, temos entao que [p]* = z([Z]*) C v para todo « € [0,1]. Assim,

pela Proposigao 4.2, p € v é um ponto peridédico para o fluxo fuzzy ;. Agora, para todo
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a€[0,1] et > T, temos que

dist (1 ([Z]), ¢e([p]*)) = sup_int [[pi(zo) — @i(p)|l

xoe[we]&pe[ﬂa

< sup ||@e(@o) — we(2(wo))]|

To€[xe |

<e.

Por outro lado, vale também que

dist(([p]”), @u((2]%)) = sup - inf [loi(zo) — (p)l

pelpl® To€[Te

< sup [l@e(yo) — @e(2(yo)) |l

yoE[me]a

<eg,

de onde concluimos que dy(pi([Z]Y), ¢i([p]¥)) < € para todo a € [0,1] e t > T.. Assim,

du ([2e(®0)]%, [@e(P)]7) = du(ei([20]"), er([P) = du(@i([2e]”), ee([P]")) < e.

Logo, para todo ¢t > T. temos

A

doo (Pr(T0), P1(P)) = Sel[lopl] du(pi([zo]”), pe([P]”)) < €

de modo que a existéncia esta provada.

(Unicidade). Suponha que existe um ponto 7 - periodico q € E(U) tal que do (9i(,), 91(q)) —

0 quando ¢t — oo. Temos assim que,

dOO(Qas (p)7 @s(q)) S doo(@nT-&-s(p)’ ¢NT+S(mO)) + doo(@n’r-l—s(mo): @nT-}-s(Q))

para todo s € [0, 7]. Agora, tomando o limite em n na desigualdade acima temos

dw(@s(p)a @s(q)) =0
e, consequentemente, $s(p) = $5(q). Como essa igualdade é valida para todo s € [0, 7],

109



entao temos em particular que ¢o(p) = ¢o(q). Dessa forma, concluimos que p = g o que

prova a unicidade. .

Exemplo 4.4. Consideremos o fluxo deterministico bidimensional dado no Exemplo 1.3
por
2t(T0r o) = (r(t) cos B(t), r(t) sen6(t)), (4.2)

onde as fungoes r(t) e 6(t) sao, respectivamente, dadas por

roV'k

"0 f - e

Q(t) — t + 007

com (r,,0,) sendo a coordenada polar de (z,,¥,).
Notemos que para todo (z,,y,) € R? vale que ||¢:(z0, yo)|| = r(t). Tomando p = (x,, y,)
tal que 72 = ||p||*> = k, temos entdao que |¢¢(z0,%o)|| = vk, para todo t € R,. Assim, p

determina a Orbita periddica
v={(a,b) eR*: >+ 1> =k} = {(Vk,0) : 0 € [0,27)}.

Para todo p, = (4, ¥,) = (r,c080,,7,sen6,) € R? nao nulo, temos que r(t) — Vk
quando t — oo. Portanto, lim;_., dist(¢¢(p,),y) = 0. Desde que a orbita 7 é assintotica-

mente estavel, o item (b) do Teorema 4.9 garante que o conjunto periddico fuzzy
y={z € £®RY): [x]" C}

é assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy ¢.
Dado p, = (r,cos6,,r,sen6,) € R? niao nulo, o ponto p = (\/Ecos 0,, vk sen 0,) ¢é
o0 tunico na orbita periddica v tal que lim;||¢:(po) — @i(p)|| = 0. Podemos expressar
essa relacio por meio da funcio z : R? — ~ que associa para cara p, = (Zo,¥o) =
(ro cos b, 7,5en6,) € R? ndo nulo, o ponto perivdico p = (V& cos 8,, vk sen 6,).
Consideremos agora x, € £ (R?) com [p]® C R?* —{0}. Desde que ¢;(p,) converge para
2(p,) para todo p, € R*—{0}, a Proposigao 4.11 garante que existe um tinico ponto p € =

tal que doo (Pi(,), P1(p)) — 0 quando t — oo. Mais do que isso, a proposigao garante que
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o ponto que satisfaz essa propriedade é a imagem de @, pela aplicacao z, obtida através

da extensao de Zadeh de z.

Em termos de coordenadas polares, a funcao z pode ser expressa pela aplicacao
h(r,0) = (Vk,0). Isto é, a imagem de um ponto p, = (7, cos f,, r, sen d,) pela aplicacio z
& o ponto z(p,) com coordenada polares (v'k,6,).

Para ilustrar a aplicagao da Proposi¢ao 4.11, tomemos x, € &(R?) com funcao de
pertinéncia
Mmo(xa y) = max{l - 2(33 - 1)2 - 2(y - 2)27 0}

Os « - niveis de x, neste caso sao os circulos de raio /(1 — «)/2. Isto é,

(o] = {(z,y): (-1 +(y-2"<(1-a)/2}

Em termos das coordenadas polares, o ponto x, faz corresponder o ponto y, € £(R% x

[0,27)) com fun¢ao de pertinéncia dada por

oy, (750) = pras, (2,9)
= g, (rcosf,rsend)
= max{4r(cos + 2sen ) — 2r* — 9,0}.
Desde que de h(r,0) = (vV'k,6) para todo 7 > 0, entdo a imagem vy, pela extensio de
Zadeh h é o ponto q € £ (R% % [0,27)) com funcao de pertinéncia

Supjy, (s,0) ser = VEk,
s>0

MQ<T7 6)) -
0 se r £ Vk.

Agora, o supremo da expressao acima é atingido quando s = cosf + 2sen f de modo que

temos:
max{2(cos# + 2sen)?> — 9,0} se r = V&,

fiq(r,0) =
0 se r £ Vk,

Agora, sendo (z,y) = (rcosf,rsenf), onde r = /22 + y?, a imagem de x, por Z é o
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ponto p € £(R?) dado pela funcao de pertinéncia

max{2r~t(z +2y)? — 9,0} se 2% +y® =k,
pp(,y) =
0 se 22 +y? # k,

De acordo com a Proposicao 4.11, o ponto p € ~ dado pela funcao de pertinéncia

acima, ¢ o tinico ponto 27 - periodico em & (R?) para o fluxo fuzzy ¢; que satisfaz

lim do (¢:(p,), P:(p)) = 0.

t—o00

O

Quando a orbita periddica deterministica v é assintoticamente estéavel para o fluxo
entdo, pelo o item (b) Proposi¢ao 4.9, o conjunto periodico - é assintoticamente estavel
para o fluxo fuzzy. No entanto, vimos no exemplo acima que é possivel determinar uma
orbita periddica fuzzy contida em ~ que atrai ¢;(x,). Isto é, podemos determinar um
subconjunto proprio de v que atrai a solugao fuzzy.

Mais geralmente, sob as hipoteses da Proposicao 4.11, para cada condicao inicial @, €
E(U) existe um unico ponto p € v que satisfaz do.(pi(x,), P1(p)) — 0 quando t — oc.
Desde que p é um ponto periddico, a orbita v(p) gerada pelo fluxo fuzzy é uma orbita

periddica fuzzy. Além disso,

dist(@¢(20),7(P)) < doo(Pe(2,), P1(P)) — 0

quando t — oc.

Como veremos na proposi¢do a seguir, quando o conjunto periddico v C E(U) é
assintoticamente estavel, existe uma 6rbita periddica fuzzy contida em 4 que atrai o fluxo
fuzzy. A existéncia desta orbita periddica fuzzy depende da condicao inicial tomada. Com
isso, provamos que é possivel determinar um conjunto estritamente contido em -« que atrai
a solucao fuzzy. Provamos também que este conjunto é uma orbita periddica fuzzy.

Geometricamente, a afirmacao a seguir garante que a orbita de um fluxo fuzzy se

aproxima de uma orbita periédica quando o conjunto periédico v ¢ assintoticamente
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estavel. No teorema a seguir, A(7y) ¢ a regiao de atracao de 7. Isto é,

A(y) =A{x, € U : dist(pr(z,),7) — 0,1 — o0}

Teorema 4.12. Sejam v uma orbita periddica deterministica assintoticamente estdvel e

x, € E(U). Se [x,)° C A(y) entdo w(zx,) C v € uma drbita periddica fuzzy.

Prova: Como [z,])° C A(v), pelo Teorema 4.9, temos du,(4¢(,),v) — 0 quando ¢ — oo
e entdo, w(x,) C -. Vamos mostrar que w(x,) é uma oOrbita periddica fuzzy, isto é,

w(x,) = v(y) para algum ponto periddico y € ~.

Seja y € w(x,). Por defini¢do, existe uma sequéncia {t,},en com ¢, — oo quando
n — oo tal que do(@y,(x,),y) — 0. Para simplificar a notagao, seja x, = ¢, (x,).
Como y é um ponto periddico, dado € > 0, existem N > 0 e n > 0 tal que se n > N
entao doo(Ps(x,),y) < € para todo s € (t, — n,t, + 1) € doo(ps(x,),y) > € para todo
§ € (tn +1,tnp1 —1).

Agora, pela desigualdade triangular temos

dm(‘ﬁtnﬂ (%), P, 4+ (o)) < dOO(Qath (%0), Y) + doo(Y, Pr,, (T0)) + doo (D1, (T0), Ptptr(T0))-

Pela Proposicao 4.10 du (¢4, (x,), 1, ++(,)) — 0 quando n — oo.Logo, existe N, > 0 tal
que doo (Pt 4, (T0), Pt,47(20)) < €/2 de modo que

doo(@tn+q—(330), y) S doo(@tn-i-ﬂ'(wo)? @tn+1 (wo)) + doo(@tnu (5130), y) <E.

Portanto, temos que t, + 7 € (t,11 — 1, tns1 + 1), isto &, t,41 — t, < 7+ n para todo
n > N,.

Pela continuidade do fluxo fuzzy ¢; com relacao a condicao inicial, mais precisamente

pela desigualdade (3.2) na Proposicao 3.1, existe § > 0 tal que

oo (T, Y) <0 = doo(@s(Tn), 0s(y)) <e, Vs<T+4n.
Consideremos N > 0 tal que doo(x,,y) < d e t > ty. Tomemos n > N tal que ¢, <t <
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tne1. Entao, comot —t, <7+,

(Pe(x0), Prt, (Y))
(Prtn(Tn), Pt (y)) <€

dist (@ (o), 7(y)) <

doo
doo
e a proposicao estéd demonstrada. u

Como provamos no Teorema 4.9, se uma orbita deterministica é assintoticamente
estavel entao o conjunto periodico é também assintoticamente estavel. O teorema que
acabamos de demonstrar é equivalente a afirmar que, para cada condicao inicial fuzzy na
regiao de atracao da orbita deterministica, existe uma o6rbita periddica fuzzy, estritamente
contida no conjunto periddico, que atrai a solucao fuzzy.

Nas aplicacoes em modelos de Biomatematica que faremos no Capitulo 5, esta afir-
macao vai ser util para mostrar a existéncia de 6rbitas periddicas para o fluxo fuzzy gerado

pelo modelo de Holling - Tanner.

4.3 Conjuntos invariantes e atratores em £(U)

Nas secoes anteriores estabelecemos condigoes para que o fluxo fuzzy ¢; admita pon-
tos de equilibrio fuzzy ou mesmo orbitas periddicas fuzzy. Como mostramos, tanto os
pontos de equilibrio quanto as orbitas periddicas fuzzy sao conjuntos invariantes para
o fluxo fuzzy. Os conjuntos invariantes desempenham papel fundamental no estudo do
comportamento assintotico dos sistemas dindmicos (Milani e Koksch, 2005).

Nosso objetivo nesta secao é caracterizar os conjuntos invariantes para o fluxo fuzzy
bem como estudar o comportamento de 6rbitas peridédicas cujo estado inicial esté proximo
de tais conjuntos.

Os conceitos de estabilidade e estabilidade assintética para conjuntos invariantes no
espago & (U) estao estabelecidos, para espagos métricos gerais, na Segao 1.4 do Capitulo 1.

Na Proposicao 4.8, provamos que o conjunto
y={z e &U): [z C}
é um conjunto fechado, limitado e invariante pelo fluxo fuzzy. Desde que a érbita periddica
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~v & um conjunto invariante para o fluxo deterministico, estamos entao interessados em

saber se podemos obter uma relacao semelhante para um conjunto invariante qualquer.

Proposicao 4.13. Seja S C U e consideremos S C E(U) definido por
S={xc&U): [x,)" c S}

O conjunto S € invariante por p; se, e somente se, o conjunto S € invariante pelo fluxo

fuzzy .

Prova: (=) Vamos supor que x, € S. Devemos mostrar que ¢;(x,) € S, ou seja,
oi([x,]*) C S, para todo @, € S et € R,. Por hipotese, S ¢ invariante e entao p;(z,) € S
para todo t € Ry e x, € S. Agora, desde que [x,]* C S entao

er([o]®) = {pi(wo) + o € [x0]*} C S,
para todo t € Ry e a € [0, 1].
Logo, ¢i(x,) € S para todo t € R, o que prova a primeira parte.
(<) Seja x, € S. Desde que S ¢ invariante e Xy, € S entdo, ¢(X(az,}) € S para todo

t € Ry. Logo, ¢1({z,}) C S e portanto S é invariante. n

Seja entao w(B) o w - limite determinado pelo fluxo deterministico e consideremos o
conjunto w(B) C £(U) definido por

w(B)={x € &U): [x,]* Cw(B)}.
Como caso particular da afirmagao anterior, temos a seguinte a relacao entre o w -

limite w(B) e o conjunto acima definido.

Corolario 4.14. O conjunto w(B), B C U, ¢é invariante por p, se, e somente se, o0

conjunto w(B) € invariante pelo fluxo fuzzy ¢;.

A Proposicao 4.13 é importante pois estabelece condi¢oes para obtermos conjuntos
invariantes para o fluxo fuzzy obtido pela extensao de Zadeh de um fluxo deterministico.
Uma vez que ¢; é um fluxo no espago métrico (€(U),d.,), entao as Proposigoes 1.23

e 1.24 na Segao 1.4 podem ser utilizadas para se obter conjuntos invariantes em & (U).
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No entanto, por exigirem compacidade da 6rbita do fluxo como hipotese tais proposicoes
podem dificultar a anélise qualitativa em se tratando de o6rbitas em &€ (U).

De maneira geral ndo podemos garantir que o conjunto w(B) seja um conjunto com-
pacto (Romén-Flores, 1998). No entanto, w(B) ¢ um conjunto fechado e limitado. Com
efeito, w(B) é um conjunto compacto em R" e, consequentemente, w(B) é subespago
completo de R™. A Proposigao 2.6 garante entdo que w(B) é um subconjunto fechado de
E(U). Desde que w(B) é limitado entdo w(B) também é limitado.

Se um conjunto S C U é invariante para o fluxo deterministico entao xs € £(U) é um
ponto de equilibrio para o fluxo fuzzy (Mizukoshi, 2004). De fato, pois, [ys]® = S para

todo «a € [0, 1] e entao, pela caracterizagao por « - niveis, temos

[p:(xs)]™ = @i([xs]®) = w:(S) = S = [xs]™

No entanto, o exemplo a seguir mostra que nem sempre o ponto de equilibrio yg apresenta

propriedades interessantes de estabilidade.

Exemplo 4.5. Consideremos o fluxo deterministico ¢; : R, — R, definido para cada

z, € Ry por
kx,

To+ (k—z,) et

Spt(xO) =

O conjunto [0,k] € R, é um subconjunto invariante pelo fluxo deterministico e entao,
X0, € um ponto de equilibrio para o fluxo fuzzy ¢, obtido pela extensao de Zadeh de ¢;.

Embora [0, k] seja um conjunto atrator para ¢, o ponto de equilibrio x x nao atrai
nenhum ponto de £(R, ). De acordo com o item (b) do Teorema 3.6, para todo x, € £(R)
com [x,]" C Ry — {0}, temos ¢, (x,) — Xk} quando t — oo. O

Assim como na Proposicao 4.9, estamos também interessados em saber se existe al-

guma relagao envolvendo a estabilidade dos conjuntos invariantes S C U e S C £(U).

ntes porém, precisamos mostrar que os conjuntos assintoticamente estaveis possuem a
Ant , t t tot t £

propriedade de atrair subconjuntos compactos de uma vizinhanca.

Lema 4.15. Se S C U ¢é um conjunto assintoticamente estdavel entao existe uma vizi-

nhan¢a S C W C U tal que S atrai conjuntos compactos contidos em W.

Prova: Dado € > 0 consideremos a vizinhanca V = {z € U : dist(z,S) < ¢} de S. Por
hipotese, existe uma vizinhanga V' de S tal que ¢y(V') C V para todo t € R, . Existe
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também uma vizinhanga W de S tal que dist(p:(z,), S) — 0, quando ¢t — oo, para todo
x, € W. Mas isto implica que existe t,, > 0 tal que ¢;(z,) € V' para todo t > ¢, . Pela
continuidade de ¢, com relacao a condicao inicial, existe d,, > 0 tal que ¢y, (y,) € V'
para todo y, € B(z,,0,,). Portanto, ¢;(y,) € V para todo t > t,, ey, € B(x,,0,,).

Seja K C W é um conjunto compacto. A uniao de todas as bolas abertas B(x,, 0, ),
xr, € K, forma uma cobertura aberta para K de modo que entao podemos cobrir um

numero finito dessas bolas abertas. Isto é, existe z,; € K, 1 <1 < n < oo, tal que

K< |J B(®o,0s,) € | Bl2o,6s,).

1<i<n ToEK

Seja T' = maxi<;<p{ts,.}. Se =, € K, entdo z, € B(Zy;,0,,,) para algum 1 <1i <n de
modo que dist(¢¢(z,), S) < € para todo ¢ > T Logo,

dist(@y(K), S) = sup dist(p(z,),S) < e

ro €K

e a afirmacao esta provada. .
Para a estabilidade do conjunto invariante S C £(U) temos o seguinte teorema.

Teorema 4.16. Seja S C U um conjunto invariante para o fluxo deterministico e con-

sideremos o conjunto S C E(U) definido por
S={xc&U): [z,)° c S}
Sob essas condigoes temos:
a) S € estdvel para ¢, se, e somente se, S estdvel para o py;

b) S € assintoticamente estdvel para ¢, se, e somente se, S assintoticamente estdvel

para Qy.
Prova: a) (=) Dado € > 0, consideremos a vizinhanga V' C £(U) de S definida por
V ={x &) :dist(x, S) < e}
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Para mostrar que S é estdvel, precisamos encontrar uma vizinhanca V' de S tal que
(V') C V para todo t € Ry.
Por hipotese, para a vizinhanca V = {z € U : dist(z,S) < e} de S existe uma

vizinhanga V' tal que (V') C V para todo t € R, . Consideremos entao o conjunto
Vi={zcU):[z] CcV'}

Seja € V'. Para todo = € [x,]*, « € [0,1], temos que ;(z) € V. Isto porém implica

que, para um t > 0 fixo, existe g, € S tal que ||¢;(x) — ¥.|| < € para todo = € [z,]° e

a € [0,1].

Definimos entao para todo o € (0, 1] o conjunto

e para a = 0 definimos

Desde que inf,¢(gjo|[¢i(z) — y|| < € para todo y € A,, com a € (0,1], vale entao que

dist(Aa, pi([2,]%)) = sup inf

yEAq T€[xo]

oi(x) —yl| <e.

Por outro lado, vale também que

dist(e([@o]"), Aa) = sup inf [[y(z) -yl

(Ee[mo]a yer‘

< swp [lor(n) —gall < e,
e portanto dg(¢([,]*), Aa) < € para todo « € (0, 1].

Desde que & € £(U), o Teorema 2.1 garante que [z,)° = W. Dessa forma,
se x € [x,)° entdo existe {, }neny C supp(x) tal que x, — = quando n — co. Agora, para
cada x,, existe y,, € Ag tal que ||@¢(x,) — U, || < € € isto implica que dist(p¢(x,,), Ag) < €
para todo n € N. Pela continuidade da funcao f(z) = dist(x, A) e de ¢; com relagao a

condigao inicial, temos que dist(p;(x), Ag) < € para todo = € [x,]°, de onde temos que
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dist(¢4([2,)?), Ag) < e. Com argumento semelhante podemos mostrar que também temos

dist( Ay, ¢i([2,]?)) < e de modo que vale

du(pu([mo]®), Aa) < € (4.3)

para qualquer que seja a € [0, 1].
A familia {A, : @ € [0,1]} construida acima, que ¢ analoga a familia construida na
Proposicao 4.9, satisfaz as hipoteses do Teorema 2.2 e portanto, existe y, € S tal que

[y,]* = A, para todo « € [0, 1]. Mas, por (4.3), isto implica entao que

oo (Pe(), Y,) = sup du (pe([2o]), [y]") < e.
acl0,
Consequentemente

dist(£u(). S) = inf du (@), y) < ¢

e entdo ¢(x) € V para todo t € Ry.

Como x € V' foi escolhido de maneira arbitréaria, entao vale que ¢;(V') € V o que
prova a primeira parte do item (a).
a)(<) Dado € > 0, consideremos a vizinhanca V = {x € U : dist(z,S) < ¢} de S. Desde
que S é estavel, entdo para a vizinhanga V = {x € £(U) : dist(x, S) < €} de S existe
uma vizinhanga V' tal que ¢;(x,) € V para todo ¢, € V' et € R,.

Consideremos entdo V = {x € U : x;3 € V'}. O Lema 4.7 garante que, para todo
teR,,

dist(¢(z0), S) < dist(Pr(xz0}), S) <&,

e assim, @i(x,) € V para todot € Ry e z, € V'. Logo, ¢¢(V') C V e a reciproca esta
provada.

Provemos agora o segundo item da afirmacao.

b)(=) Como, por hipdtese, S é assintoticamente estavel entdo S é estavel e existe uma
vizinhanga W de S tal que dist(y¢(z,),S) — 0 quando t — oo, se z, € W. O item
anterior garante que S é estavel e precisamos mostrar que dist(¢y(x,), S) — 0 quando
t — oo, para x, na vizinhanga W = {x € £(U) : [z, C W}.
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Seja x, € W. Dado € > 0, o Lema 4.15 garante que existe T' > 0 tal que
dist (i ([x,]"), S) < e

para todot > T e a € [0, 1]. Assim, para todo z, em [x,]|, temos que dist(p;(z,), S) < .
Dessa forma, com procedimento anédlogo ao do item (a), podemos construir y, € S tal
que

diSt((ﬁt("Bo)a S) = ;Ielfs diSt(@t(wo)a y) S €

para todo t > T

Isto prova que para dist(¢@;(x,), S) — 0 quando ¢ — oo para todo &, € W. Portanto,

S é um conjunto assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy ;.

b)(<=) Por hipotese, S é estavel e existe uma vizinhanga W de S tal que dist(¢;(x,), S) —

0 quando t — oo.

O item (a) garante que S é estavel para o fluxo ¢;. Consideremos entao a vizinhanca
V:{LCEU:X{Q;}EW}
de S e tomemos z, € W. O Lema 4.7 garante que, para todo t € R,

dist(p¢(2,), S) < dist(@e(X{z0}), S) — 0.

Logo, S ¢é assintoticamente estavel para o fluxo deterministico ¢; e a reciproca esta

provada. u

O Teorema 4.9 pode ser vista como um caso particular da proposi¢ao acima.

Como definimos no Capitulo 1, um conjunto A C £(U) atrai um conjunto B C X

pelo fluxo fuzzy ¢, se dist(¢(B), A) quando t — oo, onde
dist(@y(B),A) = sup inf doo(y,x)
yep(B) P4

= sup inf doo(@t(wo)aw)'

CI!OEB xcA
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Como anteriormente, dados os conjuntos A, B C U, definimos A, B C £(U) respecti-

vamente por

A={zc&WU):[z,)'Cc A} e B={xc&():|[z,]° C B}.

Proposicao 4.17. Sejam A e B subconjuntos de U. O conjunto A atrai B pelo fluzo

deterministico ¢, se, e somente se, A atrai B pelo fluxo fuzzy ¢;.

Prova: (=) Suponha que A atraia B pelo fluxo deterministico. Segue da definigao de

distancia que, dado € > 0, existe T" > 0 tal que

dist(¢:(C'), A) = sup inf|jps(20) — y||
xoecyeA
< sup inf To) —
< sup inf (a0) — ]

— dist(py(B), A) < ¢

para todo t > T e C C B. Isto é, A atrai qualquer subconjunto C' contido em B. Em

particular, dado x, € B vale a desigualdade
dist(py(z,), A) < dist(py([x,]7), A) < e

para todo o € [0,1] e ¢ > T. Como anteriormente, para cada t > T podemos construir

y, € A tal que doo(1(x,), y,) < € e, consequentemente,

dist(py(x,), A) = inf doo(P(x,), y) < €.

yeB

Logo, para todo t > T temos

dist(¢¢(B), A) = sup dist(¢e(x,), A) < ¢,

x,€B

0 que prova a primeira parte.
(<) Por outro lado, se A atrai B entao existe 7' > 0 tal que dist(¢;(B), A) < & para
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todot > T, e >0 dado. O Lema 4.7 garante que

dist(pr(,), A) < dist (P (o), A)

< sup dist(@e(z,), A)
x,€B

= dist(¢:(B), A) < e.

Portanto, podemos concluir que

dist(p(B), A) = sup dist(¢(x,), A) < &,

zeB

o que prova que A atrai B pelo fluxo deterministico ;. u

Como consequéncia do que acabamos de demonstrar, podemos estabelecer o seguinte

resultado entre o w(A) de um fluxo deterministico e o conjunto
wA)={xc&U): [x,)° Cw(A)}

Corolario 4.18. O conjunto w(A) atrai A C U pelo fluzo deterministico p; se, e somente
se, w(A) atrai A ={x € EU): [x]° C A} pelo fluzo fuzzy &

Os resultados que acabamos de demonstrar podem ser vistos como generalizagoes dos
resultados obtidos nas se¢oes anteriores para pontos de equilibrio e 6rbitas periddicas para
o fluxo fuzzy. Em particular, generaliza o Teorema 3.6 e a Proposicao 3.8. No entanto,
em se tratando de ponto de equilibrio fuzzy, o Corolario 4.18 apenas especifica o conjunto
invariante w([z,]°) que contém o ponto de equilibrio. Por outro lado, o Teorema 3.6 e
3.8 fornecem informagodes mais precisas uma vez que podemos identificar os pontos de

equilibrio. Vejamos esta diferenca mais detalhadamente nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.6. No Exemplo 3.5 vimos que o sistema

Z—j =az® —bx, x(0)=x,,
d
=0, a(0) = a,,
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tem ponto de equilibrio nao nulo dado por y.(x,, a,) = (z¢(z0, a,), a,) onde

1
Te (L0, a0) = (%) .

Se y, € E(R?) com [y,]* C R? — {0}, a Proposi¢ao 3.8 garante que o fluxo fuzzy Ui(y,)
tem ponto de equilibrio &, = S(y,).
Para este exemplo, w([y,]°) é o conjunto S([y,]"). De acordo com a Proposigao 4.18,

o ponto y, é atraido pelo conjunto

w(ly,]") ={w € ERY) : [xo]” € S([y, ")},

através de 1&,5, do qual x. faz parte. O]

A Proposicao 4.18 pode ser aplicada em ocasioes em que as hipoteses da Proposicao 3.8

nao sao satisfeitas.

Exemplo 4.7. Consideremos novamente o fluxo deterministico ¢; : Ry — R, definido

para cada x, € R, por

(z) kx,

Ty) = )

7t zo+ (k—x,) e

cujos pontos de equilibrio sao dados por z.(z,) = k > 0, se z, > 0, e z.(0) = 0.

Claramente s nao é continua em z, = 0 de modo que nao podemos aplicar o Teorema 3.6
para encontrar o ponto de equilibrio para ¢;(x,) quando 0 € [z,]°.

Para ilustrar, tomemos x, € £(R;) com funcao de pertinéncia
fia, (2) = max{1l — (3/k)z,0}.

Nao é dificil ver que w([z,]°) = [0, k] atrai [x,])° por ;. Logo, a Proposi¢ao 4.18 garante
que o conjunto

w([z,]") = {z € E(R+) : [,]*  [0,A]}

atrai x, pelo fluxo fuzzy ¢;. Além disso, o Teorema 4.16 garante que o conjunto w([x,]°)
¢ assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy.
Por outro lado, se 0 ¢ x, temos que w([z,]°) = k atrai [x,]° pelo fluxo deterministico

¢r. Assim, de acordo com o Corolério 4.18, o conjunto w([x,]") = xq atrai @, pelo fluxo
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fuzzy ¢y. O

Exemplo 4.8 (Varios periodos). Consideremos o sistema de equagoes

dx /

d_tl = —X9 .1'% + x%, .1'1(0) = To1,
dx

_dtg =ri\/o] + 23, 22(0) = 202

A solugao deste sistema determina o fluxo bidimensional ¢; : R? — R? dado por

Zo1

x —x
@i(To1, To2) = (1;01) cos(rot) + ( 02) sen(r,t),
02

com 1, = /2, + 12,. Cada condigdo inicial (zq;, g2) € R? determina uma orbita 277" -
periodica estavel, y(xo1, xo2). Como ||¢¢(xo1, xo2)|| = ro para todo t € R, entao as o6rbitas
periodicas y((zo1, To2) s@o as circunferéncias centradas na origem e com raio 7.

E importante ressaltar que o periodo, neste caso, depende da condicdo inicial. Os
tinicos pontos que possuem o mesmo periodo sao aqueles que estao sobre a mesma Orbita
periodica. Isto é, se p, e g, possuem periodo 7 > 0 entdo, q, = @s(p,) para algum
s €[0,7).

Dado um ponto p € £(R?), o Teorema 4.1 garante que se os pontos cujos « - niveis
conexos estao sobre uma orbita y(xg1, Tg2), entdo esses pontos sdo perivdicos para fluxo
fuzzy com periodicidade igual a de (zg1,o2). Além disso, O Teorema 4.9 garante que o
conjunto

v={z € ER?): [z,]" C(z01,202)}

é estavel para o fluxo fuzzy ¢; obtido pela extensao de Zadeh do fluxo deterministico
acima.

Embora cada ponto em R? seja periddico, de maneira geral nao podemos fazer uso
do Teorema 4.5 para garantir a existéncia de pontos periddicos para o fluxo fuzzy. Se

® nao estd contido em nenhuma oOr-

os a - niveis de p € £(R?) sao convexos entio [p|
bita y(xo1, To2). Isto porém implica que existem pontos em [p|]® com periodos distintos e
portanto, uma das hipoteses do Teorema 4.5 nao ¢é satisfeita.

Vamos fazer agora uma analise do fluxo fuzzy por meio das ferramentas desenvolvidas
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nesta secao.

Seja K C R? um conjunto compacto. Definimos entdo o conjunto S como sendo a
orbita de K pelo fluxo deterministico y, isto ¢, S = Ut€R+ ©i(K). Desde que cada ponto

(o1, To2) € K determina uma orbita periddica para o fluxo fuzzy, entdao temos que:

S = U (o1, Toz)-

(zo1,202)EK

O Conjunto S é invariante para o fluxo deterministico de modo que a Proposicao 4.13

garante que o conjunto fuzzy
S={zec&R:[z,]*C S}

é invariante pelo fluxo fuzzy.

O conjunto S é estével para o fluxo deterministico. Com efeito, dado € > 0 tomemos
Po = (To1, T02) € R? tal que dist(p,, S) < e. Mas isto implica que existe ¢, € S tal que
lpo — @o|| < €. Desde que as orbitas v(p,) € ¥(g,) sdo circunferéncias centradas na origem
com raios ||p,|| € ||¢o|| entdao a distancia entre as orbitas é constante e menor do que ¢.
Isto & dist((ps),7(go)) < € e portanto S ¢ estavel. Dessa forma, o Teorema 4.16 garante

que S é um conjunto estavel para o fluxo fuzzy.

Seja a > b constantes positivas e consideremos o conjunto compacto

A orbita gerada por esse conjunto compacto é a regiao compreendida entre as circunfe-

réncias centradas na origem com raios a e b, respectivamente. Mais precisamente,

S=vK)= |J wK)= J 20,0).

te[0,2ra—1] z01€[a,b]

Pelo que acabamos de apresentar acima, o conjunto S € & (R?), formado pelos pontos
de £(R?) cujos « - niveis estao contidos em S, é um conjunto invariante e estavel para o

fluxo fuzzy.

Tomemos x, € S com [z,]° = K. Desde que S ¢ invariante entao, o;(x,) € S para
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todo t € Ry.

Através da expressao r, 12w, podemos ver que o perfodo de cada ponto (zg1, Tg2) € K
depende apenas de xg;. Assim, denotando o periodo de (z¢1,0) por 7(z¢), temos a
seguinte relagao:

T(z01) = i7'(@).
o1
Dado T > 0, os tnicos pontos (zo1,ze2) € K tais que @r(zo1, o2) = (To1,Ze2) 80 08
pontos para os quais (T/7(x¢1)) € N. Como a < xg; < b e 7(a) > 7(xo1) > 7(b), isto

significa que

. l?)éﬂ N e [<T>b<T>

Desde que existe somente um nimero finito de pontos em K que satisfazem a restri¢ao

o

at(a)

acima imposta, entdao para todo T' > 0 temos que o7 ([2,]%) # [2,]°.

Com isso podemos concluir que, embora todos pontos em K sejam periédicos, &, nao

¢ um ponto periddico para o fluxo fuzzy ¢;.

o E o
T Ty

Figura 4.1: Funcao de pertinéncia de ¢y(x,) parat =2et =7T7.

A Figura 4.1, é a funcao de pertinéncia de ¢i(x,) para t = 2 e t = 7. A condigao
inicial z, € £(R?) é o produto cartesiano fuzzy entre o ponto x; € £(R), com fungao de

pertinéncia dada por
fi, (x) = max{(z — 4)(6 — x),0}
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e o conjunto fuzzy x, = xyo). Isto é&,

fa, (2,y) = min{iq, (), X (03 (¥) }-

4.4 Orbitas periodicas para fluxos em &(R?).

Para sistemas de equagoes autonomas bidimensionais, o teorema de Poincaré - Bendix-
son garante que o w - limite, w(x,), de uma o6rbita limitada v(x,) é um ponto de equilibrio
ou uma oOrbita periédica. No entanto, a analise se torna mais complexa quando queremos
determinar o w - limite de um conjunto B C R, isto é, w(B). A Proposi¢ao 1.24 garante
que quando a orbita v(B) esta contida em um conjunto compacto, entao w(B) é um com-
pacto, nao vazio, invariante e atrai B pelo fluxo deterministico. Entretanto, nao podemos
afirmar que w(B) seja uma orbita periodica. Isto portanto, limita nossa busca por érbitas
periddicas para o fluxo fuzzy. Isto ¢, nem sempre vamos poder afirmar que w(x,) é uma

orbita periddica ou um ponto de equilibrio para fluxo fuzzy ¢, : £(R?) — £(R?)

Exemplo 4.9 (Duas orbitas periddicas). O sistema de equagdes

d

% = —(L+ )+ (r® = D —17), 2:1(0) = o1,
d:l?g 2 2

= (I+r)xy +22(r = 1)(4 —r%),  22(0) = zg2,

com r? = z? + 22, determina um fluxo bidimensional ¢; : R? — R? que possui duas
orbitas periddicas. Escrevendo o sistema acima em coordenadas polares, é possivel mostrar
que as Orbitas periddicas sao os circunferéncias centradas na origem e com raios 1 e 2,

respectivamente:
v ={(z,y) eR*: 2?2 +1y2 =1}; = {(z,y) e R?: 2% +¢* =2}.

A orbita vy é instavel enquanto que 75 é assintoticamente estavel. Além disso, o sistema

acima tem a origem como ponto de equilibrio assintoticamente estavel. De acordo com os
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resultados apresentados nesse capitulo, o fluxo fuzzy ¢, gerado pelo sistema de equagao

acima tem . = X{(0,0)} como ponto de equilibrio assintoticamente e os conjuntos
N ={z € ERY) :[m]" Cm} e vp={x &R [x,]’ Cp}

como invariantes. O Teorema 4.9 garante que <, € um conjunto periddico instavel en-
quanto que 7, é assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy.

O conjunto A(z.) = {(z,y) € R: 2? + y* < 1} é a regiao de atragdo para o ponto de
equilibrio assintoticamente estavel x.. Desta forma, se x, € £(R?) ¢ tal que [x,)° C A(z.)
entdo ¢y (x,) — . quanto t — oo, isto é, w(x,) = x..

Por outro lado, o teorema de Poincaré - Bendixson também garante que o conjunto
A(v2) = {(z,y) € R: 2* +y*> > 1} é a regiao de atragdo da orbita periddica assintotica-
mente estavel vo. Logo, se x, € £(R?) é tal que [x,]° C A(y2) entao dist(p(x,), v5) — 0
quanto t — oo. Neste caso, pelo Teorema 4.12 podemos afirmar que w(x,) ¢ uma orbita
periodica fuzzy.

Agora, suponha que x, ¢ tal que [x,)° N~y # (. Para simplificar, consideremos o
caso em que [x,]° esta contido no circulo delimitado por ;. Como ¢4 ([x,]°) é limitado,
entao w([z,]°) é ndo vazio, compacto e atrai [z,]°. No entanto, o conjunto w([z,]°) nao ¢
nenhuma das orbitas peridédicas v; ou 7s.

Através do Corolario 4.18, podemos apenas concluir que o conjunto w([x,]?) € £(R?)

atrai o Qy(x,). O

Teorema 4.19. Seja K C R? um conjunto compacto e invariante pelo fluxo determinis-

tico. Se K nao contém pontos de equilibrio entdao o conjunto
K={zcR*:[z]°Cc K} C £R?
contém uma orbita periodica fuzzy.

Prova: Desde que K é compacto e invariante e nao contém pontos de equilibrio entao o
teorema de Poincaré - Bendixson garante que w(z,) ¢ uma orbita periddica deterministica
contida em K. A existéncia de orbitas periédicas fuzzy é uma consequéncia imediata da
Proposigao 4.5. De fato, como w(x,) é uma 6rbita periddica, se &, € K possui « - niveis

convexos e [x,]° C w(x,) entdo x, é um ponto periddico. Assim, a oérbita y(x,) gerada
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por x, através do fluxo fuzzy é uma orbita periddica fuzzy e esta contida em K, o que

prova a afirmacao. .

Embora o Teorema 4.19 garanta a existéncia de 6rbitas periddicas fuzzy, nada podemos
dizer com relagao ao comportamento de ¢;(x,) para uma condigao inicial qualquer em K.
No caso de existir uma orbita periddica deterministica v € K assintoticamente estavel,
entao o Teorema 4.9 garante a existéncia de um conjunto periddico « assintoticamente
estavel em K. Assim, as condigdes iniciais ¢, € K que est@o na regiao de atracao A(vy)
sao atraidas por alguma Orbita periodica fuzzy. No entanto, para condigoes iniciais fora
da regiao de atragao A(y) nao existe uma maneira geral de determinar o comportamento
de ¢y(x,).

Os resultados obtidos nas secoes anteriores podem ser utilizados para provar uma
afirmacao semelhante ao teorema de Poincaré - Bendixson, para o fluxo fuzzy obtido pela

extensao de Zadeh de uma solugao deterministica.

Teorema 4.20. Sejam K C U um conjunto compacto e invariante, x. o unico ponto de
equilibrio em K e x, € E(U). Se x. € instavel entao existe uma regiaco A C K tal que

para [x,)° C A, ¢i(x,) converge para uma drbita periddica fuzzy.

Prova: Por hipotese, o conjunto compacto K ¢ invariante e possui um tnico ponto de
equilibrio instavel. Desta forma, o teorema de Poincaré - Bendixson garante a existéncia
de ao menos um ciclo limite, digamos =y, contido em K. Além disso, o Teorema 1.11
garante que v é assintoticamente estével pelo interior ou exterior. Seja entao A a regiao
de atracao de v, isto ¢, A = A(7).

O Teorema 4.9 garante entao que o conjunto peridédico fuzzy -« ¢é assintoticamente
estavel e atrai os pontos x, € £(U) cujos « - niveis estao em A(y). Como consequéncia,
pelo Teorema 4.12 podemos afirmar que se [z,]® C A, entdao ¢;(x,) converge para uma

orbita periddica fuzzy contida em ~. Logo, esta provada a afirmacao. u

Em uma interpretacao geométrica, se a orbita do fluxo fuzzy nao se aproxima de um
ponto de equilibrio, entao a 6rbita fuzzy é atraida por uma orbita periédica fuzzy. Porém,
diferentemente do caso deterministico, essa atragao nao acorre para todo x, com suporte
em K. Isto acontece pois nao podemos garantir a existéncia de uma tnica 6rbita periddica

deterministica em K. Como veremos no Capitulo 5, o modelo de Holling - Tanner pode
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admitir duas ou mais solucoes periodicas.

4.5 Conclusao

Neste capitulo estudamos a existéncias de pontos periddicos para o fluxo fuzzy. Este
estudo nos retornou os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.5 que caracterizam, de diferentes maneira,
os pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy. Mostramos que a existéncia de orbitas pe-
riddicas deterministicas assegura a existéncia de conjuntos periddicos invariantes para o
fluxo fuzzy cuja estabilidade coincide com a estabilidade da orbita deterministica. Este
resultado esta sintetizado no Teorema 4.9. No Teorema 4.12 mostramos que quando o
fluxo deterministico admite uma oOrbita assintoticamente estavel, entao a solucao fuzzy
converge para um Orbita periddica que esta contida no conjunto peridédico definido pela
orbita deterministica.

No Teorema 4.16 estabelecemos condig¢oes para a estabilidade de conjuntos invariantes
pelo fluxo fuzzy. Este teorema é importante pois generaliza alguns resultados anteriores
e pode ser aplicado em situagoes onde os demais resultados nao se aplicam.

Finalmente, analisamos fluxos fuzzy gerados por fluxos deterministicos bidimensionais.
O Teorema 4.19 fornece condigoes para existéncia de orbitas periddicas fuzzy para o fluxo
fuzzy enquanto que o Teorema 4.20 garante a convergéncia da solugao fuzzy para orbitas
periddicas fuzzy. Estes dois resultados sao versoes analogas ao teorema de Poincaré -

Bendixson para fluxos deterministicos.
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Capitulo 5

Projecoes e outras propriedades dos

fluxos fuzzy

5.1 Introducao

Como vimos no Capitulo 3, os parametros de uma equacao podem ser incorporados
na condicao inicial de um sistema aumentado de equagoes e assim, as incertezas nos
parametros é considerada através da extensao de Zadeh do fluxo gerado pelo sistema
aumentado. No entanto, esta estratégia nao acrescenta nenhuma informagao adicional no

que diz respeito a dindmica da equacao.

Na Secao 5.2 analisamos algumas propriedades da proje¢ao, em subespagos apropria-
dos, do fluxo fuzzy gerado por tais equacoes aumentadas. Mostramos que a projecao da
solugao fuzzy da equacao aumentada é a extensao de Zadeh da solugao deterministica da

equacgao original.

Além disso, exploramos também algumas propriedades da projecao do fluxo fuzzy
sobre os eixos coordenados. As projecoes sobre os eixos coordenados sao importantes pois

facilitam a visualizacao grafica da solucao fuzzy de equagoes com dimensao n > 2.

Na Secao 5.3 deste capitulo analisamos a relagao existente entre a fungao de pertinéncia
do fluxo fuzzy, gerado pela solu¢ao de uma equacao autéonoma, e a solugao de uma equagao

diferencial parcial de primeira ordem, a equacao do trasporte.
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5.2 Projecao do fluxo fuzzy

5.2.1 Parametros e condicao inicial fuzzy

No capitulo anterior resolvemos o problema de incluir a incerteza dos parametros
de uma dada equacao auténoma usando a estratégia de considerar o parametro como a
condicao inicial de uma equagao com dimensao superior a original. Mais precisamente,

dada uma equacao autonoma que depende de um vetor de parametros p, € P C R™

dz
E :f(xupo)7 ZL’(O) =Ty (51)

definimos a equagao aumentada associada

dx
EZf(I,pL I(O) = Lo,
(5.2)
dp B
% - 07 p(O) = Po,

e assim o vetor de parametros p, € P agora faz parte da condigao inicial. Desta forma, a
extensao de Zadeh 1) : E(U xP)— EU x P)dofluxo ¢, : U x P — U x P gerado pela

Equagao (5.2) incorpora as incertezas da condigao inicial e parametros da Equacao (5.1).

Uma vez que a solu¢do ¢, : U x P — U gerada pela Equagao (5.1) é continua na
condigao inicial e nos parametros, entao a extensao de Zadeh ¢, : E(U x P) — £(U) de
(o, p) estéa bem definida e, de acordo com a Proposigao 2.7, para todo y, € £(U x P)

temos:

[2e(yo)]" = ee[yo]”)-

Do ponto de vista das aplicagoes, é importante saber qual o comportamento do fluxo
deterministico sobre o espago de fase U C R" da Equagao (5.1) ao invés do espago U X
P C R*™™ da equagao aumentada Equacao (5.2), uma vez que as componentes do fluxo
Yy U X P — U x P, que estao em P C R™, nao apresentam nenhuma informagao

adicional. E importante observar que se P, : R"*™ — R" ¢ a projecao canonica de R™" ™™
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sobre R™ entao, para todo y, = (z,, p,), vale
P (V1(Yo0)) = P (94(%0, Do), Po) = 01(Yo)-

De modo analogo ao caso deterministico, podemos também estar interessados apenas
no comportamento do fluxo fuzzy ¢y : E(U x P) — £(U x P) sobre o espaco de fase
E(U). As projegoes definidas no Capitulo 2 podem entdo ser usadas para obtermos o
comportamento do fluxo fuzzy Q@t sobre o espago £ (U). Assim como no caso deterministico,
queremos saber se existe alguma relagao entre a projecao de 1[% sobre o espago E(U) e a
extensao de Zadeh ¢, : E(U x P) — £(U) da solucao da Equagao (5.1).

Proposicao 5.1. A aplicacio ¢ : E(U x P) — E(U), dada pela extensao de Zadeh de
o UXx P — U, € a projegao sobre E(U) do fluxo fuzzy Uy : EWU x P)—EU x P).

Prova: Seja y, € £(U x P) e fixemos t > 0. Para provar a afirmacao, basta mostrar

que se y & a projecao de g@t(yo) sobre £(U) entao vale a igualdade y = ¢4(y,)).

Para simplificar, seja Im(y;) o conjunto imagem de ¢, : U x P — U. Por defini¢ao, a

funcao de pertinéncia de ¢;(y,) é dada por

(sup) [y, (To, Do) se x € Im(py)

Zo,Po

Huty,) (1) = § PP (5.3)
0 se x & Im(py).

Seja y € £(U) a projecao de g[}t(yo) sobre £(U). Pela definigao de projegao (Capitulo
2, pagina 55), a fung¢ao de pertinéncia de y € £(U) é definida por

fiy() = sup pi, o, (T, P
V(8) =S (5.1

Agora, como (s, p0) = (pi(T0, Do), Do), entdo x € Im(p;) se, e somente se, (x,p) €
Im(¢y) para algum p € P. Assim, para todo x € Im(y;), a fun¢do de pertinéncia de
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wt(yo) ¢

Wiy (@) = sup iy (20,y)
Ye(y,) Vi(zo,y)=(x,p) Y

= Sup  fiy, (Z0,y)

oi(To,y)=x
y=p

= sup  fiy (To, D).
roeU
0u(Top)=2

Se x ¢ Im(y;) entdo (z,p) ¢ I'm(1;) para todo p € P e assim, Iy (y )(:mp) = 0.
Mas entao, a projecao de zﬂt(yo) sobre £(U) tem fungao de pertinéncia
SUP [,y 1(T,P) =SUp  Sup  py (T, p) = SUP  fuy, (To, ).

peP peP  x,€U (%0,p)
Pt ($o ,p)::ﬂ »t (aco,p):x

Agora, por defini¢ao, o ponto ¢:(y,) € £(U) tem funcao de pertinéncia

M«ﬁt(yo)(-CE) - (Sup) //Jyo (-xoap)'
‘Z'Ovp
(Pt(xovp):x

Logo, para todo x € U, vale a igualdade

(@) = SUD 1, ) (7, 2) = ety (7).
peP

0 que prova a afirmacao. =

A demonstragao da proposicao pode ainda se feita através dos « - niveis. De fato,

devemos mostrar que

Pi(y,) = pn(qj}t(yo))

para todo y, € £(U x P) et € R,. Usando a continuidade das aplicagoes P, e 1y, temos

entao

[Pa(@e(y))* = Pa(dhe([o]")) = {Pu(tbe(v0)) : o € [20]"}
= {Pu@t(T0,20),10) : (Toy Do) € [Y,]"}
= {6t(0,10) * (T0,P0) € [y,|"}
= ¢:([Yo]),
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para todo « € [0, 1]. A igualdade acima conclui a prova a proposigao.

Como dissemos na Introducao deste trabalho, Buckley e Feuring (2000) definem a
solucao fuzzy para as equagoes diferencias fuzzy através da extensao de Zadeh apli-
cada sobre solugoes deterministicas. Diferentemente do proposto por Oberguggenberger e
Pittschmann (1999) e Mizukoshi (2004), quando a equagao depende de parametros, como
a Equagao (5.1), a solugao fuzzy proposta por Buckley e Feuring é obtida por extensao
de Zadeh do fluxo deterministico ¢; : £(U x P) — £(U). Desta forma, a Proposi¢ao 5.1
assegura que a solucao fuzzy de Buckley e Feuring é a projecao da solugao fuzzy que
estamos considerando neste trabalho.

Considerar a subjetividade nos parametros da Equagao (5.1) contribui para um au-
mento na incerteza, no sentido que veremos a seguir, do fluxo fuzzy. Fixado uma parametro
p € P e dada uma condigao inicial fuzzy x,, os « - niveis do fluxo fuzzy gerado pela

Equacao (5.1) sdo os conjuntos

[Pi(,)]" = {010, P) : To € 7]}

Por outro lado, se os « - niveis de p, € £(P) contém p entao, pela Proposi¢ao 5.1, temos:

[@t(mmpo)]a = {0t(T0,00) + (T, o) € [mO]a X [ o]a}'

Disto, nao é dificil ver que temos
[Be(20)]* € [Pe(0, )] (5.4)

Projecao do ponto de equilibrio

No Capitulo 2 mostramos que a distancia entre as projecoes & e 4, dos pontos x e

y € E(R™™)  é sempre limitada pela distancia entre @ e y, isto &,

doo(Z,Y) < doo(,Y).

Desta forma, se @@t(yo) converge para um ponto de equilibrio y, € £(U x P) quando
t — oo entdo a projegao ¢(y,) converge para o ponto g que é a proje¢ao do ponto de

equilibrio y,.
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Sob as hipoteses da Proposicao 3.8 no Capitulo 3, o ponto de equilibrio y, para o
fluxo fuzzy 77@,5, gerado pela equagao associada (5.2), pode ser determinado pela extensao
de Zadeh da aplicacao y. : U x P — U x P. Tal aplicagao, associa para cada (z,,p) o

ponto de equilibrio

Ye (ZL‘O, po) - (xe (ZL‘O, po)7po)7

no qual z.(z,,p,) ¢ o ponto de equilibrio para a Equagao 5.1. Ainda de acordo com
o que foi discutido no Capitulo 3, dada uma condicao inicial y,, o ponto de equilibrio

Y. = J.(y,) tem fungao de pertinéncia

SUP fhy, (To,p)  S€ Ze(To,p) = T

To€U

My, (J},p) =

0 se Te(To,p) # T

Por defini¢ao, a projecao de y, sobre £(U) tem fungao de pertinéncia

piz(x) = sup py, (z,p)
peEP

= SUp [y, (T0,D)
(@op) (5.5)
r=Te (To,p)

= i, (y,)(T).

Através da igualdade 5.5, juntamente com a Proposi¢ao 5.1, para y, € £(U x P), as
projecoes do fluxo fuzzy f@t(yo) e do ponto de equilibrio y, = 9.(y,), podem facilmente
ser obtidas por meio da extensao de Zadeh da solucao ¢; : U x P — U e do ponto de

equilibrio z.(z,,p) da Equacao (5.1), respectivamente.

Exemplo 5.1. No Exemplo 3.7, consideramos o caso em que o parametro k, na equagao

dx
— =Bk, —x
= Bk, — 1)
é um parametro fuzzy. Para a equagao acima, a solugao ¢ : R? — R, em termos de z, e
k,, é dada por
Sot(mm ko) - ko + (370 - ko) eiﬂt
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e assim o fluxo bidimensional v, : R? — R2, para o caso em que o parametro é incorporado

na condic¢ao inicial, é dado por
wt(xm ko) = (ko =+ (370 - ko) eiﬁtv ko)-

De acordo com a Proposi¢ao 5.1, a extensao de Zadeh ¢; : E(R?*) — E(R) de ¢; ¢ a
projecao sobre &(R) do fluxo fuzzy iy : £(R?) — E(R?). Para ilustrar, consideramos

y, € E(R?). Por definigao, temos que:

@t([yo]a) = {th(xoapo) : (xmpo) € [yo]a}'

Por outro lado, a projecao Pl(zﬁt(yo)) tem « - niveis dado por:

[Pa(de(yo))]™ = Pr(ve(Owo]))
= {Pu(Wu(0,20)) = (T0,0) € [Yo]"}
= {P1(#1(0, 20), Do) : (0, 10) € [Yo]"}
= {@u(@0,10) : (0, 10) € [yo]*},

de onde concluimos que [P, (¢ (y,))]* = ¢:([y,]*) e, consequentemente,

Para toda condigao inicial y, € £(R?), mostramos que @ZA)t converge para o ponto de
equilibrio ¥, que é a extensao de Zadeh de y, : R? — R? definida por y. (7., k,) = (ko, ko).

Isto é, o ponto de equilibrio y, tem funcao de pertinéncia

. 1) = min (). sup g, ()

Em particular, se y, = (x,, k,) ¢ o produto cartesiano fuzzy entre x, e k, € £(R), entao

a funcao de pertinéncia neste caso é dada por

thy, (2, k) = sup piy (20, k) = sup A(pia, (o), fik, (7)) = i, ()

Zo Zo
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quando x = k e py (x,k) = 0 quando = # k.
Pela igualdade (5.5), a projecao & € £(R) para este ponto de equilibrio tem fungao
de pertinéncia

iz (1) = Sup piy, (2, k) = g, ()
keR

e temos que do(¢:(y,), Z) — 0 quando ¢ — oo.
Na Figura 3.2, na pagina 80, temos a representagao grafica da solucao fuzzy 1/Azt(yo) e

da projecio ¢1(y,)- O

Equagoes unidimensionais

Consideremos o caso em que a Equacao (5.1) é unidimensional. Isto é, o campo
de dire¢oes é uma funcao f : U x P — R, no qual U C R e P C R™. Desta forma, a
Equagao (5.2) associada que incorpora os parametros como condi¢ao inicial tem dimenséao
m + 1. Seja y, € E(U x P) e ¢¥(x,,p) a solugdo da Equagao (5.2). De acordo com a
Proposicao 5.1, a projecao ?ﬁt(yo) sobre £(R) ¢ o ponto ¢(y,), onde ¢; é a extensao de
Zadeh da solugao ¢; : U x P — U da Equagao (5.1).

Fixado t € R, os a - niveis da projegao ¢.(y,), para o caso em que y, tem « - niveis

conexos, sao os intervalos [y (¢),y%;(t)], no qual
Ym(t) = min{e(zo, p) : (%0, p) € [Yo]"};

Y (t) = max{pi(zo,p) : (70, p) € Yo"}

Em alguns casos, quando y, = (x,, p,) ¢ dado pela t - norma do minimo com [x,]*
e [p,]* conexos, as expressoes para y,,(t) e yu(t) sdo encontradas através de um método

relativamente simples.
Proposigao 5.2. Sejam [x,]|* = [22,,2%,] e p, € E(P). Se existem p%,,pS; € [p,]* tal que
fla, ) < fa,p) < f(z,phy) (5.6)
para todo x € U C R, entdo a projecao ¢i(x,, p,) tem « - niveis dado por
Ym () = ez, p) ey (t) = @e(ahy, i)
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Prova: De acordo com a Proposi¢ao 1.14, as desigualdades em (5.6) garantem que

01(T0, 0%) < @i(To, Do) < i(T0, PGy)

para todo t € Ry e z, € U C R. Sabemos ainda que z, < y, implica em ¢;(z,,p,) <
©i(Yo, Do) Assim, para todo (x,,p,) € [x,]* X [p,]* vale que

(a0, p) < 0o, p0) < wi(x5y, D5

Desta forma, o minimo e o maximo do conjunto

[Dt(T0, Po)]* = {Pt(T0: Do) + (T0, Do) € [To]” X [P,]"}

sdo, respectivamente, atingidos nos pontos (z2,p%) e (z%,,p%,). Logo, a afirmagao esta

provada. u

A proposicao que acabamos de demonstrar fornece uma maneira pratica de determinar
os extremos dos intervalos dos « - niveis da projegao do fluxo fuzzy z/}t(a:o, p,) sobre £(R).
Mesmo nao sendo possivel determinar a solu¢ao da Equagao (5.1) é possivel encontrar

quais pontos no dominio determinam os extremos dos « - niveis.

De maneira analoga, podemos demonstrar que a Proposi¢ao 5.2 ainda continua ver-
dadeira quando as desigualdades (5.6) sdo validas em algum subconjunto invariante de
ScUCcCR

5.2.2 Projegao sobre os eixos coordenados

Consideremos agora o caso em que a equacao diferencial nao depende de parametros.

Isto é, p; : U C R®™ — U é o fluxo gerado pela equagao auténoma

dx
pri f(z), x(0)=x,.

Seja gogi) : U — R a projecao do fluxo deterministico no i - ésimo eixo coordenado,
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isto é, gpgi)(xo) ¢ a solucao que corresponde a equagao

dl‘i
dt

Como no caso deterministico, a extensdo de Zadeh ¢\’ : £(U) — E(R) da i - ésima
componente gpy) ¢ a 1 - ésima projecao da fluxo fuzzy ¢, : E(U) — E(U) sobre £(R).
Proposicao 5.3. A aplicacao gbgi) :E(U) — E(R) € ai - ésima projecao do fluro fuzzy
o E(U) — EU) sobre E(R).

Prova: Seja x, € £(U). Por definigao, a i - ésima projecao de ¢;(x,) sobre £(R) é o

ponto x; = 7;(¢¢(x,)). Desde que a projegdo é uma aplicagao continua, entao vale que:

[z:]® = il ([2]?)) = {milpel0)) : 0 € [20]°}
= {0t (20) : T, € [7,]}
= o ([z.]).

Logo, [@E“ (x,)]* = [x;]* para todo a € [0, 1] e a afirmagao esta provada. n

Se o ponto de equilibrio =, do fluxo deterministico ¢; : U — U depende da condicao
inicial x, € U, entdo o ponto de equilibrio para o fluxo fuzzy ¢, : E(U) — E(U) é
obtido pela extensao de Zadeh de z., : U — U. Seja 2 (x,) a i - ésima coordenada do
ponto de equilibrio z.. De maneira andloga, podemos provar que a i - ésima projegao
do ponto de equilibrio fuzzy x. = Z.(x,) € E(U) ¢ o ponto &; = 2 (z,) € E(R) onde
20 E(U) — E(R) ¢é a extensao de Zadeh de 2% . U — R. Mais resumidamente, para
x, € E(U), vale a igualdade

b () = iy () 6.7
onde &; ¢ a i - ésima projecao do ponto de equilibrio fuzzy ..
Exemplo 5.2. A equagao autoénoma

del

i T2, x1(0) = zo1,
dx
d_t2 = —x1, x2(0) = x02,
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determina o fluxo bidimensional ¢, : R? — R2, ¢, = (90,51), ga,@), dado por:

90151)(%1, To2) = Tg1 COSt + To sent;

(2) _
©; (o1, To2) = Tpa cOSt — oy sen t.

Conforme a proposigao anterior, as projegoes do fluxo fuzzy @; : £(R?) — £(R?) sobre

E(R) sao as extensoes de Zadeh das componentes (M e o).

Figura 5.1: Evolugao no tempo de gogl)(azo) e ;" (x,) respectivamente.

(2)

Na Figura 5.1 temos a evolugao no tempo da projegao da solucao fuzzy ¢;(x,) sobre

0s eixos x e y respectivamente. A condigao inicial @, tem funcao de pertinéncia dada por:

f, (2, y) = max{l — (z — 3)> — y*,0}.

]

Exemplo 5.3. O fluxo deterministico gerado pelo modelo ST, Equagao (3.3) no Exem-
plo 3.1, tem ponto de equilibrio z.(S,, I,) = (0,5, + I,). Para todo x, € £(R?), o fluxo
fuzzy converge para o ponto de equilibrio fuzzy . = Z.(x,).

De acordo com a igualdade (5.7), as projegdes do ponto de equilibrio @, sobre os
eixos coordenados sao obtidas pela extensao de Zadeh das componentes de z.. Isto é, as

projegoes sao, respectivamente, &; = xyo) € T2, cuja fungao de pertinéncia ¢ dada por

Pz, (I) = SUp  fiz,(So; Lo) = SUD fig, (S0, I — S,) (5.8)
So+Io:I SO
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Pela Proposicao 5.3, as projegoes da solucao fuzzy ¢;(x,), sobre £(R), do modelo ST
(1)

sao obtidas pela extensao de Zadeh das componentes ;" e g0§2), dadas por:
I,

(1)
L)=N,(1-—2°
(pt (Soa O) 0( ]O+SOeNOT‘t

. (2) 1) — No[o
) ) (,Dt (Soa o) ]0 + —SO eNaTt'

Para ilustrar, suponha que a forca de infec¢ao seja r = 0.01 e tomemos a condigao

inicial &, € £(R%) definida pela fungao de pertinéncia

fz, (Se, I,) = max{1 — 0.01(S, — 80)* — 0.25(1, — 5)%,0}.

50|
(1) (Io)

Figura 5.2: Evolugao no tempo da projecao de ¢.(x,) sobre os eixos S e I respectivamente.

A Figura 5.2 mostra a evolugao das projegoes @gl)(mo) e @2)(3:0) com a evolugao no

tempo. Observe que gbgl)(wo) converge para &; = X{o} enquanto que g&,@(mo) converge

para &2 com fungao de pertinéncia dada como em (5.8).

Podemos ainda considerar que quantidade de individuos na populagao é conhecida,
digamos, N. Neste caso, as variaveis S e [ estao relacionadas pela igualdade. Como
mostramos no Exemplo 3.2, sob esta hipotese, a solucao fuzzy converge para o ponto de
equilibrio fuzzy x{(o,ny}. Neste caso, as projecoes @El)(mo) e ¢§2)(a;0) convergem para X {o}

e X{n}, respectivamente.

Na Figura 5.3 temos a representacgao grafica das projegoes da solucao fuzzy ¢;(x,),
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para a condigao inicial

max{1 — 0.01(S, — 80)%,0}, se S,+ I, =N,

:uwo(Soa ]o) -

0 se S, + 1, # N.

Figura 5.3: Evolugao no tempo da projegao de ¢¢(x,) sobre os eixos S e I respectivamente.

5.3 O fluxo fuzzy e a equacao do transporte

Nesta se¢ao exploramos a relagao que existe entre o fluxo fuzzy, obtido pela extensao de
Zadeh do fluxo deterministico, e a solu¢ao de uma equagao diferencial parcial de primeira

ordem: a equagao do transporte.

Suponha que f : U C R” — R" seja uma func¢ao continua e considere o problema de

valor inicial determinado pela equagcao diferencial auténoma

dx
pri f(x), =z(0)=ux,, (5.9)



e a equacao diferencial parcial de primeira ordem

u + f(x)u, =0, (t,x) € (0,00) x U,
(5.10)
u(0,z) = u,(x), xzel,

em que u, : U — R é uma funcao diferenciavel e

f(@)ug(t, z) = Zfz ax

A solucao u : Ry x U — R para a Equacao (5.10) pode ser determinada através do
método das caracteristicas. Este método consiste em determinar trajetorias z(¢) nas quais
a solucao da Equagao (5.10) é constante ao longo de (t,z(t)). Isto é, queremos encontrar
a trajetoria z(t) tal que a aplicacdo z : Ry — R, definida por z(t) = u(t,z(t)), seja

constante para todo t € R,. Assim, se u: Ry x U — R é solugao de (5.10), entao

dz dx
=7 (8) = (s, 2(5)) + —(s)ua(s, 2(s)) = ws, 2(s)) + fla(s))us(s, 2(s)) = 0

e portanto, comparando ambos os lados da igualdade, a trajetoria z(t) deve satisfazer a
Equagao (5.9).

Reciprocamente, se ¢;(z,) € solugao da Equagao (5.9) entao temos que u(t, pi(x,)) = ¢
para todo ¢t € R,. Em particular, essa igualdade vale para ¢t = 0 de modo que temos
¢ =u(0,90(x,)) = uo(xy).

Desta forma, para determinar a solu¢ao da Equagao (5.10) em um ponto (t,z) €
(0,00) x U necessitamos determinar =, € U tal que ¢i(x,) = z, ou seja, x, = p_(z), e

entao
u(t, ) = uo(p—i(2))
para todo t € R,.
Quando a condigao inicial u, : U — R nao é de classe C! entao u(t,z) = u,(¢_i())
é denominada solug¢ao fraca para a Equagao (5.10). Mais detalhes sobre o método das
caracteristicas podem se encontrados em Evans (1998).

Aqui estamos supondo que para todo (¢,z) € R x U é possivel determinar z, € U tal
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que ¢(z,) = z. Quando a solugdo da Equagao (5.9) existe para todo t € R entdo, pelas
propriedade de fluxo, temos que x, = ¢_;(z).

Como veremos na proposi¢do abaixo, se ¢ : E(U) — E(U) ¢é obtido através das
extensao de Zadeh do fluxo deterministico ¢, : U — U, gerado pela Equagao (5.9), entao
a funcao de pertinéncia fig,(,) : U — [0,1] é a solucao da equagao do transporte (5.10)

com condicao inicial u,(x) = fig, ().

Proposicao 5.4. Sejam ¢; a extensao de Zadeh do fluro deterministico p; gerado pela
Equagao (5.9), u : Ry x U — R a solugao de (5.10) e &, € E(U). Se uy(r) = pg, ()
entao

u(t, ) = fip, () (T)

para todot € Ry ex € U.

Prova: Suponha que u,(z) = pg, () para todo x € U. O método das caracteristicas
apresentado acima nos permite encontrar a solu¢ao da Equacdo (5.10) em termos da
condigao inicial u, : U — R. Mais especificamente, a solugado em um ponto (¢, z) € R, xU

¢ dado por
u(t, ) = piz,(P-+(x)). (5.11)

Por outro lado, a extensao de Zadeh aplicada sobre a condigao inicial do fluxo determinis-
tico ¢; determina o fluxo fuzzy ¢;, cuja imagem de x, € £(U) no tempo t, tem como

funcao de pertinéncia

i (o) (T) = (Sul)o Py (To) = e, (P—t(T)), (5.12)
ot(To)=2

com a ultima igualdade sendo valida pela unicidade da solu¢ao com relagao a condicao
inicial.

Com isto, concluimos que vale a igualdade
u(t, ) = g, () (%)
para todo (t,z) € Ry x U e a afirmagao esta provada. u

A Proposi¢ao 5.4 tem algumas importantes consequéncias. Primeiramente, ela nos
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permite interpretar as solugoes via extensao de Zadeh sobre a condic¢ao inicial como sendo
um transporte determinado pelo campo vetorial f. Isso abre a possibilidade de utilizar
técnicas de equagoes diferenciais parciais para compreendermos o comportamento do fluxo

fuzzy ¢y.

Em segundo lugar, a Proposi¢ao 5.4 nos permite explorar uma ampla classe de métodos
voltados para se obter aproximacgoes numéricas da solucao de equagoes de conservagao,
como por exemplo a Equacao (5.10) (LeVeque, 1992). Consequentemente, podemos uti-

lizar tais métodos numéricos para obter uma aproximacao para fi,,(z,) : U — [0,1].

Exemplo 5.4. Consideremos o fluxo deterministico
(o) =k + (z, — k) e

gerado pela equagao unidimensional

dx_

E—f(x):ﬁ(k—x)-

Dado u, : R — R, a solugao da equacao diferencial parcial

u+ Bk —x)u, =0, (t,z) € (0,00) xR,
(5.13)
u(0,2) = uy(x), r €R,

¢ dada por
u(t, r) = uo(k + (z — k)e).

Seja agora x, € £(R) com funcdo de pertinéncia g, : R — [0, 1]. De acordo com
a Proposi¢ao 5.4, a fun¢do de pertinéncia de ¢;(x,) é a solugao da equagao diferencial

parcial com u,(x) = pg, (), isto &,
Hon(wo) = M, (k + (= k)e™).

Na Figura 5.4 temos o grafico da funcao de pertinéncia pis,(«,) para diferentes valores
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de tempo. A condic¢ao inicial, neste caso, tem func¢ao de pertinéncia dada por:

pa, (1) = max{1 — 0.01(z — 10)?,0}.

H‘Pt(%

=
&
T

Figura 5.4: Funcao de pertinéncia de ¢;(x,) para diferentes valores de t.

Pelos resultados apresentados no capitulo anterior, a solugao fuzzy deste exemplo
converge para o ponto de equilibrio x{oy, 0 que esté de acordo como que podemos observar
na Figura 5.4.

Entretanto, devemos ressaltar que a convergéncia nao ocorre na métrica do supremo,

para o conjunto das fungoes limitadas. De fato, para todo t € R, temos que:

SUD [, () () — Xq0} ()] = 1.
z€eR
Logo, nao podemos ter a convergéncia da funcao de pertinéncia jig,(2,) para x{oy, quando

t — 00, pela métrica do supremo. O

5.4 Conclusao

Neste capitulo estudamos projecoes do fluxo fuzzy sobre subespacos apropriados do
dominio. Na Proposi¢ao 5.1 mostramos que a proje¢ao da solugao fuzzy do sistema (5.2)
¢ a extensao de Zadeh da solug¢do deterministica da Equacao (5.1). Na Proposigao 5.2,
mostramos uma maneira relativamente simples de encontrar os « - niveis da extensao de

Zadeh da solugao deterministica Equacao (5.1), quando esta é unidimensional.
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Na Proposi¢ao 5.3 mostramos que ¢ - ésima projecgao, sobre £(R), da solucao fuzzy ¢é
a extensao de Zadeh da i - ésima coordenada da solugao deterministica.
Finalmente, na Proposigao 5.4 mostramos que a fungao de pertinéncia da solugao fuzzy

é a solugao de uma equacao diferencial parcial, a equacao do transporte.
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Capitulo 6

Biomatematica e os fluxos fuzzy

6.1 Introducao

As ferramentas de analise qualitativa desenvolvidas nos capitulos anteriores, mais pre-
cisamente nos Capitulos 3 e 4, sao utilizadas neste capitulo para estudar o comportamento
assintotico de fluxos fuzzy gerados por alguns importantes modelos em Biomatematica.

Na Secao 6.2 analisamos o fluxo fuzzy gerado por trés modelos unidimensionais: o
modelo que descreve o efeito Allee, o modelo logistico generalizado e o modelo de von
Bertalanffy generalizado. Em todos estes modelos, inicialmente estudamos o caso em que
a subjetividade estd somente na condicao inicial e em seguida consideramos também o
caso em que os parametros envolvidos nas equagoes sao fuzzy.

Na Secao 6.3 analisamos o comportamento do fluxo fuzzy gerado pelos modelos presa -
predador de Lotka - Volterra e Holling - Tanner. O modelo de Lotka - Volterra apresenta
uma dificuldade adicional uma vez que as érbitas periddicas nao sao ciclos limites. Além
disso, o periodo de cada oOrbita depende da condicao inicial de modo que, em geral,
nao podemos garantir que a solugao fuzzy seja periddica. Analisamos ainda o modelo
de Holling - Tanner fuzzy e verificamos a existéncia de orbitas periddicas fuzzy para
determinados valores de parametros. Neste caso, mostramos que a solucao fuzzy pode
apresentar periodicidade.

Para finalizar o capitulo, na Secao 6.4 analisamos o fluxo fuzzy gerado por dois modelos
envolvendo trés variaveis de estado. Primeiramente mostramos a existéncia de pontos de

equilibrio fuzzy com funcao de pertinéncia sobrejetiva para o modelo de epidemiologia
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STR. Em seguida, estudamos o fluxo fuzzy gerado por um modelo que descreve a interacao
entre dois predadores e uma tnica presa. Também neste caso, o fluxo fuzzy apresenta

pontos de equilibrio com fungao de pertinéncia sobrejetiva sobre o intervalo [0,1].

6.2 Modelos unidimensionais

6.2.1 Efeito Allee demografico

No modelo logistico para dinamica populacional de uma espécie, a taxa de reproducao
per capita é inversamente proporcional a quantidade de individuos na populacao. Isto
ocorre ao se considerar que a disputa por espago e por alimentos é menor para baixas
densidades populacionais (Allee et al., 1949).

No entanto, quando a quantidade de individuos de uma espécie é pequena pode haver
influéncia na reproducao. Devido a dificuldade em encontrar parceiros adultos, determi-
nadas espécies reproduzem menos em baixas densidades populacionais. Com isso, na ge-
ragao seguinte havera menos adultos que, consequentemente, reproduzirao menos, levando
a espécie a extingao (Courchamp et al., 2008). Para determinadas espécies, a agregagao
dos individuos no estagio larval é fundamental para a sobrevivéncia da espécie.

Desta forma, para certas espécies, a taxa de reproducao per capita é proporcional
a quantidade de individuos para baixas densidades populacionais. A presenca de um
nimero minimo de individuos, abaixo do qual a populacao vai a extincao, &€ denominado
efeito Allee demogrdfico. De maneira geral, o efeito Allee descreve a situagao em que a
taxa de reproducao per capita diminui ou a taxa de mortalidade aumenta para baixas
densidades populacionais (May e McLean, 2007).

Um dos modelos mais simples que incorpora tanto o efeito Allee quanto a capacidade

suporte do ambiente é dado pela equacao autonoma

‘é_f:m@_%) (§—1>, z(0) = 2, > 0, (6.1)

onde r > 0 é taxa de reproducao intrinseca, k > 0 é a capacidade suporte e a € (0,k) é
o limiar Allee. Observemos que quando z, < a entao a populagdo vai para a extingao.
Por outro lado, se z, € (a, k) entao a populagdo aumenta e ¢ limitada pela capacidade

suporte k.
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Os pontos de equilibrio para a equacao acima sao: ., =0, y. = a e z. = k. Os pontos

de equilibrio z,. e z, sao assintoticamente estéveis enquanto que ¥, é instavel.

Condicao inicial fuzzy

Consideramos o caso em que a condicao inicial da Equacao (6.1) ¢ fuzzy.

O fluxo fuzzy ¢; : E(R;) — E(R,) gerado pela Equacdo (6.1) tem como equilibrio
0s pontos T. = X{0}, Yo = X{a} € Ze = X{x} sendo x. e z. assintoticamente estaveis e
y, instavel (Proposigao 3.4 no Capitulo 3). No entanto, somente a anélise destes pontos
de equilibrio nao é suficiente para explicar o comportamento do fluxo fuzzy ao longo do
tempo.

Para todo z, € (a,00) temos que ¢;(x,) converge para o ponto de equilibrio z, = k.
Mais do que isso, a Proposicao 1.20 garante que o ponto de equilibrio z. atrai qualquer
conjunto compacto contido em (a,c0). Assim, através do Teorema 3.6, podemos concluir
que o fluxo fuzzy converge para o ponto de equilibrio z. = x4}, para qualquer x, com
[x,]° C (a,00). De maneira analoga podemos concluir que @¢(x,) — x{o} quando t — oo
para todo x, com [z,]° C [0,a).

Suponha agora que [z,]" = [z,,a], z, € [0,a). Como [0,a] é um conjunto invariante
para o fluxo deterministico, a Proposigao 4.13 garante que os « - niveis de ¢;(x,) estao em
[0, a] para todo t € R,. Uma vez que ¢(z,) — 0 quanto t — oo e ;([z,, a]) ¢ um conjunto
conexo para todo t € R, entao, dado y € (0, a], existe T'> 0 tal que y € ¢;([z,,a]) para
todo ¢ > T. Logo, lim; ... di([$¢(x,)]°, [0,a]) = 0. Isto implica que o suporte da solucao
fuzzy, para condigoes iniciais com suporte [x,|° = [x,, a], converge para o intervalo [0, al.

Por outro lado, se [x,]° = [a,z,], T, € (a,k] entdao a Proposigao 4.13 garante que
[Pi(x,)]* esta contido em [a, k] para todo a € [0,1] e t € Ry. De maneira analoga,
podemos mostrar que lim; . dg([$¢(2,)]° [, k]) = 0. Neste caso, o suporte da solugao
fuzzy ¢i(x,) converge, na métrica de Hausdorff, para o conjunto |a, k.

No caso de termos [z,]° = [z,, y,] com z, < a < y, entdo, pelo fato de [0, k| ser invari-
ante pelo fluxo deterministico, vale que [@(x,)]* C [0, k] e limy oo dg([P¢(,)]°, [0, k]) = 0.

O = [x,,%,], 0 suporte da solugao fuzzy converge

Assim, para condigbes iniciais com [,
para [0, k].

Através dos resultados desenvolvidos na Secao 4.3, podemos estabelecer as estabilidade
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dos conjuntos invariantes:
Si={zefRy): [z]"€[0,a]}; Se={zxeclRy): [z]" €[0,k]};

Sy ={zc &Ry : [z’ € [a,k]}.

No entanto, omitiremos a anélise de estabilidade de tais conjuntos.

Incerteza sobre a condicao inicial e limiar Allee

Para incorporamos incerteza no limiar Allee, representado pelo parametro a, pre-

cisamos considerar o sistema aumentado

( dx x T
E—rx(l—z) (a_o_l)’ z(0) =z > 0,

da

|5 = 0, a(0) =a, € (0, k).

Para distinguir da solugao da Equagcao (6.1), a solu¢ao da equagao acima sera denotada
por Yy (z,, a,).
A Equagao (6.2) apresenta trés pontos de equilibrio que dependem do parametro a,.
Te :]R%r — ]Ri Ye :R%r — ]Ri Ze :Ri — Ri

(T0r00) — (0,a0),  (10ra)) — (0a0)  (Tera) — (kya,)

Dizer que o parametro a, é incerto significa considerar a condigao inicial da Equagao (6.2)
fuzzy. Seja U =Ry x I, I = (0,k), e consideramos o fluxo fuzzy Uy EWU) — E(U) gerado
pela Equagao (6.2). Fixamos a, € £(I) e vamos estudar o comportamento assintotico
de 9y(y,) onde y, € E(U) ¢ da forma y, = (x,, a,) com x, € E(R,). Isto ¢, estamos
considerando y, determinado a partir do produto cartesiano fuzzy entre x, € E(R,) e
a, € £(I) por alguma t - norma.

De acordo com o Teorema 3.6, podemos determinar pontos de equilibrio para o fluxo

fuzzy @/A)t pela extensao de Zadeh das fungoes x.,y. e z.. Isto é,

Lo = QA:€<yo)7 Ye = ge(yo) € 2= 2€<y0)'
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As funcoes de pertinéncia para cada um dos pontos de equilibrio fuzzy acima sao, respec-

tivamente:

Ha,(a) sex =0, fa,(a) sex=a,

0 se x # 0; 0 se x # a;

/’me (':U7 a) =

ta,(a) sex =k,
0 se v # k.

Como no modelo deterministico, a convergéncia @@t(yo) para um dos pontos de equi-
librio acima vai depender da escolha da condigao inicial y, € £(U). Uma vez que estamos
considerando o parametro a, fixo e y, = (x,,a,) entdo a convergéncia vai depender
apenas da escolha de x,.

Para simplificar a analise, suponha que [a,]® = [a1,as] C I. Se g < a1 entao ¢y(z,) —
0 quando t — oo. Por outro lado, se xg > ay entao ¢y(z,) — k quando t — oo. Assim, se
[2,]° C [0,a;) a Proposicdo 3.8 assegura que ¢ (y,) converge para o ponto de equilfbrio
. = i.(y,). Se [x,)° C (az,00) entdao, pela mesma proposigao, zﬂt(yo) converge para o
ponto de equilibrio z. = Z.(y,) quando ¢t — oc.

Estamos também interessados aqui em saber a influéncia da subjetividade na dinamica
populacional dada pela Equacao (6.2). Por este motivo, nos é conveniente observar o
comportamento da projecao da solugao fuzzy &t(yo). Pela Proposicao 5.1, para cada
t € R, a projecao de y(y,) em E(R,) & o ponto ¢ (y,) € E(R,).

Ainda pelos resultados do capitulo anterior, a projecao dos pontos de equilibrio .,

Yy, e z. em E(R,) sdo, respectivamente, os pontos
T1 = X{0}, L2=0C, € T3= X{k}-

Desde que f@t(yo) converge para o ponto de equilibrio x. quando [z,]° C [0,a;) entdo a
projecao #¢(y,) converge para xioy quando ¢ — oo. Por outro lado, se [x,]° C (as, c0)
entao @/}t(yo) converge para o ponto de equilibrio z. e, consequentemente, a projecao
¢(y,) converge para Xz} quando ¢ — oo.

A Figura 6.1 mostra a evolugao com o tempo do fluxo fuzzy gerado pelas Equagoes (6.1)

e (6.2). O grafico (a) é a evolugao da solugao fuzzy ¢;(x,), isto é, quando apenas a condigao
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inicial ¢ considerada fuzzy, para duas condigoes iniciais distintas x, € £(R,) dadas pelas

fungoes de pertinéncia
fiz, (r) = max{1l — 0.04(x — 60)%,0} e i, () = max{l —0.04(z — 40)?, 0}.

No item (b), temos a evolugao da projecao da solugao fuzzy @t(yo) gerado pela Equagao (6.2).
A condicao inicial y, considerada, neste caso, é o produto cartesiano fuzzy entre x, e a,

dado pela funcao de pertinéncia
Ha,(x) = max{1 — 0.1(z — 50),0}.

Notamos que ha uma diferenga entre os « - niveis dos graficos em (a) e (b). Isto
acontece pois a subjetividade nos parametros contribui para um aumento da subjetividade

na dinamica populacional da espécie (veja (5.4) na pagina 135.)

@t (IO) @t (yo)

L L L L L
20 0 60 80 100 2 40 60 80 100

(a) (b)

Figura 6.1: (a) - Evolugao da solucao fuzzy ¢:(x,) da Equacao (6.1) com r = 0.1, kK = 100 e
a = 50. (b) - Evolucao da projegao de 9:(y,) sobre £(R), com r = 0.1 e k = 100.

6.2.2 Modelo Logistico generalizado

O modelo logistico generalizado é dado pela equagao

dx u 2\
ik [1 — (k_o) ] , x(0) =1z, >0, (6.3)



no qual os parametros r,, a,, b,, ¢, € k, sao reais positivos. Notemos que, de maneira
geral, quando o parametro ¢, > 0 é um namero racional, a Equacao (6.3) pode néo estar
bem definida para z, > k,. Assim, consideramos aqui apenas o caso em que ¢, € N.

Tsoularis (2002) apresenta uma relagdo da equagdo acima com outros modelos de
crescimento inibidos como as equagoes de von Bertallanfy e Richards.

Assim como o modelo de crescimento logistico, a equagao acima admite dois pontos
de equilibrio: z. = k, e y. = 0, sendo que este tltimo é instavel. O fluxo deterministico
¢+ Ry — R, gerado pela Equagao (6.3) converge para o ponto de equilibrio z, = k,
para toda condicao inicial z, € (0,k,). Além do mais, como ¢;(x,) ¢ crescente com
relagao a ¢, entdo o ponto de equilibrio z, atrai conjuntos compactos contidos em (0, k)
para qualquer configuracao dos parametros. A convergéncia para o caso em que x, > k,
depende fundamentalmente da escolha do parametro ¢,. Se ¢, ¢ um nimero natural par,
entao a solucao se afasta de xq,} enquanto que se ¢, € N ¢ fmpar, entdo ¢;(x,) — ko
quando t — oo, para todo z, > k,.

O fluxo fuzzy ¢; : E(Ry) — £(R;) gerado pela equacao acima tem Xjop € Xk}
como pontos de equilibrio. Assim como para o caso deterministico, o ponto de equilibrio
X{o} ¢ instével. Se a condicdo inicial fuzzy @, é tal que [z,]® C (0,k,) entdo temos que

O1(0) — X ko quando t — 0.

Incertezas sobre os parametros

Suponha que além de incertezas sobre a condicao inicial desejamos também considerar
as incertezas nos parametros p, = (7, Go, by, ko). Para que possamos fazer uso dos resulta-
dos apresentados nos capitulos anteriores devemos entao considerar o fluxo deterministico

Y, U x P — U x P gerado pela equagao

dr_ o ()" (0) = 29 > 0
o = Tt W . x(0) = x9 ,

dpi
Cdt

,

O, p(O) = Po = (7’07 G, bo; ko)a

no qual

Ux P ={(x,,p) € Ri D Ty, Toy o, by € k, positivos }.
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Somente para simplificar a analise, vamos supor que ¢, € N é impar.
Para todo (x,, po) = (T0, o, Go, bo, ko) € U X P o fluxo deterministico v, converge para

o ponto de equilibrio y. = (k,, 74, @0, b, k). Podemos entao ver y. como a fungao

Yo U X P — UXP
(Tos Do) = (Koy Do)

onde p, = (70, o, b, ko).
Seja y, € £(U x P). De acordo com a Proposicao 3.8, temos que y(y,) converge para
o ponto de equilibrio y, = .(y,). Se pyy, : U x P — [0,1] ¢ a funcao de pertinéncia de

Yy, entao a fungao de pertinéncia do ponto de equilibrio é

SUP fly, (0,7, 0,0, k) se x =k,
oy (x,7,0,b, k) = < €U
0 se x # k.

Por definigao, a projecao & € £(R) deste ponto de equilibrio tem fungao de pertinéncia

ﬂi(x) = SUp Uy, (x> r,a, ba k)
(r,a,b,k) )

No entanto, desde que iy (2,7,a,b,k) = 0 se x # k, entdo

pz(x) = sup fiy, (,7,0,0,k) = sup juy (z,7,a,b,x).
(r,a,b,k) (r,a,b)

Em termos da condigao inicial y,, temos:

Ha(r) = Sup iy, (T0,70,b,7).

(o,r,a,)

6.2.3 Modelo de von Bertalanffy generalizado

Como ja apresentamos nos capitulos anteriores, o modelo de von Bertalanffy genera-

lizado é dado pela equacao autdénoma

de _
dt

Co

a,x® — box, x(0) =z, >0. (6.5)
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O ponto de equilibrio para o fluxo gerado por esta equagao é dado por

1

wte) = (32)"

que é assintoticamente estavel para todo a,, b, e ¢, positivos, ¢, < 1. Para todo z, > 0 o
fluxo deterministico ¢;(x,) converge para o ponto de equilibrio ..

Seja entao o fluxo fuzzy ¢, : E(U) — £(U) gerado pela equacao acima, U = R*. De
acordo com o Teorema 3.6, para todo x, € £(U) temos que ¢;(x,) converge para o ponto

de equilibrio ®, = X (4.}

Subjetividade nos parametros

No Exemplo 3.5 analisamos a Equacgao (6.5) considerando incertezas apenas no parametro
a, > 0. Suponha agora que tanto os parametros, p, = (a,, by, ¢,), quanto a condigao inicial
sejam subjetivos. Assim, devemos aplicar a extensao de Zadeh sobre o fluxo ¢, : U — U

gerado pela equagao

dx
i a,x — boxr, x(0)=x¢ >0,

(6.6)
% =0, P(0) = po = (a0, bos ¢o),

no qual U = {(w,z,y,2) € R*: w, x, y e 2z positivos}. O ponto de equilibrio nao nulo

para o fluxo 1, é dado por y.(x,, po) = (T (0, Do), Po), NO qual

1
a’O

Te(Zos Po) = Te(To, Ao, by, Co) = <b_) - (6.7)

Como ¢y(x,,p,) converge para o ponto de equilibrio assintoticamente estéavel z.(z,, p,)
para todo (z,,p,) € U, entao, pela Proposigao 3.8, o fluxo fuzzy @/A)t(yo) converge para o

ponto de equilibrio y, = 7.(y,).

Considerando que y, = (x,, p,) entdo, de acordo com o que discutimos no Capitulo 3,
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a funcao de pertinéncia do ponto de equilibrio é dada por:

pip,(a,b,c)  sea=br'"
oy, (7,a,b,c) =
0 se a # bx'~C.

Podemos ainda determinar a projegao de @t(wo, p,) sobre o subespaco &€ (R’ ). Como vi-
mos no Capitulo 4, tal projegao pode ser obtida pela extensao de Zadeh do fluxo ¢, (x,, p,)
gerado pela Equagao (6.5). Isto é, se gy é a projecao de @/;t(:vo,po) sobre £(R%) entao
g = ¢i(x,, p,). Desta forma, para cada t € R, os « - niveis da proje¢ao ¢ sao os inter-
valos [y2 (1), y3;(t)] no qual y2 (t) e y$;(t) sdo o minimo e o maximo respectivamente do
conjunto

[g]a - {gpt(‘rmammeO) : ('rO?a’Oa bmco) S [yo]a}'

Scapim (2008) utiliza o fluxo fuzzy gerado pelo modelo de von Bertalanffy generalizado
para estimativa de pesos de diferentes espécies de animais, considerando que apenas o
parametro de alometria ¢, > 0 é subjetivo.

Como discutido na Segao 5.2.1 do Capitulo 4, a projecao ¢:(y,) € E(R,) converge
para o ponto & = .(y,) quando ¢ — oo. A extensdo de Zadeh da solu¢ao da aplicagao

(6.7), com Y, = (X{wo}> X{ao}> X{bs}» Co), tem funcao de pertinéncia:

pe,(€)  se de e (0,1) tal que x17¢ = (a/b),

0 caso contrario.

Na Figura 6.2, temos as estimativas de peso para humanos e suinos, respectivamente.
A condigao inicial em ambos os casos ¢ da forma y, = (X{z.} X{ao}> X{b.}> Co)- Em (a),
o parametro ¢, ¢ o namero fuzzy triangular ¢, = (0.7340/0.7500/0.7623), =, = 3.5,
a, = 0.6328 e b, = 0.3156. Em (b) temos: ¢, = (0.9787/0.9794/0.9799), xz, = 1.5,
a, = 0.6813 e b, = 0.6096. Tanto em (a) quanto em (b) utilizamos escalas de tempo
apenas para ilustrar o comportamento da solugao fuzzy.

Em se tratando de aplicacoes de modelos unidimensionais, em muitas ocasioes, estamos
interessados em determinar quando ocorre um crescimento maximo. Quando se aplica uma

equagao de crescimento inibido deterministica como modelo de crescimento para peso de
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animais de corte, o tempo de abate ideal é exatamente o ponto de inflexao da solucao. De
fato, se o animal for abatido antes h4 uma perda pois nao foi atingido todo o potencial
de ganho de peso. Se for abatido depois corre-se o risco de perder dinheiro na relagao
custo versus ganho de peso pois a partir do ponto de inflexdo ocorre uma diminui¢ao no
ritmo de crescimento. Na pratica os criadores abatem o animal num tempo maior do que
o tempo de inflexdo. Em Cecconello et al. (2008), estudamos modelos de crescimento
inibido com o objetivo de determinar quando o suporte da solucao fuzzy atinge a maior
amplitude. Conforme resultados tedricos obtidos naquele trabalho estao de acordo com o

que é feito na préatica.

g g
; :

Peso (Kg)
g

Peso (Kg)

Idade (anos) Idade (dias)

(a) (b)

Figura 6.2: Solugoes fuzzy para o modelo de von Bertalanffy generalizado considerando incerteza
apenas no parametro de alometria.

6.3 Modelos bidimensionais com condicao inicial fuzzy

6.3.1 Modelo de Lotka - Volterra

O modelo presa - predador classico de Lotka - Volterra é dado pelo sistema de equagoes

d
% = ary — rTTe, 21(0) = 201 > 0,
(6.8)
d.CCQ
p —bxy + sw1xa,  2(0) = xe2 > 0.
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Como vimos no primeiro capitulo, para qualquer condigao inicial, a solugao ¢ : R%r — R%r
da Equagao 6.8 gera uma orbita periddica estavel. O periodo de cada oérbita periddica do
modelo de Lotka - Volterra depende da condigao inicial (Waldvogel, 1983).

Como a orbita periodica (zg1, zg2) € estavel, entdao a Proposigao 4.12 garante que o
conjunto periodico ~y(xg1, To2) € estavel para o fluxo fuzzy.

Embora cada ponto nao nulo no quadrante positivo seja periddico, de maneira geral
nao podemos usar o Teorema 4.5 para garantir a existéncia de pontos peridédicos para
o fluxo fuzzy, uma vez que o periodo depende da condicao inicial. Assim, a analise de
comportamento do fluxo fuzzy gerado pelo modelo de Lotka - Volterra pode ser feita de
maneira similar & apresentada no Exemplo 4.8.

A regido V' C R% compreendida entre duas orbitas periddicas deterministicas distintas,
1 € Y2, € uma regiao invariante. Desta forma, a Proposicao 4.13 garante que o conjunto
V formado pelos pontos & € £(R?%) com [z]° contido em V, ¢ um conjunto invariante pelo
fluxo fuzzy. Como o conjunto V' ¢ limitado, entdo dada um condigdo inicial , € R% com
[x,]° C V, temos que o conjunto w([x,]°) é compacto, invariante e atrai ,([z,]°). Logo,
o Corolario 4.18 garante que o conjunto w([x,]°) atrai o fluxo fuzzy @ (x,).

Na Figura 6.3 temos a representagao grafica de ¢;(x,) nos instantes t = 55 e t = 85.

A condicao inicial &, € £(R?%) é o produto cartesiano fuzzy entre
pra, () = max{0.25(x — 4)(8 — x),0}

e X{5}, ou seja, T, = (x,, x(5})- Desta forma, estamos considerando que apenas a quanti-
dade de presas é subjetiva. Tomamos tal condigao inicial para simplificar a visualizacao

de ¢(x,) no espago de fase.

Figura 6.3: Grafico de ¢ (x,) para t =55 e t = 85.
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6.3.2 Modelo de Holling - Tanner

No Exemplo 1.5 no Capitulo 1, apresentamos a analise qualitativa para o modelo
presa - predador de Holling - Tanner. Este modelo apresenta algumas caracteristicas que
o tornam mais aplicivel do que o modelos de Lotka - Voltera. As solug¢oes do modelo
de Holling - Tanner apresentam caracteristicas que dependem apenas dos parametros da
equagao (Rai et al., 1991). Vimos que, sob certas configuragoes dos parametros, o modelo
pode apresentar um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o qual a solucao
converge, para toda condi¢ao inicial. Quando o ponto de equilibrio é instavel, usamos o
teorema de Poincaré - Bendixson para mostrar que a equag¢ao admite uma o6rbita periddica
que atrai as orbitas das solucoes com condic¢oes iniciais nao nulas.

Nesta secao, fazemos uma anélise qualitativa do modelo de Holling - Tanner quando
as condigoes iniciais sao incertas. Mostramos que o fluxo fuzzy gerado pela solugao da

equacao

((dz1 _ (1_ﬂ>_<L)
a0 2 o +d)

(6.9)

dIQ i)
11472,
\ dt a372< T

pode apresentar um ponto de equilibrio assintoticamente estavel ou uma o6rbita periédica.

Os pontos de equilibrio para o modelo de Holling - Tanner sao z. = (0,0), y. = (k,0)

e ze = (z,2/b), onde z é a raiz positiva da equagao

22—<kz—d—m—:)z—kd:0.
T

Os dois primeiros sao pontos de equilibrio instéveis enquanto que a estabilidade de z. vai
depender da escolha dos parametros da Equagao (6.9). Porém, o fato de z. ser assintotica-
mente estavel para determinados valores de pardmetros nao significa que a Equacao (6.9)
nao admite orbitas periddicas. Gasull et al. (1997) mostraram que quando z. é assintot-
icamente estavel, o modelo de Holling - Tanner pode apresentar ao menos duas orbitas

periddicas, sendo ao menos uma delas assintoticamente estavel.

Consideremos agora o fluxo fuzzy ¢, : £(R3) — E£(R?%) gerado pela solugao do modelo
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de Holling - Tanner e seja @, € E(R?).

Como a origem ¢ um ponto de equilibrio instavel para a equagao acima, entao o ponto
de equilibrio fuzzy x. = X{(0,0)) € instavel para o fluxo fuzzy. Da mesma forma, temos
também que o ponto de equilibrio y, = Xx{,0)} € instavel para ¢;. Notemos no entanto
que o fluxo deterministico ¢;(zg1, zo2) € atraido pelo ponto de equilibrio (k,0) quando
xog = 0. Assim, o Teorema 3.6 garante que ¢;(x,) converge para o ponto de equilibrio y,
para todo x, satisfazendo [z,]° C (0,00) x {0}.

Se o ponto de equilibrio nao nulo z, é instavel entao o fluxo deterministico admite ao
menos uma orbita peridédica assintoticamente estavel. Neste caso, o conjunto periddico
fuzzy « determinado pela érbita periddica deterministica v é uma conjunto assintotica-
mente estdvel. De acordo com a Proposigao 4.12; se x, ¢ tal que [x,]° esta contido na
regiao de atragao A(7y) da orbita periddica deterministica entao ¢ (x,) converge para uma

orbita periddica fuzzy que esta contida no conjunto ~.

Quando o ponto de equilibrio z. é assintoticamente estavel o ponto de equilibrio fuzzy
Ze = X{(=,2/b)} € assintoticamente estével para o fluxo fuzzy e atrai ¢;(y,) para qualquer y,
com [y,]" contido na regiao de atragao A(z.) de z.. Se z. ¢ globalmente assintoticamente
estavel entao a regiao de atragao de z. ¢ o quadrante positivo do plano cartesiano, isto ¢,
A(z.) = (0,00) x (0,00). Neste caso, o ponto de equilibrio fuzzy z. atrai globalmente o

fluxo fuzzy.

Podemos ter também 2z, assintoticamente estavel e ao menos uma orbita periddica
assintoticamente estével. Neste caso, se [z,]° C A(z.) entao ¢;(y,) converge para o ponto
de equilibrio z. = x{..} quanto ¢ — co. Por outro lado, se [x,]° esta contido na regiao
de atragao A(y) da orbita periodica deterministica v entdo, pela Proposi¢ao 4.12, ¢;(x,)
converge para uma oOrbita periddica fuzzy que esta contida no conjunto -y.

Para condicgoes iniciais x, € £ (Ri) fora das regioes de atragao nao existe uma maneira

geral para a andlise do comportamento de ¢;(x,) ao longo do tempo.

As Figuras 6.4 e 6.5 representam a evolugao do fluxo fuzzy ¢, com condigao inicial x,

dada pela funcao de pertinéncia
e, (2,y) = max{1l — 0.05(x — 30) — 0.01(y — 220),0}.
Na Figura 6.4, os parametros para o modelo de Holling - Tanner sao: r = 0.2; k = 100;
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m = 0.03; d = 20; a = 0.02 e b = 0.155. Para estes parametros, o ponto de equilibrio nao

nulo da equagdo Equagao (6.9) é assintoticamente estéavel.

@El)(lo)w

Figura 6.4: Evolucao das projegoes de ¢.(x,) sobre os eixos x e y respectivamente.

No caso em que b = 0.12, o ponto de equilibrio z. é instavel e a Equagao (6.9) possui
uma solucao periddica e a orbita periddica v gerada por esta solucao é assintoticamente
estavel. Assim, o fluxo fuzzy converge para uma Orbita periddica fuzzy. A Figura 6.5

ilustra a o comportamento das projegoes de ¢;(x,) sobre £(R) ao longo do tempo.

L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700

Figura 6.5: Evolugao das projecoes de ¢¢(x,) sobre os eixos = e y respectivamente.

6.4 Modelos com trés variaveis de estado

6.4.1 Modelo de epidemiologia STR

Considerado um dos primeiros modelos para explicar a disseminagao de doencas infec-
ciosas em uma populacao de individuos, o modelo proposto por Kermack e McKendrick

(1927) assume que uma populagao de tamanho constante, N > 0, pode ser subdividida
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em trés distintas classes: Suscetiveis, S; Infecciosos, I; e Removidos, R. Os suscetiveis sao
individuos que estao sujeitos a contrair a doenca quando em contato com os infecciosos.
Os infecciosos sao aqueles individuos portadores e com capacidade de transmitir a doenca
para os suscetiveis. Os individuos que apds contrairem a doenca adquirem imunidade e

perdem a capacidade de transmissao da doenca formam a classe dos removidos.

O modelo de Kermack e McKendrick, denominado modelo SIR, assume igual proba-
bilidade para o encontro entre dois individuos quaisquer da populagao. Cada individuo
na classe dos infecciosos é assumido poder transmitir a doenga para rN individuos por
unidade de tempo, onde N > 0 é o tamanho da populagao. Desde que a fragao de
encontro entre infecciosos e suscetiveis ¢ (S/N) entao (rN)(S/N)I é quantidade de novos
individuos infecciosos por unidade de tempo. Assumimos também que transferéncia de

infecciosos para a classe dos removidos é proporcional & quantidade de infecciosos.

Denotando por S(t), I(t) e R(t) o namero de individuos em cada uma das classes e

levando em consideracao as hipoteses acima, o modelo SR é entao

(dS

S~ — S, >0,

~ =S 5(0)=5,>0

dI

% =rSI—al, I(O) =1,>0, (610)
dR

\%:a[’ R(0) = R, >0,

onde 7 > 0 ¢ o taxa de infeccdo e a > 0 ¢ a taxa de remocao dos infecciosos; (1/a)
é o periodo de tempo no estigio infeccioso ou o periodo de permanéncia da doenca no

organismo do individuo.

A questao chave em modelos de epidemiologia é identificar, a partir das condic¢oes inici-
ais e parametros, quando uma situagao epidémica ou endémica pode ocorrer. Observamos

que quando S, < (a/r) temos que

dal
o .
i A o(rSy—a) <0
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A equagao dos suscetiveis garante que S(t) < S, para todo t € R, e portanto

dI

—=1(rS—a)<0

o =1 )
para todo t > 0. Assim [(t) é decrescente e I(t) — 0 quando t — oo. Por outro lado,
se S, > (a/r) entdo I(t) cresce inicialmente e entdo dizemos que temos uma situagao
epidémica. Como S(t) decresce com o tempo entao existe um 7' tal que S(7') < (a/r).

Logo,
dl

dt le=r

e isto implica que I(t) é decrescente para t > T. Assim temos I(t) — 0 quando t — oo,

= [(T)(rS(T) — a) < 0

para quaisquer condigoes iniciais e parametros (Murray, 2002).

Observemos ainda que

@ + ﬂ + @ =0
dt dt dt
de modo que S(t) + I(t) + R(t) = S, + I, + R, para todo t € R,.

Consideremos agora incertezas nas condicoes iniciais S,, I, e R,. Pelas analises apre-
sentadas anteriormente, podemos concluir que o fluxo deterministico gerado pelo modelo
SIR converge para o ponto de equilibrio nao trivial z.(S,, I,, R,) = (0,0,S, + I, + R,)
para todo (S,, I, R,) € A= {(z,y,2) €ER>: x>0,y >0, 2 >0}

De acordo com o Teorema 3.6, para cada condi¢ao inicial x, € £ (Ri) com « - niveis
contidos no conjunto A, o fluxo fuzzy ¢, : E(R3) — (R3) converge para o ponto de
equilibrio z. € £(R%) que é a imagem de x, pela aplicagao &, : £(R%) — (R3) obtida
pela extensao de Zadeh de x, : Ri — Ri. O ponto de equilibrio . = . (x,) neste caso

possui funcao de pertinéncia

sup fa, (So, Lo, Ry), seS=1=0,
So+Io+Ro:R

fiw, (S, 1, R) = (6.11)
0 se S #0oul #0.

As projegoes do ponto de equilibrio sobre os eixos S, I e R sao os pontos &1 = X{oy},
T2 = X{o} €

fas(R) = sup  pig,(So, Lo, Ro).
So"!‘Io"FRo:R
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Figura 6.6: Evolugao das projecoes de ¢¢(x,) sobre os eixos S, I e R respectivamente.

A Figura 6.6 mostra a evolu¢ao com o tempo das projegoes do fluxo fuzzy ¢,(x,). Os
parametros sao r = 0.01 e a = 0.2. A condigao inicial &, é o produto cartesiano fuzzy

entre x e X0} onde
far (So, I,) = max{1 — 0.01(S, — 80)* — 0.25(1, — 5)?, 0}.

Isto é, x, = (2, X{O})- Neste caso, estamos considerando incertezas apenas sobre a
quantidade de suscetiveis e infecciosos.

Aqui também podemos supor conhecida a quantidade de individuos, isto é, a populacao
possui N individuos. Neste caso, as variaveis S, I e R estao relacionadas por S+R+1 = N.
Tomando uma condigao inicial fuzzy «, obedecendo esta relagao, ou seja, S,+ R,+1, = N
para todo (S,, R,, I,) € [x,]* a expressao (6.11) garante que a solugao fuzzy converge para

o ponto de equilibrio x{(0,0,n)}-

6.4.2 Dois predadores e uma presa

Nesta se¢ao, vamos analisar um modelo proposto por Farkas (2001) que representa

a dinamica populacional entre duas espécies de predadores competindo por uma tnica
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espécie de presa.

Seja y(t) a quantidade de presas no instante t e denotemos por z1(t) e x2(t) a quanti-

dade dos dois predadores, respectivamente. As equacoes que determinam a relagao entre

a presa e os predadores sao dadas por:

r@_
dt

dry
dt

drs
\ dt

y<1—

miy
a1 +y

may
az+y

g) Y o may "

K ay +y ' az +y .

r1 — dyxy, (6.12)
$2—d233'2.

O sistema de equagoes acima sintetiza as seguintes hipoteses para as espécies envolvi-

das na interacao:

e Na auséncia de predadores, a dinamica populacional das presas se comporta seguindo

o modelo logistico com capacidade suporte K > 0 e taxa de crescimento intrinseco

r > 0;

e Na auséncia de presas, ambas as espécies predadoras decrescem com taxas de mor-

talidade intrinsecas d; > 0 e dy > 0;

e Para cada predador existe uma taxa méaxima de natalidade m; > 0; a constante

positiva a;, (i = 1,2), ¢ a quantidade de presas necessarias para que a taxa de

natalidade do predador seja a metade da natalidade m; (resposta funcional do tipo
Holling II. Ver May e McLean (2007));

e A competicao entre as espécies predadoras ocorre de maneira indireta, isto é, os

predadores competem apenas por consumirem a mesma presa.

Segue diretamente do sistema de equagoes (6.12) que a taxa de crescimento do predador

1 € nula quando
miy
a; +y

X

— diz;

a;d;

=0 ou y=X\
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Quando y(t) é maior do que o valor \;, a taxa de crescimento do predador i é positiva.
Em contrapartida, se a quantidade de presas é menor do que \; entao a taxa de crescimento
do predador i é negativa e temos um decrescimento na populagao de predadores. Para
simplificar a analise, vamos considerar aqui apenas o caso particular em que Ay = Ay = .

Olhando para a primeira equagao de (6.12) podemos observar que a presenca de
predadores limita a quantidade de presas em um valor menor do que a capacidade su-
porte K. Isto implica que se A > K entao temos y(t) < A e os predadores sao extintos.
Obviamente, se a taxa maxima de natalidade m; é menor do que a taxa de mortalidade
d; entdao também temos a extin¢ao dos predadores. Assim, para que a coexisténcia das

espécies vamos exigir que
m;>d; (1=1,2) e 0<A<K.

Os pontos de equilibrio para o sistema (6.12) sao z. = (0,0,0), y. = (K,0,0) e o

conjunto

. mizy MoTo A
R = R3 iy =\ + = 1-— = )
{(y,xl,xg)e +°Y Tar+ N ag+ A T( K)}

Isto é, R ¢ formado pelo segmento de reta que liga os pontos

(a +;\1)2(}[((—>\)> ¢ py <)\77(a1 +7;\1)1(}f((—>\)70> :

P11 = (/\,0,’7

Por linearizac¢ao nao é dificil ver que a origem é um ponto de equilibrio instéavel. Para
K > )\, o ponto de equilibrio (K,0,0) é instavel enquanto que para se K > )\ entdo
(K,0,0) é assintoticamente estéavel. Uma anéalise detalhada da estabilidade dos pontos
de equilibrio do modelo acima pode ser encontrada em Farkas (2001); Séez et al. (2006);
Ferreira e de Oliveira (2004).

A estabilidade dos pontos de equilibrio que estao em R depende do valor da capacidade
suporte K. Se A < K < as + 2\ entao todos os pontos de equilibrio em R sao estaveis
e todas as solugoes com condigao inicial em R? convergem para algum ponto em R. Por
outro lado, se K > a; + 2\ entao os pontos de equilibrio em R sao instaveis. Suponha
agora que K € [as + 2), a1 + 2A]. De acordo com os resultados apresentados por Farkas

(2001), existe um px € R tal que o conjunto R, formado pelos pontos do segmento de reta
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ligando p; e px € instavel enquanto que o conjunto R, formado pelos pontos do segmento
de reta que liga px e ps € um conjunto que atrai as érbitas do sistema de equagoes (6.12)

para toda condigdo inicial em R?. Mais precisamente, R = R, U {px} U R, nos quais
Ri={peR :p=(1—s)p +spx, s€[0,1)}

R, = {pE]R:jr :p=(1—8)px + sp2, s € (0,1]},
e o fluxo ¢, gerado por (6.12) converge para R, quando t — oo.

Consideremos agora a aplicacdo . : A — R que associa para cada z, € R? o ponto
ze(z,) € R para o qual o fluxo ¢.(z,) gerado pelo sistema de equagoes (6.12) converge.
Embora nao seja possivel determinar a aplicagao z.(x,) podemos mostrar que x.(z,) é
continua em

A={(z,y,2) ER*: x>0, y>0, z>0}.

Com efeito, suponha que z, nao é continua em algum x, € A. Isto implica que existe e > 0
tal que para alguma sequéncia {x,},eny C A com x, — z, temos ||z.(z,) — z.(z,)] > €

para todo n € N. Para este ¢, existe T' > 0 tal que

lpr(zn) = ze(zn)|| <€/3 e lpr(ro) = ze(wo)|| < /3.

Como

e (2n) = @ (o)l < llpr(wn) = e(@n)ll + llor(zn) = (o)l + llpr(zo) — e (20)|

entdo, ||or(z,) — ¢r(z,)|| > /3 para todo n € N. Mas isso ¢ um absurdo pois ¢; ¢é

continua.

Consideremos agora o fluxo fuzzy ¢ : E(R3) — E(R3) obtido pela extensdo de
Zadeh do fluxo deterministico ¢; gerado pelo sistema de equagoes (6.12). Se K < A
entao os unicos pontos de equilibrio para o sistema deterministico sao (0,0,0) e (K, 0,0).
Logo, X{(0,0,0)} € X{(k,0,0)} sao os pontos de equilibrio do fluxo fuzzy. A Proposicao 3.4
garante também que X(,0,0)} ¢ um ponto de equilibrio instével enquanto que xy(x 0,0} €

assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy.

Suponha agora que K € (A, as + 2\). Neste caso, além da origem e do ponto (K0, 0)
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cada ponto em R é também um ponto de equilibrio para o fluxo deterministico. Para este
caso, tanto x{(0,0,0y quanto Xx{(x,0,)} sao ponto de equilibrio instaveis para o fluxo fuzzy.
Desde que R é um conjunto invariante assintoticamente estavel para ¢, as proposicoes 4.13

e 4.16 garantem que o conjunto
R={xc&R%): [z’ C R}

é um conjunto invariante e assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy.

Cada ponto x. € R é um ponto de equilibrio para ¢;. Com efeito, tomemos a funcao
identidade I : R — R. Isto &, para todo x € R temos I(z) = x. Como ¢(1(Z)) = I(Z)
para todo t € R, e Z € R, o item (a) do Teorema 3.6 garante que ¢,(I(x.)) = I(z.) pra
todot € Ry e z. € R. Mas a extensao de Zadeh IdeI:R — R éidentidade em R.
Logo, temos que

@t(:‘ce) =x,, tE R+, x. € R.

Como mostramos, existe uma fung¢ao continua x. : A — R tal que pi(x,) — x.(z,)
que associa para cada z, € A o ponto de equilibrio z.(z,) € R para o qual o fluxo
deterministico converge. Dada uma condi¢ao inicial ¢, € £(R?}) com suporte em A,
o item (b) do Teorema 3.6 garante entdo que o fluxo fuzzy converge para o ponto de
equilibrio . € R que ¢ a imagem de x, pela aplicacao z. obtida pela extensao de Zadeh
de z. : A — R.

Novamente podemos ver algumas diferencas entre a Proposicao 4.16 e o Teorema 3.6.
A Proposigao 4.16 garante que o conjunto R C £(R3) ¢ um conjunto assintoticamente
estéavel, isto é, dist(p;(x,), R) — 0 quando ¢t — oo. Por outro lado, o Teorema 3.6 garante
a existéncia de um ponto em . € R tal que doo(pi(,), ) — 0 quando t — 0.

Com os mesmos argumentos usados anteriormente podemos concluir que quando K €
[az 42X, a1 +2A] o conjunto R também é um conjunto invariante para o fluxo fuzzy. Neste

caso, o conjunto

R, ={zc&®): [z C R}

é assintoticamente estavel para o fluxo fuzzy. Além disso, podemos também concluir que
o fluxo fuzzy converge para o ponto de equilibrio . € R, que é a imagem de x, pela
aplicacao z. obtida pela extensao de Zadeh de x. : A — R.

O comportamento das projegoes do fluxo fuzzy gerado pela Equacao (6.12) estéa re-
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presentado na Figura 6.7. A condicao inicial x, tem funcao de pertinéncia
e, (2,9, 2) = max{l — (z — 7)* — (y — 12)* — (2 — 10)?,0}.

Os parametros para Equagao (6.12) sao: r = 0.1; K = 10; a; = 20; my; = 0.09; d; = 0.01;
as = 10; my = 0.1 e d; = 0.02.

L L
0 200 400 600 0 200 400 600

g

Figura 6.7: Evolugao das projecoes de ¢;(x,) sobre os eixos z, y e z respectivamente.

Como podemos ver na Figura 6.7, a solu¢ao fuzzy converge para um ponto de equilibrio

que nao é crisp, conforme previsto pelos resultados teoricos.

6.5 Conclusao

As ferramentas de analise qualitativa desenvolvidas nos capitulos anteriores foram
utilizadas neste capitulo para explicar o comportamento assintético da solucao fuzzy de
diversos modelos.

Através do Teorema 3.6 e da Proposicao 3.8 mostramos a existéncia de pontos de equi-

librio fuzzy nao crisp para os modelos unidimensionais e tridimensionais. As Proposicoes 5.1
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e 5.3 foram utilizadas para a construcao da representacao grafica das projecoes das
solugoes fuzzy.

Na anélise qualitativa da soluc¢ao fuzzy do modelo de Lotka - Volterra foram utilizados
os resultados desenvolvidos na Secao 4.3. Mostramos também que sob certas condigoes,
a solucao fuzzy do modelo de Holling - Tanner converge para uma orbita periodica. A
existéncia de orbitas periddicas para a solucao fuzzy do modelo de Holling - Tanner é

garantida pelos Teoremas 4.12 e 4.20.
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Conclusao

Neste trabalho desenvolvemos alguns resultados fundamentais para a anélise assin-
totica de solugoes fuzzy de equagoes diferenciais. Tais solugoes fuzzy sao obtidas através
da extensao de Zadeh de solugoes deterministicas. Destacamos aqui alguns destes resul-
tados.

No Capitulo 3 estudamos condig¢oes para existéncia de pontos de equilibrio fuzzy. O
Teorema 3.6 garante a existéncia e convergéncia da solugao fuzzy para pontos de equilibrio
nao crisp. O mesmo teorema também determina a fungao de pertinéncia do ponto de
equilibrio para o qual a solucao fuzzy converge. Para o caso em que os parametros
também sao considerados incertos, a Proposicao 3.8 garante a existéncia da solucao fuzzy
para pontos de equilibrio nao crisp.

Mostramos ainda que os resultados apresentados no Capitulo 3 generalizam alguns
resultados sobre a existéncia de pontos de equilibrio ja conhecidos.

A periodicidade do fluxo fuzzy é estudada no Capitulo 4. Naquele capitulo, mostramos
que a existéncia de pontos periédicos para o fluxo deterministico é uma condi¢ao necessaria
e suficiente para a existéncia de pontos periddicos para o fluxo fuzzy (Teoremas 4.1, 4.2
e 4.5). No Teorema 4.9, mostramos que a existéncia de érbitas periddicas deterministicas
assegura a existéncia de conjuntos peridédicos invariantes para o fluxo fuzzy cuja estabi-
lidade coincide com a estabilidade da o6rbita deterministica. Quando a 6rbita periddica
deterministica é assintoticamente estavel, o Teorema 4.12 garante que para cada condig¢ao
inicial fuzzy na regiao de atracao da orbita deterministica, existe uma orbita periddica
fuzzy, estritamente contida no conjunto periédico definido pela 6rbita deterministica, que
atrai a solugao fuzzy.

No Teorema 4.16 estabelecemos condigoes para a estabilidade de conjuntos invariantes

pelo fluxo fuzzy. Como vimos pelos exemplos apresentados, este teorema é importante
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pois generaliza alguns resultados anteriores e pode ser aplicado em situagoes onde os
demais resultados nao se aplicam.

Ainda no Capitulo 4, destacamos os Teoremas 4.19 e 4.20 para fluxos fuzzy gerados por
equacoes bidimensionais. O primeiro deste teoremas fornece condigoes para existéncia de
orbitas periddicas fuzzy para o fluxo fuzzy enquanto que o segundo, garante a convergéncia
da solucao fuzzy para orbitas periddicas fuzzy. Estes dois resultados sao versoes analogas
ao teorema de Poincaré - Bendixson para fluxos deterministicos.

Do Capitulo 5 destacamos trés resultados. As Proposi¢oes 5.1 e 5.3 tratam das pro-
jecoes das solugoes fuzzy sobre subespagos apropriados do espaco de fase. Além de con-
sequéncias tedricas, tais resultados se mostraram importantes na elaboracgao de gréficos
para a solucao fuzzy de equacoes com véarias variaveis. Na Proposicao 5.4 mostramos
que a funcao de pertinéncia da solucao fuzzy é a solugao da equacao diferencial parcial,
mais conhecida como equacao do transporte. Esta proposicao nos permite interpretar as
solugoes via extensao de Zadeh sobre a condi¢ao inicial como sendo um transporte deter-
minado pelo campo vetorial da equacao diferencial ordinaria. Isto abre a possibilidade de
utilizar técnicas de equacgoes diferenciais parciais para compreendermos o comportamento
do fluxo fuzzy.

Finalmente, no Capitulo 6, exploramos as ferramentas de analise qualitativa desen-
volvidas nos capitulos anteriores para compreender o comportamento de solugoes fuzzy
de diversos modelos da Biomatematica. Alguns modelos unidimensionais bem como o
modelo STR e o modelo que descreve interagao entre dois predadores e uma presa, apre-
sentam pontos de equilibrio nao crisp. Ja o modelo presa - predador de Holling - Tanner
pode apresentar 6rbitas periddicas fuzzy.

Pelos resultados que obtivemos no decorrer deste trabalho podemos notar que, difer-
entemente das solucoes fuzzy obtidas via H - derivada, as solugoes fuzzy obtidas por
extensao de Zadeh de solugoes deterministicas apresentam caracteristicas andlogas as
solucoes deterministicas tais como, estabilidade de pontos de equilibrio e solugoes per-
iodicas. Desta forma, acreditamos que as solugoes fuzzy obtidas por extensao de solucoes
deterministicas devem também ser consideradas como uma ferramenta importante para

estudos de modelos que envolvem incertezas.

174



Referéncias Bibliograficas

Aliprantis, C. D. e Border, K. C. (2005). Infinite Dimensional Analysis. Springer, New
York, 3rd edition.

Allee, W. C., Emerson, O., Park, T., e Schmidt, K. (1949). Principles of animal ecology.
Saunders, Philadelphia.

Barros, L. C. (1997). Sobre Sistemas Dindmicos Fuzzy: Teoria e Aplicagées. PhD thesis,
IMECC - UNICAMP.

Barros, L. C. e Bassanezi, R. C. (2006). Tdpicos de Logica Fuzzy e Biomatemdtica,
volume 5 de Cole¢ao IMECC - Textos Diddticos. IMECC.

Barros, L. C., Bassanezi, R. C., e Tonelli, P. A. (1997). On the continuity of the zadeh’s
extension. in “Seventh IFSA World Congress”, Vol. 11, Praga.

Bassanezi, R. C., de Barros, L. C.; e Tonelli, P. A. (2000). Attractors and asymptotic
stability for fuzzy dynamical systems. Fuzzy Sets and Systems, 113(3):473 — 483.

Bassanezi, R. C. e Ferreira Jr, W. C. (1988). Fquagoes Diferenciais com Aplicagoes.
HARBRA, Sao Paulo.

Bhatia, N. P. e Szego, G. P. (1967). Dynamical Systems: Stability Theory and Applica-
tions. Monographs and Surveys in Pure and Applied Mathematics. Spring - Verlag,
New York.

Birkhoff, G. D. (1966). Dynamical Systems, volume 9 de Colloquium Publications. Amer-
ican Mathematical Society, Providence.

Buckley, J. J. e Feuring, T. (2000). Fuzzy differential equations. Fuzzy Sets Systems,
110(1):43-54.

Cecconello, M. S. (2006). Modelagem alternativa para dindmica populacional: Sistemas
dindmicos fuzzy. Master’s thesis, IMECC - UNICAMP.

175



Cecconello, M. S., Brandao, A. J. V., e Bassanezi, R. C. (2008). Sobre o ponto de inflexao
em modelos de crescimento inibido com condic¢ao inicial fuzzy. Biomatemdtica, 18:81—
98.

Chueshov, 1. D. (2002). Introduction of the Theory of Infinite - Dimensional Dissipative
Systems. ACTA, Ukraine.

Courchamp, F., Berec, L., e Gascoigne, J. (2008). Allee effects in ecology and conservation.
Oxford University Press.

Diamond, P. (2000). Stability and periodicity in fuzzy differential equations. IEEE Trans-
actions on Fuzzy Systems, 8:583-590.

Diamond, P. e Kloeden, P. (1994). Metric Spaces of Fuzzy Sets: Theory and Applications.
World Scientific, Singapore.

Evans, L. C. (1998). Partial differential equations, volume 19 de Graduate Studies in
Mathematics. American Mathematical Society.

Farkas, M. (2001). Dynamical Models in Biology. Academic Press, New York.
Ferreira, J. C. M. (2010). Teorema de linearizagao para fluxos fuzzy. Comunicagao pessoal.

Ferreira, J. D. e de Oliveira, L. A. F. (2004). Hopf and zip bifurcation in a specific n+ 1—
dimensional competitive system. Matemdticas: Ensenanza Universitaria, 8(1):1-18.

Fullér, R. e Keresztfalvi, T. (1991). On generalization of nguyen’s theorem. Fuzzy Sets
and Systems, 41(3):371 — 374.

Gasull, A., Kooij, R. E., e Torregrosa, J. (1997). Limit Cycles in the Holling - Tanner
Model. Publicacions Matematiques, 41:149-167.

Hale, J. (1988). Asymptotic Behavior of Dissipative System, volume 25 de Mathematical
Surveys and Monographs. American Mathematical Society, Providence.

Hale, J. e Kogak, H. (1991). Dynamics and Bifurcation, volume 3 de Text in Applied
Mathematics. Springer - Verlag, New York.

Hale, J. K., Magalhaes, L. T., e Oliva, W. M. (1991). Dynamics in Infinite Dimensions.
Springer - Verlag, New York, 2 edition.

Hartman, P. (1964). Ordinary Differential Equations. John Wiley & Sons, New York.

Hirsch, M. W. e Smale, S. (1974). Differential, Dynamical Systems and Linear Algebra.
Academic Press, San Diego.

176



Hiillermeier, E. (1997). An approach to modelling and simulation of uncertain dynam-
ical systems. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based
Systems, 5(2):117-137.

Kaleva, O. (1987). Fuzzy differential equations. Fuzzy Sets Syst., 24(3):301-318.

Kandel, A. e Byatt, W. J. (1981). Fuzzy differential equations. in “Proc. Internat. Contf.
Cybernetics and Society”, Toquio.

Kermack, W. O. e McKendrick, A. G. (1927). A Contribution to the Mathematical Theory
of Epidemics. Royal Society of London Proceedings Series A, 115:700-721.

Klir, G. J. e Yuan, B. (1995). Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Application.
Prentice Hall PTR, New Jersey.

Kreyszig, E. (1978). Introductory Functional Analysis With Applications. John Wiley &
Sons, New York.

LeVeque, R. J. (1992). Numerical Methods for Conservative Laws. Lectures in Mathe-
matics. Birkhduser Verlag, 2 edition.

May, R. e McLean, A. (2007). Theoretical Ecology: Principles and Applications. Oxford,
New York, 3 edition.

Milani, A. J. e Koksch, N. J. (2005). An Introduction to Semiflows. Monographs and
Surveys in Pure and Applied Mathematics. Chapman & Hall/CRC, New York.

Mizukoshi, M. T. (2004). Estabilidade de Sistemas Dindamicos Fuzzy. PhD thesis, IMECC -
UNICAMP.

Mizukoshi, M. T., Barros, L. C., e Bassanezi, R. C. (2009). Stability of fuzzy dynamic sys-
tems. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems,

17(1):69-83.

Murray, J. D. (2002). Mathematical Biology I. An Introduction., volume 1. Springer, New
York.

Negoita, C. V. e Ralescu, D. A. (1975). Applications of Fuzzy Sets to Systems Analysis.
Wiley, New York.

Nguyen, H. T. (1978). A note on the extension principle for fuzzy sets. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 64:369-380.

Nguyen, H. T. (1997). Fuzzy sets and probability. Fuzzy Sets and Systems, 90(2):129 —
132.

177



Nguyen, H. T. e Walker, E. A. (2000). A First Course in Fuzzy Logic. Chapman &
Hall/CRC, Florida, 2nd edition.

Oberguggenberger, M. e Pittschmann, S. (1999). Differential equations with fuzzy pa-
rameters. Mathematical and Computer Modelling of Dynamical Systems, 5:181-202.

Puri, M. L. e Ralescu, D. A. (1983). Differentials of fuzzy functions. J. Math. Analysis
and Applications, 91:552-558.

Rai, V., Kumar, V., e Pande, L. K. (1991). A new prey - predator model. IEEE Trans-
actions on Systems, Man and Cybernetics, 21:261-263.

Ralescu, D. A. (1992). A generalization of the representation theorem. Fuzzy Sets Systems,
51(3):309-311.

Robinson, C. (1999). Dynamical Systems: stability, symbolic dynamics and chaos. Studies
in Advanced Mathematics. CRC Press, New York, 2nd edition.

Romaéan-Flores, H. (1998). The of compactness e(x). Appl. Math. Lett, 11(2):13-17.

Romaéan-Flores, H., Barros, L. C., e Bassanezy, R. C. (2001). A note on zadeh’s extensions.
Fuzzy Sets Systems, 117:327-331.

Rudin, W. (1964). Principles of Mathematical Analysis. McGraw - Hill, New York, 3rd
edition.

Séez, E., Stange, E., e Szanto, 1. (2006). Simultaneous zip bifurcation and limit cycles in
three dimensional competition models. SIAM Journal on Applied Dynamical Systems,
5(1):1-11.

Saidi, F. B. e Jaballah, A. (2008). Uniqueness in the generalized representation by fuzzy
sets. Fuzzy Sets and Systems, 159(16):2176 — 2184.

Scapim, J. (2008). Modelo de von bertalanffy generalizado aplicado & curvas de cresci-
mento animal. Master’s thesis, IMECC - UNICAMP.

Seikkala, S. (1987). On the fuzzy initial value problem. Fuzzy Sets Syst., 24(3):319-330.

Souza, S. A. O. (2001). Dissipatividade em Sistemas Dindmicos Fuzzy Discretos. PhD
thesis, USP.

Tsoularis, A. (2002). Analysis of logistic growth models. Mathematical Biosciences,
179(1):21-55.

178



Vorobiev, D. e Seikkala, S. (2002). Towards the theory of fuzzy differential equations.
Fuzzy Sets Syst., 125(2):231-237.

Waldvogel, J. (1983). The period in the volterra-lotka predator-prey model. SIAM Journal
on Numerical Analysis, 20:1264-1272.

Zadeh, L. A. (1965). Fuzzy sets. Information and Control, 8:338-353.

179



