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RESUMO

Este trabalho apresenta uma análise do comportamento acústico de um duto com ressonadores

periódicos do tipo tubo em ramificação lateral. Também denominado de tubo de um quarto

de onda, comumente usado como dispositivo para atenuação de ruído, estes podem ser sinto-

nizados em uma banda de frequência estreita para aumentar a perda de transmissão sonora em

um duto acústico. Uma abordagem interessante usada para obter uma largura da banda de ate-

nuação maior é usar infinitos tubos em ramificação lateral, periodicamente ao longo do duto,

gerando bandas de frequência proibidas ou “bandgaps”, onde as ondas não podem se propagar.

As bandas proibidas são geradas pela periodicidade de uma célula unitária com diferenças de

impedância acústica significativas, produzindo o efeito de espalhamento de Bragg (interferên-

cia acústica destrutiva) e gerando as bandas proibidas. Outros bandgaps são também gerados

devido o efeito de ressonância local produzido pelo ressonador local (tubo lateral). Esta disser-

tação investiga as bandas proibidas criadas no sistema periódico duto-tubo lateral usando o mé-

todo da matriz de transferência (Transfer Matrix Method - TMM). A implementação do TMM

é verificada pelo método dos elementos finitos. Resultados numéricos de exemplos simulados

computacionalmente são apresentados na forma de diagramas de dispersão, perda de transmis-

são sonora (TL) e nível de pressão sonora (SPL). Estes resultados são discutidos e comparados

com aqueles obtidos por outros métodos e encontrados na literatura. Efeitos da variação de

parâmetros geométricos do tubo lateral e do período espacial do metamaterial duto-tubo lateral

são também investigadas e apresentadas.

Palavras–chave: bandas proibidas; tubo em ramificação lateral; perda de transmissão sonora;

metamaterial.



ABSTRACT

This work presents the behavior of an acoustic duct with periodic side branch tube resonators,

also known as quarter wavelength tube, commonly used as a noise attenuation device, which

can be tuned to increase the duct-side branch tube sound transmission loss. An interesting

approach to obtain a broader attenuation range consists in to distribute a infinity number of

side branche tube resonators periodically along the duct. This generates some frequency bands,

known as prohibited bands or bandgaps, were harmonic waves do not propagate. Bandgaps

are generated based on the special frequency of mismatched impedance which produce Bragg

scattering effect (destructive acoustic interference) and local resonance effect from the side

brach tube resonator. This work investigates bandgaps created in duct-side branch tube system

using acoustic transfer matrix method (TMM). The implementation is verifyed by the finite

element method. Numeric results are presented as dispersion diagrams, sound transmission

loss (STL) and forced response. These results are discussed and compared with each other.

Variation in the side branche tube geometry and in the space period of the duct-side brach tube

system are also investigated and presented.

Keywords: bandgaps; side branch tube; sound transmission loss, metamaterial.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 1.1 – Metamateriais acústicos de ressonância local: a) Primeiro metamaterial (di-

reita) concebido com efeito de massa anômala induzido por ressonância lo-

cal (Liu et al., 2000) e vista em corte de uma célula unitária (esquerda) con-

sistindo em uma pequena esfera metálica revestida por uma camada de bor-

racha de silicone; b) Uma ilustração de metamaterial compreendendo uma

série de ressonadores de Helmholtz conectados a um lado de um conduíte,

que produziu a dispersão do módulo de compressibilidade (Ma; Sheng, 2016)). 13

Figura 1.2 – Ressonador de ramificação lateral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Figura 3.1 – Esquema de um duto circular uniforme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Figura 3.2 – Esquema do metamaterial acústico de duto com tubos em ramificação lateral

(MDTL) enfatizando uma célula unitária (vermelho). . . . . . . . . . . . . 22

Figura 3.3 – Modelo da célula unitária duto-tubo lateral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Figura 4.1 – Discretização do modelo duto-tubo lateral por MEF (ANSYS): (a) perspec-

tiva; (b) vista frontal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Figura 4.2 – Comparação da Perda de Transmissão (TL) do modelo duto-tubo lateral cal-

culados por TMM e MEF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Figura 4.3 – Discretização do modelo duto-tubo lateral por MEF (ANSYS): (a) perspec-

tiva; (b) vista frontal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Figura 4.4 – Comparação da Perda de Transmissão (TL) do modelo metamaterial com 3

células duto-tubo lateral calculados por TMM e MEF. . . . . . . . . . . . . 27

Figura 4.5 – Diagrama de Dispersão para β = 1/3 e 1/2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Figura 4.6 – Diagrama de Dispersão para β = 1/4 e 1/5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Figura 4.7 – Diagrama de Dispersão para β = 2/3 e 4/5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Figura 4.8 – SPL do metamaterial acústico com N = 3 células . . . . . . . . . . . . . . 31



LISTA DE TABELAS

Tabela 4.1 – Geometria do modelo acústico e propriedades do ar. Adaptado de Wang et

al. (2016) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25



SUMÁRIO

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Organização do trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Revisão da literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Fundamentação Teórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1 Método da Matriz de Transferência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Metamaterial Acústico Duto-Tubos em Ramificação Lateral . . . . . . . . . . . 21

4 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.1 Validação do Método da Matriz de Transferência . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2 Variação de Parâmetros do Metamaterial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5 Conclusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33



12

1 INTRODUÇÃO

A aplicação de sistemas periódicos, como os cristais fonônicos e os metamateriais

acústicos, para controle de ruído tem sido crescente (Xiao et al., 2011). Ruído pode ser definido

como qualquer som indesejado que interfere na fluência de uma atividade. Por esse motivo,

ao longo dos anos foram buscadas maneiras de amenizar ruídos através do desenvolvimento

de estudos teóricos e experimentais dos sistemas acústicos. Nas últimas décadas, os novos

conceitos dos metamateriais e cristais fonônicos abriram a possibilidade de aplicação do efeito

das bandas proibidas como ferramenta que auxilie a reduzi-los (Farooqui et al., 2016).

Metamateriais acústicos são estruturas compostas por um conjunto de ressonadores

distribuídos espacialmente, periódicos ou não. Dentre as características tem-se o efeito da res-

sonância local que produz bandas proibidas. Quando os ressonadores são distribuídos de forma

periódica ao longo do espaço, estes produzem também bandas proibidas do tipo Bragg, geradas

por incompatibilidade de impedância (efeito de Bragg), que impedem a propagação de ondas

em determinadas faixas de frequências. (Hussein et al., 2014; Sousa et al., 2017).

Os ressonadores acústicos tem sido amplamente utilizados para controle de ruído

em diversos sistemas mecânicos, tais como motores de combustão, compressores industriais

e sistemas de ventilação. Os ressonadores acústicos podem ser classificados como passivos e

ativos. Os ressonadores passivos funcionam a partir da atenuação do som por meio da reflexão

da energia acústica. Em geral, os ressonadores ativos utilizam dispositivos eletrônicos de filtra-

gem dos sinais para gerar interferências destrutivas que produzem a atenuar dos ruídos (Barron,

2002). Tais como os ressonadores acústicos, as estruturas periódicas dos metamateriais tem

sido amplamente estudadas para aplicação de filtragem da banda e controle de ruídos (Wang et

al., 2016).

Atualmente, diversos estudos abordam novas técnicas e formas de aplicação a fim

de tornar os ressonadores acústicos mais eficientes. Os artigos de Ma e Sheng (2016) e Kumar

e Lee (2020) apresentam uma revisão dos principais trabalhos sobre metamateriais acústicos

publicados nas duas últimas décadas e suas aplicações.

Os metamateriais são sistemas acústicos artificiais que exibem propriedades fasci-

nantes não encontradas nos materiais naturais. Uma das primeiras realizações deste tipo de

metamaterial foi obtida usando um metamaterial acústico que incorpora ressonâncias locais.
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Este metamaterial é uma matriz de esferas metálicas revestidas de borracha de silicone embe-

bidas em uma matriz de epóxi (Liu et al., 2000). Imagens fotográficas de uma célula unitária

e um compósito destas células na matriz de epoxi estão mostradas na Figura 1.1a. Um exem-

plo simples de um metamaterial acústico periódico construído com ressonadores de Helmholtz

conectados a um duto de seção retangular é mostrado na Figura 1.1b.

Figura 1.1 – Metamateriais acústicos de ressonância local: a) Primeiro metamaterial (direita)
concebido com efeito de massa anômala induzido por ressonância local (Liu et
al., 2000) e vista em corte de uma célula unitária (esquerda) consistindo em uma
pequena esfera metálica revestida por uma camada de borracha de silicone; b)
Uma ilustração de metamaterial compreendendo uma série de ressonadores de
Helmholtz conectados a um lado de um conduíte, que produziu a dispersão do
módulo de compressibilidade (Ma; Sheng, 2016)).

Os ressonadores do tipo tubo de ramificação lateral compõe-se por um tubo aco-

plado a duto principal (Figura 1.2 . São comumente usados como dispositivo para controle de

ruído, podendo aumentar a largura da banda de ressonância e melhorar a perda de transmissão

no conjunto duto-tubo. Tais tubos podem ter a extremidade aberta ou fechada.

Estes ressonadores funcionam de maneira similar aos ressonadores de Helmholtz,

contudo espera-se que sejam mais eficientes em termos de espaço, uma vez que comportam-

se como se a cavidade do ressonador de Helmholtz fosse de diâmetro igual ao diâmetro do

pescoço do ressonador. Para conseguir uma faixa de atenuação mais larga, pode-se distribui-los

periodicamente ao longo do duto, a fim de criar bandas proibidas. Essas bandas proibidas são

geradas devido o efeito de espalhamento de Bragg (Dupont et al., 2011).

Este trabalho investiga as bandas proibidas criadas no sistema periódico duto-tubo

em ramificação lateral usando o Método da Matriz de Transferência (Transfer Matrix Method

– TMM), o qual é bastante utilizado para avaliar desempenho de ressonadores acústicos. O

TMM vem sendo utilizado há décadas para avaliar o desempenho de silenciadores acústicos. A
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Figura 1.2 – Ressonador de ramificação lateral.

matriz de transferência pode ser chamada de matriz de transmissão ou de quatro pólos (Munjal,

1987). Diversas pesquisas acerca da utilização do TMM para análise de dutos acústicos tem

sido realizadas ao longo dos anos, contudo pouco se encontra sobre análises detalhadas de um

sistema específico (Singh et al., 2008). Este método baseia-se na formulação acústica da onda

plana. Os resultados obtidos com o TMM são verificados pelo Método dos Elementos Finitos

(MEF) usando o programa ANSYS.

1.1 Objetivos

Esta dissertação tem como objetivo geral modelar metamateriais acústicos consis-

tindo em um duto acoplado a um conjunto de tubos em ramificação lateral periódicos utilizando

o método da matriz de transferência.

Objetivos Específicos

• Verificar a implementação da modelagem do metamaterial por TMM com o MEF;

• Analisar a influência da variação dos parâmetros geométricos do metamaterial duto-tubo

lateral na sua de eficiência acústica.

1.2 Organização do trabalho

A dissertação esta organizada da seguinte forma: Neste capítulo apresentam-se uma

introdução sobre o tema a ser estudado, o objetivo da dissertação e uma revisão da literatura pu-

blicada; No Capítulo 2 apresentam-se a formulação teórica do método da matriz de transferência
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e sua aplicação na modelagem do metamaterial acústico duto-tubo em ramificação lateral; No

Capítulo 3 apresentam-se a verificação da implementação computacional do método, resultados

de exemplos de simulações numéricas e análise de variações dos parâmetros dos metamateriais;

No Capítulo 4 são apresentadas as conclusões e as sugestões de trabalhos futuros.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

Nesta seção apresenta-se uma breve revisão da literatura relacionada com os me-

tamateriais constituído por um duto acústico com tubos de ramificação lateral periódicos, bem

como, as técnicas utilizadas para o seu projeto e avaliação de desempenho acústico.

Uma referência fundamental para o projeto e predição do comportamento dinâmico

de elementos acústicos unidimensionais é o livro do (Munjal, 1987). O autor apresenta os fun-

damentos teóricos da propagação de ondas acústicas em dutos e silenciadores, com especial

ênfase a modelagem com o método da matriz de transferência. (Munjal, 1987) apresenta méto-

dos experimentais de verificação da teoria e métodos analíticos 3D que permitem previsão de

modos de ordem mais alta. Dois tipos de silenciadores são analisados: os reativos e os dissi-

pativos. De particular interesse neste trabalho, a atenuação em silenciadores reativos acontece

devido a diferença de impedância gerada por geometrias diferentes no sistema, onde grande

parte da energia acústica é refletida de volta a fonte.

Neste artigo Wang et al. (2016) apresentam um estudo teórico da propagação do

som em um duto com tubos em ramificação lateral distribuídos periodicamente. A interação

da onda é analisada pelo método da matriz de transferência e validada por simulação numérica.

Uma distância constante é introduzida entre os tubos laterais, chamada distância periódica, o

que leva à ocorrência do efeito de Bragg e a formação de bandgaps. O desempenho geral

resultante da periodicidade e da ressonância local do tubo é verificado. Este trabalho fui usado

como semente do trabalho desenvolvido nesta dissertação.

De acordo com Tang (2012) ramificações laterais com comprimentos comparáveis

a largura do duto principal apresentam comportamento similar a uma câmara de expansão, e um

tubo lateral estreito terá o desempenho semelhante a um ressonador de Helmoltz, porém mais

eficazes em termos de espaço, para redução de ruídos para uma mesma largura de banda.

De acordo com Howard e Craig (2012) tubos em ramificação lateral, também defi-

nidos como ressonadores de quarto de onda, são dispositivos acústicos reativos que fornecem

atenuação acústica em múltiplos ímpares da frequência de ressonância, quando conectados a

um duto acústico, utilizados na atenuação de ruídos em banda estreita de frequências. Segundo

Tang e Sirignano (1973) os tubos de ramificação lateral apresentam picos de maior absorção de

energia, porém um comportamento de ressonância pobre quando comparados aos ressonadores



17

de Helmholtz.

Li et al. (2013) afirmam que os ressonadores de quarto de onda podem ser até três

vezes mais eficientes que os ressonadores de meio comprimento de onda em determinados diâ-

metros e frequências. Comparado ao ressonador de Helmholtz, em certas frequências, necessita

de uma volume menor para absorver a mesma quantidade de energia, assim apresenta o melhor

design para absorção de energia acústica em espaços fechados.

Para Cambonie et al. (2018) uma das principais desvantagens dos tubos de ramifi-

cação lateral é que o comprimento do ressonador é um parâmetro importante para atenuação em

baixas frequências, podendo ser um desafio para acomodar em espaços pequenos.

Li et al. (2016) afirmam que a introdução de ressonadores periódicos no sistema de

tubulação pode gerar bandgaps próximo a frequência de corte do ressonador e que bandgaps

do tipo Bragg surgem devido a periodicidade. Bem como Seo e Kim (2005) apontam que um

arranjo de ressonadores podem ser utilizados para ampliar as características de banda estreita

de um ressonador de baixa frequência.

Segundo Ordoñez e Nunes (2018) os tubos de ramificação lateral têm como princí-

pio de funcionamento a reflexão sonora devido à variação da seção transversal entre as estrutu-

ras, neste caso, entre o duto principal e o tubo de ramificação lateral, e podem ser utilizados em

diversas aplicações sistemas tubulares na indústria, construção civil e veículos.

De acordo com Singh et al. (2008) o método da matriz de transferência tem sido

muito utilizado para avaliar sistemas devido a eficiência e flexibilidade, se tornando uma fer-

ramenta essencial para análise de propagação de ondas. O Método da Matriz de Transferência

(Tranfer Matrix Method - TMM) vem sendo utilizado há décadas para avaliar o desempenho de

silenciadores acústicos. A matriz de transferência pode ser chamada de matriz de transmissão

ou de quatro pólos (Munjal, 1987).

Gerges et al. (2005) cita que os fundamentos do Método da Matriz de Transferência

podem ser aplicados a diferentes configurações de silenciadores para avaliar perda de transmis-

são. Nesse método, considera-se as relações entre os níveis de pressão sonoros e a velocidade

de partícula na entrada e saída do duto.

Munjal (1987) apresenta o desenvolvimento de matrizes de transferência de dutos

uniformes, dutos perfurados, ressonador de Helmholtz, entre outros. Diversos estudos foram

realizados a fim de desenvolver matrizes de transferências para diferentes sistemas.
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste Capítulo apresentam-se as formulação do método da matriz de transferência

e sua aplicação na modelagem do metamaterial acústico utilizados no trabalho.

3.1 Método da Matriz de Transferência

O Método da Matriz de Transferência (Transfer Matrix Method - TMM), tem sido

amplamente utilizado para calcular e otimizar transmissão sonora de sistemas acústicos (Mun-

jal, 1987; Beranek; Vér, 1992). O metamaterial acústico de duto com tubos em ramificação

lateral pode ser modelado pelo TMM, pois tem como base a formulação da matriz de transfe-

rência de um duto circular uniforme. O método consiste em relacionar a pressão acústica e a

velocidade da partícula (ou velocidade mássica, ou velocidade de volume) para dois estados do

duto. A Figura 3.1 mostra um duto circular uniforme de comprimento L, raio a e área da seção

transversal S = πa2.

Figura 3.1 – Esquema de um duto circular uniforme.

Mostra, também, que o duto é modelado como sendo excitado na extremidade es-

querda por uma fonte tipo pistão de amplitude constante e velocidade de volume unitária. Na

extremidade direita o duto está aberto radiando para o espaço livre incluindo o fator de correção

de extremidade do duto l0.
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O TMM assume a hipótese de propagação de ondas planas no duto, a qual limita a

faixa de frequências de aplicação do método. Por esse motivo torna-se importante estimar o que

denomina-se por frequência de corte, a qual é a frequência abaixo da qual apenas ondas planas

se propagam dentro do duto e pode ser escrita como (Singh et al., 2008):

fc =
1.8412c0
2πa

, (3.1)

onde c0 é a velocidade do som no ar.

Para modelarmos as condições de contorno em um duto, o cálculo da impedância

acústica torna-se necessário. Por exemplo, no caso de um duto aberto radiando som no espaço

livre, a impedância acústica de radiação pode ser usada. Esta pode ser aproximada por um

pistão circular com baffle infinito, onde a impedância acústica de radiação será a relação entre

a força exercida pelo pistão sobre o campo acústico e a velocidade do pistão. A impedância

de radiação é um valor complexo dada por Zr = R + jX (Kinsler et al., 1999), onde R é a

reatância de radiação e representa a energia radiada para fora da extremidade aberta do duto na

forma de ondas sonoras, X é a admitância de radiação e representa a carga mássica do ar logo

após a saída do duto aberto e j é a unidade imaginária. A expressão teórica para a impedância

acústica de um duto aberto sem flange é dada por (Beranek; Vér, 1992; Kinsler et al., 1999;

Munjal, 1987):

Zr =
ρ0c0
S

[
(ka)2

4
+ j(0, 6)ka

]
, (3.2)

onde ρ0 é a densidade do ar e k é o número de onda. Dutos ou orifícios abertos devem adicionar

ao seu comprimento original um fator de correção da extremidade, o qual leva em conta a massa

de fluido que vibra para fora do mesmo. Para um duto sem flange radiando em campo livre este

fator de correção da extremidade é dado por l0 = 0, 6a (Kinsler et al., 1999).

Considerando o ar estacionário, a propagação da onda plana e unidimensional, a

equação diferencial homogênea de governo do problema acústico pode ser escrita como (Kinsler

et al., 1999):
∂2P (t)

∂t2
− c0

2∂
2P (t)

∂x2
= 0, (3.3)

onde P (t) é a pressão acústica no domínio do tempo. Transformando a Eq. (3.3) para o domínio

da frequência obtém-se a equação de Helmholtz como:

∂2p

∂x2
+ k2p = 0, (3.4)
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onde k = ω/c0 = 2π/λ, e λ é o comprimento de onda. A solução da Eq.(3.4) pode escrita

como:

p(x) = Ae−jk̂x +Bejk̂x, (3.5)

onde k̂ = k(1 + jη) é o numero de onda complexo, η é o fator de perda, A e B são os co-

eficientes complexos da onda acústica que se propagam na direção positiva e negativa de x,

respectivamente. Usando a equação de Euler, obtém-se a equação da velocidade da partícula

como:

u(x) =
1

ρ0c0
[Ae−jk̂x −Bejk̂x)] =

1

z
[Ae−jk̂x −Bejk̂x], (3.6)

onde z = p/u = ρ0c0 é a impedância acústica específica, também denominada de impedância

acústica característica do meio. A velocidade da partícula pode ser rescrita em termos de ve-

locidade de volume v = uS ou de velocidade mássica V = ρ0uS. Assim, as correspondentes

impedâncias acústicas serão obtidas como: Z0 = p/v = ρ0c0/S = z/S e Y0 = p/V = c0/S

(Munjal, 1987). Substituindo-se estas relações na Eq.(3.6) obtém-se as velocidades de volume

e mássica, respectivamente, como:

v(x) =
1

Z0

[Ae−jk̂x −Bejk̂x], (3.7)

V (x) =
1

Y0

[Ae−jk̂x −Bejk̂x]. (3.8)

Na Fig. 3.1 indicamos dois estados de um duto circular: um na extremidade es-

querda do duto (x = 0), onde definimos a pressão acústica p0, velocidade de volume v0 e

impedância acústica Z0 = p0/v0; e o outro na extremidade direita do duto (x = L), onde de-

finimos a pressão acústica pL, velocidade de volume vL e impedância acústica ZL = pL/vL.

Aplicando as Eqs. (3.5) e (3.7) para os dois estados do duto teremos:

p0 = p(0) = A+B, (3.9)

v0 = v(0) =
(A−B)

Z0

, (3.10)

pL = p(L) = Ae−jk̂L +Bejk̂L,

= (A+B) cos(k̂L)− j(A−B) sen(k̂L),

= p0 cos(k̂L)− jZ0v0 sen(k̂L), (3.11)
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vL = v(L) =
(Ae−jk̂L −Bejk̂L)

Z0

,

=
(A−B)

Z0

cos(k̂L)− j
(A+B)

Z0

sen(k̂L),

= v0 cos(k̂L)− j
p0
Z0

sen(k̂L). (3.12)

Rescrevendo na forma matricial as Eqs. (3.11) e (3.12) obtém-se: pL

vL

 =

 cos(kL) −jZ0 sen(k̂L)
−j

Z0

sen(k̂L) cos(k̂L)

 p0

v0

 . (3.13)

Invertendo a Eq. (3.13) obtém-se: p0

v0

 =

 cos(k̂L) jZ0 sen(k̂L)
j

Z0

sen(k̂L) cos(k̂L)

 pL

vL

 . (3.14)

Finalmente, o fator de correção da extremidade do duto aberto sem flange precisa ser incluído

na formulação. Assim, o fator de correção deve ser adicionado ao comprimento físico do duto

obtendo-se o comprimento efetivo do duto como Le = L + l0, o qual pode ser introduzido na

Eq.(3.14) obtendo-se: p0

v0

 =

 cos(k̂Le) jZ0 sen(k̂Le)
j

Z0

sen(k̂Le) cos(k̂Le)


︸ ︷︷ ︸

TD

 pL

vL

 . (3.15)

onde TD é a matriz de transferência do duto.

3.2 Metamaterial Acústico Duto-Tubos em Ramificação Lateral

A Fig. 3.2 mostra um esboço de um Metamaterial acústico de Duto com Tubos

em ramificação Lateral (MDTL). Consiste em um duto principal conectado periodicamente

ao longo do seu comprimento a vários tubos em ramificação lateral. Na Fig. 3.2 podemos

identificar uma célula unitária do MDTL, a qual consiste de um duto principal de comprimento

L (período espacial) e diâmetro D conectado na metade do seu comprimento a um tubo lateral

de comprimento l e diâmetro d. Temos que m e m+1 representam a periodização das células.

A Figura 3.3 mostra o modelo de uma célula unitária composta pelo duto com o

tubo em ramificação lateral na posição x, juntamente com as variáveis requeridas ao problema

do acoplamento duto-tubo lateral. A velocidade de volume na entrada do duto e antes do tubo-

lateral é v0, na entrada do tubo-lateral é vT , após o tubo-lateral é v1 e na saída do duto é vL. Da
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Figura 3.2 – Esquema do metamaterial acústico de duto com tubos em ramificação lateral
(MDTL) enfatizando uma célula unitária (vermelho).

Figura 3.3 – Modelo da célula unitária duto-tubo lateral.

condição de continuidade, a velocidade de volume e a pressão acústica são localmente conser-

vadas na junção em x, logo

p0(x) = pT (x) = p1(x),

v0(x) = vT (x) + v1(x).
(3.16)
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Rescrevendo a Eq.(3.16) na forma matricial, teremos:

 p0

v0

 =

 p1

vT + v1

 =


1 0vT

p1

 1


 p1

v1

 . (3.17)

Observando que p1 = pT = pL, v1 = vL e sabendo que a impedância acústica do

tubo é dada por
pT

vT
= ZT podemos rescrever a Eq. (3.17) como:

 p0

v0

 =


1 0 1

ZT

 1


︸ ︷︷ ︸

TT

 pL

vL

 , (3.18)

onde TT é a matriz de transferência do tubo lateral.

A matriz de transferência do sistema duto-tubo pode ser obtida através do acopla-

mento dos elementos indicados na Figura 3.3 onde: o elemento D1 é a primeira seção do duto

antes do tubo lateral (elemento T) e o elemento D2 é a segunda seção do duto após o tubo lateral.

Assim, a matriz de transferência do sistema acoplado será: p0

v0

 = TD1TTTD2︸ ︷︷ ︸
T

 pL

vL

 . (3.19)

onde T = TD1 é a matriz de transferência do duto antes do tubo lateral, TT é a matriz de

transferência do tubo lateral acoplado, TD2 é a matriz de transferência do duto após o tubo

lateral e T = TD1TTTD2 é a matriz de transferência do sistema duto-tubo lateral.

A perda de transmissão (Transmission Loss - TL) de um sistema acústico duto-tubo

lateral é descrita a partir da diferença entre o potência sonora incidente antes do ressonador e a

potência sonora que continua a ser transmitida após o ressonador. Pode ser determinada a partir

dos elementos da sua matriz de transferência da Eq.(3.19), rescrita na forma: p0

v0

 =

 T11 T12

T21 T22

 pL

vL

 . (3.20)

Da Eq. (3.20) a resposta da pressão acústica na posição x = L do duto a uma

velocidade de volume em x = 0 pode ser obtida como (Singh et al., 2008):

pL
v0

=
Zr

T11 + T12Zr

. (3.21)
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onde Zl, é a impedância de radiação na extremidade do duto sem flange (Eq. 3.2).

Também, da Eq. (3.20) obtém-se a perda de transmissão do sistema duto-duto late-

ral como (Munjal, 1987):

TL = 20 log10

∣∣∣∣∣T11 +
S

ρ0c0
T12 +

ρ0c0
S

T21 + T22

2

∣∣∣∣∣ . (3.22)

Denominando os vetores de estado a direita e a esquerda como qR = {p0 v0}T e

qL = {pL vL}T podemos rescrever a Eq.(3.18) de forma compacta como:

qR = TqL. (3.23)

Para obtermos o MDTL vamos considere m e m + 1 células unitárias consecutivas do sistema

duto-tubo (Fig. 3.2). Das condições de continuidade de velocidade de volume e pressão acústica

q
(m)
R = q

(m+1)
L , substituindo na Eq.(3.19) teremos:

q
(m+1)
L = Tq

(m)
L . (3.24)

Para um número infinito de células unitárias o teorema de Bloch-Floquet (Mencik, 2014) esta-

belece:

q
(m+1)
L = eµq

(m)
L , (3.25)

onde µ = −jkL é a constante de atenuação. Substituindo a Eq.(3.25) em (3.24) e abandonando

os sobre e sub índices teremos:

Tq = eµq, (3.26)

a qual é a equação do auto-problema de propagação de ondas de Bloch onde os autovalores,

e−jkL, produzem os números de onda de Bloch e os correspondentes autovetores, q, são as for-

mas dos modos de onda de Bloch. A partir destes resultados diagramas de dispersão e respostas

forçadas do metamaterial MDTL podem ser obtidas.
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4 RESULTADOS

Neste Capítulo apresentam-se os resultados simulados de alguns exemplos de me-

tamateriais acústicos com variação de alguns dos seus parâmetros mais sensíveis. .

4.1 Validação do Método da Matriz de Transferência

Para validar a implementação computacional do Método da Matriz de Transferência

(TMM), dois exemplos simulados são realizados e comparados com os resultados obtidos pelo

Método dos Elementos Finitos (MEF) com o programa comercial ANSYS ®. Os exemplos con-

sistem de uma célula duto-tubo lateral e de uma metamaterial contendo 03 células dessas como

esboçado na Fig. 3.2. As dimensões do modelo foram definidas a partir do artigo publicado por

Wang et al. (2016). As dimensões e propriedades usadas estão apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Geometria do modelo acústico e propriedades do ar. Adaptado de Wang et al.
(2016)

Geometria/Propriedade Valor
Comprimento da célula unitária (L) 0,342 [m]
Diâmetro do duto (D) 0,150 [m]
Comprimento do duto lateral (l) 0,342 [m]
Diâmetro do tubo lateral (d) 0,075 [m]
Densidade do ar (ρ0) (20ºC) 1,2 [kg/m3]
Velocidade dos som no ar (c0) (20ºC) 343,0 [m/s]

(a) (b)

Figura 4.1 – Discretização do modelo duto-tubo lateral por MEF (ANSYS): (a) perspectiva; (b)
vista frontal.

A célula duto-tubo lateral foi modelado em 3D no programa ANSYS-APDL, onde

a parte estrutural é assumida como rígida e apenas o fluido acústico (ar) é considerado. Para
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obter uma boa convergência entre os modelos TMM e MEF, este último foi discretizado com

17.535 elementos do tipo FLUID30 (Fig. 4.1). Uma análise harmônica na faixa de 0-500 Hz

é realizada, considerando-se uma excitação de pressão acústica unitária na entrada do duto e

condições de contorno anecoicas (sem reflexão) em ambas extremidades. Um parâmetro im-

portante na avaliação dos ressonadores acústicos é a Perda de Transmissão (Transmission Loss

- TL). Perda de Transmissão se trata do quanto de energia sonora é absorvida no elemento ou

dissipada, e está relacionada a características do elemento. A Figura 4.2 mostra uma compa-

ração entre os resultados de perda de transmissão (TL) calculada por TMM e MEF (ANSYS),

onde podemos observar uma boa concordância entre os resultados obtidos.

Figura 4.2 – Comparação da Perda de Transmissão (TL) do modelo duto-tubo lateral calculados
por TMM e MEF.

Usando 03 células do duto-tubo lateral um metamaterial acústico foi modelado em

3D no programa ANSYS-APDL (Figura 4.3). O modelo do MEF foi discretizado com 52.605

elementos FLUID30. Uma análise harmônica na faixa de 0-500 Hz é realizada com excitação

de pressão acústica unitária e terminações anecóicas.

A Figura 4.4 mostra uma comparação entre os resultados de perda de transmissão

(TL) calculada por TMM e MEF (ANSYS), onde, também neste caso podemos observar uma

boa concordância entre os resultados obtidos.
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(a) (b)

Figura 4.3 – Discretização do modelo duto-tubo lateral por MEF (ANSYS): (a) perspectiva; (b)
vista frontal.

Figura 4.4 – Comparação da Perda de Transmissão (TL) do modelo metamaterial com 3 células
duto-tubo lateral calculados por TMM e MEF.

4.2 Variação de Parâmetros do Metamaterial

Análises preliminares da variação de alguns parâmetros do sistema duto-tubo lateral

demonstraram que o comprimento da célula unitária (L) e do tubo lateral (l) são os parâmetros

mais sensíveis para a obtenção de bandas proibidas e da sua largura. Desta forma, exemplos

simulados do sistema duto-tubo lateral foram calculados por TMM, na faixa de 0-2.000 kHz,
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variando-se a relação comprimento do tubo lateral em relação ao comprimento da célula (β =

l/L), para valores de β = 1/5, 1/4, 1/3, 1/2, 2/3 e 4/5.

Na Figura 4.5 é apresentado o diagrama de dispersão para β =1/3 e 1/2, os quais

mostram a parte real (superior) e parte imaginária negativa (inferior) do número de onda (k)

em função da frequência (f ). As bandas proibidas (bandgaps) podem ser identificadas pelas

faixas de frequência onde a parte real do número de onda é igual a π (limite de Bragg) ou zero

(Re{k} = π | 0) e a parte imaginária do número de onda for diferente de zero (−Im{k} ≠ 0).

Figura 4.5 – Diagrama de Dispersão para β = 1/3 e 1/2.

Na Figura 4.5, observa-se que para β = 1/2 (curvas em vermelho) o primeiro band-

gap surge aproximadamente na banda de 445-501 Hz (Re{k} = π e −Im{k} ≠ 0), o qual

caracteriza-se como um bandgap do tipo Bragg (gerado pelo efeito de periodicidade do sis-

tema). O segundo bandagap ocorre na banda de 682-772 Hz, onde apresenta um pico na parte

imaginária do diagrama, que ocorrem próximo da primeira frequência natural do tubo lateral

(fn = c0(n− 0.5)/2l, n = 1, 2, . . . ), neste caso de valorf1 = 721 Hz, caracterizando-se como

um bandgap do tipo ressonância local do tubo-lateral (gerado pelo ressonador localizado). Um

terceiro e quarto bandgaps surgem nas bandas de 1.003-1.048 Hz e 1.800- acima de 2.000 Hz,

ambos do tipo Bragg (Re{k} = 0 e −Im{k} ̸= 0). Um comportamento similar ocorre para

β = 1/3 (curvas em azul), mas neste caso os bandgaps tipo Bragg ocorrem em sequência nas
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bandas de frequências 478-501 Hz e 934-1.002 Hz, respectivamente, enquanto o bandgap do

tipo ressonância local ocorre na banda de 1265-1417 Hz com um pico na parte imaginária do

diagrama na primeira frequência natural do tubo lateral de valor f1 = 1.386 Hz. Pode-se ob-

servar que reduzindo β de 1/2 para 1/3 produz-se o deslocamento do bandgap tipo ressonância

local para bandas de frequências mais altas com o aumento da largura da banda. Entretanto, nos

bandgaps tipo Bragg observa-se a permanência da banda com redução da largura ou eventual

deslocamento para uma banda de frequências mais alta.

A Figura 4.6 mostra os diagramas de dispersão para o sistema duto-tubo lateral

calculado com os valores de β = 1/4 (curvas em vermelho) e 1/5 (curvas em azul).

Figura 4.6 – Diagrama de Dispersão para β = 1/4 e 1/5.

Em ambos os casos, observa-se que o bandgap de ressonância local foi deslocado

para uma banda de frequências mais alta e fora da banda analisada (0-2 kHz). Assim, apenas

bandgaps do tipo Bragg estão presentes, onde temos bandgaps nas faixas de 490-501 Hz, 976-

1.002 Hz, 1.456-1.504 Hz e 1.900- acima de 2.000 Hz para β = 1/4; e em 496-501 Hz, 991-1002

Hz, 1486-1504 Hz e 1.980- acima de 2.000 Hz para β = 1/5. Estes resultados corroboram a

tendencia de redução da largura da banda de frequências do bandgap com a redução de β, ou

seja, quando o comprimento do tubo lateral torna-se menor do que o período da célula unitária

(l < L).
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A Figura 4.7 apresenta os diagramas de dispersão dos valores de β igual a 2/3 e 4/5.

No caso de β = 2/3 (curvas em azul), observa-se um primeiro bandgap similar ao tipo resso-

Figura 4.7 – Diagrama de Dispersão para β = 2/3 e 4/5.

nância local (388-601 Hz). Contudo, uma observação mais precisa mostra tratar-se de um aco-

plamento de bandgaps tipo Bragg e ressonância local, pois a frequência natural do duto-lateral

encontrar-se próxima da frequência do bandgap tipo Bragg (fbn = nc0/2L, n = 1, 2, . . . ).

Neste caso, suas primeiras frequências são f1 = 487, 6 Hz e fb1 = 501, 5 Hz. Embora as

frequências f2 = 1.462, 7 Hz e fb3 = 1.504, 4 Hz sejam próximas o acoplamento dos bandgaps

não ocorre e pode-se identificar o bandgap de ressonância local (1.375-1.462 Hz) e o de Bragg

(1.505-1.592 Hz). Um terceiro bandgap de Bragg, quase imperceptível, pode ser observado na

banda de 1.000-1003 Hz.

No caso de β = 4/5 (curvas em vermelho), as frequências dos bandgaps de Bragg

se afastam mais das frequências naturais do tubo-lateral e dois bandgaps de ressonância local

(335-387 Hz e 1147-1203 Hz) e dois bandgaps tipo Bragg (502-551 Hz e 965-1002 Hz) são

identificados facilmente. Um terceiro bandgap tipo Bragg, quase imperceptível, pode ainda

ser identificado na banda de 1505-1510 Hz. Pode-se observar que aumentando β produz-se o

deslocamento do bandgap tipo ressonância local para bandas de frequências mais baixas e com

a redução da largura da banda. Estes resultados demonstram a tendencia do aumento da largura
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da banda de frequências do bandgap com aumento de β, ou seja, quando o comprimento do

tubo lateral torna-se maior do que o período da célula unitária (l > L). Para o acoplamento

dos bandgaps tipo ressonância local e tipo Bragg podemos determinar o valor de β tal que as

frequências naturais do tubo-lateral e de Bragg sejam iguais ou bem próximas.

Considerando-se uma excitação de pressão acústica unitária na entrada do duto e

condições de contorno anecoicas (sem reflexão) em ambas extremidades, foi realizada a com-

paração dos resultados de resposta forçada, utilizando três células periódicas. Os resultados

obtidos por TMM e FEM apresentam algumas divergências, porém apresenta resultados satis-

fatórios.

Figura 4.8 – SPL do metamaterial acústico com N = 3 células
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5 CONCLUSÃO

Um modelo detalhado para avaliação do desempenho acústico de um sistema tubo

lateral (ressonador de quarto de onda) acoplado a um duto circular uniforme usando o método

da matriz de transferência (TMM) é revisto e apresentado. Esta formulação é estendida para

aplicação em um metamaterial acústico consistindo em um conjunto de células unitárias duto-

tubo lateral periódico.

O TMM foi implementada em MATLAB e os resultados obtidos em termos de perda

de transmissão são comparados com aqueles obtidos pelo FEM (ANSYS), os quais apresentam

boa concordância.

Análises de variação dos parâmetros mais sensíveis, como comprimento da célula

unitária (L e do tubo lateral (l) do sistema duto-tubo lateral, são realizadas em termos dos dia-

gramas de dispersão e os seus efeitos em termos do alargamento dos bandgaps são discutidos.

De forma geral, observa-se o quanto esses parâmetros podem interferir e como podem ser uti-

lizados de forma a otimizar resultados. Análises similares em termos da perda de transmissão

(TL) são também realizadas e os resultados de desempenho apresentados. Uma análise em ter-

mos de nível de pressão sonora (SPL) é também apresentada e comparada com os resultados do

FEM (Ansys), mas os resultados entre os métodos ainda apresentam discordâncias decorrentes

de uma discretização mais afinada no FEM (ANSYS).

Baseado nos resultados e nos estudos disponíveis na literatura, pode-se depreender

que as metodologias utilizadas para avaliar a atenuação sonora podem auxiliar a otimizar o

controle de ruídos em demais dispositivos acústicos.
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