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Resumo

Seja G = KAN uma decomposi¢ao de Iwasawa de um grupo de Lie, conexo, semi-simples
e com centro finito. Dado S < G um subgrupo, estudaremos a acao de S nas variedades
flag de G e seus conjuntos de controle. Além disso, analisaremos os cociclos p : G x K — A,

Aak) onde a = logp e suas extensoes para as variedades

onde gk = up(g,k)n e p = e
flag. Como ponto central desta pesquisa, vamos compreender as condigdes para que os
limites inferiores de p) sejam diferentes de zero. Esses resultados tém consequéncias no
calculo dos momentos de expoentes de Lyapunov de sequéncias i.i.d, como mostrado no

capitulo final.

Palavras-chave: Grupos de Lie. Grupos de Lie semi-simples. Teoria de controle. Variedades

bandeira. Expoentes de Lyapunov



Abstract

Let G = KAN be an Iwasawa decomposition of a connected and semisimple Lie group
with finite center. Take S < G a subgroup, we are going to study the action of S in
the flag manifolds of G and their control sets. Moreover, we are going to analyze the
cocicles p: G x K — A, where gk = up(g,k)n and p, = ek where a = logp and their
extensions to flag manifolds. As the central part of this thesis, we are going to comprehend
the conditions for the inferior limits of p) to be different from zero. Those results have
consequences in the calculations of the Lyapunov exponents moments of i.i.d. sequences,

as shown in the final chapter.

Keywords: Lie groups. Semisimple Lie groups. Control theory. Flag manifolds. Lyapunov

exponents.



Sumario

Introducdo . . . . . . ... e e e e e 10
1 Conceitos basicos . . . . . . . . . . e e e e 11
1.1 Grupos de Lie e suas algebras de Lie . . . . . .. ... ... ... ... . 11
1.2 Decomposicao de Iwasawa . . . . . . . . .. ... 17
1.3 Variedades flag . . . . . . . ... 25
1.4 Exemploem Sl(n) . . . . .. ... 28
2 Acao de semigrupos em variedades flag . . . . ... ... .. L0, 31
2.1 Acao de Semigrupo e Conjunto de Controle . . . . . . . ... .. ... ... 31
2.2 Conjunto de controleem flag . . . . . . . .. ..o 36
23 Tipoflag . . . . . . . 38
2.4 Exemplo das matrizes positivas . . . . . .. ..o oL 41
3 Cociclos e seus limites inferiores . . . . . ... ... ............. 42
3.1 Cociclos . . . . . . e 42
3.2 Limite inferior de cociclos . . . . . . . .. ... .. oL 44
4 Momentos e expoentes de Lyapunov . . . . . ... ... ... ..., 51
4.1 Produto aleatorio de sequéncias i.i.d. . . . . .. ..o L 51
REFERENCIAS . . . . . . . e e e 53

APENDICE A Variedades diferenciaveis . . . . . . v v v v v v v i e e e 54



10

Introducao

Seja G um grupo de Lie semi simples ndo compacto, com centro finito e S < G
um subsemigrupo com interior nao vazio. No presente trabalho estamos interessados em
estudar cotas inferiores de cociclos definidos em variedades flag, com o intuito de encontrar

uma forma alternativa de classificar o tipo flag de um semigrupo.

O conceito de tipo flag de um semigrupo é importante no estudo de semigrupos em

grupos de Lie semi simples (ver [6], [7], [8] e [9]).

O resultado principal que estudaremos, enunciado a seguir, é essencial para os

objetivos ditos anteriormente.

Teorema 0.1. Seja S < G um semigrupo com intS # @ e Fogy, ©(S) < X seu tipo flag,
onde Y € o conjunto das raizes simples de G. Denotamos por C' o conjunto de controle

invariante de S na variedade flag mazximal F, entao se xy € Cy, temos que
inf pa(g; :L‘()) > 07
ges

se € ¥X\O(S). Além disso, ing,oa(g,xo) =0, se a € O(9).
g€

Além disso, esse resultado auxilia no estudo do comportamento assintético de
produtos aleatérios de sequéncias i.i.d., por meio da classificagao dos limites inferiores dos

momentos de Lyapunov.

No primeiro capitulo sao introduzidos os grupos de Lie e algumas propriedades de

suas estruturas, como a decomposicao de Iwasawa e as variedades flag.

No segundo capitulo é estudada a agao de um semigrupo contido no grupo de Lie
em suas variedades flag, apresentamos o conceito de conjunto de controle dessas acoes e
nos aprofundamos no estudo de conjunto de controle nas variedades flag, isso nos leva a
estudar tipo flag. Por fim, analisamos cociclos definidos nas variedades flag e esse tema

sera mais aprofundado nos préximos capitulos.

No terceiro capitulo é apresentado o teorema principal deste trabalho que associa o

limite inferior dos cociclos com elementos do tipo flag do semigrupo.

O quarto capitulo mostra uma aplicacao do teorema principal no calculo dos momen-
tos de expoente de Lyapunov, que é importante para o entendimento do comportamento
assintético de produtos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) em grupos de
Lie.

Para facilitar a compreensao também é proposto no final dos capitulos um exemplo

em espagos conhecidos.
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1 Conceitos basicos

Neste capitulo serao explicados os conceitos basicos de algebras e grupos de Lie,
trazendo também estruturas especificas de grupos e algebras de Lie semi simples, como as
decomposicao de Cartan e de Iwasawa e os resultados principais sobre variedades flag que

usaremos depois. Por fim, serdo apresentadas tais decomposigdes no grupo Sl(n).

1.1 Grupos de Lie e suas algebras de Lie

Definicao 1.1. Seja g um espago vetorial, dizemos que g é uma dlgebra de Lie se estd

munido de um colchete [-,-] : g x g — g com as sequintes propriedades:

1. Anti-simetria, ou seja,

2. Linearidade na primeira entrada, ou seja, dados X,Y,Zege e R,
AN +Y, 7] = \[X, Z] + Y, Z],
que em conjunto com o item 1 resulta em bilinearidade.
3. Satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, dados X,Y,Z € g,
(X, [V, Z]] + |V, [Z, X]] + [Z,[ X, Y]] =0.

Além disso, um subespago vetorial h < g é dito subdlgebra de Lie se dados X,Y € b,
temos que [ X,Y] € b.

A partir de agora g sempre serd uma &algebra de Lie, e denotaremos por Gl(g) o
grupo das transformagoes lineares de g em g com determinante nao nulo.
Defini¢ao 1.2. Uma dlgebra de Lie g € dita abeliana, se [X,Y] = 0, para todo X,Y € g.

Definicao 1.3. Sendo g uma dlgebra de Lie, definimos sua representagdo adjunta

como a transformagcao linear ad : g — gl(g) dada por
ad(X)(Y) = [X,Y], VXY €g.

Definicao 1.4. A forma de Cartan-Killing de uma dlgebra de Lie g é a fungdo bilinear

K:gxg— R dada por

K(X,Y) =tr(ad(X)ad(Y)), X,Y €g.
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Definicao 1.5. Dados a,b c g, definimos o centralizador de a em b como
30(a) ={Xeb:[X,Y]=0, VY €a}.

Definig¢ao 1.6. Seja h = g um subespago vetorial, definimos o normalizador de by em g

n(h) = {X € g:ad(X)h < b},

Além disso, dizemos que by € um ideal de g se n(h) = g.

Definicao 1.7. Dizemos que uma dlgebra de Lie g é simples se dim(g) > 1 e se os tinicos

ideais de g sao {0} e g.

Dizemos que uma dlgebra de Lie g é semi simples se existem g1, ...,¢, dlgebras
de Lie simples tal que

g=01D D gn.

Definicao 1.8. Uma dlgebra de Lie g é dita compacta se existe um produto interno {-,-)
com
d(X)Y,Z)+ (Y, ad(X)Z) =0, VXY, Z e g.

Definicao 1.9. Dado G um grupo com produto p : G x G — G, dizemos que G é um

grupo de Lie, sc G ¢ uma variedade diferencidvel C*, onde p € uma fungao de classe C*.

A partir de agora denotaremos por G um grupo de Lie com elemento neutro 1 e o
produto serd dado por p(g, h) = gh, entao para qualquer g € G, definimos a translagao a

esquerda por ¢

E,:G— G
h — gh,
a translacao a direita por g
D,:G—C
h — hg,
e a conjugagao por g
Cy:G—CG
h—> ghg™'.

Tanto a translacao a esquerda quanto a translacao a direta sao difeomorfismos com
inversas Fy-1 e Dy,—1 e note que a conjugacao de g pode ser escrito como Cy = Ey0 Dy-1,

logo a conjugacgao também é um difeomorfismo.

A partir de agora construiremos para cada grupo de Lie G uma &lgebra de Lie

associada g, essa algebra de Lie é isomorfa ao espago tangente da identidade de G.
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Definicao 1.10. Dizemos que um campo de vetores X em G é itnvariante a esquerda
se dados g,h € G, d(E,)n(X(h)) = X(gh). Denotamos por Inv® o espago de todos os

campos vetoriais invariantes a esquerda.

Note que dado Y € T1G, temos que X (g) = d(Ey,)1(Y) define um campo de vetores

em G invariante a esquerda. De fato, tome ¢, h € GG, entao

d(Eg)n 0 d(En):(Y)
= d(Eg o Ep)1(Y)
= d(Egp)1(Y) = X(gh).

Desta maneira, para cada elemento Y € T1G existe um tinico campo vetorial invariante a

esquerda em G, o qual denotaremos por Y°.

Sendo X um campo vetorial, denotaremos por X;(g) o fluxo de X partindo do ponto

X.(9) = X(X,(g)).

Dados g, h € G e X € Inv® defina a(t) = gX;(h). Pela regra da cadeia

g no tempo ¢, ou seja, o fluxo onde Xj(g) =

o/ (t) = d(Ey) x,n) (X, (h)
= d(Ey)x,n) (X (X¢(h)))
— X(gX,(h)) = X(a(t)),

pois X é invariante a esquerda. Assim « € solucao de d—‘g = X(g) com «(0) = gh, portanto

a(t) = Xi(gh) e
Xi(gh) = gXi(h) = X,0E, = E,0X,. (1.1)

Além disso, tomando h = 1, temos que
Xi(g) = gXu(1).

Definicao 1.11. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G ¢é a dlgebra dos campos

invariantes a esquerda Inv® com o colchete dado por
d e
[X,Y](9) = 5 (dX ) (Y (Xl9))) g YX,Y & Ty’

Note que dados X,Y € Inv®, [X,Y] € Inv®. De fato, seja g € G, temos que

d(X 1) x,(9)(Y(Xe(9))) = d(X 1) x,(9) (Y (9X:(1)))
= d(X-1)x,(9)(d(E) x, ()Y (X:i(1)))
d(X_y 0 E)x, (Y (X,(1

~—
~—

)
LD d(Eg o X_t)xt(1)(Y(Xt(1>))
= d(Ey)1d(X_¢) x, (1) (Y (X¢(1)
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assim, pela linearidade de d(E,):

A (@)MMw&mmﬁo
H Y1),

Portanto [X, Y] € Inv®, para todo X,Y € Inv®.

A élgebra de Lie g de um grupo de Lie G ¢ isomorfa a T1G com o colchete definido
por [, -]e : WG x TG — T1G dado por [X,Y]. = [ X Y°](1).

Exemplo 1.1. Seja M, o conjunto das matrizes n x n, entao o subconjunto
Gl(n) = {g € M, : det(g) # 0}

¢ um grupo de Lie e sua dlgebra de Lie é o conjunto das matrizes n x n dado por gl(n),

com o colchete de Lie dado pelo comutador de matrizes.

A algebra de Lie pode ser construida a partir de campos invariantes a direita. Em
[1] sdo mostradas as principais diferengas, mas a teoria independe dessa escolha, pois essas

algebras sao isomorfas.

Defini¢ao 1.12. Definimos a representacdo adjunta de G, Ad : G — Gl(g) por
Ad(g) = d(Cy)1.

Definicao 1.13. Definimos a fungio exp : g — G como exp(X) = X;(1), onde X ¢é visto

como um campo invariante a esquerda. Também denotamos exp(tX) = e'~.

Proposigdo 1.1. d(exp)o = Id,.
Demonstracao. Dado X € g, temos que

d
A(exp)o(X) = exp(0 + £X)mo,

d dg
mas note que aexp(() + tX)1=0 € solugao de % = X(g), assim, d(exp)o(X) = X. O

A proposicao anterior nos diz que a exponencial é um difeomorfismo numa vizinhanca

de 0.
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Proposicao 1.2. Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e by, respectivamente.
Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel e tome X € g. Entdo, para todo g € G,

vale
dgy(X“(g9)) = Y*(¢(9)),
onde Y = do1(X). Além disso,

¢(exp(X)) = exp(dg (X)).
Demonstragio. Como X é campo invariante a esquerda,
dpy(X(g9)) = dog o d(Ej1 X = d(¢ o Eg)i X,
mas como ¢ ¢ um homomorfismo, temos que
d(¢p 0 EghX = d(Eg(g) © 9)1 X = d(Egg) 0 dpr X = Y(¢(g)),

e assim provamos a primeira parte. Para provar a segunda parte basta notar que pela

primeira parte, a derivada da trajetéria a(t) = ¢(exp(tX)) é

() = ddexpx) (X (exp(tX))) = Y(¢(exp(tX))),

onde Y = d¢;(X). Logo, como a(0) = 1, temos, por unicidade de solugoes de EDO, que
¢(exp(X)) = exp(do1(X)). —~

Corolario 1.1. Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Dados X € g e g € G,

temos que

C’g(eX) = Md)X

Demonstracao. Note que Cy : G — G é um homomorfismo diferenciavel, entao pela

Proposicao 1.2, temos que
Cylexp(X)) = exp(d(Cy)1X) = exp(Ad(g)X).

]

A proposicao a seguir relaciona a adjunta do grupo com a adjunta da algebra, através

das aplicacoes exponenciais.

Proposigao 1.3. Dado X € g, temos que d(Ad),(X) = ad(X) e também

Ad(expX) = exp(ad(X)).



Capitulo 1. Conceitos bdsicos 16

Demonstragio. Seja X € Inv®, entdo d(Ad);(X) € gl(g). Dado Y € Inv® e t € R, temos

que

Ad(e™)(Y) = d(Cix)1(Y)
d(Dy-rx 0 Eux)1(Y)
d

(Dy-ix)etx (d(Ferx )1(Y)),

mas como Y € Inv®,

d(Eux)1(Y) = Y ().

Assim, como X; = Dgix, temos que
d(De-x )orx (d(Eeex )1 (Y)) = d(X-p)erx (Y (€)),

donde,
Ad(e™)(Y) = d(X ) x,) (Y (X:(1))).

Logo, se derivarmos ambos os lados em relagao a t em ¢t = 0 obtemos

d tX .
- (AdE@)(Y),_, = [X,Y](0).

Portanto, como X, Y sdo campos invariantes a esquerda temos que

d

7 (Ad(etx))‘tzo = ad(X)
A(Ad);(X) = ad(X),
e assim, pela Proposigao 1.2, temos Ad(expX) = exp(ad(X)). O

Definicao 1.14. Dado h < g um subespaco vetorial da dlgebra de Lie g, definimos o

normalizador de ) em G como o subgrupo N(b) de G
N(b) = {ge G: Ad(g)h = b}.
Defini¢ao 1.15. Sendo G um grupo de Lie, definimos seu centro Z(G) como
Z(G)={g9e€ G:gh=hg,VheG}.
Definig¢ao 1.16. Dados A, B ¢ G subgrupos, definimos o centralizador de A em B por
Zp(A) ={g€ B:ga=ag, Yae A}.

Definicao 1.17. Dados A, B < G subgrupos, dizemos que A normaliza B se dados
acAebe B, atha € A.
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1.2 Decomposicao de lwasawa

A partir de agora vamos considerar g uma algebra de Lie semi simples ndo compacta.
Dado # : g — g um automorfismo, dizemos que § é uma involugao de Cartan ou

involugdo principal se §* = 1 e se a forma bilinear (-,-) : g x g — R dada por
(X,Y) = =K(X,0(Y))

é um produto interno em g. Em [4] é provado que toda algebra de Lie semi simples admite
uma involucao de Cartan e que toda involugao de Cartan é tinica a menos de automorfismo

interno.

Fixemos 6 uma involugao principal e considere (-, -) o produto interno em g relacionado
a 0.

Definicao 1.18. Sejam
t={Xeg:0X=X}les={Xeg:0X =—-X}.

Definimos a decomposi¢ao de Cartan de g associada a 6 por g =t @ s.

A partir de uma decomposicao de Cartan serd construida uma decomposicao de
Iwasawa . Para isso fixamos uma subélgebra abeliana maximal a < s, ou seja, a é abeliana
e dado X € s tal que [X,Y] =0, para todo Y € a, entdo X € a. Denotaremos por posto

real a dimensao de a.

Como a é abeliana, pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (Capitulo 8.2 de [1]),
dados X, Y € a, temos que

eXe¥ =Xt (1.2)
Definicao 1.19. Dado « € a*, dizemos que « é uma raiz de a quando o conjunto
go={Xeg:VHea, ad(H)X = a(H)X}
¢ diferente de vazio. Denotaremos o conjunto das raizes de a por II.
Note que, dados «, 8 € 11,
ga N gs # {0} = a=4.
De fato, se existe X € g, N g5\{0}, entdo
a(H)X =ad(H)X = 5(H)X, VH € a,

logo, a(H) = B(H),VH € a. E g4, n g3 = ga # {0}, se @« = 5. Como a dimensao de g é

finita, existem finitos elementos em II.
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Defini¢do 1.20. Um elemento H € a tal que a(H) # 0, para todo o € 11, é chamado
de regular real. De forma mais geral, um elemento X € g € chamado de reqular real se

existe g € G tal que

Ad(g)H = X, com H e a; o(H) #0, Ya eIl

Note que o conjunto dos elementos regulares reais em a pode ser escrito como

reg(a) = (U ker(a)) = ) (ker(a)),

aell aell

assim o conjunto reg(a) ¢ denso em a, pois existem finitas raizes e o nicleo de cada
raiz é um subespago vetorial de codimensao 1. Chamamos de cAmara de Weyl cada

componente conexa de reg(a).

Para continuar a construcao da decomposicao de Iwasawa fixamos de agora em diante

um elemento regular real H € a.

Definicdo 1.21. Dado « € 1I, dizemos que o é uma raiz positiva se a(H) > 0.
Denotamos o conjunto de raizes positivas por II". Além disso, o € IIT € dito ser uma raiz

simples se o # a1 + o, Yoy, o € IIT. Representamos o conjunto das raizes simples por
3.

Temos que Y é uma base de a* (a demonstracao pode ser encontrada no Capitulo
6.4 de [2]).
Seja
af ={Xea:aX)>0,Vaell},
a cAmara positiva de Weyl, ou seja, a cAmara de Weyl em que H € a™.

Definimos entao

Note que n é a soma dos auto-espacos de ad(H) associados aos autovalores positivos. Em

[1], Secao 12.2 é provado que s é isomorfo, como espaco vetorial, a subélgebra a @ n.

Definig¢ao 1.22. Com a construgdo acima, definimos uma decomposic¢do de Iwasawa
de g por
g=tPaPn.

Definicao 1.23. Sendo m = 3(a), definimos a subdlgebra parabdlica minimal de g

como

p=mPadn.
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De maneira mais geral, dado © < X um subconjunto das raizes simples, definimos a

subdlgebra parabolica do tipo © como

Po=P® D, G

ae(®y*
onde (©)" sio os elementos de 11" que sdo combinagoes lineares de elementos de ©.
Dado a € II, a partir de agora denotaremos por H, € a o elemento satisfazendo

a(H) = (H,, H), VH € a.

Temos que H, existe e é iinico pelo Teorema de Representacao de Riesz. Assim

definimos o produto interno em a* como

{a, By = (Hq, Hp), Yo, € a.
Definicao 1.24. Dado © < X, denotamos

a(©) = span{H, € a: a € ©}.

Além disso, definimos
ag={Hea:a(H)=0ac 0B},

o complemento ortogonal de a(©).

Dado © ¢ X definimos g(©) como a subalgebra gerada por g4,, onde o € ©. Temos

que g(©) também é uma &lgebra de Lie semi simples e
9(0) = £(0) @ a(0) ®@n(0),

onde ¢(0) =t N g(©) e n(O) = nn g(O), é uma decomposigao de Iwasawa. Denotaremos

por
Ng = Z Jao-
aelT+H\(e)+
Definigao 1.25. Seja X = {ay,...,qq} as raizes simples. Definimos os pesos funda-
mentais como ® = {wq,...,w;} < a* onde
2<Oéi, Cdj> _ 5.

<OZ¢,OZ1'> -

Da mesma forma, dado © < X, com © = {ay,,...,q;}, definimos P = {wy,, ..., w;;}

o conjunto de pesos fundamentais com os mesmo indices de ©.
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Temos que o conjunto dos pesos fundamentais é a base dual das raizes simples e

portanto também é base de a*.

Note que
P\Pg = {we P:Vae O, (o,w) =0},

e assim, o conjunto
(af)" ={Beal :YaeX\0, (o, 3) > 0},
é o interior (em ag) do cone gerado por ®\Pg. De fato, dado 5 € (a§)™, temos que
B = ajwy + asws + - - - + qwy,

com w; € . Entao, para cada «; € X, temos que

(g, B) = ailag,w;)y = aiM g =2 {ag, B)

2 <ai7 Oéi>7

donde,

1. a; =0, se a; € O, pois 5 € ag;

2. a; >0, se a; € X\O, pois B € (ag)™.

Portanto, (ag)" estd contido no interior do cone gerado por ®\®g. Agora, dado 3 perten-

cente ao interior do cone gerado por ®\®g, temos que
5 = bilwil + ... bipwip,
com b; >0 e w,,...,w;, € P\Pg. Assim, dado a; €
oy, O
L. <04i75> = Clz’j< “2 Z>

2. {ay, ) =0, se a; € O

> 0, se a; € X.\O;

logo, € (ag)™.

Proposigao 1.4. Seja ® = {wq,...,w;} o conjunto dos pesos fundamentais, entdo
a" ={mH, + - +aqH, :a; >0}
Demonstracio. Como ® é base de a*, entdao dado H € a™,

H=aH, +- - +aH,,
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para a; € R. Como para todo «; € X, vale que

0< CYZ(H) = Oéi(alel + -+ alel)

= a1o;(Hy,) + -+ + aqoy(Hy,) = ai<041‘,204i>7

obtemos a; > 0 e portanto a* < {a1H,, + -+ a/H,, : a; > 0}. Reciprocamente, dado
o, O _
< “2 i) >0,1€{l,...,1}.

Portanto, a(H) € II* e assim H € a*, o que nos d4 a igualdade. O

H=aH, +- - +aqH, com a; >0, temos que o;(H) = a;

Seja G um grupo de Lie semisimples com algebra de Lie ge g = t® a®n uma

decomposi¢ao de Iwasawa de g. Definimos uma decomposi¢ao de Iwasawa de GG por
G = KAN,
onde K =exp (), A=exp (a) e N =exp (n).

Proposicao 1.2.1. Sejam G = KAN uma decomposicio de Iwasawa. Temos que

1. K ¢é compacto se, e somente se, o centro de G € finito;
2. A ¢ abeliano;

3. A normaliza N;

4. N € normal em AN;

Demonstragio. 1. A prova se encontra no capitulo VI de [4].

X

2. Dados z,y € A, temos que z = eX e y = e¥, onde X,Y € a, entdo

3. Dadosh=e¢f e Aex=¢Xe N, onde Heae X €n, temos que
hah™ = heXh™" = AWX,

e portanto hzh™' € N se Ad(h)X € n.

Por outro lado,

Ad(h)X = Ad(")X = 0DX = )

Assim, Ad(h)X e nse ad(H)X € n.

Mas,
n= Z gocad(H)Y =a(H)Y, seY € g,,

aellt+
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portanto,
X= > X, = adH)X = ) X,en,

aellt+ aellt+

concluindo a demonstracao.
4. Pelo item 3, temos que A normaliza N, mas note que dado an € AN e g € N, temos
(an)g(an)™ = a(ngn™"a™' = anja™ € N,
onde ny = ngn~' € N, logo N é normal em AN.

O

Note que na construcao da decomposigao de Iwasawa foi fixado tanto uma subélgebra
abeliana maximal a, quanto um elemento regular real H € a e isso faz com que ela nao
seja unica. De fato, qualquer conjugacao destas por um automorfismo interno fornece
uma nova decomposigao. Mais ainda, em [4] o autor prova que todas as decomposicoes de
Iwasawa sao conjugadas entre si por automorfismos internos. Como exemplo, o préximo
resultado nos mostra que a conjugacao de uma algebra abeliana maximal ainda ¢ uma

algebra abeliana maximal.

Proposicao 1.5. Sendo A abeliano mazimal, dado g € G, temos que gAg™" também é

abeliano maximal.
Demonstracio. Dado x,y € A temos que

(929 ) (gyg™") = gryg™" = gyzg™" = (gyg~")(gzg™"),

assim gAg~' também é abeliano. Agora seja z € G tal que (gzg ')z = z(grg™'), para

todo x € A. Defina z; = g 'zg, entdo z = gz19~ !, logo
(grg~ ")z = 2(grg™") = grzg ' = gnrg ' — xz = 2w,

e como z € A e A é abeliano maximal, temos que z; € A, assim z € gAg~', portanto gAg ™

é abeliano maximal.

O
Definigao 1.26. Definimos o subgrupo parabdlico minimal como P = N(p). O

subgrupo P pode ser escrito, sequndo Langlands, como
P=MAN,
onde,

M=7k(A)={ge K : ga = ag, Yac A}
={ge K:Ad(g)H = H, VH € a}.
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Dado © < ¥ considere pg a subalgebra parabdlica associada. Definimos o subgrupo

parabdlico do tipo © como Py = N(pg).

Consideramos G(0) = {exp g(©)) o grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie g(0).

Uma decomposicao de Iwasawa de G(©) é

onde K(0O) = exp(£(0)), A(O) = exp(a(0©)) e N(©) = exp(n(©)). Em particular, denota-
mos Poy = Fu, G({a}) = Gla), K({a}) = K(a), A({a}) = A(a) e N({a}) = N(a).

Assim como P, os subgrupos parabdlicos Pg se decompdem como
Po = KgAN,

onde
Ko ={ue K:Ad(u)H = H,VH € ag}.

Em particular, temos a decomposic¢ao
Po = MG(©)AgNe, (1.3)

onde Ag = exp(ag) e Nog = exp(ng). De fato, como Kg = MK(©), A = A(©)Ae e
N = N(©)Ng, temos que

Po = KoAN = (MK (0))(A(©)Ae)(N(O)Ne)
K(©)A(0)N(O)AeNo

Em [4], Capitulo 7, ¢ mostrado que M A normaliza N. Em particular, temos que M

normaliza N.

Proposicao 1.6. Dado mhn € P = MAN no subgrupo parabélico minimal, temos que

para todo k € N, existe n € N tal que
(mhn)* = m*h¥n.
Demonstracao. Note que
(mhn)?* = mh(nmh)n = mh(mhn,)n,

onde n; = (mh) *n(mh) € N, pois N é normalizado por M A entdo como M é o cen-
tralizador de A em K, temos que (mh)(mh) = m?h* e sendo ny, = nin, temos que

(mhn)? = m*h*n,. Indutivamente, obtemos que existe 7 tal que (mhn)* = m*hFn. O

Dizemos que um elemento h € G é regular real se h = expH, com H € g elemento

regular real.



Capitulo 1. Conceitos bdsicos 24

Proposicao 1.7. Dados g € G e x elemento reqular real, temos que h = grg™ " também é

elemento reqular real.

Demonstracao. Como x é elemento regular real, x € A para algum A abeliano maximal.
Como conjugacao de abeliano maximal também é abeliano maximal, temos que h € A;
com A; abeliano maximal, entao existem X, H € g tal que expX = z e expH = h, logo

derivando a equagao expH = C,(expA) obtemos
d(exp)1H = d(Cy)d(exp)1(A) = H = Ad(g)(A),

portanto, H é elemento regular real. Assim, h é elemento regular real. O]

Seja A < a uma camara de Weyl, chamaremos I" = exp(A) também de cAmara de
Weyl. Note que é possivel diferencia-las, pois uma esta na algebra e outra estd no grupo.

Da mesma forma que na &lgebra, consideraremos A™ = exp(a™) a cAmara positiva de
Weyl.

Seja M* = {u e K : Ad(u)a = a} = {u e K : uAu™' = A}. Note que M < M*,
além disso M ¢é subgrupo normal de M*, pois dado g€ M, ue M* e h € A, temos que

uthu e A, assim g(u™'hu)g™" = v 'hu, logo
(ugu ) h(ugu )" = u(g(uthu)g Hu ™t = w(u " hu)u™t = h,
portanto gug~* € M. Assim, definimos o grupo de Weyl como W = M*/M.

Note que como as cAmaras de Weyl sdo as componentes conexas de reg(a), dados
Aca, T c A cdmaras de Weyl e u € M*, entdao Ad(u)A e C,(I") também sdo cAmaras de
Weyl pela continuidade de Ad(u) e C,. Assim a agdo de w = uM, u € M™, nas cimaras
de Weyl é dada por Ad(u)l" e C,(A). Essas agoes estao bem definidas, pois dado g € M,
temos que

Cuy(D) = uglg'u™" = ulu™" = C, (1),
pois ghg™" = h, para todo h € A. Agora, derivando, obtemos que Ad(ug)A = Ad(g)A. Em

2], Capitulo 9, é provado que o grupo de Weyl age transitivamente nas cimaras de Weyl.

A seguir daremos uma interpretacdo mais geométrica para o grupo de Weyl. A

equivaléncia entre as duas definigoes é provado em [4], Capitulo VL.5.

Dado a € II, defina a reflexao r, : a — a por
a(H)

ro(H) = H — 27<Ha;Ha>

H,,
ou seja, a reflexdo em a por ker(«). Define-se entdao o grupo de Weyl, como

W ={rq, 0Ta, 0"+ 0Tq, : a; € L}

Analogamente, dado © < 3, definimos Wg o subgrupo do grupo de Weyl gerado por
{ro :a €6}
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1.3 Variedades flag

Definigao 1.27. Dado © c ¥, definimos a variedade flag associada a © como

Fo = G/Peo.

Denotaremos por xg a origem de Fg, ou seja, o = 1Pg € Fg e quando © = &, ou

seja, quando Pg = P, chamamos essa variedade de flag maximal e denotamos por .

Dado z € Fg definimos o subgrupo de isotropia de x por G, = {g € G : g = x}.

Note que, sendo xg a origem de Fg, temos que
JE Ty — (JTo = To,

logo Po = G-

Sendo = = gxe € Fg e h € G, temos que
hx = ¥ = hgre = gre = g 'hgre = 10 = g 'hg€ Po = h € gPog ™",
mas note que, dado p € Pg,
gpg~'z = gpg~" (9re) = gpre = gre = 1,

assim G, = ¢gPog™ ', que na verdade também é um subgrupo parabdlico. Entdo os
subgrupos parabdlicos sdo tnicos a menos de automorfismo interno. Assim, se hx = x as

vezes supomos que x é a origem e h € Pg.

Proposicao 1.8. O flag mazimal pode ser escrito como K /M.

O resultado anterior vem do fato de que como F = G/M AN, temos que dado = € T,
x = gMAN. Por Iwasawa, g = kan € KAN, e como an € M AN, entao obtemos

x = kanMAN = kMAN,
logo F = K/(MAN n K) = K/M.
Definicao 1.28. Dado © c ¥ definimos a proje¢do mg : F — Fg como
To(920) = gze,

onde xg € F e xg € Fg sao as origens de suas respectivas variedades flag.

Note que mg esta bem definida, pois P < Pg.
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Teorema 1.1 (Bruhat). Se G = KAN € uma decomposi¢ao de Iwasawa, entdo o nimero
de orbitas de N~ em T € finito e sdao as que passam pelos pontos wxgy, com & € M* um

representante de w € W. Isto €

F = U Nitbfljo,
wew
onde N~ =expn comn = Z 0_o € a uniao € uma uniao disjunta. As variedades
aell+

N™QOP sdao denominadas células de Bruhat, e somente a célula N~ xq € aberta e densa

em IF.

Demonstra¢io. Em [4] é mostrado que G se decompoe como classes bilaterais da forma

G= | ] PoP

wew

onde w é representante de w em M*.

Em particular,
G = U W Py P,
wew
¢ também um decomposicao de G. No entanto, escrevendo P = NAM, temos que

o Pty = N~ AM,

assim,
G = U N~ AM®P.
wew

Como w € M*, temos que AMw = wAM e
G = N~aP,
pois AM < P.

Disso, projetando a F = G/P, temos que

F = U N~ why.
wew

H tH

Considere agora H € at. Temos que se n € N, e'ne™ — 1. Assim, se z €

N7w1by N N~ W9by, existem n; € N~ tal que x = n;w;by. Entao

tH

€ :vzetH

H

niwby = en;e " Haby — Wby,

e portanto w;by = w;by, isto €,

Wy e M* ¢ K

wy 'y € P = MAN,
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logo,

Wyt e M = wy = ws.

Agora, dado w € W, temos que

N~wby = w(w™ ' N~"w)by.

Além disso, w 'N~w = N, Q,, onde N, e Q,, sio subgrupos de Lie de w ' N w
com algebras n, =wn" nn- eq=wn Np.
Portanto,
N~"wby = wN, b,
onde N, = expn,,.
Como

Xen, — weXby € wN,, by = N~ wby

¢ um difeomorfismo, temos que N~ wb, é uma variedade de dimensao dim n,; e dim n,, =

dim n~ = dim F se, e 86 se, w = 1. O

Terminamos a secao com alguns resultados sobre elementos regulares reais que serao

utilizados posteriormente

Proposicao 1.9. Dados H € a com h = el € A, um elemento reqular real e n € N, existe

ny € N tal que nhn™ = hny e o mapa ¢n(n) = ny é um difeomorfismo.

A prova da proposi¢ao anterior se encontra em [3] no Capitulo 17.4.

Proposigao 1.10. O conjunto dos elementos requlares reais é denso em AN.

A prova da proposicao anterior segue do fato que a funcao ¢, da proposicao 1.9 é
um difeomorfismo, pois como A x N é difeomorfo a AN e os elementos regulares reais sao

densos em A, entdo os elementos regulares reais sao densos em AN.

Proposicao 1.11. Dadosne N~ e he A", temos que h*nh™ — 1, quando k — .

Demonstragio. Sejam n = exp(X) e h = exp(H), onde X e n” ¢ H € a*, assim

h*nh™* = O (n) = Cpr(exp(X)) = exp(Ad(h*) X)
= exp(ekad(H)X).

Agora note que como X en” en = 2 J—a, temos que X = X, +---+ X,,,, onde
a€ellt

Xa, € §—q,- Assim, analisemos o que acontece com ehad(H)X

o para algum « € II". Como

X,en e He A", temos que

kad(H)X, = —ka(H)Xa,
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entao
Hekad(H)XaH _ He_ka(H)XaH — ek | X |

ka(H

mas como H € a®, temos que a(H) > 0, assim e **#) — 0 e portanto

hrnh=* = exp(ePdH X)) — €0 = 1.

1.4 Exemplo em Sl(n)

Um exemplo muito conhecido e que serd usado no decorrer do texto para melhor

entendimento e intuicao é o grupo
SI(n) = {g € Gl(n) : det(g) = 1},

que é um grupo de Lie com o produto usual de matrizes e sua algebra de Lie é
sl(n) = {X e gl(n) : tr(X) = 0},

onde o colchete é dado pelo comutador.

Uma decomposigao de Iwasawa de sl(n) = €@ a@n, é tal que £ = so(n) é a dlgebra
das matrizes antissimétricas, a é a 4dlgebra das matrizes diagonais com traco nulo e n é a

algebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal principal.

Dado 1 < i < n — 1, defina a funcao A; : a — R que devolve a i-ésima entrada da
matriz diagonal. As fungoes a;; = A; — Aj, com ¢ # j sao as raizes. Usaremos como raizes
positivas o;, com j > i e as raizes simples o; = A; — A\;41. Sendo entao o = «;; uma raiz,
temos que g, ¢ o conjunto das matrizes com zero em todas as entradas, menos na entrada
7.

Vamos calcular o conjunto

m=j(a)={Xet:[X,Y]=0, VY €a}.

Dado X € m, temos que X ¢é antissimétrico, entao escrevemos

0 a1z a3 - Qip
—ai2 0 Q23 - Ao
X =|—aiz3 —as 0 - asy |,

—Q1n, —A2p —A3p 0
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agora, para todo Y = diag(by,...,b,) € a.

0 (by — b1)arz (b3 —bi)ars -~ (b —b1)ai,

(b2 - b1>a12 0 (53 - 52)6L23 ce (bn - b2)a2n

0= [X, Y] =XY -YX = (b3 — bl>a13 (bg — bg)agg 0 e (bn — bg)agn
(bn - b1>a1n (bn - b2)a2n (bn - b3)a3n e 0

Pela arbitrariedade de Y, concluimos que X = 0, e portanto, m = 0. Logo, a subalgebra

parabodlica minimal

p=m@adn=ad®n,
¢ o conjunto das matrizes triangulares superiores com traco nulo.

Assim, dado um subconjunto das raizes simples © = {«a;,,...,q; } © X, temos que
po ¢ o conjunto das matrizes triangulares superiores em blocos com trago nulo, ou seja,

matrizes que sao da forma

Dl % P ES
0 Dy -+
0O 0 --- D,

onde cada D; é uma matriz quadrada. A ordem de D; é determinada da seguinte forma:
SejaD = {dl,...,dm} = {1,...,71}\{7:1,...7ik}, comd; <dy < -+ <d, = neiy,. .., 1

os subindices das raizes simples. Assim, a ordem da matriz D; é j; = d; — d;_1, com dg = 0.

A nivel de grupo, temos que uma decomposigao de Iwasawa de Sl(n) é Sl(n) = KAN,
onde K = SO(n) é o grupo das matrizes ortogonais com determinante 1, A é o grupo das
matrizes diagonais com entradas positivas e determinante 1 e N é o grupo das matrizes

lagonais superior m na diagonal principal.
diagonais superiores com 1’s na diagonal cipal

O conjunto M seriam as matrizes diagonais de determinante 1 com entradas 1 ou —1
na diagonal principal, ou seja, o subgrupo parabdlico minimal P sao as matrizes triangulares
superiores de Sl(n). De forma semelhante a algebra, dado © = {a;,,...,a;, } € X, Pg é 0
conjunto das matrizes triangulares superiores em blocos com determinante 1, com blocos

do mesmo tamanho que em pg.

Agora para entender o que seria a variedade flag Fg vamos usar o conjunto D =

{di,...,d,} dado anteriormente. Seja
Fp={(VicVoc---cV,):V,cR" espaco vetorial, dim(V;) = d;}.
Dado g € Sl(n), g age em Fp da seguinte maneira
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note que essa agao é transitiva, pois dados (V; ¢ Vo < -+~ < Vp,,),(Wy <« Wy < -+ C
W) € Fp, defina g € Sl(n) tal que gV; = W;, entao

gVic - cV,) =W, c---cWp,.
Fixe 8 = {e1,...,e,} de R" e defina fz = (W, <« Wy < --- < W,,), onde W; =
e, €, ..., eq). Como a acdo de Sl(n) é transitiva em Fp, pelo Teorema da Orbita ([1],

Capitulo 2.6.1).
IFD = Sl(n)/Sl(n)fB,

onde Sl(n)s, = {g € Sl(n) : gfs = fz}. Por outro lado, se g € Sl(n)y,, entao

Dy =
gW1=W1:g=<1 )7

0 =
D1 * *
gWo =Wy = g=1 0 Dy =|,
0 0 =
D1 * *
O D PR *
ng:Wm:>g: . .2 . . )
o 0 --- D,

e portanto Sl(n);, < Pe. E facil ver que Po = Sl(n);, e assim

Fp =~ Sl(n)/Sl(n)fﬂ = Sl(n)/P@ = IF@.
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2 Acao de semigrupos em variedades flag

Usando os conceitos do capitulo anterior, vamos construir a teoria de agoes de
semigrupos em grupos de Lie semi simples. Um ponto central estudado seré os conjuntos
de controle e seu conjunto de transitividade. Além disso, vamos nos aprofundar no estudo
dos conjuntos de controle em variedades flag e a partir disso introduziremos o importante

conceito de tipo flag.

2.1 Acao de Semigrupo e Conjunto de Controle

Nesta secao definiremos e estudaremos a agdo de um semigrupo S < G de interior

nao vazio em uma variedade qualquer.

Proposicao 2.1. Dados g € S e h € intS, entdo gh € intS e hg € intS. Ou seja, intS é
um ideal de S.

Demonstragio. Como h € intS existe uma vizinhanga V' < S de h. Agora, como a
multiplicacao a direita e a multiplicacao a esquerda sao homeomorfismos, temos que gV’

e Vg sao vizinhancas de gh e hg, respectivamente, e como S é semigrupo, temos que
g-VcSeV.gcS. O

Definicao 2.1. Sejam X uma variedade diferencidvel e C' < X, dizemos que C' é um
conjunto de controle para a acio de S em X, ou simplesmente é um conjunto de

controle de S se

1. intC # &;
2. C c cl(Sx), para todo x € C;

3. C' € maximal com as propriedades anteriores.

Dizemos que o conjunto C' < X é invariante por S se Sx < C', para todo x € C.

Mais adiante analisaremos as propriedades de conjuntos de controle invariantes.

Proposicao 2.2. Seja X um espago de Hausdorff compacto e seja L < X um conjunto
compacto invariante por S. Entao, para cada v € L, existe um conjunto de controle

invariante C' < cl(Sz) < L.

Demonstracao. Tome

Z ={B c L: B fechado,cl(Sz) < B, Yx € B},
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defina uma ordem < em Z por
B, < By < DBy c B;.
Note que Z # @. De fato, dado = € L, defina B = cl(Sx), entao
ye B = Sy c S(cl(Sz)) < cl(Sx) = cl(Sy) < B,

logo, B é fechado e cl(Sy) < B, para todo y € B, ou seja, B € Z. Agora, dado J < T
um subconjunto totalmente ordenado de Z, como L é compacto, pela propriedade da

intersecao finita temos que

By=()B#o.
BeJ

e assim By é cota superior de [J. Portanto, pelo Lema de Zorn existe elemento maximal
C €7, ou seja,

1. C é fechado;

2. cl(Sz) < C, para todo z € C

3. C c B, para todo BeT.
Além disso, temos que pelo item 2, int(C') # @ e C' é invariante por S. Também, cl(Sz) € Z,

para todo x € L, implica pelo item 3, que C' < cl(Sx), para todo = € C. Agora, dado

x e L\C, se C'u {z} estiver contido em um conjunto de controle, temos que
Cu{zr}ccl(Sy), Yye C = xecl(Sy) =C,
e portanto C' é um conjunto de controle invariante por S. O]

Lema 2.1. Sejam X uma variedade diferencidvel e A < X com SA = U gA c cl(A),
ges
entdo cl(A) € invariante por S. Em particular, se A é invariante por S, entdo cl(A)

também € invariante por S.

Demonstragio. Note que dado g € S, temos que gA < cl(A). Como E, é um difeomorfismo,
temos que cl(gA) = gcl(A) e, como cl(cl(A)) = cl(A), obtemos

gcl(A) c cl(A),
como querfamos provar. O

Definicao 2.2. Definimos o conjunto de transitividade ou core de um conjunto de
controle C' como

Co={xeC:3g€intS, com gx = z}.
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Proposicao 2.3. Seja C' um conjunto de controle de S, entio Cy = (intS)C' n C.

Demonstra¢io. Dado z € (intS)C' n C, entao existem g € intS e y € C tais que = = gy.
Agora, como intC # @ existe z € intC' n Sz, pois C' < cl(Sz). Note que y = g ',
portanto y € (intS) 'z, que é uma vizinhanca de y. Entdo, como C < cl(Sz), existe

y1 € (intS) 'z n Sz, ou seja, existem h; € intS e hy € S tais que
h1_1$ =Y = hQZ —— T = hthZ,

mas temos que z € Sz. Logo, existe hg € S tal que z = hyx entdo x = hihohsr, mas como
intS é um ideal pela Proposicao 2.1, temos que x = hz, onde h = hihohs € intS. Portanto

x € Cy, e consequentemente (intS)C n C' < .

Para provarmos a outra inclusao tome x € Cj, entao existe g € intS tal que x = gz,
mas como = € C, temos que x = gz € (intS)C e portanto z € (intS)C n C. Logo,
Co < (intS)C n C. O

Lema 2.2. Seja C um conjunto de controle com Cy # &, entdo C < (intS) 'z para cada

.1'600.

Demonstragdo. Se x € Cy, entdo (int.S)~ 'z é vizinhanca de x. Assim, para todo y € C,
re Cn (intS) 'z < cl(Sy) n (intS) ',
portanto Sy n (intS) 'x # @. Logo, existem g € S e h € intS tais que

gy =h"'z = y=(hg) 'ze (intS) 'z

Proposicao 2.4. Seja C' um conjunto de controle com Cy # &, entdo dado x € Cy
Co = (intS)z n (intS) o

Demonstragio. Dados z € Cy e y € (intS)r n (intS) 'z, existem g,h € intS tais que
y = g = h™'x. Assim, tome C' = C' U {y}. Como intC' # @, entdo intC’ # @. Agora,
dado z7 € C, temos que C < cl(Sx;) e

y = gx € g(cl(Sxy)) = cl(gSz1) < cl(Sxy).
Assim, C" < cl(Sz;) Va1 € C. Por outro lado,
x1 € cl(Sx) = cl(Shy) < cl(Sy), YV, € C,

e também y = ghy, assim y € Sy < cl(Sy).
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Portanto, C" < cl(Sxz), para todo x € C’, entdo pela maximalidade de C' como
conjunto de controle obtemos C' = C’ e, em particular, y € C. Além disso y € Cj, pois

y = ghy com gh € intS.

Por outro lado, dados z,y € C temos pelo Lema 2.2 que z € (intS) 'y ey € (intS) 'z,
logo y € (intS)x N (intS) 'z. Assim, Cy = (intS)z N (intS) 'x. O

Proposicao 2.5. Sendo C' um conjunto de controle com Cy # &, entdo Cy € denso em C'.

Demonstragio. Dado z € Cj, pela Proposicio 2.4 temos que Cy = (intS)z n (intS) 'z,
assim cl((intS)z) N (int.S) 'z < cl(Cy), pois dados y € cl((intS)z) N (intS) 'z e V uma
vizinhanca de y, temos que existe y; € V tal que y;, € (intS)z e y; € (intS) 'x. Logo

y1 € Cp, ou seja, y € cl(Cy).

Agora note que, pelo Lema 2.2, temos que C'  (intS) 2. Além disso, z € (intS)z,
pois x € Cy. Logo, C' < cl(Sz) < cl(S(intS)z) < cl((intS)z). Portanto,

C < cl((intS)z) n (intS) 'z < cl(Cy),
ou seja, Cy é denso em C'. [

Proposigao 2.6. Suponha que intS # @ e seja C' < X um conjunto de controle invariante,

entao

1. C' € fechado;
2. C' = cl(Sx), para todo x € C;
3. C = cl(intC);

4. Cy # 2.

Demonstra¢io. 1. Dado y € cl(C). Temos que
C nint(Sy) # 9,
pois int(Sy) # @ e int(Sy) < cl(C), pela invaridncia de cl(C).
Assim, dado z € C' n int(Sy), temos

a) reC = Ccc(Sr) = cl(C) c cl(Sz);
b) z €int(Sy) = Sz c Sy = cl(Sx) < cl(Sy),

portanto, cl(C) < cl(Sy). Logo, cl(C) obedece as duas primeiras propriedades de

conjunto de controle, donde pela maximalidade C' = cl(C'), ou seja, C' é fechado.
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2. Dado x € C, como C' é fechado e é invariante pelo item 1, temos
Sxc C = cl(Sz) < cl(C) =C,
e como C' é conjunto de controle C' = cl(Sx).

3. Seja z € C. Temos que (intS)z é aberto e estd contido em C', donde (intS)x < intC'.
Assim, dado y € (intS)z, segue que Sy < S(intS)x < (intS)x, pois int.S é um ideal

de S. Utilizando o item 1, obtemos
C = cl(Sy) < cl((intS)x) < cl(intC).
Novamente pelo item 1
cl(intC) < cl(C) = C,
provando o item.

4. Note que como C é invariante por S e intS # &, temos que (intS)C < C e
(intS)C # @. Assim, usando o item 1 e a Proposigao 2.3, temos que Cy = (intS)C n
C = (intS)C # 2.

]

Proposicao 2.7. Sejam C um conjunto de controle de um semigrupo S < G e x € Cy.

Entao dado y € C, existe g € intS tal que gy = x.

Demonstragio. Como z,y € C, temos que z € cl(Sy), agora note que (intS) 'z é uma
vizinhanca de z, pois x € Cj, entao existe g, € S tal que g1 -y € (intS’)_1 T e, portanto,

existe g9 € intS tal que
Ny =g;'r.

Logo, g291y = x e, pela Proposicao 2.1, temos que g = g2g; € int.S, pois go € intS. O]

A proposicao a seguir é muito relevante, pois vamos usa-la para caracterizar os

conjuntos de controle invariantes nas variedades flag.

Proposig¢ao 2.8. Suponha que C = ﬂ cl(Sz) # @. Entao C € o inico conjunto de

zeX
controle invariante de S em X.

Demonstragio. Dado y € C, entdo y € cl(Sz), para todo x € X. Logo, dado g € S, a acdo

de g ¢ um homeomorfismo, entao
gy € gcl(Sx) = cl(gSz) < cl(Sz), Ve e X,

assim esse conjunto é invariante por S.
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Como C' # @, tome y € C, entdo (intS)y é um aberto nao vazio contido em C,
portanto C' obedece a primeira condi¢ao da Definicdo 2.1. Entao, pela definicao de C,

C c cl(Sz), Vx € X. Portanto, C' também obedece & segunda condigao da Defini¢ao 2.1.

Agora, suponha que exista C; com C' < C; que obedeca as propriedades 1 e 2 da
Defini¢ao 2.1. Suponha que exista z € C;\C. Tome y € C, em particular y € C, entao

C < cl(Sy). Como C é invariante por S, temos que
cd(Sy)cC = C,cC,

logo, C; = C'. Portanto, C' é um conjunto de controle invariante.

A unicidade segue do fato de que se D é um outro conjunto de controle invariante,
temos que D < cl(Sx), para todo x € D, ou seja, C' = D, entdo como provado anteriormente,
C=D. O

2.2 Conjunto de controle em flag

A partir de agora vamos considerar G um grupo de Lie semi simples ndo compacto

com centro finito e S © G um subsemigrupo de G com intS # &.

Proposicao 2.9. Existe elemento reqular real h € G tal que h € intS.

Demonstracio. O espago G/AN é difeomorfo & K, entdo como G tem centro finito im-
plica que G/AN é compacto, pela Proposigao 1.2.1. Entao, como K é compacto, pelas
Proposigoes 2.2 e 2.6, existe um conjunto de controle invariante C' em K tal que Cy # @.
Entao, dado x = yAN € (), existe h € intS tal que hx = x, ou seja, hyAN = yAN,
logo, h € yANy~'. Pela Proposicdo 1.10, os elementos regulares reais sdo densos em AN.
Assim perturbamos h em intS para que exista g € AN regular real com h = ygy~'. Pela

Proposicao 1.7, h é elemento regular real e h € intS. O

A proposi¢ao anterior mostra que podemos tomar uma decomposicao de Iwasawa tal

que AT N intS # @ e isso nos auxiliard na demonstragao da préxima proposicao.

Proposicao 2.10. Ezxiste um unico conjunto de controle invariante no flag maximal F.

Demonstracio. Tome uma decomposicio de Iwasawa G = KAN tal que A" nintS # @.
Pelo Teorema 1.1 temos que N~ x( é denso em [F, entao dado = € T, existe g € S tal que
gr € Nz, ou seja, existe n € N~ com gxr = nxg. Tomando h € A* n intS elemento
regular real, temos que h*gz = h*nh~*z,. Como, pela Proposicdo 1.11, hfnh™! — 1,
quando k — o0, temos que h*gz — o, portanto xg € cl(Sx) para todo x € F. Assim, pela

proposicao 2.8, concluimos que C' = ﬂ cl(Sx) é o tnico conjunto de controle invariante

zelF

de S em F. O
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A préxima proposicao generaliza o resultado anterior, no sentido de que assegura

que toda variedade flag Fg admite um tnico conjunto de controle invariante.

Proposicao 2.11. Dado © < X, existe um unico conjunto de controle invariante em Fg.

Demonstracao. Note que

o(C) = 7o (ﬂ cl(Sx)) c ﬂﬂ'@(cl(SCL’)) c ﬂCl(ﬂ'@(SZL‘))

zelF zelF zeF

= (cl(Sme(x))

zeF

~ [ cl(Sme(y)),

yeFeo

pois mg é sobrejetora. Como mg(C') # &, concluimos pela Proposicao 2.8 que ﬂ cl(Sx) é
.IE]F'@
0 Unico conjunto de controle invariante de Fg. O]

Vamos denotar por Cg o conjunto de controle invariante de Fg. Temos que, pela
Proposicao 2.6, para todo ©, (Cg)p # @. Note que podemos melhorar a Proposigao 2.9,
no sentido de garantir que se z € (Cg)o, existe um elemento regular real em intS que fixa
x. De fato, tome x € (Cg)q. Entao existe g € intS tal que gxr = x. Assumindo sem perda

de generalidade que x é a origem, defina
M,={meM :3he A ne N; mhn e intS}.
Temos que

1. M, # @, pois m € M,, onde g = mhn € MAN;

2. intM, # @ (em M), pois dado m € M, com mhn € intS, existe uma vizinhanca de

M, que ainda esta em Mg, pois intS é aberto;

3. My é um semigrupo, pois M é o centralizador de A e M normaliza N.

Sendo M compacto, seus elementos de ordem finita sao densos e como intM, # @&, existe
m e M, tal que m* = 1 para algum k. Sendo M, semigrupo, obtemos que 1 € M,. Logo,

existem h € Aene N tal que hn € intS n P.

Como os elementos regulares reais sao densos em AN, perturbamos hn para que seja
regular real. Deste modo, podemos supor sem perda de generalidade que a origem do flag

Fgo estd em (Cg)p e é fixado por um elemento regular real.
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2.3 Tipo flag

Definigao 2.3. Seja X uma variedade diferencidvel, dizemos que x € X € um ponto fixo

atrator de h € S se hx = x e existe uma vizinhanca V' de x, tal que

hry — x, VyeV.

Dados © < ¥ e h € AN um elemento regular, temos que os pontos fixos de A em Fg
sao dados por

Wxe, com W € M™ representante de w € W,

onde zg ¢ a origem de Fg. O tinico ponto fixo atrator de h é denotado por x¢(h) e ¢ dado
por
5 (h) = zo.

De maneira mais geral, existe g € G tal que ghg™' € AN e assim, os pontos fixos de
h em Fg sao dados por

gwxg, com rg(h) = gre,

com w € M™ representante de w € W.

Definigao 2.4. Sejam h € S elemento reqular real e x§(h) seu ponto fizo em Fg. Dizemos

que um conjunto compacto C < Fg € contrdtil pelo elemento reqular real h se dado x € C,
hre — 2d(h).

Definigao 2.5. Dado O(S) < X, dizemos que Fosy € o tipo flag de S se dado © c X,

entao

1. Cg € contratil para cada h € intS elemento regular real, se O(S) < O;

2. C =15 (Co), se © < OS).

No Capitulo 3.2 de [3] é provado que existe tipo flag de S para qualquer semigrupo

S de interior nao vazio. Denotaremos a partir de agora por ©(S) o tipo flag de S.
Proposicao 2.12. Seja Fg, onde © = O(S) € o tipo flag de S. Entao,
ANCA@:CI< U wa+>,
weWe

onde,
Ay={Hea:3Ine N, 3t>0,e"neintS}.

Além disso, Ay nwa™ # &, para todo w € We.
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Demonstracao. Primeiramente vamos provar que Ay é um cone convexo. Tome H € Ay

comne N et >0 tal que e"’n € intS. Entdo dado r > 0 defina s = t/r. Logo
Sy = /My, — oty ¢ ingS,
e portanto rH € Ay, para todo r > 0. Para provar a convexidade defina
Ty = {s€(0,+):Ine N, e n e intS},
note que dado k € Z-q, temos que se t € Ty, entao kt € Ty. De fato,
(e"n)* € intsS,
pois int.S é um ideal, entdo, como A normaliza N, existe 7 € N com
eMHp = (en)* € intS.
Note também que existe um intervalo (a,b) com t € (a,b) tal que (a,b) < Ty, pois intS é

aberto.

Com essas duas informagoes, obtemos que (ka, kb) < Ty, para todo k € Z~o. Mas

existe k € Z~q tal que ka < (k — 1)b, logo existe T' > 0 de forma que (7', +o0) < Ty.

Agora, dados Hy, Hy € Ay, por Ay ser um cone, tHy, (1 — t)Hy € Ay, para todo

t € (0,1). Logo, existe T' > 0 grande o suficiente para que existam ny,ns € N que satisfazem

TtHy T(l—t)Hg

e "nge N9 € int.S,

e assim,

T(tHy +(1—t) Hy)

(eTtHlnl)(eT(lit)HQ/nz) — eTtHleT(lft)Hgﬁ —=e

n € intS,

para algum n € N. Portanto tH; + (1 — t)Hy € Ay, para todo ¢ € (0,1), ou seja, Ay é

convexo.

Mostremos agora a inclusao. Como W age transitivamente nas camaras de Weyl,

temos que
ANCC1<U wa+> =aq,
wew
entdo dado H € Ay com H € wa', existe Hy, ..., H, regulares reais com Hj = H tais que

1. Hiea" e H, = H;
2. [H;, Hiy1] © An, para todo i;
3. [H;, Hiy1] m kera; # @ para um tnico «; € X;

4. [HZ, HiJrl:I e ’U],L'Cl+ ) wl‘+1a+ U kerozl-,
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onde

Entao r,, leva a camara de Weyl contendo H; para a camara de Weyl contendo H;;.

Em particular sendo H} = [H;, H; ;1] N kera;, temos que

1. ro,H] = H};

2. H,L( eAy = et"Hz{ni € intS para algum t; > 0 e n; € N;

desta forma r,, € We pelo Corolério 4.1 de [10]. Logo,

+ +

_ -1 + +
Tap 1Tap o -Tar@ = WA == W Tq, Tap 5---Tay @

=a
—1
= W Top Tapy-Tay = 1,

onde a ultima implicacdo se deve a Proposi¢ao 9.19 de [2]. Portanto w € We.

Para a afirmacao Ay nwa® #, para todo w € Wg, note que
we Wy = wxg € Cy,
pela Proposigao 4.1 de [10]. Além disso,
whye Cy — wla™ nAy # @,
pelo Lema 3.3 de [5] e como Wg é um subgrupo, o resultado segue. O]

Proposicdo 2.13. Para qualquer H € Ag e X € (a%)", temos que \(H) = 0.

Demonstracao. Dado J € U wa™, existe w € Weg tal que J € wa™. Sendo que
wEW@
We = span{r, : « € O},

supomos sem perda de generalidade que w = r,, para algum o € ©. Assim, existe I € a*

tal que

a(l)
J=ro(l)=1- QMHQ.

Agora, como ) € (af) ", temos que

1. M(H,) = 0, para todo « € ©;

2. M(Hp) > 0, para todo € ¥£\0;
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como I € a*, pela Proposicao 1.4, obtemos
I =aH, +aH,, +.. .a,H,,
onde a; > 0 e w; € P, para todo i. Portanto, pela linearidade de A

a(l)
M) = M) = 25 M(Ha) = M)
= NarHy, + ... a,H,,)

= A (Hy,) + ... apA(Hy,).
Mas temos que como X é base de a*, podemos escrever

H,, =Y axH,,,
k

e portanto,

2

[|ev; |

o,
= o;(Hy,) = Zaik<04j>04k> d Zaik< 5> ) = 0i;.
k

k [l I?

Assim,
BC =1,

112
[la]|
de C' e C uma matriz de Cartan, temos que as entradas de B sao nao negativas, donde,

a;, o
onde B = (a;;)ij, C = << 2 Z>) e I é a matriz identidade. Assim, sendo B ¢ a inversa
ij

MH,,) = axA(Ha,) = 0.
k

Logo, A(J) = 0 e pela continuidade de A, A(H) = 0, para todo H € Ag. ]

2.4 Exemplo das matrizes positivas

Seja S = SIT(n) = {A € Sl(n) : A = (a;j)ij,a;; = 0} o conjunto das matrizes

positivas. Note que S é o semigrupo de compressao do ortante positivo de R™ definido por
R? = {(x1,...,2,) s @; = 0},

o tipo flag de S é o espaco projetivo P" ! e o conjunto de controle invariante em P"! é o

conjunto [R].
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3 Cociclos e seus limites inferiores

Neste capitulo introduziremos o conceito principal estudado que sao os cociclos e nos
aprofundaremos na definicao deles em variedades flag. Também, como resultado principal,
vamos classificar os possiveis limites inferiores dos cociclos p,, considerando se o pertence

ou nao ao tipo flag.

3.1 Cociclos

Definicao 3.1. Dado uma acao - : G x X — X de um grupo G em X dizemos que uma

fungio p: G x X — A € um cociclo com relagdo da acdo - quando
pgh, k) = p(g,h-k)p(h, k), g.he G, ke X.

Seja G um grupo de Lie, semi simples e ndo compacto, G = K AN uma decomposicao

de Iwasawa e r : G — K a funcao definida por r(g) = k, onde g = kan € K AN. Definimos

a funcao

p:Gx K — A, por gk =up(g, k)n,

onde k € K, p(g,k) e n e N. Além disso, dado A € a* definimos a funcao py : G x K — R,
tal que
(g, k) = X200,

onde a = logp. A préxima proposicao prova que p e py sao cociclos.

Proposigao 3.1. As fungées p e py sdao cociclos com relagio @ agdo -, onde g-k = r(gk) = u.

Demonstragao. De fato, sejam g, h € G e k € K. Fazendo a decomposicao de hk obtemos
hk = up(h, k)n,

entao

ghk = gup(h, k)n.
Mas note que gu também pode ser escrito como
gu = u1p(g, uni,

ou seja,
ghk = uip(g,u)nip(h, k)n.

Como A normaliza N, temos que ny = p(h, k) 'nip(h, k)n € N e, portanto,

ghk = u1p(g, u)ﬂ(ha k)n%
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e concluimos que p(gh, k) = p(g, h - k)p(h, k) provando que p é cociclo. Por outro lado, se
Aeat,

)
)
-k)) + Mog(p(h, k)))
)))exp(Alog(p(h, k)))
= palg, h - k)pa(h, k),

portanto, p, também é um cociclo. O

Proposicao 3.2. A sequnda entrada de p € invariante pela translag¢io a direita por m,

onde m € M, ou seja,

p(g,um) = p(g,u), Yge G,ue K e me M.
Demonstracao. Sendo

g(um) = klp(.gaum)nl € gu = kp(g,u)n,

as decomposicoes de Iwasawa de gum e gu, temos que

kip(g, um)ny = (gu)ym = (kp(g, u)n)m
= kp(g, u)mm ™ *nm

= kmp(g,u)m™"'nm,

entdo como M < K e M normaliza N, temos que km € K e m™'nm € N. Assim, pela

unicidade da decomposi¢ao de Twasawa, p(g, um) = p(g,u). ]

Note entao que como F = K /M e p é constante em cada classe lateral kM, temos
que p ¢ invariante pela acao a direita de M na segunda entrada, ou seja, p pode ser definida

em G x F como
p(g,z) == p(g, k),

onde x = kxg, xo origem de F. A partir de agora sempre usaremos p para representar tanto
o cociclo definido na Proposicao 3.1, quanto o definido na Proposicao 3.2. Essa extensao

também vale para a definicao de p,.
Proposicao 3.3. Dado \ € a*, temos que
1. py(L,z) =1, Yz e K;

2. Se hx =z, entdao dado m € N, temos que px(h™,x) = px(h,z)™;



Capitulo 3. Cociclos e seus limites inferiores 44

Demonstracao. 1. Temos que 1x = z € K, logo o elemento a € A de 1z é 1, e como
A(0) = 0, temos que
pA(17x> = eO = 17

2. Como p, é um cociclo, temos que

P/\(hma [E) = pk(hm_17 h - [E)p)\<h7 I’) = p)\<hm_1a m)p)\(hﬂ .ZU),

pois hx = x. Entao, por indugao, obtemos que

pa(h™, ) = pa(L,2)pa(h, 2)™.

Logo, usando o item 1, obtemos que py(h™,x) = px(h,z)™.

3.2 Limite inferior de cociclos

Nesta secao vamos apresentar alguns lemas para a demonstragao do Teorema 3.1,
que é o resultado principal deste trabalho. No final dela provamos este Teorema e damos

um exemplo que explicita uma cota inferior de um cociclo.

Lema 3.1. Seja © = ©(S) o tipo flag de S. Dado x¢ € F, assuma que existe g € intS com

g0 = 9. Entdo para todo \ € (ak)™, temos que px(g, ) = 1.

Demonstracao. Como gry = xy supomos sem perda de generalidade que x( é a origem de

) onde

F. Entao, g € P e podemos escrever g = man € M AN e, assim, p(g, o) = e
a = el Perturbando ¢ € intS N P se necessario, podemos assumir que m tem ordem finita.

Entdo, existe j > 1 tal que m’ = 1 e, pela Proposicao 1.6, existe i € N tal que
¢ =mla’n = a’n e AN.

Logo, como intS é um ideal pela Proposicio 2.1, ¢’ = e/ € intS, donde jH € Ay. Pela
Proposicao 2.12 temos que Ay < Ag. Assim, jH € Ag e portanto H € Ag. Agora, como
A€ (ag)*, temos, pela Proposigao 2.13, que A(H) = 0 e portanto py(g, zo) = A =1 O

Lema 3.2. Seja S um semigrupo com intS # @ e denote por C' seu conjunto de controle
invariante no flag mazimal F. Sejam x € Cy e A € a* e suponha que existe d > 0 tal
que px(g,z) > d, para todo g € S, = {h € intS : hx = x}. Entdo existe ¢ > 0 tal que
pa(g,z) > ¢ para todo g € S.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia (g )reny < S tal que

px(gr, ) — 0.
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Como C' é um conjunto de controle invariante, temos que gix € C, Yk € N. Assim, pela
compacidade de C, existe subsequéncia (gi,); de (gx)r que converge para algum y € C.

Entao, sem perda de generalidade, supomos que grx — .

Pela Proposicao 2.7, temos que existe g € intS tal que gy = z. Portanto pela

continuidade do produto, temos que

99k —> gy = .

Agora note que pela defini¢ao de cociclo: px(ggr, ) = pr(g, &) pr(gk, ). Entao, pela

compacidade de K e continuidade de py, pa(g, gxx) é limitado quando g é fixado. Portanto,

px(gr, ) — 0 = pr(9gk, ) — 0.

Por simplicidade, denotaremos apenas por g o produto ggx. Desta forma g € int.S,

pois intS é um ideal, e satisfaz

palgr, z) — 0 e grz —> .

Como x € (), existe gy € intS tal que gor = x. Seja W < intS uma vizinhanca
compacta de go. Entao U = W™ é vizinhanca compacta de z em F. Pela compacidade de

W e F e pela continuidade do cociclo py, temos que r = sup{px(h,z) : he W,z e F} < +o0.

Agora, como U é vizinhanca de z, grz — x e pr(gx,x) — 0, existe k grande o

suficiente tal que grz € U e pr(gr, ) < o Entao pela construcao de U, existe h € W tal
r

que hgrxr = x e, portanto, temos que

rd d
Pa(hgr, @) = pa(h, gu) pA(gr, @) < ToA(gr, @) < 50 = 5,
contradizendo o fato de que py(g,x) > d, para todo g € S,. ]

Proposigao 3.4. Sejam S um semigrupo com tipo flag © < ¥ e C' seu conjunto de controle
no flag mazimal. Dados X\ € (a§)" e x € Cy, existe ¢ > 0, tal que pr(g,x) > ¢ para todo

ges.

Demonstracao. Pelos comentarios feitos apés a Proposicao 2.11, temos que S, # @ se
x € Cy. Em particular, como x é um ponto fixo de todo elemento de S,, temos pelo Lema
3.1, que

Vge S, palg,x) = 1.

Logo, pelo Lema 3.2, existe ¢ > 0 tal que

px(g,x) > ¢, YgeS.
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Corolario 3.1. Seja S < G um semigrupo proprio com intS # & e suponha que g (e G)

tem posto real um. Denote por a (e eventualmente 2a) a raiz positiva. Entao

inf po(g,2) > 0, Vo e Cy.
ges

Demonstragio. Como o posto real é 1, as variedades flag sdo F e F,. Como O(S) = X
se, e somente se, S = G, temos que o tipo flag de S é @. Portanto, o subespaco ag tem

dimenséao 1 e (a§)* é o raio contendo «, onde © = &.
Logo, « satisfaz as hipéteses da Proposicao 3.4 e, portanto, p,(g,z) é limitado

inferiormente. [

Exemplo 3.1. Dado a € a*, seja g(«) a dlgebra de Lie gerada por g, € g—o € G(a) o
subgrupo de Lie conezxo associado. Como ambos tém posto real 1, obedecem as hipdteses do
resultado anterior. Assim,

inf po(g,x) > 0, Ya € Cy,
ges

onde Cy € o core do conjunto de controle invariante maximal de F,,.

No que segue, utilizaremos o grupo G(«), para « € X\O(S) para restringir nosso
cociclo ao caso de posto 1, e assim obter uma limitacao inferior. De modo a fazer isso,

necessitamos de alguns preliminares.

Considere a decomposicao de Iwasawa
g(a) = ta) ® a(a) ®n(w),
de G(a). A restrigdo de o a a(a) é identificado com a raiz positiva de g(a).

Seja m, : F — [, a projecao canonica. Se x( ¢ a origem de I, entdao a origem de [, ¢é

xo = m(x0). Note que
F,=7m. Y2} = Pywg = MG(a)AuNozg = MG(a)zy = G(a)z,
e portanto G(«v) age transitivamente na fibra F,.

A subélgebra de isotropia em xy da agao de G(«) em F,, é a subalgebra parabdlica
g dada por
do = m(a) @ a(a) @ n(w),
onde m(«) é o centralizador de a(«) em €(«). Desta maneira, F,, se identifica a variedade

flag maximal de G(«) de modo que xy é a sua origem.

Considerando o como uma raiz em a(a)*, definimos o cociclo p, (g, z) em G(a) x F,
como anteriormente. Este cociclo é denotado da mesma forma que o anterior, ja que é a
restri¢ao a fibra F,, do cociclo sobre G x I, devido as inclusdes K(a) ¢ K, A(a) c A e
N(a) < N.
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Note que se T' < G(«) é um semigrupo com interior nao vazio tal que xg € C (7)o,
onde C(T) é o conjunto de controle invariante de T' em F,,, entdo p,(g, o) tem cota

inferior positiva pelo Corolario 3.1. Usaremos esse fato para provar o Lema 3.4.

Agora, suponha sem perda de generalidade que a origem de zy de [F satisfaz xq € C
e seja h € A* nintS com hxy = xy. Definimos, a partir de S, um semigrupo T' < G(a),

da seguinte maneira:

1. A projecao C,, = m,(C) é o conjunto de controle de S em F,, cujo core (C,)o contém
Ta(Co);

2. Como
To = To(0) € Ta(Co) < (Ca)o,

o semigrupo S,, = (intS) n P, tem interior ndo vazio em P,;
3. Considerando a decomposicao P, = M G(a)A,N, em (1.3), defina
I'={ge MG(a): Fbe A,N,,gbe S}.

pois MG(«) normaliza A,N,, I' é um subsemigrupo com interior nao vazio de

MG(a);

4. Defina agora o subsemigrupo 7" = I' n G(«) de G(«). Note que T tem interior
diferente de vazio, pois dado mg € intl', com m € M e g € G(a), podemos assumir

que m tem ordem finita e portanto para algum k € N
(mg)* = m*g1 = g1 € G(a),
uma vez que M normaliza G(a). Desta maneira

greint(l' n G(a)) = intT # @.

Os grupos MG(a) e G(a) agem transitivamente na fibra F, = 77 '(z,). O préximo

Lema nos diz sobre os conjuntos de controle invariante de I' e T' na fibra F,.

Lema 3.3. Para o semigrupo T < G(«a), a € X\O(S) se verificam:
1. X € (C(T))o,
2. 0(T) =2.

Demonstracao. 1. Seja h € A' N intS, como acima. Decomponha h = hihy com
hl € A(Oé) e hg € Aa.

Como a(loghsy) = 0, temos que

a(loghy) = a(loghy + loghs) = a(log(hihs)) = a(logh) > 0,
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e portanto h; € a(a)”, cAmara positiva de a(a). Procedendo como na Proposigao
2.10, mostra-se que zg (visto como origem de F,) é tal que ¢ € cl(Tx), para todo

x € F,. Logo,

v € C(T) = (] l(Tw).

Como hy € intT', temos que xg € (C(T))o;

2. Pela Proposigao 4.1 de [10], temos que
a€O(T) < wyre € (C(T))o,

onde w, é um representante de r, em M («)*, com M (a)* normalizador de A(«) em
K(a).

Por outro lado, (C(T))y = Cy = F e pela mesma Proposicao, temos que o € ©(S), o

que é um absurdo, pelas hipoteses.
O
Com isso se prova o seguinte lema.

Lema 3.4. Dados a € ¥\O(S) e x € Cy, existe d > 0 tal que p,(g,x) > d para todo
ge S,.

Demonstragcao. Supomos sem perda de generalidade que x é a origem de F.

Como T' é um subsemigrupo de G(a) e G(«) tem posto real um, pelo Corolario 3.1

temos que existe d > 0 tal que p,(g, ) > d, para todo g € T. Note que podemos decompor
P =MAN = MA(a)AoN(a)Ny = MA(a)N () Aq Ny,
pois N(a) comuta com A,. Entdao, dado g € S, < P, temos que
g = m(hn)hiny,

commée M, he Ala), ne N(a), hy € A, e ny € N,. Entao, pela propriedade de cociclo,
segue a igualdade

pa(ga 5’5) = pa(mhn, hmw)pa(hml, 7).

Mas analisando cada fator obtemos que

1. pa(hing, x) =1, pois como hin; € P, temos
pa(hiny, z) = elloght) — o0 — 1,

porque hy € Ag;
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2. Como hin, € P, segue que

pa(mhna thLlI) = pa(mhnv ZL‘)
= pa(mh’ nx)pa(nv :U)
= pa(m, hnz)ps(h,nx)pa(n, x).

Note que como hne Pene P,
a) pa<m7 hnac) = pa(m,x) =1
b) pa(h,nx) = pa(h,x);

C) pcx(nwr) = 1;

Assim, po(g, ) = pa(h,x). Agora como g € intS, perturbamos g para que exista k inteiro

com gf eintT e m* =1, onde ¢; = m(hn). Pela Proposi¢ao 3.3, concluimos que
d < pa(g7,2) = pa(h®,2) = pa(h,2)* = palg,2)".
Logo, se pa(g,x) < 1, temos que

palg, ) > pa(an)k > d.
Portanto p,(g,x) > min{d, 1}, quando g € S,. O H

Teorema 3.1. Seja S < G um semigrupo com intS # @ e Fo(g), O(S) = ¥ seu tipo flag,
onde Y € o conjunto das raizes simples de G. Denotamos por C' o conjunto de controle

invariante de S na variedade flag mazimal F, entdao se xg € Cy, temos que
;gg palg, o) > 0,

se a € X\O(S). Além disso,

égg palg,z0) =0,

se a € O(9).

Demonstracao. Dado xg € Cy, temos que S, # . Pelo Lema 3.4, existe d > 0, tal que
palg, ) > d, para todo g € S,. Aplicando entdo o Lema 3.2, asseguramos a existéncia de

¢ > 0 tal que p,(g,z) > ¢, para todo g € S, provando a primeira parte.

Para a prova da segunda parte assuma sem perda de generalidade que xg € Cj e
que AT nintS # @. Como a € O(S), pela Proposi¢ao 2.12, Ay nr,a™ # &, ou seja,
existe H e aen e N de modo que g = e'n e intS e H € r,a™. Portanto, a(H) < 0 e

pa(gax()) = eOé(H) <1l L0g07

palg", 20) = palg,z0)" — 0,
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quando k — +00, ou seja,
infgeSpa(gny) = 07
se v € O(9). O

O proximo exemplo mostra que o limitante inferior do teorema acima depende do
ponto escolhido.

Exemplo 3.2. Em SI(2,R) a dnica variedade flag é a linha projetiva P. Seja A € a* tal

1
A )
0 -1
o cociclo desse peso € py(g,|z]) = Hg H e R*\{0}.

Considere o cone W = {(a,b) € R2 >0, |b| < a}, e o seu semigrupo de compressao

que

Sw ={geSl(2,R): gW < W} e o core do seu conjunto de controle invariante em P é
Co={[(a,b)]eP: (a,b) € intW}.

Como g € Sy, temos que g(1,0) = (a,b) € W\{(0,0)}, logo, g(1,0) = h(1,0), onde

(1 0\ fa O
~\bfa 1) \0 o)’

logo h™'g(1,0) = (1,0), ou seja, h™'g é triangular superior com 1’s na diagonal principal,

(66

Agora como g(1,1) e W e a > 0, obtemos que

ou seja, g tem a forma

al+z)20=142>20= - <L
Do fato que g(1,—1) € W, obtemos que 1 —x >0 e
a(l—2)=la' —b(1—2)|=a'— bl -2)
al<(a+ )1 -2)<da=4a*>1=a>1/2
Logo,
l9(1,0)] = va*+b* =

Portanto, dado z = [(a,b)] € Cy, existe h € Sy com z = hzy, onde zy = [(1,0)].

Como g € Sy, temos que gh € Sy, entao

N | —

lg=l _ llgh=| _ 1
o1~ Tzl = 21l

pAlg, 2) =

1
Entao no caso de S1(2,R) uma cota inferior é Sn]
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4 Momentos e expoentes de Lyapunov

Este capitulo se dedica a uma das aplicagoes do Teorema 3.1, que é o estudo dos
Momentos e expoente de Lyapunov de produtos aleatérios de uma sequéncia i.i.d. e

relaciona com o raio espctral, que é definido como o supremo dos autovalores da aplicagao.

4.1 Produto aleatério de sequéncias i.i.d.

Vamos considerar g uma medida de probabilidade de Borel em um grupo de Lie G,
onde B é a o-algebra de Borel. Definimos o espaco amostral (€, P), onde Q = GZ e P
¢ a medida produto. Para todo n € Z, seja y, : Q — G a variavel aleatéria que associa
y € Q com sua n-ésima coordenada. Entao (y,)nez é uma sequéncia de varidveis aleatérias

independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Note que a lei de y,, é u para todo n € Z. De fato, dado B € B, temos que

P(y,"(B)) = P(G""! x B x G%) = p(B).

Dado n > 1, definimos
In = Y1Y2---Yn

o produto aleatério da sequéncia i.i.d.

Para todo B € B, consideraremos
p(B) = pa(px - x p)(B) = px - x p(p~(B)),
onde p x -+ x u é a medida produto e p(zy,...,2T,) = 1T ... Tp.

Definicao 4.1. Uma medida de Borel n em G é dita exposta (étalée) se, e somente se,

existe n € N tal que u"™ nao é singular com respeito a medida de Haar dg.

Proposicao 4.1. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. A medida | € exposta;

2. FExiste um inteiro m e um conjunto aberto U tal que u™ > cdg em U;
3. Existe um inteiro m, tal que suppu™ tem interior nao vazio;

4. O semigrupo

Sy = U suppu”

n=1

tem interior diferente de vazio.



Capitulo 4. Momentos e expoentes de Lyapunov 52

A prova da proposicao anterior se encontra em [3].

Definigao 4.2. Dados A€ a*, pe R e x € F, definimos o momento do expoente de

Lyapunov de uma sequéncia i.i.d. (g,), pela formula

, 1
Ya(p,z) = lim sup —logE[p}(gn, z)].

n—+o 1

Teorema 4.1. Seja ;1 uma medida exposta e seja Fo, © < X, o tipo flag de S,,. Dado

A € a*, temos que:

1. Se X pertence ao subspago gerado por ©, entdo existe p < 0 tal que para todo x € F

temos que yx(p,x) > 0;

2. Se X pertence ao cone converxo cl(ag)t gerado por ®\Pe, entdo para cada x € C' e
p <0, temos que yx(p,x) <0, onde C € o conjunto de controle invariante de S, em
F.

Esse teorema mnos fornece duas possibilidades para o momento do expoente de

Lyapunov:

1. No caso em que \ € span(©) e x € F, a curva do momento em relagao a p vai ser

simétrica e coincidird com o raio espectral;

2. No caso em que ) € cl(agy)™ e x € C, o momento do expoente de Lyapunov vai ser
uma curva crescente e vai ser diferente do raio espectral, pois o momento é analitico,

mas o raio espectral nao;

As préximas figuras sdo exemplos somente ilustrativos de momentos do expoente de

Lyapunov (azul) comparado com o raio espectral (vermelho):

Aespan(©) ez e Aec(ag)texel
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APENDICE A - Variedades diferenciaveis

Definicao A.1. Seja X um espaco topoldgico, dizemos que X é uma variedade topolo-

gica de dimensao m se:

1. X € Hausdorff, ou seja, dados p,q € X, existem abertos disjuntos U e V', tais que
pelUeqeV;

2. X tem base enumerdvel de abertos, ou seja, existe uma colecao enumerdvel de abertos

de X tal que todo aberto é a unido enumerdvel de abertos dessa colegdo;

3. para cada p € X, existem abertos U < X contendo p, U = R™ e um homeomorfismo
¢:U—-U.

Cada homeomorfismo da definigdo anterior ¢ chamado de carta local. Uma cole¢ao
de cartas locais A = {¢; : U; — Uz’}ie[ é chamado de atlas, se X = U Ui. Dados ¢;, ¢; em

el
um atlas, chamamos de mudancga de coordenada os homeomorfismos

djo ;" ¢(Us nUy) < Uy — ¢;(U; 0 Uy) < U,

Note que cada mudanca de coordenada é uma fun¢do da qual tanto o dominio quanto o
contradominio sdo subconjuntos de R, assim podemos falar de diferenciabilidade das
mudangas de coordenada. Dizemos que um atlas é de classe C" se cada mudanga de

coordenada é de classe C".

Definigao A.2. Sejam X uma variedade topologica e A um atlas dessa variedade, dizemos
que o par (X, A) é uma variedade de classe C" se cada mudanga de coordenada de A € de

classe C".

Geralmente o atlas usado ja esta implicito, entao dizemos somente que X ¢ a variedade

diferencidvel.

Definicao A.3. Sejam X e Y wvariedades de dimensao m e n, respectivamente, e classe
C". Dizemos que uma aplicacao f : X — Y ¢é de classe C*, s < r, se para todo p € X
existem cartas locais ¢ U X > UcCR™ ep: VY — V < R” nos seus respectivos

atlas tais que

1.peUef(p)eV;
2. fU)cV;

3. a fungio o fod U R™ >V <R" é de classe C°.
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Note que mais uma vez as propriedades diferencidveis da variedade estao ligadas com
propriedades diferenciaveis entre dois espagos euclidianos que estamos mais familiarizados.
E também agora é possivel perceber a relagao entre a estrutura diferenciavel de X e o

atlas escolhido, ja que as cartas locais da defini¢ao estdo no atlas de cada variedade.

Agora para entendermos como funciona a derivada de um funcao entre variedades
precisamos construir o que chamamos de espago tangente. Dados x € X, ¢ : V — V uma
carta local de z e € > 0, seja T, o conjunto de todas as curvas « : (—¢,¢) — X com
a(t) e V, a(0) = x e tal que f = ¢ o «v é diferenciavel. No conjunto T}, definimos a relagéo

de equivaléncia ~ de modo que

O ~ Qg <= 51(0) = 5&(())
Definimos entdo o espago tangente de x em X como

T, X =T,/ ~ .

Dado « € T, denotaremos por [a] sua classe de equivaléncia em T, X.

O espago tangente é um espago vetorial de dimensao igual a dimensao da variedade

que na verdade nao depende da carta escolhida.

Definicao A.4. Dado f : X — Y wuma funcao diferencidvel entre variedades X e Y,
definimos a derivada de f no ponto x € X como a aplicagio linear df, : T, X — Tpp)Y

de modo que

df:([a]) = [f o a].
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