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Resumo
Seja G “ KAN uma decomposição de Iwasawa de um grupo de Lie, conexo, semi-simples
e com centro finito. Dado S Ă G um subgrupo, estudaremos a ação de S nas variedades
flag de G e seus conjuntos de controle. Além disso, analisaremos os cociclos ρ : GˆK Ñ A,
onde gk “ uρpg, kqn e ρλ “ eλapg,kq, onde a “ logρ e suas extensões para as variedades
flag. Como ponto central desta pesquisa, vamos compreender as condições para que os
limites inferiores de ρλ sejam diferentes de zero. Esses resultados têm consequências no
cálculo dos momentos de expoentes de Lyapunov de sequências i.i.d, como mostrado no
capítulo final.

Palavras-chave: Grupos de Lie. Grupos de Lie semi-simples. Teoria de controle. Variedades
bandeira. Expoentes de Lyapunov



Abstract
Let G “ KAN be an Iwasawa decomposition of a connected and semisimple Lie group
with finite center. Take S Ă G a subgroup, we are going to study the action of S in
the flag manifolds of G and their control sets. Moreover, we are going to analyze the
cocicles ρ : GˆK Ñ A, where gk “ uρpg, kqn and ρλ “ eλapg,kq, where a “ logρ and their
extensions to flag manifolds. As the central part of this thesis, we are going to comprehend
the conditions for the inferior limits of ρλ to be different from zero. Those results have
consequences in the calculations of the Lyapunov exponents moments of i.i.d. sequences,
as shown in the final chapter.

Keywords: Lie groups. Semisimple Lie groups. Control theory. Flag manifolds. Lyapunov
exponents.
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Introdução

Seja G um grupo de Lie semi simples não compacto, com centro finito e S Ă G

um subsemigrupo com interior não vazio. No presente trabalho estamos interessados em
estudar cotas inferiores de cociclos definidos em variedades flag, com o intuito de encontrar
uma forma alternativa de classificar o tipo flag de um semigrupo.

O conceito de tipo flag de um semigrupo é importante no estudo de semigrupos em
grupos de Lie semi simples (ver [6], [7], [8] e [9]).

O resultado principal que estudaremos, enunciado a seguir, é essencial para os
objetivos ditos anteriormente.

Teorema 0.1. Seja S Ă G um semigrupo com intS ‰ ∅ e FΘpSq, ΘpSq Ă Σ seu tipo flag,
onde Σ é o conjunto das raízes simples de G. Denotamos por C o conjunto de controle
invariante de S na variedade flag maximal F, então se x0 P C0, temos que

inf
gPS

ραpg, x0q ą 0,

se α P ΣzΘpSq. Além disso, inf
gPS

ραpg, x0q “ 0, se α P ΘpSq.

Além disso, esse resultado auxilia no estudo do comportamento assintótico de
produtos aleatórios de sequências i.i.d., por meio da classificação dos limites inferiores dos
momentos de Lyapunov.

No primeiro capítulo são introduzidos os grupos de Lie e algumas propriedades de
suas estruturas, como a decomposição de Iwasawa e as variedades flag.

No segundo capítulo é estudada a ação de um semigrupo contido no grupo de Lie
em suas variedades flag, apresentamos o conceito de conjunto de controle dessas ações e
nos aprofundamos no estudo de conjunto de controle nas variedades flag, isso nos leva a
estudar tipo flag. Por fim, analisamos cociclos definidos nas variedades flag e esse tema
será mais aprofundado nos próximos capítulos.

No terceiro capítulo é apresentado o teorema principal deste trabalho que associa o
limite inferior dos cociclos com elementos do tipo flag do semigrupo.

O quarto capítulo mostra uma aplicação do teorema principal no cálculo dos momen-
tos de expoente de Lyapunov, que é importante para o entendimento do comportamento
assintótico de produtos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) em grupos de
Lie.

Para facilitar a compreensão também é proposto no final dos capítulos um exemplo
em espaços conhecidos.



11

1 Conceitos básicos

Neste capítulo serão explicados os conceitos básicos de álgebras e grupos de Lie,
trazendo também estruturas específicas de grupos e álgebras de Lie semi simples, como as
decomposição de Cartan e de Iwasawa e os resultados principais sobre variedades flag que
usaremos depois. Por fim, serão apresentadas tais decomposições no grupo Slpnq.

1.1 Grupos de Lie e suas álgebras de Lie

Definição 1.1. Seja g um espaço vetorial, dizemos que g é uma álgebra de Lie se está
munido de um colchete r¨, ¨s : g ˆ g Ñ g com as seguintes propriedades:

1. Anti-simetria, ou seja,

rX, Y s “ ´rY,Xs, @X, Y P g;

2. Linearidade na primeira entrada, ou seja, dados X, Y, Z P g e λ P R,

rλX ` Y, Zs “ λrX,Zs ` rY, Zs,

que em conjunto com o item 1 resulta em bilinearidade.

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, dados X, Y, Z P g,

rX, rY, Zss ` rY, rZ,Xss ` rZ, rX, Y ss “ 0.

Além disso, um subespaço vetorial h Ă g é dito subálgebra de Lie se dados X, Y P h,
temos que rX, Y s P h.

A partir de agora g sempre será uma álgebra de Lie, e denotaremos por Glpgq o
grupo das transformações lineares de g em g com determinante não nulo.

Definição 1.2. Uma álgebra de Lie g é dita abeliana, se rX, Y s “ 0, para todo X, Y P g.

Definição 1.3. Sendo g uma álgebra de Lie, definimos sua representação adjunta
como a transformação linear ad : g Ñ glpgq dada por

adpXqpY q “ rX, Y s, @X, Y P g.

Definição 1.4. A forma de Cartan-Killing de uma álgebra de Lie g é a função bilinear
K : g ˆ g Ñ R dada por

KpX, Y q “ trpadpXqadpY qq, X, Y P g.
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Definição 1.5. Dados a, b Ă g, definimos o centralizador de a em b como

zbpaq “ tX P b : rX, Y s “ 0, @Y P au.

Definição 1.6. Seja h Ă g um subespaço vetorial, definimos o normalizador de h em g

como
nphq “ tX P g : adpXqh Ă hu.

Além disso, dizemos que h é um ideal de g se nphq “ g.

Definição 1.7. Dizemos que uma álgebra de Lie g é simples se dimpgq ą 1 e se os únicos
ideais de g são t0u e g.

Dizemos que uma álgebra de Lie g é semi simples se existem g1, . . . , gn álgebras
de Lie simples tal que

g “ g1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ gn.

Definição 1.8. Uma álgebra de Lie g é dita compacta se existe um produto interno x¨, ¨y

com
xadpXqY, Zy ` xY, adpXqZy “ 0, @X, Y, Z P g.

Definição 1.9. Dado G um grupo com produto p : G ˆ G Ñ G, dizemos que G é um
grupo de Lie, se G é uma variedade diferenciável C8, onde p é uma função de classe C8.

A partir de agora denotaremos por G um grupo de Lie com elemento neutro 1 e o
produto será dado por ppg, hq “ gh, então para qualquer g P G, definimos a translação à
esquerda por g

Eg : G Ñ́ G

h Þ Ñ́ gh,

a translação à direita por g

Dg : G Ñ́ G

h Þ Ñ́ hg,

e a conjugação por g

Cg : G Ñ́ G

h Þ Ñ́ ghg´1.

Tanto a translação à esquerda quanto a translação à direta são difeomorfismos com
inversas Eg´1 e Dg´1 e note que a conjugação de g pode ser escrito como Cg “ Eg ˝ Dg´1 ,
logo a conjugação também é um difeomorfismo.

A partir de agora construiremos para cada grupo de Lie G uma álgebra de Lie
associada g, essa álgebra de Lie é isomorfa ao espaço tangente da identidade de G.
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Definição 1.10. Dizemos que um campo de vetores X em G é invariante à esquerda
se dados g, h P G, dpEgqhpXphqq “ Xpghq. Denotamos por Inve o espaço de todos os
campos vetoriais invariantes à esquerda.

Note que dado Y P T1G, temos que Xpgq “ dpEgq1pY q define um campo de vetores
em G invariante à esquerda. De fato, tome g, h P G, então

dpEgqhpXphqq “ dpEgqh ˝ dpEhq1pY q

“ dpEg ˝ Ehq1pY q

“ dpEghq1pY q “ Xpghq.

Desta maneira, para cada elemento Y P T1G existe um único campo vetorial invariante à
esquerda em G, o qual denotaremos por Y e.

Sendo X um campo vetorial, denotaremos por Xtpgq o fluxo de X partindo do ponto
g no tempo t, ou seja, o fluxo onde X 1

tpgq “
d

dt
Xtpgq “ XpXtpgqq.

Dados g, h P G e X P Inve defina αptq “ gXtphq. Pela regra da cadeia

α1
ptq “ dpEgqXtphqpX

1
tphqq

“ dpEgqXtphqpXpXtphqqq

“ XpgXtphqq “ Xpαptqq,

pois X é invariante à esquerda. Assim α é solução de dg
dt

“ Xpgq com αp0q “ gh, portanto
αptq “ Xtpghq e

Xtpghq “ gXtphq “ñ Xt ˝ Eg “ Eg ˝ Xt. (1.1)

Além disso, tomando h “ 1, temos que

Xtpgq “ gXtp1q.

Definição 1.11. A álgebra de Lie de um grupo de Lie G é a álgebra dos campos
invariantes à esquerda Inve com o colchete dado por

rX, Y spgq “
d

dt

`

dpX´tqXtpgqpY pXtpgqqq
˘

|t“0 , @X, Y P Inve.

Note que dados X, Y P Inve, rX, Y s P Inve. De fato, seja g P G, temos que

dpX´tqXtpgqpY pXtpgqqq “ dpX´tqXtpgqpY pgXtp1qqq

“ dpX´tqXtpgqpdpEgqXtp1qY pXtp1qqq

“ dpX´t ˝ EgqXtp1qpY pXtp1qqq

p1.1q
“ dpEg ˝ X´tqXtp1qpY pXtp1qqq

“ dpEgq1dpX´tqXtp1qpY pXtp1qqq,
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assim, pela linearidade de dpEgq:

rX, Y spgq “
d

dt

`

dpX´tqXtpgqpY pXtpgqqq
˘

|t“0

“
d

dt

`

dpEgq1dpX´tqXtpgqpY pXtp1qqq
˘

|t“0

“ dpEgq1
d

dt

`

dpX´tqXtpgqpY pXtp1qqq
˘

|t“0

“ dpEgq1rX, Y sp1q.

Portanto rX, Y s P Inve, para todo X, Y P Inve.

A álgebra de Lie g de um grupo de Lie G é isomorfa à T1G com o colchete definido
por r¨, ¨se : T1G ˆ T1G Ñ T1G dado por rX, Y se “ rXe, Y e

sp1q.

Exemplo 1.1. Seja Mn o conjunto das matrizes n ˆ n, então o subconjunto

Glpnq “ tg P Mn : detpgq ‰ 0u

é um grupo de Lie e sua álgebra de Lie é o conjunto das matrizes nˆ n dado por glpnq,
com o colchete de Lie dado pelo comutador de matrizes.

A álgebra de Lie pode ser construída a partir de campos invariantes à direita. Em
[1] são mostradas as principais diferenças, mas a teoria independe dessa escolha, pois essas
álgebras são isomorfas.

Definição 1.12. Definimos a representação adjunta de G, Ad : G Ñ Glpgq por

Adpgq “ dpCgq1.

Definição 1.13. Definimos a função exp : g Ñ G como exppXq “ X1p1q, onde X é visto
como um campo invariante à esquerda. Também denotamos expptXq “ etX .

Proposição 1.1. dpexpq0 “ Idg.

Demonstração. Dado X P g, temos que

dpexpq0pXq “
d

dt
expp0 ` tXq|t“0,

mas note que d

dt
expp0 ` tXq|t“0 é solução de dg

dt
“ Xe

pgq, assim, dpexpq0pXq “ X.

A proposição anterior nos diz que a exponencial é um difeomorfismo numa vizinhança
de 0.
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Proposição 1.2. Sejam G e H grupos de Lie com álgebras de Lie g e h, respectivamente.
Seja ϕ : G Ñ H um homomorfismo diferenciável e tome X P g. Então, para todo g P G,
vale

dϕgpXe
pgqq “ Y e

pϕpgqq,

onde Y “ dϕ1pXq. Além disso,

ϕpexppXqq “ exppdϕ1pXqq.

Demonstração. Como Xe é campo invariante à esquerda,

dϕgpXe
pgqq “ dϕg ˝ dpEgq1X “ dpϕ ˝ Egq1X,

mas como ϕ é um homomorfismo, temos que

dpϕ ˝ Egq1X “ dpEϕpgq ˝ ϕq1X “ dpEϕpgqq1 ˝ dϕ1X “ Y e
pϕpgqq,

e assim provamos a primeira parte. Para provar a segunda parte basta notar que pela
primeira parte, a derivada da trajetória αptq “ ϕpexpptXqq é

α1
ptq “ dϕexpptXqpX

e
pexpptXqqq “ Y e

pϕpexpptXqqq,

onde Y “ dϕ1pXq. Logo, como αp0q “ 1, temos, por unicidade de soluções de EDO, que
ϕpexppXqq “ exppdϕ1pXqq.

Corolário 1.1. Sejam G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Dados X P g e g P G,
temos que

CgpeX
q “ eAdpgqX .

Demonstração. Note que Cg : G Ñ G é um homomorfismo diferenciável, então pela
Proposição 1.2, temos que

CgpexppXqq “ exppdpCgq1Xq “ exppAdpgqXq.

A proposição a seguir relaciona a adjunta do grupo com a adjunta da álgebra, através
das aplicações exponenciais.

Proposição 1.3. Dado X P g, temos que dpAdq1pXq “ adpXq e também

AdpexpXq “ exppadpXqq.
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Demonstração. Seja X P Inve, então dpAdq1pXq P glpgq. Dado Y P Inve e t P R, temos
que

AdpetX
qpY q “ dpCetX q1pY q

“ dpDe´tX ˝ EetX q1pY q

“ dpDe´tX qetX pdpEetX q1pY qq,

mas como Y P Inve,
dpEetX q1pY q “ Y petX

q.

Assim, como Xt “ DetX , temos que

dpDe´tX qetX pdpEetX q1pY qq “ dpX´tqetX pY petX
qq,

donde,
AdpetX

qpY q “ dpX´tqXtp1qpY pXtp1qqq.

Logo, se derivarmos ambos os lados em relação à t em t “ 0 obtemos

d

dt

`

AdpetX
qpY q

˘

|t“0 “ rX, Y sp1q.

Portanto, como X, Y são campos invariantes à esquerda temos que

d

dt

`

AdpetX
q
˘

|t“0 “ adpXq

dpAdq1pXq “ adpXq,

e assim, pela Proposição 1.2, temos AdpexpXq “ exppadpXqq.

Definição 1.14. Dado h Ă g um subespaço vetorial da álgebra de Lie g, definimos o
normalizador de h em G como o subgrupo Nphq de G

Nphq “ tg P G : Adpgqh “ hu.

Definição 1.15. Sendo G um grupo de Lie, definimos seu centro ZpGq como

ZpGq “ tg P G : gh “ hg, @h P Gu.

Definição 1.16. Dados A,B Ă G subgrupos, definimos o centralizador de A em B por

ZBpAq “ tg P B : ga “ ag, @a P Au.

Definição 1.17. Dados A,B Ă G subgrupos, dizemos que A normaliza B se dados
a P A e b P B, a´1ba P A.
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1.2 Decomposição de Iwasawa
A partir de agora vamos considerar g uma álgebra de Lie semi simples não compacta.

Dado θ : g Ñ g um automorfismo, dizemos que θ é uma involução de Cartan ou
involução principal se θ2

“ 1 e se a forma bilinear x¨, ¨y : g ˆ g Ñ R dada por

xX, Y y “ ´KpX, θpY qq

é um produto interno em g. Em [4] é provado que toda álgebra de Lie semi simples admite
uma involução de Cartan e que toda involução de Cartan é única a menos de automorfismo
interno.

Fixemos θ uma involução principal e considere x¨, ¨y o produto interno em g relacionado
a θ.

Definição 1.18. Sejam

k “ tX P g : θX “ Xu e s “ tX P g : θX “ ´Xu.

Definimos a decomposição de Cartan de g associada à θ por g “ k ‘ s.

A partir de uma decomposição de Cartan será construída uma decomposição de
Iwasawa . Para isso fixamos uma subálgebra abeliana maximal a Ă s, ou seja, a é abeliana
e dado X P s tal que rX, Y s “ 0, para todo Y P a, então X P a. Denotaremos por posto
real a dimensão de a.

Como a é abeliana, pela fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (Capítulo 8.2 de [1]),
dados X, Y P a, temos que

eXeY
“ eX`Y . (1.2)

Definição 1.19. Dado α P a˚, dizemos que α é uma raiz de a quando o conjunto

gα “ tX P g : @H P a, adpHqX “ αpHqXu

é diferente de vazio. Denotaremos o conjunto das raízes de a por Π.

Note que, dados α, β P Π,

gα X gβ ‰ t0u ðñ α “ β.

De fato, se existe X P gα X gβzt0u, então

αpHqX “ adpHqX “ βpHqX, @H P a,

logo, αpHq “ βpHq, @H P a. E gα X gβ “ gα ‰ t0u, se α “ β. Como a dimensão de g é
finita, existem finitos elementos em Π.
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Definição 1.20. Um elemento H P a tal que αpHq ‰ 0, para todo α P Π, é chamado
de regular real. De forma mais geral, um elemento X P g é chamado de regular real se
existe g P G tal que

AdpgqH “ X, com H P a; αpHq ‰ 0, @α P Π.

Note que o conjunto dos elementos regulares reais em a pode ser escrito como

regpaq “

˜

ď

αPΠ
kerpαq

¸c

“
č

αPΠ
pkerpαqq

c ,

assim o conjunto regpaq é denso em a, pois existem finitas raízes e o núcleo de cada
raiz é um subespaço vetorial de codimensão 1. Chamamos de câmara de Weyl cada
componente conexa de regpaq.

Para continuar a construção da decomposição de Iwasawa fixamos de agora em diante
um elemento regular real H P a.

Definição 1.21. Dado α P Π, dizemos que α é uma raiz positiva se αpHq ą 0.
Denotamos o conjunto de raízes positivas por Π`. Além disso, α P Π` é dito ser uma raiz
simples se α ‰ α1 ` α2, @α1, α2 P Π`. Representamos o conjunto das raízes simples por
Σ.

Temos que Σ é uma base de a˚ (a demonstração pode ser encontrada no Capítulo
6.4 de [2]).

Seja
a`

“ tX P a : αpXq ą 0, @α P Π`
u,

a câmara positiva de Weyl, ou seja, a câmara de Weyl em que H P a`.

Definimos então
n “

ÿ

αPΠ`

gα.

Note que n é a soma dos auto-espaços de adpHq associados aos autovalores positivos. Em
[1], Seção 12.2 é provado que s é isomorfo, como espaço vetorial, à subálgebra a ‘ n.

Definição 1.22. Com a construção acima, definimos uma decomposição de Iwasawa
de g por

g “ k ‘ a ‘ n.

Definição 1.23. Sendo m “ zkpaq, definimos a subálgebra parabólica minimal de g

como
p “ m ‘ a ‘ n.
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De maneira mais geral, dado Θ Ă Σ um subconjunto das raízes simples, definimos a
subálgebra parabólica do tipo Θ como

pΘ “ p ‘
ÿ

αPxΘy`

g´α,

onde xΘy
` são os elementos de Π` que são combinações lineares de elementos de Θ.

Dado α P Π, a partir de agora denotaremos por Hα P a o elemento satisfazendo

αpHq “ xHα, Hy, @H P a.

Temos que Hα existe e é único pelo Teorema de Representação de Riesz. Assim
definimos o produto interno em a˚ como

xα, βy “ xHα, Hβy, @α, β P a˚.

Definição 1.24. Dado Θ Ă Σ, denotamos

apΘq “ spantHα P a : α P Θu.

Além disso, definimos
aΘ “ tH P a : αpHq “ 0, α P Θu,

o complemento ortogonal de apΘq.

Dado Θ Ă Σ definimos gpΘq como a subálgebra gerada por g˘α, onde α P Θ. Temos
que gpΘq também é uma álgebra de Lie semi simples e

gpΘq “ kpΘq ‘ apΘq ‘ npΘq,

onde kpΘq “ k X gpΘq e npΘq “ n X gpΘq, é uma decomposição de Iwasawa. Denotaremos
por

nΘ “
ÿ

αPΠ`zxΘy`

gα.

Definição 1.25. Seja Σ “ tα1, . . . , αlu as raízes simples. Definimos os pesos funda-
mentais como Φ “ tω1, . . . , ωlu Ă a˚ onde

2xαi, ωjy

xαi, αiy
“ δij.

Da mesma forma, dado Θ Ă Σ, com Θ “ tαi1 , . . . , αij
u, definimos ΦΘ “ tωi1 , . . . , ωij

u

o conjunto de pesos fundamentais com os mesmo índices de Θ.
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Temos que o conjunto dos pesos fundamentais é a base dual das raízes simples e
portanto também é base de a˚.

Note que
ΦzΦΘ “ tω P Φ : @α P Θ, xα, ωy “ 0u,

e assim, o conjunto

pa˚
Θq

`
“ tβ P a˚

Θ : @α P ΣzΘ, xα, βy ą 0u,

é o interior (em a˚
Θ) do cone gerado por ΦzΦΘ. De fato, dado β P pa˚

Θq
`, temos que

β “ a1ω1 ` a2ω2 ` ¨ ¨ ¨ ` alωl,

com ωi P Φ. Então, para cada αi P Σ, temos que

xαi, βy “ aixαi, ωiy “ ai
xαi, αiy

2 “ñ ai “ 2 xαi, βy

xαi, αiy
,

donde,

1. ai “ 0, se αi P Θ, pois β P a˚
Θ;

2. ai ą 0, se αi P ΣzΘ, pois β P pa˚
Θq

`.

Portanto, pa˚
Θq

` está contido no interior do cone gerado por ΦzΦΘ. Agora, dado β perten-
cente ao interior do cone gerado por ΦzΦΘ, temos que

β “ bi1ωi1 ` . . . bipωip ,

com bi ą 0 e ωi1 , . . . , ωip P ΦzΦΘ. Assim, dado αi P Σ

1. xαi, βy “ aij

xαi, αiy

2 ą 0, se αi P ΣzΘ;

2. xαi, βy “ 0, se αi P Θ;

logo, β P pa˚
Θq

`.

Proposição 1.4. Seja Φ “ tω1, . . . , ωlu o conjunto dos pesos fundamentais, então

a`
“ ta1Hω1 ` ¨ ¨ ¨ ` alHωl

: ai ą 0u.

Demonstração. Como Φ é base de a˚, então dado H P a`,

H “ a1Hω1 ` ¨ ¨ ¨ ` alHωl
,
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para ai P R. Como para todo αi P Σ, vale que

0 ă αipHq “ αipa1Hω1 ` ¨ ¨ ¨ ` alHωl
q

“ a1αipHω1q ` ¨ ¨ ¨ ` alαipHωl
q “ ai

xαi, αiy

2 ,

obtemos ai ą 0 e portanto a`
Ă ta1Hω1 ` ¨ ¨ ¨ ` alHωl

: ai ą 0u. Reciprocamente, dado

H “ a1Hω1 ` ¨ ¨ ¨ ` alHωl
com ai ą 0, temos que αipHq “ ai

xαi, αiy

2 ą 0, i P t1, . . . , lu.
Portanto, αpHq P Π` e assim H P a`, o que nos dá a igualdade.

Seja G um grupo de Lie semisimples com álgebra de Lie g e g “ k ‘ a ‘ n uma
decomposição de Iwasawa de g. Definimos uma decomposição de Iwasawa de G por

G “ KAN,

onde K “ exp pkq, A “ exp paq e N “ exp pnq.

Proposição 1.2.1. Sejam G “ KAN uma decomposição de Iwasawa. Temos que

1. K é compacto se, e somente se, o centro de G é finito;

2. A é abeliano;

3. A normaliza N ;

4. N é normal em AN ;

Demonstração. 1. A prova se encontra no capítulo VI de [4].

2. Dados x, y P A, temos que x “ eX e y “ eY , onde X, Y P a, então

xy “ eXeY 1.2
“ eX`Y

“ eY eX
“ yx.

3. Dados h “ eH
P A e x “ eX

P N , onde H P a e X P n, temos que

hxh´1
“ heXh´1

“ eAdphqX ,

e portanto hxh´1
P N se AdphqX P n.

Por outro lado,

AdphqX “ AdpeH
qX “ eadpHqX “

8
ÿ

n“0

adpHqn

n! X.

Assim, AdphqX P n se adpHqX P n.

Mas,
n “

ÿ

αPΠ`

gα e adpHqY “ αpHqY, se Y P gα,



Capítulo 1. Conceitos básicos 22

portanto,
X “

ÿ

αPΠ`

Xα “ñ adpHqX “
ÿ

αPΠ`

Xα P n,

concluindo a demonstração.

4. Pelo item 3, temos que A normaliza N , mas note que dado an P AN e g P N , temos

panqgpanq
´1

“ apngn´1
qa´1

“ an1a
´1

P N,

onde n1 “ ngn´1
P N , logo N é normal em AN .

Note que na construção da decomposição de Iwasawa foi fixado tanto uma subálgebra
abeliana maximal a, quanto um elemento regular real H P a e isso faz com que ela não
seja única. De fato, qualquer conjugação destas por um automorfismo interno fornece
uma nova decomposição. Mais ainda, em [4] o autor prova que todas as decomposições de
Iwasawa são conjugadas entre si por automorfismos internos. Como exemplo, o próximo
resultado nos mostra que a conjugação de uma álgebra abeliana maximal ainda é uma
álgebra abeliana maximal.

Proposição 1.5. Sendo A abeliano maximal, dado g P G, temos que gAg´1 também é
abeliano maximal.

Demonstração. Dado x, y P A temos que

pgxg´1
qpgyg´1

q “ gxyg´1
“ gyxg´1

“ pgyg´1
qpgxg´1

q,

assim gAg´1 também é abeliano. Agora seja z P G tal que pgxg´1
qz “ zpgxg´1

q, para
todo x P A. Defina z1 “ g´1zg, então z “ gz1g

´1, logo

pgxg´1
qz “ zpgxg´1

q “ñ gxz1g
´1

“ gz1xg
´1

“ñ xz1 “ z1x,

e como x P A e A é abeliano maximal, temos que z1 P A, assim z P gAg´1, portanto gAg´1

é abeliano maximal.

Definição 1.26. Definimos o subgrupo parabólico minimal como P “ Nppq. O
subgrupo P pode ser escrito, segundo Langlands, como

P “ MAN,

onde,

M “ ZKpAq “ tg P K : ga “ ag, @a P Au

“ tg P K : AdpgqH “ H, @H P au.
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Dado Θ Ă Σ considere pΘ a subálgebra parabólica associada. Definimos o subgrupo
parabólico do tipo Θ como PΘ “ NppΘq.

Consideramos GpΘq “ xexp gpΘqy o grupo de Lie conexo com álgebra de Lie gpΘq.
Uma decomposição de Iwasawa de GpΘq é

GpΘq “ KpΘqApΘqNpΘq,

onde KpΘq “ exppkpΘqq, ApΘq “ exppapΘqq e NpΘq “ exppnpΘqq. Em particular, denota-
mos Ptαu “ Pα, Gptαuq “ Gpαq, Kptαuq “ Kpαq, Aptαuq “ Apαq e Nptαuq “ Npαq.

Assim como P , os subgrupos parabólicos PΘ se decompõem como

PΘ “ KΘAN,

onde
KΘ “ tu P K : AdpuqH “ H, @H P aΘu.

Em particular, temos a decomposição

PΘ “ MGpΘqAΘNΘ, (1.3)

onde AΘ “ exppaΘq e NΘ “ exppnΘq. De fato, como KΘ “ MKpΘq, A “ ApΘqAΘ e
N “ NpΘqNΘ, temos que

PΘ “ KΘAN “ pMKpΘqqpApΘqAΘqpNpΘqNΘq

“ MKpΘqApΘqNpΘqAΘNΘ

“ MGpΘqAΘNΘ.

Em [4], Capítulo 7, é mostrado que MA normaliza N . Em particular, temos que M
normaliza N .

Proposição 1.6. Dado mhn P P “ MAN no subgrupo parabólico minimal, temos que
para todo k P N, existe n̄ P N tal que

pmhnq
k

“ mkhkn̄.

Demonstração. Note que

pmhnq
2

“ mhpnmhqn “ mhpmhn1qn,

onde n1 “ pmhq
´1npmhq P N , pois N é normalizado por MA então como M é o cen-

tralizador de A em K, temos que pmhqpmhq = m2h2 e sendo n2 “ n1n, temos que
pmhnq

2
“ m2h2n2. Indutivamente, obtemos que existe n̄ tal que pmhnq

k
“ mkhkn̄.

Dizemos que um elemento h P G é regular real se h “ expH, com H P g elemento
regular real.
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Proposição 1.7. Dados g P G e x elemento regular real, temos que h “ gxg´1 também é
elemento regular real.

Demonstração. Como x é elemento regular real, x P A para algum A abeliano maximal.
Como conjugação de abeliano maximal também é abeliano maximal, temos que h P A1

com A1 abeliano maximal, então existem X,H P g tal que expX “ x e expH “ h, logo
derivando a equação expH “ CgpexpAq obtemos

dpexpq1H “ dpCgq1dpexpq1pAq “ñ H “ AdpgqpAq,

portanto, H é elemento regular real. Assim, h é elemento regular real.

Seja Λ Ă a uma câmara de Weyl, chamaremos Γ “ exppΛq também de câmara de
Weyl. Note que é possível diferenciá-las, pois uma está na álgebra e outra está no grupo.
Da mesma forma que na álgebra, consideraremos A`

“ exppa`
q a câmara positiva de

Weyl.

Seja M˚
“ tu P K : Adpuqa “ au “ tu P K : uAu´1

“ Au. Note que M Ă M˚,
além disso M é subgrupo normal de M˚, pois dado g P M , u P M˚ e h P A, temos que
u´1hu P A, assim gpu´1huqg´1

“ u´1hu, logo

pugu´1
qhpugu´1

q
´1

“ upgpu´1huqg´1
qu´1

“ upu´1huqu´1
“ h,

portanto gug´1
P M . Assim, definimos o grupo de Weyl como W “ M˚

{M .

Note que como as câmaras de Weyl são as componentes conexas de regpaq, dados
Λ Ă a, Γ Ă A câmaras de Weyl e u P M˚, então AdpuqΛ e CupΓq também são câmaras de
Weyl pela continuidade de Adpuq e Cu. Assim a ação de w “ uM , u P M˚, nas câmaras
de Weyl é dada por AdpuqΓ e CupΛq. Essas ações estão bem definidas, pois dado g P M ,
temos que

CugpΓq “ ugΓg´1u´1
“ uΓu´1

“ CupΓq,

pois ghg´1
“ h, para todo h P A. Agora, derivando, obtemos que AdpugqΛ “ AdpgqΛ. Em

[2], Capítulo 9, é provado que o grupo de Weyl age transitivamente nas câmaras de Weyl.

A seguir daremos uma interpretação mais geométrica para o grupo de Weyl. A
equivalência entre as duas definições é provado em [4], Capítulo VI.5.

Dado α P Π, defina a reflexão rα : a Ñ a por

rαpHq “ H ´ 2 αpHq

xHα, Hαy
Hα,

ou seja, a reflexão em a por kerpαq. Define-se então o grupo de Weyl, como

W “ trα1 ˝ rα2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ rαn : αi P Σu.

Analogamente, dado Θ Ă Σ, definimos WΘ o subgrupo do grupo de Weyl gerado por
trα : α P Θu.
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1.3 Variedades flag

Definição 1.27. Dado Θ Ă Σ, definimos a variedade flag associada a Θ como

FΘ “ G{PΘ.

Denotaremos por xΘ a origem de FΘ, ou seja, xΘ “ 1PΘ P FΘ e quando Θ “ ∅, ou
seja, quando PΘ “ P , chamamos essa variedade de flag maximal e denotamos por F.

Dado x P FΘ definimos o subgrupo de isotropia de x por Gx “ tg P G : gx “ xu.
Note que, sendo xΘ a origem de FΘ, temos que

g P xΘ ðñ gxΘ “ xΘ,

logo PΘ “ GxΘ .

Sendo x “ gxΘ P FΘ e h P Gx temos que

hx “ x ñ hgxΘ “ gxΘ ñ g´1hgxΘ “ xΘ ñ g´1hg P PΘ ñ h P gPΘg
´1,

mas note que, dado p P PΘ,

gpg´1x “ gpg´1
pgxΘq “ gpxΘ “ gxΘ “ x,

assim Gx “ gPΘg
´1, que na verdade também é um subgrupo parabólico. Então os

subgrupos parabólicos são únicos a menos de automorfismo interno. Assim, se hx “ x às
vezes supomos que x é a origem e h P PΘ.

Proposição 1.8. O flag maximal pode ser escrito como K{M .

O resultado anterior vem do fato de que como F “ G{MAN , temos que dado x P F,
x “ gMAN . Por Iwasawa, g “ kan P KAN , e como an P MAN , então obtemos

x “ kanMAN “ kMAN,

logo F “ K{pMAN X Kq “ K{M .

Definição 1.28. Dado Θ Ă Σ definimos a projeção πΘ : F Ñ FΘ como

πΘpgx0q “ gxΘ,

onde x0 P F e xΘ P FΘ são as origens de suas respectivas variedades flag.

Note que πΘ está bem definida, pois P Ă PΘ.
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Teorema 1.1 (Bruhat). Se G “ KAN é uma decomposição de Iwasawa, então o número
de órbitas de N´ em F é finito e são as que passam pelos pontos ω̃x0, com ω̃ P M˚ um
representante de ω P W. Isto é

F “
ď

ωPW
N´ω̃x0,

onde N´
“ exp n´ com n´

“
ÿ

αPΠ`

g´α e a união é uma união disjunta. As variedades

N´ω̃P são denominadas células de Bruhat, e somente a célula N´x0 é aberta e densa
em F.

Demonstração. Em [4] é mostrado que G se decompõe como classes bilaterais da forma

G “
ď

wPW
Pw̃P,

onde w̃ é representante de w em M˚.

Em particular,
G “

ď

wPW
w̃0Pw̃0w̃P,

é também um decomposição de G. No entanto, escrevendo P “ NAM , temos que

w̃0Pw̃0 “ N´AM,

assim,
G “

ď

wPW
N´AMw̃P.

Como w P M˚, temos que AMw̃ “ w̃AM e

G “ N´w̃P,

pois AM Ă P .

Disso, projetando a F “ G{P , temos que

F “
ď

wPW
N´wb0.

Considere agora H P a`. Temos que se n P N´, etHne´tH
Ñ 1. Assim, se x P

N´w̃1b0 X N´w̃2b0, existem ni P N´ tal que x “ niw̃ib0. Então

etHx “ etHniwb0 “ etHnie
´tHw̃ib0 Ñ w̃ib0,

e portanto w̃ib0 “ w̃ib0, isto é,
w̃´1

2 w̃1 P M˚
Ă K

e
w̃´1

2 w̃1 P P “ MAN,
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logo,
w̃´1

2 w̃1 P M “ñ w1 “ w2.

Agora, dado w P W , temos que

N´wb0 “ wpw´1N´wqb0.

Além disso, w´1N´w “ N´
wQw, onde N´

w e Qw são subgrupos de Lie de w´1N´w

com álgebras n´
w “ wn´

X n´ e q “ wn´
X p.

Portanto,
N´wb0 “ wN´

w b,

onde N´
w “ expn´

w .

Como
X P n´

w ÞÑ weXb0 P wN´
w b0 “ N´wb0

é um difeomorfismo, temos que N´wb0 é uma variedade de dimensão dim n´
w e dim n´

w “

dim n´
“ dim F se, e só se, w “ 1.

Terminamos a seção com alguns resultados sobre elementos regulares reais que serão
utilizados posteriormente

Proposição 1.9. Dados H P a com h “ eH
P A, um elemento regular real e n P N , existe

n1 P N tal que nhn´1
“ hn1 e o mapa ϕhpnq “ n1 é um difeomorfismo.

A prova da proposição anterior se encontra em [3] no Capítulo 17.4.

Proposição 1.10. O conjunto dos elementos regulares reais é denso em AN .

A prova da proposição anterior segue do fato que a função ϕh da proposição 1.9 é
um difeomorfismo, pois como AˆN é difeomorfo à AN e os elementos regulares reais são
densos em A, então os elementos regulares reais são densos em AN .

Proposição 1.11. Dados n P N´ e h P A`, temos que hknh´k
Ñ 1, quando k Ñ 8.

Demonstração. Sejam n “ exppXq e h “ exppHq, onde X P n´ e H P a`, assim

hknh´k
“ Chkpnq “ ChkpexppXqq “ exppAdphk

qXq

“ exppekadpHqXq.

Agora note que como X P n´ e n´
“

ÿ

αPΠ`

g´α, temos que X “ Xα1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xαm , onde

Xαi
P g´αi

. Assim, analisemos o que acontece com ekadpHqXα para algum α P Π`. Como
Xα P n´ e H P A`, temos que

kadpHqXα “ ´kαpHqXα,
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então
›

›ekadpHqXα

›

› “
›

›e´kαpHqXα

›

› “ e´kαpHq
}Xα} ,

mas como H P a`, temos que αpHq ą 0, assim e´kαpHq
Ñ 0 e portanto

hknh´k
“ exppekadpHqXq Ñ́ e0

“ 1.

1.4 Exemplo em Slpnq

Um exemplo muito conhecido e que será usado no decorrer do texto para melhor
entendimento e intuição é o grupo

Slpnq “ tg P Glpnq : detpgq “ 1u,

que é um grupo de Lie com o produto usual de matrizes e sua álgebra de Lie é

slpnq “ tX P glpnq : trpXq “ 0u,

onde o colchete é dado pelo comutador.

Uma decomposição de Iwasawa de slpnq “ k ‘ a ‘ n, é tal que k “ sopnq é a álgebra
das matrizes antissimétricas, a é a álgebra das matrizes diagonais com traço nulo e n é a
álgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal principal.

Dado 1 ď i ď n ´ 1, defina a função λi : a Ñ R que devolve a i-ésima entrada da
matriz diagonal. As funções αij “ λi ´ λj, com i ‰ j são as raízes. Usaremos como raízes
positivas αij, com j ą i e as raízes simples αi “ λi ´ λi`1. Sendo então α “ αij uma raiz,
temos que gα é o conjunto das matrizes com zero em todas as entradas, menos na entrada
ij.

Vamos calcular o conjunto

m “ zkpaq “ tX P k : rX, Y s “ 0, @Y P au.

Dado X P m, temos que X é antissimétrico, então escrevemos

X “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 a12 a13 ¨ ¨ ¨ a1n

´a12 0 a23 ¨ ¨ ¨ a2n

´a13 ´a23 0 ¨ ¨ ¨ a3n

... ... ... . . . ...
´a1n ´a2n ´a3n ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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agora, para todo Y “ diagpb1, . . . , bnq P a.

0 “ rX, Y s “ XY ´ Y X “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 pb2 ´ b1qa12 pb3 ´ b1qa13 ¨ ¨ ¨ pbn ´ b1qa1n

pb2 ´ b1qa12 0 pb3 ´ b2qa23 ¨ ¨ ¨ pbn ´ b2qa2n

pb3 ´ b1qa13 pb3 ´ b2qa23 0 ¨ ¨ ¨ pbn ´ b3qa3n

... ... ... . . . ...
pbn ´ b1qa1n pbn ´ b2qa2n pbn ´ b3qa3n ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

Pela arbitrariedade de Y , concluímos que X “ 0, e portanto, m “ 0. Logo, a subálgebra
parabólica minimal

p “ m ‘ a ‘ n “ a ‘ n,

é o conjunto das matrizes triangulares superiores com traço nulo.

Assim, dado um subconjunto das raízes simples Θ “ tαi1 , . . . , αik
u Ă Σ, temos que

pΘ é o conjunto das matrizes triangulares superiores em blocos com traço nulo, ou seja,
matrizes que são da forma

¨

˚

˚

˚

˚

˝

D1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

0 D2 ¨ ¨ ¨ ˚

... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ Dm

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

onde cada Di é uma matriz quadrada. A ordem de Di é determinada da seguinte forma:
Seja D “ td1, . . . , dmu “ t1, . . . , nuzti1, . . . , iku, com d1 ă d2 ă ¨ ¨ ¨ ă dm “ n e i1, . . . , ik
os subíndices das raízes simples. Assim, a ordem da matriz Di é ji “ di ´ di´1, com d0 “ 0.

A nível de grupo, temos que uma decomposição de Iwasawa de Slpnq é Slpnq “ KAN ,
onde K “ SOpnq é o grupo das matrizes ortogonais com determinante 1, A é o grupo das
matrizes diagonais com entradas positivas e determinante 1 e N é o grupo das matrizes
diagonais superiores com 1’s na diagonal principal.

O conjunto M seriam as matrizes diagonais de determinante 1 com entradas 1 ou ´1
na diagonal principal, ou seja, o subgrupo parabólico minimal P são as matrizes triangulares
superiores de Slpnq. De forma semelhante à álgebra, dado Θ “ tαi1 , . . . , αik

u Ă Σ, PΘ é o
conjunto das matrizes triangulares superiores em blocos com determinante 1, com blocos
do mesmo tamanho que em pΘ.

Agora para entender o que seria a variedade flag FΘ vamos usar o conjunto D “

td1, . . . , dmu dado anteriormente. Seja

FD “ tpV1 Ă V2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vmq : Vi Ă Rn espaço vetorial, dimpViq “ diu.

Dado g P Slpnq, g age em FD da seguinte maneira

gpV1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vmq “ gV1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă gVm,
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note que essa ação é transitiva, pois dados pV1 Ă V2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vmq, pW1 Ă W2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă

Wmq P FD, defina g P Slpnq tal que gVi “ Wi, então

gpV1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vmq “ W1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wm.

Fixe β “ te1, . . . , enu de Rn e defina fβ “ pW1 Ă W2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wmq, onde Wi “

xe1, e2, . . . , edi
y. Como a ação de Slpnq é transitiva em FD, pelo Teorema da Órbita ([1],

Capítulo 2.6.1).
FD – Slpnq{Slpnqfβ

,

onde Slpnqfβ
“ tg P Slpnq : gfβ “ fβu. Por outro lado, se g P Slpnqfβ

, então

gW1 “ W1 “ñ g “

˜

D1 ˚

0 ˚

¸

,

gW2 “ W2 “ñ g “

¨

˚

˝

D1 ˚ ˚

0 D2 ˚

0 0 ˚

˛

‹

‚

,

...

gWm “ Wm “ñ g “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

D1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

0 D2 ¨ ¨ ¨ ˚

... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ Dm

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

e portanto Slpnqfβ
Ă PΘ. É fácil ver que PΘ Ă Slpnqfβ

e assim

FD – Slpnq{Slpnqfβ
“ Slpnq{PΘ “ FΘ.
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2 Ação de semigrupos em variedades flag

Usando os conceitos do capítulo anterior, vamos construir a teoria de ações de
semigrupos em grupos de Lie semi simples. Um ponto central estudado será os conjuntos
de controle e seu conjunto de transitividade. Além disso, vamos nos aprofundar no estudo
dos conjuntos de controle em variedades flag e a partir disso introduziremos o importante
conceito de tipo flag.

2.1 Ação de Semigrupo e Conjunto de Controle
Nesta seção definiremos e estudaremos a ação de um semigrupo S Ă G de interior

não vazio em uma variedade qualquer.

Proposição 2.1. Dados g P S e h P intS, então gh P intS e hg P intS. Ou seja, intS é
um ideal de S.

Demonstração. Como h P intS existe uma vizinhança V Ă S de h. Agora, como a
multiplicação à direita e a multiplicação à esquerda são homeomorfismos, temos que gV
e V g são vizinhanças de gh e hg, respectivamente, e como S é semigrupo, temos que
g ¨ V Ă S e V ¨ g Ă S.

Definição 2.1. Sejam X uma variedade diferenciável e C Ă X, dizemos que C é um
conjunto de controle para a ação de S em X, ou simplesmente é um conjunto de
controle de S se

1. intC ‰ ∅;

2. C Ă clpSxq, para todo x P C;

3. C é maximal com as propriedades anteriores.

Dizemos que o conjunto C Ă X é invariante por S se Sx Ă C, para todo x P C.
Mais adiante analisaremos as propriedades de conjuntos de controle invariantes.

Proposição 2.2. Seja X um espaço de Hausdorff compacto e seja L Ă X um conjunto
compacto invariante por S. Então, para cada x P L, existe um conjunto de controle
invariante C Ă clpSxq Ă L.

Demonstração. Tome

I “ tB Ă L : B fechado, clpSxq Ă B, @x P Bu,
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defina uma ordem ď em I por

B1 ď B2 ðñ B2 Ă B1.

Note que I ‰ ∅. De fato, dado x P L, defina B “ clpSxq, então

y P B “ñ Sy Ă SpclpSxqq Ă clpSxq “ñ clpSyq Ă B,

logo, B é fechado e clpSyq Ă B, para todo y P B, ou seja, B P I. Agora, dado J Ă I
um subconjunto totalmente ordenado de I, como L é compacto, pela propriedade da
interseção finita temos que

B0 “
č

BPJ
B ‰ ∅,

e assim B0 é cota superior de J . Portanto, pelo Lema de Zorn existe elemento maximal
C P I, ou seja,

1. C é fechado;

2. clpSxq Ă C, para todo x P C;

3. C Ă B, para todo B P I.

Além disso, temos que pelo item 2, intpCq ‰ ∅ e C é invariante por S. Também, clpSxq P I,
para todo x P L, implica pelo item 3, que C Ă clpSxq, para todo x P C. Agora, dado
x P LzC, se C Y txu estiver contido em um conjunto de controle, temos que

C Y txu Ă clpSyq, @y P C “ñ x P clpSyq “ C,

e portanto C é um conjunto de controle invariante por S.

Lema 2.1. Sejam X uma variedade diferenciável e A Ă X com SA “
ď

gPS

gA Ă clpAq,

então clpAq é invariante por S. Em particular, se A é invariante por S, então clpAq

também é invariante por S.

Demonstração. Note que dado g P S, temos que gA Ă clpAq. Como Eg é um difeomorfismo,
temos que clpgAq “ gclpAq e, como clpclpAqq “ clpAq, obtemos

gclpAq Ă clpAq,

como queríamos provar.

Definição 2.2. Definimos o conjunto de transitividade ou core de um conjunto de
controle C como

C0 “ tx P C : Dg P intS, com gx “ xu.
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Proposição 2.3. Seja C um conjunto de controle de S, então C0 “ pintSqC X C.

Demonstração. Dado x P pintSqC X C, então existem g P intS e y P C tais que x “ gy.
Agora, como intC ‰ ∅ existe z P intC X Sx, pois C Ă clpSxq. Note que y “ g´1x,
portanto y P pintSq

´1x, que é uma vizinhança de y. Então, como C Ă clpSzq, existe
y1 P pintSq

´1x X Sz, ou seja, existem h1 P intS e h2 P S tais que

h´1
1 x “ y1 “ h2z “ñ x “ h1h2z,

mas temos que z P Sx. Logo, existe h3 P S tal que z “ h3x então x “ h1h2h3x, mas como
intS é um ideal pela Proposição 2.1, temos que x “ hx, onde h “ h1h2h3 P intS. Portanto
x P C0, e consequentemente pintSqC X C Ă C0.

Para provarmos a outra inclusão tome x P C0, então existe g P intS tal que x “ gx,
mas como x P C, temos que x “ gx P pintSqC e portanto x P pintSqC X C. Logo,
C0 Ă pintSqC X C.

Lema 2.2. Seja C um conjunto de controle com C0 ‰ ∅, então C Ă pintSq
´1x para cada

x P C0.

Demonstração. Se x P C0, então pintSq
´1x é vizinhança de x. Assim, para todo y P C,

x P C X pintSq
´1x Ă clpSyq X pintSq

´1x,

portanto Sy X pintSq
´1x ‰ ∅. Logo, existem g P S e h P intS tais que

gy “ h´1x “ñ y “ phgq
´1x P pintSq

´1x.

Proposição 2.4. Seja C um conjunto de controle com C0 ‰ ∅, então dado x P C0

C0 “ pintSqx X pintSq
´1x.

Demonstração. Dados x P C0 e y P pintSqx X pintSq
´1x, existem g, h P intS tais que

y “ gx “ h´1x. Assim, tome C 1
“ C Y tyu. Como intC ‰ ∅, então intC 1

‰ ∅. Agora,
dado x1 P C, temos que C Ă clpSx1q e

y “ gx P gpclpSx1qq “ clpgSx1q Ă clpSx1q.

Assim, C 1
Ă clpSx1q @x1 P C. Por outro lado,

x1 P clpSxq “ clpShyq Ă clpSyq, @x1 P C,

e também y “ ghy, assim y P Sy Ă clpSyq.
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Portanto, C 1
Ă clpSxq, para todo x P C 1, então pela maximalidade de C como

conjunto de controle obtemos C “ C 1 e, em particular, y P C. Além disso y P C0, pois
y “ ghy com gh P intS.

Por outro lado, dados x, y P C0 temos pelo Lema 2.2 que x P pintSq
´1y e y P pintSq

´1x,
logo y P pintSqx X pintSq

´1x. Assim, C0 “ pintSqx X pintSq
´1x.

Proposição 2.5. Sendo C um conjunto de controle com C0 ‰ ∅, então C0 é denso em C.

Demonstração. Dado x P C0, pela Proposição 2.4 temos que C0 “ pintSqx X pintSq
´1x,

assim clppintSqxq X pintSq
´1x Ă clpC0q, pois dados y P clppintSqxq X pintSq

´1x e V uma
vizinhança de y, temos que existe y1 P V tal que y1 P pintSqx e y1 P pintSq

´1x. Logo
y1 P C0, ou seja, y P clpC0q.

Agora note que, pelo Lema 2.2, temos que C Ă pintSq
´1x. Além disso, x P pintSqx,

pois x P C0. Logo, C Ă clpSxq Ă clpSpintSqxq Ă clppintSqxq. Portanto,

C Ă clppintSqxq X pintSq
´1x Ă clpC0q,

ou seja, C0 é denso em C.

Proposição 2.6. Suponha que intS ‰ ∅ e seja C Ă X um conjunto de controle invariante,
então

1. C é fechado;

2. C “ clpSxq, para todo x P C;

3. C “ clpintCq;

4. C0 ‰ ∅.

Demonstração. 1. Dado y P clpCq. Temos que

C X intpSyq ‰ ∅,

pois intpSyq ‰ ∅ e intpSyq Ă clpCq, pela invariância de clpCq.

Assim, dado x P C X intpSyq, temos

a) x P C “ñ C Ă clpSxq “ñ clpCq Ă clpSxq;

b) x P intpSyq “ñ Sx Ă Sy “ñ clpSxq Ă clpSyq,

portanto, clpCq Ă clpSyq. Logo, clpCq obedece às duas primeiras propriedades de
conjunto de controle, donde pela maximalidade C “ clpCq, ou seja, C é fechado.
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2. Dado x P C, como C é fechado e é invariante pelo item 1, temos

Sx Ă C “ñ clpSxq Ă clpCq “ C,

e como C é conjunto de controle C “ clpSxq.

3. Seja x P C. Temos que pintSqx é aberto e está contido em C, donde pintSqx Ă intC.
Assim, dado y P pintSqx, segue que Sy Ă SpintSqx Ă pintSqx, pois intS é um ideal
de S. Utilizando o item 1, obtemos

C “ clpSyq Ă clppintSqxq Ă clpintCq.

Novamente pelo item 1
clpintCq Ă clpCq “ C,

provando o item.

4. Note que como C é invariante por S e intS ‰ ∅, temos que pintSqC Ă C e
pintSqC ‰ ∅. Assim, usando o item 1 e a Proposição 2.3, temos que C0 “ pintSqC X

C “ pintSqC ‰ ∅.

Proposição 2.7. Sejam C um conjunto de controle de um semigrupo S Ă G e x P C0.
Então dado y P C, existe g P intS tal que gy “ x.

Demonstração. Como x, y P C, temos que x P clpSyq, agora note que pintSq
´1 x é uma

vizinhança de x, pois x P C0, então existe g1 P S tal que g1 ¨ y P pintSq
´1 x e, portanto,

existe g2 P intS tal que
g1y “ g´1

2 x.

Logo, g2g1y “ x e, pela Proposição 2.1, temos que g “ g2g1 P intS, pois g2 P intS.

A proposição a seguir é muito relevante, pois vamos usá-la para caracterizar os
conjuntos de controle invariantes nas variedades flag.

Proposição 2.8. Suponha que C “
č

xPX

clpSxq ‰ ∅. Então C é o único conjunto de

controle invariante de S em X.

Demonstração. Dado y P C, então y P clpSxq, para todo x P X. Logo, dado g P S, a ação
de g é um homeomorfismo, então

gy P gclpSxq “ clpgSxq Ă clpSxq, @x P X,

assim esse conjunto é invariante por S.
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Como C ‰ ∅, tome y P C, então pintSqy é um aberto não vazio contido em C,
portanto C obedece a primeira condição da Definição 2.1. Então, pela definição de C,
C Ă clpSxq, @x P X. Portanto, C também obedece à segunda condição da Definição 2.1.

Agora, suponha que exista C1 com C Ă C1 que obedeça às propriedades 1 e 2 da
Definição 2.1. Suponha que exista z P C1zC. Tome y P C, em particular y P C1, então
C1 Ă clpSyq. Como C é invariante por S, temos que

clpSyq Ă C “ñ C1 Ă C,

logo, C1 “ C. Portanto, C é um conjunto de controle invariante.

A unicidade segue do fato de que se D é um outro conjunto de controle invariante,
temos queD Ă clpSxq, para todo x P D, ou seja, C Ă D, então como provado anteriormente,
C “ D.

2.2 Conjunto de controle em flag
A partir de agora vamos considerar G um grupo de Lie semi simples não compacto

com centro finito e S Ă G um subsemigrupo de G com intS ‰ ∅.

Proposição 2.9. Existe elemento regular real h P G tal que h P intS.

Demonstração. O espaço G{AN é difeomorfo à K, então como G tem centro finito im-
plica que G{AN é compacto, pela Proposição 1.2.1. Então, como K é compacto, pelas
Proposições 2.2 e 2.6, existe um conjunto de controle invariante C em K tal que C0 ‰ ∅.
Então, dado x “ yAN P C0, existe h P intS tal que hx “ x, ou seja, hyAN “ yAN ,
logo, h P yANy´1. Pela Proposição 1.10, os elementos regulares reais são densos em AN .
Assim perturbamos h em intS para que exista g P AN regular real com h “ ygy´1. Pela
Proposição 1.7, h é elemento regular real e h P intS.

A proposição anterior mostra que podemos tomar uma decomposição de Iwasawa tal
que A`

X intS ‰ ∅ e isso nos auxiliará na demonstração da próxima proposição.

Proposição 2.10. Existe um único conjunto de controle invariante no flag maximal F.

Demonstração. Tome uma decomposição de Iwasawa G “ KAN tal que A`
X intS ‰ ∅.

Pelo Teorema 1.1 temos que N´x0 é denso em F, então dado x P F, existe g P S tal que
gx P N´x0, ou seja, existe n P N´ com gx “ nx0. Tomando h P A`

X intS elemento
regular real, temos que hkgx “ hknh´kx0. Como, pela Proposição 1.11, hknh´1

Ñ 1,
quando k Ñ 8, temos que hkgx Ñ x0, portanto x0 P clpSxq para todo x P F. Assim, pela
proposição 2.8, concluímos que C “

č

xPF
clpSxq é o único conjunto de controle invariante

de S em F.
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A próxima proposição generaliza o resultado anterior, no sentido de que assegura
que toda variedade flag FΘ admite um único conjunto de controle invariante.

Proposição 2.11. Dado Θ Ă Σ, existe um único conjunto de controle invariante em FΘ.

Demonstração. Note que

πΘpCq “ πΘ

˜

č

xPF
clpSxq

¸

Ă
č

xPF
πΘpclpSxqq Ă

č

xPF
clpπΘpSxqq

“
č

xPF
clpSπΘpxqq

“
č

yPFΘ

clpSπΘpyqq,

pois πΘ é sobrejetora. Como πΘpCq ‰ ∅, concluímos pela Proposição 2.8 que
č

xPFΘ

clpSxq é

o único conjunto de controle invariante de FΘ.

Vamos denotar por CΘ o conjunto de controle invariante de FΘ. Temos que, pela
Proposição 2.6, para todo Θ, pCΘq0 ‰ ∅. Note que podemos melhorar a Proposição 2.9,
no sentido de garantir que se x P pCΘq0, existe um elemento regular real em intS que fixa
x. De fato, tome x P pCΘq0. Então existe g P intS tal que gx “ x. Assumindo sem perda
de generalidade que x é a origem, defina

Mg “ tm P M : Dh P A, n P N ; mhn P intSu.

Temos que

1. Mg ‰ ∅, pois m P Mg, onde g “ mhn P MAN ;

2. intMg ‰ ∅ (em M), pois dado m P Mg com mhn P intS, existe uma vizinhança de
Mg que ainda está em Mg, pois intS é aberto;

3. Mg é um semigrupo, pois M é o centralizador de A e M normaliza N .

Sendo M compacto, seus elementos de ordem finita são densos e como intMg ‰ ∅, existe
m P Mg tal que mk

“ 1 para algum k. Sendo Mg semigrupo, obtemos que 1 P Mg. Logo,
existem h P A e n P N tal que hn P intS X P .

Como os elementos regulares reais são densos em AN , perturbamos hn para que seja
regular real. Deste modo, podemos supor sem perda de generalidade que a origem do flag
FΘ está em pCΘq0 e é fixado por um elemento regular real.
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2.3 Tipo flag

Definição 2.3. Seja X uma variedade diferenciável, dizemos que x P X é um ponto fixo
atrator de h P S se hx “ x e existe uma vizinhança V de x, tal que

hky Ñ x, @y P V.

Dados Θ Ă Σ e h P AN um elemento regular, temos que os pontos fixos de h em FΘ

são dados por
w̃xΘ, com w̃ P M˚ representante de w P W ,

onde xΘ é a origem de FΘ. O único ponto fixo atrator de h é denotado por x`
Θphq e é dado

por
x`

Θphq “ xΘ.

De maneira mais geral, existe g P G tal que ghg´1
P AN e assim, os pontos fixos de

h em FΘ são dados por
gw̃xΘ, com xΘphq “ gxΘ,

com w̃ P M˚ representante de w P W .

Definição 2.4. Sejam h P S elemento regular real e x`
Θphq seu ponto fixo em FΘ. Dizemos

que um conjunto compacto C Ă FΘ é contrátil pelo elemento regular real h se dado x P C,

hkx Ñ́ x`
Θphq.

Definição 2.5. Dado ΘpSq Ă Σ, dizemos que FΘpSq é o tipo flag de S se dado Θ Ă Σ,
então

1. CΘ é contrátil para cada h P intS elemento regular real, se ΘpSq Ă Θ;

2. C “ π´1
Θ pCΘq, se Θ Ă ΘpSq.

No Capítulo 3.2 de [3] é provado que existe tipo flag de S para qualquer semigrupo
S de interior não vazio. Denotaremos a partir de agora por ΘpSq o tipo flag de S.

Proposição 2.12. Seja FΘ, onde Θ “ ΘpSq é o tipo flag de S. Então,

ΛN Ă ΛΘ “ cl
˜

ď

wPWΘ

wa`

¸

,

onde,
ΛN “ tH P a : Dn P N, Dt ą 0, etHn P intSu.

Além disso, ΛN X wa`
‰ ∅, para todo w P WΘ.
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Demonstração. Primeiramente vamos provar que ΛN é um cone convexo. Tome H P ΛN

com n P N e t ą 0 tal que etHn P intS. Então dado r ą 0 defina s “ t{r. Logo

esprHqn “ eptr{rqHn “ etHn P intS,

e portanto rH P ΛN , para todo r ą 0. Para provar a convexidade defina

TH “ ts P p0,`8q : Dn P N, esHn P intSu,

note que dado k P Zą0, temos que se t P TH , então kt P TH . De fato,

petHnq
k

P intS,

pois intS é um ideal, então, como A normaliza N , existe ñ P N com

ektH ñ “ petHnq
k

P intS.

Note também que existe um intervalo pa, bq com t P pa, bq tal que pa, bq Ă TH , pois intS é
aberto.

Com essas duas informações, obtemos que pka, kbq Ă TH , para todo k P Zą0. Mas
existe k P Zą0 tal que ka ă pk ´ 1qb, logo existe T ą 0 de forma que pT,`8q Ă TH .

Agora, dados H1, H2 P ΛN , por ΛN ser um cone, tH1, p1 ´ tqH2 P ΛN , para todo
t P p0, 1q. Logo, existe T ą 0 grande o suficiente para que existam n1, n2 P N que satisfazem

eT tH1n1, e
T p1´tqH2n2 P intS,

e assim,

peT tH1n1qpeT p1´tqH2n2q “ eT tH1eT p1´tqH2ñ “ eT ptH1`p1´tqH2qñ P intS,

para algum ñ P N . Portanto tH1 ` p1 ´ tqH2 P ΛN , para todo t P p0, 1q, ou seja, ΛN é
convexo.

Mostremos agora a inclusão. Como W age transitivamente nas câmaras de Weyl,
temos que

ΛN Ă cl
˜

ď

wPW
wa`

¸

“ a,

então dado H P ΛN com H P wa`, existe H1, . . . , Hk regulares reais com Hk “ H tais que

1. H1 P a` e Hk “ H;

2. rHi, Hi`1s Ă ΛN , para todo i;

3. rHi, Hi`1s X kerαi ‰ ∅ para um único αi P Σ;

4. rHi, Hi`1s Ă wia
`

Y wi`1a
`

Y kerαi,
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onde
rHi, Hi`1s “ ttHi ` p1 ´ tqHi`1 : 0 ď t ď 1u.

Então rαi
leva a câmara de Weyl contendo Hi para a câmara de Weyl contendo Hi`1.

Em particular sendo H 1
i “ rHi, Hi`1s X kerαi, temos que

1. rαi
H 1

i “ H 1
i;

2. H 1
i P ΛN “ñ etiH

1
ini P intS para algum ti ą 0 e ni P N ;

desta forma rαi
P WΘ pelo Corolário 4.1 de [10]. Logo,

rαk´1rαk´2 . . . rα1a
`

“ wa`
“ñ w´1rαk´1rαk´2 . . . rα1a

`
“ a`

“ñ w´1rαk´1rαk´2 . . . rα1 “ 1,

onde a última implicação se deve à Proposição 9.19 de [2]. Portanto w P WΘ.

Para a afirmação ΛN X wa`
‰, para todo w P WΘ, note que

w P WΘ “ñ wx0 P C0,

pela Proposição 4.1 de [10]. Além disso,

wb0 P C0 “ñ w´1a`
X ΛN ‰ ∅,

pelo Lema 3.3 de [5] e como WΘ é um subgrupo, o resultado segue.

Proposição 2.13. Para qualquer H P ΛΘ e λ P pa˚
Θq

`, temos que λpHq ě 0.

Demonstração. Dado J P
ď

wPWΘ

wa`, existe w P WΘ tal que J P wa`. Sendo que

WΘ “ spantrα : α P Θu,

supomos sem perda de generalidade que w “ rα, para algum α P Θ. Assim, existe I P a`

tal que
J “ rαpIq “ I ´ 2 αpIq

xHα, Hαy
Hα.

Agora, como λ P pa˚
Θq

`, temos que

1. λpHαq “ 0, para todo α P Θ;

2. λpHβq ą 0, para todo β P ΣzΘ;
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como I P a`, pela Proposição 1.4, obtemos

I “ a1Hω1 ` a2Hω2 ` . . . anHωn ,

onde ai ą 0 e ωi P Φ, para todo i. Portanto, pela linearidade de λ

λpJq “ λpIq ´ 2 αpIq

xHα, Hαy
λpHαq “ λpIq

“ λpa1Hω1 ` . . . anHωnq

“ a1λpHω1q ` . . . anλpHωnq.

Mas temos que como Σ é base de a˚, podemos escrever

Hωi
“

ÿ

k

aikHαk
,

e portanto,

||αj||2

2 δij “ αjpHωi
q “

ÿ

k

aikxαj, αky “ñ
ÿ

k

aik
xαj, αky

||αj||2
“ δij.

Assim,
BC “ I,

onde B “ paijqij , C “

ˆ

xαj, αiy

||αj||2

˙

ij

e I é a matriz identidade. Assim, sendo B é a inversa

de C e C uma matriz de Cartan, temos que as entradas de B são não negativas, donde,

λpHωi
q “

ÿ

k

aikλpHαk
q ě 0.

Logo, λpJq ě 0 e pela continuidade de λ, λpHq ě 0, para todo H P ΛΘ.

2.4 Exemplo das matrizes positivas
Seja S “ Sl`pnq “ tA P Slpnq : A “ paijqij, aij ě 0u o conjunto das matrizes

positivas. Note que S é o semigrupo de compressão do ortante positivo de Rn definido por

Rn
` “ tpx1, . . . , xnq : xi ě 0u,

o tipo flag de S é o espaço projetivo Pn´1 e o conjunto de controle invariante em Pn´1 é o
conjunto rRn

`s.
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3 Cociclos e seus limites inferiores

Neste capítulo introduziremos o conceito principal estudado que são os cociclos e nos
aprofundaremos na definição deles em variedades flag. Também, como resultado principal,
vamos classificar os possíveis limites inferiores dos cociclos ρα, considerando se α pertence
ou não ao tipo flag.

3.1 Cociclos

Definição 3.1. Dado uma ação ¨ : GˆX Ñ X de um grupo G em X dizemos que uma
função ρ : G ˆ X Ñ A é um cociclo com relação à ação ¨ quando

ρpgh, kq “ ρpg, h ¨ kqρph, kq, g, h P G, k P X.

Seja G um grupo de Lie, semi simples e não compacto, G “ KAN uma decomposição
de Iwasawa e r : G Ñ K a função definida por rpgq “ k, onde g “ kan P KAN . Definimos
a função

ρ : G ˆ K Ñ A, por gk “ uρpg, kqn,

onde k P K, ρpg, kq e n P N . Além disso, dado λ P a˚ definimos a função ρλ : GˆK Ñ́ R,
tal que

ρλpg, kq “ eλapg,kq,

onde a “ logρ. A próxima proposição prova que ρ e ρλ são cociclos.

Proposição 3.1. As funções ρ e ρλ são cociclos com relação à ação ¨, onde g¨k “ rpgkq “ u.

Demonstração. De fato, sejam g, h P G e k P K. Fazendo a decomposição de hk obtemos

hk “ uρph, kqn,

então
ghk “ guρph, kqn.

Mas note que gu também pode ser escrito como

gu “ u1ρpg, uqn1,

ou seja,
ghk “ u1ρpg, uqn1ρph, kqn.

Como A normaliza N , temos que n2 “ ρph, kq
´1n1ρph, kqn P N e, portanto,

ghk “ u1ρpg, uqρph, kqn2,
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e concluímos que ρpgh, kq “ ρpg, h ¨ kqρph, kq provando que ρ é cociclo. Por outro lado, se
λ P a`,

ρλpgh, kq “ exppλapgh, kqq “ exppλlogpρpgh, kqqq

“ exppλlogpρpg, h ¨ kqρph, kqqq

“ exppλlogpρpg, h ¨ kqq ` λlogpρph, kqqq

“ exppλlogpρpg, h ¨ kqqqexppλlogpρph, kqqq

“ ρλpg, h ¨ kqρλph, kq,

portanto, ρλ também é um cociclo.

Proposição 3.2. A segunda entrada de ρ é invariante pela translação à direita por m,
onde m P M , ou seja,

ρpg, umq “ ρpg, uq, @g P G, u P K e m P M.

Demonstração. Sendo

gpumq “ k1ρpg, umqn1 e gu “ kρpg, uqn,

as decomposições de Iwasawa de gum e gu, temos que

k1ρpg, umqn1 “ pguqm “ pkρpg, uqnqm

“ kρpg, uqmm´1nm

“ kmρpg, uqm´1nm,

então como M Ă K e M normaliza N , temos que km P K e m´1nm P N . Assim, pela
unicidade da decomposição de Iwasawa, ρpg, umq “ ρpg, uq.

Note então que como F “ K{M e ρ é constante em cada classe lateral kM , temos
que ρ é invariante pela ação à direita de M na segunda entrada, ou seja, ρ pode ser definida
em G ˆ F como

ρpg, xq :“ ρpg, kq,

onde x “ kx0, x0 origem de F. A partir de agora sempre usaremos ρ para representar tanto
o cociclo definido na Proposição 3.1, quanto o definido na Proposição 3.2. Essa extensão
também vale para a definição de ρλ.

Proposição 3.3. Dado λ P a˚, temos que

1. ρλp1, xq “ 1, @x P K;

2. Se hx “ x, então dado m P N, temos que ρλphm, xq “ ρλph, xq
m;
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Demonstração. 1. Temos que 1x “ x P K, logo o elemento a P A de 1x é 1, e como
λp0q “ 0, temos que

ρλp1, xq “ e0
“ 1;

2. Como ρλ é um cociclo, temos que

ρλphm, xq “ ρλphm´1, h ¨ xqρλph, xq “ ρλphm´1, xqρλph, xq,

pois hx “ x. Então, por indução, obtemos que

ρλphm, xq “ ρλp1, xqρλph, xq
m.

Logo, usando o item 1, obtemos que ρλphm, xq “ ρλph, xq
m.

3.2 Limite inferior de cociclos
Nesta seção vamos apresentar alguns lemas para a demonstração do Teorema 3.1,

que é o resultado principal deste trabalho. No final dela provamos este Teorema e damos
um exemplo que explicita uma cota inferior de um cociclo.

Lema 3.1. Seja Θ “ ΘpSq o tipo flag de S. Dado x0 P F, assuma que existe g P intS com
gx0 “ x0. Então para todo λ P pa˚

Θq
`, temos que ρλpg, x0q ě 1.

Demonstração. Como gx0 “ x0 supomos sem perda de generalidade que x0 é a origem de
F. Então, g P P e podemos escrever g “ man P MAN e, assim, ρλpg, x0q “ eλpHq, onde
a “ eH . Perturbando g P intSXP se necessário, podemos assumir que m tem ordem finita.
Então, existe j ě 1 tal que mj

“ 1 e, pela Proposição 1.6, existe ñ P N tal que

gj
“ mjajñ “ ajñ P AN.

Logo, como intS é um ideal pela Proposição 2.1, gj
“ ejH ñ P intS, donde jH P ΛN . Pela

Proposição 2.12 temos que ΛN Ă ΛΘ. Assim, jH P ΛΘ e portanto H P ΛΘ. Agora, como
λ P pa˚

Θq
`, temos, pela Proposição 2.13, que λpHq ě 0 e portanto ρλpg, x0q “ eλpHq

ě 1.

Lema 3.2. Seja S um semigrupo com intS ‰ ∅ e denote por C seu conjunto de controle
invariante no flag maximal F. Sejam x P C0 e λ P a˚ e suponha que existe d ą 0 tal
que ρλpg, xq ą d, para todo g P Sx “ th P intS : hx “ xu. Então existe c ą 0 tal que
ρλpg, xq ą c para todo g P S.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que exista uma sequência pgkqkPN Ă S tal que

ρλpgk, xq Ñ́ 0.
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Como C é um conjunto de controle invariante, temos que gkx P C, @k P N. Assim, pela
compacidade de C, existe subsequência pgki

qi de pgkqk que converge para algum y P C.
Então, sem perda de generalidade, supomos que gkx Ñ́ y.

Pela Proposição 2.7, temos que existe g P intS tal que gy “ x. Portanto pela
continuidade do produto, temos que

ggkx Ñ́ gy “ x.

Agora note que pela definição de cociclo: ρλpggk, xq “ ρλpg, gkxqρλpgk, xq. Então, pela
compacidade de K e continuidade de ρλ, ρλpg, gkxq é limitado quando g é fixado. Portanto,

ρλpgk, xq Ñ́ 0 “ñ ρλpggk, xq Ñ́ 0.

Por simplicidade, denotaremos apenas por gk o produto ggk. Desta forma gk P intS,
pois intS é um ideal, e satisfaz

ρλpgk, xq Ñ́ 0 e gkx Ñ́ x.

Como x P C0, existe g0 P intS tal que g0x “ x. Seja W Ă intS uma vizinhança
compacta de g0. Então U “ W´1x é vizinhança compacta de x em F. Pela compacidade de
W e F e pela continuidade do cociclo ρλ, temos que r “ suptρλph, zq : h P W, z P Fu ă `8.

Agora, como U é vizinhança de x, gkx Ñ x e ρλpgk, xq Ñ́ 0, existe k grande o
suficiente tal que gkx P U e ρλpgk, xq ă

d

2r . Então pela construção de U , existe h P W tal
que hgkx “ x e, portanto, temos que

ρλphgk, xq “ ρλph, gkxqρλpgk, xq ď rρλpgk, xq ă
rd

2r “
d

2 ,

contradizendo o fato de que ρλpg, xq ą d, para todo g P Sx.

Proposição 3.4. Sejam S um semigrupo com tipo flag Θ Ă Σ e C seu conjunto de controle
no flag maximal. Dados λ P pa˚

Θq
` e x P C0, existe c ą 0, tal que ρλpg, xq ą c para todo

g P S.

Demonstração. Pelos comentários feitos após a Proposição 2.11, temos que Sx ‰ ∅ se
x P C0. Em particular, como x é um ponto fixo de todo elemento de Sx, temos pelo Lema
3.1, que

@g P Sx, ρλpg, xq ě 1.

Logo, pelo Lema 3.2, existe c ą 0 tal que

ρλpg, xq ą c, @g P S.
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Corolário 3.1. Seja S Ă G um semigrupo próprio com intS ‰ ∅ e suponha que g (e G)
tem posto real um. Denote por α (e eventualmente 2α) a raiz positiva. Então

inf
gPS

ραpg, xq ą 0, @x P C0.

Demonstração. Como o posto real é 1, as variedades flag são F e Fα. Como ΘpSq “ Σ
se, e somente se, S “ G, temos que o tipo flag de S é ∅. Portanto, o subespaço a˚

Θ tem
dimensão 1 e pa˚

Θq
` é o raio contendo α, onde Θ “ ∅.

Logo, α satisfaz as hipóteses da Proposição 3.4 e, portanto, ραpg, xq é limitado
inferiormente.

Exemplo 3.1. Dado α P a˚, seja gpαq a álgebra de Lie gerada por gα e g´α e Gpαq o
subgrupo de Lie conexo associado. Como ambos têm posto real 1, obedecem às hipóteses do
resultado anterior. Assim,

inf
gPS

ραpg, xq ą 0, @x P C0,

onde C0 é o core do conjunto de controle invariante maximal de Fα.

No que segue, utilizaremos o grupo Gpαq, para α P ΣzΘpSq para restringir nosso
cociclo ao caso de posto 1, e assim obter uma limitação inferior. De modo a fazer isso,
necessitamos de alguns preliminares.

Considere a decomposição de Iwasawa

gpαq “ kpαq ‘ apαq ‘ npαq,

de Gpαq. A restrição de α a apαq é identificado com a raiz positiva de gpαq.

Seja πα : F Ñ Fα a projeção canônica. Se x0 é a origem de F, então a origem de Fα é
xα “ πpx0q. Note que

Fα “ π´1
α txαu “ Pαx0 “ MGpαqAαNαx0 “ MGpαqx0 “ Gpαqx0,

e portanto Gpαq age transitivamente na fibra Fα.

A subálgebra de isotropia em x0 da ação de Gpαq em Fα é a subálgebra parabólica
qα dada por

qα “ mpαq ‘ apαq ‘ npαq,

onde mpαq é o centralizador de apαq em kpαq. Desta maneira, Fα se identifica à variedade
flag maximal de Gpαq de modo que x0 é a sua origem.

Considerando α como uma raiz em apαq
˚, definimos o cociclo ραpg, xq em Gpαq ˆFα

como anteriormente. Este cociclo é denotado da mesma forma que o anterior, já que é a
restrição à fibra Fα do cociclo sobre G ˆ F, devido às inclusões Kpαq Ă K, Apαq Ă A e
Npαq Ă N .
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Note que se T Ă Gpαq é um semigrupo com interior não vazio tal que x0 P CpT q0,
onde CpT q é o conjunto de controle invariante de T em Fα, então ραpg, x0q tem cota
inferior positiva pelo Corolário 3.1. Usaremos esse fato para provar o Lema 3.4.

Agora, suponha sem perda de generalidade que a origem de x0 de F satisfaz x0 P C0

e seja h P A`
X intS com hx0 “ x0. Definimos, a partir de S, um semigrupo T Ă Gpαq,

da seguinte maneira:

1. A projeção Cα “ παpCq é o conjunto de controle de S em Fα cujo core pCαq0 contém
παpC0q;

2. Como
xα “ παpx0q P παpC0q Ă pCαq0,

o semigrupo Sxα “ pintSq X Pα tem interior não vazio em Pα;

3. Considerando a decomposição Pα “ MGpαqAαNα em (1.3), defina

Γ “ tg P MGpαq : Db P AαNα, gb P Su.

pois MGpαq normaliza AαNα, Γ é um subsemigrupo com interior não vazio de
MGpαq;

4. Defina agora o subsemigrupo T “ Γ X Gpαq de Gpαq. Note que T tem interior
diferente de vazio, pois dado mg P intΓ, com m P M e g P Gpαq, podemos assumir
que m tem ordem finita e portanto para algum k P N

pmgq
k

“ mkg1 “ g1 P Gpαq,

uma vez que M normaliza Gpαq. Desta maneira

g1 P intpΓ X Gpαqq “ñ intT ‰ ∅.

Os grupos MGpαq e Gpαq agem transitivamente na fibra Fα “ π´1
pxαq. O próximo

Lema nos diz sobre os conjuntos de controle invariante de Γ e T na fibra Fα.

Lema 3.3. Para o semigrupo T Ă Gpαq, α P ΣzΘpSq se verificam:

1. x0 P pCpT qq0;

2. ΘpT q “ ∅.

Demonstração. 1. Seja h P A`
X intS, como acima. Decomponha h “ h1h2 com

h1 P Apαq e h2 P Aα.

Como αplogh2q “ 0, temos que

αplogh1q “ αplogh1 ` logh2q “ αplogph1h2qq “ αploghq ą 0,
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e portanto h1 P apαq
`, câmara positiva de apαq. Procedendo como na Proposição

2.10, mostra-se que x0 (visto como origem de Fα) é tal que x0 P clpTxq, para todo
x P Fα. Logo,

x0 P CpT q “
č

xPFα

clpTxq.

Como h1 P intT , temos que x0 P pCpT qq0;

2. Pela Proposição 4.1 de [10], temos que

α P ΘpT q ðñ w̃αx0 P pCpT qq0,

onde w̃α é um representante de rα em Mpαq
˚, com Mpαq

˚ normalizador de Apαq em
Kpαq.

Por outro lado, pCpT qq0 Ă C0 Ă F e pela mesma Proposição, temos que α P ΘpSq, o
que é um absurdo, pelas hipóteses.

Com isso se prova o seguinte lema.

Lema 3.4. Dados α P ΣzΘpSq e x P C0, existe d ą 0 tal que ραpg, xq ą d para todo
g P Sx.

Demonstração. Supomos sem perda de generalidade que x é a origem de F.

Como T é um subsemigrupo de Gpαq e Gpαq tem posto real um, pelo Corolário 3.1
temos que existe d ą 0 tal que ραpg, xq ą d, para todo g P T . Note que podemos decompor

P “ MAN “ MApαqAαNpαqNα “ MApαqNpαqAαNα,

pois Npαq comuta com Aα. Então, dado g P Sx Ă P , temos que

g “ mphnqh1n1,

com m P M , h P Apαq, n P Npαq, h1 P Aα e n1 P Nα. Então, pela propriedade de cociclo,
segue a igualdade

ραpg, xq “ ραpmhn, h1n1xqραph1n1, xq.

Mas analisando cada fator obtemos que

1. ραph1n1, xq “ 1, pois como h1n1 P P , temos

ραph1n1, xq “ eαplogh1q
“ e0

“ 1,

porque h1 P Aα;
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2. Como h1n1 P P , segue que

ραpmhn, h1n1xq “ ραpmhn, xq

“ ραpmh, nxqραpn, xq

“ ραpm,hnxqραph, nxqραpn, xq.

Note que como hn P P e n P P ,

a) ραpm,hnxq “ ραpm,xq “ 1;

b) ραph, nxq “ ραph, xq;

c) ραpn, xq “ 1;

Assim, ραpg, xq “ ραph, xq. Agora como g P intS, perturbamos g para que exista k inteiro
com gk

1 P intT e mk
“ 1, onde g1 “ mphnq. Pela Proposição 3.3, concluímos que

d ă ραpgk
1 , xq “ ραphk, xq “ ραph, xq

k
“ ραpg, xq

k.

Logo, se ραpg, xq ă 1, temos que

ραpg, xq ą ραpg, xq
k

ą d.

Portanto ραpg, xq ą mintd, 1u, quando g P Sx. □

Teorema 3.1. Seja S Ă G um semigrupo com intS ‰ ∅ e FΘpSq, ΘpSq Ă Σ seu tipo flag,
onde Σ é o conjunto das raízes simples de G. Denotamos por C o conjunto de controle
invariante de S na variedade flag maximal F, então se x0 P C0, temos que

inf
gPS

ραpg, x0q ą 0,

se α P ΣzΘpSq. Além disso,
inf
gPS

ραpg, x0q “ 0,

se α P ΘpSq.

Demonstração. Dado x0 P C0, temos que Sx ‰ ∅. Pelo Lema 3.4, existe d ą 0, tal que
ραpg, xq ą d, para todo g P Sx. Aplicando então o Lema 3.2, asseguramos a existência de
c ą 0 tal que ραpg, xq ą c, para todo g P S, provando a primeira parte.

Para a prova da segunda parte assuma sem perda de generalidade que x0 P C0 e
que A`

X intS ‰ ∅. Como α P ΘpSq, pela Proposição 2.12, ΛN X rαa
`

‰ ∅, ou seja,
existe H P a e n P N de modo que g “ eHn P intS e H P rαa

`. Portanto, αpHq ă 0 e
ραpg, x0q “ eαpHq

ă 1. Logo,

ραpgk, x0q “ ραpg, x0q
k

Ñ 0,
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quando k Ñ `8, ou seja,
infgPSραpg, x0q “ 0,

se α P ΘpSq.

O próximo exemplo mostra que o limitante inferior do teorema acima depende do
ponto escolhido.

Exemplo 3.2. Em Slp2,Rq a única variedade flag é a linha projetiva P. Seja λ P a˚ tal
que

λ

˜

1 0
0 ´1

¸

“ 1,

o cociclo desse peso é ρλpg, rzsq “
}gz}

}z}
, z P R2

zt0u.

Considere o cone W “ tpa, bq P R2 : a ě 0, |b| ď au, e o seu semigrupo de compressão
SW “ tg P Slp2,Rq : gW Ă W u e o core do seu conjunto de controle invariante em P é
C0 “ trpa, bqs P P : pa, bq P intW u.

Como g P SW , temos que gp1, 0q “ pa, bq P W ztp0, 0qu, logo, gp1, 0q “ hp1, 0q, onde

h “

˜

1 0
b{a 1

¸ ˜

a 0
0 a´1

¸

,

logo h´1gp1, 0q “ p1, 0q, ou seja, h´1g é triangular superior com 1’s na diagonal principal,
ou seja, g tem a forma

g “

˜

1 0
b{a 1

¸ ˜

a 0
0 a´1

¸ ˜

1 x

0 1

¸

.

Agora como gp1, 1q P W e a ą 0, obtemos que

ap1 ` xq ě 0 ñ 1 ` x ě 0 ñ ´x ď 1.

Do fato que gp1,´1q P W , obtemos que 1 ´ x ě 0 e

ap1 ´ xq ě |a´1
´ bp1 ´ xq| ě a´1

´ |b|p1 ´ xq

a´1
ď pa ` |b|qp1 ´ xq ď 4a ñ 4a2

ě 1 ñ a ě 1{2.

Logo,
}gp1, 0q} “

?
a2 ` b2 ě

1
2 .

Portanto, dado z “ rpa, bqs P C0, existe h P SW com z “ hz0, onde z0 “ rp1, 0qs.
Como g P SW , temos que gh P SW , então

ρλpg, zq “
}gz}

}z}
“

}ghz0}

}hz0}
ě

1
2}h}

.

Então no caso de Slp2,Rq uma cota inferior é 1
2}h}

.
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4 Momentos e expoentes de Lyapunov

Este capítulo se dedica a uma das aplicações do Teorema 3.1, que é o estudo dos
Momentos e expoente de Lyapunov de produtos aleatórios de uma sequência i.i.d. e
relaciona com o raio espctral, que é definido como o supremo dos autovalores da aplicação.

4.1 Produto aleatório de sequências i.i.d.
Vamos considerar µ uma medida de probabilidade de Borel em um grupo de Lie G,

onde B é a σ-álgebra de Borel. Definimos o espaço amostral pΩ, P q, onde Ω “ GZ e P
é a medida produto. Para todo n P Z, seja yn : Ω Ñ G a variável aleatória que associa
y P Ω com sua n-ésima coordenada. Então pynqnPZ é uma sequência de variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribuídas (i.i.d.).

Note que a lei de yn é µ para todo n P Z. De fato, dado B P B, temos que

P py´1
n pBqq “ P pGn´1

ˆ B ˆ GZ
q “ µpBq.

Dado n ą 1, definimos
gn “ y1y2 . . . yn

o produto aleatório da sequência i.i.d.

Para todo B P B, consideraremos

µn
pBq :“ p˚pµ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ µqpBq “ µ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ µpp´1

pBqq,

onde µ ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ µ é a medida produto e ppx1, . . . , xnq “ x1x2 . . . xn.

Definição 4.1. Uma medida de Borel µ em G é dita exposta (étalée) se, e somente se,
existe n P N tal que µn não é singular com respeito à medida de Haar dg.

Proposição 4.1. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A medida µ é exposta;

2. Existe um inteiro m e um conjunto aberto U tal que µm
ě cdg em U ;

3. Existe um inteiro m, tal que suppµm tem interior não vazio;

4. O semigrupo
Sµ “

ď

ně1
suppµn

tem interior diferente de vazio.
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A prova da proposição anterior se encontra em [3].

Definição 4.2. Dados λ P a˚, p P R e x P F, definimos o momento do expoente de
Lyapunov de uma sequência i.i.d. pgnqn pela fórmula

γλpp, xq “ lim sup
nÑ`8

1
n

logErρp
λpgn, xqs.

Teorema 4.1. Seja µ uma medida exposta e seja FΘ, Θ Ă Σ, o tipo flag de Sµ. Dado
λ P a˚, temos que:

1. Se λ pertence ao subspaço gerado por Θ, então existe p ă 0 tal que para todo x P F
temos que γλpp, xq ą 0;

2. Se λ pertence ao cone convexo clpa˚
Θq

` gerado por ΦzΦΘ, então para cada x P C e
p ă 0, temos que γλpp, xq ď 0, onde C é o conjunto de controle invariante de Sµ em
F.

Esse teorema nos fornece duas possibilidades para o momento do expoente de
Lyapunov:

1. No caso em que λ P spanpΘq e x P F, a curva do momento em relação à p vai ser
simétrica e coincidirá com o raio espectral;

2. No caso em que λ P clpa˚
Θq

` e x P C, o momento do expoente de Lyapunov vai ser
uma curva crescente e vai ser diferente do raio espectral, pois o momento é analítico,
mas o raio espectral não;

As próximas figuras são exemplos somente ilustrativos de momentos do expoente de
Lyapunov (azul) comparado com o raio espectral (vermelho):

λ P spanpΘq e x P F λ P clpa˚
Θq

` e x P C
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APÊNDICE A – Variedades diferenciáveis

Definição A.1. Seja X um espaço topológico, dizemos que X é uma variedade topoló-
gica de dimensão m se:

1. X é Hausdorff, ou seja, dados p, q P X, existem abertos disjuntos U e V , tais que
p P U e q P V ;

2. X tem base enumerável de abertos, ou seja, existe uma coleção enumerável de abertos
de X tal que todo aberto é a união enumerável de abertos dessa coleção;

3. para cada p P X, existem abertos U Ă X contendo p, Ũ Ă Rm e um homeomorfismo
ϕ : U Ñ Ũ .

Cada homeomorfismo da definição anterior é chamado de carta local. Uma coleção
de cartas locais A “ tϕi : Ui Ñ ŨiuiPI é chamado de atlas, se X “

ď

iPI

Ui. Dados ϕi, ϕj em

um atlas, chamamos de mudança de coordenada os homeomorfismos

ϕj ˝ ϕ´1
i : ϕipUi X Ujq Ă Ũi Ñ ϕjpUi X Ujq Ă Ũj.

Note que cada mudança de coordenada é uma função da qual tanto o domínio quanto o
contradomínio são subconjuntos de Rm, assim podemos falar de diferenciabilidade das
mudanças de coordenada. Dizemos que um atlas é de classe Cr se cada mudança de
coordenada é de classe Cr.

Definição A.2. Sejam X uma variedade topológica e A um atlas dessa variedade, dizemos
que o par pX,Aq é uma variedade de classe Cr se cada mudança de coordenada de A é de
classe Cr.

Geralmente o atlas usado já está implícito, então dizemos somente que X é a variedade
diferenciável.

Definição A.3. Sejam X e Y variedades de dimensão m e n, respectivamente, e classe
Cr. Dizemos que uma aplicação f : X Ñ Y é de classe Cs, s ď r, se para todo p P X

existem cartas locais ϕ : U Ă X Ñ Ũ Ă Rm e ψ : V Ă Y Ñ Ṽ Ă Rn nos seus respectivos
atlas tais que

1. p P U e fppq P V ;

2. fpUq Ă V ;

3. a função ψ ˝ f ˝ ϕ´1 : Ũ Ă Rm
Ñ Ṽ Ă Rn é de classe Cs.
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Note que mais uma vez as propriedades diferenciáveis da variedade estão ligadas com
propriedades diferenciáveis entre dois espaços euclidianos que estamos mais familiarizados.
E também agora é possível perceber a relação entre a estrutura diferenciável de X e o
atlas escolhido, já que as cartas locais da definição estão no atlas de cada variedade.

Agora para entendermos como funciona a derivada de um função entre variedades
precisamos construir o que chamamos de espaço tangente. Dados x P X, ϕ : V Ñ Ṽ uma
carta local de x e ϵ ą 0, seja Tx o conjunto de todas as curvas α : p´ϵ, ϵq Ñ X com
αptq P V , αp0q “ x e tal que β “ ϕ ˝ α é diferenciável. No conjunto Tx definimos a relação
de equivalência „ de modo que

α1 „ α2 ðñ β1
1p0q “ β1

2p0q.

Definimos então o espaço tangente de x em X como

TxX “ Tx{ „ .

Dado α P Tx, denotaremos por rαs sua classe de equivalência em TxX.

O espaço tangente é um espaço vetorial de dimensão igual à dimensão da variedade
que na verdade não depende da carta escolhida.

Definição A.4. Dado f : X Ñ Y uma função diferenciável entre variedades X e Y ,
definimos a derivada de f no ponto x P X como a aplicação linear dfx : TxX Ñ TfpxqY

de modo que
dfxprαsq “ rf ˝ αs.
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