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Resumo

Nesta dissertagao analisamos um modelo bifasico transiente unidimensional para fluxo
de gas-liquido isentrépico. O modelo é composto por duas equacoes de conservagao de
massa e duas equagoes de momento para o gas e o liquido, onde as equagoes de momento
envolvem um termo nao conservativo relacionado a pressao, um termo de forca externa que
representa a gravidade e um termo viscoso. O sistema é equipado com condigoes de fronteira
e condigoes iniciais. Vamos estudar o modelo descrito anteriormente considerando uma lei
de gés politrépica, um liquido fracamente compressivel e os coeficientes de viscosidade
constantes. Fazendo o uso do argumento de iteracao, tendo algumas hipoteses sobre as
massas iniciais, obtemos a existéncia e unicidade da solucao do modelo para um tempo
Ty > 0 que depende dos dados iniciais e dos coeficientes de viscosidade. Esse Ty pode ser
grande se os coeficientes de viscosidade sao tomados suficientemente grandes. Além disso,

obtemos estimativas superiores e inferiores para as massas.

Palavras-chave: modelo de dois fluidos, coeficiente de viscosidade constante, existéncia,

unicidade.



Abstract

In this dissertation we analyze an one-dimensional transient two-phase model for isentropic
liquid-gas flow. The model is composed of two mass conservation and two momentum
equations for the gas and liquid, where the momentum equations involve a non-conservative
pressure-related term, an external force term representing gravity and viscous term. The
system is complemented with boundary conditions and initial conditions. We will study
the model described above considering a polytropic gas law, a compressible liquid and
constant viscosity coefficients. Using an iterative argument, having some assumptions
about the initial masses, we obtain the existence and uniqueness of solutions to the model
for a time Ty > 0 that depends on the initial data and the viscosity coefficients. This 7§
can be large is the viscosity coefficients are taken sufficiently large. In addition, we obtain

upper-lower bounds for the masses.

Keywords: two-fluid model, constant viscosity coefficient, existence, uniqueness.
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Introducao

Em fluxos de duas fases ou mais (fluxos multifasicos), a natureza complexa
deles, em contraste com os fluxos de uma sé fase, origina-se devido a existéncia de interfaces
que mudam dinamicamente, de descontinuidades significativas das propriedades do fluido
e de campo de fluxo complicado perto da interface. Quando uma ou ambas as fases se
tornam turbulentas, as interagoes entre os vortices turbulentos, as estruturas interfaciais e

as trocas entre fases individuais introduzem complexidades adicionais [26].

Postas essas complexidades, a necessidade de modelar e prever o comportamento
detalhado desses fluxos e os fendmenos que eles manifestam sao assuntos de estudo continuo.
Um modelo que se faz presente no estudo de tais fluxos é o Modelo de Dois Fluidos (Two-
Fluid Model - TFM), no qual trata a fase dispersa com uma segunda fase continua
misturada e interagindo com a fase continua. As equagbes de conservagdo (de massa,
momento e energia) sao desenvolvidas para os dois fluxos de fluidos; estes incluem os
termos de interagdo modelando a troca de massa, momento e energia entre os dois fluxos

[4].

O TFM, além de ajudar nos estudos de fluxos multifasicos, é também de
inimeras aplicacoes em diversas areas do conhecimento e da industria, como por exemplo,
processos biolégicos [20, 25, 24] e industria petrolifera [13, 16]. Neste trabalho estamos
interessados em um modelo de duas fases transiente unidimensional para fluxo isentrépico

gas-liquido que é formulado da seguinte maneira [23]:

-

(n); + (nug)y =0
(m)¢ + (muy), =0
(nug)e + (nug)s + ag(P)e = = fyug — Clug — w) —n g + [1g(ug)ala
(mw)e + (mug)e + (P = = fru — Clug —w) —m g + [pu(w)e]e.

(1)

\

Aqui m = qup; e n = ayp, representam a massa do liquido e do gés, respectivamente. As

variaveis desconhecidas, no sistema acima, sao:

«a; = fragdo de volume da fase i,
u; = velocidade da fase 1,
p; = densidade da fase i,

P = pressao comum para ambas as fases



Introducao 12

e os dados conhecidos sao:

1; = viscosidade da fase 1,
fi = forcas de atrito da parede,
C = forcas interfaciais,

g = constante de gravidade,

onde ¢ = [, g indicam a fase do liquido e do gas, respectivamente, as fragoes de volume

satisfazem

ap + oy = 1. (2)

No artigo estudado para este trabalho, [15], os autores citam alguns fen6menos
que podem surgir no estudo de (1) quando utilizado nas operagoes de dguas profundas.

Tais fenOmenos sao:

(i) zona de transicao dindmica separando regides de duas fases e de uma fase;

(ii) fortes efeitos de expansdo relacionados ao gds comprimido que se move para cima

em dire¢ao a uma pressao mais baixa;
(iii) termos de atritos complicados para levar em conta padroes de fluxos mais realistas;
(iv) transicdo de um regime de fluxo para outro;

(v) fluxo de fluidos entre o furo do pogo e o reservatoério circundante.

Neste trabalho vamos estudar um resultado provado por Steinar Evije e Huanyao
Wen no artigo [15] no qual trabalha com um modelo reduzido de (1), onde os efeitos
inerciais nas equagoes do momento sao desprezados e os coeficientes de viscosidade 1, 14

sao constantes positivas. Logo, o modelo toma a forma

( (n)y+ (nug)y =0

(m)y+ (mw), =0

8

O‘g(P) =-ng+ Ng(“y)m
a(P)y =-m g+ p(u)e

Além disso, considerando uma lei do gas politropico e um liquido fracamente

compressivel representado por

P P —po Po
= 0 = + 2 _ > O 5 4
Pg ag Pr = P10 a12 (Fvo pL0 o2 (4)
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onde p; € pp sao a pressao de referéncia e a densidade dadas como constantes e q; e a,
sao as velocidades do som na fase do liquido e do gas, respectivamente e ko uma constante

positiva.

m n
Da relaggo — + — =1, temos
Pr Py

+ PN (L4 Py (L
m n = > — |m Y K n = - Y K .
pg pl ngl a?] alg 0 ag al2 0

Dai segue-se que

e resolvendo a equacgao acima, obtemos

2 4a?
P=a2’[b+ b2+29c].

Assim,
2 4a2
P = P(m,n) = ai(pi — pro) + po = azpg = %l [b +4 /0% + a;’c] : (5)
i
onde
a2
: g
b=b(m,n) =m+a—12n—/£0, (©)
¢ = c(m,n) = Kon.
O modelo (3) é equipado com condicao de fronteira
ui(x =0,t) = w(zr=1,t) =0 i=1lg e tel0,T] (7)
e dados inicias
m(x,t =0) = mo(x), n(z,t=0)=ny(x) x € [0,1]. (8)

O modelo (3) é importante em processos onde existem duas fases movendo-se
com velocidades individuais separadas e nos quais podemos formular as equacoes de
conservacao da massa de cada fase agrupada com as equagoes de momento separadas.
Por exemplo, no trabalho [8] os autores realizam uma nova interpretagido do modelo de
Keller-Segel utilizando a formulagao de duas fases (células e d4gua) e onde o modelo (3)

pode ser visto como um submodelo do apresentado no trabalho deles.

O teorema principal deste trabalho expoe a existéncia e unicidade de uma

solucao regular do modelo (3) para um tempo Ty > 0 que depende dos dados iniciais e
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dos coeficientes de viscosidade. O teorema garante que as massas m e n permanecem em
WL (r = 2) nesse tempo T} que pode ser grande se os coeficientes de viscosidade sdo
tomados suficientemente grandes. Além de dar uma ideia de como atuam os coeficientes

de viscosidade sobre a regularidade da solucao.

Fazendo uma linearizacao das equacoes de conservacao das massas combinadas
com as equacoes de particulas e estimativas da energia, na prova do teorema principal
utiliza-se a técnica de iteracao. Essa iteracao cria uma sequéncia de solugoes aproximadas

do modelo que converge para uma solu¢do do mesmo.

Em [16] um modelo similar a (3) é descrito sem os termos mg e ng e assumindo
o termo de pressao capilar, isto é, a pressao do liquido e do gas sao diferentes nas equagoes
do momento. Os autores deste artigo tratam a estabilidade global das solugoes perto de um
estado de equilibrio constante. No trabalho de Bresch, Huang e Li [6], eles lidam com um
modelo similar (1) com a hipdtese que os coeficientes de viscosidade depende linearmente
da massa, isto é, u; = m e u; = n e lidam com a existéncia de solucao fraca global do

problema proposto.

Vale a pena ressaltar o Modelo de Mistura (Drift-Fluid Model - DFM), o qual
foi desenvolvido pela primeira vez por Zuber e Findlay [27]. O DFM é similar a (1) com a
diferenca que a equagdo do momento da mistura é a soma das duas equagoes do momento

de (1) junto com a relagao
Umiz = OQU + QgUy.

Consulte [12, 11, 13, 14, 19, 22| para a boa colocagio global de solugoes fracas e regulares,
bem como, o comportamento ao longo do tempo do DFM, assumindo que as velocidades
sao iguais, isto é, u; = u, = u. Para uma versao do modelo de dois fluidos viscosos e

compressiveis em espagos com dimensao maior que 1, consulte [5].

O trabalho foi dividido em dois capitulos. No primeiro capitulo apresentamos
os conceitos e resultados que sdo essenciais para o desenvolvimento do seguinte. Mais
precisamente, vamos expor uma definicao e um resultado da equacao do transporte com
coeficientes variaveis, algumas defini¢oes e resultados da teoria da Analise Funcional, de
espacgos L?, da teoria da distribuicao e de espagos Sobolev na reta. Ainda neste capitulo
apresentaremos desigualdades relevantes para esse estudo, a saber, as desigualdades
de Young, de Holder, de Jensen, de Gronwall. Além disso, abordaremos alguns outros
resultados importantes e finalizando o estudo das preliminares, serao apresentados defini¢oes
e resultados da teoria de espacgos a valores vetoriais com um resultado importante e que

serd de grande utilidade em seguida, a saber, o teorema de Aubin-Lions-Simon.

No capitulo 2, apresentaremos com mais detalhes o artigo [15] e dividimos-lo em
trés secoes. Na se¢ao 2.1, enunciamos formalmente o teorema de existéncia de solugdes para

o problema (3) (Teorema 2.1) e fazemos algumas observagoes. Ja na segdo 2.2, propomos
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e provamos seis lemas que sao de grande importancia na demonstracao do Teorema 2.1.
Por fim, na se¢ao 2.3, demonstramos o Teorema 2.1, visando facilitar a compreensao do
leitor separamos a demonstracao em sete subsecoes: na subsecao 2.3.1 construimos um
modelo aproximado, através das sequéncias iterativas, na subsecao 2.3.2 provamos a boa
definicao das sequéncias, na subsecao 2.3.3 mostramos a limitacao das sequéncias nos
espacos apropriados, na subse¢ao 2.3.4 trata-se da existéncia do limites das sequéncias, ja
na subsec¢ao 2.3.5 investiga a convergéncia da sequéncia vizinha das velocidades e por fim,
nas subsecoes 2.3.6 e 2.3.7 abordamos a existéncia e unicidade da solucdo do problema

proposto, respectivamente.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados preliminares im-

portantes a serem utilizados neste trabalho.

1.1 Notacoes

e ur — u em F denota que u; converge para u na topologia forte de F, veja Definicao

1.3.

e ur — u em F denota que uy converge para u na topologia fraca de F, veja Definicao
1.3.

o fr — f fraca - x em E’ denota que u; converge para u na topologia fraca estrela de

E’, veja Definicao 1.3.

o Vamos trabalhar no espaco euclidiano R". Denotaremos por {2 um conjunto aberto
de R"™ e 02 a fronteira de €.

o Denotaremos o suporte de uma fungao continua f : 2 — R por

supp(f) = {z € 5 f(x) # 0}.
e Seja m um inteiro nao negativo ou m = oo, denotaremos por

C™(Q2) ={u: Q — R;u é m — vezes diferencidvel com derivadas continuas}.

Em particular,
o0
C%(Q) = {u: Q — R; u funcio continua} e C* = ﬂ cm(Q),
m=0

veja Defini¢ao 1.8.
o« CT(Q) ={ue C™(Q); supp(u) é compacto}, veja Definigao 1.9.
e D(Q) =Cr(Q) é o espago das fungdes teste, veja Definigao 1.11.

o LP(Q) = {u: Q — R; ué Lebesgue mensuravel, |ul ) < o0}, para 1 < p < .
Veja Defini¢ao 1.14.

o D'(Q) é o espaco das distribuicoes sobre 2, veja Defini¢ao 1.22.

o WHP(Q), com ke Nel<p< o, denota o espaco de Sobolev, veja Defini¢ao 1.37.
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e« IP(I;X)eC(I;X), onde X é um espago de Banach e I um intervalo de R, veja
Defini¢ao 1.50.

e a=(ai,...,a,) € N" édito multi-indice e denotaremos

n
la] = Z Q.
i—1

As derivadas de ordem superior serao denotadas por

olel

DY = D* ... D% —
1 n aalxl...aanxn’

J . o . Ou
onde D; = e Para as derivadas de primeira ordem usaremos as notagoes oy = U
Z; T

e Denotaremos o gradiente da funcao u : {2 — R por
ou ou
Veu==—,...,— | .
" ((%Ul &Un)

1.2 Equacao do Transporte com Coeficientes Variaveis

Nesta secao, vamos definir e apresentar algumas propriedades de Equacao do

Transporte com Coeficientes Varidveis. Para maiores detalhes, consultar Golse [18].

Seja V' : [0,T] x R®™ — R"™ uma campo vetorial e T' > 0. Considere o problema
de Cauchy

filt,z) + V(t,x) -V, f(t,z) =0, zeR", 0<t<T,
£(0,2) = (),
onde f™ = f™(r) e R é dada, enquanto f = f(¢,z) € R é desconhecida.

O campo vetorial V' satisfaz as seguintes condigoes:

(H1) cada componente V; do campo vetorial de V' tem derivadas parciais com respeito a

variaveis x; para j = 1,...,n, e

(H2) Ve C([0,T] xR"R") e V,VeC(0,T] xR"; M,(R)), onde M,,(R) denota uma

matriz de ordem n x n com entradas reais.

Definicao 1.1. Seja v a solucao do sistema diferencial

() = V(s.7(5)
v(t) = .

O conjunto

{(s,7(s))] s € [0, TT}

¢ chamado curva caracteristica do operator de transporte 0, + V (t,z) - V, passando por x

no tempo s = t.
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Teorema 1.2. Assuma que o campo vetorial V satisfaz as condigoes (H1) — (H2). Entao,

para cada t € [0,T] e cada x € R", o sistema de EDO

d
—L(s) = V(s,7(s))
V(t) = =
tem uma tinica solugdo s — (s) que é de classe C* em [0,T].

Essa solugdo € daqui em diante denotada por

v(s) = X(s,t, 7).
O mapa X satisfaz as sequintes propriedades:

a) X € C'([0,T] x [0,T] x R";R");
%X 02X

R N (s,t,x) e PR

b) as derivadas parciais (s,t,z) existem e

J

0?X 02X
m(&tx) = m(sat,x),

para todo (s,t,z) € [0,T] x [0,T] x R"™ e todo j = 1,...,n. Além do mais,
0’ X
Os O,

J

e C([0,T] x [0,T] x R™;R™);

c) se V satifaz a condicao adicional
(H3) Ve C*([0,T] x R R") e V,VeCH[0,T] x R"; M, (R))
para algum k = 1, entdo um tem

X e C*([0,T] x [0,T] x R";R™).

Demonstragio. Ver [18], p. 19. H

1.3 Analise Funcional

Nesta secdo vamos definir e apresentar alguns resultados de Anélise Funcional.

Para maiores detalhes, consultar [3] e [7].

Definicao 1.3. Sejam E um espaco de Banach e E' o espaco dual de E.

e Dizemos que uma sequéncia (ug)ren € E converge para u € E, se
lim |up —ul|p = 0.
k—o0
Denotaremos por:

U — U.
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e Dizemos que uma sequéncia (ug)ren < E converge fracamente para u € E, se para

qualquer f € E' temos

<f>uk>E’><E R f,we e
Denotaremos por:

ur — u fraca em F.

e Dizemos que uma sequéncia (fx)ren € E' converge fracamente-x para f € E', se para

qualquer u € E temos
e R
Denotaremos por:
fr — f fraca-+ em E'.

Definicao 1.4. Sejam X e Y espacos de Banach, diremos que X estd imerso continua-

mente em Y e denotamos por
X <Y,
se X <Y e existe uma constante C' > 0 tal que
lzly < Cllz]x, VoeX.

Teorema 1.5. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada

em E. Entdo, existe uma subsequéncia (z,,) que converge fracamente em E.

Demonstragio. Ver [7], p. 69. O

Teorema 1.6. Sejam E um espago de Banach separdvel e (f,) uma sequéncia limitada

em E'. Entao, existe uma subsequéncia (f,,) que converge fracamente-x em E'.

Demonstragio. Ver [7], p. 76. O

Definicao 1.7. Seja f : Q2 — R continua. O suporte de f é definido como o fecho em
Q do conjunto {x € Q; f(x) # 0} e denotado por supp(f). Se supp(f) for um conjunto
compacto de Q, dizemos que f possui suporte compacto. Denotaremos por C.(S2) o espago

das fungoes continuas em €2 com suporte compacto.

Definigao 1.8. Seja m inteiro nao-negativo ou m = 0. Denotaremos por C™(§2) o espago

vetorial das fungoes com todas as dem’vadas parciais de ordem menor ou igual a m continuas

em Q. Além disso, C° = C(Q) e C* = ﬂ c™(Q
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Definicao 1.9. O espaco vetorial das fungoes ¢ : 2 — R que possuem todas as derivadas

até a ordem m continuas em ) e que tém suporte compacto, sendo que esse suporte depende

de ¢, é denotado por C"(2) (ou CF(2) se m = o).

Defini¢ao 1.10. Uma sequéncia (px)ren de fungoes de CF(S)) converge para zero quando

existe K < Q compacto de modo que:

1. supp ¢, < K, para todo k € N;
2. Dado d € N, para cada o € N,
0%pr — 0 uniformente em K,

onde 0% denota o operador derivacdo de ordem a definido por

oled

ox{toxs? - - dwy?’

coma = (aj,a0,...,00) eN elal =a; +as + - + ag.

Definigao 1.11. O espago vetorial CF(€2) com a nogio de convergéncia definida acima é

representado D()) e denominado espaco das fungoes testes em ).

Definicao 1.12. Seja I < R um intervalo.

e Uma funcdao u: I — R"™ ¢ dita ser absolutamente continua em I, se para todo € > 0
existe § > 0 tal que

l

Z (b)) — ulag)||mn < €

para cada niumero finito de intervalos nao sobrepostos (ax,by), k = 1,...,1, com
[ag,bp] = I e
!
Z |bk — ak| < 0.
k=1
O espaco de todas as funcoes absolutamente continuas u : I — R"™ é denotado por
AC(I;R™).

e Uma fungao u: I — R™ € localmente absolutamente continua, se for absolutamente
continua em [a,b] para todo intervalo [a,b] < I. O espago de todas as fungoes

localmente absolutamente continuas u : I — R™ é denotado por AC.(I;R™).

Definicdo 1.13. Um conjunto Q < R™ é chamado H'-retificdvel, se existe uma sequéncia

de fungoes Lipschitz u; : I — R" tal que

' (Q\qu(R)> =
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Um conjunto Q@ < R™ é puramente H'-irretificdvel se
H' (2 u(R)) =0

para toda funcao Lipschitz u : I — R™.

1.4 Espacos de Funcoes

Nesta secao, apresentaremos a definicdo e algumas propriedades dos espacos
LP(Q2), distribuigbes vetoriais e espago de Sobolev que serao tteis ao longo desse trabalho.

Para maiores detalhes, consultar [3] e [7].

1.4.1 Espacos LF(Q)

Definigao 1.14. Seja 1 < p < 0. Denotamos por LP(QQ) o espago de Banach das (classes
de) fungoes definidas em 2 com wvalores em R, tais que |u|P € integrdvel no sentido de

Lebesgue em € com norma

1
P
|ul e = (J u(x)\pdx) para 1 <p < 0.
Q

Para p = o, denotamos L™ () o espago de Banach das (classes de) fungoes mensurdveis

de u definidas sobre 2 que sdo essecialmente limitadas com a norma dada por
|ullpe = inf{C' e R; |u(x)| < C q.t.p. em Q}.
Teorema 1.15. O espago LP(Q) € reflexivo para 1 < p < o0.

Demonstragio. Ver [7], p. 95. O

Teorema 1.16. O espago LP(Q)) é separdvel para 1 < p < o0.

Demonstragio. Ver [7], p. 99. O

Definicao 1.17. Seja 1 < p < . A funcio f: € — R € dita localmente integrdvel em

LP(Q) se f for uma fun¢io mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K < )

JK f(2)Pda < oo,

Denotaremos o conjunto dessas fungoes por L (Q).

Note que se f e L} (), entdao f e L, .(Q).

loc
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Teorema 1.18. Seja u € L;,.(Q) tal que

prdazz() Ve D).
Q
Entao u =0 q.t.p. em €.

Demonstragio. Ver [7], p. 110. ]

Teorema 1.19. O conjunto C(2) € denso em LP(SY) para qualquer 1 < p < .

Demonstragio. Ver [3], p. 63. H

Teorema 1.20. Sejam 1 < p < © € (Uy)nen uma sequéncia de fungoes de LP(QQ) que

converge fracamente para u em LP()). Se
hmsup HunHLP < HuHva
n—00
entdo a sequéncia (un)neN converge fortemente para u.

Demonstragio. Ver [3], p. 66. ]

1.4.2 Distribuicoes vetoriais

Defini¢ao 1.21. Uma sequéncia (¢r)ren < D(Q) converge para algum o € D(Q) se existe
um compacto K < R" na qual contém o suporte de ¢ e de todas as fungoes ¢ e se para

qualquer multi-indice o € N, a sequéncia (0%py)gen converge uniformente para 0*p.

Definigao 1.22. Um funcional linear T : D(Q2) — R ¢é dita uma distribuicio se for
continua no sentido que T(pp) =3 T(p) para qualquer sequéncia (p)ren convergindo

para @ em D(Q).

O conjunto das distribuigoes é denotado por D'(Q) e usamos a notagio
T(p) =T, p)pxD-

Definigao 1.23. Uma sequéncia (Ty)ken < D'(Q) € dita ser convergente para uma distri-

buigao T € D'(Q) se para qualquer ¢ € D(Q) temos

(T, ©)p'xD oy (T, p)prxp-

Definicio 1.24. Para qualquer distribuicio T € D'(Q) e qualquer multi-indice o € N?, a

derivada de T no sentido de distribuicao € a distribuicio 0T definida por

(0°T, yprxp = (—1)°UT, 0°0)prwp, V¥ 0 € D().
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Teorema 1.25. Seja f € L}, (Q). Se p € D(Q), entdo

loc

Ty, o)pxp = L fodx
define uma distribuicao em D'(S).

Demonstragio. Ver [3], p. 72. O

Teorema 1.26. Sejam 1 < p < 0.

o Se (fn)nen uma sequéncia em LP(Q) que converge fracamente para f € LP(S2), entao

fn =% f emD(Q).

o Se (fu)nen uma sequéncia em L*(Q) que converge fracamente-x para f € L*(Q),

entao
fn =5 f emD(Q).

Demonstragao. Ver [3], p. 73. ]

1.4.3 Espacos de Sobolev

Definicao 1.27. Sejam 1 < p < o0 e I um intervalo aberto de R. O espaco de Sobolev
WYP(I) ¢ definido por

Wt (1) = {ueLp(I); 3 u, € LP(I) com Jugpx dr = —fuxgp dx V@EC’;(I)}.
I I

O espaco W'P(I) é um espaco de Banach com as normas

1
l (Julfe + llue)7o)» se 1< p< oo,
u Wwlp =
|ulpe + [ug|r=  se p=o0.

Teorema 1.28. O espaco WP(I) ¢ reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < 0.

Demonstragao. Ver [7], p. 203. ]

Teorema 1.29. Seja 1 < p < w. Se u e W'P(I), entdo existe uma funcio i € C(I) tal

que

T

u=1u qtp eml e ulz)—u(y) = f ug(§)ds Va,yel.

Yy

Demonstragao. Ver [7], p. 204. ]
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Teorema 1.30. Eziste uma constante positiva C (que depende somente de |I| < o) tal

que
|u e < Clullwe, Yue W'P(I), V1<p<oo.
Em outras palavras, WP (I) < L*(I) com a imersio continua para todo 1 < p < .
Além disso, se I € um intervalo limitado entdo
e a imersio W'P(I) — C(I) é compacta para todo 1 < p < 0.

e a imersao W' (I) — Li(I) é compacta para todo 1 < q < .

Demonstragio. Ver [7], p. 213. ]
Corolério 1.31. Seja u,v e W'(I) com 1 < p < . Entdo
uv € WHP(I) e (uv)y = UgV + Uy,

Ademasis, vale a formula de integracao por partes

T

[ weny©de = uw)ote) - utwyot) - [ @o©de. voyel

Y Y

Demonstragio. Ver [7], p. 215. H

Defini¢ao 1.32. Dado 1 < p < », denotamos por Wy (I) o fecho de C(I) em WYP(I),

equipado com a norma de WP (I).
Observaciao 1.33. Se ue WP (I) n C,(I), entio u e Wy "(I).

Teorema 1.34. Seja u e W'(I) com 1 < p < w. Entdo u € Wy ?(I) se, e somente se,
u=0emdl.

Demonstragao. Ver [7], p. 218. ]

Teorema 1.35 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos I um intervalo limitado. Entao

existe uma constante C, > 0 (dependendo de |I| < ) tal que
[ulwio < Cplluslze — Yue Wo™(D).

Em outras palavras, em Wy (I), |ug||z» € uma norma equivalente & norma de W*P(I).

Demonstragio. Ver [7], p. 218. ]

Observagao 1.36. Seja (1 < p < o).

e O espaco dual de WyP(I) é denotado por W
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e Se I é um intervalo limitado, temos
/
WoP(I) = L* c Wte
com imersao continua (e imersio densa quando 1 < p < o).

Definigao 1.37. Sejam um nimero inteirom > 2 e 1 < p < 0. Definimos, por recorréncia,

0 espaco
WmP(I) = {u e W™ 2(I); D'ue Wm_l’p(l)} ,

com a notagio D'u = u,, equipado com a norma

m

[ulwmn = lulzr + Y Dl .
i=1

Observagao 1.38. Sejam um nimero inteiro m > 2 e 1 < p < 0.

e O espago WyP(I) € definido como o fecho de CI"(I) em W™P(I).
e O conjunto
Wy ={ue W™P(I); u=D'w="---=D""u=0 em oI}
¢ essencial para notar a diferenca entre

WP = {ue W*P(I); u= D'u =0 em oI}

W2P(I) A WyP = {fue W*P(I); u=0 em ol}.

1.5 Desigualdades e resultados importantes

Nesta se¢ao seguem algumas desigualdades conhecidas que serao utilizadas ao

longo do texto. Para mais detalhes, consultar [10], [3] e [7].

Lema 1.39. Sejam numeros reais a; =0, comt=1,2...,n ep > 1. Entao

(i ai>p <n? (2 af) .

Demonstracao. Usando as propriedades do maximo, obtemos

n p n
Z a; | < (nmax{ay,as,...,a,})’ = n’max{a},dy,... al} <nP Z al | .

i=1 =1
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Definicao 1.40. Seja 1 < p < o0. Denotamos por p' o expoente conjugado,
1 1
-+ =1
p P
Proposicao 1.41 (Desigualdade de Young). Se 1 <p < o e a,b > 0, entdo

ab v
p p

Demonstragio. Ver [10], p. 622. ]

Proposigio 1.42 (Desigualdade de Holder). Se fe LP(Q) e ge LY () com 1 < p < oo,
entio fge L'(Q) e

Ifolo = f ol dx < |f o9l

Demonstragio. Ver [7], p. 91. ]

Proposicao 1.43 (Desigualdade de Jensen). Seja Q = R™ aberto e n € L*(Q) uma fungdo

ndo-negativa. Para qualquer fungio f tal que |f|Pn e L*(Q), para algum 1 < p < o0, entdo

fne LX(Q) e
' f fndx
Q

Demonstragio. Ver [3], p. 59. O

p

< Il j P da.
Q

Lema 1.44. Sejam |Q] < o0 e 1 < p < g < w0. Entao, LY(Q) — LP(Q) € uma imersao

continua. Mais precisamente,

[flzr < Cal fllea Vf e LUQ).

Demonstragao. Ver [7], p. 118. ]

Proposicao 1.45 (Desigualdade de Gronwall). Seja Y(-) uma fungao ndo negativa, abso-

lutamente continua em [0,T], que satisfaz para quase todo t a desigualdade diferencial
T'(t) < o)X (t) + (1),
onde ¢(t) e 1(t) sao fungoes nao negativas, integraveis em [0,T]. Entao
T'(t) < el 9(s) ds <T(0) + Jtzﬁ(s) ds> :
0
para todo 0 <t <T'. Em particular, se
T' < ¢Y em [0,T] e Y(0) =0,
entao

T=0emnl0,T].
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Demonstragio. Ver [10], p. 624. ]

Lema 1.46 (Lema de Gronwall Discreto). Seja T > 0 e considere uma sequéncia (ay)nen
de fungoes continuas nao-negativas em [0, T]. Assuma que (a,)nen Satisfaz, para qualquer
n?

t t

a,(s)ds + Cf an+1(8)ds, 0<t<T,

0

0

onde A, B e C sdo constantes.

1. Se A =0, existe uma constante K > 0 tal que

Kn-i—ltn

an(t) < o

’

2. Se A > 0, existe uma constante K = 0 dependendo de A, B, C' tal que

an(t) < Ke**, 0<t<T, n e N.

Demonstragio. Ver [2], p. 1270. ]

Proposicao 1.47 (Regra da Cadeia). Sejam f : R" — R uma fungdo continua de Lipschitz
localmente e I < R um intervalo. Entao foue€ AC,(I) para toda u € AC,(I;R™). Além

disso, se o conjunto
F:={u:1I—->R"; f nao é diferencidvel em u}

¢ puramente H'-irretificdvel, entdo

0
(fou)(x) = Z —f(u(x))uﬁc(a:) quase todo x € I,
=1 Ok
onde T(u(z))u%(m) ¢ interpretado como zero sempre que uy(x) = 0.
OuUg
Demonstragio. Ver [21], p. 145. O

Proposicao 1.48. Seja (X, X, p) um espago de medida. Suponha que f: X x [a,b] > R

(—o0 < a < b< ) satisfaz as sequintes condigoes:

(i) f(x,s) € uma fungao integrdvel para cada s € [a,b].
0f (x,s)
Js
(7ii) Existe uma fungdo integravel g : X — R tal que

of(z,s)
0s

(7i) Para quase todo x € X, a derivada existe para todo s € [a,b].

g(z).
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Entao, para todo s € [a,b],

4 Lf(m,s> du(x) = L Y (,5) du()

Demonstragio. Ver [17], p. 56. O

Teorema 1.49 (Teorema de Fubini). Seja F : € x Qy, — R. Se F e L'(; x Qy), entdo
para q.t.p. v € Qq, F(x,y) € L;(Qg) e J F(x,y) dy € LL(Q). Similarmente, para q.t.p.

Qo

yeQy, F(z,y)e LL() e f F(x,y) dz € L, (Q). Além disso,

1951
J d$f F(x,y)dy =f dyf F(z,y)dx = JJ F(x,y)dxdy.
91 Q2 Q2 Q Q1%
Demonstragao. Ver [1], p. 120. ]

1.6 Espacos a Valores Vetoriais

Nesta sec¢ao, apresentaremos a definicao e algumas propriedades dos espacos a

valores vetoriais que serao tteis ao longo desse trabalho. Para maiores detalhes, consultar

[3] e [10].
Denotaremos por X um espago de Banach e I um intervalo de R.

Defini¢ao 1.50. Seja 1 < p < 0. Denotaremos por LP(I,X), o conjunto das (classes de

equivaléncia das) fungoes mensurdveis f : I — X tal que t — || f(t)||x pertence ao LP(I).

e O espago LP(I,X) é de Banach com a norma

1
P
|pr(1,X)=U f(t)|’§(dt] <o paral<p<om.
I

e O espago L*(I,X) é de Banach com a norma

I laatr.x = esssup [ £(2)]x < o0

e O espago C(I,X):={f:1— X; fé fungio continua} é Banach com a norma

£l x) = ma [F()]x < o

Observagao 1.51. Se 1 < p < w0, o dual topoldgico de LP(I; X) se identifica com o espago

Lp'([; X"), onde - + — = 1. Demonstra-se também que se X for reflexivo (respectivamente
p D
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separdvel) e 1 < p < oo (respectivamente 1 < p < o) entdo LP(I; X) € reflexivo e

(respectivamente separdvel). Com esta identifica¢io temos

Fowrw (rxnxre(r:x) = L<f(t)7u(t)>X’det>

para todo f € Lp/(I;X’) e para todo u € LP(I; X).

Temos também que o dual topoldgico de L*(I; X) se identifica com o espago

L*(I; X").

Definicao 1.52. Sejam X < Y dois espacos de Banach e 1 < p,q < c. Dizemos que
uma fungao u € LP(I; X) tem uma derivada fraca em L(I;X) se existe uma fungdo
ge LYLY) tal que

JI S (Oult)dt — — L S(D)g(B)dt, Voo e D(I).

Se tal fungdo g existe, € unica e denotamos

u'(t) = g(t) (u/ = Zl;:) .

Definigao 1.53. Seja Y um espaco de Banach. Dizemos que uma fungio u: [0,T] - Y
¢ continua fracamente se para todo ¥ €Y', a fungdao definida por t — (i, u(t))y/xy € R é
continua. Denotamos por C([0,T];Ytraca), 0 conjunto das fungoes u : [0, T] — Y que sio

continuas fracamente.

Teorema 1.54. Sejam X espagco de Banach separdvel e reflexivo, e Y um espaco de

Banach, tal que X <Y € imersao continua. Entdo
LOO([O7 T]a X) M O([O> T]a Yfraca) = O([O, T], Xfraca)'

Demonstragio. Ver [3], p. 95. O

Definicao 1.55. Sejam X e Y dois espacos de Banach tal que X € imerso de maneira

continua e densa emY, T >0 el <p,q<o0. O espago
E,,={ue LP([0,T]; X)|u € LY[0,T]; Y)}
¢ um espaco de Banach com a norma
lull g, = lull ooy x) + W[ La o,y v)-
Teorema 1.56. Seja ue E,, com 1 < p,q < 0. Entao
1. ue C([0,T]; V),

2. a imersao de E,, em C([0,T]; Y) é continua.
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3. Além disso, para todos s,t € [0,T] , temos
t
u(t) —u(s) = J u' (1) dr.

Demonstragao. Ver [3], p. 99. ]

Teorema 1.57 (Aubin-Lions-Simon). Seja By € By < By trés espagos de Banach.
Assumimos que a imersdo de By em By continua e que a imersio de By em By compacta.

Sejam p, q tais que 1 < p,q < o0. Para T > 0, definimos

Epq = {ue L([0,T); Bo) | ' L([0,T]; By)}.

i) Se p <, a imersio de E,, em LP([0,T]; By) é compacta.

ii) Sep = eq>1, aimersao de E,, em C([0,T]; By) é compacta.

Demonstragio. Ver [3], p. 102. O
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Neste capitulo, vamos apresentar e provar o teorema que garante a existéncia e

unicidade de solugao forte do modelo reduzido de duas fases transiente unidimensional

para um fluxo isentrépico gas-liquido (3) em (0,1) x (0,7}) satisfazendo as condigoes de

fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente.

2.1 Enunciado do Teorema Principal

Nesta secao, enunciamos e fazemos algumas observagdes do teorema de existén-

cia e unicidade de solugao forte.

De agora em diante, denotaremos
Wk? = Wk»([0,1]) e LP = LP([0,1])
para k =1,2epe[l,x].
Teorema 2.1. Sob uma das hipdteses
(i)
mo,ng € WH, 0 < kg <Cp <mg<Cy 0<ng<0Cs,
onde r = 2 e C; uma constante positiva para i = 1,2, 3.
(ii)
mo,ng € WH, 0<myg < Cy <Ky, 0<ny<Cs,
onde r = 2 e C; uma constante positiva para i = 4,5.
mo,ng € WY, 0<my<Cq4, 0<Cr<ng<Cs,

onde r = 2 e C; uma constante positiva para i = 6,7, 8.

em [0, 1], (2.1)

em [0, 1], (2.2)

em [0,1], (2.3)

Ezxistem uma constante positiva Ty que satisfaz (2.4) e uma tdnica solugio (m,n,ug, w;) do

problema (3), isto €,

-

(n)e+ (nug)y =0

< (m)g+ (mu), =0
ag(P)y =—ng+ p1g(ty)aa
(P)y = —m g+ ()



Capitulo 2. Teorema Principal

32

em (0,1) x (0,Ty) com a condigio de fronteira
ui(x =0,t) = w(r=1,t) =0 i=1lg e tel0,Tp]
e dados iniciais
m(z,t =0) = mo(x), n(z,t=0)=mny(x) x € (0,1],
onde
(m,n) € C([0, To]; W), (me,ne) € C([0, To]s L"), (w1, ug) € C([0, To]; W)
comr = 2.

Além disso,

e Sob a hipdtese (2.1),

- C.Cy

— C1Cs
O<kry<(Ci<m< < —=

0<n<

ﬁl ) € = Ol em [Oa 1] X [0>T0]7

onde C; e Cy sdo constantes positivas para i = 1,2,3 e C} € (ko, C1).

e Sob a hipdtese (2.2),

CyCs
Cy

onde C; e Cy sdo constantes positivas para i = 4,5 e Cy € (Cy, ko).

0<m<Ci<ky, e 0<n< em [0,1] x [0, Tp],

e Sob a hipdtese (2.3),

C
0<m<Cee, ¢ 0<-—L<n<Cse em]0,1] x[0,Tp],
e

onde C; € constante positiva para i = 6,7, 8.

Observacgao 2.2. A constante positiva Ty satisfaz

-

1
Ty < min {Tl,Tg, M} para hipétese  (2.1),

_ 1
< T <min{T1,T2,3CAH} para hipdtese  (2.2),

= 1
T <min{T1,T2,} para hipotese  (2.3),

\ 304,
onde
1 C A
o= CrA, A log (Ci) pora Cue o, )
- 1 Cy on
Tl & OIAHAI g (C’i) para 04 € (047 KO);
Tetr ¢ Do

(2.4)
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com Cp constante de imersdo de Sobolev, A; e C constantes positivas todas elas sdo

1
independentes de i e g, exceto a constante A, = max {, } Observe que Ty pode ser

Hr g
escolhido grande se A,, for suficientemente pequeno, isto €, se os coeficientes de viscosidade

W e pig forem suficientemente grandes.

Observacao 2.3. No decorrer da prova do Teorema 2.1, precisamos r > 1 até lidarmos
com os termos de pressao nao conservativa ozP, e oqP,. Nos resultados a partir do

Lema 2.19 é necessario, de fato, r = 2.

Observagao 2.4. Sabemos de (4), (5) e (6) que

P P—p P
pg = pL=pro+ ——s— (%oépz,o—a(;>0>

a2’ a; ;
e
2 2 aj 5
P = P(m,n) = a;(p — pro) +po = apy = o b+ 40?2+ a2gc ,
i
onde
a2
b=0b(m,n)=m+ a—lgn—/io,
¢ =c(m,n) = Kon.
Entao,

e note que oy = ay(m,n) = estd bem definido, pois

Pl (m7 n)

P —po Po
pL=pio+ a12 >Pl,0—;%:ﬁo>0 para m,n = 0.

m M
Portanto, se 0 < m < M para alguma constante M > 0, entdo oy = — < — < w0 e

mn Pl Ko
de — + — =1, seque que 0 < oy, 0y < 1.
Pr Py

P(m,n)

e derivando ambos os lados de py(m,n) = 5 com relagio a m e n e utilizando
a

P(m,n) acima e as defini¢oes de b e ¢, obtemos

Opglmon) _ai (b ) dpglmom) L b 260y

- 2 2 2
om 2ay b? + %c on 2 24/0% + %"c
l 1

onde
2 2 4 2
a a a
b + e = (m— ko)* + 2-Smn + —4n® + 2K,—4n.
i

4
aj a; aj
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Observacgao 2.5. As trés condigoes (2.1), (2.2) e (2.3) sdo necessdrias para garantir os
limitantes das massas do liquido e do gds (ver Lema 2.13, pdg. 57 e Proposi¢io 2.17,
pdg. 70). E com esses limitantes garanta-se que derivadas de py, e consequentemente as
derivadas de P, estejam bem definidas e sejam limitadas (ver Obvervagao 2.4, eq. (2.5),
pag. 33 € o Lema 2.7, pdg. 38).

2.2 Resultados Auxiliares

Nesta se¢ao, enunciamos e demonstramos resultados muito importantes que

auxiliarao na demonstragao do Teorema 2.1.
Lema 2.6. Seja ne L*([0,T];W'") satisfazendo

e+ (nw)z =0, em quase todo (0,1) x (0,7, (2.6)
comnge W ewe L*([0,T]; W™ A Wy") r > 1. Entdo

neC([0,T;Wh) r>1.

Demonstracdo. Sabemos que
ne L2([0,T; W), we L0, T;W>" n W) e n = —(nws + nuw),
entao
n, € L*([0,T]; L"), r>1.
Assim,
ne L([0,T); W) e me L7([0,T]; L")
com r > 1, consequentemente, do Teorema 1.56 resulta que

neC([0,T]; L") = ne C([0,T7]; L] r>1.

T‘(lC(l) ?

Agora, da imensao continua
Wrea L, r>1,
e do fato que as hipoteses do Teorema 1.54 sao satisfeitas com
ne L2([0,T]; W) n C([0,TT; L} acq)

deduzimos

ne C([0,T];W;ih.,), comr > 1.
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Portanto,

neC(0,T]; L") n C([0,T]; W};an), com r > 1.

Por fim, resta mostrar a continuidade forte em W*". De (2.6) temos
N + New + Nw, = 0. (2.7)
Multiplicando por 7 [|"~ em ambos os lados da igualdade acima, obtemos
roen "t g0 "t w et 0l we =0
isso acarreta que

(In[)e + (")ew +rinf'we =0 = (Inl"): + (In]"w)e + (r = D(|n|"wz) = 0.
Intergrando a igualdade acima sobre [0, 1], obtemos

G [ rads = = [ )t e+ ¢ 1) [ o @0

= —[In["(X, )w (1, ) = |n[" (0, £)w(0, £)] + (r — 1)L (=w)zln[" (2, t)dx

e ja que w(1,t) = w(0,t) = 0 quase todo t € [0, 7], deduzimos

1

jtn(t)ﬁr < C’J (lwe| - In") (z,t)dx  quase todo t € [0,T]. (2.8)
0

Como w € L*([0,T]; W™ A W,™"), entéo
(wa (2, 8)] < ws(B)l|e < Crllws(t) lwrr < Crllw(t)|w2r < 0. (2.9)

Na 2% desigualdade usamos o Teorema 1.30 e a 3* desigualdade resulta da Definicao 1.37.
Por (2.8) e (2.9), resulta que

1

d L L 1
GO <T | (sl 107 0.0 < Clee Ol | Il (o000

0
1 1
< C||wx(t)\|wwf n["(, t)dz < Cw(t)wwf nl" (2, t)d,
0 0
ou seja,
d r al r ral r
MOz < Clw®) w2 [0l < Clw®)lwar[n(t) .- quase todo t € [0,T]. (2.10)

Agora, derivando (2.7) com respeito a variavel z e multiplicando por rn,|n,| >

em ambos os lados, obtemos

(|7756|T)t + (|77$|T)xw + 27‘|77J:|TWJ: +rn 77x|77x|r_2wm =0
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e sendo (|7:"w)z = (|N2]")aw + |N2|"ws, obtemos

(") + (el w)e + (27 = V(2] @) + 7 1 7202 *wae = 0.
Integrando sobre [0, 1] a igualdade acima, resulta que
d 1
dtf |77$|T(x,t)dl‘ = _[|nw|r(1vt)w(1vt> - |nx|r(07t)w(07t)] +
0

+(27‘—1)J

0

1 1

([_w]z’nxV)(x? t)dl‘ + TJO (77 77:E|779c|7172[_w]xr)<x7 t)dl‘

Como w(1,t) = w(0,t) = 0 quase todo ¢ € [0,T], deduzimos

1

0l < [ (el + [l oo e | = Tt + 1)

0 0
(2.11)
Primeiro, vamos obter uma estimativa para I;. De (2.9), temos
1 1
I = f (lwe||nz|") (2, t)dz < CIIIW(t)Ilwz»rf [ne|" (2, t)dx
0 0
isso implica
Iy < Crf|w () w2 [ne(£) |20 (2.12)
Agora, vamos obter uma estimativa para I5. Do Teorema 1.30, temos
n(z, O < [n(®)] = < Ciln(t) lwrr
isso acarreta
1 1
I = f (Inlnal™ [wza| ) (2, t)dz < Cflln(t)wwf (17" wsa] ) (2, t)d
0 0
Y
Usando a Desigualdade de Holder (Proposigao 1.42) em Ay, com r > 1 e r' = T T
r —

obtemos

1

Iy < CI\??@)HWML (lwao [ (@, )dz < Crlln() lwr wae ()] - 102 (#) 2

< Crlw®)war (0@ + Ine(®)]r) 907"
= Crlw®lw2r (=@ + |na()]-ln)l7")-

"

=As

Resulta da Desigualdade de Young (Proposigao 1.41), com r > 1er' = em A, e

)
r—1
reagrupando os termos que

< Crlo@lwer [ () ol + (S5 el |- 219
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Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11), obtemos

d s Val T s
Sl @z < Clo@lwar (n@)z + Ina(0)]z-)
e concluimos, da Defini¢ao 1.27, que
d _
Mm@z < Clo®lw2-[n@)lw:,  quase todo t e [0,T] e r > 1. (2.14)

Por (2.10) e (2.14) resulta que

d r d r r Yal r
SOl = (I + [n:(Oz-) < 2C [w(®)lweer () [+

para quase todo t € [0, 7] e utilizando a Desigualdade de Gronwall (Proposi¢ao 1.45) na

desigualdade acima, deduzimos

T
) < Il 50 {20 [ JOlwarit) <& vee0.7),
0

Logo,

sup {n(t)war} < c, (2.15)

SIS

onde denotamos C' uma constante positiva genérica dependendo somente da norma de w e

dos parametros de C.

Agora, de (2.14) e (2.15) deduzimos
d , — . = r 2
@Oz < 201w @) w2 [n@) [ < 2CJw@) w2 sup {[n(t) [} < Clwt)]war,
0<t<T
isto é,
d ., ~
i@l < Clw®) w2Vt e[0,T]. (2.16)
Integrando (2.16) sobre [0, t], com t € [0,T], obtemos

t
vmw;<nmm+ofm@mm¢&
0

para todo t € [0, T]. Donde decorre,

lim sup [|9.(t)|7- < |70, [ 7
10+

logo, do Teorema 1.20 acarreta que

lim () = no, - = 0.

t—0t

isso implica na continuidade da 7, em ¢ = 0.
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Assim, a continuidade de 7, em L" (r > 1), para qualquer ¢, segue desse

resultado e da observacao que, para cada tq € [0, 7] fixado, a fungao
7=z, t) = n(z, £t + to)
¢ uma solucao forte e tnica para o P.V.I. similar
e+ (0): =0 e 7(z,0)=n(z,t)

onde @ = W(x,t) = tw(x, £t + ty), para todo (z,t) € [0,1] x [0,T].

Portanto,
neC([0,T; W) r>1.

[l
Lema 2.7. Sejam m,n € C([0,1] x [0,T]) satisfazendo alguma das condi¢ées abaizo
. O<kgp<m e 0<n em [0,1]x]0,T]; (2.17)
ou
. 0O<m<ry e 0<n em [0,1] x[0,T]; (2.18)
ou
. 0<m e O<n em [0,1] x[0,T] (2.19)
entao
(152 f(wll’n >0 (2.20)

onde § é uma constante positiva, f(m,n) := /b(m,n)? + apc(m,n) e

2 2, 5% ag ay dag
b(m,n)” + apc(m,n) = (m — ko) + 2—gmn + —In° + 2kg—n, com ag= — .
ap a ap ap
Demonstracao. Ja que
2 4 2 2
a a 4a
b(m,n)* + agc(m,n) = (m — kg)* + 2a—gmn + a—inQ + 2/{0a—gn, com ag = a29.
i ! i i
Entéao, por (2.17), temos
a? al a?
b(m,n)* + agc(m,n) = (m — Ko)* +2-2mn+ —4n* +2ko—2n
— 4 ay aj
>0 —_—— —\— —\—
>0 >0 >0

— b(m,n)* + apc(m,n) >0 = /b(m,n)? + agc(m,n) > 0.
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Por (2.18), temos

a
b(m,n)* + agc(m,n) = (m — Ko)* + 2-2mn +
— a

>0

= b(m,n)* + apc(m,n) > 0

Por (2.19), temos

a
b(m,n)* + apc(m,n) = (m — ko) + 2a—gmn +

=0

= b(m,n)* + apc(m,n) >0

2

l
=0

2

l
=0

Portanto, em qualquer caso,

A/b(m,n)? + age(m,n) >0 em [0,1] x [0,T] e com ag = —Z.

4
9,2
4

l

=0

4
9,2
4

l
—_—— ——

>0

>0

a ag
=N +2k0—5n
a a

2

a ag
=N +2k0—5n
a a

l
— =

=0

2

l

—  /b(m,n)? + agc(m,n) > 0.

E, sendo n, m sao fung¢oes continuas em [0, 1] x [0, 7], entao a fungao

f(m,n) := +/b(m,n)? + agc(m,n) > 0,

com ag =

2

4ag

2 bl
aj

é continua em [0, 1] x [0,T]. Logo, existe uma constante § > 0 tal que

f(m,n) =4d§>0

—

1

=
b~ f(m,n)

> 0.

—  +/b(m,n)? + agc(m,n) > 0.

Lema 2.8. Sejam m,n € C([0,1] x [0,T]) satisfazendo alguma das condigoes abaizo

— C1Cs
/£0<01<m< —
C
ou
[ ]
0<m < Cy < Ko,
ou

0<m<Cge, e

e

0<

e

0<

0<n<

S

CCy
n < —=
1

CiCs
Cy

Sné(jge

em [0, 1] x [0,T7;

em [0,1] x [0,T7;

em [0,1] x [0, T7;

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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m = qup;, N = agp, satisfazendo oy + oy = 1 e P satifazendo (4) e (5). Entdo
vy (m, n) — (M, )| < M (jm = m| + [0 —17l),

onde j = l,g, \1 € uma constante positiva e n = n(x,t), n
m = m(x,s) para todo (z,t), (x,s) € [0,1] x [0,T].

Demonstracao. Denote

n=n(z,t), n=n(z,s) e m=mzt), m=mx,s)

para todos (x,t), (x,s) € [0,1] x [0, T]. Pela defini¢do de «;, temos

|eu(m, n) — ay(m, 1)

:’QZ%%)+(Mmmﬁﬁhm)mmwﬂ—mmmﬂ

~

m — |

h |pl(m7 n)|

m

Pl (mv n) pl(f'%? ﬁ)

|pe(m,m) — pe(m, W)[. - (2.25)

Como m ¢é uma funcao limitada em [0, 1] x [0,7] e p; = ko > 0 [ver (4)], entao

1

m

M
— e < — € ~— | < 3 (2.26)
lo(m, )| Ko pi(m,n) p(m, )|~ kg
onde M é uma constante positiva. Substituindo (2.26) em (2.25), obtemos
~ ~ 1 N M ~ ~
|al(m7n) - al(m7 n)’ S ‘m o m‘ + 2 |pl<m7n) o pl(mvn”
av) Ko
P
Sendo p; = p1o + 2p0, entao
aj
o~ 1 ~ ~
|,0[(TTL,TL> - pl(man)‘ = ? ’P(m7n) - P(mv n)|
i
Isso implica que
Joa(m, n) — (1, )] < m — 1| + o | P, n) ~ P(in, ) (227
a;(m,n) —aq(m,n)| < — |m—m m,n) — P(m,n)|. :
: : Ko (Koar)?

Afirmamos que
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De fato, pela definigdo de P [ver (5)], temos

|P(m,n) — P(f, 7)| = “j (m =) + 2 n = 7i) + f(m,n) — f (7, )
2
< 5 |Im =l + SEn =l + | f(mym) — F(n, 7))

~

Agora, usando defini¢ao da fungao f, multiplicando e dividindo por f(m,n) + f(m,n) e

arranjando os termos, resulta que
|f(m,n) — f(m, )| = |Is + aola| < |Is] + ao|Ls], (2.28)

onde

Q
o
E
o
)
o
S
3
S
WV
“O
—+
D
=
o
wn
e}
o
D
=
3
S
WV
SN
3
S
D
=
SN
=
\V,
=
=l
=
g3
=
-+
sV 1]
o

13| =

e por (2.20)[ver Lema 2.18] , temos

o ’C(ma n— C(ﬁl, ﬁ)‘ ‘C(m7 n) — C(m, ﬁ)‘
W e e S (2.50)

Substituindo (2.29) e (2.30) em (2.28), obtemos

e pela definicao de b e ¢ [ver (6)] deduzimos

[Fmym) = £, i0)| < fm =] + (5 + 552 ) [n . (2.32)
Consequentemente,
- . a? N N N
[P(m,m) = P, )| < 5L [Im = | + o — ] + | £((m. n) = (.7
2
<5 [2m =i+ (355 b 7]

2

Usando que ag = —29 obtemos
aj

5
|P(m,n) — P(,7)| < aZlm — | + a2 (**“0) In — 7. (2.33)
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Por fim, de (2.27) e (2.33) concluimos

~ ~ 1 - M N Ma 0+ K
|y (m,n) — ay(m,n)| < K—\m—mH——K |m —m| + In —n|
0

q oai 0
1 M 4]
< (+2> |m—m|+ ( +F”°) In — 7l (2.34)
Ko = Kg k3a?
Logo,
lau(m,n) —ay(m, )| < Ai (jm —m| + |n—7nl) (2.35)

e sendo a; + oy = 1, deduzimos

|atg(m, n) = (M, M)| < Ay (fm — | + [n —7)

1 M\ Malo+
com \; = max { ( + 2) , CL(HO)}. Isso prova a desigualdade (2.24).

Ko kg kg a? 0
O
Lema 2.9. Sob as hipoteses do Lema 2.8, temos
0 0pq (T, 1
e
0 op,(m,n
/)g(g;l, n) _ Pg(a::,n) < Ao (lm — | + |n — 7)) (2.37)

onde \; é uma constante positiva com i = 1,2 e n = n(x,t), n = n(z,s), m = m(z,t)
m = m(z,s) para todo (x,t), (x,s) e [0,1] x [0,T].

Demonstragio. De (2.5) e da defini¢do da funcao f, temos

Opg(m,n) _ af (1+ b(m,n)), Opy(m,n) _ ; (1+ b(mn)+2,§0>

om 2a? f(m,n) on

Dai segue-se

Opg(m,n)  Opg(M,7)| _ af |b(m,n)  b(M,n)
om om 2a2| f(m,n)  f(m,n)
_af |b(m,n) —b(in, ) b(m, ) o
242 f(m,n) +<f(m,n) f(m,n) .7 = fm )l
<2a§[ Fomml [Tl g |10 TSl (29
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Sendo m e n fungoes limitadas em [0, 1] x [0, 7], a funcdo b(m,n) é limitada
em [0,1] x [0,T], ou seja, existe uma constante positiva M tal que

[b(m, n)| < M.
Logo, de (2.20)[ver Lema 2.18] decorre

b, 77)
(

M
< =.
f(m,n) 62

1)

(2.39)

Substituindo (2.20)[ver Lema 2.18] e (2.39) em (2.38), obtemos

Opg(m,n)  dpy(m, i) a? o a?M |, .
om om | S 2a2 5|b(m,n) b(m, n)| + 202 52]f( 1) — f(m,n)|

a
e usando as definigdes de b e ¢, (2.32) [ver Lema 2.8] e ap = 4-2 no lado direito da
desigualdade acima, deduzimos

a
Opg(m,n)  Ipy(m, ) a? aiM N M (1 kg 1 N
- < + —il (2 )+ =) -
om om 25 Taazer) MM G 2t ) tas) T
, M

< My |m—m|+ My |n— 7

donde segue (2.36) com Ay = max{M;, My}.

Com um argumento similar ao utilizado para mostrar (2.36), obtem-se (2.37).

O]
Lema 2.10. Se m,ne C([0,T);W"") r > 1, w,u, satisfazendo
{ :ug[ug]:ca: = Oy Px+ng> (2 40)
,Ul[ul]x:c = PCC +mg
em quase todo (0,1) x (0,T"), com u;(0,t) = u;(1,t) = 0 para quase todo t € [0,T],
oP opP
P o Do 2.41
om on (2.41)

entao

w(t) e W A W,
para quase todot € [0,T] ei=1,g er > 1.
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Demonstragio. De (2.40), temos

1 T

[u]z(x,t) = qu (P +mg) (&, t) dE +hy  com hy € R.
1 Jo

Dai segue-se que

O
w(z,t) = ,Ulfo Jo (Pe +m g) (&, t) dédy + hix + hy  com hy, hy € R. (2.42)

Utilizando as condigoes u;(0,t) = u;(1,t) = 0 em (2.42), obtemos

0 ry
ozul(o,t):;ljo L (uPs +m g) (€,8) dedy + hs

1 ('Y
Ozul(l,t)zﬂj J (uPs +m g) (€,8) didy + hy + hs
1 Jo 0

o que implica
1
—f J (aqPe +m g) (§,t) dédy e hy = 0.
e Jo Jo
Portanto,

x Y 1 ry
wlet) = | [ (@Permo) (6.0 dsdy— o | [P+ mg) (1) dedy (243)

ket = - [ @m0 de— [ [Mrcemo) € s

De (2.40),, temos
1 1

ldee (015, = [ palunlaal (o) = | o, +m gl o)
0 0

1
< j (P, + [m] g)" (x,t)dz
0

e utilizando Lema 1.39 no lado direito da desigualdade acima, segue

1 1
lulw]ee (O)]7- < C UO (loul [Pe])" (=, t)d +L !m|r($at)d-’f] :
Agora, como |oy| < 1, resulta

llwdee ()2 < CLIP(O)7r + [m()]7] (2.45)
para todo (z,t) € [0,1] x [0,T].
Como P = P(m,n) [ver pag. 11, eq. (5)], temos

—a—P(mn)m +a—P
- ) T an

e = (m,n) n,.
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Usando (2.41) e pelo Lema 1.39, resulta

[Pol” < O (Ima] + [na])” < (2C)" (Ima]” + |nal")

Ll |P,|"(z,t)dx < (2C)" <L1 ima|" (z, £)dz + Ll ’nx‘r(l',t)dx)

[P @) < C (Ima(®)zr + [na(8)]7) (2.46)

para todo (x,t) € [0,1] x [0,T].

Dai

e, assim,

De (2.45) e (2.46), obtemos

llw]ee ()7 < C ([na(t)

e+ m(E) ) - (2.47)
Logo, como m,n € C ([O, T; Wl’r), segue-se
[ul]zx(t) e L’ g |:ul[ul]zz|r(t) = |alP:v +m g|r(t) € Ll (248>

para todo t € [0, T7].
Por (2.44), obtemos

[MAWQZJUW*W%QW<J;Q2
1

1 ry
) (uPe +m g)(&,t)dsdy

‘f@&+mm@w%

)d:c

ozng +m g)(§ t)dsdy

e aplicando o Lema 1.39 no lado direito da desigualdade acima, resulta

mwwg<q£<

onde C), é uma constante positiva dependente de 1.

f(memg)(é it

0

)da:

Agora, pela Desigualdade de Jensen (Proposi¢ao 1.43), usando a fungao n(§) = 1,
para todo £ € [0,1] e (2.48), temos

1 x 1 Y
HMM&B<QJ‘UM%&+mW@ﬁ%+LJJ%Q+mW@ﬁ%@)M

Q\

1 1 1 pl
( J |alP5+mg|r(§,t)dfdx+f J J |alP§+mg|T(§,t)d§dydx>
o Jo Jo
|| (e

1P +m g) ()7,

Q
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para todo t € [0, T]. E pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), obtemos

lw@) [Ty < Mwde@)7r < Cp (P +m g)(#)]1r, (2.49)

para todo t € [0, T7].

De (2.46) e |oy| < 1, temos

[ (cuPe)(t) 2 = L (Jeal” |Pe|") (2, t)dx < L | Pol"(z, t)da < C (Ima (8- + Ina(t)]Lr)

<1

o que implica

lu(®)|wrr < Cy (P +m g)(t)|r < Cu([(uPo) ()] + [m(t)]2r)
<C,

u ([m(@®) iy + [n2@)]7) (2.50)
para todo t € [0, T].
Portanto de (2.47) e (2.50),

Ju(®)[wer < Cp (Im(®)|wrr + [na(8)|2r) - (2.51)
onde t € [0,7] e C,, uma constante positiva dependendo de . Similarmente,
[ug@)lwar < G (Ima()]zr + [2(8) i) (2.52)

onde t € [0,7] e C, uma constante positiva dependendo de .

Assim, por (2.51), (2.52), e m,ne C ([O,T]; Wl’r), segue-se
u(t), u,(t) € W'
e como u;(1,t) = u;(0,t) =0, i = [, g, concluimos
w(t),ug(t) € W' AWy "™ r>1
para quase todo t € [0,T]. H

Lema 2.11. Sob as hipéteses Lema 2.10, temos
up, ug € C([0, T); W™ A Wy") 7> 1.
Demonstragao. Para simplificar a notacao, denotaremos por
n=n(z,t), n=n(z,s) e m=mzt), m=mx,s)

para todo (z,t), (x,s) € [0,1] x [0,T].
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Da equacao (2.40), temos
[alw(z, ) = wi(z, 8)]ea| = [(m — M) g + cr(m, n)Pe(m, n) — oq(m, n) Py (m, 1)
< |m—m| g+ |a(m,n) — (M, n)||Py(m,n)| + |ou(m, n)||Ps(m,n) — Py(m,n)|
e como |ay(m, )| < 1, resulta
[, t) = ui (2, 8) s
<|m—m|g+ \\al(m, n) — aq(m,n)||Py(m, n)J + kch(m, n) — P.(m, ﬁ)J (2.53)
=T =1

Primeiro, vamos encontrar uma estimativa para Is. Sabemos que

0P(m,n) 0P(m,n) 5 0pg(m,n) 5 0pg(m,n)
P _ g n) oram,n) - _ 20PN 0Py, 1)
»(m, n) om T T T % om s T v
entao
op 0Py, o ~ op 0Pg /~ ~
_ 2| %g 0Py 2 | 9Py _ 0Py
Is = |a, [6 (m,n) 2 (m,n)] m; + a [ pm (m,n) o (m,n) | ng
+ 2%(~ ol ~ 2 a/)g(~ %) ~
ag = (7, 7)[m, Mg + aj 5, [Nz — 7]
0p 0Py /v ~ op 0Pg ,~ ~
< 2| 0Pg _ UPyg 2 g _ YPy
ag am( ) ) am( ) )’ x’+ag an( ) ) an( ) )’nx‘
0Py, o ~ ~ 0Pg ,~ ~ -
2 g _ 2 9 —
+ 19 om (m7 ) ’mx m:):‘ +|ay on (m,n) |n;,; nx]
=| 22 (m.,n)| =[S (M)

Utilizando o Lema 2.9 [as desigualdades (2.36) e (2.37)] no 1° e 2° termos, obtemos

~ - oP , _ . -
Is < (lm—m| + |n — 7)) (az/\glmﬂ - az)\3|nz|) + am(m,n) Mg — My
opP
E (M, M) ||nge — Mg

e usando (2.41), concluimos
Is < (Im —m| + |n = 7)) (aZXo|ma| + aZXs|ng|) + C(|my — Mia] + ne — Aal).  (2.54)
Agora, vamos obter uma estimativa para I5. Por (2.41), temos

|P.(m,n)| < C(Img| + |ng|). (2.55)
Logo,

Is = |ag(m, n) — ay(im, ) || P (m, n)| < Clay(m, n) — cu(m, B)|(|me| + [n.|)
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e usando Lema 2.8 [a desigualdade (2.24)], com j = [ no lado direito da desigualdade

acima, concluimos

Is < \MC (lm —m| + [n —nl) (|me| + [ngl)- (2.56)

Por (2.54), (2.56) e (2.53), obtemos
fw (2, t) =z, 8)lew| < C(jm =]+ [n =0f) (jme] + |ne]) + C(jma — M| + |ne — 7))

onde C é uma constante positiva.

Elevando ambos os lados da desigualdade acima a r > 1, utilizando o Lema 1.39

e integrando ambos os lados a desigualdades acima sobre [0, 1], obtemos

[l (w)ae (8) = (ui)aa ()] < CO@)(|m(E) — m(s)[z + |n(t) = nls)lz-)
+C([ma(t) = ma(s)[7r + [n2(t) = nals)|zr) (2.57)

onde O(t) := [ma )|z + 12 (0|7,

J4 que m,n e C([0,T]; W'"), entdo
CO(t) = C|ma(t)r + Ina(®)]zr) < C
o que implica

[l () e () = (w0)aa ()] 120

< C(|m(t) = m(s)|7 + [n(t) = nls)|1) + ClIma(t) — ma(s)[ir + [na(t) = na(s)

1r)-

Portanto,

Qll

(Im(@) = m(s) - + |n(t) = n(s)[iw) (2.58)

H(Ul)m(t> - (ul>m(3)”rL’" < (NZ)T

onde C = max{C,C} ¢ uma constante positiva.

Agora, de (2.44), temos

[lwi(z,t) — w(z, s)].| =

| twre +m 9)€.0) — e+ m gy (e o) a

0

T

] (m —m)g d§

0
f || =g dsa

< Jz[oq(m, n)Pe(m,n) — ay(m, n)Pe(m, n)]dE| +

0

+ (2.59)

LfMWM&mm—wﬂmwmmmw+
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e observe que
a;(m,n)Pe(m,n) — oy(m, n)Pe(m,n)
= [oy(m,n) — oy(m, )| Pe(m, n) + og(m, n)[ Pe(m, n) — Pe(m, n)]. (2.60)

Substituindo (2.60) em (2.59), obtemos

e, t) —w(z, s)]a| <

)

0

J m — m)dEdy

|| Tontm,m) = cu(an, WV, ) + (o, B) Peom, ) — Pel o, )

+ J J [au(m, n) — ay(m, n)| Pe(m,n) + a;(m,n)[Pe(m,n) — Pe(m, n)])dédy

<

4Jm fi)de| +

f m — i) |dedy| + Jx([al(m,n)—al(ﬁz,ﬁ)]Pg(m,n))dﬁ

0

rl ry

] (lew(m, n) = au(m, 1) Pe(m, n))dEdy

0 JO

+

fmmwmeM&%ﬁm&+

0

(cu(m, M) [Pe(m, n) — Pe(m, 71)])dEdy).

Elevando ambos os lados da desigualdade acima a r > 1, utilizando o Lema 1.39 e

considerando a fungdo n(x) = 1 para todo x € [0, 1] e (2.48), segue da Desigualdade de Jen-
sen (Proposicao 1.43) que

il (e, 1) — w(z, (f|m m|%+ff|m i) " dedy

+ W (laa(m, n) = au(m, n)|| Be(m, n)[)" d€+f0 (lou (i, )| Pe(m, n) — Pe(m, W)[)" d¢

JO

o

—

| tetmm) = Pt

[ [ @l ~ pen sy

JOo JO

com M uma constante positiva.
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Como |a(m,n)| < 1,

il £) — e, QW |&+ff|m )" dedy

+ L (law(m, n) — cu(m, n)|| Pe(m, n)|)"d€ + L | Pe(m, n) — Pe(m, n)["dg

[ ot —atn mpirm miyacay + [ [ irmn - rnmraca)
= vt (o) = m + [ . m) = et ) 2
+ fol | Pe(m,n) — Pg(ﬁl,ﬁ)]rdf) .
Tntegrando ambos os lados sobre [0, 1], obtemos
al(ea)ate,) — (ol )i < M (Im(e) — m(s)l5

+L (law(m, n) = ay(m, || Pe(m, n)[)"d€ + L | Pe(m,n) — Pg(ﬁ%ﬁ)l’”dﬁ) (2.61)

onde M é uma constante positiva.

Agora, elevando ambos os lados de (2.54) e (2.56) a r > 1, usando o Lema 1.39

no lado direito de cada desigualdade e integrando sobre [0, 1], obtemos

J | Pe(m,n) — Pe(m, )|"de < K [[ma(t) — ma(s) |7 + [na(t) — na(s)|7

+O@)(|m(t) —m(s)|, + |n(t) —n(s)[z)]  (2.62)

J (la(m, n) — a(m, @)[| Pe(m, n)[)"d§ < HO()([m(t) —m(s)[7 + [n(t) — n(s)[L-)
(2.63)

onde O(t) := ||me(t)|7- + [ne(t)]- e K, H sdo constantes positivas.

Substituindo (2.62) e (2.63) em (2.61), temos
[l (w)e () = (un)z()]7r < MIO@)([m(t) —m(s)[r + [n(t) = n(s)]7-)
+[m(t) = m(s) [ + [na(t) = na(s)lz-],

onde O(t) := |m,(¢)] - + [n(&)]}- e M = max{M, M(K + H), MH}.

[ ()2 (t) = (u)a($)]|rda < MO(E)([m(t) — m(s)[iyrr + [n(t) = n(s)[iprr)  (2.64)



Capitulo 2. Teorema Principal 51

e sendo [m,(t)|z e ||ne(t)| - sdo limitadas por uma constante (pois m,n € C([0,T]; W),

entao
MO(t) = M(|me() |- + |ne(®)]L-) < M (2.65)
onde M é uma constante positiva.
Assim, de (2.64) e (2.65) resulta

ﬁ T T
() (Im () = m(s)[ywrr + [n(t) = nls) )

H(ul)x(t) - (UZ)I(S)HET <
e pela Desigualdade de Poincaré (Proposicao 1.35), segue-se

—
(1)

onde M é uma constante positiva.

Jui(t) = wils)fwrr < =2 (lm(t) = m(s)[wrr + [n(t) = nls)|wr) (2.66)

=

Por (2.58) e (2.66), temos

C+ M

|lui(t) — w(s)|wer < (W

> (Im (@) = m(s)lsrr + |n(t) = n(s) 1)

e por hipétese, m,n e C([0,T]; W), segue que

lim Juy(t) — w(s)wer =0 = weC([0,T];W*").

Como wu(1,t) = w(0,t) = 0, quase todo t € [0,T] e w; € C([0,T]; W?"),

concluimos
w € C([0, T, W A Wy") 7> 1.
Similarmente,

ug € C([0, T); W™ A W) 7> 1.

2.3 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao, desenvolvemos completamente a prova do Teorema 2.1. Para

facilitar a compreensao a prova foi dividida em subsegoes.

Seja

S = ST07A1 = {U eC ([O,To]; WQ’T M WOI’T) | HU”C([O,TO];W?J) < AuAl} (2.67)
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1 1
-, }, Ty satisfaz (2.4) e

onder >1, A, = max{
Hg Hi

5Ce“ (|

) + 5g)mol Lt + 5g|nof L < Au,

onde g é a constante de gravidade, e é nimero de Euler, C; uma constante de imersao de
Sobolev, C' é uma constante positiva que depende somente dos dados inicias (8) e outros
parametros do modelo conhecidos, mas independente dos coeficientes de viscosidades p; e

fg € A; > 0 uma constante que também ¢é independente de p, € py.

2.3.1 Construcdo de uma sequéncia iterativa

Nesta subsecao, construimos um sistema de aproximacao através de uma

sequéncia iterativa, seguindo o raciocinio analogo em [9] da seguinte forma:

Seja (uf, u ) (0,0) e

[ ("), + (n*uf™), =0,
mF mFuf1), =0,
(M%) + (m"y k) k k (2.68)
( o =-n"g+ ,ug(ug>ma
L ( k)z = _mk g + :ul(uf)a?:m (xat) € (07 1) X (07T0)7
com os dados iniciais e as condi¢oes de fronteira:
(m*, n*)(x,0) = (mg,no)(x) para =z € [0,1] (2.69)
e
(', ug)(0,1) = (uf, ug)(1,t) = (0,0) para t=>0, (2.70)

para ke N = {1,2,3,...}, ab = a,(m"*,n*), of = ay(m",n*) e P* = P(m"* n).

2.3.2 Boa definicao da sequéncia

k k ok

Nesta subse¢ao, dedicamos a mostrar os espagos nos quais n”, m”, u;’ e u’; estao

definidas e que uZ, uf € S [ver eq. (2.67)] com k =0,1,2,3,....

E imediato que para j = 0 o resultado é verdadeiro. De fato,
(w, ug) = (0,0) € S.
Suponha que o resultado vale para j = k — 1, isto é, (u’;C Lur) e S. Entdo
uF e C([0, T W2 A W,") VkeN e i=1,g. (2.71)

paratodo ke N, r>1lei=1,g.
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Lema 2.12. Dados ug_l,uf_l e C([0,Tp]; W™ A W), entio existem n* e m* satisfa-

zendo (2.68), e (2.68),, respectivamente, tais que
m* n* e C([0, T]; Wh") (2.72)

para todo ke N er > 1.

Demonstragio. De (2.68),, temos

nf(a:,t) + (nl;f u];_l) (x,t) = (nk k- 1) (x,t).

Pela Regra da Cadeia (Proposi¢ao 1.47), resulta
k
g9

dr

—— (XK, t), 1) = nE(XFE(ry 1), T) + n')“(g(Xg(T;x,t),T) (152,1)

= —n"(XF(ri2,t),7) Wl (XD (2, 0), 7),

g, Xk

onde X 5 ¢é a solucao da equagao caracteristica:

dX¥(r;2,t) R
QT =u, (X, (m;2,t),7), 7¢€(0,T], (2.73)
ki(g. _
X,(tz,t) =uw
para cada k€ N e (z,t) € [0,1] x [0,Tp]. O que implica
dn® k(yk k
O (XE(ri.8).7) = (X (73, 0),7) w5y (KB (1), 7)
e resolvendo a EDO acima, obtemos
t
nF(z,t) = ng (X_(’;(O;x,t)) exp {—J ng(Xk(T x,t),7) dr } : (2.74)
0
Similarmente, temos
t
m*(z,t) = mo (X[(0;z,1)) exp {—J le(Xz (1;52,t),7) dT (2.75)
0
para todo k € Ne (z,t) € [0,1] x [0, Ty], onde X} é a solugdo de (2.73) com u, " substituido
k-1
por u; .

Para todo t € [0, Tp], temos

t To
f ug M (x, s) ds < f Jul2t(s)] Lo ds,
0 0

e segue de (2.74) que

z€[0,1] z€[0,1] 0

T() TO
inf no(x)exp{ — J |u’;;1(s)]md$} < nf(z,t) < sup no(:v)exp{f ‘u§;1<3)|Lmd8}.
0

(2.76)
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De maneira andloga, para m”,

TO TO
inf mo(x)exp{ - f \uﬁxl(s)hmds} < mP(x,t) < sup mo(x)exp{J ui:pl(s)hmds}
0 0

2€[0,1] z€[0,1]
(2.77)
para todo (z,t) € [0,1] x [0,T5] e k € N. Donde decorre,
m"* n*e L* ([0,1] x [0,Ty]) VkeN (2.78)
e por consequeéncia,
m* n*e L*([0,Ty]; L") VkeNer>1. (2.79)

Derivando (2.74) com respeito a x e usando a Regra da Cadeia (Proposigao 1.47),

respectivamente, obtemos

dno(X}(0;2,1)) 0X} Lo
0 ij: P 9(0;2,t) exp{—f ul;Xlg(Xf(T;x,t),T)dT}
9

0

nk(z,t) =

+ no(XE(0; 2, 1)) exp{—f Wh S (XE (s, 1), 7)dr } jx (— fugyxk(xk(f 2, t),7)dr )

0

o

-~
nk (z,t)

(2.80)

Sabendo que Xg(r;:c,t) é solucao de (2.73), entao pelo Teorema 1.2 temos
que X 5(7; x,t) é tnica e suas derivadas parciais com respeito a 7, x, t sdo continuas em
[0, To] x [0,1] x [0, Tp]. Além disso,

82Xk a2Xk
pr L (1;m,t) = o 0T(T x,t) (2.81)
para todo (7;x,t) € [0,Tg] x [0,1] x [0,Tp] e k € N.
Logo, por (2.73), e (2.81), obtemos
0 aX; . 0 k—1 k(_. k—1 k(. an .
% l ax (T,$7t)] - ail’ [ug (Xg<7-ax7t)v7—)] - ug,Xz;(Xg (T7I7t)77—) ax (T,.T,t)
Xt oxt
= 67’[ o (T,l’,t)] ngk(X (1;2,t),7) o (152,t)

e dail segue-se

aa)f(ﬁ%t):eXp{LT ng(Xk(s 2.1), 5)ds }7 (2.82)

k
g

ox

pois (t;z,t) = 1, para todo k € N.
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Utilizando (2.82) e a Proposi¢ao 1.48 no 1° e 2° termos do lado direito da

igualdade (2.80), respectivamente, obtemos

d 0,2, :
oty = P0G o Lo [ Kb,
g
— ot (x,t) J W (XE (T2, ), 7) Wdr (2.83)
0

De maneira andloga, para m”, temos

d Xk . t t
mk(x,t) = o dl)élof’m’ ) exp{—Qfo uiX}C(X;C(T;,I?t),T)dT}

- mk(x,t)Jo u, Xka(Xl (152,1),7) aXl(;;x’t))dT. (2.84)

De (2.83), obtemos

u@wm<£(

+ |n* xt|f|uXkaXkat) )‘

dno(X}(0; 2, t))
dXPF

exp{—zfu L (XE (i, 0), )T }

0
dT) dz.

8X§(T; x,t))
ox

e por (2.78) resulta que

\@@m<f(

+ 2" Lo 10,11 0,700) f |ngka(Xk(T x,t), )]

dng(X}(0; z,t))
ka

eXp{—2Jtu Xk(X’“(T x,t),7)dr }

0

OX) (75 1))
ox

d7> dz. (2.85)

para todo t € [0, Ty], ke Ner > 1.

Agora,

e Set < T, entao

f J HU ||Lood8
t

t
—J J Hu HLoodS

Das duas desigualdades acima e de (2.82), concluimos

e Se T < t, entao

‘6Xk(7' x,t)

0 <o { [T ol eas) (280
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e além disso,

t To
» f Uz 8)ds < f 2 (5) e ds (2.87)
0

0
para todo (z,t) € [0,1 ] x [0,Tp] e ke N.
Segue de (2.85), (2.86) e (2.87) que

it < <exp 7 st oeas

—I—exp{f ||ngk LocdS} ||| oo 0,17 % 0.70)) f\ngka(Xg(T;x,t),TﬂdT) dx

<(exp{f0 ug,XgUerdt}) L (dno<X§<0sx,t>>|

dxk
+ 0¥ oo 0.7 o1y J ‘UngXk(Xg(T;l',t),TNdT) dx

dno(Xg(0; 7, 1))
dX}

E usando o Lema 1.39 obtemos

To T Al
sl < (2o { [ s} ) [ (
+ (anHLw([m x[0,To]) (f |ngka X’€ (152,1),7)] dr) >dx

para todo t € [0, Ty], ke Ner > 1.

dno(XE(0;2,1)) |
dXF

Por (2.71), tem-se

ul;_l()eW“:ulg“zi()eLr Juk~

"(t)ye L' Vtel0,Tp],keN e r>1

g:m:

e usando a funcao n(x) = 1, para todo x € [0,1], resulta da Desigualdade de Jensen

(Proposigao 1.43) que

il = (20 LT“ ot ([

+ (anHLoo([Ol] [0,70]) f J |u Xka Xk (1;2,t),7)|"dT dx) Vte[0,Tp], keN

dno(XE(0;2,1))|

dx
dX 5

e onde C' é uma constante positiva independente de t e k.

Empregando o fato que o fluxo preserva a medida e pelo Teorema de Fubini

(Teorema 1.49), obtém-se

To r
Ik, < (2 exp { f u’;;(tmdt}) (Ino.alss
0

R f|u d) (2.88)
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para todo t € [0,Ty], k € Ner > 1. E dado que ny € W""(hipétese geral) e u];_l 5

C ([0, Ty]; W2" A Wy™") [Ver (2.71)], concluimos de (2.88) que
nt e L([0,Ty]; L") VYkeN e r>1.
Assim, por (2.79) e (2.89), obtemos
nF e L([0,To]; W) VkeN e r>1
e similarmente,

m* e L*([0,Ty]; W) VkeN e r>1.

(2.89)

Agora, observe que as hipdéteses do Lema 2.6 sdo todas satisfeitas, pois:
mo,ng € W (hipétese geral), vale uy ' uf™' e C’([O,Tg];WQ’T N W()I’T)[Ver (2.71)] e,

g

por (2.74) e (2.75), n* e m" satisfazem as equagoes (2.68), e (2.68),, respectivamente, com

n*, m* e L*([0,Ty]; W'") para todo k € N. Donde resulta
n*,mk e C ([0, To; W)
para todo ke Ner > 1.

Lema 2.13. Para todo (x,t) € [0,1] x [0,Ty] e k € N:

e Sob a hipdtese (2.1), temos

ko < C; <mF < 052, e 0<nf< Céfg
onde C € (ko,Cy) e Ty < Th.
e Sob a hipdtese (2.2), temos
0<mt<Tierg e 0<nt <G
Cy
onde Cy € (Cy, ko) e Ty < Th.
e Sob a hipdtese (2.3), temos
0<mr<Che, e C:gnkgCge

onde Ty < T7.

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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Além disso, existe uma constante C' > 0 independente de k, Ty, A, e Ay tal que

k ook "
OP(m",n") <C OP(m",n") <C
omk ’ onk
L ([0,1]%[0,T0]) L ([0,1]x[0,70]) (2.93)
Im* = ooy < € e oo« < C
onde Ty satisfaz (2.4).
Demonstragio. Ja que uf_l,u’g“_l € S [ver pag. 49, eq. (2.67)], entdo
lugz" ®)ee < Crlufz' ) lwia < Crllug ™' (#) [w=a < CrA A (2.94)

para todo t € [0,Tp], i = g,1 e onde C; uma constante positiva de imersao.

Sob a hipdtese (2.1), temos
Cl eXp{—C[AMAlT()} < mk < Cg eXp{O]AMA1T0}7 e 0 < nk < Cg exp{C]AuAlTo}

em [0, 1] x [0,Tp], onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

1 Ch
Ty < 1 — | = T; 2.95
<) < (2.95)
para C € (kg, C), obtemos
mo<ﬁ1<mk<of2, e 0<nk<0£3 em [0, 1] x [0, To],
01 Cl

onde Ty < T7.

Sob a hipdtese (2.2), temos
0<mF <y exp{C1A, A1 To}, e 0< n* < Cs exp{C1A,A T}

em [0, 1] x [0,Tp], onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

1 C, _
Ty < 1 — | =T 2.96
0 CrAA; 0og (C4> 1 ( )
para C; € (Cy, ko), entao
_ C,C
0<mF <Ci<nky, e 0<n®<=22 eml0,1] x[0,Ty],

4
onde Ty < 1.

Sob a hipdtese (2.3), temos

0 <m" < Cs exp{CrA, ATy}, e Crexp{—A, ATy} <n® < Cgexp{A, ATy}
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em [0, 1] x [0,Tp], onde utilizamos (2.76) , (2.77) e (2.94). Nesse caso, como

1 —
To< ——— =T, 2.97
T oA4 (2.97)
entao
C
0<mF <Cge, ¢ — <nf<Cse em]0,1] x [0,Tp],
(&

onde Ty < f
Segue de (2.90), (2.91) e (2.92) que m* e n* sdo funcdes limitadas em
[0,1] x [0,T5]. Dai, existe C' > 0 tal que

™| e oy o) < C e ¥ reqoxpom) < C

onde Ty satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C' é uma constante positiva que é independente
de kf, T‘o7 AM € Al.

De P(m",n*) = aZp,(m*,n") e de (2.5), resulta

oP(mk n*)  a? v
T omk 2 L+ acka?
m (bF)2 + 2o
l
Acka?
E, j4 que b* < 4 [(bF)2 + —2, entdo
a
v OP(m", n") 9

<1

a
~
omk !

(bk)2 v 4ck2a§

4
para todo (z,t) € [0, 1] x [0,Tp]. Assim, obtemos a seguinte estimativa

OP(m", n*)

omk <C

L*(]0,1]x[0,T0])

onde Ty satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C' é uma constante positiva que é independente
de k?, To, A# e Al.

Além disso, de P(m*, n"*) = ang(mk,nk) e de (2.5), obtemos

OP(m*,nk)  a b* + 2k
e o |7 T
n 2 (bk)Q 4 2
a

Pelo Lema 2.7, temos

> > 0.
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E sob as hipéteses (2.1)-(2.3) as fungdes m* e n* sdo limitadas em [0, 1] x [0, Ty], entdo
a2
bk+2/{0=mk+—gnk+fio
ap

é limitada em [0, 1] x [0, Tp], isto é, existe 6 > 0 tal que

0¥ + 2ko| <6 em [0,1] x [0, Tp]. (2.98)
Logo,
oP(mF n*)|  al 0% + 2k a? 0
R S A 1 < 41 e
e - 2 " "5

(bk)2 4 2ah

4

<2
2 '

para todo (z,t) € [0,1] x [0,Tp] e dai, podemos obter a seguinte estimativa

OP(m", n*)

onk <C

L*([0,1]x[0,T0])

onde Tj satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97) e C' é uma constante positiva que é independente
de k‘, T(), AN e Al.

[m*]| e o< oy < C € "o (ro,1% 0,70)

Portanto, existe C' ¢ uma constante positiva independente de k, Ty, A, e A;

tal que

OP(m*, n*)
omk

OP(m", n")

<G onk

L% ([0,1]x[0,T0])

<C

L%([0,1]x[0,To])

C

N

onde Tj satisfaz (2.95), (2.96) ou (2.97).
[

Lema 2.14. Sem",n" € C([0, To); W"") r > 1, entio exzistem u e uf satisfazendo (2.68),

e (2.68),, respectivamente, tais que
ug,up € S
para todo k € N.

Demonstra¢io. Com um argumento analogo ao utilizado em (2.43), obtemos

L (" ot
ug(x,t) = MgL fo (algpgk + nkg) (&,t) dédy — Ngxfo fa (O/;PéIC + nkg) (&,t) dedy
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1 X
uf (z,t) = ML L IPE+mfg) (€,1) dédy—a:f f o PE +m¥g) (&,t) dédy

para todo (x,t) € [0,1] x [0,Tp] e k € N.

Note que u]; e uf satisfazem (2.68), e (2.68),, respectivamente, sendo que

(u’;,uf)(o,t) = (u’;,uf)(l,t) = (0,0), para todo t € [0,7p]. Do Lema 2.13 [ver (2.93),],

resulta

OP(mk, nk)
on¥

OP(mk, nk)

<C e
omk

<C VY(x,t)€|0,1] x [0,Tp], ke N

e além disso, como m”*, n* e C([0, Ty]; W), segue dos Lemas 2.10 e 2.11 que
ub e C([0, ;W A Wy") VkeN e r>1
e similarmente, temos

uf € C([0,To]; W™ A Wy") VkeN e r>1.

Portanto,
ub uf e C([0, To); W2~ W) (2.99)
para todo ke Ner > 1.

Agora, vamos obter as estimativas para HU?HC'([O’TO];WQJ) com 7 = [, g. Derivando

u’;(x, t) com relagao a variavel z, obtém-se

Uy (T, 1) = ;f(a'jpg’“ +nFg)(&,t) dE — Mlgfol Ly(a’;Pg“ +nfg)(&,t) dédy  (2.100)

)dx+

(ag P +n"g)(¢. t)dedy

para todo (x,t) € [0,1] x 0,7p] e k € N. Dal segue-se que

1 1
() = f (2, 1)] di <
Mg Jo

+7
Kg Jo

1 T
! f (o PE + ng) (€, t)de

kPg +ng)(€,t) dédy

f(agpg +akg)(E,1) de
) dx
1 1

1ty Jo

1 1 przx 1 ry
([ [ ke ntle e [ [ totre e )
1 Ll 1 pl

L (L L | PE + n"g(€, 1) déda + JO L s PE + n’fg|(§,t)d§dy)

2 2
= ;H(O/g“Pf +ntg)O) = g, ()1 < ;H(a'g“Pf +ntg)(t)|r: Vte[0,To].
g g

dx

N

VAN

A
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Pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), obtemos
2
lug () wra < —[(agPE +n"g)(t)] 1
Hg
e por (2.68),, temos
1
[ (ug)az(®)zr = — (g Ps +ng)(t)] 1
Hg
para todo t € [0, T] e k € N. Logo, pela Definigao 1.37, resulta
5 5
g ()2 < ;H(a'g“Pf +ntg) (1)1 < m (IagPO® e + gln*@®)]rr) . (2.101)
g9 g

para todo t € [0,Tp] e k € N.

Como P* = P(m* n") [ver pag. 11, eq. (5)], derivando P* com relagio z e

utilizando (2.5), obtemos

E usando (2.93),, deduzimos

0P 0P
Pl < |—||mi| + ni| < C (Imk] + [nk]) . 2.102
P8 < | 20t |28 ot < € (i 1) 2.102)
Ja que |a| 1, entdo

[(ag PE) ()20 = JO (lagl [PE]) (2, t)dz < JO |Pel(@, t)de < C ([my @)z + [nz(6)])

0 que acarreta
[k BEY (1)l < C (ImE )]s + Ink()|1) Ve e [0,Ty). (2.103)

Por (2.101) e (2.103), segue-se
)

g () w2 < e [C (I @) + [0 (®)]1) + gln® ()] 1]

< 54, [C (ImE@) ] + Ik @]1) + glmolsa] (2.104)

1 1

para todo t € [0, Ty], onde temos usado o fato que J nF(z,t)de = J no(x)dx (isso resulta
0 0

de (2.68),). Usando um raciocinio andlogo ao anterior, temos

lug () lwar < 5A, [C (Imiz(®)] 2 + Inz(®)]e) + glmol 2] (2.105)

para todo t € [0,Tp], onde temos usado o fato que f m"(x,t)d f mo(z)dr (isso
resulta de (2.68),).
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Por fim, vamos obter estimativas L' para n* e m*. Em virtude de (2.83), temos

¢
f In*(z,t)| de < J ( exp{—QJ ul;;(lk(Xf(T;x,t),T)dT}> dx
0 g
OX (it
f (!n x,t) ]J |u kak (XF (5 2,t),7)] ‘9(;;33’)) dT) dor.

Utilizando (2.87), (2.86), u’;_l e S e das imersdes W' < Wh! = L® no lado direito da

desigualdade acima, obtemos

dno(X}(0; z,t))
dX¥

dno(X}(0; z,t))
ka

f Ink(x,t)| de < exp{C;A, AITO}J

‘dx

+ exp{CrA, A Ty} |n*(z,1) |f J |ngka(Xk(T x,t),7)| drdz
e por (2.93),, temos

dno(X}(0; z, 1))

ka dx

J \n (x,t)| do < exp{C[A, AlTo}f

+ exp{C1A,A TO}CJ f ’ngka(Xk(T x,t),7)| drdz.

Agora, utilizando o Teorema de Fubini (Teorema 1.49) e o fato de que o fluxo

preserva a medida, obtemos
Ink @)l < exp{C1A, A1 To}|no s L + exp{CrA,A To}Cf J ]ugm x,7)| dedr.

Para todo t € [0,Tp] e u];_l € S, tem-se

To
J J \ugm x,8)| deds < J Hu];_l( Vwer ds < A, AT,

0

logo,
InF @)l < exp{CrA AT} (|noslrr + CALAITY), para todo t e [0,Tp].  (2.106)
Similarmente, temos

ImE () < exp{CrA, A\ To} (|moslp + CALAT,). para todo t € [0,Tp].  (2.107)

Ja que Ty = e Ty satisfaz

1
AA
To < min{Ty,T>} pela hipdtese (2.1),
To < min{T},T>} pela hipétese (2.2),
To < min{Ty, T3} pela hipotese (2.3),
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e temos
Ty<T, = AAT<1
isso implica, por (2.106) e (2.107), que
[n5 (@) < e“ (ol +C) e [mi(®)]ir < e (Jmoslrr + C).
Logo,
I @) + [ )] < e (lnoglo + [mo| s +20) (2.108)

para todo t € [0, Ty], onde C; é uma constante positiva de imersao e uma escolha apropriada

de C independente de k, A, A e Tp.
Substituindo (2.108) em (2.104) e (2.105), obtemos

lug () lw=r < Ay [5Ce” (Inolrr + Mozl +2C) + 5glno 1]

Juf () lwza < A [5Ce” (Jnolr + [mo]zr +2C) + 5glmol 11 ]
e sendo A; > 0 uma constante independente de k, i e p4 tal que
50 (|moe|pr + [0, +2C) + 5glmo|| s + 5g[nolrr < Ai,
obtemos
Jug()lwer < AyAr e Jluf(t)wer < AuAs

para todo t € [0,Tp] e k € N.

Assim, para as hipdteses (2.1)-(2.3), temos
lugleqomway < Audr e 4 eqompmwey < AuAr, (2.109)
para todo k € N e, por (2.99) e (2.109), concluimos que

(ul,uf)eS  Vj=0,1,23,....

Sabendo que
w gt e C0.T W A Wy™) e m" 0t e C([0, T W),
para todo k € N e r > 1. Entéo, da imersao W?" < W' e do Corolario 1.31, segue-se

mPuy~t e C([0,T]; W) e nkul;_l e C([0,T]; W*n).
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E das equacoes (2.68), e (2.68),, resulta que

mF.nfeC([0,T);L") VkeN e r>1.

Portanto,

(m*,n*) e C ([0, To[; W) n CH([0,To); L7) e (uf,uf) e C ([0, To); W>" A Wy")

g’

para todo ke Ner > 1.

2.3.3 Limitacao das sequéncias

Nesta subsecio, vamos provar a limitacdo uniforme das sequéncias (m”, n*) e

(uf,u’;) em C ([0, To); W'") e C ([0, Tp); W™ WOI’T), respectivamente, com r > 1.

Lema 2.15. As sequéncias (m",nF) e (uf,u’;) sao uniformemente limitadas em

C ([0, T); W'T) e C ([0, Tol; W™ WOI’T), respectivamente, com r > 1.

Demonstra¢io. Com um argumento analogo ao utilizado para provar (2.49), obtemos

lug()lwr < Cy (g Py +n'g) (1) -

e por (2.68),,

H(u];)m(t)HLr = (o/g“P:ic +n*9) ()| Vte[0,Ty] e ke N.

=
Hg
Logo, pela Definicao 1.37, resulta

lug () w2 < Cy (g Py +n*9) (1) 1r < Cu ([(agP) ()] + gln*()]1r)  (2.110)

para todo t € [0, 7], r > 1 e C,, é uma constante positiva que depende de p, e independente

de ke t.
De (2.93),, temos

n*(z, )| <C e |mF(x,t) <C

para todo (x,t) € [0,1] x [0, Tp]. Isso implica que
1
k ro_ k r T
@)l = | e < © (e < C
1 k
kOl = | (e 0rde < €7 I @l <0
0

Logo,

k)| <C e |mF@)|- <C (2.111)
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para todo t € [0, Tp] e k € N.
Por (2.102) e pelo Lema 1.39, resulta

|PE" < C (Imk] + nk])" < (20)" (ImE]" + [nf]") .
Donde decorre

1
| 1P e <€ (b0l + k0.
para todo t € [0,Ty] e k € N. J& que |o/;| < 1, temos
1 1 . .
PRI = [ (ot P 0o < [ [P () < € (it 0l + InbO5)
Assim,

[l PEY(#)|r < C (|mi@)|er + [nk(#)|or) VEe[0,Tp], keNer>1. (2.112)

Por (2.110), (2.111) e (2.112), obtemos

)+ C. (2.113)

lug () lwer < Gy (I (@) + 5 (t)
Similarmente,
lui () lwer < Gy (Imi(@®)]zr + [n5®)]2r) + Cu (2.114)

onde ¢t € [0,Tp], k€ N, r > 1 e C,, uma constante positiva dependendo dos coeficientes de

viscosidade e independente de £ e t.

Agora, vamos obter estimativas L" de m® e n*, para todo k € N. De (2.88),

To T
< <2 exp {f ‘|U§;1(t)|Lwdt}> mo.z7
0

temos

Ina ()%

LT

+ (I lzeoom f a1 (7)
Aplicando (2.93), e (2.94), obtemos

(01 < 2 e CrATal) (Jrually + € C [ ldiolyar)

para todo t € [0, Tp], ke Ner > 1.

Portanto,

WOl < T+ T [ o)
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e, similarmente,
t
b (Ol < G+ | b2l
0
para todo ¢ € [0,Ty], k € N, r > 1 e C,, uma constante positiva que depende de p e

independente de k e t.
Das desigualdades (2.113) e (2.114), obtemos

2O < Jd ™ O < G (IS O + 05 OI5) + T i = g1

1,XT

Dai deduz-se que

t
[ma@15r + Ine @7 < Cut+ Cu | (Ima™ (D7 + Ing™ (D7) dr
0

para todo t € [0,Tp], k € N, » > 1 e C, é constante positiva que depende de u e
independente de k e t.

Aplicando o Lema Gronwall Discreto (Lema 1.46) na desigualdade acima, existe

uma constante K > 0, independente de k e t, tal que

ImE@)|7- + [nE@)[7. < Ke®', Vte[0,Ty] e keN.
Dai segue-se que

[ (N7 + [ ()] < Ket™, (2.115)
para todo t € [0, Ty], ke Ner > 1.
Por fim, empregando (2.111) e (2.115) na Defini¢ao 1.27, obtemos
Im* ()1 < Kef0 4+ C e |nf(t)|wrr < K50+ C
K K

para todo t € [0,Ty], ke Ner > 1, onde K é constante positiva independente de ¢ e k.

Portanto,
k o k <K
Im® | qompwrn) max, Im®(t)|wrr < K (2.116)
e
k k 74
. ry — T < .
I loqoganne) = masc In“(Olwsr < K (2117)

para todo k € N, ou seja, as sequéncias de fungoes (mk) ren © (nk) reny SA0 uniformemente
limitadas em C([0, Tp]; W'") com 7 > 1.

Agora, substituindo (2.115) em (2.113) e (2.114), obtemos

lug(®)lwer < Cu K+ C)y e [u(t)|wer < C K™ + C,

K, Ky
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para todo t € [0,Tp], k€ Ner > 1, onde K, é constante positiva independente de ¢ e k.
Portanto,
HufHC([QTO];Wz,T) = max_|uf(t)]war < K,, com i=g,l, (2.118)
te[0,To]

. , N ~ k k ~ .
para todo k € N, isto é, as sequéncias de fungoes (ug)keN e (ul )keN sao uniformemente

limitadas em C([0, Tp]; W™ A W,") com r > 1. O

2.3.4 Limites das sequéncias e o argumento da compacidade

Nesta subsecao, destinamos a mostrar que as sequéncias n* , mk , uf e u'; tem

subsequéncias que convergem fraca - . Além disso, com o argumento da compacidade
vamos provar que os limites de n*, m"* sdo continuas em [0,1] x [0,T)] e a convergéncia

forte.

k

ko ko ko k
g ) e

Proposicao 2.16. Erxiste uma subsequéncia (ufz,u M omP)2 de (uf Uy, M

(w, ug,n, m) tais que

(ulgﬂ’uéﬁ) — (ug, ) fraca - « em LP([0, Tp]; W™ A W)
(mki,nki) — (m,n) fraca - x em L™([0,Ty]; Wh") (2.119)
(mf,n,’f) — (my,ny)  fraca - = em L*([0,To]; L")
quando k; — o, onde (ug,w) € LP([0,To]; W™ ~n Wy"), (m,n) € LZ([0,Ty]; W"")
e (my,ng) € L*([0, Tp]; L) com r > 1.

Demonstracao. Sabemos do Lema 2.15 que as sequéncias de fungoes (mk)keN, (nk)keN e

(ulg)keN , (uf)keN sdo uniformemente limitadas em C/([0, Tp]; W) e C([0, To]; W™ n Wy,
respectivamente. Entao, (mk)keN, (nk)keN e (u’;
em L*([0, To]; W) e L*([0, Ty]; W™ ~ Wy™"), respectivamente.

k ~ . ..
) N ? (ul ) Loy Sa0 uniformemente limitadas

- . o " .
Pela Observagao 1.51 e o Teorema 1.6, existem subsequéncias (m )kieN ’ (n )kiEN
€ (ul; )kieN e (Uz )k:ieN tais que
(u’g““f) — (ug,w) fraca - + em L*([0, To; W>" n Ty
(mki7nki) — (m7n) fraca - * em LOO<[07TO]; Wl’r) (2120)

com (m,n) € L*([0,To]; Wl’r) e (ug,u) € L7([0, To]; W2 A Wol’r).

Como n* é limitada em [0,1] x [0,Tp] e ut " € S, segue de (2.68), que
Ing (O]l = [(n" g’ + ngug™) (O] < [(n*ug o) () + (g™ ) (0]

< [n* (O fug" (O + ug™ @)= Iz (8) | 2 < Cllugs! (6)|zr + CrA A ng (1) -

< Clug™ () lwzr + CrA A n" (#) |
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e por (2.117) e (2.118), deduzimos

Inf )] < CK, + GAAR = |nf(t)u < K,

Ky
para todo t € [0,7p] e k € N, onde K, é uma constante positiva independente de ¢ e k € N.
Logo,
. _
Ing 2= o, miry < Ky

para todo k € N, ou seja, a sequéncia de fungoes (nf)keN é uniformemente limitada em

L*([0,Tp]; L"). Pela Observagao 1.51 e o Teorema 1.6, existe uma subsequéncia (nfi)kleN

tal que
nfi M2 f 0 fraca - » em LP([0,Tp]; L") (2.121)

com f e L7([0,Tp]; L").

Afirmamos que f = n,. De fato, por (2.121) temos

To TO
JJntxt xtdmdt’“ooj met (z,t)dxdt (2.122)

para todo ¢ € D((0,1) x (0,7p)). Por outro lado, temos

To 1 To 1
[ ettt = — [ [ e 0gute s
0 0 0 0

e de (2.120),, obtemos

To 1 To 1l To 1
—J J n" (z, )z, t)dzdt =% —J J n(x,t)got(x,t)dazdtzf J ny(x, t)p(x, t)dxdt.
o Jo 0 0

0 0

Logo,

Ty (1 i T (1
f fnfi(x,t)w(x,t)dxdt iff fnt(w,t)QO(x,t)dazdt (2.123)
o Jo o Jo
para todo ¢ € D((0,1) x (0,Tp)).

Por (2.122), (2.123) e a unicidade do limite, segue que

To To
ija:t xtdmdt—f Jntxt (z,t)dzdt

To
= J f [f(z,t) — ny(z,t)]p(z, t)dzdt = 0 para todo ¢ € D((0,1) x (0,Tp)).
o Jo
E pelo Teorema 1.18, resulta

f=n: qt.p.em (0,1) x (0,Tp).
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Portanto,
nki MZ2P . fraca - x em L*([0,Tp]; L7)

com n; € L([0,To]; L™). De modo andlogo,

ki kim0

m; my  fraca - = em L7([0,Ty]; L")

com my € L*([0,Tp]; L7).

k

k k
o )

Resumindo, existe uma subsequéncia (u)", u*, nk",mki)z’j:l de (uf, ulgC ,n".m

€ (ul7 ug, n, m) tais que
( Z) - (ug, Ul) fraca - * em LOO([O, TO]; W?,r A Wol,r)
(mki kl) - (m7 n) fraca - * em L°O<[0’ TO], Wl,r)

mgt,ngi) — (my,ng)  fraca- x em L*([0, Tp]; L)

ki k
ug' s
.y

quando k; — oo, onde (ug,w) € LZ([0,To); W™ n Wy"), (m,n) € L®([0,Ty]; W)
e (my,ny) € L([0,Tp]; L"). Isso termina a prova de (2.119).

]
Proposigio 2.17. Eriste uma subsequéncia (n*, m*)* | de (n*,m*) e (n,m) tais que
nk —n
em C([0,1] x [0, To]) (2.124)
mFi — m

quando k; — o, com m,n € C([0,1] x [0,Tp]).

Ademais,

e Sob a hipdtese (2.1),

— C1Cy C1Cs
ko <Ci <m< 0<n<—

c ol

em [0,1] x [0, Tp], (2.125)

onde C; e Cy sdo constantes positivas para i = 1,2,3 e C} € (ko, C1).

e Sob a hipdtese (2.2),

CiCs

oooem [0,1] x [0, ], (2.126)

0<m<Cyi<ky, e 0<n<

onde C; e Cy sdo constantes positivas para i = 4,5 e Cy € (Cy, ko).
e Sob a hipdtese (2.3),

¢ <n<Cgse em[0,1] x [0,Tp], (2.127)

7
OéméCge, e —
(&

onde C; € constante positiva para i = 6,7, 8.
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Demonstracao. Pela Proposicao 2.16, a sequéncia (mki, nk) converge para (m,n) em Fq, o
(Definigao 1.55 com p = ¢ = o) e pelo Teorema de Aubin-Lion-Simon (Teorema 1.57-ii),
com By = W', By = C([0,1]) e By = L" com r > 1, existe uma subsequéncia ainda

denotada por k; (i = 1,2,3,...), sem perda generalidade, tal que

nf —n

em C([0,1] x [0,Tp])

mk —m

quando k; — oo0. Assim, obtemos a convergéncia forte de (mk",nki) para (m,n) em
C([0,1] x [0,Tp]). Resta provar (2.125), (2.126) e (2.127).

« Sob a hipdtese (2.1), segue de (2.90) que

— C,C C,C
ko < C1 < mki < 172; e 0< nki < 173 e [07 1] X [07T0]7
OI Cl
onde Ty < Ty. E usando (2.124), obtemos
— C,C c,C
ko <Cr<m< =" e 0<n<-=" em|[0,1] x [0, Tp],
Cl C’1
onde Ty < min{Ty, T»}.
« Sob a hipétese (2.2), segue de (2.91) que
_ C,C
0<mh <Cy<hky, e 0<nM< é“r’ em [0,1] x [0,T5],
4

onde Ty < Ty. E usando (2.124), obtemos

0<m<Cy<ky, e O<n<oé05 em [0, 1] x [0, To],
4

onde Ty < min{T}, T}

« Sob a hipdtese (2.3), segue de (2.92) que

C
0<mh <Cee, e —L<nf<Cge eml0,1] x [0,Tp],
e

onde Ty < T1. E usando (2.124), obtemos

G

(&

0<m<Cge, e <n < Cge em [0,1] x [0,Tp],

onde Ty < min{f, T5}. Com isso concluimos a prova da Proposicao 2.17.
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A . 1 _
2.35 Convergéncia de (u/’ ,u’; b

Na Proposicao 2.16 mostramos que existe uma subsequéncia (uf’,ulgﬂ) con-
vergindo para (u;, u,) quando k; — co. Nesta subsecdo, verificaremos que (ufi=, ulg“’l)

também converge para (u;, uy) quando k; — co. Esta verificac@o se faz necesséria, uma vez

que ambas aparecem no sistema de aproximagcao.

k+1(n

Para esse propdésito, necessitamos das estimativas da diferenca entre m ARy

e m*(n*), uma vez que existe uma relacio entre a velocidade e a massa devido a equacio

momento . Denote por m*tt = mFt — m* e mF T = pft — p* entéo

7k+1 4 mk-‘rluiﬁ +m (uf . Ul ) +mk+1[ f]x + mk( E uf l)x =0,
(2.128)
m* Y (z,0) =0
e
ﬁf+1 + n +1u1€ +n (u]; — u];_l) + ﬁ“l[uI;]I + nk(u'; — U,];_l)a; = 07
(2.129)
" (2,0) =0

para (z,t) € [0,1] x [0, To].

Lema 2.18. Para todo t € [0,Ty], k€ N er > 1, temos

d . LA e "

S T O1L < Cl(w = w™ el [ O + CALm T (O (2.130)
(&

dtl\*’““( )i < Cll(ug = ug ™)o@ [ O + CALIR @)L (2.131)

onde C' é uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras

constantes conhecidas, mas independente de k e A,,.

Demonstragio. Multiplicando ambos os lados de (2.128), por 7 [m*™|"~2 "™ e arran-

jando os termos, segue

(|mk+1| ) (|mk+1| )xul +r|mk+1|r ka—klmk(u;c _u )+T|mk+1| [ ]x +
+r [ R (uf — b, =0,
equivalentemente,
(") + () + rfm™Pm mg (g — ™)+ (= D(m Y ug]e) +

k+1|r 2 —k+ k(uk k—l)x _ 07

+r|m mtm (uf —

para todo (x,t) € [0,1] x [0,Tp] e k € N.
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Integrando na variavel x sobre [0, 1], obtemos

fum“w>u¢wx= [ (1 byl (1, 1) — (0, ) (0, )

0
1

+ (r— 1)J [ [wf]e] (2, t)de + T’J [ =2 s (uf — )] (2, ) da

0

1
+ rf e e T (T T ](:c,t)dx}
0
e como uy(1,t) = uf(0,t) = 0, resulta

Ll(!mk#‘ )olz, t)de = — {(r _ 1)J1 [ [ub],] (a2, )

0

k+1|r Zm Hmk(uf _ Uéc_lﬂ (l‘,t)d:l?

_l’_
<
o%%

k+1’r 2 —k+1mk(u§c uéc 1) ](Sﬂ,t)d&?}

Assim,
d ' k+1|r ! k4111
G | de < = 1) [ [ L) e
0 N 0 .
7
1
o [T ] Gt
0
>
1
+rf [ | (uf — uf 1)) (2, ) da (2.132)
0
=T

para todo (x,t) € [0,1] x [0,Tp] e k € N.

Agora, vamos obter estimativas para [; com j = 7,8 e 9. Primeiro, encontrare-

mos a estimativa de I7, como uf € S, para todo k € N, entao

[ui]el (2, 8) < |[ufle(@)]z= < Crlllur]e(®)wir < Crlluf (8)war < CrA A,
Donde

1 1
L= (= 1) [ (m* b)) (00 < O4, [ )Gt
0 0
—  L<CAm Ol (2.139)
para todo t € [0, Tp].

Agora, vamos encontrar uma estimativa de Is. Para todo t € [0,Ty] e ke N

1
Is < vl (uy =y~ 1)(15)!wa0 (] [ H7) (@, t)da.
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Aplicando a Desigualdade de Hoélder (Proposigao 1.42) no lado direito da desigualdade

acima, com 1’ = , 7> 1, e usando a Imersao de Sobolev (Teorema 1.30), obtemos

r—1

<ol =)0l [ (] ) o
< Ol — )0 o b () [ 1) 5 (2134)

para todo t € [0, Tp] e todo k € N.
Como uf(t) € W, entdo (uf —ulf=)(t) € Wy para todo t € [0,T}] e todo
k € N. Dai aplicando a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35), deduzimos

Is < Cll(ug — wi =)o (&) | [mg () |- [ ()7 (2.135)

E j& que a sequéncia (m*)pey é uniformemente limitada em L™ [Ver (2.116)], resulta de
(2.135) que

Is < Cl(wy = uy ™ o ()| o [ (O] (2.136)

onde C' ¢ uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras

constantes conhecidas, mas independente de k e A,,.

Por fim, vamos encontrar uma estimativa para Iy. Por (2.116), temos
[m*|(z,t) < C

para todo (x,t) € [0,1] x [0, Tp] e todo k € N. Dai segue-se que

1

1
o= | = ) (e < © [ (G = )Y (o)
0

0

e aplicando a Desigualdade de Holder (Proposi¢ao 1.42) no lado direito da dltima desi-

gualdade acima, com 7’ = , > 1, obtemos

< O (uy = ™ )a (Ol [m* ()7 (2.137)

para todo t € [0,Ty] e todo k € N.
Por (2.132), (2.133), (2.136) e (2.137), concluimos

||*’““( Ol < Cllur —w™ @)l [ O + CALm = (O]

onde C' ¢ uma constante genérica positiva dependendo somente dos dados iniciais e outras

constantes conhecidas, mas independente de k e A,. Similarmente,

d _
PO < Cll(ug = ug el [A* O + CALRT (O

para todo t € [0, Tp], ke Ner > 1. ]
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Lema 2.19. Para todo t € [0,Ty], k€ N e r = 2, temos

[y — v e ()2 < CAL (Im* (O] + |7 ()]2) (2.138)

I[ug = ug™ Lo ()] < CAL (Im* ()] + 7" (0)]2) - (2.139)
Demonstracao. Relembremos que

af = ag(m®,nF) e P¥ = P(mF, n")
para todo k € N. E observe que uf — uy~' é solucdo da equacio

mk

B b= — gk ph k71Pk71 ko k-1
luy —u™ Jow = o Py +(m"=m")g
= (af —af Y PF 4 o[ PF — PFY, + mfyg
= (af —of )P+ (af ' [PF = P*)), — [ L [PF = P+ mfy.

Dal segue-se, de forma andlogo a (2.44),

i — af o, t) = f[( £ PE] (€, )de — f ((P*— PFY] (¢, 1)de
T [ 1(Pr — pE)] §t+gfm sumff — PFY) (¢, t)dedy

[tk = ot e i [ ot - PN e s

—QL L m* (€, t)dédy.

Logo,
pl (u =™ al (@, 1) < 2[[(0f = ™) PENO) [0 + 2[[(af ™ )e(PF = PHH] (1)) e
+ lof T (P = PRI, t) + fol [[or =M (P" = PO 1(€, t)dg + gf [t (&, t)]d€. (2.140)
Elevando ambos lados de (2.140) a r > 1 e aplicando o Lema 1.39 e utilizando

a Desigualdade de Jensen (Proposigao 1.43) nos trés ultimos termos do lado direito da

desigualdade acima, com 7(§) = 1 para todo £ € [0, 1], deduzimos

pil(up = up el (2,1) < C ([(of — oy PEN)L + Ilad e (P = PFHI)]1
g T (PE = PEO(E ) + o™ (P = PPOI@IIL + [m"(6)]L) -
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Integrando ambos os lados sobre [0, 1], obtemos

\Q\

( I[(er = o) PEI(®) [2r + (07 ™) (PF = PFH](0)] e

)\Hy +[m* ()] ) (2.141)

[ = ™)) <

AT;

+ o™ (PF = P

para todo t € [0,Ty] e todo k € N.

Agora, vamos estimar o lado direito da desigualdade acima. Note que com

argumentos analogos aos utilizandos em (2.33) e (2.34), obtemos

{Iaf—oq < C(m+ ") e

B (2.142)
|P* — P" 1 < C (Im"] + [n")

para todo k € N.

Sabemos que

(e = 2 (M Yo (Lom L ey (m Loy
Ve ox \p(m,n) ) — \ p? a} om) " p?a? on) "

e
Pm:;;(P(m,n))—STme g];nx
Entao
1 m| 1 |0P m| 1 |0P
(o)l < (pl g m)rmm(p? . ﬁn>\nx|
e
1P < | ] +| 27

M
Como p; = Ko > 0, M= [ver Observagao 2.4] e vale (2.93), entao
Pr ko

()| < (

donde concluimos

|(04l)cc| < €(|mx| + ’nxD € |Px| < €(|mx| + |nw|) (2.143)
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Portanto,
((af el < C(Img™' +Ing7Y) e [P < C(Imf] + [ng])

onde C' é uma constante positiva independente de k e dos coeficientes de viscosidades.

Assim, P¥ e (af™!), sdo limitadas em L" independente de k, tendo em vista

que m” e n* sdo limitadas em L" independente de k. Isto é,

k
{ IPEO < R o1

(e ™e®)r < K,

para todo t € [0, Tp], ke Ner > 1.
r

Se < r, ou seja, r = 2 entdo, usando a Desigualdade de Holder (Proposi-
7"‘ —

¢ao 1.42) e o Lema 1.44, obtemos

o ot P00 = ([ ot =i o) ([} y0e)
(J o = o™ >d:v> ( L !Pf!r(x,t)dx>r_l
<K (J o —a) " (@ t)dx)

<C(L (" + [ )(a:,t)dx).

Na 3* e 4* desigualdades acima utilizamos (2.144), e (2.142),, Lema 1.39, respectivamente.

Dai segue-se que
I[(ef — o™ P e < C (" (®)]1r + 7" (1)) (2.145)
e com um argumento analogo utilizado acima, temos

I[(a; ™ (P* = PP D] < C (Jm* (1)L + [7* (1)) - (2.146)

Da Observagao 2.4, |af | < 1, implica que
1

[o7 = (P = PFH] (07 = J [Jod ™' [P* = PE (2, t)dee

0
<1

< Ll |P* — P* " (2, t)dx
<C (fol (Im*| + [7*])" (fv,t)dx)

<C (Ll ([ + [77) (. t)dx) |
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Na 2% e 3* desigualdades acima utilizamos (2.142), e o Lema 1.39, respectivamente.

Assim,
[[ag = (P = PP H]®) |- < C (Jm* ()] + 7" (1)) 2r) (2.147)

e combinando (2.141), (2.145), (2.146) e (2.147), obtemos

Iy == ez < — (17 (@) + [7°@)[2-) < CA (Im" ()] + [2*(©)]2-)

para todo t € [0, Tp], ke Ner > 2

SRS

Portanto,
Iy = w ™ Lo ()] < CA, (J7° ()] + |7 (8)]2r)
e similarmente, temos
[y = ug™ ()] < CA, (J7* (O] + [7* (1))
para todo t € [0, Tp], ke Ner > 2. ]

Lema 2.20. Para todo k € N, temos

1
k+1 —kJrl T - T —k r
max (T O+ A O < 5 mas (O B O (2168)
Além disso,
/1 k—1
s (IOl + 0l < (5) (2149

comr = 2.

Demonstra¢io. Primeiro vamos provar (2.148). Agrupando (2.130), (2.131) (Lema 2.18),
(2.138),(2.139) (Lema 2.19) e depois utilizando a Desigualdade de Young (Proposigao 1.41),
r

comp=r=2ep =

T segue-se que

d
dt

+ CA, (IOl + [P Ole-) (I @15 + [ @)l7)

< CA, (I @) + 7 (@)]5) + CAL (Im* @) + 7))

— ([T O + [ @)

») < CA, (Jm* O + [7 ()7

+ CA, (Jm* @) + IR @)
e aplicando o Lema 1.39 nos dois ultimos termos da desigualdade acima, concluimos
dt(H*'““( W + 17 O)]7) < CAL (I @)1z + 7 (@)]7-)

+ CA, (I ()] + [ @) (2.150)
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para todo t € [0,Tp], k€ N e com r > 2.

Integrando ambos os lados de (2.150) sobre [0, t], para um dado t € [0, To] e
como m" ! (x,0) = 7" (2,0) = 0, para todo x € [0,1] [Ver (2.128), e (2.129),], entdo

concluimos que
¢
[ @) + [ ()7 < CA J (Im* ()7 + 7" (s)[13-) ds
0, [ (Ol + w6l s

para todo t € [0,Tp], k€ N e com r > 2.

Tomando o maximo em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

gz {[m O + [P O} < O4To max {[m* (@] + R @15} +

Val —k 1 k+1 r
+ CA,T, max, {Im* O + 7 @0))5

e como Ty < 36’114 isto ¢, CA,T, < ; segue que
gase {[m (O] + 7 O} < {H O[5 + [B*@)5.} +
E ?fr?x (= (015 + 170l
Portanto,
max (IO + [ @15} < 5 max (1WA Ol + ROl

para todo k € N e com r > 2.

Por fim, vamos provar (2.149). Para tanto, utilizaremos o Principio de In-
ducdo Finita. Sabemos que m* e n”* sdo limitadas em C([0,7y]; W"") uniformemente

[vejam (2.116) e (2.117)]. Entao

max {[[m*(t)[; + [7*(1)]3, } < C.

t€[0,T0]

Dai segue-se que

- 1 1-1
max {|m* ()] + [0 ()5} < C (2)

te[0,T0]
e, assim, para k = 1 a desigualdade (2.149) é verdadeira.
Suponha que para k =1 — 1 a desigualdade (2.149) seja verdadeira, isto é,

N2
r —l r - ~
nax, {Im'®|; + RO} <C (2) , com [ € N. (Hip6tese de Indugao)
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De (2.148) e da Hipdtese de Indugao, temos

1 11 /1 -2
l+1 —l+1 rlg = . rlg Z +
e {1+ 0015} < 5 max (@15 + O 2[0(2) ]
l

ou seja,

_ /1 -1
max {[[m™ (0] + 7 (@)1} < C (2) , com [ € N.

t€[0,70]

Assim, a desigualdade (2.149) é verdadeira para k = [ e, pelo Principio de Indugéo, (2.149)

vale para todo k € N e com r > 2.

O
Proposicao 2.21. Quando k; — o0, temos
ki —
Huj - ujHLw([O,TO];W(}”) — 0 (2.151)

onde u; e ug sao os encontrados na Proposicio 2.16 e r = 2.
Demonstragio. Para todo t € [0,Tp], segue de (2.138) (Lema 2.19) que

Il = w1 ()2 < CAL (Im* (@)1 + 17 (0]

< CA, max {Hm Bz + IR @)}

H te[0,Tt

o 1 k—2
<oa (2> .

Na 1* desigualdades acima, utilizamos o Lema 1.39 e tltima desigualdade acima utilizamos

o Lema 2.20. E de modo anéalogo, obtemos

- 1 k—2
- Lol <047 (5)
para todo t € [0, Tp] e k € N.
Logo,
o 1 k—2
i 1015 < O (5) (2152)

para todo t € [0, Tp], 7 =2, keNej=1g.

Sabemos que, para todo t € [0,T] e k € N, temos

uf(t) e Wy", com j=1g.
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Entéao, da Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.35) e (2.152) resulta
B 1\ k2
ot = a0 < Gl — L0l < O (3)
para todo t € [0, Tp], 7 =2, ke Nej=1g.
Observe que o lado direito da desigualdade acima nao depende de ¢, isso implica
que

1\ 52
k k—1 __
Huj — Uy HLOC([O,TO];WOLT) < CA, (2)

com j = [, g e quando k — co. Entao, obtemos

k k—1
||/LL‘7 - u] HLOO([O,TQ],WOLT) —> O’

isto é, a sequéncia (uf)zo:l ¢ de Cauchy no espaco L™ ([0, Tol; Wol’r), com j =1,g.

J& que o espaco L~ ([O, Tol; Wol’r) é Banach (Definigdo 1.50), entdo existem
a,be L* ([0, Ty]; Wol’r) tais que

lu = all o (o gwey =0 ltg = Bll o o gy — 0

quando k — c0. Donde decorre que as subsequéncias (ufi_l, u';i_l) e (ufl, u];) de (uf, u];)
também convergem para (a,b) em L* ([0, Tp]; Wy™).

Por (2.119), e pela unicidade do limite fraco, obtemos

com isso concluimos que

ki1
Hujl _ujHLOO([O,To];Wg’T)

quando k; > 0 com j=1[l,ger = 2.

2.3.6 Existéncia da solucdo do Teorema Principal

Nesta subse¢ao, vamos mostrar a existéncia da solu¢ao do Teorema 2.1, sabendo
que as sequéncias convergem, como provado na subsecao 2.3.4 (ver Proposigao 2.16) e na
subse¢ao 2.3.5 (ver Proposicao 2.21).

Proposicao 2.22. Seja (u;,uy,n,m) o limite da sequéncia encontrado na Proposicio 2.16.
Entao,
ny + (nug), =0
! (2.153)

my + (muy), =0

em quase todo (0,1) x (0,Tp).
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Demonstragao. Seja Q2 = (0,1) x (0,Tp). Entao, para k; (i =1,2,3,...), temos
n;' + (nkiuki_l)x =0

isso acarreta

k"uki_l)x (x, t)] o(x, t)dxdt

0= | o :
Q
= f nyig) (z, t)dzdt —J [(nkiulgﬁ'*l) ¢o] (x, t)dzdt (2.154)
Q Q
para todo ¢ € D(Q).
Vamos provar que
J (nyip) (z, t)dedt  — J (nep) (z,t)dzdt (2.155)
Q Q
e
J;) [(nkiulgi_l) ¢o] (z, t)dzdt  —> JQ [(nuy) ps] (z,t)dxdt (2.156)

quando k; — o e ¢ € D(Q)) qualquer.

Primeiro mostremos (2.155). Por (2.119),, temos
(n' —ny) — 0 fraca-= em L*([0,Tp]; L")
e do Teorema 1.26, resulta
JQ [(nfl —ny) ] (z,t)dzdt — 0.
Assim,
L (nyie) (z, t)dedt  — L (nyp) (z,t)dzdt

quando k; — o e ¢ € D(Q2) qualquer.

Agora, vamos mostrar (2.156). Note que

JQ [(nku’;fl) W] (x,t)dxdt — J [(nuy) ¢, ] (x,t)dzdt

Q

= Ll +L2

L [(n* —n) u’;i‘lgox] (x,t)dxdt| +

[ 10 = ) ) o ot

(2.157)

para todo ¢ € D(Q).
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Considerando a parte Li, nés temos

L =: J [(n* —n) u];"_lapx] (x,t)dxdt| < J (jn* —n| |ulg“_1| pa|) (z,t) dadt
0 0

< [n* = nf o< pm) L ([ufi=] [al) (w,t) dadt

< |nf - nleqoixfomon @zl L @) L \ulgﬂfl\(:v, t) dxdt
< O™ = nlleonxom
pois Hu'g“_lH i) < C. Da desigualdade acima juntamente com (2.124), concluimos

L; — 0, quando k; — o0. (2.158)

Agora, vamos considerar a parte Ly. Afirmamos que ny, € L*([0, Tp]; W’l”"/),

onde 1’ é o conjugado de 7.

De fato, como n € L*([0,Tp]; W'") e p € D(R), temos
nge € L2([0, To); Wy")
e imersao L2 ([0, Ty]; Wy™") < LY([0, Tp]; W), concluimos

ng, € L0, Ty; W),

Sabemos por (2.151) (Proposicao 2.21) que

quando k; — o0 e, além disso, sabemos que nyp, € L*([0, Ty]; W_l”"l) = (LOO([O,TO]; Wol’r)/.

Entao, Teorema 1.26, resulta que
J [(uli ™" = uy) nps| (x, t)dzdt  — 0
Q
e dai obtemos

Ly =: — 0 quando k; — . (2.159)

[ L = wyme] oy
Q

Logo, de (2.158) e (2.159), resulta
Li+Ly; — 0 quando k; — o0.

E por (2.157), concluimos

L [(R*uli=") oo (@, t)dodt  — L [(nuy) ps] (z,t)dxdt
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quando k; — 0 e todo ¢ € D(Q).

Agora, aplicando o limite em ambos os lados de (2.154), temos

ki—>OO

0= lim [ L (n'0) () dadt — L[(nkiulgi_l) o] (a:,t)da:dt]

= lim | (njip) (z,t)dzdt — lim [(nkiulg"_l) ¢s| (z, t)dzdt.

k¢~>OO QO kiHOO [9)

e utilizando (2.155) e (2.156) na igualdade acima, segue que

.
0= ), (nyp) (x, t)dxdt — L [(nuy) pa] (z,t)dxdt
= J; (nyp) (x, t)dzdt + L [(nuy), o] (x,t)dxdt
— |l t) + (g, )] o, )t (2.160)

JQ

para todo ¢ € D(§2) com Q = (0,1) x (0, Tp).
Agora, do Teorema 1.18 e de (2.160), resulta
ne + (nugy), =0 em quase todo (0,1) x (0,7p).
Usando um raciocinio andlogo ao anterior, obtemos
me + (mu), =0 em quase todo (0, 1) x (0,Tp)

e concluimos a demonstracao.

Lema 2.23. Quando k; — o0, temos
(i, aft, PPy — (cq, 0, P)  em C([0,1] x [0, Tp]) (2.161)

onde a = @, ay = n satisfazendo (2) e P satisfazendo (4) e (5).
Pl Pg

Demonstracao. Lembremos que
2 Aa2ck
a azc
P* = P(m* n*) = El ’bk + 4 [ (F)2 + 7;2 ] , o mF=afpl e nf= a’;plg,
1
onde
a
V" = b(m"*,nk) = m* + —InF — kg,

¥ = c(mF,n*) = kon
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P" — po Po
Pf:Pl,O‘f‘ig Ko = pro——5 >0
aj a

para todo k € N. De (2.124) segue-se

lim b = b
k;—00
em C([0,1] x [0,Tp])
lim ¥ = ¢
k‘i—>OO

e, consequentemente,

lim P =P  em C([0,1] x [0, Ty)).

k’i—>OO
Assim,
( Pk P
. ki _ 1 _
k{l—{r(l)o Py klzl—{%o ( @3 ) a? P
3 em C([0,1] x [0,Tp])
Pki _ p P —
) ks 0\ _ Po _
khggo Pl = khinoo <Pl,o + 7 ) pLo + - pu

e sendo pF > ko > 0, para todo k;, entao
pl , P )

Jim ot = i =
em C([0,1] x [0,Tp]).
Da relacio o) + a’;i =1, decorre
kllliléo o/;i = klllinoo (1- ozf") =1—-o =0
em C([0,1] x [0,75]) e o lema fica provado. O

Proposigao 2.24. Seja (u, ug, n,m) o limite da sequéncia encontrado na Proposicio 2.16

e oy, o, P dados no Lema 2.23. Entao,

Oéle +m g = [ [ul]a::g

em quase todo (0,1) x (0,Tp).
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Demonstragio. Para k; (i = 1,2,3,...), temos
o/g“"Pfi + nkig — lg [u’;]m =0

isso implica

0= Jﬂ (alginicp) (x,t)dzdt + g JQ (n* ) (z,t)dzdt — p, JQ ([ul;]m gp) (x,t)dxdt

para todo ¢ € D(Q2) com Q = (0,1) x (0, Tp).

Dai, precisamos mostrar os seguintes:

fg (nkigo) (xz,t)dxdt —> JQ (np) (x,t)dxdt,

JQ ([ul;]m 90) (x,t)dxdt —> JQ ([ug]m (p) (z, t)dxdt

L (akiPYip) (z,t)dedt  — L (ayPpp) (z,t)dzdt

quando k; — 0 e todo ¢ € D(Q).
Para (2.164), temos

L (n*p) (z,t)dzdt — f (np) (z,t)dxdt

Q

fﬂ [(n* —n) o] (z,t)dzdt

< J (In* = n| |¢]) (z,t)dzdt
Q
< el ey 7" = nllogoxiom)

e utilizando (2.124), no lado direito da desiguadade acima, concluimos (2.164).

Por (2.119),, resulta
(Ulgci —uy) — 0 fraca- + em L*([0,Tp]; W*")
quando k; — oo. Entao, pelo Teorema 1.26, em particular
JQ [(ulgﬁ - ug)m @] (x,t)dzdt — 0

para todo ¢ € D(Q2), quando k; — o0.

Logo,

L ([uﬁ]m go) (x, t)dxdt—f ([ug),, ) (z,t)dzdt L [(u]; - ug)m gp} (x,t)dxdt

Q

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

— 0
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e, consequentemente, vale (2.165).

Por fim, vamos mostrar (2.166). Temos

' JQ (a’gﬂz‘Pfiw) (x, t)dxdt—fg(agpch) (x, t)dwdt{

< J [ (i — ay) PYio] (z, t)dxdt| + J [(P* — P)_(agp)]| (x,t)dzdt| =: Ls + Ly
Q Q
para todo ¢ € D(Q).
J& que |PF| < C (|m¥| + [n¥]) [Veja (2.143)], entdo

LgZ:

¢|) (z, t)dzdt

JQ [(o/g“ — ag) Pfigo] (x,t)dxdt]| < JQ (]oclg“ — oy | PFi

<o} = agleqoanmn el | 1P tdodt
< |lakt — aglleqoaixomp el e (Ink (@) + [mii(t)] 1)
e utilizando (2.108) no lado direito da desigualdade, obtemos
L3 < Cllal — aglcqo«om) (2.167)

onde C' é uma constante positiva. Assim, de (2.161), e (2.167), resulta

Ly — 0 quando k; — 0.
Para todo ¢ € D(Q2), temos

JQ [(P* — P)_(agp)] (x,t)dedt = — JQ [(P* = P) (aye),] (2, t)dzdt

isso acarreta que

L4I:

(2.168)

JQ [(Pkl N P)x (aggo)] (x,t)dxdt

JQ [(Pki _ P) (Oéggp)w] (2, t)dxdt

s L (IP* = P [ (agp), |) (z,t)dzdt < |P* = Plooxjom) L | (agep),, (2, t)dudt.
Afirmamos que

L (g @)u|(z,t)dzdt < o0

para todo ¢ € D(Q2). De fato, como

(a/g 90)95 = [ag]x Y+ Qg Px,
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temos

(ag )zl < llagla] [o] + g leal.
Ja que ay = ﬁ, entao com um argumento analogo ao aplicado para provar que
_ 9
[ou]z| < C (Jmy| + |nz]) em (2.143), obtemos
[ogla] < C (Ima] + In2])

e sendo || < 1, segue-se que

[ ey 01 et < [

, Ulagle] |w|)(x,t)dxdt+fg( gl [a|) (2, t)dadt

<1
< lelueo | laglaltaidode + | ool (o t)dadt
Q Q
< lelm (IOl + o)) + leodiowy  (2169)

para todo t € [0, Tp].

Segue da semicontinuidade inferior da norma e (2.108), podemos obter
Ina ()l + Ima ()| < Jim inf ([ng(6)] 2 + [m(0)])
< GCI(HTLO@HLl + Hmo,xHLl + 20) (2170)

para todo t € [0, Tp]. Assim, por (2.169) e (2.170), deduz-se
J (g @)zl (2, t)dadt < C (2.171)
Q

onde C' é uma constante positiva.

Usando (2.171) no lado direito da desigualdade (2.168), obtemos
Ly < C|P* = Ploqoaxomy — 0.
Donde decorre
Ly, — 0 quando k; — o0,

j& que P* — P em C ([0,1] x [0,Tp]) [Veja (2.161),].

Assim,
L3 + L4 — 0,

quando k; — o e, portanto, provamos (2.166).
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Agora, tomando o limite em ambos os lados da igualdade de (2.163) e utilizando
(2.164),(2.165) e (2.166), obtemos

fg [(agPs + 1 g — pglugl,,) ] (z, t)dzdt = 0 (2.172)
para todo ¢ € D(Q).
Aplicando o Teorema 1.18 em (2.172), concluimos
agPr +n g —pglug] . =0 em quase todo (0,1) x (0, Tp).
E com racionicio analogo, obtemos

Py +mg—pfw], =0 em quase todo (0,1) x (0,7p).

Portanto,

ang+ng:MQ[u9]zm
Py +mg=plwl,,

em quase todo (0,1) x (0,7p).
[

Proposigao 2.25. Seja (u;, ug,n,m) o limite da sequéncia encontrado na Proposigio 2.16.

Entao,
m(z,0) = mo(x), n(z,0) =no(z)
para todo x € [0,1]. Além disso,

(m,n) e C ([0, T, W) n CH([0, To]; L) e (ugow) € C ([0, To]; W2 n Wy™").

Demonstragio. De (2.69), temos
m"(z,0) = mo(z) e nFi(x,0) =ng(z)

para todos x € [0,1] e k; (i = 1,2,3,...) e sabemos, por (2.124), que
nt —n

em C([0,1] x [0,T5])

quando k; — oo. Entao,

mo(z) = klzlinoc m"(z,0) = m(x,0) = m(z,0) = my(z)

no(x) = kh_r)rcl)o nFi(z,0) = n(z,0) = n(x,0) = ne(x) Vz € [0,1].
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Agora, segue da Proposicao 2.17 [(2.125), (2.126) e (2.127)] que m e n sao
fungoes limitadas em [0, 1] x [0, T,]. Logo,

m,ne L*([0,1] x [0,Tp]) = m,ne L ([0,To]; L")
e com uma argumento andlogo ao utilizado em (2.89),0btemos

my,nge € L7 ([0, To]; LT) .

Portanto,
m,n e L ([0, To); W)

e sabendo que n e m sao solugoes das equagoes (2.153), e (2.153), (ver Proposicao 2.22),
respectivamente, com ng, mg € W"". Além disso, sabendo por (2.119), (ver Proposicdo 2.16)

que
ug,up € L ([0, Tp); W2 A W)
Entao, do Lema 2.6, deduzimos

n,m e C([0, Ty]; W").

Por (2.161),, temos

2
aj

2 Aa2
P:P(m,n)zazl[b—i— bQ—i-agc].

Com um argumento semelhante ao utilizado para provar (2.93),, uma vez que (2.125),
(2.126) e (2.127) valem, obtemos

9P ()

o <C e

E, sabendo que n,m € C([0,Tp]; W'") e ug,u € L ([O,TO]; W2 A Wol’r) (Proposigao
2.16) com u, e w; satisfazendo as equagoes (2.162), e (2.162), (Proposicao 2.24), respecti-

vamente. Segue, do Lema 2.11, que
ug, up € C([0, T]; W A Wy").
Por fim, ja que n,m € C([0, Tp]; W) e ug,u; € C([0,T]; W™ A Wy"), das
equagoes (2.153), e (2.153),,0btemos
ng, my € C([0,Tp]; L7).
Logo,

(m,n) € C([0, To; W) n CH[O, Tp); L) e (ug,wy) € C ([0, To]; W2 n W)



Capitulo 2. Teorema Principal 91

Portanto, das Proposi¢oes 2.22, 2.24 e 2.25, concluimos que o limite (m, n, u;, u,)
encontrado na Proposi¢ao 2.16 é solu¢do do problema (3) em (0,1) x (0,7p) satisfazendo

as condigoes de fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente, com

(m,n) e C([0,Tp]; W) n Cl([O,TO]; L") e (w,u,) e C([0,Tp]; W2r).

2.3.7 Unicidade da solucao do Teorema Principal

Na subsecao 2.3.6, mostramos o limite da sequéncia encontrado na subsecao
2.3.4, Proposigao 2.16, é solu¢ao do problema (3) em (0,1) x (0,7p) com as condigbes de
fronteira e de dados iniciais (7) e (8), respectivamente. Nesta subsegdo, vamos dedicar a

provar que tal solucao é tunica.

Proposicao 2.26. Sejam (ml,nl,uu,ulg) e (mg,ng,ugl,ugg) duas solugoes do Pro-
blema (3) com as mesmas condigoes de fronteira e de valor inicial, isto é,

[ () + (nyuy,).

(my)e + (mjugy)e =0

§ lPile +9m; = pulujlee (2.173)
(z=1,8)=0 VYte[0,T]
r=0,t) = u;(x=1,t) =0 Vte|0,T]

~

mj(x,t =0) = mo(z), nj(x,t=0)=ng(x) x € [0,1],

com
(mj,n;) € C([0, o W) n CH[0. To[; L7) e (uj;,u5,) € C([0, To); W),
para j =1 e 2. Entao
Ny =mng, My =My, Uy =uUy € U, =uy, em[0,1]x[0,Tp].

Demonstragio. Por (2.173), temos

(n1)e = (n2)e = — [(nlulg)x - (nQu?g)x] - {(nl)ﬂf (ulg - u29) + (1 = n2)(urg)e
+ ugg[(n1)s — (n2)a] + n2 [ (ury), — (u2y) ]} (2.174)
(m1)e — (Mma)e = — [(Mauyy), — (Maugy),] = — {(m1)s (w1, — ugy) + (M1 — ma)(u1))s

+ ugy[(ma)e — (Ma2)s] + ma [(un), — (ug), ]} (2.175)
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Utilizando o mesmo argumento que foi usado para mostrar (2.130) (Lema 2.18) em (2.174)
e (2.175), obtemos

d _
7 (Im(®) = na(O)]2) < T ([(wrg = wag)a ()] arna(t) = na(Ol" + |ma (€)= na(8)]2-)
(2.176)
e
d _
= (Ima (&) = ma(0)]13) < C (I (war = war)a () o [ma(8) = ma(B) [+ [ma(t) = ma (D)1,
(2.177)
para todo t € [0, Tp].
Como
(. 0) = vao.) = | (o = 02 (Pel (6 0€ = - | lon(Pi = Palle (6,00
1 rT T
o [(all)g (P — P2)] (&, )d€ + QL (my —m2) (€, )d¢
1 rl ry 1 1 ry
" L [(cr; — ay) Pre] (&, t)dédy + Mljo L [an (P — P2)]e (€, t)dEdy
1 rl ry 1 ry
T L [(Oéu)g (P — P2)] (& 1)dédy — g JUL L (m1 —m2) (&, t)dEdy,
segue-se, com argumento semelhante ao utilizado em (2.138) (Lema 2.19), que
(s — e < Ty (Imat) = ma@lze + I (8) = na(t) ) (2.178)
e de forma similar, temos
[(urg = uzg)a(®)|r < C (Jma(t) — ma ()] + [na(t) = na(t)]2r) (2.179)

para todo t € [0, Ty] e para toda C), constante positiva independente de t.

Combinando (2.176), (2.177), (2.178) e (2.179), obtemos

d _
5 Ura(®) = na(@) [z + [ (t) = ma(@)]2-) < Clina(t) = na (@)l +[ma(t) — ma(t)]1-
+ (Jma(t) = ma(t) |- + Ina(t) — n2(t)]2) (Ima(t) = me@)7" + Ina () — na()]7:7)]
(2.180)
e utilizando a Desigualdade de Young (ver Proposi¢ao 1.41), com r’ = T er > 2,
r —
resulta
d r r el r r
2 Ura(®) = a7 + [ma(t) = ma()]7) < Clina(t) = na()7 + [ma(t) — ma(t)]7
1 .
+ - (Ina(®) = o (@) + [ma(t) = ma(t)]2r)
r—1

+ (Ina(t) = na(®) 7" + [ (t) — mQ(t)|271>TT1] .
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Por fim, aplicando o Lema 1.39 nos dois ultimos termos do lado direito da desigualdade

acima, deduzimos

jt(nl(t) = na(t)[ 3 + [ma(t) = ma(t)[1r) < C (Ina(t) = na(t)[3r + [ma(t) — ma(®)]1r)
para todo t € [0, Tp].

Dos valores iniciais [ver (2.173).], segue
ni(z,0) —no(z,0) = no(z) —ne(x) =0 e my(z,0) —ma(z,0) = me(x) —me(z) =0,
para todo z € [0, 1]. Dai deduz-se

11(0) = ma(O)[y, + 1 (0) = ma(0) ;= 0,

[\

~
=0 =0

Assim,

onde U (t) = |ny(t) —na(t)||7 + |ma(t) — ma(t)|}, para todo t € [0, Ty] e C uma constante

positiva.

Segue da Desigualdade de Gronwall (ver Proposicao 1.45) que
I (t) = na(®)l5 + i (&) = ma(®) = 0
para todo t € [0, Tp]. Portanto,
ni(x,t) = no(z,t) e ma(z,t) = ma(x,t)

para todo (x,t) € [0,1] x [0, Tp].

Lembremos que

P, P po o 4a2
=2 pj, = po+ e P;=P(mj,n;)=—|bj+4[0>+ ¢ |,
Pjg ag Pj; = PLo a2 J (mj,n;) 9 | % a? J
onde
a2
bj = b(mj,n;) =m; + a—gnj — Ko,

i
¢j = c(mj,n;) = Kon,.

Ja que ny = ny e my = Moy, entao

b1=b2 e C1 = Cy —— P1=P2 —— plg:pQg € P = P2

1 m; ;
= a5 =, concluimos que

Jg Jl

A1, = Q9 € Oy = Q.

g g
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Provado que n; = ny, P, = P, e oy, = g, segue da equacdo (2.173), que
[Uig)ze = [Uoglees = [u1g —ugyle =1 = [u1, —ug,| = bz + hy
com hy, he € R. Utilizando as condicoes de fronteira (2.173),, obtemos

0 =u1,(0,t) —u9,(0,¢) =hy = hy =0
0:U1g(1,t)—ll,29(1,t> Zhl :>h1 =0

para todo t € [0, Tp]. Donde concluimos que
Uy g(z,t) —ugy(z,t) =0 — U1 g(x,t) = ugy(z,1).
De forma similar,
uy(w,t) — ug(x,t) =0 nd u(@,t) = uy(z,1)

para todo (x,t) € [0,1] x [0, Tg].

Assim,

ny = na, mi = Mma, Uy = Ug; € Ulg = UQQ em [0, 1] X [O,To]

]

Portanto, das segoes 2.3.6 e 2.3.7, concluimos que existe uma tnica solucao
(m,n,u;,uy) em (0,1) x (0,Tp).
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