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Resumo

Sejam F' um corpo de caracteristica 0 e UT,,(F) a algebra das matrizes triangulares
superiores de ordem m com entradas em F. Em 2012, Centrone e Cirrito deram uma
completa descricao das codimensoes e cocaracteres Y-proprios graduados da algebra
UT,,(F) dotada da Z,,-graduacao elementar induzida pela m-tupla e = (0,...,0,1,...,m—
j), onde m = 2,3,4 e j = 1. Posteriormente, em 2015, os mesmos autores generalizaram
esses resultados para m = 2,3,4,5 e j = 2. Nesse trabalho, obtemos uma generalizacao
dos resultados supracitados, mais precisamente, obtemos uma descricao dos cocaracteres
Y -préprios graduados da algebra UT,,(F) dotada da G-graduacao elementar induzida pela
m-tipla da forma e = (g%, g2, .. ., glLL), onde G é um grupo finito. Além disso, investigamos
a dimensao de Gelfand-Kirillov da dlgebra relativamente livre Y-propria da algebra UT,,(F)

G-graduada.

Palavras-chave: Matrizes triangulares superiores; Pl-algebras; Identidades polinomiais

graduadas; Cocaracter, Dimensao de Gelfand-Kirillov.



Abstract

Let F' be a field of characteristic 0 and let UT,,(F') be the algebra of upper triangular
matrices of order m with entries in F'. In 2012, Centrone and Cirrito provided a complete
description of the Y-proper graded cocharacters and codimensions of the algebra UT,,(F)
endowed with an elementary Z,,-grading induced by the m-tuple e = (0,...,0,1,...,m—j),
where m = 2, 3,4 and j = 1. Later, in 2015, the same authors generalized these results for
m = 2,3,4,5 and 57 = 2. In this work, we obtain a generalization of the above-mentioned
results, more precisely, we obtain a description of the Y-proper graded cocharacters of
the algebra UT,,(F) endowed with an elementary G-grading induced by the m-tuple
e= (g, g2, ..., g%), where G is a finite grupo. Furthermore, we investigate the Gelfand-

Kirillov dimension of the Y-proper relatively free G-graded algebra of UTm/(F).

Keywords: Upper triangular matrices; Pl-algebras; Graded polynomials identities; Cochar-

acter; Gelfand-Kirillov dimension.
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Introducao

O conceito de identidades polinomiais surgiu, ainda que de forma implicita, por
volta da década de 30 do século XX com os trabalhos de M. Dehn e W. Wagner
(vide [22], [69]). Posteriormente, na década de 50 do mesmo século, esse objeto mostrou-se
campo frutifero e area (PI-teoria) de notaveis trabalhos de renomados matematicos como
Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (ver [42], [45], [55] e [34]).

Consideremos a algebra associativa livre F'(X) livremente gerada sobre o corpo F
por X, onde X é um conjunto infinito de variaveis nao comutativas. Dado uma F-algebra

A, uma identidade polinomial de A é um polinémio f(xy,...,x,) € F(X) tal que

f(al,...,an) = 0,

para todo aq,...,a, € A. As algebras que admitem identidades polinomiais nao nulas
sao chamadas de PI-dlgebras. Algebras comutativas, de dimensdo finita e nilpotentes sao

exemplos classicos de PI-algebras.

As identidades polinomiais sdo de grande importancia na matematica, sendo ferra-
menta importante no estudo estrutural de dlgebras e anéis (ver [33], [40]). Um dos resultados
classicos que impulsionaram os estudos sobre identidades polinomiais, provado em 1950, foi
o Teorema de Amitsur-Levitzki; este estabeleceu que a algebra M,,(F') das matrizes m x m
sobre um corpo F' satisfaz a identidade standard de grau 2m (vide [3]). O conjunto
formado por todas as identidades polinomiais de uma certa algebra A é denotado por
T(A) e denominado por T-ideal. Em 1973, Razmyslov provou que o T-ideal T'(Ms(F'))
é finitamente gerado para o caso de corpos de caracteristica zero, determinando uma
base com 9 identidades (ver [61]). Posteriormente, em 1981, Drensky mostrou que
T(My(F)) = {s4(x1, 79, 23, 24), [[21, 22)%, 23])T, também para corpos de caracteristica zero
(vide [31]). Em 2001, P. Koshlukov generalizou o resultado obtido por Drensky para corpos
infinitos de caracteristica diferente de 2 (ver [48]). Dentre todas as questoes levantadas
na Pl-teoria, a questao da descricdo de um conjunto gerador das identidades polinomiais
de uma certa PI-algebra é uma das mais importantes, todavia, essa questao tem sido
solucionada apenas para alguns exemplos em especifico, sendo o caso geral uma questao
em aberto, a saber, a descrigdo das identidades polinomiais de Mj3(F') com o corpo F'

infinito é desconhecida até o presente momento.

Por volta de 1950, Specht conjecturou, sobre corpos de caracteristica zero, que
as algebras associativas cumprem a propriedade de finitude da base de suas identidades
polinomiais. Essa conjectura ficou conhecida como problema de Specht, a qual veio a ser

solucionada de forma positiva apenas na década de 80 por Kemer.
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(Problema de Specht:) Toda variedade de dlgebras associativas tem base finita?

E importante destacar que o problema de Specht generaliza-se para qualquer &lgebra.

Extensivas investigagoes por volta das décadas de 60 e 70 acerca das identidades
polinomiais da algebra das matrizes triangulares superiores UT,,(F') revelaram a sua
extrema importancia na classe das Pl-adlgebras. Em sintese, as identidades polinomiais de
UT,,(F') podem servir para mensurar a complexidade das identidades polinomiais de uma
algebra finitamente gerada que nao satisfaz identidades polinomiais matriciais, assim como
as identidades de M,,(F') podem servir para mensurar a complexidade das identidades de
uma algebra arbitraria. A saber, sendo A uma édlgebra que satisfaz identidades polinomiais
nao-matriciais, isto é, identidades que nao sao satisfeitas pela a algebra My (F') das matrizes

de ordem 2 com entrada em F', entao existe m € N tal que

T(F)™ CT(A) CT(F),
onde T'(F) é o ideal gerado pelo comutador [F(X), F(X)] (vide [52]). Em [56], Maltsev

provou que
T(F)" =TUTW(F)),

onde T(UT,,(F)) é o T-ideal das identidades polinomiais da dlgebra UT,,(F') das matrizes
triangulares superiores com entrada em F. Genov, em [36] e [35], e Latyshev, em [53],
provaram que toda dlgebra que satisfaz as identidades de UT,,(F’) cumpre a propriedade
de finitude da base das identidades polinomiais, levantada por Specht. Latyshev, em [54],
e Popov, em [58], generalizaram esse ultimo resultado para PI-dlgebras satisfazendo as

identidades que sao consequéncias do produto de comutadores triplos

[xh T2, 33'3] to [$3m727 T3m—1, mm] = 07
o qual, por sua vez, gera o T-ideal das identidades polinomiais de UT,,(F), a éalgebra das

matrizes triagulares superiores com entrada na algebra de Grassmann FE de dimensao

infinita.

Desde sua conjectura até 1987, quando Kemer desenvolveu sua teoria estrutural sobre
os T-ideais na linguagem das identidades graduadas (vide [46], e também seu livro [1]),
onde ele solucionou positivamente o problema de Specht para qualquer dlgebra sobre corpos
de caracteristica zero, os resultados supracitados devidos a Drensky, Genov, Krakowski,
Latyshev, Popov e Regev constituiam todos os exemplos conhecidos de PI-algebras

cumprindo a propriedade de finitude da base de suas identidades polinomiais.

Para além dos fatos mencionados anteriormente, as dlgebras das matrizes triangu-
lares superiores UT,,(F) se demonstram de grande importancia, também, no estudo das
variedades de dlgebras associativas. Por exemplo, mostra-se que essas algebras, bem como

as algebras das matrizes triangulares superiores em blocos, sao geradoras das chamadas
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variedades minimais com expoentes 'fixados’, objeto de grande destaque no estudo das va-
riedades de dlgebras associativas. Por consequéncia disso, tem-se que os ideais T (U7, (F))
e T(UT,,(F)), onde E denota a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita, sdo ideais
maximais com expoentes fixados (detalhes em [30]). Motivado por esses resultados, a

algebra UT,,(F') serd objeto de interesse central nessa tese.

O desenvolvimento do estudo das identidades polinomiais de uma PI-algebra passa

pela teoria das representacoes do grupo simétrico .S,,.

Consideremos A uma P1I algebra, o grupo simétrico S,, e o espago vetorial P, com
base no conjunto {Zs1)- - Towm) | 0 € Sy }. O espaco P, tem uma estrutura de S,-moédulo
a esquerda, em verdade, na hipétese do corpo base ter caracteristica zero, P, é isomorfo
ao modulo regular de S,,, e assim as identidades polinomiais multilineares geram todas as
identidades polinomiais de A. Neste caso, afim de estudar o comportamento assintéticos
das identidades polinomiais de A, estudamos o espaco quociente

Py
BlA) = 5 riay
o qual tem uma estrutura de S,-médulo a esquerda (aquela induzida por P,). A n-ésima
codimensdo de uma algebra A, denotada por ¢,(A), é definida como sendo a dimensao de
P,(A) sobre o corpo base F' e o n-ésimo cocaracter de A, denotado por x,(A), é definido

como sendo o n-ésimo caracter do S,-médulo P,(A).

Os cocaracteres e as codimensbes sao ferramentas importantes na obtencao de
informagoes acerca das estruturas das Pl-algebras. A saber, o Strip Theorem, ver [40],
limita a quantidade de "linhas" do cocaracter de uma PI-algebra por sua dimensao, enquanto
que o teorema de Regev, em [40], afirma que as sequéncias de codimensoes das Pl-dlgebras
sdo exponencialmente limitadas. De forma objetiva, os cocaracteres "medem" o conjunto

dos polindmios que nao sao identidades e as codimensoes, o crescimento delas.

No sentido de estudar as identidades polinomiais de PI-algebra A, é conveniente
equipa-la com uma estrutura de grupo e estudar um tipo de identidade mais "fraca', as
denominadas identidades graduadas. Sejam A uma élgebra e G um grupo. Uma G-graduacao

em A é uma familia {Ag} o de subespacos vetoriais de A tais que
g

A= DgecAY e AIAM C A9

para quaisquer g,h € G. Sendo X = U X7 uma familia disjunta de conjuntos infinitos
geG
enumeraveis de varidaveis nao comutativas, a algebra associativa livre livremente gerada

por X sobre o corpo F, denotada por F/(X|G), é um exemplo de dlgebra graduada, onde

as componentes F'(X|G)? sdo os subespagos gerados pelos monomios de grau g.
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Defini¢ao 1. Sendo A uma dlgebra G-graduada, um polinomio f(z1,...,x,) € F(X|G)
¢ dito ser uma identidade polinomial G-graduada de A se f(ai,...,a,) = 0 para todo

ai, ..., 0, € UgegAy, tais que aj, € A parg cada k=1,...,n.

As Identidades polinomiais graduadas tém se mostrado objeto de grande relevancia
no estudo das identidades polinomiais ordinarias. Por exemplo: a teoria estrutural de
Kemer sobre os T-ideais foi desenvolvida usando-se as identidades Zg-graduadas ( vide
[46]); as identidades graduadas podem influenciar diretamente nas identidades ordindrias,
sendo G' é um grupo abeliano finito e A é uma &lgebra G-graduada, entdo A é uma

PI-&lgebra se, e somente se, a componente A'¢ é uma PI-4lgebra ( vide [5] e [9]).

Uma graduacao em UT,,(F) = @4ecA? na dlgebra das matrizes triangulares su-
periores é dita ser elementar se existe uma m-upla € = (e1,...,&,) de elementos do
grupo G de tal forma que cada componente homogénea AY é o subespaco gerado pelas
matrizes elementares e;;, tais que g = gi_lgj, com i,5 € {1,...,m} ei < j. Valenti e
Zaicev provaram, em 2003, que as graduagoes em UT,,(F') por grupos abelianos finitos,
no caso do corpo base ser algebricamente fechado e de caracteristica zero, resumem-se as
graduagoes elementares, posteriormente, em 2007, os mesmos autores generalizaram esse
ultimo resultado para grupos e corpos arbitrarios (vide [66] e [67]). Em 2004, Di Vincenzo,
Koshlukov e Valenti provaram, para corpos infinitos, que se G é um grupo finito, entao

™1 graduacdes elementares nao isomorfas em UT,,(F), e que essas graduacoes

existem |G
podem ser diferenciadas por suas identidades graduadas (vide [27]). Nesse mesmo trabalho,
os autores deram uma completa descricao de uma base, formada por tipos especiais de
polindmios multilineares, das identidades polinomiais graduadas para cada uma dessas

graduagoes.

Para o caso graduado, assim como no caso ordinario, tem-se, também, os conceitos
de codimensobes e cocaracteres (graduados). Consideremos G um grupo, A uma algebra

G-graduada e o subespago vetorial
Pf = span(x‘gl(l) . -xi’(‘n) | gi € G,o0 € 5,)

de F(X|G). O espaco P¢ e, portanto, o espaco quociente

PY(A) = —PY?

PENTe(A)
possui uma estrutura natural de S,-mdédulo a esquerda. O n-ésimo .S, -cocaracter
G-graduado de A, denotado por XS(A), ¢ definido como sendo o S),-caracter do es-
paco quociente PS(A) e n-ésima codimensio G-graduada de A, denotada por cS(A),
é definida como sendo a dimensdo do espaco PY(A) sobre F. Os cocaracteres e as
codimensoes graduado(a)s tém sido investigados para algumas Pl-algebras classicas,

por exemplo, podemos citar: [65] e [12] para a dlgebra UTy(F); [19] para UTs(F);
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[24] e [25] para a algebra de Grassmann E de dimensdo infinita. Enfatizamos que o
nosso interesse nessa tese é o estudo dos cocaracteres graduados de UT,,(F). Na litera-
tura, o calculo explicito de suas multiplicidades é conhecido apenas para m = 2. Em
2012, Boumova e Drensky exibiram um algoritimo que fornece a funcao geradora da
sequéncia de cocaracter de UT,,(F) ( vide [11]). Um fato interessante é que as multi-
plicidades da sequéncia de cocaracteres graduados limitam superiormente as multipli-
cidades da sequéncia de cocaracteres ordinarios, bem como a sequéncia de codimen-
soes graduadas limitam, também, superiormente a sequéncia de codimensées ordinarias.
Nao obstante, a descricao explicita desses objetos é uma tarefa ardua e nao solucionada
completamente, sendo conhecida apenas para algumas algebras em particular. Em verdade,
a descrigao explicita dos cocaracters graduados é desconhecida para UT,,(F') com m > 4,
o que evidéncia a dificuldade de trabalhar com esse objeto. O trabalho [12], devido a
Centrone, sugere que os cocaracteres graduados se relacionam com os chamados coca-
racteres Y -proprios graduados. Devido a essa motivagao, o avanco nessa linha de estudo
depende dos resultados obtidos acerca dos caracteres Y -proprios graduados. Na presente
tese, estudaremos os caracteres Y-préprios graduados da dlgebra UT,,(F') das matrizes

triangulares superiores com entradas no corpo F.

Consideremos um grupo finito G = {g1,..., 6.} e ly,...,l; € N. Olhemos para as

varidveis na algebra F'(X|G) da seguinte forma:

g1 g2 g2
1‘1 ,...,$l91,$191+1,...,:L‘lgl+lg2,...,

e denotamos por Pf;1 ,l

,, O espago vetorial linear gerado por elas. Mostra-se que esse
y T

espago vetorial ¢ um S;, X --- x5y -médulo & esquerda, sendo o mesmo valido para o

espaco quociente

G
PE(A) = — Pt
g1 tgr -Plgl""Jg'r' ﬂTG(A)

Em 1996, Di Vincenzo demonstrou que os cocaracteres e codimensoes graduados de
uma PI-algebra podem ser descritos em termos dos S,,, X -+ X S, -cocaracteres e das

Sy X -+ X Sy, -codimensoes do espago Pli . (A) (vide [23]), respectivamente.

olgr

A principal ferramente dessa tese é a dlgebra dos polinomios Y -préprios. Sua abor-
dagem, no caso ordindrio, foi iniciada por Malcev e Specht em 1950. Em [29], Drensky
também fez uso desse objeto no tratamento dos T-ideais da algebra associativa livre F/(X|G).
No que segue, escrevemos a dlgebra associativa livre F/(X|G) sob a forma F(Y U Z), onde
Y =X'e Z=Uyeq+X" aqui 1 denota o elemento neutro do grupo G. Os polinémios
Y -préprios sdo definidos como sendo os elementos da subalgebra unitaria B, gerada pelos
elementos de Z e por todos os comutadores nao nulos. Denotando por I’ nG o conjunto dos

polindémios Y -préprios multilineares de Pf , tem-se que I f é um S,-submodulo a esquerda
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de Pf , sendo o mesmo valido para o espaco quociente

G Iy
I'7(A) = 2 .
W oA L)
O n-ésimo cocaracter Y -proprio graduado, denotado por §S(A), e a n-ésima codimensao
Y -propria graduada, denotada por ”yf (A), de A sdo definidos como sendo o S,-cocaracter

graduado e S,-codimensao graduada do espaco I f (A), respectivamente.

Denotando por th_. o conjunto de todos os polindmios Y -préprios multilineares

'7mT
T

de PG ., tais que Y m; = m, tem-se que I'y
i=1

sendo o mesmo ¢é valido para o espago quociente

m, € um Sy X XSy, —submodulo a

esquerda de P% .

G FG
F A = = ’
ml,...,mr< ) Fgl,17~--7mr m TG(A)

Seguindo o trabalho [23], mostra-se que os cocaracteres e codimensoes
Y-proprios graduados de uma Pl-adlgebra podem ser descritos em termos dos
Sy X+ -+ X Sy, -cocaracteres, denotados por fnG“ (A), e das Sy, X+ -+ X S,,, -codimensoes,

(A), do espago th_

yeees My

- o (A), respectivamente.

denotadas por 751»---759

Em 2012, Centrone e Cirrito deram uma completa descricdo das codimensoes e
cocaracteres Y -préprios graduados de UT,,(F') com a Z,,-graduacao de Vasilovsky induzida
pela m-iupla e = (0,1,...,m—1), com m = 2,3,4 (ver [16]). A saber, os autores obtiveram

o seguinte resultado.

Teorema. Seja m € N. Considere UT,,(F) com a Z,-graduagao de Vasilovsky indu-

zida pela m-upla ¢ = (0,1,...,m — 1). Entdo, para quaisquer ny,...,n, € N tais que
> ni(j —1) <m—1, temos
j=2

o =Y > e o)

(a1,...,0)ESH S1+-+sp=n1

® O -o0) g .0 - o)

Posteriormente, em 2015, os mesmos autores generalizaram esse tltimo resultado

para o seguinte.

Teorema. Seja m > 2. Consideremos a dlgebra UT,,(F) com a Z,,-graduagio induzida

pela m-ipla ¢ = (0,0,1,...,m — 2). Entao, para quaisquer ny,...,n, € N tais que
> (G — 1) <m —2, temos
j=2

o (A) =Y >

(a1yeeeyp ) ESR ST FSKp=n1
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([)‘(31)] X .. R ® )TSM

® (D@...@D)Tsnz®...®(D®...®D)Tsnm

onde X\(s1) € a parti¢io (sy — 1,1) associada com cocaracter irredutivel

Nesta, apresentamos uma generalizagao de varios resultados contidos trabalhos
[16] e [17], dos autores Centrone e Cirrito, sendo o mais importantes uma completa
generalizacao dos resultados supratranscritos. Mais precisamente, damos uma completa
descricao dos cocaracteres da algebra UT,,(F') com uma G-graduagao induzida pela m-upla
e= (g, g2, ..., glLL), onde G é um grupo finito. Além disso, também fornecemos alguns
resultados sobre o crescimento das identidades polinomiais homogéneas da algebra UT,,(F)
através da dimensao de Gelfand-Kirillov de sua 4lgebra relativamente livre G-graduada em

um conjunto finito de varidveis. Por ultimo, conjecturamos a independéncia da graduacao.
Essa tese esta organizada como segue.

No primeiro capitulo, dissertamos sobre as Pl-algebras, defini¢oes, exemplos e

propriedades classicas acerca de suas identidades.

No segundo capitulo, apresentamos a teoria classica das representagoes de grupos,
dando énfase a teoria das representacoes do grupo simétrico .S, e sua estreita relacao com

as identidades polinomiais multilineares de uma PI-algebra.

No terceiro capitulo, abordamos: o conceito de graduagao de uma algebra por um
grupo e suas identidades graduadas; as codimensoes e expoentes de uma P[l-algebra;
as variedades minimais e o Teorema de Kemer. Em suma, esses resultados mostram a
importancia da dlgebra das matrizes triangulares superiores UT,,(F'), a qual é objeto

central nessa tese.

No quarto capitulo, apresentamos as contribuigoes dessa tese, sendo organizado como

segue:

Na Seg¢do 4.1, apresentamos o trabalho [27], devido a Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti,
este fornece resultados e ferramentas essenciais no sentido técnico para o desenvolvimento

efetivo dos calculos precedentes aos resultados principais dessa tese.

Na Secao 4.2, apresentamos os trabalhos [16] e [17], devidos a Centrone e Cirrito,

estes foram basilares e norteadores para o desenvolvimento dessa tese.

Na Secao 4.3, apresentamos as primeiras contribuicoes dessa tese, dentre estas,
destacam-se a Proposicao 21 e o Teorema 55. A Proposicao 21 apresenta uma completa
generalizacdo do Lema 7.3 do trabalho [19] e dos Lemas 3.6 e 3.8 dos trabalhos [16] e [17],

respectivamente. Enquanto que o Teorema 55, um dos trés resultados principais dessa tese,
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apresenta uma completa generalizagao dos Teoremas 3.7 e 3.9, resultados principais dos

trabalhos [16] e [17], respectivamente.

Na Secao 4.4, apresentamos o segundo resultado principal dessa tese, a Proposigao 22,
esta apresenta uma caracterizagdo das sequéncias e-boas, pre-requisito basico no calculo

dos cocaracteres.

Na Secao 4.5, apresentamos o terceiro resultado principal dessa tese, o Teorema
62, que calcula a dimensdo de Gelfand-Kirillov de BS(UT,,(F)), a algebra Y-prépria

relativamente livre de UT,,(F') em r-variaveis.

Todos os resultados contidos nas Segoes 4.3, 4.4 e 4.5 constam no trabalho [18],

devido a Centrone e ao autor dessa tese, submetido a publicacao.
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1 Identidades Polinomiais e PI-Algebras

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados basicos acerca das
P1I-dlgebras —algebras que satisfazem identidades polinomiais nao nulas— esses resultados

serao necessarios para o desenvolvimento do presente trabalho.

A menos de mencao explicita do contrario, doravante F' denotara um corpo e toda

estrutura algébrica abordada sera considerada sobre F'.

1.1 Algebras

Iniciaremos por apresentar o conceito e alguns exemplos importantes de F-algebras.

Definicao 2. Seja A um F-espago vetorial. Diremos que o par (A,*) é uma F-dlgebra se

7 7

x: AX A—> A é uma operacao bilinear, isto €, 7 x 7 satisfaz :

1.ax(b+c)=(axb)+ (axc);
2. (a+b)xc=(axc)+ (bxc);

3. (Aa) xb=ax(\b) = Aa=xDb)
para quaisquer a,b,c € A e A € F.

Como A comporta a operacao de adigdo "+ “, é conveniente nos referirmos a
“x " como sendo a operacao multiplicagcdo ou produto. Por simplicidade, denotaremos a * b
por ab, para quaisquer a e b em A, bem como denotaremos a F-algebra (A, *) apenas
por A, e, quando a ela nos referirmos, deveremos usar a expressao dlgebra, ao invés de
F-dlgebra A, ficando assim subentendido que A tem uma estrutura de algebra sobre o

corpo F'.

Definimos o produto em uma algebra de foma indutiva, isto é, para ay,...,a,11 € A,
o elemento ay - - - a,a,41 é definido como sendo (ay - - ay)a,11. Além disso, diremos que
um subconjunto f C A é uma base para A se 3 for base de A como espacgo vetorial. Por
ultimo, a dimensdo de A, denotada por dimg A, é definida como sendo a dimensao de A

como espaco vetorial sobre F'.

Definigao 3. Seja A uma dlgebra. Entdo, diremos que A é:

1. Associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A, isto €, o produto em A é

associativo;



Capitulo 1. Identidades Polinomiais e PI-Algebras 22

2. Comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € A, ou seja, o produto em A é comuta-

tivo;

3. Unitaria (ou com unidade), se existe 1 € A tal que la = al = a para qualquer a € A,
isto €, o produto em A possui elemento neutro. O elemento 1 é referido como sendo

a unidade de A;

4. Algebra de Lie, se a®> = 0 e (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (Identidade de Jacobi) para

quaisquer a,b,c € A.
Definicao 4. Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

1. Um elemento a € A é idempotente se a® = a;

2. Um elemento a € A é nilpotente se existe n € N tal que o™ = 0. Se todos os
elementos de A sdo nilpotentes, dizemos que A € uma dlgebra nil. Caso exista n € N
tal que a" = 0 para todo a € A, entao dizemos que A € nil de grau limitado. O menor

natural n com esta propriedade é chamado de expoente nil de A;

3. Uma dlgebra A chama-se nilpotente se existe n € N tal que ay ---a,, = 0 para todo
ai,...,a, € A. Neste caso, dizemos que o menor natural n com esta propriedade é o

indice de nilpoténcia de A.

Sendo A uma algebra unitaria, é facil ver que a unidade 1 é tinica. Nesse caso, podemos
identificar, de forma natural, o elemento A1 de A por A, e o conjunto {A1l | A € F'} por F,
e assim observar que o corpo F' esta imerso na algebra A. Um elemento ¢ € A é dito ser

L= le=1.

invertivel se possui inverso multiplicativo, isto ¢, existe ¢™* € A tal que cc™
Particularmente, se A for associativa, entao tem-se que A é um anel com respeito a adi¢ao

e a multiplicacao da algebra A.

Salvo mencao explicita em contrario, a partir de agora, sempre que nos referirmos a

uma algebra, esta ird significar uma algebra associativa unitéria.

Exemplo 1. Seja F' um corpo. Entdao, F € uma dlgebra associativa, comutativa e unitdria,

cuja dimensao (sobre F') € 1.

Exemplo 2. Seja m um nimero natural. O conjunto M,,(F) de todas as matrizes m x m
com entradas em F', munido das operacoes usuais de soma e produto de matrizes, ¢ uma
dlgebra associativa unitdria de dimensio m? e, caso m > 1, ndo comutativa. A unidade
de M, (F) (matriz identidade) é a matriz Iy,xm que contém 1 na diagonal principal e O

(zero) nas demais entradas.

Destacam-se na algebra M,,(F') as matrizes elementares e;;, cuja tnica entrada nao

nula é 1 ocorrente na i-ésima linha e na j-ésima coluna, para 1 < 1,7 < m. O produto
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entre duas matrizes elementares é a matriz

0 ,se l#k
€ijClk = )
er ,se L=k
onde 0 denota a matriz nula m x m. Além disso, é facil ver que o conjunto
f=A{ey; | 1 <i,j <m} éuma base para M,,(F), e assim temos uma forma de ve-
rificar que dimg(M,,(F)) = m>.

Exemplo 3. ( Algebra de Grassmann) Consideremos V um espago vetorial com base
{e1,€a,...,em,...}. Definimos a dlgebra de Grassmann E(V') (ou élgebra exterior) de V,

denotada simplesmente por E, como sendo a dlgebra associativa e unitdria com base
{1aei1"'€im |Zl <tg < v <y, M > 1}

e cujo produto é definido pelas relagies e = 0 e eie; = —e€je;, pPara quaisquer
i,7 € N. Destacam-se em E os subespagos gerados pelos conjuntos {1,e;,e;,---e; | m par}
e {ei e, e | k impar}, os quais denotamos por Ey e Ey, respectivamente. Observemos
que E = E ® Ey e, a partir da relacao (e ...e;,)(ej ... €5 )
= (=1)™(ej, ... ej)(eq - .. €;,,),ax = za, para quaisquer a € By e v € E, e bc = —cb, para

quaisquer b, c € ;.

Exemplo 4. (Algebra de grupo) Seja S um conjunto nao vazio. Consideremos o
conjunto F'S de todas as somas formais do tipo Y Ass, onde Ay, € F e {s € S| A\, #0} ¢

ses
finito. Dizemos que
D Ass =D s
seS ses

em F'S se tivermos A\s = s, para todo s € S. A soma

Z Ass + Z/VSS - Z()‘s +’75)5

seS seS seS

e o produto por escalar

TI As =Y (YA)s (yeF)

SES SES

torna F'S um F-espago vetorial, chamado de F-espago vetorial com base S.

2

Sendo 7 %7 uma operacao em S, é fato conhecido que 7 x 7 pode ser estendida a
uma unica operacao bilinear em F'S, a qual denotaremos, também, por ” x”. Desse modo,
temos que (F'S, ) tem uma estrutura de F-dlgebra, a qual denotamos simplesmente por

7 € associativa, comutativa e/ou unitaria em S, entao também o

F'S. Se a operacao 7 x
sera, respectivamente, na dlgebra F'S. Um caso particular e muito importante desse tipo
de construgdo ¢ quando usamos um grupo G, ao invés de um simples conjunto S. Nesse

caso, adotamos a notagdo multiplicativa para o grupo G e consideramos, no espaco FG, a
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operacao induzida pela operagio de G, e assim obtemos a dlgebra F'G, chamada de dlgebra
de grupo. Notemos que F'G é uma dlgebra associativa com unidade, pois G o é, e, além

disso, FG € comutativa se, e somente se, G ¢ abeliano.

Exemplo 5. Consideremos dlgebras A e B e o produto tensorial de espagos vetoriais
A® B sobre F. Entdo o produto

(11 @ 1) (T2 ® y2) = (w122 @ Y1Y2),

com xr1,T9 € A e y1,y2 € B, induz uma estrutura de dlgebra no espago A ® B. Essa
dlgebra é chamada de algebra tensorial de A por B. Se A e B sdo dlgebras com bases
B =A{vi | i €l} ePy={w;|je J}, respectivamente, entao temos que o conjunto
f={v,@w;|iecl,je J} éuma base para a dlgebra A® B. Se A e B sao dlgebras
unitarias, entdo A ® B também o €, sendo 1, ® 1g sua unidade. Caso A e B tenham

dimensao finita, entdo dimpA ® B = dimpg A - dimp B.

Exemplo 6. (Algebra associativa livre) Consideremos X = {z; | i € N} um conjunto
enumerdvel de varidveis nao-comutativas. Uma palavra em X € entendida como sendo uma
sequéncia finita x;, - - x;,, onde n € Ng = NU{0} ei; € N. O nimero n é o tamanho da
palavra z;, - - - x;,, se n =0 temos a palavra vazia a qual é denotada por 1. Duas palavras

Tiy - Xy, € Ty, - X, Serao ditas iguais se m=m € i = Ji,. .., = Jn. Consideremos o

n

F-espago vetorial F(X) com base nas palavras de X (vide exemplo 4). Os elementos de

F(X) sao chamados de polindémios e sdo da forma

f=>_anm, ondem éuma palavra, v, € F e {m | ay, # 0} € finito.

Quando for necessdrio especificar, devemos escrever f(x;,,...,x; ) para significar
que T, ..., T; Sao as varidveis que figuram em f, do contrdrio escreveremos f, apenas. Os
elementos da forma a,,m = Q,x;, - - ;, sao chamados de mondmios, cujo grau, denotado
por degm, é definido como sendo o tamanho n da palavra x;, ---x;,. Mais geralmente, o
grau de um polinémio f, denotado por deg f, é definido como sendo o mdzimo dos graus

de seus monomios nao nulos.
Considerando a concatenacao
(@i @, )Ty -0 ) = Tiy o T, Ty T

temos que o espago F(X), munido da operacio bilinear induzida por esse produto, é uma

algebra, a qual é associativa e possui a palavra vazia 1 como unidade.

Definicao 5. Sejam A uma dlgebra, e B e I subespagos vetoriais de A. Entdo, dizemos

que:
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1. B € uma subalgebra de A se B € multiplicativamente fechado, isto é, se para a e b
elementos quaisquer em B, tem-se ab € B. Além disso, ndao é dificil ver que se A €
unitdria, ndo necessariamente B também o €, mas em caso afirmativo, devemos ter

14 =1p;

2. 1 € um ideal a esquerda (respectivamente, d direita) se ax € I (respectivamente,
za € I) para quaisquer x € I e a € A. Se I € ideal d esquerda e d direita simultane-

amente, entao dizemos que I é um ideal bilateral de A (ou simplesmente ideal de

A);

3. I € um ideal maximal & esquerda (respectivamente a direita) de A , se para todo
ideal a esquerda (respectivamente a direita) J de A tal que I C J C A, tem-se que
J=1oulJ=A. Além disso, um ideal I é dito ser maximal se este € maximal a

direita e a esquerda.

Um ideal muito importante na teoria algébrica é o radical de Jacobson.

Defini¢ao 6. Seja A uma dlgebra. O radical de Jacobson de A, denotado por J(A), é

definido como sendo a interseg¢io de todos os ideais maximais d esquerda de A.

Exemplo 7. O espago UT,(F) das matrizes triangulares superiores de ordem m com

entradas em F

ay1 Airz - Qip
0 aga -+ an

, onde a;; € F, com 1 < j,
0 0 - apn

¢ uma subdlgebra de M,(F). E um fato conhecido que o radical de de Jacobson de UT,(F)

€ o ideal

0 ir2 -+ Q1n
0 0 - agy

JUT.(F)) = | . . ) , onde a;; € Fli<j, ea;; =0
o o0 --- 0

das matrizes triangulares superiores com zero na diagonal (ver detalhes [41]). A dlgebra
UT,(F), bem como seu radicam de Jacobson, serd de extrema importincia no desenvolvi-

mento dessa tese.

Exemplo 8. (Centro de uma dlgebra) Sendo A uma dlgebra, o conjunto

Z(A) ={a € A|za=az para todo x € A}
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¢ um subespago vetorial de A, denominado centro de A. Caso a dlgebra A seja associativa,
mostra-se facilmente que Z(A) € uma subdlgebra de A, caso A seja uma dlgebra de Lie,
mostra-se que Z(A) é um ideal. Nao é dificil ver que Z(M,(F)) = {A,xn | A € F}
(matrizes escalares), para todo n € N. Quanto d dlgebra exterior do Exemplo 3, tem-se que
Z(F) = Ey, se F € infinito com charF # 2, e Z(FE) = E, caso charF = 2.

Definicao 7. Sejam A uma dlgebra unitdria e S um subconjunto ndao vazio de A. Entdo,

definimos:

1. A subdlgebra de A gerada por S, denotada por (S), como sendo a intersegio de todas
as subdlgebras de A que contém S U{1}. Caso a dlgebra nio tenha unidade, retira-se

o 1 dessa definicio;

2. O ideal de A gerado por S como sendo a intersegio de todos os ideais de A que

contém S.

Sejam A uma algebra associativa e unitaria e S um subconjunto nao vazio de A,
mostra-se que a subdlgebra de A gerada por S coincide precisamente com o subespago de
A gerado pelo o conjunto {1,s;...s, | k € N,s; € S}. Caso A nao tenha unidade, retira-se
o 1 desse conjunto. Mostra-se, também, que o ideal gerado por S coincide exatamente com

o subespago gerado pelo o conjunto {asb | s € S,;a,b € A}.

Exemplo 9. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Consideremos o espago quociente

A/I, onde as operagoes de soma e produto por escalar sio definidos por

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1

Ma+1)= X a+1,
onde a,b e A el e F. A/l munido do produto
(a+1)b+1)=(ab)+ 1

¢ uma dlgebra chamada algebra quociente. E fdcil ver que se A for associativa, comutativa

e/ou unitaria, entio A/I também o serd, respectivamente.

Definigao 8. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de édlgebras se ¢(xy) = @(x)p(y) para quaisquer

z,y € A. Caso as dlgebras A e B sejam unitdrias, serd exigido que p(ls) = 1p.

Dizemos que ¢ é um mergulho (ou um monomorfismo) se é injetivo, e que é iso-
morfismo se for bijetivo. Nos referimos a ¢ como sendo um endomorfismo de uma dada

algebra A se ¢ é um homomorfismo de A em A. Por tltimo, um endomorfismo bijetivo
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¢ denominado de automorfismo. Se existir um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as

algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Consideremos ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Entdo, o conjunto
Kerp ={a € A | ¢(a) =0}, denominado por nicleo de ¢, é um ideal de A e o conjunto
Imy = {¢(a) | a € A}, chamado de imagem de ¢, é subdlgebra de B. O Teorema
Fundamental dos Homomorfismos assegura que A/Kery ~ Imy. Ademais, sendo A uma
algebra e I um ideal de A. A aplicacao

T A — A/l
a — 7(a)=a+1
que é conhecida como projecao canonica, ¢ um homomorfismo sobrejetivo de algebras tal

que Kerp = 1.

Definigao 9. Sejam ¢ uma classe de dlgebras e A € ¢ uma dlgebra gerada por um conjunto
X. A dlgebra A € chamada de dlgebra livre na classe (, livremente gerada pelo conjunto X,
se para toda dlgebra B € (, qualquer aplicagcdo ¢ : X — B pode ser estendida a um unico
homomorfismo ¢ : A — B. A cardinalidade | X| do conjunto X é chamada de posto de
A.

No campo algébrico, os homomorfismos servem para relacionar estruturas algébricas
semelhantes. A observacao seguinte mostra como uma algebra associativa e unitaria se
relaciona com a algebra associativa livre do Exemplo 6, veremos adiante que essa relagao

permite o estudo da estrutura das PI-algebras através de suas identidades polinomiais.

Observagao 1. (Propriedade universal) Consideremos A uma dlgebra associativa e
unitaria, X um conjunto de varidveis e h : X — A uma aplica¢do qualquer, isto €, para
cada x; € X tem-se que h(x;) = a; para algum a; € A. Mostra-se que a aplicag¢do linear
on : F(X) — A tal que

¢h(1) = 1A e ¢h(lexzn) = Q4 " A4,

¢ o unico homomorfismo de dlgebras que estende h, ou seja, ¢y, € o unico homomorfismo de

dlgebra a satisfazer ¢y, |x= h. Por essa razio, F(X) é denominada &lgebra associativa livre

unitaria livremente gerada por X. Além disso, dado f(xy,...,x,) € F(X), denotamos por
flai,...,a,) como sendo o elemento de A imagem de f(x1,...,x,) por ¢n. Observemos
que f(ay,...,a,) € obtido de f(xq,...,x,) ao trocarmos x; por a;.

Exemplo 10. Sejam A e B duas dlgebras. Definimos o produto direto de A por B o
como sendo a dlgebra

Ax B={(a,b) |ac Abe B}
cujas operagoes de soma, produto por escalar e multiplicacao sao definidas coordenada a
coordenada. De forma andloga, define-se o produto direto de uma quantidade finita de

algebras.
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Teorema 1. Consideremos A uma dlgebra associativa e unitdria. Sdo equivalentes:

1. A € isomorfa a um produto direto Ay X --- x A, de dlgebras associativas unitarias

(ndo triviais);
2. Existem ideais nao nulos I, ..., I, de A tais que

3. Existem elementos ey, ... e, € Z(A) tais que e;e; =0, para i # j, e1+---+e, =1

e ei =e, para k=1,2,....n.

Demonstragio. Ver detalhes em [20], pagina 165. ]

1.2  Comutadores

Os comutadores sao ferramentas essenciais na questao técnica dos principais resultados

desse trabalho. A seguir, exibiremos, de forma direta, suas principais propriedades .

Definicao 10. Sejam A uma dlgebra e a,b € A. O comutador de a por b, denotado por
[a,b], é definido como sendo o elemento |a,b] = ab — ba de A. Mais geralmente, definimos
de forma indutiva, para ai,...,a, € A en > 2, o comutador de comprimento n como

sendo o elemento

[ala s 7an—1aan] = [[ala s 7an—1]aan]-

Lema 1. Seja A uma dlgebra. Entdo, para quaisquer a,b,c € A e A € F, valem:

1. [a,b] = —[b,a];

2. ab = ba + [a,b];

3. [Aa+b,c] = Na, ]+ [b,c| e[a,\b+ c] = Na,b] + [a,c];
4. [ab,¢] = a[b, ] + [a, ]b.

5. [a,b,c] + [b,c,a] + [¢,a,b] = 0 (identidade de Jacobi).

Demonstracao. De fato, temos:
L. [a,b] = ab—ba = —(ba — ab) = —[b, al;
2. ab = ab— ba + ba = ba + [a, b];

3. Ma+0b,c] = (Na+b)e—c(Aa+b) = Aac — ca) + (bc — ¢b) = Aa, ] + [b, c];
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4. ab, c] + [a,clb = a(bc — cb) + (ac — ca)b = abc — cab = [ab, c];
D.

la,b,c] + [b,c,a] + [c,a,b] = [[a,b],c]+[[b,c],a] + [[c, al],b]
= [a,blc — cla,b] + [b,cla — a[b, ] + [¢, a]b — b]c, a]
= abc — bac — (cab — cba) + bca — cba — (abc — ach)
+ cab — acb — (bca — bac) = 0.

Lema 2. Paran € N, temos

n

(U1t - - - U, W] = ZU1 Ce U Uy W]y U
i=1

Demonstragio. Claramente, o resultado é valido para n = 1. Para n = 2, o resultado é
assegurado pelo quarto item do lema anterior. Suponhamos o resultado valido para n > 2.

Observemos que

(Uit « - - Uy, W]
= [(urug -+ - up)tppr, W]

= (urly - Un) [Uns1, W] + [(Urts - - - Un), W] Upyr
H.I

n
= Uy Up[Uny1, W] + (Z Up - Uiy [Ug, WUy -+ U ) U
i=1
n+1
= Z uy - 'Uzel[uz‘, w]ui+1 T Unp4a
i=1

O
Consideremos o seguinte lema técnico de caracter geral.
Lema 3. Sejam A uma dlgebra e a,b,zq,...,x, € A, comn € N. Entdo,
lab, z1, ... 2, =Y a2y, .o 2] by, 2],
onde as varidveis T, ..., Ty, T, ..., T;, $40 tais que {x;, ..., Ti, Tjyy oo Tj = {T1,. .., Tn},
k+s=mn, e os comutadores [a,z;,,...,x; ]| € [b,z;,...,x;]| podendo ser, eventualmente,

a e b, respectivamente.
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Demonstragio. De fato, observemos que [ab, x1] = a[b, z1] + [a, 21]b, e assim, o resultado

segue para n = 1. Suponhamos que o resultado seja valido para algum n > 2.
Notemos que [ab, 1, ..., Ty, Tpi1] = [[ab, 1, .. ., 2], Tpy1], €, por hipdtese de indugao,

temos

lab, xq,... 2z, = Z (@, Tiys o @i [0, Ty o T,
{il,...,ik,jl,...,js}:{l,.“,n}, k+s=n

Portanto,
[a/b7x17"'al‘naxn+l] = [[aba xl,...7xn],l‘n+1]
= |: Z [aaxiu"'7$ik][b7$j17"'axjs]axn-i-l
{il,...,ik,jl,..‘,jS}Z{l,...,’n}, k+s=n
- > “a,xil,...,xik][b, le,...7$js]7xn+1:|
{0150yl d150ds 1 ={1,...,n}, k+s=n
= Z [avxi17"'7$ik][[bv $j17"'7$js]7$n+1}
{’il,...,ik,jl,...,jS}Z{l,...,n}, k+s=n
+ {[a, Tiyy ooy Tiyls :‘cnﬂ} b, i, ..., T;]
= > la, iy, .. @i [0, gy 2],
{61yt sfisensds ={1,n+1}, kts=n+1
e o resultado segue. O

1.3 Identidades Polinomiais

Nessa secao estabeleceremos os conceitos e exibiremos exemplos classicos de identi-

dades polinomiais.

Definigao 11. Sejam A wma dlgebra e f(x1,...,x,) um polindmio em F(X). Entdao,
diremos que o polinomio f(xy,...,2,) ( ou que a expressio f = 0) é uma identidade

polinomial para A se f(ay,...,a,) =0 para quaisquer as, ..., a, € A.

Se um polinémio f(xy,...,z,) é uma identidade polinomial para uma algebra A,
entao dizemos que A satisfaz a identidade f = 0. Diremos que A é uma PI-dlgebra se A

satisfaz uma identidade polinomial nao nula.

Exemplo 11. Sendo A uma dlgebra comutativa, temos que f(x1,x2) = [21,x2] € uma
identidade polinomial para A. Além disso, observemos que a reciproca desse fato € verda-

deira.
Exemplo 12. A Algebra de Grassmann E sobre um corpo infinito satisfaz a identidade

(1, 29, 23] = 0.
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De fato, basta notar que, para quaisquer a,b € E, tem-se [a,b] € Ey e que Ey = Z(F).

Exemplo 13. Sendo A, B € My(F'), temos que tr([A, B]) = 0. Logo,

(50

e assim [A, B]* = M, € Z(My(F)), para algum \ € F. Portanto, o polinémio [[x1, 15)?, 23],

conhecido por Polindémio de Hall, é uma identidade polinomial para My(F).

Exemplo 14. A dlgebra UT,(F) das matrizes triangulares superiores n X n € uma

Pl-dlgebra que satisfaz a identidade
(21, Ta] - - [Ton—1, Ton).

De fato, basta observar que o comutador de duas matrizes triangulares superiores é uma
matriz triangular superior com diagonal principal nula, e que o conjunto das matrizes
triangulares superiores com diagonal principal nula é um ideal (radical de Jacobson )

nilpotente de UT, (F') com indice de nilpoténcia igual a n.

Observemos que uma algebra é nilpotente se, e somente se, satisfaz a identidade
x1---x, =0, para algum n € N. Os dois proximos resultados ajudaram a impulsionar o

préprio desenvolvimento da PI-teoria em meados do século XIX, vide [33].

Teorema 2. (Nagata-Higman) Sejam F um corpo de caracteristica zero e A uma

dlgebra nil e de indice limitado, entdo A é nilpotente.

Exemplo 15. (Problema de Kurosch para PIl-dlgebras ) Se A é uma PI-dlgebra

nil e finitamente gerada, entao A € nilpotente.

1.4 T-ldeais e Variedades

Dada uma PI-algebra, uma questao central na PI-teoria ¢ tentar estabelecer um
conjunto gerador de todas as identidades polinomiais dessa dlgebra. Nesse sentido, nessa
secao abordaremos os conceitos dos T-ideais e variedades, suas principais propriedades e a

relacdo biunivoca entre esses dois objetos.

Dado uma algebra A, consideremos
T(4) = {f € F(X) | f=0em A},

o conjunto das identidades polinomiais de A. Notemos que T'(A) é um ideal de F'(X), e, além
disso, ¢ tal que f(g1,...,9n) € T(A), para todo f(z1,...,2,) € T(A) e g1,...,9n € F(X).
Segue da Observacao 1 que os endomorfismos de F'(X) sao definidos pelas fungoes x — g,
onde z € X e g € F(X), e assim obtemos que T'(A) ¢ invariantes pelos endomorfismos de

F(X). Os ideais de F'(X) com essa propriedade sao chamados de T-ideas.
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Definicao 12. Um ideal I de F(X) €é dito ser um T-ideal se o(I) C I, para todo
endomorfismo ¢ de F(X).

O T-ideal T'(A) é denominado por T-ideal das identidades polinomiais de A. Como
argumentado acima, o conjunto 7'(A) é um T-ideal de F'(X), por outro lado, nao ¢ dificil
ver que todo T-ideal é dessa forma. A saber, sendo I um T-ideal de F'(X), entdo a dlgebra
B =F(X)/I é tal que I =T (B).

Nao ¢ dificil observar que a intersecao de uma familia de T-ideais ¢ ainda um T-ideal.

Nesse sentido, temos a seguinte definigao.

Definigdo 13. Seja S C F(X). Definimos o T-ideal gerado por S, denotado por (S),
como sendo a intersecgio de todos os T-ideais de F(X) que contém S. Se S =0, entdo

convencionaremos que o T-ideal gerado por S é {0}.

Lema 4. Sendo S C F(X), entdo o T-ideal (S)* coincide precisamente com o subespago

vetorial de F(X) gerado pelo subconjunto

{hlf(gla'”agn)hQ | fG S7h17h27917"‘agn € F<X>}

Quando f € (S)T, dizemos que f é consequéncia de S.

Definicao 14. Consideremos PI-dlgebras A e B. Dizemos que A e B sdo PI-equivalentes
se T(A) =T(B).

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de algebras, tem-se: se f é sobrejetivo, entao
T(A) CT(B); se f ¢ injetivo, temos T'(B) C T'(A); se f é bijetor, obtemos T(A) = T'(B).
Dessa forma, temos que algebras isomorfas sdo PI-equivalentes, no entanto, a reciproca

desse fato nao ¢é verdadeira, a saber, F®@p F' e F sao algebra PI-equivalentes nao isomorfas.

Teorema 3. (Kemer) Seja A uma PI-dlgebra finitamente gerada sobre um corpo infinito
ou de caracteristica zero. Entdo, existe uma dlgebra B de dimensao finita tal que A e B

sao PI-equivalentes.
Demonstragio. Ver detalhes em [1]. O

Os resultados anteriores mostram que muitas dlgebras (diferentes) podem ter o
mesmo T-ideal das identidades polinomiais, isso motiva a definicio de Variedades de

algebras, dada a seguir.
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Definig¢ao 15. Seja S um subconjunto nao vazio da dlgebra livre F(X). A classe ¥V = V(9)
de todas as dlgebras associativas que tém os polinomios de S como identidades polinomiais
¢ chamada de variedade de élgebra (de dlgebra associativas) definida por S. Uma variedade
V' é chamada de subvariedade de V se V' cV.

Seja V(S) uma variedade de algebra determinada pelo conjunto S e (S)? o T-ideal

de F(X) gerado por S, entdo V(S) = V((S)") e ()" = (| T(A). O T-ideal da variedade
Aey
V(S5), denotado por T'(V) (definida pelo conjunto S), é definida como sendo o T-ideal

(9)".

Exemplo 16. A classe de todas as dlgebras comutativas € uma variedade definida pela

identidade [x1,25] = 0.
Exemplo 17. A classe de todas as dlgebras nil de grau limitado por n, formam wma
variedade propria com S = {x"}.

O préoximo resultado apresenta uma caracterizagao das variedades.

Teorema 4. (Birkhoff) Uma classe V (nao vazia) de dlgebras é uma variedade se, e

somente se, satisfaz:
1. Se AeV ep:B— A éum homomorfismo injetor, entio B € V;

2. Se AeVeyp:A— B é um homomorfismo sobrejetor, entao B € V;

3. Se {Ax}rer € uma familia de dlgebras com Ay € V, para todo X € ', entdo o produto
direto H Ay, eV.

el

Demonstragio. Ver [40] , Teorema 1.2.3. O

O conceito de dlgebra livre em uma variedade é o mesmo da Defini¢ao 9, bastando

lembrar que uma variedade é, antes de tudo, uma classe de algebras.

Teorema 5. Toda variedade V admite uma dlgebra relativamente livre. Além disso, duas
dlgebras relativamente livres (com respeito a V) sao isomdrficas se, e somente se, tém o

mesmo posto.

A correspondéncia entre T-ideais e variedades de dlgebras é bem definida.

Teorema 6. FEziste uma correspondéncia biunivoca entre os T-ideais de F(X) e as
variedades de dlgebras. Nessa correspondéncia, uma variedade V corresponde ao T-ideal de
identidades T'(V) e um T-ideal I corresponde a variedade definida por I (ou por S, onde

(S\T'=1). Além disso, tal correspondéncia inverte as inclusoes.
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Demonstragio. Ver detalhes em [40], pagina 5. ]

Se V ¢é uma variedade e A é uma 4&lgebra tal que T(A) = T(V)
(por exemplo, A = F(X)/T(V)), entao dizemos que V é a variedade gerada por A e
escrevemos V = V(A). Além disso, nos referimos a algebra F(X)/T(V) como a dlgebra

relativamente livre da variedade V de posto | X|.

Observacao 2. Se V; e Vs, sao variedades tais que Vi C Vy, entdo T(Vy) 2 T(Vs), e
assim podemos considerar as identidades de Vi maodulo T'(Vs). Portanto, se soubermos as

identidades de Vs e quisemos estudar as identidades de Vy, podemos trabalhar na dlgebra
relativamente livre F(X)/T (V).

Dizemos que uma algebra A é uma superalgebra se existirem subespagos Ay e A;
de A tais que A = Ay ® Ay e A;A; C Ay, para 4,5 € {0,1}. Consideremos A uma
superalgebra, e definimos a envoltoria (ou Envelope) de Grassmann de A como sendo a
algebra

E(A) = (A ® Ey) ® (A1 ® Ey).

Kemer usou o envelope de Grassmann para solucionar positivamente o problema de
Specht, ver detalhes em [46] e [1].

Posteriormente, Kemer generalizou o seu resultado para o seguinte:

Teorema 7. (Kemer) Em caracteristica zero, toda variedade nao trivial de dlgebras é
gerada pela envoltoria de Grassmann de alguma superdlgebra de dimensao finita. Além disso,
se uma variedade ndo contém nenhuma subvariedade gerada pela dlgebra de Grassmann,

entdo ela € gerada por alguma dlgebra de dimensdo finita.

Segue desse ultimo resultado de Kemer que no sentido de estudar as identidades
polinomiais de uma P-dlgebra arbitraria, é suficiente estudar as identidades polinomiais
das dlgebras das matrizes M,,(F'), m € N, todavia, esse é um problema em aberto para
m > 3, no caso de corpos infinitos, o que torna inviavel o desenvolvimento de outros
objetos. Portanto, o objeto central desse trabalho serd, mais especificamente, a algebra
UT,.(F) das matrizes triangulares superiores, como veremos adiante, a descricao de suas
identidades é uma questao resolvida, o que torna viavel o desenvolvimento de outros
objetos nessa linha de estudo, a saber, a descricao de seus cocaracteres, proposta dessa

tese.

1.5 Polinbmios Multi-homogéneos

No campo da PI-teoria, os polindmios multi-homogéneos e multilineares desenvolvem

um papel muito importante, e, por esta razao, dediquemos essa se¢ao ao estudo desses
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polinémios. Veremos adiante que, sob certas condicoes, os T-ideais sao gerados por esses

polinémios.

Defini¢ao 16. Consideremos a dlgebra associativa livre F(X) do Exemplo 6. Sejam m

um mondmio, f um polinémio e x; uma varidvel em F(X). Definimos:

1. O grau de m em x;, denotado por deg, m, como sendo o nimero de ocorréncia de

T; em m;

2. O grau de f em x;, denotado por deg, [, como sendo o mdzimo dos graus em x;

dos monomios nao nulos que figuram em f.

Definigao 17. Um polinémio f = f(x1,...,x,) € F(X) € dito ser homogéneo em z; se
todos os seus mondémios nao nulos tém o mesmo grau em x;. De modo geral, f € dito ser

multi-homogéneo se f for homogéneo em todas as suas varidveis.

Defini¢ao 18. Seja m = m(xy,...,x,) um mondmio em F(X). O multigrau de m
¢ definido como sendo a n-upla (ai,...,a,) € Ny, onde a; = deg, m. Consideremos
f(z1,...,2,) € F(X). A componente multi-homogénea de f, com multigrau
(ay,...,a,) € Ny e denotada por hay,....an), € definida como sendo a soma de todos os

monomios de f com multigrau (aq, ..., a,) € N{.

Observagao 3. Notemos que o polinomio h, .. a,) € multi-homogéneo e que

f = Z h(al,“.,an%

(a1,...,an)ENG

e assim temos que f € uma soma de polinémios multi-homogéneos (soma de suas compo-
nentes multi-homogéneas). Portanto, f é um polindmio multi-homogéneo se, e somente se,

possui uma unica componente multi-homogénea.
Exemplo 18. O polinomio
= 23139 — 3 4 — a5
flxy, 29, 23) = 20129 T1X2X3 + 4X2X1 + X1T2X3T2 — TT1X3

¢ homogéneo apenas em x; e suas componentes multi-homogéneas  sao

h(l,l,O) = 2.1’1272 + 4$2I1, h(l,l,l) = —3$1$2$3 e h(17271) = X1T9X3XL92 — $§$1$3. Além d’iSSO,
F=h(1,1,0) + h(1,1,1) + h(1,2,1).

Teorema 8. Sejam F um corpo infinito, I um T-ideal de F(X) e f(x1,...,2m) € I.
Entao, cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente, I ¢

gerado pelos seus polinomios multi-homogéneos.
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Demonstragio. Seja n = deg,, f. Para cada j = 0,1,...,n, tomemos f; como sendo
a componente de f de grau j em z;. Dai, f = fo+ fi + ...+ f.. Agora, escolhendo

Ao, A1, ..., A, dois a dois distintos em F', temos

gj:f(Aﬂl,---,l”m):f0+)\jf1+)‘?f2+"‘+)‘?f”'

Logo
L Ao AS 0 fo go
INDYRPY 1 fi | =

A primeira das matrizes, conhecida como matriz de Vandermonde, é invertivel, e assim
cada f; é combinagdo linear dos g¢;'s. Por outro lado, cada ¢; pertence a I, j& que é obtida
por uma substituicao em f € I e I é T-ideal. Notemos que cada f; ¢ homogéneo em
x1 e f; € 1. Repetindo esse mesmo processo nas outras varidveis, obteremos que cada

componente multi-homogénea de f pertence a I e o resultado segue da Observagao 3. [

Defini¢ao 19. Dizemos que um polinomio f(xq,...,x,) € linear na varidvel z; se f é
homogéneo em x; e deg,. f=1. Quando f € linear em cada uma de suas varidveis, entdo

dizemos que f é multilinear.

Lema 5. Sejam f(xy,...,z,) € F(X) um polinomio multilinear, A uma dlgebra e B um
subconjunto que gera A (como espago vetorial). Entdo, f(xq,...,x,) € uma identidade

polinomial para A se, e somente se, f(uy,...,u,) =0, para quaisquer uy, ..., u, € 3.

Demonstragio. (=) Nada a ser feito. (<) Reciprocamente, sejam ay,...,a, € A e

B ={w |ie I} Paracada i = 1,...,n, temos a; = Y _ Aj,u; com Xy € F (quase
i€l
todos nulos), e assim, segue da multilinearidade de f que

flay,...;a,) = f(Z)\ljlujl,...,Z)\njnujn)

J1el Jn€l

JIEI ]nel
Donde, f(z1,...,2,) € T(A). O

Exemplo 19. Sendon € N e A é uma dlgebra de dimensdo menor do que n, entdo o

polinomio standard

Stn(l’l, ce ,l’n) = Z (—1)UZL'U(1) .. .:L‘U(n)

O’GSn
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¢ uma identidade polinomial multilinear para A. De fato, sendo [ uma base para A e
Uy, ..., U, €, devem existir i # j tais que u; = uj. Considerando § = (i j) € S,,, obtemos
que S, = A, UOA, = A, U{lo | o € A,}, onde A, ={pn € S, | u € par }. Portanto,

Stn(ul, . ,un) = Z (—1)0u0(1) .. .ug(n)
U'ESn
= Y (1) U@y oty + Do (=1) " Uso) - - Uso(n)
O'EAn UeAn
= Z Ug(1) » - Ug(n) — Z Ugo(1) « - - Ubo(n) = 0,
O'EAn O'EAn
UMa vez que Up(j) = U = Uj = Ugq) e o(l) =1, paral € {1,...,n} — {i,j}. O resultado

seque do Lema 5.

A seguir, apresentaremos o processo de lineariza¢io de um polindmio em F(X).

Seja f(z1,...,2,) € F(X) um polindmio multi-homogéneo de grau m > 2 em z;.
Tomemos y; e yo varidveis distintas de xo,...,x, e consideremos o polindmio
Ry, y2, T2y - oy xn) = f(y1 + Yo, o, ..., xy). Agora, sendo hy(yi, ya, T2, ..., T,) & cOMPO-
nente homogénea de grau 1 em y; do polindémio h(y;,ys2,xe,...,x,), tem-se que
deg,, h1 =m —1 e que Iy (y1, Y2, X2, - . ., ) é multi-homogéneo. Além disso, notemos que
hi(z1, 21,2, ..., Ty) = mf(xy,...,2,). Se tivermos, pois, que o grau de hy (y1, Y2, T2, . . ., Tp)
em ¥, € 1, entao obtemos um polinémio nas variaveis yi, ys, T2, . . ., x,, linear em y; e ys,
do qual f pode ser obtido a menos de um multiplo da unidade do corpo em questao. Se
porém, o grau de hq(y1, Y2, T2, ..., T,) em Yo ndo for 1, entdo repetimos o mesmo processo,
apresentado anteriormente, quantas vezes o for necessario, até obtermos um polindémio nas
variaveis yi, ya, . . ., Yy, T2, - . . , &, (duas a duas distintas) linear nas variaveis y1, v, . . ., ¥,
do qual se pode obter f (a menos de um multiplo da unidade do corpo em questao).
Usando essa mesma técnica nas variaveis x», . .., x,, obteremos um polindmio multilinear,
do qual podemos obter f (a menos de um multiplo da unidade do corpo em questao).

A linearizacao de um polindmio no caso geral segue desse processo e da Observagao 3.

Exemplo 20. O processo de linearizacio do polinomio f(xy, Ty, T3) = 250913 + 1129237,

é

h(y1, Y2, T2, T3) = (Y1 + Y2)*Taws + (y1 + yo)T2w3(y1 + ¥2)
= (Y] + Ui T i¥a¥r + YiYs YUt T Yatn¥e + Y3+ Y3)Toxs
T Y121 T3Y1 + Y1T2Y1T3Y2 + Y1T2Y2X3Y1 + Y102Y2T3Y2
T Y221 T3Y1 + YoX2Y103Y2 + Y2X2Y2X3Y1 + Yal2Y2T3Y2,
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logo

hy (Z/h Y2, T2, 373) = (ylyg + Y2Y1Y2 + y%yl)xgxg + Y122Y2T3Y2
+  YoToy1T3Y2 + YooY T3Y1.

Além disso,

hy(x1, 21,22, 23) = 3($?$2$3 + 21297371) = 3f (21, 22, T3)

O polinomio hi(yi,ya, T2, x3) € linear em yi,x2 e x3 . Repetindo esse processo, em ys,
obtemos um polindmio multilinear do qual f pode ser obtido (a menos de um miltiplo da

unidade do corpo em questao).

O préximo resultado segue diretamente do Teorema 8, da Observagao 3 e do processo

de linearizacao.

Teorema 9. Seja F' um corpo com caracteristica zero. Entdo, se I um T-ideal de F(X),

temos que I é gerado pelos seus polinomios multilineares.

Denotando por P, o espago dos polindémios multilineares de grau n nas variaveis

X1, . ..., Ty, Observemos que o conjunto

{5170(1) - To(n) | (S Sn}
¢ uma base para P,, e assim dim(P,) = n!. Nessas circunstancias, convém escrever um
polinémio multilinear nas variaveis x4, ..., z, da forma

flzy, ... x,) = Z QoTo(1) - - - To(n),

O'ESn

onde S,, denota o grupo simétrico de grau n em {1,2,...,n}.

Observacao 4. Adotando essa terminologia, seque do teorema anterior que se A é uma
PlI-dlgebra e F' € um corpo de caracteristica zero, entao os espagos (T(A) N Py)nen geram
completamente o T-ideal T(A) das identidades polinomiais de A. Além disso, A é uma

PI-dlgebra se, e somente se, dimp(T(A) N P,) < n!, para algum n € N.

Os espagos (T'(A) N P,) sdo importantes no estudo do crescimento assintético das
identidades das PI-algebras, esses sao desenvolvidos através das chamadas codimensoes e

cardacteres, objetos que serao explorados no préximo capitulo.

1.6 Polinbmios Proprios

Nessa secao abordaremos os polinomios proprios, classe de polinomios que gozam de
varias propriedades dos comutadores, os quais serdao essenciais no desenvolvimento técnico

desse trabalho.
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Consideremos a subdlgebra unitaria B(X) gerada pelo conjunto
{[ziy, .-, | n > 2, 25, € X}
Os elementos de B(X) sao chamados de polindmios proprios.

Teorema 10. Seja  f(xy,...,2,) em F(X). Entdo, existem

Wa(T1,...,2,) € B(X), coma = (ay,...,a,) € Ny, tais que

flrr, ..o zn) =D af . oairwe (2, .., Ty).
a

Demonstragio. Vide [33], capitulo 4.

polinomios

O

A demonstracao do teorema anterior segue do conhecido teorema de Poincaré-

Birkhoff-Witt (vide [33]). Deste tltimo, também segue o método aplicado no seguinte

exemplo.

Exemplo 21. Consideremos o polinémio f(x1,xe,x3) = 3212221, temos

T3T1Tol1 = X 1Ta%1T3 + [T3, T12T22]

= 2lwows + 21|19, 11]|T3 + 1120 [W3, 1] + [T3, T170] 71

= iwews + 1123[10, 11 + 21|19, 11, T3] + Ty 20|73, 1] +

+  m[xs, o|ry + [T3, 21| T001.

Como
T[T, To)T = x%[x:ﬂu Ta] + 1|23, T2, 1
e
(3, T1|wo1 = Xo|Ts, T1]T1 + (T3, T1, To] T4

- IQxl[xfh ffl] + LUQ[IB, X1, fL'l] + ./L'l[x:;, X1, I2] + [x37 X1, T2, xl]
= mxo[ws, 1] + [T2, x1][T3, 1] + To[Ts, 11, 1] + 21|23, 1, T2
+ [1'3,371,1'2,1'1],

temos

f(x1,20,23) = ZE%IQQU:; + z123]T0, T1] + T1[T2, T1, T3] + T1X2 [T, 1] +

+ x%[ﬂf:@,ffz] + 1|23, T2, 1] + T122[X3, 1] + [T2, T1][T3, 1] +

+  xolws, x1, 1] + w123, T1, T2 + (23, T, X2, X1,

e assim [ estd sob a forma assequrada pelo teorema anterior.
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Os polinémios préprios, sob a hipotese de infinitude do corpo em questao, geram os

T-ideias completamente.

Lema 6. Seja I um T-ideal de F(X), com o corpo F infinito. Suponha que f(xy,...,2,)

¢ um polindmio multi-homogéneo em I. Entao, cada wy(xy,...,x,) pertence a 1.

Demonstragao. Sendo deg f,, = m, temos

flar+ L zo,...,x,) = Z(xl + D)%l oatrw (T + 1,2 .. 1y)
al

=X (Z ()x)x (e, zg) € T,

a i=0
pois we(z1 + 1,29 .., 2,) = we(T1,22...,2,), uma vez que w, é polindémio préprio.
Observemos que a; + deg,, wq(z1,...,2,) = m, para quaisquer (ar,...,a,) € Ny. Assim,
considerando aj,,, = max{a; | a = (ay,...,a,)}, temos

a a
deg,, (fo ...xn”wa(xl,...,xn)> =M — (1 pax-
a a1 max
Se a = (ay,...,a,) é tal que a1 < @1pay OU A1 = A1pyay € 1 > 0, entao
a
deg,, (m x9? . xerwe (T, .. ,xn)) > M — A1 max-
Portanto,

<Zx§2...xi”wa(xl,...,xn)> el
a

A1max

ja que este polindomio é a componente multi-homogénea de grau m — @y, em x; do

polinémio f(z1 + 1,29,...,x,) € I, vide Teorema 8. Sendo I ¢é ideal,
<Zx‘1“a:§2...xZ”wa(wl,...,xn)> el
donde 1
g(z1, .. ) = fz1, ... 20 <Z:c1 e ...xana(:cl,...,xn)> el
ay max

O polinémio g ¢é da forma

g<x17"'7 <ZZC1 :CQ 'xzwa(xlw"?xn))

a1<a] max

Indutivamente, obtém-se que

(Z:L‘Q T xl,...,:cn)) cl.

a1 fixado
Agora, basta repetir o mesmo processo, descrito acima, nas variaveis o, ..., x, para obter
que
Wa(T1, ..., xn) €1

para qualquer (aq,...,a,) € N. ]
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Teorema 11. Sejam F infinito e I um T-ideal de F(X), entao

I={InBX)"

Denotando por B,(X) o conjunto de todos os polinémios préprios multilineares nas

variaveis xy, . .., x,, insto é, B,(X) = B(X) N P,, temos o seguinte:

Teorema 12. Sejam F' um corpo com caracteristica zero e I um T-ideal de F(X). Entaio,

((I N Bp(X)))nen gera I completamente como T'-ideal.

1.7 Tipos Especiais de Identidades

Nessa secao abordaremos os polinomzios alternados. Esses polinomios desempenham
um papel indispensavel no estudo das identidades e cocaracteres das PI-algebras. Os
polindémios standard e Capelli sao dois dos principais exemplos de polinémios alternados

na PI-teoria.

Defini¢ao 20. Seja f = f(z1,..-, %0, Y1, .-, 4) € F(X) um polinémio linear em cada
uma das varidveis xi, ..., x,. Dizemos que f € alternado nas varidveis x1,...,x, Se, para

quaisquer 1 <1 < j <n, f se anula quando substituimos x; no lugar de x;.

Segue da linearidade de f nas variaveis x1,...,z, que se f é alternado nas varidveis

T1,...,Ty, entao

f(xla"'vxia--wxja"'7$nay1a--'7yt) = _f(xla"'7xj7"'7$i7"'7$nay17"'7yt)7

e assim, obtemos que essa propriedade é equivalente a definicdo acima no caso em que
charF # 2.

Observacio 5. E fato conhecido que toda permutagio no grupo simétrico S, é produto
de transposigoes, donde seque que se f(x1,...,ZTn,Y1,...,Y;) € alternado na varidveis

T1,...,Ty, eNta0

f(xa(l)a <oy To(n), Y1, - - - 7yt) = (_1>Uf('r17 sy Ty Yty - - 7yt)7

para todo o € S,. De fato, suponhamos f(x1,...,%n,Y1,...,Y:) alternado nas varidveis
xi,...,T,. Consideremos um monomio ax;, ---T; - T; - T;, que figure em f, entdo

0 MONOMIO Xy * Ty, *

. -x;, aparece em f com coeficiente —a. Portanto, indutiva-

a’:zk ..
mente, para qualquer o € Sy, 0 MONOMIO UIT¢(1)U2T(2) * * * UnTo(n)Unt1 apaTece em f com
coeficiente (—1)°a, onde « € o coeficiente do MondMIO UIT1ULIT * * * UpTpUpi1 € OS Ujrg SGO

monomios, eventualmente a palavra vazia 1, nas varidveis yi, ..., Y.
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Se um polindmio f é alternado em todas as suas varidveis, entao diremos que f é al-
ternado. Observemos que se f(z1,...,x,) é alternado em algum subconjunto {x;,, ..., ;. }

de {z1,...,x,}, entdo também o serd em todo subconjunto de {z;,,...,z; }.

Proposicao 1. Sejam f(x1,...,2n,y1,...,Y:) um polinomio alternado nas varidveis
T1,...,%, ¢ A uma dlgebra. Se aq,...,a, € A sao elementos linearmente dependentes, en-
tao

flay, ... an,b1,...,b) =0 para quaisquer by, ..., b, € A.

Demonstragao. Por hipdtese, um dos a;s, digamos aq, pode ser escrito como combinagao
n

linear dos outros, isto é , a; = Z ;a; com «o; € F'. Assim,
=2

flay,...;an,by,...,b;) = f(Zaiai,ag,...,an,bl,...,bt)
i=2
= Zaif(ai,ag,...,an,bl,...,bt):0,
=2

uma vez que f é alternado em x1, ..., x, e em cada termo f(a;,as, ..., an,b1,...,b;) temos
a; € {ag,...,a,}. O

Definigao 21. Definimos o polinémio de Capelli de grau m como sendo o polinomio

Capm(xla s Iy Y, .- 7ym+1) = Z (_1)0y1x0(1)y2xa(2) o YmTo(m)Ym1-
UESm
O polinomio de Capelli C'ap,, é multilinear e alternado nas variaveis zy, ..., x,. Esse
polinémio se destaca na classe dos polindmios alternados. A seguir, veremos que todo
polinémio alternado pode ser escrito como combinacao linear de polinémios de Capelli

obtidos por especificacoes adequadas dos y;rs.

Proposigao 2. Se f € F(X) um polinomio alternado nas varidveis xy, ..., T, entdo

f= Z Qoo on i1 OO (T1, - T W, -, W)
WiseeyWm+1

¢ uma combinacao linear de polinomios de Capelli, onde wy, ..., W11 SGO MONOMIoOs

convenientes (eventualmente vazios) em F(X).

Demonstragcdo. Tomemos um mondémio nao nulo Swix; wexy, - - - x;, Wy que figure em
f, onde os w;y s sao mondmios nas outras variaveis das quais f depende. Desde que toda
permutacao é um produto de transposi¢oes, de maneira indutiva temos, para toda o € S,,,,
que 0 MONOMIO W1 T g(i, ) WaLg(iy) * * * Ta(in)Wm+1 aparece em f com coeficiente (—1)7 3. Assim,
obtemos que Cap,, (1, ..., Tm; w1, ..., Wye1) é¢ uma parcela de f com coeficiente £4 e

que f é uma combinacgao linear de tais polinomios. O]
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Segue da proposi¢ao anterior que uma algebra A satisfaz a identidade de Capelli de

grau m se todos os polinémios alternados de grau m sao identidades para A.

O polinémio Capy,(xy,...,x,;1,...,1), obtido a partir do polindémio de Capelli por
‘trocar’ as variaveis y;s por 1, denominado polinomio standard, também desempenha um

papel importante na PI-teoria.

Existe uma versao simplificada da Proposicao anterior para o polinomio standard do

Exemplo 19.

Proposicao 3. Se f(xy,...,xy,) € um polindmio alternado de grau m, entao

f=aStp(xy,...,2n) = oz( Z (—=1)720() - - .xa(m)>

0ESm
para algum o € F.
Demonstracio. E um caso particular da Proposicao 2, onde os monoémios wy, . .., Wyi1
sao triviais (vazios). O

Teorema 13. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita n, entdo A satisfaz a identidade de

Capelli de grau n + 1. Particularmente, St, 1 =0 em A.

Demonstragdo. Sendo Cap,1 multilinear, basta mostrar, segundo o Lema 5, que Cap,, 1
se anula pra qualquer substitui¢cao de elementos da base de A. Mas Cap, ;1 é alternado

em n + 1 elementos, e portanto o resultado segue facilmente da Proposicao 1. O

Segue do teorema anterior que a algebra M,,(F') satisfaz as identidades de Capelli
Capym241 €, consequentemente, St,,2.1. Na verdade, mostra-se que m? + 1 é menor grau de
uma identidade de Capelli para a algebra das matrizes M,,(F'), ver detalhes na Proposi¢ao
1.7.1 em [40], mas esse fato ndo é valido para o polinémio standard. Amitsur e Levitski
provaram em [3] que Sty, é um identidade polinomial da édlgebra de matrizes M,,(F) de

menor grau possivel, esse resultado é conhecido como Teorema de Amitsur-Levitski.
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2 Representacoes de Grupos e 5;,-Acoes

Neste capitulo, apresentaremos os principais conceitos e resultados sobre representa-
¢oes de grupos finitos, em especial as representagoes do grupo simétrico S,, e sua estreita
relagdo com as identidades multilineares de uma dada PI-algebra. Nas tltimas segoes,
introduziremos a S,-a¢do no espaco dos polinémios multilineares em n variaveis, denotado
por P,, e veremos que, através dessa acdo, a algebra de grupo F'S,, e P, sao F'S,-modulos
isomorfos. Veremos que essa agao fornece ferramentas importantes no estudo do crescimento

assintotico das identidades polinomiais multilineares das PI-algebras.

Salvo mencao explicita do contrario, doravante F' denotard um corpo de carateristica

Z€ero.

2.1 Representacoes de Grupos

Nessa secao serao apresentados os conceitos e principais propriedades das representa-
¢oes de grupos finitos. Serao demonstrados apenas os resultados diretamente ligados com

o tema da tese em questao, sendo indicados referéncias aos demais.

Definigao 22. Sejam A uma dlgebra e V- um F-espaco vetorial. Uma representacao linear

de A em V € definida como sendo um homomorfismo de dlgebras

g ¢(9):¢g7

onde Endp(V') é a dlgebra dos endomorfismos V

Definicao 23. Sejam G um grupo e V. um F-espaco vetorial. Uma representacao linear

de G em V é definida como sendo um homomorfismo de grupos
p: G —  GL(V)
g — (g =,
onde GL(V') denota o grupo das transformagoes lineares invertiveis do espago vetorial V.

Observacao 6. O grau de uma representacao, em quaisquer dos casos acima, ¢ definido

como sendo a dimensao do espaco vetorial V' sobre o corpo F.

No desenvolvimento desse trabalho, é suficiente considerar representacoes de grau
finito. Dessa forma, notemos que se
dimpV = n, entdo GL(V') é isomorfo a GL,(F'), onde GL,(F') denota o grupo das matrizes
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invertiveis n x n com entradas no corpo F, e assim, podemos considerar uma representagao
de G em V como sendo um homomorfismo ¢ : G — GL,(F). Ademais, se n = 1 temos

GL(V) isomorfo a F* = F — {0}, o grupo multiplicativo do corpo F.

Observacao 7. FExiste uma correspondéncia natural entre as representagoes de um grupo
G e as representacoes da algebra de grupo FG. De fato, como G € a base da algebra de grupo
FG, tal correspondéncia pode ser obtida considerando a extensdo e a restricao natural,
respectivamente. Por essa razdao, quando nao houver ambiguidades, poderemos escrever
G-representacoes ou F'G-representacoes para significar a mesma coisa. No presente trabalho,
serdo consideradas apenas representagoes de grupos ou, equivalentemente, representacoes

de dlgebras de grupo.

Exemplo 22. Sejam G um grupo e V. um F-espago vetorial de dimensao n, entdo a
aplicacao
v: G — GL,(F)
g — ¢lg)=1I
¢ uma representacao de grupo conhecida como representagao trivial.

Exemplo 23. Sendo Cy, um grupo ciclico infinito e g um gerador de Cy,, entao a aplicagdo

definida por

1 n
" — w(g”)z( )

¢ uma representacdo de grau 2.

Definicao 24. Sejam G um grupo, V- um F-espago vetorial e v : G — GL(V') uma repre-
sentacio de G em V. Um subespaco W de V € dito ser -invariante se
0 (W) C W, para todo g € G. Além disso, se existir um subespaco W p-invariante
de V', tal que {Oy} # W #V, entdao diremos que ¢ é uma representagao redutivel. Do

contrario, diremos que @ é uma representacao irredutivel.

Consideremos um subespaco W de V' p-invariante, g € G e a restricao de ¢, a W,
a qual denotaremos por ¢gly. Observemos que @ (W) C W e p,-1(W) C W, e assim
temos que @, (W) = W, visto que 90;1 = pg-1. Desde que ¢, é injetiva, obtemos que ¢g4|w
é bijetor, e, portanto, definimos a sub-representacao py de ¢, como sendo a restrigdo de ¢

a W, dada por
ow: G — GL(W)
g > ewl9) =pglw
Defini¢ao 25. Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(V) uma representacio. A represen-
tagcio ¢ € dita ser completamente redutivel se existem subespagos Wy, Wo, ... , W, de V

p-tnvariantes tais que:
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DV =W dWa® Wy
ii) As restricoes de ¢ aos W!s sdo irredutiveis.

Exemplo 24. Sobre representagoes de grupos, temos:

1. Toda representacao de grau 1 € irredutivel;

2. Se G é um grupo finito (nao trivial), entdo toda representac¢io de G de grau maior

ou igual a |G| € redutivel;
3. Toda representacdo irredutivel é completamente redutivel;
4. Toda representacao trivial de grau finito € completamente redutivel.

Teorema 14. (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem ndo é divisivel
pela cardteristica do corpo F. Se ¢ : G — GL(V') é um representacio de grau finito e W
um subespaco p-invariante de V', entao existe um subespaco Wy @-invariante de V' tal que

V =W & W;. Consequentemente, obtemos que ¢ é completamente redutivel.

Demonstragio. Veja [20], Teorema 10.8. O

Definicao 26. Sejam G um grupo, V- e W F-espacos vetoriais, e ¢ e 1 representagoes
de G em V e W, respectivamente. Dizemos que ¢ e 1 sdo equivalentes se existe uma

transformagdo linear bijetora T : V- — W tal que ¥, T = T'p,, para todo g € G.

Observacao 8. Dada duas representacoes equivalentes, entdo uma € irredutivel se, e

somente se, a outra o for. Além disso, duas representacoes equivalentes tém o mesmo grau.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre representagoes de um grupo G e os
moédulos sobre a élgebra de grupo F'G. De fato, sendo ¢ : G — GL(V) uma representacao
do grupo G, o produto

( > Agg) 0= Agpg(v)
geG geqG
define uma estrutura de FG-médulo em V. Nesse caso, é comum se referir a V' como
G-moédulo. Agora, sendo W um subespaco g-invariante de V, temos que ¢ (w) € W,
donde g - w € W, para quaisquer g € G e w € W. Sendo GG é uma base da algebra de
grupo F'G, segue que W é submédulo do FG-moédulo V. Por outro lado, seja M é um
FG-moédulo entao as aplicagoes ¢, : M — M, dadas por ¢,(m) = gm, sao transformagoes
lineares de M, tais que 1, g, = Vg, Vyg,, Ve = Idy (onde e é o elemento neutro do grupo

G) e Ygthy-1 = y-11py = Idp, para todo g, g1, g2 € G. Portanto, a aplicacao

v: G —  GL(M)
g — P(g) =1y
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esta bem definida e é uma representacao de G em M. Se N é um submoddulo de M, entao
an € N, para quaisquer a € F'G e n € N, em particular gn € N, donde 1,(n) € N, para

quaisquer g € G e n € N. Dessa forma, N é um subespaco ¢-invariante de M.

Observagao 9. Ao combinarmos a correspondéncia comentada anteriormente com a

Observagdo 7, temos a sequinte correspondéncia biunivoca:

{FG—médulos} +— { representagoes de G } +— { representacoes de FG }

Proposicao 4. Sejam ¢ : G — GL(V) e v : G — GL(W) representagoes de G. Entao:

i) ¥ e sao equivalentes se, e somente se, os FG-mddulos correspondentes Ve W sdo

isomorfos como maodulos;

it) ¢ € irredutivel se, e somente se, o FG-mddulo V' correspondente € irredutivel.

Demonstragio. Ver detalhes em [20)]. O

Agora, consideremos a representacao linear

o: G — GL(FG)

g — Oy

onde o, : FG — FG é definida por o,(«) = ga. Essa representagdo é denominada por
representacdo reqular a esquerda de G, cujo grau é |G|. Observemos que o é a representacao
correspondente ao FG-médulo po F'G, e, por isso, comumente, nos referimos a este como
mddulo reqular (a esquerda) de G. Notemos que os subespacos o-invariantes de F'G
correspondem aos ideais a esquerda da algebra de grupos F'G. Mais categoricamente, os
ideais minimais a esquerda de F'G (ou submo6dulos minimais de pgF'G) correspondem as

sub-representacoes irredutiveis de o.

Teorema 15. Seja G um grupo finito cuja ordem ndao é divisivel pela carateristica de F.
Entao, todo FG-maodulo irredutivel é isomorfo a algum ideal minimal a esquerda de F'G.
Equivalentemente, toda representacao irredutivel de G é equivalente a uma sub-representacdio

irredutivel da representacao reqular a esquerda de G.

Demonstragio. Ver detalhes em [20], Teorema 25.10, pagina 166. O

Proposigao 5. Sejam A uma dlgebra e M um A-mdédulo de dimensao finita (como espago
vetorial). Se existem Wy, ..., W, e Ny, ..., Ns submédulos minimais nao triviais de M tais
Wi@---dW,=M=N,@---D Ny, entdor = s e, a menos de permutacio, W; ~ N;

para 1 =1,...,7r.
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Demonstragio. Ver detalhes em [20], Teorema 14.5, pagina 83. O

Sendo G é um grupo finito cuja ordem nao é divisivel pela carateristica de F|,
observemos que segue do Teorema de Maschke e dos dois ultimos resultados que FG é
soma direta de uma quantidade finita de ideais minimais a esquerda e esses ideais sao
unicos a menos de isomorfismo. Equivalentemente, as representacoes irredutiveis de G sao

unicas a menos de equivaléncia. Como consequéncia desse fato, temos o seguinte lema:

Lema 7. Sejam G um grupo finito e @1, ..., p, as representacoes irredutiveis, nio equiva-

lentes, de grau finito de G, entao a soma dos graus das pys € menor ou igual a |G|.

Teorema 16. Consideremos G' um grupo finito cuja ordem ndao é divisivel pela a card-

teristica de F'. sejam 1, ..., as representacoes irredutiveis, a menos de equivaléncia,
de G. Sejam I,..., 1, os ideais minimais, dois a dois ndo isomorfos, a esquerda de
FG correspondente as essas representacoes. Entao, para cada i = 1,...,m, temos que

J; = LFG ¢ um ideal bilateral. Consequentemente

FG=J,® @ Jn.

Demonstragio. Ver detalhes em[20], Teorema 25.10. O

Nas condigoes do teorema anterior, mostra-se sem dificuldades que os ideais J; sdo

ideais minimais bilaterais de F'GG, portanto, visto como algebras, sdo algebras simples.

Definicao 27. Uma dlgebra A é dita ser simples se ndo contém ideal (bilateral) I tal que
[0} cIcA.

Agora, consideremos o seguinte teorema.

Teorema 17. (Wedderburn) Seja A uma dlgebra simples e I um ideal minimal a

esquerda de A, entao A ~ M, (D), onde D é algum anel de divisao e n = dimp([).

Dessa forma, se estivermos sob as hipoteses do teorema de Maschke, segue do teorema
de Wedderburn que

onde D', ..., D¥ sdo algebras de divisdo com dimensio finita sobre F.

Agora, assumindo que F é algebricamente fechado, é fato conhecido que F ~ D', e

assim J; ~ M, (F), com n; =
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dimpJ; (vide [41] ). Dessa forma, adicionando o fato de F' ser algebricamente fechado as

hipoteses do Teorema 16, este ganha a seguinte versao
FG~M, (F)® - & M,, (F),

onde n; =

Em verdade, é possivel decompor F'G em soma direta de algebra de matrizes exigindo

menos do corpo.

Definicao 28. Um corpo F' € dito ser um corpo de decomposicao ou splitting de um
grupo finito G, se a dlgebra de grupo FG € isomorfo a uma soma direta de anéis de

matrizes sobre F, isto €,
k

FG ~ @ M,,(F).

=1

De agora em diante, sempre que nos referirmos a algebra de grupo F'G, esta sera

considerada splitting, a menos de mencao em contrario.

Teorema 18. Sejam G um grupo finito e F' um corpo tal que FG seja semissimples e

splitting. Sendo M, ..., My os FG-mddulos irredutiveis dois a dois ndo isomorfos, entao:
k
i) |Gl = (n)*, onde n; = dimp M;;
i=1

it) Todo M; aparece como fator de decomposi¢io do méddulo reqular pgF'G com multipli-

cidade n;;

iti) k € o nimero de classe de conjugacio de G.

Demonstragio. Os detalhes podem ser encontrados em [63]. O

Nas condicoes do teorema acima, observemos que nimero de representagoes irreduti-
veis nao equivalentes de G é igual ao niimero de classes de conjugacao de GG e a soma dos

quadrados de seus graus ¢ igual a |G|.

Exemplo 25. Recordemos que o grupo simétrico Sz tem ordem 6 e exatamente trés classes
de conjugagdo. Portanto, temos precisamente trés Ss-representagoes irredutiveis de graus

1,1,2, uma vez que essa ¢ a unica combinacao de inteiros positivos satisfazendo

124+ 12+ 22 =6.
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2.2 Caracteres

Nessa secao abordaremos o conceito e principais resultados sobre os denominados
caracteres, ferramenta central no presente texto e fundamental no estudo da teoria das

representacoes.

Defini¢ao 29. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e ¢ : G — GL(V) uma
representacao linear de G em V. Definimos o cardter de ¢ (ou G-carater de ¢) como

sendo a aplicacdo

Xo: G — F
g Xelg) =trog
onde, para cada g € G, troy é o trago da transformacdao linear ¢4. Além disso, diremos
que X, € um cardter irredutivel se ¢ o for. Por tltimo, o grau de x, € definido como

sendo o grau de .

Sejam ¢ : G — GL(V) e ¥ : G — GL(W) representagoes equivalentes. Temos
que existe um isomorfismo de médulos T : V' — W tal que ;1" = Tp,, para todo g € G.
Dali,
Xu(g) = tr(vy) = tr(Tp,T") = tr(py),

para todo g € G, donde xy = X, ou seja, representacoes equivalentes possuem o mesmo
carater. Sendo e o elemento neutro do grupo G, temos que x,(e) = tr(Idy) = dim V.
Agora, considerando elementos ¢, ¢, € G, tais que g = = 'gox, para algum = € G

(elementos conjugados), entao

X(91) = tr(pg) = tr(e19g,902) = tr((02) " Pgx) = tr(pg,) = Xx(g2),

donde dizemos que x é uma funcao de classe, isto é, o valor do carater é constante nas

classes de conjugacao de G.

Consideremos um G-moédulo V' de dimensao finita e ¢ a G-representacao associada a
V. O cardter de V', denotado por x(V'), é definido como sendo o caréter de ¢. Diremos que
o carater de um G-moédulo é irredutivel se a representacao correspondente é irredutivel.
Observe que G-moédulos isomorfos tem G representagoes equivalentes, e assim possuem o

mesmo carater.

Exemplo 26. Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(V). Temos;

1. Se ¢ € a representagdo trivial de grau finito, entio x,(g) = tr(yy) = tr(Iy) = dimV,
para todo g € G.
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2. Se: G — F* é uma representagio linear de grau 1, temos que xy(g) = ¥(g).

Seja G um grupo finito cuja ordem nao ¢é divisivel pela carateristica do corpo F'.
Segue do Teorema de Maschke que uma representacao linear de grau finito
¢ : G — GL(V) é completamente redutivel, isto é, o FG-médulo correspondente
¢ completamente redutivel. Assim, existem Wy, W, ..., W, subespacos de V tais que
V=WaoeW,®. - &W, cada W; é g-invariante e a sub-representacao ¢; = pw, €
irredutivel. Em particular, cada W; é um FG-mdédulo irredutivel. Dessa forma, tomando
B; base de W; e g € G e sendo B; = [pi(9)]g, 1 =1,...,q, temos que S = S USU---Up,
¢ base de V' e

[e1(9)]5, 0 e 0
[p(9)]s = ’ m(.g)]ﬁ? | "
0 0 o [wg(9)]s,

é uma matriz diagonal em blocos. Portanto, sendo ; o carater de oy, e x o cardter de ¢,

temos entao x = x1 + X2 + - + Xq-

Mais geralmente, isto é, com uma representacao nao necessariamente completamente

redutivel, temos o seguinte resultado.

Teorema 19. Todo cardter de um grupo G é soma de caracteres irredutiveis.

Demonstragio. De fato, sejam V um F-espaco vetorial de dimensao n, ¢ : G — GL(V)
uma representacao de G em V e y seu cardter. Se ¢ for irredutivel, entdo xy também o serd
e temos o resultado. Supondo ¢ redutivel, seja W o menor subespaco nao nulo ¢-invariante
de V' de menor dimensao possivel. Seja x1 o cardter da sub-representacao ¢y. Como @y
¢ irredutivel, temos que y; também o é. Escrevendo r = dimp W, 71 uma base de W e

£ =y U~ uma base para V', obtida por completacao, temos

o = (Bl(g) C(g))
! 0 Bug))

onde Bj(g) é um bloco rxr, C(g) é um bloco r X (n—r) e By(g) é um bloco (n—r) X (n—r),

para todo ¢ € G. Sendo ¢ uma representagao, temos [p.,ls = [¢z]s(@yls, isto é,
(Bl () c<xy>) _ (Bmx)Bl (v) Bix)C(y) + c<x>Bz<y>) |
0 Bo(zy) 0 Bs()Ba(y)

‘Portanto, a aplicagao
By: ¢ — GLnxn—r(F)

g Bs(9)

¢ uma representagao linear cujo cardter x, é dado por x2(g) = trBs(g). Logo,

x(g9) = trBi(g) +trBa(g) = x1(g) + x2(9)



Capitulo 2. Representacées de Grupos e Sy -Acées 52

Como B; é uma representacao de grau menor do que n, o resultado segue por inducao.

]

Sendo G um grupo finito com carateristica de F' nao dividindo a ordem de G,
entao o nimero de G-caracteres irredutiveis ¢ finito. Sejam x1, x2, .. ., X €SSes caracteres
irredutiveis. Se y é um carater de G, segue do resultado anterior que devem existir

ni, N, ..., Ny inteiros nao negativos tais que
X = NiX1+NaX2 + -+ NgXg- (2.1)

Consideremos o F-espaco vetorial F(G, F') de todas as fungoes de G em F, onde as
operagoes sao soma e produto usuais de fungoes. Sendo G finito e cuja ordem nao seja

divisivel pela carateristica de F', definimos

(,)o: FGF) —F
(f9)  — (fhe=IGI"" 3 fla)h(@) -

z€G

Essa aplicagao é uma forma bilinear ndo degenerada em F(G, F).

Proposicao 6. Seja F' um corpo algebricamente fechado com cardteristica zero e Jy, ..., Jx
todas as representacoes irredutiveis duas-a-duas nao equivalentes de G, com caracteres
correspondente X1, . .., Xk, respetivamente. Sendo p : G — GL(V') uma representacio de

G e escrevendo V >~ myJy & - - - ® myJy, com m; > 0, temos

k
1 Xp = ZmiXi
i=1
2. (Xps Xi)a = my, para todo i =1,... k;
k
3. <Xp7 Xp>G = me?f

4. X, € irredutivel se, e somente se, (X, Xp)a = 1;

S

(Xi» Xj)a =0, para quaisquer i,5 =1,...,k;

r, ~ ~ I, . \
6. Se p é uma outra representacao de G, entao p € equivalente a p se, e somente se,

Xp/ — XP
Demonstragio. Ver detalhes em [59]. O

Agora vamos estabelecer o conceito de produto tensorial de representacoes de um

mesmo grupo e, posteriormente, para diferentes grupos.
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Consideremos G um grupo e ¢ : G — GL(V}) e ¢ : G — GL(V4) representagoes
lineares de G de graus n e m, respectivamente. Dado g € G, considere a aplicacao
F, : Vi x Vo = V1 ® Vo dada por Fjy(vi,v2) = @g(v1) ® 1y(v). Observemos que F,
estd bem definida e, pela bilinearidade dos tensores e de ¢y e 1y, ¢ bilinear. Segue
da propriedade universal que existe uma transformacao linear p, : Vi @ Vo — V1 @ V5
tal que py(v1 ® v2) = @y(v1) @ Py(ve). Como ¢, € GL(V}) e ¢, € GL(V3), temos que
pg € GL(V; ® V3). Logo, a aplicacao

p: G — GL(V;®V,)
g —  plg)=p;

¢ uma representacao linear de G em V; ® V5, a qual denotaremos por ¢ ® 1. Chamamos

essa representacao de produto tensorial de ¢ e 1. Temos que X, = XXy, OU s€ja,
Xo(9) = X (9)xs(9), para g € G (ver [43], capitulo 5).

Agora, consideremos dois grupos finitos G; e Gy de ordem n e m, respectivamente, e
o produto direto Gy X Gg, cuja ordem é nm. Sejam ¢ : G; — GL(V}) e ¢ : Gy — GL(V3)
representacoes lineares de G; em Vj e de G em V5, respectivamente. Definimos, de modo
analogo ao argumento anterior, uma representacgao linear p#vy de Gy X Gy em V} ® V5 da

seguinte forma

<¢#¢)<g17g2) = (pgl ® wgzu
onde (@g, ® Pg,)(v1 ® v2) = @g, (V1) ® Yy, (v2), para quaisquer v, € Vi e vy € Vs, Essa

representacao também ¢é chamada de produto tensorial de p e 1), mas é a representacao do

produto direto dos grupos G e G5. De modo analogo, mostra-se também que
Xe#w (91, 92) = Xo(91)x0(92).

Portanto, sendo y o cardter do produto tensorial de duas representagoes ¢ e ¥, de
um mesmo grupo ou de grupos diferentes, em ambos os casos temos x = x,Xy. Entao,
por simplicidade, sempre escreveremos x = X, ®@ Xy, €, usando a notacao de médulos,
temos x(V1 ® Va) = xo (Vi) ® xy(V2), omitindo os grupos, citaremos caso necessario
(detalhes em [43]).

Consideremos p : G — GL(V') uma representagao de G em V', K uma extensao do
corpo F' e 8 uma base de V. Notemos que Vx = K ® V' é um espaco vetorial sobre K com
base fx = {1 ®v:v € f}. A aplicagdo px : G — GL(Vk) dada por px = 7 ® p, onde
m € a representacao trivial de G em K, é uma representacao. Sendo U é um subespago
p-invariante de V', temos que Uy = K ®p U é um subespago pg-invariante de Vi, e assim,
se pi € irredutivel, entao p é irredutivel. Dizemos que pi ¢é a extensao de p, obtida por

extensao de F'.

Definigao 30. Seja p : G — GL(V') uma representagao irredutivel. Dizemos que:
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i) p é absolutamente irredutivel se px € irredutivel para toda extensao K do corpo base
F;

it) O corpo F' € "splitting field" para o grupo G se toda representagdo irredutivel de G ¢é

absolutamente irredutivel.

E possivel, em algumas situacoes, estabelecer a completa redutibilidade de repre-
sentacdes do produto direto de grupos G x (G, a partir das representacoes de G e
Gs.

Teorema 20. Consideremos G, Go grupos finitos e 11, 1o representacoes lineares de Gq
e Gg, respectivamente. Suponhamos que F' ¢ algebricamente fechado e a cardteristica de F

nao divida a ordem de G1 X Gg. Entado:

i) Se 1 ey sdo irredutiveis, entao 11 @1y € uma representagdo irredutivel de G x Gy.

it) Toda representagao irredutivel de Gy x Gy € equivalente a uma representagio Y ® by,

onde v; € uma representacao irredutivel de G;, 1 = 1,2.

Demonstragio. Ver detalhes em [62], capitulo 8. O

Agora, consideremos G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao, se V um
G-modulo, claramente temos, por restricao, que V' é um H-modulo, o qual denotaremos
por V¥ e o chamamos de mddulo induzido sobre H. Reciprocamente, se V é um H-médulo,
entdo nao ¢é dificil ver que o espaco F'G Q@pgy V tem uma estrutura natural de G-modulo,

o qual denotaremos por V¢ e chamamos de Mddulo induzido por V em G.

Outrossim, sendo x o cardter do G-médulo (H-médulo, respectivamente) V', entao

el
XM
¢ irredutivel, este geralmente nao permanece irredutivel quando induzido. Contudo, em

HI(\TC | respectivamente) representa o carater do médulo induzido. Quando um médulo

carateristica zero, temos a formula chamada Reciprocidade de Frobenius que relaciona
esses dois objetos.

Teorema 21. (Reciprocidade de Frobenius) Sejam G um grupo finito, H um subgrupo
de G e F um um corpo cuja cardteristica € zero ou p, com p nao dividindo a ordem de G.

Entdo, se x um cardter de H e v é um cardter de G, temos
W ) = (W, X%

Demonstragio. Ver detalhes em [20]. O
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2.3 Representacoes do grupo simétrico .5,

Nessa secao abordaremos a teoria das representacoes do grupo simétrico S,,, n > 1.
E fato bem conhecido na teoria das representacoes do grupo simétrico S, que é suficiente
trabalhar sobre os racionais. Mais precisamente, “toda” representacao irredutivel sobre
um corpo de caracteristica zero tem uma copia sobre o corpo dos racionais. Usando esse
fato, veremos que o corpo dos racionais QQ, e, portanto, qualquer corpo de caracteristica
zero, serd o que chamamos de splitting field para a algebra de grupo F'S,. Sendo F' um
corpo de caracteristica zero, segue que F'S,, é isomorfa a uma soma direta de algebras de
matrizes sobre F'. Mostraremos, a seguir, que essas componentes, e, por conseguinte, as

Sp-representagoes irredutiveis, estao em correspondéncia biunivoca com as particdes de n.

Definicao 31. Seja n > 1 um niamero inteiro. Definimos uma particao de n como sendo
uma r-upla X = (A1, Ag, ..., \.) de inteiros tais que \y > Xg > -+ > X\, >0 e Z)‘i =n.

Nesse caso, usaremos a notagio A\t n e |\ =r.
Sendo n > 1 um inteiro e A = (A1, ..., Ay, 4k, ), S€

A== Ay =05 Mtk = = Ak, = [ps

entao usaremos a notacgao
_ k1 k
A= (Bt )

As partigbes de um mesmo nimero inteiro sao ordenadas pela ordem lexicogrdfica, isto é,
se A= (A, Ag, .., A) ey = (7,72, .- .,7s) sao parti¢oes de n, entdo diremos que A > 7
se A\, > Y, onde k = min{i € N | \; # v}

Sendo ¢ € S,,, recordemos que podemos decompor ¢ de maneira tinica em produto
de ciclos disjuntos, incluindo 1-ciclos, respeitando a ordem lexicografica. Ou ainda, se
exigirmos o = w7y - - - T, onde my, ..., 7. sdo ciclos de comprimentos A\y > --- > \. > 1,
respectivamente. Entdo a partiggio A = (Aq,..., A,) determina unicamente a classe de
conjugacao de o, pois é fato conhecido que duas permutacoes sao conjugadas em S, se, e

somente se, possuem a mesma estrutura ciclica.

Por outro lado, vimos na Secdo 2.1 que as classes de conjugacao de S,, estao em
correspondéncia biunivoca com os S,-mddulos irredutiveis, que por sua vez também
se correspondem, biunivocamente, com os caracteres irredutiveis de .S,,. Portanto, dado
A F n, denotaremos por Y, o S,-carater irredutivel e por M, o S,-modulo irredutivel

correspondente a \. Além disso, denotaremos por dy = x(1) = dimg M), o grau de x,.

Proposicao 7. Sejam F um corpo de carateristica zero e n > 1 um inteiro. Entdo existe

uma correspondéncia biunivoca entre os S,-caracteres irredutiveis e particoes de n. Sejam
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{xa | AFn} o conjunto completo dos caracteres irredutiveis de S,, e dy = xx(1), o grau de

X Iemos

fPSE =:€£>]A 216}9-A4dx(}7%

AFn AFn
onde Iy = exF'S, ~ My (F) é o ideal bilateral minimal de F'S, correspondente a X\ e

ex= Y_ xal0)o € a unidade, & menos de escalar, de I,.

O'ESTL
Demonstragio. Ver detalhes em [40], pagina 47. ]
Lema 8. O elemento e, = Z xx(o)o €, a menos de um maltiplo por escalar, um

gESy
idempotente central minimal da dlgebra F'S,,.
Observagao 10. Considerando a representacdo reqular p de S,, ainda sob as notagoes da

proposicao anterior, temos que

Xp ::zz:dAXA-

AFn

Adiante, introduziremos algumas ferramentas no sentido de calcular explicitamente

o inteiro d,.

Agora, considerando A F n, temos entao um S,-médulo irredutivel M), e, conse-
quentemente, um S,-carater irredutivel y, associado a A\. Quando conveniente, podemos
denotar esse carater simplesmente por [A]. Sendo S, finito, segue da equagao (2.1) que se
X € o carater de uma representacao de S, entao

X = Zm)\XA = ZmAP\]-
An An

Observacao 11. Dados n, m inteiros positivos, entao todo corpo de cardteristica zero é
splitting field para S, e S, X Sy, (ver [43], capitulo 5 ).

Sejam F' um corpo de carateristica zero e K um corpo algebricamente fechado
contendo F'. Sendo p uma F-representacao irredutivel de S, x .S, e px sua extensdo, entao
segue da Observacao 11 que px é uma K-representacao irredutivel de S, x S,,. Portanto,
o Teorema 20 garante que px é o produto tensorial de representacoes irredutiveis de S,
e Sp, € assim, p é produto tensorial de representagoes irredutiveis de S,, e Sy, (sobre o

corpo F). Dessa forma, sendo ¢ uma representagao de S,, x Sy, € Xy seu cardter, temos

Xo = D MauXow = D mau[A @[], (2.2)
AFn A-n
puEm pkEm

onde x», ¢ um carater irredutivel de 1, o qual é produto de caracteres irredutiveis de

representagoes irredutiveis de S, e S,,, denotado por [\ & [u].
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Defini¢ao 32. Seja A = (A, A, ..., \,) F n. O diagrama Dy, chamado de diagrama de

Young associado a A, € um subconjunto de Z x 7 definido como sendo

Observemos que D) possui exatamente n elementos. Representaremos D, como uma
matriz composta por n blocos distribuidos em 7 linhas, de modo que a primeira coordenada
i (linha indexada) aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada j (coluna indexada)
aumenta da esquerda para a direita e o niimero de bloco na i-ésima linha é exatamente ;.

A titulo de ilustragdo, consideremos o exemplo em que n = 10 e A = (5,2,2,1) F n, logo

l)GLZQJ)::

Observacao 12. Como para cada particio A+ n temos seu diagrama Dy correspondente,

podemos, quando conveniente, escrever a equagdo (2.2) da sequinte forma

o= Ym,[ el
AFn AFn
puEm puFm

substituindo os caracteres irredutiveis pelos seus respectivos diagramas.

Para a particdio A F n. Definimos a particio conjugada de X, denotada por
P 0\1,7)\2/’ .. .,)\8/), onde )\1/, .. .,)\sl sao os comprimentos das colunas de D,. To-
mando o exemplo anterior, onde n = 10 e A = (5,2,2,1) F n, temos — (4,3,1%),

(S

D, =

Definicao 33. Seja A+ n. Definimos uma tabela de Young Ty do diagrama Dy como
sendo um preenchimento dos blocos de Dy com os inteiros 1,...,n. T\ é chamada de tabela
de Young do tipo A. Quando necessdrio, escreveremos T\ = Dy(a;;), onde a;; é o inteiro

no bloco (i, j).

Simbolicamente, uma tabela de Young é entendida como sendo uma bijecao
Ty : Dy — {1,...,n}, onde coloca-se o elemento T'(i,j) na posicao correspondente
ao elemento (i, j) (i-ésima linha e j-ésima coluna), para cada (i,j) € D,. Sendo o € S,,,

definimos o7 como sendo a composta o o Ty : Dy — {1,...,n}. Observemos que se T; e
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T, sao duas tabelas associadas ao mesmo diagrama, existe uma tnica permutacado o € S,
tal que T5 = oT}. Portanto, dado A F n, existem n! tabelas de Young, distintas, do tipo .

Um papel importante é desempenhando pelas denominadas tabelas standard.

Definicao 34. Uma Tabela de Young Ty do tipo \ é dita ser standard se os inteiros em
cada linha e em cada coluna de T crescem da esquerda para direita e de cima para baizo,

respectivamente.

Exemplo 27. Seja A\ = (3,2) F 5. Temos que

113]5]
T\ =
A 2]4
¢ standard. Enquanto que
. [2]1]5]
T =
Y403

nao ¢ standard.

Existe uma relagao muito importante entre as tabelas standard e os graus dos

S,,-caracteres irredutiveis.

Teorema 22. Seja A = n. Entdo, o nimero ST(\) de tabelas standard do tipo X é igual a

dy, grau de xx, o S,-cardter irredutivel correspondente da \.
Demonstragio. Ver detalhes em [10], Teorema 4.6. O

Apresentaremos, a seguir, duas féormulas classicas para o calculo explicito do niimero

dy. Para tanto, precisamos das seguintes terminologias.

Defini¢ao 35. Sejam A = (Ay,..., \.) Fn e (ig,jo) € Dx. Definimos o gancho (ig, jo) de
Dy como sendo o conjunto

{0, 7) | do <3 < N} U{(isjo) | o < i < X, ),

onde N = ()\1/, )\2/, e ,)\3/) ¢ a particao conjugada de \. Definimos, também, o nimero
gancho
hiojo - )‘io + )‘;'0 — g — jO + 17

0 qual, na prdtica, conta os elementos do gancho (ig, jo).

Exemplo 28. Consideremos A\ = (5,4,3,2,1) - 15. A representagao do gancho (2,2) no

diagrama D) €

allalls
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Observe que hgo = 5.

Teorema 23. (Férmula do Gancho) Seja A = (A, Ag, ..., \) F n. O ndmero ST(X)
de tabelas Standard do diagrama Dy é dado por

ST(\) !
M gens his:
Demonstragio. Ver detalhes em [44], Teorema 2.3.21. O

Proposicao 8. (Formula de Young-Frobenius) Sejam A\ = (A, Ae,...,\,) F n e
ll :)\1+k’—1,l2:)\2+k—2,...,lk = k. Entdo,

n!
dh=——— I -1,

! !
W,

onde os produtos percorrem os blocos de D).

As duas tltimas férmulas permitem o calculo explicito dos graus dos 5),-caracteres
irredutiveis, e, portanto, as dimensoes dos ideais minimais de F'S,,. Agora, iremos descrever

esses ideias e seus geradores.

Definicao 36. Sejam A = (A\1,..., ;) Fn e T\ = Dy(a;j). Definimos:

1. O grupo estabilizador de linhas de T\ como sendo

Ry, = S,\l(an, aiz, - .- ,al,\l) X X S,\T(am, A2, - . >ar)\r)7
onde Sy, (a1, o, ..., a;\,) denota o grupo simétrico Sy, agindo nos X; inteiros
i1, Qia, - - -, Ay, contidos na i-ésima linha de T);

2. 0 grupo estabilizador de colunas de T\ como sendo

OTA = S)\,l(all’ asyy .- - ’a>‘/11) X X S)JS(@D\U A22q s - - - ’a/\/s>\1)7
’ ’ i . .~ .
onde A = (A, ..., A,) € a particio conjugada de A e Sy (aji,aj2,...,a;y) denota
. Ve . . ! . . 7 . 7/ . J
0 grupo Simétrico S/\; agindo nos A; inteiros aji, aja, . . - ) Gy da j-éstma coluna de

DA/'

Observemos que Ry, e Cr, sao subgrupos (imersos) de S, , os quais consistem de

todas as permutagoes de S,, que estabilizam as linhas e colunas, respectivamente, de T).

Exemplo 29. Sendo A = (3,2)F5 e

T\ =
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temos

RT)\ = {IdSs7 (1?))7 (15)7 (35>’ (135>7 (153)7 (24)7
(13)(24), (15)(24), (35)(24), (135)(24), (153)(24)}

C’T,\ - {Id5’57 (12)7 (34)7 (12)(34)}

Definigao 37. Sejam A uma dlgebra e a € A um elemento idempotente. Dizemos que:

1. O elemento a é idempotente essencial se eziste algum X\ € F, A # 0, tal que a* = \a;

2. O elemento a ¢ idempotente minimal se o ideal gerado por ele for minimal.

E facil ver que se a® = \a, com X # 0, entdo e = A 'a é um elemento idempotente.

Portanto, de agora em diante, o adjetivo essencial sera omitido.

Dada uma tabela de Young T’ do tipo A, consideremos o seguinte elemento da algebra

de grupo F'S,

=Y Y (~)on (2.3

UGRTA HECTA
onde (—1)* denota o sinal de p.

O elemento em (2.3) desenvolve um papel importante no estudo dos S,-caracteres
n!
. VR . . 2 o o , . .
irredutiveis. Primeiramente, mostra-se que e7, = aer,, onde a = € H hi; é um inteiro
i,
nao nulo, ver [10]. A proposi¢ao seguinte mostra que F'S,er, é um ideal minimal & esquerda

(médulo irredutivel) de F'S,,, com caréter x,, correspondente a particao A - n.

Proposicao 9. Seja A = n. Para toda tabela de Young Ty do tipo A, o elemento er, € um
idempotente central minimal de F'S, e F'Sper, € um ideal minimal a esquerda de F'S,, com
carater xx. Além disso, se Ty e Ty sdo tabelas de Young do mesmo tipo, entdio er, e er;

sao conjugados em F'S,, para algum o.
Demonstragio. Ver detalhes em [10], Teoremas 3.1 e 3.2. O

Segue da proposicao acima que duas tabelas de Young 7T e 7% sao do mesmo tipo A

se, e somente se, F'S,ep, ~ FSneT;. Os ideais minimais da forma F'S,e,s., onde T:\s s80
A

tabelas standard do mesmo tipo A, fornecem uma decomposicao do ideal bilateral minimal

I, de F'S,,, correspondente a .
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Proposicao 10. Sejam T, ..., Ty, todas as tabelas de standard do tipo X\, entdo o ideal

bilateral minimal I de F'S, correspondente a \, tem a sequinte decomposicao

dx
]} ::€£)f?5%67k.

=1

Demonstragio. Ver [40], proposi¢ao 2.2.14. ]

Dessa forma, obtemos a seguinte decomposicao para F'S,,

175@ = 6}9 }75%673.

AFn
Ty standard

2.4 S,-Representacoes Induzidas

Nessa se¢ao abordaremos as representacoes induzidas com destaque ao Branching
Theorem e a Regra de Littlewood-Richardson. Esses dois resultados sdo fundamentais para

entender a decomposicao dos caracteres Y -proprios, objeto de interesse central nessa tese.

Comecamos por considerar a imersao do grupo S, em S, ;. De fato, S,, é isomorfo
ao subgrupo de S, ;1 de todas as permutacoes de S, 11 que fixam o inteiro n + 1. Agora,
sendo M, o S,-médulo irredutivel correspondente a A F n, denotaremos por M, ™"+ como
sendo a indugao de My em S,,+;. Reciprocamente, sendo M, o S, 1-médulo irredutivel
correspondente a particao p - n, denotaremos por Mjs" como sendo a restricao de M, a
Sh-

Teorema 24. (Branching Theorem) Consideremos a imersio de S, em Spi1 como o

subgrupo firando o inteiro n + 1. Entao,

1. Se A+ n, temos
Mt~ N M,

HENT
onde A\ é o conjunto de todas as particoes de n+1 cujo diagrama de Young é obtido

a partir de Dy por adicionar um bloco.

2. Se ukn+1, entao
A4p¢5n ~ :E: M,

Acp~
onde p~ € o conjunto de todas as particoes de n cujo diagrama de Young é obtido a

partir de D,, por remover um bloco.

Demonstragio. Ver detalhes em [44], Teorema 2.4.3. O
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Observacgao 13. Seque da Reciprocidade de Frobenius que (1) e (2), no teorema anterior,

sao formulagoes equivalentes.

Agora, consideraremos a imersao de S, X S, em S, ,, obtida ao fazer S, agir nos

n primeiros inteiros {1,...,n}, como usual, e S,, agir em {n+1,...,n+ m}.

Recordemos que se M é um S,,-médulo e N é um S,,-mddulo, entdo M ®p N tem

uma estrutura de S,, x S,,-mdodulo.

Definicao 38. Se M ¢ um S, -mdédulo e N é um S,,-modulo, entdo o produto tensorial

externo de M e N ¢é definido como sendo.
M®N = (M @ N)Wntm,
Dadas parti¢oes A = n e p = m, introduziremos um algoritimo denominado Regra de

Littlewood- Richardson que calcula a multiplicidade dos caracteres irredutiveis que figuram

na decomposicio de My\&M,,.

Definicao 39. Sejam A\Fn e a = (aq,..., o) tal que Z a; = n, onde 0§ (g SGO INLEIT0Ss

(]
positivos. Uma tabela de Young generalizada do tipo A e conteido o é um preenchimento

do diagrama Dy com inteiros positivos tais que i ocorre em D) exatamente oy vezes.

Exemplo 30.

112]2]2]3]4]
2[1]1
13

¢ a tabela de Young generalizada do tipo X = (6,3,1) e conteido o = (3,4,2,1). Observe

que uma tabela de Young Tx, A\ F n, tem conteido oo = (1™).

Definicao 40. Uma tabela de Young é dita ser semi-standard se os nimeros sao crescentes,

com eventuais repeticoes, ao longo das linhas e estritamente crescentes ao longo das colunas.

Definicao 41. Sejam A = (A\1,..., ) Fnep = (pu,...,p,) F m. Dizemos que \ é
maior ou tgual a p e denotamos por X > p, sep > q e N, > y; para todoi = 1,....p
(Quando n = m, essa ordem se reduz a ordem lexicogrdfica). Na linguagem de diagramas,

dizer que X\ > p significa dizer que D, € um sub-diagrama de Dy, isto é, Dy 2 D,,.

Consideremos A\ =n e putm com A > pu. Uma particio distorcida é entendida como
sendo A\ pp = (A1 — pt1, Ay — 12, .. .) e o diagrama distorcido Dy, ¢ o conjunto dos blocos
de Dy que, eventualmente, ndo pertencam a D,,. Por exemplo, se A = (4,2,2,1), u = (3,2),
entdo A\ = (1,0,2,1) e

s x] |
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Defini¢ao 42. Seja a = (ay,...,q;) tal que Zai =N e 08 Qs Sa0 inteiros positivos.

K3
Dizemos que o é uma permutacao reticulada se para cada j o nimero de i's que ocorrem

entre o, ..., a; € maior ou igual ao nimero de (i+ 1)'s para cada i.

Teorema 25. (Regra de Littlewood- Richardson) Sejam A\Fn e u b m. Entdo,

yEn+m
onde k;‘\/\ ¢ o niumero de tabelas semi-standard do tipo v\ X\ e contetido u, o qual gera
permutacoes reticuladas quando lemos suas entradas da direita para a esquerda e de cima

pra baixo.
Demonstragio. Ver detalhes em [44], Teorema 2.8.13. O

Na pratica, o algoritmo do teorema anterior mostra como obter o diagrama D,
associado & particio v = A®@u F n 4+ m a partir dos diagramas D) ¢ D,. Sejam A F n,
ptt=m e vk n+m. Consideremos T, = D(ay;), onde os (a,;.) sdo simbolos. Entdo, Regra

de Littlewood-Richardson é como segue:

1. Primeiramente, adicione em D, todos os blocos com os simbolos a;;, apds a adicao,

nenhuma linha da nova tabela pode ter mais blocos que a linha anterior.

2. Em seguida, adicione todos os blocos com os simbolos ay; de acordo com a mesma

regra, e assim por diante, até que todos os blocos com os simbolos sejam adicionados.

3. Esse processo de adigao de blocos devem ser tais que para todo 7, se y < 7, entao a;,
aparece em uma coluna posterior a de a;; , e para todo j, se v < ¢, entao a,; aparece

em uma linha anterior a de a;.

2.5 5,-Acio no Espaco dos Polinomios Multilineares

Nessa secao introduziremos a agao natural do grupo simétrico S,, no espaco dos
polinémios multilineares com n variaveis fixas. Essa acao possibilita o estudo do cresci-
mento assintotico das identidades polinomiais multilineares das PI-algebras através dos

S,-mddulos irredutiveis e seus cocaracteres.

Teorema 26. Seja M um S,-mddulo irredutivel a esquerda com cardter x(M) = xa, onde
A n. Temos que M pode ser gerado, como um S,-maddulo, por um elemento da forma
er, f, para algum f € M e alguma tabela de Young T\ do tipo X. Além disso, para qualquer
tabela de Young Ty do tipo \ existe f/ € M tal que M = FSyer; f/.
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Demonstragio. Recordemos que temos a decomposicao F'S, = @ I, onde I, é o ideal
AFn
bilateral de F'S,, correspondente a particao A - n, e, portanto, segue da Proposicao 10 que

FSn = @ FSHGTA.

AFn
Ty standard

Desde que M = F'S, M, temos que existem p = n, T, tabela de Young do tipo p
e f € M tais que 0 # FSyer, f € M. Logo, sendo M irredutivel, temos FSyer, f = M.

Como os S,-caractres sao definidos pelas partigoes de n e x(M) = x», temos que A = p.

Agora, suponhamos que Ty seja uma outra tabela de Young do mesmo tipo A. Segue
da Proposicao 9 que er, = creT;U_l, para algum o € S,. Tomando f = o~ 'f € M,
obtemos que M = F'S,ep, f = FSnUeT;a’If = FSneT;a’lf = FSneT;f/. O

O lema anterior nos garante que dada uma particio A - n e uma tabela de Young do
tipo A, entao todo S,-mdédulo irredutivel M com x(M) = x, é gerado por um elemento

da forma ep, f, para algum f € M.

Observacao 14. Um fato interessante sobre o elemento er, f € que ele é invariante pela

Ry, -agao. De fato, sendo p € Rr,, temos

per, f :P< Z (‘1)707)f = ( Z (—1)7£T>f: er, f-

o€Ry, TECT, o€Ry, 7€Cr,
Como f pode ser, eventualmente, o elemento 1, temos que o elemento idempotente central
er, € invariante pela Ry, -agdo.
Seja M um S,,-médulo. O nimero de elementos invariantes pela agdo a esquerda de

Ry, em M tem uma estreita relacdo com o nimero de S,-submédulos irredutiveis de M.

Lema 9. Sejam T\ uma tabela de Young correspondente a A+ n e M um S,,-mddulo tal
que M = My & --- ® M,,, onde My,..., M, sao S,-submddulos irredutiveis de M com
cardater x. Entao, m € igual ao numero mdximo de elementos linearmente independentes

g € M tais que 0g = g para todo o € Ry, .
Demonstragio. Ver detalhes em [40], Lema 2.4.2. O

Agora, abordaremos a S,-a¢ao no espaco P,, dos polinémios multilineares de grau n

nas variaveis xy, ..., x,, cuja base é

{xo(l) © To(n) | oS Sn}a

no contexto da PI-teoria.
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O produto
- FS,xP, — P,
( Z Os0, f) L — ( Z CYO-O') : f (24)

O'ESn O'GSn

onde ( Z a,o) - fxy,...,x,) = Z Qo f(To(1), -, Tomy) induz uma estrutura de
gESy ocESK
S,-médulo a esquerda em P,.

Além disso, considere a aplicacao

p:FS, — P,

Z Q0 +H—— Z QoZq(1) """ To(n)
oc€Sn oE€Sh
tal que (a) = a- (zy---x,), para todo a € FS,. E facil ver que ¢ ¢ um isomorfismo
de F'S,-mddulos a esquerda. Ou melhor, P, é isomorfo ao médulo regular de S,,. Portanto,
temos uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de F'S,, e P, e, por essa razao,

comumente trataremos os elementos de F'S,, como polindémios (multilineares) e vice-versa.

Recordemos que se A é uma PI-algebra e F' é um corpo com carateristica zero, entao
o T-ideal T'(A) das identidades polinomiais de A é gerado completamente pelos espagos
(T(A)N P,)nen. A seguir, introduziremos algumas terminologias e ferramentas objetivando

um estudo mais detalhado desses espagos.

Observemos que os T-ideais sdo invariantes pela acdo em (2.4), assim sendo
f(z1,...,2,) € T(A) N P,, temos

O'f(l'l, . ,:En) = f(xg(l), ... ,:Cg(n)) S T(A) Nnek,

para todo o € S, e, portanto, segue que T'(A) N P, é um S,-submddulo a esquerda de P,.

Dessa forma, temos uma estrutura de S,-modulo a esquerda induzida no espago quociente

P

P,(A) = — % —.
(4) T(A) NP,

Sendo F(X) a élgebra livre de posto enumeravel em X = {z,25,...}, entdo P,(A) é o

espaco dos elementos multilineares nas n primeiras variaveis da algebra relativamente livre

F(X)/T(A).

Defini¢ao 43. Dado n > 1, definimos o n-ésimo cocarater de A, denotado por x,(A),
como sendo o S,-cardter de P,(A) = P,/(T(A) N P,).

Mais adiante, iremos estudar o comportamento assintotico da sequéncia de codimen-
soes (cp(A))nen, onde ¢, (A) = xn(A)(1), e da sequéncia de cocaracteres (x,(A))nen de
uma Pl-algebra.
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Ao decompormos o n-ésimo cocarater de A em caracteres irredutiveis, obtemos

Xn(A) = Z M X\,

AFn
onde Y, € o S,-carater irredutivel associado a particao A = n e my > 0 é a respectiva

multiplicidade.

Teorema 27. Seja A uma PI-dlgebra com n-ésimo cocardter x,(A). Dada uma parti¢ao
A n, a multiplicidade my, € igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela de Young

Ty do tipo \ e para qualquer [ € P,, a dlgebra A satisfaz a identidade er, f = 0.

Demonstracdo. Consideremos a seguinte decomposicao

FS,=@hPo=Q®J

AFn

onde [, ¢é o ideal bilateral de F'S, correspondente a particaio A F n,
Q=P,NT(A)eJ~P,(A)=P,/(T(A) N P,). Fixemos uma particdo p - n e seja M, o
F'S,-médulo irredutivel correspondente a . Observemos que m, = 0 se, e somente se, M,
nao figura na decomposigao de J ~ P,(A) = P,/(T(A)NP,). Quanto & decomposigao de J,
podemos afirmar que J C F'S,e1®---d F'S,¢e,., onde os €, sao os elementos idempotentes

centrais minimais correspondentes as parti¢coes A # p (vide Lema 8).

Seja Ie, = F'Sye,, onde e, ¢ o elemento central minimal. Portanto, devemos ter
1,J CFSe,(FSe1®--- @ FS,e) =FSye,FS,e1®--- & FS,e, FSye, =0,
uma vez que os elementos idempotentes centrais minimais sao ortogonais. Assim, m,, = 0, se
e somente se, I,,J = 0. Por outro lado, desde que I,,J = 0 segue que 1,(P,/(T'(A)NP,)) =0,
d

isto é, I,P,, C P,NT(A) = Q. Mas, pela Proposigao 10 temos que [, = @FSneTW, donde
i=1

dH
(@ F SneTi7u>Pn C Q. Logo, devemos ter ey, f € ) para todo f € P, e para qualquer

=1
tabela de Young 7,. O]
Teorema 28. Dado um polinémio multilinear f € P,, existem polinomios gy, ..., 9, € P,
e particoes Ay, ..., \. den tais que

FSnf = FSn€T191 D---D FSneTrg,,.

Demonstragdo. Consideremos M = F'S,, f. Seja M = M; & - - - & M, uma decomposicao de
M em F'S,-moédulos irredutiveis garantida pelo Teorema de Maschke. Segue do Teorema
26 que existem ¢, € My,...,g, € M, e tabelas de Young T3, ...,T,, tais que F'S,f =
FS.erg1®--- & FSper.g.. O
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2.6 S,-Representacoes e Ganchos

Nessa se¢ao mostraremos alguns resultados técnicos sobre os polinémios do tipo er, f,

onde A ¢ uma particdo de n e T) ¢ uma tabela de Young do tipo .

Por praticidade, sempre que escrevermos T) esta denotara uma tabela de Young do

tipo A.
Reconsideremos
er, = Y, (=1)or = ( > 0)( > (—1)TT>,
O‘ERT)\ O'GRTA TGCT)\
TECTA

o elemento idempotente essencial minimal de F'S, correspondente a T), onde
Ry, e Cp, sao os subgrupos de S, que estabilizam, respectivamente, as linhas e colu-

nas de T}.

Lema 10. Sejam H um subgrupo de Cr,, M um F'S,-médulo e w € M tal que ep,u # 0.

Entao,

( > (—1)"0) er,u # 0.

Demonstragio. De fato, escolnamos {a; = 1, as,...,a,} um transversal as esquerda de

H em Cr,, isto é, Cr, = a1H UasHU - Ua,H. Sejar = Y (—1)70. Suponhamos que
oceH

rep,u = 0 para todo uw € M, entao a;rep,u = 0 em M para todo 7 =1,...,m. Donde,

er2u = < XR: 7')( XC: (—1)"0)6;&14

= ( Z 7') (arrepu £ -+ ayreru) =0,

TERT}\

o que é uma contradicdo, visto que e, > = yer, para algum inteiro v # 0 e eq,u # 0. O

Com algumas alteragdes apropriadas, temos o seguinte lema.

Lema 11. Sejam H um subgrupo de Ry, M um F'S,-médulo e w € M tal que ep,u # 0.

Entao,
Yo S (=1)77 |enu #0.
ceH TGCT)\
Definigao 44. Diremos que um polindémio multilinear f(zq,...,x,) € P, corresponde a

uma 1), se f = e, fo para algum polinomio multilinear fo € P,.
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Observagao 15. Sendo f # 0 um polindmio multilinear correspondente a T, entao F'S, f

€ um S,-modulo irredutivel isomorfo a My (vide o Teorema 26).

Definicao 45. Dados inteiros d,l,t > 0, definamos a particao

h(d, 1, t) = (L +t,... 1 +t,0,...,1D).
—_— —

d t

Claramente o diagrama associado a partigao h(d, [, h) é dado pelo gancho abaixo

T
d
|

PR N
Definigao 46. Definimos o gancho infinito H(d,l) como sendo

H(d, 1) = | Jhd,1,t) = U = O, Aay o) F | Aasa < 13

t>1 n>1

Dessa forma, o gancho infinito pode ser entendido como sendo o conjunto de todos os

diagramas cuja forma (tipo) encontra-se na regiao em forma de gancho ilustrada abaixo.

O inteiro d é chamado brago e | de pé do gancho. Diremos que uma particao A
encontra-se no gancho H(d,l) e denotamos por A € H(d,l), se o diagrama de Young
correspondente a D, estd contido em H(d, 1), isto é, \y11 < [. Analogamente, sendo M um

FS,-médulo com cardter x(M) = > myxa, escrevemos x(M) C H(d,l) se A € H(d,!)
AFn
para toda particao A tal que my # 0.
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Sejam A = (A1,...,A\x) F n e D) seu diagrama de Young correspondente. Entao,
h(A\) = k é dita ser a altura e Ay é comprimento de D). Recordemos que se A - n e
pbEm,entdo A > psep>qge N > p; para todo i = 1,...,p (vide Definigdo 41). Os
dois lemas seguintes mostram como obter polindmios alternados e simétricos, em variaveis
apropriadas, a partir de T, os quais fornecem informac¢des muito importantes sobre o

cardter [A].

Lema 12. Sejam A+ n tal que X > h(d, [, t) para inteiros apropriados d,l,t > 0. Conside-
remos o polindmio multilinear f(xy,...,x,) correspondente a tabela de Young Ty. Entao,

existe r € F'S,, de modo que rf # 0 e um subconjunto Y de {x1,...,x,} tal que:

1.Y=YTU---UYy rf € simétrico em cada conjunto de varidveis Y;, 1 =1,...,d e

2. rf pode ser decomposto em uma soma de polinomios multilineares rf = f1+---+ fr
tais que para cada f; existe uma particio Y = Yll U---UY = Yt;l com |Y;/| =def;
¢ alternado em cada conjunto de varidveis Yi,, 1=1,...,t+d.

Demonstragdo. De fato, por hipotese, a tabela Ty deve conter uma tabela retangular Ty
com d linhas e ¢ 4 [ colunas. Para j = 1,...,d, seja N; o conjunto dos inteiros na j-ésima
linha de Tgy, parat=1,...,t+ [ seja NZ-/ o conjunto dos inteiros na ¢-ésima coluna de Tj
e N =Ny U---UDNy. Consideremos H = {o € Ry, | (i) = i para qualquer i ¢ N} o

conjunto que permuta apenas os elementos das linhas de T{ e sejam

ro= Y (1) e r= ( > 0) To.
TECT)\ oceH
Sendo Y; = {z, | s € N;} e Z; = {x, | s € N;}. O elemento g = rf é simétrico nas

varidveis de Y; para cada j. De fato, para 8 € H temos

/39257”f:5(20)7”0f: (250>T0f= (ZT)Tof:szg,

oceH oceH TeEH

visto que {7 = fo | 0 € H} = H. Por outro lado, para cada € Cr, temos

B(rof) :5( 5 <—1w) S 1y = <—1>ﬂ( 5 <—1>%f) 1t

’T'EC'TA TECT}\ BGCT)\

onde 3 = Ar. Portanto, o polindmio 7 f ¢ alternado nas variaveis dos Z;, e assim para
todo 0 € H o elemento oryf é alternado nas variaveis de cada Yil = o(Z;), para cada
t=1,...,t+ . Dessa forma, rf é o polinomio multilinear requerido. A nao nulidade de

rf segue claramente do Lema 11. O]



Capitulo 2. Representacées de Grupos e Sy -Acées 70

Lema 13. Sejam \ = n tal que X\ > h(d, 1, t) para inteiros apropriados d,l,t > 0. Conside-
remos o polinomio multilinear f(xq,...,x,) correspondente a tabela de Young Ty. Entao,

existe r € F'S,, de modo que rf # 0 e um subconjunto Y de {x1,...,x,} tal que:

1.Y=YTU---UYy, rf é alternado em cada conjunto de varidveis Y;, i1 =1,...,d e
Y =t +1;

2. rf pode ser decomposto em uma soma de polinomios multilineares rf = fi +---+ f
tais que para cada f; existe uma particao Y = Yll U---uY = Yt;l com |Y;l] =def;
¢ simétrico em cada conjunto de varidveis Yi,, 1=1,...,t+d.

Demonstrag¢io. Analogamente ao lema anterior, T\ contém uma tabela retangular T, com

d + [ linhas e [ colunas. Para j = 1,...,[, seja N; o conjunto dos inteiros na j-ésima

coluna de Tj, para ¢t = 1,...,t 4+ d seja NZ-/ o conjunto dos inteiros na i-ésima linha de

Toe N =Ny U---UN,. Consideremos H = {0 € Cr, | 0(i) = ¢ para qualquer i ¢ N} o

conjunto que permuta apenas os elementos das colunas de Tj e seja

r= ( Z (—1)"0)

Sejam Y; = {z, | s € N;} e Z; = {x, | s € N,}. Segue da Observacio 14 que o
elemento f = ep, fo com f, € P, ¢é simétrico nas varidveis Z;. Consequentemente, para
todo 0 € H temos que o polinémio o f é simétrico nas variaveis de Y;/ = ofZ;. Logo,
temos a segunda parte do lema. Ademais, o polinémio rf que é nao nulo pelo Lema 10 é

alternado nas varidveis de Y} para todo j =1,...,[. O
Observacgao 16. Consideremos Y = {y1,...,yn} um conjunto de variaveis. Notemos que:

1. se f € um polinomio multilinear alternado nas varidveis de Y e S,, age em pelo

menos duas varidveis de Y, entdo

(5o

gESH

2. se f é um polinomio multilinear simétrico nas varidveis de Y e S,, age em pelo

menos duas varidveis de Y, entdo

< ) (-1)%);‘ — 0.

O'ESm

2.7 Cocaracteres de PI-algebras

Quando a questao ¢é o calculo explicito dos cocaracteres de uma PI-algebra, as técnicas

usadas podem variar de acordo com o exemplo em questao. Nessa se¢ao, exibiremos dois
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dos principais resultados, de carater geral, que servem para delimitar o formato dos
diagramas, cujos S,-cocaracteres irredutiveis correspondentes tém multiplicidades nao

nulas na decomposi¢ao do n-ésimo cocaréter x,(A) das PI-algebras.

Comecamos por recordar que para quaisquer inteiros d,! > 0, temos

H(d, 1) = U= A Aay ) F o Aagr < 1)

n>1

Dada uma PI-algebra A sobre um corpo F de carateristica zero, diremos que seu

n-ésimo cocardter y,(A) encontra-se no gancho H(d,[) se na decomposigao

Xn(A) = Z maxXa

AFn

de xn(A) em S,-cocaracteres irredutiveis, todas as multiplicidades m, sdo nulas para toda

N H(d, D).

O préximo resultado, devido a Amitsur e Regev, fornece uma caraterizagao para
os cocaracteres irredutiveis de multiplicidades nao nulas em uma decomposi¢do. Sua

demonstragao é extensa e o leitor pode verificar os detalhes em [40], pagina 105.

Teorema 29. (Teorema do Gancho) Para qualquer PI-dlgebra A, existem inteiros
d,l >0 tais que

Xa(4) = >, m.
M ()
O resultado que segue, conhecido como Strip Theorem, que pode ser encontrado em
[40], estima as "alturas'dos diagramas correspondentes aos cocaracteres irredutiveis com
multiplicidades ndao nulas em uma decomposicao através da identidade de Capelli. Mais
precisamente, como a identidade de Capelli de grau n é identidade polinomial para toda
algebra de dimensao menor do n, teremos que as alturas dos diagramas correspondentes aos
cocaracteres irredutiveis com multilicidades nao nulas em uma decomposicao sao limitadas

pela dimensao da algebra em questao.

Teorema 30. (Strip Theorem*) Sejam A uma PI-dlgebra e x,(A) =Y myx\ o seu

AFn
n-ésimo cocardter. Entao, A satisfaz a identidade de Capelli de grau k se, e somente se,

my = 0 sempre que h(\) > k.

Demonstra¢io. Primeiramente, suponhamos que Capy, € T(A) e tomemos A F n tal que
h(X\) > k. Segue do Teorema 27 que my = 0 se, e somente se, er, f € T(A), para todo

polindmio multilinear f de grau n e toda tabela de young T do tipo A.
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Seja Ty uma tabela de Young fixada do tipo A. Se er, f = 0, entdo er, f € T'(A).
Suponhamos, entao, que e, f # 0, para algum f. Como er, gera um S,-mddulo irredutivel

a esquerda, basta mostrar que aer, f € T(A), para algum a € F'S,, tal que aer, f # 0. Seja

a= > (1),

TGCTO
onde Cr, é o subgrupo de .S,, das permutacoes que fixam as colunas de Tj.

Segue do Lema 10 que aer, f # 0. Por outro lado, se b = h(A) e iy,...,i, s@o as
entradas que figuram na primeira coluna de 7y, entao aer, f ¢ um polindomio alternando
nas variaveis z;,, ..., x;, . Dessa forma, como Capy € T(A) e h > k, segue da Definigao

(1.5.4) e Proposicao (1.5.5) de [40] que aer, f € T(A), e assim temos a primeira parte do

teorema.
Reciprocamente, suponhamos m, = 0 sempre que h(\) > k e consideremos o
polinémio
f= ($1, e 7$2k—1) = Z (—1)UI0(1)$k+1$a(2)$k+2 o Tk—1To(k)-
ocESk

Mostremos que f é uma identidade de A, ou seja, F'So,_1f C T'(A). Para tanto, é suficiente
mostrar que er, f € T(A) para toda particdo A - 2k — 1 e toda tabela de Young 7T do
tipo A. Observemos que se h(\) > k, entao er, f € T(A) pela definigdo de m.

Suponhamos agora que h(\) < k. Como f alterna em z1,...,xx, segue que, para
todo 7 € Sy,_1, 0 polindémio
Tf(T1,. . Top1)
alterna em (1, ..., &, ). Agora, como h(\) =t < k, o grupo Ry, é o produto direto de
t < k fatores, isto é, Ry, = Hy x --- H;, onde H; ¢é o estabilizador da i-ésima linha de 7).

Por conseguinte, Z o é produto de t < k fatores (que comutam)

UERT)\
Z O- = Z O' DY Z O' .
O'ERT)\ oc€H, o€ Hy
Desde que t < k, segue que pelo menos dois inteiros dentre 7(1),...,7(k) pertencem a

uma mesma linha de T), digamos a i-ésima. Assim

(Z J)szo,

isto é, este é o polindémio nulo em F(X), uma vez que 7f alterna em z,q),...,ZT- (k)

Portanto, ( Z o)tf =0 e ep f = 0. Dessa forma, provamos que para toda parti¢ao
UERT)\

AFncom h(X) <k, er, feT(A), eassim f € T(A).
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Por 1ltimo, se substituirmos alguns das variaveis xg.1,...,2Zo,_1 por 1 em f, entdo,
usando a mesma prova vista acima, temos que o polindmio resultante ainda sera uma
identidade para A. n

Combinando o tltimo resultado com o Teorema 13, temos o seguinte:

Corolario 1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita k. Entao, para qualquer n > 1, temos

Xn(A): Z MAX -
AFn
h(N)<k

Ou seja, a sequéncia de cocardter de A estd contida na faiza de largura k.

Observemos que sendo A uma algebra comutativa, entao qualquer polinémio alter-
nado, particularmente o polinomio de Capelli, de grau maior ou igual a 2 é identidade

polinomial para A. Portanto, temos o préximo resultado decorrente diretamente do Teorema
30.

Teorema 31. Sendo A uma dlgebra comutativa, entao

Xn(A) = Z XX

A-n
h(N)<1

O teorema anterior garante que a sequéncia de cocaracteres das algebras comutativas

sao 'linhas' (faixas de largura 1).
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3 Algebras Graduadas e Variedades Minimais

As algebras graduadas por um grupo e suas identidades graduadas desenvolvem
um papel fundamental na PI-teoria. Varias propriedades do T-ideal das identidades
polinomiais de uma PI-algebra podem ser descritas em termos das identidades polinomiais
graduadas. Por exemplo, Kemer provou que qualquer PIl-algebra é Pl-equivalente ao
envelope de Grassmann de uma algebra Zs-graduada de dimensao finita. Nesse capitulo,
estudaremos, também, os conceitos de codimensoes, expoentes e variedades minimais, bem

como suas relacoes com algebras que admitem uma estrutura graduada.

3.1 Algebras Graduadas e PI-Algebras

Nessa secao introduziremos os conceitos e veremos alguns dos exemplos classicos de

algebras e identidades graduadas por um grupo.

Definigao 47. Sejam A uma dlgebra e G um grupo. Definimos uma G-graduacao em A

como sendo uma familia (Ag> o de subespacos vetoriais de A tais que
g

A = @yecA? e AIAM C A

para quaisquer g, h € G. Nesse caso, também dizemos que a dlgebra A é G-graduada.

Quando livre de ambiguidades, adotaremos o termo ’dlgebra graduada’ sem citar o

grupo em questao.

Nos referimos aos subespacos AY como componentes homogéneas de grau g. Parti-
cularmente, denotando por 1 o elemento neutro de G, a componente A' é chamada de
componente neutra. Se a € A é tal que a € AY para algum g € G, entao dizemos que a
é um elemento homogéneo de grau g, escrevemos a? e denotamos seu grau por ||a|| = g
(ou dega = g). Notemos que todo elemento a € A pode ser escrito de forma tnica como
soma finita a = ¥ cqa?, onde a? € A?. Sendo H um subgrupo de GG, mostra-se que a soma
Yhen A" é uma subdlgebra de A. Particularmente, para H = {1}, temos que A' é uma

subélgebra de A. Além disso, se A é uma &lgebra unitaria nao é dificil ver que 14 € A’

Exemplo 31. (Graduagao Trivial) Sejam G um grupo qualquer e A uma dlgebra
arbitrdria. Defina os subespagos A' = A e A% = {0}, sempre que g # 1. Observe que

temos uma G-graduagdo em A, esta é chamada de graduacao trivial.
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Exemplo 32. A decomposicio natural da dlgebra de Grassmann E = Ey & Ey, vista no
Exemplo 3, é um exemplo de uma Zo-graduacao. Uma dlgebra associativa que admite uma

Zo-graduacao é chamada de superdlgebra.

A seguinte graduacao em M,,(F') foi introduzida e estudada por Vasilovsky em 1999,
vide [68].

Exemplo 33. (Graduacgdao de Vasilovsky) Consideremos a dlgebra M,,(F) com base

f=A{ei1,€12, ., €mm}. A aplicagio

Il 8 — Zn,

definida por || e; j ||=j — t induz uma Zy,-graduacao em M,,(F'), onde

az;, 0 -+ 0
0 a :
0 0 amm
COM A1 1,12, Amm € F €, para 1 <t <m—1, M,,(F)" é o espago das matrizes da
forma
0 e 0 Ay e e 0
: : : a2 t+2 :
0 e 0 0 e Ot
Qm—¢4+1,1 0
0 s 0 0

Definicao 48. Consideremos A = ©g4cqA? uma dlgebra G-graduada e B C A um subespago
de A. Dizemos que B é homogéneo se B = @,eq(B N A%). Equivalentemente, B €
homogéneo se para todo b € B, com b = Z b?, implicar que b € B para todo g € G.
gead

Na definigdo acima, B é uma subalgebra homogénea de A, claramente temos (B N
A9)(B N A" C (B n A, para quaisquer g,h € G, e assim temos uma
G-graduacao em B a partir da G-graduacao de A, e, por essa razao, diz-se que B herda
a G-graduagao de A. Subdlgebras e ideais graduada(o)s serao, sempre, considerada(o)s

nesse sentido, a menos de mencao do contrario.

Consideremos A = ©4cqA? uma algebra G-graduada e I um ideal homogéneo.
Notemos que a algebra quociente A/I é naturalmente G-graduada, onde as componentes

homogéneas sdo (A/I)? = {a+ 1 :a € A%}, para todo g € G.
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Definicao 49. Sejam G um grupo, e A = ©yecA? € B = @ygeaB? duas dlgebras G-

graduadas.

1. Um homomorfismo de dlgebra ¢ : A — B ¢é dito ser wm homomorfismo
G-graduado se p(A?) C BY, para todo g € G. Analogamente, definem-se endo-
morfismo, isomorfismo e automorfismo G-graduado. Notemos que, no caso de iso-

morfismo G-graduado, tem-se p(A%) = BY, para todo g € G.

2. Duas G-graduagoes A = ©yeqA? e A = DyeaB?, na mesma dlgebra A, sao ditas
isomorfas ( ou equivalentes) se existe um automorfismo ¢ : A — A G-graduado tal

que p(A?) = BY, para todo g € G.

Observagao 17. Os teoremas de homomorfismos continuam vdlidos para o caso
G-graduado, para mais detalhes ver [353] e [40].

O conceito de graduagao é muito importante na PI-Teoria e bem mais geral do que
o apresentado acima. As graduagdes por grupos, em varias algebras importantes, tém sido
estudadas e classificadas, ver, por exemplo, [46], [68], [27], [40], [5], [33] e suas respectivas

referéncias.

Nessa tese, estamos interessados nas graduagoes elementares da algebra UT,,(F')
das matrizes triangulares superiores a qual trataremos mais adiante, para tanto, precisa-
mos desenvolver outros conceitos e terminologias, a exemplos das chamadas identidades

graduadas, que serao essenciais nessa tarefa.

3.2 lIdentidades polinomiais graduadas

Assim como no caso ordinario, no contexto das algebras graduadas por grupos,
também temos a noc¢ao de identidades, as chamadas identidades graduadas. Veremos, a
seguir, que muitas propriedades sobre a estrutura dos T-ideais das identidades polinomiais

podem ser descritas na linguagem das identidades graduadas.

Sejam G um grupo e, para cada g € G, X9 = {xf,2%,...} um conjunto infinito
, ., . ~ . . ’ .
enumerdvel de varidveis nao comutativas. Suponhamos que os conjuntos X?° sejam

dois a dois disjuntos e seja X = | J X¢. Consideremos F(X|G) como sendo a dlgebra
geG
associativa livre livremente gerada por X sobre o corpo F. A dlgebra F(X|G) possui

uma estrutura natural de G-graduacao. De fato, basta definir o grau homogéneo das
varidveis como sendo deg 2/ = g, para todo z € X7, e, por extensdo, o grau dos monémios
m = a]'xl - z)" € F(G|X) como degm = deg i degai’ ---degaf = gig2-- - gr. Agora,

para cada g € G, consideremos F(X|G)? como sendo o espago vetorial gerado por todos
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os monomios, cujo grau homogéneo é g. Observemos que

F{X|G) = @ F{X|G)
9€G
e FIX|G)YF(X|GY* C F(X|G)*" para todo g,h € G. Portanto, temos, de fato, uma
G-graduagao em F(X|G). Os elementos da dlgebra F(X|G) sao chamados de polindmios
G-graduados. Um polindomio G-graduado f é dito ser homogéneo de grau g, denotado por
deg f = g, se existe g € G tal que f € F(X|G)?. A dlgebra F(X|G) seré referida como

algebra associativa livre G-graduada.

Defini¢ao 50. Sejam G um grupo, A uma dlgebra G-graduada e f(z1,...,x,) € F(X|G)
um polinomio G-graduado. Dizemos que f (ou a expressao f = 0) é uma identidade

polinomial G-graduada para A se

flay, ... a,) =0,

para todo ay, ..., a, € UgecAY, tais que aj, € A com k=1,...,n. Se A satisfaz uma

identidade polinomial graduada ndo nula, entdo diremos que A é uma algebra PI-graduada.

Exemplo 34. O polinémio [2Y, 23] ¢ uma identidade Z,,-graduada para a dlgebra M,,(F)

com a graduacao de Vasilovsky.

Em algumas situacoes, as identidades graduadas podem ser usadas na descri¢ao das
identidades ordinarias. Por exemplo, foi provado em [5] e [9] que se G é um grupo abeliano
finito e A é uma algebra G-graduada, entdao A é uma PI-algebra se, e somente se, A é
PI-4lgebra.

Definicao 51. Dizemos que um ideal I de F(X|G) é um Tg-ideal se p(I) C I para todo
endomorfismo G-graduado ¢ de F(X|G).

Quando livre de ambiguidades, adotaremos os termos ’“ideal graduado’ e ’identidade

graduada’, sem citar o grupo em questao.

Os T-ideais graduados desfrutam de propriedades similares ao caso ordinario, e suas
respectivas demonstragoes também sao demasiadamente semelhantes, e , por essa razao,

serao omitidas.

Proposicao 11. A respeito dos Tg-ideais, temos o sequinte:

1. Um ideal I é um Tg-ideal se, e somente se, f(g1,...,9,) € I para quaisquer
flay, .. xp) el eg e FIX|GY%" comi=1,...,n.

2. O Tg-ideal gerado por um subconjunto S C F(X|G), denotado por (S)'¢, é definido
como sendo a intersec¢io de todos os Tg-ideais de F(X|G) que contém S. Se S =),

por convengio (S)'¢ = {0}.
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3. Sendo A uma dlgebra G-graduada, o conjunto de todas as identidades G-graduadas
de A, o qual serd denotado por Tg(A), é um Tg-ideal de F(X|G). Reciprocamente,

sendo I um Tg-ideal, entdo eziste uma dlgebra A G-graduada tal que I = Tg(A).

4. No caso do corpo base ser infinito, todo Tg-ideal é gerado por seus polinomios
multi-homogéneos, e por seus polinomios multilineares, no caso do corpo base ser de

caracteristica zero.

O proximo resultado relaciona os conceitos de identidades graduadas e identidades

ordinarias.

Teorema 32. Sejam G um grupo, e A e B dlgebras G-graduadas. Se T(A) C Te(B),
entao T(A) C T(B). Por consequinte, se Tg(A) = Tg(B), entio T(A) = T(B).

Demonstragio. De fato, seja F(Y) a dlgebra associativa livre, onde Y = {y1,v2,...}.
Consideremos f(y1,...,yn) € T(A) e sejam by,...,b, € B arbitrarios. Para cada i =

1,...,n, tomemos b, € BY, tais que b; = Z biy. Para cada b;; # 0, consideremos o
geG
polinémio

=1 a0 Y a4y € FIX|G).

geG geG
Como f € T(A) , temos que f € Tg(A) C Ta(B). Fazendo as substituicoes 2, = by,, para
todoi=1,...,ne g€, temos

f(bl,"-abn) :f(Zblg,...,ang):O,

geG geG

e assim f € T(B). O

O Ty, -ideal da dlgebra M, (F') foi descrito por Vasilovsky em 1999 para corpos de
carateristica zero (vide [68] ), tendo sido generalizado em 2002 por Sergio S. Azevedo para

corpos infinitos (vide [4]).

Teorema 33. O Ty, -ideal da dlgebra M,,(F) com a graduacao de Vasilovsky é gerado,

como Ty, -ideal, por

|7, %3]

T .—T,.T T, .—T,.T

Em 2003, Koshlukov e Valenti deram uma completa descricao do 77, -ideal da algebra
UT,.(F) com a graduagao induzida pela graduagao de Vasilovsky, no caso de corpos infinitos
(vide [49]).
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Teorema 34. O Ty, -ideal de UT,,(F) com a graduacao induzida pela graduagao de

Vasilovsky € gerado, como Ty, -ideal, por

{28, 29, 2%ad | i+ j > m}

3.3 Codimensoes e Expoentes

No capitulo 2, abordamos a agao natural do grupo simétrico S,, sobre o espaco
das identidades polinomiais multilineares em um ndimero fixo de varidveis (7'(A) N P,),
onde A denota uma algebra. Nosso principal objetivo, naquele momento, foi entender a

decomposicao dos fatores (P,/(T(A) N P,) em S,-mddulos irredutiveis.

Nessa secao introduziremos duas ferramentas correlatas: as sequéncias de codimensoes
e 0 n-ésimo expoente de uma PIl-algebra. Essas ferramentas servem para comensurar o
comportamento do crescimento assintético das identidades polinomiais das PI-algebras.
Por exemplo, veremos a seguir que uma algebra A é PI se, e somente se, a sequéncia de

codimensoes de A é exponencialmente limitada.

Sejam F' um corpo de caracteristica zero, F'(X) a algebra associativa livre de posto
enumeravel em X = {x,x9,...} e A uma PI-algebra. Recordemos que o T-ideal T'(A) é

gerado completamente pelos espacos

(T(A)nP,)

neN’

Definicao 52. Seja A uma dlgebra. Definimos a n-ésima codimensao de A como sendo o

numero inteiro nao negativo

. P,
Cn(A) = dlmF m

A sequéncia de codimensoes de A € definida como sendo a sequéncia numérica
(cn(A))nen = (c1(A), ca(A), ..., ca(A),...).

Segue diretamente da definigdo que se A é uma algebra e n é um inteiro nao negativo,
entao

cn(A) =n! —dim(P, NT(A)) < nl.

Como toda PI-algebra possui uma identidade multilinear ndo nula, temos que A é uma

PI-algebra se, e somente se, ¢,(A) < n! para algum n > 1.

Definigao 53. Sejam V uma variedade e A uma dlgebra tal queV = V(A). Entao definimos

a n-ésima codimensao de V, denotada por ¢, (V), como ¢,(V) = c,(A).



Capitulo 3. Algebras Graduadas e Variedades Minimais 80

Agora listaremos alguns exemplos de codimensoes de algebras que podem ser calcu-
lados sem maiores dificuldades. Os calculos que foram omitidos podem ser encontrados
detalhadamente em [40].

Exemplo 35. Sendo A uma dlgebra comutativa, temos que [x;,x;] € T(A) para quaisquer

1,7 € N, e consequentemente
Ta() " Tam) = T1--2p, (mod P, NT(A)),
para qualquer a € S,,. Desse modo, ¢,(A) < 1 para todo n nao negativo.

Exemplo 36. Se A € uma dlgebra nilpotente de tal que A™ = 0, entdo c,(A) = 0 para

todo n > m.

Exemplo 37. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita, digamos dimp A = d, entao
cn(A) < d" para todo n > 1. De fato, seja {ay,...,aq} uma base de A. Um polinémio
multilinear f € uma identidade polinomial de A se, e somente se, € nulo para qualquer

avaliagio v, p(x1) = aiy, ..., o(x,) = a;,, isto €,

flai, .. ai) = ae(top)  ogin) = 0.

O'ESTL

Notemos que existem d" avaliagoes possiveis, e assim podemos ver a equagdo acima como
um sistema de d" equagoes lineares e n! indeterminadas o, € o € S,,. O espago de solugdio
de tal sistema tem dimensdao n! —r, onde r € o seu posto, r < d". Além disso, toda n!-ipla
de coeficientes a, com o € S, resulta em uma identidade multilinear de A, e portanto

solugoes linearmente independentes fornecem identidades linearmente independentes. Logo,
dimp(T(A)NP,) =n! —r,

donde ¢,(A) = dimp P, /(T(A) N P,) =r <d".

Os dois exemplos que seguem podem ser encontrados detalhadamente em [40], sendo

o primeiro deles devido a Krakowski e Regev e o segundo a Yu. Malcev.

Exemplo 38. Consideremos E a dlgebra de Grassmann com o corpo base F' de caracte-

ristica zero. Entdo, c,(E) =2""" para todo n > 1.

Exemplo 39. Seja A = UTy(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores com

entrada no corpo F de caracteristica zero. Entdo, c,(A) = 2" (n —2) 4+ 2 para todo n > 2.

O préximo teorema é um resultado chave na PI-teoria, pois este fornece informagoes

sobre a taxa de crescimento das identidades polinomiais de uma PI-algebra.
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Teorema 35. (Regev) Se A é uma dlgebra que satisfaz alguma identidade polinomial de
grau d > 1, entdo c,(A) < (d — 1)*" para todo n € N.

Demonstra¢io. Para uma demonstragao detalhada ver [40], pagina 95. O

Consideremos uma PI-algebra A sobre um corpo de caracteristica zero e (cn(A)) -
nz

a sua sequéncia de codimensoes. Segue do teorema anterior que existe uma constante a tal

que ¢, (A) < a" para todo n > 1. Portanto,
0<cn(A) <a"

para todo n > 1. Dessa forma, a sequéncia ( \ cn(A)) - ¢ limitada e podemos considerar
nz

seus limites inferior e superior.

Definicao 54. Seja A uma Pl-dlgebra. Definimos:

i) O expoente inferior de A como sendo o limite

exp(A) = liminf /¢, (A).

e n—oo

ii) O expoente superior de A como sendo o limite

exp(A) = limsup {/c,(A).

Para uma sequéncia limitada arbitraria os limites definidos anteriormente podem nao

coincidir. Nao obstante, quando esses limites coincidirem para um PI-algebra definimos:

Definigao 55. O expoente de A como sendo o limite

exp(A) = lim /¢, (A).

n—o0

Além disso, se V = V(A) € variedade gerada pela dlgebra A, entao definimos o expoente

da variedade V, denotado por exp(V), como sendo exp(V) = exp(A).

Seja V uma variedade de dlgebra e i C V uma subvariedade. Entao, exp(U) < exp(V).

De fato, dada uma variedade de algebra V), temos
(V) =dimp(P,/(P,NT(V)).
Assim, se T'(V) C T'(U), logo ¢, (U) < ¢, (V). Portanto, exp(U) < exp(V).

Exemplo 40. Sendo E a dlgebra de Grassmann e A = UTy(F) a dlgebra das matrizes
triangulares superiores de ordem 2 com o corpo base F' de caracteristica zero. Como
cn(E) =2""1 ec,(A) = 2" (n—2) + 2 para todo n > 1, temos

lim V271 = lim {/2»1(n—2)+2 =2,

n—oo n—o0

donde exp(E) = exp(A) = 2.
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A principal vantagem de considerar o exponente de uma Pl-algebra é que este nos
possibilita mensurar o crescimento da sequéncia de suas codimensoes como podemos ver nas
duas conjecturas a seguir, levantadas por Amitsur e Regev, respectivamente, no comego da
década de 1980. Essas questoes foram respondidas, positivamente, por Giambruno e Zaicev
no final da década de 1990 em [37] e [38], todavia, para maiores detalhes aconselhamos o

livro texto, dos mesmos autores, [40], capitulo 6.

Conjectura 1. (Amitsur) Seja A uma Pl-dlgebra. Entao, exp(A) existe e é um nimero

nteiro nao neqgativo.

Conjectura 2. (Regev) Seja A uma Pl-dlgebra. Entdo, existe uma constante C, um

semi-inteiro q e um inteiro d > 0 tais que

cn(A) = Cnid".

Em verdade, sobre a tltima conjectura, Giambruno e Zaicev provaram, em [37] e

[38], o seguinte:

Teorema 36. Seja A uma Pl-dlgebra. Entao, existem constantes Cy, Cs, q1, qa, com Cy # 0,

e um inteiro d > 0, tais que
Cind" < ¢, (A) < Con®d".

Observagao 18. Mostra-se que o inteiro d, do teorema acima, € definido pela estrutura
da superdlgebra B de dimensdo finita relacionada com A, a saber, V(A) = V(G(B)), onde
G(B) ¢ o envelope de Grassmann de B, tal como previsto pelo teorema de Kemer, abordado

na prézima secio. Além disso, mostra-se que exp(A) = exp(G(B)) = d (ver detalhes em

[40]).

No geral, o calculo explicito do expoente de uma PI-algebra arbitraria é uma tarefa
bastante técnica e complicada, pois este processo exige o conhecimento estrutural da
superalgebra de dimensao finita satisfazendo as propriedades previstas na observacao
anterior. Todavia, supondo o conhecimento de tal superalgerba, o método para o calculo

do expoente de uma PI-algebra é descrito a seguir.

Primeiramente, consideremos o seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser encon-

trada em [40], secao 3.4.

Teorema 37. (Wedderburn-Malcev) Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um
corpo de caracteristica zero e J(A) seu radical de Jacobson. Entao, eziste uma subdlgebra

semisimples mazximal Ay, de A, tal que
A= Ax+ J(A).

Além disso, se Ay, ¢ A, sio subdlgebras semisimples tais que A = Ao+ J(A) = A +J(A),
entio existe x € J(A) tal que A,, = (1 + ) A (1 +2)"".
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Sejam I’ um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e A uma superalgebra

de dimensao finita. Consideremos
A=A+ J(A),

onde A, é a subdlgebra semissimples maximal e J(A) e o radical de Jacobson da decom-
posicao de Wedderburn-Malcev. Escrevemos A, = Ay @ - -+ @ Ag, onde A; é uma algebra
simples para i = 1,..., k. Entdo, exp(A) é a dimensao méaxima da subalgebra semissimples
A, ®--- DA, tal que

A J(A) Ay, -+ J(A)A;, #0,

onde A;,, ..., A; sdo subdlgebras distintas tomadas em {4, ..., Ax}. Os detalhes dessa

afirmagao podem ser encontrados em [40], se¢ao 6.2

3.4 Variedades Minimais e o Teorema de Kemer

A A&lgebra das matrizes triangulares superiores UT,,(F') é um objeto de extrema
importancia na PI-teoria. A seguir, veremos que as identidades polinomiais de UT,,(F')
podem servir para mensurar a complexidade das identidades polinomiais de uma algebra
finitamente gerada que nao satisfaz identidades polinomiais matriciais, assim como as
identidades de M,,,(F') podem servir para mensurar a complexidade das identidades de
uma algebra arbitraria. Além disso, veremos, também, que as algebras das matrizes
triangulares superiores UT,,(F) sado geradoras das chamadas variedades minimais com

expoentes 'fixados’, objeto de grande destaque nas variedades das algebras associativas.

Comecemos por considerar uma superalgebra A. A envoltdria (ou Envelope) de

Grassmann de A é definida(o) como sendo a algebra

G(A) = (Ay® Ey) @ (A, ® Ey).

O préximo teorema foi demonstrado por Kemer na década de 80, vide [46], o qual
fez uso do envelope de Grassman para solucionar positivamente o famoso problema de
Specht, levantado em 1950, sobre a questao da finitude da base do T-ideal das identidades

polinomiais das PI-algebras sobre um corpos de caracteristica zero.

Teorema 38. (Teorema de Representabilidade) Dada uma variedade de dlgebras V

nao trivial, existe uma superdlgebra A de dimensao finita tal que V = var(G(A)).

De acordo com o teorema supracitado, dado A uma PI-adlgebra qualquer sobre um

corpo de caracteristica zero, entao existe uma superalgebra de dimensao finita B tal que
T(A) =T(G(B)), onde G(B) ¢é o envelope de Grassmann de B.
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Observacao 19. Recordemos que uma dlgebra A € dita ser semissimples se seu radical
de Jacobson J(A) é nulo.

Recordemos que, sob determinadas condigoes, a classificacao das superalgebras de
dimensao finita é uma questao solucionada (vide [70]). Assim, para além da decomposi¢ao

do Teorema de Wedderburn-Malcev, temos o seguinte:

Teorema 39. Seja A uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente

fechado de caracteristica zero. Entdo,
A=DB+ J(A)

onde J(A) € o radical de Jacobson de A e B € uma soma direta finita de superdlgebras

simples , cada uma delas isomorfa a uma das sequintes dlgebras

1. C = M, (F) com a graduagdo trivial C = C° e C* = 0;

R S
I Xk el xl, respectivamente. Aqui C é equipada com a Zy-graduacdo definida por

(e (6]

3. C = My,(F @ qF), ¢ = 1, com a Zy-graduagio definida por C° = M,,(F) e
C!' = qM,,(F).

P
2. C =My, = {( ¢ ) }, k>1>0, onde P,R,Q,S sao matrizes k x k, k x [,

Demonstragio. Essa demonstracdo pode ser encontrada de forma detalhada na Secao 3.4
de [40]. ]

Segue dos dois ultimos resultados que a questao de determinar um conjunto gerador
das identidades polinomiais de uma dada PI-algebra, resume-se, em ultima instancia, a
encontrar as identidades das algebras de matrizes com graduagoes adequadas. Todavia,
essa questdo é muito abrangente, a saber, as identidades da algebra de matrizes M, (F),

com a graduacao trivial, ¢ um problema em aberto, para n > 3.

Dentre as graduagoes na dlgebra de matrizes M, (F), destacam-se as denominadas

graduagoes elementares e finas.

Definicao 56. Seja A = ©yeqA? uma dlgebra G-graduada. Dizemos que a G-graduagio
em A € fina se dimAY <1, para todo g € G.

—1 1
sim, definindo Ao = (I), Awy) = (A), Ape = (B) e Aqq) = (I), obtemos uma
Ly X Zao-graduagio fina em Ms(F).

1 0 0 1
Exemplo 41. Sendo A = (0 ) e B = ( 0), temos AB = —BA =1, e as-
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Definig¢ao 57. Sejam G um grupo, A = M,,,(F) a dlgebra das matrizes quadradas de ordem
m e (Ag)geG uma G-graduacio em A. Dizemos que A = @yeqA? é uma G-graduacao
elementar se existe uma m-ipla € = (g1,...,&,) de elementos de G de tal forma que
cada componente homogénea A9 é o subespaco gerado pelas matrizes elementares e;j, tais
que g = gi_lgj, comi,j € {1,...,m}. Nesse caso, dizemos que graduacio A = @yeccA? é

induzida por € e, comumente, denotamos por (M,,(F),¢).

Exemplo 42. Observemos que a graduacio de Vasilovsky do FExemplo 353 é uma graduagdo
elementar induzida pela m-ipla (0,1,...,m — 1) de elementos de € Z,,. Mais geralmente,

temos a sequinte proposicao, cuja demonstracdo pode ser encontrada detalhadamente em
[6].

Proposicao 12. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre as G-graduagoes elementares

em M,,(F) e as m-iplas de elementos de G.

Demonstragio. De fato, sendo M,,(F) = @4ecA, uma G-graduacdo elementar, segue,

direto da definicdo, que as matrizes elementares e;; sao homogéneas, para i,j € {1,...,m}.

Reciprocamente, suponhamos que as matrizes elementares e;; sejam homogéneas,
para 4,7 € {1,...,m}. Desde que e}, = ey, tomando g € G tal que e; € AY, temos que
2 = g, donde g = 1. Além disso, como €i(i+1) ¢ homogeénea, seja h; € G tal que e;41) € Ahi

Definamos g, = 1 e, indutivamente, g;11 = g;h; . Suponhamos 1 < i < j < m. Desde que
€ij = €i(i+1) """ €(j—1)j c Ahi L. Ahj,l C Ag;lgj

e 0s casos em que m > ¢ > ¢ > 1 resume-se a este por troca de sinal, concluimos que a

G-graduagao é elementar induzida pela m-tpla (g1, ..., gm)- O]

Em 2001, vide [6], os autores Bahturin, Sehgal e Zaicev provaram que se G é um grupo
abeliano e F é um  corpo  algebricamente fechado, entao toda
G-graduagao na algebra das matrizes M,,(F') é isormorfa a um produto tensorial de
uma graduacao fina com uma elementar. Por razdes como essa, as algebras das matrizes
M,,(F), com graduagoes elementares, tém sido objeto de grande interesse de estudo, ver,

por exemplo [5], [6], [68] e suas respectivas referéncias.

Teorema 40. Sejam G um grupo abeliano, F um corpo algebricamente fechado e
M, (F) = &4 A? uma G-graduagao. Entao, existem uma decomposi¢io n = tq, um sub-
grupo H de G e uma g-ipla (g1, . .., g,) € G? tais que M,,(F) € isomorfa a My(F)® M,(F)
como dlgebra G-graduada, onde M(F) é uma dlgebra H-graduada com uma graduacdo

fina e M (F) tem uma graduagdo elementar definida por (g1, ..., q,) € G.

Na presente tese, estamos interessados no estudo da estrutura algébrica da subalgebra

das matrizes triangulares superiores de ordem m, UT,,(F'), de M,,(F'), com graduagoes
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elementares. Esse estudo serd iniciado, minuciosamente, no proximo capitulo. Por enquanto,
nos atenhamos a introduzir novos conceitos e terminologias afim de exibir resultados e

propriedades importantes para o desenvolvimento do presente texto.

Recordemos que as algebras das matrizes triangulares superiores em blocos sobre o

corpo F' sao da forma

My, (F) By By,
0  My(F) --- B,

UT(dy,....dy) = _ d?( ) . 2 ,
0 0 My (F)

onde as matrizes B;; sao matrizes retangulares sobre F' de tamanho correspondentes.

Definicao 58. Uma variedade V de expoente d é chamada minimal se toda subvariedade

propria tem expoente estritamente menor que d.

Defini¢ao 59. Seja V = var(A) uma variedade gerada por uma PI-dlgebra A. Dizemos

que V € uma variedade de posto basico finito, se A for finitamente gerada,

Em 2003, vide [39], Giambruno e Zaicev caracterizaram as variedades minimais, as

quais sao como no resultado que segue.

Teorema 41. Seja V uma variedade de posto bdsico finito e exp(V) =d > 2. Entdo, V €
uma variedade minimal de expoente d se, e somente se, V é gerada por uma dlgebra de
matrizes triangulares superiores em blocos UT(dy, ... ,dy) €V com di + -+ + d>, = d.
Além disso, o numero de variedades minimais de dlgebras de posto basico finito dado um

expoente d > 2 € finito.

Agora, consideremos os seguinte teoremas, cujas demonstragoes podem ser encontra-

das em [40], segdo 7.

Teorema 42. Uma variedade V satisfaz uma identidade standard se, e somente se, a

dlgebra de Grasmann E ¢ V.

Teorema 43. Para uma variedade de dlgebras V, as sequintes condicoes sao equivalentes:

1.V =wvar(A), para alguma dlgebra de dimensao finita A;
2.V =war(A), onde A é uma dlgebra finitamente gerada;
3.V satisfaz a identidade de Capelli;

4.V satisfaz a identidade standard.
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Teorema 44. Seja V uma variedade de dlgebras associativas sobre um corpo F de ca-
racteristica zero. Entdo, exp(V) <1 se, e somente se, E,UT»(F) ¢ V. Aqui, E denota a
dlgebra de Grassmann e UTy(F') denota a dlgebra das matrizes triangulares superiores de

ordem 2.
Observacgao 20. Seja V = V(A) uma variedade de posto basico finito. Em suma, temos:
1. Se exp(V) > 2, entdo, pelo Teorema 41,V é uma variedade minimal e é gerada pelas
matrizes triangulares superiores em blocos;
2. Se exp(V) < 1, entdo, Pelo Teorema 44, tem-se que E,UTy(F) ¢ V, donde, pelo

Teorema 43, A ndo satisfaz identidades standard.

Para um estudo mais detalhado sobre as variedades minimais, referenciamos [28],

39] e [40].
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4 Cocaracteres Y -Proprios Graduados e a
Dimens3o de Gelfand-Kirillov de UT},(F)

A principal ferramenta, no tocante a questao técnica dessa tese, é a dlgebra dos
polinomios Y -proprios graduados. Usaremos a completa descrigcao desses polindbmios na
algebra relativamente livre G-graduada UT,,(F'), onde G é um grupo finito, dada por Di
Vincenzo, Koshlukov e Valenti e métodos combinatoriais para fornecer uma descri¢ao dos

cocaracteres Y-préprios graduados de UT,,(F') para todas as G-graduagdes elementares.

4.1 Graduagdes Elementares em UT,,(F) e suas l|dentidades

Graduadas

Os trabalhos [27], devido a Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti, e [49], devido a
Koshlukov e Valenti sdo fundamentais no desenvolvimento dessa. As defini¢Ges, resultados
e terminologias usados nessa se¢do sao, em sua maioria, frutos do trabalho [27], os quais
serdao usados ao longo do presente texto , a saber, estudaremos as graduagoes elementares
da algebra UT,,(F'), sobre um corpo infinito, e veremos que estas sao distinguiveis a partir

de suas identidades graduadas.

Defini¢ao 60. Sejam G um grupo, A = UT,,(F) a dlgebra das matrizes triangulares
superiores de ordem m e (Ag)geG uma G-graduagio em A. Dizemos que A = @yec A € uma
G-graduagao elementar se existe uma m-ipla € = (g1,...,&,) de elementos de G de tal
forma que cada componente homogénea AY é o subespaco gerado pelas matrizes elementares
eij, tais que g = gi_lgj, comi,j€{l,...,m} ei < j. Nesse caso, dizemos que graduacio

A =@ ecA? € induzida por € e, comumente, denotamos por (UT,,(F),¢).

As graduagoes elementares em UT,,(F') sdo "restri¢oes" das graduagoes elementares
em M,,(F). Além disso, sendo G um grupo, vimos na Proposi¢gdo 12 que existe uma
correspondéncia biunivoca entre as G-graduagoes elementares em M,,(F') e as m-tplas
de elementos do grupo G. Esse fato é transferido para as subalgebras de M,,(F), particu-
larmente para UT,,(F), e a demonstragao é exatamente a mesma, bastando considerar
1<i<j<m.

Proposicao 13. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre as G-graduagoes elementares

em UT,,(F) e as m-uplas de elementos de G.
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Valenti e Zaicev provaram que as graduagoes em UT,,(F') resumem-se, & menos
de isomorfismos graduados, as graduagoes elementares. Como as técnicas usadas na
demonstragao desse fato destoam do propoésito do presente texto, deixemos as referéncias

[66] e [67] para maiores detalhes.

Teorema 45. Sejam G um grupo qualquer, F um corpo arbitrdrio e
Ul (F) = A = ®yecA? uma G-graduagdo na dlgebra das matrizes triangulares su-
periores. Entao, a dlgebra A, é isomorfa, como dlgebra G-graduada, a UT,,(F) com uma

G-graduagdao elementar.

As proposicoes a seguir sao bem conhecidas e faceis de deduzir.

Proposicao 14. Toda graduacao elementar em UT,,(F) € unicamente determinada pelos

graus homogéneos dos elementos da forma ey, 7 =1,...,m.

Demonstragio. Sejam UT,,(F) = @ A, uma G-graduacdo em UT,,(F) e ey, € A,.
geG
Considerando @ < j, suponhamos que ¢;; € Ay, para algum g € G. Desde que ej;e;; = ey,

temos g;g = g;, e assim g = g; ! g; ¢ unicamente determinado. O

Definicao 61. Consideremos G um grupo e UT,,(F) com a G-graduagio elementar

induzida pela m-ipla € = (e1,...,€m). Definimos:

1. A (I — 1)-ésima diagonal, | > 2, do radical de Jacobson de UT,,(F') como sendo a
sequéncia de elementos que se encontram nas posicoes (1 + j, 1 + j), com

j=0,1,....m—1.

2. A sequéncia diagonal como sendo d(£) = (gi'cy,...,e," 16m), isto &, d(8) é a
sequéncia dos graus das matrizes elementares da primeira diagonal do radical de
Jacobson de UT,,(F).

Os graus das matrizes elementares da primeira diagonal do radical de Jacobson de

UT,,(F) determinam a prépria graduagdo como mostra o préximo resultado (ver [27]).

Proposicao 15. Toda graduacao elementar em UT,,(F') € unicamente determinada pelos

graus homogéneos dos elementos da primeira diagonal do radical de Jacobson de UT,,(F).

Demonstracdo. Pela proposicao anterior, é suficiente descrever os graus homogéneos
dos elementos da forma e;; para j = 1,...,m. Consideremos UT,,(F) = @yecA? uma
G-graduacao elementar. Seja €, ,4+1c40-, para g, € G. Suponhamos que e;; € A7, para
1 < j. Desde que

€15 = €12€23 -+ €51 4,

obtemos que g = g1g2 - - - g;, donde temos que g ¢ unicamente determinado. O]



Capitulo 4. Cocaracteres Y -Proprios Graduados e a Dimensdo de Gelfand-Kirillov de UT,,(F) 90

Consideremos a algebra associativa livre G-graduada F'(X|G). No que segue, escre-
veremos: Y para significar o conjunto de todas as variaveis de grau homogéneo 1, isto é,
Y = X', Z como sendo o conjunto de todas as varidveis de grau homogéneo g # 1, ou seja,

Z= |J XY Usaremos a notacdo F(Y U Z), ao invés de F(X|G). Nesse caso, devemos

9EG,g#1
denotar por y; as varidveis em Y e por z; as varidveis em Z, as quais sao referidas como

variaveis pares e impares, respectivamente.

Defini¢ao 62. O Z-grau do monémio m € F(Y UZ) € definido como sendo a quantidade
de variaveis z € Z que figuram em m. Em conformidade, o Z-grau de um polinomio

feF(YUZ) édefinido como sendo o mdzximo Z-grau de seus monomios f.

Consideremos a algebra F(YUZ). Os polinémios Y -proprios sao definidos como sendo
os elementos da subalgebra unitaria B gerada por todos os elementos de Z e por todos os
comutadores nao nulos. Mostra-se que se f € F(Y U Z) é um polindmio Y-préprio, entao
todo y € Y que figura em f aparece dentro dos comutadores. A razao de considerarmos os
polinémios Y-préprios é a seguinte: Os Tg-ideais sao unicamente determinados por seus

polinémios préprios. Os detalhes do seguinte resultado podem ser encontrados em [26].

Proposicao 16. Seja I o Tg-ideal das identidades G-graduadas de uma dlgebra unitdaria

G-graduada sobre um corpo infinito, entio (By NI)'¢ = 1.

A seguinte definicao, bem como os os resultados correlatos, sao muito importante

para o desenvolvimento dessa tese, para mais detalhes ver [27].

Definigao 63. Seja 7 = (11,...,m,) uma sequéncia de elementos de G. Dizemos que 17
¢ uma sequéncia e-boa de (UT,,(F),¢€) se existe uma sequéncia de n matrizes unitdrias
(r1,...,7rn) no radical de Jacobson de UT,,(F) tal que ry---r, é diferente de zero e o
grau homogéneo de r; € n;, para todo i =1,...,n. Caso contrdrio, dizemos que 7] é uma

sequéncia €-ruim.

Agora, dada uma sequéncia 77 = (11, ...,7n,) de elementos de G. Consideremos o

seguinte polindmio multilinear
Ji = Fax-+ fim,
onde fi; = [y2i—1,Y2], se 0 = g, e fii = x, sen; # la.

Exemplo 43. Se 1 = (0,0,1,0) é uma sequéncia de elementos de Z,,, entio
fi = [y, v2l[ys, yal 2 [ys, yo]-

Os polinémios multilineares da forma f; sao muito importantes nas descri¢oes dos
Ti-ideais das identidades graduadas de (UT,,(F),€), e isso ¢ evidenciado na seguinte

proposicao (para maiores detalhes, ver [27]).
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Proposicao 17. O polinomio multilinear f; é uma identidade polinomial graduada para

(UT,,(F),e) se, e somente se, 1 é uma sequéncia e-ruim.

Demonstragio. (<) Suponhamos que f; nado seja uma identidade polinomial graduada
para (UT,,(F),¢), entdo existem elementos homogéneos r1,...,r, € UT,,(F) tais que
fi(r1,...,m) # 0. O polinémio f; é multilinear e as matrizes e;; formam uma base, de
elementos homogéneos, para as componentes homogéneas na G-graduagao fixada, dessa
forma podemos escolher as matrizes r; entre as matrizes do tipo e;;. Agora, observemos que
sen; # 1, entdo f5; = x]" e sua avaliacio em matrizes da forma matrizes e;; resulta em um
elemento (nao nulo) e,, 5, no radical de Jacobson de UT,,(F’). Por outro lado, caso n; = 1,
entdo fr; = [Y2i—1, y2i] € uma avaliacdo desse polindémio em elementos da forma e;; resulta
em um elemento [€u,. |, €h,;_ 1, Cans €by;] (N0 nulo), 0 qual, a menos de sinal, também é
uma matriz da forma e;; que pertence ao radical de Jacobson de UT,,(F'). Portanto, 7 é

uma sequéncia e-boa.

(=) Supondo que 7 seja e-boa, deve existir uma sequéncia de n matrizes

€ay,a2> €anazs - - - » Can_1,ans Can,ans, N0 Tadical de Jacobson de UT,,(F) tais que o grau homo-
A -1 , .
géneo €, €4, de €4, q,,, ¢ M;, paratodoi =1,...,n, ¢
€a1,a2€az,a3 ** " Can—1,anCan,ant1 # 0. (4'1)

Se 1; = 1, entao ey, q,,, tem grau 1 e podemos avaliar o polindmio f;; = [Y2i—1, y2i] nas

matrizes eq, uma vez que essa ultima também tem grau homogéneo 1.

Se tivermos 7; # 1, entdo f;;, = = € €,,4,,, tem grau homogéneo 7;, e assim podemos

aiv1 © Caji1,ai410

avaliar f;; em eq, 4, . Observemos que a avaliacao do polindmio f; = f51 - f5, nesses

elementos resultam exatamente na equagao em (4.1), donde temos o resultado. [

O resultado que segue, de extrema importancia nessa tese, devido a Di Vincenzo,
Koshlukov e Valenti, nos fornece a quantidade de G-graduagoes em UT,,(F'), onde G é
um grupo finito, e, além disso, que essas graduacoes sao distinguiveis a partir de suas,

respectivas, identidades graduadas (vide [27] ).

|m—1

Teorema 46. Seja G um grupo finito. Ezistem |G graduagoes elementares nao iso-
morfas na dlgebra UT,,(F). Além disso, quaisquer duas graduagoes elementares diferentes

satisfazem identidades graduadas diferentes.

Demonstra¢io. Primeiramente, observemos que as m-uplas (g1,02,-..,9m) €
(1,97 92, ..., 91 " gm) produzem a mesma graduacao em UT},(F), e assim temos exatamente
|G ]m_l m-uplas diferentes da forma (e1,¢9,...,¢,), onde &1 = 1. Mostremos que essas

m-uplas fornecem graduagoes que satisfazem identidades diferentes, e, por essa razao, sao
nao isomorfas. De fato, no radical de Jacobson de UT,,(F) existe uma tnica sequéncia de

m — 1 matrizes cujo produto ry - - - r,,—1 € diferente de zero, a saber (e12,€23,...,€m—1.m)-
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Portanto, sendo § = (e1,¢€2,...,&,) uma graduacao fixada em UT,,(F'), temos que a
sequéncia diagonal d(§) = (e7'€2,...,Em_16m) é a tnica sequéncia §-boa de tamanho
m — 1. Segue da Proposicao 15 que diferentes graduacdes § e §, em UT,(F), determinam
sequéncias diagonais diferentes d(f}l) e d(g), respectivamente. Dessa forma, temos que o
polinémio multilinear fq;) ¢ uma identidade polinomial graduada de UT,,(F') com respeito

N ~ ! ~ , . < !
a graduacgao elementar ¢ , mas nao o é com respeito a g . O]

Argumentamos anteriormente que os polinémios graduados em F(Y U Z) seguem dos
polinémios Y -proprios. Seguindo essa terminologia, chamaremos as parcelas dos polindémios

Y -proprios de Y -comutadores.

Lema 14. Todo polinomio Y -préoprio de grau positivo é uma combinacao linear de produtos
de Y -comutadores de Z-grau no mdzrimo 1. Além disso, se a varidvel z ocorrer em um
Y -comutador ¢, podemos assumir que z aparece na primeira entrada de c. Isto €, c = z ou

c=1[2,yi,-..,Yi) para algum t > 1.

Demonstragio. Ver detalhes em [27]. O

Definicao 64. Um Y -comutador ¢ de Z-grau no mdximo 1 que satisfaz as condigoes do

lema anterior é chamado de comutador normal. Além disso;

1. Um comutador normal [y;,,Y,, - - -,y;,] de Z-grau 0 é dito ser semistandard se os
indices ji, ja, ..., Jp satisfazem j1 > jo < -+, < jp.

2. Um comutado normal [2;,,Yj,,...,y;,] de Z-grau 1 e tamanho p > 1 € dito ser
semistandard se os indices jo, ..., J, satisfazem jo <,--- < jp.

Agora, seja ¢ = ¢;---¢, um produto de comutadores normais. Consideremos a
sequéncia 7. = (N1, ...,n,) € G", onde n; = deg ¢; para todo i = 1,...,n. Observemos
que o produto ¢ = ¢; - - - ¢, ¢ consequéncia de f; , e, por essa razao, se 7). ¢ uma sequéncia
e-ruim, temos que f; , e portanto ¢ = ¢; - - - ¢, ¢ uma identidade polinomial G-graduada
de (UT,,(F),¢).

Temos a seguinte caracterizacdo das identidades graduadas em uma G-graduacgao
elementar de UT,,(F'), a qual é véalida para corpos infinitos. Os detalhes sao bastante

técnicos e podem ser encontrados em [27].

Teorema 47. Sejam F um corpo infinito, G um grupo e ¢ = (e1,...,6y) uma

G-graduacao elementar em UT,,(F). Entao:

1. O ideal T (UT,,(F),€) € gerado pelos polindmios multilineares da forma f;, onde

n= (nl,---,nn) € e-ruim en < m;
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2. Uma base linear para os polinomios Y -proprios na dlgebra graduada relativamente
livre F(X)/Ta(UT,,(F),¢e) consiste de 1 e dos polindmios ¢ = ¢y - - - ¢, onde cada ¢;

é um comutador semistandard e a sequéncia 7. € £-boa.

A questao de determinar o conjunto gerador para o T-ideal das identidades polinomiais
de UT,,(F) no caso ordinario foi resolvido por Maltsev para caracteristica zero, e por
outros autores no caso geral, ver [60] e [64]. No exemplo a seguir, resolveremos essa questao

com as ferramentas introduzidas no presente texto.

Exemplo 44. Consideremos UT,,(F') graduada por um grupo trivial, isto é, G = {1}.
Nesse caso, a G-graduacao € induzida pela m-ipla (1,...,1) e as identidades graduadas
sao exatamente as identidades ordindrias. Pelo teorema anterior, as sequéncias 77/5 E-TUINS
tais que fﬁrs geram o Tg-ideal das identidades graduadas devem ter tamanho n < m. Por
outro lado, se 1= (m,...,n,) € uma sequéncia de elementos de G de tamanho n < m — 1,
basta tomar a sequéncia ey, ..., €mn—1)n na primeira diagonal de Jacobson de UT,,(F')

para ver que 1) € e-boa. Portanto, o Tg-ideal de UT,,(F') é gerado pelo polinémio
[y1,92] - -+ [Yom—1, Yom]-

Na Proposicao 15, vimos que as graduagoes em UT,,(F') sao determinadas pelos graus
dos elementos na primeira diagonal do radical de Jacobson, enquanto que no Teorema 46
obtemos que as graduacoes em UT,,(F') sao diferenciadas por suas identidades graduadas.
Na verdade, veremos na proxima proposicao que as identidades graduadas de (UT,,(F),¢)
podem ser obtidas a partir da sequéncia diagonal d(¢) relacionada a ¢ (para maiores
detalhes, ver [27]).

Proposicao 18. Consideremos a dlgebra UT,,(F) com a G-graduagio induzida pela
m-upla € = (£1,...,6y) de elementos de G. Seja d(e) = (N1, ..., Nm-1) a sequéncia diagonal
relacionada a essa e-graduacdo, isto é, n; = €; 'e;11 = degeiit1. Se 7 = (Y1,...,7n) € uma
sequéncia de elementos de G, entdo 7 ¢ e-boa se, e somente se, existem n + 1 inteiros

positivos 1 <t; < --- <t <m tais que

Yi = Mty My —1

para todo i =1,...,n.

Demonstragio. Segue da Definicao 63 que a sequéncia ¥ = (v1,...,7,) é uma sequén-
cia e-boa se, e somente se, existem n matrizes elementares e, ¢, €15, - -+ €ty _1,tns Ctnitnin

no radical de Jacobson de UT,,(F') tais que degey,+,,, = 7V , para todo ¢ = 1,...,n, e

i1
Ct1,taCloits """ Ctn 1tnClnitns, 7 0. Observemos que ¢, < tp < --- < f,4q, e assim,
sendo ]z = ti—i—l - ti, temos tz S ti—i—l —k S cee S ti—l—l -1 S ti—i—la onde k = 1, c. 7ji

et =,...,n+ 1.
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Como
Ctitirr — Ctiti+1C+1,4,+2 """ Gt —1t 410

basta definir 7, = degeq,—k),,—k+1), Para b =1,..., j;. O

Centrone e Cirrito afim de fornecer uma completa descricao dos cocaracteres Y -
proprios Lp,-graduados e das codimensées da algebra (UT,,(F'),¢), onde Z,, é o grupo
ciclico de ordem m, m = 3,4,5 e ¢ = (0,0,1,...,m — 2), primeiramente deram a seguinte

descricao de uma base dos respectivos Tz, -ideais (ver [17], para mais detalhes).

Corolario 2. Sejam Z,, o grupo ciclico de ordem m e (UT,(F),e), onde
e = (0,0,1,...,m — j) é uma m-ipla de elementos de Z,,. Denotando por y; as va-
riaveis de grau homogéneo 0, por z; as varidveis de grau homogéneo 1, por t; as varidveis

de grau homogéneo 2 e por r; as varidveis de grau homogéneo 3, temos

(1)
Te(UT5(F)) = ([y1, y2)[ys: ya), 2[y1, y2], 2122) ™€

(2)

Te(UTW(F)) = {[y1, y2)[ya, val, 2L, tz, 2[yr, yo), tita, [y, yal, 212023) "¢
(3)
Ta(UTs(F)) = ([y1,v2llys: yal, 21222324, 2[y1, y2), tita, tyr, v,

T
2tze, tz1 20, by 2to, 2120t Ty, Y|, 12, 21, tr, Tt riTo)

Demonstragio. De fato, sendo ¢ = (0,0,1,...,m — j), temos: d(¢) = (0, 1), para UT3(F);
d(e) = (0,1,1), para UTy(F) e d(e) = (0,1,1,1), para UT5(F). Portanto, aplicando
o Teorema 47 juntamente com a Proposicao 18, temos que as sequéncias e-ruins sao,

respectivamente:

1. (0,0), (1,0) e (1,1);
2. (0,0), (1,0), (1,2), (2,1) (2,2), (2,0), (1,1,1);

3. (0,0), (1,0), (1,1,1,1), (2,0), (2,2), (1,2,1), (2,1,1), (2,1,2), (1,1,2), (3,0), (0,3,0),
(3,1), (1,3), (2,3), (3,2), (3,3).

]

Segue da Proposicao 18, que o conhecimento das sequéncias e-boas, bem como as
e-ruins, depende da sequéncia diagonal d(¢), todavia, esta tltima nem sempre tem uma
forma acessivel. A seguir, mostraremos alguns resultados importantes que ajudam no

processo dessa descri¢ao.
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Defini¢ao 65. Dada uma ¢ = (e1,...,em)-graduacio em UT,,(F), dizemos que existe

uma variagdo na posicdo i, se €; # €;11.

Observagao 21. Consideremos a sequéncia diagonal d(e) = (01, ..., Qm—1). Observemos

que existir uma varia¢ao na posicio i em e é equivalente a dizer que 1n; # 1g em d(g).

O numero de variagoes em uma e-graduagao na algebra UT,,(F') é importante na
determinacao das sequéncias e-boas como veremos no proximo resultado, para mais detalhes
ver [27].

Proposicdo 19. Seja t o numero de variagoes numa e-graduacio em UT,,(F). Se
¥ = (Y1,--.,7) € uma sequéncia de elementos de G" com Z-grau maior ou igual a

t+1, entao f5 é uma identidade polinomial graduada para (UT,,(F),¢).

Demonstragio. Na sequéncia diagonal d(e) existem exatamente ¢ elementos que sao di-
ferentes de 14. Portanto, segue da Proposicao 18 que toda sequéncia e-boa possui no
maximo ¢ elementos diferentes de 1. Dessa forma, se f5 tem Z-grau pelo menos ¢ + 1,

entao ¥ é e-ruim e , consequentemente, f5 ¢ identidade graduada. O]

Como veremos no proximo resultado, as variagbes em uma e-graduacao na algebra
UT,,(F) determinam, também, as identidades da componente nula, ver mais detalhes em
[27].

Proposicao 20. Sejam € = (ey,...,&,) uma G-graduacio em UT,,(F) € hy,..., hs os
distintos elementos de G que figuram em €. Se, parai =1,...,s, os elementos h; aparecem

m; vezes em €, temos
UT(F) ~UT,,(F)&--- & UT,,(F).

Consequentemente, sendo M = max{my,...,ms}, temos que as identidades polinomiais

multilineares de Z-grau zero de UT,,(F) sequem de

[yh ?/2] T [y2M—1a ng]-
Demonstragio. De fato, sejam j; < -+ < j,,. as posi¢oes na sequéncia € = (£1,...,&y),
tais que €, = h; para todo [ = 1,...,m;. Observemos que

-1 _ -1 _
€5, i, =hi hi=1€G,

e portanto as matrizes elementares e; ; € (UT,(F ))O, para quaisquer 1 < p < g < m;.

Consideremos Aj;, como sendo o espago gerado pela matrizes e;, ; € (UT,,(F ))?, para
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todo 1 < p < ¢ < m;. Claramente, (UT,,(F))" ~ A, @ --- @ A,,. Por outro lado,

Ap, =~ UT,,,(F), como algebra, e assim
(UTW(F))° ~UT,, (F)®--- @ UT,, (F).

A soma é direta, pois os hy, sdo elementos distintos em G.

A ultima parte da proposicao segue diretamente do fato de que

To(UTW(F)’) = () Te(UT,(F)) = To(UTy(F)).

1<i<s

]

A seguir, aplicaremos os métodos vistos anteriormente para calcular de forma explicita
a base das identidades graduadas e da algebra graduada relativamente livre de alguns

exemplos (para maiores detalhes, ver [27]).

Consideremos G ~ Z, um grupo ciclico de ordem 2. Nesse caso, observemos que as

variaveis impar z tem grau homogéneo —1. Para os proximos dois resultados, consideremos

e=(1,...,1,—1,...,—1).
k —k

Teorema 48. Considerando as notagoes acima, suponhamos que k > m — k e seja
(UT,.(F),¢). Entao:

1. O ideal Ty, (UT,,(F),¢) é gerado pelos polinémios
2122, (Y1, Y2) [Yok—1,Yok),  Z[yr,ye) - [yQ(m—k)—h y2(m—k)];

2. Uma base linear para os polinomios Y -proprios na dlgebra graduada relativamente
livre F(X)/Ty,(UT,(F),e) consiste de 1 e dos polindomios

[yi1,17 yi2,17 s ?yipl,l] e [yi1,7‘7 yi2,17 s 7yipr,7‘] [Za yl27 . 7ylt] X
X [yj1,17 B 7yjq1,1] e [yj1757 s 7yqu75:|

onde 0 <r<k—1,0<s<m—-k—1, 1<t e

[yi1,17 Yig, 15+ - - 7yit1,1] e [yi1,7”7 Yig, 15« - >yitT,T‘]v

para todo 0 < r < k — 1. Para ambos os tipos de polinomios, os comutadores sao

semistandard, isto €, em [yn,, ..., yn,] 08 indices satisfazem a sequinte desigualdade
hy > hy < -+ < Dy,

enquanto que em [z, Y, ..., y,], tem-se ly < -+ <.
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Demonstra¢io. Primeiramente, observemos que d(¢) = (1,...,1,—1,1,...,1), onde —1
ocorre na k-ésima posicao. Dessa forma, segue da Proposicdo 18 que as sequéncias

e-boas sdo:

1. (1,...,1),onde n < k — 1.

——
2. (1,...,1,-1,1,...,1),onder <k—1les<m—Fk—1.
———— ———

Portanto, a segunda afirmacao do presente teorema segue diretamente do segundo item do

Teorema 47.

Agora, usando o primeiro item do Teorema 47 temos que o ideal T¢(UT,,(F),€) é
gerado pelos polindmios multilineares f;, onde a sequéncia 7 = 7y, ...,n, pertence ao
conjunto das sequéncias e-ruins com n < m. Assim, sendo ¥ = (71, ..., 7V,) uma sequéncia

e-ruim de tamanho n < m. As possibilidades para 7 sao:

1. O elemento —1 aparece pelo menos duas vezes em 7.

2. =(1,...,1), com n > k.

comr>kous>m-—Ek.

No primeiro caso, o polindmio multilinear f5 ¢ consequéncia de z;2,. No segundo caso,
f5 é consequéncia de [y1, ya| - - - [y2k—1, Y2 ). Finalmente, no tltimo caso, ou f5 é consequéncia
de

[Z/l; yz] s [yqu, yzk]z

ou f5 ¢ consequéncia de
Z[yl, 92] T [yQ(m—k)—h yz(m—k)]-

Observemos que em todos os casos supra listados os polindmios encontrados sao linearmente

independentes, o que completa nossa demonstragao. O

Teorema 49. Assumamos as notagoes do teorema anterior, e suponhamos que
k<m—k. Entdo:

1. Se k <m —k, temos que o ideal Ty, (UT,,(F),e) € gerado pelos polinémios

2172, [yh yz] s [yQ(m—k;)—h y2(m—k)] [yh yz] s [y2k—17 yzk]Z-
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2. Se k =m —k, entao o ideal Ty, (UT,,(F),¢) é gerado pelos polinomios
2129, (Y1, 92) - [Y2k—1, You]-

Como visto nos resultados acima, a questao de determinar uma base linear para
0 Tg-ideal das identidades graduadas e dos polinémios Y -proprios na algebra graduada
relativamente livre pode ser uma tarefa muito complicada. Nesse sentido, na proxima se¢ao
introduziremos outros conceitos e terminologias para continuarmos avangando nessa linha

de pesquisa.

4.2  Cocaracteres Y-Préprios Graduados de (UT,,(F'),c) com
e=(0,...,0,1,....,m—j)ondem=23,4e j=1,2

Nessa segao apresentaremos os trabalhos [16] e [17], devidos a Centrone e Cirrito,
estes sao basilares e norteadores para o desenvolvimento dessa tese, a qual tem como

proposta a generalizacao dos resultados neles obtidos.

A teoria das representagoes do grupo simétrico S,,, bem como no caso ordinario, possui
uma estreita relagao, também, com as identidades polinomiais multilineares graduadas.
Consideremos G um grupo, A uma algebra G-graduada, F(X|G) a dlgebra associativa

livre graduada e o subespaco vetorial

PG = span(asgl(l) - -a:?(bn) |gi€ G,o€8,),

n

de F(X|G), onde S, é o grupo simétrico de ordem n. Os elementos de PS sao chamados

de polinémios multilineares G-graduados.

O espaco Pf possui uma estrutura natural de S,-modulo a esquerda, a mesma
considerada no caso P,, vide equagao (2.4), Se¢ao 2.5. Sendo A uma &lgebra PI-graduada,
temos que PnG NTg(A) é S,-submddulo a esquerda de Pf , e portanto, essa ac¢ao induz
uma estrutura de S,-modulo a esquerda no espaco quociente

pe

= prn

Definigao 66. Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada. Definimos:

1. O n-ésimo Sy,-cocaracter G-graduado de A, denotado por XS(A), como sendo o

S,-caracter do espago quociente PC(A);

2. A n-ésima codimensao G-graduada de A, denotada por ¢S (A), como sendo a dimensdo
do espaco PY(A) sobre F;
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3. As sequéncias de cocaracteres e codimensoes G-graduados como sendo

a G .
(Xn (A))neN e (cn (A))nEN ., respectivamente.

As sequéncias de codimensoes e cocaracteres graduados podem servir para obter
informacoes sobre as codimencoes e cocaracteres ordinarios. De fato, sejam G um grupo
qualquer e A uma PI-dlgebra G-graduada. E provado em [23] que P,/(T(A) N P,) é

isomérfico a um S,-submédulo de PC/(Te(A) N PY). Mais precisamente, é provado que

P, P, P+ (Te(A) N PY) P¢

n

T(A NP, P.NTg(ANPS ~  Te(A)NPY  ~ Te(A)n PG’

n

e assim
c%(A) > c,(A), paratodon €N .

Além disso, nao ¢ dificil ver que as multiplicidades dos cocaracteres graduados também

sao um limitante superior para as multiplicidades dos cocaracteres no caso ordinario.

No caso de grupos finitos, é possivel decompor os cocaracteres e codimensoes gradu-

adas da seguinte forma:

Sejam G' = {g1,...,g-} um grupo finito de ordem r e l,,,...,l, € N. Vamos olhar

para as variaveis na algebra livre graduada F(X|G) como segue:

92
TL s Ty T s L gy (4.2)

e denotamos por Pli o espaco vetorial gerado por elas. Observemos que o espago

colgr

oy, € um Sy, X -+ X 8, -modulo a esquerda, onde, para cada i =1,...,7, 0 grupo

simétrico Sy, age nas variaveis em (4.2) de grau g; como a acao natural a esquerda estudada
9q

NTe(A) é um

X -+ xSy, -submddulo a esquerda de Plfl 1, » € como anteriormente, essa acao induz

na Sec¢ao (2.5). Sendo A uma algebra PI-graduada, temos que Plfllg
Si

91

uma estrutura de S, X --- x5, -modulo a esquerda no espago quociente
a _ pG G
Plgl,...,lgT (A) = Plgl,...,lgT/(Plgl,...,lgT NTe(A)).

Denotemos por x& (A) e ¢ (A) o seu cocaracter e codimensao G-graduada
[ (. ;

respectivamente. Temos o seguinte resultado devido a Di Vincenzo, ver detalhes em [23].

Teorema 50. Sejam G = {¢1,...,9.} um grupo finito de ordem r, A uma dlgebra
G-graduada e ly,, ... 1, € N. Entao,

150
Xa(A) = > x4

(Igy--slgr)
lgy +-+lgr=n

Além disso,
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n 1Sn
c%(A) = > <1917~~~J9r>cg1,...,lgr (A) .

(lgl 7"'7l97‘)
lgy++lg,=n

A partir de agora, vamos tratar das codimensoes e cocaracteres Y -proprios
graduados. Para tanto, devemos considerar a dlgebra F(Y U Z) introduzida no ini-
cio desse capitulo. Denotaremos o espago dos polinémios Y-préoprios multilineares de
PY por I'“. De forma andloga ao que foi feito anteriormente (inclusive com a mesma
S,-acdo a esquerda), I'¢ é um S,-submodulo & esquerda de P, e sendo A uma élgebra
PI-graduada, obtemos que I' N Tg(A) é um S,-submédulo de I'®. Portanto, temos uma

estrutura de S,,-médulo a esquerda no espago quociente

ro(4): = 1¢/(I N Tu(A).

n

Definigao 67. Seja A uma dlgebra PI-graduada. Definimos:

1. O n-ésimo cocaracter Y-proprio G-graduado de A, denotado por §§(A), como sendo

0 S,-caracter G-graduado do espago I'°(A);

2. A n-ésima codimensao Y-propria G-graduada de A, denotada por 'yff (A), como

sendo a dimensdo do espaco I'Y(A) sobre F;

3. As sequéncias de codimensoes e cocaracteres Y -proprios G-graduados de A como
G G .
sendo (Xn (A))neN e (c (A))neN, respectivamente.

n

Os cocaracteres e codimensoes Y-proprios graduados possuem uma relacao estreita
com os cocaracteres e codimensoes graduados. Nesse sentido, temos o seguinte resultado
cuja demonstracao, que pode ser encontrada (para o caso ordinario) no livro texto [33]
(Teorema 12.5.4, para cocaracteres, e Teorema 4.3.12, para codimensoes), pode ser escrita

literalmente na linguagem de identidades graduadas através da Proposigao 16.

Teorema 51. Consideremos A uma dlgebra unitiria G-graduada satisfazendo uma iden-
tidade polinomial G-graduada. Sejam, respectivamente, X6 (A) = oxenm$ (A)xa, cC(A) e
E9(A) = orrnkS(A)x,, cﬁY(A) 0 n-ésimo H -cocaracter e codimensao ( G-graduado ), e o
H-cocaracter e codimensdo Y -proprio(a) ( G-graduado ) do T®-ideal Id®(A). Entdo as

multiplicidades m§ (A) e kS(A) sio relacionadas por

my(A) = DK/ (A),

onde para A = (A1,...,\,) 0 somatdrio percorre todas as particoes v = (v, ...,vy,) tal que
M > X >0y >\, > vy, Além disso,
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De acordo com o resultado anterior, os cocaracteres e codimensoes G-graduados
podem ser descritos em termos dos cocaracteres e codimensdes Y -proprios G-graduados.
Entao, no sentido de estender nosso estudo nessa linha de pesquisa, votaremos nossa atengao

para o caso Y-préprio. Comecaremos denotando por F,C;:h” o espaco dos polinémios

My
T
Y -préprios de P& \...m,, tais que > m; = m . Observemos que re -
i=1
submodulo & esquerda de P% 1....my» Portanto, sendo A uma algebra PI-graduada, temos

my um Sy XX Sy -

G
que I';,

yeees

NTg(A) ¢ um Sy, X -+ X Sy, -submodulo a esquerda de Fgl’“_vmr. Logo,

temos uma estrutura de S,,, X --- x S, -médulo & esquerda no espago quociente

Lo (A) =10 J(T0, e N TG(A)).

M,y My M,y
Denotamos o S,,, X -+ X S, -cocaracter e a S,,, X -+ X S, -codimensao (sobre F) de
th_wmr (A) por fgh___’mT(A) e fygl,._.,mT(A), respectivamente. Ademais, quando livre de

ambiguidades sobre a 4lgebra em questdo, escrevemos simplesmente £ m, © 7& L

respectivamente.

Temos a seguinte versao do Teorema 50 para as codimensoes e cocaracteres Y -proprios
graduados cuja demonstracao segue exatamente os mesmo passe da primeira versao (vide

[23]).

Teorema 52. Sejam G = {g1,...,9,} um grupo finito de ordem r e A uma dlgebra
PI-graduada. Entao,

TSn
fS(A) = Z 551,...,1gr (A) :
(l917"'7l9'r)
lgy+Flg.=n

Além disso,

n 1Sh
S = Y ()7@4) |

(lgl 7"'7l97')
lgy+-+lg.=n

Agora, iniciaremos nosso estudo sobre as codimensoes e cocarcateres Y -préprios
graduados da algebra UT,,(F') com uma graduagao elementar qualquer de elementos do

grupo ciclico G = Z,, de ordem m.

As terminologias adotadas a seguir foram introduzidas em [16] e [17].

Definigao 68. Seja o = (ay, ..., ) uma sequéncia de elementos do grupo Z,. Definimos

a sequéncia relacionada a o como
M(a) = (:ulv oo 7,um)7
onde para cada i =1,...,m

p; = o numero de o tal que a; =i — 1.
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Observemos que diferentes sequéncias podem ter a mesma sequéncia relacionada.
Ademais, na pratica, a sequéncia (o) = (p1,. .., tm) é tal que: p; é o nimero de vezes
que «;_1 aparece em o = (v, ..., ), para i = 1,...,m. Por exemplo: p; é o niimero de

vezes que 0 aparece em «; 2 € o numero de vezes que 1 aparece em «, etc.

Em 2012, Centrone e Cirrito deram uma completa descricao das codimensoes e
cocaracteres Y -proprios graduados de UT,,(F') com a Z,,-graduagao de Vasilovsky induzida,
pela m-upla e = (0,1,...,m—1), com m = 2, 3,4 (ver [16]). A seguir, veremos a sequéncia

de resultados necessarios para tal obtencao.

O resultado que segue mostra que podemos ordenar as variaveis de grau par médulo
o T-ideal das identidades de UT,,(F') , para maios detalhes ver [17].

Lema 15. Seja m > 2 e consideremos UT,,(F) com a Z,-graduag¢io de Vasilovsky

induzida pela m-ipla e = (0,1,...,m — 1). Entdo, para quaisquer n € N e o € S,,, temos

[Z) Yo(1)s - - - 7y0(n)] =Ty, (Ul (F) [27 Y- - 7yn],

onde =7, (T, (r) denota congruéncia médulo Tz, (UT,,(F).

Demonstracio. E suficiente mostrar que

[Zvyla <o Yas Yat1s - - 7yn] ETZm(UTm(F) [Z, Y- Yat+15Yas - - - ayn]
Escrevendo ¢ = [z, 1, ...,Yq—1] € usando a identidade de Jacobi, temos
[Zayla o Yay Yat 1y - - - 7yn] = _[ymyaJrlacv s 73/?1] - [ya+1, CyYay- - - 73/”]

= [Cu Ya+15Yay - - - 7yn] - HyauyaJrl]?Ca R 7yn]

Por outro lado, temos pelo Teorema 34, que [y,, Yor1] € Tz, (UTn(F)), e assim temos
resultado. ]

No seguinte resultado temos uma caracterizagao das sequéncias e-boas em UT,,(F),

ver [17] para mais detalhes.

Lema 16. Seja m > 2 e consideremos UT,,(F) com a Z,-graduag¢io de Vasilovsky
induzida pela m-upla ¢ = (0,1,...,m — 1). Entao, uma sequéncia a = (aq,...,qx) de
elementos de Z,, é -boa se, e somente se, 1 =0 e Z,uj(j —1)<m-1.

j+2
Demonstrag¢io. Por definigdo, uma sequéncia o = (aq, .. ., ay) é e-boa se existem rq, ..., 1
no radical de Jacobson de UT,,(F) tais que ||r;|| = a; e r1--- 1 # 0. Como, para € =

(0,1,...,m — 1), uma matriz tem Z-grau 0 se, e somente se, é da forma e;; ¢ J(UT,,(F)),
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m

temos que 4; = 0. Por tltimo, o resultado segue observando que Y p;(j —1) <m —1¢
ite

decorrente de 7y - - -1y # 0.
0
Fixando #i = (ni,...,n,) € N™ tal que Y n;(j — 1) < m — 1, consideremos o

j=2
seguinte conjunto

Sa={a=(a1,...,a) | pla) = (0,n9,...,n,)}. (4.3)

O resultado seguinte fornece uma descricao dos cocaracteres de UT,,(F') dotada da
Zy-graduacao de Vasilovsky induzida pela m-upla ¢ = (0,1,...,m — 1) para m = 2, 3,4,

sendo este o principal resultado do trabalho [16], devido a Centrone e Cirrito, de 2012.

Teorema 53. Seja m € N. Considere UT,,(F) com a Z,-graduagao de Vasilovsky in-

duzida pela m-upla ¢ = (0,1,...,m — 1). Entao, para quaisquer ny,...,n, € N tais que
> ni(j—1) <m—1, temos
=2

oA = > (@)

(a1y...,a)ESH S1t+-+sp=n1

R (D@...@D)Tsnz®...®<D®...®D)Tsnm

Temos temos a seguinte generalizagdo do Lema 15 para a dlgebra UT,,(F) com a

Zy-graduagao induzida pela m-ipla e = (0,0,1,...,m — j).

Lema 17. Seja m > 2. Consideremos UT,,(F) com a Zp,-graduagio induzida pela m-ipla
e=1(0,0,1,...,m —j). Entao, para quaisquer n € N e a € S,,,
[27 Ya(1)y - - - >ya(n)] = ([Z, Yiy .- 7yn] + Z aigi) (mOd UTm(F))
iel
onde I é um conjunto finito de indices, os polinomios g;s ¢ um produto de dois comutadores

semistandard, onde o primeiro deles tem Z-grau 0 e o sequndo Z-grau 1.
Demonstragio. Ver detalhes em [17]. O

Também temos a seguinte generalizagdo do Lema 16 para a algebra UT,,(F) com a

Zy-graduagao induzida pela m-ipla e = (0,0,1,...,m — j).
Lema 18. Seja m > 2 e consideremos UT,,(F) com a Z,-graduag¢io de Vasilovsky
induzida pela m-iupla € = (0,0,1,...,m — 2). Entdo, uma sequéncia o = (aq,...,qx) de

elementos de Z,, é e-boa se, e somente se, py <1 e Y pi(j—1) <m—2.
j+2
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Demonstragio. Ver detalhes em [17]. O

Agora, de maneira analoga ao conjunto em (4.3), para . = (n,...,n,) € N™ fixo

tal que Z ni(j —1) < m — 2, consideremos o seguinte conjunto
j=2

Si={a=(ai,...,ax) | pla) = (u1,n9, ..., 7m) }.
Temos a seguinte generalizacdo do Teorema 53, esta fornece uma descricao dos
cocaracteres de UT,,(F) dotada da Z,,-graduacao de Vasilovsky induzida pela m-upla

e=1(0,0,1,...,m—j) param = 2,3,4,5. Essa generalizagao, obtida pelos mesmos autores

Centrone e Cirrito, em 2015, é o principal resultado do trabalho [17].

Teorema 54. Seja m > 2. Consideremos a dlgebra UT,,(F') com a Z,-graduagio induzida

pela m-ipla ¢ = (0,0,1,...,m — 2). Entdo, para quaisquer ny,...,n, € N tais que
LG —1) <m—2, temos
=2

() =30 2.

(Oél,...,Oék-)ESﬁ S1+-t+sp=n1

(Msp)] ® ® - ® )TS”

® (D@...@D)Tsnz®...®(D®...®D)Tsnm

onde A(s1) € a particao (s; — 1,1) associada com cocaracter irredutivel

4.3 Cocaracteres de UT,,(F)

Os resultados que seguem sao contribuigoes dessa tese, os quais sao no sentido de
generalizar aqueles obtidos em [16] e [17]. No que segue, o simbolo " =p;7, ) (ou simples-
mente ' =') denotard a relagdo de congruéncia com respeito ao T-ideal Tg(UT,,(F),¢),

onde G é um grupo finito.

No que segue, consideremos

€= (gil)g??"wgl[{d) - (gla"'791)927'"7927"'79L7"'79L)7
—_—
0 Iy Iy
onde l; = max{ly,...,l } e g1 = 1g.

Por simplicidade de notacao, devemos escrever [Y] para denotar um comutador
multilinear de Z-grau 0 e [2,Y] um comutador multilinear de Z-grau 1, sendo a varia-
vel z ocorrendo na primeira entrada. Em ambos os casos, os indices dos y's nao estao

necessariamente ordenados.
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O seguinte resultado, que consta no trabalho [18], devido a Centrone e ao autor dessa

tese, ¢ uma contribuicao dessa tese.

Lema 19. Considere a dlgebra UT,,(F) das matrizes triangulares superiores com a

G-graduagdo induzida pela m-ipla € = (glf,g?, e ,glLL), se s> 1y our >y, entdo

g=]- Y]z Y][Y]---[Y],

¢ identidade polinomial graduada de (UT,,(F),¢).
Demonstragao. De fato, temos que a sequéncia diagonal

_ ~1 —1 —1
d(g) - (1G7"'71G791 9271G7"'71Gag2 g3a--'>gL—1gL71Ga---71G)7
——— ——— —
-1 la—1 Ir—1
e assim, considerando as sequéncias do tipo

Qg = (1Ga"'71G7g7 1G’a"'71G)7

S s

onde g # 1lg e s > 1 ou r > I, observemos que nao existem inteiros
1 <t <o < toprr41 < m satisfazendo as hipoteses da Proposigao 18 para as,.
Portanto, as sequéncias «,, sao e-ruins, e, consequentemente, temos o resultado do pre-

sente lema garantido pela Proposigao 17. O]

No que segue, em um comutador [z;,,...,Zi,, T2, Yj ;- - -, Tj,, T1, LTty - - -, Tt,,,| & barra

indica ’alternacao’ entre os elementos correspondentes, por exemplo
[T1, T, T3] = |11, 22, 3] — [23, 22, 71].

O resultado que segue, contribuicao dessa tese, ¢ uma generalizacao do Lema 7.3 do
trabalho [19] e dos Lemas 3.6 e 3.8 dos trabalhos [16] e [17], respectivamente. O resultado

seguinte também consta no trabalho [18], devido a Centrone e ao autor dessa tese.

Proposicao 21. Considere a dlgebra UT,,(F') das matrizes triangulares superiores com a
G-graduacao induzida pela m-upla € = (glf,glf, e ,glLL). Denotando por y; as varidveis de

G-grau homogéneo 1 e por z; as varidveis de G-grau homogéneo g # 1, temos

i) Wiys- s Yips 2 Yy ,yjk] =76 (UTm(F)) Zaifi, onde I é um conjunto finito de indi-
icl
ces, k>0, 0, € Fefi=[Y]--[Y]zY][Y]---[Y].
o —n
1 1
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ZZ) [Z>yi1> e Yy Y2, Y1, Yy - - 7yjk] ETC:(UTm(F') [Za Yigy oo s Yip s Y1, Y2, Yjpy v - - 7yjk]

+Zaifia

iel
onde i1, ...,1 Sao indices nao necessariamente ordenados, h,k >0, o; € F', I é um
conjunto finito de indices e f; =[Y]---[Y][z,Y][Y]---[Y].
—— ———

<h <h
iii)

[Zayim s 7yih>y27yj17 cee 7yjl7y17yt17 s 7ytm] ETG(UTm(F) Z&lfl
el

onde h,l,m Z 0, I é um conjunto finito de indices,h > 0, k > 2 o; € F, e
Y]

Y]---[Y] .

Demonstragdo. i) Se h = 0,1 e k > 0, entdo basta aplicar a anticomutatividade no
comutador e temos o resultado. Suponhamos h > 2 e seja ¢ = [y;,, Yiy, - - - » Uiy, |- Nesse
caso, observemos que se k = 0, entdo [¢, z] = ¢z — z¢, e o resultado segue. Sendo

k > 1 arbitrario, segue da Identidade de Jacobi e da linearidade do comutador que

(€2 Yo Ygos -+ Yi) = =2 Ui & Yoy Ui — [W50s €20 Y - 5]
[ Y52, Yo - Y] — (12, 93)s € Yo - - 5]
lesynls 2o ygos - w] + e [203] Ygas -5 0]

= le,ynlz = zle,ynls vios -+ Y
[
[
[

+ C[Z7yjl] - [Z>yj1]c>yj27""yjk]
= [67 yj1]27 Yijoy - - 7yjk] - [Z[C’ yj1]>yj27 s 7yjk]
+ C[Z7yj1]a Yjos- - - 7yjk] - [[Zvyjd]cv Yjos - - 7yjk]

Agora, usando o lema 3 na tultima igualdade acima, obtermos que

[z, - Jlles yad, - -]
177N P [
Wi 2, - Jleyil, -]
[Yjrs 2, le, -]

[C>Zayj17yj27"'7yjk] - Z[C7yj17 ]
: [Zvyj1]7 ]
o]

MMM

+

M

¢,z Yy, ]+

Desde que h > 2, os comutados [z, ...], [y;, 2, -], [2, Y, - - -] € [Ujy, 2, - . .| 80 menores
do que [¢, 2, Yjy, Yias - - s Yje) = [Yirs -« s Yins Zs Yjas - - - » Yj, ] » € assim o resultado segue
por um processo de indugao no tamanho dos comutadores juntamente com o lema
19.
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i1)Usaremos indugao no tamanho de [z, ¥i,, - - -, Yi,, Y2, Y1, Yjys - - - » Yj, )- Primeiramente,
suponha k=0 e h > 0. Pondo ¢ = [z,¥;,,-..,¥;,], temos pela identidade de Jacobi

que

[Zayiw e 7yih7y27y1] - [07 yQayl] = _[yQ’yhc]_[leCu y2] = [C’ y17y2]+[y17yQ]C_C[yIJyQ]a

e o resultado segue usando o processo de indugao no tamanho de ¢ juntamente com
o Lema 19. Agora, suponha k > 1 e h > 0. Sendo ¢ = [2,¥;,,...,Y;,], segue da
identidade de Jacobi que

(20 Yins - Yins Y20 Y1 Yo - - - W) = (692,915 Ui -5 U]
= [y v, ¢ Y Y = [ 62 v Y
= ey 200, Y] + v ey - v
= ey vy -y + v vele, i -] = ey vl ys - v,
O resultado segue usando os Lemas 19 e 3 em conjunto com o processo de inducao
inducao no tamanho de c.

i11) Escrevendo ¢ = [z,yi,,...,¥;,] €, para cada 1 < i <, ¢; = [c,yj,,- .., Y;;], temos

Zayiu"'7yih7?27yj17"‘7yjl7y17yt1ﬂ"'7ytm]

[
[C Y2, Yirs e o s Uit Y1y Ytrs - s Yt ) — (G Y1y Yins - - s Ujts Y25 Yta s« - - s Yton)
[ Y2s Ui Yo Y Yo -5 Y] YL Y00 C o i Y2e Y -+ Yt
[W0s €y Wi Y2e Yt - -+ Yt
[ ]

CoY2,Yjis 5 Ui Yt Yty -5 Yt + [Ca [yjnyl]a"'7yj17y27yt17"'7ytm]
Saifi

[CL Y1 Yias 3 Y25 Ytrs - -+ s Yt

[ Y2 Yis s Ui Yt Yens - - Y] + D 0 fi (U1, Yjor €L U2, Yt - - - Yt
+ [%‘2:017917~--,y2,yt1,~-7ytm]

[

[

C7y27yj17"'7yjl7y17yt17"'7ytm] +Zalfl+ [617[yj27y1]7"'7y2ayt17"'7ytm]
627y17'"7y2ayt17"'7ytm]'

No processo acima, o resultado é obtido a usarmos a identidade de Jacobi 2] 4 1

vezes juntamente com o primeiro item desse mesmo lema.

]

Fixemos um grupo finito G e consideremos a algebra UT,,(F') dotada da G-graduagao

elementar induzida por € = (gll1 , g?, e ,glLL). O suporte da G-graduagao elementar induzida
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por € é definido como sendo o subconjunto S = {g € G | (UT,,(F),e)? # 0} de G.

Reordenemos o grupo G como segue:

G={g91,--, 918 9s|+1: - - - 9|G| }+

onde g; € S, caso i < |S|, e g; ¢ S, caso contrario.

Dada uma sequéncia a = (a, ..., ax) de elementos de G, associamos a « a seguinte
|G|-upla
pla) = (s ay)s

onde para cada i = 1,...,|G]|

(; = o nimero de «; tal que a; = g;.

Observemos que p; = 0 sempre que i > |G].

Agora, dada uma sequéncia p(a) = (@1, n2,...,nq|) € Nl)G‘. Consideremos o seguinte

conjunto

Si={a=(ai,...,oq) | pla) = (p1,n2, ..., nq) }

O proximo resultado, que também consta no trabalho [18], devido a Centrone e ao
autor dessa tese, é a principal contribuicao dessa tese, o qual fornece uma generalizacao
dos resultados obtidos por Centrone e Cirrito sobre a descricao dos cocaracteres Y -proprios
graduados da &dlgebra UT,,(F') com a Z,,-graduagao de Vasilovsky induzida pela m-upla
e =(0,0,1,...,m —j),com j = 1,2 em = 2,3,4,5 (vide [16] e [17]). No que segue,
sendo M um F[G]-modulo e m € M, denotaremos por F[G|m a agdo de F|[G] sobre
m. Assumiremos, implicitamente, o fato de que duas representacoes fornecem o mesmo

G-caracter se elas representam F[G]-médulos isomorfos.

Teorema 55. Sejam F' um corpo de caracteristica zero, G um grupo finito e a dlgebra
UT,.(F) das matrizes triangulares superiores de ordem m com a G-graduagao induzida
pela m-ipla € = (gil,gé% e ,glLL). Entao, para quaisquer inteiros nao neqativos ny, ..., Ny,

temos

e (UTn(F) = > >

(al,...,ak)GSﬁ Zz TZ+Z] Sj=n1

1Sny
( DM ® D MapXa @@ D mmlxml@a@---@)

Abry Aok Ak+1FTE41

TSng gy
®<D®~~®D> ®~-®<D®-~®D> ,
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onde Z m, X, faz parte da decomposi¢ao do r;-ésimo cocaracter Y -préprio de UT), (F) e
AibFr;
as sequéncias o sao €-boas. Além disso, a soma dos bracos dos ganchos de largura infinita

dos Z mx, X, nao pode ser maior do ly.
)\ﬂ*Ti

Proof. Seja a = (a1,...,ax) uma sequéncia e-boa tal que p(a) = (p1,n2,...,0q|) €
(€]

p1 < m — (t+1). Consideremos n; € N de maneira que Z n; = n. Agora, escrevamos
i=1

A=UT,(F) e tomemos f € Lo, © FnG(A). Sendo H = 5, X -+ X Sanl,

Teorema de Frobenius que F[H]™" tem dimensao |S, : H|dimz F[H]f. Por outro lado,
segue das Proposigoes 19, 21 e da Observagao 20 que F[S,|f é gerado pelos polindémios

segue do

[Y] [Zaiv Yirs - - 7yis1][y] [Zajﬂ Yjuo - - 7yj32][Y] T [Y] [Zar7 Yrys- - 7yTS3][YL (44)

onde os [Y]'s denotam ’produtos’ de comutadores de Z-grau zero. Na verdade, como
a componente homogénea de grau 1g de UT,,(F) é isomorfa a UT, (F) em virtude da
da Proposi¢ao 20, o nimero dos comutadores em [Y]| nao pode exceder ;. Além disso,
podemos assumir os [Y]'s como sendo elementos de uma base da dlgebra relativamente
livre de UT}, (F'). Esse tltimo fato justifica que o ntimero total dos bragos dos ganchos de
largura infinita nao pode ser superior a [;. Obtemos, também, que os indices dos y's sao

estritamente crescente e Z S; + er = n;. Notemos que os comutadores em (4.4) sao
i J
linearmente independentes, e assim temos que dimp F[S,]f = |S, : H|dimp F[H|f. Por

ultimo, observemos que a demonstracao segue pelo fato das S,,-acoes em ambos os casos

serem as mesmas, sendo a acao nas varidveis z's a trivial. O

No resultado anterior exigimos que p; < m—(t+1), do contrario teriamos identidades
polinomiais. Adiante, mostraremos como estimar com precisao o nimero m — (t + 1) no

caso geral.

4.4  Encontrando Sequéncias c-boas

Nosso principal objetivo nessa secdo é fornecer uma forma explicita de calcular as

sequéncias e-boas em alguns casos particulares.

Recordemos que estamos considerando UT,,(F') com a G-graduagao induzida pela
m-upla € = (€1,...,&p), onde G é um grupo finito. Reconsideremos . = (ny, ..., n,) € Ni°
e Sh={a=(ar,...,ox) | pla) = (u1,n9,...,nm)}, onde py < m— (t+1) e t denota o
nimero de variagoes em . Em [16] os autores consideraram a Z,,-graduagao de Vasilovsky

em UT,,(F),ie., a graduacao gerada pela m-uplav = (0,1,...,m — 1) e eles estabeleceram
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que
o= (a,...,0n) év-boa se, e somente se, iy =0 e Y p;i(j—1) <m—1.
j=2
Nesse caso, notemos que d(v) = (1,...,1) et =m — 1.

Em [16] os mesmos autores consideraram a Z,,-graduacao na éalgebra UT,,(F) indu-
zida pela m-tpla ¢ = (0,0,1,...,m —2), onde d(¢) = (0,1,...,1) and t = m — 2. Eles
provaram que

a=(ag,...,ar) €c-boa se, e somente se,

p=0e> pi(j—1) <m—2seo #0;
=2

m
p=1ed> pj(j—1) <m—2, caso contrdrio.
i=2
Observemos que nos dois casos considerados acima, temos a validade das seguintes

relagoes:

pr < m— Z (j—1) (4.5)

Em verdade, como destacado em [16], as desigualdades acima nao caracterizam as
sequéncias e-boas. De fato, na Z,-graduacao de UT,,(F) induzida pela m-upla
= (0,0,1,...,m —2), o polinémio f; = 29[y;, y»] é sempre uma identidade, enquanto
que o polinébmio fo = [y1,y2]2?, eventualmente, ndo o é. O fato interessante é que o
polinémio f; fornece a sequéncia ay; = (g,0) ( e-ruim), enquanto que fo fornece ap = (0, g)
(eventualmente, e-boa), contudo «; e ay satisfazem as desigualdades em (4.5). Nesse

sentido, temos o resultado de caracter mais geral.

O resultado que segue consta no trabalho [18], devido a Centrone e ao autor dessa

tese, é, também, uma contribuicao dessa tese.

Proposicao 22. Sejam G um grupo qualquer e g € G, g # 1g. Consideremos a dlgebra
UT,,(F) dotada da G-graduagio induzida pela m-ipla e = (14, 9,4, ...,9"), onde l4+r =m
e o(g) >m. Sendo a = (v, ..., o) € GF, temos que o é e-boa se, e somente se, existe
Tiyeeoy Ty € J(UTZ(F)) tal que ||ril| =u, i=1,..., 9, r1- -1y, #0 e

r+1

Zuj(j—l) <t

Aqui, J(UT(F)) denota o radical de Jacobson de UTI(F) e p; = [{ai|o; = ¥~V
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Proof. Primeiramente, como o(g) > m, entdo g’ # g’ sempre que i # j. Consideremos a
sequéncia diagonal

d(e) = (1¢7", 9., 9).
Observemos que se a; # 1g e a;11 = 1, para algum 1 <17 < k, entdo « é uma sequéncia
e-ruim, pois fo = [y, y2] - [Y2i-1, ¥2i) 2% [Y2ir1, Yoiro) farsn2 - - - feuk € uma identidade
graduada de (UT,,(F),¢e), uma vez que z**+![ys; 11, y2i12] 0 é. Suponha ainda que a nao
satisfaz as desigualdades acima, entdao segue da Proposicao 18, de novo, que o é uma

sequéncia e-ruim e o resultado segue.

Reciprocamente, tomemos uma sequéncia o = (o, . .., 0y, Oy 41, - - -, 0) de maneira

que existam 71,...,7,, € J(UTl(F)> tal que ||ri|| = cu, i = 1,..., 1, 711y, # 0 e
r+1
> w;(j — 1) < t. Observemos que podemos considerar f, = fif> na algebra relativamente
j=2
livre de UT,,,(F), onde f; denota o produto de p; comutadores em Y’s e fs como sendo a

parte restante. Agora, observemos que o conjunto

€101+15 €2041y - + -5 CLIF1CIH 1,145 +15 CI42,0145+425 - -+ Clts,l+j+ss

com [+ j + s < m, é uma base para a componente homogénea U ng g # 1,. Assim,
podemos associar cada variavel a:fj a uma matriz triangular superior m xm tendo as mesmas
entradas nao nulas de U Tﬁj e, como entradas, as variaveis comutativas sendo do conjunto
X;. Na verdade, o polinémio f, é uma identidade graduada se este for a matriz nula. Agora,
notemos que a G-graduacio em questio satisfaz UTy,(F)9 UT,,(F)?" = UT,,(F)?". Isso
significa que a avaliacao de fy é uma matriz triangular superior m x m tendo as mesmas

> ans

entradas nao nulas de UTY, = UTY' (F) para algum u < r e como as entradas

nao nulas, polindomios nas variaveis comutativas de UXi. Analogamente, o polindémio f;

(2
¢ uma matriz triangular superior m x m tendo as primeiras p; diagonais preenchidas
completamente com entradas nulas. E facil ver que o produto é nao nulo, o que significa

que « é e-boa. O

Na pratica, podemos encontrar as sequéncias e-boas da reciproca do resultado anterior
como segue: Suponhamos que para uma sequéncia o = (o, ..., @, Qpu 41, - - -, ) €xistam
Ty Ty € J(UTZ(F)) tais que ||r;]| =y, i =1,. .., 1,

r+1
e 20 e Y opi(—1) <t (4.6)
=2

A seguinte matriz representa os graus das componentes de UT,,(F')
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1111 g ¢ ¢ g ¢ ¢ g ¢
01 1.1 g ¢ g ¢ 9 ¢ g ¢
00 1 Lg g g g ¢ ¢ g ¢
00 0 1 g 92 g3 g4 g5 96 g7 98
000 0 1 g4 ¢ g ¢ ¢4
OOOOOlgg2g3g49596
000 0 O0 0 1 ¢g¢ ¢ ¢ ¢
000 0 OO0 0 1 gg ¢ ¢
o0 0 0 0 0O 0 0 1 ¢ 92 g3
000 0O O OO0 1 g4
000 0O OO0 O0 0 0 1 ¢
000 0O OO0OO0O0 0 1
Entao, tomemos _
as (1 matrizes r; de grau 1g como eqs, €93, . . . s €y 115
as ftp matrizes de grau g COMO €y, 41 1u1+25 €pr 42,0143 - - - > Cpty o i1 +pio+15
as 13 matrizes de grau g2 COMO €41 4o 41,11 +pn+25 « + + 5 Cpuy+puatps pn+potus+1

Notemos que, por construgao, as matrizes acima satisfazem (4.6). Por outro lado, observe-
mos que essas matrizes estao no radical de Jacobson de UT,,(F") e seu produto é nao nulo,

implicando « é uma sequéncia e-boa.
O resultado que segue é uma generalizacao dos resultados obtidos por Centrone em
[16] e [17].

Teorema 56. Sejam G um grupo finito e UT,,(F) equipada com a G-graduagdo induzida

pela m-ipla ¢ = (14,9,¢%, ...,9"), onde l +r = m e o(g) > m. Entdo, para quaisquer
r+1

ni, ... nig) tais queny <1 —1e Y pi(j—1) <t, onde pi; = |{ai|a; = gV}, temos
j=2

1TSn,q
ST (F) =YY (zmmea@--@)

(0417...,Oék)€Sﬁ, ’r‘+z] sj=n1 A7

15y 5nig
®<D®--~®D> ®~~~®<D®~-®D)

onde Zm/\XA ¢ o r-ésimo cocaracter Y -proprio de UT|(F) e as sequéncias o sGo

A7
e-boas.
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Demonstragcio. A demonstracao desse resultado segue exatamente os mesmos passes da
demonstracao do Teorema 55, sendo essencial o uso da Proposigao 22. A grosso modo

falando, o que importa ocorre 'depois’ do radical de Jacobson de UT(F). ]

Observacao 22. Um cdlculo explicito para a lista completa dos cocaracteres Y -proprios

para o0s casos m = 2,3 pode ser encontrado em [16] e [17].

45 As dimensdes de Gelfand-Kirillov da Algebra Relativamente
Livre de UT,,(F)

A dimensao de Gelfand-Kirillov mede a taxa do crescimento assintético das algebras,
fornecendo informacoes importantes sobre suas estruturas. Nesse capitulo calcularemos as
dimensoes de Gelfand-Kirillov da dlgebra relativamente livre Y-propria de UT,,(F") dotada,
da G-graduacao induzida pela m-tupla ¢ = (llg, g.9%...,9"), onde G é um grupo finito,

[+7r=meo(g) >m.

Consideremos A uma &algebra associativa, unitaria e finitamente gerada. Seja V/
um subespaco de dimensao finita gerador de A como algebra. Denotemos V°? = F e,

paran > 1, V" como sendo o subespaco de A gerado pelos monémios de tamanho n, temos

A=JV, onde V,=F+V'+ V>4 ...+ V"

n=0
A funcao gy (n) = dimp(V,) é chamada a fungdo crescimento de A com respeito a
V=V
Definigao 69. A dimensdio Gelfand-Kirillov de A € definida como sendo

|
GKdim(A) = lim sup(log, gv(n)) = limsup M‘

n—r00 n—00 log n

Observagao 23. Sobre a definicao da dimensao de Gelfand-Kirillov, temos:

1. Supondo que A é gerada, como dlgebra, pelo conjunto {ay, ..., ay}, entdo basta tomar

V' como sendo o subespaco vetorial gerado por esse mesmo conjunto, i.€,

V =Fay+ -+ Fap;

2. Na escolha de V exigimos que 1 € V', donde V' C V'™ e assim gy (n) = dimg(V;,)

¢ uma funcao mondtona nao decrescente;

3. Observemos que a fungdo crescimento gy, e portanto a dimensao de Gelfand-Kirillov,
esta dependendo do espaco gerador V. Por outro lado, usando uma relacao de
equivaléncia adequada vemos que essa dependéncia pode ser removida, donde temos
uma boa definicio da GKdim(A) (ver detalhes em [51], Lemma 1.1).
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Dentre as varias propriedades da dimensao de Gelfand-Kirillov de uma algebra,
gostariamos de destacar que esta coincide com a dimensao de Krull quando tratam-se de
algebras comutativas finitamente geradas. No caso ndo comutativo, a nogao de dimensao
de Krull perde o sentido, uma vez que nao temos a simetria entre os ideias a esquerda e a
direita. Por outro lado, a dimensao de Gelfand-Kirillov continua sendo uma ferramente
extremamente poderosa para avaliar o quao grande pode ser uma algebra, sendo ela

comutativa ou nao, por exemplo, mostra-se que:

Teorema 57. Seja A uma dlgebra. Entao, GKdim(A) = 0 se, e somente se, A tem

dimensao finita. Nos outros casos, tem-se

GKdim(A) =1 ou GKdim(A) > 2.

De certa forma, a dimensao de Gelfand-Kirillov mede o quao uma algebra finitamente
gerada falha em ter dimensao finita. Existem varias propriedades e resultados extremamente
importantes na teoria algébrica e na PI-teoria a despeito da dimensao de Gelfand-Kirillov,
para mais detalhes referenciamos os livros [51], devido a Krause e Lenagan, e [57], devido
a McConnell e Robson. Aqui, focaremos em obter alguns resultados acerca da dimensao

de Gelfand-Kirillov da &lgebra relativamente livre de algumas algebras em especial.

Defini¢ao 70. Seja A uma PI dlgebra e r > 1 um inteiro. Denotemos por GKdim,.(A)
como sendo a dimensao de Gelfand-Kirillov de F(X,)/(F(X,) N T(A)), onde
X, ={x,..., 2. }.

Belov, em [7], estudou vérias propriedades sobre GKdim,.(A). Em particular, mostrou
que GKdim,(A) é definida pela complexidade de A ou por um conjunto de produtos
semidiretos de algebra de matrizes sobre o anel de polinémios da variedade gerada por A.
Para o célculo explicito da dimensao de Gelfand-Kirillov de algumas PI-algebras classicas,
referenciamos os trabalhos[8|, devido a Berele, ou [32], devido a Drensky e [14], devido a
Centrone. Este tltimo autor, generalizou a definicao da dimensao de Gelfand-Kirillov para

as algebras graduadas (vide [13] e [15]), a qual passamos a abordar.

Definigao 71. Sejam G é um grupo finito, A uma PI-dlgebra G-graduada e v > 1 um

inteiro. Denotemos por
GKdimTG(A) = GKdim(F(X,|G)/(F(X,|G) N T(A))),

I g1 9|1G| 9|1G|
onde X, :=={af', ..., a2 ... 207 ar T}

A seguir, veremos a estreita e demasiada importante relagao existente entre a dimensao
de Gelfand-Kirillov (graduada) de uma PI-algebra e seu Pl-expoente (graduado), descrita

por Centrone em [15].
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Teorema 58. Seja A wuma dlgebra G-graduada de dimensao finita. FEntado,
CKdim%(A) = exp®(A)r + a, onde a < 0 € um inteiro.

Dessa forma, para o calculo da dimensao de Gelfand-Kirillov de UT,,(F) é necessario
obter seu expoente graduado. Em [50] os autores provaram, independente do grupo e da
graduagao, que o expoente graduado de UT,,(F') é m. Essa informagao pode ser obtida
diretamente da sequéncia de cocaracteres UT,,(F). Em verdade, por um resultado de
Aljadeff e Giambruno (vide [2]), segue que o expoente graduado de uma &algebra de
dimensao finita é simplesmente o niimero de ’bracos’ de largura infinita na sequéncia de

cocaracteres graduados de A.

Voltando nossas atengoes para a algebra UT,,(F'), segue do Teorema 55 que o ntimero
de "bragos’ de largura infinita na sequéncia cocaracteres Y-proprios graduados de UT,,(F)
é¢ m — 1. Da versao graduada da Proposi¢ao 16, obtemos que o nimero de "bracos’ de
largura infinita na sequéncia de cocaracteres graduados de UT,,,(F)ém —1+1=m, e

assim temos o seguinte:
Teorema 59. Seja r > 2, entao
CKdimS(UT,,(F)) = mr + a,

onde o« < 0 € um inteiro.

Outra consequéncia do conhecimento da sequéncia de cocaracteres graduados de
uma PI-4lgebra graduada depende do conhecimento da série de Hilbert de sua algebra
relativamente livre graduada. Acerca disto, temos a generalizagdo (graduada) de um

resultado obtido independentemente por Berele e Drensky.

Teorema 60. Sejam G um grupo finito e A uma PI-dlgebra G-graduada com cocaracter
graduado

Xn17n2,-~~,mc| = Zm)\la'“vmz\‘c‘x)\l ORIV X>\|G|7

s

entdo a série de Hilbert da dlgebra relativamente livre G-graduada de UT,,(F) é
HG(A,T) = Z% . ; thwmk‘c‘gh (T) - S)‘\G\(T)’
n=0ni+-+n|g=n

onde S\(T) denota o polindmio de Schur do tipo \ nas varidveis T

Em 2012, Centrone demostrou o seguinte resultado (para maiores detalhes, ver [13]).

Teorema 61. Seja G um grupo qualquer. Consideremos a dlgebra UT,,(F) com a
G-graduagio induzida pela m-ipla ¢ = (1,g,9%,...,9™ "), onde g ¢ tal que o(g) > m.
Ser > 2, entdo

CKdim& (UT,,(F)) = mr.
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Estamos em condigoes de exibir um dos resultados centrais dessa tese, o qual consta

no trabalho [18], devido a Centrone e ao autor dessa tese.

Teorema 62. Seja G um grupo qualquer. Consideremos a dlgebra UT,,(F) dotada da
G-graduagio induzida pela m-tipla e = (1,1,9,9°%,...,9™ %)

Ser > 2, entdo

, onde g € tal que o(g) > m—1.

GKdim(BS(UT,,(F))) = (m — 1)r.

Demonstragcao. Por completude dessa demonstracao, devemos calcular a dimensao de
Gelfand-Kirillov de BE(UT,,,(F)), a 4lgebra Y-prépria relativamente livre de UT,,(F) em

r-varidveis. Segue do trabalho [16] que os polindmios homogéneos dos seguintes tipos

[Zb’ YE?] e [Zw YI?]» [yaa Ya] [va Yj,] e [ZC7 Yc}?

formam uma base homogénea para BS(UT,,(F)), onde os Y;’s sdo conjuntos de varidveis
ordenadas de Z-grau zero e as sequéncias sao e-boas. Dessa maneira, precisamos apenas
contar esses polinébmios. Mais precisamente, a dimensao da componente homogénea de
grau n de BS(UT,,(F)) é

‘. Z <21+r>'..<zk+r>
n r a—1 . . .
+r—a i+ i+
+ (j . > Z ( 1 ) o ( k ) ’
iSamig \r i+l ivtopip=n—j \ T r

1+ i+
e Y (“ T)...(“c T)
i1t tip=n r r

¢ o numero de polindomios do primeiro tipo, enquanto

e ) [ S G R )

é o numero de polinémios do segundo tipo. Além disso, ¢ denota o nimero de sequéncias

onde

a = (aq,...,ax) e-boas . Agora, observemos que ambos os somatérios sdo polindmios em
n de grau ml?x{kr — 1} que também, como um polinémio em n, deve ter grau (m — 1)k — 1.
Isso implica que a funcdo crescimento de BS(UT,,(F)) deve ser um polinémio em n de

grau (m — 1)k — 14+ 1 = (m — 1)k, e assim GKdim(B®(UT,,(F))) = (m — 1)k.

Os resultados anteriores sugerem a seguinte conjectura.
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Conjectura 3. Sejam G um grupo qualquer e UT,,(F) com uma G-graduagio. Se r > 2,
entao

CKdim& (UT,,(F)) = mr.
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