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Resumo

Este trabalho propoe o uso do calculo fraciondrio, mais especificamente, a derivada
fracionaria de Caputo para o estudo de efeitos fisicos que influenciam na deflexdo de
uma viga prismatica de secao transversal retangular, simplesmente apoiada com carga
uniformemente distribuida. A deflexao, nesta configuragao, é modelada pelas teorias de
Euler-Bernoulli (EB) e Timoshenko-Ehrenfest (TE), os quais sdo modelos de vigas simples
sob restri¢oes lineares. Mesmo mantendo essas restri¢oes, efeitos estruturais especificos
em aplicagoes reais comprometem a precisao dos modelos como concentragao de tensoes,
devido as reagoes de forcas nos contatos de apoio ou instabilidades, por exemplo. Os
modelos numéricos usando o método de elementos finitos (MEF) conseguem contemplar
bem muitos efeitos estruturais, mesmo em casos complexos, desde que seja trabalhado com
refinamento adequado do dominio no qual a estrutura esta definida. Apesar da precisao
apresentada pelos modelos numéricos, eles contemplam os efeitos estruturais na totalidade,
sem apresentar a contribuicdo em separado de cada efeito individual no resultado fornecido
como solu¢ao. Com o proposito de detectar e avaliar efeitos fisicos influentes no perfil de
deflexao que nao sao contemplados pelos modelos EB e TE e nem explicitos separadamente
pela solucao de elasticidade tridimensional, obtida via ANSYS, utilizadas como referéncias,
aqui sdo propostos os modelos Euler-Bernoulli fraciondrio (EBF) e Timoshenko-Ehrenfest
fraciondrio (TEF) obtidos pela incorpora¢ao de um pardmetro fracionario o aos modelos
EB e TE, empregando a metodologia da derivada fracionaria de Caputo. Sao obtidas as
solucoes analiticas dos modelos fracionarios propostos, usando a transformada de Laplace
da derivada fracionaria de Caputo. A partir do parametro « incorporado nas solugoes
supracitadas, o trabalho é bem sucedido na deteccao dos efeitos de cisalhamento pela
solucao EBF| a concentragao de tensoes devido as reacoes de apoio pela solucao TEF,
o efeito de grandes deflexbes causado pelas forcas que surgem no eixo baricéntrico em
vigas delgadas com h < b (h e b representam, respectivamente a altura e a base da segao
transversal da viga), o fenémeno de pré-flambagem em vigas com h > b e os sinais iniciais
de plasticidade em vigas delgadas e espessas, em alguns casos, antes mesmo que tais efeitos
pudessem ser constatados inequivocamente a partir das curvas de deflexdo dos dados
originais do ANSYS.

Palavras-chave: célculo fracionario, derivada fraciondria de Caputo, Euler-Bernoulli,
Timoshenko-Ehrenfest, Transformada de Laplace, ANSYS



Abstract

This work proposes the use of fractional calculus, more specifically the fractional derivative
of Caputo, for the study of physical effects that influence the deflection of a prismatic
beam of rectangular cross section, simply supported with a uniformly distributed load. The
deflection, in this configuration, is modeled by the theories of Euler-Bernoulli (EB) and
Timoshenko-Ehrenfest (TE), which are simple beam models under linear constraints. Even
maintaining these restrictions, specific structural effects in real applications compromise the
accuracy of the models, such as stress concentration, due to force reactions in the support
contacts or instabilities, for example. Numerical models using the finite element method
(FEM) can well contemplate many structural effects, even in complex cases, as long as it is
worked with adequate refinement of the domain in which the structure is defined. Despite
the precision presented by the numerical models, they contemplate the structural effects
in their entirety, without presenting the separate contribution of each individual effect in
the result provided as a solution. With the purpose of detecting and evaluating influential
physical effects on the deflection profile that are not contemplated by the EB and TE
models and not separately explicit by the three-dimensional elasticity solution, obtained
via ANSYS, used as references, here are proposed the fractional Euler-Bernoulli models
(FEB) and fractional Timoshenko-Ehrenfest (FTE) obtained by incorporating a fractional
parameter « to the EB and TE models, using Caputo’s fractional derivative methodology.
The analytical solutions of the proposed fractional models are obtained, using the Laplace
transform of Caputo fractional derivative . From the parameter « incorporated in the
aforementioned solutions, the work is successful in detecting the shear effects by the FEB
solution, the stress concentration due to the support reactions by the FTE solution, the
effect of large deflections caused by the forces that arise on the barycentric axis in slender
beams with h < b (h and b represent, respectively, the height and base of the cross section
of the beam), the phenomenon of prebuckling in beams with A > b and the initial signs
of plasticity in slender beams and thick, in some cases even before such effects could be

unequivocally verified from the deflection curves of the original ANSYS data.

Keywords: fractional calculus, Caputo fractional derivative, Euler-Bernoulli, Timoshenko-
Ehrenfest, Laplace transform, ANSYS
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Introducao

O trabalho utiliza conceitos de calculo fracionario para investigar efeitos fisicos
na flexdo de vigas, quando submetidas a cargas estaticas. A viga, aqui considerada, é
prismaética de secao transversal retangular, constituida de ago 1020 (por ser um material
ductil), simplesmente apoiada com carga distribuida uniformemente em sua se¢ao retangular

superior.

Os objetivos almejados para o desenvolvimento do trabalho sdo destacados

detalhadamente na secao que segue.

Objetivos

e Evidenciar um caminho do uso do calculo fracionario como ferramenta analitica
investigativa de deteccao e avaliagdo de fendmenos fisicos usando como base referencial

as simula¢oes numéricas via elementos finitos fornecidas pelo modelo de elasticidade

tridimensional ANSYS;

e Propor e solucionar modelos fracionarios para as teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko-Ehrenfest para uma viga simplesmente apoiada com carga transversal

uniformemente distribuida;

e Ajustar tais modelos aos resultados obtidos pelo modelo de elasticidade tridimensional
ANSYS objetivando identificar a ordem fracionaria representativa da deteccao e
avaliacdo de diferentes fendmenos fisicos, nao explicitos separadamente pelo software

e nem contemplados pelas solu¢oes analiticas inteiras.

No século XVII, Newton (1643 — 1727) e Leibniz (1646 — 1716), independentemente,
criaram o calculo de ordem inteira, ou o calculo, cujos conceitos de integral e derivada se
fundem no teorema fundamental do calculo. Dessa época, também é o calculo de ordem
arbitraria ou calculo de ordem nao-inteira, cunhado popularmente com o nome de calculo

fracionario, talvez por estar relacionado a uma possivel derivada com a ordem sendo uma

fracao (ROSS, 1975).
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O célculo fracionério tem suas raizes, em setembro de 1695, quando ’Hospital
e seu amigo Leibniz comecam a discutir a ideia de uma derivada de ordem meio. A partir
de argumentagoes mais formais de matematicos como Abel (1802 — 1829), Leonhard Euler
(1707 — 1783), Fourier (1768 — 1830), Heaviside (1850 — 1925), Liouville (1809 — 1882),
Lagrange (1736 —1813), entre outros, nos séculos seguintes, surgiram as primeiras definigdes
de integrais e derivadas de ordem nao inteiras [(MILLER; ROSS, 1993) e (DUGOWSON,
1994)].

Apesar de o calculo fracionario ter surgido na mesma época que o calculo de
ordem inteira, conforme proposto por Leibniz e Newton, seu desenvolvimento analitico
ocorreu bem depois e inicialmente bem restrito a matemaética pura, sem destaques em
aplicagoes. Ele comecga a ganhar destaque em congressos e tratados especializados, a partir
de uma conferéncia realizada no ano de 1974, organizada por B. Ross [(GORENFLO;
MAINARDI, 2008) e (ROSS, 1975)|. Desde entao, houve expansao de seu uso em diversas
areas da matematica, como também da Fisica, da Biologia, da Engenharia, da Economia,
entre outras. Devido ao bom retrospecto para representar fendmenos naturais, atualmente
o seu uso tem grande abrangéncia, principalmente no campo das equacoes diferenciais
que, quando generalizadas para uma ordem arbitraria em um intervalo definido, sao

denominadas equacoes diferenciais fracionarias.

Para o desenvolvimento de trabalhos em areas como Matematica, Fisica, Enge-
nharia, Industria, Economia, entre outras, frequentemente, confronta-se com problemas ou
fendmenos que, para serem estudados, precisam ser descritos ou modelados por ferramentas
matematicas. A construcao de modelos matematicos para representar certos problemas
reais nao é uma tarefa facil. Por isso, o desenvolvimento, da maioria deles, precisa de uma
analise profunda das hipdteses e, além disso, de simplificacoes para poder apresentar pelo

menos resultados que descrevam algo préximo da “realidade” (LUSTOSA, 2017).

As equagoes diferenciais estao presentes na modelagem de problemas de todas
as areas mencionadas no paragrafo anterior. No estudo da deflexdo de vigas, nao é diferente.
Estas equagoes sao usadas para modelar o problema, cujo objetivo é obter a deflexao do

plano neutro.

Os carregamentos ou cargas podem ser classificados nos modelos: concentradas
ou distribuidas. A carga concentrada é aquela que atua em uma regiao suficientemente
pequena, quando comparada com a area total da estrutura. Como exemplo, pode-se citar
a carga transmitida por um pilar sobre uma viga. Ja a carga distribuida é aquela que
age ao longo de uma linha ou sobre uma superficie, ou por todo um volume, tais como a
advinda de forgas de campo (gravitacional, magnético, elétrico). Um exemplo disso seria a

carga transmitida por uma parede sobre uma laje (ASSAN, 2010).

A modelagem de fenémenos naturais, usando equacoes diferenciais ou qualquer

outra ferramenta, pode ser desafiadora. Assim, para uma abordagem inicial, os mode-
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los desenvolvidos partem de situagoes simples, nas quais sao admitidas hipdteses que
caracterizam o modelo como apenas uma aproximacao minimamente representativa dos

fendmenos.

O célculo fracionario surge como ferramenta que, em certos casos, auxilia melhor
no desenvolvimento de aproximagoes de um modelo descrito por uma equacao diferencial de
ordem inteira de um determinado comportamento fisico. Aqui sdo empregados os modelos
de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest, que tém fundamental importancia no estudo
da deflexao de vigas, pois atendem com consideravel precisao aos casos de vigas simples

em problemas estaveis e sem efeitos de concentracao de tensdes.

Muitos trabalhos desenvolvidos nos ultimos anos, mostram bons resultados da
generalizacao do modelo descrito por uma equagao diferencial de ordem inteira para uma
equagao diferencial fracionéria. Dentre eles, uma aplicacao do calculo fracionario ao modelo
de crescimento populacional proposto por Thomas Malthus em 1798 (ALMEIDA, 2017). Os
resultados mostram que no modelo fracionario, para certos valores do parametro «, a ordem
da derivada consegue aproximar melhor os resultados, ao contrario do modelo classico.
Dentre varios outros trabalhos desenvolvidos na mesma linha de raciocinio, destacam-se
[(GOMES, 2014), (ALMEIDA; BASTOS; MONTEIRO, 2016), (OLIVEIRA, 2018) e (SUN
et al., 2018)].

Ja na area da flexdo de vigas, estudos mais avangados surgem no século XVIII,
quando Jacob Bernoulli (1654 — 1705) mostrou que a curvatura de uma viga eléstica,
em qualquer ponto, é proporcional ao momento fletor nesse ponto. Mais tarde, Daniel
Bernoulli (1700 — 1782), sobrinho de Jacob, formulou a equa¢ao do movimento de um feixe
vibratério que, alguns anos depois, foi aceita por Leonhard Euler (1707 — 1783) em uma
formulagao da flexao elastica de vigas sob varias condigoes de carregamento. Os estudos de

Leonhard Euler contribuiram para grandes avancos no entendimento do comportamento
das curvas elasticas (HAN; BENAROYA; WEI, 1999).

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli, também conhecida por teoria classica, é
bastante utilizada na literatura, pois é simples e fornece aproximagoes consideraveis para
uma grande variedade de problemas, desde que aplicada respeitando as suas limitagoes
e premissas (RAMOS et al., 2018). E considerado simples por contemplar apenas a

deformacao por flexao (inércia rotativa), apresentando bons resultados para vigas delgadas.

Em (ELISHAKOFF, 2019), outro estudo sobre vigas de grande relevancia,
desenvolvido no inicio do século XX por Stephen Timoshenko (1878 — 1972) e Paul
Ehrenfest (1880 — 1933), é conhecido hoje como a teoria de vigas de Timoshenko-Ehrenfest.
Em tal estudo, os autores desenvolveram um modelo de vigas que incorpora os efeitos da
inércia rotacional e de cisalhamentos. (ELISHAKOFF, 2020) considera que os trabalhos
publicados por Stephen Timoshenko e Paul Ehrenfest, na classica teoria de vibracao de

vigas, em que os efeitos de cisalhamento e inércia rotacional sdo considerados e constituem
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um dos eventos mais marcantes no desenvolvimento da dindmica estrutural do século XX.

Na engenharia de estruturas, a teoria de Timoshenko-Ehrenfest ¢ bem aceita em
problemas elementares, pois, ao incorporar os efeitos de cisalhamento nas caracteristicas

fisicas do problema, aproxima melhor os resultados da flexao (SILVA, 2019).

Neste trabalho, é proposto, inicialmente, incorporar ao modelo de Euler-
Bernoulli um parametro «, usando, para isso, conceitos de célculo fracionario, mais
especificamente, a derivada fracionaria no sentido de Caputo, como também a transfor-
mada de Laplace [(LI; DENG, 2007), (JIANG et al., 2017) e (TUAN; MOHAMMADI,
REZAPOUR, 2020)]. Apresentado o modelo fracionario (modelo Euler-Bernoulli com o
pardmetro « incorporado), é desenvolvida uma solugao analitica para a deflexao. Obtida
a solucao analitica, a investigagao volta-se para a busca, através dela, da interpretacao
de possiveis fenomenos fisicos, usando como referéncia a solu¢ao numérica fornecida pelo
ANSYS, o qual é um software de elementos finitos que descreve, com precisao, a deflexao
de vigas, quando submetidas tanto a cargas axiais como transversais. Convém destacar
que os métodos numéricos, como o Método de Elementos Finitos (MEF), sao ferramentas
que alcancam resultados precisos na avaliacao de estruturas submetidas a carregamentos,

tanto estaticos como dinamicos.

Ao simular no ANSYS, uma viga espessa simplesmente apoiada, tém-se varios
fendmenos influenciando na deflexdo, como, por exemplo, os efeitos de cisalhamento,
pois a viga é espessa, a concentracao de tensao nos apoios e a variagado do momento. O
ANSYS fornece como saida, a deflexdo em sua totalidade, sem explicitar separadamente a

contribuicao de cada efeito.

Portanto, o principal objetivo do trabalho ¢é evidenciar um caminho do uso
do célculo fracionario como ferramenta investigativa para detectar, identificar e avaliar
separadamente efeitos que alteram o perfil da deflexdo, mas nao sdo contemplados pelas
solugoes analiticas classicas e nem explicito pelos resultados de saida fornecidos em
simulagoes numeéricas de elasticidade tridimensional via ANSYS, o qual foi a referéncia
adotada.

Conforme proposto, busca-se, inicialmente, a solucao fracionaria para a flexao
de uma viga prismatica, de comprimento L, com secao transversal retangular, simplesmente
apoiada com um apoio fixo e outro mével, submetida a uma carga ¢ distribuida. Para
pequenas deformacoes, o modelo matematico que fornece uma solucgao inteira para o

problema é a equagao diferencial linear de quarta ordem (HIBBELER, 2010),

d*v(x)

EI Azt = _Q(x)v (1)

na qual £ é o médulo de Young, e I é o momento de inércia da secao transversal. A

equacao supracitada representa o modelo de Euler-Bernoulli para viga simples. O sinal
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negativo no carregamento, significa que no plano xv, a orientacdo da flecha v foi adotada

para cima.

Incorporando o pardmetro a a Equagao (1), obtém-se a equagao diferencial

fracionaria linear nao homogénea de ordem «

EICZZ@ = —q(x), (2)

com3<a<4oud<a<bd.
Devido a liberdade do parametro «, é notavel a possibilidade de analisar, com
mais detalhes, a solucao analitica e interpretar outros possiveis fendmenos fisicos que

contribuem para a deflexdo da viga, além daqueles contemplados pelo modelo classico.

Convém destacar que, pela caracteristica do problema, pode-se, de certa forma,
intuir que a solucao pelo modelo fracionario possa nao ser melhor que a solu¢ao TE, ou
mesmo a de EB. Porém, este fato nao interfere no propésito do trabalho que é avaliar o

desvio de alpha, parametro revelador de fenémeno fisico.

Os varios efeitos fisicos, que podem contribuir para a deflexao da viga, podem
ser buscados, variando seu carregamento, pois todo esfor¢o submetido a viga é convertido

internamente em deslocamentos.

Para a solugdo do problema, é usada a transformada de Laplace no sentido de
Caputo (TEODORO, 2014) e as condigoes de contorno

v(0) =v(L) =0, 3)
EIv"(0) = EIV"(L) = M(0) = M(L) = 0,

na qual M é o momento fletor.

Para o modelo fracionario, foram mantidas as condi¢oes de contorno do problema
classico, objetivando nao alterar sua natureza fisica. A escolha da transformada de Laplace
no sentido de Caputo vem justamente desta fato, pois para tal transformada, as condi¢oes

iniciais sao derivadas de ordem inteira.

Corrente na literatura, o modelo descrito pela Equacao (1) é conhecido como

equacao de Euler-Bernoulli e contempla apenas a deflexdo por momento fletor.

Por outro lado, (ASSAN, 2010) e (TIMOSHENKO; GERE, 1983) mostram
que a deflexdo, quando é considerado apenas o cisalhamento puro, pode ser modelada pela
equacgao diferencial linear nao homogénea de primeira ordem

dv(z) V(z)
- 4
dz “Ga” )

na qual v é o deslocamento, V' ¢ a forca cortante, G é o modulo de elasticidade transversal,

A é a area da secdo, e ¢ é o coeficiente de cisalhamento relacionado a deformacao por

flexao, que depende da forma e dimensoes geométricas da se¢do transversal da viga.
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Assim, considerando para o problema apenas as deflexdes em regime linear,
pode-se obter a solugao de Timoshenko-Ehrenfest para a flecha, usando o principio da
superposicao, isto é,

v(x) = vp(x) + ve(2), ()

no qual vs(z) e v.(x) sado as deflexdes por momento fletor e cisalhamento, respectivamente.

Portanto, usando o principio da superposicao, foi também proposto o modelo
fracionario generalizado, para uma viga simplesmente apoiada com carga uniformemente

distribuida, o qual contempla os efeitos de cisalhamento,
v(r) = vppr(z) + vor(T), (6)

no qual vpgr(x) e vor(x) sdo as solugdes fraciondrias para a deflexdo por momento fletor

e cisalhamento, respectivamente.

A solugao vppr(x) é dada pela solucao da Equacao (2) e a solu¢ao vep(x)
pode ser obtida da Equagdo (4), usando uma integracao direta e deduzindo o momento
fletor fracionério, usando a transformada de Laplace (TEODORO, 2014). E, por fim, é

determinada a referida solucao com a condigao de contorno v(0) = 0.

Este trabalho é composto pela introducgao e sete capitulos. Na introducao,
foi apresentado a metodologia utilizada no desenvolvimento do trabalho, destacando,

sequencialmente, as etapas para tal desenvolvimento.

No Capitulo 1, é apresentada uma revisao de literatura na qual é feita uma breve
descricao cronoldgica de trabalhos desenvolvidos na area das flexdes de vigas, destacando
tanto os trabalhos desenvolvidos usando os conceitos classicos de calculo diferencial e

integral, quanto os que usam os conceitos de calculo diferencial fracionério.

No Capitulo 2, sao apresentados alguns conceitos basicos da teoria estrutural
estatica, através dos quais sdo deduzidas as principais equagoes analiticas que descrevem
a flexao e tensao de vigas, destacando os modelos para flexdo e tensao de uma viga
simplesmente apoiada com carga uniformemente distribuida. E destacada a solucio analitica
para tensdes normais e de cisalhamento e, a partir delas, é apresentada a expressao que
fornece a tensio méxima, tracdo e compressio para o problema. E apresentada também
a deducao da equacgao de Euler-Bernoulli que descreve a deflexao transversal por flexao
para problemas lineares e a equacao de Timoshenko-Ehrenfest que, além de contemplar a

deflexdo por momento fletor, contempla também a deflexao por cisalhamento.

O Capitulo 3 apresenta conceitos de calculo fracionario, destacando as defini-
¢Oes integrais e derivadas de Riemann-Liouville e Caputo. Sao apresentadas também as
defini¢des da transformada de Laplace, sua inversa, além de algumas propriedades desta
transformada. E também definida a transformada de Laplace da derivada de Caputo,

resultado fundamental para a resolucao dos modelos fracionarios.
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No Capitulo 4, sao apresentados os chamados modelos fracionarios para as
equagoes de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest. As respectivas solugoes sao obtidas
usando a transformada de Laplace e a derivada de Caputo, como também o principio da

superposicao para solucao de equagoes diferenciais lineares.

No Capitulo 5, as solugoes Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest fraciona-
rias, deduzidas no Capitulo 4, sdo utilizadas para avaliar e identificar efeitos fisicos que
influenciam a deflexdo de uma viga simplesmente apoiada com carga distribuida, que
nao sao explicitos pelo ANSYS, software adotado como referéncia, e nem contemplados
pelas solugoes inteiras classicas (EB) e (TE). Dentre os fenémenos estudados, destacam-se:
efeitos de cisalhamento, variacao das tensoes causadas pelos apoios nas extremidades da
viga e seus possiveis efeitos na deflexao e os efeitos de grandes deflexdes em vigas delgadas

(h < 1), onde h e b representam base e altura da segao transversal da viga.

No Capitulo 6, a solugao fracionaria Timoshenko-Ehrenfest é utilizada para
identificar e avaliar os sinais iniciais do fendmeno de flambagem lateral com torcao em

uma viga simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuido.

No Capitulo 7, as solugoes Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest fracionarias
sao utilizadas para avaliar e identificar efeitos de plasticidade em vigas simplesmente
apoiadas com carregamento uniformemente distribuido. Em seguida sao apresentadas as

conclusoes do trabalho com algumas sugestoes para estudos futuros.

Por fim, convém destacar o estudo feito sobre avaliagao de efeitos térmicos
via solucdo EBF. Nos casos analisados, foram detectados efeitos pela solucao EBF, mas
surgiram duvidas sobre a interpretacao do tipo de efeito identificado. O propdsito inicial
seria incluir na tese este estudo em um capitulo adicional, mas nao foi incluido devido ao
problema de interpretacao do referido efeito nao apresentar um desfecho até o momento

da defesa da tese.
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Capitulo 1

Revisao bibliografica

Sao destacadas aqui as referéncias que serviram de suporte para o trabalho
desenvolvido. Inicialmente, sao destacadas referéncias que descrevem a deducao da equa-
¢ao da linha elastica focando nos casos de pequenas e grandes deflexdes. Em seguida,
sao apresentados trabalhos desenvolvidos na area de calculo fracionario que abordam,
principalmente, o campo das equagoes diferenciais, pois ¢é esta area da matematica que
serve de alicerce para este estudo. E, por fim, é apresentada uma revisao das pesquisas
desenvolvidas na area de flexdo de vigas em que o calculo fracionario é utilizado de alguma

forma.

Estudos sobre a forma linearizada da equacao da linha elastica, mais conhecida
como equagao de Euler-Bernoulli, podem ser encontrados em véarias referéncias como,
(TIMOSHENKO; GERE, 1983), (AZEVEDO, 2003), (ALMEIDA, 2009), (ASSAN;, 2010),
(HIBBELER, 2010) e (ALVES, 2012). Estes autores também deduzem a forma nao
linearizada, que é uma equacao diferencial ordinaria ndo homogénea de segunda ordem. A
forma linearizada é obtida a partir da forma nao linearizada considerando uma pequena
variacao no angulo de inclinacdo da deflexdo. Assim, a equagao na forma linearizada pode

descrever apenas pequenos deslocamentos e inclinagoes da flecha.

A abordagem da forma nao linearizada, a qual permite avaliar grandes deflexdes
de vigas, é feita de forma bem resumida para um caso de uma viga em balanco em
(TIMOSHENKO; GERE, 1983). Também pode-se encontrar a abordagem de alguns casos
de deflexdes nao lineares em (GONCALVES, 2006), que apresenta, por exemplo, uma

solucao numérica para uma viga em balango com carga concentrada na extremidade livre.

Em (FERTIS, 2006) é apresentado um procedimento para obtengao de solugoes
nao lineares, o qual foi denominado formulacao pseudolinear equivalente. Usando tal
procedimento, o referido autor escreveu varios artigos, que estdo descritos na respectiva
referéncia. Também sao encontrados trabalhos que sugerem propostas para determinar
solugoes nao lineares aproximadas, como em (HE; CHEN, 2006). Com a proposta de

aproximacao apresentada por He Xiao-ting e Chen Shan-lin, pode-se encontrar solucoes
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aproximadas para alguns casos de deflexdo de vigas quando a mesma é considerada

puramente elastica.

(ALVES, 2012) comenta a solugdo da equagao diferencial exata da deflexao
destacando o fato de que sao solugoes trabalhosas, pois o seu desenvolvimento recai em
integrais elipticas. Segundo ele, as primeiras investigagoes da linha elastica exata foram
feitas por Jacob Bernoulli (1654 — 1705), Leonhard Euler (1707 — 1783) e Joseph Louis
Lagrange (1736 — 1813).

(LI; LEE, 2015) afirma que uma analise precisa de deflexoes nao lineares ou
grandes deflexdes ¢ muito complicada e requer a aplicagdo do conceito de integrais elipticas,
além de outros conceitos, devido a nao linearidade geométrica. Além disso, a analise de
grande deflexao de uma viga é geralmente restrita a vigas de Euler-Bernoulli, as quais nio

contemplam a deformacao por cisalhamento.

As deformagbes nao lineares geralmente ocorrem sob tensoes acima da tensao
de escoamento. Existem fendmenos nao lineares que podem ocorrer sob tensoes abaixo dos
niveis de escoamento. Um exemplo disso é o fenomeno de flambagem. As deformagdes plas-
ticas sao exemplos de deformagoes que ocorrem sob tensoes acima dos niveis de escoamento.
Os materiais sujeitos a sofrer grande plasticidade sao denominados materiais ducteis. Estes
materiais, quando submetidos a altas tensoes, sofrem deformagoes irreversiveis, isto é,
aquelas que, quando o carregamento é retirado da estrutura, nao volta ao seu estado
inicial. Nestas categorias de materiais, o limite entre as deformacoes lineares e plasticas é
dado pela tensdao méaxima de escoamento. As deformagoes plasticas de materiais, também
conhecidas como grandes deformacoes, sao abordadas em diversos trabalhos na literatura,

0s quais sao mencionados como segue.

Para trabalhos mais atuais, sao citados (KO; KIM; KIM, 2001), que descrevem
um estudo experimental sobre a capacidade de rotacao plastica de vigas de concreto armado
de alta resisténcia. Foram realizados experimentos com vigas submetidas a varios esforgos
de compressao do concreto, a tracao e a diversos carregamentos. As curvaturas obtidas para
o escoamento dos dados experimentais, sao significativas, pois quando comparadas a teoria,
as diferengas ficaram em torno de 10%. (DEVLOO; RYLO; SANTOS, 2006) discutem
a principal dificuldade na implementacao de modelos de plasticidade em um cédigo de
elemento finito existente. Segundo eles, o problema é a implementacao da matriz tangente
consistente, pois, para ela ser implementada, é preciso que se deduza uma férmula fechada
para a tensao tendo como resultados incrementos da deformagao. (BECK, 2009) desenvolve
um estudo sobre as curvas tensoes x deformagao com taxa constante de deformagao, nos
quais os experimentos sao feitos por meio de ensaios axiais de impacto em corpos de
prova constituidos de Policloreto de Vinila. (JIAO et al., 2011) abordam a capacidade
de energia plastica dissipada por uma viga quando ¢é submetida a carregamentos ciclicos,

tais como efeitos sismicos. Segundo eles, tal fator tem grande influéncia em estruturas
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como edificios em regides possiveis de efeitos sismicos. No estudo, testes de carregamentos
ciclicos sao realizados e analisados, pois a simulacao dos referidos testes assemelha-se a
efeitos stsmicos. (CECILIO, 2011) faz uma revisdo sobre a teoria incremental elastopléstica
relacionando-a a teoria de elementos finitos. (VALENTE; RICARDO; MATOS, 2011)
analisam numericamente o comportamento estrutural no qual é dada énfase a deformacéao
de vigas constituidas de ago e betdo (concreto). Vigas caracterizadas dessa forma sao
chamadas vigas mistas. Os modelos numéricos constituidos contemplam as vigas mistas
simplesmente apoiadas com carregamento distribuidos e concentrados na parte central
do vao. (CARVALHO, 2012) desenvolve uma andlise numérica e experimental sobre o

comportamento elastoplastico de espumas metalicas quando submetidas a compressao.

A flambagem também é um fenémeno que pode provocar grandes deflexoes
em vigas e esta diretamente relacionado com a nao linearidade geométrica das estruturas.
Segundo (FRUCHTENGARTEN, 2005), os primeiros estudos sobre este fendmeno fisico
foram desenvolvidos por Leonhard-Euler (1707 — 1783) por volta de 1759. A flambagem em
vigas com segOes transversais retangulares foram abordados em pesquisas desenvolvidas
por Ludwig Prandtl e Anthony Michell em trabalhos independentes um do outro no ano
de 1889.

A partir dai, inimeros trabalhos visando estudar o fenémeno de flambagem
surgem na literatura. Dentre alguns sao citados: a flambagem lateral de vigas de ago de
paredes finas carregadas horizontalmente apresentado por S.P. Timoshenko em 1905 [(REIS,
1996) e (KALA, 2013)]. (CLARK; HILL, 1960) desenvolvem um resultado geral para a
resisténcia a flambagem eléstica de vigas, com coeficientes dependendo principalmente
dos modos de carregamento e condigoes de apoios. (LEE; KIM; HONG, 2002) estudam a
flambagem lateral em uma viga mista laminada com secao I, no qual apresentam como
resultado um modelo analitico baseado na teoria classica de Euler-Bernoulli, podendo ser
aplicado a flambagem lateral de uma viga mista de secao transversal I submetida a diversos
tipos de carregamentos. (SAPKAS; KOLLAR, 2002) analisam a estabilidade de vigas
mistas ortotropicas, simplesmente apoiadas e em balanco, de paredes finas, se¢do aberta
tipo I, submetidas a momentos extremos concentrados, além de cargas uniformemente
distribuidas. E derivada uma expressao explicita para a carga de flambagem lateral com
torcao de vigas mistas e uma expressao simples que mostra a reducao aproximada da
carga de flambagem devido a deformacao por cisalhamento. (KALA, 2013) analisa a
flambagem lateral com torcao de vigas I laminadas a quente simplesmente apoiadas sob
flexao de eixo principal. O problema de estabilidade a flexdo é estudado considerando
as equagoes de flexao e tor¢cdo do eixo menor em vigas retas perfeitas, como também
apresentando imperfeigoes iniciais. A estabilidade nao linear é considerada como base para
a derivagao das solugoes matematicas. (KUS, 2015) apresenta um procedimento para o
calculo do momento critico de flambagem de uma viga conica com a aplicacao de conceitos

da minimizacao da energia potencial, usando o método de Ritz. Os resultados obtidos



Capitulo 1. Revisdo bibliogrifica 30

permitem obter momentos criticos iniciando a flambagem lateral das vigas I de ago bem
afuniladas e simplesmente apoiadas. (ROSSI et al., 2020) investigam numericamente a
influéncia dos efeitos de desestabilizacao dos carregamentos e a possibilidade da ocorréncia
de distor¢cdo da alma, que caracteriza a flambagem lateral por distor¢cao. O modelo
numérico é calibrado considerando testes experimentais, e as vigas utilizadas no estudo
sao simplesmente apoiadas, com apoios de garfos nas extremidades, sujeitas a efeitos de
carregamento neutros e desestabilizadores. As vigas sao submetidas a flexao uniforme,
carga concentrada no meio do vao e uniformemente distribuidas. Desta busca, percebe-se
que existem muitos trabalhos que abordam a flambagem em vigas com sec¢ao transversal

tipo I, mas com secao transversal retangular nao foram encontrados.

(LI; LEE, 2015) apresentam uma anélise sobre pequenas deflexoes, considerando
o efeito da componente horizontal da forca de reacdo, fato que nao é considerado nas
teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest. Sao analisados os casos de flexdo para
carregamento distribuido, nos quais sao abordadas as flexdes de trés e quatro pontos,

fazendo uma comparagdo com e sem a presenca da forca de reagao horizontal.

(BATISTA, 2015) apresenta uma solu¢ao para a configuracao de equilibrio
de uma viga elastica sujeita a flexao de trés pontos, em que tal solugdo é dada como
funcoes elipticas de Jacobi. Um dos primeiros a tratar o problema para grandes deflexdes
foi J.G. Freeman em 1947, que considerou o momento fletor proporcional a curvatura
para determinar duas equacoes nao lineares para o problema modelo. As solucoes dessas

equagoes apresentadas por ele foram apenas graficas.

Hoje, assim como para o calculo classico, o calculo fracionario apresenta-se
completamente consolidado, contemplando uma gama de aplicacoes em varias areas do
conhecimento. A titulo de exemplo, a classica equacao integral de Abel pode ser considerada
a primeira aplicagao do calculo fracionario, pois tal equacao pode ser colocada como
derivada de ordem fracionaria. A partir dai, encontram-se aplicacoes em viscoelasticidade,
teoria de capacitores, sistemas mecanicos, condutancia elétrica de sistemas bioldgicos,
relaxacao, difusdo anémala e sedimentagao de eritrécitos, dentre outros (PODLUBNY,,
1999), (BALEANU; MACHADO; LUO, 2011), (MATHAI; HAUBOLD, 2017) e (VAZ;
OLIVEIRA, 2022).

Aqui sao destacados varios trabalhos desenvolvidos sobre a teoria do calculo
fracionario, nos ultimos anos, que nao s6 contribuiram para o desenvolvimento da pesquisa
cientifica, mas também discutem a importancia do calculo fracionario no estudo de diversos
problemas, nas mais diversas areas. Inicia-se apresentando o estudo da relaxacao de tensao
mecanica, feito por (NONNENMACHER; GLOCKLE, 1991), que generaliza o modelo
de Zener, relacionando a tensao o a deformacao ¢, aplicando o cédlculo fracionario. (CA-
MARGO, 2009) apresenta um embasamento teérico sobre o célculo fracionédrio, mostrando

novos resultados sobre a funcao de Mittag-Leffler. Em seguida, apresenta aplicagoes do
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mesmo na solugao de equagoes diferenciais, nas quais sao introduzidas e resolvidas as
versoes fracionarias do problema do telégrafo, do sistema de Lotka-Volterra e da equacao
de Langevin. (MAINARDI, 2010) desenvolveu trabalhos nas dreas de calculo fracionario e
ondas em meios viscoelasticos lineares, dos quais podem-se destacar suas contribuigoes
pioneiras nas aplicagdes das fungdes especiais dos tipos Mittag-Leffler e Wright. (HERR-
MANN, 2014) apresenta uma abordagem do calculo fracionario direcionado para fisicos.
(CONTHARTEZE, 2014) apresenta os operadores diferenciais e integrais fracionarios.
Como aplicagao, é discutida uma equagao diferencial fracionaria associada ao processo
de desaceleracao de néutrons utilizando as transformadas integrais de Laplace e Fourier.
Apresenta também uma versao fracionaria do teorema fundamental do célculo e nela sao
discutidas novas representacoes para a funcao de Mittag-Leffler como integrais improprias
e fungoes trigonométricas. (OLIVEIRA, 2018) faz um levantamento histérico desde a
origem do calculo fraciondrio até os dias atuais destacando as pesquisas desenvolvidas e
seus respectivos pesquisadores. Apresenta também defini¢des e propriedades importantes
do célculo fraciondrio e algumas aplicagdes na fisica. (SOUSA, 2018) introduz uma nova
derivada fracionaria, denominada W-Hilfer. Apresenta algumas aplicacoes das derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo. Também propoe um modelo matematico
fracionario que descreve a concentracao de nutrientes no sangue, fator que influencia a taxa
de sedimentacao de eritrocitos. Por meio da transformada de Laplace, obtém uma solucao
para a equacao de difusdao tempo-fracionaria em termos das fung¢oes de Mittag-Leftler e
Wright.

Dentre as principais defini¢oes de integrais, destacam-se: as integrais fracionarias
de Liouville, Weyl e Riemann-Liouville. Dentre as defini¢bes de derivadas, destacam-se:
as derivadas de Riemann—Liouville, Caputo, Liouville, Weyl, Riesz, Griinwald—Letnikov,
Marchaud e Hifler, [ CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) e (SAAD; BALEANU; ATANGANA,
2018)]. Uma particularidade na defini¢do da derivada fracionaria de Caputo, é que a
derivada da constante é nula, fato este que nao ocorre na definicao da maioria das
derivadas fracionarias. Este fato torna a derivada fracionaria de Caputo aplicdvel em
uma vasta quantidade de problemas. Outras derivadas fracionarias usadas em larga escala
hoje sao a de Riemann—Liouville e a de Griinwald—Letnikov. A tltima é muito utilizada
para trabalhar com solu¢does numéricas de problemas [(PINTO; MACHADO, 2014) e
(CAMARGO; OLIVEIRA, 2015)].

Entre outros trabalhos desenvolvidos em areas como a Fisica, pode-se citar
os de (HILFER, 2000), que faz uma abordagem do cdlculo fraciondrio em pesquisas
na Fisica. (BONI, 2017), apresenta uma discussao da solugao de problemas classicos
normalmente descritos pelo cdlculo de ordem inteira como o problema da tautdcrona, o
sistema de Lotka-Volterra, o decaimento radioativo, usando o cédlculo fracionario. Além
de um tratamento das equagoes horarias do movimento usando as derivadas de Riemann-

Liouville e Caputo. (TEODORO; OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2017), discutem diversas formas
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de definir as derivadas fraciondrias e, por fim, apresentam uma aplicacdo em um problema
fisico (circuito RL). (VAZ; OLIVEIRA, 2022) apresentam o modelo de oscilador fracionério
onde os termos de forca inercial e restauradora sdo mantidas na forma cléassica, enquanto
o termo de amortecimento envolve uma derivada fracionaria do tipo Caputo, denominado

oscilador Kelvin-Voigt fracionario.

Na engenharia, além do trabalho de (NONNENMACHER; GLOCKLE, 1991)
ja supracitado, destacam-se os trabalhos de (MACHADO, 2008), que discute a aplicacao
do calculo fracionario na engenharia de sistemas. Dentro desta area, destacam-se aplicagoes
na roboética, na andlise de sistemas mecénicos entre outras. (MACHADO et al., 2011)
investigam o uso do calculo fracionario no ajuste de controladores, robés com pernas,
sistemas elétricos e sintese de circuitos digitais. (JACYNTHO, 2015) propoe novos métodos
de identificacdo de sistemas lineares invariantes no tempo, descritos por funcoes de
transferéncia e (JIMENEZ; DUARTE; GARCIA, 2021) propéem um modelo fracionario

para a curva catenaria, usando a derivada de Caputo-Fabrizio.

Em biomatemética encontram-se os trabalhos de (SAEEDIAN et al., 2017), que
estudam o modelo SIR (método analitico usado para avaliagao da disseminagao de doengas),
usando como ferramenta, a derivada de Caputo e (BARROS et al., 2021), que atestam,
por meio de um método estatistico, como o fenémeno da histerese, que descreve um tipo
de efeito de memoria presente em sistemas bioldgicos, pode ser abordado pelo calculo
fracionédrio. Além disso, apresenta como aplicacao do método, o modelo SIR (amplamente
utilizado em estudos envolvendo epidemiologia) para avaliar dissemina¢ao do COVID-19

em alguns paises.

Na economia varios trabalhos usam o calculo de ordem nao inteira para avaliar
o crescimento econémico, por exemplo. Dentre eles, destacam-se: (TEJADO; VALERIO;
VALERIO, 2014), que visam, modelar o crescimento das economias nacionais, ou seja, seus
produtos internos brutos (PIBs), por meio de uma abordagem de ordem fracionaria. (LUO;
WANG; FECKAN, 2018), aplicam o célculo fracionario, mais precisamente, as derivadas
de Griinwald-Letnnikov e Caputo para analisar uma classe de modelagem de crescimento
economico da economia espanhola e (TARASOV, 2019), que apresenta uma breve revisao
do historia das aplicagoes do célculo fracionario na economia matematica moderna e na

teoria econdmica.

Usando o cdlculo fracionario como metodologia, [(GOMES, 2014), (ALMEIDA;
BASTOS; MONTEIRO, 2016), (ALMEIDA, 2017), (OLIVEIRA, 2018) e (SUN et al.,
2018)] mostram ser uma boa ferramenta para a modelagem e avaliagdo de problemas,
pois em muitos casos, apresentam descricao bem mais proximas da realidade, quando

comparados a modelos classicos.

Do exposto percebe-se que, atualmente, existe uma consideravel quantidade de

pesquisas sendo desenvolvidas usando como ferramenta o calculo fracionario. Estas visam,
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através de sua aplicacdo, procurar, quando possivel, aperfeicoar modelos ja descritos pelo
calculo de ordem inteira, como também apresentar outros novos que possam contribuir na

descrigao de fendmenos naturais.

Um fato importante que deve ser destacado sobre a teoria do calculo fracionario
é o efeito de memoria que estd presente nas equacoes diferenciais fracionarias autonomas,
mas que nao é caracteristica das equacoes diferenciais classicas. Este efeito tem fundamental
importancia para o desenvolvimento do presente trabalho, pois é usado para generalizar as
equagoes classicas de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest, tornando-as potencialmente
capazes de detectar, identificar e avaliar certos efeitos até mesmo em condi¢oes nao lineares.
Tal efeito utiliza de dados do passado para explicar fatos do presente. (PINTO; MACHADO,
2014), (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015), (TEODORO; OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2017) e
(BARROS et al., 2021) explicam, com detalhes, o efeito de meméria presente na integral

fracionaria e nas derivadas de Liouville e Caputo.

A aplicacao do calculo fracionario em avaliagao de deformacao e tensao de barras
aparece em trabalhos como o de (LAZOPOULOS, 2006), no qual as deformagoes, usando
a teoria de densidade de energia de deformacao nao local unidimensional, sdo introduzidas
com as ferramentas das derivadas fracionarias. Como contribui¢ao do estudo, destaca-se a
obtencao de uma equacao de equilibrio de uma barra sob tracao axial, classificada como
equagao integral de Fredholm do primeiro tipo. Nao é apresentada solugao analitica ou

numérica para a equagao obtida.

Ja no trabalho de (SUMELKA; BLASZCZYK; LIEBOLD, 2015), a teoria
classica de Euler e Bernoulli é reformulada utilizando como nova abordagem o calculo
fracionario. Tal estudo é feito em micro-vigas constituidas do polimero SU-8, ou seja, € um
estudo aplicado a projetos sistemas micro e nano-eletromecanicos. Da analise obtém-se
uma equacao diferencial fracionaria para o modelo, mas nao é apresentada uma solugao
analitica. Sao analisadas apenas solu¢oes numéricas. Nas conclusoes, é destacado que as
solugoes numéricas analisadas apresentam boa aproximacao de resultados experimentais,

tanto quantitativamente como qualitativamente.

Mais tarde, um estudo de deflexdes de vigas, usando a abordagem fracionéria,
também ¢é desenvolvido na area de materiais isotrépicos, considerando a flexao linear e
nao linear. (LAZOPOULOS; LAZOPOULOS, 2016) apresentam um modelo matemético
fracionario para a deflexdo, mas essa formulacao é desenvolvida apds ser construida uma
teoria fracionaria com defini¢coes de reta tangente fracionaria, a qual se chama tangente

virtual, comprimento de arcos e raio de curvatura fracionaria.

(BLASZCZYK, 2016) apresenta uma nova formulagao da equagao de Euler-
Bernoulli utilizando calculo variacional fracionario. O operador variacional fracionério é
aplicado na expressao do funcional da energia potencial total. Ele apresenta duas solugdes:

uma analitica com dois pardmetros (o fracionario o e um parametro de escala para o



Capitulo 1. Revisdo bibliogrifica 34

comprimento), e uma solu¢do numérica. Nao sao evidenciadas, no trabalho, as contribuicoes
do estudo para a deflexao de vigas, pois na analise de exemplos com carga concentrada e
assimétrica, respectivamente, destaca apenas que, ao aumentar o desvio do parametro «
em relagao a ordem inteira, considerando o parametro de escala para o comprimento fixo,
as curvas de flexdes também se distanciam da curva-deflexdo inteira. Apenas destaca o
fato de ser a primeira vez que a abordagem variacional fracionéria foi usada para obter

um modelo para a equacao de Euler-Bernoulli.

(SIDHARDH; PATNAIK; SEMPERLOTTI, 2020), apresentam um modelo
geometricamente nao linear para vigas Euler-Bernoulli nao locais de ordem fracionéria.
Uma solugdo numérica foi obtida por um método numérico tendo como base o método de
elementos finitos. Nao hé evidéncia de contribuicao do trabalho no estudo de efeitos fisicos
que possam influenciar na deflexao de vigas, pois, segundo os autores, a teoria introduzida
tem aplicacao na captura de efeitos de escala, nao localidade e heterogeneidade em soélidos
que apresentam complexidades, mas ndo mostram a contribuigao dos resultados em tais

aplicagoes citadas.

O presente trabalho contribui originalmente ao partir dos modelos classicos das
teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest para pequenas deflexdes e propor, a
partir deles, modelos fracionarios generalizados usando a derivada fracionaria de Caputo.
Sao apresentadas a utilizagdo dos modelos analiticos obtidos para detectar, identificar e
avaliar alguns fendmenos presentes na estrutura que influenciam na deflexao das vigas
quando submetidas a carregamentos uniformes. Assim, da comparacao deste trabalho
com os trabalhos de [(BLASZCZYK, 2016) e (SIDHARDH; PATNAIK; SEMPERLOTTI,
2020)], pode-se constatar que as propostas empregadas sao bem diferentes entre si tanto

na metodologia como também em contribui¢oes para o estudo de estruturas.
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Capitulo 2

Alguns conceitos basicos sobre

resisténcia dos materiais

Neste capitulo, sao apresentados conceitos fundamentais de resisténcia dos
materiais que servem de alicerce para o desenvolvimento do trabalho. Subsequentemente,
disserta-se sobre as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko-Ehrenfest, ponto inicial

definido para a proposta dos modelos fracionarios generalizados.

2.1 Vigas

Vigas sao elementos estruturais de comprimento bem maior que as dimensoes
de suas se¢oes transversais, projetados para suportar cargas aplicadas perpendicularmente
a seus eixos longitudinais (ALVES, 2018).

Devido a presenca dos carregamentos, as vigas desenvolvem grandezas caracte-
rizadas como forgas normais e de cisalhamento, momentos fletores, torcores, geralmente,
variando, ponto a ponto, ao longo de seu eixo. O momento fletor tem agdao nos planos
principais da secao transversal, assim como a forca de cisalhamento. J4 o momento torgor

tem agdo relacionada ao eixo do centro de tor¢ao da viga (ALVES, 2018).

De acordo com (ASSAN, 2010), os carregamentos ou cargas podem ser de
dois tipos: concentradas ou distribuidas. A carga concentrada é aquela que atua em uma
superficie bem pequena, quando comparada com a dimensdo total da estrutura. Um
exemplo disto é a carga transmitida por um pilar sobre uma viga. Ja a carga distribuida é
aquela que age ao longo de uma linha, ou sobre uma superficie, ou sobre o volume de um
corpo, no caso de forgas de campo, como o campo gravitacional. Um exemplo disso seria
a carga transmitida por uma parede sobre uma laje. As cargas distribuidas podem ser
uniformes ou nao. De maneira geral, elas sdo uniformes, isto é, tém a mesma intensidade
em todos os pontos da viga. O peso préprio da viga é um exemplo de carga distribuida em

volume.
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Quando os elementos de vigas nao possuem vinculos quaisquer e sao submetidos
a carregamentos, eles se movimentam como um corpo rigido, isto é, sofrem deslocamentos,
mas sem qualquer deformacgao da estrutura. Estes movimentos podem ser de translacao
e rotacao (ALVES, 2018). Para se determinar a deformacao ocorrida em uma estrutura
quando ela é submetida a um determinado carregamento, estes movimentos devem ser

eliminados. E para isso que sao utilizadas as condi¢oes de contornos ou vinculos.

Os vinculos podem ser classificados em apoios e engastes. As vigas apoiadas
sao aquelas que sao vinculadas com apoios simples ou articulagao em suas extremidades.
Ja as vigas em balanco apresentam um engaste em uma de suas extremidades e a outra

extremidade livre.

2.1.1 Equilibrio em estruturas

Para a analise do equilibrio de estruturas, assim como as vigas, ¢ usada a
teoria descrita pelas leis de Newton, na qual é aplicada a segunda lei para se determinar
as condigoes de equilibrio do corpo em estudo; e a terceira para garantir essa condi¢ao
de equilibrio para qualquer agao e reacao. Os principios descritos pelas leis de Newton
podem ser aplicados a todo tipo de estrutura submetidas a carregamentos e mantenham o

equilibrio, isto é, sempre sera valido para forcas verticais, horizontais e inclinadas.

Portanto, para que uma estrutura (viga no caso estudado), se mantenha em
equilibrio estatico, a resultante dos carregamentos verticais, horizontais e momentos devem

ser nulas. Matematicamente, isso significa que
MF, =0, (2.1)
M F, =0, (2.2)
YIM. =0, (2.3)

em que x, y e z correspondem aos eixos coordenados cartesianos, sendo x o eixo longitudinal

da viga, conforme Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Eixos coordenados cartesianos.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

A justificativa para (2.1) e (2.2) é dada como segue. Tem-se que
F = —(P) = —(m), (2.4)

onde P representa a quantidade de movimento, m a massa e v, a velocidade. Sendo m

constante, entao

F=m—=md=0, (2.5)

pois para o caso estatico @ = 0. De forma andloga, mostra-se que o soma dos momentos

em (2.3) também é nulo.

Mais adiante, é mostrado que as equagoes anteriores sao fundamentais para o

desenvolvimento do modelo que descreve a flexao de vigas.

2.1.2 Tipos de apoios

Os apoios ou vinculos sdo elementos que restringem os movimentos de translagao

e de rotacao das estruturas e podem ser classificados em: apoios fixos, méveis e engastes
(COSTA, 2010).

Os apoios articulados fixos, conforme Figura 2.2, impedem os movimentos de
translagao nas direcoes normal e paralela ao plano de apoio, mas permitem rotacao nos

trés eixos coordenados.
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e

Figura 2.2 — Apoio articulado fixo.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Os apoios articulados méveis, conforme Figura 2.3, impedem os movimentos
nas duas diregoes normais ao plano de apoio, mas nao impedem movimentos paralelos ao

plano de apoio e nem rotacao.

Yoy NNaNN

Figura 2.3 — Apoio articulado moével.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Os engastamentos, conforme Figura 2.4, impedem movimentos normais e

paralelos ao plano de apoio, como também rotagoes.
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N

Figura 2.4 — Engastamento.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

2.1.3 Tipos de estruturas.

As estruturas podem ser classificadas, segundo os vinculos que possuem, ou em
fungao do niimero das reagdes de apoio. Segundo (COSTA, 2010), podem ser classificadas
como hipostéticas, isostiticas e hiperestaticas. E importante ressaltar que cada reacao
de apoio remete a uma incognita a ser determinada e, para determina-las, sdo usadas as
equagoes (2.1), (2.2) e (2.3).

As estruturas hipostaticas sao aquelas cujo niimero de reagoes de apoio sao
menores que a quantidade de equacgoes fornecida pelas condigoes de equilibrio da estatica.
A Figura 2.5 ilustra a situacao, onde H4, ¢, L, R4 e Rp representam, respectivamente a
forca horizontal paralela ao plano de apoio, o carregamento, o comprimento da viga e as

reacgoes de apoios.

H,

Figura 2.5 — Estrutura hipostatica.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.
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Nota-se que, nesta estrutura, as incognitas sao, R4 e Rp, restricoes para os

movimentos verticais, mas nao tém restricoes em relacdo aos movimentos horizontais.

Ja nas estruturas isostaticas, tem-se o niimero de reagoes de apoio igual ao
numero de equacoes apresentadas pelas condi¢oes de equilibrio da estatica. E um sistema
determinado, portanto. Esta situacao é representada pela Figura 2.6, onde as incognitas

tém mesma nomenclaturas do caso anterior.

Hy

R4 | Ry

Figura 2.6 — Estrutura isostatica.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Neste caso, tem-se trés incognitas a serem determinadas que sao Hy, R4 e Rp.
Estas reagoes impedem movimentos verticais e horizontais em A e apenas os movimentos

verticais em B.

Por fim, sdo apresentadas as estruturas hiperestaticas, as quais apresentam
reacoes de apoio superior ao nimero de equagoes que regem as condicoes de equilibrio na

estatica. A situagao é representada conforme Figura 2.7.
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Figura 2.7 — Estrutura hiperestatica.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Na Figura 2.7, sao observadas quatro incognitas a serem determinadas, a saber,
My, Hy, Ry e R, em que My, representa o momento fletor, e as demais forgas tém
mesma nomenclaturas do caso anterior. Devido a este nimero de incognitas ser maior que
a quantidade de equagoes fornecidas pelas condigoes de equilibrio da estatica, elas nao
sao suficientes para determinar estas incégnitas. Portanto, é necessario conhecer outras

hipoteses do problema para ser possivel determina-las.

2.1.4 Deformacao normal

E o alongamento ou contragao de um determinado segmento de reta por unidade
de comprimento. Em outras palavras, é a relacao entre o alongamento AL e o comprimento

inicial L do segmento. Assim, tem-se que
€= — (2.6)

na qual e representa a deformacao, sendo uma grandeza adimensional, AL a variacao de
comprimento e L o comprimento inicial. A Equagao (2.6) é adequada para estudos de

estruturas em regime linear elastico.

Nos projetos de estruturas em regime linear eldstico, essas deformacoes sao
bem pequenas. Por isso, consideradas quase infinitesimais em comparagdo com a unidade,

isto é, e << 1.

2.2 Tensoes

Aqui sao destacados os tipos de tensdes que surgem em uma estrutura quando

submetida a carregamentos. A sua classificagdo depende da forma que atuam na estrutura,
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que pode ser na direcdo normal ou adjacente a se¢ao transversal. Portanto, sdo denominadas

tensoes normal e de cisalhamento, respectivamente.

2.2.1 Tensoes normais

As tensoes normais médias em barras submetidas a forgas de tragao sao fun-
damentalmente definidas como sendo a razao entre a forga (F') e a respectiva area (A) a
qual a forca é aplicada, isto é

a

oN = Z (27)

Convém destacar que essa é uma maneira bem trivial de definir a tensao normal.
Essa forma de definir é conveniente para aplicar na dedugao da equacao que descreve

as tensoes normais de tracdo e compressao em uma viga, conforme o desenvolvimento a
seguir, a qual tem como referéncia o livro texto de (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

Neste trabalho, sao tratadas as tensdes normais que surgem em uma viga
constituida de material elastico, submetidas a carregamentos nos limites do regime linear.
Neste caso, o diagrama tensao deformagao é linear e obedece a lei de Hooke (1876). Logo,

tem-se

on = Fe, (2.8)
em que E é o médulo de elasticidade ou médulo de Young.

Portanto, as tensoes normais podem ser dadas por
on = Fe,, (2.9)

em que €, é a deformacao longitudinal de uma determinada fibra AB, distante y do eixo

neutro NN’ conforme ilustra a Figura 2.8.
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Figura 2.8 — Faixa infinitesimal retangular apos a deformacao.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

E destacado, na Figura 2.8, que OC = OD = p, AC = BD =y, NN’ o eixo
neutro e M o momento fletor. Foi tomada uma ilustracao ampliada, visando ao melhor
entendimento da ideia por tras da situacao real. Na verdade, o eixo neutro NN’ nao sofre

deformacao apds o carregamento da viga.

Da Figura 2.8, tem-se que o comprimento do arco AB é

Sag = (p +y)db = pdb (1 + i) . (2.10)

Ainda da Figura 2.8, obtém-se dx = pdf. Entao, substituindo na equagao (2.10), tem-se
_ _ vy _ Y

Sap = (p+y)dd = dx (1 + > = dx + =dx. (2.11)
P P

Como o comprimento original da fibra é dx, entdo seu alongamento é yd:v.
p

Usando a equagao (2.6), pode-se escrever

ydx
p Y
g = —— ==, 2.12
“= T, (2.12)

Assim, tem-se
— (2.13)
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1
em que k = — é a curvatura.

A Equagao (2.13) mostra que as deformagoes longitudinais €, sao diretamente

proporcionais a curvatura k e a distancia y da superficie plana.

E importante destacar que para um momento fletor positivo:

e quando a fibra é considerada abaixo do eixo neutro, tem-se que a distancia y da

fibra ao eixo neutro e a deformacao €, sao positivos (tragao);

e quando a fibra é considerada acima do eixo neutro, tem-se que distancia y da fibra

ao eixo neutro e a deformagao €, sdo negativos (compressao);

e a Equagao (2.13) foi deduzida apenas por consideragoes geométricas, independente
das propriedades dos materiais. Portanto, é valida para qualquer diagrama tensao-

deformacao do material da viga.

Dal, substituindo (2.13) em (2.9), obtém-se

on = Eky, (2.14)

o = Eke, (2.15)
em que e 0 ¢ a tensdao e F ¢ elasticidade de Young.

Considerando a hipdtese de que as secoes planas permanecem planas apés a
deformagao, tem-se que as tensoes variam linearmente com a distancia y do eixo neutro,

como representado na Figura 2.9.

U |

_— |

: _/ eixo neutro
Y

>

'

Figura 2.9 — Representacoes das tensoes a uma certa distancia y do eixo neutro.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.
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Analisando a Figura 2.9, percebe-se haver tensoes de tracdo abaixo do eixo
neutro e de compressao acima do eixo neutro. A resultante dessas tensoes deve ser igual

ao momento fletor M que age na secao transversal.

Agora, é considerado uma &rea elementar dA na secao transversal e distante y
do eixo neutro. Dai, usando a Equagao (2.7), tem-se que a forga elementar que age sobre a

referida area é
F =o0,dA. (2.16)

De modo geral, pode-se escrever que

N = f 0. dA. (2.17)

Como nao ha forca normal atuando na secao, entao N = 0. Logo, pode-se

escrever

N = Jadi = fk:EydA =0. (2.18)

Como a curvatura k e o mdédulo da elasticidade E sdo constantes e diferentes

de zero, entao, para vigas submetidas a flexdao pura, tem-se

N = JydA = 0. (2.19)

Logo, é possivel concluir que o eixo x passa pelo centroide da se¢ao transversal.
Tal propriedade pode ser usada para achar a localizacao do eixo da viga com secao
transversal qualquer, desde que y seja eixo de simetria (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

A Equagao (2.19) estabelece que o primeiro momento de drea da segao trans-
versal em relacao ao eixo neutro z é nulo. Considerando y como eixo de simetria, entao
também passa pelo centroide da secao transversal. Portanto, y e z tém origem no centroide

da secao transversal.

A Figura 2.10 representa a situagdo em que os eixos y e z passam pelo centroide
da secao transversal. No caso, os eixos y e z sao chamados eixos principais da secao

transversal.

O momento de forca elementar em relagao ao eixo neutro é dado por

M, = o,ydA. (2.20)

Logo, a soma de todos os momentos elementares sobre a area da se¢ao transversal

deve ser igual ao momento fletor M. Assim, pode-se escrever

M = JawydA = fEky2dA = Fk fy2dA. (2.21)
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Figura 2.10 — Eixos principais da se¢ao transversal.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Na Equacao (2.21) tem-se que

I= JyZdA (2.22)
é o momento de inércia de area da secao transversal em relacdo ao eixo z (eixo neutro).
Portanto,
M =EkEI. (2.23)
Entao, pode-se escrever
M
- =—. 2.24
>l (2.24)

Isso diz que a curvatura do eixo longitudinal da viga é diretamente proporcional

ao momento fletor e inversamente proporcional ao méodulo de rigidez a flexdo ET da viga.

Tomando as Equacoes (2.14) e (2.24), pode-se escrever

(2.25)
a qual é a equagao que fornece as tensoes normais da viga.

Na Equagao (2.25), M é positivo quando produz compressiao na parte de cima
e y € positivo quando sentido para baixo. As tensdes maximas de tracdo e compressao
ocorrem nos pontos mais afastados do eixo neutro. Tomando a; e as como sendo os
afastamentos das fibras externas de tragdo e compressao, respectivamente, como destacado

na Figura 2.10, tem-se a; = y e ay = —y. Supondo que M seja positivo, entao de (2.25),
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pode-se escrever

Mal M MCLQ M
(Um)maz = Ji = 71 € (Um>mzn = - i = _72, (226)
I < e o ) -
em que z; = — e 2o = — sao0 modulos de resisténcia a flexdo de area da secao transversal.
aa az

Caso a se¢ao transversal seja simétrica em relagao ao eixo neutro z, tem-se a; = ay = a e
as tensoes maximas de tragdo e compressao serao iguais em valor absoluto. Entao, pode-se

escrever
Ma M

’(Uﬂc)max’ - |(Ux)mm’ = I = 77 (227)

em que z = — é o mbédulo de resisténcia a flexdo da area da segdo transversal.
a

Para o problema de viga estudado, a area da secao transversal é retangular
2

com base b e altura h. Neste caso, obtém-se z = 5 Portanto, tem-se
6M
z)mazx| = z)min| = 779 2.28
(@ )mael = 12 hmin] = 75 (228)

Na Secao, 2.5 sera deduzido o momento fletor para a viga simplesmente apoiada
com carga distribuida e, dai, surge as equagoes explicitas para as tensdes maximas e

minimas principais para o problema abordado na pesquisa.

2.2.2 Tensoes de cisalhamento

Quando uma viga é submetida a um carregamento transversal, sofre flexao,
surgindo um momento fletor M e uma forga cortante V' nas segdes transversais. Na
Subsecao 2.2.1, foi determinada a distribuicao de tensoes normais decorrentes do momento
fletor. Agora sera determinada a distribuicao das tensoes de cisalhamento, cuja deducao
baseia-se no livro texto de (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

Para desenvolver este conceito, é considerada uma viga de se¢ao transversal

retangular, de base b e altura h, como representada na Figura 2.11.

Para o desenvolvimento que interessa, sao assumidas as hipdteses de (TI-
MOSHENKO; GERE, 1983), como segue:

(1) as tensoes de cisalhamento 7 sejam paralelas a forga cortante, isto é, paralela

aos lados verticais da secao transversal;

(2) a distribuigao de tensoes de cisalhamento sejam uniforme ao longo da

largura da viga.

Com as hipéteses (1) e (2), é possivel determinar completamente a distribuigao
de tensoes de cisalhamento que atuam na secado transversal da viga. Para isso, foi consi-
derado o corte de um elemento pq através de duas se¢oes transversais adjacentes e dois

planos paralelos ao plano neutro, como destacado na Figura 2.11.
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h

Figura 2.11 — Viga com destaque de um elemento diferencial.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Pela hipdtese (1), haverd distribui¢ao uniforme de tensées de cisalhamento
verticais 7 na face vertical do elemento. As tensdes de cisalhamento em um dos lados
do elemento, sao acompanhadas por tensoes iguais na face perpendicular. Assim, havera
tensoes de cisalhamento horizontais entre as fibras horizontais da viga, bem como tensoes
de cisalhamento transversais nas se¢oes transversais. Em qualquer ponto da viga, estas
tensoes transversais tém o mesmo valor. Logo, admitindo-se que o elemento pq esteja no
topo ou na base, fica claro que estas tensoes sao nulas, pois nao ha tensoes de cisalhamento
na superficie externa da viga. Portanto, as tensoes de cisalhamento verticais 7 também
desaparecerao. Tem-se entao que as tensoes de cisalhamento vertical 7, em qualquer ponto
da secao transversal, ¢ numericamente igual a tensao de cisalhamento horizontal no mesmo

ponto. E apresentado agora a Figura 2.12.

1

)

n : (]

.

il

Figura 2.12 — Tensoes de cisalhamento na secao transversal da viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.
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Na Figura 2.12, é admitida a condi¢ao de equilibrio do elemento diferencial
nqgqin, cortado da viga por duas secoes transversais adjacentes pg e p1q; a distancia dz
uma da outra. A face da base desse elemento (qq;) é a superficie inferior da viga e estéd
livre de tensoes. Se a face superior (nn;) é paralela a superficie neutra e afasta-se dela
uma distancia y; arbitraria, entao, em tal face, atua tensao de cisalhamento horizontal
7, a qual existe neste nivel de viga. Sob as faces pq e p1q;, atuam as tensoes normais o,
produzidas pelos momentos fletores M e M + dM, respectivamente. Nestas faces, atuam
também tensoes de cisalhamento verticais, mas nao interferem no equilibrio do elemento

na dire¢ao horizontal (dire¢ao ) e, por isso, ndo estao representadas na Figura 2.12.

Se os momentos fletores atuantes nas segoes pq e pyq; forem iguais, caso de
flexao pura, as tensoes o, nas se¢oes qn e gin; também seriam iguais. Isso coloca o elemento

em equilibrio e anula a tensao de cisalhamento 7.

Devido a este fato, os momentos fletores nas segoes transversais pq e p1q; sao

representados por M e M + dM, respectivamente.

Aqui é destacada a visdo da face esquerda nq vista frontalmente. Tal face pode

ser representada conforme a Figura 2.13.

Figura 2.13 — Visao frontal da face ngq.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

A forga horizontal, que atua na area elementar dA da Figura 2.13, é dada por

F = 0,dA. (2.29)
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Substituindo a Equagdo (2.25) na Equagao (2.29), obtém-se

M
F = o,dA = TydA. (2.30)

A soma de todas as forcas distribuidas sobre a face ng sera
5 M
N Foy = J 2V qa. (2.31)
Y1 I

Da mesma forma, a soma de todas as forgas distribuidas, que atuam na face

niq, €
h
2

N Fg = WM +dM)y (2.32)
1491 " [

Por outro lado, a for¢a de cisalhamento horizontal, que atua na face superior
nn, do elemento, é

F = tbdx. (2.33)

As forcas dadas pelas Equagoes (2.31), (2.32) e (2.33) devem estar em equilibrio,

pois, é admitida a condicao de equilibrio do elemento diferencial nqqn,. Logo, pode-se

escrever ., .
2 (M +dM > M
Thdz = J Mt dM)y,, J 2. (2.34)
1 I w 1
Rearranjando os termos, obtém-se
dM 1 (3
=—— dA. 2.35
T dr T L Y (2:35)
dM
Por outro lado, tem-se que T V.
x
Portanto,
h
V(2 V@
= — dA = — 2.
=), Y L (2.36)
em que
%
Q- f ydA (2.37)
Y1

representa o primeiro momento de area da segao transversal abaixo do nivel arbitrario
y1 em que se deseja determinar 7. De forma semelhante, quando y; for tomado acima do
eixo neutro, a integral serd o momento estatico de area situado acima do nivel em que se

pretende calcular a tensao de cisalhamento.

Assim, como V', I e b sdo constantes, para estudar a variagdo de 7 com a

distancia y;, deve-se analisar a integral (2.37).
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Para a secao transversal retangular, representada na Figura 2.13, tem-se que

h h
9 9 b ( h?
szzydAzfzybdy=2<4—yf). (2.38)
y1 1
Substituindo (2.38) em (2.36), vem
V. [(h?

Analisando este resultado, percebe-se que a tensao de cisalhamento varia

parabolicamente com ;.

h
Nota-se que, quando y; = i§’ obtém-se 7 = 0. Isso mostra que na superficie
da viga a tensao de cisalhamento é nula. Por outro lado, tem-se que para y; = 0 é atingida

a tensdo de cisalhamento maxima

Vh?
Tmaz = 87]; (240)

a qual ocorre no eixo neutro.

Para o problema estudado, obtém-se

3V
Tmaz = )
2A

em que A é a area da secao transversal da viga.

(2.41)

Na Secao 2.5, é deduzida a equagao da forca cortante para o problema de viga
simplesmente apoiada coma carga distribuida e, dai, surge a expressao explicita para a

tensao de cisalhamento méaxima.

2.3 Equacao diferencial da linha elastica

Considera-se uma viga de aco, prismatica de comprimento L e simplesmente
apoiada, isto é, com um apoio fixo em sua extremidade direita, o qual ndo permite
movimentos verticais e nem horizontais neste ponto, apenas rotacao e um apoio mével na
extremidade esquerda, o qual ndo permite deslocamentos verticais, neste ponto, mas permite
movimentos horizontais e rotagao. Admite-se também que a area da secao transversal
da mesma seja retangular. Seja g a carga distribuida uniformemente sobre sua superficie,

conforme ilustra a Figura 2.14.

Agora é admitida a representagao da viga, considerando que a mesma tenha
sofrido um alongamento de seu eixo longitudinal x devido a presenca da carga e destaca-se,
neste alongamento, uma faixa infinitesimal de comprimento dx, como representado na

Figura 2.15.
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Iy Rg

Figura 2.14 — Viga simplesmente apoiada com carga distribuida.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

I Ry Rg

Figura 2.15 — Representacao do alongamento do eixo longitudinal.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

O momento fletor M é positivo, pois é admitido que o mesmo esta alongando
a parte inferior da viga e comprimindo a parte superior, conforme convenc¢ao de sinais.
O angulo # representa a inclinagao do eixo longitudinal, que foi considerado positivo,
quando o mesmo gira no sentido horério; e negativo, quando gira no sentido anti-horario e

v representa o deslocamento transversal de pontos localizados sobre o eixo longitudinal.

Na Figura 2.16, destaca-se uma faixa infinitesimal retangular de largura dx
antes da deformacao, e considera-se ds um segmento a uma distancia y abaixo do segmento
dx. Sendo que dx represente o comprimento das fibras longitudinais que nao sofrem
variacdo apos a deformacao, isto é, a superficie neutra. Assim, apés a deformacao ds, sera

tracionado para ds’ e dr permanecerd constante, conforme a Figura 2.8.

Como ds’" > ds = dx, entdao ds' > dz. Assim, prologando os segmentos, a
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i

Y ds

Figura 2.16 — Faixa infinitesimal retangular.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

partir das extremidades C' e D do segmento dx da Figura 2.8, eles se intersectarao em O.

Tomando OC = OD = p, obtém-se um setor circular de raio p e dngulo central df.
Da Equagao (2.6), tem-se que a deformacao é dada por

AL
_aL

€ (2.42)

Para a faixa infinitesimal considerada, tem-se AL = ds’ —ds e ds = dov = L.

Logo
ds' — dx
= —\ 2.43
€ o (2.43)
Mas dx = pdf e ds' = (p + y)df. Dai, tem-se que
df — pdb
_lpHy)dd—pdd _y (2.44)
pdf p
Portanto, )
€
- = - 2.45
p Y ( )

Considerando que o material da viga seja homogéneo e que se comporte nos
limites da regido elastica, a lei de hooke é aplicavel. Da Equacao (2.15) tem-se a lei de
Hooke dada por

o = Fe. (2.46)

Substituindo a Equagao (2.46), na Equagao(2.45), obtém-se
1

= bfy (2.47)
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Para essa deducao, considerou-se o sentido de y para baixo, conforme Figura
2.16. Isso justifica o fato de se obter uma curvatura positiva. Agora, tomando a Equagao

(2.25) e substituindo na Equacao (2.47), obtém-se

1 M
-=—. 2.48
O produto EI, nessa equacao, é denominado rigidez a flexdo que é sempre uma
quantidade positiva. Assim, o sinal de p depende da direcao do momento fletor M que,

neste caso, foi considerado positivo.

ds
Como dx = ds = pdf, temos p = — e, portanto,

do

do M

— = —. 2.4

ds EI (2.49)

Usando a regra da cadeia, pode-se escrever

dg  db dx
_— = ——. 2.50
ds dxds ( )

As variacoes provocadas pela deformacgao em faixa infinitesimal podem ser

aproximadas ao tridngulo retdngulo, como ilustrado na Figura 2.17 (SOUSA, 2013).

dx

L]

dv

Figura 2.17 — Tridngulo retangulo infinitesimal.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Na Figura 2.17, destaca-se # como sendo o angulo de rotacao do eixo longitudinal devido
a deformagao, dx o eixo longitudinal antes da deformacao, dv deslocamento infinitesimal
dos pontos localizado sobre o eixo longitudinal e ds o comprimento da fibra deformada em

arco que em faixa infinitesimal pode ser considerada bem préxima de uma reta.
Assim, como 6 é o angulo pelo qual a fibra se inclina, entao pode-se escrever

dv dx dv
- - = . 2.51
sen 6 7gr 08 0 7 © tg 6 o (2.51)
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Nota-se que a funcao f : [TW, g] — IR tal que f(0) = tg# é invertivel. Logo,

0=tg! (ZZ) : (2.52)

pode—se escrever

Derivando 6 em relacao a z, vem

A (dv v
df  dx \dx dr2

@ — . 2.53
dl’ 1 dU 2 ( )
ez

Por outro lado, usando o teorema de Pitagoras no tridangulo retangulo da Figura
2.17, obtém-se

ds = Vdx? + dv?. (2.54)

Dividindo por dx, tem-se que

d dv\”
£ — 1+ (v> . (2.55)

Logo,
dz 1
dv\?|2
1 _
[ - <d$> ]
Substituindo as Equagoes (2.53) e (2.56), na Equagao (2.50), obtém-se
d*v
df A2 1
T e
dx
Mas da Equagao (2.49), tem-se
o M
(2.58)

ds  EI
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Portanto,
d*v
M o=
= = dz* , (2.59)

(@]

que é a equacao geral da curva elastica. Nota-se que a mesma é uma equacao nao linear de

N W

segunda ordem para o momento fletor M. A Equacdo (2.59) é conhecida como a equagao
exata da curva elastica e descreve tanto as pequenas como as grandes deflexdes. Logo,
sua solucao, sem usar simplificagoes, representa a solucao exata para a curva eldstica. Os
primeiros estudos sobre a forma exata da linha elastica foram desenvolvidos por Jacob
Bernoulli (1655 — 1705), Leonhard Euler (1707 — 1783) e Lagrange (1736 — 1813) (ALVES,
2012).

Para o caso de pequenas deflexdes, a inclinagao Z; é bem pequena e, na faixa
infinitesimal, serd menor ainda. Usando este fato, é possivel simplificar a Equagao (2.59)
para tornar mais simples a solucdo para problemas sobre deflexao.

Considerando a pequena intensidade dessas deformagoes (6 << 1rad), podem ser feitas

aproximagcoes para senf, cos 6 e tgf, de forma que

senfl =0, cosf=1 e tghd=4. (2.60)
Assim, sen ) =~ # =~ tg 6. Portanto, senf =~ dz:l(x)
x
2
Como sen’d + cos? 6 = 1, tem-se dv(z) +1=1= dv(z) ~ 0.
dx dx

Usando este fato na Equacao (2.59), obtém-se

M d*v(z)
Sl 2.61
EI dx? '’ (261)
do qual pode-se escrever
d*v(zx)
M(z)=FEI : 2.62
(1) = B1% (2.62)

A Equagao (2.62) é a forma linearizada da Equagao (2.59) e pode ser classificada
como equagao linear de segunda ordem nao homogénea. A deducao, apesar de ser bésica
e elementar, faz-se interessante consta-la aqui, pois é conveniente para a discussao do
trabalho da tese.
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2.4 Relacoes entre momento fletor, forca cortante e carga

Para deduzir as relagoes entre momento fletor, for¢a cortante e carga, é fixada
uma faixa infinitesimal de viga, obtida através de duas se¢oes transversais, de comprimento

dz, conforme a Figura 2.18.

y
q()
M T L4 l M +dM
€x
V+dv

Figura 2.18 — Elemento infinitesimal da viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Se a forga cortante V e o momento fletor M, que atuam do lado esquerdo
do elemento, forem positivos, terao sentido como mostrado na Figura 2.18. Em geral,
momento fletor e forga cortante variam com a grandeza x, medida ao longo do eixo da viga.
Logo, terao valores ligeiramente diferentes na face direita do elemento. Representando
essa variacao por dV e dM, respectivamente, tem-se na face direita V +dV e M + dM. O

mesmo ocorre para a for¢ca normal N e N + dN.

Admitindo o equilibrio do sistema, o qual é equivalente a estabilidade da
estrutura, a soma das cargas horizontais, verticais e momentos fletores sao nulos. Entao, é

permitido realizar a analise, conforme segue.

Na direcao horizontal, tem-se

Y. F,=0= N(z) = dN - N(z) = 0 = dN = 0. (2.63)

Na direcao vertical,

YF, =0

=V —-(V+dV)—q(z)dr =0

= dV = —q(x)dx (264)
av

com V = V(x).

Assim, quando a carga distribuida ¢ atua, a forca cortante varia ao longo da

viga com taxa de variagdo —q. Logo, se ¢ = 0, a forca cortante é constante.
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Agora, fazendo o somatério dos momentos em relacdo ao eixo que passa pela

face esquerda do elemento da Figura 2.18, denominado de z, tem-se

> M. =0
q(z) _
= M+V.0+ q(ac).dgc.T + (V+dV)de — (M + dM) = 0.

Desprezando os produtos diferenciais, obtém-se

—dM + Vdz = 0. (2.65)

Rearranjando os termos, pode-se escrever

dM (z)

Tomando a Equagao (2.62), considerando que E e I sejam constantes e deri-
vando, obtém-se
dM(z)  d*v(x)

El. 2.67
dx dx ( )

Substituindo a Equagdo (2.66), na Equagao (2.67), pode-se escrever

_ dPu(z)

V(r) = = 2B (2.68)

Derivando a Equacao (2.68), considerando mais uma vez E e I constantes,

obtém-se @) o(2)
dv(z d*v(x
= El 2.69
dx dx* ( )
Por fim, substituindo a Equagao (2.64), na Equagao (2.69), pode-se escrever
d*v(z)
EI T —q(z). (2.70)
Assim, resumindo, tem-se que
d*v(z)
El prra —q(x) (2.71)
em que ¢(z) é a carga distribuida, e v(x) é a deflexdo, ambas na posigao x.
d®v(x)
V(e) = — S EL (2.72)
em que V(x) é a forga cortante e
d*v(z)
M = EI 2.73
0=y (2.73)

em que M(z) é o momento fletor.
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2.5 Equacao de Euler-Bernoulli - EB

A Equagdao (2.71) é conhecida como equagao de Euler-Bernoulli, pois as hipéteses
utilizadas para obté-la corresponde a teoria de Euler-Bernoulli para pequenas deflexoes

em vigas.

As principais hipéteses associadas a teoria de Euler-Bernoulli sdo as seguintes:

e secOes transversais inicialmente planas permanecem planas apos a flexdo. Este fato é

caracterizado pela conservacao da planaridade da secao transversal;

e secOes transversais inicialmente perpendiculares ao eixo baricéntrico, antes da flexao,
permanecem perpendiculares apos a flexao. Isto é caracterizado como a conservacao

da ortogonalidade das segoes.

Além disso, para que uma viga seja classificada como viga de Euler-Bernoulli

deve apresentar outras propriedades como: possuir comprimento L bem maior que as
L
dimensoes da se¢ao transversal, com alta razao de aspecto, L isto é, tem que ser

longa. Sua constituicao deve ser de material homogéneo, isotrépico e elastico linear (MATA,
2016).

2.5.1 Determinando o momento fletor e a forca cortante

Existem varios procedimentos para determinar o momento fletor e a forca
cortante para o problema estudado. Uma maneira tradicional seria usar o diagrama do
corpo livre, mas aqui serd determinado partindo das Equagoes (2.71), (2.72) e (2.73)
que, na verdade, foram deduzidas, usando o diagrama do corpo livre em um elemento

infinitesimal da viga.

Para obter a forca cortante, basta integrar a Equagao (2.71), como segue:

d4

JEIdIde = J—qda@,
d3

E[d—;; = —qx + ¢, (2.74)

V(z) = —qz + ;.

Para o momento fletor, tem-se

d3
JE[UCZ.T = J—q:c +c1,

dx?
d2 2
E[dTL’Z = —q% + iz + ¢, (2.75)
2
x

M(z) = —¢q— + 1z + co.
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Como para o problema tem-se momento fletor nulo, nas extremidades da viga,

L
isto ¢, M(0) = M(L) = 0, entdo, obtém-se ¢; = q? e ¢o = 0. Portanto, tem-se a forca

cortante
L
V(z) = —qz + % (2.76)
e o momento fletor ,
— L
M(z) = gx + %x (2.77)

Representando graficamente o momento fletor M e a forga cortante V', obtém-se

o grafico da Figura 2.19.

10*
4" T T T T T

Momento fletor

Forga cortante

Momento fletor e Forga cortante

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
x(m)

Figura 2.19 — Gréfico do momento fletor e forca cortante.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

2.5.2 Tensbes normais de tracao e compressao e de cisalhamento maximas

Agora é possivel explicitar as tensdes normais de tracdo (méximas) e compressao

(minimas) para o problema de uma viga simplesmente apoiada com carga distribuida.

Para obter as tensoes normais de tragao e compressao, basta substituir a

Equacao (2.77), na Equagao (2.28). Fazendo isso, obtém-se

|(02(2)maz| = [(02(T)min| = 7(_372 + Lx). (2.78)
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Por outro lado, para obter as tensoes de cisalhamento maximas, basta substituir

a Equagao (2.76) na Equagao (2.41). Fazendo isso, obtém-se
3q L
mazx =54\~ — . 2.
Tinaz () 2A($+2> (2.79)

Como para o problema em estudo a viga tem secao transversal retangular,

entao A = bh. Dai, pode-se escrever
3q L
=— | - — . 2.
Tmax(x) Qbh ( T+ 2> ( 80)

2.5.3 Solucao da equacdo diferencial linear da linha elastica - Equacdo de

Euler-Bernoulli

Usando a transformada de Laplace, é apresentada uma solucdo para a equacio
de Euler-Bernoulli associada a uma viga simplesmente apoiada com carga distribuida

uniformemente.

A ferramenta da transformada de Laplace que permite solucionar o problema é o
teorema conhecido como transformadas de derivadas (ZILL; CULLEN, 2001) e (LUSTOSA,
2017).

Substituindo a Equagao (2.77), na Equagao (2.73), pode-se escrever

d?v B —qx® qLx

Elﬁ— 5 + 5 - (2.81)
Logo, aplicando a transformada de Laplace em (2.81), tem-se
&z (Eld%) — (‘q‘%? + W) . (2.82)
dx? 2 2
Disso, obtém-se
2V (s) — s0(0) — /(0) = E1[ (;qjg ; qf;) | (2.83)
Substituindo v(0) = 0 e v'(0) = k, obtém-se
1 /- L1
s*V(s) —k = ol (33 61282) ;
sV (s) = El,[ (;gq + q211512) + k, (2.84)
-1 L k
V<S>:§z(s5 2) T
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Para voltar ao problema na variavel x, é aplicada a transformada de Laplace

inversa. Fazendo isso, tem-se

-1 q a1 L a1 -1
= —_— _ —_ - k .
2] = [z (> il <4)] fkeZ (2)
g [1 ., (/4 L1 _ . [3 /1
S By = ity 2 k- il
=) =57 |0 (55 "33 ST ) s
TEI\ 4 T273)
4 3
O e
_EI<2 + 12)+kx.
Como v(L) = 0 obtém-se k, usando a equagao
4 3
q (- Lx
= — | — + — k. 2.
v(x) E[(24+12>+x (2.86)
Assim, para v(L) = 0, tem-se
qg (—L* L*
— — kL = 0. 2.
EI(24+12 " 0 (2.87)
Rearranjando os termos, obtém-se
_ L’
©24EI
Substituindo em (2.86), tem-se
4 3 3
q (—=x Lz —qL
= — . 2.
o) = 57 < 24 D ) T uEr” (2.88)
Rearranjando os termos, pode-se escrever
4 3 3
q (- Lx L’x
_ 4 — 2.
v(@) E](24 12 24)’ (2.89)

que ¢é a solugao procurada.

Para representar graficamente a solucao linear obtida, é selecionada a viga
com dimensoes (b, h, L) = (0,3m,0,5m,5m). Usando o software Matlab, versao 2018,
foi implementada a solucao analitica obtida e determinada a flecha para as cargas ¢; =
1 x 10'N/m, ¢o = 2 x 10°N/m e g3 = 3 x 10*N/m. A solucdo obtida é apresentada no
grafico da Figura 2.20.
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10*
05~ . : T T

Figura 2.20 — Grafico da solugao linear.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Extraindo do Matlab, versao 2018, as flechas maximas referentes as respectivas
cargas, obtém-se v; = 1,2581 x 107*m, vy = 2,5162 x 107m e vg = 3,7743 x 10~ m.
Analisando os resultados, percebe-se dois fatores que garantem a linearidade do problema:
o primeiro é que existe uma relagao de proporcionalidade direta entre as flechas obtidas e
as respectivas cargas usadas. O segundo é que os valores das flechas sdio bem menores que

a unidade.

2.6 Teoria de Timoshenko-Ehrenfest

A equacgao de Euler-Bernoulli descreve a flexdo da viga considerando apenas a
acao dos momentos. Ela ndo contempla um efeito fisico importante, que é o cisalhamento.
Aqui é apresentada uma equacao diferencial linear, obtida através da teoria de Timoshenko-

Ehrenfest, que contempla tanto os efeitos relacionados a flexdo como ao cisalhamento.

2.6.1 Modelo para deformacao por cisalhamento

Para vigas curtas e com alturas elevadas, a deformacao da linha elastica depende
essencialmente do cisalhamento (ASSAN, 2010). Quando sao considerados tais efeitos, as
se¢oes transversais sofrem distor¢ao, em maior correspondéncia com a realidade. Este efeito
¢é representado pelo angulo 7, o qual consiste na medida da distor¢ao do elemento, devido
ao cisalhamento, denominado deformagao de cisalhamento (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

A representacao ilustrativa de tal situacao é mostrada na Figura 2.21.
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P —
dax
- ; v
- 1 v
~d_ _
- S
T T T
T — “_I\fll
- - | dv

Figura 2.21 — Secao transversal da viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Para pequenas deformagoes, tem-se que
dv

>~ % = ——. 2.90

vEtgy=—— (2.90)

O sinal negativo vem do fato de ter considerado o sentido da flecha v para cima.

Por outro lado, considerando valores de tensoes tangenciais que nao excedem o

limite de proporcionalidade, a lei de Hooke para o cisalhamento fornece

T =G, (2.91)
em que G é o modulo da elasticidade transversal do material dado por
E
= — 2.92
=Ty (2.92)

em que v é o médulo de Poisson.

Substituindo a Equagao (2.90), na Equagao (2.91), obtém-se
dv T
— = 2.93
dx G ( )
A distribuicao das tensoes tangencias 7 percorrendo a altura da segao transversal é variavel.

Para simplificar o problema, é admitido que

do qual 7,,, é o valor médio para as tensoes tangenciais, V' é a forca cortante na segao e
A é a area da segao transversal. Tomando 7 = 7, e substituindo a Equagao (2.94), na

Equacao (2.93), obtém-se

dv V

w__ vV 2.
dz GA (2.95)
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Esta equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea afirma que v nao
varia ao longo da altura da secao, isto é, que apds a deformacéo, as segoes sofrem distorgoes
constantes. Na realidade, é evidente que existe a deformacao por flexdo, logo, a distor¢ao
v é variavel. Assim, a Equagao (2.95) nao representa a situagdo em que hé varia¢ao por
flexao na altura da se¢do. Para contornar isso, sem complicagoes na solugao, o lado direito
da Equagao (2.95) é multiplicado por uma constante ¢, conhecida como coeficiente de
correcao de cisalhamento, visando relaxar a condicao de superficie livre de tragao, no caso,
a altura, devido ser suposto ter a deformagao por cisalhamento uniforme. Tal constante
depende da forma geométrica da secao transversal. Existem intimeros estudos que visam
melhorar o valor de c¢. Dentre eles, pode-se citar (FAGHIDIAN, 2017), o qual apresenta
diversas expressoes para o valor do coeficiente de cisalhamento para diferentes sec¢oes.
(DONG; CARBAS; TACIROGLU, 2013) desenvolvem algumas corregoes do coeficiente de
cisalhamento baseado nos eixos principais de inércia para segoes nao simétricas e (CHAN
et al., 2011) mostraram uma nova abordagem para a determinacao do efeito do coeficiente

de cisalhamento abordando métodos energéticos.

Adicionando ¢ a Equagao (2.95), obtém-se

dv V
@w_ 2.96
dz . ‘GA (2.96)
Para secoes retangulares,
12+ 11v
_ e 2.97
‘T 1001+ (2.97)

A solucao da Equacao (2.96) fornece a parcela da deflexdo transversal da linha

elastica devida a deformagao por cisalhamento.

Considerando as deflexoes por flexdo e cisalhamento tem-se, pelo principio da
superposicao, que

v(z) = vp(x) + v(2), (2.98)

em que vf(x) e v.(z) s@o as deflexdes transversais por flexao e cisalhamento, respectiva-

mente.

Levando estas consideracoes para o problema em estudo, tem-se, pela Equacao

(2.89), que a deflexao por flexao é dada por
4 3 3
q (—=x Lz L x
= — — . 2.99
vr (@) EI<24 T2 24) (2.99)

Por outro lado, a forga cortante é dada pela Equagao (2.76). Entao,

Substituindo a Equagdo (2.76), na Equagao (2.96), obtém-se

dv c qL
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Integrando (2.100) e rearranjando os termos, obtém-se

2
qc x Lz

- _ _Z 4= . 2.101
ve(x) GA( 2+2)+C (2.101)

Usando a condigao de contorno v.(0) = 0, conclui-se que C' = 0. Portanto

2
__ge (v Lr

ve(T) = oA ( 5 T3 ) (2.102)

Finalmente, substituindo as Equagoes (2.99) e (2.102), na Equacao (2.98),

tem-se a deflexao transversal total

4 3 3 2
q (—=x Lz L x qc [x Lz
-4 - - 2.103
v(@) EI<24+12 24>+GA(2 2) (2.103)
. .. L - , .
A deflexao transversal maxima ocorre em z = 7 Da Equagao (2.103), é possivel
obter 12/ 5L
q c
mar — . 2.104
v 3 (48EI " GA) (2.104)

Comparando a flecha maxima obtida na Equacao (2.89) com a flecha maxima
obtida na Equagao (2.103), percebe-se que a tltima solu¢ao tem valor maior. A justificativa
disso é justamente porque a Equagao (2.103) contempla os efeitos da deflexao por flexao e

cisalhamento.

Tomando as flechas dadas pelas Equagoes (2.89) e (2.103) para a viga cujas
dimensoées sao (b,h, L) = (0,3m,0,8m,5m), submetida & carga ¢ = 1 x 10*N/m sdo

obtidas as curvas representadas pelo grafico da Figura 2.22.

% %10

-05 - q

v(m)

25 4

Flecha Euler-Bernoull

35 L | L | | | | L |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

x(m)

Flecha Timoshenko-Ehrenfest

Figura 2.22 — Solucgao para flexdo pura (Euler-Bernoulli) e flexdo pura justaposta com os
efeitos de cisalhamento.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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Analisando o grafico da Figura 2.22, percebe-se que a solu¢do que contempla
os efeitos cisalhantes apresenta-se maior que a solug¢ao Euler-Bernoulli em praticamente

todo o intervalo no qual a viga esta definida.

2.6.2 Equacao de Timoshenko-Ehrenfest - TE

A teoria classica de Euler-Bernoulli avalia a flexao considerando apenas os efeitos
causados pelo momento fletor gerado pelas cargas as quais a viga esta sendo submetida. J&
a teoria de Timoshenko-Ehrenfest é usada para a avaliacao da flexao da viga quando, além
do momento fletor, os efeitos de cisalhamento sdo relevantes. No desenvolvimento desta
teoria, conserva-se a primeira hipdtese da teoria de Euler-Bernoulli, isto é, que as se¢oes
transversais permanecem planas apos a deflexao, mas nao se considera a segunda, ou seja,
o0 eixo baricéntrico ndo permanece mais perpendicular a secao transversal apds a deflexao.
Portanto, na teoria de Timoshenko-Ehrenfest, a secao transversal flete e rotaciona. O

grafico da Figura 2.23 ilustra as hipoteses consideradas.

Figura 2.23 — Rotacao das secoes.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Nota-se que, inicialmente, tem-se um elemento de viga na posi¢ao indeformada
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no qual é destacado o ponto A na fibra inferior; o ponto O no eixo baricéntrico e o ponto

B na fibra superior. A forma deformada do elemento de viga permite escrever

dx

dv
em que 6 é a rotacao por flexdo, v é a rotagao por distorcao e — ¢é a rotacao da se¢ao
transversal. Observe que, quando v = 0, tem-se apenas a deflexdao por flexao, pois a secao
que representa a deflexdo por cisalhamento coincide com a sec¢ao referente a deflexdo por

flexao pura, tornando-se perpendicular ao eixo baricéntrico.

Convém destacar que essa abordagem da teoria de Timoshenko-Ehrenfest é
denominada modelo classico da teoria de vigas que considera a distor¢ao por cisalhamento
como uma rotagao adicional da se¢ao transversal. Entretanto, o préprio Timoshenko e Gere,
na publicagao do livro “Theory of Elastic Stability” em (1961), apresentam uma alternativa
(a qual é um fato negligenciado na literatura atual, por geralmente ser compativel com
a teoria cldssica) a formulagao cldssica para considerar a deflexdo por cisalhamento nao
como uma rotacao adicional da se¢ao transversal, mas como a distor¢ao cisalhante do
elemento infinitesimal de viga (MARTHA; BURGOS, 2014).

Para iniciar a deducao do modelo, é considerado na Figura 2.24, um ponto M
da sec¢ao situado a uma distancia y do eixo baricéntrico x. Apds a deflexao, este ponto

passa para a posicao M.

D

M A e e e e e e - == —
Au=u

Figura 2.24 — Rotacao da se¢do na teoria de Timoshenko-Ehrenfest.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.
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Na Figura 2.24, u representa o deslocamento do ponto M na direcao de = e v
a componente na diregdo do eixo y. A deformacao especifica, ao longo do eixo baricéntrico

x, é definida por
du

%.

Da Figura 2.24, tem-se que —ytgf = u e como as deformacoes sao lineares,

(2.106)

€xr =

tem-se u =~ —y6. Logo, o alongamento M M’ é dado por

Au=1u

e

—y0. (2.107)

Sabendo que a rotacao 6 também depende de z, entao a deformacao longitudinal
especifica pode ser escrita como

du d do

w4 e W 2.108
T dl,( y0) v ( )

€ =

Por outro lado, para pequenas deformacoes, a tensao normal decorre da lei de
Hooke dada, neste caso, por
o, = FEe, = —Ey—. (2.109)

Vale também destacar que o momento fletor tem direcao do eixo z e sentido

para fora da secao transversal dado, neste caso, por

M, :J oaydA. (2.110)
A

Substituindo (2.109) em (2.110), tem-se

de de
M, -F dA=—-E— | y’dA=—EI,— 2.111
J y o y i . 2o ( )
Para facilitar a notagdo, uma vez que a rotacao pode ocorrer em torno de uma

linha neutra genérica qualquer, a expressao (2.111) pode ser escrita sem indices, isto é,

M = —EIﬁ (2.112)
dx

Agora, do desenvolvimento da equagdo de Euler-Bernoulli, tem-se de (2.61)

que
M d*
—_— = . 2.113
EI  dx? ( )
Entao,
d*v df
_— == 2.114
dx? dz ( )
Devido ao regime ser linear, valem as seguintes equagoes diferenciais
av dM d*M
=—q —=V e = —q. (2.115)

dr dx dz?
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Assim, a segunda Equagao de (2.115) e a Equagao (2.112) permitem escrever

dM d*0
V= T Elﬁ.

(2.116)

Por outro lado, a forca cortante é a resultante das tensoes tangenciais 7 e da
Equacao (2.94), tem-se que
V= J’TCZA = Tmea4, (2.117)

em que A é area da secao transversal da viga.

A tensao tangencial 7 depende da deformacao por distor¢ao 7y, que varia ao
longo da altura da se¢ao transversal da viga. Considerando esta variacao, a distorcao foi
dividida pelo coeficiente de cisalhamento ¢, que depende da forma geométrica da secao.

Para secoes retangulares, tem-se

12 + 11v
el Ml 2.11
“T 1001+ (2.118)

Assim, da Equagao (2.91), pode-se escrever

Gy
)

; (2.119)

Y

em que G é o mbdulo de elasticidade transversal do material dado na Equagao (2.92).

Substituindo (2.119), em (2.117), obtém-se

vy (2.120)
C

Agora de (2.105), tem-se que

~=2 (2.121)

Substituindo, em (2.120), tem-se

oG4 (d“ _ g) , (2.122)

c dx

Igualando as expressoes (2.116) e (2.122), obtém-se

2
gt G4 (d” - 9) : (2.123)

dax? c \dzx
em que, rearranjando os termos, pode-se escrever

dv Elcd?*0
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Por outro lado, da primeira Equacao de (2.115), tem-se que

v
— = —q. 2.125
oo =4 (2.125)
Agora, derivando (2.116), obtém-se
av a0
— =—-FEI—. 2.12
dx dz3 (2.126)

Logo, de (2.125) e (2.126), pode-se escrever

d*0

em que 6 é a rotagao por flexao.

Assim, o modelo de Timoshenko-Ehrenfest, que considera a deflexao transversal
por flexao e cisalhamento no caso em que a rigidez EI e o carregamento ¢ sao constantes,
é dado pelo sistema de equagoes diferencias ordinarias, formado por (2.124) e (2.127),

conforme segue

20 q
ot Bl o (2.128)
dr  GA dz?’

em que § = 6(z) é a rotacao por flexdo e v = v(x) é a deflexao.

2.6.3 Solucao de Timoshenko-Ehrenfest para uma viga simplesmente apoiada
com carga distribuida
O objeto de estudo deste trabalho é o problema de uma viga simplesmente

apoiada com carga distribuida. Neste caso, a carga é constante e a solucao para a deflexao

pode ser obtida como segue.

Integrando trés vezes a primeira Equagao de (2.128), obtém-se

» c
O(z) = gﬁ + 51132 + cox + c3. (2.129)

L
Como 6 (2) = 0, entao, de (2.129), obtém-se
A ko (2.130)
o) A R ‘

em que se tem

3
C3 = ————= — — L7 — Co—. (2131)
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Por outro lado, de (2.112), tem-se

M——p1? (2.132)
dx
Como " )
pr % + 1% + ¢, (2.133)
pode-se escrever
gz’
M(z) = EI (_QEI —r— 02> . (2.134)
Usando as condigoes de contorno M (0) = M (L) =0, tem-se co =0 e
EI (*q[ﬂ - clL) ~0 (2.135)
2E1 ’
_ 4k
em que ¢y = — o
Levando ¢; e ¢ em (2.131), tem-se que ¢3 = aL” :
’ 24E1

Substituindo ¢1, ¢ e ¢3 em (2.129), tem-se que a rotagdo por flexao é dada por

3 3
gz qL 5  qL
O(z) = L . 2.1
() =SB ~ 11" " 2amT (2.136)

Agora, da segunda equacao de (2.128), tem-se que
dv Elcd?*0
g7 2.1
dx GA dz? (2.137)

Substituindo (2.136) em (2.137), pode-se escrever

dv  qz® gL , qL? Elc (qx  qL
o4 - g A ) 2.138
de ~ 6EI 4EI" " 24EI' T GA\EI 2EI (2.138)
Integrando (2.138), obtém-se
q 4, qLz® qLz cq 22 Lz
= — -4 — C. 2.139
o) = 5ipr® ~1emi Toamr Tea\ 2z T2 )" (2.139)
Como das condicoes de contorno, v(0) = 0 tem-se C' = 0, portanto
q 4 qLx* ql*z g 22 Lx
S I 2.140
@) = 50g1™ ~1emr T oamr Taal 2 T2 (2.140)

Como na modelagem inicial do problema em estudo, para se obter a equagao
para a deflexdo foi considerada a orientagao da flecha para cima. Entao, para obter a

solugdo equivalente, inverte-se o sinal de v(x) na equagao (2.140), obtendo

4 3 3 2
q x Lz L’z cq [z Lz

=1 (= - o= 2.141

v(@) EI(24+12 24>+GA<2 2)’ (2.141)

a qual é a solucao de Timoshenko-Ehrenfest para a deflexao.

Percebe-se que a solugao (2.141) coincide com a solucao (2.103), obtida para
calcular a deflexdo total, considerando as deflexdes por flexdo e cisalhamento e usando o

principio da superposicao, o que valida este desenvolvimento.
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Capitulo 3

Fundamentos de calculo fracionario

O calculo de ordem arbitraria ou calculo de ordem nao inteira, popularizado
com o nome de calculo fracionario, CF, teve seu inicio na mesma época do célculo de
ordem inteira, como introduzido, independentemente, por Newton e Leibniz no século
XV II. Para uma linha do tempo relativa ao CF, é sugerido o livro (OLIVEIRA, 2019) e
as referéncias ali mencionadas, além de varios artigos; para a tecnicidade, mencionam-se

os livros [(MILLER; ROSS, 1993) e (SAMKO; KILBAS; MARICHEYV, 1993)].

Aqui, neste capitulo, é apresentado apenas o necessario relativo ao estudo de
uma equacao diferencial ordinaria fracionaria. Sao introduzidos os conceitos de integral
fracionaria e de derivada fracionaria focado na derivada como proposta por Caputo, em
1969. Assim, inicia-se definindo a funcao gama, pois ela surge nas defini¢oes de integral e

derivadas fracionarias.

Defini¢ao 1. Seja z € C com Re(z) > 0. A definicio de Euler para a fun¢ao gama,

denotada por I'(z), é dada por meio da integral imprépria

o0
[(z) = J e 't dt.
0

Segue diretamente da Definigdo 1 que I'(1) = 1 e a relagao I'(z + 1) = 2I'(2),

obtida da integracao por partes. Ainda mais, para z = n € N, tem-se
I'(n+1) =nl,

que permite afirmar que a func¢ao gama generaliza o conceito de fatorial.

Convém ressaltar que, diferentemente de como estudado na maioria dos cursos
de calculo, a integral fracionaria é apresentada primeiro, para depois introduzir a derivada

fracionaria, pois esta requer o conhecimento da integral fracionéria.
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3.1 Integral de Riemann-Liouville

Existem maneiras distintas de introduzir o conceito de integral fracionaria. Aqui,
optou-se por introduzi-la a partir de um teorema envolvendo uma particular generalizacao

da integral de ordem inteira.

Teorema 1. Sejam n € N e x € R,. Se f(x) é uma fungdo integravel, entdo a integral de

ordem inteira n é dada por

T

@) = @)+ f@) = | oule - ©)€) de
[
- | e

em que * denota o produto de convolugao de Laplace e ¢,,(x) a fungdo de Gel’fand-Shilov,
definida conforme (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) por

Infl

— >
fulx) = RS se =0
0, se = <0.
Demonstragio. Ver (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). O

Definigao 2. Seja f(z) uma fungao integravel. Define-se a integral de ordem v € C com

Re(v) > 0 da funcao f(z), denotada por J” f(x), por meio da expressao
1 X
7 @) = bule) « F0) 1= gz | o= (e de

sendo I'(+) uma fun¢ao gama.

Note que, quando o parametro associado a ordem v, é tal que v = n + 1 com
n € N recupera-se o resultado da integral de ordem inteira, conforme Teorema 1. Por

fim, é introduzido o conceito de integral de Riemann-Liouville.

Definigao 3. Sejam 2z € R e v € C com Re(r) > 0. A integral de Riemann-Liouville de
ordem v, atuando numa fungao f € LP[a,b], 1 < p < 40, —0 < a < b < 40, para

x € |a,b] é definida por

J f(x) == F(V)J )" f(€) de

com z > a, I'(-) uma funcdo gama e JOf(z) = f(x).

E importante notar que a integral de Riemann-Liouville ¢ caracterizada pela
classe de fungoes nas quais o operador atua, bem como pelo respectivo intervalo de inte-
gracao [(MILLER; ROSS, 1993), (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993) e (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015)].
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3.2 Derivada de Caputo

Como ja mencionado, a derivada fracionéaria é dada em termos da integral fra-
cionaria. Convém mencionar que existe um nimero grande de formulacoes para a derivada
fraciondria [(OLIVEIRA; MACHADO, 2014) e (TEODORO; MACHADO; OLIVEIRA,
2019)]. O interesse deste texto é apenas na formulagao da derivada como introduzida por
Caputo. A justificativa para esta formulagao reside no fato de que a derivada de Caputo de
uma constante é zero, bem como a expressao para a derivada de ordem inteira é recuperada

de forma natural.

Definicdo 4. Sejam z € R, Re(v) > 0, n = 1 + [Re(v)] com [Re(v)] a parte inteira de
Re(v), ne Ne v ¢N. Seja f(x) e AC"[a,b]. A derivada fracionaria de Caputo de ordem

v, atuando na fungao f(x) com —o0 < a < b < 400 para x € [a,b| é definida por

D f(x) = J"D"f(x),

1 * n—v—1pyn
_ W_V)L(x_g) Df(€)de, v,

Note que a derivada fracionaria de Caputo é dada como a integral de ordem
fracionaria de uma derivada de ordem inteira, diferentemente da chamada derivada fraci-
onaria de Riemann-Liouville que é definida por uma derivada de ordem inteira de uma
integral fraciondaria (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015).

Ainda mais, a formulacao de Caputo é mais restritiva que a formulacao de
Riemann-Liouville, pois requer que a derivada de ordem inteira da fungao esteja bem
definida. Assim, na definicdo, admite-se que a funcao seja absolutamente continua. Para di-
versas outras formulagoes da derivada fracionaria, menciona-se [(OLIVEIRA; MACHADO,
2014) e (TEODORO; MACHADO; OLIVEIRA, 2019)].

Como o proposito é trabalhar apenas com a derivada fracionaria de Caputo,
14

utiliza-se a notacao para o respectivo operador D" = diferentemente da notacao

dzv’
usual “D? ou alternativamente D" as quais explicitam a letra C' ou o caracter *, pois a

notagao D" costuma ser reservada para a formulacao de Riemann-Liouville.

Por fim, de modo a atingir o objetivo principal que é abordar uma equagao
diferencial ordinéria fracionéaria com a derivada de Caputo, discorre-se sobre a transformada
de Laplace, utilizada como metodologia para a resolucao da respectiva equacao diferencial

fracionéria.
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3.3 Transformada de Laplace

A fim de introduzir a transformada de Laplace da derivada fracionaria de
Caputo, é preferivel comecar por definir a transformada de Laplace e a respectiva transfor-
mada de Laplace inversa, que desempenha papel fundamental na recuperacao da solucao

da equagao diferencial ordinaria fracionaria, bem como algumas propriedades.

Definigao 5. Sejam z € R e f(z) uma fungao real. Se f(z) é de ordem exponencial no
infinito e continua por partes no intervalo fechado [0, A], com A > 0, entdo f(x) é chamada

funcao admissivel.

Definigao 6. Sejam x € R, e f(z) uma fungdo admissivel. Define-se a transformada de

Laplace, denotada por Z[f(x)] = F(s), da fungdo f(z), por meio da integral

LU =r6) = | " e () de

0

em que s = 0 + i1, com 0,7 € R, é o chamado pardmetro da transformada.

Antes de introduzir a transformada de Laplace inversa, sao apresentadas algu-
mas propriedades da transformada de Laplace, apenas aquelas que serao utilizadas no texto
e cujas demonstragdes podem ser encontradas, por exemplo, na referéncia (DEBNATH;
BHATTA, 2007).

Propriedade 1. Sejam a,b € R. A transformada de Laplace é linear

ZLlafi(z) £ bfo(x)] = aZ[fi(2)] + b2 fa(x)]

desde que fi(x) e fa(x) admitam a respectiva transformada de Laplace.

Propriedade 2. Sejam n € N e uma funcdo f(z) : R — R cujas derivadas de ordem até
(n — 1) sejam continuas no intervalo fechado [0, c] = R e a derivada de ordem n é continua
por partes no intervalo [0, ¢] € R de modo que existam constantes M > 0 e x5 > 0 tal que

tem-se
f(@)] < Me, |Df(x)| < Me™, ..., |D"f(2)| < M

para todo z > xo. Entdo, para Re(s) > b tem-se a expressao para a transformada de

Laplace da derivada de ordem n

ZL[D"f(x)] = Z (D" F(2) | amo]

em que s é o parametro da transformada de Laplace.

Propriedade 3. Sejam f(z) e g(x) duas fungoes admissiveis, cujas transformadas de
Laplace sao denotadas por Z[f(z)] = F(s) e ZL[g(x)] = G(s), respectivamente. A
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transformada de Laplace do produto de convolugao, denotado por Z|f(x) » g(x)] é igual

ao produto das transformadas de Laplace das fungbes f(z) e g(x)

Lf(x) x g(x)] = Z[f(2)]L]g(x)] = F(s)G(s)

em que o produto de convolugao de Laplace é definido por

£(2) » gla) = f " fle— €)g(e) de = f “gle — O)1(6) de.

Teorema 2. Seja s = o + iT com 0,7 € R, o pardmetro da transformada de Laplace. A
representacdo integral para a transformada de Laplace inversa, denotada por £ *[F(s)],

no plano complexo, é dada por
1 o+iT

f(z)=Z7'F(s)] = =— lim e** F(s)ds

) T—00 .
™ o—iT

em que Re(s) = 0 > 0 e todas as singularidades da fungdo F'(s) estdo a esquerda da linha

reta Re(s) = o no plano complexo.
Demonstragio. Ver (DEBNATH; BHATTA, 2007). ]

E apresentada aqui uma propriedade relacionada & transformada de Laplace e

sua respectiva inversa, a qual serd utilizada em resultados futuros.

Propriedade 4. Se x e R e v > —1, entao

Demonstracao. Ver Apéndice A.
O

Defini¢ao 7. Sejam Re(y) > 0 e n e N tal que n —1 < Re(u) < n. A transformada de
Laplace da derivada de Caputo é dada por

n—1

ZL[D"f(x)] = s"Z[f(x)] = > " 7F f®)(0)

k=0

em que s é o pardmetro da transformada de Laplace e f*(0) = lir% DFf(x).

Por fim, conclui-se o capitulo de tal forma que: conhecida a derivada fracionaria
de Caputo e a metodologia da transformada de Laplace, tém-se as ferramentas necessa-
rias para resolver um problema de valor inicial fracionario, composto por uma equacgao
diferencial ordinaria fraciondria e as convenientes condigoes iniciais, o que serd abordado
no Capitulo 4. Ainda mais, o caso de ordem inteira sera recuperado para v, ordem nao
inteira, igual a n, ordem inteira, isto é, v = n. Note que, também, o intervalo que delimita
a ordem nao inteira, n — 1 < v < n desempenha papel fundamental, conforme Definicao

7, ou seja, um intervalo aberto a esquerda e fechado a direita.
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Capitulo 4

Equacoes diferenciais fracionarias

Diferentemente do célculo que teve seu desenvolvimento de modo linear, cul-
minando com os trabalhos de Cauchy e Weierstrass, no século XIX, que formalizaram,
de maneira rigorosa os conceitos de derivada e integral, o calculo fracionario, apesar de
varios trabalhos esparsos, teve um desenvolvimento como area de pesquisa, apenas a partir
do século XX, apds o primeiro simposio internacional dedicado exclusivamente ao tema

(MILLER; ROSS, 1993).

Nas ultimas décadas, o desenvolvimento da teoria tem avancado consideravel-
mente. Vérias defini¢des surgiram e importantes resultados foram demonstrados, [(SOUSA;
OLIVEIRA, 2018) e (TEODORO; MACHADO; OLIVEIRA, 2019)]. Gragas a tais feitos,
conceitos de célculo fracionario podem ser aplicados em diversificadas areas do conhe-
cimento, objetivando desenvolver métodos precisos para a caracterizacao de fenémenos

naturais.

O propésito aqui é trabalhar com a derivada fracionaria de Caputo, que
considera a derivada fraciondria como sendo uma integral fracionaria de uma derivada de
ordem inteira. Nos tultimos anos, sao encontrados, na literatura, diversos trabalhos que usam
a referida derivada para modelar certos fendomenos naturais os quais, maioria dos casos,
apresentam melhor precisao que os modelos classicos. Dentre eles, como apresentado na
revisao bibliogréfica, destacam-se: [(TEJADO; VALERIO; VALERIO, 2014), (TEODORO;
OLIVEIRA; OLIVEIRA, 2017), (BONI, 2017), (SAEEDIAN et al., 2017), (LUO; WANG;
FECKAN, 2018), (BARROS et al., 2021) e (VAZ; OLIVEIRA, 2022)]. O propésito
principal deste capitulo é usar tal derivada junto a metodologia da transformada de Laplace
para desenvolver modelos fracionarios para as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko-
Ehrenfest que descrevam a variacao da flecha para uma viga simples apoiada, prismatica,
de se¢ao transversal retangular, constituida de material isotrépico e elastico linear, quando
submetida a um carregamento distribuido uniforme alinhado com o eixo principal de

inércia vertical.
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4.1 Equacao de Euler-Bernoulli fracionaria

Aqui é apresentado um problema de valor inicial fracionario, cujo propdsito é
permitir a identificacdo de certos efeitos que possam estar influenciando a deflexao da viga
em questao, os quais nao sao contemplados pela solu¢ado do modelo classico. O modelo,

correspondente ao PVC, serd denominado equagao de Euler-Bernoulli fracionaria (EBF).
Como deduzido no Capitulo 2, o modelo de Euler-Bernoulli classico pode ser

dd; (Eld%(x)) ——r) (4.1)

dx?

em que g(x) é a carga distribuida, v(x) é a deflexdo, E é modulo de Young e I é o momento

representado por

de inércia da secao transversal.

Como neste estudo E e I sao constantes, tem-se que

Eldz;(f) = —q(2). (4.2)

Com a pretensao de avaliar resultados relacionados a deflexdo para valores a esquerda
de 4, como também, em sua vizinhancga a direita, sdo propostas as seguintes equagoes

diferenciais fracionarias para o modelo de Euler-Bernoulli fracionario.

I) No intervalo 3 < a < 4

(4.3)

com A = % e as condigoes de contorno v(0) = v(L) = 0, EIv"(0) = M(0) = 0 e
EIV"(L) = M(L) = 0, sendo L o comprimento da viga e M o momento fletor.

IT) No intervalo 4 < <5

dPu(x)
dxB

~- —B, (4.4)

com B, uma constatante positiva e as condigdes de contorno u(0) = u(L) = 0, Elu"(0) =
M(0) =0, EIu"(L) = M(L) = 0 e mais uma quinta condi¢ao, discutida mais & frente,
conforme a solugao do respectivo PVC que interessa.

A seguir, sao analisadas as solugoes dos modelos fracionarios para os dois
casos. Convém destacar que em tal desenvolvimento, as grandezas foram consideradas

adimensionais. Para trabalhos futuros pretende-se abordar tal solucao, considerando a

dimensao das grandezas, visando observar o comportamento na solugao, nestas condicoes.
I) O pardmetro « encontra-se no intervalo 3 < a < 4.

Aqui é discutida a Equagao (4.3). Da Defini¢ao 7, tem-se que, para m — 1 <

a < m com « nao inteiro e m inteiro, a transformada de Laplace da derivada de Caputo é
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dada por

m—

LD f(z)] = Z ek B ()], (4.5)

k=0

em que F(s) é a transformada de Laplace de f(z) com parametro s e f*(0) = lim D¥f(x).

Aplicando a transformada de Laplace na Equacao (4.3), vem

2(52) - aza)

] (4.6)
sV (s) — s 10(0) — 5720/ (0) — s**0"(0) — s*R"(0) = —A ~.
s
Das condigoes de contorno para o problema, tem-se que v(0) = 0. Entdao, tomando

v'(0) = ki, v"(0) = ky e v"(0) = k3 com ky, ks e k3 constantes, substituindo na Equagao

(4.6) e rearranjando os termos, obtém-se

1
sV (s) — 8% k) — 8 Phy — 5y = —A =,
s
1
sV (s) = —A = 4+ 5“2k + 8% ky + 5% ks, (4.7)
s
1 1 1 1
V(S) = —A SO"H + 872]{1 + gkg + gkg

Para voltar ao problema na variavel x, aplica-se a transformada de Laplace inversa na

Equacao (4.7) e obtém-se,

___ A ga(llet]) (L (L (L
U(%)——F(&+1)$ < gat >+l€1$ &2 —|—k’2$ 3 +l€3$ )

A ) ks
v(x) F(oz+1)x+ 1x+—2:c+—6:c,
(4.8)

em que usamos a Propriedade 4 do Capitulo 3.

Para determinar as constantes ki, ko e k3, utiliza-se as outras condigoes de
contorno v(L) = 0, EIv"(0) = M(0) = 0 e EIv"(L) = M(L) = 0. Substituindo v(L) = 0,
na Equacao (4.8), obtém-se

- ko ks
- %4k L+—=L*+=2=13=0. .
Mo+ 1) +h L+ 5 + 5 0 (4.9)

Derivando a Equagao (4.8) duas vezes e multiplicando por EI, obtém-se

—q(a—1) .
M(z) = ————— 2° ko EI + ksElzx. 4.10
(z) Do) "+ ko EI 4+ ksElx (4.10)
Dafi, usando EIv"(0) = M(0) = 0 e EIV"(L) = M(L) = 0 na Equagao (4.10),
La—3
obtém-se kg =0e kg = Am

Substituindo ky e k3 na Equagao (4.9) e rearranjando os termos, obtém-se
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1 1
ky = AL — :
! lF(oz +1) 60(a— 1)]
Dai, é obtida a solugao da equacao fracionaria dada por
A N ks
com . .
ky = AL*! —
! [F(a +1) 60(a— 1)]
e
Loz—?)
ks =A——.
T "Dla—1)

Nota-se que, tomando o = 4 na Equagao (4.11), e sabendo que para n € N,

tem-se ['(n + 1) = n!, é recuperada a solu¢ao da equagao de ordem inteira

—x*  Lad Lz
A _
v(@) ( 2 T2 T )

solugdo esta de acordo com a Equagao (2.89).

(4.12)

IT) O parametro  encontra-se no intervalo 4 < § <5

Agora, é discutida a solugao da Equagao (4.4). Neste caso, sdo necessarias cinco
condigbes de contorno. Serao utilizadas, inicialmente, as quatro condigoes u(0) = u(L) =0
e M(0) = M(L) = 0. O interesse é na solu¢do u(x), apenas para vizinhancas de 4, isto é,

[ —> 4 excluido o 4. A quinta condi¢ao de contorno emerge a partir deste fato.

Anélogo ao caso anterior, tomando a transformada de Laplace de ambos os

lados da Equacao (4.4), pode-se escrever

d’u
LU(s) = 7u(0) — 5720 (0) — 5 u(0) — $~(0) — 7 u(0) = —=,
S

(4.13)

em que u(s) = Z[u(z)], sendo s o pardmetro da transformada.

Multiplicando a Equacio (4.13) por s ¥ e introduzindo a notacio u(0) = ki,
u'(0) = ko, u"(0) = ks, u"(0) = k4 e u(0)" = ks, sendo k; com i = 1,...,5 constantes,

tem-se

B kl k’g k?, k4 k5
Tt T et atat e (4.14)

U(s) =

A fim de calcular a transformada de Laplace inversa, utilizou-se a Propriedade
4, do Capitulo 3, a qual segue
— Bz ksx? kg kst

= ——+k+Ek : 4.15
u(x) F(5+1)+ S R ) (4.15)
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De inicio, sdo utilizadas as quatro condi¢oes, conforme caso anterior.

Tem-se que u(0) = 0 implica k; = 0. Agora, derivando a Equagao (4.15) duas
vezes, tem-se, a menos de uma constante, a equacgao para o momento, como segue

— _ p—2 2
u'(x) = Bi((% +11))x + k3 + kqx + k52x : (4.16)

Usando a condi¢do dada na derivada segunda, segue
EIu"(0) = Elky = 0 = k3 = 0. (4.17)

Substituindo k; = k3 = 0, na Equagao (4.15), pode-se escrever

—Bx? koa®  kext
kot + e 2

u(zr) = TG+ 1) 5 BT (4.18)

Em resumo, até aqui, u(x) satisfaz as duas condigoes no extremo x = 0. Agora,

sao utilizadas as outras duas condigdes no extremo x = L, isto é, u(L) = M (L) = 0.

Substituindo u(L) = 0 , na Equagao (4.18), tem-se

—BL" ksL?  ksL*
koL + 2 =

u(L) = TG+1) Y 0. (4.19)

Por outro lado, derivando a Equagao (4.18) duas vezes, obtém-se

_ —BB(B —1)z*2 ks

! k —_. 4.20
u"(x) TG+ 1) Rt (4.20)
Impondo a condigao, u"(L) =0
_BB(B — 1)L s L2
EIu'(L) = EI L = 4.21
o que implica em

“BB(S — 1)L°? ks L2
+ k4L + =0. 4.22
T(6+1) ! 2 (4.22)

Das Equagoes (4.19) e (4.22), resulta o sistema linear nas variaveis ka, k4 € ks,

como segue
kil?  ksL?  BLA!

6 ST+ 1)

+ko +

(4.23)
ksL  BB(B—1)L°73
2 I(B+1)

Como I'(f + 1) = BT(B) = B(B — 1)['(B — 1), é permitido reescrever o sistema

ky +

da forma
]{34[/2 ]{35[/3 _ BLA 1

6 S T(B+1)

+hy +

(4.24)
ksL  BLP

bt = = v
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O sistema (4.24) é composto por duas equagoes e trés incognitas. Como o
sistema ¢ indeterminado, é possivel introduzir um parametro ¢, tal que ¢ = k5 e expressar
ko e k4 em funcao de ¢.

Primeiro para ky4
BLF3 4L
ky=———— —. 4.25
TTB-1) 2 (4.25)
Agora, substituindo a Equagao (4.25), na primeira Equagao (4.24) e simplifi-

cando, obtém-se

(4.26)

1 1 L?
ky = BLP! (F ) ¢

(B+1) 60(3—1) 24
bem como ky = 0, ko, k3 = 0, k4 e ks, na Equacdo (4.15), e rearranjando os termos, pode-se

escrever

_ —Bi? P 1 1 oL
@ =y (22 (v e ) o )
1[ BLP®  ¢L] 5 ¢a*
G lrw—l) —2] 20

que ¢ a solucao desejada, ainda em termos da constante ¢.

(4.27)

Em resumo, os dois casos analisados permitem concluir que:

(I) Para 3 < a < 4. A Equacao (4.3) e as condicoes de contorno

v(0) = 0 (flecha),
V(0) = AL*? ! __1/fe (rotacao ou inclinacao)
- Tla+1) T(a—1) ¢ 580);
v"(0) = 0  (momento fletor),
Loz—3
V"(0) = A Ta=1) (forca cortante),

cuja solugao do PVC é dada pela Equacao (4.11).

(IT) Para 4 < 5 < 5. A Equagao (4.4) e as condigoes de contorno

u(0) = 0,

R I oL
w(0) = BL 1<F(ﬁ+1) 6F<5—1>)+ 24
u"(0) = 0,

v BLPS gL

S TG TR

u////(o) ¢7

com solucao do PVC dada pela Equagao (4.27).

Como enfatizado anteriormente, as solugdes u(x) que interessam sdo apenas

aquelas para [ proximo de 4, isto é, 3 —> 4. Nestas condigoes, as Equagoes (4.3) e (4.4)
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tendem para mesma ordem quatro e, consequentemente, mesmas condigdes de contorno.
Logo tem-se B — A e ¢ —> 0, implicando em u(x) —> v(x). Portanto, no contexto
geral, as Equagdes (4.3) e (4.4) sdo distintas, mas considerando o caso em que  — 4
excluido o 4, admitem a mesma solugao u(z) = v(x). Assim, é permitido concluir que,
para uma vizinhanga de 4 a solucao das Equagoes (4.3) e (4.4) satisfazendo as referidas

condicoes de contorno, é dada por

- _ v vl L __1/6 x 7L%3 z®
0= O+ O (s ) a6

sendo z(z) = u(z) =v(z),y=0F=aeC =B =A.

Para representar graficamente a solu¢ao fracionaria obtida, adotou-se a viga
do nosso problema, cujo material é o ago AISI 1020, sendo submetida a uma carga de
1 x 10*N/m e com dimensées (b, h, L) = (0,3m,0, 5m, 5m). Fixando os valores a = 3, 85,
a= 3,90, a = 3,95, a = 4,00, a = 4,05 e a« = 4.10, na vizinhanca de 4, tanto pela

esquerda como pela direita, obtém-se as curvas conforme o grafico da Figura 4.1.

Convém destacar que, no presente contexto, nao foi adotado um critério espe-
cifico para escolha dos valores de «. Tais valores foram selecionados objetivando apenas
visualizar o comportamento das curvas-deflexdes para uma vizinhanca da ordem inteira,
coerente com a deducgao da solugao fracionaria EBF. O propédsito da escolha sera o mesmo

para os demais graficos presentes neste capitulo.

%100

4 a=4,10 i

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
x(m)

Figura 4.1 — Solugao do PVC fracionario para diferentes valores de «.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Pelo grafico da Figura 4.1, é notavel que ao aproximar o parametro « do valor

4, tanto pela esquerda como pela direita, a solugao realmente converge exatamente para a
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solucao classica. Dai, percebe-se que um dos pontos importantes da solucao fracionaria é
permitir analisar o comportamento da deflexao para valores préximos da solugao classica,
fato que pode permitir a constatacao de efeitos que nao sejam contemplados pelo perfil de
deflexao da classica solucao de Euler-Bernoulli. A exploragao da importancia dessa solugao

para identificagao e avaliagdo de tais efeitos, é feita no préximo capitulo.

4.1.1 Momento fletor fracionario

Agora é apresentada uma versao fracionéaria para o momento fletor no caso de

uma viga simplesmente apoiada com carga distribuida.

O momento fletor é determinado pela derivada segunda da flecha. Para isso,

ALoc—?)
basta tomar ky = 0 e k3 = Ta—1) ™ A= % na Equagio (4.10), logo
_ q a—2 a—3

Nota-se que, para a = 4, recupera-se a expressao para o momento fletor

2
_—9r” 4L
-yt

M () (4.30)

conforme Equagao (2.77).

A representacao grafica do momento fletor fracionario, para uma viga de
comprimento 5 metros submetida a uma carga ¢ = 1 x 10*N/m, ¢ dada pelo grafico da
Figura 4.2. Aqui, os valores de o s@o os mesmos usados para se obter o grafico da Figura
4.1.

Momento fletor(N.m)

0 05 1 1.5 2 25 g 35 4 4.5 5
x(m)

Figura 4.2 — Momento fletor para diferentes valores de «.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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4.2 Equacio de Timoshenko-Ehrenfest fracionaria

Aqui, é apresentada uma solucao fracionaria para o sistema de equagoes de
Timoshenko-Ehrenfest, considerando o caso de uma viga simplesmente apoiada com seg¢oes

transversais retangulares submetida a um carregamento uniformemente distribuido.

Nota-se que a solugao do sistema (2.128) coincide com a solugdo obtida para a
deflexdo por flexao pura, justaposta a referente aos efeitos de cisalhamento, pelo principio

da superposicao.

Tendo como base este fato, é proposta uma solugao fracionaria para a equacao

de Timoshenko-Ehrenfest, dada por.

v(x) = vepr(z) + ver(z), (4.31)
em que vpgr(x) e vop(x) sao as solugoes fraciondrias para a deflexdo por flexdo e cisalha-
mento, respectivamente.

Da Equagao (4.11), a solugao fraciondria referente a deflexao por flexdo numa

vizinhanca de quatro, ordem inteira, é dada por

q o kg 3
- "t hat— .

v(x) EIF(a—kl)x + kix + et (4.32)
COo1m

el 1 1

"7 EI [T(a+1) 60(a—1)
€
L qch—3
T EIT(a—1)

Por outro lado, tem-se que a Equacao (2.96) fornece a deflexao, devido aos
efeitos de cisalhamento. Portanto, integrando ambos os membros da referida equacao,
obtém-se

v(z) = fc‘;(z) dr = GCA JV(I)dI = G—CAM(x) + C, (4.33)

em que ¢ € o coeficiente de cisalhamento, G é o modulo de elasticidade transversal, A é a

area da segdo transversal, M (z) é o momento fletor e C' é a constante de integragao.

Como v(0) =0 e M(0) = 0, tem-se que C = 0. Dai, pode-se escrever

M(z). (4.34)

c
v(r) = —
(@) = &4
Logo, percebe-se que, para obter vop(x), é necessario apenas o momento fletor
fracionario, o qual é dado pela Equagao (4.29) com o sinal invertido devido a orientagao
da flecha, isto é,

Mp(x) = 2 j (a7 - L), (4.35)

MNa—1
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Portanto,
¢ ¢ q a—2 a—3
= Mpzx)= = 4 — L3y, 4.36
ver(®) = GaMrl®) = G v - 1) [ d (4.36)
Finalmente, levando as Equagoes (4.32) e (4.36), na Equagdo (4.31), obtém-se
q o ks s a—2 a—3
= k — C — L :
v(x) ElT(a 1 )" + e+ et E ], (4.37)
com
o qLozfl 1 1 L = qLa73
" EI [T(a+1) 6O(a—1)|" 7" EIT(a—1)
e
cq
C=——r——-r.
GAT'(a — 1)

A Equagao (4.37) é a solucao de Timoshenko-Ehrenfest fracionaria que fornece a

deflexdo sofrida por uma viga simplesmente apoiada com carga uniformemente distribuida.

Nota-se que, para o = 4, a Equacao (4.37) coincide com a Equagao (2.141), a
qual é a solugao de Timoshenko-Ehrenfest para o problema de viga simplesmente apoiada

com carga uniformemente distribuida.

O grafico da Figura 4.3 representa as curvas da solucdo fracionaria TEF
para uma viga com dimensoes (b, h,L) = (0,3m,0,5m,5m), submetida a uma carga
q = 1 x 10N /m. Neste caso, foram tomados os valores de o = 3,85, o = 3,90, a = 3,95,
a=4,00,a=4,05ea=4,10.

3 %10

Figura 4.3 — Solugao da equagao fracionaria TEF para diferentes valores de a.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Analisando o grafico da Figura 4.3, pode-se observar que, quando « é tomado

proximo da ordem inteira, tanto pela esquerda como pela direita, as curvas tendem a



Capitulo 4. FEquagoes diferenciais fraciondrias 88

convergir para a solugao inteira. Como estas curvas representam a deflexao sofrida pela
viga, tanto na vizinhanga da ordem inteira, como na propria ordem inteira, possivelmente,
elas podem ser utilizadas para avaliar efeitos no perfil da deflexdo, além do cisalhamento,
o qual é o efeito caracterizado pela solucao TEF para a = 4. A interpretacao dessas curvas

sera estudada detalhadamente no Capitulo 5.

4.2.1 Relacao entre as solucées EBF e TEF

Analisando a relacao entre as flechas maximas das referidas solugoes, pode-se
mostrar que o valor maximo de flecha, referente a solucao TEF, é maior ou no minimo
igual ao respectivo valor maximo da EBF para um « fixo no intervalo em que esta definido.
Para garantir essa afirmacdo, tomou-se a deflexdo maxima nas Equacoes (4.37) e (4.32),

fixando o = 4 (casos EB e TE classicos). Pela condigao de simetria do problema, a deflexao

maxima, nas respectivas equacoes, fixando a = 4, ocorre em r = 3 Logo, a deflexao

maxima para a solucao TEF é dada por

S5qL*  cqL?
_ 4.38
UTEF = 380ET T 8GA’ (4.38)
enquanto para EBF, a deflexdo méaxima é
5qL*
S 4.39
VEBE = 384ET (4.59)
Considerando a razao entre as respectivas flexoes, pode-se escrever
UTEF 48FIc
=1+ _—==. 4.40
VEBF 5GAL2 ( )

Para simplificar a Equacao (4.40), considerou-se o coeficiente de Poisson para

o ago AISI 1020 (segundo (ATAN, 2005), v = 0, 3). Deste fato e das Equagoes (2.97) e
153

(2.92), segue que ¢ = T30 © G = 3 Logo, substituindo, na Equacao (4.40), e fazendo as
devidas simplificagoes, obtém-se
306 [ h\>
UrEF = VEBF t+ UEBF@ ) (4.41)

em que h e L representam a altura da secdo transversal e o comprimento da viga,

respectivamente.

Portanto, para os metais em geral, pode-se escrever

B\ 2
vrEr = Vgr + VpprV¥ (L) ) (4.42)

em que ¥ é uma constante, dependente do coeficiente de Poisson do determinado metal.
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Agora, para o ago AISI 1020, a Equagao (4.41) pode ser escrita da forma

306
Ro=1+ ——3, 4.43
2 125R2 (4.43)
L, ~ UTEF ~ ‘o
em que Ry = . é a razao de aspecto e Ry = ¢é a razao entre as flechas maximas
VEBF

EBF e TEF no caso a = 4.

A relacao entre as razoes R; e Ry apresenta comportamento descrito pela curva,

conforme o gréafico da Figura 4.4.

5 T T T

4.5 — *

= -

3.5 - A

o 3r

T . ! I I L I ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
R 1 =L/h

Figura 4.4 — Relagao entre R; e Rs.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

L 4
No gréfico da Figura 4.4, a razdao Ry = 5 foi tomada no intervalo [5, 50].

Analisando a curva obtida, percebe-se que, para R; = 10, os efeitos de cisalhamento nao
UTEF

VEBF
a flecha maxima TE converge para a flecha maxima EB. Deste fato, é permitido concluir

contribuem significativamente para a deflexao, pois a razao Ry = tende a 1, isto é,
que as vigas longas ou com baixa altura da se¢ao transversal tém sua deflexdo maxima

contemplada pela solucao de EB.
UTEF

Por outro lado, tem-se que, para a razao Ry < 10, os valores de Ry = ”
divergem bastante de 1, consequentemente, a flecha maxima TE afasta-se da flecha méxbggl];
EB. Isso significa que, para vigas curtas e altas, os efeitos de cisalhamento sobre a deflexao
sao expressivamente relevantes, chegando a apresentar uma diferenca igual ou maior que

100% em relacao a flecha maxima EB.

Parametros para tomada de decisao sobre o uso de vigas de Euler-Bernoulli ou
Timoshenko-Ehrenfest em estruturas sao avaliados por diversos trabalhos. Dentre os quais,
mencionam-se: (SORIANO, 2005), (MARTHA, 2010), (SILVA, 2010), (SOUZA, 2016) e
(SILVA, 2019).
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Capitulo 5

Deflexao de vigas: estudo de efeitos
via EBF e TEF

No Capitulo 4 foram deduzidas as solugoes fracionarias (EBF) e (TEF). O
presente capitulo tem como propésito usar o parametro «, presente nestas solucoes,
para avaliar certos efeitos fisicos que influenciam na flecha de uma viga simples apoiada
com carregamento distribuido uniforme estatico. As referentes flechas sdo extraidas das
simulagoes de elasticidade tridimensional implementadas no software ANSYS, o qual
adotou-se como referéncia. Como o ANSYS fornece os dados referentes a simulagoes de
modelos especificos sem explicitar efeitos fisicos participantes destes resultados, as solugoes
fracionarias sao aqui empregadas com a finalidade de identificar e quantificar tais efeitos
separadamente. Neste capitulo, é apresentada a investigacdo da influéncia no perfil de
deflexao da viga decorrente da concentragao de tensao nos seus apoios, assim como no
cisalhamento e nos sinais iniciais de grandes deflexdes em regime nao linear no caso de

vigas baixas (vigas com altura menor ou igual a base).

5.1 Escolha do software computacional

Como base referencial, foram usadas as solu¢oes numéricas obtidas com o uso
do software ANSYS, o qual é um sistema comercial desenvolvido utilizando o método dos
elementos finitos (MEF) para andlises de modelos numéricos em diversas areas cientificas
(ABREU, 2016). Tal escolha teve como critério a alta confiabilidade do ANSYS, reconhecida

ha décadas em diferentes campos de pesquisa.

As simulagdes, almejadas neste trabalho, sao contempladas pela anélise estatica
que ¢ usada para determinar deslocamentos, tensoes, deformacoes para superficies subme-
tidas a cargas estaticas. Esse tipo de andlise ¢ dividido em linear e nao linear, sendo que a
nao linearidade contempla: flambagem, plasticidade, tensao, rigidez, grandes deformacoes

e tensoes, hiperelasticidade e fissuragao.
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Para realizar as simulagoes, utilizou-se a interface workbench (19.0), correspon-
dente a versao (ANSYS, 2017). A interface supracitada é de simples manuseio e contempla
as analises desejadas. Além disso, a referente versao foi a acessivel no departamento de

Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica - FEM.

5.2 Caracterizacao do modelo, escolha do material, implementacao

e simulacdo no ANSYS

O modelo adotado consiste em uma viga prismatica, cuja se¢ao transversal
¢é retangular, simplesmente apoiada com um apoio fixo e outro mével, submetida a um

carregamento distribuido.

Devido a simplicidade do modelo, foi possivel incorporar as solugoes analiticas
EB e TE o parametro fracionario «, tornando-as ferramentas capazes de identificar certos
efeitos que influenciam na deflexao de vigas, incorporados na flecha transversal extraida
da solu¢do numérica de elasticidade tridimensional ANSYS, efeitos estes nao explicitos

pelo referido software.

A convergéncia entre as solucoes analiticas EBF e TEF e a solu¢ao numérica de
elasticidade tridimensional ANSY'S ¢ desenvolvida do seguinte modo: é inicialmente obtida,
da solucao ANSYS, a deflexdo transversal com caminho definido pelo eixo baricéntrico na
direcao do eixo y no plano zy, a qual corresponde a deflexao transversal no plano xv das

referidas solugoes analiticas.

Para representar a situacao descrita anteriormente, considerou-se uma viga com
dimensdes (b, h, L) = (0,3m, 0, 1m, 5m), submetida a um carregamento ¢ = 3 x 10°N /m.
No gréfico da Figura 5.1 sao apresentados em (a), a deflexao transversal, obtida para solugao
analitica EBF( EB para a = 4) e em (b), a deflexao transversal obtida da correspondente
solucdo ANSYS, onde nesta implementacao, o médulo do carregamento considerado foi
q=3x10°N/m:0,3 =1 x 10°N/m, que corresponde ao carregamento implementado no
modelo analitico EBF(EB para a = 4).
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T x107*

(m
N
(4]
y(m)
&

b)
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
x(m) z(m)

Figura 5.1 — a) Flecha analitica EBF( EB para o = 4) e b) Flecha ANSY'S correspondente.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

O passo seguinte é variar o parametro « presente nas solugoes analiticas de
forma a aproximar as flexdes méximas de ambas as solu¢gdbes com menor erro possivel
considerando o critério de convergéncia adotado. Para a equivaléncia do carregamento, em
ambas as solugoes, foi feito o seguinte: para uma carga distribuida ¢, implementada na viga
da solucao analitica, implementa-se uma carga distribuida ? ha viga construida no ANSYS,
em que b é a base de tal viga, conforme procedimento realizado para obtencao dos graficos
da Figura 5.1. Como enfatizado anteriormente, a deflexdo transversal, obtida das simulagoes
realizadas no ANSYS, nao revela discriminadamente efeitos implicitos que contribuem para
resultados de saida. No caso de vigas simplesmente apoiadas com carga distribuida, por
exemplo, pode-se revelar a presenca dos efeitos de momentos, cisalhamento, concentracao
de tensao nos apoios, flambagem, plasticidade, entre outros que, dependendo das dimensoes
da viga e do carregamento, podem contribuir na deflexao transversal. Os resultados de saida
fornecidos pelo ANSYS, relacionados a deflexao transversal, nao explicita a contribuicao de
cada um dos efeitos separadamente. E justamente neste ponto que as solucdes fraciondrias
sao exploradas com o intuito de detectar, identificar e quantificar na variagao da ordem

fracionaria cada um destes efeitos separadamente.

O material escolhido para a construgao da viga foi o aco AISI 1020, o qual é
ductil, isto é, apresenta capacidade para sofrer grandes deformacoes plasticas sem atingir

o rompimento, quando submetido a altas tensoes.

De acordo com (LEITE et al., 2017), apesar do ago 1020 apresentar baixo
teor de carbono, os valores para tensoes de tracao e compressao, modulo de elasticidade
e ductilidade sao consideraveis devido a esta composi¢cao apresentar, em sua estrutura,

o material na forma de cementita, composto conhecido como carboneto de ferro FeszC',
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caracterizado por ser dura, resistente e suportar altas temperaturas. Por isso, é muito
utilizado na fabricacdo de chapas automobilisticas, perfis estruturais, placas para producao

de tubos e em estrutura de pontes, na construcao civil.

As implementagoes foram desenvolvidas na interface workbench usando analise

estatica, as quais sao identificadas no software como static-structural.

5.2.1 Malha de elementos finitos

Na fase de pré-processamento, merece destaque um dos fatos mais relevantes
para obter resultados coerentes em determinadas andlises, que é a qualidade da malha
(forma como o dominio continuo é discretizado) e a escolha dos elementos geométricos
que constituirdo a malha (YAMASSAKI, 2014). Esta escolha deve ser bem criteriosa, pois
influencia diretamente nos resultados obtidos. A escolha de uma malha inadequada pode
levar a resultados incorretos sobre a andalise que se pretende realizar. Logo, deve-se buscar
elementos mais adequados possiveis para sua constituicao, além disso, ser criterioso no
refinamento, pois a malha pouco refinada mostra dados incoerentes relacionados ao que
pretende-se analisar, como também, o excessivo refinamento exige maior processamento
computacional e, consequentemente, maior esfor¢o para a interpretacao e validacao dos

resultados.

Os elementos finitos podem apresentar formas diversas, como exemplo, pode-se
citar as unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais com niimeros distintos de nés em
suas faces e lados, acarretando diferentes graus de liberdade por né. Dentre as principais
formas, pode-se destacar os segmentos para as formas unidimensionais, triangulares e
retangulares para as bidimensionais, tetraédricas e hexaédricas para as tridimensionais.
Na escolha da forma do elemento, deve-se avaliar sua adequacao a forma geométrica
da estrutura fisica que se deseja analisar, isto é, estas formas sao escolhidas conforme o
dominio a ser discretizado (SORIANO, 2009).

O ANSYS versao 19.0, (ANSYS, 2017) apresenta duas opgoes para a geragao
da malha de elementos finitos, classificadas como livre ou mapeada. A malha livre é
gerada automaticamente pelo programa, enquanto a mapeada ¢é definida pelo usuério, que
estabelece a forma e o tamanho dos elementos (OLIVEIRA, 2018). A malha mapeada é
bem adequada para modelos que apresentam geometrias simples. Devido o modelo adotado
possuir geometria simples, optou-se pela malha mapeada objetivando melhorar a qualidade
dos resultados, pois, as simulagoes tridimensionais de elasticidade realizadas no ANSYS

sao as referéncias para o desenvolvimento da pesquisa.

Em relagdo a geometria da malha, adotou-se como elemento o hexaedro regular
de 8 nés com aresta a, conhecido, na literatura, por sélido continuo ou sélido 186 (LAJARIN,
2012) e (CARVALHO, 2012). Sua representacao é dada pela Figura 5.2.
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Figura 5.2 — Elemento usado na confec¢ao da malha.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

A escolha da malha adequada depende da geometria e do tipo de material.
Para as vigas reticuladas, caso que contempla o problema, uma boa malha é justamente

constituida por pequenos hexaedros regulares de 8 nés (ALVES, 2018).

5.2.2 Avaliacdo e convergéncia da malha

Ao iniciar o desenvolvimento de uma determinada malha para uma certa
estrutura, deve-se considerar dois parametros fundamentais: o primeiro é como avaliar a
qualidade da malha; e o segundo é determinar um critério para convergéncia. O software

ANSYS possui mecanismos tanto para a avaliagdo da malha como para a convergéncia.

A avaliacao da qualidade da malha pode ser feita por mecanismos denominados
métricas da malha. Para isso, no ambiente “Mesh” do software, basta ir ao topico “Statis-
tics”, no qual o software apresenta varias métricas para a avaliacao da qualidade. Uma das
métricas mais indicada pelo manual ANSYS é a “Element quality”. Estas métricas tém
como func¢ao medir o quanto o elemento estd deformado comparando-o com a geometria
original. Para a malha adotada, o elemento perfeito é o hexaedro e, neste caso, o “Element
quality” tem relevancia 1. Para quantificar essa relevancia, os parametros utilizados pelo
software sao a média e o desvio padrao. Para uma malha de boa qualidade, o software
indica que ela apresente um “Element quality” com média T maior ou igual a 0,8 e desvio

padrdo ¥ com ordem menor ou igual que 1072

O segundo parametro a ser avaliado é a convergéncia da malha. Uma maneira

de avaliar tal convergéncia é realizar diversas simulagoes ou iteragoes objetivando refinar
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a malha. Geralmente, faz-se este procedimento comparando os resultados das tensoes
obtidas para o refinamento de malha escolhido. A malha pode ser considerada de boa
qualidade quando o erro na variacao das tensoes entre a malha atual e a malha do passo
imediatamente anterior forem irrelevantes, isto é, convenientemente préximo de zero.
Quando isso ocorre, pode-se considerar que a malha convergiu. Outra maneira de avaliar
esta convergéncia é comparando a solugao numérica com a malha escolhida a solugoes
analiticas existentes na literatura. Se as referidas solugoes convergirem, isto significa que a

malha convergiu.

Aqui é descrito o procedimento utilizado para determinar o critério de conver-
géncia da malha. Inicialmente, foram realizadas as iteragoes com refinamento da malha,
além de usar também o dispositivo de avaliacdo existente no software ANSYS. Em ambos
os casos, foram tomadas as tensoes normais maximas de tragao objetivando determinar o
tamanho maximo possivel da aresta do elemento, para que se tenha uma boa convergéncia.
Em seguida, usou-se o confronto entre as solucao analitica EB e a solucao numérica
extraida do ANSYS visando fixar o critério de erro entre as flechas transversais para a
malha convergida. A partir dos resultados obtidos, nos procedimentos supracitados, foi

determinado o critério de convergéncia.

Para a realizagao dos procedimentos descritos anteriormente, implementou-se
no ANSYS uma viga simplesmente apoiada com dimensoes (b, h, L) = (0,3m, 0, Im, 5m),
submetida a uma carga de 1 x 10°N/m. A viga implementada com os respectivos apoios e

carregamento tem representacao dada pela Figura 5.3.

Displacement 2
[E Pressure: 1000, Pa

0,000 2,000(m) ZJ\ X
—

1,000

Figura 5.3 — Viga usada para o teste de convergéncia da malha.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

O procedimento interativo foi iniciado com elementos cujas arestas medem
0,29m. Dali, a malha foi refinada, obtendo, em cada teste, as tensdes normais maximas de

tracao. Os resultados obtidos estao discriminados no grafico da Figura 5.4.
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Figura 5.4 — Convergéncia da malha.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No grafico da Figura 5.4 fica claro que as tensoes normais maximas de tragao
se tornam constantes para elementos com arestas menor ou igual que 0,04m ocorrendo,

assim, a convergéncia da malha.

Por outro lado, realizou-se também o processo de convergéncia usando o meca-
nismo disponibilizado no software. O processo também é feito analisando a convergéncia
das tensoes normais principais maximas, mas o tipo de malha quem determina é o software.
Para isso, no ambiente da tensao escolhida para avaliar a malha, selecionou-se a opcao
“Convergence”. Feito isso, bastou apenas estimar uma porcentagem de erro que se deseja
permitir entre uma iteracao e outra, fator determinante para fixar o erro aceitavel entre
as flechas. Isto é feito no comando “Alowable charge”. No manual do software ANSYS se
afirma que uma porcentagem de 1% ja é de boa qualidade. Adotou-se uma porcentagem
100 vezes menor, isto ¢, 0,01%, equivalente a um erro da ordem de 10™* entre uma iteracio
e a seguinte. Realizada a simulagao, obteve-se como resposta os dados representados na

Figura 5.5.
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3 1,8753e+006 2,2245e-002 16688 9551
4 1,8753e+006 2,1269e-003 24434 54505

Figura 5.5 — Convergéncia da malha.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Analisando a Figura 5.5, percebe-se que, quando o erro permitido entre as
iteracoes realizadas pelo software atingem a ordem de 0, 02%, as tensdes normais principais
maximas de tragao se tornam constantes. Além disso, tal valor coincide com as tensoes
obtidas no grafico da Figura 5.4, quando o refinamento da aresta do hexaedro de 8 nés é
menor ou igual 0,04m. Logo, pode-se concluir que o procedimento utilizado para testar a

convergéncia da malha, constituida por hexaedros de 8 nos, é aceitavel.

Visando testar o erro entre as deflexdes com a malha convergida, foram esco-
lhidas as flechas transversais correspondentes as malhas constituidas por hexaedros com
arestas 0,04m e 0,03m, que sdo os dois primeiros casos em que as tensoes convergem.

Calculando o erro relativo entre estas flechas, obteve-se o gréafico da Figura 5.6.
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Figura 5.6 — Erro relativo entre as flechas.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Da analise do grafico da Figura 5.6, pode-se notar que o erro relativo maximo
entre as flechas é da ordem de 107*, equivalente & porcentagem de erro estimada para
a convergéncia das tensoes entre duas simulac¢bes consecutivas. Assim, conclui-se que
as flechas transversais também convergem para malha constituida por hexaedros, cujas

arestas sejam menores ou iguais a 0, 04m.

Por fim, implementou-se, no ANSYS, a viga, conforme Figura 5.3. A malha
adotada é constituida por tetraedros de 8 nos e arestas medindo 0, 02m, malha esta com
convergéncia comprovada. Na Figura 5.7, tem-se a representacao da viga e a referida malha.
No item (a), é apresentado um panorama total e, em (b), sdo destacados os elementos
da malha, a partir dos quais fica visivel que a viga possui 15 elementos na largura e 5

elementos na altura.
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Figura 5.7 — Malha constituida por seus respectivos elementos: a) Visao geral e b) Ele-
mentos destacados.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Da referida viga foi extraida a flecha transversal, fixando como o caminho o eixo
baricéntrico. Em seguida, foram filtrados os efeitos causados pela concentracao de tensao
nos apoios, conforme procedimento apresentado na Subsecao 5.5.1. Por fim, confrontou-se
com a solucao EB. O erro relativo entre as referidas flechas, apds o confronto, é dado

conforme o grafico da Figura 5.8.
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Figura 5.8 — Erro relativo entre as flechas.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

E perceptivel do gréfico da Figura 5.8 que o erro relativo méaximo ¢ da ordem
de 107, equivalente ao erro considerado entre as tensdes em iteracoes consecutivas usando

o dispositivo para analise de convergéncia da malha, disponivel no software, conforme
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dados do grafico da Figura 5.5. Tal fato confirma que as solu¢oes ANSYS e EB convergem.
Portanto, para a malha convergida, o erro maximo entre as flechas analiticas e numéricas

é da ordem de 107%.

E importante destacar que, mesmo para a malha convergida, a diferenca entre as
flechas apresentam residuos que, mensurado pelo erro relativo, apresentam ordem méaxima
de 107*. Isso vem do fato de trabalhar com um modelo numérico, consequentemente, a
validagao e convergéncia de resultados via tais modelos, dificilmente apresentam erros

nulos.

A partir dos resultados obtidos nas analises de convergéncia da malha, considerou-
se a convergéncia das solugoes nas simulacoes, quando as arestas dos elementos forem
menores ou guais a 0,04m e o erro relativo entre as flechas apresentar ordem menor ou

igual a 107%.

Para testar a qualidade, foi selecionada, para a malha representada na viga da
Figura 5.7, a métrica “Element quality”. Tomando a média e o desvio padrao, apresentados
pela respectiva métrica, obtém-se T = 1 e ¥ = 9,7971 x 1077, respectivamente. Logo,
pode-se concluir que a malha apresenta excelente qualidade, pois tem-se uma média com
100% de qualidade e um desvio padréo na ordem de 1077, em que a ordem para o desvio

padrao estimulada para uma boa malha é 1072

5.3 Andlise da precisao dos modelos fracionarios EBF e TEF

Concluido o processo de escolha do material e a determinacao dos elementos
da malha, realizou-se uma simulagao inicial no ANSYS, na qual foi determinada a flecha
transversal e comparada com as solugoes fracionarias EBF e TEF objetivando analisar o

comportamento desses modelos na avaliacdo e identificacdo dos resultados via ANSYS.

Esta aplicacao inicial teve como propdsito mostrar que a liberdade do parametro
«, incorporado as solugoes EB e TE pelo uso de conceitos de calculo fracionario, torna-a

capaz de avaliar e identificar certos efeitos contemplados na deflexao fornecida pelos
resultados do ANSYS.

Para isso, optou-se por um exemplo simples de estrutura carregada nos limites
elasticos lineares. Dessa forma, implementou-se, no ANSYS, uma viga de aco AISI 1020
simplesmente apoiada, isotrépica, prismatica, com dimensoes (b, h, L) = (0,3m; 0, 8m; 5m)
e sujeito a uma carga transversal uniformemente distribuida ¢ = 1 x 10*N /m.

. . . s . (%
A garantia do regime linear geométrico pode ser obtida comparando ———

1
a razao 300’ em que vUp,q, € a flecha maxima obtida na simulacao linear ANSYS e L é o

com

Umam

1
7 < 300" o regime da simulagao no software computacional

comprimento da viga. Se
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¢é linear, pois, nessa faixa, a estrutura comporta-se de forma linear. Caso contrario, o

comportamento da estrutura é nao linear (ALVES, 2012).

Convém deixar claro que esta comparacao foi feita, apenas para garantir que a
viga implementada nao apresenta efeitos nao lineares, pois a simulagao linear ANSYS s6
detecta efeitos lineares, mesmo que o carregamento submetido seja suficiente para que a

estrutura apresente efeitos nao lineares.

Realizou-se uma simulagao linear tridimensional de elasticidade no ANSYS e
dele extraiu-se a deflexao transversal da viga no plano zy na dire¢ao do eixo y, definindo
como caminho, o eixo baricéntrico. Nas solugoes analiticas fracionarias EBF e TEF, esta
deflexao é equivalente a flecha do plano zv com deflexdo na direcao do eixo v. A Figura
5.9 mostra a respectiva viga implementada, destacando o caminho definido e a dire¢ao da

deflexdo tomada.

-1,9227e-5
-2,2812e-5
-2,6404e-5
-2,9995¢-5
-1,3507e-5
-3,7178e-5 Min

Y

0,000 2,000(m) Lf_.x

Figura 5.9 — Caminho e dire¢do da deflexao.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Da Figura 5.9, nota-se que a deflexdo méxima em valor absoluto é 3, 7178 x
10~°m. Tal resultado foi obtido com uma malha constituida por hexaedros com arestas
medindo 0,01m. Dividindo o valor maximo obtido para a deflexdo pelo comprimento da
viga, obtém-se 7, 4356 x 107%m, o qual é menor que L Portanto, o regime da simulacao

o 300
¢é linear.

Como a variavel em questao é a deflexao transversal, da simetria, a deflexao
maxima localiza-se no meio da viga, ou seja, z = 2,5m. Escolheu-se esta posicao para

obter a ordem fraciondria a devido a sua relevancia para evitar falhas, ou seja, devido ser
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o ponto com maior sensibilidade da viga, é esperado que a maioria dos efeitos fisicos sejam
detectados com bem mais significincia em tal ponto. Do ANSYS, a deflexdo maxima é
3,7178 x 10°m. Entao, o resultado é o = 4, 1500 para EBF e a = 4,0999 para TEF,
como esperado, quanto mais proximo « esta de 4, menos influente é a ordem fracionaria
“necessaria” para a convergéncia em relagdo ao problema sob investigagdo (modelado
com precisao em ANSYS). Isso significa que o modelo TE, de ordem inteira original, é
confirmado mais préoximo do comportamento da referéncia, uma vez que o parametro
a, que determina a convergéncia entre a flecha méaxima do modelo fracionario TEF e o
ANSYS, é menor que para o caso do modelo EB de ordem inteira original. Isso é coerente
com o fato de que o modelo TE engloba os efeitos de cisalhamento, ao contrario de EB, e

representa melhor o comportamento da estrutura real.

Empregando esses valores « de volta nas Equagoes (4.32) e (4.37), as solugoes
fracionarias particulares sdo obtidas. Deste ponto em diante, as equagdes finais para
deflexdes podem ser comparadas com a resposta ANSYS ao longo de toda a viga. A Tabela
5.1 mostra as respectivas deflexdes maximas com seus correspondentes valores de . Note

também que a solugao EBF incorpora a solucao TE para o = 4,0455.

Tabela 5.1 — Comparagao entre as deflexdes maximas.

van X 107°m  vrp x 1075m le' vppr X 107°m  vpepr x 107°m
3,7178 3, 2639 4 3,0714 3,2639
3,2639 4,0455 3,2639
3,7178 4,1500 3,7178
3,7178 4,0999 3,7178

O grafico da Figura 5.10 revela o comportamento de deflexdo das solugoes EB,
EBF, TE e TEF em relagdo ao ANSYS. Além disso, incluiu-se a razdo de deflexdo entre
as solugoes EBF e TE (neste caso, o = 4,0455).
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Figura 5.10 — Razdo de deflexao para as solugdes de ordem inteira e fracionaria em relagao
a ANSYS e razao de deflexdo para a solucao EBF em relagao a TE.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Todos os cinco graficos apresentam diferengas progressivamente maiores do meio
para cada extremidade, o que concorda com os efeitos de cisalhamento que levam a estrutura
a uma maior deflexao transversal para acomodar essas deformacoes de cisalhamento. Por
isso, no modelo ANSYS, quanto mais proximo da realidade, o desvio é maior; quase
tanto quanto seria em um experimento, todas as relaxagoes estruturais tendem a ser
contempladas no modelo numérico. Ainda no que diz respeito ao ANSYS, do pior para
o melhor, estao os graficos EB, TE, EBF e TEF, comportando-se conforme o esperado.
EB carece de efeitos de cisalhamento e é por isso que ¢é significativamente pior (longe de
ANSYS) do que TE; por outro lado, ao comparar EBF e TEF, a consideracao dos efeitos
de cisalhamento original em TE ainda faz com que TEF prevaleca sobre EBF, mas muito
ligeiramente. A aplicacdo mostra que a abordagem do calculo fracionario pode alcangar
um bom ajuste do modelo, ndo dependendo de maneira importante da precisao do modelo
de ordem inteira original (pelo menos para esta aplica¢do). Além disso, da comparacao
entre EBF e TE, por ser o primeiro mais proximo do ANSYS, o EBF certamente detecta
efeitos de cisalhamento originalmente ausentes na EB e, como os resultados sugerem,
possivelmente outros efeitos fisicos. Portanto, pode-se concluir que o propésito inicial foi
atendido. A principio, ndo se sabe quais efeitos possam ser identificados e avaliados, mas

isso serd o objeto de estudo a partir de agora.

Na préxima secao, é apresentado, com maior clareza, o primeiro fato relevante

observado que ¢é a identificagdo dos efeitos de cisalhamento pela solu¢ao EBF.
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5.4 ldentificando os efeitos de cisalhamento

Analisando as solugoes fracionarias obtidas, o primeiro fato relevante a ser
destacado é que a solucao EBF identifica efeitos de cisalhamento, contemplados pela
equagao de Timoshenko-Ehrenfest (TE). Para caracterizar tal fato, foi implementada uma
viga espessa, constituida de ago 1020 com dimensoes (b, h, L) = (0, 3m; 1m; 5m), submetida

a um carregamento distribuido com médulo dado por ¢ = 5 x 10*N/m. Determinando sua
L
razao de aspecto, obtém-se (h = 5). Portanto, os efeitos de cisalhamento influenciam

significativamente na flexao, pois, em testes apresentados por [(SILVA, 2010) e (SILVA,
2019)], além das consideragoes, apresentadas na Subsegao 4.2.1, é evidente que estes
efeitos sao consideraveis para a razao de aspecto menor que 10, o que é equivalente a um
deslocamento maximo maior ou igual 2% em relacao ao deslocamento maximo da flecha
EB. Neste caso, tem-se que a diferenca entre as deflexdes maximas TE e EB é igual a

9,7916%. Portanto, os efeitos de cisalhamento sao bem acentuados.

Confrontando os valores maximos das solu¢oes analiticas EBF e TE, obtém-se
que a flecha maxima EBF converge para a flecha maxima TE para a = 4,0708 com erro
relativo de ordem 10™*. Levando tal a, na equacdo EBF generalizada, obtém-se a solucio

particular EBF para todo o intervalo que a viga esta definida.

O grafico da Figura 5.11 confronta a solu¢ao EBF para a = 4,0708 com a TE.
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Figura 5.11 — Confronto entre as solu¢oes EBF e TE.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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Para evidenciar melhor este fato, determinou-se o erro relativo E, entre as
solucoes EBF com a = 4,0708 e TE definindo £, como sendo

g, - lvre — vesr| (5.1)

|UTE|

em que vrg é flecha correspondente a solugao TE e vgpr é a flecha EBF para o = 4, 0708.

No grafico da Figura 5.12, é plotado o vetor erro relativo ao longo do dominio

em que a viga esta definida.
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Figura 5.12 — Erro absoluto entre as solucoes EBF e TE.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Analisando o grafico da Figura 5.12, é evidente que o erro relativo maximo,
apresentado no confronto entre as solu¢gdes EBF e TE, apresenta ordem menor ou igual que
1072, podendo destacar ainda que 20, 13% dos pontos vizinhos a flecha maxima convergem,
pois apresentam erro da ordem de 10™*, compativel com o critério de convergéncia. Portanto,
é notério que a solucao EBF detecta os efeitos de cisalhamento, apresentando melhor
qualidade na parte central da viga e quantificando tais efeitos pelo parametro o = 4,0708.
E importante destacar também que da andlise do grafico da Figura 5.12 é perceptivel que

a solucao EBF apresenta assimetria.

Como ja discutido na Segao 5.3, as solugoes fracionarias EBF e TEF, através
da liberdade do parametro «, conseguem melhor aproximagcao da deflexao transversal,
extraida, da solucao tridimensional ANSYS, quando comparadas as solugbes inteiras
EB e TE. Isto sugere que tais solu¢oes podem detectar, como também avaliar, além do

cisalhamento, como mostrado na Se¢ao 5.4, outros efeitos que possam surgir quando é



Capitulo 5. Deflexdo de vigas: estudo de efeitos via EBF e TEF 106

considerada a variacdo das dimensoes da viga ou o carregamento. O propédsito da préxima
secao ¢ a investigacao destes efeitos apresentando possivel identificacao e avaliagdo através

da variagdo do parametro « presente nas referidas solucoes.

5.5 As solucoes EBF e TEF e a identificacdao de resultados via
ANSYS

Em analise estatica, as soluc¢oes tridimensionais de elasticidade via ANSY'S,
fornecem como saida deflexoes, tensoes, forcas de reagao e deformagao para estruturas
implementadas no software e submetidas a cargas estaticas. Em condi¢oes mais complexas,
varios fenomenos fisicos podem influenciar nestes resultados. Em uma viga simplesmente
apoiada, espessa, submetida a um carregamento distribuido, restringindo-se apenas o
regime linear, tem-se, por exemplo, a contribuicao dos efeitos adicionais de momentos,
cisalhamento e concentragao de tensao nos apoios, nos resultados de saida, relacionados
a deflexao. Tais efeitos nao sdo discriminados separadamente pelo software. Portanto, o
objetivo das proximas segoes é usar as solucoes fracionarias EBF e TEF para detectar,
identificar, como também, caracterizar individualmente varios efeitos fisicos que afetam a
curva de deflexdo em simulagoes tridimensionais via ANSYS. A deteccao, identificagao e
avaliacao sao representadas, tanto pela convergéncia, como pelo desvio do pardmetro «

em relacao a ordem inteira.

A analise foi desenvolvida da seguinte forma: inicialmente, foi feita uma andlise
linear de uma viga delgada simples, empregando um procedimento, aqui proposto, para
o isolamento dos efeitos de concentracao de tensoes, nas regioes da viga, proximas aos
apoios, aqui denominado de “filtragem”. Em seguida, para tornar o modelo um pouco
mais complexo, foi implementada uma viga espessa, considerando, ainda, a filtragem
supracitada. No passo seguinte, analisou-se a viga espessa e com a presenga dos efeitos de
apoios. Finalmente, foi feita uma andlise nao linear de uma viga delgada submetida a um
carregamento que ultrapassa muito ligeiramente os limites de elasticidade lineares, para os
quais considerou-se a nao linearidade geométrica, ativando na simulacao de elasticidade

tridimensional ANSYS o comando “Large deflection".

5.5.1 O processo de filtragem

Dentre muitas simulagoes realizadas no ANSY'S, comprovou-se que a concen-
tragao de tensao nos apoios influencia na deflexao transversal, apresentando bem mais
intensidade em vigas espessas. Como o objetivo ¢ identificar, separadamente, fend6menos
usando para isso, o parametro «, incorporado nas solugoes fracionarias EBF e TEF,
adotando, como referéncia, simulacoes tridimensionais de elasticidade, via ANSYS, foram

tragados modos de realizar estas simulagoes sem a influéncia dos efeitos dos apoios. Uma
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das estratégias adotadas foi implementar uma viga de 25m, conforme representada na
Figura 5.13.

Figura 5.13 — Viga de 25 metros, simplesmente apoiada com carga distribuida.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

O diagrama do corpo livre, do processo de filtragem, é mostrado na Figura
5.14.

6g

Forga cortante V'

CD é ointervalo de interesse

Figura 5.14 — Diagrama da forca cortante e do momento fletor.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

A viga da Figura 5.13 é simplesmente apoiada com carga distribuida ¢ em todo

seu vao, apoios nos pontos A e B, cujas coordenadas sao 6m e 19m, respectivamente.

O objetivo é usar tal viga para realizar as simulag¢oes tridimensionais, via
ANSYS, relacionadas a deflexdo, sem a presenga dos efeitos de apoios. A solugao de
interesse é a deflexao obtida nos 5 metros centrais, isto é, entre os pontos C' e D da
implementacao do problema no ANSYS. Os pontos supracitados estao a 4m dos apoios
(fixados nas arestas inferiores das segoes extremas da viga), objetivando filtrar da deflexao,
efeitos da concentragao de tensao nos apoios. Este intervalo de interesse é usado para

confrontar com as solugoes analiticas fracionarias EBF e TEF, objetivando identificar
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alguns efeitos analisados nas préximas discussoes. Convém destacar que os intervalos,
correspondentes aos segmentos KA = BF = 6m, sdo necessarios para se obter momento
fletor nulo nos pontos C' e D e, dai, ser possivel comparar a solucao obtida da implementacao

do ANSYS com as solugoes analiticas fracionarias.
Percebe-se facilmente que, tomando na Figura 5.13, EA = BF = x, obtém-se

13 + 2
Ri=Rp = Q(?’;x). (5.2)

Considerando o momento fletor nulo no ponto C', tem-se

4 2
_4RA+q<;_I):0’

donde z = 6.

Vale destacar que o filtro apresenta bons resultados para filtragem dos efeitos
de apoios em simulagoes lineares. Assim, para as simulacées nao lineares, os residuos

relacionados aos efeitos de apoios na flecha podem ser determinados, como segue,

Ur = Ulinear — VIf, (53)

em que v;¢ ¢ a flecha obtida da simulacao linear ANSYS com filtro.

5.5.2 Analise linear de uma viga delgada simples

Neste caso, implementou-se, no ANSYS, uma viga bem simples, isto é, delgada,
em que os efeitos de cisalhamento e concentragdo de tensao nos apoios pouco interferem

na deflexdo. Nestas condigbes, optou-se pela viga delgada com dimensoes (b, h,L) =

h
efeitos de cisalhamento na deflexdao é pouco relevante.

L
(0,3m,0,1m,5m). Como a razao de aspecto | — = 50) ¢ maior que 10, a influéncia dos

Visando filtrar da deflexao, os efeitos causados pela concentracao de tensao nos
apoios, implementou-se, no ANSYS, a viga com dimensoes (b, h, L) = (0,3m, 0, 1m, 25m),
submetendo-a & carga ¢ = 3 x 10°N /m. O grafico da Figura 5.15 mostra a viga implemen-

tada destacando a carga distribuida, os apoios e o intervalo de solu¢ao que interessa.
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G Intervalo de
4m interesse

Gm
Figura 5.15 — Viga de 25m com destaque para o intervalo de interesse.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Realizada a simulagdo, extraiu-se a deflexdo maxima no plano zy, considerando
apenas o intervalo central de 5m e tomando caminho pelo eixo baricéntrico. A flecha

méxima, obtida para a viga constituida por hexaedros de 0,01m de aresta, foi v,,4, =

Umax

= 09,4380 x 107 °m e comparando com —,

4.7190 x 10~%m. T d a
s X m omandao a razao 300

conclui-se que o regime da simulagao é linear, pois U"gw = 19,4380 x 10°m< 300°

Confrontando a solucao analitica EB com a flecha transversal na direcao y do
plano zy, extraida apenas dos 5m centrais da implementacao do ANSYS, conforme Figura
5.15, obtém-se o grafico da Figura 5.16, em que: em (a), tem-se a comparagao entre as

referidas flechas; em (b), o erro relativo entre elas.
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Figura 5.16 — a) Confronto entre EB e ANSYS e b) Erro relativo correspondente.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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O erro relativo destacado no gréfico da Figura 5.16 item (b) é definido por

. lvEs — vaN|

E, = 5.4
oan] (5.4)

em que vgp € a flecha correspondente a solucdo EB e vsy é a flecha ANSYS.

Analisando tal erro, percebe-se que o erro relativo maximo entre as curvas
é da ordem de 107, equivalente ao erro relativo, obtido entre as flechas para a malha
convergida no grafico da Figura 5.8. Portanto, considerando o critério de convergéncia,
conclui-se que a solucdo ANSYS converge para a solucao EB, isto é, a solu¢ao EBF com

a=4.

E importante destacar que a deflexdo ANSYS nos extremos z = 0 e z = 5m
foram nulas, pois tal solucao foi obtida usando a filtragem. O problema é que estes pontos

nao sao identificados pelo grafico do erro relativo, pois neste caso tem-se a razao o

Desta analise, pode-se destacar dois fatores relevantes: o primeiro é que a
concentragao de tensao nos apoios para o caso de viga delgada simples é bem menos
intenso que no caso de viga espessa. Logo, sua contribuigdo para a variacao da deflexao de
vigas delgadas é menos relevante que nas vigas espessas. Este fato pode ser evidenciado

tomando a viga com a representacao das tensoes principais maximas de tracao, conforme
Figura 5.17.

5,2188e5
2,9631e5

rarar
-1.5485e5 Min

0,000 1,000 {rm) ‘-" "

0,500

Figura 5.17 — Tensdes normais de tracao ou tensoes maximas principais.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.
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Observando o grafico da Figura 5.17, percebe-se que as tensoes apresentam

maior variacdo na parte central da viga, e ndo nos apoios.

E, por fim, o segundo fator a ser destacado é que a referida andlise deixou
explicita a correspondéncia entre a deflexao transversal no plano zy na direcao do eixo y,
obtida do modelo de elasticidade tridimensional ANSYS e a deflexao transversal do modelo
analitico EB (EBF para a = 4). Portanto, nas préximas secoes, a referida correspondéncia
serd usada para detectar, identificar e avaliar, separadamente, alguns efeitos presentes na
deflexdo das simulacoes tridimensionais, via ANSYS, através do parametro «, incorporado

nos modelos analiticos EB e TE.

5.5.3 Andlise linear de uma viga espessa com filtragem dos efeitos de apoios

Nesta secao, optou-se por um modelo mais complexo no ANSYS tomando
a viga ainda com a presenca do filtro, mas aumentando sua altura de forma a torné-
la espessa. A viga selecionada foi a mesma da Subsecao 5.5.2, mas variando a altura,
de h = 0,1m para h = 0,8m. Nestas condigoes, implementou-se, no ANSYS, a viga

(b,h, L) = (0,3m,0,8m,25m) submetida a um carregamento de médulo ¢ = 3 x 10*N /m.

Nota-se que, no intervalo de interesse, a viga considerada é espessa, pois
sua razao de aspecto é i = 0, 25), portanto, menor que 10. Neste caso, os efeitos de
cisalhamento sobre a deflexao transversal da viga sdo bem mais significativos que no caso

delgado.

A deflexao transversal do modelo de elasticidade tridimensional ANSYS foi
tomada conforme feito na Subsecao 5.5.2. Tal deflexdo é equivalente a deflexdo transversal

no plano zv na dire¢do de v do modelo analitico fracionario EBF.

A flecha maxima, obtida para a viga constituida por hexaedros de 0,01m de

aresta, foi Uyee = 9, 7483 x 10~>m. Tomando a razio Umaz_ 1,9497 x 10~5m e comparando
com oo, conclui-se que o regime da simulacio é linear, pois Urzaz — 1,9497 x 10 °m<
300°

Variando o valor de «, de forma a aproximar as flechas maximas EBF e ANSYS,
obtém-se que as referidas flechas convergem para a = 4,0421 com erro relativo da ordem
de 107°. Levando o respectivo o na solucao EBF generalizada e confrontando as respectivas
curvas, obtém-se o grafico da Figura 5.18, no qual, em (a), tem-se a comparagao entre as

flechas e, em (b), o erro relativo entre elas.
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Figura 5.18 — a) Confronto entre EBF e ANSYS e b) Erro relativo correspondente.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

O erro relativo apresentado pelo grafico Figura 5.18, item (b), é semelhante ao
respectivo erro descrito pelo grafico da Figura 5.12, no qual se representou o erro relativo
entre a solugdo analitica EBF e a solu¢ao (TE). Nota-se que até a ordem de grandeza
méaxima do erro em ambos os casos é a mesma, isto é, 1072. Tal equivaléncia comprova
que a flecha transversal extraida da simulagao tridimensional ANSYS contém efeitos de
cisalhamento. Agora, considerando o critério de convergéncia, pode-se afirmar, neste caso,
que as referidas flechas convergem além do ponto de maximo em 32, 88% dos pontos de sua
vizinhanga. Portanto, os efeitos de cisalhamento sao detectados pelo parametro o = 4, 0421
da solu¢ao EBF em uma consideravel quantidade de pontos na parte central da viga e

avaliados pelo desvio apresentado por a em relagao a ordem inteira.

5.5.4 Analise linear de uma viga espessa na presenca dos efeitos de apoios

Nesta secao, foi escolhido um modelo bem mais complexo. Para isso, considerou-
se uma viga espessa sem o processo de filtragem da concentragao de tensao nos apoios.
Nesta configuracao de viga, as tensoes presentes nos apoios sdo bem mais intensas que
as tensoes produzidas por momento fletores ou cisalhamento (TIMOSHENKO; GERE,
1983). Estas concentragdes de tensdes podem causar variacao na flexdo, mesmo quando a
viga é submetida a baixas tensoes (pequenas deflexdes) (LI; LEE, 2015). O propésito da
investigacao, é justamente a variacao da deflexao transversal causada pela concentracao
de tensao nos apoios, em uma simulacao linear com consequente identificacao, usando a

variagao do parametro « incorporado na solucao TEF.

Neste caso, definiu-se uma viga espessa constituida de aco 1020, com dimensdes

(b,h, L) = (0,3m,0,8m, 5m), submetida a um carregamento ¢ = 6 x 10°N/m. Nota-se
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L
que a viga é espessa, pois sua razao de aspecto é <E = 0, 25), portanto, menor que 10.

Neste caso, a deflexao transversal, obtida da simulacao linear tridimensional ANSYS, terd
contribuicao dos efeitos de momento, cisalhamento e da concentragdo de tensao nos apoios.
Da viga implementada no ANSYS, selecionou-se a deflexao transversal, conforme feito nos
casos anteriores. A Figura 5.19 mostra a representacao da viga no ANSYS, destacando a

direcao e o caminho tomado para extrair a deflexao transversal.
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-1,36687e-5
-1,5842e-5
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Figura 5.19 — Caminho e direcao da deflexao.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

A deflexdo tomada do modelo tridimensional, implementado no ANSY'S, con-
forme destacado na Figura 5.19, é equivalente a deflexdo no plano zv na direcdo de v
do modelo analitico fracionario TEF. O valor absoluto da flecha maxima, obtida nesta
simulacao, cujos elementos escolhidos para a malha foram hexaedros com arestas medindo
0,01m, é dada por Vmes = 2,2307 x 10~ °m.

vmam —
— 4,4614 x 107% e comparou-se com

Em seguida, obteve-se a razao

]- ~ . . . ~ ’ . . Umaw
300° Desta comparacao, concluiu-se que o regime da simulagao ¢é linear, pois 7

1
4,4614 x 107%< —.
DI 300

No passo seguinte das analises, variou-se o parametro « da solucao analitica

TEF visando aproximar sua flecha maxima a de flexdo maxima extraida da implementacao
desenvolvida no ANSYS. Dali, concluiu-se que as referidas flechas convergem para a =

4,0999 com erro relativo da ordem de 107°. Fazendo analogia destes resultados com as
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analises da Subsecao 5.5.3, tem-se a comprovacao de que ha efeito, além do cisalhamento,
contemplado na deflexdo transversal da simulacao tridimensional ANSYS. Tal efeito é a
concentracao de tensdo nos apoios incorporados a deflexao, devido a auséncia do filtro
que nao ¢ explicito pela solucdo ANSYS, mas ¢é identificado pelo pardmetro a da solucao

fracionaria TEF e quantificado pelo desvio apresentado por a em relagdao a ordem inteira.

Levando o respectivo valor de a, na solugao analitica TEF, obtém-se a solugao
generalizada para todo o intervalo em que a viga esta definida. No grafico da Figura 5.20,

tem-se, em (a), o confronto entre as flechas TEF e ANSYS para o = 4,0999 e, em (b), o

erro relativo entre as referidas flechas.
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Figura 5.20 — a) Confronto entre TEF ¢ ANSYS e b) Erro relativo correspondente.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

O erro relativo destacado no grifico da Figura 5.20 item (b) é definido como

segue
E, — \UTEF - UAN’

(5.5)

Y

[vaN]

em que vrgr € flecha correspondente a solucao TEF para o = 4,0999 e v,y ¢é a flecha
ANSYS.

Da anélise de tal erro percebe-se que a solu¢ao TEF para o = 4,0999 converge
para a solucado ANSYS em 8,0536% dos pontos, na parte central da viga, incluindo o
ponto de flecha maxima. Como a aproximacao foi induzida pelo maximo das deflexoes,
resolveu-se analisar este ajuste, usando a aproximacao das curvas pelo método dos minimos
quadrados, onde todos os pontos da flecha obtida da simulagdo ANSYS, foram ajustados
a solucao TEF. O objetivo deste ajuste foi verificar se por tal método, a solugao TEF

consegue identificar mais pontos da solucao ANSYS.
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O melhor ajuste, pelo método dos minimos quadrados entre as solu¢ao TEF e
todos os 149 pontos, adotados como dominio da deflexao transversal via ANSYS é obtida

para a = 4,1269, e a representacao grafica corresponde a Figura 5.21.

10°
0 ! !

Figura 5.21 — Confronto entre as solugoes TEF e ANSYS pelo método dos minimos
quadrados.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

E evidente do grafico da Figura 5.21 que a solucao TEF converge para a solucao
ANSYS em dois pontos. Assim, comparando os dois métodos usados, conclui-se que, para
este caso, a aproximacao pelo maximo é mais vantajosa, pois a convergéncia entre as
solugoes TEF e ANSYS, correspondente a identificacao do efeito, ocorre em uma maior
quantidade de pontos e, além disso, tal convergéncia ocorre na parte central da viga em

que é observada a maior deflexdo.

5.5.5 Anélise n3o linear de uma viga delgada - grande deflexdes

Quando uma determinada viga é submetida a grandes deflexdes, é necessario
ser bem criterioso no tipo de analise a ser realizada, pois, principalmente em vigas delgadas
com a base b menor ou igual a altura h (conforme as andlises apresentadas no Capitulo
6), aparecem forgas no eixo baricéntrico que limitam a grande deflexdo. Neste caso, as
analises lineares nao sdo convenientes, pois exageram na deflexao e, por isso, deve-se usar a
analise nao linear. O objetivo, nesta se¢ao, ¢ detectar, identificar e avaliar este fato usando

a solucao fracionaria EBF.
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Para analise do referido caso, optou-se pela mesma viga usada na Subsec¢ao
5.5.2, isto é, com dimensoes (b, h, L) = (0,3m,0, 1m,5m), entretanto, submetido a um
carregamento distribuido ¢ = 3 x 10° N /m. Foi realizada, inicialmente, a simulacdo linear

para comprovar que tal carregamento causa grande deflexao.

Para isso, implementou-se a viga com filtro, realizou-se a simulacao linear
tridimensional no ANSYS e extraiu-se a deflexdo maxima, como nas se¢oes anteriores. A
flecha maxima, obtida em valor absoluto para a viga constituida por hexaedros de 0,02m
Umaz_ = 0,0944 e comparando com 3(1)0
conclui-se que a andlise linear nao se aplica, ou seja, tem-se um problema de grandes

1
mal: _ 44
AT

Nota-se que, comparando a deflexao transversal extraida da simulacao tridi-
(b), da

Figura 5.22, mostram, respectivamente, o confronto entre a deflexdo ANSYS e a deflexao

de aresta, foi v,,,, = 0,4719m. Tomando a razao

deflexoes, pois

mensional ANSYS com a solu¢do EB, tais solugbes irdao convergir. Os graficos (a) e

EBF para a = 4 e o respectivo erro relativo entre tais solugoes.
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Figura 5.22 — a) Confronto entre EB e ANSYS e b) Erro relativo correspondente.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

O erro relativo, apresentado pelo grafico da Figura 5.22 item (b) é determinado
usando a Equagdo (5.4). Analisando tal erro é notavel que ele apresenta mesma ordem do

erro relativo apresentado no grafico da Figura 5.8, comprovando, assim, a convergéncia
entre as solugdes ANSYS e EB (EBF para o = 4).

E comprovado que os modelos lineares (EB e TE, neste caso) traduzem o
comportamento dado pela teoria linear. E, como visto no grafico da Figura 5.22 item (a),
considerando vigas simples sem a influéncia dos efeitos de apoios, o modelo numérico e a
previsao analitica convergem. Vale salientar que este resultado nao representa a situacao

em andlise, pois o problema é de grandes deflexdes (nao linear).
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O fato é que foi feita uma anélise linear de um problema nao linear, confrontou-
se com a solugao existente na literatura e as solugoes convergiram. Isso induz a concluir que
os resultados obtidos sao compativeis, na verdade, o que nao sao, pois optou-se pela escolha
do tipo de andlise que nao contempla a situacao problema. Portanto, deve-se ter cuidado,
sabendo sempre diferenciar problemas lineares dos nao lineares e, consequentemente,
selecionar o tipo de andlise coerente com a situacao problema que se deseja analisar. Em
muitos casos como este, em que a viga esta sendo submetida a um esforgo elevado, existem
circunstancias ou fendomenos que podem exigir uma solugdo nao linear para uma descrigao
coerente do fendmeno. Um comportamento estrutural nao linear pode surgir devido a
nao linearidade geométrica (situacao que é o objeto de andlise), bem como mudancas nas

condigoes de contornos da estrutura.

Para obter-se resultados coerentes para deflexdo transversal, realizou-se a
simulacao nao linear iterativa para o mesmo problema de viga estudado na analise linear.
Neste caso, analisou-se a nao linearidade geométrica que, segundo (LACERDA, 2014),
é quando a estrutura sofre grandes variagoes na geometria inicial, causando a perda de
validade das equacgoes de equilibrio, surgindo a necessidade de serem reformadas para cada
mudanca da geometria, fato que leva a perda da nao linearidade entre as grandezas forca

e deslocamento.

Para solugoes nao lineares, o software ANSYS usa o método iterativo, denomi-
nado Newton-Raphson. O método inicia propondo uma deformada U; para determinar
o vetor carregamento F,(residuo) fora de equilibrio, correspondente & diferenca entre o
carregamento aplicado F;, e o carregamento F;, determinado pela deformada proposta U,
isto é, I, = F, — F;. Para que todas as condigoes de equilibrio sejam satisfeitas, F,. tem
que ser necessariamente nulo. Entretanto, é dificil conseguir F, = 0, principalmente em
problemas nao lineares. Logo, é preciso definir um limite do quanto é aceitavel para o vetor
F,.. Como o método Newton-Raphson para solucoes nao lineares usa como metodologia as
aproximacoes lineares, o software determina uma tolerancia para o vetor carregamento
F,., satisfazendo condigoes que o favorecam continuar o desenvolvimento da solugao. A
tolerancia definida pelo software é F, igual a 0,5% da forca aplicada F,, a qual é uma
suposicao boa o suficiente para o residuo na maioria das solugdes nao lineares. Vale
destacar que o usudrio pode controlar este valor no software [(MADENCI; GUVEN, 2015)
e (ARAUJO; FERREIRA; SCHUMANN, 2017)].

No ANSYS, existem quatro critérios de convergéncia no solver: forca, desloca-
mento, momento e rotagao. Ja no solver ANSYS Workbench, que contempla o problema,
sao identificados dois critérios: a forga e deslocamento. Optou-se, nesta analise, pelo método
interativo do software (método Newton-Raphson), escolhendo a forga como critério de

convergencia.

Para a realizacao da analise, deve-se selecionar o icone “Analysis settings”.
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Neste ambiente, objetivando obter os resultados coerentes, foram colocados 100 passos
iniciais, fixando um minimo de 100 passos e um méaximo de 1000. Esta configuragao de
passos visa determinar o nimero de pontos correspondentes que possibilita a construcao
grafica adequada das curvas do tipo forca versus deslocamento, por exemplo, uma vez que
cada passo significa um ponto do grafico. Além disso, a quantidade de passos fixada indica
a quantidade de iteracdes minimas para a convergéncia. Neste mesmo ambiente, acionou-se
a opcao “on” para o “Large deflection”, pois, fazendo isso, o software passa a resolver
problemas nao lineares de grandes deslocamentos, no qual a matriz de rigidez é recalculada
ao decorrer da analise. Este fato evidencia o que se almeja na referida simulacao, que ¢é

analisar grandes deflexdes, visando a variacao da rigidez geométrica.

Realizada a simulacao nao linear, extraiu-se o grafico da convergéncia desta-
cando o critério usado. No gréafico da Figura 5.23, tem-se a representacao do processo

iterativo convergido.
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Figura 5.23 — Convergéncia da andlise para o problema de grandes deflexoes.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Os dados apresentados pelo grafico da Figura 5.23 permitem concluir que a
analise convergiu, pois o grafico da “Force convergence” mantém-se abaixo da “Force crite-
rion” (F,), exceto no primeiro dos 101 passos do processo iterativo. Os dados relacionados
a “Force convergence” sao determinados por F, — KqU;, em que KqU; = F; é a forca
calculada, usando a deformada U; proposta pelo software na i-ésima iteragdo. Além disso,
a convergéncia ocorreu com 101 iteracoes, bem préximo da quantidade minima de iteragoes

fixadas no solver.
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A identificacao da presenca de nao linearidade, na simulacdo nao linear, pode
ser feita analisando grafico deslocamento versus forca. O deslocamento que a componente
analisada sofre durante a aplicagdo do carregamento é medido através da opcao “Defor-
mation Probe” do ANSYS, onde a superficie selecionada para medir este deslocamento
¢ a mesma onde é aplicada o carregamento, isto €, a se¢cao superior da viga. Por outro
lado, para possibilitar a leitura da forga, a opc¢ao disponibilizada pelo software ANSYS é a
“Force Reaction”, que deve ser colocada no suporte fixo. Extraindo os dados relacionados,
a forca e o deslocamento da simulacao tridimensional, via ANSYS, conforme supracitado e

plotando, obtém-se o grafico da Figura 5.24.
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Figura 5.24 — Gréafico deslocamento versus forga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Visualmente, o grafico da Figura 5.24 nao deixa explicita a presenga de nao
linearidades entre a forca e o deslocamento, mas, como comprovado na analise da flecha

maxima, o problema apresenta sinais iniciais de nao linearidades. Para tentar evidenciar a

nao linearidade, optou-se por construir o grafico da variacao da rigidez K; = }UWZ em funcao
do niimero minimo de iteragoes i (i = 1,2, 3, ...,100), exigidos ao software parzx realizacao
da simulacdo, em que K;, F; e U; representam, respectivamente, a rigidez, a forga de reagao
no apoio fixo e o deslocamento em cada iteracao i, onde os dados relacionados a F; e U;
em cada iteracao ¢ sao os mesmos usados na construcao do grafico da Figura 5.24. Fazendo

isso, obtém-se o grafico Figura 5.25.
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Figura 5.25 — Variagao da rigidez em funcao das iteragoes.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Observando os dados do grafico da Figura 5.25, percebe-se um ligeiro aumento
na rigidez geométrica, pois foram avaliados grandes deslocamentos na simulagao nao linear.
Tal fato comprova a nao linearidade, mas nao deixa explicito qual(is) fator(es) contribuem

para o respectivo efeito.

Devido ao ligeiro aumento da rigidez geométrica, pode-se descartar que este
efeito nao é causado por flambagem, pois, caso fosse, a rigidez diminuiria. Por outro
lado, ndo é por sinais iniciais de plasticidade, pois a simulagdao nao foi alimentada com
dados para a avaliacao de efeitos plasticos. Descartada a possibilidade da ocorréncia de
flambagem, plasticidade, visando explicitar tal efeito separadamente e identifica-lo usando
a solucao analitica EBF, extraiu-se, da simulacao nao linear ANSYS, a deflexao transversal,
conforme feito nas segoes anteriores. Em seguida, foram filtrados, de tal flecha, os efeitos
causados pela concentracao de tensao nos apoios, neste caso, determinados, conforme

Equacao (5.3).

Feito isso, comparou-se a deflexdao resultante com a solucao EB, por a viga ser

delgada. No grafico da Figura 5.26, tem-se a comparagao entre as respectivas flechas.
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Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Figura 5.26 — Comparacao entre as flechas ANSYS e EB apoés a filtragem.

Analisando o grafico da Figura 5.26, percebe-se que a flecha ANSYS é menor
que a flecha EB em praticamente todo intervalo em que a viga esta definida. Logo, o efeito
nao linear continua presente, mesmo apos ser filtrada a contribuicao da concentracao de
tensao nos apoios da flecha ANSYS. Logo, tal efeito também nao é devido a concentracao

de tensao nos apoios.

Pesquisando sobre tal fendmeno contabilizado na respectiva simulacao nao linear,
foram encontradas em (ALVES, 2012) simulag¢oes numéricas semelhantes e, segundo a
referéncia, este efeito é consequéncia das forgas que surgem no eixo baricéntrico, decorrentes
da tendéncia de aproximagao das extremidades da viga por estar sendo submetida a cargas
que provocam grandes deflexoes. Devido a nao linearidade do fenémeno, as forcas axiais
que surgem nao sao proporcionais aos deslocamentos, logo ha uma variagdo na rigidez.
Neste caso, a variagao ¢ na rigidez geométrica que estd aumentando, pois estas forgas axiais
causam o enrijecimento com maior intensidade na parte central da viga, conforme explicita
(SORIANO, 2009). Esse efeito é contabilizado pela rigidez geométrica na simulagdo nao
linear, pelo método dos elementos finitos, consequentemente, tem-se uma deflexdo menor

que a apresentada pela teoria linear.

Finalmente, tem-se que a simulacao nao linear contabiliza o efeito de forgas

axiais que surgem no eixo baricéntrico das vigas submetidas a elevados carregamentos.
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Como foi frisado nos resultados estudados nas subsecoes anteriores, o software nao explicita
este efeito. Portanto, usou-se a liberdade do parametro «, presente na solucao fracionaria
EBF, para identifica-lo e avalia-lo separadamente, como feito nas subsec¢oes anteriores. Para
isso, variou-se o parametro « da solugao EBF, de modo a atingir a melhor aproximacao
possivel entre as flechas maximas EBF e ANSYS filtrada. De tal procedimento, obtém-se
que as flechas maximas EBF e ANSYS convergem para « = 3,9527 com erro relativo

apresentando ordem 1072

Levando o referido valor de «, na solugao generalizada EBF, encontrou-se a
solucao fracionaria com a respectiva flecha maxima, incorporando o efeito de forcas axiais
que surgem no eixo baricéntrico sobre a deflexdao ANSYS. Por fim, comparou-se tal solugao
com a solugao ANSYS em todo o intervalo em que a viga esta definida. O grafico da Figura
5.27 representa a comparagao e o erro relativo entre as solugoes EBF e ANSYS em (a) e

(b), respectivamente.

0

19 L
-0.05 - 0.9
01+ A 08
\
A
0150\ 07
\
A 06|
-02 AN o]
= =
E \ ®
= \ L 05
025 \ 2
\ w
\ 04
-03
0.3
-035
02
O} L]
-04
0.1 g [ ]
®
3l N b)
045 . . L . n L . L L
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

0

x(m)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

X(m)

Figura 5.27 — Flechas EBF e ANSYS: a) Confronto e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

O erro relativo destacado no gréafico da Figura 5.27 item (b) é definido por

E, — ’UEBF - UAN’

(5.6)
[vaN]

em que vggr ¢ flecha correspondente a solucdo EBF para a = 3,9527 e vy é a flecha
ANSYS.

Analisando tal erro e considerando o critério de convergéncia entre as flechas
para a malha convergida, percebe-se que a flecha EBF converge para a flecha ANSYS
em 22,81% dos pontos do dominio, sendo que 18, 12% estao concentrados na vizinhanca

da flecha maxima, enquanto 4,69% concentram-se proximo a extremidade x = 0 da
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flecha méxima. Tal fato nao fica explicito no grafico do erro relativo, pois van(0) # 0 e
van(5) # 0. Isso ocorreu porque a flecha ANSYS foi obtida tomando como caminho o eixo
baricéntrico, enquanto os apoios foram fixos nas arestas inferiores das se¢Oes extremas.
Além disso, a filtragem da concentragao de tensao nos apoios foi feita usando a Equagao
(5.3). Se forem desconsiderados o erro relativo nos pontos extremos, a assimetria fica

visivel, como pode ser observado no grafico da Figura 5.28.
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Figura 5.28 — Comparagao entre as flechas ANSYS e EB apds a filtragem.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Portanto, para a = 3,9527, a flecha EBF detecta efeito de forcas axiais que
surgem no eixo baricéntrico, em dois intervalos do dominio a saber: na vizinhanca da
flecha méxima e proximo a extremidade z = 0. Além disso, tal efeito é avaliado pelo desvio

apresentado por a em relagao a ordem inteira.

Desta analise, pode-se concluir que as solug¢oes EBF e TEF, através da variacao
do pardmetro «, tornam-se boas ferramentas para identificar, com precisao, efeitos nao
lineares na fronteira entre os regimes lineares e nao lineares. Vale destacar que a continui-
dade do parametro «, em seu intervalo de liberdade, tem fundamental importancia para a

obtencao da referida precisao dos resultados.

Este capitulo é finalizado com algumas ponderacoes relacionadas as solugoes
fracionarias. Tais solugoes para o parametro «, diferente da ordem inteira, apresentam certas

caracteristicas que diferem da realidade, como a assimetria, por exemplo. A assimetria
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surge por ser adotado no modelo as mesmas condi¢oes de contornos do caso classico, fato
que nao pode ser alterado, pois muda completamente a natureza do problema analisado.
Diante disso, pode-se concluir que tais modelos nao apresentam vantagens em relagao
aos modelos classicas EB e TE no quesito interpretacao (contemplagao) de fend6menos
fisicos. Um fato fundamental a ser destacado é que os modelos fracionarios propostos
a partir de modelo classico EB nao apresentam perdas em relagao ao referido modelo,
pois sao uma generalizagao do mesmo. Entao, quais seriam os ganhos apresentados pelos
modelos fracionarios quando comparados aos modelos cldassicos EB e TE? A resposta
para tal questionamento surge naturalmente das conclusoes obtidas nas analises feitas
neste capitulo. As referidas analises permitiram destacar dois fatores relevantes, que sao
a identificagdo e a possibilidade de avaliagdo da magnitude de fenémenos fisicos nao
contemplados pelos modelos EB e TE e, além disso, nao explicitos pela referéncia adotada
(modelo de elasticidade tridimensional via ANSYS). A avaliacdo vem da quantificagao de
proporcionalidade direta pelo o do desvio que determinado efeito apresenta em relacao a
ordem inteira. Por outro lado, a liberdade do parametro o permite obter a convergéncia
entre ponto(os) da solugao obtida pela referéncia e as solugoes fracionarias. Nas andlises
realizadas até agora induziu-se tal convergéncia através da aproximagao entre as flechas
maximas, acarretando, consequentemente, na convergéncia em pontos da vizinhanga destas
flechas, podendo assim, serem determinados intervalos de convergéncia entre as referidas
flechas. Esta convergéncia representa o segundo fator a ser destacado, que é a deteccao de

cada efeito pelo parametro fracionario incorporado as solugoes EB e TE.

De forma geral, pode-se destacar que, das andlises feitas até agora, ficou
evidenciado a possivel contribuicao das solugoes fracionarias na identificacao e quantificagao
de efeitos nao explicitos pelo ANSYS em seus resultados de saida (deflexdo transversal) e

nem contemplados pelas solucoes EB e TE.
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Capitulo 6

Deteccao e avaliacao de flambagem
via TEF

Neste capitulo, sao apresentados conceitos gerais sobre flambagem lateral,
destacando alguns dos primeiros trabalhos desenvolvidos sobre o tema. Em seguida, é feito
um estudo abordando vigas de diversas dimensoes com o propédsito de identificar, dentro
deste conjunto de vigas analisadas, aquelas que sao suscetiveis a flambagem, pois como
visto na Subsec¢ao 5.5.5 do Capitulo 5, quando considera nao linearidade como sendo a
variacao da rigidez geométrica do material, existem vigas que sao suscetiveis apenas ao
fenomeno de grandes deflexdes. Por fim, é enfatizado o estudo de flambagem lateral com
torcao em uma viga prismatica, de secao retangular, simplesmente apoiada, submetida a

uma carga compressiva distribuida sobre a area da regiao retangular superior da viga.

6.1 Flambagem lateral: conceitos e primeiros estudos

Os primeiros estudos relacionados ao fenoémeno fisico de flambagem foram
desenvolvidos por Leonhard Euler (1707 — 1783) por volta de 1759. Neste estudo, ele
analisou a flambagem elastica linear em colunas submetidas a forgas axiais, no qual
propos o primeiro modelo analitico que relacionava o comprimento da estrutura a sua
capacidade portante (FRUCHTENGARTEN, 2005). J4 as pesquisas iniciais do problema
de instabilidade, relacionado a flambagem de viga com sec¢bes transversais retangulares,
foram publicadas pela primeira vez, em 1889, por Ludwig Prandtl e Anthony Michell,
em trabalhos independentes um do outro. E importante destacar também que a primeira
analise da flambagem lateral de vigas de aco de paredes finas carregadas horizontalmente, o
qual ¢ semelhante a estrutura utilizada neste estudo, foi apresentada por S.P. Timoshenko
em 1905 [(REIS, 1996) e (KALA, 2013)].

Estruturas tais como vigas ou colunas podem ter a sua funcao comprometida

devida ao escoamento ou ruptura, falhas estas que podem ocorrer de forma gradual, em
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condigoes de estabilidade, ou repentina, no caso de flambagem. Para ocorrer falha por
escoamento em uma viga, por exemplo, os efeitos de cisalhamento devem ser relevantes,
pois sdo os efeitos responsaveis por este tipo de falha. Quando os efeitos de cisalhamento
nao sao expressivos, a viga possui maior probabilidade de falhar por flambagem. Logo,
a flambagem ocorre com mais facilidade em vigas longas, pois, neste tipo de estrutura,
os efeitos de cisalhamento nao apresentam expressividade e, consequentemente, é menos

previsivel a ocorréncia de falha por escoamento.

Em analise de estruturas, as pesquisas relacionadas a estabilidade se aplicam
aos casos em que a estrutura é submetida a tensdes de compressao. Consequentemente,
os fenomenos relacionados a conceitos de estabilidade sao classificados por instabilidade
estrutural e denominados flambagem estrutural, devido a perda da configuragao inicial
pela deformagao (SILVA, 2006). Logo, pode-se afirmar que a flambagem estrutural é um
fenémeno de deflexao transversal em uma viga ou coluna, causado por um carregamento
compressivo, uniaxial, tal que esta deflexao é perpendicular a direcao do carregamento, ou
seja, é uma deflexdo lateral que caracteriza uma falha stbita na estrutura [(ALVES, 2012),
(MAIA, 2016) e (SILVA, 2017)].

Como destacado anteriormente, as vigas longas sao susceptiveis a este fenémeno.
Para classificar a viga como longa ou curta, pode-se utilizar o fator denominado indice de

esbeltez.

O indice de esbeltez de uma viga é definido como sendo
Sy = —, (6.1)
em que L é o comprimento da viga e r é o raio de giragao. Tem-se que o raio de giracao é

r= \F (6.2)

em que I é o menor momento de inércia da secao transversal de area A.

dado por

3
Neste estudo, a secao transversal da viga é retangular, entao I = 19 © A = bh.

Logo, de (6.2) e (6.1), obtém-se seu indice de esbeltez, como segue

L
S, =243

= (6.3)

L
em que (h) é a razao de aspecto da viga.

As vigas sdo consideradas esbeltas quando seu indice de esbeltez é maior ou
igual a 10. Nestes casos, a estrutura pode ser caracterizada como suscetivel a flambagem
[((NORTON, 2013) e (HAUBERT, 2017)]. As vigas com indice de esbeltez menor que 10
podem ser classificadas como vigas curtas, consequentemente, a presenca de cisalhamento

é consideravel, portanto, a tendéncia deste tipo de viga é falhar por escoamento.
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O fenémeno de flambagem pode ser classificado de dois modos: a flambagem
com bifurcagdo e a flambagem por carga limite [(CHEN; LUI, 1987), (GALAMBOS,
1998) e (PASSOS, 2014)]. No primeiro caso, hd uma mudanga na dire¢do da deflexdo, por
exemplo, da direcao vertical para uma direcao lateral. A carga que provoca tal fendmeno é
denominada carga critica. No segundo caso, a estrutura atinge o ponto de carga méaxima

sem sofrer uma bifurcagao anterior. Estes efeitos sao caracteristicos dos arcos abatidos
(PASSOS, 2014).

Pode-se encontrar, na literatura, outras classificagoes: pela magnitude do
campo de deslocamento, que é classificada como flambagem geometricamente linear ou
geometricamente nao linear; pela natureza da acao, como estatica ou dinamica; e, pelo
comportamento do material, como eldstica, ou inelastica [(NASCHIE; STRESS, 1990) e
(PASSOS, 2014)].

Muitos critérios adotados para a garantia da seguranca em estruturas sao
baseados na resisténcia e rigidez do material. Devido a instabilidade por flambagem,
a estrutura pode ser caracterizada como insegura mesmo antes de atingir seu limite
de resisténcia e rigidez. Logo, é importante caracterizar a instabilidade por flambagem
estatica e dindmica da estrutura. A forma mais simples de instabilidade de uma estrutura
é a flambagem linear eldstica por bifurcacdo. E conveniente destacar a importancia de
desenvolver estudos sobre tal fenémeno, pois, é partindo de fatos simples, que pode-se

entender o comportamento mais complexo das estruturas.

6.1.1 Vigas sob altas tensoes

Com o proposito de analisar a flambagem lateral com torgao (FLT) em viga com
secao transversal retangular, simplesmente apoiada com carga distribuida ao longo de seu
eixo longitudinal, usando o modelo de elasticidade tridimensional ANSY'S, é preciso avaliar,
no software, apenas a nao linearidade geométrica a qual é responsavel por ocasionar
o fendémeno de flambagem. Para isso, deve-se ativar, no software, o ambiente “Large

deflection”.

Como neste caso, as se¢oes da viga sao simétricas em relacdo ao plano neutro,
o centro de flexdo coincide com o centro de torcao, fator que dificulta a ocorréncia da
FLT. Logo, para que o software detecte o fenémeno de flambagem deve-se considerar
na implementacao algo que simule uma imperfeicao geométrica na viga. Neste caso, foi
considerada uma assimetria na distribuicdo do carregamento, isto ¢, uma excentricidade
da linha de acdo das cargas em relacao ao centro de torcao, fazendo com que o mesmo nao
coincida com o centroide da secao transversal. Portanto, em todas as vigas analisadas aqui,
a carga foi distribuida na aresta da secao superior da viga ao longo do seu comprimento

longitudinal.
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Mesmo implementando a viga no ANSYS, considerando a assimetria no car-
regamento em relagao ao centro de torcao, foram diagnosticados, para os tipos de vigas
analisadas no trabalho, dois fenémenos fisicos causados pela nao linearidade geométrica
que foram: a flambagem lateral por torcao e o fendmeno causado pelas forcas que surgem
no eixo baricéntrico, decorrentes da tendéncia de aproximacao das extremidades da viga,
por estar sendo submetida a cargas que provocam grandes deflexdes. Das andlises feitas,
concluiu-se que as vigas altas (h > b) sdo suscetiveis a FLT, enquanto as vigas baixas

(h < b) sofrem apenas o fenémeno de grandes deflexoes supracitado.

A diferenca entre os dois fenémenos pode ser caracterizada na simulag¢ao nao
linear ANSYS pela variacao da rigidez ou pelas tensoes méaximas de compressao. Aqui,
a analise foi feita usando a variacao da rigidez em funcao das iteracoes realizadas pelo
software durante o desenvolvimento da simulagao nao linear. No fenomeno de flambagem, a
rigidez decresce durante o desenvolvimento da simulagao nao linear, enquanto no fenémeno
de grandes deflexoes, a rigidez cresce. A seguir, é apresentada analise da variacao da rigidez
em uma série de vigas, a qual foi realizada objetivando determinar as dimensoes adequadas
da viga favoravel a cada um dos fenomenos citados. Um importante fato diagnosticado é

que a medida que decresce a altura da viga, o fendémeno de flambagem vai convergindo

para o fendmeno de grandes deflexoes e vice e versa.

A anélise foi dividida em dois casos: no primeiro, fixou-se a altura e variou-se a

base e, no segundo, fixou-se a base e variou-se a altura. Em todos os casos, a carga de

flambagem foi estimada pelo método do autovalor.

e 1°) Fixando a altura h = 0, 1m e aumentando a base a partir de b = 0, 01m.
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Figura 6.1 — Variacao da rigidez: a) b =0,0lm h =0,1lm eb) b =0,02m e h = 0, Im.
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0.9

Nestes seis primeiros casos, tem-se a rigidez em queda durante o desenvolvimento

da analise nao linear, mostrando assim que as vigas entraram em processo de flambagem.
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Figura 6.4 — Variagao da rigidez: g) b = 0,07m
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h=0,1mes)b=0,9m e h =0, 1m.

Nos graficos correspondentes as Figuras 6.4 até 6.9, percebe-se um crescimento

na rigidez, o qual aumenta com maior velocidade a medida que a base da viga vai crescendo

com a altura h fixa. Estes casos mostram que a viga nao apresenta sinais de flambagem,

mas apenas do efeito de grandes deflexdes devido as forgas axiais que passam a agir no

eixo baricéntrico.

O caso b = 0,1m e h = 0,1m ja foi representado na Figura 6.5 item

representados os casos a partir de h = 0, 2m.
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Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

De todos os casos analisados, considerando base fixa b = 0,1m e altura h
crescendo, percebe-se uma redugao da rigidez durante todo o processo iterativo da simulacgao
nao linear. Além disso, a redugdo da rigidez torna-se cada vez mais intensa a medida que
a altura vai crescendo. Isso mostra que todas as vigas analisadas, neste caso, apresentam

sinais de flambagem.

Por fim, de todas as vigas analisadas aqui, conclui-se que, considerando a nao
linearidade geométrica, as vigas altas tendem a sofrer lambagem enquanto as baixas

sofrem apenas grandes deflexdes.

6.1.2 Flambagem lateral com torcao FLT

O objetivo desta segdo é utilizar a solugao analitica fracionaria TEF para
identificar e avaliar efeitos iniciais do processo de flambagem lateral com torcao, utilizando,
como referéncia, a deflexdo transversal obtida do modelo de elasticidade tridimensional
via ANSYS, no caso de uma viga com se¢ao transversal retangular, simplesmente apoiada
com carga distribuida ao longo de seu eixo longitudinal, fletida em relacao ao eixo
de maior momento de inércia conforme descreve a (ABNT, 2008). Estas categorias de
vigas, denominadas vigas de alma cheia, geralmente sdo suscetiveis ao tipo de flambagem
classificada como flambagem lateral com torcao, que ¢ um processo de instabilidade
composto por uma flexao lateral, perpendicular ao plano de carregamento, caracterizada
pelo deslocamento p(x) do centro de tor¢ao, seguido por uma torgao ¢(x), causada por uma
rotagao em torno do eixo longitudinal [(JUNIOR, 2006) e (CASTRO; SILVA; FAKURY,
2016)].
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Na Figura 6.14, é ilustrada a flexao lateral e a torcao sofrida por uma determi-

nada se¢ao na viga, durante o processo da flambagem lateral com torcao.

Y

—— e ——

Figura 6.14 — Representacao da flambagem lateral com torcao.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

Diversos fatores podem contribuir para a ocorréncia da flambagem lateral com
torcao. Dentre eles, pode-se destacar o comprimento destravado da viga, a variacao do
momento fletor, as se¢oes transversais, as imperfeicoes dos materiais e geométricas e a
variacao da temperatura. Tais fatores fazem com que o centroide da sec¢ao transversal nao

coincida com o centro de torcao, fator determinante para a ocorréncia do referido efeito

(NUNES, 2005).

O comprimento destravado da viga é inversamente proporcional a resisténcia
nominal, ou seja, quanto mais longa for a viga entre seus apoios, apresentara menor

resisténcia nominal e, consequentemente, serd mais suscetivel a flambagem.

Com relacao ao momento fletor, a situagdo mais desfavoravel a FLT é quando
ele é constante em toda a viga, pois, neste caso, é responsavel pela compressao de mesma
magnitude em uma mesma parte de toda secao transversal determinada ao longo do
comprimento da viga. Ja nos casos em que varia ao longo do comprimento da viga,

contribuem consideravelmente para o decrescimento da resisténcia nominal.

Dependendo da forma, as se¢Oes transversais da viga podem contribuir ou
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nao para a FLT. Existem sec¢odes, por exemplo, que nao sao suscetiveis a este tipo de
instabilidade. Entre estes casos, pode-se citar os perfis I fletidos apenas em torno do eixo

de menor inércia ou perfis tubulares de se¢ao circular.

As imperfei¢oes dos materiais estao relacionadas as tensoes residuais. A distribui-
¢ao das tensoes residuais, por exemplo, podem influenciar na antecipagdo ou retardamento
da passagem da flambagem lateral com torcao do regime eldstico para o inelastico. Estas
concentragoes de tensdes podem aparecer, no perfil, j4 quando o mesmo é confeccionado
ou quando é intercalada a estrutura por determinados suportes como conectores, apoios,

entre outros tipos de vinculos.

Convém destacar também as imperfeicoes geométricas. Incluidos nesta categoria,
estao a excentricidade da linha de agao das cargas em relagao ao centro de torcao, as

rotagdes iniciais, como também a curvatura inicial da viga (REILS, 1996).

Por fim, vale salientar que a variacao da temperatura do ambiente em que
se encontra a estrutura contribui para o processo de flambagem, pois o aumento da
temperatura, por exemplo, pode ocasionar o decrescimento no moédulo da elasticidade de

Young, causando uma reducao na rigidez da estrutura.

A categoria mais simples de instabilidade por flambagem é denominada bi-
furcacao. Este tipo de instabilidade, geralmente, pode ser separado em duas fases, que
vao surgindo a partir de carregamentos crescentes compressivos. A configuracao inicial
de deformagao é denominada pré-flambagem. Quando o carregamento compressivo atinge
a carga critica, a viga instabiliza. Este fato é geralmente acompanhado por uma subita
mudanca instantanea na deformacao, ocorrendo uma bifurcacdo na curva carga versus
deslocamento. Este ponto de bifurcacao corresponde a transicao entre o equilibrio estavel
(pré-flambagem) e o equilibrio instavel (pés-flambagem)[(GALAMBOS, 1998) e (SILVA,
2006)].

Como explicitado sucintamente no inicio da se¢ao, o principal objetivo deste
capitulo é usar o pardmetro « incorporado a solugdo TE (através da derivada fraciondria
de Caputo) para identificar e avaliar, necessariamente, a pré-flambagem, detectando os
primeiros sinais do referido efeito na viga, pois é um fato com manifestacao iniciada
bem antes da viga instabilizar, que a solu¢cdo ANSYS nao explicita em seus dados de
saida. A identificacdo dos sinais iniciais da pré-flambagem é de fundamental importancia
na avaliagdo das estruturas, pois representa um sinal de alerta para mensuracao do
carregamento adequado ou do uso de ferramentas de contencao que possam garantir a

seguranca da estrutura.

Nas préximas segoes, sao analisados os efeitos de flambagem lateral com torcao
em algumas vigas longas e altas, considerando, na implementagao, outros fatores que

também contribuem significativamente para a ocorréncia da flambagem como imperfei¢oes
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geométricas do material, por exemplo.

Para determinar uma estimativa para a carga critica de flambagem, foi usado o
conhecido método do autovalor[ (ALVES, 2012) e (RUST, 2015). Tal método, inicialmente,
consiste em determinar os fatores multiplicadores de carga, os quais sao chamados de
autovalores. Este método é disponivel no ANSYS, no qual é denominado de “Linear
buckling ou “Eigenvalue buckling”. O nome vem do fato de que o modo de solugao utilizado
pelo sistema vem da metodologia dos autovalores e autovetores, nos quais se utiliza como
entrada uma carga qualquer “carga de chute” e, a partir dela, o software fornece como saida,
os fatores multiplicadores de carga (autovalores) e os modos de flambagem (autovetores).
Assim, a carga de flambagem serd g = A\qp, em que ¢ é a carga chutada inicialmente e
A é o fator multiplicador (autovalor) de carga. Convém destacar que, para cada modo
de flambagem, o software apresenta como saida um fator multiplicador de carga \, os
quais podem ser positivos ou negativos. Este fato depende da variacdo da matriz de
rigidez. Assim, se a mesma for definida positiva, os autovalores sao positivos, caso ela
seja indefinida, podem aparecer autovalores negativos (BATHE, 2006). Para o nosso caso,
escolheu-se o menor autovalor positivo g, que fornece a carga de instabilidade elastica
Gert = QoAo, correspondente ao primeiro modo de flambagem caracterizado pelo autovetor
vo (SORIANO, 2009). Todo o procedimento para determinar os autovalores e autovetores

pode ser feito no ANSYS por uma simulagao linear simples.

6.1.2.1 Estudo de caso 1: viga com h=10b

Nesta subsecao, foi estudado detalhadamente o desenvolvimento do processo de
flambagem lateral com tor¢ao considerando desde os primeiros sinais (pré-flambagem) até
a ocorréncia da flambagem. A solucao fracionaria TEF foi usada para identificar e avaliar
os primeiros sinais do processo de flambagem, pois como ja abordado anteriormente, é
importante apresentar ferramentas capazes de identificar a eminéncia deste fenémeno de
instabilidade.

Inicialmente, foi implementada, no ANSYS, a viga selecionada para o estudo,
cujas dimensoes sao (b,h,L) = (0,01m,0,1m,5m). Nota-se, inicialmente, que a viga

escolhida é alta (h = 10b) e longa, pois seu indice de esbeltez é dado por
L
S, = 2\/35 — 100/3. (6.4)

Como neste caso, o perfil é simétrico, o centroide da segao transversal (Cy)

coincide com o centro de torgao (Cy), conforme ilustrado na Figura 6.15.
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h

Figura 6.15 — Secdo transversal da viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

A situacao representada, na Figura 6.15, dificulta a ocorréncia da flambagem
lateral com torcao. Com o propédsito de tornar a viga mais suscetivel ao efeito de flambagem,
devemos considerar alguma imperfeicdo na estrutura. Uma maneira de simular uma
imperfeicao geométrica, no modelo implementado no ANSYS, é considerar uma assimetria
na distribuicao do carregamento, isto é, uma excentricidade da linha de agao das cargas
em relagdo ao centro de torgao, fazendo com que o mesmo nao coincida com o centroide
da segao transversal. Para isso, ao invés de distribuir a carga simetricamente, na secao
superior da viga, considerou-se sua distribui¢ao na aresta superior, ao longo do comprimento
longitudinal (conforme realizado nas andlises desenvolvidas na Subsegao 6.1.1), tornando
assim sua distribuicdo assimétrica com respeito ao centro de tor¢ao. A Figura 6.16 mostra

a viga com a respectiva distribuicao de carga.
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Figura 6.16 — Distribuicao do carregamento na viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

E importante destacar que nao foi possivel mostrar toda a viga na Figura 6.16,
pois o objetivo é mostrar a distribuicao da carga. Caso fosse mostrada a viga inteira, tal

distribuicao nao ficaria visivel devido ao seu dimensionamento.

Inicialmente, foi realizada a simulagao linear, utilizando o método do autovalor,
objetivando determinar uma estimativa para a carga critica de flambagem. Dai, concluiu-se

que a carga estimada, para o primeiro modo de flambagem, é ¢ = 5, 34645 x 10°N /m.

Dando procedimento ao processo, realizou-se a simulagao nao linear, no ANSY'S,
usando o método Newton-Raphson, objetivando constatar a ocorréncia do fenémeno de
flambagem. Para obter os resultados coerentes, foram colocados 100 passos iniciais, visando
determinar o nimero de pontos correspondentes que permitem a construgao grafica evidente
das curvas almejadas, pois cada passo representa um ponto do grafico. Para os passos
minimos e maximos, foram fixados 100 e 1000, respectivamente. Escolheu-se a for¢a como

critério de convergéncia.

Realizada a simulagdo, extraiu-se o grafico da convergéncia dos passos iterativos
destacando o critério usado para a convergéncia. No grafico da Figura 6.17, tem-se a

representacao do processo iterativo convergido.
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Figura 6.17 — Convergéncia da analise para o problema de flambagem.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Nota-se, do gréfico da Figura 6.17, que a solucao convergiu apds 124 iteracoes.
Como é perceptivel, a convergéncia ocorreu sem apresentar nenhum tipo de erro, fator

determinante para a credibilidade dos resultados obtidos.

O diagrama que permite identificar a ocorréncia de instabilidade da estrutura
é o grafico deslocamento versus forca, pois, através dele, pode-se analisar a variacao
da rigidez em todo o processo de analise. Para isso, é necessario obter dados de saida

correspondentes ao deslocamento e a forca.

O deslocamento que a componente selecionada para a analise sofre, durante a
aplicacao da carga, é medido através da opcao “Deformation probe” do ANSYS, na qual a
superficie selecionada para medir o deslocamento da viga é a mesma em que ¢é aplicada a

carga.

Por outro lado, tem-se que a carga exercida, em cada passo da analise, ¢é
outro parametro importante para se estudar o comportamento da deflexao da viga, pois
possibilita analisar o comportamento da forca e, consequentemente, permite determinar
o grafico da curva deslocamento versus for¢a da estrutura durante todo o processo da
analise. Para possibilitar a leitura da forca, é preciso habilitar, no ANSYS, a opc¢ao “Force
reaction”, que deve ser colocada no suporte fixo. E necessdrio selecionar o eixo para a
avaliacao da medida dos referidos parametros. Este eixo deve ser o mesmo da aplicacao do
carregamento por ser no que ocorre maximo deslocamento e maior intensidade de forga,

respectivamente.

Apos obtidos os dados interativos referentes a forga e ao deslocamento, construiu-
se o diagrama deslocamento versus forca, o qual é representado pela Figura 6.18. Este
grafico é um dos mais importantes da analise estrutural, pois caracteriza diversos feno-
menos apresentados pela estrutura, quando submetida a um carregamento, dentre eles, a

flambagem.
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Figura 6.18 — Grafico deslocamento versus forga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Fazendo uma leitura visual do grafico da Figura 6.18, pode-se induzir que,
no inicio da analise, tem-se um comportamento ligeiramente préximo da linearidade.
Logo em seguida, aproximadamente no ponto médio entre deslocamentos 1,25 x 10™%m e
2,5 x 10™%m, a curva comeca a divergir significativamente da previsdo linear do sistema. E
notavel que a rigidez estd diminuindo, pois ela é representada pela inclinacao do respectivo
grafico, caracterizando assim a presenca da nao linearidade. A partir dai, percebe-se que,
para pequenos incrementos de forca, as deformagoes sao bem maiores, significando que o

processo de instabilidade tornou-se bem mais intenso.

Outro diagrama que se pode utilizar para evidenciar a ocorréncia da instabili-

dade é o grafico das tensdes normais. Tal grafico é dado pela Figura 6.19.
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Figura 6.19 — Grafico das tensoes normais de compressao.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

O gréafico da Figura 6.19 representa as tensdes normais de compressao ou
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tensoes minimas principais. Tais tensoes indicam onde a estrutura estd comprimindo e que
pode sofrer instabilidade por flambagem. Sua visualizagdo revela a instabilidade presente
na viga e, além disso, identifica o ponto correspondente a iteracdo em que a viga pode
ter atingido o primeiro modo de flambagem. Percebe-se que, neste ponto, ocorre uma
mudangca significativa no processo iterativo das tensoes. O ponto corresponde a 92% do

carregamento estimado pelo método do autovalor.

Esta anélise inicial teve como propodsito mostrar que o modelo de viga implemen-
tado realmente chega a flambar, garantindo assim que a nao linearidade observada esteja
realmente relacionada ao fenémeno de flambagem. Como j4 foi destacado, o propésito nao
¢é investigar o fim do processo, mas os sinais iniciais da instabilidade, pois, se a estrutura
for submetida a um carregamento que provoque, apenas sinais iniciais de fadiga, com o
passar do tempo, ela pode sofrer instabilidade por flambagem, pois a lambagem é um
exemplo de falha. Portanto, é importante a identificacdo na estrutura dos primeiros sinais
deste tipo de instabilidade.

Do grafico da Figura 6.18, pode-se obter uma estimativa para o valor da carga,
responsavel pelos primeiros sinais de instabilidade. Da anéalise do grafico, inferiu-se que o
processo de instabilidade poderia ter iniciado para o modulo da forga de reacao de apoio
F = 750N, correspondente a uma carga ¢ = 3 x 10N /m, representando aproximadamente

56% do carregamento total estimulado pelo método do autovalor.

Feito isso, realizou-se a simulagao nao linear, no ANSYS, usando a respectiva
carga. Em seguida, é extraido da simulagao ANSYS, a deflexao transversal no plano zy,
na dire¢ao do eixo ¥, considerando como caminho o eixo baricéntrico, o qual é equivalente

a deflexdo no plano xv, das solugoes analiticas EBF e TEF, como discutido na Se¢ao 5.2.

Para garantir que a deflexao extraida do ANSYS, caso apresente nao linearidade,
seja apenas relacionada ao processo de flambagem, foi subtraida, do valor de tal flecha,
a concentracao de tensao devido a presenca dos apoios, processo este aqui chamado de
“filtragem”. Devido a nao linearidade da simulagao, os residuos foram obtidos usando a
Equagao (5.3). Finalmente, estes residuos foram subtraidos da flecha extraida da simulagao

nao linear.

Apés concretizada a filtragem, visando obter a convergéncia entre as flechas
maximas das solugoes TEF e ANSYS, os referidos pontos foram aproximados utilizando,
para isso, a variagdo do parametro «. Neste caso, a convergéncia ocorreu para o = 4, 0009
com erro minimo entre estes pontos da ordem de 107°. Pelo parametro o obtido, percebe-se
a flecha ANSYS ligeiramente maior que a TE, detectando a presenca de nao linearidades

que, neste caso, devem ser sinais de instabilidade.

Visando avaliar a evolugao do processo de flambagem, desde os primeiros sinais

detectados na viga, variou-se a carga estimada pelo processo do autovalor a uma taxa de
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1%, conforme mostra a Tabela 6.1.2.1. A escolha dessa taxa padrao, para avaliacao do
processo de flambagem, foi feita conforme as iteragoes de carregamento realizadas pelo
software no desenvolvimento da analise nao linear. Para cada novo valor estimado para a
taxa de carregamento, foi realizada a simulagdo nao linear no ANSYS e tomada a deflexao
transversal (deflexao no plano zy na dire¢ao do eixo y tomando como caminho o eixo

baricéntrico).

Objetivando determinar, em cada caso, o parametro a correspondente a conver-
géncia entre as flechas maximas ANSYS e TEF, foram seguidos os mesmos procedimentos
descritos anteriormente. Desta construcao, é possivel identificar a ordem « da solucao
analitica TEF, que representa a flecha maxima para os primeiros sinais do processo de
flambagem, além de mostrar a evolucao da instabilidade com o aumento da taxa de

carregamento.

A caracterizagao dos resultados obtidos, em todas as simulacoes realizadas, é

apresentada na Tabela 6.1.2.1.

Tabela 6.1 — Evolucao dos sinais de flambagem via TEF.

Carga critica (%) argr—ansys FEr(Flechas maximas) Pontos convergidos (%)

1 4, 0000 107° 98, 65
2 4, 0000 107° 98, 65
3 4,0000 107° 98, 65
4 4,0000 107° 98,65
5 4,0000 107° 98, 65
6 4,0000 107° 98, 65
7 4,0000 107° 98, 65
8 4,0000 10°° 98, 65
9 4, 0000 107 98, 65
10 4,0000 107° 97,31
11 4,0000 107° 97,31
12 4, 0000 107° 97,98
13 4,0001 107° 97,31
14 4,0001 107° 97,98
15 4,0001 107° 98, 65
16 4,0001 107° 97,98
17 4,0001 107° 96, 64
18 4,0001 107¢ 96, 64
19 4,0001 1078 96, 64
20 4,0001 107° 98, 65
21 4,0002 107° 94, 63

continua...
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Carga critica (%) argr—ansys FEr(Flechas maximas) Pontos convergidos (%)

22 4,0002 107° 94, 63
23 4,0002 107° 94, 63
24 4,0001 107° 94, 63
25 4,0001 107° 96, 64
26 4,0002 107° 89,93
27 4,0003 107° 93,28
28 4,0002 107° 93,28
29 4,0002 107° 97,31
30 4,0002 1076 96, 64
31 4,0003 1076 91,27
32 4,0003 107° 93,28
33 4,0003 107° 93,95
34 4,0003 107° 97,31
35 4,0004 107° 91,94
36 4,0004 107° 93,28
37 4,0004 107° 92,61
38 4,0004 107° 93,95
39 4,0003 107° 96, 64
40 4,0005 1076 91,94
41 4,0005 1075 92,61
42 4, 0004 107° 92,61
43 4,0004 107° 95,97
44 4,0005 107° 94, 63
45 4,0005 107° 89, 26
46 4,0006 107° 93,95
47 4,0005 1075 91,94
48 4,0006 107° 95, 30
49 4,0006 107° 91,94
50 4,0006 107° 90, 60
51 4,0006 107° 91,27
52 4,0007 107° 93,95
53 4,0007 107° 80, 53
54 4,0008 107° 90, 60
55 4,0008 107° 91,27
56 4,0009 1076 92,61
57 4,0009 107° 92,61
58 4,0009 107° 93,95

continua...
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Carga critica (%) argr—ansys FEr(Flechas maximas) Pontos convergidos (%)

59 4,0010 107° 90, 60
60 4,0010 107° 91,94
61 4,0011 1075 91,94
62 4,0011 107¢ 92,61
63 4,0012 1076 90, 60
64 4,0013 107° 91,27
65 4,0013 1075 91,94
66 4,0014 107° 91,94
67 4,0015 107° 92,61
68 4,0016 1076 90, 60
69 4,0017 107° 91,27
70 4,0018 107° 92,61
71 4,0019 1075 91,27
72 4,0021 107° 90, 60
73 4,0023 107° 90, 60
74 4,0024 107° 90, 60
75 4,0026 1075 91,94

A Tabela 6.1.2.1 descreve a evolugao dos sinais de instabilidades relacionados ao
processo de flambagem, identificado pela solu¢ao TEF, através do intervalo de convergéncia
entre as referidas flechas e quantificado pelo desvio apresentado pelo parametro a em relagao
a ordem inteira. Na primeira coluna, tem-se a porcentagem da carga critica de flambagem
considerada em cada simulacao. Na segunda, destaca-se o valor de o correspondente a
convergéncia entre as flechas méaximas TEF e ANSYS. A terceira coluna mostra a ordem
maxima do erro relativo entre as flechas maximas TEF e ANSYS. E, na ultima coluna,
tem-se a porcentagem dos pontos do dominio em que as solugoes TEF e ANSYS convergem
com erro relativo menor ou igual & ordem 10™%. Lembrando que, para a constituicdo do
dominio pelo caminho escolhido (eixo baricéntrico) da simulagao tridimensional ANSY'S,

foram escolhidos 147 pontos entre os extremos 0 e 5m.

No grafico da Figura 6.20, tem-se a representacao visual da variagdo da por-
centagem da carga critica em fun¢do dos correspondentes valores argr que identificam a
flecha méaxima da solucao ANSYS. Nele fica bem evidente o comportamento da variacao

do parametro a em funcao do aumento da taxa de carregamento.
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Figura 6.20 — Taxa de variacao da carga critica em fungao dos valores argp.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Da analise do grafico da Figura 6.20, sao perceptiveis trés intervalos: inicial-
mente, para carregamentos com taxa variando de 1% a 12% da carga critica de flambagem,
as flechas maximas TEF e ANSYS convergem para o = 4, significando que os tnicos
efeitos incorporados na flecha ANSYS sao aqueles contemplados pela teoria de Timoshenko-
Ehrenfest. Em seguida, para a taxa de carregamento variando de 13% a 64%, os valores
do parametro «, correspondentes a convergéncia entre as flechas méaximas TEF e ANSYS,
oscilam ligeiramente, apresentando valores maiores que 4. Para a carga critica variando
com taxa partir de 64%, os valores do parametro « crescem a medida que aumentamos a

taxa de carregamento.

Isto significa que, a partir de 13% da taxa de carregamento, a flecha maxima
da deflexdo transversal extraida da solugao ANSYS estd tornando-se ligeiramente maior
que a flecha maxima TE, representando uma queda inicial na rigidez da estrutura. Como
nao ha efeitos de concentracao de tensao nos apoios nem de plasticidade, pode-se concluir
que a reducao ascendente da rigidez, quantificada pela variagao crescente do parametro «,
descrevem como os sinais iniciais de flambagem estao evoluindo a medida que a taxa de
carregamento aproxima-se da carga critica de flambagem. Portanto, torna-se evidente, do
desenvolvimento deste processo, que se pode identificar os sinais iniciais de flambagem e,

além disso, quantificd-los através do parametro « incorporado a solucao TE.

Pelo critério de convergéncia determinado, tem-se que as flechas ANSYS e TE
convergem quando o erro entre elas apresenta ordem menor ou igual que 10™*. Conse-

quentemente, o mesmo ocorre para as flechas maximas, ponto adotado para identificar e
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quantificar as analises através do parametro «. Devido os valores iniciais do parametro
a serem ligeiramente maiores que 4, eles indicam uma pequena queda de rigidez que,
certamente, ndo é significativa para a ocorréncia de instabilidade na estrutura. Por outro
lado, é evidente, no desenvolvimento da andlise, que o fator a quantifica o histérico
de crescimento da flecha maxima pelo efeito de memoria do modelo fracionario, o que,
consequentemente, representa também o histérico da queda de rigidez, na estrutura, com
o aumento da taxa de carregamento. Portanto, a partir deste fato, é possivel determinar o
quantificador «, correspondente a determinada flecha maxima TEF que represente uma
expressiva queda de rigidez da estrutura, capaz de contribuir para a evolugao do processo

de flambagem.

Portanto, considerando o critério de convergéncia e continuidade do parametro
«, no intervalo em que esta definido, ele pode ser determinado por menor que seja o erro
relativo entre as flechas ANSYS e TEF. A partir deste fato, foi estimado que a instabilidade,
neste estudo de caso, seria significativa quando o erro entre as flechas TEF e ANSYS
apresentasse ordem de 1072, ou seja, dez vezes maior que o erro considerado para o critério
de convergéncia. Dai, analisando as simulac¢oes, conforme descritas pela Tabela 6.1.2.1 e
o grafico da Figura 6.20, obtém-se o parametro o = 4,0013 como sendo o representante
da flecha maxima TEF. A justificativa da escolha vem do fato de que, a partir de tal
ponto, os quantificadores crescem sem apresentar oscilagao, significando aumento das
flechas maximas e, consequentemente, decrescimento da rigidez para aumentos na taxa de
carregamento. Esta reducao significativa da rigidez certamente deve ser considerada, pois

sao sinais inequivocos do processo de pré-flambagem na estrutura.

Visando mostrar o procedimento usado nas simulagoes nao lineares, em cada
um dos casos descritos na Tabela 6.1.2.1, reproduziu-se o caso no qual ¢ obtido a = 4,0013,

que corresponde a 65% da carga critica para flambagem, isto é, ¢ = 3,4751925 x 10N /m.

As simulagoes foram desenvolvidas usando a mesma metodologia empregada no
caso da carga total estimada para flambagem da viga pelo método do autovalor, realizado
no inicio desta secao. Feito isso e extraindo o grafico da convergéncia, obtém-se sua

representacao, conforme Figura 6.21.
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Figura 6.21 — Convergéncia da andlise.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Percebe-se, do grafico da Figura 6.21, que a analise convergiu com 101 iteragoes,

sem apresentar nenhum problema.

Em seguida, foi plotado o grafico do deslocamento versus a forca, objetivando

analisar a presenca de nao linearidade na simulacgao. O referente grafico é dado pela Figura

6.22.
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Figura 6.22 — Gréfico deslocamento versus forga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Visualmente, o grafico da Figura 6.22 apresenta uma relagdo aparentemente

linear entre deslocamento e for¢ca. Para evidenciar melhor tal fato, plotou-se o grafico

a0 nao

da evolucao da rigidez geométrica em funcao das iteracoes realizadas na simulag

., 100, a rigidez pode ser obtida por

linear no qual, em cada iteracao ¢ com ¢ = 1,2, 3, ..
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k; = ?, em que F; e U; representam, respectivamente, a forca de reacao dos apoios e o
i

deslocamento na iteracao i. Os valores da forca F' e do deslocamento U em cada iteragao,

foram obtidos, conforme descrito na Subsecao 5.5.5. Obtendo os valores da rigidez k; em

cada iteracao e plotando o diagrama iteragoes versus rigidez, obtém-se o grafico, conforme

Figura 6.23.
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Figura 6.23 — Variagao da rigidez geométrica em fungdo das iteragoes 7.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Analisando o grafico da Figura 6.23, percebe-se que, durante a simulacao, a
rigidez geométrica sofreu uma reducido de aproximadamente 5,3 x 10*N/m para 5,1 x
10°N /m, comprovando, assim, a presenca de nao linearidades na simulagdo. Mesmo
confirmada a presenca de nao linearidades, nao é garantido que sejam efeitos relacionados
aos sinais de flambagem apenas pela possibilidade de existirem implicitamente outros
efeitos, como a concentracao de tensao nos apoios, deformacao plastica ou o efeito de

grandes deflexoes, como analisado na Subsecao 5.5.5.

De antemao, pode-se afirmar que a nao linearidade detectada nao é devido
a presenca de plasticidade, pois os dados inseridos no software, para a realizacao das
referidas simulagoes, ndo detectam tal efeito. Devido a redugao da rigidez, pode-se garantir
nao haver influéncia dos efeitos relacionados a grandes deflexoes, pois, neste caso, a rigidez
aumentaria, como comprovado na Subsecao 5.5.5 e nas andalises da Subsecao 6.1.1. Por fim,
foi realizado o processo de filtragem, obtendo os residuos presentes na deflexao transversal

(deflexao no plano zy na dire¢ao do eixo y tomando o eixo baricéntrico como caminho),
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relacionados a concentragao de tensao nos apoios nos quais, neste caso utilizou-se a Equagao
(5.3). Subtraindo os residuos v, da deflexdo transversal obtida na simulagao nao linear via
ANSYS e obtendo a forma convergida entre as flechas méximas TEF e ANSYS, concluiu-se
que tais flechas convergem para a = 4, 0013 com erro relativo apresentando ordem de 107°.
Olhando para todo intervalo em que as referidas flechas estao definidas, pode-se concluir

que elas convergem para 91,94% dos pontos do dominio, conforme Tabela 6.1.2.1.

No grafico da Figura 6.24, sdo destacadas as deflexbes ANSYS e TEF para

a = 4,0013 e o erro relativo entre tais flechas nos itens a) e b), respectivamente.
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Figura 6.24 — Flechas TEF ¢ ANSYS: a) Confronto e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No grafico da Figura 6.24, item (b), foram excluidos apenas os dois pontos
extremos referentes aos valores das flechas nas condigoes de contorno, pois tais pontos sao
fixos para todo a. Entao, ao exclui-los, obtém-se melhor visualizacao para o erro relativo
referente aos 147 pontos restantes determinados neste caso pela Equacao (5.5). Nota-se
que, dos 149 pontos considerados na constituicao do dominio, apenas 12 nao convergem,
pois apresentam erro entre suas respectivas imagens maior que 10~*. Portanto, é evidente

que 91,94% dos pontos convergem para o referido a = 4,0013, conforme comprova os
dados da Tabela 6.1.2.1.

6.1.2.2 Estudo de caso 2: viga com h=2b

Para este caso, foi escolhida a viga com dimensoées (b, h, L) = (0, 1m, 0, 2m, 5m).
Pode-se perceber, da andlise do referido caso, que apés realizada a simulagdo nao linear,

fica bem nitido, na viga, a deflexdo lateral e a torcao, como sera abordado posteriormente.
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Da anélise de suas dimensoes, tem-se h = 2b e o indice de esbeltez
L
S, = 2\/§E = 50V/3. (6.5)

Portanto, a viga é alta e longa, caracteristicas que a torna suscetivel a flamba-

gem.

Objetivando obter-se o centroide da segao transversal nao coincidindo com
centro de flexao, tornando a viga mais vulneravel a sofrer flambagem, distribuiu-se a carga

na aresta da face superior da viga, conforme representado na Figura 6.25.

Al

0,000 1,000 () )/I\ .
[ —]

0,500

Figura 6.25 — Distribuicao do carregamento na viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Visando obter uma estimativa para a carga de flambagem, realizou-se a simula-
cdo linear, usando o método do autovalor, obtendo ¢ = 7,5243 x 10°N /m. Em seguida,
realizando a simulagao nao linear com tal carga, a solu¢ao nao convergiu. Mas, analisando o
resultado da simulagao, percebe-se que ela convergiu até um incremento de carga correspon-
dente a 96, 27% da carga estimada pelo método do autovalor, isto é, ¢ = 7,24414 x 10°N /m..
Assim, realizando a simulagdo nao linear com a referida carga, seguindo os mesmos passos
utilizados para a realiza¢ao desta mesma simulagdao, no caso (b = 10h), e extraindo os
dados relacionados ao grafico da convergéncia, é obtida a representacao dada na Figura
6.26.
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Figura 6.26 — Grafico da convergéncia.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Da Figura 6.26, é notavel que a simulagao convergiu apos 126 iteragoes, mas
apresentou maior dificuldade para convergéncia se comparado ao caso h = 10b, necessitando,

consequentemente, de um maior niimero de iteragoes do que o estimado para a convergéncia.

Visando observar o processo de instabilidade da viga, certamente por flambagem,

construiu-se o grafico do deslocamento versus forca. Tal grafico é dado pela Figura 6.27.
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Figura 6.27 — Grafico deslocamento versus forga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.
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Da analise do grafico da Figura 6.27, percebe-se uma nitida redugao da rigidez a
partir da forca de reacdo de apoio F' = 1,25 x 10°N, correspondente a taxa de carregamento
q = 5 x 10° N /m. Tal conclusdo vem do fato que a inclinacio da reta tangente a respectiva
curva, durante o processo de simulacao, diminui visivelmente a partir do valor da forca
de reacao destacada. A variacao da rigidez, deste caso analisado, é notavel no grafico da
Figura 6.10 item (a), no qual se percebe, no desenvolvimento da simulagdo nao linear, uma
reducdo de 4,2 x 10°N /m para 2,6 x 10°N/m. A reducio ¢ significativa, pois representa,
aproximadamente, 40% da rigidez total.

Analisando o grafico das tensoes normais de compressao, pode-se perceber o
ponto da simulacao em que a viga certamente sofre o primeiro modo de flambagem. Tal
grafico é apresentado na Figura 6.28.
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Figura 6.28 — Grafico das tensdes normais de compressao.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Do gréfico da Figura 6.28, pode-se visualizar em qual iteragao a viga sofreu o
primeiro modo de flambagem. O ponto destacado pela seta corresponde a referida iteracao

na qual ocorreu o fenomeno. O carregamento, neste ponto, representa 97% da carga critica

estimada para a flambagem.

Como destacado, no inicio desta secdo, neste caso, fica bem visivel, na imagem
da viga, o deslocamento lateral e a torcao. No grafico da Figura 6.29, é apresentada a

imagem da viga, apos realizada a simulagdo nao linear.
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Figura 6.29 — Viga apés a analise de flambagem.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Na Figura 6.29, em que estao representadas as tensoes normais de compressao,
apos a realizacao da simulagao nao linear, fica perceptivel o deslocamento lateral da viga,
além da torcao. Vale ressaltar que tanto neste caso, como no anterior, os apoios foram
mantidos nas arestas inferiores das se¢oes extremas, mantendo a configuracao do problema
(isto é, um fixo e outro movel). O deslocamento utilizado para o ajuste e obtencao do
parametro « que identifica e avalia o efeito em cada iteracao é a deflexao transversal no

plano zy na direcao de y.

Como argumentado anteriormente, o objetivo do trabalho nao é analisar o fim
do processo, pois vislumbra-se como algo a apresentar métodos para detectar os primeiros
sinais do processo de instabilidade. Esta analise inicial visou apenas mostrar que a viga

realmente entrou em processo de flambagem.

Da analise do grafico da Figura 6.27, tomou-se como estimativa que o processo
iniciou-se para a forca de reacio de apoio F = 1,25 x 10°N, correspondente & taxa de
carregamento ¢ = 5 x 10° N /m, que representa, aproximadamente, 70% do carregamento
responsavel pela ocorréncia da flambagem. A partir disto, realizou-se a simulagao nao
linear, obtendo que a flecha maxima TEF converge para a flecha maxima ANSYS para
a = 4,0130 com erro da ordem de 107°. Pelo valor obtido para o pardmetro «, percebeu-se
que os primeiros sinais da pré-flambagem surgem bem antes deste valor estimado para o

carregamento. Dali, iniciou-se a andlise com 0, 1% da taxa do carregamento.
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A evolugao do processo é apresentado na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Caracterizagao evolutiva da flambagem pela solugao TEF.

Carga critica (%) argr—ansys Er(Flechas maximas) Pontos convergidos (%)

0,1 4, 0000 1075 98, 65
0,2 4,0000 1075 97,98
0,3 4, 0000 107° 97,31
0,4 4, 0000 107° 97,98
0,5 4,0000 107° 96, 64
0,6 4,0000 10°¢ 95,97
0,7 4, 0000 1076 95,97
0,8 4,0001 107° 97,31
0,9 4,0001 107° 95, 30
1 4,0001 107° 93,95
2 4, 0004 107° 88, 59
3 4, 0006 107° 83,22
4 4,0009 107° 83,22
5 4,0011 107° 77,85
6 4,0013 107° 73,15
7 4,0015 107° 70, 46
8 4,0018 1076 67,11
9 4,0020 107° 66, 44
10 4,0022 107° 63,75
20 4,0042 107° 50, 33
30 4,0059 107° 45,63
40 4,0073 1075 36,24
50 4, 0086 107° 40,93
60 4,0103 107° 39, 59

|
[a)

4,0130 1076 40, 26
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Na Tabela 6.2, destaca-se nas respectivas colunas da esquerda para direita, a
taxa de carregamento, os valores de o que ajustam o valor maximo das flechas entre as
solugoes TEF e ANSYS, o erro relativo entre as flechas maximas e a porcentagem de pontos
convergidos na vizinhanca da flecha maxima, considerando o critério de convergéncia.
Percebe-se que, a partir de 2% do carregamento, sdo detectados pela solucao TEF, através
do parametro «, os primeiros sinais de instabilidade que certamente correspondem ao
processo de pré-flambagem, pois na construgao dos dados, foram excluidos outros efeitos
incorporados na flecha ANSYS. E evidente que o referido pardmetro comeca a desviar
da ordem 4 e cresce sem apresentar oscilacao a medida que a taxa de carregamento vai

crescendo.

Para evidenciar melhor a variagao do parametro «, com o correspondente
aumento da taxa de carregamento, construiu-se o grafico da Figura 6.30, no qual se
destaca a representagao visual da variacao da porcentagem da carga critica em funcao dos

correspondentes argp, responsaveis pela convergéncia entre as flechas maximas TEF e

ANSYS.
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Figura 6.30 — Taxa de variacao da carga critica em funcao dos valores argp.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No grafico da Figura 6.30, considerou-se a taxa de carregamento, variando de
0,1% a 10% da carga critica de flambagem. E perceptivel que, a partir de 0,8% deste
valor, o parametro o comeca a desviar da ordem 4 e cresce com o aumento da taxa de
carregamento. Da mesma forma que no caso anterior, considerando que o erro representativo
de instabilidade significativa seja da ordem de 1072, obtém-se a = 4,0009 como fator

quantificador dos primeiros sinais do processo de pré-flambagem, que corresponde a taxa
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de 4% do carregamento e evoluem com o aumento da referida taxa, como constatado
no grafico da Figura 6.30. Além disso, observando a Tabela 6.2, percebe-se que, para o
pardmetro a = 4,0009, as flechas TEF e ANSYS convergem em 83,22% dos pontos do

dominio.

Por fim, dos casos analisados, neste capitulo, é inequivoco que o parametro «,
incorporado a solugdo TEF, quantifica a variagdo da flecha maxima transversal extraida
da simulagao de elasticidade tridimensional ANSYS, quando é aumentada iterativamente a
taxa de carregamento na viga e sao filtrados certos efeitos incorporados na referida flecha,
visando avaliar apenas os efeitos que contribuem para o processo de flambagem. Além disso,
nos dois casos analisados, é notavel a convergéncia entre as flechas da referéncia e TEF
para o valor de « fixado, na vizinhanc¢a da flecha maxima. Portanto, além de quantificar,
identifica a flecha da referéncia através da flecha TEF. Destes resultados, pode-se avaliar a
variacao da rigidez e, consequentemente, determinar o parametro a que representa um
alerta para os primeiros sinais inequivocos de pré-flambagem na estrutura, antes mesmo

de qualquer manifestacao nao explicita no ANSYS.



158

Capitulo 7

Plasticidade em vigas e as solucoes

fracionarias

Neste capitulo, ¢ apresentado um estudo sobre a deflexao de vigas considerando
os efeitos relacionados ao modo de deformacao na condiciao de plasticidade. Inicialmente,
sao apresentados alguns conceitos e propriedades da teoria elastoplastica. Em seguida, o
parametro «, incorporado as solugoes fracionarias EBF e TEF, é usado para deteccao e
avaliacao da deflexdo em vigas de ago simplesmente apoiada, submetida a carregamentos
uniformemente distribuidos com maédulo suficiente para provocar, na estrutura, sinais

iniciais de plasticidade.

7.1 Plasticidade: conceitos fundamentais

A analise de problemas estruturais relacionados a plasticidade é complexa.
Devido a isso, até meados do século X X, poucos problemas podiam ser resolvidos e a
metodologia empregada tinha como pressupostos a realizagao de um grande niimero de
experimentos, de onde eram deduzidas algumas reformulagoes empiricas, apresentando

hipéteses que tornavam os preceitos desta ciéncia bem simplificados (GOMES, 2006).

Com o avanco da tecnologia computacional a partir da década de 1950 as
técnicas numéricas permitiram um avanc¢o usando métodos de aproximacao de fungoes,
mas nao podendo ser descartadas as hipéteses de simplificacao. Como exemplos dessas
técnicas, menciona-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos
de Contorno (MEC). Atualmente, na maioria dos projetos de estruturas essas técnicas sao
necessarias, pois permitem representar o comportamento das estruturas com bom realismo,

se comparados a resultados desenvolvidos antes do uso do computador (GOMES, 2006).

A imposicao de forcas externas nas estruturas modificam seu comportamento
de varias maneiras. Dependendo da intensidade das forcas e da forma da estrutura, as

respostas podem ser elasticas ou plasticas. As respostas sao elasticas quando as tensoes
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nao ultrapassam a tensao do escoamento do material, caso contrario, estas respostas sao
plasticas. No caso das deformagoes elasticas, ao descarregar a estrutura, ela volta ao
estado inicial sem sofrer danos. Ja no caso das deformacoes plasticas, pode-se observar
deslizamentos no plano cristalino do material, processo irreversivel que causa alteragao na
estrutura cristalina. Logo, ao ser descarregada, ela nao volta ao estado inicial apresentando,

nestes casos, deformacgoes residuais que contribuirao significativamente para a deformacao
final da estrutura (BECK, 2009).

Assim, a elastoplasticidade é definida como sendo um estudo comportamental
das estruturas constituidas por determinados materiais que depois de um ciclo de car-
regamento, deformam permanentemente. Além disso, sao fendmenos instantaneos, isto
é, independem da taxa de carregamento [(NETO; PERIC; OWEN, 2008) e (CECILIO,
2011)].

Para uma ilustracao visual do fendmeno plastico, é apresentado um exemplo
mostrando o que ocorre no caso de um carregamento uniaxial, no qual as tensdes na
estrutura ultrapassam o limite de escoamento. Tal representagao é dada, conforme o grafico
da Figura 7.1.

Tl

Y

Figura 7.1 — Carregamento uniaxial de uma barra metélica.

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

No grafico da Figura 7.1, tem-se, em um primeiro estagio de carregamento as
tensoes atingindo o1, com o1 > 0(, em que oy é a tensao de escoamento. Assim, a barra
metalica ultrapassou o limite elastico representada pela trajetéria OA. Descarregando
a barra, ela nao volta ao estado inicial, ou seja, nao percorre a trajetéria BAO e sim a

trajetoria BC. Durante este primeiro ciclo, observa-se que a barra apresenta deformacoes
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residuais €, permanentes que representam a deformacao plastica do material. Aplicando um
segundo ciclo de carregamento, a trajetoria da variacao das tensoes pode ser representada
por C'DE. Dal, continuando os ciclos de carregamento e descarregamento, pode-se inferir
que a deformacao total no final do processo, depende das deformagoes residuais dos

histoéricos dos carregamentos anteriores. Logo, a deformacao total pode ser dada por
€total = €e T €p, (71)

em que €ptql; €. € €, correspondem, respectivamente, as deformagoes total, elastica e
plastica do material. Lembrando que ¢, ¢ constituida pelas deformacoes residuais €, em

cada ciclo de carregamento.

De forma detalhada, pode-se afirmar que o comportamento plastico dos mate-
riais utilizados nas estruturas podem ser analisados, segundo os graficos da Figura 7.2,

representantes de ensaios de tracao uniaxiais.
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Figura 7.2 — Comportamento plastico dos materiais. Adaptado de (GOMES, 2006).

Fonte: Produzido pelo autor via software GeoGebra.

O gréafico da Figura 7.2 (a) representa o caso estudado neste capitulo, pois

apresenta a caracterizacao da tensao deformacao em materiais como o ago. Tal grafico
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destaca uma zona eldstica linear seguida de uma consideravel zona de escoamento. Neste
caso, supoem-se que o material obedece a lei de Hooke até oy, depois escoa com tensao
constante. Materiais que escoam dessa forma sao perfeitamente plasticos. Naturalmente,
o diagrama tensao deformacao do aco ultrapassa a tensao de escoamento, porém, neste
momento, a deformacao torna-se tao grande que a estrutura perde sua utilidade. Logo,
¢ comum analisar as estruturas de aco na zona plastica com base no referido grafico
(TIMOSHENKO; GERE, 1983). Para o ago, pode-se usar o mesmo diagrama, tanto na
tragdo quanto na compressao. Materiais com zona elastica linear, seguidas por outra

perfeitamente plastica, sao denominados elastoplasticos.

No caso (b), tem-se o modelo de plasticidade com encruamento linear. Neste
caso, apoés atingir o escoamento, o médulo tangente é constante e nao nulo significando que
o material apresenta uma certa resisténcia, apos o ser atingido havendo consequentemente,
um aumento de tensoes acompanhando de um aumento de deformagao. Alguns metais

como o aluminio, por exemplo, apresenta este comportamento.

Nos casos (c) e (d), sdo representados o comportamento nao linear dos materiais.
Nao foram apresentados comentarios detalhados sobre eles, pois sd@o casos que nao serao
abordados neste estudo. Convém destacar apenas que tais modelos podem ser usados para

o estudo de materiais como o concreto, por exemplo.

7.2 Plasticidade em vigas: estudo de casos

Na projecao de estruturas a solicitagao de carregamentos devem ser criterio-
samente analisadas objetivando evitar falhas como flambagem ou deformacoes plasticas,

efeitos estes que podem levar as estruturas ao colapso.

Estruturas como vigas sao projetadas na maioria das vezes, para a sustentacao
de carregamentos ciclicos, como as pontes em vias terrestres e maritimas e a plataforma de
um onibus, por exemplo. Estruturas como estas devem ser desenvolvidas sempre avaliando

as falhas por flambagem ou por plasticidade do material que as constituem.

A plataforma do 6nibus pode ser solicitada por cargas de pico, cargas extremas
causadas pela pressao do choque com buracos em vias, por exemplo. Neste caso, deve ser
avaliada, principalmente, a ocorréncia de plasticidade e sao para casos como este que a
tensao de Von Mises apresenta grande utilidade. Ja as irregularidades presentes na via
sao responsaveis pela presenca de fadiga na plataforma, processo bem delicado, que pode
ocorrer com as tensoes bem abaixo das tensoes de escoamento, nas quais a propagacao
na estrutura pode causar a perca da secao resistente, um dos fatores responsaveis pela
ocorréncia de flambagem. A avaliagdo para estes casos, devem ser feitas usando as tensoes

de tragao ou compressao.
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Alguns dos trabalhos mais recentes que abordam estudo de plasticidade em
vigas, encontrados na Literatura, sdo: [(AVERY; MAHENDRAN, 2000), (KO; KIM; KIM,
2001) (JIANG; CHEN; LIEW, 2002), (DEVLOO; RYLO; SANTOS, 2006), (BECK, 2009),
(JIAO et al., 2011) e (MARTINS et al., 2021)].

Sao abordados aqui sob a visao do calculo fracionédrio dois estudo de casos de
modelos elastoplastico perfeito, como descrito no grafico da Figura 7.2, caso (a). Neste
modelo, quando o material atinge a tensao de escoamento sofre uma deformagao plastica e
a partir deste ponto, ocorrem deformagoes a tensao constante. Nos casos abordados foram

considerados uma viga delgada e outra espessa, como descrito a seguir.

7.2.1 Viga delgada

Neste caso, implementou-se no modelo de elasticidade tridimensional ANSYS,
a viga simplesmente apoiada, cujo material é o ago AISI 1020, com dimensées (b, h, L) =
(0,3m, 0, 1m, 5m), malha constituida por hexaedros cujas arestas medem 0, 02m, submetida
a um carregamento uniformemente distribuido. O ensaio de tragao uniaxial para o respectivo
material apresenta tensio de escoamento oy = 4, 7055 x 10°Pa (LEITE et al., 2017).

Como ja analisado na Subsecao 5.5.2, quando ¢ tomada a deflexao transversal
desta viga, obtida da simulacao tridimensional linear ANSYS tomando como caminho o
eixo baricéntrico e filtrando os efeitos dos apoios, ela converge para solucao EB, isto é,
EBF(a = 4). Entéo, realizou-se a simulacao da referida viga no ANSYS considerando os
efeitos plasticos. Existem varios modos de ativar os efeitos de plasticidade na simulagao
ANSYS. Estes modos de ativacao estao no icone “Engineering data” na opcao “Plasticity”.
Na referida opcao, ativou-se o comando “Bilinear Isotropic Hardening”. Dai, o software
pede para inserir a tensao de escoamento do material e o médulo tangente. Para o modelo
elastoplastico perfeito, o médulo tangente é nulo. Adicionando tais dados, realizou-se
a simulacdo com a viga submetida ao carregamento uniformemente distribuido ¢ =
8,82 x 10*N /m.

Para avaliar se houve plasticidade em alguma parte da dimensao da viga, foi
usado o comando “Equivalent Plastic”. Dai, foram observados no material que constitui a

viga, sinais de plastificacao na parte central da viga, conforme destacado na Figura 7.3.
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Figura 7.3 — Plasticidade na viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No passo seguinte, foi extraida a deflexao transversal, obtida da solugdo ANSY'S
no plano zy tomando o caminho pelo eixo baricéntrico e confrontada com a solucao EB.

Disto, obtém-se o gréafico da Figura 7.4.
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Figura 7.4 — Confronto entre as solugbes EB e ANSYS sem filtro.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No grafico da Figura 7.4, foi constatado que a solu¢ao do ANSYS resulta em
flechas maiores que a solugdo EB, principalmente na parte central, na qual foi constatada

presenca de plasticidade, como é notavel no grafico da Figura 7.3. Vale lembrar que esta
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diferenca representa a contribuicao de dois efeitos, a saber: a concentracao de tensoes nos
apoios e os efeitos plasticos. Nao ha efeitos de grandes deflexoes, pois o comando “Large

deflection” foi desativado na simulacao.

Como o propdsito é identificar e avaliar os efeitos plasticos na flecha ANSYS
através do parametro a incorporado a solucdo EBF, os efeitos de apoios foram filtrados
usando a Equagao (5.3) e, em seguida, determinou-se o parametro a da solugdo EBF

responsavel pela convergéncia entre as flechas méaximas ANSYS e EBF.

Desenvolvendo os procedimentos descritos no paragrafo anterior, obtém-se
que a flecha maxima da solucdo EBF converge para a flecha méxima ANSYS para
a = 4,0185 com erro relativo da ordem de 107°. O gréfico da Figura 7.5 apresenta para o
« supracitado a comparagao entre as referidas flechas e o erro relativo entre elas em (a) e

(b), respectivamente.
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Figura 7.5 — Flechas EBF e ANSYS: a) Confronto e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Considerando o critério de convergéncia da malha e analisando o erro relativo
apresentado pelo grafico da Figura 7.5, item (b) e determinado pela Equagao (5.6), conclui-
se que as flechas EBF e ANSYS convergem além da posi¢ao de flecha maxima, em mais
22 pontos de sua vizinhanca, correspondendo a 14, 76% dos pontos selecionados para a

constituigdo do dominio (149 pontos).

Um fato interessante a ser destacado é que ao diminuir o carregamento dessa
mesma viga, chega-se a um ponto em que o comando “Equivalent Plastic” nao identifica
formacao plastica na viga. Por outro lado, tomando a flecha maxima ANSYS em tal ponto,
filtrando os efeitos de apoios e confrontando com a flecha méaxima EBF, obtém-se av maior

que 4.
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Usando esta viga, submetida a carga ¢ = 8,46 x 10*N/m e realizando a
simulacdo nao linear, o comando “Equivalent Plastic” nao identifica formacao plastica,

conforme indica a Figura 7.6.
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Figura 7.6 — Plasticidade na viga.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Por outro lado, o valor maximo da flecha EBF converge para o maximo da
flecha, ANSYS para o pardmetro o = 4,0051 com erro relativo da ordem de 107°. No
grafico da Figura 7.7, tem-se a representacao em (a), das flechas para o « supracitado e,

em (b), do erro relativo.
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Figura 7.7 — Flechas EBF e ANSYS: a) Comparacao e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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Para este caso, conclui-se que, mesmo antes do comando “Equivalent Plastic”
identificar efeitos de plasticidade, ja sao detectadas as contribuicoes destes efeitos na

deflexdo ANSYS através do parametro « incorporado a solucao EBF.

Com base na evidéncia de que os efeitos detectados, na flecha ANSYS pelo
parametro a da solucao EBF ja sdo contribuicao da plasticidade, foi tomada a flecha
ANSYS considerando a implementagao, sem avaliacdo da plasticidade, filtrado os efeitos
relacionados aos apoios e confrontado a solugdo com a flecha EB (EBF para a = 4).
Os resultados obtidos sdo revelados no grafico da Figura 7.8, no qual, em (a), tem-se o

confronto entre as referidas flechas e, em (b), o erro relativo entre elas.
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Figura 7.8 — Flechas EBF e ANSYS: a) Comparacao e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

E notavel, do grafico da Figura 7.8, que as flechas convergem, pois o erro
relativo entre elas apresenta ordem menor ou igual a 10™*, coerente com o critério de

convergéncia adotado.

7.2.2 Viga espessa

Para este caso, foi tomada a viga com dimensoes (b, h, L) = (0,3m, 0, 5m, 5m)
e implementada com a mesma malha usada no caso anterior. A referida viga é espessa,
pois sua razao de aspecto é £ = 10. Neste caso, os efeitos de cisalhamento contribuem
significativamente na deflexdo. De acordo com [ (SILVA, 2010), (SOUZA, 2016) e (SILVA,
2019)], além da anédlise feita na Subsegdo 4.2.1, o modelo TE é o mais adequado para
avaliagao da deflexdo. Consequentemente, utilizou-se a solu¢do TEF para estudar os efeitos

plasticos neste caso.
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Inicialmente, foram implementados dois modelos no ANSYS, um com o ambiente
plastico ativado e outro sem a ativagdo do mesmo. Dai, submetendo os referidos modelos a
carregamentos de mesmo maédulo, tais que nao fosse detectada presenca de plasticidade no
modelo em que o comando “Equivalent Plastic” foi ativado e comparando as respectivas
flechas, obtém-se o grafico, conforme a Figura 7.9, no qual, em (a), tem-se o confronto

entre as flechas dos referidos casos e, em (b), o erro relativo entre elas.
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Figura 7.9 — Solugoes sem e com modo plastico ativado: a) Confronto e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

A carga utilizada para obtencao das flechas, representadas no grafico da Figura
7.9 (a), tem médulo ¢ = 3 x 10° N /m. De tal grifico, percebe-se que, quando a simulacio
nao linear nao identifica plasticidade, as flechas de ambas as simulagoes coincidem, pois
o erro relativo (determinado pela Equagao (5.4)) entre as referidas flechas é nulo, como
mostra o referido grafico no item (b). Para identificar os efeitos de plasticidade através do
parametro « incorporado na solucao TEF, basta tomar um caso no qual a simulacao nao
linear identifique plasticidade, filtrar os efeitos dos apoios e determinar o parametro «,

correspondente a convergéncia entre as respectivas flechas maximas.

Seguindo a metodologia descrita anteriormente, observa-se que, tomando ¢ =
3,9 x 10°N /m, a simulacdo ndo linear ANSYS identifica plasticidade, conforme mostra a
Figura 7.10.
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Figura 7.10 — Simulacao plastica.

Fonte: Produzido pelo autor via software ANSYS.

Na Figura 7.10, é destacada a simulacao nao linear com o modo “Equivalent
Plastic” ativado. Em (a), foi representada a viga completa e, em (b), a regido da viga
na qual sao detectados os efeitos plasticos. Como é evidente, tais efeitos sao detectados

justamente onde foram implementados os apoios.

Tomando a deflexao transversal no plano zy e pelo eixo baricéntrico da referida
simulacao nao linear ANSYS, a qual detectou os efeitos plasticos, filtrando os efeitos
causados pela concentragao de tensao nos apoios usando, neste caso, a Equagao (5.3) e
fazendo o ajuste entre as flechas maximas TEF e ANSYS, obtém-se que a flecha maxima
TEF converge para a flecha maxima ANSYS para a = 4,0175 com erro relativo da ordem
de 107°. Além disso, considerando o critério de convergéncia, percebe-se que as flechas

convergem, além do ponto de flecha maxima, em mais 25 pontos de sua vizinhanca.

Na Figura 7.11, sdo representados, em (a), o grafico das respectivas flechas

para o referido a e, em (b), o grafico do erro relativo entre elas.
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Figura 7.11 — Flechas TEF e ANSYS: a) Comparagao e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No gréfico da Figura 7.11, fica evidente a convergéncia da flecha na parte
central da viga, tanto pelas curvas das deflexdes, no item (a), como pelo erro relativo no
item (b). Portanto, para a = 4,0175, a solugdo TEF detecta e avalia, separadamente, a
contribuicao da deformacao plastica na deflexao ANSYS que nao é explicita pelo software
ANSYS.

Um fato observado, neste caso, é que, diminuindo a taxa de carregamento até
q¢ = 3,3 x 10°N/m, tem-se ainda que o ambiente “Equivalent Plastic” detecta efeitos

plasticos.

Por outro lado, quando sao comparadas as deflexdes dos modelos com mesmo
carregamento ¢ = 3,3 x 10°N/m, mas com o dispositivo plastico ativado e desativado,
respectivamente, percebe-se que as flechas convergem. No grafico da Figura 7.12, tem-se,
em (a), o confronto das flechas entre o modelo com médulo pléstico ativado e desativado

e, em (b), o erro relativo entre elas.
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Figura 7.12 — Solugdes sem e com modo plastico ativado: a) Confronto e b) Erro relativo.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

-

E visivel, do grafico da Figura 7.12, que o erro relativo entre as referidas
flechas apresenta ordem menor ou igual a 107 que, neste caso, convergem pelo critério de

convergéncia adotado.

Isso garante que a flecha ANSYS do modelo, com o dispositivo plastico ativado,
nao contempla a contribuicao dos efeitos plasticos. Neste caso, estao sendo contemplados
os efeitos de momentos, cisalhamento e da concentracao de tensao nos apoios. Portanto,
tomando tal flecha, filtrando os efeitos de apoios e confrontando a flecha maxima obtida
com a flecha maxima TEF, conclui-se que elas convergem para o = 4, conforme grafico da
Figura 7.13.

%102 x10™*

05 : : : . : : : : . 12
» )
e
08
* o
Bos| ®
S
w
.
° L] L] [
0.4
. A ) 4
. ° ¢ .
® e * .
02 o °
LY &
b)

45 L L L L L ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5

x(m) x(m)

Figura 7.13 — Flechas TEF e ANSYS: a) Comparacao e b) Erro relativo

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.
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No grafico da Figura 7.13, item (b), é evidente que o erro relativo entre as
flechas apresenta ordem menor ou igual a 107*, logo, convergem. Como esperado, a solucao
TEF nao identifica efeitos plasticos para o referido caso. Neste caso, a filtragem foi realizada
usando a equacao

Uy = Ulinear — VTE, (72>

onde Vyneqr € Vg sao as flechas da simulacao linear ANSYS e da solucao analitica TE,
respectivamente. Para casos de vigas espessas, a filtragem usando a Equagéo (7.2) apresenta

resultados eficientes.

Da analise feita neste capitulo ficou evidente que as solugoes fracionarias
EBF e TEF podem se apresentar como recursos para se detectar, identificar e avaliar,
separadamente, os primeiros sinais de efeitos plasticos, tanto em vigas delgadas como nas
vigas espessas, antes mesmo que se tornem inequivocamente explicitos a partir da resposta
do ANSYS. Convém destacar que a identificacao dos referidos efeitos é dada pelos pontos
convergentes entre as flechas ANSYS e fracionarias. A convergéncia é obtida devido a
liberdade do pardametro «a no intervalo em que esta definido, enquanto a avaliacao é dada

pelo desvio do referido parametro em relacdo a ordem inteira.

De modo geral, além dos efeitos plasticos, as solugoes supracitadas apresentam-
se como boas ferramentas para identificar e avaliar diversos outros fendomenos fisicos, como o
cisalhamento, a concentragao de tensao nos apoios, os efeitos de grandes deflexoes causados
pelas forcas axiais que agem no eixo baricéntrico, quando determinadas categorias de
vigas sao submetidas a altas tensoes e aos efeitos de pré-flambagem. A confirmagio destes
fatos foram constatadas nos diversos problemas analisados, durante o desenvolvimento
deste trabalho, especificamente nos capitulos 5, 6 e 7. Alguns destes resultados analisados
pelas solugoes supracitadas, ja foram publicados sob forma de artigos em congressos e
revistas. Os trabalho publicados foram: [(LUSTOSA; BANNWART; OLIVEIRA, 2021),
(LUSTOSA; BANNWART; OLIVEIRA, 2022b) e (LUSTOSA; BANNWART; OLIVEIRA,
2022a)].
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Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um novo procedimento para detecgao e avaliagao
de efeitos estruturais que diferem do perfil de deflexdo fornecido pelos modelos (EB)
e (TE) para vigas simplesmente apoiadas submetidas a cargas estaticas uniformemente
distribuidas. Como é conhecido da literatura, mesmo sendo restringidas a condigoes lineares,
aplicagoes reais impactam em efeitos ndo contemplados por esses modelos simples, como
concentracao de tensoes, devido as reacoes de apoio, distribuicdo ndo homogénea de

temperatura ou instabilidades estruturais como flambagem, por exemplo.

Os modelos (EBF) e (TEF) foram obtidos incorporando aos modelos cléssicos
EB e TE um parametro fracionario o, usando como metodologia a derivada fracionaria
de Caputo. Para obter as solugoes analiticas dos modelos supracitados, utilizou-se a
transformada de Laplace da derivada de Caputo. Com as solu¢oes analiticas em maos,
buscou-se uma referéncia que pudesse contemplar efeitos, além dos contemplados pelos
modelos classicos EB e TE. A referéncia selecionada para esta medida foi o software
ANSYS, uma fonte precisa e confiavel de informagoes realistas sobre o comportamento
estrutural, que engloba diversos efeitos nao contemplados pelos modelos EB e TE, mas de
forma implicita, isto é, sem explicita-los, fornecendo apenas totalidade da contribuicao de

tais efeitos. A simplicidade do sistema aumenta o potencial de precisao e analise.

Selecionada a referéncia, foi feita uma andlise de precisao dos modelos fra-
cionarios, implementando no modelo de elasticidade tridimensional ANSYS uma viga
simplesmente apoiada, isotropica, prismatica, espessa e sujeita a uma carga transversal
uniformemente distribuida. Do ajuste inicial entre a deflexdo obtida nos modelos analiticos
e numéricos, concluiu-se que o modelo analitico EBF permitiu deteccao e avaliacao dos
efeitos de cisalhamento, através do desvio do valor de o em relacao ao da ordem inteira de
referéncia, neste caso 4. Além disso, percebeu-se que tais solu¢oes poderiam ser empregadas
para o estudo de outros efeitos até neste momento nao modelados analiticamente. Essa
constatacao advém do fato das solugoes identificarem a solucao do ANSYS, referéncia
bem préxima da realidade fisica. A apresentacao e a solu¢ao dos modelos, em conjunto
com estas analises iniciais, deram origem ao trabalho de congresso publicado no CNMAC
2021, intitulado “On the Euler-Bernoulli and Timoshenko-Ehrenfest beam theories under
fractional calculus approach” (LUSTOSA; BANNWART; OLIVEIRA, 2021).
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Os passos seguintes do trabalho foram investigar que outros efeitos poderiam ser
avaliados, em separado, pelas solucoes fracionarias. Um dos primeiros fenémenos obtidos
na andalise de referéncia e, consequentemente, detectados e avaliados separadamente pela
solucao TEF, foi a concentracao de tensoes devido as reagoes de apoio. Usando o processo
aqui chamado de filtragem dos efeitos de apoios na deflexao transversal, obtida do modelo
de elasticidade tridimensional ANSY'S, foi detectado e avaliado pela solucao EBF, o efeito
fisico das forgas axiais que surgem no eixo baricéntrico de vigas delgadas com b < h
quando a viga ¢é submetida a grandes carregamentos. Estas analises, incorporadas a analise
de precisao inicial, foram conteidos para a producao do artigo publicado na revista
TCAM (Trends in Computational and Applied Mathematics), intitulado “On the separate
assessment of structural effects on the simple beam deflection in the light on fractional
calculus”, (LUSTOSA; BANNWART; OLIVEIRA, 2022b) e do artigo apresentado no
Brasilian Simposium on Fractional Calculus 2022, intitulado “Fractional calculus applied
to evaluate stress concentration and shear effects in simply supported beams” e publicado
na revista CQD (Revista Eletronica Paulista de Matematica) (LUSTOSA; BANNWART;
OLIVEIRA, 2022a).

Para estudar o fenéomeno de flambagem lateral com torc¢ao, foi necessario im-
plementar no ANSYS, diversas vigas delgadas e desenvolver simulagdes nao lineares em
cada caso implementado, considerando a variacao da rigidez geométrica para diferenciar o
tipo de viga que sofre apenas grandes deflexdes sem apresentar sinais de flambagem das
vigas que apresentam sinais de flambagem. Feito isso, foram detectados e avaliados, sepa-
radamente, os sinais iniciais de flambagem lateral com torcao, em duas vigas, selecionadas

entre aquelas que apresentaram flambagem no estudo supracitado.

Na tultima etapa do trabalho foram apresentados alguns conceitos basicos sobre
a teoria da plasticidade e, em seguida, detectados e avaliados, separadamente, os efeitos
iniciais de formacao plastica em dois casos; no primeiro, foi selecionada uma viga delgada

e, no segundo, uma viga espessa.

O ajuste do parametro « foi explorado de dois modos diferentes: pela flecha
maxima e pelo método de minimos quadrados. Dos resultados obtidos foi constatado
que no geral, o método de ajuste pela flecha méxima apresentou-se melhor pelo fato de
contemplar a flecha méxima em todos os casos estudados (ponto que apresenta maior
sensibilidade na detecgao de efeitos fisicos), fato que nao ocorreu ajustando pelo método de
minimos quadrados. Desta analise, ficou inequivoco que o melhor valor de o para avaliagao

e deteccao dos efeitos é obtida ajustando pela flecha maxima.

Por fim, de todas as analises realizadas, concluiu-se que esta abordagem inédita
do calculo fracionario no estudo da deflexdo de vigas simplesmente apoiadas, apresentou a
qualidade esperada como proposito do trabalho, pois o método aplicado foi bem sucedido na

detecgao e avaliacao da magnitude dos efeitos estruturais analisados. O desvio apresentado
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pelo pardmetro fracionario, incorporado aos modelos classicos EB e TE, ocorre em situagoes
em que, apesar de a detecgao ter sido feita pelo ANSYS, nao é explicito, ou seja, o
ANSYS fornece todas as informagoes, mas nao apresenta uma exploracao de cada efeito
individualmente. Ja o célculo fracionario consegue explorar estes efeitos nao na questao de

contempla-los, mas no sentido da detecgao e avaliacao.

Portanto, os resultados obtidos abrem perspectivas para trabalhos futuros, pois
é uma ferramenta que pode ser utilizada, por exemplo, para detectar e avaliar efeitos em
estudos experimentais. No trabalho nao foi feito isso; mas, a partir da referéncia utilizada,

a comprovacao de tal fato é inequivoca.

Para perspectivas de trabalhos futuros varias situagoes podem ser estudadas
visando ao propésito deste trabalho, dos quais, sdo destacados: a avaliacdo de efeitos
térmicos em que no caso de uma viga simplesmente apoiada com carga uniformemente
distribuida, tem-se resultados bem avancados neste sentido; a avaliacao de efeitos em uma
viga em balanco, considerando o carregamento distribuido ou concentrado na extremidade
livre; a potencializagao da avaliagdo da carga critica de Euler em colunas submetidas a
carregamentos axiais, as quais, neste caso, ja se tem algo desenvolvido; o efeito de cargas
concentradas ou distribuidas em intervalos de uma viga simplesmente apoiada, pois os
modelos fracionarios podem ser ajustados aos valores de referéncias, nao s6 nos pontos
de flecha maxima, mas em qualquer posicao da referida flecha; considerar os modelos
fracionarios deduzidos neste trabalho incluindo as dimensoes das grandezas, pois como
destacado na Secao 4.1, tais modelos foram desenvolvidos considerando as grandezas

adimensionais.
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Demonstracao da propriedade 4 da

subsecao 3.3

Demonstragio. Para demonstrar este resultado, inicia-se mostrando que a igualdade

1 1 B x¥
Z [3”1] S T(w+1)

Fv+1)

gvtl

L") =

isto é, a transformada de Laplace de uma funcao polinomial.

Usando a Definicao 6, pode-se escrever

Zx"] = f e a¥dx.

0

Tomando u = sz e substituindo na Eq.(A.3), obtém-se

[y e

Rearranjando os termos, pode-se escrever

ZLx"] = ! J e v’ du,
0

Su+1

que, a partir da Definigao 1, permite escrever

0
Fv+1)= J e v du.
0

Assim, segue que
Fv+1)
gvtl 7

Zx"] =

cuja transformada inversa conclui a demonstracao.

(A.3)

(A4)

(A.5)
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