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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é abordar o problema de sintese de sistemas
de controle através de técnicas de otimizacdo sequencial irrestrita. Trabalhos
recentes mostram a viabilidade computacional de se tradugzir especificacoes de
desempenho através de restrigées e funcionais, na sua grande maioria convexos,
tornando o problema tratdvel por técnicas de otimizacao eficientes. A técnica
implementada apresenta como principal vantagem a eliminagio do cilculo do
subgradiente dos funcionais, o que possibilita a resolucio de problemas de sintese
que incluam funcionais quase-convexos na sua fornndacgo. Na primeira parte
deste trabalho, apresenta-se o problema de projeto de um sistema de controle via
otimizagao, os métodos de solu¢do utilizados e a proposta geral para o problema
de projeto. Na segunda parte é abordado um dos principais problemas gerados
pela utilizacdo de técnicas de otimizagio no projeto de sistemas de controle: a
elevada ordem que, em geral, os controladores projetados assumern, Baseado em
condigOes suficientes estabelecidas a partir da teoria dos observadores e algumas
transformacoes de similaridade, é implementado um algoritmo para a reducdo
de ordem dos controladores obtidos via otimizagio.



Abstract

The objective of this work is to address the problem of designing control sys-
tems through sequential unconstrained optimization techniques. Recent works
demonstrate the computational viability of translating performance specifica-
tions through convex closed-loop functionals, which allow an efficient treatment
of the control design problem. The main advantage of the techniques employed
in this work is to avoid the time-consuming computation of subgradients. The
first part of the work discusses the formulation of the control design problem as a
standard optimization problem and the specific methods used to obtain optimal
solutions. The second part of the work deals with the problem of reducing the
optimal {but higher orders) controllers through the observers theory and certain
similarity transformations that can be carried out over the nominal controllers
obtained by optimization techniques.



Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Motivacao

Esta tese trata do problema de projeto de sistemas de controle atraveés de otimizacio
nao-convexa para plantas lineares invariantes no tempo. Embora os processos praticos
sejam nao-lineares eles podem ser analisados através de uma aproximagio linear em torno
de um determinado ponto de operacio. O projeto tem como finalidades bdsicas estabilizar
e satisfazer certas especificagdes de desempenho para o sistema controlado.

Quando o nimero de parimetros envolvidos é relativamente pequenc e as especificagoes
de desempenho ndo sio complexas, técnicas de tentativa e erro baseadas no Lugar das
Raizes ou nos Diagramas de Bode e Nyquist ([Oga90]) podem ser aplicadas para se obter,
por exemplo, controladores do tipo PID amplamente utilizados em ambientes industriais.

No caso de sisteras multivaridveis complexos, estes procedimentos tornam-se invidveis e
a assisténcia do computador, é obrigatéria. Um exemplo tipico de projeto nestas condicées
€ a sintese de reguladores do tipo LQG - Linear Quadratico Gaussiano - baseada em técnicas
analiticas de otimizagao, isto €, na minimizacio de um determinado funcional quadrético.
Embora sempre fornega controladores estabilizantes, este tipo de projeto apresenta como
desvantagem a necessidade de se traduzir as especificages de desempenho em termos das
matrizes de ponderacéo do funcional mencionado, o que exige grande experiéncia pratica do
projetista.

Trabalhos recentes (Boyd e Barratt [BB91]; Boyd et al. (BBB88]; Cruz Jr. [Cruz94))
demonstram a viabilidade computacional de se traduzir especificacées de desempenho através
de restrigbes e funcionais, na sua grande maioria convexos, tornando desnecessdria a
representacao de todas estas especificagdes em termos de um tinico critério de desempenho,
como 1o caso do regulador LQG, e tornando o problema trativel por técnicas de otimizacio
extremamente eficientes.

Uma das principais desvantagens no emprego de técnicas de otimizagio para o projeto de
sistemas de controle é a elevada ordem que, em geral, os controladores obtidos assumem. Por
outro lado, sabe-se que a complexidade dos sistemas a serem controlados ests diretamente
relacionada com o grau do controlador estabilizante., Assim sendo, surge a necessidade de
se pesquisar novas técnicas para a solugio do problema de sintese que considerem na sua
formulagéo o problema de reducdo de ordem para os controladores resultantes.

O avango na tecnologia de computadores, isto é, o incremento da velocidade de processa-
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1.2, Proposicio da Tese 4

mento, tem servido como estimulo para o desenvolvimento de pesquisa utilizando métodos
envolvendo técnicas de otimizagio sequenciais, assim como a sua integracio com as deno-
minadas tecnologias emergentes, tais como as redes neurais, os algoritmes evolutivos e os
sistemas inteligentes, na procura de solugdes para o problema de projeto com reducao de
ordem.

Analisando-se os diferentes métodos propostos percebe-se que aqueles baseados em apro-
ximagoes elipsoidais ([BB91]) apresentam como principal desvantagem a complexidade na
formulagdo do problema, enquanto que os baseados em algoritmos de planos de corte
{[Cruz94]) apresentam algumas dificuldades na definicdo do subgradiente dos funcionais
envolvidos na formulacao.

Uma maneira de tratar o problema de sintese sem incorrer em formulagées complexas e
no calculo de subgradientes ¢ discutida neste trabalho.

1.2 Proposicao da Tese

Esta tese faz uma abordagem do problema de projeto de sistemas de controle através de
técnicas de otimizacio sequencial irrestrita. Esta técnica permite transformar um problema
de projeto em um problema de otimizacio irrestrito, o qual pode ser resolvido através de
eficientes métodos de otimizacio. O método selecionado para a implementacdo da técnica
de otimizagdo sequencial irrestrita tem como principal vantagem a eliminacio do cdleulo dos
subgradientes dos funcionais envolvidos.

O método proposto inicia a formulagio do problema de sintese fixando a ordem de uma
matriz que parametrizard o sistema em malha fechada, e consequentemente, a dimensio do
espago no qual se resolverd o problema de otimizacio. A seguir, estabelecem-se condi¢Ges
necessarias e suficientes que garantam a estabilidade do pardmetro matricial e do sistema
realimentado. A partir das condigdes anteriores, define-se o sub-espago no qual finalmente
sio determinados os controladores, denominados de controladores nominais. Estes con-
troladores contermplam o aspecto de redugio de ordem, tendo em vista que a ordem do
parametro matricial ¢ selecionada como sendo a menor possivel.

O método utiliza uma rotina de buseca unidimensional baseada no algoritmo da Seco
Aurea, uma rotina para o cilculo de direcdes ortonormais baseada no algoritmo de Gram-
Schmidt, uma rotina para a transformacio do problema, restrito em irrestrito baseada nas
chamadas fungées penalidade e barreira, e uma rotina para a otimizacio do problema ir-
restrito resultante, baseada em uma versio modificada do Algoritmo de Rosenbrock.

No que se refere ao problema de redugdo de ordem dos controladores, discute-se as
condi¢des necessarias e algumas transformactes de similaridade que permitem elaborar um
algoritmo para a obtenc@o de controladores estabilizantes de ordem reduzida, a partir dos
controladores nominais.

Finalmente, estabelecem-se algumas diretrizes para a obtencdo de controladores de
menor ordem possivel, os menores em relacio ao método de redugdo proposto. Este
assunto pode ser explorado com mais detalhes em trabalhos futuros.
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1.3 Aspectos Bibliografices

Resultados recentes na drea de controle linear multivaridvel obtidos através do emprego
da técnica denominada de Abordagem por Fatoracde formam a base tedrica sobre a qual
desenvolveu-se a idéia e os algoritmos utilizados no presente trabalho. A idéia central desta
abordagem consiste em fatorar a matriz de transferéncia de um sistema {n&o necessaria-
mente estdvel) como a “razao” de duas matrizes estdveis. Esta idéia aparentemente simples
deu origem a uma elegante metodologia para a solucdo de importantes problemas de cont-
role de uma forma mais simples e natural {[Vid85]). Esta idéia foi usada pela primeira vez
em um trabalho de M. Vidyasagar em 1972 ([Vid72)], mas a énfase era para a anglise da
estabilidade do sistema do que na sintese de controle. O ponto de partida da Abordagem
por Fatorizagdo ¢ obter uma parametrizacio de todos os controladores que estabilizam
uma determinada planta. Com isso pode-se, em principio, selecionar o melhor controlador
para varias aplicagdes. Esta idéia foi apresentada em 1976 por Youla, Jabr e Bongiorno
([YJBI76]). O ponto de vista adotado nesta tese - caracterizacio da classe de todos os con-
troladores que estabilizam uma planta como um anel! - foi inicialmente proposto em 1980
por Desoer et al. ([DLMS80]). Neste ltimo trabalho, os autores exploram o ponto de vista
de Youla et al. ([YJBI76]) e ([YJBII76]), e reduzem o problema ao essencial. Seguindo a
mesma idéia e com maior detalhamento, Vidyasagar {[Vid85]) apresenta um estudo com-
pleto do emprego de técnicas de parametrizagio em problemas de controle, explorando suas
propriedades de convexidade.

A utilizagao das técnicas de otimizagio sequencial irrestrita, implementadas através
da utilizagdo das chamadas fungdes penalidade e barreira, tem um longo retrospecto na
resolucdo de problemas de engenharia. Isto ocorre de diversas formas e frequentemente
sdo denominadas por nomes especiais em cada uma das diferentes aplicacoes. Por exemplo
a ftuncao penalidade Valor Absoluto vem sendo usada hd muitos anos em problemas de
projetos mecanicos. Na referéncia [FM68], encontramos detalhes histéricos e uma série de
resultados relativos as aplicagoes praticas destas técnicas. Na década de 60, a proposicio
do cédigo SMUT (Seguential Unconstrained Minimization Techniques) por parte de Fiacco
e McCormick, impulsiona os trabathos de pesquisa envolvendo a utilizacdo destas técnicas.
Trabalhos recentes tém utilizado estas técnicas como ponto de partida na proposicio de
novas metodologias.

1.4 Organizacao da Tese

A seguir, apresenta-se uma sintese do contetido dos demais capitulos da tese:

Capitulo 2: Neste capitulo é apresentada a arquitetura de controle sobre a, qual desenvolve-
se a formulagao do problema, descreve-se o conjunto afim de matrizes de transferéncia em
malha fechada realizdveis pelos controladores que estabilizam a planta, e sfo introduzidas
as especificagbes de projeto em malha fechada através de funcionais e restrices nio necessa-
riamente convexos, as quais s&o dteis na formulagio do problema. Finalmente, ¢ apresentado
e formulado o problema de projeto de controle via otimizago.

'Conjunto de fungdes de transferéncia, que satisfazem determinadas especificagdes de projeto, cujas somas
e produtos dos seus elementos estio contidas nele.
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Capitulo 3: O objetivo central deste capitulo é a descrigio da formulagio do projeto de
sistemas de controle utilizando as técnicas de otimizacio sequencial irrestrita. Descreve-se
0s mecanismos de transformagio de um problema restrito em um problema irrestrito ou em
uma sequéncia destes, assim como o algoritmo selecionado para a resolugio do problema de
otimizacao irrestrito. Finalmente, apresenta-se a formulacio geral do problema de projeto
de controladores de ordem reduzida.

Capitulo 4: Neste capitulo, a partir da teoria dos observadores de ordem reduzida, sdo
discutidas as condigGes necessérias assim como algumas transformacdes de similaridade para
a a partir de um controlador nominal, obter-se um controlador de ordem reduzida. Algumas
proposigées sao discutidas para a caracterizagio de um conjunto de controladores estabi-
lizantes de menor ordem possivel, os menores em relacio ao método de reducio de ordem
proposto.

Capitulo 5: Neste capitulo sio apresentados, analisados e comentados os resultados de
cada um dos mecanismos utilizados na implementacio do método de otimizacao sequencial
irrestrita. Também compara-se os resultados deste método com aqueles obtidos através de
métodos de otimizacao baseados no algoritmo de planos de corte.

Capitulo 6: Neste capitulo apresenta-se um pequeno resumo referente ao método pro-
posto e as principais conclusdes do trabalho. Também sdo descritas algumas dificuldades
encontradas durante a implementagio do método e, finalmente, as sugestoes para trabalhos
posteriores.



Capitulo 2

Projeto de Sistemas de Controle

2.1 Imtroducgao

Neste capitulo, a caracterizagio do problema de projeto do controlador em um anel R é
introduzida juntamente com os conceitos algébricos necessdrios. As especificacdes de projeto
sdo tratadas na Segao 2.4. O problema de estabilizaciio do sistema consiste no primeiro passo
em direcao a solugdo do problema de projeto do controlador. Em termos mais formais, o
problema de estabilizacdo pode ser assim descrito:

Dada uma planta Py e uwm anel R das funcées de transferéncia estdveis®, encon-
tre um controlador K tal que o par (Py, K) seja estdvel, isto €, (Py, K) € R.

2.2 Sistema de Controle Padrao

Para o equacionamento de nosso problema utiliza-se uma arquitetura de controle explicita,
no sentido de mostrar com clareza os sinais de entrada e saida da mesma. Esta nova ar-
quitetura estd baseada na representacio cldssica conhecida como 1-DOF, a qual descreve-se
a seguir.

2.2.1 Arquitetura Cldassica

A figura 2.1 mostra a representacio classica para sistemas conhecida como sistema de
controle com um grau de liberdade (1-DOF); ver [BBY1]. Neste sistema o sinal de referéncia,
denotado por r, é uma entrada externa que varia com o tempo. O principal objetivo do
projeto de um sistema 1-DOF é manter a saida yp da planta o mais préximo possivel do
sinal de referéncia r, a despeito das perturbacdes Nproe (ruido no processo) e nge, (ruido no
SEnsor}, € a0 mesmno mesmo tempo minimizar o esforce do atuador, isto é, o sinal .

Uma representacdo racional e explicita para o sistema 1-DOF consiste em definir ade-
quadamente os sinais que entram e os sinais que saem da planta controlada, tal como serd
mostrado na secio seguinte.

'Anel de fun¢des de transferéncia que satisfazem determinadas especificagies de projeto. Para mais
detalhes sobre este enfoque, ver Desoer et al. ([DLM80]).
?Esta é uma particularizagio para o anel R.
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ufs) Ry (S Yo (5]

Contrelador Planta
- K(s) " Byis) o+

s) commotgor | | *

Figura 2.1: Representagdo Classica do Sistema.

2.2.2 Nova Arquitetura

Esta nova arquitetura representa de maneira mais racional e explicita os sinais da planta
controlada, agrupando-os em sinais de sa{da e de entrada como mostra a figura 2.2.

|LLE p—— e z

Planta
m P{s) y

Controlador
K(s)

Figura 2.2: Nova Representacio para o Sistema.
Os sinais de entrada da planta estio agrupados em dois vetores:

e vetor de entradas controladas (u): formado pelas entradas que sio geradas pelo con-
trolador.

e vetor de entradas ezdgenas (w): formado por todas as demais entradas da planta, como
ruidos, referéncias, perturbagdes fisicas e até sinais ficticios que ajudam na andlise do
sistema.

Os sinais de saida da planta estdo agrupados em dois vetores:

s vetor de saidas medidas (y): formado por sirais provenientes de sensores e/ou de
comandos de entrada (ver {BB91]). Estes sinais séo acessiveis ao controlador.

e vetor de saidas reguladas (z): formado por qualquer sinal do sistema sobre o qual
deseje-se expressar uma especificacio de desempenho, independentemente de sua
acessibilidade ao controlador. Exemplos: temperatura, forca, posicio real, enfim qual-
quer varidvel que se deseje regular ou controlar. Este vetor pode conter componentes
de y ou de u e até varidveis de estado internas ao sistema.

Por definicao, o controlador somente possui entrada y e saida u e o sistema como um
todo possui entrada w e saida z. As dimensées dos vetores w,u, z e y, sdo denotadas por
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Ny, Ty, Tiz € Ty, respectivamente. Note que a relagio entre w e z é extremamente interessante
ao projetista, pois um controlador candidato ao sistema em malha fechada pode ser avaliado
através de simulagdes ou testes envolvendo apenas w e z.

A figura 2.3 ilustra esta estrutura de maneira mais geral, ou seja, com a inclusio de
sinais adicionais de comandos e diagnésticos que podem estar presentes no controlador.
Nesta figura o vetor de sinais de comando {wem) é incluido no vetor de sinais exdgenos, e
passa através da planta P{s) para ser acessado diretamente pelo controlador. Do mesmo
modo, o vetor de sinais de diagnéstico (ugiag) parte do controlador diretamente para a saida
regulada (zs,,) que é usada para monitoramento do sistema. Maiores detalhes podem ser
encontradas em Boyd e Barratt ([BB91]) e Boyd et al. ([BBB88]).

..................................

: P(s)
Wsis n——ﬁ;———w«- frrrrrb Zais
w N z
Weom Ty PG(S} S E— Zdiag

i/ Uding % Yeom }
u &
i Usis s ( ) Ysis ) y

Figura 2.3: Nova Arquitetura - Estrutura Geral.

2.3 Parametrizacao dos Controladores Estabilizantes

Um dos resultados desta segdo pode ser resumido como: seja K o conjunto de funges de
transferéncia que satisfazemn determinadas especificacées de projeto. Entdo somas e produtos
de elementos de R também pertencem a R, isto é pode-se caracterizar R como um anel.

2.3.1 Problema de Estabilidade

Seja Fp € R, onde R representa o campo das fungdes racionais em s com coeficientes
reais (fungdes de transferéncia de sistemas lineares invariantes no tempo). Para a obtencio
do controlador K (ou do par (P, K) € R) utiliza-se 0 esquema do tipo por realimentaciio
{(malha fechada). Este esquema é considerado o melhor do ponto de vista da redugio de
sensibilidade e robustez contra imperfei¢des do modelo, dentre outros.

Considere o esquema de um sistema genérico mostrado na figura 2.4 na sua representacio
classica:
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Figura 2.4: Sistema Qenérico - Representacio Classica.

Na figura 2.5 tem-se o sistema traduzido para a nova arquitetura.

U

Figura 2.5: Sistema Genérico - Nova Representacio .

A matriz de transferéncia H das duas entr

adas externas r e n (entradas exdgenas w)
para as saidas 5; do controlador K (s)

e s2 da planta Py(s) (saidas reguladas z) é dada por

H:[ K(I+ PK)~! —PGK(I+P0K)‘1J

KPR(I+KP)™t P14 KRy~ (21)
Definindo as matrizes G ¢ F como:
K 0
=155
0 I
Pode-se escrever I de uma maneira compacta. Com isso ([Vid85]),
H=G(I+FG)! (2.2)

O sistema da figura 2.4 é estdvel s

e todos os elementos de pertencerem ao anel R das
fungdes de transferéncia estiveis, Res

olvendo a equacio (2.2) para G, tem-se,

G=(-HF) '/ = [adi(f - HF)}

det(7 ~ HF) (23)
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Esta ultima expressdo mostra que todo elemento da matriz @ {(formado por K que esta-
biliza H e F;) pode ser expresso como a razdo de duas fungdes pertencentes a R. Conclui-se
que uma vez especificado um anel R de funcies de transferéncia estaveis, os elementos da
classe de todas as possiveis (e eventualmente instdveis} funcdes de tranferéncia G podem
ser escritos como a rezdo de duas funcdes de transferéncia estiveis. Com este resultado
fundamental, pode-se agora descrever de maneira precisa o problema de estabilizacio.

Dado um anel R de fungées de tranferéncia estdveis ¢ o matriz de transferéncia
de uma planta Py, onde cada elemento de Py € a razio de fungies em R, encontre
todos os controladores K gue resultem em uma matriz de transferéncia em molha
fechada H cujos elementos pertencam o R.

2.3.2 Parametrizagio Q

Nesta secio apresenta-se de maneira sucinta a abordagem por fatorizacio para a
parametrizagao de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta.

O simbolo § ¢é utilizado para denotar o cunjunto de fungdes racionais estdveis préprias
e U denota o conjunto de unidades de S, isto ¢, fungdes em § que possuem inversa em S.

Parametrizacdo de Todos os Controladores Estabilizantes - Caso SISO

Admitindo que Py, K € R e trabalhando com a arquitetura mostrada na figura 2.4
teremos a matriz de transferéncia em malha fechada X de (r,n) para (s1,s2) dada pela
expressao (2.1).

Diz-se que o par (P, K) € estdvel ou que K estabiliza Fy, se e somente se H € 8§22,
Esta no¢ao de estabilidade requer que cada um dos quatro elementos de representem um
sistema BIBO-estdvel ? e ndo apenas Py(f + P,K)~ 1.

Com base nas observacdes anteriores, podemos afirmar que:

 Se K ¢ estdvel, entdo H € §7%2 se e somente se Py(J + Py K)"1 € S.

o Estabilidade em malha fechada implica em estabilidade interna e externa do sistema.

Com isso, tem-se que H € $?*2 ¢ uma condicio necessiria e suficiente para se garantir a
estabilidade do sistema.

Teorema 2.1 Suponha Py, K € R, e seja By = %, K = %, onde NN MUV € §; NM
sao coprimas e U,V sdo coprimas. Defina

A(Py, K} = NU + MV (2.4)
Entdo o par (Fy, K) € estdvel se e somente se A(Py, K) € U.

Corolario 2.1 Suponhae que Py € R, e seja Py = % onde N, M € 8 sdo coprimas. Fntdo

K € R estabiliza Py se e somente se K = % para U,V € § gque satisfazem

NU+ MV =1 (2.5)

?BIBO: Bounded Input {Entrada Limitada) - Bounded QOutput (Safda Limitada).
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O resultado central deste capitulo, que leva a parametrizagdo de todos os compensadores
que estabilizam uma dada planta pode agora ser enunciado.

Teorema 2.2 Suponha Py € R(s) e sejo Py = & onde N, M € & sao coprimas. Selecione

M
X.Y € § tais que
AN+YM=1 (2.6)

Entao o conjunto de lodos os controladores que estabilizam Py, denotado por Q(F%), € dado
por
X+ QM

Q(PG):{K-—W

:QE‘S’er—QNﬁo} (2.7)

Em geral existe uma descrigio do conjunto Hestave: das matrizes de transferéncia em
malha fechada H realizdveis através de controladores estabilizantes. Este conjunto é descrito
em func¢io do pardmetro livre Q.

Parametrizagao de Todos os Controladores Estabilizantes - Casec MIMO

Considere uma planta P multivaridvel, particionada em termos das varidveis w,u, z e y,
que representam vetores de sinais exdgenos, de controle, regulados e medidos, respectiva-

mente:
PZ'i'.U qu
o P ]

Neste caso,

z = Pw+ P,,u
y o= waw + BJUU
v = Ky

As matrizes P e K sido , por hipétese, racionais e proprias. Por simplicidade, assurne-se
também que a matriz de transferéncia F,,, é estritamente prépria.

Teorema 2.3 Para  cade matriz  racional prépria P ezistern  oito  matrizes
M, M, N, N, X, X,Y eV, pertencentes a M(S), conjunto de todas as matrizes racionass
cujos elementos sio estdveis e proprios, que satisfazem as equacies
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Estas equacoes constituem a denominada fatoracdo duplamente coprima de P. Note que
N e M sao coprimas & direita e N e M sdo coprimas & esquerda. Veja [Fran87] para a

obtencao de férmulas explicitas para as oito matrizes envolvidas, utilizando-se realizacdes
em espaco de estados.

Anadlise da Estabilidade

A defini¢do de estabilidade interna exige que os quatro elementos da matriz de trans-
feréncia f pertencam a M(S). Para verificar esta condicio, usualmente introduzem-se
ruidos de atnagdo no modelo da planta conforme ilustrado na figura 2.6.

w Z

Vi u ' P(s)

+

-}

Figura 2.6: Definigdo de Estabilidade Interna - Sinais Externos.

Neste caso diz-se que K estabiliza P se e somente se as nove matrizes de transferéncia
que relacionam w, v e vz com z,y e u pertencem a M(S).

Uma planta P é estabilizdvel se existe uma matriz racional propria K que a estabilize.
Do ponto de vista do conceito de estabilidade, o principal resultado pode ser enunciado
através do seguinte teorema.

Teorema 2.4 K estabiliza P se e somente se K estabiliza By,

A demonstragio deste teorema pode ser encontrada em {Fran87]. Observe que a parte
necessaria do teorema é trivial. A parte suficiente baseia-se no fato de que P e P, comparti-
tham os mesmos pdlos instdveis, e portanto, para estabilizar P é suficiente estabilizar Py
Finalmente, note que K estabiliza Py, se e somente se as quatro matrizes de transferéncia,
de v1 e vy para u e y pertencem a M (S).

Teorema 2.5 O conjunto de todas as matrizes racionais préprias K que estabilizam Py,
estd parametrizado pelas equacdes

K = Y+MQX+NQ)! (2.8)
= (X +QN)"YY +QM), Qe M(S) (2.9)

Este teorema ¢ importante por estabelecer que K estabiliza Py, se e somente se K possui
a estrutura evidenciada pela equacido (2.8) e/ou (2.9).
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Representacio Afim do Sistema Realimentado

A seguir obtém-se a matriz em malha fechada do sistema como uma representacio afim
envolvendo o pardmetro .

Considere uma fatora¢ao duplamente coprima de Py

Py = NypuMy)! = M N, (2.10)
qu _}}yu Myu Y;;u =7
—Nyy My, Ny Xy
Neste caso, a expressio para K é
K = (Ypu+MuQ)( Xy + NpuQ) ™t (2.11)
= (Xyu + QNp) 7 (Vi + QMy), Q € M(S) (212)
Equacionando o sistema em malha fechada tem-se:
H = Py + Pl — KPy,) 'K Py, (2.13)

Substituindo as expressoes {2.10) e (2.12) na equagiio (2.13) tem-se
H = Py + Pou My (X — QM) Py (2.14)
Definindo-se
Ty = P+ PoMyYyu Py
Ty = Py,
Ts = MyuPpy
e substituindo na equacfio (2.14), encontra-se
H=T +10QT;. (2.15)

Percebe-se que a matriz de transferéncia de malha fechada H agora é caracterizada como
uma relagio afim em termos do pardmetro (). Esta propriedade é fundamental no sentido
de expressar o problema de projeto de controladores como um problema, convexo.

Paradigma do Controlador Modificado

Nesta se¢do aborda-se o problema de como gerar um subconjunto representativo de
controladores que estabilizam a planta P.

O procedimento a ser utilizado baseia-se nos seguintes pontos:

1. Dado um controlador nominal K., que estabiliza P, modifica-se ou aumenta-se
este controlador, de tal forma que o mesmo produza um sinal de saida auxiliar
e (de mesma dimensdo de y) e aceite um sinal auxiliar de entrada v (de mesma
dimensao de u) conforme ilustrado na figura 2.7.

2. Esta modificagio deve ser feita de tal maneira que a matriz de transferéncia de
malha fechada de v para e seja mula e que a matriz de transferéncia de malha
aberta de y para u permaneca K, .
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Hye = 0 (malha fechada)

Figura 2.7: Controlador nominal X aumentado.

3. Conecta-se entido uma matriz de transferéncia Q de e para v, como mostrado na
figura 2.8. Um novo controlador é entdo definido através de K. nom € Q.

Figura 2.8: Modificacio de K,,,,, com Q.

Define-se as seguintes seguintes matrizes de transferéncia em malha fechadas

Uy : dewparaz
U : dev para z
Uy : dew parae

E razodvel imaginar que K também estabiliza P, pois o pardmetro (2 adicionado a Ko,
nao gera realimentacio e, portanto, ndo pode instabilizar a planta.

Como a matriz de transferéncia de v para e é nula, a figura 2.8 pode ser redesenhada
como na figura 2.9. Apés algumas manipulacSes a matriz de transferéncia em malha fechada
de w para z é dada por

H = U + UsQUs

que é estdvel, pois U1, U, Uz e (Q sdo estaveis.
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w + ! 4

H Ul ¢

¢ + '

! '

I

! ;

| Us '

: i

‘ :

H ! e
7 ]

. Uz ;

1

U |

_______ VPR VU |

Figura 2.9: Modificagio de Kyom com Q - Explicitada.

2.3.3 Parametrizacio em Espaco de Estados

Os algoritmos apresentados nesta tese sao baseados na representacio do sistema em
espago de estados. Esta representaciio é necessaria devido a problemas numéricos inerentes
a representacao por fungdes de transferéncia, como a geracio de matrizes mal-condicionadas.

A seguir obtém-se as representacdes de estado da planta P(s), do controlador K (s} e do
sisterna em malha fechada H(s).

Planta P(s)

Uma planta P(s) de um sistema MIMO com dois vetores de entrada (w e u) e dois
vetores de saida (2 e y), possui a seguinte realizacio de estado:

i = Apz+ Byw+ Byu (2.16)
= Cox+ D, w+ D,,u (2.17)
y = Cyz+ Dyyw+ Dyu (2.18)
de tal forma que
_ | Prwls) Pels) | _ _ -1
P(s) = [ Ppuls) Ppuls) | = Cp(sf — A,)" "By + D, (2.19)
onde
By = | Bu Bu]
»
' D,, D
D — 2w U
v = o 5

Muitos modelos de plantas encontrados na pratica possuem a propriedade de que
Dy, = 0, ou equivalentemente, Py, (00) = 0; tais plantas siio denominadas de estritamente
préprias. Esta propriedade facilita o equacionamento do problema e nio compromete a
utilizacao da técnica aqui discutida.
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Controlador K(s}

Suponha que o controlador possua a seguinte realizacio no espaco de estado

T = AK;EK -+ BKy (2.20)
u = CKSUK + DKy (2.21)

de tal forma que
K(s) = Cx (sl — Ag)'Bg + Dg (2.22)

Sistema Realimentado

Uma realizacio em espago de estado do sistema em malha fechada pode ser encontrada
eliminando-se u e y em (2.16) a (2.18) e (2.20) a {2.21):

T om (Ap + BuDKcy)&’: + By Crxp + (Bw -+ Bqu{Dyw)w (2.23)
T = BrCyr+ Agzi + By Dyw (2.24)
z o= (Cy-+ Do DgCylz + D, Crzg + (Do + Doy D Dy )w (2.25)
de tal forma que
H(s) = Cy(sI - Ag)"'By + Dy (2.26)
onde
Ay = [ Ap + B,DgC, B,Cx
By C, Ax
[ By + B,DgD
B — w u yw
o | BiDy, }
Cr = | Co+DwuDgCy DuCx ]
DH = Dzw +Dzu-DKDyw }

Implementagdo do Paradigma

Um método geral para se aplicar o paradigma do controlador modificado comega, por
um controlador nominal que é uma realimentacio de estados estimado, o qual é dado por

g = —Fr (227}

sendo F' uma matriz apropriada (o ganho de realimentacio do estado estimado) e £ é uma
estimativa de = devida apenas a u, que é governada pela equacio do observador

& = Api + Byu + L{y — C,d) (2.28)
onde L é o ganho do estimador. A matriz de transferéncia deste controlador é

Knom(s) = —F(sI — Ap + B,F + LC,) 'L (2.29)
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Note que Ky, estabiliza P para F' e L tais que Ap — B, F ¢ Ap — LC, sio estavels, o que
sera assumido a partir daqui.

Para aumentar este controlader nominal via realimentacio de estado estimado, incorpora-
se v em u, na saida do observador, significando que (2.27) é substituida por

u=—Fi+w (2.30)

e, portanto, o sinal v nao induz qualquer erro de observacio, como mostrado na figura 2.10.
Para o sinal e, toma-se a predicio do erro da saida:

e=y— Oy (2.31)

A imposicio de que a matriz de transferéncia em malha fechada de para e deva ser
zero ¢ satisfeita, pois a diferenca (z — ) néo é influenciada por v, isto é, o erro (z — %)
nao é controlavel a partir de v. De fato, manipulacdes simples levam a seguinte espressio
independente de v:

& — &= (Ap ~ LC,)(z — %) (2.32)

Portanto, a matriz de transferéncia de v para (x — &) é zero. A matriz de transferéncia de
v para e é (), vezes esta Gltima, isto é zero.

A aplicagdo do paradigma do controlador modificado ao controlador de estado estimade
por realimentagio leva ao controlador baseado no observador mostrado na figura 2.10. Este
controlador € apenas um controlador de estado estimado por realimentacao, com a predigao
de erro da saida processada através de uma matriz estivel Q e adicionada ao sinal do
atuador na saida do observador. De fato, este aumento é tal que o paradigma do contro-
lador modificado gera todos os controladores que estabilizam a planta. Todo controlador
estabilizante pode ser realizado como um controlador baseado no observador, para alguma
escolha da matriz de transferéncia estavel Q.

A partir do controlador baseado no obervador pode-se obter as equagies de estado para
a parametrizagao de todos os controladores que estabilizam a planta, e todas as matrizes de
transferéncia em malha fechada realizdveis pelos controladores que estabilizam a planta. E
possivel mostrar ([Fran87]), que este método é uma implementacio da fatoracio duplamente
coprima discutida anteriormente.

Partindo das equagdes (2.27) a (2.31) obtém-se as equagdes em espago de estados para
¢ controlador nominal aumentado

& (Ap — ByF ~ LC)i + Ly + By (2.33)
u = —F&+u (2.34)
e = y—Cyi (2.35)

As equacbes em espaco de estados para o sistema em malha fechada com o controlador
aumentado sao encontradas eliminando-se v e y das equagdes (2.33) a (2.35), assim como
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Figura 2.10: Paradigma do Controlador Modificado.
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as da planta (2.16) a (2.18):

¢ = Apz— B,Fi+ B,w+ B,v
£ = LCyz+ (Ap — ByF — LC)& + LDy,w + Byv
z Cox ~ Dy Fi+ Dopw 4+ Doy

M
i

Cyz ~ Cy& + Dyyw

As matrizes de transferéncia T, Ty e Ty podem ser realizadas como

Ti(s) Ta(s) -1 .
= Cp(sl — Ap)"'Br+ D 2.36
[Ta(s) Ty(s) | =TI Ar) T B Dr (235
onde
A = | Ar ~B,F
T = | Lo, Ap-B.F-LC,
_ | By B
Br= "1 1p,, Bu}
— ~Cz "'DzuF
_ | D Du
Dr = Dyw 0 }

Admitindo que ) tenha a seguinte realizagao em espago de estado

tg = Agzg+ Bpe (2.37}
v = Cgzg+ Dge (2.38)

entdao a realizacdo em espago de estado do controlador baseado no observador pode ser
encontrada eliminando-se e e v das equacdes do controlador aumentado {2.33) a {2.35).

& = (Ap— BuF — LCy ~ B,DoCy)2 + B,Cozg + (L + B.Do)y

i?Q = —BQCyﬁZ -+ AQIQ -+ BQy
u = —(F+ DQCy)i‘ + Cozg + Doy
tal que
K(s) = Cg(sl — Ag) 'Bg + Dg (2.39)

onde

Ao - | Ap—BuF —LC, - B,DoC, B.Cq

K i —BoC, Ag
[ L+ B.Dg
b = [P re]

Ck = f—FmDQcy Cq |
Dk = [ Dg]
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Com um pouco de dlgebra pode-se verificar que a matriz de transferéncia de malha
fechada H dada por (2.26) ¢ igual a T + ThQTs.

2.4 Especificacoes de Projeto em Malha Fechada

Primeiramente apresenta-se algtmas propriedades geométricas das especificacdes de pro-
Jeto. Assim tem-se uma no¢ao de especificacdo de projeto conveza em malha fechada. Muitas
especificagdes de projeto possuem a propriedade de que o conjunto das matrizes de trans-
feréncia que satisfazem estas especificacoes é um conjunto convexo.

2.4.1 Realizabilidade

Uma importante restricao sobre a matriz de transferéncia em malha fechada H ¢ %,
onde H € o conjunto das matrizes de transferéncia que satisfazemn uma especificagao de
projeto, é que H deve ser obtida através de algum controlador K ou, em outras palavras,
H deve ser da forma H = P, + P, K (I — PypK)" Py, para algum K. Esta restricio é
denominada de realizabilidade:

Hetwer = {HIH = Py, + Py K(I - P K)™ Py, para algum K) (2.40)

O conjunto descrito mostra que a dependéncia de H com K & nao-linear. Contudo pode-se
afirmar que no caso geral Hopper é afim. Isto pode ser mostrado da seguinte forma: dada
qualquer matriz de transferéncia X de dimensio n, X n,, define-se a matriz de transferéncia
B como

R=K(I-P,K)! (2.41)

Esta correspondéncia é bi-univoca, isto é, dada qualquer matriz de transferéncia B de
dimensao n, x Ty, & matriz K n, x ny € dada por

K=(I+RP,)'R (2.42)

Com isso pode-se expressar a equacao (2.40) como

Heiver 2 {H|H = P,,, + P.yRPy, para algum Ry, xn, } (2.43)

2.4.2 Estabilidade

Como foi discutido anteriorimente, uma matriz de transferéncia ¢ estdvel se todos os seus
elementos forem funcoes de transferéncia estdveis. Esta definicdo ¢ necessdria e suficiente
para garantir a estabilidade interna e externa do sistema em malha fechada. Cabe salientar
que a estabilidade interna fequer que um pequeno ruide, seja do processo ou de sensores,
nao resulte emn um esfor¢o grande do sinal de controle u nem aumente demasiadamente o
sinal y proveniente dos sensores.
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Desoer e Chan {[DC75)) propoem uma defini¢io de estabilidade interna que serve para,
demonstracio da convexidade desta especificaciio de desempenho.

Counsidere agora a especificaciio de que H seja uma matriz de transferéncia gerada por
algum controlador que estabilize a planta

(2.44)

- . —1
Hestavel = { H ! H =Py +PZ1“K(I Py K) wa }

para algum K que estabilize P.

Note que esta especificagdo é mals restrita do que a de realizabilidade. Assim como Hotvels
Hestavel também é um conjunto afim. Utilizando a mesma técnica da secio anterior pode-se
mOostrar que o conjunto Hezape pode ser expresso como

RP,,,

R}

I+ PR,

(I + PpuR) Py,

%estévei = Pzw + quRPyu 540 estdveis. (2.45)

Se a planta P for estdvel, entdo em particular Py é estavel. Também é verdade que se
R for estdvel, entao RE,,, I+ FPuRe (I+ Py R} Py, sio também estiveis. Este fato leva a

Hestiaver = { Py + PuBRPy,, | R estdvel } (2.46)

Note que a equacio (2.46) ¢ a descricio de Hriver com a restricio adicional de que R deva
ser estavel.

Dada qualquer matriz B estdvel, o controlador que estabiliza P e gera uma matriz de
transferéncia em malha fechada /7 = Py + P,.RP,, ¢é

K =(I+RP,) 'R (2.47)

De maneira inversa, todo controlador que estabiliza P pode ser expresso através de (2.47)
para alguma matriz R estivel.

2.4.3 Desempenho

Analisa-se as especificagdes de desempenho que limitam a resposta do sistema em malha
fechada com relacio a varios sinais de comando e perturbagoes que podem agir no sistema.
Tais especificagdes sio convexas em malha, fechada.,

Particiona-se os vetores w e z da seguinte formas
We

W= Wy
Wete
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Os n, elementos de w, sio sinais de comando, referéncias ou sinais de set-point - referéncias,
na terminologia cldssica de controle. Os 1y elementos de wy sio perturbacdes ou sinais de
ruidos. O vetor de sinal w,;. contém todas as outras entradas.

Particiona-se o vetor de varidveis reguladas como:

Zete

As n, componentes de z. sio as varigveis reguladas por w, - saidas, na terminologia cldssica.
Os outros vetores sdo: z,, o vetor de sinais do atuador; z,, outros sinais criticos como sinais
de sensores ou varidveis de estados; Ze, 0s sinais restantes. Conforme o particionamento
feito anteriormente, a matriz H deve ter o seguinte aspecto

Ze Hee Heg * w
e
Za — Hac Had * w
- d
Za Hye Hog *
Wete
Zete * * *

O simbolo * denota qualquer submatriz de & que nao ¢ usada para formular especificagies
de desempenho.
Overshoot e Undershoot

Define-se dois funcionais de H,.: o overshoot,

A
ﬁbos(Hcc) = Sl}.ps(t) -1
£20

onde s{t) é a resposta ao degrau unitdrio de H,, e o undershoot,

Gus(Hee) 2 supll — s(2)]
20

Estes funcionais sio convexos de tal forma que as especificacdes

Hos é {Hiﬁi’os(Hcc)Sa}:

Hus {Hl¢us(Hcc) < o}

e

sdo convexas: por exemplo, se duas respostas ac degrau unitdrio de um sistema nio excedem
10% de overshoot, a combinacio convexa dessas duas respostas também nao exceders.

Resposta RMS a um Ruido Particular

Uma medida muito usada para se avaliar o tamanho de uma funcido de transferéncia H
€ 0 valor RMS de sua saida quando em sua entrada & aplicado algum processo estocdstico
estaciondrio. Suponha uma entrada particular w, com densidade espectral de poténcia
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Sw(w), e H uma funcio de transferéncia estdvel. Entéo, a densidade espectral de poténcia
da saida z de H é
Sy (w) = Sw(w)lH(jw)lz

& com 880

12lme = (ﬁ% /:: jH{jM)JQSw(w)dw) 2

Denomina-se de norma RMS de I a funcio
1 1/2

e 2 (57 [ 100050 0)0) (249)

Norma H;: Resposta ao Ruido Branco

Considere a norma RMS discutida anteriormente. Se S, (w) ~ 1 nas frequéncias para as
quais [H{jw}! possui valor significativo, entdo

TH s, = (é}; /Z | H(jw)fzdw) 1/2

E conveniente pensar neste sinal como ama aproximacio de um sinal do tipo ruido
branco, um sinal de entrada aleatério com Sw(w) = 1 para todo w. Esta importante norma
de um sistema estdvel é denotada por

112 (57 [ G Pas) (249)

e é denominada de norma Hs de 1. Se H for instdvel, |Hjiz = co. A norma H,; de uma
fungdo de transferéncia mede o valor RMS da resposta saida quando uma excitacio do tipo
ruido branco estd presente na entrada. A norma Hy pode ter uma outra interpretacio. Pelo
Teorema de Parseval,

oc 1/2
1l = ([ nwras) = (250

é denominada de norma L, da resposta ao impulso & da matriz de transferénein . Com
iss0, pode-se interpretar a norma H> de um sistema como a norma L, da resposta a um
sinal de entrada particular 6(¢), o impulso unitario.

Ganho de Pico

O Ganho de Pico de um sistema linear invariante no tempo é definido como

a o IHel
HH“p!) - Efjloia ﬁwnoo

(2.51)

Pode ser mostrado que o ganho de pico de uma funcdo H é ignal a norma L; da sua resposta
ao impulso:

VEllpg = [ (o)l = ja, (2.52)

O ganho de pico de uma funcio de transferéncia é finito se e somente se a funcao de
transferéncia ¢ estdvel.
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Rastreamento Assintético

Uma especificagdo comum sobre H,, é

lim = H,.(0) = 1,

t—r 00

o que significa que 2z, tende para w, quando ¢ — o0, ou equivalentemente, a funcao de
transferéncia em malha fechada de z, para we vale 1 em s = 0. O conjunto das matrizes
que correspondem a esta especificacio é

’Hra.struass — {H 1 HCC(D) = 1} (253)

Este conjunto pode ser expresso da seguinte forma
?'{rastr_ass = {H l ¢rastr_ass (H) = 1} (2'54)

onde @raser_ass(H) 2 H..(0) é um funcional afim.

2.5 Problema Geral de Projeto

Apresenta-se a formulagio do problema de projeto do controlador em um espaco de
dimensdo previamente especificada. Um método baseado na parametrizacao ¢ conduz a
uma aproximacio externa da regido das especificagles atingiveis ou realizdveis no espaco
das especificagbes de desempenho. Através dessas aproximagtes o problema de projeto é
formulado.

Formulagdo do Problema de Projeto

O problema de projeto de controlador pode ser formulado como

glé%@(ff) (2.55)

onde ®(.) é um critério de desempenho convexo no espago das matrizes de transferéncia H,
e {1 ¢ o conjunto determinado por restricbes de projeto. Em vista da parametrizacio Q.0
mesmo problema pode ser expresso como

min 27(Q) (2.56)

sendo que 2*(Q) = ®(T; + 1QT3) e
O ={Q : () <0}

onde U*(Q)) = ¥(T1 + TuQT3) é um vetor de funcionais convexos que determinam o con-
junto @*. Uma vez que o pardmetro () representa uma matriz estavel, as restricdes de
realizabilidade e estabilidade sio preservadas.

Neste ultimo caso a dependéncia do funcional e das restrigoes com a varidvel de decisio
€ simples. Como @(.) e ¥(.) sio funcionais convexos sobre , € H pode ser representada
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por uma relagao afim com o pardmetro ), as propriedades de convexidade do problema sio
mantidas.

O funcional ©(.) e o conjunto © podem envolver especificacdes de desempenho em ter-
mos de rastreamento assintético das varidveis reguladas, rejeicio de entradas indesejadas &
planta, limites de overshoot, undershoot e tempo de estabelecimento, limites nos valores de
pico de certos sinais de malha fechada, entre outras ((BBB88]). Na verdade a distincdo entre
funcionais (critérios) e restri¢des ndo é rigida e pode-se considerar o problema de projeto no
contexto das técnicas de otimiza¢do multicritério ([FG90]).



Capitulo 3

Otimizacao Sequencial Irrestrita

3.1 Introducao

A ideia principal da formulagio do problema de projeto de sistemas de controle utilizando
técnicas de otimizagdo, é a de transformar um problema de projeto em um problema de
otimiza¢ao no qual as especificacdes de desempenho sdo representadas através de funcionais,
0s quais podem ser convexos ou nio.

Como fol visto, na formulagio do problema geral de projeto, o problema de otimizacio
envolve os referidos funcionais na definicio tanto da funcéo objetivo quanto das restricGes.

3.2 Formulacao Nao-Convexa do Problema de Pro jeto

Neste ponto discute-se o problema de programacio nio-linear envolvendo restrigoes de
igualdade e de desigualdade. Uma aproximacio é a de converter este problema num pro-
blema irrestrito ou em uma sequéncia de problemas irrestritos equivalentes, possibilitando
desta maneira a utilizagio das técnicas de otimizacdo irrestrita.

Basicamente, existem dois métodos para realizar esta conversio. O primeiro é denomi-
nado Método da Fungéo Penalidade, de acordo com o qual um termo penalidade é adicionado
a fungao objetivo para qualquer violacio das restricdes. Este método gera uma sequéncia de
pontos infactiveis cujo limite € uma soluco étima do problema, original. O segundo método
¢ denominado Método da Funcdo Barreira, através do qual um termo barreira incorporado
a fungao objetivo impede que os pontos gerados saiam da regido factivel. Este método gera
uma sequéncia de pontos factiveis cujo limite é uma solugio étima do problema original.
Este ultimo método pode ser utilizado apenas em problemas com restricdes de desigualdade.

3.2.1 Minimizacao Através de Diregdes Independentes

Através do teorema apresentado a seguir, estabelece-se a convergéncia de wma classe de
algoritmos que resolvem o problema da forma minimizar f(z) sujeito a = € E,. Adotando
algumas premissas, mostra-se que um algoritmo que gera n direcdes de busca linearmente
independentes e obtém um novo ponto através de otimizagoes sequenciais de f ao longo
destas diregdes, converge para um ponto estaciondrio. O teorema também estabelece a
convergéncia do algoritmo usando diregSes de busca ortogonais.

27
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Teorema 3.1 Seja uma fungdo diferencidvel § : E, — F; e considere o problema de mi-
nimizar f(z) sujeito a z € E,. Considere um algoritmo cujo mapearnento A € definido por
vy € A{x), de modo que y € obtido através da minimizacao sequencial de f ao longo das
diregées di, ..., d, partindo de z. Aqui as diregdes de busca dy,...,d, dependem de z, e
possuem norma unitdria. Suponha que as seguintes propriedades sejam verdadeiras:

1. Sempre eziste um ¢ > 0 tal que det[D(x)] > ¢ para cada = € E,, onde D(z) €
uma malriz n X n cujas colunes sdo formadas pelas direcies de busca geradas
pelo algoritmo, ¢ det[D{z)] denota o determinante de D(z).

2. O minimo de f ao longo de qualquer direcéo de E,, ¢ tinico.

Dado um ponto de partida x,, suponha que o algoritme gera uma sequéncia {xy } do seguinte
modo. Se Vf(zx) = 0, entdo o algoritmo para em Tg; €as0 contrdrio rpi; € Alzy), k €
substituido por k + 1, e o processo ¢ repetido. Se a sequéncia {ri} estiver contida num
subconjunto compacto de E,, entdo cada ponto de ecumulacao = du sequéncia {z} deve
satisfazer V f(xy) = 0.

Perceba que néo ¢ assumida nenhuma hipétese em relacao & continuidade do mapeamento
formado pelas direcdes de busca. B apenas requerido que as diregdes de busca usadas em
cada iteragdo sejam linearmente independentes e desde que estas direcOes convergem, as
diregdes limite devem ser também linearmente independentes. Obviamente isto é verdade
se um conjunto de diregdes linearmente independentes sio utilizados em cada iteragio. Por
outro lado, se as dire¢des de busca utilizadas em cada iteragéo sdo mutuamente ortonormais,
entdo a matriz D satisfaz D7D = 7. Assim sendo, det[D] = 1, e deste modo a primeira
condicdo do teorema. é satisfeita.

Perceba também que a segunda proposicio do teorema é usada para garantir a seguinte
propriedade. Se uma fun¢io diferencidvel f é minimizada ao longo de n diregdes indepen-
dentes partindo de um ponto z e resultando em ', entdo f (z') < f{z), desde que V f(z) # 0.
Desconsiderando a proposicio, esta tltima afirmagio é {falsa.

3.2.2 O Intervalo de Incerteza

Considere o problema de busca unidimensional dado por minimizar #(\) sujeito a
a < A < b. Desde que a localizacio exata do minimo de § em la,b] é desconhecida, este in-
tervalo ¢ denominado de intervalo de incerteza. Se durante a rotina de busca fosse possivel
excluir partes do intervalo que nio contivessem o minimo, entdo o intervalo de incerteza
pode ser reduzido.

Teorema 3.2 Seja 0 : Ey — E; uma funcio estritamente quasi-convera sobre o intervalo
[a,6]. Seja A, p € [a,b] tal que X < . Se B(A) > 6(u), entdo 8(z) > 8(u) para todo z € [a, A).
Se 8(A) < O{u), entdo 6(z) > 6()\) para todo z € (4, B].

Do teorema acima, sob estrita quasi-convexidade, se B(A) > 6(p), o novo intervalo de
incerteza é [A, ). Por outro lado, se 8(\) < #(u), o novo intervalo de incerteza é dado por
[a, p]. Estas duas situacdes sdo ilustradas na figura 3.1.
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#(A) 8(p)
9(p) g(A) I

a A J7; b o A I b

Novo Intervale Novo Intervalo

Figura 3.1: Redugao do Intervalo de Incerteza.

A literatura de programacio nio-linear frequentemente usa o conceito de unimodalidade
para reduzir o intervalo de incerteza. Neste trabalho utiliza-se o conceito equivalente de
quasi-convexidade.,

3.3 Conceito de Funcao Penalidade

Neste método, as restricies sio incorporadas & fungio objetivo através de um parametro
que penaliza qualquer violacio das restrigoes. Para discutir a funcéo penalidade, considere
0 seguinte problema com uma tinica restrigao, h{z) = 0.

Minimizar f(xz)
S.a. hiz) =0

Suponha que este problema é substituido pelo seguinte problema irrestrito, onde w >0
€ um numero grande.
Minimizar f(z) + ph®(z)
s.a. e B,
Intuitivamente pode-se perceber que uma solugio 6tima para o problema acima deve

apresentar h?(z) préximo de Z€ro, porque de outra maneira ter-se-ia provocado uma grande
penalidade dada por ph?(z).

Agora considere o seguinte problema com uma dnica restrigao de desigualdade, g{x) < Q.

Minimizar f{x)
8.8 glz) <0

Percebe-se que a expressio f(z) + ug?(z) nio é apropriada, uma vez que provocar-se-fa uma
penalizacdo quando g{z) < 0 ou g(z) > 0. E evidente que deseja-se penalizar apenas se
0 ponto z nao ¢é factivel, isto é, quando g{z) > 0. Um problema irrestrito apropriado e
equivalente é:
Minimizar f(z) + pmax{0, g(z)}
s.a. T € By

Se g{z) <0, tem-se que, max{0, g(z)} = 0, e nenhuma penalidade é provocada. De outro
modo, se g(z) > 0, entdo, max{0,g(z)} > 0, e o termo penalidade pg{z} é introduzido.

Em geral, uma fun¢io penalidade apropriada deve atuar apenas para pontos infactiveis
e nao em pontos factiveis. Se as restrigdes sio da forma gilz) K Oparai=1,....,m, e
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hi(z) =0 parai=1,....], entdo uma fungdo penalidade « apropriada seria definida por
m {
alz) =3 dlg()] + Y vihi(z)] (3.1)

i=1 i=1
onde ¢ e ¥ sdo fungdes continuas satisfazendo as seguintes relacées:

?y) =0 se y<0 e #y) >0 se y>0
Py)=0 se y=0 e %) >0 se y#0

Tipicamente, ¢ e ¢ sdo da forma:

$ly) = [max{0,y}}
W(y) = |y

onde p é um inteiro positivo. Assim, a funcdio penalidade o é usualmente da forma

i

{
alz) = Z[max{O,gf(:E)}]p - Z [hi(z)|P
=1

i=1

Na literatura, refere-se & funcio f(z) + pa(z) como funcdo auziliar.

3.3.1 Interpretacdo Geométrica das Funcées Penalidades

Considere o seguinte problema de otimizacio:

Minimizar x% -+ $§
§.4. 1+ x9~1=0

Tem-se que o ponto étimo é dado por (%, %) e o valor da funcio objetivo por % Considere
agora o seguinte problema penalidade, para p > 0

Minimizar z} + 23 + ulz) + 29 — 1)?
5.4, (z1,29) € £y

Percebe-se que para qualquer valor positivo de t, a funcao objetivo é convexa. Logo, a
condigdo necessaria e suficiente de otimalidade é que o gradiente da fungio objetivo seja
nulo, isto é:

1+ p{z 22— 1) =0

T2 + p(z) + 29~ 1) =0

Resolvendo este sistema de equagdes obtem-se z; = 75 = é}.ﬁ_l Deste modo a solucio 6tima
do problema pode ser feita arbitrariamente préxima da solugdo do problema original através
da escolha de um valor apropriado de p.

Supondo que a restrigio h(z) seja perturbada de modo que h(z) = ¢, isto é, z;+zy~1 =
. Teremos:
Minimizar 7% + 23
s.a. Ty + Iy —1=¢
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Substituindo z3 = 1 + ¢ — x| na funciio objetivo, o problema se reduz & minimizagio de
2%+ (142 —z1)%. O 6timo ocorre quando a derivada é nula, ou seja 2z —2{l+e—1z;) = 0.
Portanto, para qualquer valor de ¢, a solugio 6tima deste problema é dada, por &1 = %y =
iﬂf—, sendo sz—sﬁ o valor da fungdo objetivo. Além disso, para qualquer valor de ¢, o

su.premo do prdblema ¢ igual a infinito. Portanto, dado um ponto (z;,z2) € Es tal que

: 2
r1+z2—1 = £, 0 seu valor objetivo esta contido em {Q_E_sl_ oo}. Na figura 3.2 é mostrado um

conjunto {[h(z), f(z)] z € E3}. O limitante inferior é dado pela pardbola (1—;@3 == (L%iﬁ
Para um dado 4 > 0, o problema penalidade é minimizar f(z} + ph(z)? sujeito a z € Es.
O contorno f + ph? = k é ilustrado no espago (h, f) através de uma pardbola tracejada. A
intersecdo da parabola com o eixo f ¢ igual a k. Assim, se f + ph® é minimizada, entio a
parabola deve-se deslocar para baixo, tanto quanto possivel, de modo que ainda possua ao
menos um ponto em comum com o conjunto achurado. Este processo continuari até que a
parabola comece a tangenciar o conjunto achurado (ver figura 3.2). Percebe-se que para um
valor de p, o valor étimo do problema penalidade é a intersecio da pardbola com o eixo f.
Observe que a solugio étima ao problema penalidade é ligeiramente infactivel, em relacio ao
problema original, pois no ponto de tangéncia tem-se h # 0. Além disso, o valor objetivo do
problema penalidade ¢ ligeiramente menor em relagio ao valor étimo primal. Note também
que assim que o valor de u ¢ incrementado, a pardbola f + h? se torna ingreme, e 0 ponto
de tangéncia se aproxima ao verdadeiro valor da solucéo do problema original.

fix}
£,

Pontos factiveis do

# mapeamento (h f) /— probiema primal

{h(x), fx)f

Parabola limitante
inferior passando po
pontas da fgrma

i !
Solucao otima ao problema [E, (1+£5°72]

penalidade com parametrow > u

- Solucao otima ao
Y problema primal

‘
Tl |3

N Bix)=F
1

Sclucao otima ao problena :‘ ;
s
\ 2
v fruh
v
LA
\

penafidade com pavamerro u J

v

Ffruh?

Figura 3.2: Geometria das fungbes penalidades no espaco (&, f).

3.3.2 Problemas Nao-Convexos

Quando as fungdes penalidades sdo aplicadas para resolver um problema convexo pode-
se obter solugbes arbritariamente préximas da solucio étima do problema. A figura 3.3
ilustra um caso ndo-convexo, no qual a aproximacio do Lagrangeano do dual pode falhar
na obtengao uma solugdio étima do problema primal devido & presenca do gap de dualidade.
Uma vez que as fungdes penalidades usam um suporte nio-linear em oposi¢do ao suporte
linear usado pela fungdio dual (ver figura 3.3), as funcdes penalidades podem deslocar-se
através da fronteira do conjunto achurado e chegar arbitrariamente préximo da solugdo



3.4. Método da Funcao Penalidade

32

6tima do problema original, desde que, naturalmente, um pardmetro penalidade de valor
apropriado seja utilizado.

£y

X

Salueao otima para o problema penaiidade

mapeamentc (k, £

COM @ paramenre k

Axi
Solucoes factiveis do

f problema primal
/ Limitante inferior

Solucao otima para o

;Y problema primal
| -\ Valor objetivo otimo do

Lagrangeano do problema dual

Figura 3.3: Fungdes penalidades e problemas nio-convexos.

: h(xj=E

3.4 Meétodo da Funcao Penalidade

A seguir, apresenta-se um resultado importante que justifica o uso das fungdes penali-
dades como um método para resolver problemas irrestritos. Considere os seguintes proble-

mas primal e penalidade.

3.4.1 Problema Primal

Minimizar f(z)

0
0

e}

onde g ¢ nn vetor func¢do com componentes gi,..., g, e h é um vetor funcio com compo-

nentes hi,..., . Aqui f,91,...,9m,h1,...,h sdo funcdes continuas sobre E, el éum
conjunto nao-vazio em E,. O conjunto {2 representa uma restricio simples, que pode ser

facilmente explicitada, como os limites superiores e inferiores das varidveis.

3.4.2 Problema Penalidade

Seja a uma funglo continua do tipo (3.1). A funcio penalidade tenta aproximar a

solucao do seguinte problema:

Maximizar 6{u)

uz0
onde 0(p) = inf{f(z) + pa(z) : 2 € Q}. O principal teorema desta se¢do mostra que

inf{f(z) :z€Q, g(z) <0, hiz)=0} = sup O(n) = lim 8(u)
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Partindo deste resultado, percebe-se que pode-se obter valores da funcio primal arbitra-
riamente préximos do étimo através do célculo de #{y) para um valor de u suficientemente

grande. Este resultado é estabelecido no Teorema 3.3. Antes € necessirio apresentar o
seguinte lema.

Lema 3.1 Suponha que f,g1,....9m,h1,...,hy sejam funcdes continuas sobre E,, e seja
2 um conjunto néo-vazio em E,. Sejo o uma funcdo continue sobre E, do tipo (3.1), e
suponha que pare cada pi, exista um z, € ) de modo tal que O(u) = f(z,) + palz,). Entdo,
as sequintes afirmacdes sdo verdadeiras:

1. inf{f(z) : z € Q,g(z) < 0,h(z) = 0} > sup,>g 0(i) onde 68(p) = inf{f(z) +
pol(z)  z € Q.
2. f(z,) é uma fungdo ndo-decrescente de u > 0, 8(1) € uma funcdo ndo-decrescente
de 1, e a(z,) € uma fun¢do ndo-crescente de .
Teorema 3.3 Considere o seguinte problema:

Minimizar  f(z)

$.G. gi(z) <0 parai=1,...,m
hi{z) =0 parai=1,...,1
z €8
onde f,91,-..,9m,h1...., hy sdo fungdes continuas sobre E,, e ) é um conjunto ndo-vazio

em Eqn. Suponha que o problema tem solucdo factivel, e seja « uma fungdo continua do tipo
(3.1). Além disso, suponha que para cada u, existe uma solugdo z, € £}, e que a sequéncia
{x,} estd contida em um subconjunto compacto de Q. Entdo

inf{f(z):g{x) <0, h(z) =0, z € Q} = sup (i) = lim H(u)
onde O(p) = inf{f(z) + palz} : z € Q} = flz,) + palz,). Além disso, o limite T de
qualguer subsequéncia convergente de {z,} € uma solugcdo dtima do problema original, e
pa(z,) -+ 0 quando 1 — oo.

Corolario 3.1 Se a(z,) = 0 para algum p, entdo z, € uma solucdo tima do problema
original.

Demonstracio

Se a(z,) = 0, entdo z, é uma solugdo factivel ao problema. Além disso, desde que
inf{f(z): g(z} <0,h{z}) =0,z € O} > 8(z,) = fley) + poa(zy,) = flz,)

conchui-se imediatamente que z, é uma solugéo étima. O

Observe a importancia de assumir que {z,,} estd contida num subconjunto compacto em
1. Obviamente esta premissa é verdadeira se {} é compacto. Sem esta premissa, é possivel
que os valores 6timos dos problemas primal e penalidade ndo sejam iguais.

Do teorema 3.3 segue-se que a solugdo dtima z,, do problema de minimizar f({z)+ po(z)
sujeito a = € () pode ser feita arbitrariamente préxima & regido factivel através da selecio
de um valor alto para p. Além disso, através da escolha de p, o valor de f(z,) + pa(z,)
pode ser feito arbitrariamente préximo do valor 6timo do problema primal.
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3.4.3 Resumo do Método da Funcio Penalidade

Como resultado das dificuldades associadas aos altos valores do parametro penalidade,
muitos algoritmos utilizam uma sequéncia crescente de parametros penalidades. A cada
novo valor do pardmetro, um novo problema irrestrito é resolvido partindo da solucdo 6tima
correspondente ao valor do pardmetro obtido previamente.

A seguir, apresenta-se um resumo do método da funcdo penalidade para resolver o pro-
blema de minimizar f(z) sujeitoa g(z) <0, h(z) =0,ez € Q. A fungao penalidade o usada
é da forma especificada em (3.1). Este método nio impde nenhuma, restrigdo sobre f, g, e A,
com exce¢io da continuidade. Contudo, pode ser efetivamente usado apenas naqueles casos
onde uma rotina eficiente estd disponivel para resolver o problema especificado no passo 1.

Inicializagdo: Defina o critério de parada ¢ > 0. Escolha um ponto inicial z;, um
pardmetro penalidade y; > 0, e um escalar 3 > 1. Faga %k = 1 e vi para o procedi-
mento principal.

Procedimento Principal

1. Partindo de zy, resolva o seguinte problema:

Minimizar f(z) + pra(z)
s.a. zefl

Seja Ty41 uma solucdo tima, e va para o passo 2.

2. Se pra(zeiy) < ¢, pare; caso contrério, faca py+1 = Bug, substitua k por k + 1,
e va para o passo 1.

3.4.4 Dificuldades Computacionais Associadas as Funcoes Penalidades

Através da sele¢io de um valor suficientemente grande para {, a solucdo do problema
de penalidade pode ser feita arbitrariamente préxima da solugio 6tima do problema origi-
nal. Contudo, escolhendo-se um valor muito grande para 4 e tentando resolver o problema
de penalidade, pode-se introduzir algumas dificuldades computacionals associadas ao mau
condicionamento do problema resultante. Para grandes valores de 1, maior énfase € colocada
na factibilidade, e mais iteracdes sio necessarias para deslocar-se rapidamente em torno a
um ponto factivel na otimizagio irrestrita. Ainda, este ponto pode estar afastado em relagao
ao ponto otimo. Assim, ha risco de uma finalizacio prematura do algoritmo. Para ilustrar,
suponha que durante o processo de otimizagio atingimos um ponto factivel com a(z) = 0.
Especialmente na presenca de restrigdes de igualdade nao-lineares, um deslocamento de =
ao longo da direcio d pode resultar em um ponto infactivel ou pontos factiveis com valores
objetivos muito elevados. Em ambos casos, o valor da funcio auxiliar f (z 4+ Ad) + pa(z+ Ad)
é maior do que f(z) + pa(z) para valores nio infinitesimais do passo A. Isto é obviamente
no pior caso. No caso anterior a{z + Ad) > 0, desde que x é muito grande, entdo, qual-
quer reducao em f(z -+ Ad) sobre f(z) serd usualmente compensada pelo termo oz + Ad).
Assim, uma melhora somente serd possivel se o comprimento do passo A for muito pe-
queno, de modo a que o termo pa(z + Ad) seja pequeno, nido obstante sabermos que y é
grande. Neste caso uma melhora em f(z + Ad) sobre f(z) pode compensar o fato de que
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pa(z + Ad) > 0. A necessidade de utilizar um passo muito pequeno pode resultar numa
convergéncia lenta e uma finalizagio prematura da otimizacio.

3.5 Meétodo da Funcio Barreira

Semelhantes &s funcoes penalidades, as funcdes barreira sio também utilizadas para
transformar um problema restrito em um problema irrestrito ou em uma sequéncia de pro-
blemas irrestritos. Estas fungdes formam uma barreira em torno da regiao factivel. Se uma
solugdo Gtima ocorre no limite da regiao factivel, o algoritmo se desloca do interior até o
limite da regido. A seguir formula-se os problemas primal e barreira.

3.5.1 Problema Primal

Minimizar f(z)

8.a. glz) <0
e
onde g € um vetor funcdo cujas componentes s3o g1, ..., gm. Aqui, £,91,. .., G 30 fungoes

continuas sobre Ep, e {1 é um conjunto nac-vazio em F,,. Note a auséncia das restrictes de
igualdade. Se uma restrigio do tipo h{z) = 0 fosse introduzida, entdo os métodos utilizando
funcGes barreira teriam requerido que o interior do conjunto {z : g(z) < 0, h(z} = 0} seja
nao-vazio, o que € obviamente impossivel.

3.5.2 Problema Barreira

Minimizar 6{u)
s.a. w<0

onde #(p) = inf{f(z) + uB(z) : g(z) < 0,z € Q}. Aqui B é uma fungdo barreira nio-
negativa e continua sobre a regido {x : g(z} < 0}, tendendo ao infinito quando a fronteira
da regidgo {z : g{z) < 0} é atingida a partir da regifio interior. Mais especificamente, a
funcdo barreira B é definida como

m

B(z) = ¢[gi(z)] (3.2)

i=1
onde ¢ ¢ uma fun¢io monovaridvel e continua sobre {y : y < 0} que satisfaz
P(y) <0 sey<0 e lim, - ¢(y) = oo
Assim, uma fungdo barreira tipica é da forma:
o1

Blz) = Z gi{z)

=1

A funcdo f(z) + pB(z) é denominada de funcdo auziliar. Idealmente é conveniente que
a fungdo B tenha valor zero sobre a regifio {z : g(z) < 0} e valor infinito na fronteira.
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Isto garante a permanéncia na regido {z : g{(z) < 0}, se o problema de minimizacio fosse
inicializado num ponto interior. Contudo, esta discontinuidade traz sérias dificuldades para
qualquer rotina computacional. Por esta razao, esta construcio ideal de B é substituida
por exigéncias mais realisticas, como a de que B seja nfo-negativa e continua sobre a regisio
{z : g(z) < 0} e que se aproxime de infinito a medida em que o ponto interior se aproxima
da fronteira. Perceba que uB se aproxima da fun¢do barreira ideal quando u se aproxima
de zero. Dado p > 0, avaliando 6(u) = inf{f(z) + pB(z) : g(z) < 0,z € Q} parece nio
simplificar em nada a resolucdo do problema original por causa da presenca da restrigio
g(z) < 0. Contudo, como resultado da estrutura de B, se comecarmos a otimizacio de
um ponto interior da regido § = {z : g(z) < 0} N, e ignorarmos a restrigio g{z) < 0,
atingiremos um ponto 6timo em S. Este resultado decorre do fato de que guando nos
aproximamos da fronteira de {z : g(xr) < 0} a partir de um ponto interior, B tende a
infinito, 0 qual garante a permanéncia na regiao S.

Lema 3.2 Sejam f,g1,...,9m fun¢ées continuas sobre E,, e seja Q um conjunto ndo-vazio
e fechado em Ey,. Suponha que o conjunto {z € Q: g(z) < 0} seja ndo-vazio e que B é uma
fungdo barreira e continua sobre {x : g(z) < 0} satisfazendo (3.2). Além disto, suponha que
para qualquer 1 > 0 dado, se {zx} em Q satisfaz g(xy) < 0 e f(zy) +pB(zy) = 0{n), entdo
{zx} possui uma subsequéncia convergentel. Neste caso,

1. Para cade p > 0, existe um z, € Q com g(z,) < 0 tal que
0(n) = F(,) + uB(x,) = inf{f(z) + uB(x) : g(s) < 0,z € O)

2. inf{f(z): g(z) <0,z € Q} <inf{f(y) : u > 0}
3. Para p > 0, flzy) e 8{u) sdo fungdes ndo-decrescentes de j, e B(zy,) é uma
fungdo ndo-decrescente de .

Teorema 3.4 Sejam f: E,, — E1, e g: E, — E,, funcdes continuas, e seja € um conjunto
fechado e nao-vazio em E,. Suponha que o conjunto {z € Q: g(z) < 0} € ndo-vazio. Além
disto, suponha que a solucdo do problema primal de minimizar f(x) sujeito a glz) <0,z €02
possua uma solugdo olima T com a seguinte propriedade: dada qualquer vizinhanca N em
torno de T, existe uwm z € QNN tal que g(z) < 0. Entdo

i : <0 Q}= lim @ = inf 0
min{f(z) : g(z) <0,z € O} = lim 0(u) = inf 6(u)
Fazendo 0(p) = f(z,) + pB(z,), onde z, € Q e g(z,) < 0%, entdo o limite de qualguer
subsequéncia convergente de {x,} € uma solucdo Gtimae do problema primal, e além disso
pB{z,) = 0 quando p — 0T,

3.5.3 Resumo do Método da Funcio Barreira

A seguir, mostra-se um esquema usando fungdes barreira para problemas de programacao
ndo-lineares da forma minimizar f(z) sujeito a g{z) < 0 e z € Q. A funcio barreira a ser
usada satisfaz a relagio dada por (3.2).

'Esta premissa é verdadeira se {x € {2: g(z) < 0} é compacto.
% As premissas sob as quais o ponto z, existe sdo dadas no Lema 3.2.
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O problema comeca no passo 1, mostrado a seguir, incorporando a restrigio g(z) < 0.
Se g(zx) < 0, e como a fungio barreira se aproxima de infinito quande a fronteira da regido
G = {z : g(x) < 0} ¢ atingida, entdo a restricio g(z) < 0 pode ser ignorada, de modo
que um técnica de otimizacio irrestrita pode ser utilizada para encontrar um ponto otimo
Tr+1 € G. Contudo, uma vez que a maioria dos métodos de busca unidimensional utilizam
passos discretos, ao se aproximarem da fronteira, um passo a frente poderia conduzir a um
ponto fora da regido factivel, onde o valor da funcio B é um niimero negativo grande. Mesmo
assim, o problema pode ser tratado como um problema de otimizacio irrestrita apenas se
fazendo uma verificagdo explicita da factibilidade.

Inicializagdo : Defina o critério de parada ¢ > 0, e escolha um ponto 1 € {3 com
g(z1) < 0. Faga p1y > 0, 8 € (0,1), faga k = 1, e v4 para o procedimento principal.
Procedimento Principal

1. Partindo de xy, resolva o seguinte problemas:

Minimizar f(z) + peB(z)
s.a. glz) <0
z e f)

m

Seja Zx+1 uma solugdo Gtima, e vd para o passo 2.

2. Se upB(zr41) < €, pare; caso contrario, faca fik+1 = Blg, substitua & por k + 1,
e repita o passo 1.

3.5.4 Dificuldades Computacionais Associadas as Funcdes Barreira

A utilizagdo das fungdes barreira para a resolucio de problemas de programagao nao-
lineares envolve também algumas dificuldades computacionais. Primeiro, a busca deve
comegar em um ponto z € £} com g(z) < 0. Para alguns problemas, a determinagio destes
pontos nao ¢ uma tarefa simples. Também por causa da estrutura da funcio
barreira B, e porque para pequenos valores do pardmetro 4, a maloria das técnicas de
busca unidimensional pode apresentar sérios problemas de condicionamento numérico du-
rante a resolugdo do problema de minimizagéio: min f(z) + uB(z) sobre z € Q, especial-
mente quando a fronteira da regidgo {z : g(x) < 0} é atingida. De fato, quando a fronteira
¢ atingida, e desde que as técnicas de busca unidimensional utilizam passos discretos, um
passo a frente poderd sair fora da regifio {z : g(z) < 0} indicando um decrescimento no
valor de f(z) + pB(z). Assim, uma verificagio explicita dos valores da fun¢do restricao g é
necessaria para garantir a permanéncia do problema na regido factivel.

3.6 Algoritmo de Rosenbrock

Como foi originalmente proposto, o método de Rosenbrock nio utilizava a denominada
busca unidimensional e sim um mecanismo de passos discretos ao longo das diregoes de
busca. No presente trabalho utiliza-se uma versdo continua do método utilizando a busca
unidimensional. Para cada iteragdo, o algoritmo procura iterativamente ao longo de n
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diregbes ortogonais. Quando um ponto é atingido no fim da cada iteragio, um novo conjunto
de vetores ortogonais é construfdo. Na figura 3.4, as novas direcdes sao denotadas por d; e
dy.

Figura 3.4: Construgio das novas diregdes de busca no algoritmo de Rosenbrock.

3.6.1 Construcao das Dire¢des de Busca

Sejam dy, ..., d, vetores linearmente independentes, cada um com norma unitéria. Além
disso, suponha que estes vetores sdo mutuamente ortogonais, isto é d?dj = 0 para 1 # 7.
Partindo do vetor corrente zx, a fungdo objetivo f ¢ minimizada ao longo de cada uma das
diregOes sequencialmente, resultando no ponto z;. Em particular, zp1 —zp = }:‘jﬂ Aidj,
onde A; é a distincia percorrida ao longo de d;. A nova colecio de direcdes di,...,d, é
determmada pelo algoritmo de Gram-Schmidt, resunndo a seguir.

dj g€ Aj =0
aj = T

> Aid; se Aj # 0

a ji=1
- J IR {3.3)
J a; Z(afdz)dt j>2

(=3

— b;
di = 7
T s

O Lema 3.3 estabelece que as novas diregdes geradas pelo Algoritmo de Rosenbrock sio
de fato ortogonais.

Lema 3.3 Suponha que os vetores dy,...,d, sejam mutuamente ortogonais. Entio as
diregoes di,...,dn definidas por (3.3) sio também mutuamente ortogonais para qualquer
conjunto Ay, ..., Ay. Além disso, se A; = 0 entdo d; = d;.
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3.6.2 Resumo do Algoritmo de Rosenbrock com Busca Unidimensional

A seguir, apresenta-se um resumo do Método de Rosenbrock usando busca unidimen-
sional para a minimizacdo de uma funcio f de vérias varigveis. Como se demonstrard
brevemente, se f é diferencidvel, entdo o método converge para um ponto com gradiente
nutlo.

Procedimento Principal

L. Seja A; uma solugdo 6tima do problema de minimizar f(y; + Adj) sujeito a A; €
B, e faga yj41 = y; + Ajd;. Se § < n, substitua § por 7 + 1, e repita o passo 1.
Sendo, vd para o passo 2.

2. Faca zpi: = ynyr. Se llzprr — x|l < ¢, entdo pare: sendo, faca y1 = Tpal,
substitua £ por k + 1, faga j = 1, e v4 para o passo 3.

3. Obtenha um novo conjunto de dire¢des de busca ortogonais através do algoritmo
de Gram-Schmith. Denote estas novas direcdes por d;,...,d, e repita o passo 1.

3.6.3 Convergéncia do Método de Rosenbrock

Observa-se que, de acordo com o Lema 3.3, as direcdes de busca utilizadas pelo método
sa0 mutuamente ortogonais, e cada uma delas possui norma unitéria. Assim, para uma dada
iteragao, a matriz D denotando as direqdes de busca, satisfaz D7D = I. Assim, det (D] =1,
satisfazendo a primeira proposicio do Teorema 3.1. Por este teorema, conclui-se que o
método de Rosenbrock usando busca unidimensional converge para um ponto estaciondrio
se as seguintes preposicdes sao verdadeiras:

1. O minimo de f ao longo de qualquer direcio é tnico.

2. A sequéncia de pontos gerados pelo algoritmo estd contida num subconjunto
compacto de FE,.

3.6.4 Método da Secio Aurea

Método a ser utilizado nas rotinas de busca unidimensional. Este método é utilizado na
minimizacdo de fungdes estritamente quasi-convexas.

Na iteracao &, seja o intervalo de incerteza [ax, b;]. Pelo Teorema 3.2, o novo intervalo de
incerteza [ar41,bgy1] é dado por [Ag, by, se 8(A;) > B(uk) e por [aw, pe], se O(Ag) < G{u).
Os pontos A e yy sao selecionados como descrito a seguir.

1. O tamanho do novo intervalo de incerteza br4+1 — ag+1 ndo depende do resultado
da k — ésima iteragho , isto é, se #(Ax) > (i) ou se O(Ay) < O(ui). Contudo,
deve-se ter by ~ Ap = g — ay. Assim, se A, é da forma

Ak = ap + (1 — a)(by ~ ag) (3.4)
onde a € (0,1), entdo py;, deve ser da forma

tr = ar + alby — ap) (3.5)
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logo
brs1 = ags1 = a(by — ay)

2. Como Apyi € ppe sdo selecionados visando a nova iteragio, Aks1 coincide com
fi OU ftpy1 coincide com Ag. Se isto pode ser realizado, entdio na iteracio k + 1,
apenas uma observagao adicional é necessdria. Para ilustrar, considere a figura
3.3 e as seguintes duas situacoes.

Caso 1: 0{);) > 6{ps)

Neste caso, agyy = Ag € bpiy = by, De modo a satisfazer Ny, = ik, € aplicando {3.4)
com k& substituido por k£ + 1, obtém-se

te = Apa1 = @1 + (1=~ a)(brpr — argr) = Ap + (1= o) (b ~ Ap)

Substituindo as expresses de A e yy, dadas por (3.4) e (3.5) na equagio acima, obtém-se
2 -
a®+oa—1=1.

Caso 2: #(M\g) < 8(ue)

Neste caso, ay41 = ag e b1 = pg. De modo a satisfazer pe ; = Ag, e aplicando (3.5)
com k substituido por k£ + 1, obtém-se

Ak = k1 = Gka1 + a(brgr — aggr) = ap + o(ur ~ ax)

Considerando as expressdes (3.4) e (3.5) na expressdo acima, obtém-se a equagio inicial
2
a*+a—1=10.

As rajzes da equagio o? +a—1 = 0 sdo o 2 0.618 e @ = —1.618. Como a deve pertencer
ao intervalo (0,1) entdo « = 0.618. Para resumir, se na iteracio k, pig € Ap 830 escolhidos
de acordo com (3.4) e (3.5), onde o = 0.618, entdo o intervalo de incerteza é reduzido pelo
fator 0.618. Na primeira iteracdo, duas avaliagbes sio necessdrias para A, e 441, Inais para
cada iteragao subsequente, apenas uma avaliacio serd necessiria, uma vez que Ape: = Ui

ou g+l = }‘k-

. - T °
ag Ak Bk by,
Caso 1: . - - .
@k 41 Akel Hk4 bri1
Caso 2: [ - - -
Q41 Aktr HE+i bty

Figura 3.5: Ilustracdo das regras do método da Secio Aurea.

Resumo do Método da Segao Aurea

A seguir, apresenta-se um resumo do método da seciio durea para minimizagio de fungées
estritamente quase-convexas sobre o intervalo a1, b;].
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Inicializagao: Escolha um comprimento apropriado para o intervalo final de incerteza
I > 0. Defina [a;. 5] como o intervalo inicial de incerteza, e faca A\ = a; + (1 — a}{b; —a1)
e pu1 = ay + alb ~ay), onde o = 0,618. Avalie (X)) e 8(uy), faca k = 1, e v4 para o
procedimento principal.

Procedimento Principal
1. Se by — ax < [, pare; a solugao étima se encontra no intervalo lag, by]. Sendo, se
B(Ae) > B(pg), va para o passo 2, e se (A} < @(ue), va para o passo 3.

2. Faga aky1 = Ap e by = by, Além disso, faca Ay = pp e Betl = Gge1 +
a(bry1 — agq1). Avalie (ugo1), e va para o passo 4.

3. Faga Ggy1 = ag € bpsy = pp. Além disso, faga pri1 = Mg € Apyr = aper + (1 —
a)(bgi1 — ap.1). Avalie (), 1), e v4 para o passo 4.

4. Substitua k por k + 1, e v4 para o passo 1.

3.7 Problema Geral de Projeto Através de Otimizacio Se-
quencial Irrestrita

Seja a formulacio do problema geral de projeto utilizando as técnicas de otimizagio
sequencial irrestrita. As equagdes (2.55) e (2.56) podem ser reescritas como

Minimizar ®(H)

s.a. W(H) <0 (3.6)
onde H = T +T5Q74 sendo que H € H, e
Minimizar @(Q)
$.4. J(Q) <0 (3.7)

onde @@ € M(S).
Na elaboragdo desta dissertagio define-se o pardmetro @ a partir da seguinte estrutura:

z1s" 7 b ste? 4 Tn, 15 + Zn,
8 4 $nq+13n9’“1 + -4 op,-15 -+ Ton,

Qnglm,8) = (3.8)

onde 7y € definida como sendo a ordem do parametro @, com ng € N3, e z; os coeficientes
da equacao de transferéncia do mesmo.

Considerando esta definigio, o problema geral de projeto através de otimizacdo pode ser
formulado como _
Minimizar P(z) (3.9)
5.8. T(r) <0
onde z € O, com & C R?%, e satisfaz certas propriedades estabelecidas para cada valor
de ng a fim de garantir Q € M(S). Ao garantir a estabilidade de () assegura-se também

3Conjunto dos niimeros naturais.
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a estabilidade dos controladores obtidos via otimizacio. Estas propriedades estdo baseadas
no critério de Routh-Hurwitz ([Oga90]) para sistemas estdveis.

No presente trabalho define-se 0s seguintes subconjuntos:
e Parang =1, deve-se ter @ = {z € R? : 5 > 0}.
e Para ng = 2, deve-se ter @ = {x € R* : 23 > 0,24 > 0}.

Finalmente, tem-se a formulagdo do problema geral de projeto através de otimizacio
sequencial irrestrita, como sendo

Minimizar @(z) + p¥(z)

re O (3.10)

onde 4 € o denominado pardmetro penalidade,



Capitulo 4

Reducao de Ordem Através de
Transformacoes de Similaridade

4.1 Introducao

O grau dos controladores estd diretamente relacionado A ordem do sistema a ser contro-
lado, isto €, quanto maior complexidade do sistema e de suas especificacdes de desempenho,
mator a complexidade do controlador resultante.

Os denominados controladores de ordem reduzida apresentam vantagens em relacio
aos controladores nominais devido ao fato de serem de fécil implementacio, supervisio e
manutencao.

Diversos métodos de redugio de ordem tem sido abordados na literatura técnica. A
reducdo de ordem apresenta como principal desvantagem a de que, uma vez obtido o con-
trolador de ordem reduzida, é necessério avaliar o projeto para verificar se proporciona um
desempenho adequado ou inadequado ao sistema em malha fechada.

Para o projeto de controladores, um limite inferior da ordem de um controlador estabi-
lizante (dindmico) ¢ derivado da alocagdo arbitréria de pélos. Nio obstante, o problema de
estabilizagio para ordens reduzidas, ainda ¢ um problema amplamente aberto para pesquisas
e todos os resultados existentes proporcionam apenas condicdes suficientes para a existéncia
de controladores estabilizantes de uma certa ordem.

Uma alternativa seria definir o problema do projeto de controlador de ordem reduzida
propriamente dito. Nesta tese apresenta-se um método baseado em uma aproximacio con-
strutiva com condigdes suficientes para resolver este problema. Usa-se a Parametrizacio @
de todos os controladores estabilizantes de menor ordem possivel (internamente), os menores
em relacdo ao algoritmo a ser usado.

4.2 Condigoes Suficientes para Reducao de Ordem

Vamos considerar a configuragio de realimentacio da figura 4.1, onde P é a planta a
ser controlada e K é um controlador a ser projetado para proporcionar uma estabilizagio
- interna do sistema.

Sem perda de generalidade assume-se que P é minima, estritamente prépria e possui a

43
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~+m
Y 1 d
B
]

Figura 4.1: Diagrama para estabilidade interna.

seguinte realizacdo no espaco de estados

P(s) = {%%} (4.1)

onde as dimensdes das matrizes (A,B,C}sio nx n,n x m, e [ X n, respectivamente. A
matriz C' ¢ assumida como sendo de rank completo em relacio as linhas.

Além disso, P possui a seguinte fatoragdo duplamente coprima
P=NM"t=M'N (4.2)

e sejam X,Y, X, e Y satisfazendo a identidade de Bezout, isto é

X -v1Ilm vy
X

onde as matrizes (N, M, JV,M,X, Y, X, }7) pertencem ao M(S). As matrizes (N, M, X, 7
podem ser representadas, cada uma delas no espaco de estados, através da selecio das
matrizes reais F e L de modo que A+ BF e A+ L.C sejam estdveis, da seguinte forma:

N(s) = [—A“%@“—? (4.4)
M{(s) = { A+FBF b _ (4.5)
X(s) Z[A—%CBF}—}L} (46)
Y(s) “{A%«FBFI{—GL} (@)

O conjunto de todos os controladores estabilizantes para uma dada planta P(s) pode ser
parametrizado por

K=~(Y -MQ)(X -~ NQ)~', para Q€ M(S) (4.8)
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Admita que @ tenha a seguinte realizacio no espaco de estados

o) = | Ao | Bg
Q{s) : {m} (4.9)

com Ag estdvel e onde as dimensdes das matrizes (Ag, Bg, Cqg, Dg) sio Mg XTg, ng X1, m X1,
e m x [ respectivamente.

Substituindo as equacoes {(4.4)-{4.7) e (4.9} na equacio (4.8), e apds realizar algumas
operagoes matriciais obtem-se a seguinte eXpressio

A+ BF + LC + BDgC BCQ’L+BDQ

K(s)= BoC Ag Bqg
F+ DQC CQ ! DQ
(4.10)
Ak | Bx
Cx | Dy

Para um determinado valor de Tg, Obtém-se a realizacdo de um conjunto de contro-
ladores estabilizantes. Estas realizagbes nao sao necessariamente minimas, Procura-se de-
terminar um subconjunto para o qual algum nimero de modos sio nido-observiveis ou nao-
controldveis. Assim sendo, pode-se determinar um conjunto de controladores cuja ordem
seja menor do que n + n,;. Uma maneira de se fazer isto é aplicando uma transformacio de
coordenadas de estados em (4.10) usando uma matriz nao-singular da forma

T:= [5; ?} (4.11)

onde X é uma matriz a ser determinada. Utilizando esta matriz T obteremos (I8 nova
realizagdo de estados para K = (T4, T~ T'B, CyT™1, Dy) dada por

Ka K10 Ky
K(s):= | Ku1 XBCg+Ag| XL+ XBDg + By (4.12)
Ka Co | Dq

sendo
Kon=A+BF+LC + BDpC —~ BCgpX

Kop = BCy

Kap1 = XA+ XBF + XLC + XBDoC + BoC ~ XBCoX — AgX
Ky =L+ BDQ

K = F 4+ DpC ~ CoX

A realizagdo (4.12) pode ser simplificada para obter-se o controlador de ordem Tg:

K (S) o AQ'{'XBC'Q I BQ-i*XL-i—XBDQ
T Cq | Dq

sempre que existir uma matriz X de dimensdes ng X n satisfazendo as seguintes equagdes
maftriciais

(4.13)

AQX — X(A+ LC) - BoC = 0 (4.14)
F + DgC —~ OQX = { (4.15)
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isto €, se Kgo1 = 0 e K = 0. Observe que K, em (4.13) possui ordem méxima ng, a qual
evidentemente ¢ menor do que (n -+ n,} que seria a ordem formal de K em (4.12). A ordem
formal ¢ a ordem que o controlador possui quando ndo é realizado nenhum cancelamento de
pélos ou zeros,

A equagio (4.14) é conhecida como a equagio de Silvester, e junto com a equagao
(4.15) sdo importantes na obten¢do dos resultados deste capitulo. O problema de projeto
de controladores estabilizantes de ordem reduzida foi transformado em um problema de
determinar o menor valor de n, (ordem de Q) de modo que o par de equacdes simultineas
(4.14) e (4.15) tenha uma solucio X € Ra*",

4.3 Controlador Baseado no Observador de Ordem Reduzida

A seguir, descreve-se nm método para projeto de controladores estabilizantes de ordem
reduzida. Serd mostrado que para algumas plantas, a ordem dos controladores pode ser
menor ou igual a I, onde [ é o nimero de saidas da planta.

4.3.1 Controladores de Ordem (n — {)

Um resultado conhecido da teoria de observadores é o referente i existéncia de obser-
vadores de ordem (n — ) se o rank da matriz C é . Assim sendo, consideraremos o caso
especial no qual a ordem do parémetro @ seja (n ~ [).

Assumir que C apresenta a seguinte estrutura

C=|1 0] (4.16)
Particiona-se A como
A A
A= 4.17
[ Az A } (4.17)

onde as matrizes Ajq, Ajg, A2y, A2 tém respectivamente as seguintes dimensdes { x [,
Ix(n—10,n-0)xle(n-—1[)x(n-1). De acordo com um resultado da teoria de
observadores tem-se que (Agy, A12) serd completamente observavel se o par (A, C) for com-
pletamente observavel.

Assumir que as matrizes X e L apresentam a seguinte estrutura

X=[X X ] (4.18)

r=[zf 7] (4.19)

onde as dimensdes das matrizes X, Xy, L1, Ly sdo respectivamente (n —{) x [, (n—1) x
n-Ddxle(n~1)xl.

Partindo da equago (4.14), obtém-se o seguinte par de equagdes

Ay Iy _
AoXi - [ X1 X, ] { . LQ} = Bg (4.20)
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ApXs — [ X X } [ j;z } = 0 (4.21)

O lema seguinte mostra a existéncia das matrizes X7 e Xo que resolvem a equagdo (4.21).

Lema 4.1 Pare qualquer matriz Aq estdvel e com autovalores distintos, sempre eriste uma

matriz X1 e uma matriz ndo-singular Xy satisfazendo (4.21) para X = { X: X, }

Demonstragiao

A equacao (4.21) pode ser reescrita como
XsAzo + X140 = AQX2 (4.22)

Desde que o par (Asg, A15) é completamente observavel, os autovalores de Agy + Y Ays
podem ser arbitrariamente alocados através de uma selecio apropriada de Y. Em outras
palavras, para qualquer matriz Ag, estdvel e com autovalores distintos, sempre existe uma
matriz ¥ e uma matriz ndo-singular W de modo que Age+Y 49 = W“IAQW. Comparando
este resultado com a equagio (4.22), ¢ evidente que pode-se fazer X| = WY o Xo =W
como sendo as solugdes de (4.22), e satisfazendo a condigio da nao-singularidade de X,. O

A matriz Bg pode ser obtida a partir da equagéo {4.20). Desde que a equagio (4.15)
pode ser reescrita como

[ Co —Dg ] [é{} =F (4.23)

onde [ )é } = [ )f,l on } ¢ quadrada e tem rank completo, Cq e D¢ podem ser calculados

para qualquer F:= [ Fi B |, através de Cg = By X3! e Dg = —F, + FyX; ' X,

Observe com relagiio ao Lema 4.1, que a matriz nao-singular X> pode ndo ser tnica
devido a relacdo de similaridade entre {Agy + X5 }“X;A;g) e Ag. Contudo, se estamos
interessados apenas nos autovalores de Aq e ndo na sua forma exata, entdo segue da prova
do Lema 4.1 que existe uma matriz ¥ de modo que Ass+Y A1 tenha os mesmos autovalores
de Ag. Neste caso, pode-se simplificar e fazer Ag = A+Y Ay, e consequentemente, X = [
e X 1= Y.

Portanto, foi mostrado que sob a premissa de possuir rank completo, sempre existirdo
controladores estabilizantes de ordem (n — ! ), e que para a obtencio destes controladores, a
linica restricdo é que F e L devem estabilizar A+ BF e A+ LC, respectivamente.

4.3.2 Controladores de Ordem menor que (n — {)

Para alguns sistemas industriais, o nimero de estados da planta pode exceder em muito
0 numero de saidas, isto é, n >» I. Assim, os resultados anteriores nos levariam a obter
controladores ainda de ordem elevada e portanto impraticveis.
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Nesta se¢do, explora-se a possibilidade de deduzir controladores estabilizantes de ordem
menor do que (n —{). Sabemos que para alguns sistemas, a ordem dos seus controladores
estabilizantes pode ser menor ou igual a {, o némero de saidas da planta.

Por conveniéncia, reescreve-se as equacies (4.14) e (4.15) da seguinte maneira:

AgX ~ X(A+LC) = BuC (4.24)
CoX —DoC = F (4.25)

Admitir que o par (4,C) estd representado na sua forma canénica observavel, isto é,
C é assumido com a estrutura mostrada em (4.16) e A estd representada como mostrado a
seguir:

Ay A O a - 0
Agy A Az 0 - 0
A'u——l,l o Avwl,v
A'Ul Av? A'U3 A’U4 T Av,v
onde v € o denominado ‘ndice de observabilidade do par (4, C), ver ([Chen84]), as matrizes
A; ;41 apresentam rank de coluna cheio e sio de dimensio mi X My comi=1,--- v~1,
e as matrizes A;; sao de dimensdo m; x m; com i = = 1,-+-,9v. Os m; com { = I,--‘,v

sao os denominados fndices conjugados de Kronecker do par (A, C) 08 quais satisfazem as
seguintes relagdes [ =my > mg > - > my_; > my e my - Mo+ +my =n. A forma
(A, C) que satisfaz estas propmedades é denominada de forma candnica ortogonal e existem
algoritmos numericamente estiveis para aproximar esta forma.

O lema seguinte deve ser utilizado na obtengdo da solugio de X que resolva a equagio
(4.24).

Lema 4.2 Dado o par (A, C) completamente observdvel, cada par (A;, C; yparai=1,--. v—
1, € completamente observivel, sendo:

[ Aitrir Airrice 0 0 0
Aiv2itr Aivzite Ao 0 e 0
AZ = E '._ '._ O (4.27)
Au——l,i—l—i Tt Avw—l,v
Av,i-i—l Aﬂ,i+2 Av,z’+3 Av,i+4 T Av,v
Ci = [ A 000 - 0 } (4.28)
onde as dimensies de A; e C; sdo respectivamente (n —my —mg — -+ —m;) X (0 — my —

Mg — - —mg} em; X (n—my —mg—--- —m;).
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Demonstracao

As conclusdes podem ser demonstradas a partir da construgio da matriz observabilidade
de (A;, C;). No caso teremos [C] ATCT ... (AT)yr—m==mi=1GT|T o antzo verificando se
a matriz de observabilidade possui rank completo. O

Tomando a equagdo (4.24) como base, trata-se de determinar uma solucdo X de rank
completo. Esta solugio deve apresentar o menor valor possivel para g

O Teorema 4.1 e o Coroldrio 1, os quais sdo apresentados a seguir, proporcionam os
mecanismos para se determinar o menor valor de Ng.

Teorema 4.1 A equacdo (4.24) possui uma solucio X de rank de linha completo e de
dimensdes my, X n.

Demostracao

Particiona-se a matriz L da seguinte maneira

T
L=[1L1 f - Lt | (4.29)
onde H; € uma matriz de ordem m; x [ com ¢ = 1,---,v. A matriz X é particionada da
seguinte formas:
X=[X X - X, | (4.30)
onde X; e uma matriz de ordem m, x m; com § =1,-.- , v, definindo-se ainda
X=X Xy o X, } (4.31)

Partindo da equagio (4.24) obtemos o seguinte par de equacdes

A+ Ly
. Ag + Lo
AoXi—[ X1 % | : = Bg (4.32)
Avl "";““Lv J
) 06 ]
AoXe— | X7 X, ~ = 0 4.33
QA2 [ 1 2 } [ A, | (4.33)

Para uma dada matriz Ag estivel, podemos obter a matriz Bg diretamente da equacio
(4.32), uma vez determinadas as matrizes X; e Xs. A determinacio de X; e X, pode ser
feita através da resolucdo da equacio (4.33). Neste ponto podemos reescrever (4.33) da
seguinte maneira

AgXo — XpA) = X,Cy (4.34)

isto é
A [X2 X ~ [X2 %3] A1 = X,Gy (4.35)
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Observe que a equacao (4.35) apresenta a mesma estrutura que a equagio (4.24). Assim
sendo, podemos decompor (4.35) em duas como mostraremos a seguir:

Az
- Aso
AgXsy — [ Xy X, } : = X4 (4.36)
Aya 4
N . C
AgXs—| X2 Xy ] [ Az = 0 (4.37)

Uma vez que tenhamos os valores de X5 e X3, o valor de X poderd ser caleculado da
equagdo (4.36) desde que A2 seja de rank completo (coluna). A equacio {4.37) pode ser
analizada exatamente da mesma forma que a equagio (4.33). Este processo dedutivo pode
ser continuado até chegarmos nas expressoes

~ Cip—
AQXU - ii X’U—l ¢ ] { Avwi } = 0 {4%38)
"XUA’U,’U -+ Xv—lAvml,v = AQX-U (439)

Como foi demostrado no Lema 4.1, sempre podemos determinar uma matriz X,,_; e uma
matriz nao-singular X, para qualquer matriz Ag tal que

Apy + X7 Xy 1dyo1, = X7 A0 X, (4.40)

desde que o par (Ay ., Ay-1y) seja observével.

A equagio (4.40) é exatamente igual 4 (4.39), e através de caleulos regressivos, poderemos
determinar X,_g, Xy 3, -+, X1 e também Bg. A solugio X da equacéo (4.30) é de rank de
linha completo, desde que X, seja inversivel. Deste modo completamos a prova. O

A prova do Teorema 4.1 é na verdade wm algoritmo computacional para resolver a
equacao (4.24}. Existe uma liberdade na escolha das partes de X; parat = 1,---, v~ 2 se
mi > mit1, ¢ como foi destacado na seqdo anterior, pode-se fazer a selecio de X, como
sendo igual & matriz identidade.

Desde que o par (A;, C;) é observavel, resultado obtido a partir do lema 4.2, segue-se o
seguinte coroldrio.

Corolario 4.1 Seja ng = my, my +my_1,- -, n, respectivamente; sempre existird uma ma-
triz X de rank completo de linha que resolve a equacdo (4.94).

Retornando a equagao (4.25). Suponha que a matriz X com dimensio m, x n, solucio
de (4.24), apresenta a seguinte estrutura

X=[X X2 - Xoo I] (4.41)
Admitamos que exista uma matriz nio-singular T de dimenséo n x n de tal modo que

X=XT=[00 - 0 1] (4.42)
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Usando esta matriz T e aplicando uma transformacio de similaridade is matrizes
representativas da planta (A, B, C) tem-se

A=TAT B=T"'B T=0CT (4.43)
Observe que C = C, e que o par (4, C) permanece na sua forma canénica observavel.

A equacgdo (4.25) pode ser reescrita como

| Ca ——DQ][? 3 8 H:FT (4.44)

Para a existéncia de [ Cqg —Dg ] satisfazendo (4.44), deve-se ter F = FT com a
seguinte estrutura:

F::[E 0 - 0 Fv} (4.45)

Deve-se ter F' que estabilize 4 + BF ou equivalentemente # que estabilize 4 + BF,
Assim, se existem F's na forma dada por (4.45) que estabilizam A + BF, entio pode-se
determinar Cgp e Dy satisfazendo a equacio {4.44). Consequentemente, tem-se um contro-
lador estabilizante de ordem menor ou igual a m,, como é formalmente estabelecido pelo
Teorema 4.2.

Teorema 4.2 0 sistema (A, B, C) possui controladores estabilizantes de ordem menor ou
igual a m, se existe um ganho de realimentacdo estabilizante F com a estrutura dada em
(4-45) para o par (A, C) descritos na equacio (4.43).

Observe que na construgio dos controladores estabilizantes existe liberdade quanto a
escolha da matriz L. Se a condigio dada pelo Teorema 4.2 nio é satisfeita, entdo pode-se
utilizar o Coroldrio 4.1 sucessivamente até obter-se um controlador de ordem “reduzida®.
Primeiramente tentaria-se determinar um controlador estabilizante de ordem (my + my_1).
Matrizes de realimentacdo de estados de estruturas similares as dadas em (4.45) sdo procu-
radas novamente com maior grau de liberdade. Naturalmente, este procedimento pode ser
continuado até obter-se a matriz de realimentacio de estados necessiria. Além disso, o
sisterna pode ser estabilizado através de uma matriz de realimentacdo estdtica se existe uma
matriz F dada em (4.45) que possua a submatriz F, = 0 e para qual A + BF seja estdvel.

O problema de determinar uma matriz apropriada F dada por (4.45), ou estruturas sim-

ilares para ordens m, 4 my..1, - -, n, é equivalente a0 problema de determinar uma saida de
realimentacio estética K := { Co —Dg } a qual estabiliza o sistema (Z, B, j: ? 8 g J)

Mesmo assim, K sempre pode ser determinado se ng € escolhido de modo que
ng 2 n—m —1+1, devido aos resultados apresentados na referéncia [Kim75]. Contudo, o
problema da existéncia é ainda um problema amplamente aberto. Alguns desenvolvimentos
recentes nesse sentido podem ser encontrados na referéncia [0GS93].
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4.4 Resultados Adicionais sobre Reducao de Ordem de Con-
troladores
A forma canédnica observével do par (A, C) pode ser ainda avaliada com a finalidade de

obter uma caracterizacio explicita de um conjunto de controladores estabilizantes de ordem
reduzida. Suponha que a matriz A apresente a seguinte estrutura

_ I .

Ay [ 0 } 0 0 0

Az 0 [ g } 0 0
A= (4.46)

: ] . . 0

I

o H
L Ay 0 0 0 - 0
e seja C com a estrutura exibida pela equacio (4.16).

Considerando ny, = m, e X, = I, tem-se uma forma explicita de

~1 y-2
x=[[a o] (4 0] 7]
Suponham que exista uma matriz F com a estrutura dada em (4.45), de modo que
estabilize 4 + BF, onde

— . . o T
B=T"'B=[B B, - B ] (4.47)
- — o — _ T
L=r7'L=[I T; .- I7] (4.48)

(A, B,C, F, L), tem-se as seguintes expressdes para X e {Ag, Bg.Cg, Dg):

X =100 I] (4.49)

Aq = (qualquer matriz estdvel com autovalores distintos) (4.50)
Bg = |4y o]-]ay’ 0]An—[ 457 0]4n-

[ AZI?WS 0 } Agp = - [ Ag 0 ] Ap11 — Avy — Ly (4.51)

Co = I (4.52)

Dg = —F: (4.53)

sendo as dimensGes das matrizes X, Ag, Bg,Cg,Dg iguais a my X n,m, X my,my, X [,
m X My, m X [, respectivamente.

Isto nos proporciona um conjunto de funcdes de transferéncia estiveis ¢} de ordem 1,
em termos de todas as matrizes estdveis Ag e L e F dados. Fazendo a substituicio desta
caracterizagdo de () na definicio de K, dada pela equacio (4.13), obtem-se o conjunto de
todos os controladores estabilizantes com ordem menor ou igual a m,,. Todas estas conclusdes
sao resumidas no seguinte Teorema.
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Teorema 4.3 Se as condigées estabelecidas no Teorema 4.2 forem satisfeitas, entdo um
conjunto de controladores estabilizantes de ordem menor ou igual a m, é dado por

Ky(s) = [Akr, Brr, Cir, Dir], onde

A = Ag+ BT, (4.54)
B = [y 0] =[5 0 ]an-[ 457 0]
(45 0]an——[dg 0] Ay~ An-BF,  (455)
Cow = T, (4.56)
Dkr = ”le (4-57)
Demonstracgao

A prova deste Teorema esta baseada na manipulacio direta das equacies (4.13), (4.46)
e {4.49)-(4.53).

E interessante perceber que a matriz H ndo desempenha um papel importante na
definicio de K,. Finalmente, formulaces para controladores de outras ordens, isto é,
My + My—1, "My + -+~ +1mg = n — [, podem também ser derivadas seguindo-se o mesmo
procedimento. O



Capitulo 5

Resultados Computacionais

5.1 Introducao

O software utilizado para a implementacdo das técnicas discutidas neste trabalho foi
desenvolvido em MATLAB ([MAT40}), versio 5.2, em ambiente UNIX, tendo como hardware
estagOes de trabalho do tipo SUN.

Utilizou-se o Control Toolbozr ((MATCT]) do MATLAB nas fases de definicio do pro-
blema, obtengao de representagdes em espaco de estados e obtengio de resultados, incluindo-
se nesta iltima, os aspectos de simulacao.

Os métodos de otimizagio sequencial discutidos no capitulo anterior foram implementa-
dos através dos algoritmos da Secio Aurea, para. as buscas unidimensionais, Gram Schmidt
para o cédlculo das novas direcdes de busca no problema multivaridvel e o de Rosenbrock na
resolugdo do problema de otimizacio multivaridvel irrestrito.

A abordagem utilizada neste trabalho, onde operacées de somas e multiplicagdes de
fungbes de transferéncia sdo frequentes, tende a gerar matrizes de transferéncia de malha
fechada de ordens elevadas. Visando minimizar este efeito, sempre que possivel, o resultado
de qualquer operagio envolvendo funcdes de transferéncia foi submetido a um processo de
redugao de modelo, de forma a eliminar modos fracamente controliveis e/ou observiveis.
Para maiores detalhes sobre o método de reducio de modelo utilizado, ver [MATCT].

5.2 Implementacdo do Problema

Considere o sistema de controle com um grau de liberdade, conforme representado na
figura 2.1. O sinal de referéncia r é uma entrada exdgena, assim como os ruidos Nproc € Naen.
O vetor de entradas exdgenas w é definido como

Nproc
W= | Tgepn (5.1)

r

A entrada de controle da planta é o sinal do atuador u, e considere-se tomar o vetor das
varidveis reguladas como
zzl%} (5.2)

u

54
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O controlador no sistema de controle 1-DOF nido tem acesso direto A saida corrompida
do sistema, Yy + Ngen- A entrada do controlador K é dada por

Y=T—Yp — Ngen (5.3)

De acordo com a arquitetura mostrada na figura 2.2, a planta P possui quatro entradas
e trés saidas. A matriz de transferéncia é

B 0 0 B
P = [ ?‘“ ?“ } =/ 0 0 0 1 (5.4)
v T -P -1 1 PR

A matriz de tranferéncia em malha fechada H possud trés entradas e duas saidas:

P Pokc PoK
7= { Hyy Hpp Hy } - { (er}fg) _(%+§€0K) (i+;*‘;0K) (5.5)
Hy Hy Has TUERE) TFRE)  (TTRE

Considere que o sistema de controle 1-DOF acima possui planta Py, a qual é BIBO
(Bounded Input - Bounded Output) instivel e de fase nio-minima, consistindo de

110—s
Fo(s) = 3_210+3

(5.6)

Suponha que npr,e € Ny, sejam processos estocdsticos independentes com médias zero
P D ]
e densidades espectrais de poténcia
— 2
Sproc(w) = Wproc
2
Sseﬂ(w) = Wsen

onde

Wyroe = 0.04
WSEH = anl

Dentre todos os possiveis funcionais que determinam as especificacOes de projeto, utiliza-
se os valores RMS das varidveis de saida medida (yp) e de controle (u), overshoot, ganho de
pico e rastreamento assintético.

As regulagdes RMS de y, e u sao definidas como segue:

RMS(@yp) = frmsy,(H) = (| Hi WeenllZ + [ HraWyroc|2) /2 (5.7)

RMS(’U') % gérmsmu(H) = (HszmecH% + iiHZQWsenﬁ%)i/z (5-8)

O controlador nominal Kpup (0 mesmo utilizado em [BBI1] e [FJ94] para efeitos de
comparagio de resultados) é caracterizado pelos seguintes ganhos

F = [ 14276 10.2048 2.4495 | (5.9)
0.0000
L = | —3.1623 (5.10)

—1.1115
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A estrutura geral da funcio de transferéncia estével @, gue parametriza o sistema em
malha fechada é dada por:

wys™Th popps™eT? 4 Lng-18 + Tn,
870 + T 18T b Ly s+ Lo,

Qn, (s) = {(5.11}

onde ng, é a ordem do pardmetro Q. A escolha de ng permitire definir a dimensao do vetor
z, 0 qual contem os coeficientes da funcdc de transferéncia () e representa a variivel de
otimizacio do problema de projeto. Neste caso, £ € R,

Finalmente a formulagdo do problema de otimizacio sequencial irrestrito discutido no
capitulo 3 é dado por:
Minimizar @ W(x
inimizar ®(z) + pu¥(x) (5.12)
el
Conforme apresentado no Capitulo 3,  C R2% ¢ deve satisfazer certas propriedades
que permitam garantir a obtencdo de controladores estabilizantes, em particular,

* parang = 1, tem-se que @ = {z € R? : 2, > 0}.
e parang =2, tem-seque Q= {z e R* 1 25 > 0, 74 > 0}.

® para 7, > 2, adiciona-se ao Problema de Otimizacdo uma nova restricdo baseada no
critério de Routh-Hurwitz.

A seguir, apresenta-se trés exemplos que ilustram a aplicacdo da sintese de controle de
sistemas lineares via otimizagio sequencial irrestrita.

5.3 Problemas de Otimizacao
Analisa-se o desempenho da metodologia no projeto de controladores de ordem reduzida

através dos trés exemplos definidos a seguir, onde Prms.y, (H) € ¢Grms_y(H) sdo dados por
(5.7) e (5.8), respectivamente.

Exemplo 1
Minimizar  Grms_y (H)
5.13
s.a. Prms_y, (H) < 0.1 1)
Exemplo 2
Minimizar @pms. o (H)
¢5rms_yp (H) <0.1 (5.14)

s.a. fos(Hrs) < 0.1
Prast_ass (HIE!) =]
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Exemplo 3
Minimizar @pms_y (H)
o brms_y, (H) < 0.1 (5.15)
¢gp(H13) S 1.3

5.4 Resultados Relativos ao Método de Penalidades

A seguir, apresenta-se os resultados obtidos pelo método de otimizacdo sequencial
frrestrita baseado no método da funcio penalidade.

5.4.1 Exemplo 1

Para o pardmetro @0 de ordem n, = 1 obtém-se os seguintes resultados:

T
Valor do vetor z* = [ ~30.0051 0.7997 }

Representacio no espago de estados do controlador nominal:

—11.4276 —10.2948 —2.4495 —30.0051 0

10000 3.1623 —31.6228 0| ~3.1623

Kn(s) = 0 21115 —-11.1150 0| —-1.1115
0 —1.0000 10.0000 —2.2250 | 1.0000

—1.4276 —10.2948 —2.4495 —30.0051 | 0

Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Prms.ulH)
¢rmsmyp (H )

0.0428
0.1097

Respostas ao degrau e ao impulso do elemento 5 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.1).

Reaportn oo Degrau Aasposta wa imputao

Fpltude

o 1o 20 Ele) “a L 10 20
tampa (eeg) tempa ()

Figura 5.1: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 1
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Para o pardmetro () de ordem nq = 2 obtém-se os seguintes resultados:

T
Valor do vetor z* = [ —26.2495 —5.4186 0.4687 —0.2184 ]

» Representagdo no espago de estados do controlador nominal:

Ko(s) =

—11.4276 —10.2948 —2.4495 —26.2495 —5.4186 07
1.0000 3.1623 -31.6228 0 0] —3.1623
0 21115 —11.1150 0 0] -1.1115
0 —1.0000 10.0600 —1.5979 —0.8038 1.0000
0 0 0 1.00060 0 0
—1.4276 —10.2948 —2.4495 -26.2495 —5.4186 0 |

» Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controladoer nominal:

brmeu(H) = 0.0427

¢rms_yp

(ver figura 5.2).

Amgiiice

1.4

Hanposta oo (egrau

1z

1¢ EL 20
IBIMRO (Bg)

(H) 0.1047

Il

FAeaposts ao fmpues

Hpitude

.1
o s

10 20
tarrpe (aeg)

Respostas ao degrau e ao impulso do elemento H,5 obtidas pelo controlador nominal

Figura 5.2: Respostas de H;3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 1

5.4.2 Exemplo 2

Para o pardmetro @ de ordem ng = 1 obtém-se os seguintes resultados:

T
¢ Valor do vetor z* = [ ~7.2040 --2.3083 }

¢ Representacdo no espaco de estados do controlador nominal:

K, (s)

—11.4276 -10.2948 -2.4495 —7.2040 0
1.0000 3.1623 —31.6228 0] -3.1623
= 0 2.1115 —11.1150 0] —-1.1115

0 10000 10.0000 -0.0994 | 1.0000

—1.4276 —10.2948 -2.4495 _~7.2{}4ﬂi

0
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» Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

brmsu(H) = 0.0739
rms g, (H) = 0.1388
tosiH13) = 0.1284
(,brastmass(Hii’;) = 1

» Respostas ao degrau e ao impuiso do elemento His obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.3).

Exarmpio 2: fgm1 Exempio 2. ngut
1.5 o8

o -

[-N-J: EEE

Besposta 40 Degra e HI3
Fesposta o imgelva Ge HEY

H ‘ 1 i
(&) 10 EL 30 40 50 =] 10 20 B0 a0 50
v v

Figura 5.3: Respostas de Hy3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 2

Para o pardmetro ¢} de ordem n, = 2 obtém-se os seguintes resultados:

T
e Valor do vetor z* = [ 6.7517 —4.2037 —0.7338 —1.8639 ]

» Representagio no espago de estados do controlador nominal:

P —11.4276 —10.2948 —2.4495  6.7517 —4.2037 07
1.0000 3.1623 -31.6228 0 0] -3.1623
Konls) = ] 2.1115 —11.1150 a 0;-1.1115
0  —1.0000 10.0000 -0.4801 —0.1551| 1.0000
0 Q0 0 1.0000 0
—1.4276 ~10.2948 24495  6.7517 —4.2037 ]

¢ Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

brmsulH) = 0.1074
Grmsy,(H) = 0.1096
Pos{H13) = 0.1028
Q{’mstwass (HES) = 1

¢ Respostas ao degrau e ao impulso do elemento H 13 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.4).
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Respontia 4o Cegrag

Amptinde
fepitce

] 20 A0 (=3
tempo (aeg)

FRaspoata an Irmpulso

10 20 ET-3

2
TempD ()

Figura 5.4: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 2

5.4.3 Exemplo 3

Para o pardmetro () de ordem n, == 1 obtém-se os seguintes resultados:

» Valor do vetor z* = [ —-4.0010 ~1.8643 ]

T

¢ Representagdo no espago de estados do controlador nominal:

—11.4276 102948  —2.4495 —4.0010 0

1.0000  3.1623 —31.6228 01-3.1623

Kn(s) = 0 21115 -11.1150 0} -11115
0 —1.0000  10.0000 —0.1550 | 1.0000

~1.4276 —10.2948 —2.4495 —4.0010 | 0

e Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Prms_u (H)
erms_yp (H)
ngp (H13 )

0.0819
0.1078
1.2984

e Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hi3 obtidas pelo controlador nominal

(ver figura 5.5).

Para o pardmetro @ de ordem n, = 2 obtém-se os seguintes resultados:

T
e Valor do vetor z* = [ —~1.3111 —1.0489 -0.9698 —3.1568 }

e Representagao no espago de estados do controlador nominal:

[ —11.4276 -10.2948 —2.4495 ~1.3111 —1.0489 07
1.0000 3.1623 --31.6228 0 0] —3.1623
Ko(s) = 0 21115 -11.1150 0 0]-1.1115
" 0 -1.0000 10.0000 —0.3792 —0.0426 | 1.0000
0 0 1.0000 0 0

—1.4276 -10.2948 24495 —1.3111 ~-1.0489 0 ]




5.5. Resultados Relativos ao Método de Barreiras 61
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Figura 5.5: Respostas de Hy3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 3

e Valores finais dos funcionais utilizando o controlador nominal:

Grmsu(H) = 0.0884
Brms_y, (H) = 01022
‘:bgp(giB) = 1.2048

e Respostas ao degrau e ao impulso do elemento His obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.6).

Fosposta ao Degrau Ruspoats ac mpiHns

Apitude

Ampitue

LS ) E] 15 20

10 20 10
bR (Al tarnpo (seg)

Figura 5.6: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 3

5.5 Resultados Relativos ao Método de Barreiras

A seguir, apresenta-se os resultados obtidos pelo método de otimizagdo sequencial
irrestrita baseado no método da fungio barreira.

5.5.1 Exemplo 1

Para o parAmetro @ de ordem n, = 1 obtém-se os seguintes resultados:
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T
e Valor do vetor z* = [ ~20.9244  0.9999 j

* Representagio no espago de estados do controlador nominal:

~11.4276 —10.2948 —2.4495 -—20.9244 0
L0000  3.1623 -31.6228 0| —3.1623

Kn(s) = 0 21115 —11.1150 0]-1.1115
0 —1.0000  10.0000 —2.7181 1.0000

—1.4276 —10.2948 —2.4495 -20.9244 | 0

e Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

QSTmS_U(H) = 0-0546
‘zﬁrms_yz} (H) = 01000

e Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hi3 obtidas pelo controlador nominal

(ver figura 5.7).

Exmmmio 1: nget Exempio 1: ngal

1
z 2
= ke
R : =
§’ Z
=8
X =
= B
g— 3;

Ry 12 20 £ g s 1o 15 20

t '

Figura 5.7: Respostas de Hi3 a0 degrau e ao impulso - Exemplo 1

Para o pardmetro € de ordem n, = 2 obtém-se os seguintes resultados:

T
» Valor do vetor o* = | ~21.4202 —3.4000 0.4000 —0.2000 ]
¢ Representacio no espaco de estados do controlador nominal:
[ —11.4276 —10.2948 —2.4495 —21.4202 —3.4000

Kn(s) =
0 0 it 1.0G00 0

1.0000 3.1623 —31.6228 0 0| -3.1623
0 21115 —11.1150 0 0] -1.1115
0 10000 10.0000 —1.4918 -—0.8187{ 1.0000

—1.4276 —10.2948 24495 -21.4202 -3.4000
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e Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Q{)'rms_.u (H) = 0.0491
gbrms_yp (H) = (.1000

¢ Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hy3 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.8).

Exompia 3 ra=2 Examgie 1. ngm2

Fiesposta a5 Degrall da H13
Respostz apimpubn dg K13

fe] 10 20 El3 [=] s 10 15 20
i

Figura 5.8: Respostas de H:3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 1

5.5.2 Exemplo 2

Para o parmetro ¢} de ordem n, = 1 obtém-se os seguintes resultados:

T
¢ Valor do vetor z* = [ —6.3709 -0.3619 }

» Representacio no espago de estados do controlador nominal:

—11.4276 —10.2948 --2.4495 —6.3709 0

1.0000 3.1623 -31.6228 0 ~3.1623

Kn(s) = 0 2.1115 —-11.1150 01-1.1115
0 —1.0000 10.0000 -0.6964| 1.0000

—1.4276 —-10.2948 —2.4485 —6.3709 I 0

Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Prms_uld) = 0(.0769
¢rms-y,, (H) = 0.1000
Bos(H13) = 0.2061
‘ﬁmst._ass (HIS) = 1

Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hi3 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.9).

Para o pardmetro ¢ de ordem n, = 2 obtém-se os seguintes resultados:
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Figura 5.9: Respostas de Hy3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 2

T
e Valor do vetor z* = [ 9.3703 —3.2446 -0.6740 -—1.8952 }

» Representacdo no espaco de estados do controlador nominal:

F —11.4276 —-10.2948 —2.4495  9.3703 —3.2446 07
1.0000 3.1623 -31.6228 0 01 -3.1623
Kn(s) = 0 2.1115 —11.1150 0 0] -~1.1115
0  -—1.0000 10.0000 -0.5097 -0.1503 | 1.0000
0 0 0 10000 0 0
~1.4276 —10.2948 —2.4495  9.3703 —3.2446 0]

Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

¢rms_u (H) = 0.1140
¢1‘ms_yp (H} = (.0991
$os(H13) = 0.1107
¢rast_ass(H13) = 1

Respostas ao degrau e ao impulso do elemento His obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.10).

5.5.3 Exemplo 3

Para o pardmetro @) de ordem n, = 1 obtém-se 0s seguintes resultados:

T
e Valor do vetor z* = [ ~3.0007 —1.5658 ]

e Representagio no espaco de estados do controlador nominal:

—11.4276 —10.2948 --2.4495 -—3.0007 0
1.0000 3.1623 —31.6228 0] —3.1623
K,(s) = 0 2.1115 -11.1150 0] -1.1115

0 ~1.0000  10.0000 -0.2089 | 1.0000
—1.4276 —10.2948 ~2.4495 —3.0007 | 0
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Figura 5.10: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 2

® Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Prmsu(H) = 0.0844
brms , (H) = 0.1000
bg(Hiz) = 13317

» Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hy3 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.11).

Exampie 3 naet EXAmpio 3: ncjml
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Figura 5.11: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 3

Para o pardmetiro () de ordem n, = 2 obtém-se os seguintes resultados:

T
e Valor do vetor z* = [ —0.4659 —1.0000 —1.0000 —3.2000 ]
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¢ Representacdo no espaco de estados do controlador nominal:

[ ~11.4276 —10.2948  -2.4495 —0.4659 ~-1.0000 0]
1.0000 3.1623 —31.6228 0 0| —-3.1623
Kon(s) = 0 2.1115 -11.1150 a 0| —-1.1115
" 0  —-1.0000  10.0000 ~-0.3679 -0.0408 | 1.0000
0 0 0 1.0000 0 0

—-1.4276 —10.2948 -2.4495 -0.4659 —1.0000 0 ]

+ Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador nominal:

Grms(H) = 0.0905
(,btrms_yp (H} = 9- 1000
$op(His) = L3021

e Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hi3 obtidas pelo controlador nominal
(ver figura 5.12).
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Figura 5.12: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 3

5.6 Resultados Relativos a Reducao de Ordem

A seguir, apresenta-se os resultados obtidos através da aplicacio do algoritmo de reducio
de ordem baseado na teoria de observadores. Os controladores obtidos séo de ordem (n—1{),
onde n e { representan a ordem da planta e o nimero de saidas da planta, respectivamente.

5.6.1 Exemplo 1

e Valor da matriz X = 8.4507 —1.0000 0 }

—~42.5326 ¢ 1.0000
¢ Representacio no espago de estados do controlador de ordem reduzida:

9.3374  2.2368 | —15.5236
K(s) = | —51.5694 —12.2568 | 82.7114
—1.0241 —0.2457 | 1.9359
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e Valores finais dos funcionais utilizando o controlador de ordem reduzida:
brms_u(H) = 0.0407
Grmsyp (H) = 0.0799

¢ Respostas ao degrau e ao impulso do elemento Hi3 obtidas pelo controlador nominal
e o respectivo controlador de ordem reduzida (ver figura 5.13).
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Figura 5.13: Respostas de H3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 1

5.6.2 Exemplo 2

s Valor da matriz X =

9.4377 —1.0000 0
—47.0560 0 1.0000

» Representacgdo no espago de estados do controlador de ordem reduzida:

10.3195  2.2368 | —7.0582
K(sy=| —56.0706 —12.2568 | 44.3251
—1.0241  —0.2457 | 2.0364

e Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador de ordem reduzida:

Grms_u{H) = 0.0657
brms o (H) = 0.3984
os(His) = 1.3065
Drast_ass (H]B) = 1

* Respostas ao degrau e ao impulso do elemento H\3 obtidas pelo controlador nominal
e 0 respectivo controlador de ordem reduzida (ver figura 5.14).
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Figura 5.14: Respostas de Hi3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 2

5.6.3 Exemplo 3

e Valor da matriz X =

9.5802 —1.0000 0
~47.7024 0 1.0000

» Representacdo no espago de estados do controlador de ordem reduzida:

104613  2.2368 | —5.6613
K.(s) = | —56.7138 —12.2568 | 38.0320
—1.0241  -0.2457 | 2.0493

» Valores finais dos funcionais fornecidos pelo controlador de ordem reduzida:

Grmsu(H) = 0.0740
Prms g, (H) = 1.2198
dop(His) = 54737

» Respostas ao degrau e ao impulso do elemento H,3 obtidas pelo controlador nominal
e o respectivo controlador de ordem reduzida (ver figura 5.15).
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Figura 5.15: Respostas de H;3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 3

5.7 Comparacgoes e Comentdarios

Nesta se¢io sdo apresentadas algumas tabelas contendo os resultados obtidos na
resolugao do problema de projeto. Numa primeira etapa faremos uma comparacio do desem-
penho das técnicas selecionadas e numa segunda etapa uma comparacio entre os resultados
obtidos através do método proposto e aqueles obtidos através de outros métodos.

5.7.1 Penalidades vs. Barreiras

Neste ponto serd feita uma compara¢io do desempenho das rotinas de Otimizacio
Sequéncial Irrestrita baseadas nas funcoes Penalidades e Barreiras.

Exemplo 1

| n+ng | Valor dos Funcionais | Via Penalidades | Via Barreiras ||

ng = 4 Brmsu(H) 0.0428 0.0546
Grme_, (H) 0.1097 0.1000
nKg =5 brmau () 0.0427 0.0491
Grms.g () 0.1047 0.1000

Tabela 5.3: Resultados da Otimiza¢io Sequencial Irrestrita - Exemplo 1.
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Exemplo 2
[ n + ng | Valor dos Funcionais | Via Penalidades ‘ Via Barreiras ”

ng = Oiini al ) 0.0739 0.0769

Prms_y, (H) 0.1388 0.1000

Pos (Hi3) 0.1284 0.2061

nKg =5 Brmsu(H) 0.1074 0.1140

¢rmsﬁyp (H) 0.1096 0.0991

Pos(H13) 0.1028 0.1107

Tabela 5.4: Resultados da Otimizacdo Sequencial Irrestrita - Exemplo 2.

Exemplo 3

H n+ng f Valor dos Funcionais I Via Penalidades | Via Barreiras |

ng =4 Prms_u(H) 0.0819 0.0844
Grms_y, (H) 0.1078 0.1000

bop(Hi3) 1.2984 1.3317

ng =5 Prms_u(H) 0.0884 0.0905
Prms_y, (H) 0.1022 0.1000

bop(H13) 1.2948 1.3021

Tabela 5.5: Resultados da Otimizagao Sequencial Irrestrita - Exemplo 3.

Observa-se que os controladores obtidos Via Barreiras apresentam um melhor desem-
penho, em termos de precisao, em relagiao aqueles obtidos via Penalidades. Verifica-se o fato
de que quanto maior a ordem do controlador, menor é o esforgo de controle gasto.

5.7.2 Comparagao entre os Métodos de Otimizacao

Serao apresentados os valores dos funcionais obtidos através de um método de Otimizacio
baseado em Planos de Corte, ver [FJ94], um baseado em Penalidades e outro baseado em
Barreiras.

Exemplo | Funcdo Objetivo | Via Planos de Corte | Via Penalidades | Via Barreiras J
1) Orms_u(H) 0.0399 0.0428 | 0.0427 | 0.0546 | 0.0491
ng 7 4 5 4 5
2 Drms_u(H) 0.0917 0.0739 | 0.1074 | 0.0769 | 0.1140
ng 8 4 5 4 5
3 Srms_u(H) 0.0716 0.0819 | 0.0884 | 0.0844 | 0.0905
ng 8 4 5 4 5

Tabela 5.6: Comparacido dos Resultados utilizando diferentes Métodos de Otimizacao.
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Observa-se de modo geral que os controladores obtidos através das técnicas de otimizagio
sequencial irrestrita apresentam um ganho significativo no que diz respeito redugio de
ordem. Isto ¢ possivel devido a natureza da formulacio do problema de projeto, enguanto
que na formulagdo via planos de corte o processo de otimizacio é realizado em um espaco de
ordem sempre crescente, na formulagdo via otimizacio sequencial irrestrita o espaco sohre
o qual se desenvolverd o processo de otimizacio é fixado através da escolha da ordem do
parametro ().

Embora o projeto de controladores via otimizagio sequencial irrestrita apresente uma
formulagio relativamente simples, a maior dificuldade do método ests focalizada na selecdo
apropriada dos parimetros envolvidos nas subrotinas do programa. Como foi colocado no
capitulo 3, uma escolha inadequada destes parametros pode nos levar a sérios problemas de
condicionamento numérico ou a uma prematura finalizacio do algoritmo.

No que diz respeito & reducdo de ordem, a principal caracteristica apresentada pelos
controladores de ordem reduzida obtidos é a preservacio dos pélos em malha fechada do
sistema realimentado original. Para trabalhos posteriores pode-se explorar de maneira mas
ampla a inclusdo das restrigdes do projeto.



Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho abordou o problema de projeto de controladores através de técnicas de
otimizagao irrestrita, com o processo de otimizagdo baseado no Algoritmo de Rosenbrock.
Partindo de técnicas de fatoragdo de matrizes de transferéncia, obteve-se uma parametri-
zagdo de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta e uma repre-
sentacdo afim para a matriz de transferéncia de malha fechada do sistema. Como muitas
das especificagdes de projeto podem ser descritas em termos da matriz de malha fechada do
sistema, fot possivel a formulagio do problema de sintese como um problema de otimizacao,
tendo como varidvel de otimizacao um vetor z € R%% contendo os coeficientes do elemento
do espago das matrizes de transferéncia racionais estdveis proprias @, de ordem ng. Uma
transformacao adequada do problema de otimizagdo restrita através de métodos apropriados
como os de penalidades e barreiras, permite obter problemas de otimizacio irrestritos.

Em relagao ao método proposto, podém-se destacar as seguintes vantagens: a eliminacio
do célculo do subgradiente dos funcionais envolvidos na formulacio o que possibilita a
inclusdo de funcionais quase-convexos na formulagio do problema de projeto, a definiciio do
espago no qual se desenvolverd o processo de otimizagio para a determinacio do controlador
estabilizante do sistema, através da defini¢io da ordem do parametro (.

As maiores dificuldades encontradas durante a implementacio do presente trabalho,
estiveram focalizadas na selecio apropriada dos paridmetros envolvidos em cada um dos
processos utilizados pelo algoritmo de otimizagao irrestrita. Uma escolha inadequada destes
pardmetros pode provocar problema de condicionamento numérico ou truncar o problema
antes de obter-se a solugfo 6tima.

Os resultados obtidos mostram a viabilidade deste tipo de enfoque e a eficiéncia do
método selecionado no que diz respeito 4 ordem dos controladores obtidos. Entretanto
outros aspectos nao abordados por este trabalho, como por exemplo uma reducio de ordem
que considere na formulacao as restrigdes do problema de projeto original, precisariam ainda
ser investigados.

Como principal tema para trabalhos futuros, encontra-se a integracio dos procedimentos
de otimizacdo sequencial irrestrita com os de obtencdo de controladores de ordem reduzida
através de transformacoes de similaridade.
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