Universidade Estadual de Campinas

UNICAMP

Instituto de Economia

Monografia

Analise de Modelos Estocasticos Aplicados aos

Mercados Financeiros:
Modelo Black&Scholes, Teorema do Limite

Central e DistribuigOes Estaveis

Henrique Guilherme do Amaral Santos

Orientador: Carlos Lenz Cesar

Campinas

Dezembro de 2002




Capitulo 1:

Introducao

Capitulo 2:

O Mercado de Capitais e de Derivativos
Algebra do Investimento

Mercado Financeiro

Mercado de Derivativos

Mercade a Termo

Mercado de Futuros

Mercado de Opgoes

Capitulo 3:

Série de Taylor

Casos Particulares

Truque do Logaritmo

Calculo do Resto

Teorema do Valor Médio de Cauchy
Resto da Série de Taylor

Passos Aleatorios

Forma Assimptética da Distribuicido Binomial

Movimento Browniano Padrio

Movimento Browniano com Viés

Composigao de Movimentos Brownianos

Lema de Ito

10
10
11
11

15

15
17
20
21
21
22
24
26
31
32
32
36



Capitulo 4:

Modelo de Black & Scholes

Condicgdes Iniciais

Solugéo para uma Opgéao de Compra
Capitulo 5:
Momentos de DistribuicGes Estatisticas

Relagio entre Momentos Centrados e Nao-Centrados

Truque da Derivada
Fungdo Geradora de Momentos

FGM da Distribuicdo Normal

FGM de Distribuicdes Independentes

Fungdo Caracteristica
Funcio Delta de Dirac
Fungido de Heaviside
Transformadas
Achando Transformadas
Teorema da Convolugao

Intuigdo sobre a Convolugio

Capitulo 6:

Sintese dos Resultados Obtidos
Teorema do Limite Central
Distribuigbes Estaveis

Conclusao

Bibliografia

38

38

40

S

1N

45
46
48
50
51
51
53
60
63
68
70
72
77
78
81
90
94

96



Capitulo 1

Introducao

Muito recentemente dois fisicos, Rosario Mantegna e H. Eugene Stanley,
publicaram um livro chamado “An Introduction to Econophysics: Correlations and
Complexity in Finance” no qual apresentam uma visdo critica dos modelos
atualmente utilizados na andlise dos mercaos financeiros. Stanley € considerado o
pioneiro de um novo campo de pesquisas que ele denominou de Econophysics,
tendo sido professor do MIT por 30 anos onde trabalhou como fisico tedrico na
area de Fisica Estatistica. Dado o enorme interesse da aea econdmica,
especialmente do mercado financeiro, muitos fisicos estdo se dedicando a esse
campo, com a grande maioria de suas publicacées em revistas de fisica, e néo de
economia. Os fisicos apontam para uma tendéncia altamente “conservadora” dos
economistas, que, por seu lado, parecem considerar os trabalhos dos fisicos
pouco rigoroses do ponto de vista formal. De qualgquer forma seria interessante
que os economistas pudessem entender do que se trata o assunto. Infelizmente,
iss0 nos pareceu ser impossivel com o livro de Mantegna&Stanley (MS). Eles
escreveram o livro como se escreve um artigo de fisica, economizando ao maximo
qualquer demonstracéo, ufilizando linguajar técnico e remetendo aos autores
originais, 0 que obriga o leitor a ter que acompanhar o raciocinio em centenas de
livros e artigos. Como nos pareceu que isso € contrario ac espirito de um livro cuja
leitura deveria ser, a0 maximo, autocontida, decidimos utilizar parte desse livro
como um guia para o desenvolvimento dessa monografia, demonstrando quase
toda a matematica necessaria para seu entendimento. Estamos seguindo

principalmente os capitulos 3, 4, 9 e 14,

Dessa forma, aqui faremos um estudo das bases matematicas tedricas do
modelo de precificagdo de derivativos op¢cdes em mercados financeiros Black &
Scholes. O Modelo Black & Scholes apresenta como base principal a suposi¢io



de que o prego dos derivativos se movimentam numa dindmica que segue o
Movimento Browniano Geométrico (MBG). O que essa monografia pretende é
explicar se o mercado reaimente segue essa lei, ou seja, se os pregos desses
derivativos realmente se formam em compasso com um MBG. A figura 1.1 abaixo
mostra a evolugdo no tempo do logaritimo da distribuicdo para as variagbes do
indice de pregos das agoes S&P 500. Perecebe-se que a distribuicdo observada
ndo obedece a uma MBG, tendo um pico mais acentuado e caudas mais
“espalhadas”, para compensar a area perdida na regido central.
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Comparison of the At = | probabilily density function lor high-frequency
S&P 500 price changes with the Gaussian distribution (dotted line) and with a Lévy
stable distribution (solid line) of index x = 1.40 obtained from the scaling-analysis

. and scale factor y = 0.00375 obtained P - i
Figura 1.1 f 375 obtained from P(0) measured when Ar = | minute.

A grande motivagio no uso da MBG vem do Teorema do Limite Central
(TLC), que garante que uma distribuigdo com variancia finita converge para uma
Distribuigdo Gaussiana, ou distribuicdo normal. Contudo, dados empiricos
mostram que isso nao é reaiidade. A quantidade de dados que se tem sobre os
mercados financeiros hoje é muito grande, e ndo confirmam a suposigéo do TLC.
O gréfico da figura 1.2, que mostra variagbes nos valores da taxa de cambio
US$/DM para intervalos © de 5 minutos, é outroc exemplo em qgue nao se observa
uma MBG. Novamente nota-se um contraste explicito com a Distribuigao

Gaussiana, apresentando um pico mais fino central mais elevado. Distribuigdes



mais estreitas no pico e alargada nas caudas em relacdo a Gaussiana, sdo
chamadas de leptokurticas. A kurtose & definida em relagdo a Gaussiana para a
qual vale zero. A kurtose é definida em relagdo a Gaussiana para a qual vale zero.
A kurtose da distribuigao da figura 1.2 vale 74.

Figura 1.2.

Assim, concluimos que existem algumas distribuiges que ndo cbedecem
ao TLC. Essas distribuicdes tém algumas caracteristicas importantes: elas sédo
estaveis, todas tém variancia infinita, apresentando o fenémeno conhecido por
ubiglidade (estar ac mesmo tempo em toda parte). Uma distribuicdo é
considerada estavel se a soma das suas variaveis aleatorias independentes
possuem a mesma distribuicdo das variaveis individuais. A familia de todas essas
distribuicdes € conhecida como Distribuicdes Estaveis de Lévy (DEL), dentre as

quais a gaussiana € s6 um caso particular e a Unica com variancia finita.



Para definir matematicamente a classe de distribuicdes estaveis, sera
necessario usar o Teorema da Convolugdo para as Transformadas de Fourier.
Com esse instrumental, poderemos definir que tipo de distribuigdo é estavel.
Assim, iremos organizar a monografia de acordo com o0 seguinte esquema de
capitulos: no segundo capitulo, uma introducdo sobre o mercado financeiro e o
mercado de derivativos; no terceiro capitulo, iremos explicar a Série de Taylor,
falar sobre os Passos Aleatorios e sobre 0 MBG; no quarte capitulo, explicaremos
o Modelo de Black & Scholes; no quinto capitulo descreveremos as propriedades
da Fungao Geradora de Momentos e da Fungéo Caracteristica, abordaremos as
Fungbes Delta de Dirac (também conhecidas como Fungdes de Impulso), as
Transformadas de Fourier @ o Teorema da Convolugdo, todos instrumentos
importantes para deduzir o TLC, e; no sexto capitulo, consclidaremos o TLC,
explicaremos a velocidade de convergéncia, apresentaremos as Distribuictes de
Levy Estaveis e concluiremos o trabalho.



CAPITULO 2

O Mercado de Capitais e de Derivativos

Algebra do Investimento

Suponha que existam N, ativos para escolha de um investidor que pode
compra-los e vende-los em um periodo T e N; cenarios financeiros possiveis para

o periodo. Para cada cenario S 0s rendimentos dos ativos mudam.
Vamos definir;
vi = valor corrente de uma unidade do iésimo ativo:;

ysi = valor de uma unidade do iésimo ativo no final do periodo se o cenario s

ocorTer;

R, =% =1+r; o retorno do iésimo ativo no cenério s e 1y = sua taxa de

X
Vi

retorno.

O investidor compra n; unidades do ativo i. O ndmero n; pode ser positive ou
negativo, com o seguinte significado econdmico: se n; > 0 o investidor estd na
“long position” (coberto) e terd o direito de receber nysi no final do periodo; se
ni < 0 o investidor esta na “short position” (descoberto) e tera que pagar o valor

r - . . . . . nV'
niysi no final do periodo. Seja W, o patrimdnio do investidor em ativos e x; =—-*
[4

a fracdo de seu patrimbnio investida no ativo i, de modo que sua restricio

Nﬂ
orgamentdria pode ser escrita como ) x; =1. Vamos definir os vetores portfdlio
i=1

X como X =(x,X,.,%Xy )} € Tretorno no cendrio s R, como



g

Ry =(ry1s 75257y }- Um portfélio & chamado semrisco se R, € o mesmo para

gualquer cendrio s. Um estado s* & chamado de securitizavel se existir um

. Nﬂ' Nﬂ
portfolio X« tal que > Ry, x ;>0 paras=s*e Y R, x ;=0 paratodo s #s*.
i=1 i=1

Nﬂ' Nﬂ'
Um portfélio € chamado de arbitragem se > x; =0 em lugar de > x; =1,

i=1 i=|
ou seja, o investidor ndo usa seu proprio patriménio, mas usa crédito para comprar

ativos de modo que suas posi¢gbes a descoberto cancelem as posigdes cobertas.

i

Nesse caso a fragdo x ndo pode mais ser definida como x; = , Uma vez que

2]

Ny
W, = 0, mas podemos redefinir W, como W, =3 |n]v,>0 em lugar de

i=1

Nﬂ'
W, =Y n;v;. Amatriz (Nsx N,) dada por Rs € chamada de matriz retorno. Essa

i=1
matriz define a possibilidade de existéncia de portfélios sem risco e securitizaveis.
Da algebra linear sabemos que se posto de R = Ns, entfio o sistema de equagdes

RX =R, admite apenas uma solugso para qualquer R, . Logo a solugo X para

e

}-éo=(1,1,...,1) & um portfolio sem risco, assim como a solugdoc X para

féo =(0,0,...0,1,0....,0), em que apenas o termo para s = s* é diferente de zero,

fornece o portfélio que segura o estado s*.

Mercado Financeiro

O Sistema Financeiro € composic por um conjunto de instituigdes
responsaveis pela captacéo de recursos financeiros, distribuigéo e circulagéo de
valores e regulacéo e controle do processo. No Brasil quem define as diretrizes de
funcionamento do SFN € o Conselho Monetario Nacional (CMN) a quem estao
figados o Banco Central do Brasil, seu brago executivo, e a Comissao de Valores



Mobitiarios (CVM), uma autarquia vinculada ao Ministério da Fazenda que tem a
funcao de disciplinar, fiscalizar e promover o mercado de valores mobiliarios.

As bolsas de valores s&o instituigées civis que atuam como delegados do
poder publico. Oferecem um mercado para cotagdo dos titulos nelas registrados,
orientam e fiscalizam os servigos financeiros, facilitam o acesso as informagées
sobre as empresas e dao liquidez as aplicagdes de curto e de longo prazos, por
meio de um mercado didrio. As bolsas de valores tém como membros as

sociedades corretoras, que podem negociar valores mobiliarios em pregao.

Varios motivos levam um agente a investir, dentre os quais, segurancga,
rentabilidade, valorizagdo, protegdo, desenvolvimento econdémico e liquidez. No
entanto, 0 agente tem que ponderar trés fatores antes de tomar uma decisédo de
investimento. Esses fatores s@o rentabilidade, grau de risco e liquidez. A
rentabilidade & diretamente proporcional ao risco, ou seja, ativos que sdo muito
arriscados na maioria das vezes prometem remunerar muito melhor o investidor.
Cabe ao agente definir o grau de risco disposto a cormrer para obter certa
rentabilidade.

O mercado de capitais € um sistema de distribuigdo de valores mobiliarios.
Ele tem o0 objetivo de fornecer liquidez aos titulos emitidos pelas empresas e
possibilitar seu processo de capitalizacao. E constituido por bolsas de valores,
sociedades corretoras e outras instituicbes financeiras autorizadas. O mercado de
capitais negocia a¢des, debéntures conversiveis em agdes, bonus de subscrigio,
commercial papers, direitos e recibos de subscricao de valores mobiliarios,

certificados de depdsitos de agbes e demais derivativos.

De acordo com a dinamica econdémica, as empresas se desenvolvem e
crescem, e precisam cada vez de mais recursos para financiar seu funcionamento
e expansao. Esses recursos podem ser obtidos por meio de empréstimos de
terceiros, reinvestimento de lucros e abertura de capital. O mercado de capitais
tem maior relagdo com a terceira forma de captar recursos: abertura de capitais.
Abrindo o capital para o publico, a empresa pode ganhar novos sdcios, fontes de

recursos nao exigiveis.

10



Os ativos principais do mercado de capitais sdo os ativos privados de renda
variavel, os ativos privados de renda fixa e os ativos publicos de renda fixa. Os
ativos privados de renda fixa podem ser representados por debéntures,
Commercial Papers, Letras de Cambio, Bénus, Letras Imobiliarias, Cadernetas de
Poupanga, Certificados de Depésitos Bancarios (CDB) e Recibos de Depositos
Bancarios (RDB). Os ativos publicos de renda fixa sdo representados por Bonus
do Banco Central, Notas do Tesouro Nacional, Letras Financeiras do Tesouro,
Notas do Banco Central e lLetras Financeiras dos Tesouros Estaduais ou
Municipais. Os ativos privados de renda variavel sdo acdes de renda varidvel
negociadas nas bolsas de valores ou recém emitidas. O agente que compra agdes
€ um dos proprietarios da sociedade anfhima das qual € acionista, com direito de
participar de seus resultados. A rentabilidade, ou reiorno, das agoes de renda
variavel &€ composta por dividendos ou participacao nos resultados, e uma outra
parte que advém das oscilagdes do prego da agdo.

Mercado de Derivativos

O mercado de derivativos ¢ o mercado em que se negocia os derivativos
financeiros, que tém precos ligados a valores mobiliarios previamente emitidos e
constituem ferramentas de reducgao de risco muito Uteis. Essas ferramentas sdo os

contratos a termo, os contratos futuros, as swaps e as opgoes.

Mercados a Termo

Os contratos a termo s30 acordos entre duas partes para se engajarem em
uma transacgao financeira no futuro. O prego a termo da acdo € resultado da
adicdo, ao valor cotado no mercado a vista, de uma parcela correspondente aos
juros, que sao fixados liviemente em mercado, em fungdo do prazo do contrato. O
mercado a termo envolve uma série de questdes nas quais nao nos
envolveremos, como garantias, coberturas, margem, margem adicional,

remuneracgio das margens, direitos e proventos, liquidacao e custos de transagao.
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Mercado de Futuros

O mercado de futuros tem por objetivo principal dar prote¢éo aos agentes
econdmicos contra oscilagdes nos pregos de seus produtos e de seus
investimentos em ativos financeiros. Ou seja, tem a fungéo de transferir e distribuir
o risco. Dessa forma, define os pregos futuros de mercadorias e ativos financeiros

de acordo com a dinamica do mercado.

Esse mercado permite operacgdes de arbitragem se o prego futuro do ativo
for maior do que o prego a vista adicionando as despesas da operagdo. Por
exemplo, pode-se tomar crédito, comprar um ativo a vista e vendé-lo no mercado
futurc. Ou entéo, vender um ativo a vista para fazer caixa e entrar no mercado
futuro. Depois da negociagao, ha a possibilidade de liquidacio do contrato com a
entrega fisica do ativo. Apenas 2% das operacdes sao liquidadas pela entrega
efetiva do bem negociado. Ou seja, compram-se e vendem-se ativos fisicos e

financeiros apenas no papel.

Os agentes desse mercado s30 basicamente os hedgers e os
especuladores. Os hedgers que participam do mercado de futuros tém vinculo
com a mercadoria. Por exemplo, um produtor de café acredita que em um
semestre o preco do café tera caido e nao vai conseguir cobrir os custos. Ele pode
comprar um contrato de venda futura por um semestre, se o prego for vantajoso.
Ou seja, ele se protege (hedge). Nesse mercado, o papel do especulador também
€ muito importante. Ele toma a posig¢do contraria a do hedger, assumindo os riscos

e dando liquidez ao mercado.

Mercado de Opgoes

As opgbes sobre agdes séo os direitos de comprar ou vender um certo lote
de agdes, a um determinado prego, em um determinado periodo. Para obter uma
opgao se paga um prémio ao vendedor. Os prémios das opgdes sdo negociados
nas bolsas de valores. As opgdes de compra garantem o direito do proprietario
comprar certo nimero de agdes do vendedor da op¢édo, a um certo preco, em
qualguer momento até a data de vencimento da opgdo. As op¢des de venda

12



garantem ao proprietario vender um certo nimero de agéo, a um certo pre¢o, em
qualguer momento até o vencimento da op¢ao.

Os pontos principais do mercado de opgdes s30 a acéo objeto, que é a
acao sobre a qual a opgao € langada, o més de vencimento, que &€ o més em que
expira a opgao, e o prego de exercicio, que é o prego pelo qual a opgdo sera
exercida. Quando um grupo de opg¢des tem sua negociagdo em pregéo autorizada,
permanece valida até o seu vencimento. Mas podem ser introduzidos novos
grupos com diferentes pre¢os de exercicio. O mercado de opgdes também é
conhecido pelo seu controle totaimente escritural. As posigées resultam do registro
das operagdes em bolsa, com cddigos diferentes para cada cliente.

O mercado de opgbes € diferente do mercado futuro pelo fato de que o
comprador da opgéo pode desistir do negécio caso tenha opgdo mais vantajosa.
Assim, suponha um agente gue comprou uma op¢ac de compra {Call) de uma
acao pelo valor X (sirike price) para o momento T no futuro. Para isso ele paga um
prémio Pr. No momento T o preco da agdo pode estar acima ou abaixo de X. Se
estiver acima ele exercita seu direito de comprar pelo valor X e ganha a diferenca
P — X subtraida do prémio que ja pagou no inicio da operagio. Caso esteja abaixo
ele prefere comprar no mercado a vista por P e perde o valor do prémio ja pago. O
retorno desse agente depende, entdo, do preco da agéo no futuro e esta
representado pelo grafico da figura 2.1. Obviamente que o retorno para o
vendedor da opgéo de compra é o reverso do comprador, ¢ que um ganha o outro

perde, e esta representado na figura 2.2.
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Suponha agora o comprador de uma op¢édo de venda (Put). Ele contratou a
opc¢ao de venda por X. Se no tempo T o prego da agdo P for menor do que X ele
exercita seu direito de venda e ganha a diferenga X - P subtraido, novamente, do
prémio, que ja pagou. Caso o prego seja maior do que X ele prefere vender no
mercado a vista por P perdendo apenas o prémio ja pago. Esse retorno esta
representado pelo grafico da figura 2.1. O retorno do vendedor da opg¢ao de venda
€ o reverso do retorno do comprador e esta representado pelo gréafico da figura
22

Cada um dos agentes que atuam nesse mercado possui uma motivacao
diferente. Quando um agente decide comprar uma opg¢éao de compra (Call), ele
espera se beneficiar de uma elevagao do prego da agao objeto. Assim, o aplicador



pode: utilizar opgbes de compra para obter maior retorno (caso o prego da agao
suba); utilizar opgoes de compra como alternativa para adquirir uma agéo objeto;
utilizar op¢des de compra como protecao de uma venda em margem (prevenindo-
se de uma possivel alta), e; utilizar op¢gdes de compra para fixar o prego de uma
futura aquisicdo de determinada ac¢ado (caso esteja sem dinheiro e queira fixar o

preco para uma futura aquisicao das acoes).

Ja o agente que compra uma opg¢ao de venda (Put) espera uma queda do
preco a vista da opgao objeto. Dessa forma, o aplicador pode: realizar operacao
oposta de opcao de venda (se espera que o pre¢o da agdo objeto no mercado a
vista vai cair); utilizar opgées de venda como prote¢ao para uma compra a termo
(garantir certo preco de venda da agao); utilizar op¢des de venda para proteger
acOes de sua carteira (garantir preco de venda das acgdes), e; utilizar opgdes de
venda para atender expectativas de queda.

O langamento de opgbes pode dar um bom retorno para o aplicador que
acredita numa certa estabilidade ou em baixas no nivel de prego. Se os precos
baixarem ou a inflagdo corroer o pre¢o da agédo, a opgao nao sera exercida e o
lancador tera ganho com a venda das opg¢bes de compra. O langamento de
opgbes de venda deve depositar como garantia de sua posicdo, uma margem em
valor. Esta modalidade de langamento serve aqueles que esperam tendéncias
altistas de mercado. Ou seja, que os pregos a vista subam e ninguém o procure
para fazé-lo comprar as a¢oes a um prego desvantajoso. Caso contrario, tera que

comprar as acoes.

No mercado de opgdes, o comprador sO tem direitos e o vendedor s6 tem
deveres. Por isso esse contrato exige o pagamento de um prémio por parte do
comprador. Esse prémio depende do valor da agcdo e da expectativa de seu
comportamento no futuro. A grande questdao nesse mercado é: qual o prémio
que o vendedor deve exigir para assumir as obrigagoes em lugar do
comprador? Essa é a questdo basica que o modelo de Black & Scholes se
propds a responder e a qual esse trabalho esta conectado.



CAPITULO 3

A suposicao mais importante do modelo de Black & Scholes, justamente a
que é posta em duvida por Stanley&Mantegna, € a de que os pregos das agdes
seguem uma distribuicao Browniana Geométrica. Por isso, vamos iniciar pela
algebra das distribuicbes Brownianas obtidas com o modelo simples de Passo
Aleatorio (Random Walk). Outra ferramenta basica, utilizada tanto na
demonstracdo do movimento browniano geométrico, como na propria
demonstracdo dos teoremas do Limite Central em varias formas, € a série de
Taylor. Por isso esse capitulo se inicia com o estudo da série de Taylor, passando
para o estudo dos Passos Aleatérios e termina com o Lema de It6 para
estabelecer a equacdo diferencial estocastica utilizada no modelo de Black &

Scholes.

Série de Taylor

A Série de Taylor de uma fungéo que possui derivadas de todas as ordens
pode ser entendida de forma simples e intuitiva. Desejamos aproximar uma funcao
f(x) em torno de x = X, por uma serie de poténcias na forma

f(x)=Ya,(x—x,)". O indice n define a ordem da aproximagéo, com
n=0

f(x)y = a, para aproximagdo de ordem 0, ou seja, uma reta horizontal,
f(x) = a, + a1(x-X,), ou seja uma reta com coeficiente angular a,, para aproximagao
de ordem 1, f(x) = a, + a1 (X-Xo) + az(x-X,)* para a aproximag¢@o de ordem 2, e
assim por diante. E intuitivo que a melhor aproximagéo seja aquela em que, no
ponto x = X, tanto a funcao quanto sua aproximagao sejam idénticas. Nesse caso,

oD
Ya,(x—=x,)" |-y =a,, logo a = f(x,). Para determinar os outros coeficientes
n=0



a, também vamos exigir que os valores das derivadas da fungdo e da
aproximacao sejam idénticos em x = X,, como mostra o grafico da figura 3.1,
abaixo, para uma aproximagao de ordem 2.

| Série de Taylor — J

Figura 3.1. Série de Taylor.

™y
5
Podemos demonstrar que os coeficientes a,,=£—(l—f’~l. onde
n!

ar

fP@==

através dos seguintes passos.

dk ;. N . - n—k _ ) n—k
i &x—k(x—xo) =n(n-1)..(n—k+1)x—x,) _(n—k)!(x x,) k<n

k
2. y(x—xﬂ)"=0 k>n



H

—x Y =l

3 —(x—xy)" =n
k-n
—-X
[ i
5. " Z ay (x - X,) |x=x0 = n!an
k=0
8. Finalmente impondo que /" (x,)= —x,)F lx=y, Chegamos a:
k=0
___fn(xo)

173

Dessa forma, a Série de Taylor, portanto, & dada por:

f‘(xo)(x—xo)l+f"(x0)(x—x0)2+ +f(”)(x0)(x—x0)"+
I 2 wl

JX)=f(xg)+

Um caso particular da série de Taylor € a série de Taylor-MacLaurin, para a

qual xe= 0:

f (0) SO 2 M0 s SO

f(x)=f(0)+ > 3 r

Em principio essa € uma série infinita. Entretanto, uma série infinita $6 sera
Gtil se for possivel mostrar que ela pode ser truncada em determinado nimero de
termos e que o erro cometido com essa truncagem tende a zero a medida que o
niimero de termos inciuidos cresce. O erro cometido com essa truncagem chama-

se Resto.
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Casos Particulares

Os casos particulares de séries de Taylor utilizados nesse trabalho sédo os
casos dos bindmios de Newton para n negativo ou néo inteiro e o logaritimo.
Podemos mostrar que a série de Taylor e o bindmio de Newton s&o idénticos.
Considere a expansdo em série de Taylor-MaclLaurin da fungio f(x) = (a+x)".

Sabendo que f¥(0 )-—( k)' a"* a séie de Taylor-MacLaurin,
n—
noxe_ M nkk n—k_k
(a+x)"'=>Y ————a Z ( Ja" " x", & o préprio bindmio de Newton.
k=0 k!(n—k)! k=0 K

Nesse caso a série de Taylor pode ser usada para estender o binémio de Newton
para valores de n negativos ou nao inteiros, em que a série se torna infinita. Se n

€ negativo ndo escrevemos n(n—1)}n-2)..(n-k+1)= pela

7!
(n—k)
dificuldade dos fatoriais de nimeros negativos. Nesse caso € melhor colocar (-1}

em evidéncia em cada termo e usar:

(=1 (n|+k - 1)!
(| n|-1)!

nn—1)n-2)..(n-k+1)=

No caso particular de n = -1:

(1) (1+k-1)
D= =

Esse resultado pode ser usado para a expansao de f(x) = (1+x)". Nesse

(~DY(-2)(B).l-1— ke +

caso.

f(x)=(1+x)"'= § ("1)kk!x’f = f(—l)’fx“ =l-x+x%-x +
- = e -

19



Ja para f(x) = (1-x)"' obtemos:

kg
f(;sc):(l—x)*1 Z( )"k ( ) —Zx =l+x+x2+x" +..

k=0 k! k=0

Duas expansdes muito utilizadas em estatistica s40 a da exponencial f(x) =
e* e a do logaritimo f{(x) = Ln{1+x). A expansio da exponencial & imediata se

L
notarmos que ;’?C—ex =¢” e que, portanto, f (% )(0)=1. Nesse caso:
@ x* % x*
Z =l x b A T+
k=0 k 21 3 k!

A famosa férmula de Euler para a fungdo de variavel complexa

e™ =cosx +isenx, onde i = -1 pode ser deduzida diretamente dessa expansio

em série fazendo x = ix. Usando o fato de que i* = (-1)* e i*'=(-1)%
reescrevemos:
o (LK LZk o 1yk L 2k+]
e”‘:Z(l)x +z‘Z(1)x
k=0 (2}()' k=0 (Zk-l-l)!
2 4 2k 3 .5 2k+1
S DA O N S WU/ SR S G0 | R
n 4 k), 31 " s Qk+1)!
Por outro lado, expandindo a fungdo f(x) = cos(x), sabendo que
2 . 2k+1 .
F cosx=(—D*cosx e chsx:(—l) Tlsenx, percebemos que

@R 0)=(-1)* e que FP*D(0)=0 que nos fomece a expansao do coseno:

o (~1)Fx2k 2 444 el

I S M R AT Sy i ) U
cosx Eo (2K)! o T e )(Zk)!

20



2k+1

Ja para f(x}) = sen(x), Wsenx = (—l)k cosx  enquanto
2k+1
Wsenx =(-D)**senx. Logo fEBW0)=0 e P N0)=(-1*,
fornece a expansao do seno:
o (_T\k L 2k+ 3 .5 U7 2k+1
senx = kgo% =x— i;— + % - ic;/‘— +(=D)f (;k ) +

Comparando os resultados vemos que e” =cosx + isenx.

Ja para o caso do logaritimo, f(0) = Ln{(1) = 0, e f '(x)=(1+x)"'

derivadas podem ser faciimente caiculadas usando:

k-1)
f“‘)(x)— d 1(1+x)‘ =(-)*" " k- +x)7F,

para obter 7 (0)=(~1)*"1(k —1)!. Desse resultado mostra-se que:

( l)k 1(k 1)| w(_l)k—lxk_ “xz x3 x4
b= 2 D
el
k-1 o K 2 3 4
Lu(l-x) = zw( P AT AN P S S, |

k=1 k! k=1 k 2 3 4
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Trugque do Logaritimo

0 truque do logaritimo € muito dtil em casos em que a convergéncia da
série de Taylor é problematica. Suponha o caso da fungio f(y) = (1 + y)™, com
y <<1 e n >>1. Melhor dizendo, com y tendendo a 0 e n tendendo a infinito. Se

fizermos a expansédo de Taylor centrada em 0 para esta funcéo, obteremos:

n(n+1)(n+2)y° .
6

2
)=ty B

Cuja convergéncia depende se o produto (ny) € maior ou menor do que 1.
Em lugar de fazer a expansaoc direta da funcéo vamos expandir seu logaritimo na

2 3
forma: Ln(l+y)“":—nLn(l+y)=—n{waZ—+y?+...}, que n&ao apresenta
problemas de convergéncia para |y|<1. Agora retorna-se a fungéo inicial para
2 3
—n(y—%%—-...)'

reescreve-a como f (y)=e

Calculo do Resto

Para calcular o Resto da Série de Taylor, precisaremos do Teorema do
Valor Médio de Cauchy. Partimos do teorema de Rolle: se f é continua e
diferenciavel em (a, b) e f(a) = f(b) entdo existe um ndmero { entre a e b em que a
derivada primeira dessa funcéo é igual a 0. Pode existir mais de um { no intervalo,
mas o teorema garante que existe pelo menos um.

Teorema do Valor Médio de Cauchy (TVM)

Tomemos duas fungbes diferenciaveis f(x) e g(x) tal que f(a) # f{b) e
g(a) # g(b). Assim, construimos uma nova funcdo F(x) = f(x) + Ag{x) determinando

A que obrigue a F(x) a satisfazer as condi¢des do Teorema de Rolle, ou seja, que



_Sf)-f(a)

F(a) = F(b). Dessa forma, f(a) + Ag(a) = f(b) + Ag(b)e A = . Entéo,
g(b)-g(a)
fb)-f(a)
F(x)= _S NS
()=7(x) g(b)—g(a) &) , satisfaz as condigtes do Teorema de Rolle.

Logo, existe um numero { e(a,b), i.e., as {<b, em que F'({) é igual a

zero. Por outro lado F‘(x)=f‘(x)~~f(b—)_—f(i)g'(x) ,logo 3 £ e(a,b)/ F'(()=0,
g(b)—-g(a)

ou seja, F'(é’):f‘(é’)ﬁmg‘(g):o. O teorema do Valor Médio de
g(b)-gla) |

Cauchy afirma que 3 ¢ e(a,b)/ ; :((g)) = g E:;:g ((;1)). No caso particular em

f(b)~ f(a)
b—-a

qgue g)=xg(X =1 elesereduza f'({)=

Resto da Série de Taylor
-2 f@6-0' | fPe-x)"
~[ + +...+ ]
o 1! n!
erro cometido na truncagem da série de Taylor até  ordem n e seja

~ (b_x)n+1
T (n+])!

Seja F'(x)=f(b)

. Como F e G satisfazem as condicdes do TVM de Cauchy:

G(x)

F'(¢) _F(b)-F(a)

b = .
e T G~ G

Por outro lado, derivando diretamente a funcao F(x), obtemos:

PN €0 G M Ao ot A G Lo WA €9 O
o! 0! 1! 1

frONb=x)” b= FTD -0
2! 2! nl
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Como os termos intermediarios se cancelam:

Pyl

n!

(n+1)(d-x)" =_(b—x)”

Derivando diretamente G(x) obtemos G'(x)=-

(n+1)! n!
Usando esses resultados no TVM de Cauchy:
o - TAM (9 CRY9
() _ n! = g+
¢y =" e
nl

F(b)-F(a) _F(a)
Percebendo que F(b) = G(b) = 0, entdo G(b)-G(a) G(a)

=)

Fazendo x = a na F(a)

(n+1)
Logo, F(@)=1"V()6@=I—Ep-ay

obtemos:

f'(a)(b—a)l + _I_f(n)(a)(b—a)”]: f(n+l)(§)(b—a)”+]
0 |

! (r+1)!

F@)~[f(a)+
de onde tiramos que existe a < < b tal que:

flae-a) — f"ae-a)" | {f(”””(C)(b—a)”“}
T .

f(B)=fla)+

n! (n+1)!

O erro em truncar com n termos, também chamado de resto, € dado por

B f(n+1)(éa)(x_ xo)n-ﬂ
§ (n+1)!

de x suficientemente préximos de x.. Um caso particular que sera utilizado na

demonstracdc do teorema do Limite Central € para a = 0 € um série truncada em

R e tende a zero quando n tende a infinito para valores
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primeira ordem, n =1. Nesse caso existe 0 = { = b tal que

1®)= o+ p e

Passos Aleatorios (Random Walk)

Suponha um bébado tentando voltar para casa caminhande em uma rua
com um tamanho de passc constante .. Ele sd pode dar passos para a direita ou
para a esquerda, e perde a meméria de qual foi a diregéo do Gltimo passo dado a
todo momento. Eie tem uma probabilidade p de dar um passo para a direita e g de
dar um passo para a esquerda de modo que p + q = 1. Suponhamos entao, que
s&o dados N passos, nq para a direita e nz para a esquerda, de forma que nq + n;
= N. Seja m = ny — nz 0 numero de passos a mais dados em uma determinada
diregdo, de forma que -N < m < N, e seja x o comprimento total percorrido apos N

passos. Assim, teremos:
x=mL=(ni—=n2)L=(2n1—=N)L

Para saber a probabilidade do bébado alcancar a posicdo x basta saber a
probabilidade dele ter dado n1 passos para a direita. Esse é um problema idéntico

ao de colocar N passos em duas caixas, direita e esquerda, com #; passos na
caixa direita @ N —n; na caixa esquerda. Para o primeiro passo escolhido temos
N opgoes, N —1 para o segundo, até N —n; +1 para o ultimo passo dos guais
devemos descontar as ;! permutagdes. Logo o numero de possibilidades de

N! 1

obter »n; passos para a direita € dado por Ny =————x—=( )com
(N_nl)! nl! 1)

N N!

( y=———. Logo, a probabilidade de encontrar um dado #, depois de N

n’ m{(N-n)!

passos aleatorios € dada por:
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N! A n L
Pn)y=———=p'p," OU  Pm)= .,

N1
mI(N -n)! (V- 2

Podemos usar bindbmio de Newton para mostrar que essa probabilidade
somada em todas as opgbes para n,, de zero a N, vale 1. Basta notar que, por um

N !
lado p+ g =1 e por outro (p+q)N = ~—~N—°—p"1 p(N“"1)= 1. Essa &
nl:()nl!(N-nl)!

a distribuicao binomial:

7l X n—
b(x,n, p)y=———p* (1= p)"" .

xl(n—x)!
N o nm N _
Esperanca de ng: E(m)=7 = ZP(nl)m Y e plt g
m=0 m=0 1 (N —np)!

pode ser obtida com o truque da derivada. Nesse truque usamos o fato de que

m o (N-n)
p@(p q ):”1 p" q(N ~™) para reescrever:
op
Nt (N-m)
0y —————(pM g™
_ mI(N-n)! Ap+a)”
m=p—o : —p 22X pN(prq) -
op op

Com truque idéntico mostramos que r, =gV .

Varidncia de ny: E(n’ )— E(n,)?. Para isso vamos usar o fato de que

2
{N! _
n _.Z p™ g™ pode ser escrito como:
n1'(N m)!

|
nl = —*{p—[Z ik p g™y

Op n=0m!(N—n)!
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Logo n’ = p[N(p+q)" " + pN(N~1)(p+¢)*]. Como p+g=1:

f’»'?=pN[1+p(N—l)]=pN(1+pN-p)=pN(pN +¢)=(pN)> - Npq .

Portanto, Var(m )= n12 _az =(pN)? + Npg—(pN)* =Npq. Se

definimos &y, =\/Var(n1):\/Npq entdo —= ’—~———, tende a zero a
1y PN

medida que N tende a infinito. Isso significa que a distribuicao vai se tornando

mais € mais centrada em torno de z, 4 medida que N aumenta.

Forma Assimptotica da distribuigao Binomial

Nessa secdo estaremos, no fundo, demonstrando o Teorema do Limite
Central para a distribuigido Binomial quando N — 0, na forma tipica dos fisicos,
que sacrificam o rigor matemético em troca da intuigdo. O raciocinio é feito da
seguinte forma: o fato de que dn¢/n¢ tende a zero quando N tende a inifinito
significa que a distribuicac vai se acentuando em torno de seu maximo, proximo
de n*=#n,. Note-se que n —x quando N — . Para valores de n muito
grandes a fungdo de argumentos inteiros se torna quase continua pois
|P(n +1)—P(n)|« P(m;) se ny esta proximo de ny">>1, e faz sentido falar em
[+ - f@) _df

1 dn

* *
dP(n )=0 ou dLn P(n*)
dn dn

. Nesse caso, o maximo

derivada da fungéo no ponto, i.e,,

=0, pois o logaritimo & uma fungéo

ocorre guando:
monotbnica crescente. Usando o fruque do logaritime até segunda ordem em P(n):

1d°LnP(n)

din P(n) (n—n¥)+ -
17

Ln P(n)=Ln P(n*)+ (n—n*)> +....
n* *
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dLn P(n)

dn |n

=0 e

Se n* é& o ponto de maximo entdo .

d*Ln P(n)

=—8 <. Logo:
dnz n*

1 R - L p(n—mmy?
Ln P(n)ELnP(n*)—EB(nwn*) +... ou P(n)=P(n*)e 2

Falta achar P(n*) e B. Para tanto extraimos o logaritimo de

N! n N-n

Pn)=———— , obtendo:
)= v

InP=LnN'-Lnn'—Ln(N-m)+nlnp+(N-n)Lng.

Se n é muito grande, entao:

dLn(n!) _ La[(n+10]— Ln(n!)

(n+1)! N
n 1 =Ln| " |=Ln(n+1)=Ln(n).

Usando essa aproximagao calculamos a derivada do Ln[P(n)]:

dLnP:-Lnn+Ln(N—n)+an—an=Ln[M]=0,
dn ng
que implica em (iv—_f—)g-—-l ou (N—n")p=n"q,logo N p=n (qg+ p)=n*, ja

nq

que p+ g =1. Depois de encontrar que n =N p para N tendendo a infinito, falta

2
P
achar o valor de B=-i~lj—2(n—) . Para tanto vamos derivar o Ln[P(n)]
i7 n
novamente:
d*nP_ 1 1 _ N-ntn_ N

dn? n N-n n(N-n) __n(N—n)'

Usando n=n =7 =N p ,obtemos:
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__ N N 1
nN-n) Np(N-Np) Npg

Finalmente, retornando a expansdo original:

(n-7)?

P(n)=P, e NPT

Q0
O valor de P, & determinado impondo  {P(n)dn=1. Substituindo a P(n)

—oh

obtemos:

_(n- n)? ””2

]
P, _[e NP4 dn= P, \{2Npq Je ZNP Ji] Py+[2Npgq Je

o 2
O trugue modemo para mostrar que a integral /= [e™* dc=1 éo0

—00

seguinte:

P=([ePa)X e &)= [l axdy.

planox—y

Trocando de coordenadas cartesianas para polares x=rcoséd e

y=rcosf de forma que x>+ y2 =rle dxdy =rdrdf podemos reescrever:

20 27 0
1*= e vl [d6ldr =7 e 2rdr.
0 0 0

Mudande a variavel para u=r> de forma que du=2rdr,

I’=x [e“du=n[-e" +¢e°]=7, que demonstra que 7 =+/7 .
0
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Substituindo esse valor no resultado obtido concluimos que P,\/2Npg 7z =1.

Dessa forma encontramos Po:
1

27 Npg

Fazendo i =n € o =+/Npq, & facil ver que nossa distribuigtao binomial se

Py=

transformou na distribuicao Normal, ou Gaussiana, dada por:

(-

P(n)= e 20

1
o2
Para obter a probabilidade de encontrar 0 bébado em uma determinada

posicéo x em fungéo do tempo vamos reescrever nossos resultados em termos de

+m . N—m
e n=——.

2

Nem Usando m=ns-n2 e N=ny + n; obtemos nizN

Substituindo na probabilidade obtida, temos:

N+n, _ N! G
P )_(N+n),(N— O
2 72

n)!

e n=NMNp,

Porém, queremos P(x), e ndo P(n). Para isso usamos n, _Nm

N+m _szm—N(22p—1) :m—N;p—q) .

para obter n,—n, =

A nossa distribuicdo em funcao de m é dada por:

1 _[muN(p—qllz

8o°

P(m)=

e
TA27

Se x for muito maior que L (x >> L), m tera que ser muito maior que 1

(m>>1), e poderemos falar em dx. Mantendo N constante, Am & par, pois
n +n, = N. Logo, nq varia por An,, e n, varia por - Any. Assim, n; - nz varia por 2

Anq. Dessa forma, a probabilidade de se encontrar o bébado entre x e x + dx sera
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- X . , .
a probabitidade de se encontrar m:; vezes o numero de Am’s dentro do intervalo

e & . v[%-N(.vw)]Z
dx, ou seja, —. Entdo P(x)afx=P(m)§ leva P(x)dx= e % ou

20 o\2r 21

seja, a densidade de probabilidade de encontrar o bébado na posi¢do x é dada

pela distribuicdo normal:

[x-N(p-I?
12852

1
o227 ¢ ’

P(x)=

com o,=20! € x=N(p-q)l.

Finalmente, N pode ser escrito em fun¢io do tempo. Se cada passo demora

t,—t L -
tentdo N=-2—1, onde N é o nimero de passos entre t; e t1. Para t; igual a zero,
T

e tz igual a t, temos que N=~t—. Assim }=N(p—q)l=i(p~q)l=(p-—q)vr onde v=~l-,
T T T
seria a velocidade do bébado se andasse sempre na mesma dire¢do. Também
pode ser pensada como a velocidade intrinseca entre os passos até o bébado
mudar de dire¢do. Para uma particula que sofre colisdes o tempo todo é a

velocidade meédia da particula entre dois choques sucessivos. Nesse caso
I |t —

o,=201=2I\{Npq=2—7 |—pg=2vi/pgr t logo x=(p—g)t e
T V7

o,=2v\pgt t.

. . g 1
O movimento sera Browniano puro, sem viés, se p:q:E. Neste caso,

x=0e o, = v4/T t adistribuigiao Browniana padrao ¢ dada por:

B(x)dx=

vr\/E,ﬂ;r
T
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Essa é a situacdo em que o bébado esta tdo bébado que perdeu
completamente a nogdo da direcdo de sua casa. Se ele ainda conseguir manter
algum discernimento e p > g ele vai aos poucos se aproximando de sua casa, ou
seja, com o tempo ele se desloca na diregdo correta. Esse & o Movimento Padrao
com Viés ou com “drift”. Podemos agora formalizar os resultados do movimento

Browniano.

Movimento Browniano Padrao

Movimento Browniano Padrdo ¢ um processo estocastico que satisfaz as

seguintes propriedades:

1. x(0) =0.

2. x(to) — x(t1) € uma distribuigdo normal com esperanca nula e variancia
Ity —t4l.

3. Os incrementos sdo independentes entre si, ou seja, x(t) — x{t - 1) ndo

guarda memoria do x{ti_ 1) — x(ti- 2).

sz

24t

TN

Nesse caso a distribuicdo é dada por. B(Ax)= , onde x() € a

fungéo posicao em relacao ao tempo.
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Movimento Browniano com Viés

O movimento Browniano com viés, ou drift, fem as propriedades 1 e 3
idénticas ao Movimento Browniano Padréo, mudando apenas a 2:
1. x(0)=0.

2. X(t) — x(t1) € uma distribuigao normal com média Efx(tz)-x(t4)] = p(t; - t1) e
varidncia V[x{t2)-x(t1)] = o{tz — 1), tp > t1.

3. Os incrementos s&o independentes entre si, ou seja, x(t) — x(t _ 1) ndo

guarda memoria do x(t_ 1) — x(ti - 2).

Dessa forma, se 1 = 0 e 0 = 1, o movimento com Viés se tora padréo.

Composigao de Movimentos Brownianos

Dado xg, a probabilidade de encontrar x entre x1 e x4 + dx4 sera dada por:

x—x—e g -1p)P
20’2 (ll —f{))

o2t —1y)

Por outro lado, dado x4, a probabilidade de encontrar x; é dada por:

¢ dx,.

Plx|xg)dx; =

e —x-p -4 )1

dx, .
o+27(t, —t;) 2

Como se compdem as duas distribuigdes para encontrar a probabilidade de

e

Plxy|x; 1dxy =

achar x; dado x,, e ndo x4? Ou seja, como fica P[xalxo] dx.7 Podemos somar em x4

para todas as possibilidades de x;. Nesse caso:

Plxylxoldey ={ [ Plealy] PLxy o] diy} i,
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Ou seja:

PO oS R T CLlY W & Sl A U )
J- o 202 (1, —1;) 202 (4 1) dx,

Plixy|xg)diy ===

(627)? J(ty —1) (1 =1)

No expoente vamos colocar em evidéncia e definir

_o-x-ph-n ) [xy —xg — (t) —1)°

4 (s —1;) » By = (t~1,)

€ A=A, +4,. Expandindo:

X3 4]~ 2313 — 248y (ty —1))4 28 (g 1) ) +p 7 (12 ~1)F

A, =
. (1 —11)

x]exg~2xmyx, ~ 2y (1) 2, (b~ ) u (0 1,)’

A )
2 (Il _Io)

e somando os termos, apés alguma algebra, se obtém:

(tp =1y) 2 [xy-x, —u(ty 1)1

— xo(tZ _t])+-x2(tl _IO)
RO s Lo B _onde s = |

(ty ~15) t, —1,)

Substituindo de volta:

[, —xg — gt (6 1)
¢ 202 (1, -15) d,

(ov2m)* J(t, —t)(t —1y)

(ty =) -8
je 20-2(1‘2—11)({]—1‘0) Cix],

Plxy|xqldx, =

agora facilmente resolvida para obter:

[%) —xg—p (& -4 )]2
267 (t, 1)

e

o227 \/(tz —10)

P[.X'leo]dxz =

A composicdo de dois movimentos Brownianos é um movimento
Browniano, sé interessando o intervalo de tempo entre 0 momento em gue se

observou a posi¢ao X, € 0 seguinte.
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Sabemos que x(t} segue uma normal. Sabemos também a regra de
composi¢éo entre e t) e que [x(to) - x(t1)] também segue uma normat. Assim,
falta achar x(t). Vamos afirmar que x(¢)=u t+ o B(t) satisfaz aos requisitos para

x(t).

1. E[x(t)]=Elu t+0c B(t)l=ut+o E[B(t)]=u t, pois E[B(t)]=0.
2. V[x()]=Vu t+o B{)]|=c * V[B(t)l=0 *t, pois Var[B({t)] = t.

3. Covl[x(t;),x(t;)]=Cov[x(t;),x(t,)—x(#;)+x(t;)] usando o fato de que
Cov[x(#,),x(t;)—x(;)]=0 pela independéncia estatistica entre o passo

seguinte e a posicao atual, chegamos a:
Cov[x(t) ), x(t)]=Covx(t, ), x(t2)— x(t, )]+ cov[x(t, ), x(t))}=V[x(1) )] = o1, .

Agora, se definimos dB = hLz'rg B(t+ h)— B(t) temos que levar em conta de
—dt

que esse nao & um diferencial comum, mas sim um diferencial estocastico. Nao

existe a derivada. Se B(f+h)- B(f) fosse uma curva suave, com derivada e

diferenciavel, poderiamos prever o valor de dB= Lim B(t+h)—B(t) sabendo
h—di

B(t)-B(t—h). Mas os passos sdo independentes. Note também que

V[B(Hh}:_B(t)kfz—h:%, vai para infinito se h tende a zero. Entdo, a curva

ndo é& diferenciavel. Mesmo assim podemos escrever o diferencial como:
i . dB(t)

dx(t)=p dt+o dB(t}), embora ndo seja possivel calcular .

Por outro lado, sabemos que, E[dB]= hLim E[B(t+h)—-B(t)]=0, pois B
—dt
tem média zero (4 = 0), e que V[dB]|= Lim V[B(t+h)— B(¢t)]= Lim h=dt.
h—dt h—dt

Dessa forma calculamos os termos de segunda ordem:
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E[dBdB]=E[(dB— E(dB))*]=V[dB]=dt.

V[dB dB)= Lim E[(dB)* —h*]
h—di

E[dBdt]=dt E[dB]=0 e,

VIdBdf|=dt* V[dB]=dt>.

Com esses resultados percebe-se que dB segue uma distribuicdo normal
com média zero e varidncia infinitesimal dt, mas nédo é desprezivel frente ao udt,
pois sua variancia ¢ da ordem de dt. Com isso obtemos a seguinte regra de
multiplicacdo dos diferenciais estocasticos:

X dB | dt
dB | dt 0
dt 0 0

A aplicacéo dessa regra pode ser exemplificada com dx®:

(dx)? =(udt+o dB)* = u X(df)* +o *(dB)* +2u o dBdt=0 dt .

Lema de Ito

Itd demonstrou gque essa regra de multiplicagdo pode ser usada na
expansiio em série de Taylor de qualquer fungdo de x(t). Em particular os
diferenciais agora precisam incluir termos de segunda ordem. Se

dx = udt+ o dB e queremos o diferencial de uma f(x(t), t), podemos usar a regra

de Ité6 de multiplicacéo dos diferenciais estocasticos da seguinte forma:

1. Expandir f até segunda orden:

2 2 2
c#’:@dt+§£dx+lﬂdt2 20T 42 1O g
ot ox 2 ot 2 ox? 2 Otox
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2. Desprezar termos da ordem de dt?:

152
#=gdt+-@f~dx+*gldx2
ot Ox 2 ox?
Nao ¢ dificil de aplicar a regra. Vejamos um exemplo do movimento
Browniano Geométrico. Suponha que p(t) = Ln P(t) & o fogaritmo natural do preco
P(t) de um ativo. Se p(t) satisfaz o Movimento Browniano (dp=pdt+sdB), entdo o

diferencial de P(t) = e" sera dado por:

2
1
dP=2Lap+ LOL 2 —evipr L e? (dp)? = Pdp + £ ap?,
2 op 2 2

Op

ou:
1 1
dP=Pluds+o dBl+> Po 2dt =(u +-0 2YPdi+o PdB = y'Pdt + oPdB.

Distribuicbes que obedecem a dP=u Pdi+o PdB sao chamadas de

Distribuigdo Browniana Geomeétrica. Nesse caso:
dP% =1 2P2df* + y o P?dBdt+o *P?dB* =¢ 2P dt

Se P(t) segue uma distribuicio Browniana Geométrica entdo o diferencial

de uma fungéo C(P, t) sera dado por:

252 <2
o'PE)Cdt’

_ac, aCc ., 13%C oC
2 aP?

dC="=dt+=dP+—=——dP* =_dr+§9[ypdr+o PdB]+
ot 9P 2p5p? o  OP

e finaimente;

2p2 A2
dc=(%L Ly pr T 08 41, 5C o pan.
ot oP 2 OP OoP
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CAPITULO 4

O Modelo Black & Scholes

O modelo de Black & Scholes foi desenvolvido para calcular o prémio a ser
cobrado para negociar uma opcao de compra ou de venda no mercado de

derivativos. Ele € construido com as seguintes suposi¢gées:

1. Mercado sem imperfeicdes.

2. Pode-se tomar crédito ou emprestar dinheiro sem limite € sem risco na taxa

de retorno r da renda fixa, =~1—6;—D portanto, dD =r D dt.
1

3. O prego das agbes segue uma Distribuicdo Browniana Geométrica:
dP=y Pdt+o PdB .

4. O retorno de portfolios de arbitragem sem riscos é nulo,

Seja C(P, t) o prego da opc¢ao {prémio). Aplicando o Lema de itd:

aC oC o P’ % aC
Py

dC=(—+ dt+ c P—dB=yu, Cdt+ o, CdB,
Gt op " T He

1 aC 8C o *P? i C
Py

onde y, =—(—+ )ea'—dpé—g
He=cVa Mo 2 op?

cTC oP’

Agora, vamos criar um portfélio de arbitragem com os seguintes ativos:
acgdes (lp), opcoes (l.) e ativos de renda fixa (ls). Para ser um portfdlio de

arbitragem & necessario que [/, +1 +1,=0. O retorno desse portfolic & dado
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I
por dI=%dP+%dC+%dD. Entretanto, dP=y Pdt+o PdB, dD = rDdt e

dC=u, Cdt+ o, CdB, logo:
dl=1,u dt+l,c dB+rldt+ pu 1.dC+o . 1.dB,
ou,
di=(Ipu+p I +rlg)di+(I, c+0 .1 )dB.
Usando a condigéo de arbitragem /;=—1,~1,, temos:
dl=[1,(g —-r}+ I (u ,rdt+(,c+0,1,)dB.

Para esse portidlio se tornar sem risco, é preciso anular o termo estocastico

que contém dB, ou seja, investr em [ e J; na propor¢ic que faga

o1, + 0o 1. =0. Calculando o termo estocastico, encontramos:

g PoC
IP _o.c - C aP_w_ﬁa_C_

I’ o o ol

Fica mais intuitivo se escrito na forma:

*

Ip
p__oC
A
C
1) . AR

onde —;—= np € o numero de agdes compradas do portfélio e ~é—= ne €o

namero de opgdes sobre essas agdes.
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oC ) . . . -
Note que, como P varia com o tempo, o investidor precisa estar corrigindo
seu portfalio o tempo todo. O retorno de um portfdlio de arbitragem sem risco seria

di=[I,"(u —r)+ I,'(u ,~r)}d¢ que tem que ser nulo para evitar ganhos através de

portfélios de arbitragem sem risco. Se houvesse essa possibilidade todos os
agentes, ou alguns agentes, transfeririam toda a renda social gerada para si, pois
o modelo supde crédito ilimitado. Impondo que dl = 0 obtemos:

I, (p —r)+ 1, (u.~r)=0

I - . .
Usando a razio —% - _Zo , obtemos —MIC + (), =0 e,

I o

o
finalmente, (u ,—r)=(u — r)—= . Substituindo p. e oc:
o

2p2 A2 o Poc
l{gq+ﬂP8C+o PeoC ") C oP
o

—p= —
cor P 2 ap2} (u

de onde se extrai a equacao diferencial do modelo de Black & Scholes:

oC  _oC o *P? 8
—+rP—+

_rC=0.
o oP 2 ap?

Condic¢des Iniciais

Essa equagao diferencial deve ser resolvida com determinadas condigdes
iniciais. Vamos determinar a solugdo apenas para ¢ caso de uma opgac de
compra. Se a opgéo fosse derivativa de um ativo de valor zero, ndo haveria prémio
[C(0.t) = 0]. Se a opgéo for para 0 mesmo dia, t = T, temos duas alternativas: ou
P(T) > x, caso em que o vendedor vai exigir C = P(T) — x; ou P(T) < x, caso em
que o comprador comprara a acido diretamente no mercado a vista. Assim, as
condigbes iniciais s&o C[0,f] = 0 e C[P(T), T] = Max[P(T) — x, 0].
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Solugdo para uma Opgao de Compra

A seguir vamos mostrar que C=P®(d|)- X ®(d,)e™" 7= com P sendo
o preco da ag¢do, X o strike price (prego combinado), t o tempo, T o0 tempo de

P o 2
(o) (r+7)
maturidade da op¢ao, d 1= X + 2 T-1t¢,
oT —1# o

2

Ln(— ) (r*—*) u
gﬁ 0_2 NT -t e <I)(z)-«\/_ je 2du é a solugio da

equagdo diferencial de Black & Scholes que satisfaz as condig¢des iniciais.

Usando o fato de que D(z)=-—e 2 calculamos

dz
op_ovad _e ? od

= . Com as expresdes de d; e d; obtemos:
ot od ot Am ot

P
od, Ln} (r+—2-—) od, Ln— (r——-)

= - e = :
ot 20.\/(1;;)3 20‘\/T—t ot 20’J(T—t)’°’ 20Tt

Derivando C em relacao ao tempo:

42 2
ac T Ln£ ¢+7) i
] —rXe"e ™ ¢(d,)
f 20«\/(T 0 204T-
2.2 2
'_%— Ln—P~ (r—a—)
_Xerte—rT X _ 2

continuando:
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d! d2 g

oc {Pe 2 Ln—j{;——ﬂnX "r(T_’)e_T}

1
o G J(T-1Pr
2 dl 2 dy?

{(r+—)Pe ~Xe" T D% e 2y

20'qu W 2

~rXe " T04(d,)

Agora derivando em relacéo a P:

=dd —_——
¢( 1) 'J; oP € \/; oP
8dl 0 LnP Lnx 1 od,

S 3P " ap- o JT—1 Pcr../ { oP

-2
—Xe"T-Dg 2 3

=d(d )+ Pe 2
aP = PO‘J t\m {
Precisamos também da segunda derivada em relagao a P, para a qual

o’d,_8%d; _ 1
aP> aP® PlofT—t

utilizaremos

dl
2°C e 2

P PoT-ilx PZO'J_'\/_

& _d’
{Pe 2 —Xe -0 2}

2p2 A2
Substitiindo esses resultados em 2 P o C+rPaC+aC—rC
2 ap? oP Ot
verificamos apés cancelar todos 0s termos que
otP?*C aC aC
2+rP +
2 9P oP ot

—rC =0 como afirmamos.
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Falta apenas verificar que essa solugdo satisfaz as condigbes iniciais. Se

P=0 entao C=Pq>(d1)—Xq)(d2)e-f‘(T-‘) - —ch(dz)e*’(r") mas

11’2

I P e -
Lim d =———— Lim Ln{~—) = D(d,)=—— [e 2du=0, portanto
Limd, = T—tPﬂ?(z) n(X) o e O(dy) \/;_Le u portan
C(0, 1 = 0.
Japarat=T, C=PD(d;)- X O(d,) com:
P
Ln(—)  fwseP>x

di=d,= Lim —=2_ = .
1 T oI —t —woseP<X

Como O(—x0)=0 e O(o)=1entdao CP,T)=P-XseP>XeCP,T) =0
se P < X. Assim mostramos que a solugdo da equacao diferencial satisfaz as

condigdes iniciais.
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CAPITULO 5

Funcao Geradora de Momentos, Fun¢ao Caracteristica,
Transformadas de Fourier e Teorema da Convolug¢ao

Momentos de Distribuicdes Estatisticas

Os momentos de uma funcio de distribuicdo estatistica discreta sédo

definidos como:

1. 1,=Y(x;-%) p; =Y p, =1 & o momento de ordem zero;
i i

2. I,=%(x;—x)p; =0, é o momento de ordem 1;

i

3. I, =Y (x; ~J_c)2pf, é 0 momento de ordem 2 e idéntico a variancia;
i

4.1, =Y (x;—%)" p;, ¢ o momento de ordem k.
i

Para uma distribuicdo continua com densidade de probabilidade f(x) eles

sdo redefinidos como

+a0 +02
1. my= j(x—y)of(x)dx = _[f(x)dx =1 é o momento de ordem zero;

- -0

+a0

2. my= j'(x——,u)lf(x)dx=0 € o momento de ordem 1;

—
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“+a0
3. my= f(x—- W% f(x)dx=c? é o momento de ordem 2 idéntica a

e O

variancia e,

+a

4. my= f(x— ,u)k f(x)dx é o momento de ordem k.

Esses s&o momentos centrados na média. Também se pode definir
Tk
momentos cenirados na origem em que M, = [x f(x)dx . Caso a média de

-0

uma distribuicdo seja nula os dois momentos coincidem.

Relacio entre os Momentos Centrados e Nao-Centrados

Valem as seguintes relagdes entre os momentos centrados e néo

centrados:
< 0 o 0
M,= _[x fdx= [(x-p) f(X)dx=m, =1,
para 0 momento de ordem zero.

+0
Para o momento de ordem 1. M;= jxl f(x)dx=pu enquanto
-0

m= f(x—u)' f(x)dx=0.

+
Para ordem 2: m, = _[(x—,u)zf(x)dx=0'2. Por outro lado:

—o0

my= (= 0 f(R)d= [ fR)di | 2ou fR)det | 2 f ()
=M, -2+ u* =M, — i’

45



Portanto, M, =0’ +y2 :

Para 0 momento de ordem 3:

ms= JOo- ) f(x)de = ¥ f()de— Patu f)dv+ Pxp® F)de— (1 f(x)d
h - portgﬁto: - -

my = My =3uM, +31° M, -1 M, = My =3u(c® + )43 7 u 4,

levando ao resultado final M;=m;+3 ,ucrz + ,u3 .

Para momentos de ordens superiores & necessario usar binébmio de Newton
e cada vez mais termos serao agregados aos momentos ndo centrados. Apenas

esses 4 casos sdo importantes no contexto dessa monografia.

Caso particular importante: momentos de um distribuicdo normal

centrada em zero N{0,0).
Truque da Derivada

Considere o caso de uma distribuicdoc normal centrada em zero cuja

x2

252
densidade de probabilidade é dada por: N(0,0)= ¢ . A esperanca de x é
V2o

nula por paridade.

Relembrando:
+a 0 +a 0 +a
[f&x)de= [ f(ax+ [f(x)dx=— [f(-x)dx+ [f(x)dx
—a -a 0 +a 0

= [rde+ [fende= [LfG)+ f-xlds
0 0 0
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+a
Se f(-x) = -f(x), fungao impar, entdo j f(x) dx =0. Ja se f(-x) = f(x), fungdo

—a

+u +
par, entdo  [f(x) dx=2 [f(x) dx.
—-a 0
_x_22 2
T8 2 ae=0 207 f
A media € dada por = | x =0 pois x e € uma fungéo
N2mo

e (0

impar. Conseqiiéncia desse fato é que todos os momentos de ordem impar séo

oo 207 4w 202

, 2k+1 € 2k+1 €

nulos, pois my,,. = | (x— ) dc= | x
a= N2mo _L N2ro

—0o0

dx =0 uma vez

P

2k+1 , 207

que x ¢ uma fungdo impar. Note que isso é valido para qualquer

distribuicac simétrica em relacae a origem, ndo apenas a Gaussiana. Falta

calcular os momentos pares:

x? x?

2
e eZo-

e ne T 2%
mu= Lo e I

Para isso usamos o truque da derivada. Vamos definir a seguinte funcao de

dx

+e +ao +o0
x I(x)= J.e*xuz du. Note que — a(x) | —Ee_’“"2 du = que_xuz du; e
—0 dx —00 ox —a0
. d 2 i 0 2 —xu? " 4 —xu? :
também que [—a] I(x)= j[—a—] e du = [u e du . Generalizando:
-0 x -®

o0 e
[—i-]kl(x) = L [-é%]" e gy = ] L whke e gy
Jo0

P
O que nos permite afirmar que | u e gy =[- %]k I(x) ooy

-0
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+00 1 *t® 5 J; __l_
Por outro lado 7(x)= fe_‘“‘ du—J_ fe™™ d(ﬁu)szﬁx 2,
—o0 —a X

Podemos estabelecer a regra geral para a k-€sima derivada por indugdo notando
que:

_3
2

—%I(x) = \/;[é—] x

5

L1 = x )
7

dya =L 3 5
-1 I(x)—ﬁ[zxzlex

da qual extraimos a regra geral:

(2k+1)

-2 1(x)=\/;[g2k2_~;1)g] g

onde o duplo fatorial & definido por nll=n(n—2)}n-4)...1 se n é impar e

ml!=pn(n—2)(n—4)...2 se n é par. Assim mostramos que:

+0 -1
J‘que—xuz duz%_)_,\/;

0Os momentos podem ser caiculados facilmente agora com uma mudanga

de variavel:
x2 9
+a0 _20—2 2 k4o X
= | s (") j[ e 20" a2
—cn 7o (o2
Qo)+ 4 o 2k 2k (2k—1)!!
=2 7 ke du= N
Jr _L N 2%
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Que nos fornece a formula geral m,, =(2k ~Dlie* e My =0 e os casos
particulares my =1; mp = 02; ms=3c*emg=15¢".

Nesse ponto vale a pena fazer um paréntese para a definicdo da
“skewness” e “kurtosis” de uma distribuicdo estatistica. Sdo parametros definidos a

partir de uma comparagao com a distribuigdo normal.
A skewness mede a assimetria da distribuicao através do momento de

. e . m
ordem 3, que € nulo em distribui¢des simétricas, e € definida como: r = —g Ser

o
< 0 diz-se que a distribuiglo estd “skewed to the left’ e se r > 0, “skewed to the
right”. Uma boa intuicdo sobre a skewness pode ser obtida com distribuigbes
assimétricas da forma H(x)e ?* para x > 0 ou [1 - H(x)}e?" para x < 0. Os

graficos da Figura 5.1 mostram a forma assimeétrica dessas duas distribuictes.

H{x)e™ [1-H(x)l e*

f(x)
#x)

x x

(a) (b)
Figura 5.1. Distribuicbes assimétricas skewed a direita (a) e a esquerda (b)

Facilita muito, para achar os momentos de ordem 1 e 2 dessa distribuigao,

+e0
usar a fungdo fatorial z!= sze_xdx. Para z positivo e inteiro se demonstra

0
facilmente fazendo a integral por partes:
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+ao +0 1 +ao
Ixze_xdv =—x"e " " +z [x* e Mdx =2 sz_le_xdx
0

0 0
que nos permite obter a relagéo de recorréncia
+0C +0o 1
Z!= [x"e dx=z [x*"'e¢ “dx=z(z—1)!. Continuando o processo:
0 0

Zl=z(z-1¥z-2)..(z—2)=z(z-1)(z - 2)...2+j'oe_xdx =z({z-1Xz-2)...1.
0

Para z n&o inteiro ou negativo usamos essa integral como definicdo da

o +on
.- fungao fatorial, ou em termos da fungéo Gama: (z —-1)!=TI(z)= | x* e dx
0

Para achar os fatores de normalizagdo dessas distribuicbes, ou seja,

+00 0
constantes A e B tal que: 4 e #dx=1 ou B [e?dx =1. Facilmente se percebe
0 -
+o0 ‘oo +oo
que A j'e_qxdx=~4- _[e—qxd(qx)=£ Ie_“du=£0!:£:l = A=g e gue
0 q 0 q 0 q q

0 0 B 0 B Bt B
B je"'"’cabc=E [e¥d(gx)=—— [e“du=— [e"du=—0=1 = B=gq.
— -0 q-f-ED q ] q

O momento de ordem 1 € dado para a distribuicio skewed to the right por:

p=lgre ™ de=—fue™ du=—1Ii=—,
0 90 q 4

e da skewd to the left por:

¢ 19 1t 1 1
p= jgxe®de=—— [~ue¥du=—— jue “du=—-—1ll=——.
—o0 Q+w q 0 q q
Os momentos de ordem dois sao idénticos e valem —
q
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2 T 1o 1 2 —gr 1+ 2
o"= [(x-—)e ""‘ab«tz—2 [(gx-1)"e™® d(qx)=— [(u -1y e ™" du
0 q q ¢ q 0
1 +wo 5 +0 —y +co Y 1 1
=—{ ju e “du—-2 fue " du+ fe du}=—2{2!—2><1!+0!}=—i—
q9 0 0 0 q q
. . 2 .
Ja os momentos de ordem 3 tém sinais trocados e valem i—3. Facil mostrar
q

através dos fatoriais:

1
3

Rt
(=1 e™ du
q 0

oo 1 o _
ms = J'(Jc—w)gez_“'”“:ix:L3 [ (@ -1 e®d(gn)=
0 q q 0

1 +a0 +c0 ~+oo +00
=—{ [e ™ du-3 ju*e™du+3 jue™du— (e du}
9 o 0 0 0

1 1 2
= (3-3x 244 3x -0} = — {6 - 6+3 -1 ==
q q q

Logo o skewness sera dado por:

Ja a kurtosis esta relacionada com o momento de ordem 4. Quanto mais
espalhada a distribuicdo maior 6 momento de ordem 4. Novamente, trata-se de
uma comparacdo com a distribuicdo normal, e a kurtosis é definida por:

m G :
k:—j—3, de forma que a distribuicdo normal tem kurtosis nula. Se uma
o

distribuicdo & mais concentrada em x = u do que a normal, para manter a area
unitaria ela tem menor densidade de probabilidade nas caudas e o inverso. Se
uma distribuigao tem um pico mais pronunciado do que a normal entdo seu
momento de ordem 4 sera menor, pois a densidade na regido em que Xx-u €

grande sera € menor. Logo K < 0. Lepto significa fino, delgado logo leptocurtico é
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uma distribuicdo mais delgada do que a normal. Ja para K > 0 teremos uma
distribuicdo menos delgada, ou mais achatada, do que a normal. Figura 5.2 mostra

exemplos dos dois casos.

Distribuigao Leptocurtica Distribuicio Platicdrtica

—_ D Normal | 1 —__ D Nomal
— . Leptocitica —p Platicitica

=)
f(x)

M ' x

Figura 5.2. Uma distribuic@o leptocuriica k < 0 (a) e platiclrtica k > 0 (b).

Funcgao Geradora de Momentos (FGM)

Considere a seguinte funcdo da variavel t M(f)=FE(e")= fe" f(x)dx.

Vamos expandir o ™ dentro da integral em série de Taylor:

para obter:

s S EG
M= —== =20

n! n!
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Entretanto E(x")= jx” f(x)dx € Momento de ordem n centrado em zero

—m

M. Logo M(2)= —ﬁi[—’lr" .
n=0 nl

Por outro lado, a expansao da Série de Taylor-MacLaurin de M(t) é

o (n) n
M(@)=Y w

' , 0 que nos permite concluir que E(x")=M")(0), caso o
n=0 G

-+
momento exista. Para tanto a integral  [x” f(x)dx deve convergir. Por isso a

—o0

M(t) &€ chamada fungdo geradora dos momentos. Ela nem sempre existe devido a
“+0
dificuldade que a fungdo e* traz para que a integral j'e‘x f(x)dx convirja. E

necessario que a f(x) caia assimptoticamente a zero mais rapide do que e* para

garantir a convergéncia.

FGM da Distribuicido Normal

Um caso particular importante & o da FGM da distribuicdo normal:

(- p)?
tog 207 ¥ 1t 2
Mt= [ —————dx=—— [ € 2o dx
J _}L o~N27 0'\/27r_£,

Com algebra de completar quadrados obtemos:

(x— ;1)2 ~2xta?

1]

= O -u+ottx+ g

(x—p)* —20"xt x'=2xu+ pu* 2o’

X 2urltx+[u+rc’tY —[uto P+t = [x—pu-cX -yt 2ctu-t'ct + 4

[x—pu—c’t] 20’ u—tc*.

Assim:
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VT ov2'  Jr

H
Mn=e = 2

No caso particular em que a distribuigdo é centrada, ou seja, N(0, 1), a

FGM & dada por M(f)=e? .

FGM de Distribuigées Independentes

Se os eventos sdo independentes entédo: F(x,y) = f(x) g(y). Nesse caso:

EG)= [ [ s/ Cep)dedy=[ | ()]l [vg(r)dv]= EGEC)

-0 —0
Da mesma forma a Esperanga de qualquer fungdo muitiplicativa da forma

p(y)=q(x} h(y).

ElghON. | [ahn) /(o y)dedy. [ | a)f @)L [h()g(r)d]

E[g(x)x h(x)]=Elg(x)] x E[A(p)]

Para uma distribuicdo conjunta a FGM é definida por:
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+o0 400
M(t,t))=E("" )= [ [ f(x,y) dxdy

—00 =0

[ [ ¥ F(x) axl | ¢ g(y) dy]

LOgO, M(rl,tz)—_—Ml(tl)XMz(tz)

Fungdo Caracteristica

O fato de que a FGM frequentemente néoc existe devido a problemas de
convergéncia toma mais pratico definir uma nova fun¢&o geradora de momentos.

Essa outra fungéo € a Fungao Caracteristica definida por:

cha;f(:);fe"”‘ f(x) dx.

-0
Agora ndoc ha mais problemas de convergéncia uma vez que

e”™ =cosx + isenx é uma fungdo que oscila com mddulo sempre menor do que 1.

Quando a FGM existe entdo charf(t) = FGM(it). O que significa que a fungéo
caracteristica da distribuicao normal vale:

O'Zfz

charf(t) = e 2 ;

ou,

0'21‘2

charf)=e 2

para u= 0.

A conexao da funcdo caracteristica com 0s momentos € guase igual, a ndo

: o ‘t nxn
ser por um fator complexo, a da FGM. Usando e = Z u(%
n=0 Fi.

obtemos:
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@ [ SrEene
charf(t)= Z - =2 ;Oi"

7 n!

Novamente, a expans@o da Série de Taylor-MacLaurin de charf(t) é

harf " (0
charf(t)= Z charf " (0)¢" 0 que nos permite concluir que
n!

charf ™ (0)
l-n

. Da mesma forma que a FGM, a fun¢ao caracteristica de

E(x")=

eventos indepentes é a multiplicagdo das fungdes caracteristicas de cada uma das

distribuigdes: charf(t|,t,) = charf|(t;) x charfy(t,).

No fundo tanto a fungao geradora de momentos quanto a fungdo
caracteristica sdo fransformadas integrais das suas respectivas densidades de
probabilidade. A FGM é uma Transformada de Laplace e a Fungao Caracteristica
é uma Transformada de Fourier. O topico transformada de Fourier & muito mais
importante para a estatistica do que a prépria fungdo caracteristica e joga um
papel fundamental no desenvolvimento desse trabalho e, por isso, sera discutido
em uma préxima seg¢do, junto com algumas propriedades das fungbes
caracteristicas. Varias dessas propriedades sdo comuns a todas as transformadas
de Fourier e agumas especificas para transformadas de Fourier da classe de

fungdes gue podem descrever uma densidade de probabilidade.

Aqui vale ainda comentar a existéncia da fungdo conhecida por segunda
fungdo caracteristica, também conhecida como fungao geradora dos cumulantes,

definida por ®(¢) = La[charf(t)]. No fundo essa foi a fungéo utilizada no truque

do logaritimo e sera utilizada novamente na demonstragéo do teorema do limite
central e na velocidade de convergéncia das distribuigbes. Entretanto, isso sera
feito sem qualquer menc¢ao mais exaustiva quanto ac topico. Gostariamos apenas
de deixar registrado sua existéncia e o fato de que pode ser uma ferramenta (til

em alguns problemas.
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Fungao Delta de Dirac

Essa “funcdo” torna muito mais facil entender, aplicar e demonstrar varios
teoremas, dentre eles, o teorema da convolucdo e da trasnformada de Fourier
inversa. Dessa forma introduziremos o conceito da funcdo delta de Dirac ou
fungdo Impulso, antes da seg¢do de Transformada de Fourier. Vale salientar que
além dos casos que estudaremos essa fungdo encontra muitas outras aplicagtes
em diferentes areas, entre elas no formalismo de fungdes de Green para solugéo
de equacdes diferenciais lineares n&o homogéneas. Compensa, portanto, o

trabathc de dominar essa ferramenta.

Algumas vezes, lidamos com fendmenos de uma natureza impulsiva como
voltagens e forcas de grande magnitude agem por periodos de tempo muito
curtos. Exemplo tipico € o de uma uma colisdo. Tais casos costumam apresentar
uma fungao g(t) que &€ muito intensa em um intervalo de tempo muito pequeno to —
1<t <ty + 1, e nula fora desse intervalo. A fungdo impulso I{1) seria definida

t, +T
porl(r)= J g(t)dr, se g(t) € uma forca, (1) seria o impulso total de forga g(t)

fo—7T
durante o intervalo (to — 1, t; + 7). Considere o caso de uma forga constante com

intensidade 1/(21) no intervalo [—, t], nesse caso g(t) € dada por:

1
d_(t)= g(t) = E te[—z',+r]_
0 re[-7,+7]
1 7 27

1
Vemos  imediatamente  que  I(7v)= | . dt = 2 |at = P 1,
B2t T T

-
independentemente do valor de 1. isso siginifica que a area sobre a curva vale 1

para qualquer valor de t. Para manter a area a medida que t diminui a altura da

1
fungdo — diverge para infinito, conforme figura 5.3 abaixo:
T
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Fungéao Delta

1T =05

g(t)

Figura 5.3. Fungao retangulo com area igual a 1.

Agora podemos idealizar a funcéo delta de Dirac d.(t) como uma fun¢do que

age sobre intervalos cada vez menores, ou seja tendendo a 0. Como resultado
obtemos uma funcao estranha com as seguintes propriedades:

Limd_(t)=0 t#0 e Limd_ (t)=x t=0.

7—0 7—0

+0o0
Por outro lado, Lim [d,(t)dt=1.

0

A partir dessas equagdes vamos definir uma fungao de impulso unitario &

idealizada com as seguintes propriedades:

1 Oe(t,t,)
0 0g(t.t,)

t=0 2
i [d.(r) dt ={

d, (=1
t) =

‘ 0
Assim apresentamos a fungéo Delta de Dirac como uma fungdo nula em

todos os pontos, exceto quando x for igual a 0, onde ela vale «. Qualquer funcéo

que se torne cada vez mais localizada ao variar um dado parametro mantendo sua
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area unitaria, independente do valor do parametro, pode ser usada para construir
a funcdo Delta de Dirac. Essa ndo € uma fungdo usual e sua formalizagao
matematica é feita através da teoria das distribuigbes. Para nossos propoésitos é
suficiente a idéia intuitiva da funcdo delta e um conjunto de propriedades

apresentada pela mesma.

Agora, usaremos a §(x) uniforme definida acima para extrair uma importante

propriedade das fungdes Delta:

+7 1
5] 5] ; ——
J'f(t)(s(f)df =L,'ng J-f(t)ér(f)df - f‘i”g ﬁ_[f(t) > dt se 0 e(r,,tz).
f e 0 se 0¢(t),t))
Com a mudanca de variavel zZ= A entao
(5

+7 +1 +1
j'f(.t)L dt = Liml _[f(zz') dz =f(0)l jdz =f(0). Mudando a variavel para
-7 2f T—}02_l 2

t —1, essa propriedade pode ser escrita como:

f(t,) se t,e(t,t,)
0 se 0¢(t,15) '

[F 08 ~1,)dt =

I

Uma das identidades das funcoes delta mais utilizada é:
+a0 +o0
f@t,)= [f®)6@~t,)dt= [f(t)o(t, —1t)dt.

De modo geral as distribuicbes estatisticas gozam da propriedade

+ao0
[f(t)dt =1, de modo que todas as distribuigdes que se tornem mais e mais

-0

localizadas podem ser utilizadas na construgdo da fungdo delta de Dirac. Vejamos

alguns exemplos:
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a) Usando a distribuigao normal: 8,(x) = A e ™~

g 2.2
Primeiro passo: escolher A tal que [A4e™™ ™ dr=1. Para tanto
4o —HX A+® —nix* A+® = A &
[de dx==[e dmx== [e dz="Ar, logo A = . Portanto,
- " JE n_o n Jr

5n(x)=ie‘”2x2 é uma boa seqiiéncia para a funcdo de Dirac e

Ix

S(x)= Lim[ie‘”zxz]. Veja, nos graficos da figura 5.4, como a funcgéo &, se
n—o NI

torna cada vez mais localizada a medida que n cresce mantendo, entretanto, a

area constante.

Delta Gaussiana

- 5

| -
‘ —n=10|

Figura 5.4. Delta da Gaussiana.

A

14 n°x?

b) Distribui¢do de Cauchy é dada por §,(x) =

Na fisica essa fungdo & conhecida como Lorentziana que a utilizou no

estudo dos osciladores harménicos no final do século 19, posterior a Cauchy,

w4
portanto. Novamente, escolher A j

—o0

dx =1. Isso pode ser feito facilmente
1+ x%n?
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i A4 _AYT 1] ) ,
através de j' = j =— _[ dz. Ja a integral
Oo1+x"'rz2 n co1+JC2M2 n_o,1+z2
+o0
j gt dz é feita através da substituicdo trigonométrica u =tan @, de forma que
o 1¥2Z
V4
du=sec’6 d@, quando u—>to - i—z—. logo
& 5 %
- | 2 sec
_[ dz = j4f—- jdﬁ' 7 uma vez que 1+tan’ @ =sec’ 6.
—plz® - 1+tan” @ %
2 2
A n e n : o
Portanto —7— A =—, e a seqiiéncia J,(x) =————— € uma boa seqiiéncia
n /4 m(1+n?x?)

para a fungéo de Dirac &(x)= Lim| 5 2)]. Notamos pela figura 5.5, que

n—»w 7Z'( +nXx
quanto menor o n mais plano é o grafico, o que também acontece para a

gaussiana.

Delta Lorentziana

gh _—n=1
ted -
e —n=95
I=n=10|
-3 0 3
X

Figura 5.5. Delta da Lorentziana.
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c) Uma seqliéncia muito importante, que ndo € uma distribuicdo pois assume
valores negativos, como podemos ver na figura 5.6, € a funcdo sinc(x)

5. (x)= A sen nx
X
0 sen nx 0 sen nx O senu
Usando o fato que | dx= | dnx= | du=r, [essa
—00 —o0 nx —o0

integral definida pode ser feita facilmente por residuos e consta em qualquer

1
tabela de integrais], encontramos que A=—. Portanto, a seqiéncia
/4

S v funcéo Delta de Dirac 6(x)= Lim i

T X n—»>w T X

. Essa forma de

O, (x)=
funcao delta permite desenvolver uma outra seqiiéncia muito util:
1 +n ite
o,(x)=— e dt.
" 27 _J;,

Note que:

LTé“" dt = 1 e
T 27 ix

: |+N

X 2i X

-n -n

Assim extraimos a seguinte PROPRIEDADE IMPORTANTE:

B = Te"'x dt
.7, ‘



Delta (Sen x)/x

S 3 3
n n
4]

I
o
o

Sen nx

Figura 5.6. Deltade §,(x) =

X

Funcgao de Heaviside

A fungéao de Heaviside, ou fungao degrau, é definida por:

1 se x>0
H{x)= % se x=0
0 se x<0

Essa funcéo tem as propriedades requeridas por uma funcao distribuicao

de probabilidade (ndo densidade de probabilidade), ou seja, 0<H(x)<1; H(-») =0

e H(w) = 1. Ela também & conhecida como Distribuigdo Degenerada. Note que

essa funcao nao é sequer continua em x = 0, muito menos diferenciavel.

Podemos pensar em uma seqiiéncia de uma fung¢ao diferenciavel que, no
limite, se torna a fungcdo de Heaviside. Observe no grafico da figura 5.7 o

1

comportamento da fungéo logistica H . (x)= a medida que [ diminui. Ela vai

4

l+e T

se tornando a funcdo degrau de Heaviside.
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—H(x)
——H1(%)
——H2(x)

Figura 5.7. Funcéao de Heaviside.

Agora, note o grafico da figura 5.8 como a derivada da fungéo logistica tem
o comportamento requerido para uma boa seqiiéncia de uma fung¢ao delta. Quanto
menor o I mais localizada se torna a derivada. Basta mostrar entdo que a area
sobre a curva da derivada é unitaria. Mas isso € imediato uma vez que:

T%Hr(x) dx = Hp(+0) - Hp(—0)=1-0=1.

—Q0

—Hix)
—H1(x)
— H2)

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 5.8. Derivada da fung&o logistica.



Assim, também podemos escrever
1 se

d 1
5(xvx0)=a~x—H(x—xo) onde H(x—x,)= 5 se
0 se
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Transformadas

73
Transformadas integrais na forma F(s)= [K(s,t) f(t)dt s@o artificios
f

matematicos com vastissimas aplicacdes, desde processmento de imagens,
(tomografia € uma transformada de Hadamard), solugdo de equacgtes diferenciais
lineares até a estatistica avangada e formam a base da teoria das distribuigbes. O
teorema do Limite Central utiliza a teorema da convolugédo das transformadas de
Fourier, por exemplo. As fungdes geradoras dos momentos $80 uma transformada
de Laplace de dois lados e as fungdes caracteristicas sao transformadas de
Fourier. Todo nosseo trabalho depende fundamentaimente das transformadas de
Fourier e alguma de suas propriedades, por isso essa se¢do sera devotada ao

estudo das transformadas, em especial, a de Fourier.

Uma transformada integral é uma relagdo que se apresenta na forma

)
F(s)= IK (s,7) f(¢)dt, onde a fungéo f(t) é transformada em uma outra fungéo
i

F(s) por meio de uma integral. Diz-se que F(s) € a funcao transformada de f(t), e

que a fungéo K(s, t) € o Kernel da transformacao.

+0 ]
A estrutura basica das Transformadas de Fourier & F(s)= | f(x)e"" dx.

-0
As transformadas precisam ser inversiveis para serem Uteis. Existem varios tipos
de transformadas, cada uma com um método de inversdo proprio. As

Transformadas de Fourier apresentam uma das transformadas inversas mais

+0 .
simples. Enquanto a transformada direta ¢ F(s)= [ f(x)e™ dx a transformada

—00

1 +° _;
inversa é dada por f' (x)=—2— | F(s)e ™™ ds. Com o uso da fungéo delta isso é
z

—o0

facilmente demonstravel:
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+w -
Vamos assumir que f(x)= 51— |F(s)e ™ ds , entso:

-0

Tf(x)eisxdx — Teisx {iTF(S') e—fS'xdsr}cix _

TF(S'){E%TJ(S-S')%} ds'= +FF(S') 5(s —s") ds'= F(s)

-0

Se f(x)= ;;JTF (s)e "™ ds entio F(s)= Tf (x)edx.

+0 _ 40 ,
Conversivelmente, se F(s)= [f(x)e" dx entdo f(x)= EL [F(s)e ™ ds,
r

pois, novamente,
1 +0 i 1 o +0 r ot
o vLF(s)e*’Sxds =3 _j;oe_m{_{of(x') ediyd's=

+oo 1 +oo . 40 .
JFGYG - [ deyds'= [F(s')6(s - 5') ds'= F(s)
—0 T o —o0
Note entdo que a cada f(x) corresponde uma F(s) e vice-versa. Duas f(x)

“+a0
diferentes s6 podem dar origem & mesma F(s) sea  [| /(x)— g(x)|dx =0, que

€ uma propriedade de fungdes de medida nula. Sem entrar em detalhes, exceto
pelos casos de fungbes de medida nula, existe uma correspondéncia biunivoca
entre uma funcdo e sua transformada — o que siginifca que para cada funcao
caracteristica existe uma, e sé6 uma, funcio densidade de probabilidade e vice

versa.

Antes de passar para as transformadas das funcdes necessarias nos
préximos capitulos, vamos estabelecer algumas propriedades das transformadas

de Fourier.
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1. A transformada de uma fungao par f(-x) = f(x) & real e par.
+0 _ +a0
F(s)= [f(x)e" dx= [f(x)[cos sx +isensx] dx=

Tf (x)cos sx dx+i+]?f (x)sen sx dx:Tf (x)cos sx dx

uma vez que j f(x)sen sx dx=0 por paridade {f(x) sen(sx) é funcédo impar se f(x)

-0

e par}. Isso demonstra que a transformada de uma funcédo par é real. Por outro

lado F(-s)= Tf (x)cos (—sx) dx = Tf (x)cos (sx) dx = F(s) é par.

-0 —u

2. Atransformada de uma fungao impar f(-x) = -f(x) & imaginaria e impar.
40 _ +oo
F(s)= [f(x) " dx= [f(x)[cos sx +isensx] dx=
+o0 +o0 +o0
[f(x)cos sx dx+i | f(x)sensx dx=i {f(x)sen sxdx

+a0
uma vez que I f(x)cos sx dx =0 por paridade {f(x) cos(sx) & fungdo impar se

-0

f(x) & impar}. Isso demonstra que a transformada de uma fung¢do par é real. Por
+0 +a0

outro lado  F(-s)=i |f(x)sen(—sx)dx=—i [f(x)sen(sx)dx=—F(s) &
—ao -0

impar.

3. Se F(s) é a transformada de uma fungéo f(x) par entdo a transformada de

f( ) . Se f(x) & par entdo F(s)= jf(x)cos sx dx=2 _[f(x)cos sxdx é

—og
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uma fungao par. Por outro lado, F(s) também é par, logo a sua transformada
inversa sera:

4.

f(x)= 5— IF(s)e“‘Sxds = E-— _[F(S)[COS sx —isensx]ds =

-0

1+
o j'F(s)cos sxds—i jF(s)sen sx ds = —21— |F(s)cos sx ds

—oo -0

Logo, se f(x) é par as duas relagdes abaixo que facilitam encontrar varias

transformadas, valem:
40 1 +0
F(s)= [f(x)cossxdx e f(x)=2— [F(s)cos sx ds.
—o0 T _w

. rd nf(x) RES n isx
5. Transformada de derivadas: | —— P dx = (—is) j f(x)e™ dx.

-0

Para valer o teorema basta que f(fw)=0. Nesse caso devemos fazer a
integral por partes com du = —&x—dx — u=f(x)ev=e — dv=isdx,

da seguinte forma:
Tdfd(xx) isx dx = e:sxf(x)|+oo —is jf(x)em =—?:S+Cff(X)€fsx &

-0

Para provar a enésima derivada basta iterar n vezes:

+oo M +w gh—1 +oo jh-2

ﬂLd;}Ex)emdx lSId f(x) xsxdx (13)2 .{ddxnfgx) &% gy =
+o0 gh—k X

o =(— zs) _'[ ddxnflg) e™ dx

69



. d f(x
Para k = n chega-se na férmula acima com a convengéo _,_j;{g_l = f(x).
dx

+oo
6. Derivadas de Transformadas: dg(S) f (%) (ix)"e™ dx

Facil porgque a derivada pode entrar na integral, uma vez que os limites séo

fixos:

dZ£S) d” +Ff(x)exsxdx J‘f(x) :Sxdx j‘f(x) (Lx)n isx

¢.q.d.

7. Finalmente duas propriedades importantes das fung¢des caracteristicas e
que justifica fazer uma expanséo em série de Taylor em torno de zero das
mesmas. Se f(x) € uma densidade de probabilidade entdo (a) | F(0)}|= F(0)=1e

(b) | F(s)| | F(0)[<1.

Earil
Se f(x) & uma densidade de probabilidade entéo f(x)>0 e [f(x)dx=1.

—a0

+o0 . +o0
Logo F(0)= [f (x)e"* dx= [f(x) dx=1. Por outro lado da desigualdade de

Schwartz:
T Fe™ i< | )™ dx = T f(x)e™ dx= [ £(x) dv=F(0)=1
, pois eisx — ’efsx e‘fsx —1.
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Achando Transformadas

Veremos agora aiguns casos;

a) Fungdes delta de Dirac e suas combinagdes: f,(x)=d(x ~x,); fungéo par

o(x—x,)+6(x+x,)
2

de dois impulsos f,(x)= e funcéo impar de dois impulsos

S(x—x,)—8(x+x,)

f3(x)= 5

Essas sao as transformadas mais simples que existem:
+w . 3
Fi(s)= [6(x—x,)e" dx=e",
-0

isx —isx
R | A O

Fy(s)= I{E§(x—x0)+%5(x+xo)}efsxdx= 5

—Q0

= COS 5%, ,

obedecendo ac fato de que a transformada de uma fungéo par € real e par;

440 1 1 ) ;'sxo _ “i&'xo
F(s)= 1{55(x—x0)—5§(x +xo)}emdx=ie Zz'e =isensx,,

obedecendo ao fato de que a transformada de uma fungéo impar é imaginaria e

impar.
b) Fungdes de Heaviside ou distribuigo degenerada e similares:
J(x)=H(x—xp).

Sabendo que a delta é a deivada da fungédo degrau fica facil calcular a

transformada da degrau pelo teorema da derivada:

. +0 — : +ao .
oo — Jdi{_%ix_%letﬂdx=_l.s J‘H(x__xo)e:sxdx‘

portanto:
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+o . eisxa
[H(x—x,)e™dx=i .
Ay

-0

Dois outros casos que serdo utilizados sao das fungdes exponenciais e
Gaussianas. A Gaussiana j4 foi feita quando calculamos a fungéio caracteristica de

(-p)?
I — 212
+o 22 .. O
P . . e d isx it 2 o
uma distribuigdo normal e vaie: j T e dx=e . As exponenciais
- To

vao nos permitir achar a transformada da Lorentziana, ou a fungdo caracteristica

da distribuigio de Cauchy.
¢) Fungdes exponenciais:  fi(x)=H(x)e ¥, fo(x)=H(-x)e* e

f(x)= e“q|x|, com g > 0 e H(x) a fungao de Heaviside. Note que essas fungbes

se tornam bem comportadas para x tendendo a mais ou menos infinitc com a
multiplicagdo da fungdo degrau e com o sinal positivo de q. A f; &€ simétrica (par)

convergindo para ambos os lados.

A primeira & calculada facilmente por:

+oo ) +oo eB—)x el i
Fi(s)= [H(x)e # ™ dx= [ " gx=— =-
) 0 I$—4q 0 Is—q
1
F(s)=——= ot +im—
IS—q 8" +4¢ 5“+q
Da mesma forma a segunda:
; 0
+0 ) 0 e(ss+q)x 1
F, (S) - fH(-x) e &% e = Je(1s+q)x dx = - =
. o Is+q . s+q
i
F(s)=——=—1——i—"

I'S+q 52+q2 S2+q2
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Ja a terceira pode ser colocada em termos das duas primeiras uma vez que

e = H(x)e ™ + H(—x) e, logo Fy(s)=F(s)+ Fy(s) = 22q 7 - Como
q +s

fa(x) e Fa(s) sdo fungdes pares podemos usar F; para achar a transformada da

q

3 . Notando que
z(g~+x%)

fungdio Lorentziana ou distribuico de Cauchy: f(x)=

F3(x)
27

f(x)=

percebemos que sua transformada € justamente a transformada

+w

inversa de F3. Entdo F(s)= j w'zi"T o = e 9
—wm{g” +x7)

Teorema da Convolug¢ao

Vamos introduzir a operagido convolugdo com o seguinte problema
estatistico. Seja a fungdo continua f(x) a densidade de probabilidade da variavel
aleatoria x e g(y) a densidade de probabilidade da variavel y, independente de x.
Qual a densidade de probabilidade h(z) da variavel aleatéria z = x + y? A
probabilidade de encontrar x entre x e x+dx & dada por dPy = f(x) dx e de encontrar
ventreye vy +dy pordP, = g(y) dy. A probabilidade de encontrar os dois, x e y,

no intervalo x,x+dx ey,y+dy, como sdo evenios independentes, &
dP,., = f(x)g(x)dxdy. Entretanto essa ndo é ainda a probabilidade de

encontrar z entre x+y e Xx+ y+dx+ajz, porque, se para cada x e y sb

existe um z possivel, 0 inverso ndo é verdadeiro. Na realidade todo x, y na reta

X+ y =z, levam ao mesmo valor de z. Isso significa gue devemos somar (integrar

para o caso continuo) em todas as possibilidades. Matematicamente expressamos

isso da seguinte forma:

dP,=  [[f(x)g(y)dxdy.

ZLx+y<z+de
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Liberando x e usando y para satisfazer a restricio z - x<y<z—-x+dz

de integragéo, obtemos:

to z—x+dz
dP, = [ ) [g(y) v} .
Agora,
Z_szg(ﬂaﬁ’=G(z—x+dz)_G(z_x): G(z_x+d2_G(z_x)dz:
%ZG_dZ =g(z-x)

Portanto, dP, = {Tf (x)g(z—-x)dx}dz e h(z)= Tf (x)g(z~x)dx.

Esse ‘“produto” h(x)=f(x)®g(x)= _Tg(y)f(x— ¥)dy €& chamado de

convolugéo. Note que f(x)®g(x)=g(x)® f(x) pois a mudanga de varidvel

u=x—-y;, y=x—u;dy=-due y— oo u#-—>+co naintegral acima leva a:

c(O® F(x)=— [f(r-w)g)du= [f(x—u)glu)du=F()® g(x)

Intuigao sobre a Convolucéo

Considere, para exemplificar, a concolugéo da fungéo f(x) = H(x) & com
ela mesma. A fun¢do f(x-y) é a fungdo f(y) refletida no eixo vy e deslocada de x

para a direita conforme mostra a figura 5.9.
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Convolugao
1.2

-20 -10 0 10 20

Figura 5.9. Convolugao.

A curva para direita é ¥, para a esquerda é e™*Y, a 4rea cinza mostra a
regidao em que as duas curvas se superpéem. A curva vermelha mostra a funcao

convolugdo que mede essa area para diferentes valores de x.

Assim, para achar a convolugdo, basta usar as transformadas direta e

inversa de Fourier:
F(s)= [ f(x)e™" dx e f(x):zi [F(s)e ™ ds.
- T _»
Entao:

f(x)®g(x)= [g(y)f(x-y)dy= Ig(y)[i [F(s)e =) ds:'dy
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f (x)®g(x)"—+fo[+rg(y)e"y ay}F(s)e"s" ds = iTG(s)F(s)e B s

—80 | —

Ou seja; f{X)@g(x)= £HEH(X)] x £lgX)].

Em palavras: a convolugdo é a transformada inversa do produto das
transformadas. Esse é teorema da convolugdo. Também pode ser enunciado
como: a transformada da convolugédo & o produto das transformadas, £{f(})®@9(x)}

=E[f(x)] x £[g(x)].
Desse modo, podemos achar a convolugdo entre as duas fungdes sem
precisar integrar adotando os seguintes procedimentos:
1. Achar a transformada de Fourier de g: £[q];
2. Achar a transformada de Fourier de f: £]f);
3. Multiplicar uma pela outra: £[g] * £[f];

4. Achar a transformada inversa do produto: £ ' {£[gI*£[f]}.

A convolugdo F® g tem muitas das propriedades da muitiplicagao simples,

tais como:

—

. f®g = g® f (Lei Comutativa),

2. f®(g,+g,)= f®g +f®g, (Lei Distributiva);
3. f®(g®h) = (f® g)®h (Lei Associativa);

4. f®0=0®f =0

Uma forma particularmente elegante de generalizar o teorema da
convolugdo & através do uso da fungdo delta de Dirac. Vamos generalizar o
problema inicial para n varidveis x;, X,...x, independentes com densidades de
probabilidades fi(x1), fa(x2), ... Ta(Xy) das quais queremos extrair a densidade de
probabilidade para a variavel aleatdria z = x4 + x3 + ... + x,. Repetindo o mesmo

raciocinio chega-se a que:
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dP, = [[[[fiCe) fa () S (%) dxy iy,
ZSY X SI+dz
Aqui, em lugar de manter a restricao nos limites de integragdo vamos libera-
los e introduzir uma delta de Dirac que garanta que o integrando seja nulo caso a

restricdo ndo seja satisfeita, ou seja 5[ x; — z] dz. Portanto:

a8, =] § T TR0y OS5, 21y iy} .

Agora vamos usar a identidade:

1

+o
o> x; —z]= 1 | & E¥ 7 g
2r

e mudar a ordem de integracgado para obter:

P, ﬂ{;j““}“ IE T hG)HE)- f,,<xn)[f 52X I g\ e, di,y ...l } de =

%ifds e‘fsz[_j fl(xl)ef&m dxz][_J fo(x5) 252 dxz].--[_j.ofn(xn) em”dxn] _

(o (FG) Fo)-Fy(s) s Y
T _»

Poranto, f(z)= £(x)® f,(x)®.. fn(x)— IFI(S)Fz(S) F,(s) e ds

é o teorema generalizado da convolugdo. Com esse teorema completamos a base

matematica necessaria para acompanhar o desenvolvimento do capitulo 6.
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CAPITULO 6

Nesse capitulo vamos utilizar os resultados obtidos nos capitulos anteriores
para finalizar o propésito inicial dessa monografia sobre as bases matematicas do
modelo de Black&Scholes. A suposigao importante para nossa discusséo, e que
esta colocada em duvida, é a suposigéo de que os pregos das aghes seguem um
movimento Browniano geométrico. No entanto existem razdes fortes para justificar
essa suposicdo, sendo a mais forte delas o Teorema do Limite Central, que
garante que se uma variavel aleatéria segue uma distribuicdo estatistica com

n
2. X;

variancia finita entdo a variavel aleatéria z==L— como os eventos i
n

independentes entre si, tende a uma distribuicdo normal quando n tende a infinito.

Dessa forma a distribuicdo normal aparece normalmente em variaveis que
dependem de um numero muito grande de outras variaveis independentes,
mesmo que essas varidveis nac obedecam a uma distribuicdo gaussiana. A
primeira parte desse capitulo, portanto, sera devotada ao estudo do teorema do
limite central. Além disso, se vamos abrir mao da distribuicdo normal, sera

necessario, entéo, justificar que classe de distribuigbes poderia substitui-ia.

Mostraremos que apenas as distribuigbes estaveis tém as propriedades
desejaveis para a distribuicdo de uma variave! aleatéria que dependem de um
nimero muito grande de outras varidveis independentes. Mostraremos que,
exceto pela distribuicdo normal, gue € uma distribuicio estavel, todas as outras
distribuicbes estaveis tém varidncia infinita. Essas distribuicbes sdo chamadas

distribuigdes de Levy.

Sintese dos Resultados Obtidos

78



Vamos comegar reproduzindo aqui os resultados que serdo necessarios a

sequir.

Série de Taylor:

(k) . 1 . 5
f( ) §f (x )(JC x, ) -—f(x )+f(x0)(1-::_x0) +f (xo);J!C—xo) +
AKCY CE

n!

Taylor-MacLaurin (x, = 0):

(k) 1t mr (n)
@)= Zf O e L O SO SO, SO

Resto da série de Taylor:

_ MO

a (n+1)!

J'(0) b+f"(§)bz
It 21 '

R

Existe 0 < <b tal que f(b)= f(0)+

Casos particulares:

Z =1t x+xt£x7 +
(1+x k=0
o K 2 3 k
exzzf—-l+x+i+x—+...+f—+...
k-0 k! 21 3 k!
(_)ki k x2 x3 x4
Ln(l+x =x—-——+——"—+....
( )= Z k 2 3 4
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Momentos:

+x0 +ao0
Centrados: m; = [(x- ,u)k S(x)dx e Nao centrados: M, = jxk f(x)dx

—® —o0
Relagao entre os Momentos Centrados e Ndo-Centrados:
m,=M,=1
m=0e M =u
mzzaz e M2=0'2+y2
My=my+3uc’+u°.

Fungdo Geradora de Momentos (FGM):

M(I)=E(e")=+Te”‘ fxydx e M, =M"(0).

Para variaveis independentes M (t,,1,) = M, (t;) x M, (1, )
Funcao Caracteristica:

charf "™ (0)

-1

charf(t)=+j?eﬂxf(x) dce M, =
o i

Para variaveis independentes charf(t;,t,) = charf{(t;) x charf,(t,).

Propriedades da Distribuicio Normal (Gaussiana):

x2

—20'2
Momentos da normal centrada N(0,0)= ¢ L omy, =(2k —1)!!0'% e
N2no

M1 = 0.

2;2 P2

H L
FGM: M(t)=e 2 para N(u,c) e M(t)=e ? para N(0,1).
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o2

iy
Fungao  Caracteristica:  charf(f)=e 2 para N(uo) e

2

charf(t)=e 2 para N(0,1).

Transformadas de Fourier:

+w .
Transformada direta: F(s)= | f(x)e™ dx.

-0

1 +oo
— [F(s)e ™*ds .

—a0

Transformada inversa: f(x)=

=00
Transformada de densidade de probabilidades: F(0)= [f(x)dx=1 e

|[F(s)|<|F(0)|=1.
_(x—p)’ >

+Cﬂe 20—2 A fﬂf—q—-—
Transformada de distribuigdo Normal: f \/—2_-— edi=e 2
- no

Transformada de distribuigao de Cauchy {Lorentziana):

+m +
F(S)= ]'——Z—C‘L—ze“xdx= e—q|x|.
o7(g”+x7)

Teorema da Convolugéo:

Operagao convolugdo: f(x)®g(x)= Tg( ) f(x—y)dy.

—ol

-m .
Teorema da convolugédo: f(x)® g(x):zL [G(s)F(s)e™™ ds.
7r -
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f00@g(=L AR ou . L{(NRg(0} =£If)]xg(X)].

Teorema da convolu¢ao generalizado:

.fi(x)®f2(x)®...fn(x):—ZI;TFI(S)FZ(S)."FR(S) e % Jo

Teorema do Limite Central

Considere uma variavel aleatéria x cuja funcéo densidade de probabilidade

obedece a:

1. +}Qf(,vc)abc=l;
2. +jeoancf(x)dxau;too;

3. “sz—y)zf(x)dx =’ £w.

=0

O Teorema do Limite Central afirma que para n observagbes

1] H
2(—p)  2xi—nu
: 9 . " i=0 i=0
independentes da variavel aleatéria x entdo z, = = segue
on on

uma distribuicao N(0, 1) no limite de n tendendo a infinito (# — ).

1. A primeira propriedade dessa variavel z, é que sua esperanca € nula,

independente do valor de n.
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i(xf_ﬂ) E[_f(xf—ﬂ) anE[(x;—u)]
E[zn]=E{:=1 }= i=1 =s:1 -0

cn on on

2. A segunda é que sua variancia vale 1, independente do valor de n.

Se E[z,=0] — V[zn]=E[z§]. O truque é separar a somatdria

n n
[20x;— )1 2 (x; — )] em dois termos, um com i= j e outro comi # j e usar
i=1 j=1

o fato de que para eventos independentes cov[x;,x ;1= E[(x; —u)(x; —u)]=0.

Assim:
YT DTN D Y CHRPHLES 39 ) P EFRP
Elzy]= E{-— L} = E(— - }
Friod no
ZE[(x - )1+ Y T Bl - p); — )] Zcrz )
_ Pj#i _i=l =n0' —1
n0'2 n02 n0'2

A fungéo geradora dos momentos da varnavel z, € dada por:

zl (1)

X1 - Xn — X —
f 1~H, 27H, nH,

M(t;n)=E[e*'|=E[e V" |=E[eoVn eon  goin |

usando o fato de que séo eventos idénticos e independentes:

MK, % f, X, = X

M(t:n)=Eleo¥n 1E[eon 1. E[efff 1= {E[eaf 1.

Definindo  m(¢)=E[e®* ) |=e # E[¢"]=e ' M(f) percebemos que

J_)]
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A expansdo em série de Taylor-MacLaurin de m(t) & dada, até segunda

ordem, por:

m(O)r RAOLN (:)r PP 9 L s o (9 i L

)=
m(t)= 1! 2! 2 2
com 0< ;’ <t, pois m(O) I, m0)=0 e m"(0)=c>. Note que

m"({) #m"(0), por isso somamos e subtraimos termos com m"(0). Para usar

!
esse resultado na equagdo para M(t;n) basta mudar a variavel 1 > ——. Neste

on

2.2 1" _ 2742
caso: M(t;n)={l+t 0-2+[m (&) G; It 1" com 0 <
2no 2no on

Agora queremos:

2 2 " 2+ .2
M(O)=LimM(t;n) = Lim (147 6)=0 10y
H—>0 n—w no 2no

Note que quando n — <o entdo:

e [m"()-c*]—>0

g~

x
Portanto, usando o fato de que [jm[l+=1" =¢”:
n—>0

1 29,2 2
"o m -0 |t {
le{l-i- 2+[ (é’) 3 ] }n :Lim[l‘{-"_—]n 282
now  2HO 2no o 2R

I2
Com isso mostramos que M(t)=e¢? que é a FGM da N(0,1). Dada a

relaczo bilinivoca entre as distribuicdes e suas FGM’s mostramos que a variavel

El(x — 1)

z= Lim~———— segue a distribuigao normal centrada N(0,1). Note que nao foi

-y o'\/_

necessario a existéncia dos momentos de terceira ordem e acima para garantir a
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convergéncia a distribuigade normal, apenas o momento de ordem 2, ou seja a
varidncia. Dificuidades podem ocorrer na situacdo em que a fungdo m{t) ndo
exista, embora a sua expansao em série de Taylor até segunda ordem esteja

garantida pela existéncia da variancia.

A segunda forma de demonstrar o Teorema do Limite Central usa a fungéo
caracteristica em lugar da FGM. E possivel seguir todos os passos da
demonstragéo acima para a fung¢éo caracteristica, entretanto, queremos extrair ao
mesmo tempo a velocidade de convergéncia da distribuicdo, por isso usaremos

]
outro método. Vamos agora definir a variavel z, =Y x; em que x; séo varidveis
i=1

idénticas e independentes que seguem a uma distribuicdo com densidade de

probalidade f(x) cuja fungéo caracteristica, ou transformada de Fourier, & @(f). A
densidade de probabilidade F(z,) de z, é dada pela convolugéo das n’s x’s, ou

seja:
1 o —iz,
F (zn):ji(r)®f2(t)®"‘fn(t)=§ [ 01() 0y (0) () e it
Como séo variavei idénticas:

f(z)= ij:qo"(t) e

+e0 .
A funcdo caracteristica @(1)= I f(x)e™ dx tem a propriedade de que

-0

p(t)Sp(0)=1, serd elevada a uma poténcia muita grande n. Para
t=0 = 1”"=1, independente de n, mas para {20 = ¢"()—>0 pois

p(t)<1. lsso significa que a funcdo @”"(¢), para n muito grande, esta
concentrada e torno de t = 0, ponto em que vale 1. Assim poderiamos fazer a
expansdaoc em série de Taylor-MacLaurin diretamente de ¢@”"(f), mas

encontrariamos 0s mesmos problemas de convergéncia da série que nos levaram
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ao truque do logaritimo. Por isso usamos, novamente, aqui o truque do logaritimo

e fazemos a expansdo de La[¢"(1)1=rn Ln[ep(t)]. Vamos fazer a expansao até

ordem 3 para ja obter a velocidade de convergéncia, embora seja necessario

expandir apenas até ordem 2 para demonstrar o TLC.
Sabendo que p(0)=M, =1; @'(0)=iM,=iyu;
p"(0)= i2M2 =—(c?+4*); ¢"(0)= i3M3 =—i[my+3 0 +u>] obtemos a

expansao de ¢(f):

p(t)=p(0) +¢'(0) £ + ';0”2(0) 2+ ¢’m6(0) £

2 3
. A ¢
go(t):l+mr—(,u2+0'2)E—1(m3+y3+3,u0'2)—6—+ o(t").
Mas queremos a expansdo de Ln [¢(t)] até a terceira ordem. Usando a

7 3
X
expansao do logaritimo Ln(1+x)=x—x7+?+0(s4) para a variavel x:

2 3
. { i 1
x= z,ut—(,u2 +0'2)? —i(m;, +u3 +3,ucrz)g+ 0(:‘4).
Devemos coletar termos de mesma ordem em t, assim:

x*= —yztz —i,u(,u2 +o'2)1‘3 +0(£4) ex = —iy3r3 :

Portanto:

%
X——+—=

2 3

2 3 2,2 3 24,3 3.3

. N 3 ot ut (Wrpot)t ut
iut—(u +o°)——ilmy+pu +3uc”)—+ +1 —i =
pi—(u”r o) —ilmy 3 Yot 5 3
ot omy
pt— —1

2 6

86



Dessa forma:

2,2 3
. no“t” . nmgt
nlne(t)=inu t — i o,
o no’ztz _:‘nm3 I
De modo que f (zn)z2 [ ™ ‘e 2 ¢ 6 ¢ n'gr O Teorema
T _w

do Limite Central é recuperado facilmente daqui desprezando o termo de ordem t°

| ,ut——no-ztz .
e percebendo que f(z,)=— [e 2 ¢7%n! gt & transformada inversa de
27
{za-nw)’
2nc?

Fourier da Gaussiana N(ny,&a):iJ—z;-—J_—. Isso significa que a variavel
T oAn

n
z, = )_x; tende a uma distribuigdo normal centrada em np com variancia no?

i=1

H

DX
H
(desvio padrido on ) e que a variavel X, =Zl__ tende a uma distribuicao
n
nu .. no? o’ . . O
normal centrada em —— = g e variancia — = (desvio padrao —).
n nt n Jn

Agora vamos analisar a velocidade de convergéncia para a distribuicdo

normal. Para facilitar, sem perda de generalidade, vamos supor que a variavel x é

n
fo

centrada de modo que p = 0 e trabalhar com s, = L B =o+n ds,
on aJ_

de modo que para f,(z,)dz, = f.(z,)on ds, = f,(s,)ds, a densidade de

probabilidade da varidvel s, é dada por: f,(s,)= aln f, (0'\/; s,). Parap=0:
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22 o 3
too MOTLT Iy lT

1 .
f:(z, )_—Ie 2 ¢ 6 gEm'ygr
entao:

nolt? _inmy £
—ions, i
2 e 6 giovnmty

f,;(sn)zg2 nf

Chamando u = 0'\/; t = du= o'\/; dt obtemos:

3
u2 ; m:;u

£ (s, )~51_ Ie 2 o P et gy

Agora vamos analisar a velocidade da convergéncia da fun¢ao distribuicao
X
de probabilidade  F(x)= [f(s)ds para a distribuigdo  normal

S?.

o0 1 7

ds . A distribuicio para n variaveis até terceira ordem é dada por:

3

| e W BT
F(x)——j |e e 65°Vn =18 gy, s .

Por outro lado, usando a transformada de Fourier da distribuigéo normal:

2
X +o0 _u_

d)(x)=-21— | fe 2 ™™ dyds

—00 —G0

Portanto a diferenca entre as duas:

3 2

2 1m3 u N

U

F,(x)- (D(x)——— | fe 2 60 “/H *’“"duds—z— | e 2e” S du ds
—00 -0 71'_00 —a0

pode ser escrifa como:
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3

1m3 ' 2

_u

F,(x)- (I)(x)——l- j ds [(e 60"V 1) 2 o7 gy

-0

Note que essa diferenca vai a zero quando n tende a infinito devido ao

ims u’

termo entre parénteses, (e°-1) = 0. Assim, expandindo e ¢ *¥n em torno de 0:

3 £m3u3

3 .
60’3‘\{5 _1 IM3H
e = . [como ja desprezamos termos de ordens superiores a

6c° \/—
u®, considerar qualquer termo de ordem superior aqui é suspeito] e substituindo na

integral acima:

2 2
e S =i .
1 * tx —im ————fus —im —o— JYS
F(x)— (D(x)——— | ds _[ 3 2 due——3— j ds j ue 2
o - 126°7n g,
2
+ oo —E"——IHS
Por ora, vamos nos concentrarem | u e 2 du :
—0
2 2
o -2 isu L —l(u2+2isu+32 -52) ~I 4w 3 —l(u2 +2isu+52)
fuez u,=‘|'ue2 du=ezjue2 du=
—o0 —0D —-a0
2
_3 4w 3 —l(u-i—is)z
e 2 _[ we 2 du

—o0

Fazendo z= uj/;s , de forma que u=z~2—is e du=dz~2 , teremos:
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+E
I(Z‘\/_ is)’ e = \/2-d2= f(z3\l23 —1'6S22-*3‘\/§SZZ+118'3)6"22 ﬁd2=
3 2 . +oo2_2 2+co 2 3+o\o_2
4 jz e dz—i625 [22e T dz—65 [ze T  dz+iN25 [e "

+0 2 t0
Como 2* e z sdo fungdes impares, jz3e “dz=0e [ze" dz=0.
—on -0

Assim, ficamos con:

J(z«/— is)’e* ﬁdz:iﬁs{szT e dz —6Tzze'zzdz}.

—u

No capitulo 4, usando o truque da derivada, mostramos que

+30 +o2
| e  di=AI7 e que | e do = :/ﬁzi logo:
—w

+]? (z/2—isy e J2dz=i27s(s* - 3).

Substituindo na diferen¢a das distribuigdes obtemos:

2 2

F(x)-®(x)=—— 32— 20_”23 - j'e zzsr(s —3)ds——§3_—ﬁ je 2 (52 -3)sds

2
s .
Mudando a variavel para u=-2— de forma que du=sds aintegral em s fica;

fe 2 (52 -B)sds=——3 je “Qu—3)du

603fr 603\/—@

Por parte vemos que fue™“du=—ue™ + fe " du logo:
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2 2 2

X X X
x * 2 X 2
2 2 x 2 X
2 fue™du-3 [e¥du=—2ue™ 2 — Jedu=e 2 [1-x?].
+oo +@® O e
Finaimente:
_x?
2
F(x)-P(x)=—"3_ ¢ " (1-x%).

6c°n 27

O que mostra que a velocidade de convergéncia depende de com 1/ Jn e

da razio entre os momentos de terceira e segunda ordem na forma m;/ o
Berry-Esséen [William Feller; “An Introduction fto Probability Theory and Its
Applications”, vol 1l, pag. 542) colocaram um limite para essa diferenca mostrando

3m3 3r

SN

que |F,(x) — ®(x) <

Distribui¢cées Estaveis

A partir do Teorema do Limite Central pode-se ficar com a falsa impressao
de que apenas a distribuigdo normal interessa para distribuices advindas da
soma de muitas varidveis idénticas e independentes. Dadas as condigctes do
teorema, qualquer distribuigdo inicial da varidvel vai convergir para uma
Gaussiana. Entretanto a condigéo fundamental do TLC foi a de que a variancia da
distribuigado inicial existe e é finita. A distribui¢ao de Cauchy, por exemplo, ndo
satisfaz as condigtes desse teorema pois sua variancia € infinita. A pergunta que
se faz, nesse caso, é se podem existir distribuigbes estaveis no seguinte sentido.
Se a variavel segue uma classe de distribui¢cdo a soma de qualquer nimero delas

segue a mesma classe de distribuigéo.

Para analisar que tipo de distribuicbes podem ser estaveis usamos o
teorema da convolugdo, pois se a variavel x segue uma distribuicdo com
densidade de probabilidade f(x) cuja fungéo caracteristica, ou transformada de

91



Fourier, é @(t), entdo a densidade de probabilidade f(z,) da soma de n dessas

variaveis é dada por:
1 o n —iz, t
fz)=== [0 (@) ™'dr .
27 .,
A questéo ¢ saber se existem fungdes tais que n convolugdes dela consigo
préopria continua sendo uma fungdo de mesmo tipo. Denotando a fungio

+o0 :
caracteristica da f(z») por ,(¢) sabemos que f(z,)= —2—1— [wa(H)e™ ™ dt logo

w,(t)= go”(t). A condigdo para que v, () seja da mesma classe de fungbes que

p(t) é que p" () seja da mesma classe que @(¢). Ja encontramos duas dessas

fungbes.
0'2I2
: . . ipt——
A primeira foi a Gaussiana cuja funcéo caracteristica é @(f)=¢ 2
in t_na-zr’-
logo ¢"(t)=e 2 continua do mesmo tipo. A segunda foi a distribuicdo de

Cauchy (Lorentziana) cuja fungédo caracteristica & ¢(f) = e tl, levando a funcao

. s . . . - { 5
caracteristica da convolucdo de n varidveis a ser @"(f)=e " 4 tambem do

mesmo tipo que a fungao inicial. Isso mostra que a soma de n variaveis idénticas
que seguem uma distribuicdo de Cauchy jamais vai convergir para uma
distribuicdo normal. Uma distribuicdo cuja funcdo caracteristica seja dada por

T4
p(ty=e’ 4" com @>0 também é uma distribuico estavel, pois

_ o
p"(t)=e""" 7 Note que « = 2 corresponde ao caso da Gaussiana e que ¢ =1

o da L.orentziana. Lévy foi o primeiro a estudar a classe de distribui¢bes estaveis e

por iss0 elas se chamam hoje de distribuigoes de Levy.
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As condigdes para que uma distribuicdo seja estavel foram estabelecidas,

@
sendo as fungdes do tipo @(t)=e ” i , O caso particular delas que tém média

nula e sdo simétricas. Esses resultados estdo descritos de forma rigorosa e, até

certo ponto, didatica por Eugene Lukacs; “Characteristic Functions”, pagina 128

em diante. Vamos nos restringir ac caso particular das distribuicbes simétricas e

centradas.

Queremos saber qual o comportamento assimptético da densidade de

probabilidades desse tipo de distribuicdo. Para tanto precisamos encontrar a

transformada inversa da fungéo caracteristica:

L o iy, 1T
=— e dt=—
Ji(x) 2”_!:06 o

pelo fato de que @(¢) € uma fungéo par. Podemos entéo reescreve-la como:

1o 2 e
fr(x)=—Re{ [ e a1},
7 0

e mudar a variavel para:

_fex
ye 2 z¢%
4w " —l 1
~Re{[e M o7 —d}=
0 | x| | x|z

-1* 179 e
je cosxt dt =— _[e Yt cosxt dt,
T 9
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iar

ye 2 z%

|x|*

Para x > o termo e e’ =1. Assim podemos expandir em

iamr

ye 2 z%

u . 0 a
série de Taylor-MaclLaurin a exponencial ¢ I+t da forma:

k k z% rak . mwak
fcos —isen——]|.
2 2

ot
Usando a fungéio I" definida como I'(s)= [2°”'e™* dz obtemos:
0

w (- 1) ¥ [c:()sz-{"(;—k—zsenmi:—k];,‘,O L
fL(x)——Re{ :Z T jz“ Holp2 gy

1 L (=D cos 27K Clak+)  (-D* yksen—;r—l"(akﬂ)

—Ref{-i Z —
Tx K| x| P Ko]x]

=

o CD R sen®ZE Dak)

X ial 1x|"“rc

O termo de ordem mais baixa, cujo k vale 1 (k =1) fornece o comportamento

assimptético das Fungdes de Lévy:

«a
ysenTEF(aﬂ)
Jfr(x)= :
T | x |a+l
Resta a pergunta sobre que valores o pode assumir para garantir que seja
uma distribuicdo estavel. Como vimos uma distribuigdo estavel centrada nfo

gaussiana deve, necessariamente, ter variancia infinita, pois se V(x) for finita, a

“+0o
funcdo converge para uma gaussiana. Entdo, V(x)= sz f(x)dx tem que

—o0
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2 1- p
+oo x o +1 a

+o0
divergir. Percebe-se que | d= [x' % dx=

diverge para

§@+1 l—a+l 2-q

2—-a>0o0ua<2. Logo 0<a <2 é o intervalo de possibilidades para q.

Conclusao

O objetivo desse trabalho foi mostrar a base matematica que permite
acompanhar os resultados da elaboragdo de modelos como o Black & Scholes,
sacrificando sempre o rigor tedrico e a formalidade em beneficio da instrugéo, do
entendimento, da aplicabilidade e da operacionalidade dos conceitos. Esperamos
que mesmo um leitor que nao esteja familiarizado com os conceitos de
Transformadas de Fourier, Teorema da Convolugdo, Distribuicbes Estaveis,
Movimentos Brownianos, Fung¢do Geradora de Momentos, entre oufros, consiga
acompanhar o texto a partir de conhecimenios basicos de calculo. Por isso,
estruturamos os capitulos na ordem vista. Dessa forma concluimos que as
distribuigbes de Lévy simétricas e centradas seguem uma distribuicdo que cai

assimptéticamente com x9, (0 < g < 3).

A mensagem final dessa monografia, portanto, & que deve-se ficar atento
sobre a possibilidade de um fendmeno natural, ou social, seguir uma distribuigéo
de Levy. As caracteristicas principais dessas distribui¢des sao variancias infinitas
e uma lei de poténcia do tipo x9. Disse-se que as distribuigdes com variancia
infinita apresentam ubiquidade, que significa estar em todo fugar, e a ubiquidade
tem sido observada. Uma famosa distribuigdo estavel ndo gaussiana é a
distribuicdo de renda que segue uma distribuicdo de Pareto. Consideramos,
assim, que cumprimos nosso objetivo de apresentar de forma didatica a
matematica necessaria para que um leitor familiarizado apenas com calculo I
possa acompanhar as contribui¢des advindas do campo de estudos denominado

por Econofisica.
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