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Resumo

Nas altimas décadas, a precificacdo de derivativos de taxa de juros tem chamado grande atencao dos agentes
de mercado em geral, assim como de pesquisadores, devido 4 sua importincia econdmica. Gessores de portfolios,
fraders, analistas de risco, policymakers, podem extrair informacoes relevantes de contratos futuros, swaps e
opgoes, uma vez que elas desempenham um papel importante em sias estratégias e em seus processos de deciséo,
Um dos contratos de derivativos de taxa de juros de destagque no mercado brasileiro sio as opgdes sobre o Indice
de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia (1DI), porém, a liquidez desses papéis é muito baixa, se comparada
com o volume de negocios do DI Futuro. Uma das possiveis explicagdes para essa baixa liguidez seja a falta
de um modelo de precificacio amplamente aceito pelo mercado e sem deficiéncias tedricas. Na Bolsa, utiliza-
se o modelo de Black (1976} para precificar tais opgoes. Teoricamente, esse modelo é aplicado para opgbes
sobre futuros e nao leva em consideracfio a estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ)}. Dessa forma, os pregos
teéricos, obtidos pelo modelo, diferem significativamente dos pregos observados no mercado. Vieira e Pereira
{1999) e Barbachan e Ornelas (2003) propuseram férmulas analiticas fechadas para a precificacao das opgoes
de IDI, com base, respectivamente, nos modelos de Vasicek (1977) e CIR (1985), para descrever o processo
estocastico seguido pela taxa de juros de curto prazo. Entretanto, tais modelos, apesar de apresentaren: maior
adequagdo tedrica as opgdes de IDI, em comparacio ao medelo de Black (1976), ainda resultam em prémios
que ndo sdo explicados pelos observados no mercado. Para superar tais limitagdes, este trabatho propée uma
avaliagio dos modelos de redes neurais progressivas e recorrentes para a valoragio das opgdes de compra de
ID], no periodo de janeiro de 2003 a julho de 2007. Modelos baseados em redes neurais artificiais (RINAsg) tém
mostrado grandes vantagens em relagdo aos modelos tradicionais, com destaque nas aplicagdes em economia e
finangas, sobretudo na precificagdo de opgies. Dessa forma, obtivemos o prémio das opgoes de compra de IDI de
acordo com 08 modelog de Black, utilizados pela BM&FBOVESPA, assim como por meio dos modelos de Vasicek
e CIR, propostos por Vieira e Pereira (1999} ¢ Barbachan € Ornelas (2003), respectivamente. Esses modelos
compuseram nosso benchmark, ao qual fol contraposto aos modelos sugeridos neste trabaltho: uwm modelo de rede
nevral feedforward e dois modelos de redes recorrentes, sendo as redes de tipo Elman e Jordan. Os modelios
foram avaliados de acordo com as tricas usuais de erro, isto ¢, MEP, MPE, RMSE, MAE, MAPE e TIC.
Além disso, aplicou-se os testes paramétricos AGS e MGN, como também o teste ndo-paramétrico SIGN que
avaliam estatisticamente modelos de predigio competitivos. Nossos resultados mostraram que as redes neurais
recorrentes geraram 08 valores dos prémios para as opgdes de compra de IDI mais préximos dos observados no
mercado. Esses resultados foram indicados tanto pelas métricas de erro quanto pelos testes estatisticos. Além

disso, os modelos de redes neurais apresentaram melhores resultados nas opgoes cut-of-the-money.

Palavras-chave: Precificacio de Opcdes, Redes Neurais, Opcdes de Taxa de Juros, Redes Neurais Recor-

rentes, Opeoes de DL
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Capitulo 1
Introducao

1.1 Motivacao

Durante cerca de vinte anos, a partir de 1974, a economia brasileira conviveu com altas taxas
de inflagdo, da ordem de 10 a 80% ao més. Com taxas de tal magnitude, além de extremarmente
volateis, ndo se desenvolvia no pafs um mercado de titulos pré-fixados, uma vez que o risco associado
A contratacio de tais papéis era muito elevado!. Com o advento do Plano Real, em meados de 1994,
a introdugao da nova moeda, que dd nome ao plano, e o controle do processo inflacionério permitiram
uma, relativa estabilizagdo e fortalecimento do mercado brasileiro de juros. Dessa forma, esse novo
cendrio permitiu a ampliacdo dos prazos das operacdes de titulos pré-fixados nos mercados primario
e secundario. Consequentemente, as instituigoes financeiras abriram espago para a comercializagio de
ativos antes considerados inoperdveis para o mercado nacional, dentre eles, os derivativos de taxa de
juro.

Nas décadas recentes, a precificagio de derivativos de taxa de juros tem chamado grande atengao
dos agentes de mercado em geral, assim como de pesquisadores, devido & sua importancia econémica.
Gestores de portfolios, iraders, analistas de risco, policymakers, podem extrair informacoes relevantes
de contratos futuros, swaps e opgoes, uma vez que elas desernpenham um papel importante em suas
estratégias e processos de decisdo. Além disso, a curva de rendimentos, ou yield curve, €, sem divida,
uma importante varidvel econdmica, podendo ser modelada por meio das taxas implicitas desses con-

tratog.

!Garcia e Barcinski {1998) afirma gue, durante esse periodo, as aplicagdes pré-fixadas no Brasil dificilmente ultrapas-
savam um meés.




De acordo com o Banco de Compensagdes Internacionais (BIS - Bank for International Settle-
mentes), no mercado de derivativos mundial, os contratos relacionados & niveis da taxa de juros sio
08 que apresentaram maior volume financeiro, Em 2009, no mercado secundério, estima-se que o
valor nacional para contratos de taxa de juros atingiu US$ 437 trilhoes, alérn de US$ 342 trilhoes em
swaps de taxa de juros. Ainda, segundo a Associac@o Imternacional de Swaps e Derivatives (ISDA -
International Swaps and Derivalives Association}, 80% das 500 maiores companhias do mundo uti-
lizaram derivativos de taxa de juros para controle de seus fluxos de caixa. Dessas mesmas companhias,
75% transacionaram opgoes de taxas cambiais, 25% opgdes sobre commodities e 10% aplicaram seus
recursos em opcoes sobre indices de agoes.

Os principais contratos de derivativos relacionados a taxas de juros transacionados na Bolsa de
Valores, Mercadorias e Futuros de Sdo Paulo (BM&FBOVESPA) sdo: Contrato Futuro de Taxa Média
de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia (DI Futuro), Contrato de Opcac de Compra/Venda sobre
Indice de Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia (Opcées de IDI) e o Contrato Futuro
de Cupom Cambial®?. Em termos de volume financeiro, o DI Futuro é o derivativo de taxa de juros
mais liquido da Bolsa, possuindo contratos vencendo a cada més. Segundo a BM&FBOVESPA, na
década de 2000, o nimero médio de contratos negociados de DI Futuro fol em torno de 13 milhoes,
enquanto que as opgoes de IDI apresentaram o valor médio de 700 mil contratos negociades. Uma das
possiveis explica¢bes para a baixa lquidez dos contratos de opgdes de IDI seja a falta de um modelo
de precificagio amplamente aceito pelo mercado e sem deficiéncias tedricas.

Neste trabalho, realizaremos um estudo relacionado a valoragio das opgdes de IDI. Para tanto,
iremos, incialmente, justificar a relevancia econdmica desses contratos, por meio de uma comparacio
com os swaps de taxa de juros, para entao descrever os objetivos de pesquisa®,

Contratos de swaps podem permitir que empresas se protejam contra oscilagoes inesperadas na taxa
de juros, pois, por exemplo, permite que se transforme uma divida contraida a taxa pés-fixada numa
pré-fixada, eliminando a incerteza com relagao ao valor futuro do passive e permitindo um melhor
planejamento estratégico. As opgoes de IDI permitem uma alternativa aos swaps, Neto e Pereira
{1999) afirmam que uma empresa com passivo pés-fixado consegue fixar um teto para a taxa de juros
com a compra de uma call de IDI. Assim, com a alta da taxa de juros, o aumento de seu passivo serd

compensado pelo excesso do IDI sobre seu prego de exercicio e, em caso de uma queda na taxa, se

*Podemos citar ainda o Contrato de Swep Cambial com Ajuste Periddico, o Contrato Futuro de Cupom de IGP-M ¢
o Contrato Future de Cupom IPCA.

A comparagio com o contrato de Futuro DI ndo se mostra necessaria, uma vez que os swaps se assemelthamn aos
futuros, porém, sio mais simples devido & auséncia de ajustes disrios.



1.1 Motivacao

|

beneficiard com a redugio do valor de seu passivo, enquanto que a opcio deixard de existir®,

Avaliando estrategicamente os demais fatores que afetam suas atividades, as empresas podem es-
colher entre o padréio simétrico do swap (com custo inicial nulo) ou o padraoc assimétrico da opcio
{com custo inicial positive).

As opcgoes de IDI comecaram a ser negociadas na BM&FBOVESPA, antiga BM&F, em 1997,
O volume de negécios desses contratos fol aumentando aos poucos, porém, devido as instabilidades
financeiras do final da década, sofreu fortes reducées, retomando um aumento de liquidez apenas pariir
dos anos 2000. Em comparacao com os demais contratos derivativos de taxa de juros, as opgoes de [DI
apresentam um volume ainda muite baixo de negociagtes. Conforme mencionado, esse fato pode estar
relacionado a utilizagio, pela Bolsa, do modelo de Black (1976) para a precificacio desses instrumentos,
uma vez que se trata de um modelo teoricamente inconsistente para esse tipo de opcio e, portanio,
nao é amplamente aceito pelos agentes do mercado Almeida et al. {(2003). Teoricamente, esse modelo
é aplicado para opgbes sobre futuros e néo leva em consideracdio a estrutura a termo da taxa de juros.
Dessa forma, os pregos tedricos, obtidos pelo modelo, diferem significativamente dos pregos observados

no mercado, 0 que gera um receto entre os investidores em se fomar posicdes nesses papéis.

As opgdes de taxa de juros, transacionadas nos mercados dos EUA e Europeu, em geral, tém como
ativo objeto um titulo de renda fixa com vencimento posterior ao vencimento da opglo. Assim, ela
reflete a expectativa do comportamente futuro da estrutura a termo da taxa de juros entre o periodo
de vencimento da opgfo e o vencimento do titulo, Como as opgdes de IDI refletem o comportamento
da taxa de juros de curto prazo na data de avaliacio até o vencimento da opgao, torna-se necessério

adequar os modelos de precificagdo para a realidade brasileira.

Neste contexto, trabalhos recenfes tém apresentado diversas alternativas para precificar essas
opgdes, com base principalmente nos modelos de Black e Scholes (1973), Vasicek (1977}, Cox et al.
{1985), Ho e Lee (1986}, Hull ¢ White (1990) e Heath et al. {1992). S0 metodologias baseadas em
equacoes diferenciais estocésticas que permitem a derivagao de uma férmula analitica fechada ou com
auxflioc de metodologias como 4rvores binomiais ou trinomiais, para entao obter o prémio ou preco
das opcles. Entretanto, os resultados mostram que ainda os pregos tedricos distanciam-se dos pregos

observados no mercado, além de apresentarem possibitidades de arbitragem.

Na literatura de opcdes, a utilizacio de modelos de Redes Neurais Artificiais (RNAs) tem se

“Deve-se lembrar que a posse do contrato de opio exige um custo inicial para a empresa. ao contrario do contratn
de swag.



4 Introdugao

apresentado como um método alternativo para a precificacio de tais instrumentos®. As RNAs se
destacam devido sua alta performance ao tratar relacdes ndo-lineares de tipo entrada~saida, em especial
sua habilidade de aprendizado e capacidade de generalizacio, associacio e husca paralela. Além disso,
esses modelos nae requerem nenhuma hipdtese restritiva quando as entradas, permitindo que a rede
seja capaz de aprender o processo gerador da relacio entre as varidveis avaliadas®.

Embora a superioridade dos modelog de redes neurais, em comparacdo aos métodos usuais de
aprecamento de opgbes, seja quase um congenso entre os pesquisadores, Callen et al. (1996) afirmam
que estas técnicas ndo apresentam, necessariamente, os melhores resultados em relagio aos modelos
lineares de séries temporais tradicionais. Além disso, as aplicagdes de RNAs para precificacdo de op¢oes
se concentram nos papéis sobre acdes, indices, moedas, futuros e commodities, fazendo necessario um

estudo para as opcdes relacionadas 4 taxa de juros, até o momento escasso para o mercado bragileiro.

1.2 Objetivos

Verificada a importéincia das opcées de IDI no mercado brasileiro e as limitagdes para obtencao dos
prémios de tais contrates, este trabalho tem o objetivo principal de valorar as opgbes de compra de
1DI, negociadas na BM&FBOVESPA, para ¢ periodo de janeiro de 2003 a julho de 2008, com base em
modelos nio-lineares de redes neurais feedforward e recorrentes’. Como benchmark, precificaremos as
mesmas op¢des por meio do modelo de Black (1976), uma vez que € utilizado pela Bolsa para obtencio
dos prémios das opgdes de IDI, e por meio das equagdes analiticas derivadas dos trabalhios de Neto
e Pereira (1999) e Barbachan e Ornelas (2003), por se tratarem dos modelos analiticos baseados em
formulas fechadas que mais se adéguam a realidade brasileira.

Os precos tedricos, obtidos pelos modelos, serdo entdo comparados com g prémios de fechamento
das opgoes verificados no mercado, para elucidar o modelo que maijs se aproximou 4 realidade. Essa
avaliacdo serd baseada em métricas trladicionais de erro de previsdo, isto é Erro Percentual Médio
(MPE - Mean Percentage Error}, Erro Percentual Maximo {MPE - Mawzimum Percentage Error),
Raiz do Erro Quadratico Médio {RMSE - Root Mean Squared Error), Erro Absoluto Médio (MAE -

SShapire (2003) apresenta uma coletinea dos trabalhos baseados em inteligéncia artificial aplicados a economia e
financas, sohretudo na precificacao de opghes.

8 Bennel e Sutcliffe (2004) ¢ Andreou et al. {2008) afirrnam que os modelos de Black e Scholes {1973) e seus derivados,
por apresentarem hipdteses restritivas, acabam decorrendo em erros sistematicos, o que resulta em pregos teoricos mais
irrealistas, por isso a aplicagio de modelos naoc-lineeres alternativos tem se mostrado relevante.

7 As opgdes de venda, ou puts, ndo serdo consideradas nesta pesquisa devido sua baixa liquidez na Bolsa, utna ves que
nao permite uma adequada validagao dos modelos considerados.
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Mazimum Absolute Ervor), Erro Médio Absoluto Percentual (MAPE - Muzimum Absolute Percentage
Error}), e o coeficiente de desigualdade de Theil (TIC). Alémn disso, testes estatisticos paramétricos e
nac-parameétricos de performance para comparagao de modelos de predigdo competitivos serdo aplica-
dos, sendo eles, os testes AGS, MGN e SIGN.

A partir desse objetivo que norteia o presente trabalho, verificaremos também os seguintes pontos:

¢ () modelo analitico do benchmark cousiderado que resultou em pregos que mais se aderiram aos

ohservados no mercado.

¢ Avaliar o melhor modelo de rede neural, feedforward ou recorrente, para precificar as opgbes de

IDI, no sentido de verificar uma dependéncia ternporal na formagdo dos precos desses papéis.

¢ Selecionar as varidaveis que se mostram relevantes, segundo os métodos de redes neurais, para a

obtencao dos prémios das opgoes.

s Definir a estrutura de rede, em termos de camadas e neurdnios intermedisrios, que apresenta.

melhor desempenho de acordo com o objetivo proposto.

s Analisar se a diferenca entre os modelos ¢ significativa em termos estatisticos, considerando que
08 trabalhos na literatura abordam, em sua maiocria, apenas as métricas usuais de erros para

comparacao entre diferentes métodos na precificagio de opgodes.

Este estudo se destaca ao aplicar o método de redes neurais artificiais em um seginento de mercado
ainda nao avaliado no Brasil, o das opcoes de taxa de juros. Além disso, utilizamos duas estruturas
diferentes de redes neurais recorrentes, wma vez que a literatura, em geral, aplica modelos do tipo

progressivas ou feedforward, que possuern menos potencial em modelar dados temporais ou espaciais.

1.3 Estrutura do Trabalho

Com o0s objetivos definidos, este trabalho estd organizado como segue. Além desse capitulo de
introdugéo, o capitlo 2 apresenta a revisao da literatura sobre o tema, abordando os trabalhos rela-
cionados aos modelos de taxa de juros, precificacio de opgdes e redes neurais aplicadas A economia e
finangas.

O capitulo 3 apresenta os modelos que descrevem o comportamento da estrutura a termo da taxa de

juros, hase para a construgio de metodologias para obtencao de férmulas analiticas para a precificacao
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de opcoes relacionadas & niveis da taxa de juros. Ainda, serdo descritas as caracteristicas das opcoes
sobre IDI, assim como os modelos analfticos de precificagio para este ativo, sendo eles: modelo de
Black {1976), ¢ o0s derivados dos trabathos de Neto e Pereira (1999) e Barbachan e Ornelas {2003),
que serao aplicados neste trabalho. Em seguida, no capitulo 4, apresenta-se uma descrigio geral dos
modelos de redes neurais, com rela¢do a suas estruturas e algoritmo de treinamento.

A metodologia para estimagho e validagao dos modelos é descrita no capitulo 5. A estimacio dos
parmetros das formulas fechadas serd descrita nesse mesmo capitulo, assim como a metodolegia para
escolha do melhor modelo de rede para valoracao das opges.

Os resultados e as discussbes constituem o capitulo 6, que elucida as principais vantagens e lim-
itagoes dos modelos considerados. Segue-ge, por fim, o capitulo 7 com as conclusbes, comno também

sugestoes para pesquisas futuras.



Capitulo 2
Revisac Bibliografica

Este capitulo apresentard a discussdo verificada na literatura com relacfo aos seguintes tOpicos:
principais métodos para modelagem da estrutura a termo das taxas de juros, modelos para obtencao
dos prémios das opgbes de taxa de juros no Brasil, e as abordagens nas aplicacdes das redes neurais

artificiais no mercado de opgoes.

2.1 Opcoes de Taxa de Juros

Opcoes de taxa de juro sdo instrumentos cujos payeffs dependem de alguma forma do nivel da
taxa de juro. Os instrumentos mais transacionados desse tipo de ativo sio as opgdes embutidas em
titulos de renda fixa, em que seu preco reflete a expectativa do comportamento futuro de uma parte
da estrutura a termo da taxa de juro, mais precisamente, o periodo entre ¢ venciimento da opcio e o
vencimento do tftulo. A avaliagio de opcoes de taxa de juro & mais dificil se comparada a de opcoes
sobre ac¢oes, pois modelar o comportamento do prego de uma acdo se mostra menos complexo que o
comportamento da taxa de juro Hull {2003).

De acordo com Neto e Pereira (1999), as caracteristicas da modelagem de instrumentos de renda
fixa os distinguem da modelagem de ac¢des, moeda estrangeira e commodifies. Elas podem ser resumidas

a seguir:

+ As taxas de juro apresentam o fenémeno de reversao a média, isto é, verifica-se uma tendéncia
para um estado de equilibric. Essa caracteristica se engessa ainda na teoria econ6mica, pois forcas
politicas e econdémicas pressionam as taxas de juros para baixo em momentos que ge enconfra

em patamares excessivamente altos e, com isso, impactam negativamente o déficit publico, o

7
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consumo em nivel agregado e o nivel de emprego’.

» Os modelos de taxa de juros englobam a descricio do processo estocdstico de toda mna “curva.
de juros” por motivo da variedade de prazos de vencimentos de titulos existentes no mercado, o

gue nao se verifica no caso de uma acio, taxa de cambio ou commodity®.

e As velatilidades nos diversos vértices da estrutura a termo da taxa de juro costumam diferir;
além disso, as correlagoes nos vérfices também nio sdo perfeitas, decrescendo na medida em gue

ge aumenta a distincia entre eles.

s O prego de um titulo de renda fixa possui valor fixo e conhecido em sua data de vencimento,

diferente do prego de agdes, moedas estrangeiras e commodstics.

Dessa forma, modelar o comportamento do ativo objeto de uma opgao de taxa de juro, isto é, o
movimento da taxa de juros de curto prazo, requer metodologias que sejam capazes de descrever a

estrutura a termo descrita por fal taxa.

2.2 Modelos de Estrutura a Termo da Taxa de Juros (ETTJ)

Segundo Neto e Pereira (1999), sao duas as abordagens que descrevem os modelos de estrutura
a termo da taxa de juro (ETTJ): direta e indireta. s modelos de abordagem direta partem da
especificagio direta do processo estocastico dos pregos dos titulos primérios, em vez de derivarem este
processo de concettos mais primitivos, como taxa de juro de curto prazo ou a relagio de preferéncia
dos agentes econdbmicos. J& os modelos de abordagem indireta partem da especificagdo de processo
estocastico seguido pela taxa de juro de curto prazo ou pela taxa forward.

A abordagem indireta, além de ser aplicada pela maior parte dos modelos de estrutura a termo,
também se subdivide em duas classes: modelos indiretos end6genos (ou modelos de equilibrio} e
modelos indiretos exégenos {ou modelos de ndo-arbitragem). Nos modelos de equilibrio, a estrutura a
termo da data corrente e os pregos dos titulos sdo obtidos endogenamente, ou seja, como fungio dos
parametros do processo da taxa de juro de curto prazo e do valor corrente dessa varidvel. Os modelos
mais conhecidos que pertencem a essa classe sio as dindmicas de Rendleman e Bartter (1980}, Vasicek

(1977) e Cox et al. (1985) ou CIR®. Em contrapartida, os modelos de nio-arbitragem néo derivam a

!'No sentido inverso, a mesma, 16gica se verifica, comn taxas de juros excessivamente baixas.
2Ainda, o formato dessa curva pode se modificar ac longo do tempo.
YEsses modelos serao descritos no Capftulo 3.



2.3 Modelos para Opcgaes de Taxa de Juros no Brasil 9

estrutura a termo, mas a tomam como um dado. Assim, o processo da taxa de juro de curto prazo
& escolhido de forma que a curva de juro relativa & data corrente obtida pelo modelo seja igual &
observada no mercado. Og principais modelos de ndo-arbitragem sio os de Ho e Lee (1986) e Hull e
White (1990},

As dindmicas de Vasicek e CIR foram os primeiros modelos de taxa de juro apresentados na
literatura para a classe das dinamicas de equilfbrio®. Apesar do sucesse desses modelos, eles produzem
uma estrutura a termo enddgena, nao compativel com a estrutura a termo verificada no mercado, urmna
vez que o reduzido nimero de pardmetros nao é suficiente para reproduzir a estrutura a termo corrente.

Na década de 1980, os modelos de equilibrio passaram a ser transformados em modelos de nio-
arbitragem. A estratégia dessa transformacfo era incluir parameiros dependentes do tempo na tendén-
cia do processo. Huli e White (1990) utilizaram essa metodologia no desenvolvimento dos modelos
Vasicek Estendido ¢ CIR Estendido, nos quais a tendéncia da taxa de jurc € uma fungdo do tempo.

Em 1992, Heath et al. (1992), doravante HJM, desenvolveram um sistema, para a modelagem
da estrutura a termo, genérico € promissor, no qual a principal varidvel de estado é a taxa forward
instantanea, ao invés da taxa de juro de curto prazo. A importancia desse modelo esta no fato de que
qualquer modelo de estrutura a termo exdgenc pode ser derivade a partir do sistema HIM, isto ¢, todo
modelo de nio-arbitragem ¢ um modelo HJM?.

Além disso, a derivacao de modelos de taxa de juro a partir do sistema HJM nao fornece ape-
nas uma compreensio maior dos parametros do modelo, como também fornece dindmicas gue séo

automaticamente ajustadas & estrutura a termo corrente?,

2.3 Modelos para Opcoes de Taxa de Juros no Brasil

A precificacio das opgbes de taxas de jurcs no Brasil, isto é, opgdes de IDI, vem sendo abordada
recentemente pela literatura. Uma razao para isso se encontra no fato desses papéis apresentarem
caracteristicas peculiares que o diferenciam substancialmente das opgoes sobre taxa de juro tipicas dos

principais mercados do mundo.

Brigo e Mercurio (2001) afirmam que a ampla aceitagio dos modelos de eguilibrio foi em grande parte ocasionado
pela posgibilidade de avaliacio analftica de alguns instrumentos financeiros, tals como {itulos de renda fixa e opgoes
européias de taxa de juros.

5Chiarella & Kwon (1999) mostraram que os modelos CIR, Estendido, Black-Karasinski e Hull-White com dois fatores
sa0 casos especiats do modelo HIM,

*O major problema dos modelos HIM se resume no fato de que ele supde que o processo da taxa de juro de curto
Prazo possa nao ser wme processo Markoviano. Para uma discussdo mais detalhada dessa questdo ver Ritchken e Sankara-

subramanian {1895).
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0 contrate futuro de taxa de juros padriio dos EUA e da Europa possuem como ativo objeto um
titule de renda fixa que vencerd em um determinado nimero de meses depois do vencimento do futuro.
Por questoes de hedge e combinagdo de posigoes, as opgdes sobre taxa de juros padriao destes mercados
8d0 proximas aos contratos futuros, ou seja, o ativo objeto tarnbém é um titulo de renda fixa vencendo
meses depois da maturidade da opgéo.

Pela instabilidade macroecondmica e financeira gque o Brasil sofreu no ultimo quartel do século XX,
o mercado de juros negocia titulos com prazes mais curtos que os norte-americanos e europeus. Com
isso, o contrato futuro de taxa de juro criado no pais, o Future DI, ¢ distinto do padrao verificado nos
mercados mais influentes. Q Futuro DI se comporta, na verdade, como um titulo de renda fixa no
mercado & vista, sujeito a “marcacoes” a mercado didrias {ajustes diarios), e ndo exatamente como
um contrato futuro de juros Neto e Pereira (1999). Assim como no caso das opgoes dos mercados
americano e europeu, a opcao sobre taxa de juro brasileira, a opcdo de IDI, também reflete a forma do
contrato futuro. Esse contrato negocia a taxa de juros acumulada entre a data corrente e sua prépria
data de vencimento, de maneira analoga ao que faz o futuro, ac invés de possuir um titulo de renda
fixa como ativo objeto.

A peculiaridade das opgdes sobre taxa de juros no Brasil torna seu prego, bem como os fatores que
o afetam, distinto daqueles ligados as opgdes sobre juros tradicionais. Por esse motivo a literatura tem
abordado esse tema em especial, devido a caréncia do desenvolvimento de critérios proprios de anélise
e avaliacdo.

Os primeiros a abordar esse problema foram Neto e Pereira (1999). Eles desenvolveramr uma
formula fechada para o calculo do prémio das opgoes sobre IDI comn base no modelo de Vasicek (1977).
Derivada a férmula analitica, propuseram dois métodos para estimagio dos pardmetros volatilidade
e velocidade de reversdo & média da taxa de juro de curto prazo (implicitos no modelo): métode
endégeno (estimaciio incondicional) e exégeno {estimagio condicional).

Apesar da alternativa de valoragio das opgdes sobre IDI sugerida pelos autores, ndo o verificaram
empiricamente, devido a baixa liquidez dos contratos, uma vez que foram introduzidos na Bolsa a
partir de 1997°. Posteriormente, Cassetari e Neto (2001) mostraram gue o modelo proposte por Neto
e Pereira (1999) possui suposi¢oes que ndo condizem com o mercado brasileiro. Dessa forma, com base
em uma analise do comportamento da taxa de juro de curto praze brasileira, os autores evidenciaraim

que os prémios das opcdes sobre I1DI, de maneira geral, sdo mais sensfveis & volatilidade dessa taxa,

TOuira critica ao modelo de Neto e Pereira (1999) se baseia no fato de que, de acorde com a metodologia tetrica
desenvolvida, o modelo adota um processo de Ornstein-Uhlenbeck, que permite a existéncia de taxas de juros negativas.
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assim como aos parfmetros de reversio a média e a taxa de juros de lougo prazo, porém, em menor
grau.

Gluckstern et al. {2002) aplicaram o modelo de Hull ¢ White (1990}, com base em drvores trinomiais,
para precificar as opgdes sobre IDI, no periodo de 1997 a 2000. Seus resultados foram comparados com

os obtidos por meio do modelo de Black (1976), e indicaram a superioridade do modelo de Hull-White.

Em seguida, Almeida et al. {2003) calibram o modelo proposto por Neto e Pereira (1999), de forma
a avaliar as oscilagoes dos parametros implicitos, velocidade de reversao a média e volatilidade da taxa
de juro de curto prazo, para o periodo de 2000 a 2001. Os resultados mostraram que a calibracao se
torna mais rochusta em periodos de estabilidade econémico-financeira. Porém, em periodos com grande

volatilidade ou pés-crise, ¢ mesmo modelo gera parimetros instéveis.

Barbachan e Ornelas (2003} derivaram uma férmula analitica fechada para ¢ aprecamento das
opgoes de IDI, com base no modelo de Cox et al. {1985), na tentativa de superar as limitacoes do
trabalhio de Neto e Pereira (1999), por se tratar agora de um modelo que nao admite taxas de juro
negativas. Os autores testaramn seu modelo apenas para uma série de opgdes de compra de IDI (série
AB17 de abril de 2003), ou seja, uma amostra com apenas oifo ohservagdes. (s resultados foram
comparados com os obtidos pelo modelo de Neto e Pereira (1999), e mostraram que as formulas

derivadas pelos autores obtiveram precos fedricos mais préximos aos cbservados no mercado.

No modelo de Barbachan e Ornelas (2003} sdo quatro os parfmetros a serem estimados: velocidade
de reversdo a4 média e volatilidade da taxa de juros de curto prazo, assim como a taxa de juros de
longo prazo e o prego de mercado do risco. Os autores estimaram a volatilidade com base no desvio
padrao e a taxa de juros de longo prazo com base nos dados histéricos do Certificade de Depésitos

Interfinanceiros {CDI}, enquanto que os demais pardmetros foram arbitrados.

Seguindo o mesmo caminho de Gluckstern et al. {2002), Junior et al. (2003) testarain um modelo
de precificacio para as opcoes de IDI, baseado no modelo de Hull e White (1990), para os dados
ohservados no mercado para o periodo de 1999 a 2002. Para isso realizaram trés testes: calibracio
(verificou-se o quanto a volatilidade implicita obtida das opgbes explica seus pregos); avaliagio dc
operacoes delta-hedge para verificar possihilidades de arbitragem, e sele¢io da melhor estimativa para
o parametro de reversac a média que resultasse em uma volatilidade implicita de menor variancia.
Os resultados indicaram gue a volatilidade implicita desses contratos chega a ser superior a 100%,
o que indica inconsisténcia do modelo. Com relagdo ao teste de posices delia, verificou-se que o

modelo é aceitavel, gerando niveis baixos de erro ao se computar a operagdo. E, finalmente, com



12 Revisao Bibliografica

relacdo ao pardmetro de reversdo a média, a melhor estimativa foi zero, que gerou a menor varifincia
da volatilidade implicita.

Almeida e Vicente {2003) estimaram por méaxima verossimilhanga um modelo Gaussiano multi-fator
dindmico para a estrutura a termo da taxa de juros brasileira. O objetivo do trabalho fol verificar
a performance dessa estimagio para precificar e realizar operagoes de hedge para as opcgoes de IDL
Os resultados subestimaram os pregos das opgoes, mas apresentou bons indicadores para as operacoes
delta. Num segundo estdgio, os autores inseriram os pregos das opgdes no modelo dindmico.

Como os proprios autores afirmaram, essa metodologia envolve uma capacidade computacicnal
muito pesada, o que pode dificultar a aplicacdc do modelo na pratica. Além disso, sua metodologia
faz a assertiva de que o movimento do ativo objeto das opgdes de IDI estd estritamente relacionado ao
movimento das taxas implicitas dos contratos de Fuiuro DL Essa pode ser uma afirmacio muito forte,
uma vez que existe o elemento expectativas dos agentes desse mercado influenciando o movimento da
estrutura a termao.

Por fim, Barbedo et al. {2009} implementaram o modelo HJM para a precificagio das opctes de IDL
s resultados evidenciaram que o modelo HIM consistentemente subprecifica os papéis, e verificaram
uma relagio direta entre a maturidade desses contratos e o erro de precificagio em contraposicao com
uma relacio negativa de acorde com o grau de moneyness.

Apesar das diversas metodologias utilizadas para se obter o prémio das opgoes de IDI no mercadoe
brasileiro, os resultados ainda indicam que os pregos tedricos consistentemente se distanciam dos precos
de fechamento verificados, demandando ainda propostas 4 essa questdo, na tentativa de incrementar a

liquidez neste segmento de contratos derivativos no pais.

2.4 Redes Neurais na Precificacao de Opcgoes

Muitos estudos com redes neurais aplicadas as financas, em especial na precificacdo de instrumentos
derivativos, tém sido desenvolvidos na literatura recentemente, devido sua alta capacidade em se mod-
elar relacdes de tipo entrada-saida. Hutchinson et al. (1994}, por exemplo, avaliaram uma abordagem
de redes neurais para o aprecamento e aplica¢io da operagdo delto-hedge nas opgoes sobre futuros do
indice S&P 500, no periodo de 1987 a 1991. Seus resultados mostraram que as redes neurais foram
capazes de aprender ¢ funcionamento da férmula de Black e Scholes (1973), com base em uma amostra
para ajuste dos parfmetros composta por precos didrios das opcoes no periodo de dois anos. Sobre-

tudo, os autores indicaram a possibilidade de aprecar e formar operacGes delta-hedge com sucesso para
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opcoes nao utilizadas na amostra apresentada & rede. Ainda, sugeriram que o aprecatnento por tal

método pode ser mais eficiente quando a dinamica do ativo objeto da opgao é desconhecida.

O estudo de Qi e Maddala (1996), por sua vez, aplicou um modelo de rede neural multicamadas
para o aprecamento de calls sobre o indice S&P 500, no periodo que compreende dezembro de 1994
a janeiro de 1995, Os resultados apresentaram a superioridade do método de inteligénceia artificial
em comparacao a formula de Black-Scholes (BS). Com base na anélise dos pesos da rede neural,
confirmaram que quanto menor o preco de exercicio ou Imaior o prego do ativo ohjefo ou, ainda,

quanto mais distante o prazo para o vencimento, maior seré o preco da call.

Qutra pesquisa que se observa o uso de redes neurais para opgdes é o de Lajbcygier et al. (1996}.
Os autores utilizararn dois modelos para apregar opgoes sobre o futuro do indice represeniativo das
agdes ordindrias comercializadas no mercado de acoes australiano. O primeiro deles teve duas varidveis
de entrada {quociente entre o preco spet e o preco de exercicio, e o prazo de vencimento do papel).
Ja o segundo utilizou as mesmas varidveis, adicionando a taxa de juros e a volatilidade (estimada por
meio da volatilidade histérica com wma janela de 60 dias), na tentativa de comparar com o modelo
utilizado por Hutchinson et al. {1994). Os resultados mostraram que ¢ modelo com quatro varidveis

de entrada superou o modelo de duas varidveis, assim como a metodologia de Black-Scholes.

Podemos citar ainda os trabalhos de Geigle e Aronson (1999) e Malliaris e Salchenberger (1996).
Estes primeiros examinaram o desempenho das redes neurais para a avaliacdo de opgées americanas
sobre future do indice S&P 500 e confirmaram a superioridade do modelo se comparado ao de BS,
Ja Malliaris ¢ Salchenberger (1996} desenvolveram um modelo de rede neural para a previsao da
volatilidade futura das opgoes sobre futuro do indice S&P 100, com base na volatilidade passada e
outros fatores que afetavam os precos das opgoes comercializadas neste mercado. A rede foi estruturada
com mais 13 fatores de entrada e a estimativa da volatilidade permitiria aos agentes estabelecer posigdes
estratégicas na antecipacdo de mudancas nos movimentos do mercado. Os resultados da rede neural
foram comparados com a volatilidade implicita das opcoes, obtidas pelo modelo de Black-Scholes. De
acordo com os seus resultados, a estimagdo da volatilidade pelo modelo de redes neurais foi superior
as modelagens de volatilidade histérica e implicita.

() mercado de opcées norte-americano é o mais avaliado pela literatura sobre redes neurais, como
se pode verificar nos trabalhos de Kelly (1994), Kitamura e Ebisuda (1998}, Garcia e Gencay (2000), 7.
?, Ghaziri et al. (2001), e Andreou et al. {2008). Esses trabalhados aplicaram modelos de redes neurais

para precificacdo de opgdes sobre o indice S&P 500, e seus resultados tém apontado superioridade



i4 Revisdao Bibliografica

desses modelos em comparagio com os da férmula analitica de Black-Scholes. Para o Reino Unido,
Niranjan {1996), Freitas et al. (2000}, Healy et al. (2002) e Bennel e Sutcliffe (2004} apontaram
methor performance do método de rede neural para precificar as opgées sobre o indice F'TSE 100, em
contraposicio acs modelos fradicionais de valoragao.

Winne et al. (2001), por exemplo, implementaram uma RNA para precificar as opgoes sobre o
indice CAC 40, comercializadas no mercado de derivativos francés. Os resultados do método aplicado
foram mais acurados que os do modelo binomial para essas opgdes. Anders et al. (1998}, com base
nas opgoes de compra de estilo europeu para o indice DAX, confirmaram a superioridade do modelo
de rede neural sobre 0 modelo de Black-Scholes para avaliagio dessas opgdes no mercado alemio,
assim como Ormoneit (1999) e Krause (1996). Yao et al. (2000}, ainda, utilizaram uma RNA para
precificar as opcoes sobre futuros do indice Nikkei 225, que sao de estilo americano, e verificaram seu
melhor desempenho comparado com as equagdes analiticas de BS. Por fim, Amilon {2001} comparou
a performance de um modelo de rede neural coms ¢ método de Black-Scholes para avaliar as opgbes
de compra sobre o indice OMX, principal contrate de opcoes transacionado no mercado da Suécia.
Baseado tanto em volatilidade histdrica como implicita, 0 modelo de rede neural foi, em geral, superior.

Para o mercado brasileiro, Freitas e Souza (2002) avaliaram o modelo de redes neurais para pre-
cificar opgdes de compra européias sobre a agdo da Telebris PN, no periodo de janeiro de 1995 a
dezembro de 1999, A rede neural aplicada pelos autores apresentou resultados superiores em com-
paracao ao modelo de Black-Scholes, especialmente quande as cells estavam in-the-money, Maciel
et al. (2009) também apresentaram um modelo de RNA multicamadas para avaliar as opgdes de taxa
cambial R$/US$ comercializadas na BM&FBOVESPA, e mostraram que ¢ modelo avaliado superou
os resultados obtidos pela formula analitica de Black (1976), utilizada para precificagdo dessas opgoes
na Bolsa brasileira. Entretanto, ainda néo existe trabalho na literatura que apresente um estudo para
valoracao de opcoes sobre taxa de juros no Brasil com base emn modelos de inteligéncia artificial, o que

confirma a relevincia deste trabalho.



Capitulo 3

Modelos de Taxa de Juros

(s modelos indiretos para precificacio de op¢des de taxa de juros serdo deseritos neste capitulo,
Alem disso, serdo apresentadas as caracteristicas das opedes de IDI, bem como os modelos derivados

para sua valoragio.

3.1 Precificagao Livre de Arbitragem

A avaliacio do preco de uma opcéo de compra de um titulo pré-tixado e outros tipos de opgdes sobre
taxas de juros se baseia em metodologias que utilizam a precificacfio livre de arbitragem (“arbstrage-
frec pricing”}, também conhecida como avaliagdo neutra ao risco. Assimn, considera-se como dados os
precos de um conjunto de ativos primdrios, assim como sua evolugao estocéstica, para entdo precificar
uni conjunto de ativos secundarios Neto e Pereira {1999).

Os ativos secundarios sfo precificados por meio da construgao de urna carteira composta por ativos
primarios, dinamicamente rebalanceada no tempo, de tal modo que o fluxo de caixa e o valor dessa
carteira replicamn o fluxo de caixa e o valor do ativo secundério. Dessa forma, as opg¢des sdo aprecadas
num mundo neutro aoc risco.

Comeo afirmado no capitulo anterior, os modelos de estrutura a termo da taxa de juro podem ser
de abordagem direta ou indireta. Os modelos de abordagem direta partem da especificagio dircta do
processo estocastico dos pregos dos titulos primarios, em vez de derivarem este processo de conceitos
mais primitivos, como taxa de juro de curto prazo ou a relagao de preferéncia dos agentes econémicos.
J4 os modelos de abordagem indireta partem da especificagdo do processo estocastico seguido pela

taxa de juro de curto prazo ou pela taxa forward.

15
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Por ser de interesse deste trabatho € além de ser aplicada pela maior parte das pesquisas sobre a
estrutura a termo da taxa de juro, descreveremos apenas os modelos indiretos!. Esses modelos tém
dependidoe da incorporagao dos principais fatos estilizados que procuram descrever a. dinjanica evolutiva
da E'1"I'J. Usualmente, eles se haseiam num processo estocdstico para a taxa de juros de curto prazo
num mundo neutro ao risco. De acordo com a consideragio das varidvels (ou fatores) estocasticas que
compoem o moedelo, eles sdo chamados de medelos de n fatores. Os modelos estudados neste traballio
conslderam como fator estocéstico apenas a taxa de juros de curto prazo, por isso sdo conhecidos como

modelos de um fator,

3.2 Modelos Indiretos

Os modelos indiretos apresentam duas abordagens distintas: modelos indiretos endégenos {ou
modelos de equilfbrio geral} e modelos indiretos exégenos (ou modelos de ndo-arbitragem). Nos modelos
de equilthrio geral, os pardmetros estimados ndo necessariamente geram pregos de titulos adequados a
estrutura a termo vigente no mercado real. Enguanto que os modelos de néo-arbitragem permitem que
a estimacdo obtida gere uma curva de juros automaticamente ajustada & curva de jureos do mercadoe

Neto e Pereira (1999).
3.2.1 Modelos Indiretos Endogenos

Modelo de Merton {1973)

Em seu artigo classico, Theory of Rutional Option Pricing, em uma nota de rodapé, Merton introduz
o primeiro modelo sobre a estrutura a termo onde os precos dos titulos sdo obtidos em fungdo do
processo estocdstico seguido pela taxa de juros de curto prazo. Dessa forma, a equagao diferencial

estocdstica descrita pela taxa de juros de curto prazo €:

dr (£) = 6dt — gdW (2) (3.1)

em que 7{t) representa a taxa de juros de curto prazo, # a taxa de juros de longoe prazo, ¢ a

volatilidade da taxa de juros de curto prazo e W(t) & um processo de Wiener unidimensional.

!Para estudo dos principais modelos diretos, verificar os trabalhos de Ball e Touros {1983) e Munmnik {1992).
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Neste modelo, o processo estocastico suposto para a taxa de juros de curto prazo permite que
ela assuma valores negativos, por isso, conforme afirma Merton (1973), trata-se de uma suposicdo
rrealista. Além disso, se & > 0, a taxa tende a crescer ilimitadamente com o passar do tempo. Com
iss0, 0 modelo deve ser considerado como um exemplo didético, servindo como instrumento utilizado
ne desenvolvimento de modelos mais realistas.

Toda a incerteza da economia estd contida no processo de Wiener unidimensional W {t), sendo a
Gnica fonte de incerteza capaz de afetar o movimento do pre¢o de um titulo referenciado a taxa de
jurc de curto prazo.

No medelo de Merton (1973), a estrutura a termo é igual a soma da taxa de juros de curto prazo
r(t} com uma fungio quadratica céncava do prazo para o vencimento do titulo referenciado. O termo
estocistico r({) possui distribuicio normal, fazendo assim com que a estrutura a termo também seja

normalmente distribuida e toda sua evolucio seja condicionada a evolugdo de »(t).
Modelo de Black (1976)

Posteriormente, o modelo de Black {1976) foi desenvolvido para apregar opgdes sobre futuros, e
& bastante aplicado para avaliacdo de opgdes sobre titulos pré-fixados. Trata-se de uma variacio do
modelo de Merton {1973), em que o ativo objeto se trata de um contrato futuro, ao invés de um afivo

& vista. A equacio diferencial estocastica nesse modelo pode ser descrita como:

AF (&) = cdW () | (3.2)

onde (1) é o preco futuro do ativo.

Em opgdes sobre taxa de juros, o preco do contrato fufuro é subssituido pelo prego a termo {forward)
do titulo?. Nesse modelo supde-se que o prego do ativo objeto segue uma distribuicio log-normal e nio
se pressupde a existéncia de reversio & média. Além disso, assume taxas de juros nominais negativas e
volatilidade constante para o ativo objeto que, no caso de titulos pré-fixados, apresenta-se mais irreal,

pois quanto maior for o tempo até o vencimento, maior serd a volatilidade?.

Modelo de Vasicek (1977)

*Essa suposicic & questionfvel, mas compenss integraimente a hipotese de que as taxas de juro sin constantes para
efeito de desconte. Para mais detalhes, ver Hull (2003).

3Apenas no caso de a vida da opcio ser muito curta em relacho 3 vida do titulo-objeto & que se poderia considerar
uma volatilidade constante ao longo da vida da opcao.



1 8 P ] —ren SR e b me S—— MOdEIOS de Taxa de J uros

Vasicek (1977) seguiu o mesmo caminho de Merton {1973} com modelos “gaussianos” sobre a
estrutura a termo em tempo continuo, porém, envolvendo uma Algebra mais complexa. Nesse caso, o

processo estocdstico seguido pela taxa de juros de curto prazo é dado por:

dr (1) = a {8 — 1 (t)) — odW () (3.3)

onde o pardmetro « representa a velocidade de reversdo a média da taxa de jures de curto prazo.

Vasicek {1977) foi o primeiro a propor o comportamento de reversdo & média, fato estilizado do
comportamento das taxas de juros de curto prazo. Isso significa que se a taxa de curto prazo esta
acima de uma média dita de longo prazo, a tendéncia dela é de queda. Se estiver abaixo da média
esperada de longo prazo, a tendéncia é de alta.

O modelo de Vasicek procura ser mais realista que o de Merton, uma vez que agora a taxa de juros
de curto prazo ndo mais possui uma tendéncia de crescimento ilimitada. Sempre que r({) estiver acima
de @, o termo o {f — 7 (¢)) sera negativo e “a (€ — 7 (t))” “puxard” a taxa para baixo Neto e Pereira
{1999). Porém, quando (%) estiver abaixo de @, o uposto se verifica.

Apesar de solucionado este problema encontrado em Merton, o modelo de Vasicek ainda continua
a permitir taxas de juros negafivas, uma vez que a distribuicio condicional de r(t) é normal?. Além
disso, a volatilidade da taxa de juros de curto prazo é considerada constante, o que nao acontece com
dados reais.

A partir da equacdo diferencial estocastica, Vasicek obteve uma expressao analifica para o pre¢o
de um titulo pré-fixado. Jamshidian (1989), posteriormente, desenvelveu uma férmula de precificacao

de opcdes européias sobre titulos pré-fixadoes usando o modelo de difusao de Vasicek,
Modelo de Cox, Ingersoll e Ross (CTR}{1985)

O modelo de Cox et al. (1985}, ou modelo CIR, permite a solucdo do problema do crescimento
ilimitedo da taza de juros, verificado em Merton, como a questdo da possibilidade de taxas de ju-
ros negativas, presente em Merton e Vasicek. Em contrapartida, segundo Neto e Pereira (1999}, a
tratabilidade analitica dos dois modelos anteriores € perdida, pela sua complexidade.

No modelo CIR, a equacéo diferencial estocastica que descreve o movimento da taxa de juros de

curto prazo é:

4 Entretanto, assim come o modelo de Merton, ele apresenta grande tratabilidade analitica.
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dr{t) = (@ —r ) — oyfr (W (1)

Assim como em Vasicek, as taxas de juros tendem a gravitar em torno de 8, caracterizando a taza
de juros de curto prazo esperada no longo prazo.

Pode-se demonstrar, Feller {1951}, que se 2af > o2 e r{t) > 0, entdo »(1) runca sers negativo.
Como a volatilidade da taxa de juros de curto prazo & o+/r (t), sempre que () se aproximar de zero,
sua raiz quadrada serd um ndmere muito pequeno, tornando a volatilidade desprezivel. Dessa forma,
a magnitude do termo “« {8 — r (1))” serd dominante, fazendo com que r{t} se afaste da origem e seja

sempre positivo®,
QOutros Modelos

Podemos citar, ainda, o modelo de Chan et al. {1992}, ou modelo CKLS. Ele possui caracteristicas
tais como reversdo i média, e permite que a volatilidade da taxa de juros dependa de uma poténcia -y

da prépria taxa de juros. A equacéo diferencial estocistica para o modelo CKLS é:

dr{t) = a{d —r (1)) — or (1) dW (¢} {3.5)

Pode-se perceber que os modelos de Vasicek e CIR s&o casos particulares do modelo CKLS, Podemos
citar, ainda, outros trés modelos que sdo casos particulares do CKLS: Dothan (1978), Bremnan e

Schwartz (1982) e Constantinides ¢ Ingersoll (1984)°

3.2.2 Modelos Indiretos Exbégenos

0Os modelos de equilibrio geral apresentados apresentam wina limitacio em comum: nao se ajustam
automaticamente & estrutura a fermo da taxa de juros observada no mercado. Essa caracteristica
decorre do fato de que os pardmetros estimados com base eln precos passados ndo irfe gerar neces-
sariamente uma estrutura a termo ajustada ac mercado real. Com igso, surgiram os modelos indiretos
ex0genos, ou de naoc-arbitragem. Eles foram desenvolvidos com o intuito de se gerar uma estrutura a

termo que seja consistente com a estrutura a fermo atual do mercado.

Para mais detathes desses modelos, ver Munnik {1992).

50s modelos de Dothan {1978} e Constantinides e Ingersoll {1984) nio possuem reversao 4 média, mas a volatilidade
aumenta com o nivel da taxa de juros. (O modelo de Brennan e Schwartz {1982) ja possul a reversio A média, e se
distingue do modelo CIR apenas pelo ¥ = 1, ao invés de 0, 5.
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Modelo de Ho e Lee (1986} (Merton Extendido)

Originalmente desenvolvido em tempo discreto, na forma de uma arvore binomial, o modelo de Ho
e Lee (1986) foi transformado em um modelo em tempo continuo bem definido conforme o intervalo
de tempo entre cada instante da Arvore tende a zero, dessa forma, a equacdo diferencial estocsstica
seguida pela taxa de juros de curto prazo é:
06 (1)

dr () = —aﬂ-dt — odW 9 (1) (3.6)

em que 8(t) é uma funcio deterministica, e W%(t) & um processo de Wiener unidimensional, com
espaco de probabilidade da medida martingal equivalente Q.

A funco #{t) é escolhida de tal forma que a estrutura a termo gerada pelo modelo, na data inicial,
seja exatamente a mesma 4 estrutura a termo observada no mercado. Conforme j4 foi evidenciado, esta
é a caracteristica que distingue os modelos indiretos exdgenos dos endégenos’. O modelo de Ho-Lee
fol o precursor dos modelos exégenos, tendo grande importancia conceitual e tedrica, dando partida a
uma linha de pesquisa original e promissora.

Este modelo permite a derivagdo de formulas fechadas para o preco de opgdes sobre titulos. Uma
de suas limitagGes ¢ ndo permitir a reversdo a4 média. Entretanto, o grande avango deste modelo foi
permitir que o parémetro 8, ou chamado drif¢, varie com o tempo. Na realidade, o modelo Ho-Lee &

hasicamente o modelo de 7 com drift varidvel no tempo.
Modelo de Hull ¢ Whiie (19980) (Vasicek Extendido)

Hull e White (1990} propuseram um modelo na busca de superar alguns problemas verificados no
modelo de Ho-Lee, da mesma forma com que o modelo de Vasicek fez com o modelo de Merton®. Com

iss0, 0 processo estocastico seguido pela taxa de juros de curto prazo & definido por:

dr {£) = (0 (t) — ar () dt + od W< (1) (3.7)

Assim como no modelo de Ho-Lee, a funcdo 8(f) é escolhida de forma que a estrutura a termo

gerada pelo modelo, na data inicial, seja exatamente igual A estrutura a termo verificada no mercado®.

"Para ver de que forma a fungiio #(2) & determinada, ver Neto e Pereira {1999).

50 trabalho de Hull e White (1990) pode ser caracterizado como “Ho e Lee com reversio & média” ou como “Vasicek
com estrutura a termo inicial exdgena”.

*Em geral, esse procedimento & realizado por intermédio da taxa forward
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Podemos dizer que 0 modelo de Hull-White é o modelo de Vasicek com uma taxa de juros de longo
prazo, r(t), que varia com o tempo. Ou, ainda, trata-se de um modelo de Ho-Lee com a introducéo da
reversac 4 média, ou seja, se o pardmetro (o) for zero, o modelo de Hull-White se transforma no de
Ho-Lee.

A propriedade de normalidade da taxa de juros de curto prazo indica uma distribui¢ao log-normal

para os titulos. Dessa forma, pode-se derivar férmulas fechadas para os prémios de opcdes européias'®,

Modelo de Heath, Jarrow e Morton (1992)

O mais geral dos modelos precificagao por ndoc-arbitragem é o de Heath et al. (1992), doravante
HJM. Os autores desenvolveram wma metodologia geral que engloba grande parte dos modelos sobre
a estrutura a termo da taxa de jurost!. O modelo HIM nio parte de uma equacdo diferencial para a

taxa de juros, mas de uma equagao diferencial estocastica para o prego de um tisulo pré-fixado;

dP(t, Ty =r Q) P, T)dt +oP &, T) W9 (1) (3.8)

onde P{t,T) representa o preco de titulo zero cupom negociado em t e com maturidade em 7',
sendo ¢ < T

No case geral, ¢ modelo HJM gera uma 4rvore que é ndo-recombinante, isto €, um movimento
para cima seguido de um movimento para baixo nio leva ao mesmo estado de movimento para baixo
seguido de um movimento para cimal®.

O processo da taxa de juro de curto prazo do modelo HIM é naoc-Markov. Dessa forma, para se
obter o comportamento estocastico de r{t) em um determinado periodo pequeno no futuro deve-se

saber n&o 56 o valor de r no comeco do periodo, mas também o caminho descrito pela taxa até chegar

naquele valor Barbachan e Ornelas (2003)13.
Modelo de Black, Derman e Toy (BDT) (1990)

O modelo de Black et al. {1990}, BDT em diante, também pode ser considerado um caso particular

19No mesmo artige. Hull e White {1990) também estenderam o modelo CIR para se ajustar a estrutura a termo inicial,
de maneira andloga ao gue fizeram com o Vasicek.

D Meste caso, o5 modelos de Ho-Lee e Hull-White podem ser obtidos como casos particulares de um modelo HIM.
Para este topice, ver Neto e Pereira (1999).

12pesa caractesfstica torna o modelo custoso em termos computacionais,

1¥Nos modelos de Ho e Lee ¢ Hull ¢ White, casos particulares do modelo HIM, pode-se obter um movimento Markov

para r, economizando esfor¢o computacional.
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do modelo HIM, porém, tem-se distribuicdo log-normal para a taxa de juros de curto prazo, assim
como o fenémeno de reversio i média. A equagio diferencial estocastica que descreve ¢ processo no

modelo BDT é:

din(r(t)) = (0 (t) — aln (v (£))) dt + cdW© (t) (3.9)

Ao se utilizar uma distribuicdo log-nomal para a taxa de juros de curto prazo, o problema da
negatividade da taxa & sclucionado.

A partir do modelo BDT ndo é possivel chegar a uma férmula fechada para o prego de uma opgao
européia. Pois, para se chegar ao prémio da op¢ao, é necessaria a geracio de uma arvore binomial das
taxas de juros spot, do presente para o futuro. Nesse cago, sendo r um processe de Markov, a arvore
gerada é recombinante {ao contrario do modelo HIM em geral}, ¢ que reduz o niimero de nés da rvore,
economizando o esfor¢o computacional. Desenhando a arvore de taxas spot do futuro para o presente,

constroi-se, entdo, as arvores dos pregos dos titulos e das opcdes utilizando avaliagio neutra ao risco.

3.3 Precificacao das Opcoes de IDI no Brasil

(s modelos apresentados anteriormente sdo base da teoria de avaliagao de titulos contigentes em
mercados completos e livres de arbitragem, ¢, por meio deles se deriva uma solucdo analitica simples
para o célculo do preco de uma opgho sobre taxa de juros. Deve-se perceber, entretanto, que a
literatura desenvolveu formulas analiticas fechadas para o preco de opcoes de taxa de juros com base
nas caracteristicas dos instrumentos transacionados no mercado norte-americano e europeu. Como as
opgoes de taxa de juros tipicas desses mercados sdo substancialmente diferentes da opgao de TDI, esses
modelos devern ser adequados & realizacio brasileira.

Os contratos de opcoes de taxa de juros padrao dos EUA e Europa possuem como ativo objeto um
titulo de renda fixa que vencerd em determinado nimero de meses depois do vencimento da opcao.
As opgoes de DI, contudo, ao invés de ter como ativo objeto um titule de renda fixa com vencimento
superior ao seu, elas negociam a taxa de juros acumulada entre a data corrente e a sua proépria data
de vencimento. Portanto, a forma especifica das opgGes sobre taxa de juro brasileira torna seu prege,
hem como os fatores que o afetam, distinto daqueles ligados as opc¢des sobre juros tradicionais.

Uma opcao de IDI envolve as mesmas varidveis financeiras de um contrato de swap de taxa

de juros, mas possui wm padréo de comportamento distinto. O indice DI {IDI) foi definido pela
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BM&FBOVESPA como sendo o valer de 100.000 corrigido pela faze média de depdsitos interfinan-

ceiros e 1 dia, o CDI, entre uma determinada data inicial e a data corrente. Em notagio matemitica,

temos:

f-1
IDL = 100.000 - [] (1 +CDIy) (3.10)

Jj=tq
em que /DI indica o valor do IDI na data t e C.DL o valor do CDI na data £, convertido para
percentual ao dia.
Uma opc¢ao de compra sobre IDI permite ao seu titular o direito de “comprar”, na data de maturi-
dade da opgéo (T), o IDI ao prego de exercicio da opgdo (X). Dessa forma, o valor de liquida¢do do

contrato é:

VL. = max {0, LD, — X} (3.11)

Analogamente, uma opgio de venda permite ao seu titular o direito de “vender” o IDI ao preco de

exercicio da opcéo. Assim, o valor de liquidagdo seré:

VL =max{0,X — IDI} (3.12)

As opgoes de compra {ealls) e de venda (puts) sdo ambas de estilo europeu.
Dessa forma, as suhsecdes seguintes apresentam os modelos de valoracio utilizados para a precifi-

cacdo das opcbes sobre IDI no Brasil,

3.3.1 Modelo de Black para as Opgoes de IDI

Utilizado pela BM&FBOVESPA, o modelo de Black (1976} destina-se a opg¢des sobre futuros, e é
bastante utilizado para a avaliagdo de opgdes sobre titulos pré-fixados. Este modelo de Black ¢ uma
variacio do modelo de Black e Scholes (1973), com o ativo objeto sendo um contrato futuro ao invés
de um ativo & vista.

Para utilizar 0 modelo de Black em opgoes sobre taxa de juros usa-se o preco a termo do titulo
no lugar do prego do contrato futuro. Assim como o modelo de BS, supondo que o ativo-objeto segue
uma distribuicdo log-normal. Nesse caso, ndo se pressupde a existdncia de reversdo i média.

Assim como a maioria dos modelos, este considera a volatilidade do ativo-objeto como sendo

constante ao longo da vida da op¢io. Entretanto, no caso dos titules pré-fixados, quanto maior for
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6 tempo até o vencimento, maior serd a volatilidade. No caso da vida da opcic ser muito curta em
relacio & vida do titulo-objeto & que poderiamos considerar uma volatilidade praticamente constante
durante a vida da opc¢do. Além disso, vale acrescentar que o modelo de Black {1976) assume taxas de
Jjuros nominais negativas.

Para a opcao de IDI, a Bolsa utiliza 0 modelo de Black. Neste caso, o ativo-objeto é representado
pelo valor do IDI corrigido pela taxa de juros esperada (DI Futuro) até a data do vencimento da
opcio, ou seja, cria-se um preco a fermo do IDI. O problema da volatilidade decrescente é geralmente
amenizado por meio da utilizacio de uma volatilidade “média”. A férmula analitica para nma opgao

de compra sobre IDI na data ¢ é dada por:
¢ =IDLN(d)) - XP{$, T)N (do) {3.13)

Em que:

n (IDI; PR al
= ( /XP(t,T)) 5 (3.14)

J\/{T ~ 0/,
m (PPl p o 7y) - 254

O../(T-—t)3/3

onde P({t,T"} & o preco em ¢ de um titulo pré-fixado com vencimento em T'; IDI; é o valor do 1D{

(3.15)

do =

em ¢; e ¢ é a volatilidade de um titulo pré-fixado de curto prazo.
Este & 0 modelo mais utilizado no mercado brasileiro para a valoragfio das opgies de IDI no Brasil,
apesar de suas inconsisténcias tedricas. Por isso, ele serd aplicado neste trabalho como um dos modelos

que representam o benchmark para os métodos de precificacao.

3.3.2 Modelo de Vasicek para as Opcoes de IDI

Vasicek (1977) foi o primeiro a propor o comportamento de reversdo & média, fato estilizado das
taxas de juros de curto prazo. Isso significa que se a taxa de curto prazo esta acima de uma média dita
de longo prazo, a tendéncia dela é de queda. Se estiver abaixo da média esperada de longo prazo, a
tendéncia é de alta. Com base na equagio 3.3 para o processo estocéstico de difusfio da taxa de juros
de curto prazo, Neto e Pereira (1999) propuseram uma férmula analitica fechada para precificacio das

opcdes de IDI, Segundo os autores, o prémio de uma opgao de compra de IDI {¢:} € dado por:
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¢ = IDLN (h) — XP (t, TYN (h — k) (3.16)

Sendo:

In{ptbic) + 5
- (p(c;_rkx) 7 (3.17)

(4= — %7 + 2071 — 3)

=3 (3.18)

2 _ 2
k® = o;

em que N (-} denota a fungéo de distribui¢do normal padrac acumulada; 7Dy indica o valer do
IDI em £; X é o prego de exercicio da opgao; P{¢,T) é o prego, em ¢, de um titulo de renda fixa que
paga 1 unidade monetaria em T™; o é o parimetro de reversio 3 média da taxa de juros de curto
prazo; 7 = T —1, ou seja, o prazo de maturidade opgao; € of indica a volatilidade da taxa de juros no

CurtQ prazo.

3.3.3 Modelo CIR para as Opgoes de 1DI

O modelo descrito por Vasicek (1977) apresenta uma limitagdo ao permitir que a taxa de juros
assuma valores negativos. Entretanto, no modelo CIR, a volatilidade da taxa de juros de curto prazo
& 0¢+/r (t), assim, sempre que r{t} se aproximar de zero, sua raiz quadrada serd um nimero muito
pequeno, tornando a volatilidade desprezivel, entdo, a magnitude do termo “o¢+/r {t}” serd dominante,
fazendo com que r(f) se afaste da origem e seja sempre positivo. Com base nesse processo de difuso
para a taxa de juros de curto prazo, Barbachan e Ornelas {2003) construiram uma forma analitica

fechada para o calculo do prémio de uma opgio de compra de IDI (¢;). Nesse caso, temos que:

¢ = Wl DI [i —y? (]n (Tﬁ%) i, p)]

(3.19)
~Xy3F e 1~ ( (75 ) /3im.0)) /(1 + CDI)
Em que:
__ LftT
p= 46,‘?133 (in (——ﬁ——; — f-e* )) (3.20)
vt S

* YNaturalmente, P(T,T) = 1.
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4% a* At
= —a {3.213
03
¢ £
Al _0:2_ 02 T s A
by v Gl (3:22)

gsendo * = {# — A); o = (5‘-"%\); el = ﬁ%, em que ¢ é o parAmetro da velocidade de reversao
4 meédia da taxa de juros; 9 a taxa de juros de longo prazo; o a volatilidade da taxa de juros de
curto prazo; 7 =T — t; X o prego de mercado do risco; Al =T —t — £*%; ¥* denota uma distribuigic
chi-quadrado nao central.

Degsa forma, esses modelos (Black, Vasicek ¢ CIR) compéem o benchmark deste trabalhe para

obtencio dos prémics das opgdes de compra de IDI no perjodo considerado.

% Gerundo Ba.rbaéhan e Ornelas (2003) adota-se £ = 5-51;5, que corresponde a urn dia dtil divido pelo total de dias dteis
durante o perfodo de um ano regular.



Capitulo 4

Redes Neurais Artificiais

O objetivo deste capitulo é apresentar um panorama geral dos modelos de redes neurais artifici-

ais, abordando suas caracteristicas, processos de treinamento, assim come suas arquiteturas a serem

utilizadas neste trabalho (feedforward) e recorrentes.

4.1 Introdugao

Os métodos baseados em redes neurais foram estimulados na tentativa de se definir um modelo
computacional para a forma de processamento de informagao do cérebro humano. Sua origem remonta
o trabalho de Warren McCulloch e Walter Pitts de 1943 intitulado “A Logical Calculus of the Ideas
Immanent in Nervous Activity”, em que se apresentou o chamado neurdnio booleano de MacCulloch
Haykin {1999). O neurénio artificial de McCulloch foi o primeiro modele computacional para o neurénio
biol6gico. Ele tinha sua saida calculada com base em suas varidveis de entrada, gerando uma resposta
determinada pela soma ponderada das entradas, sendo esses fatores de ponderacio denominados de
“ganhos sindpticos”. A Figura 4.1 apresenta um modelo ndo-linear de um neurdnio artificial Haykin
{1999).

A saida do neurdnic pode ser descrita da seguinte forma:

[ m
Y=y kz 'wijﬂf?j) (4.1)
=1

onde 1,9, ..., T 520 08 sinals de entrada; w1, Wke, ..., Wekm 580 08 pesos sindpticos do neurénio i;

u; € a saida do combinador linear devido aos sinais de entrada; w{-) € a funcdo de ativacio; e y; € ©
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Fig. 4.1: Modelo nao-linear de um neurdnio artiticial

sinal de saida do neurdnio.

Com base nas idéias de McCulloch, as redes neurais artificiais, sernelhantes as que conhecemos hoje,
apareceram pela primeira vez na década de 1950, Nessa década, Frank Rosenblatt criou o chamado
perceptron, uma rede de miltiplos neurénios. Nesta rede. os neurénios estao dispostos em diversas
camadas. Os neurdnios que recebem as entradas constituem a primeira camada (camada de entrada).
(s neuréntos que recebem as saidas dos neurénios localizados na camada de entrada formam a segunda
camada, e assimn sucessivamente, até a Gltina camada (camada de saida). Uma grande vantagem em
retagio ao modelo de McCulloch e Pitis é que o perceptron de Rosenblatt pode lidar com estimulos de
valores continuos, e ndc apenas bindrios.

As maiores contribuigées ao longo da década de 1970 foram referentes a topologias e utilizacoes
de redes neurais. No entanto, o maior impulso para o estabelecimento das redes neurais viria apenas
e 1986. David Rumelhart desenvolveu um méfodo para treinar redes neurais multicamadas chamado
algoritmo de retropropagacdo e resolveu o problema pendente desde o fim da década de 1950, no tocante
a estimaciao de pesos de redes neurais, se tornando um dos métodos mais utilizado para treinamento de
perceptrons multimacadas. Desde entdo, muitos trabalhos foram feitos para meihorar o algoritmo de
retropropagagio, tais como evitar sobre-ajuste dos dados, acelerar a velocidade do algoritmo e evitar
minimos locais Haykin {1999).

Em geral, as redes neurais podem executar diferenies tarefas: classificacdao ou reconhecimento,
associagdo ou memorizagdo, codificacio, predicio e simulagdo. Ha dois tipos de aprendizagem de

redes neurais: aprendizagens supervisionada e ndo-supervisionada. Aprendizagem supervisionada é
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utilizada quando hd um valor alvo {desejivel) associado com cada entrada do conjunte de treinamente
(amostra utilizada para ajuste dos pesos). A saida da rede & comparada com o valor alvo e sua
diferenca é utilizada para alterar os pesos. Aprendizagem nao-supervisionada ocorre quando nao hé
valores alvo para a saida da rede. Nesse caso, a rede aprende através de correlagbes entre os padrées das
variaveis de entrada Haykin (1999). Como o objetivo deste trabalho é predicdo, apenas a aprendizagem

supervisionada. ser utilizada.

4.2 Rede Perceptron Multi-Camadas

A rede perceptron multi-camadas { Multilayer percepirons - MLP) se trata de uma generalizacio
do perceptron proposto por Rosemblatt, sendo uma das mais conhecidas e aplicadas arquiteturas de
redes neurais.

A topologia deste modelo consiste de uma camada. de entrada, uma ou mais camadas intermediarias
e uma camada de saida. A camada de entrada, cujos neurbnios pertencentes a esta camada sao de-
nominados unidades de entrada, o qual difunde as entradas para as camadas seguintes sem nenhuma
modificacdo. As camadas intermediarias transmitem informacdes através das conexdes entre as ca-
madas de entrada e saida. Nessa camada estao os chamados neurdnios intermedidrios, Por fimn, na
camada de safda, cujos neurdnios sao chamados de unidades de saidas, transmite-se a resposta da rede
neural a entrada aplicada na camada de entrada. A figura 4.2 apresenta uma estrutura de rede neural

multi-camadas com duas camadas intermediarias.

de Entrada Camada Camada
Oculta Oculta

Fig. 4.2: Topologia multi-layer percetrons com duas camadas ocultas
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Os neurdnios estio conectados por arcos e a cada arco estd assoclado um peso. A comunicagao
entre os neurdnios é realizada através das interconexdes ponderadas. Porém, entre unidades que estao
na mesma camada a comunicacao entre clas nfo se verifica.

Agredes tipo MLP se distiguem quanto as seguintes caracteristicas: niimero de camadas e neurdnios
intermediarios na rede, tipo de conexdo determinada pelas sinapses e funcio de ativagao.

O treinamento do modelo MLP & supervisionado, isto é, um “professor” indica a resposta desejada
para ¢ padrao de entrada apresentado & rede durante seu aprendizado. Define-se entdo como sinal de
erro a diferenga entre a resposta desejada e a resposta observada. Este sinal, por consequéncia, ¢ a base
para o ajuste dos parametros da rede (pesos e limiares). A adaptaciic da rede se haseia em iteractes
sucessivas para ajuste dos pesos, o qual pode ser expresso na forma de um método de aprendizagem.

Para o treinamento das redes de tipo MLP, o método de aprendizagem mais utilizado é o algoritmo
de retropropagacdc do erro. Esse método compde-se por duas fases. Na primeira fase, conhecida
como fase forward, as entradas sdo apresentadas e propagadas através da rede, camada por camada,
caleulande a saida de cada neurtnio. Nesta fase, os pesos séo fixos e a saida é calculada e comparada
com a saida desejada, resultando em um erro para cada unidade. A segunda fase, buckward, caracteriza-
se pela propagagao do erro da camada de saida para a camada de entrada, em que os pesos agora sao
ajustados de acordo cotn a regra de corregio do erro, o que explica a denominagio “retro-propagacao

do erro” Ballini {2000).

4.3 Redes Neurais Feedforward

Um rede neural de topologia MLP, com ligagbes unidirecionais entre os neurdnios (na dire¢do
das entradas para as saidas), é chamnada de rede neural progressiva ou feedforward. A rede neural é
um conjunto de unidades computacionais, ou nés computacionais, interconectadas e organizadas em
camadas. As ligacoes entre os neurdnios. As ligagoes entre neurdnios, ou entre entradas e neurdnios,
tém, cada uma, um peso sindptico correspondente, denotado por wy; (conexao do j-ésimo né, on j-
¢ésima. entrada, para o i-ésimo nd). A saida do j-ésimo neurtnio, ou a j-éima entrada, é multiplicada
pur w;; ¢ € wmna entrada para o 4-ésimo no.

Cada neurénio tem uma funcao nao-linear correspondente i {-}, pois ela determina a saida do
neurénio. Essa funcio deve ser ndo-linear diferencidvel e limitada. Dentre as mais utilizadas, podemos
citar a funcdo sigméide, cujo grafico tem a forma de s, e é a mais cornum na construcac de redes

neurais artificiais. Ela é definida como umna funcao estritamente crescente que exibe um balanceamento
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adequado entre comportamento linear e nao-linear. Um exemplo de funcio sigméide ¢ a funcdo logistica,

definida por;

1

T 14w (4.2)

w (u)

onde @ é o parmetro de inclinacdo da fungdo sigméide.
Além disso, quando é desejavel que a funcio se estenda de —1 a -+1 na sua imagemn, assumindo

uma forma anti-simétrica em relacio & origem, utiliza-se a fungio tangente hiperbélica, definida como:

wu) = tanh(u) (4.3)

A figura 4.3 apresenfa exemplos de func¢des de ativacao logistica e tangente hiperbélica.
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{a} Funcio Logistica {b) Funcio Tangente Hiperbélica

Fig. 4.3: Exernplos de Funcoes de Ativacio

N
A saida do j-ésimo neurdnic da camada intermediéria é dada por up; = @ ( }: WyTp |, onde N
. : =
€ o niimero total de entradas, wj; é o peso que relaciona a entrada i ao neurdnio j, wy; ¢ o valor da

p-éstma observagio (“pattern”) da i-ésima entrada.

O k-ésimo neurdnio dos O neurtnios da camada de saida tem como saida ¥, = r (% i/kjfu,pj)
onde ¢ é o nlimero de neurdnios da camada anterior, Wy; é 0 pesc que relaciona a sai i0
neurdnio da camada intermedidria do neurdnio ¥ da camada de saida e r ¢ uma func¢io de ativacdo. A
formula geral para as saidas de uma rede feedforward com uma camada intermediaria e uma camada

de saida fica, entdo, para k= 1,2,3,...,O:
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(8] N
g'pk = Z ij.(p (Z W_?;'U;m) [44)
=1

=]

4.4 Redes Neurais Recorrentes

A estrutura de uma rede neural recorrente tem por hase uma rede feedforwerd com algumas modifi-
cagoes, notadamente a introducio de realimentacio, o que amplia sua potencialidade de modelagem de
dados temporais ou espaciais. Uma rede feedforward, portanto, pode ser vista como um caso particular
de uma rede recorrente. As realimentacoes consistermn em saidas de neurtnios de determinada camada
serem reintroduzidas como entradas de neurénios de camadas anteriores ou da prépria. Um neurdnio
pode ser realimentado por sua prépria safda. Essas possibilidades fazem com que a arquitetura de uma
rede recorrente possa tomar diversas formas.

No caso de tempo discreto, como utilizado aqui, as realimentactes sdo acompanhadas de defasagens
de uma ou mais unidades do tempo.

Com essa topologia de rede, ampliam-se as possibilidades de modelagein de estruturas de autode-
pendéncia de dados em caso de séries temporais ou espaciais, nao se limitando apenas as estruturas
auto-regressivag padrio passiveis de representagio por redes feedforward.

Para o caso de predigdo de séries temporais, duas das redes recorrentes mais utilizadas sdo as
do tipo Elman e as do tipo Jordan Mandic e Chambers (2001). As saidas da camada intermediaria
{Elman)ou da camada de saida (Jordan) séo defasadas e remtroduzidas como entradas da rede. As

figuras 4.4 e 4.4 mostram tipos particulares dessas redes, com uma. camada intermediaria.

4.5 Algoritmo de Retro-Propagacgao do Erro

O algoritme de aprendizagemn por retropropagacio do erro (“back-propagation” é um método de
estimacdo dos pesos sinapticos de uma rede multi-camadas. Ele foi desenvolvido por Rumelhart et al.
(1986). O objetivo do algoritmo nada mais é do que minimizar a soma de quadrados de erros.

Para efetuar essa aprendizagem, alguma medida de performance é necessaria. A mais utilizada no

caso de respostas gaussianas € a soma de quadrados de erros:

———
H.:..
[#a]

R

E= 5% (e~ )
r ok
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Fig. 4.4: Rede Neural Recorrente de Elman
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Fig. 4.5: Rede Neural Recorrente de Jordan

E
i

onde p & referente as observacdes, o indice k & referente aocs nés de saida, ¥ é a resposta desejada

{alvo) e ¥ & a saida da rede (valor ajustado). Os pesos da rede sao ajustados de forma a minimizar

CE8C CTTO.

A cada passo do algoritmo, ou seja, quando a observacdo p é processada, o objetiva € minimizar:
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2
E, =

———
r}:..
[92]

—

b | —

E (rypk - i‘;\pk}
E

o que implica que £ =3 £,
v
Consideremos, para ilustragic, uma rede com duas camadas (intermedidria e saida). O objetivo
é encontrar 0s pesos wy; € Wiy que minimizem a fungdo . Para isso, utiliza-se o procedimente de
minimizacdo por gradiente descendente, percorrendo a rede da saida para a entrada, onde a correcio

dos pesos é definida pela regra delta Haykin (1999):

(4.7)

OE,
Aty = Tl o5

onde n é a taxa de aprendizagem. O sinal negativo da equagho 4.7 é necessrio para aleterar o
valor dos pesos na direcio de uma redugdo no valor de . Substituindo a equagao 4.4 na equagao 4.6,

temnes que:

By =

o

M M \ \ 2
Z (ypk - Z W0 Z 'fﬂj.jff:pé/} (4.8)

= 7=1 =1

Pela regra da cadeia, temos:

Ok, _ OEy, 6@3)»& prk

Wiy Oy OFp OWig 49

Podemos ver que:
gi}f;’: =1 (4.11)
53;; = py (4.12)

Substituinde em 4.7, obtemos:

AWL; =mn (ypk — g;;k) g (413}
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Com isse, a férmula para atualizacio dos peses da camada, de saida fica:

WE = WP + AWy (4.14)

Agora, calculamos, para os pesos da camada intermedidria:

OF
Awj; = —?,}gw? (4.15}
JT;
Pela regra da cadeia, obtemos
OBy _ x~ OFp OUpk Ofpr Oup; Ohys (4.16)
Mvji 1= Oy i Otip; Dby Dy
Mas
oE, -
SR g - 417
5 (9o~ k) (£17)
(‘}’fjpk
- =1 (4.18
o (4.18)
Bf'pk
= ; 4.19
_ . 1.20
Ohy;
hurier LA 4.21
7 s (421)
Pelas equagtes 4.15 & 4.16,
O
Awj =1 Z (ypk — @pk) Wi (Bpj) Tps (4.22}
k=1

onde a parte interna da expressio acima (entre 7 e xp;}, por analogia com a equagdo 4.13 (onde
Upk — Yk € 0 €110 de saida) é o erro da camada intermedidria, obtido por retropropagacéo do erro de

saida.
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4.5.1 Taxa de Aprendizagem

A taxa de aprendizagem 7 é uma constante de proporcionalidade, que assume valores no intervalo
{0, 1), e que determina a natureza de adaptacio dos pesos.

Um alto valor de 7 resultara numa rapida aprendizagem da rede, decorrendo em elevadas alteracoes
nos pesos. Todavia, o risco de instabilidade da rede aumenta, podendo resultar na saturacio dos
neurdnios e oscilagdo ao redor da solugio Ballini (2000).

Exn contrapartida, valores pequenos de 9 idicam que as mudangas nos pesos sindpticos serdc
menores de uma iteracio para outra e as trajetdrias no espaco definido pelos pesos serdo muito suaves.
Porém, esse beneficio é obtido & um alte custo no processo de treinamento, pois ele se torna mais lento

por requerer rauito mais iteractes até a convergéncia Ballini (2000).

4.5.2 Modos de Treinamento

Na aplicagdo pratica do algoritmo de retropropagacao, o modo de treinamento pode variar de
acordo coIn a maneira com gue o conjunto de treinamento {amostra utilizada para a estirnacdo dos
pesos) é apresentado. Uma apresentagdo de todo o conjunto de treinamento durante o processo de
aprendizagem é chamado de época e os pesos sdo alterados depois que o algoritmo processa uma
observacio ou todo ¢ conjunte de treinamento. Assim, o algoritmo de retropropagaciao pode ser

implementado de duas formas Haykin (1999):

» Modo sequencial: também referido como modo on-line. A atualizacio dos pesos & feita apos a
apresentagdo de cada uma das observagbes do conjunto de treinamento (forma que o algoritmo
de retropropagacao & apresentado nesta se¢iao). Quando o conjunto de treinamento inteiro é
processado, o treinamento € recomecgado e o processo continua, até que seja interrompido através

de um critério de parada.

e Modo por batelada (baich): a atualizagBao dos pesos é feita apés a apresentacio de todas as
observacdes do conjunto de treinamento, que constituem uma época. A cada passo do algoritmo,
a fungdo £ (equacdo 4.5) ¢ minimizada, ao invés de apenas £, (equagio 4.6}. O conjunto de
treinamento é apresentado ao algoritmo quantas vezes forem necessarias para a estimacao dos

pesos (o treinamento é interrompido através de um critério de parada).

Neste trabalbho, 0 modo de treinamento utilizado sera o batch.
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4.5.3 Critério de Parada e Validacio

Os métodos de otimizagdo para encontrar os pesos sdo iterativos. Isso significa que, em um niimero
grande de iteracées, o valor da func¢do £ pode ser tdo pequeno quanto se queira. Isso normalmente
representa um bom ajuste dentro da amostra, mas em geral o0 modelo ndo conseguira ajustar valores
fora do plano amostral, pois neste caso o modelo estaria incluindo o erro em sua predicio, o gue
nao Interessa. Para evitar esse inconveniente, usa-se em redes neurais, entre outras, a técnica do
“earlystopping”. O conjunte de dados é separado em uma amostra de treinamento, que serd utilizada.
para estimar os pesos, ¢ em uma amostra de validagio. Quando os pesos sic estimados pela amostra
de treipamento, ao mesmeo tempo avaliam-se 08 erros nas amostras, ou seja, verifica-se se o valor de F
continua pequeno mesmo fora da amostra de treinamento. Desta forma, tomam-se os pesos da iteracio
que corresponde ao valor minimo de E na amostra de validagio {mas com os pesos calculados baseados
na amostra de treinamento), evitando-se assim o que se chama de sobre-ajuste. Pode ser mostrado
que este procedimento corresponte a um método de regularizagio Bishop {1995).

E comum separar o conjunto de dados em mais uma amostra, chamada de amostra de teste, para.
eventuais cdlculos de performance preditiva e comparagdes entre diferentes modelos.

Neste trabalbo, utilizaremos a técnica estatistica chamada de validacao cruzada Stone ({1974),
no qual os dados serao divididos em trés sub-amostras: treinamento, validagio e teste. Em cada
amostra serd avaliado o erro quadritico médio correspondente. Assim, com essa técnica podemos
avallar o modelo em um conjunto diferente do usado para estimar os parametros da rede, pedendo,
assim, verificar o desempenho de vérios modelos e escolher o que apresentar melhor deseinpentho. Apds
encontrada a melhor arquitetura, a rede € novamente treinada com todo o conjunto treinamento. Entéo,
o conjunto teste € utilizado para se testar a capacidade de generalizacdo da rede. Estes resultados

auxiliam na escolha da melhor topologia, em termos de aprendizagem e generalizacio Ballini (2000},
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Capitulo 5

Metodologia

Neste capitulo sera descrita a metodologia utilizada para a estimacio dos prémios das opgoes
de compra de IDIL. Descreveremos a amosira de dados, assim comoe a estimacao dos parametros dos
modelos de Black, Vasicek e CIR. Além disso, as topologias dos modelos de redes neurais feedforward
e recorrentes. Por fim, os métodos para avaliagdo dos resultados, compostos por métricas usuais de

erro e testes estatisticos para comparacdao de modelos competitivos de predicao.

51 Amostra

Os dados deste trabalho correspondem aos pregos de fechamento das op¢oes européias de compra de
IDI, transacionadas na BM&FBOVESPA, para diferentes prazos e pregos de exercicio, gue se iniciam
em 2 de janeiro de 2003, com fim em 31 de julho de 2007, totalizando 1.638 dias de negeciagao e 12.801
observactes’.

Temos associado, para cada contrato de opcio, o preco de exercicio, o preco do contrato I Futuro
de mesmo praze da opg¢ao, o niimero de contratos negociados, o volume financeiro e prazo para o
vencimento em dias Gteis?. Nossa amostra se compoe dos contratos mais liquidos negociados na Bolsa,
assim, avaliaros os papéis com mais de 800 contratos negociados.

Ainda, para o mesmo periodo, coletamos o dados da média anualizada didria do CDI (Certificado

de Depésitos Interfinanceiros) de um dia, uma vez que essa taxa é a referéncia dos derivativos de juros

ne Brasii?.

'A avaliacdo das opgGes de venda {puts) nie foi considerada, devido sua baixa liquidez na Bolsa.

20s dados foram fornecidos pela BM&FBOVESPA.

40 CDI é divulgado diariamente pela ANBID { Associacdo Nacional dos Bancos de Investimento) e os dados foram
coletados em: (http://www.cetip.com.br/ - Acesso em: 23/07/2009).
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A figura 5.1 ilustra o comportamento do CDI para o periodo avaliado, hem como a evolucio da
taxa bésica de juros na economia brasileira, a taxa Selic. A formagao do CDI & baseada na taxa Selic,
uma vez que as relagtes de empréstimos inter-bancaries diferem pouco da taxa bésica, garantindo o

spreed bancario.

Chh Tau Sebw

I
hy LL
o
1 |.‘|

[ S B
-4
S

4 L 1
mam BT A Hy 2 [T T I+ (e AR W [T M i Te M0

{a) CDI diario em ¥%a.a. {b) Taxa Selic em %a.a.

Fig. 5.1: Bvolugdo das Taxas CDI e Selic

Pode-se perceber uma politica de redu¢fo do jures iniciada em 2003, interrompida no segundo
semestre de 2004. A partir de setembro de 2004, o Bacen, Banco Central do Brasil, reverteu a tendéncia
da politica monetaria e deu infcio a um ciclo de alta da taxa de juros (que havia ficado inalterada entre
abril e agosto), elevando a taxa Selic de 16,25% em setembro para 17,25% em novembro. A postura
mais restritiva da politica monetaria esteve associada & propagacdo de choques - como, por exemplo,
a alta do preco do petréleo no mercado internacional - e & aceleragio do crescimento da demanda,

provocando a deterioraciio das expectativas inflacionarias tanto para esse ano guanto para o proximo.

Em 2005, retorma-se um movimento de baixa nas taxas de juros, norteada pelo objetivo principal
de promover a convergéncia da inflagio para a meta de 5,1%, ajustada pelo Banco Central, a meta
original de 2005 foi fixada, em 2003, pelo Conselho Monetario Nacicnal (CMN), em 4,5%, mesmo valor
estabelecido também para 2006, embora com intervalo de tolerdncia menor. Foi esse objetivo que
guiou as decisdes do Comité de Politica Monetaria {Copom) nas suas reunides mensais para definir a
taxa Selic, levando em conta o comportamento corrente e previsto da demanda agregada, eventuais
choques de precos e sua propagagio pelo sistema econdmico e a evelugdo das expectativas em relacao

& inflacdo futura.



5.2 Estimacgido dos Modelos 41

5.2 Estimacao dos Modelos

Nesta secdo serdo descritos os métodos para obtencac dos prémios das opgoes de acordo com os

modelos avaliados: modele de Black, Vasicek, CIR, e de redes neurais feedforward e recorrentes.

5.2.1 Modelo de Black

No modelo de Black (1976), utilizado pela BM&FBOVESPA para a precificacio das opctes sobre
IDI, temos apenas que obter o pardmetro referente A volatilidade da taxa de juros de curto prazo,
uma vez que temos os valores do IDI (atualizados de acordo com o CDI}, o preco de exercicio de cada
op¢ao, e o valor de P(t, T, que indica o prego em t de um titulo pré-fixado comn vencimento exn 7, ja
880 ohservados.

Em todos os modelos temos incorporados o valor de P{t,T). Neste caso, ele sera obtido de acordo
com as taxas da curva zero cupom para titulos pré-fixades, fornecidas pela ANBIMA (Associacdo
Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e de Capitais).

Como no madelo de Black {1976), a volatilidade {o}, que representa a variabilidade de um titulo pré-
fixado de prazo unitario, serd obtida por meio da estimagio de um processo GARCH(p,q), considerando

as taxas zere cupom para obtencio dos precos dos titulos pré-fixados.

5.2.2 Modelo de Vasicek

Para o calculo dos prémios das opgoes de compra de IDI, segundo o modelo proposto por Neto
e Pereira {1999}, baseados no processo de Vasicek (1977) para o comportamento da taxa de juros de
curto prazo, sdo dois os parimetros nao observiveis: a taxa de reversdo a média (@) ¢ a volatilidade
() da taxa de juros de curto prazo.

Neto e Pereira {1999) afirmam que s&o duas as formas para obtengdo desses parmetros. Sendo

elas:

¢ Método Endogeno: nele utiliza-se o proprio modelo para a consirucdo de uma funcao de verossim-
ilhanca gue permite a estimacao dos parAmetros. A partir desses pardmetros obtém-se os pregos

das opcoes.

e Método Exégeno: nesse método, a estimacio dos parAmetros é ohtida implicitamente, por meio
da obtencio de k (equacao 3.18). Isso é possivel, uma vez que, segundo os autores, k & a

volatilidade da taxa de jures acumulada ao longo de (£,7). Neste caso, Neto e Pereira (1999)



42 Metodologia

proporam um modelo para a estimacao condicional de & denominada GARCH-D, onde a letra

L} provém de duration.

Neste trabalho, utilizaremos 0 método de estimacio exdgeno, i.e., os pardmetros niao observaveis

serdo estimados por meio de um modeto GARCH-D.

O método de estimacio exdgeno se refere ao problema de estimacio da volatilidade. Para isso,
deve-se notar que para cada série de opcoes sobre IDI existe um contrato futuro de DI com mesma
data de vencimento. Cada um & sua maneira, os dois contratos negociam a taxa de juros acumulada
entre a data corrente e a data de vencimento. Dessa forma, a volatilidade do yield to maturity do
preco de ajuste do contrato futuro de DI pode ser usada como uma proxy prospectiva (ao invés de
retrospectiva) da volatilidade do rendimento. O termo prospective ¢ utilizado para enfatizar o fato de
que o yield fo maturity envolve a expectativa sobre o CDI futuro e, nesse sentido, & uma varidvel que

“otha para frente ao invés de olhar para trés”.

Sabe-se que a volatilidade do PU {ou de seu yield), preco unitério, tende a decrescer conforme

diminui o prazo para o vencimento do contrato, devido ao assim chamado efetto duracao.

Em vista digso, Neto e Pereira (1999) propuseram um modelo para a estimacio da volatilidade
do yield to maturity que incorpora a tendéneia ciclica da volatilidade das séries quando estas sao
classificadas de acordo com a ordem para o vencimento. Em esséneia, trata-se da inclusao do efeito
duragioe num modelo GARCH{p,q).

Sejam R{t,T,) a taxa de juros implicita no pre¢o de ajusie do contrato futuro de DI de n-ésimo
vencimento, isto &, R(t,T,) = ?51%%9%% —1 e r(t) o CDI observado na data t. O GARCH(p,q}-D ¢

composto pelas trés relagdes abaixo:

Rt+1,T)=R{ET)x+o{f+1,T,)e, (t+ 1) (5.1)
r .
cEL LT =d(B, Bt + LT+ B+ Lot + 114, T)
=1
(5.2)

e+ 1)1(0,1) (5.3)
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I‘R{t!Tn-Q_] ) _ 1
14(t)

onde R{t, T\ % = %%1}‘1-—1 se t4-1 ndo for o primeiro dia Gtildomés e R (¢, T, )* =
caso countrario,

A funcdo d () é determinista e tem como objetivo capturar a tendéncia ciclica de decrescimento da
volatilidade conforme diminui o praze para o vencimento de contrate. Uma possivel forma para d{-) ¢
a propria férmula de k2. Outras formas possiveis mcluem: d (¢, T,) = 81 (T — )2, onde a curvatura
da fungio & determinada por fz; d{t,1}) = £ {1, —t), forma linear e mais parcimoniosa em termos
de quantidade de pardmetros, que seré utilizada neste trabatho.

Dessa forma, para obtencio do prémio das opgdes de IDI seguindo o modelo de Vasicek (1977),

0s parametros nio observiveis serao estirmado implicitamente pela estimagio da volatilidade com base

num processo GARCH(p,q)-D.

5.2.3 Moeodelo CIR

No modelo proposto por Barbachan e Ornelas (2003} temos quatro parimetros para serem estima-
dos: velocidade de reversio a média e volatilidade da taxa de juros de curto prazo, assim como o prego
de mercado do risco e a taxa de juros de longo prazo. Na estimacao desses parmetros utilizaremmos a
mesma metodologia proposta por Barbachan e Ornelas {2003), exceto para a obtengao da volatilidade.

O pardmetro que representa a velociadade de reversido & média da taxa de juros serd arbitrada
em (0,006, uma vez que esse valor é uma média aproximada que a literatura apresenta, obtendo-a
implicitamente por meio de inimeros modelos que descrevem a estrutura a termo da taxa de juros no
mercado brasileiro, segundo Barbachan e Ornelas (2003).

O prego de mercado do risco também serd arbitrado, sendo seu valor igual a —1, conforme sugerem
os autores. O valor negativo significa que o risco é suposto indesejavel, 34 o valor unitério nos diz que
para cada unidade adicional de risco, o investidor exige uma unidade a mais de retorno.

Com base nesses parametros arbitrados, a volatilidade da faxa de juros de curto prazo e a taxa de
juros esperada de longo prazo serao estimados com base em dados histéricos.

O parametro que representa a volatilidade serd obtido por meio de um processo GARCH{p,q)-D,
uma vez que permise o calculo da variéncia levando em consideracdo o efeifo da duration, que melhor
se adéqua & yield curve. Esse método nos permite tornar o modelo o mais real possivel, respeitando
as caracteristicas de contratos relacionados 4 niveis da taxa de juros, Barbachan e Ornelas (2003)
estimam a volatiidade com base no desvio padrédo das variagoes absolutas do CDIL. Entretanto, dessa

forma o modelo se lunita no sentide de ndo levar em consideracdo os fatos estilizados que 530 ohservados
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em contratos de taxa de juros®.
Por fim, conforme sugerem Barbachan e Ornelas (2003}, a taxa de juros esperada de longo prazo
serd estimada por meio da média mével do CDI owver, com hase em uma janela amostral com periodo

de 3 anos.

5.2.4 Modelos de Redes Neurais

Neste trabalho, foram avaliados trés tipes distintos de redes neurais: um modelo de rede feedforward,
e 0s modelos de rede recorrentes de Elman e de Jordan. Elas se distinguem com relacio a propaga¢io
dos sinais na rede, sendo a rede de tipo feedforward é caracterizada pela progressao dos sinais da
camada de entrada em sentido da camada de saida, enquanto que as redes recorrentes de Elman ¢
Jordan apresentam recorréncia na propagacio dos sinais dos neurénios intermedidrios para as camadas

anteriores e dos neurdnios da camada de saida para a camada de entrada, respectivamente.

Na literatura sobre redes neurais, nac existe uma técnica que especifique qual é a estrutura ideal,
ou seja, qual o namero de camadas intermedidrias e nimero de neurbnios nesta camada que resulte
nos melhores resultados. Portanto, o processo envolve escolhas empiricas que variam de acordo com a
cspecificidade dos dados e o objetivo de estimagao e previsdo Kaastra e Boyd {1995).

Os trés tipos de rede serdo treinadas com o algoritmo de retro-propagacao do erro e a selecdo da
estrutura da rede serd determinada de acordo com o processo estatistico de validagdo cruzada. Os
conjuntos treinamento, validacio e teste possuem um total de 70%, 20% e 10% do total da amostra,
respectivamente, que correspondem aos seguintes periodos: de 02/01/2003 a 02/02/2006 (70% da
amostra), de 03/02/2006 a 08/12/2006 (20% da amostra), e de 11/12/2006 a 31/07/2007 (10% do
total da amostra, com 1.270 observagoes},

A partir da delimitacio dos conjuntos treinamento, validacdo e teste, ¢ proximo passo & determinar
a topologia da rede, em termos de nimero de neurbnios de entrada, nimero de camadas e neurdnios
ocultos, agsim como a caracterizagao da camada de saida.

Para determinacao do nimero de eutradas, utilizaremos as varidveis que afetam o prémio da opgao
de compra de IDI e avaliaremos os resultados em termos do erro quadratico médio (EQ M), definido

por:

4Deve-se perceber que ao arbitrar os parfmetros da velocidade de reversdo 4 média ¢ pre¢o do mercado do risco
também incorremos em limitagdes. Entretanto. como o objetivo do trabalho ¢ avaliar os modelos de redes neurais, por
isso seguimos os procecimeentos propostos por Barbachan e Ornelas (2003).
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1 o
EQM = PRCE) (5.4)

sendo ¢; e ¢; os prémios das opgdes observados no mercado e obtidos pelo modelo, respectivamente,
e N o tamanho da amostra.

Dessa forma, estimaremos, incialmente, um modelo que considere como varidveis de entrada: valor
do IDI, atualizado de acordo com o CDI; preco de exercicio da opcio (X ); maturidade ou tempo de
vencimento da opglo (7 = T —1); o prego de um titulo pré-fixado em ¢ com vencimento em T (P{t, T));
a taxa de juros estimada de longo prazo, de acordo com a média mével do CDI over com um janela
amostral de 3 anos {#); e a volatilidade da taxa de juros de curto prazo {¢*), obtida por um modelo
GARCH(p,q}-D, conforme proposto por Neto e Pereira (1999}, uma vez que se mostra como uma,
alternativa mais realista para a obtencio da varidncia de taxas de juros, ac levar em conta o efeito
duracdo.

Com base nessas variaveis, obteremos o EQM do modelo. Assim, retiramos da estrutura da rede
as variaveis de entrada uma a uma e controlaremos o comportamento da medida de erro, para entdo
obter o modelo que considere apenas ag varidveis que permitam a chtenc¢do do menor erro quadratico,
deixando de lado as varidveis que nao sejam significativas para a obtencio do valor do prémio da opgéo.

Determinada as varidveis de entrada para os trés modelos de rede, a obtengao do melhor modelo
passard para a determinagao do nimero de camadas e neurdnios intermedidrios, uma vez que a camada
de saida @ representada por um unico neurdnio, que fornece o valor do prémio da opgao de compra
de IDL Para isso, foram wutilizados os critérios de informacao e qualidade de ajuste de Akaike (AIC),
Hannan-Quinn (HQC), Schwarz (BIC) e Shibata (SIC), todos baseados no erro quadratico médio®,

definidos como:

AIC = -2 (EQN@@) +2(%) (5.5)
106 = (m (EQM)) Lo (Kln (;, (N])} (5.6)
pic -3 (EDY 5 (KIni0) o)

SPara detalhes dos testes ver: Akaike {197_5 Hannan e Quinn {1979), Schwarz (1978} e Shibata {1976).
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5ﬂj=—2cﬂg%&9)+2(ﬁi3£) (5.8)
N N

onde K representa o niimero de camadas intermedidrias ou o nimero de neurdnios das camadas
intermedidrias.

Esses critérios apresentam um compromisso entre a minimizacdo do erro quadritico meédio e a
complexidade da rede, pois penalizam os modelos que ndo sdo parcimoniosos.

Neste trabalho, utilizamos a aprendizegem batch ou chamada de aprendizegem padrio a padrao,
em que cada par de entrada-saida é apresentado & rede para a atualizacic dos pesos. Ao final de uma
época, 0 eITo quadritico médio é calculado e se o valor for menor que o nivel de erro estipulade, o
processo de aprendizagem ¢é encerrado. Caso contririo, inicia-se urna nova época. Com isso, ¢ nimero
de épocas (iteragoes) fot estipulado em 500 para os trés modelos de rede neural. O nivel de erro foi
estupulado em torno de 107#, uma vez que séo niveis de erro aceitdveis para um modelo de estimacio
o previsdo de séries temporais financeiras.

Com relagdo a taxa de aprendizagem, selecionamos os seguintes valores: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8 e 0.9. A assim, a taxa selecionada serd aquela que aprensentar maior capacidade de
generalizacio da rede, isto &, menor erro nas amostras de validagao e teste.

Dessa forma, para os trés diferentes modelos de rede neural foram obtidas as topelogias que apre-
sentaram os melthores resultados para a obtenc¢do dos prémios das opgoes de compra de IDI no periodo

selecionado.

5.3 Meétricas de Erro

Para avaliagio dos modelos empregados neste trabalho, comparamos os prémios das opcdes de
compra de [DI teoricos (i.e., obtidos pelos modelos) em relacdo aos prémios observados no mercado.
Para tanto, foram utilizadas as métricas tradicionais de erro de predi¢do: Erro Percentual Médic (MPE
- Mean Percentage Error), Erro Percentual Maximo (MPE - Mazimum Percentage Error), Raiz do
Erro Quadratico Médio (RMSE - Root Mean Squared Error), Exro Absoluto Médio (MAE - Mazimum
Absolute Error), Erro Médio Absoluto Percentual (MAPE - Maxzimum Absolute Percentage Error}, e
o coeficiente de desigualdade de Theil (TIC), definidos como:

100 W ey — &4 o
MEP = —_— B
EP N}j s (5.9)

F=]
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MPE = max { wem} (5.10)
f=1....N | I8 )
|,
RMSE:QJ—Z((‘? — &)’ (5.11)
=1
1 N
MAE = =" le; — & (5.12)
N i=1
1 i — Eé! _
MAPE = — 5.13
N ; e ] (5:13)

(5.14)

Para as métricas usuais de error, seu menor valor indica o melhor modelo, enquanto que o coeficiente
de desigualdade de Thei! varia entre zero e um, em que zero indica ¢ ajuste perfeifo.

Os resultados dos modelos ainda foram avaliados de acordo com o grau de moneyness (M) das
opgoes, sendo este definido pela relagdo entre o valor presente do preco de exercicio da opcao e o preco

a vista do ativo objeto:

1D

J.ﬂl'f = ““‘_"-“——X - e-—?"-T

(5.15)

em gue r indica a taxa implicita associada ao contrato de Futuro DI para cada opgao.

Neste caso, as opcdes da amostra teste foramn divididas conforme o grau de moneyness: oui-
of-the-money(M < 1 — a%), al-the-money (1 —o% < M <1+ a%) e in-the-money (M > 1 + a%),
considerando o = 5%.

Além disso, calculou-se o coeficiente de determinacdo, R?, da regressao linear dos pregos das opgoes

observadas no mercado sobre os precos tedricos:

=g+ g G+ G (5.16)

no qual ¢1 e ¢ sdo os pardmetros linear e angular da regresséo, respectivamente, ¢ (¢ um ruido
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branco.

Os resultados empiricos na literatura se haseiam extensivamente em medidas padrées de acurécia,
como as métricas de erro apresentadas acima, e nao levam em consideragao a superioridade de um
modelo a outro em termos de significAncia estatistica. Assim, neste trabalho foram aplicados testes
paramétricos e nac-paramnétricos para verificar se existe diferenca estatisticamente significativa entre

os resultados dos modelos avaliados. Esses testes sdo apresentados a seguir.

5.4 Testes Estatisticos

Nesta seclo serao descritos dois testes paramétricos (AGS e MGN) e um teste nio-paramétrico

{SIGN) para avaliacido dos modelos.
Teste AGS

() teste paramétrico aqul descrito se basela no trabalho de Ashley et al. (198(), denominado teste
AGS. O teste AGS permife a avaliagio da existéncia de significAncia estatistica entre a diferenca do
erro quadratico médio {EQM) entre modelos de previsiio.

Seja Ae_f”‘RNA a diferenca entre os erros de previsao obtidos pelos modelos convencionais de prect-
ficacio (Black, Vasicek ou CIR), tomados como benchmark, e de Redes Neurais, e e V4| respecti-

vamente. Assim, femos que:

AePFNA = of — efNA = (oF - 6F) — (N4 - efivA) (5.17)
. . B,RNA - e
Sendo 4 = 1,..., N. Define-ge, ainda, S a soma dos erros de previsdo e pg a média amostral

de Sf BNA 0 teste pode ser descrito segundo a equacao abaixo:

AePTNA = gy 4 gy (SPFNA pg) 4o (5.18)

Na qual v; indica um processo ruido branco.

O teste AGS mostra que 31 representa a diferenca entre os erros quadraticos médios de previsao
obtidos pelos modelos e 32 & proporcional 4 diferenca entre as varidncias dos erros de previsio dos
modelos. O teste de significincia tem como hip6tese nula Hg : f1 = §; = 0, enquanto que a hipdtese

alternativa consiste em Ify : 5 > 0 e/ou G > 0. A estatistica para este teste, obiida por meio
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da estimagdo da equacio 5.18, tem distribuicio F com 2 e {N — 2) graus de liberdade, assumindo
normalidade para os erros . A rejeicio da hipotese mula indica que os modelos baseados em Redes
Neurais superam os métodos tomados como benchmark.

Neste caso, enfatizaremos as comparacgbes entre as metodologias tradicionais com as propostas
neste trabalho, baseadas nos modelos de redes neurais. Além disso, iremos comparar a acuracia entre
os proprios benchmarks e de redes neurais para auferi¢go do melhor método para as férmulas analiticas

e para as metodologias de inteligéncia artificial.

Teste MGN

Nesta subsecao & descrito outro teste paramétrico para igualdade enire acurdcia de previsao. Trata-
se do teste de Morgan-Granger-Newbold (teste MGN), baseado inictalmente no trabathe de Granger
e Newbold (1977). A utilizacio desse teste é recomendada para avaliar modelos de predicac e é
amplamente aplicado quando se relaxa a assuncio de nao existéncia de correlagdo entre os erros dos

modelos. O valor da estatistica para esse teste pode ser calculado como:

5 1
MGN = —P4 (v 1) (5.19)
(1 - ﬁsA) 2
Em que pg.a é o coeficiente de correlagio estimado entre Sf;’H‘NA e Ae.fj’H‘NA, e N representa o

nimero de observagtes. A estatistica para o teste MGN tem distribuicao ¢ com (N — 1) graus de

. coe e = = H.RNA
liberdade. Para este teste, se as previsoes sao igualmente acuradas entdo a correlagao entre S, e

i

Aef’RNA serd zero {hip6tese nula).

Teste SIGN

O teste SIGN (Significance Test), derivado do trabatho de Lehmann (1988), € uma avaliacdo nao-
paramétrica para modelos de predigdo que néo requer suposi¢des como normalidade e nao-correlacao

serial dos erros. A estatistica para esse teste pode ser calculada como:

1
SIGN = (w(m ~ i;-) L 2(N) 72 (5.20)

Sendo que o termo ¥ denota o niimero de vezes em que, neste caso, os erros dos modelos tradicionais

superaram os erros derivados dos modelos de Redes Neurais. A hipétese nula ¢ Hq : 4 (N) = (N/2),
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contra. a hipétese alternativa de que Hy : 10 (N) > (N/2). Assumie-se que N é 0 niimero de chservagoes
previstas por ambos os modelos e, se os erros de previsdo dos modelos do benehmark sao da mesma pro-
porcéaan que os de inteligéneia artificial em exatamente {N /2} observagdes, de acordo com o teste SIGN,
a acurécia dos modelos. pode ser considerada equivalente, sem diferenca estatisticamente significativa.
Entretanto, se a proporcao de erros do modelo analiticos superam os dos modelos de Redes Neurais
numa proporcic mator que {N/2), o teste indica que os modelos tradicionais sao menos acurados que
os modelos de Redes Neurais. A estatistica para o teste SIGN tem distribui¢do gaussiana com média
zero e varidncia unitaria. Assim, se a estatistica SIGN é significativamente elevada, a hip6tese nula de

equivaléncia de predicio pode ser rejeitada em favor da hipotese alternativa.



Capitule 6

Resultados e Discussao

Neste capitulo serdo descritos os resultados obtidos pelos modelos tradicionais de precificagéo e pelos
modelos de redes neurais avaliados. Serfio apresentadas as topologias selecionadas para os modelos de
redes neurais, seguido pela comparacio dos precos tedricos obtidos com os pregos de fechamento das
opgoes de compra de IDI transacionadas na BM&FBOVESPA para o periodo avaliado, em termos das

métricas tradicionais de erro, como para os testes estatisticos de performance.

6.1 'Topologias das Redes Neurais

Foram estimados, neste trabalho, trés tipos de redes neurais ariticiais: um modelo de tipo feedfor-
ward ou progressiva, e dois modelos de redes recorrentes (rede de Elman e rede de Jordan).

Inicialmente, 0s modelos de redes neurais foram avaliados considerando como entradas todas as
variaveis que “afetam” o pre¢o de uma opg¢io de compra de IDI, ou seja: valor do IDI, atualizado de
acorde com o CDI {IDI,); preco de exercicio da op¢do (X); maturidade ou tempo de vencimento da
op¢io {r =T —1); 0 preco de um titulo pré-fixado em ¢ com vencimento em T (P(£,77)); a taxa de
juros estimada de longo prazo, de acordo com a média mével do CDI-over com um janela ainostral de 3
anos {8); e a volatilidade da taxa de juros de curto prazo (¢2), obtida por um modelo GARCH(p,q)-D.
Com base nessas entradas, determinou-se os parametros das redes, para entdo avalid-las levando em

consideracio apenas as entradas que incrementam a performance da rede neural.
Rede Neural Feedforward

A tabela 6.1 apresenta os valores obtidos para os critérios de informacao adotados para a escolha

51
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do nimero de camadas e neurbuios intermedidrios para a rede neural progressiva.

Tab. 6.1: Critérios de informagio para determinagio da estrutura da rede neural feedforward para o apreca-
mento das opgoes de compra de IDI

1 Camada Interm.
N2 Neurfnios AlC HQC BIC SIC
1 -4.762 -4, 638 -4,559 -4,6498
2 -4,791 -4,512 -4, 487 -4,723
3 -4,271 -4,762 -4,701 -4.681
4
h

4,162 -4,472 4,672 -4,592
-4,661 4,726 -4,529  -4,615

[ -4,762 -4,721 -4,552 -4,583
2 Camadas Interm.
1? Camada Interm. 29 Camada Interm. -

NY NeurfHnios AlC HQC BIC SIC NY Neurdnios AlC HQC BIC SIC
1 -4,762 -4,563 -4.472 -4,611 1 -4,625 -4,827 -4,598 -4.550
2 -4,276 -4.819 -2,623 -4,726 2 -4,872 -4,876 -4,766 -4,578
3* 4,065 -4369 -4,877 -4,904 3 4532 4719 4,574 -4.372
4 -4,623 -4,704 -4,621 -4,625 4 -4,666 -4.,800 -4,801% -4,726
5] -4,575 -4,593 -4 476 -4,263 5 -4 627 -4,799 -4,563 ~4,492
6 -4 670 -4,632 -4,701 -4,732 G -4,637 -4,352 -4,362 -4,532

3 Camadas Interm.
19 Camada Interm. 29 Camada Interm,

NT Neurénios AIC HQC BIC SIC NY Neurénios AlC HQC BIC S1C
1 SAAT2 -4,625 4532 4,349 1 4652 -4293  -4,574 4,582
2 -4,726 -4,623 ~4,263 -4,392 2 -4,327 -4.672 -4,623 -4.329
3 4700 4,827 -4,632 -4,442 3 4,524 -4333  -1.660  -4,281
4 4271 4124 -4 382 -4,527 4 -4.372 4221 4,632 4,701
5 4362 4213 -4,392  -4.271 5 4555 4621 -4,696 -4.612
6 4951 4,625 4,292 4,173 6 4273 4615 -1542 4251

o gD"Camada Iuterm. e

NT Neurdnios AIC HQC BIC SIC
1 4621 4,392 4,271 -4,500
2 -4,382 ~4,427 -4,558 -4,699
3 ~-4.371 -4,712 -4,329 -4,134
4 -4,293 -4,222 -4,709 -4.612
5 4371 -4721  -4,251  -4,261

] -4,299 -4,198  -4,283  -4,653
O sobrescrito {*) indica a melhor estrutura, referente ao menor valor dos critérios de informagao.

Deve-se perceber que, na tabela 6.1, o limite de camadas intermedidrias apresentadas é trés, en-
quanto que o nimero de neurénios das camadas intermediarias se extendem até seis. Isso se deve ao
fato de que, para maiores nimeros de camadas e neurdnios intermediarios, og critérios de informacgdo
indicaram piora no desempenho da rede, uma vez que o aumento da complexidade da rede néo resultou
numa melhora da previsio dos prémios das opcoes, indicando que as redes de topologia mais complexa
acabam perdendo a parcimdnia.

Os resultados da tabela 6.1 mostram que o modelo de rede progressiva que apresentou melhor
desempenho possui 2 camadas intermediarias, sendo a primeira composta por trés neurénios e a segunda
por dois neurdnios, segundo os critérios de informacio adotados (valores em negrito). Além disso, de

acordo com os mesmos critérios utilizados, as entradas que indicaram a melhor performance da rede
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foram: valor do IDI, atualizado de acordo com o CDI (IDI}); preco de exercicio da op¢io (X):
maturidade ou tempo de vencimento da opgao (7 = T - £}; a taxa de juros estimada de longo prazo,
de acordo com a média mével do CDI-over (6); e a volatilidade da taxa de juros de curto prazo (g?).

A figura 6.1 apresenta uma representaciio da rede neural progressiva para a obtencao do prémio

das opgoes de compra de IDL

—

Fig. 6.1: Topologia da rede neural progressiva para o prémio das opgoes de compra de 1DI

Determinada a topologia da rede neural progressiva, o préximo passo da estimagao se deu na selecfio
da taxa de aprendizagem (1) que permitiu a melhor capacidade de generalizacio da rede. Assim,
com basge no valor do erro quadratico médio (FQM) obtido para diferentes taxas de aprendizagem,
selecionamos a que resultou no melhor modelo. A tabela 6.2 associa o valor do FQAM as diferentes

taxas de aprendizagem, com base na amostra teste.

Tah. 6.2; EQM para as diferentes taxas de aprendizagem com base na amostra teste para a rede neural
feedforward

n
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

EQM 132601 139,872 133,762 129,872 129999 122,345 154,342 165,872 172392

Por meio da tabela 6.2 pode-se perceber que o menor valor para o EQM corresponde a uma
taxa de aprendizagem 77 = 0,6. Pode-se perceber que para as taxas maiores que 0,6 a rede perde
a capacidade de generalizacdo, enquanto que para valores menores que 0,6 os erros associados sdo
proximos, entretanto, deve-se ressaltar que, neste caso, 0 processo de treinamento se torna mais custoso,
em termos computacionais, decorrendo num maior tempo para o treinamento da rede.

Com isso, com base na topologia obtida e com uma taxa de aprendizagem igual a 0.6, selecionamos

o modelo de rede neural progressiva que apresentou os melhores resultados, sendo que a taxa de
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convergéncia ao erro estipulado (107%) foi obtida com base em 76 épocas.
Rede Neural Recorrente de Elman

Na tabela 6.3 podemos verificar os valores dos critérios de informacio associados ao nimero de
camadas e neurdnios ocultos para o modelo de rede recorrente de Elman para a valoragio das opgoes

e compra de IDL

Tab. 6.3: Critérios de informagio para determinagio da estrutura da rede neural recorrente de Elman para o
aprecamento das opgoes de compra de DI

1 Camada Interm.
N? Neurdnios AIC HQC BIC 5I1C

1 4,762 4852 -4.632 4,475
2 4,342 4383  -4508  -4.273
3 -4,382 -4,753 ~4,287 -4,333
4 -4,573 -4.349  -4.440 -4.672
5 4,276 -4,234  -4,328  -4,762
6 -4.376 -4.625 -4.271 -4,372
2 Camadas Interm. .
192 Camada Interm. 2% Camada Interm.

N? Neurénics AlC HQC BIC SIC N9 Neurdnios AlC HQC BIC SIC
1 -4,765 -4,371 -4,382 -4,349 1 -4,381 -4,731 -4,574 -4,392
2 -4,376 -4,372 -4.,291 -4,330 2 -4,311 -4,082 -4,382 -4,303
3 -4494  -4.650 -4,318  -4,392 3 -4,392 4,398 -4,400 4,381
4 -4,103 4203 -4,029  -4,099 4 4,276 -4,362 4361 -4.311
5 4,726 -4701  -4,698  -4,376 5 3982 -1,039  -4,382  -4,387
6 4,387 4,720 4,376 -4,372 6 4493 -4,302  -4.790  -4,311

3 Camadas Interm. ‘__ o
1¥ Camada Intermn. 29 Camada Interm. ]

N@ Neurfnios AlC HQC BIC SIC N2 Neurtnios AlC HQC BIC SI1C
1 4,376 4762 -4,809  -4,376 1 4382 4387 -4,310 -4,722
2 -4,309 -4,693 -4,583 -4.601 2 -4,362 -4.872 -4,800 -4,372
3 4,372 4387 -4,766  -4,808 3 4,376 4,772 -4,808  -4,626
4* -4,880 -4,981 -4,872 -4,762 4 -4,653 -4.762 -4,376 -4,387
5 4,365 4576 4602  -4,723 5* -4,981  -4,809 4,870 -4,010
6 -4,371 -4,447 -4,762 -4,809 6 -4,365 -4,687 -4,761 -4,632

3% Camada Interm. o

NY Neurbnios AlIC HQU BIC SIC
1 -4,376 -4, A87 -4,583 -4,372
2 -4,389 -4,287 -4.723 -4,372
3+ .4,762  -4,810 -4,928 -4,801
4 4,876 4365  -4,376  -4,780
5 4371 -4376  -4,493  -4,582
6

O sobrescrito {*) indica a melhor estrutura, referente ao menor valor dos critérios de informagao.

Com base nos critérios de parciménia, tabela 6.3, o modelo de rede neural recorrente de Elman que
apresentou o melthor desempenho possui trés camadas escondidas. A primeira é composta por quatro
neurdnios, enquanto que a segunda e a terceira possuem cinco e trés neurdnios ocultos, respectivamente.

Determinado parte da topologia, verificou-se a composicao da camada de entrada, de acordo com

as variaveis que influenciam o preco das opgoes de IDI. Assim, com base nos critérios de informacio, a
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rede recorrente de Elman tém como entrada as seguintes varidveis: valor do IDI, atualizado de acordo
com o CDI (1 D1); preco de exercicio da opciio (X); maturidade ou tempo de vencimento da opgao
(r =T —1); e a volatilidade da taxa de juros de curto prazo (o2).

Podemos perceber que, diferente do modelo de rede neural feedforward, a rede de Elman descon-
siderou 0 pardmetro que representa a taxa de juros esperada de longo, uma vez que sua insergao no
modelo nao resulta emn ganhos de performance.

A figura 6.1 elucida a topologia da rede recorrente de Elman que apresentou a melhor performance
para a obtencao dos prémios das opeoes de compra de IDI. Neste caso, a estrutura da rede recorrente de
Elman se mostrou mais complexa, em termos do niimero de neurdnios e camadas ocultas, se comparado

com o modelo de rede progressiva ou feedforward.

Fig. 6.2: Topologia da rede neural recorrente de Elman para o prémio das op¢des de compra de [DI

Na tabela 6.4 podemos observar a variacdo no valor do FQM associado as diferentes taxas de
aprendizagem. Para a rede recorrente de Elman, o valor de i que resultou no melhor estimador para
0s prémios das opgoes de compra de IDI foi de 0.4. Essa taxa de aprendizagem foi capaz de atingir o

nivel de erro estipulado (107%) com base em 102 épocas.

Tab. 6.4: FQM para as diferentes taxas de aprendizagem com base na amostra teste para a rede neural
recorrentg de Elman

7
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9
EQM 102,324 100,982 90,298 70,023 98,763 102,971 104,128 115,298 101,982
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Podermos perceber que a taxa de aprendizagem associada ao modelo da rede recorrente de Elman
foi menor que a obtida para o modelo feedforward, o que explica em parte o maior namero de épocas
associado ao modelo recorrente, uma vez que, quanto menor a taxa, maior serd o tempo para o

treinamento da rede, de forma a atingir o limiar de convergéncia determinado.
Rede Neural Recorrente de Jordan

A estimagio do modelo de rede neural recorrente de Jordan, dentre os modelos de rede avaliados,
apresentou a estrutura mais complexa, em termos de neurdnios e camadas intermedidrias. Na tabhela

6.h sdo apresentados os valores dos critérios de informacao para determinagao da topologia dessa rede.

Tah. 6.5: Critérios de informagéo para determinagio da estrutura da rede neural recorrente de Jordan para o
apregamento das opgdes de compra de IDI
1 Camada Interm.

N9 Neurénios AIC HQC BIC SIC
1 -4,625 -4,493 -4,672 -4,376
2 -4,762 -4,665 -4.376 -4, 762
3 -4.376 -4,293 -4,653 -4,372
4 -4,312 -4.423 -4,762 -4,473
5 4,387 4,233 4,387 -4,592
6 -4,584 -4,685 -4 677 -4,584

2 Camadas Interm.
7719 Camada Interm. 3% Camada Interm.

N9 Neurdnios AIC HQC BIC SIC N9 Neuronios AIC HQC BIC S1C
1 -4,447 -4,376 -4,788 -4.574 1 -4,376 -4,372 -4,3K9 -4,31t
2 -4,122 -4,733 -4,500 -4,329 2 -4,394 -4,449 -4.355 -4,485
3 -4,388 -4 785 -4,683 ~4.444 3 -4,493 -4.,374 -4,503 -4.573
4 -4,756 -4,723 -4,364 -4,521 4 -4,376 -4,387 -4,312 -4,376
5] -4,239 -4,392 -4,403 -4.376 5 -4,594 -4,376 -4,754 -4,423
6 ~4,.376 -4.320 -4.,493 -4,362 ] -4,732 -4,766 -4,320 ~-3.983

3 Camadas Interin.
1% Camada Interm. - 3% Famada Interm.

NU Neurénios AlIC HQC BIC SIC N® Neurénios AlC HQC BIC SIC
1 4,762 -4,449  -4.511  -4,345 i -4,448 4372 -4,365  -4,367
2 -4,376 -4.,508 -4,764 -4,653 2 -4,362 -4 387 -4,366 -4,213
3 -4,387 -4,322 -4,459 -4,563 3 -4,365 -4,376 -4.376 -4,345
4 -4,362 -4 487 -4,322 -4,722 4 -3,983 -4,034 -4.763 -4,387
5* -4,801 -4.,801 -4,018 -4,872 5 -4, 762 -4.376 -4,442 -4.371
6 -4,376 -4,635 -4,376 -4.448 6* 4,932 -4,801 -4,888 -4,872

39 Camada [nterm.

N? Neurbnics AIC HQC BIC SIG
1 -4,313 -4,111 -4,243 -4,382
Z -4,387 -4,762 -4,387 -4,673
3 ~4,566 -4,763 -4,829 -4, 387
4* -4,856 -4,900 -4,652 -4,801
b -4,322 -4,803 -4,821 -4,332
] ~4,263 -4,092 -4,387 -4.,222

O sobrescrito (*) indica a melhor estrutura, referente ao mmenor valor dos critérios de informacao.

Degsa forma, por meio da tabela 6.5, verificou-se que o modelo de rede que aprentou os melhores

resultados, de acordo com os critérios adotados, apresenta trés camadas intermediarias. A primeira e
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a segunda camadas sio formadas por cinco e seis neurénios ocultos, respectivamente, enquanto que a
terceira camada apresenta quatro neurdtnios.

Assim como no modelo de rede recorrente de Elman, as varidveis que compdem a camada de
entrada da rede recorrente de Jordan sdo: valor do IDI, atualizado de acordo com o CDI (I DI); prego
de exercicio da opgao (X); maturidade ou tempo de vencimento da opcio (7 =T —1); e a volatilidade
da taxa de juros de curto prazo {o?).

Na figura 6.1 temos a estrutura que caracteriza a rede recorrente de Jordan que apresentou a relhor

performance para a obtencio dos prémios das opgoes de compra de 1DL

Fig. 6.3: Topologia da rede neural recorrente de Jordan para o prémio das opcoes de compra de IDI

Por fim, a tabela 6.6 nos mostra o valor da taxa de aprendizagem associada ao treinamento da
estrutura que apresentou mais baixo FQM. Neste caso, temos que tal taxa é n = .7, com base em 61
iteracdes, indicando uma alta convergéncia no processo de treinamento para o erro estipulado (107%).

Tab. 6.6: EQM para as diferentes taxas de aprendizagem com base na amostra teste para a rede neural
recorrente de Jordan

"
0.1 6.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
EQM 63,392 66293 65,763 62,387 64,983 65,876 59,653 64876 72,387

6.2 Comparacao das Métricas de Erro

Para confrontar ¢ desempenho dos modelos baseados em redes neurais com os métodos de Black,

Vasicek e CIR, foram comparados os pregos teéricos das opgoes obtidos por meio de cada modelo com os
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pregos observados no mercado. Nessa comparacio, os dados utilizados pertenceram ao grupo de teste
da estruturacao dos modelos de redes neurais, uma vez gue ¢ conjunto treinamento e validacio foram
utilizados para determinar a estrutura mais adequada associada a cada topologia de rede, estimar os
pesos sindpticos e aprender o processo gerador dos precos de compra das opcdes de dolar. Dessa forma,
o conjunto teste, ou conjunto de previsio, permitiu avaliar a capacidade de aprendizado e generalizacio
da rede para precificar as op¢oes com dados de entrada nunca antes apresentados a rede. O conjunto
teste foi composto por negociacfes que se iniciam em 11/12/2006 e vdo até 31/07/2007, totalizando
1.270 observacoes.

Na tabela 6.7 sio apresentados os valores das métricas de erro obtidos para os modelos de preci-
ficagdo abordados neste trabalho, sendo eles: Black, Vasicek, CIR, Rede Neural Feedforward (RN F),
Rede Neural Recorrente de Elman (RN RFE) e Rede Neural Recorrente de Jordan (RNR.J). Além
disso, sdo indicados os valores do coeficiente de desigualdade de Theil e do coeficiente de determinacao

(R*) da regressao dos pregos teéricos sobre os prémios observados no mercado.

Tab. 6.7: Aderéncia dos pregos calculados pelos modelos tradicionais e de Redes Neurais acs precos de
fechamento das cells de IDI européias negociadas na BM&FBOVESPA entre 11/12/2006e 31/07/2007. Amostra

com 1.270 observagoes

Meétricas

Modelos  MEP MPE RMSE MAE MAPE TIC R?
Black 87.98% 96,15% 44,823 123,434 34,5890 0,737 0,553
Vasicek  80,12% 94,54% 33,265 99,872 33,201 0,698 0,622
CIR T4,65% 90,20% 24,983 93,652 29,382 0,507 0,663
RNF 59.87T% 7411% 12,873 58,763 17,843 0,432 0,753
RNRE 46,98% 66,82% 8,283 45,214 14,028 0,312 0,910
RNRJ 31,98% 70.99% 7,873 41,862 15,386 0,375 0,892

Por meio da avaliagao das métricas de erros (tabela 6.7), & possivel verificar que os modelos baseados
em redes neurais apresentaram pregos tedricos mais proximos aos precos de mercado, explicando os
baixos valores dos erros obtidos, em comparacio aos modelos de férmula analitica fechada.

Dentre os modelos tomados como benchmaork, i.e., Black, Vasicek e CIR, podemos inferir que a
metodologia mais adequada para a valoracio das op¢oes de compra de IDI é o modelo proposto por
Barbachan e Omelas (2003), pois ele indicou baixos erros, em relacio aos modelos de Black e CIR,
que revelaram inadequacdo ao tipo de opc¢ao transacionado na Bolsa. Dentre ag metodologias de redes
neurais, o modelo de rede recorrente de Elman foi o que apresentou os mencres valores das méiricas
de erro, o que indica ser o método mais adequado quando o objetivo é a obtenc¢ao dos prémios das

opcoes de compra de IDI. Deve-se ressaltar, sobretudo, que a rede feedforward foi a que apresentou os
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maiores errog, levando em consideracio os modelos recorrentes, o que nos sugere gque a dependéncia
temporal das varidveis que determinam o preco da opcao de IDI é relevante, pois apenas nos métodos

de rede recorrente se permite capturar tal caracteristica.

O coeficiente de desigualdade de Theil (TIC} mostrou um ajuste superior dos modelos de rede
neural aos dados das op¢des, pois apresentou um valor bem mais proximo de zero em compara¢ao
aos modelos convencionais. Adicionalmente, o coeficiente de determinagio da regressao dos precos de
mercado sobre os precos tedricos confirmou as analises expostas acima, dado o maior valor do (R?)
guando utilizados os prémios gerados pelo modelos de inteligéncia artificial. Nesta tltima analise,
cabe notar que os pregos do mercado nio foram explicados fundamentalmente pelos pregos tedricos, o
que leva a concluir que outros fatores estariam determinando os prémios dessas opgoes. Ainda, esses
indicadores confirmam a superioridade do modelo de rede neural recorrente de Elman sobre todos os

demais modelos avaliados.

De forma complementar as analises, a tabela 6.8 apresenta os valores das métricas de errc para os
conjuntos de treinamento e validagdo. Os resultados confirmaram o baixo desempenho dos modelos
analiticos em toda a amostra dos dados. Os erros destes modelos se apresentaram relativamente iguais
nos trés conjuntos de dados, uma vez que ndo faz diferenca a disting@o entre elas para a aplicacao
das formulas analiticas. Entretanto, como era de se esperar, nos conjuntos treinamento e validagio,
para 08 métodos de redes neurais, os erros foram maiores, se comparados aos proprios resultados do
conjunto ieste das redes, visto que foram os dados apresentados & rede e que a estruturaram de forma

a convergir para o nivel de erro estipulado, de acordo com o processo de aprendizagem supervisionado,

Foram avaliados, ainda, os resultados des modelos de acordo com o grau de moneyness (M) das
opcoes. Verificou-se que 51% das opgoes da amostra teste estavam dentro do dinheiro, enquanto 29%
e 20% estao no dinheiro e fora do dinheiro, respectivamente. A tabela 6.9 apresenta os resultados
das métricas de erro para o conjunto da amostra teste de acordo com ¢ grau de moneyness das
opcoes. Tanto os modelos tradicionals quanto os baseados em redes neurais foram mais acurados no
aprecamento das opgoes in-the-money. Os maiores niveis de erros foram verificados nas op¢des out-of-
the-money, para os modelos de formulas analiticas fechadas. Nota-se, de forma geral que, nos diferentes
graus de moneyness, os resultados dos modelos baseados em inteligéneia artificial foram superiores em

comparacéo aocs modelos tomados como benchmark.

Os resultados indicados na tabela 6.9 evidenciam a superioridade dos modelos de redes neurais

propostos para a precificagao das opcoes de compra de IDI, de acordo com os baixos valores obtidos
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Tab. 6.8: Aderéncia dos pregos calculados pelos modelos tradicionais e de Redes Neurais aos pregos de
fechamento das calls de IDI européias negociadas na BM&FBOVESPA entre 02/01/2003 ¢ 08/12/2006. Amostra

com 11.531 observagdes

Treinamento
Modelos MEP  MPE  RMSE MAE MAPE TIC  A?
Black  83,32% 04,72% 46,823 120,342 33324 0,754 0,523
Vasicek  79,32% 93,55% 32,532 101432 35,534 0,632 0,642
CIR  76,12% 91,13% 25312 92312 31,332 0,542 0,654
RNF  60,32% 7921% 17,313 66,992 21,532 0,532 0,634
RNRE 48,32% 73,53% 12,543 55,214 19,133 0412 0,790
RNRJ] 60,12% 7812% 11,531 30,421 21,542 0475 0,722
Validagao
Modelos  MEP  MPE  RMSE MAE  MAPE TIC  R®
Black  88,21% 03,32% 43,421 121,232 35312 0,122 0,516
Vasicek  81,43% 90,23% 34,555 96,822 35,003 0,621 0,602
CIR  76,21% 8853% 25321 91,872 31,321 0532 0611
RNF  6332% 78,12% 14,111 64,231 22,100 0,501 0,699
RNRE 50,71% 71,19% 12,432 53,002 18,321 0,420 0872
RNRJ  63,22% 7728% 11,532 46,523 18,993 0,452 0,781

Tah. 6.9: Aderéncia dos precos caleulados pelos modelos tradicionais e de Redes Neurais aos pregos de
fechamento das calls de IDI européias negociadas na BM&FBOVESPA entre 11/12/2006 ¢ 31/07/2007 de
acordo com o grau de moneyness. Amostra com 1.270 observagoes

Qut-of-the-Money

Modelos  MEP MPE RMSE MAE MAPE TIC B
Black 92,32% 102,23% 49,287 138,233 41872 0,797 0,493
Vasicek 86,21% 104,32% 39422 105,643 39092 0,788 0,503
CiR 79,83%  94.82% 31,625 105,123 31,726 0,639 0,537
RNF 61,92%  78,72% 15,762 62,872 19826 0411 0,70C
RNRE 48.83% 67,21 9,993 47,321 16,862 0,392 0,876
RNRJ  54,32%  7542% 8,982 49421 17421 0,399 0,802
At-the-Money
Modelos MEP MPE RMSE MAE MAPE TIC R
Biack 86,32%  95,21% 45,421 122,532 33,312 0,772 0,582
Vasicek 81,11%  95.82% 31,312 100,321 34321 (0,701 0,611
CIR 7523%  01,33% 22,872 94,421 31,312 0,531 0,692
RNF 61,32%  76,73% 11,321 59,982 14,321 0491 0,777
RNRE 4811% 6893% 7,983 48937 12,309 0374 0876
RNRJ 54.92%  68,99% 9,22 45,422 13,532 0366 0,800
In-the-Money
Modelos  MEP MPE RMSE MAE MAPE TIC I
Black  86,99%  05,.21% 42321 121,312 33,873 0,732 0,521
Vasicek 82,32%  96,98% 32,111 102,321 31,321 {8672 0,601
CIR 75,32%  90,89% 26,321 91,321 30,532 0,532 0,688
RNF 60.32%  75,03% 13424 56,532 14421 0483 0,799
RNRE 4383% 64.42% 9,222 43,824 16,384 0,298 {,921
RNR.J 53.32%  68,564% 6,999 42.321 13,313 0,388 (,876

das métricas de erro de acordo com os graus de moneyness. Deve-se perceber

. sobretudo, que o modelo

de precificagao baseado no modelo de Black (1976) apresentou os piores resultados. Os prémios das
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opcoes obtidos pelos modelos que compdem o benchmark indicam a inconsisténcia de tais metodologias
para o mercado de opcoes de IDI.

Para ilustrar os resultados, selecionamos as opgoes de compra de IDI no conjunto da amostra teste
com um dos sirikes mais liquido, isto &, as opgbes de compra com prego de exercicio igual a 220.000
pontos do IDI, sendo o valor de cada ponto dado em reais estabelecido pela Bolsa, e com vencimento
fevereiro de 2008. As figuras 6.2 a 6.2 apresentam a evolugio dos prémios obtidos pelos modelos para

as opgoes de compra de IDI em relagdo aos prémios de fechamento observados no mercado.
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Fig. 6.4: Evolucao dos prémios de mercado e do modelo de Black

E evidente a superioridade dos modelos de redes neurais, uma vez que conseguem acompanhar a
evolugdo do prémio dessas opgoes de forma mais acurada que os modelos haseados nos processos de
Black, Vasicek e CIR, para o comportamento da taxa de juros de curto praze. Além disso, mesmo com
o aumento do prazo de maturidade dessas opgoes, os resultados dos modelos de redes neurais nao se
afastam dos prémios observados no mercado. Porém, a diferenca de performance entre os modelos de
inteligéncia artificial ficam mais claros quando se observam as métricas de erro.

E possivel observar o bom desempenho obtido pelos modelos de redes neurais para a avaliacio
das opcoes estudadas. Constata-se que, para as opcdes com vencimentos mais curtos, os modelos
tedricos apresentaram resultados similares, porém, os modelos convencionais resultaram em erros de

aprecamento maiores de acordo comn a elevacido da maturidade da opcao.
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Fig. 6.6: Evolucdo dos prémios de mercado e do modelo de CIR

6.3 Avaliacao dos Testes Estatisticos

Apesar dos resultados favordveis acs modelos de inteligéneia artificial, como descritos na segao

anterior, & necessario verificar se a diferenca entre os erros obtidos pelos modelos é estatisticamente
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significativa. A tabela 6.10 elucida essa analise por meio dos resultados dos testes AGS, MGN e SIGN.

Os resultados do teste AGS, que examina os erros de previsdo em termos do erro guadritico

meédio dos modelos avaliados, indicaram que os modelos de redes neurais apresentaram superioridade

significativa. na precificacdo das opgoes de compra de IDI no Brasil, no periodo em questio.

Na
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Fig. 6.9: Evolucao dos prémios de mercado e da RNRJ

comparagao entre os modelos tradicionais, pode-se perceber que o modelo de CIR foi o que apresentou
melhor desempenho. Ao se comparar os modelos de redes neurais entre si, confirmou-se ¢ verificado
com base nas métricas de erro, isto &, o modelo de rede recorrente de Elman superou os demais em
termos de capacidade para obtencdo do processo gerador dos prémios das opgoes de compra de 1DL

Os mesmos resultados se verificaram de acordo com o teste MGN, principalmente na comparacio do
modelo de Vasicek com o modelo CIR, pois neste caso, 0s testes indicaram que ambos modelos podem
ser considerados equivalentes em relacio & acuracia para se obter o prémio das opcdes avaliadas.
Entretanto, ainda os modelos de redes neurais performaram os métodos convencionais, com destaque
para as redes recorrentes de Elman e de Jordan.

Por fim, o teste ndo-paramétrico (SIGN) rejeitou a equivaléncia dos modelos de inteligéncia artificial
em comparacio com os modelos analiticos, com destaque para as redes recorrentes.

Dessa forma, podemos elucidar nossas conclusdes da seguinte forma.:

e Os testes estatisticos indicaram que os modelos avaliados baseados em redes neurais obtiveram
os prémios para as opg¢des de compra de IDI mais préximos dos observados no mercado, em

comparagio as metodologias tradicionais, baseadas em foérmulas analiticas fechadas.

e Dentre os modelos que compdem o benchmark deste trabalho, os testes paramétricos e nio-

paramétrico auferiram que os métodos de Vasicek e CIR performaram o modelo de Black, entre-
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Tab. 6.10: Testes AGS, MGN e SIGN para avaliagdo dos modelos de precificagio para. as opgdes de compra de
IDI européias negociadas na BM&FBOVESPA entre 11,/12/2006 € 31/07/2007, amostra com 1.270 observagdes.

Modelos Teste AGS  Teste MGN Teste SIGN

{£5 1008)" (t1260}" N0, 1Y

Black Vs. Vasicek 64,872 16,324 -4,623
(0,0000) (0,0000) (0,0001)

Black Vs. CIR 67,724 17,922 4,762
(0,0000) (0,0000) (0,0001)

CIR. Vs. Vasicek 14,762 3,255 -1,982
{0,2687) {0,4402) {0,2791)

Black Vs. BNF 75,762 19,3752 -8,982
(0,0000) (0,0002) (0,0001)

Black Vs. RNRE 107,987 25,782 -7,287
{0,0000} (€,0001) (0,0000)

Black Vs. RNRJ 122,238 31,972 -8.982
(0,0000) {0,0000) (0,8000)

Vasicek Vs. RNF 067,362 28,364 -7,983
(,0000) (0,0000) (0,0000)

Vasicek Vs, RNRE 98,872 34,762 -8,761
(0,0000) (0,0000) (0,0000)

Vasicek Vs. RNRJ 105,762 33,999 -9,872
(0,0000) (9,0000) (0,0000)

CIR Vs. RNF 86,293 28,333 -8,763
(0,0000) (0,0000) (6,0000)

CIR Vs. RNRE 102,762 42,819 -9,623
(0,6000) (0,0000) (0,0000)

CIR Vs. RNRJ 96,534 36,820 -8,777
(0,0000) (0,0000) (0,0000)

ENF Vs, RNRE 77.837 19,557 -8,889
{0,0001) (6,0002) (0,0000)

RNF Vs. RNRJ 113,762 26,983 -11.659
(0,0000) {0,0000) {0,6000)

RNRE Vs RNRJ 12,653 4,762 -1,876
(8,2318) (0,3209) (0,2583)

{ *) Os respectivos p-valores estdo representados entre paréntesis.

tanto, quando comparados entre si, os festes indicaram equivaléncia para os modelos de Vasicek

e CIR.

¢ As redes neurais recorrentes de Jordan e Elmam podem ser consideradas mais acuradas, quando
comparadas com a rede neural progressiva, segundo os testes, e ainda, sio consideradas equiv-
alentes quando avaliadas conjuntamente. Mas mesmno assim, a rede feedforward superou os

modelos tradicionais na valoragdo das calls de IDI.
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Capitulo 7

Conclusoes

A precificacio de opgoes, em geral, é de grande importéncia para os agentes de mercado, pois esses
papéis sao capazes de reflefir a informacao sobre o future de seus ativos ohjeto, diminuindo, assim, o
grau de incerteza presenie na economia. Entretanto, os pregos desses ativos muitas vezes sao obtidos
por modelos que ndo incorporam caracteristicas reais dos ativos subjacentes, fazendo com que seus
resultados difiram dos pregos de mercado. Dessa forma, alternativas baseadas em inteligéncia artificial,
como as redes neurais, t&m se mostrado promissoras ua area de precificagio de derivativos, sobretudo
opgoées, demonstrada sua capacidade em se modelar padrdes ndo-lineares de tipo entrada-saida.

No mercado de opg¢oes brasileiro, nao existe um modelo tedrico consistente, baseado em férmulas
fechadas, para se precificar as opcoes sobre o Indice de Depésitos Interfinanceiros de Um Dia {(IDI),
uma vez que a Bolsa utiliza ¢ modelo de Black (1976), que é adequado para opcoes sobre futuros,
ndo sobre taxa de juros. As opc¢bes de IDI sio peculiares do nosso mercado e fazem com que seja
necessaria a adequacdo dos modelos tradicionais norfe-americanos e europeus para o caso brasileiro.
Com isso, Neto e Pereira {1999) e Barbachan e Ornelas {2003) propuseram modelos analiticos fechados
para a precificacdo das opgdes de IDI, com base, respectivamente, nos modelos de Vasicek {1977) e
Cox et al. (1985). Entretanto, seus resultados ainda evidenciam que os precos tedricos ndoe sdo capazes
de explicar os precos das opcdes observados no mercado.

Dessa forma, este trabalho avaliou modelos de redes neurais progressivas (feedforward) e recorrentes
de tipe Elman e Jordan para se obter o prémio das opgoes de compra. de [DI, no periodo de janeiro
de 2003 a julho de 2007. Esse modelo se baseou nas principais varidveis que afetam o preco da opcao
de IDI: valor do IDI, maturidade do contrato, prego de exercicio, taxa de juros de longo prazo e

volatilidade da taxa de juros de curto prazo. Neste caso, a volatilidade foi estimada com base em um

67
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modelo GARCH(p,q) que leva em consideragio o efeito duration.

Avaliamos, entdo, os modelo de Black, Vasicek e CIR, assim como os métodos de redes neurais para.
a valoragao dasg opcoes de IDI. Os precos tedricos dos mnodelos foram comparados com os pregos de
fechamento dessas opcdes, observados no mercado. Para tanto, utilizanimos métricas erro convencionais
e testes estatisticos paramétricos e ndo-parameétricos para modelos competitivos de predicao.

Nossos resultadoes inferiram a superioridade de modelo de rede neural em relacio aos demais mod-
elos, devido aos baixos erros apresentados. Além disso, para as opgoes cut-of-the-money, 0 modelo de
rede neural recorrente de Elman apresentou os melhores resultados em ternmos comparativos, uma vez
gue para as opc¢ées at-the-money e in-the-money os modelos tradicionais nao apresentaram erros tao
elevados quanto para as opgoes fora do dinheiro. Dentre os modelos convencionais, o modelo proposto
por Barbachan e Ornelas (2003) apresentou os menores erros. Enquanto que para os modelos baseados
em inteligéncia artificial a rede recorrente de Elman se destacou, no sentido de melhor acuracia para
a obtencdo dos prémios das opgbes de compra de IDI no periodo avaliado.

Para. validar os resultados, o8 testes estatisticos AGS, MGN e SIGN indicaram que a acuricia
de todos modelos de redes neurais foi superior a dos modelos tradicionais, tomados como benchmark.
Dentre os modelos de rede, os mesmos testes indicaram que as redes recorrentes podem ser consideradas
equivalentes para a precificagio das op¢oes de IDI, porém, superam, em termos de acurdcia, o modelo
de rede progressiva, Resultado semelhante se verificou com os modelos convencionais, sendo que os
modelos de Vasicek e CIR, de acordo comn os testes estatisticos, podem também ser considerados
equivalentes, mas superiores quande comparados com o modelo utilizado pela Bolsa (Black).

Com isso, verificou-se a inconsisténcia do modelo utilizado pela Bolsa, assim como dos modelos de
Neto e Pereira (1999) e Barbachan e Ornelas (2003}, para a precificacdo das opg¢des de compra de IDI
no periodo considerado. Entrefanto, os modelos de redes neurais mosgraram um grande potencial para
o mesmo fim, resultando em estruturas que permitem captar o processo gerador dos prémios desses
papéis, 0 que se mostra como uma alternativa para se tentar ampliar a liquidez nesse mercado que,

talvez, por deficiéncias tedricas, apresentam baixo volume de negociacies.

7.1 Trabalhos Futuros

Os resultados apresentados indicam que os modelos de redes neurais se mostram como ferramentas
que fornecem um bom desempenho quando o objetivo é avaliar o prémic de uma opgio de IDI no

mercado brasileiro. Como continuidade, podemos focar no estudo de novas estruras de rede, capazes
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de incorporar mais caracteristicas que representam os fatos estilizades do mercado de juros no Brasil.
Séo diversos os modelos alternativos, como, por exemplo, redes neurais bayesianas, utna vez que permite
uvima mmaior tratabilidade estatistica acs dados.

Além disso, pode-ge avaliar outros modelos relacionados & inteligéneia computacional, tal como
os modelos baseados em inferéncia fuzzy, algoritmos genéticos e programacao genética, uma vez que
esse campoe de estudo $ém mostrado resultados estimulantes guando associados & chamada engenharia
financeira.

Por fimn, tals modelos, como os apresentados neste trabalho, podem ser aplicados & outros segmentos
do mercado de op¢des brasileiro, o que permite avaliar sua tratabilidade nos mais diferentes tipos de

opcdes, permitindo uma maior generalizacio dos resultados.
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