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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo a demonstracdo de métodos generalizados
para precificacdo de opgbes com melhor aderéncia a realidade. A falha do modelo de Black
& Scholes é constatada pelo sorriso da volatilidade implicita. A hipétese assumida na
monografia € a de que o0 erro em B&S estd no axima de que 0s precos seguem um
Movimento Browniano Geométrico (MBG). O relaxamento desse axioma, supondo
distribuicbes de probabilidades diferentes da log-normal para 0s precos, exigiu o
desenvolvimento de conceitos matematicos e da teoria da probabilidade, tais como o calculo
de varidveis complexas e de residuos e as Transformadas de Fourier, cujo poder na area da
economia fica demonstrado com resultados finais. A monografia fornece uma introducéo
razoavelmente completa do ponto de vista da operacionalizagdo dos conceitos.

A etapa seguinte destrinchou o modelo de B&S, através de quatro demonstracées
diferentes e de testes empiricos e operacionalizagdo do mesmo utilizando opc¢des da
Petrobras, gerando o sorriso da volatilidade. Em seguida foram demonstrados e testados
trés métodos generalizados de precificacdo de opgOes, iniciando pela Expansdo de
Edgeworth, demonstrada por Jarrow & Rudd (1982), que consiste em utilizar o MBG como
aproximacdo de ordem zero e expandi-lo para incorporar cumulantes de ordem superior, a
skewness e a curtose. O método se mostrou capaz de gerar um sorriso da volatilidade, mas
muito limitado devido a falta de liberdade na escolha dos parametros desses cumulantes,
levando a concluséo de que deve-se usar uma distribuicdo mais fortemente divergente em
relacdo a Normal. A utilizacdo de uma distribuicdo de Student generalizada foi capaz de
gerar curvas do sorriso da volatilidade bem préximas das observadas. Essa monografia
demonstrou dois métodos para precificacdo com essa distribuicdo, através da integracéo
direta do payoff com a fdp da distribuicéo risco-neutra e outro em que o calculo do prémio é
totalmente realizado no espago de Fourier. O segundo método se mostrou mais robusto,
rapido e flexivel, permitindo a utilizacao de qualquer outra distribuigdo risco-neutra.



CAMPINAS
2012

CESAR, Pedro Bruno. The misterious volatility smile: beyond Black & Scholes. Going
further the Black & Scholes model to explain the volatility smile. 2012. 145 pages. Course
Final Paper (Undergraduate Degree) — Economics Institute. State Univesity of Campinas,
Campinas, 2012.

ABSTRACT

The purpose of the present work is to demonstrate generalized option pricing model
that has better adherence to reality. Black & Scholes model failure can be confirmed by the
existence of the implicit volatility smile. The main hypothesis in this monograph is that the
error is due to the axiom that prices follow a Geometric Brownian Motion (GBM). To relax
that axiom and assume that prices follow different probability distributions, an introduction to
mathematics and probability theory concepts became necessary, such as Fourier
Transforms and Complex and Residual Calculus. The final results show the power of such
tools, largely used bt physicists and engineers, in the field of economics.

This paper analysed the B&S model through four different demonstrations, followed
by a demonstration of its operationalization with empirical test using Petrobras options,
extracting the volatility smile at the end of the section. Three methods of generalized option
pricing unsing different probability distributions were then demonstrated and tested, starting
with Edgeworth Expansion introduced by Jarrow & Rudd (1982). This first method consists in
using the GBM as a zero order approximation and expand it to incorporate higher order
cumulants, the skewness and kurtosis. The method was successful in generating a volatility
smile, but the results were poor compared to reality due to limitations in the values those
cumulants can assume, leading to the conclusion that a probability distribution more distinct
from the Normal should be used. A generalized Student distribution was then tested, with
consistent results. This paper demonstrated two methods using Excel to calculate the option
price using this last distribution, through the integral of the payoff function with the risk-
neutral probability density function, and another in which the price is completely calculated
within the Fourier space. This last method showed up to be stronger, faster and more
flexible, allowing for any risk-neutral distribution to be tested.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1. Organograma do Mercado FINANCEINO.......cc..ceviiiiiiiiiiiii e 3
Figura 2. Organograma do Mercado de DerivatiVoS..............uveeiiiieeiiieiiiiiiie e 5
Figura 3. Lucros do titular e do lancador de uma CALL européia em funcao do preco a vista
0T W 4 F= LU T F= To [ TR 9
Figura 4. Lucros do lancador coberto ao vender uma CALL européia ou no mercado spot
LT R VT lor= ToTo [o IS (1 (TN o] 1o = USRS 9
Figura 5. Lucros do titular e do lancador de uma PUT européia em funcdo do preco a vista
NA MALUINAAR ... a e e e 10
Figura 6. Esquerda: Prémio da Call em funcdo do Strike Price. Direita: Precos reais de

mercado [ask] da CALL. Note que é decrescente e convexa embora quase uma reta para

122 10T (=S 0= 1D (0L 0 N 13
Figura 7. Prémio da PUT em fung&@o do Strike Price ..., 15
Figura 8. FDA ou CDF da Distribuicdo de Bernoulli para uma moeda viciada..................... 19

Figura 9. Descontinuidade na Func&o Distribuigéo de Probabilidade fornece P({x, =x})...19
Figura 10. As CDF podem ser continuas (a), discretas (b) ou mistas (C).........ccceeeuvvvveeennn. 19
Figura 11. Fungéo retangulo para X, =0, A=1e n=1,37e15 ...cccccciiiriiniiiiniiniiineen 23

Figura 12. Esquerda: fungéo delta de Dirac construida através da distribuicdo normal com

u=0 e 0=0,8;0,4,0,2e0,1. Direita: as areas das duas normais com o=0,8e0,1 sdo

idénticas e iguais a 1. Note como a altura da curva vermelha subiu para compensar a falta

de largura € manter @ Area CONSTANTE. .........uiiiiiiiiiiiiiiiii e a e e eeeeees 23
Figura 13. Funcéo Logistica H, e sua derivada O'dix para n=12,410€20 . .......euuurrrmmrnnnnnnnnnns 24
Figura 14. FDA e FDP da Distribui¢do de Bernoulli...............coooooiiiiiiiiiie, 26
Figura 15. F (x) de uma Normal (a), a CDF da fungé&o sign(x) (b) e a CDF da F(y) () ........ 27

Figura 16. Graficos da g(x) e da F(y). Note que a F(y) é nula para y<-1, salta para F,(-1)
em x=-1, acompanha a curva F (x) no intervalo entre -1 e +1 e salta para o valor de 1 a

ES=T o [ U ]| PP PPPPPPPPPPPP 27
L o U= A o T g T =N () 28
Figura 18. Trés regides em que y<g(x)<y+dy, definindo x,, x, € x,. Nas regides 1 e 3 g'(x)
é positiva, logo dx, e dx, também s&o positivos. Ja na regido 2 g'(x) é negativa entdo dx, €
01T o = LAY/ o TR TUPTRPRTT 28
Figura 19. Distribuicho com cauda para a direita (a) e distribuicio com cauda para a
LoETo [0 1= o F= T (o) I PSS 38



Figura 20. Uma distribuicdo leptocurtica, com k < 0 (a) e a outra platicurtica, com k > 0 (b)

Figura 21. Normal com x, =y, =100. (@) o, =10 € o, =01; (b) o, =20 € o,,, =0,2;(C) o, =40 €
Ologn =004t 45

Figura 22. Distribuicdes de Lévy com diferentes parametros para o, comparadas a Normal
Padrao, em escala [0garitmiCa..........cooeeeeeieeee e 49
Figura 23. Conjuntos das diStHDUICOES ...........ccuuiiiiiii i 53
Figura 24. Preco da CALL em funcao do “moneyness” para agoes da Petrobras PETRL. O
indice L se refere a Maturidade T dessa opg¢ao e 0s numeros que se seguem indicam 0S
diferentes strike prices ofertado pelo Mercado.............ccccvvvviiiiiiiiiiiii 81
Figura 25. Prego da CALL em funcao do “moneyness” para agbes da Petrobras PETRA... 82
Figura 26. Sorriso da volatilidade para PETRL.......ccccccoiiiiiiiiiiii e 88
Figura 27. Sorriso da volatilidade para PETRA ... 88
Figura 28. Da esquerda para a direita, graficos do prémio calculado com o método
generalizado de precificacbes com 5 =02 € x=025, y=02 € x=09 € y=1 € x=01,
1S LT A V7T 0 1 =T o1 =SSP 107
Figura 29. Sorriso da volatilidade gerado com os seguintes parametros: (a) y=0,01 € x=0,1,

(b) y=-01€ =07, (C) y=-015 € x=0,7, (d) »=0,05 € x=0,1, (€) y=0 € x=0,2577 e (f) y=0 €

k=0, que € 0CasSO da NOIMAL .......c.ooiiiiiiiii e e e e 108

Figura 30. Funcdo normalizada do tipo f(x)_(zaz)2 para a=1 e a=3. Note que o
a +X

parametro a define a largura da funcao em tornN0 de X=0.......ccceeviieeeriiiiiiiiiiiie e eeee e 110

Figura 31. Valores dos prémios para opg¢do PETRA calculados com a distribuicdo de
Student generalizada [linha vermelha] e os valores dos prémios praticados no mercado
(CTFCUIOS PIELOS) .. eeeeieeeeiet ettt ettt e e e e e e s bbbttt e e e e e e e ettt b e e e e e e e e e e e nnnnneees 112
Figura 32. Sorriso da volatilidade obtido através da utilizacdo da distribuicdo de Student
generalizada com apenas um parametro de ajuste liVre ...........ooeevviiiiiiieeeieeiciee e, 113

Figura 33. Curva do prémio vs strike price gerada inteiramente através de uma

transformada iNVersa de FOUIET ..........oouiiiii e 116

Figura 34. Sorriso da voltalidade obtida para os dados da curva da Figura 33.................. 116

FIgura 35. SErie de TaAYIOr......ccoiiiiiiieiiee et a e e e e e eaa s 120

Figura 36. Gréfico da funcao s, (x—xo)zm[?ix;xj’)] para x,=0 € n=14¢10. Note que a altura
T\X =X,

sobe com n e a largura diminui. A distancia entre as duas primeiras raizes vale 2% ........ 124

Figura 37. Matriz w, :%(_1)“k e, 132



Figura 38. ConstruGao da NOIMAl ...........iiiiiiiiiiiiie e e e e 133
Figura 39. Férmulas do Excel para construcéo de uma distribuicdo Normal ..................... 133

Figura 40. Da esquerda para a direita, f(x) de uma normal com p=1 e 6=0,5, e sua ¢(t).. 135

Figura 41. Construcao de distribuicdes de LEVY N0 EXCEl ........uceevieiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeiin, 136
Figura 42. Distribuicdo de Lévy com a=0, g=1, o=1,2 e £=0,9 e suas representacdes
graficas da f(x) (a), F(X) (10) € @) (C)..eeeiaurrrmmiiiiee et 137
Figura 43. Distribuicdo de Lévy com a=0, gq=1, «=1,2 e p=-0,9 e suas representacdes
gréficas da f(x) (a), F(X) (D) € @(L) (C).errrrrririiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 137
Figura 44. Circuito infinitesimal para calculo de §f (2)dz=0 .cocoeviviviieiiniieciiccn, 141

Figura 45. Note que no interior da regido as integrais de caminho se anulam porque
enquanto o percurso de uma célula estd em uma direcdo o da vizinha esta na direcédo
oposta. Esse cancelamento, entretanto, ndo ocorre na fronteira, pois ndo existe a célula
17741 1 = 142
Figura 46. Isolando uma singularidade do caminho de integragao..............cccoeeeeeeeeeeeeennn. 142

vii



LISTA DE TABELAS

Tabela 1. Balaco da empresa A com relacdo ao banco e aempresaB........ccccoeeeeeeiviviiinnnnnn. 6
Tabela 2. Limites inferiores para o prémio da call............cccooooiiiiiiiiiii e, 11
Tabela 3. Limites inferiores da Call ............ooouueiiii i 13
Tabela 4. Limites iNferioreS da PUL.........cevviiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeee ettt 14
Tabela 5. LImites iNferioreS da PUL.........oeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeee e 15
Tabela 6. Regra de multiplicacao dos diferenciais estocésticos até primeira ordem............ 68
Tabela 7. Série de CALLs PETRL - Fonte: BMF&Bovespa — Boletim Diario....................... 80
Tabela 8. Série de CALLs PETRA — Fonte: BMF&Bovespa — Boletim Diério...................... 81
Tabela 9. Construgdo do EWMA NO EXCEl........oovvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee 82
Tabela 10. CAlculo dO EWMA NO EXCEl .....covviviiiiiiiiiiiiiiiieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 83
LI Lo X< = U I O 3 U o TSRS 83
Tabela 12. Construg@o do B&S no Excel para PETRL ........cccovvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeee 84
Tabela 13. Calculo do prémio no Excel para PETRL .......ccooiiiiiiiiiiiiciin e 85
QLI Lo =] - B o I = O PERRPR 85
Tabela 15. Calculo do prémio no Excel para PETRA. ..o 85
Tabela 16. Calculo da volatilidade implicita no Excel para PETRL ............cooovviiiiiiineennnniinn, 86
Tabela 17. Calculo da volatilidade implicita no Excel para PETRA...........coooiiiiiiinieeeenein, 87
Tabela 18. Propriedades dos polindmios de Hermite.............cooeviviiiiiiiii e ceceeeee e 92

viii



SUMARIO

IEFOTUGEO . ... 1
1. L0 o 11 V1o 100 SR 3
1.1. MErCaAdO FINANCEIND ... 3
1.2. Mercado dE DEIVALIVOS. ... ..o 4
1.3. =T or=To (o Jr= W =1 11 4 [0 BT P TP TTPTPPPPPRPR 5
1.4. METICAAO AE FULUIOS ... 5
1.5. [T do= To [0 o SISV T 1 PSSP 6
1.6. MEICAAO A OPCOES ... a e e 6
1.7. LUCIOS € PrejuizoS COM OPGOES .. e e 8
0 S O L I PSP U PPPPPPT 8
I = O N L PSPPSR 10
1.8. LIMILES NOS PIrEIMIOS ... 10
1.8.1. Limites inferiores para 0S PreMIOS: ......cccuieiie e 11
1.9. Paridade entre opcdes de venda € de COMPIra.........eeeeieeeeiieeiiiiiiineeeeeeeeeiiiiaee e e 16
2. Capitulo 2: Probabilidade............ouuiiiii e 17
2.1 INEFOTUGEO ... 17
2.2. Conceitos basicos de probabilidade ... 17
2.2.1.  VariQvel @leatOria (V.@.) «..coooooeieiieeee ettt a e e 17
2.2.2.  Funcéo Distribuicdo de Probabilidade ...............ccoovvviiiiiiiiiiii 18
2.2.3. Funcéo Densidade de Probabilidade (FDP) ........couuuiiiiiiiiii e 20
2.3. Funcéo Delta de Dirac ou FUNGAO IMPUISO........cooviiiiiiiiiieiei e 21
2.3.1. Construindo a funcao Delta de DIracC........cccoeeeiiiiiiiiiiaie e 22
2.3.2. Delta de Dirac como a derivada da funcao Degrau. ............ccuuviiiiieeeriieiiiiiiiianeeenn. 24
2.3.3.  Derivando fungdes deSCONLINUAS. .........cccuuiiiiiiieeeeiiiiiiiiiieee e e 25
2.4. Funcéo Densidade Probabilidade de fungdes descontinuas .............ccccvveeeeeeeennns 25
2.5. Funcao de uma Variavel AleatOria ...........coevveeiiiieiiiiiiii e 26
2.6. Operacdo ESPERANGCA d€ UMaA V.8.: ..cciiiiiiiiiiiei ettt e e 29

iX



2.7.

2.8.

2.8.1.

2.8.2.

2.9.

2.9.1.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.13.1.

2.13.2.

2.14.

2.15.

2.15.1.

2.15.2.

2.15.3.

2.15.4.

2.15.5.

2.15.6.

2.15.7.

3.1.

3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

Regra de simetrias do iNtegrando ...........ccoeiieeriiiiiiiiiiie e 30

IMOIMENTOS ... 31
MOMENTOS € OFUEM N ... 31
Relacdo entre os Momentos Centrados € N80 centradosS..........ccevveeevevveiiiiiinnneeenn. 31
SEIE 8 TAYION ...ttt e e e e e eeaeas 32
O Trugue dO LOGANIMO ...cceviiiiiiiiiiieeeeeeeeeee ettt 32
Funcéo Geradora de Momentos (FGM) ......ccooiiiiiiiiiiiiii e 33
FUNGAO0 CaraCteriStiCa ....ooieieeee et 33
Transformada de FOUIE:..........uiiiiiiii e 35
CUMUIBNTES ...t e e e e e e e e st reeeeas 37
ASSIMELNIA € CUMOSE ......eeieiiieeieieiit ettt e e e e e e e st r e e e e e e e e 37
Momentos Centrados de OrdeM N ......coooii oo 39
Cumulantes, o truque do logaritmo e o Teorema Central do Limite: ....................... 39
DISIIIDUIGOES ... 40
DistribuiCao de Bernoulli...........ccooooiiiiee e 40
DistribUIGAO BINOMUAL ..o 41
DiIStriDUICAO & POISSON: ... 41
DiIStrIDUIGAO NOIMI@L: ... 42
DistribuiGA0 LOG-NOIMAL ... 44
[DJ1S] (] oW [or= o =1 o - TSR 46
Distribui¢cdes que ndo obedecem ao Teorema Central do Limite.................ceoeee. 47
Capitulo 3: Precificacdo de OpgOes EUrOPEIas .........covvvveeveveeiieiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee 55
Modelo binomial de Cox-Ross-Rubinstein [CRR]. ..., 55
Portfélio replicante € hedge Perfeito ... 55
Probabilidades RISCO-NEUIIA. .......ccooii i 55
Opcdes em apenas UM PEHOAO: .. ....iiuiiiiiiieee ettt e e e e e e e e e e e e eeeeeas 56
Probabilidades Risco-Neutra independentes da trajetoria: ............ccooecvvveeenieeeennnnns 57
OpcBes européias €M N PEIIOUOS: .....cvviviiiieieiiieiee ettt 57
Formula de Black&Scholes obtida através do limite para n—>o0. .......cccvvvveeenennn. 59

X



3.2. Deducao da formula de Black & Scholes pelo prémio justo. ...........ccoevvvvvviiienneeenn, 63

3.3. Modelo de Black & SCNOIES.............uiiiiiiiiiiii e 66
3.3.1.  ProCeSS0S ESIOCASUCOS .....cccoiuuiiiiiiiiee ettt 66
3.3.2.  EQUAGCE0 da DIfUSEO .....ceiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieee ettt 70
3.3.3. O Modelo BIack & SCNOIES...........ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 72
3.3.4. Converséo da Equacao de B&S na equacao de DifuS80...........cccvvvvvvveveviiiiiiienennn. 75
3.4. Testes empiricos da férmula de Black&Scholes para CALL. ........ccccoeeeeevviiiiiiinnnnnn. 80

3.5. Célculo da Volatilidade pelo Método de Estimador de Média Mdbvel com

Amortecimento EXponencial (EWMA) ......ouuiiii et 82
3.6. Calculo da Taxa de Juros através do DI FULUIO ...........ooveiiiiiiiiiiiiiiicee e 83
3.7. PIEMIO JUSEO ...ttt ettt e e e e e s e e e e e e e 84
3.8. Volatilidade IMPICItA ........ooouiiee e e 86
3.9. (7o) 0 (o1 (1 7= (o B PP PPPPPPPPPPPPPPN 88
4, Generalizagdo do modelo de Black & Scholes...........covvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 91
4.1. POIINOMIOS A€ HEIMMILE ... 91
I T o 1010 o ][ 1 PP PP PPPPPPPPPPPPP 94
4.2. EXpPans@o de EdQeWOITN ... 95
4.3. Equacéo generalizada para 0 prémio de OPCOES.......vviieeveiiieiiiiiiie e e 96
4.4. TE0oremMa de ParSEVAI..........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieiib bbb beebeebebbbenenene 97
4.5, Funcao caracteristica de fdp risco-neutra, ou Martingale ...................cccoeeeeeeeeee. 98
4.6. Precificacdo de Opgdes Européias no espaco de Fourier ...........eeeeeeeeeeeeeeeeeeeennn. 99
4.6.1. Transformadas de Fourier de dervadas..............ccouvvvvieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeee 101

4.6.2. Transformada da funcdo de Heaviside: Problemas com a regra

FT [j—xg(x)} = I FTG(X)] crrrerrremeeeiesieeee e 101
4.7. Precificacdo através da expanséo nos cumulantes [expansdo de Edgeworth]: .... 104
4.7.1. Resultados com Expansdo de EAgewWorth..........ccccccvvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee 107
4.8. Precificacdo com Distribuicdo de Student Generalizada ...............ccooevvvvviieennnenn.. 109
4.8.1. Distribuicdo de Student generalizada. .............cccoeeiieeiiiiiiiiii e 109

Xi



4.8.2.

4.8.3.

4.9.

4.9.1.

4.9.2.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.10.1.

6.10.2.

6.11.

Funcéo caracteristica da distribuicdo de student generalizada................cccc......... 110

Precificacdo da CALL com distribuicdo de Student generalizada.......................... 111
Gerando a curva c vs X diretamente com transformada de Fourier...................... 113
Aplicagéo para a distribuicdo de Student generalizada: .............cccccccvmmiiiinniinnnnnns 115
Resultado com 0 método da transformada:............ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 115
CONCIUSEO ...ttt ettt e e e e e e e e e e e 118
F Y 011 Lo o= SRS 120
ApPENiICe 1: SErE de TaYIOr ....uui e 120
Apéndice 2: Prova de que a funcao caracteristica é absolutamente continua...... 123
Apéndice 3: Associacao entre a FDP e a funcao caracteristica..............cccccvvvnnns 124
Apéndice 4: Relacdo entre os cumulantes € 0S MOMENTOS .......ccovveevvvveeviiiniireeenn. 126
Apéndice 5: Demonstragdo de que +jooe_xzdx T e 127
Apéndice 6: Momentos da LOg-NOIMMA .............uuuuuuimimmiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeiienees 128
Apéndice 7: Macro COm fUNGEOD lO0P .....uuuuuuiiiiiiiiiiiiiiiii e 130
P oL gl {od= TR S B e PP PR R 131
Apéndice 9: DIStrDUIGAO A€ LEVY ......uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineneneennesnnnennnnne 136
Apéndice 10: Expansao de EAQeWOrth..........ccoooviiiiiiiiccciiee e, 138
ReIagOES A FECOIMEBNCIA ...t 138
TransSfOrmada 08 FOUIE ........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie bbb eeneeeeneeeee 138
Apéndice 11: Calculo de variaveis COmMPIeXas...........ccuuvveeeieeeeiiiiiiiiiieeee e 140
Referéncias BibliografiCas...........coooiiiiiiiiiii e 145

Xii



Introducao

O sorriso da volatilidade representa o grande teste empirico sobre o modelo de
Black & Scholes para a precificacdo de op¢Bes européias. O fato de que o modelo B&S é
incapaz de explicar o sorriso significa que esse modelo ndo passou no critério de falsificacdo
de Popper. Consequentemente, algum, ou mais de um, dos axiomas do modelo de B&S
esta errado. Entre esses axiomas o0 de que o pre¢co das acbes segue um Movimento
Browniano Geométrico tem sido o axioma mais apontado como provavelmente falso.
Entretanto, os resultados de B&S sdo uma boa aproximagdo dos pregos realmente
praticados e, na falta de modelos analiticos melhores, é o modelo mais utilizado até hoje
para iniciar a precificacdo das opg¢fes. Os agentes envolvidos no mercado de opcdes
passaram a usar o modelo B&S como aproximacao de ordem zero e ajustam a volatilidade,
criando a volatilidade implicita, para realizar o ajuste fino do modelo aos pregos praticados.
Infelizmente essa volatilidade implicita mostrou uma dependéncia sobre o prego da acao
subtraido do preco de exercicio da opgéo, criando o sorriso da volatilidade que ndo é
explicado por B&S.

A base tanto do modelo de B&S quanto no modelo binomial de Cox, Ross &
Rubinstein (CRR), seria a de que é possivel replicar a op¢ao, criando um hedge perfeito,
que o vendedor da opcgdo usaria para garantir sua cobertura em qualquer situacdo. Esse
hedge perfeito eliminaria qualquer risco para o vendedor permitindo uma forte diminuicdo do
prémio cobrado pelas opc¢des. Por isso as probabilidades risco-neutras dos modelos B&S e
CRR ndo sao as probabilidades reais da evolucdo dos precos. O vendedor da opcédo é
neutro ao risco porque o eliminou.

Apesar dos custos de transacdo serem apontados como uma das razfes para a
falha no B&S, se os mesmos ndo dependem da trajetéria, mas apenas do ponto final,
podem ser incorporados facilmente ao modelo, corrigindo os prémios. Isso tem sido feito,
mas sem explicar o sorriso da volatilidade. A explicacdo para o mesmo deve ser buscada,
portanto, em outros aspectos mais profundos dos axiomas de B&S.

Na metade da década de 1990, parte dos fisicos comecou a se dedicar ao estudo
de problemas no mercado financeiro, criando uma &rea de pesquisa chamada Econofisica.
Um dos objetivos dessa area é ir além do modelo de B&S, apontar seus erros, e procurar
modelos quantitativos e qualitativos com melhor aderéncia aos fatos empiricos. Entre esses
trabalhos, Bouchaud (2009) demonstra um modelo de precificacdo de opcdes generalizado
desenvolvido por Jarrow & Rudd (1982), acompanhando a trajetoria do vendedor da opcéo,
e mostra que € impossivel eliminar o risco residual com hedge perfeito a ndo ser no caso
miraculoso do Movimento Browniano Geométrico utilizado por B&S. Nesse aspecto o

modelo de Jarrow & Rudd (1982) incorpora B&S como um caso particular.



O objetivo dessa monografia € desenvolver modelos generalizados de precificagéo
de opc¢bes, ndo s6 do modelo de Jarrow & Rudd, como também através de métodos
utilizando transformadas de Fourier para supor diferentes distribuicbes e explicar o sorriso
da volatilidade. O resultado geral pode ser usado com qualquer distribuicdo de
probabilidades risco-neutras.



1. Capitulo 1
1.1. Mercado Financeiro

Um agente econdmico em busca recursos para a realizagdo de investimentos
recorre ao mercado financeiro. Pode obter um financiamento em um banco, o qual serve de
intermediario entre os agentes poupadores a busca de alguma rentabilidade e o agente
demandante de recursos. Os bancos cobram um spread — diferenca entre a taxa de juros
oferecida aos poupadores e a taxa de juros cobrada dos tomadores — por este servico.

O financiamento pode ser obtido sem essa intermediag&o, por meio do mercado de
capitais. Nesse mercado, as empresas e governos se financiam diretamente com o publico,
através de bonds (titulos de dividas) ou de equities (participagdes). A diferenca entre as
duas modalidades consiste no fato do detentor da bond tornar-se credor da empresa, com o
direito ao recebimento de juros e do principal nas condigfes estabelecidas em contrato, en-
guanto o detentor de equities torna-se socio da empresa, possuindo participacdo nos lucros.
Os compradores de stocks (agdes) — uma equity — sdo remunerados através de distribuicdo
de dividendos ou juros sobre capital proprio (JSCP). A diferenca entre os dois, do ponto de
vista do acionista, esta no fato do dividendo ser isento de Imposto de Renda (IR), enguanto
incide a aliquota de 15% de IR sobre os JSCP. Do ponto de vista da empresa, a distribuicdo
de JSCP apresenta beneficio pelo fato de ser contabilizada como despesa, antes do lucro.

As bonds séo associadas ao mercado de renda fixa, uma vez que os termos de sua
rentabilidade sdo predeterminados em contrato. O retorno de uma acdo dependera de
fatores como o lucro liquido da empresa distribuido aos acionistas, sob a forma de
dividendos, ou da diferenca entre o preco de compra e o de venda. Ambas as modalidades

possuem alta liquidez, com a existéncia de mercados secundarios desenvolvidos.

Mercado Financeiro

| | | | |
Mercado de

Fundos de
Investimento

Mercado de Mercado de Mercado de Mercado
Renda Fixa Renda Variavel Derivativos de Cambio

Figura 1. Organograma do Mercado Financeiro

No Brasil, as acdes sdo negociadas na BMFBovespa. Os titulos publicos séo

negociados na SELIC — Sistema Especial de Liquidacdo e Custodia —, e os titulos privados



na CETIP — Central de Custddia e de Liquidagdo de Titulos Privados. Existe também um
desenvolvido mercado secundéario na bolsa em que estes papéis podem ser negociados.

O organograma da Figura 1 mostra os diversos mercados englobados pelo
mercado de financeiro. O foco deste trabalho sera no Mercado de Derivativos.

1.2 Mercado de Derivativos

Os contratos de derivativos assim sdo chamados por dependerem de outro ativo,
chamado de ativo objeto. Podem ser ativos financeiros tais como as taxas de juros, moedas,
acoes e indices, ou ativos ndo financeiros, constituidos por commodities.

Os agentes entram nesse mercado por razdes diferentes. O hedger busca uma
protecdo contra uma variagdo indesejada no prego a vista numa data futura. Pode ser, de
um lado, uma empresa que utiliza insumos agricolas e possui contrato de fornecimento a
preco fixo se protegendo de uma possivel alta nos precos, e do outro lado o préprio
agricultor, que deseja eliminar o risco de uma acentuada queda nos pregos. Ou um
exportador que quer garantir uma taxa de cambio previsivel e rentavel, de um lado, e do
outro um produtor nacional que utiliza insumos importados, imunizando-se contra elevacdes
nos custos devido a uma desvalorizacdo cambial. Em suma, esse agente aceita ter um
ganho menor em troca da redug&o no risco.

Bessada define operagdes de hedging como “estratégias de administragcdo de
riscos de ativos possuidos no presente ou que venham a ser possuidos no futuro, factiveis
de serem executadas nos mercados futuros” (Bessada, 2009)

O especulador € o outro lado do hedger. O agente aceita o risco de variacdes
indesejaveis na expectativa de ganhos financeiros. O lucro da operacao dependera da
capacidade de predicdo dos precos pelos agentes, servindo de estimulo para levantar
informac0des acerca da oferta e demanda no decorrer do tempo. Essa categoria € essencial
para o funcionamento do mercado de derivativos, pois € ela que forma as projeces dos
precos, assume o risco indesejado pelos hedgers e dé liquidez aos mercados.

O arbitrador é outra figura importante. Sempre que um bem for negociado com
precos discrepantes em diferentes mercados, o arbitrador atuari para obter ganhos sem
risco, e com isso trard novamente os pre¢os ao equilibrio. Sdo eles os responsaveis pelo
equilibrio nos pregos em diferentes mercados a vista, e pela manutencdo de certa relacédo
entre os prec¢os a vista e futuros (Assaf, 2006).

O organograma da Figura 2 mostra os diferentes mercados englobados pelo
mercado de derivativos. O objeto de analise desta monografia € o Mercado de Op¢des, mas

antes seré feita uma breve descricdo dos demais mercados.
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Figura 2. Organograma do Mercado de Derivativos
1.3. Mercado a Termo

Neste mercado sdo negociados contratos entre duas partes, comprometendo-se a
vender ou comprar um ativo com preco, quantidade e prazo pré-determinados. Na data de
vencimento do contrato € feita a liquidacdo do mesmo e as partes realizam as trocas fisicas
e financeiras prometidas. O sucesso da operagdo vai depender do cruzamento de dois
agentes com necessidades identicamente opostas. Devido a particularidade de cada
contrato, ndo existe um mercado secundario para os mesmos, tornando dificil liquidar a
posicdo antes da data de vencimento. H& ainda o risco de uma das partes ndo honrar o

acordo.
1.4. Mercado de Futuros

O mercado de futuros funciona de maneira semelhante ao mercado a termo, mas
segue uma padronizacdo e possui salvaguardas. Esta padronizacdo tem a funcéo de facilitar
sua negociacdo em mercados secundarios, dando-lhe maior liquidez. Por outro lado torna-
se necessaria a adaptacéo do problema do agente as caracteristicas do contrato, o que néo
ocorre no mercado a termo. A operacao é intermediada por uma bolsa, a qual faz um ajuste
diario de cada parte por meio da camara de compensacao. O ajuste é feito depositando ou
creditando a conta das partes através da diferenca entre o preco da compra estabelecido
em contrato e um preco de ajuste diario, geralmente calculado como o preco médio dos
contratos negociados no periodo da tarde. E exigida ainda uma margem de garantia,
calculada por teste de stress, em que sdo projetados dez cenarios provaveis, sendo cinco
de alta e cinco de baixa. Em geral, a margem deve cobrir de um a dois dias de ajuste diario.
Essas medidas visam reduzir o risco de inadimpléncia nos contratos, mas impdem um custo
operacional mais elevado do que nos contratos a termo.

Um contrato futuro possui a vantagem de poder ser liquidado a qualquer momento,
através da reversao da posi¢cdo assumida comprando um contrato oposto para a mesma
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maturidade. As liquidagbes geralmente sdo feitas em dinheiro, menos de 2% dos contratos
séo finalizados com a entrega fisica do ativo objeto. Por este motivo pode-se considerar
que neste mercado é negociado o risco de preco (Bessada, 2009, p. 36), e ndo produtos ou

ativos.
1.5. Mercado de Swaps

Assaf Neto define os swaps como “acordos estabelecidos entre duas partes
visando a uma troca de fluxos de caixa futuros por um certo periodo de tempo, obedecendo
uma metodologia de calculo previamente definida” (Assaf, 2006). Em outras palavras, trata-
se de um mecanismo que permite a troca de indices, taxas de cambio, taxas de juros, etc.

Os agentes atuam nesse mercado em busca de hedge, de custos financeiros
menores, ou para especulacdo. Uma empresa A que possui divida com o banco a uma taxa
de juros pré-fixada e acredita que a mesma caira, pode realizar uma operacao de swap com
uma empresa B na condi¢do contraria, ou seja, com divida de igual valor, corrigida por uma
taxa de juros pdés-fixada, e que possui expectativas opostas. Desta forma a empresa A fara
um swap em que ficard passiva em taxa de juros poés-fixada e ativa em pré-fixada com a

empresa B. A situagdo final da empresa A sera:

Ativo Passivo
Banco R
Empresa B So¥sre—tiad B Foes- fixada

Tabela 1. Balago da empresa A com relagéo ao banco e a empresa B.

No Brasil, estes contratos sdo registrados na CETIP ou na BM&FBovespa, mas nao
existe garantia contra a inadimpléncia. Swaps internacionais devem ser registrados no
Banco Central. O acerto da diferenca entre os fluxos trocados geralmente € feito na data de

vencimento.
1.6. Mercado de Opc¢des

E necessario fazer uma introducéo as notacées utilizadas ao longo do trabalho.
Chamaremos o ativo objeto de A-O. Para a variavel tempo sera utilizada a letra t, em que a
maturidade (data de vencimento) da opcdo sera designada por t=T . As operacdes de
opcdes serdo analisadas pela 6ptica do investidor, o qual tem um custo inicial para obter
lucro no final do periodo. Os fluxos de capital terdo sinais opostos de acordo com o tempo
em que aparecem. Sera adotada a convencdo de que, no momento em que O agente

compra a op¢do, em t=0, o dinheiro gasto tera sinal positivo e o dinheiro recebido tera sinal



negativo. Na data de vencimento da op¢do, em t=T, a logica € invertida, as saidas terdo
sinal negativo e as entradas sinal positivo.
O precgo a vista, ou spot price, do A-O em t=0 serd denominado por S. Em t=T

sera chamado de S;. No intervalo entre o momento inicial e a maturidade a notagao
utilizada sera S, . O prego de exercicio (strike price) € o valor estipulado pelo contrato para o

A-O em t=T, e serd denominado por X . O prémio de uma opgéo depende do strike price
X para uma mesma maturidade T . Na realidade, no mercado apenas alguns X s&o
ofertados e o volume de negdcios se concentra em torno de alguns valores de X . No
capitulo 2 mostraremos uma curva do prémio de uma opgdo de compra em funcdo da
grandeza chamada “moneyness”, dada por X —S.

Lancador é o agente vendedor da opg¢éao, e o titular € o comprador. A peculiaridade
deste tipo de contrato consiste no fato do titular possuir o direito, mas ndo a obrigacdo, de
exercé-lo nas condi¢gbes acertadas, com a troca do A-O por dinheiro. Existem dois tipos de
opcdes envolvendo as duas partes. A opgéo que da direito ao titular de comprar o A-O pelo
strike price na data acertada € chamada de CALL. O lancador da CALL ficara obrigado a
vender o A-O caso o titular decida exercé-la. A outra opgéo € conhecida como PUT, e da
direito ao seu titular de vender o A-O pelo strike price na data acertada. Logo, o lancador de
uma PUT tera a obrigacdo de comprar o A-O nas condi¢cdes acordadas caso a mesma seja
exercida.

Um lancador é tido como descoberto quando o mesmo langa uma CALL sem de
fato possuir o A-O. Na maturidade, caso o titular exerca a op¢ao, o agente tera que compra-
lo no mercado a vista. Um lancador coberto ja tem a posse do A-O do contrato. Note que no
caso da PUT nédo havera essa categorizacdo, pois a promessa do lancador é a de comprar,
e ndo vender.

Como a parte compradora somente possui direitos e nenhuma obrigacdo no futuro,
o vendedor da opgdo deve cobrar um prémio cujo preco reflita o risco assumido. Antes de
informar a notagdo a ser utilizada para o prémio, é necessario fazer uma distingdo entre os
dois tipos de op¢des negociadas no mercado com diferentes condi¢cdes de exercicio no
tempo. A opc¢éo do tipo européia pode ser exercida somente na sua maturidade, em t=T . A
opcdo do tipo americana pode ser exercida a qualquer momento dentro do seu prazo de
vigéncia. As notacdes utilizadas para o prémio serdo ¢ para a opgao européia e C para a
americana, no caso de uma CALL, e p e P, respectivamente, no caso da PUT.

Vejamos agora as condi¢cdes em que o titular da opcéo decidira exercé-la ou néo,
lembrando que S; é o preco a vista (spot) do A-O na maturidade (em t=T ) e X € 0 preco

de exercicio (strike price). Para uma CALL, se em t=T o pre¢o S; do A-O estiver abaixo de



X ele ndo exerce o seu direito e compra no mercado spot por S; < X . Por outro lado se em
t=T o preco S; do A-O estiver acima de X ele exerce o seu direito e compra por X <S; .
Ja para uma PUT se em t=T o0 preco S, estiver abaixo de X ele exerce o seu direito e
vende seu A-O por X >S;. Se em t=T o prego S, estiver acima de X ele ndo exerce o
seu direito e vende o A-O por S; > X .

Isto posto, cabe explicar melhor o conceito de moneyness da opcao. Trata-se de
uma relacdo entre o strike price e o prego spot. Quando a opcao estiver em condicdes de
ser exercida pelo seu titular, conforme descrito no paragrafo anterior, diz-se que a mesma
esta dentro-do-dinheiro (in-the-money). Quando os precos configurarem uma situagcao em
que a opgao ndo sera exercida, a opcao estara fora-do-dinheiro (out-of-the-money). Se os
dois precos coincidirem, a opcao estard ao-dinheiro (at-the-money), e o titular sera

indiferente entre exercer ou ndo a mesma.
1.7. Lucros e prejuizos com opcdes
1.7.1. CALL

No caso da CALL o titular sai ganhando quando o preco do produto que pretende
comprar fica acima do strike price, e seu lucro sera L, = Max[S; —X,0]-c. Como se trata
de um jogo de soma zero, o lucro do titular representa prejuizo para o lancador e vice versa.
Note que:

Sy =X-c se §;>X
ot = {—c se S, <X
A Figura 3 mostra os lucros do titular e lancador de uma CALL em func¢éo do preco

avistaemT, S, .
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Figura 3. Lucros do titular e do lancador de uma CALL européia em funcdo do preco a vista na
maturidade

O prejuizo do lancador poderia, teoricamente, ser infinito. Mas aqui € preciso
distinguir prejuizos reais de prejuizos do tipo “deixou de ganhar”, associados ao custo de
oportunidade. Um lancador coberto s6 tera prejuizos do tipo “deixou de ganhar”. Suponha
gue o langador possui o0 ativo-objeto, ele tem duas opgdes: deixar para vender no mercado a

vista em T ou vender a opgdo de compra por X, pela qual recebe c. Se deixar para vender

a vista recebe S; pelo seu A-O. Em T enquanto o prego do A-O estiver abaixo do strike
price, o titular ndo exerce a op¢éo e o langador vende seu A-O por S, , ganhando S; +c. Se

0 preco ultrapassar o strike price entdo ele é obrigado a vender seu A-O por X . A Figura 4
mostra os lucros do langador nos dois casos, vendendo a opcdo ou no mercado a vista. O
lancador descoberto pode ter prejuizos reais porque deve comprar o A-O no mercado spot

por S; e vendé-lo por X para honrar seu compromisso.

Prejuizo
virtual

X+c

V

LUCRO

X
St

Figura 4. Lucros do lancador coberto ao vender uma CALL européia ou no mercado spot em funcéo
do strike price



1.7.2. PUT

No caso da PUT o titular sai ganhando quando o preco do produto que pretende
vender fica abaixo do strike price, comprando o A-O no mercado a vista e exercendo a

opgéo. Nesse caso o seu lucro sera L, = Max[X —S;,0]—p. Como se trata de um jogo de

soma zero, o lucro do titular representa prejuizo para o lancador e vice versa. Note que:

L= X=8S-p se X>S
P —p se X <S8,

A Figura 5 mostra os lucros do titular e langador de uma PUT em fun¢éo do preco a

vista em T, S;. Aqui vale a pena notar que o prejuizo do langador da PUT é limitado. No

méaximo, se o prego a vista do A-O chegar a ZERO, perderia X —p.

\ langador

titular

LUCRO

X
ST

Figura 5. Lucros do titular e do langador de uma PUT européia em funcao do preco a vista na
maturidade

1.8. Limites nos prémios

Pode-se mostra’® que o preco da CALL estd limitado entre

Max| S — X

(1+R)"’

O] <c<S e o] preco da PUT esta limitado entre

e que os precos das opcbes americans sdo sempre

X
Max ~S0|<p<
(1+R)' } P

(1+R)'

superiores ao das européias, ou seja, c<C<S e p<P<X.

! Ver Marins (2004) e Benninga (2008)
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Se ¢>S ou C>S o langcador cobra cou C hoje, do qual tira uma parte S para
. C . ~ . .
comprar o A-O, ficando com o lucro L = {C} —S . Na maturidade, caso a opgao seja exercida,

ele entregao A-O. Se néo for ele vende o A-O.
Se p> X ou P> X o lancador cobra pou P hoje, e guarda X para a maturidade

caso tenha que pagar a opcdo. Se p > g XR)T o lancador cobra p, do qual extrai X -
+

(1+R)
. . . . (1+R)
para uma aplicagdo na taxa de juros R. Na maturidade tera 1—R)T: X para pagar o
+
titular e ficou com o lucro L= p—(l%. Nao podemos afirmar o mesmo para a PUT
+

americana porque nao se sabe em que momento serd necessario cobrir a opgao.
1.8.1. Limites inferiores para os prémios:

.Vamos analisar inicialmente 0 caso das CALLs, em que

C >c > Max S—LT,O . Suponha que S- X —>0, caso contrario, a desigualdade
(1+ R) (1+ R)

diz apenas que c¢>0. Vamos analisar a seguinte operacdo: em t=0 vende o A-O por S,

compra uma CALL por ¢ e aplica LT na taxa R.

(1+R
t=0 t=0 t=T t=T

Operagao $ S; <X X<S;
Vende x A-Os -SX
Comprar x A-Os -S; X -S; X
Comprar x CALLs X cXx 0 [X -8 ]x
Aplica = xX T x X x X

(1+R) (1+R)

X

Total {_S+C+(1+R)T} [X-S;]x>0 0

Tabela 2. Limites inferiores para o prémio da call

Note que na maturidade ele recompds seus ativos e sO existem ganhos positivos ou

nulos. Nesse caso deve ter gasto dinheiro em t=0 ou teria uma oportunidade de operacdo
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. Dai vale

T

(1+R)

de arbitragem de segunda espécie. Assim {—S +C+ (R -
+

]>0 ouc>S———

a desigualdade ¢ > Max S—LT,O :
(1+R)

Se 0 A-O nao paga dividendos entdo nunca é vantajoso exercer a Op¢ao americana

antecipadamente, logo C=c. Para t<T s0 vale a pena exercer a CALL americana se

S,— X >0. O prémio de uma CALL para T em t sera maior do que ¢, > S, —a;{(ﬁ, mas
+
X . ] ~
———<Xlogo ¢, >S,————>S, — X e é preferivel manter a opcéo.
(1+ R)(T t) t t (1+ R)(T t) t

A curva do prémio da CALL em funcéo do strike price X é decrescente e convexa.

A primeira parte € demonstrada por absurdo supondo que X, > X,, mas ¢, >c,. A operacao
€ vender a call de X, por c, e comprar a call de X, por c,. Ficar com o lucro L=c,—-c,. Na
maturidade temos as seguintes possibilidades: S, < X,e nada ha para pagar nem para
receber, ganho nulo; X, <S; <X, e o arbitrador recebe o valor S, — X, da call comprada e,
finalmente, no caso X, <S, o arbitrador recebe S; — X, da call comprada e paga S; — X, da
call vendida, com um lucro de X, - X,. Para ndo permitir essa operagao de arbitragem €
necessario que c(X,)<c(X,) VX, > X,.Logo, acurva c vs X é decrescente.

A segunda parte é demonstrada da seguinte forma: Sejam X,, X, e X =M

trés precos de exercicio de opgdes de compra sobre 0 mesmo ativo. Os prémios serao

diferentes para cada uma delas, valendo c(X,), c(X,) e c(X). Podemos mostrar que

v c(X))+c(X,)
c(X)<f.

Para provar por arbitragem de segunda espécie, vamos montar a seguinte

operagéo: comprar x CALLs com strike price de X, por xc(X,), mais outras x CALLs com
strike price de X, por xc(X,) e vender 2x CALLs com strike price de X por 2xc(X).

Fazendo X, < X, temos que X, <X <X, .
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Operagéo

$ S, <X, X <S <X X <8, <X, X, <S;
Comprar x CALLs de X, c(X,) 0 S, — X, S, - X, S — X,
Comprar x CALLs de X, C(Xz) 0 0 0 S, — X,
Vender 2x CALLs de X -2¢(X) 0 0 -2(s; - X) -2(S; - X)
Total c(X,)+c(X,)-2¢(X) O ;=X >0 2X-X,-S; = 2X-X,-X,=0
=X,-5>0

Tabela 3. Limites inferiores da call

Em t=T as operagbes ou séo nulas ou positivas, logo a esperanca de lucro é

sempre positiva. Entdo o portfélio tem que custar algo em t=0, ou seja,
c(X,)+¢(X,)-2¢(X)>0, que levaa CO?VW'

Entédo a curva do prémio da CALL em funcdo do strike price tem que ser da forma
mostrada pela Figura 6:
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X

Figura 6. Esquerda: Prémio da Call em funcédo do Strike Price. Direita: Pregos reais de mercado [ask]
da CALL. Note que é decrescente e convexa embora quase uma reta para valores baixos de X.

Agora vamos analisar os limites da PUT, em que p > Max LT—S,O . Suponha

(1+R

0 caso em que (1%—8 >0. Vamos analisar a seguinte opera¢do: Em t=0 compra o A-
+

O por S, compra uma PUT por p e toma (1% emprestado na taxa R.
+
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t=0 t=0 t=T t=T

Operagéo $ S <X X<S;

Compra x A-Os SX

Vende x A-Os - S; X S; X

Comprar x PUTs X px [X -8 ]x 0

Toma empréstimo de LT XX = —X X X X
1+R) (1+R)

Total {S+p— X T}X 0 [S; —X]x>0

(1+R)

Tabela 4. Limites inferiores da put

Novamente s6 existem ganhos positivos ou nulos na maturidade, logo

X X . X
S+p———|>0,0u p>———-S. Dai vale a desigualdade p> Max| —————-S5,0].
{ i (1+R>T} "Ry T wa }

A curva do prémio da PUT em funcao do strike price X é crescente e convexa. A

primeira parte € demonstrada por absurdo supondo que X, > X, mas p, < p,. A operagdo
é: vender a call de X, por p, e comprar a put de X, por p,. Ficar com o lucro L=p,—p,.
Na maturidade temos as seguintes possibilidades: S; > X, nada temos a pagar nem a
receber, nenhuma opcdo serd exercida, ganho nulo; X, <S, <X, e recebemos o valor
X,—-S; da put comprada; e, finalmente, no caso X,<S; recebemos X,-S; da put
comprada e pagamos X, —S; da put vendida, com lucro de X, —X,. Para néo permitir essa
operacdo de arbitragem é necessério que p(X,)>p(X;) VX,>X,. A curva pvs Xé

crescente.
X, +X,
2

trés precos de exercicio [strike] prices de opcdes de compra sobre o mesmo ativo. Os

A segunda parte é demonstrada da seguinte forma: Sejam X,, X, e X =

prémios serdo diferentes para cada uma delas, valendo p(X,), p(X,) e p(X). Podemos

< p(Xy)+p(X,) _
2

Para provar por arbitragem de segunda espécie, vamos montar a seguinte

mostrar que p(X)

operacao: comprar X PUTs com strike price de X, por p(Xl)x, mais outras x PUTs com
strike price de X,por p(X,)x e vender 2x PUTs com strike price de X por 2p(X)x.

Fazendo X, < X, temos que X, <X <X, .

14



t=0 t=0 t=T t=T t=T t=T

& |l

Operagao S >X, X<S <X, X, <8, <X S, <X,
Comprar x PUTs de X, p(X,)x 0 (X, —S;)x (X, =S;)x (X, —S;)x
Comprar x PUTs de X, p(X,)x 0 0 0 (X,—S;)x
Vender 2x PUTs de X -2p(X)x 0 0 -2(X -5, )x -2(X -8, )x

_ (X, —S; —2X +28; )x =
Tota [P(X)+p(X:)=2p(X)]x o (x _s )x>0 (S~ X,)x>0 (X, +X, ~2X)x=0

Tabela 5. Limites inferiores da put

Em t=T as operacgdes ou sdo nulas ou positivas, logo a esperanca de lucro é
sempre positiva. Entdo o portfélio tem que custar algo em t=0, ou seja,

p(Xy)+p(X,) '

p(X,)+p(X,)-2p(X)>0, quelevaa p(X)< >

daPUuT

prémio

Figura 7. Prémio da PUT em func¢é&o do Strike Price

Esses limites nos permitem afirmar que, para o caso das CALLs sobre A-O sem

dividendos, nunca é vantajoso exercer a op¢ado americana antecipadamente. Para t<T s6
vale a pena exercer a CALL americana se S,— X >0. Vamos comparar duas CALLS, uma

em que o contrato foi fechado em t=0 para a maturidade T e outra em que o contrato é

fechado em t para a mesma maturidade. Por outro lado sabemos que

X S, — X, pois

>S5 ——2 > 2
1+R)T (1+R)™

2> S, < X . Isso significa que seria vantajoso para o

titular manter sua CALL, vender uma CALL para a mesma maturidade pelo mesmo strike

price, pela qual receberia mais do que exercendo a opgao, pois ¢, =S, — X . Se a opcéo for

15



exercida na maturidade, ele receberia X do contrato em t=0 e pagaria 0 mesmo X pelo
contrato em t.

Isso significa que o preco das CALLS européias e americanas sao idénticos.
Entretanto, o mesmo nao é verdade para as PUTs, sendo comumente vantajoso exerce-las
antecipadamente. A igualdade c=C, entretanto, deixa de ser verdadeira no caso em que
dividendos sejam distribuidos no periodo de vigéncia da opcao.

Esse fato tem uma consequéncia importante. SO op¢cbes americanas sao realmente
negociadas no mercado, de modo que modelos de op¢des européias, muito mais simples do
gue modelos para opgdes americanas, s6 podem ser comparados para o caso das CALLs,
nunca das PUTs. O modelo de Black&Scholes foi desenvolvido para op¢des européias. Por

isso, todos os testes empiricos do mesmo sao realizados com CALLS, e ndo com PUTSs.
1.9. Paridade entre opgdes de venda e de compra

Considere duas carteiras A e B. Na carteira A o investidor compra uma CALL por ¢

e aplica

— na taxa R. Na carteira B o investidor compra uma PUT por pe guarda o

ativo-objeto. Em t=T as duas carteiras valem a mesma coisa pois: se S; <X a CALL néo

(1+R)" X

— =X . A PUT sera exercida e o investidor B
(1+ R)

serd exercida e o investidor A tera

entrega o A-O pelo qual recebe X; ja, se S; >X a CALL sera exercida e o investidor A
paga X e recebe o A-O que pode vender por S, . O investidor B ndo exerce a opgéao e fica
com o A-O que pode vender por S;. Se as duas carteiras valem o mesmo em qualquer

situacdo na maturidade entdo devem custar o mesmo em t=0. A carteira A custou

C+L e a B custou S+ p, logo c+ﬁ= p+S. Esta paridade s6 é vélida para a
+

(1+R)'
opcao européia.

Nesse capitulo, portanto, apresentamos o mercado de opg¢des dentro do quadro
geral do mercado de derivativos e como esse mercado se insere no mercado de capitais
como um todo. Definimos os conceitos do mercado de opcdes junto com a notacao
matematica que serd utilizada no restante dessa monografia. Finalmente, estabelecemos
resultados para os limites inferiores e superiores dos prémios, a relacdo de paridade PUT-
CALL e que apenas no caso das CALLS o prémio das op¢des européias e americanas sédo
idénticos. Por isso as comparacdes empiricas dos modelos de precificacdo de opcodes

européias s6 podem ser feitas com CALLS.
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2. Capitulo 2: Probabilidade
2.1 Introducdao

Neste capitulo faremos uma revisdo dos conceitos estatisticos e matematicos que
formam a base deste trabalho, e que, geralmente, ndo estdo incluidas nos cursos de
graduacdo de Economia.

Iniciaremos pelos conceitos basicos de probabilidade, definindo o que é a variavel
aleatoria, a Funcdo Distribuicdo de Probabilidade (CDF) e a Funcdo Densidade de
Probabilidade (FDP), definida como a derivada da CDF. Introduziremos o conceito da delta
de Dirac, a qual possibilita lidar com as derivadas das fun¢des descontinuas. Essa é uma
ferramenta de extrema importancia por permitir tratar as distribuicdes discretas e continuas
de uma forma generalizada, evitando a complexidade do tratamento diferenciado para as
distribuicdes descontinuas. Passaremos pela funcdo de uma v.a. e pela formalizacdo da
operacgdo esperanca da variavel aleatoria.

Posteriormente serdo definidos os momentos centrados e ndo centrados e suas
relagbes. O truque do logaritmo e as seéries de Taylor sdo apresentados neste momento,
ferramentas necessarias para as demonstragfes seguintes, da Transformada de Fourier,
seguindo pelo Teorema da Convolucdo e chegando, finalmente, nos cumulantes. Com tudo
definido, seguimos para a formalizacdo do Teorema Central do Limite (TCL). As

transformadas de Fourier serdo intensamente utilizadas ao longo da monografia.

2.2. Conceitos basicos de probabilidade

Probabilidade é uma fungéo de conjunto, P(A)=f :Q— R, que deve associar um
nimero real 0< P(A)<1 atodo evento A do espaco amostral, denotado por Q, satisfazendo

aos seguintes trés axiomas:

P(A)>0 VAeQ;

P(Q)=1;

Se AB=¢ entdo, P(A+B)=P(A)+P(B)>.
2.2.1. Variavel aleaté6ria (v.a.)

A complexidade exigida para trabalhar com fungfes de conjuntos € muito maior do

que para trabalhar com fungbes numéricas. Criaremos uma nova funcdo de conjuntos

2 Sera usada a notacido AUB=A+B e ANB=AB.
17



f:QQ— R que permite associar um numero a cada evento do espaco amostral A. Essa
transformacé&o nos possibilita trocar P(A) por P(x), sendo x uma variavel aleatoria definida
pela funcdo conjunto x(A):Q—>R com imagem R,. Trata-se, portanto, ndo de uma

variavel, mas de uma funcdo. A distincdo entre a funcao e seu valor sera feita sera feita
denominando a primeira por x, e a segunda por x . As condi¢cdes necessarias para a fungéo
de conjunto ser uma variavel aleatoria sdo:

1. O conjunto {x, <x}é um evento para VxeR;
P({x, =o0}) = P({x =—=})=0.
2.2.2. Funcéao Distribuicdo de Probabilidade

Também chamada Funcéo Distribuicdo Acumulada, em inglés Cumulative Density
Function (CDF). Para evitar confusdo com a Fungdo Densidade de Probabilidade
denotaremos a Funcéo Distribuicdo de Probabilidade por CDF. Sabendo que o conjunto

A= {xV < x} é um evento, podemos calcular P(A) para qualquer valor de x. Assim a CDF é
definida por:

F(x)=P({x,<x}) xeR

Para ilustracdo veremos o exemplo do jogo de moeda, cara (H ) ou coroa (T).
Ao jogar a moeda, teremos a probabilidade p de ocorrer o evento H e q de ocorréncia do

evento T . Somadas as duas probabilidades representam o universo do conjunto, ou seja,

p+g=1. Vamos transformar essa funcdo de conjunto em uma v.a. em que cada evento
deve assumir os valores 0 ou 1. Designaremos x,(H)=1 e x,(T)=0. Essa distribui¢éo é

conhecida como distribuicdo de Bernoulli. Faremos um exame mais detalhado dela mais

adiante. Nesse caso, temos o seguinte:

¢ sex<0
xv‘l[(—oo,x)]: {T} se0<x<1
Q={{T}{H}} sex=1

ComoP(¢)=0, P({T})=q eP(Q)=1, entéo:

0 sex<0
F(x)=1q se0<x<l.
1 sex2>1
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Figura 8. FDA ou CDF da Distribui¢cdo de Bernoulli para uma moeda viciada
2.2.2.1. Propriedades da CDF

As propriedades da CDF sdo:
1. F(+oo):1e F(—oo)=0.
F(x) é sempre crescente, ou seja, se X, > X, entéo P({xv > x}) =1-F(x).

F(x) é continua pela direita, ou seja, F(x")=F(x).

P({x <% <x})=F(x)—F(x)-

P({x,=x})=F(x)-F(x"). Se F é continua, entdo P({x,=x})=0. Mas, se F for

descontinua, entao P({xv = x}) = AF sera a descontinuidade no ponto x.

1.2

1
0.8
0.6
0.4

0.2

0

Figura 9. Descontinuidade na Func¢é&o Distribuicao de Probabilidade fornece P({xv = x})

07 12 12
0.6 F(x) i S
05 08
06

[ —

02

(a) (b) (©)
Figura 10. As CDF podem ser continuas (a), discretas (b) ou mistas (c)
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2.2.3. Funcéao Densidade de Probabilidade (FDP)

Essa funcgéo é definida como a derivada da funcgéo distribuicdo de probabilidade:

Note que a dimensdo da FDP é de probabilidade por unidade de X, e néo

probabilidade. Podemos definir a CDF em termos da FDP como:

F(x):.x[)f(x)dx

2.2.3.1. Propriedades da Fun¢ao Densidade Probabilidade

As propriedades da FDP, supondo que F(x) é diferenciavel®, so:
1. f(x)=0.

+o0

I f(x)dx =F ()

Il
[E

X

P({x<x, <x+dx})= f(x)dx, ou seja, f(x)dxé a probabilidade de encontrar av.a. x, entre

X e X+dx.

A forma usual de lidar com distribuicdes discretas e mistas, utilizada na imensa
maioria dos livros de teoria da probabilidade, estatistica e econometria, é separar as
distribuicdes continuas das discretas através de tratamentos matematicos diferentes.
Entretanto, existe uma forma geral de lidar com as distribuicbes continuas e descontinuas
através das funcdes delta de Dirac, conhecidas pelos engenheiros como funcao impulso.
Trata-se de uma forma ndo apenas muito mais elegante, generalizando o tratamento
matematico para qualquer distribuicdo, mas, principalmente, muito mais poderosa. Essa
sera a forma utilizada nessa monografia para trabalhar com as distribuicbes e por isso sera

necessario desenvolver até certo grau o formalismo da funcao delta de Dirac.

*A F(x) pode conter pontos de descontinuidade nos quais a fungdo ndo é diferenciavel.
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2.3. Funcéo Delta de Dirac ou Funcao Impulso

As funcdes Delta de Dirac foram criadas exatamente para lidar com as derivadas
das descontinuidades. A idéia é construir uma fung@o que opere da seguinte forma para
integrais com b>a:

8 1 se x,e[ab]

f(x)o(x=x)dx="f(x )1 .(x)="f(x L

! ( ) ( o) ( o) [a,b]( o) ( o){o se xoe[a,b]

Onde 1,(x)é a fungéo indicador de um conjunto definida por:

1 (x)— 1 se xeA
M0 se xeA

Note que a integragdo com a funcdo delta de Dirac simplesmente substitui a

variavel x por x,, desde que x, esteja no intervalo entre ae b. Nesse caso, impde-se que

5(x—x,)=0 se x=x,, entretanto a area sobre a delta tem que ser 1, pois:

Xot+& Xot+&

_[ f(x)5(x—x,)dx=f(x,) I_Vé(x—xo)dx= f(x,)

Xo—E

Em outras palavras, estamos em busca de uma fungdo que seja nula para todo

X # X, , mas que tenha area unitaria, ou seja, .[ 5(x—x,)dx=1. Note que a exigéncia de que

—0

I 8(x—x,)dx =1 implica em que a dimenséo da delta é de 1/x. Se a largura da fung&o delta

—0

de Dirac vai a zero entdo a altura deve ir para o infinito para garantir a area sobre a curva.
Trata-se, portanto, de uma funcdo muito estranha, nula em todo ponto exceto no ponto

escolhido x,, mas com area unitaria.

Paul Dirac apresentou essa funcdo em 1930 no seu livro “Principles of Quantum
Mechanics”. Ele a chamou de uma fungao imprépria, pois ndo € uma fungao na realidade,

utilizou a notacéo delta 5(x—x0) e apresentou suas propriedades extremamente Uteis no

calculo de muitas integrais, equacdes diferenciais e muitas outras aplicacdes. Visualizava
essa fungdo como o equivalente da densidade de uma distribuicdo de massas pontuais. Por
isso a funcéo se chama hoje fungcdo DELTA de DIRAC.

Do ponto de vista histérico, entretanto, o formalismo da funcdo delta moderna se
inicia com os trabalhos de Fourier iniciados em 1807, mas s publicado no “Théorie
analytique de la chaleur” em 1822. Suas idéias eram bem conhecidas em Paris antes da
publicagdo, especialmente por Poisson e Cauchy. Utilizava-se a idéia da funcéo delta de
forma implicita, dentro do sinal de integral. Poisson [1815] e Cauchy [1816, 1823 e 1827]

publicaram demonstracdes do teorema integral de Fourier utilizando um formalismo que hoje
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seria reconhecido como uma aplicacdo da fungéo delta de Dirac moderna. Oliver Heaviside
desenvolveu entre os anos de 1888 e 1894 o que € hoje denomidado Calculo Operacional,
muito criticado pela falta de rigor e definicbes exatas, mas extremamente Util na solucdo de
equacdes diferenciais. Mostrou que a derivada da sua fungéo degrau era a prépria funcao
delta. Kirchhoff em 1893 apresentou uma definicdo matematica da funcéo delta, ainda néo
rigorosa pelos padrbes modernos.

O trabalho de Dirac representou um redescobrimento da fungéo delta, com o
surgimento de muitas aplicacBes da mesma na fisica e engenharia, e incentivou esforcos de
formalizagdo rigorosa da mateméatica que permitisse definir uma fungéo tdo estranha. A
primeira teoria rigorosa da fungéo delta foi apresentada por Bochner em 1932, seguida pela
definicdo rigorosa das distribuicdes como funcionias de Sobolev em 1935. Schwartz
trabalhou na idéia de 1945 a 1950 publicando o trabalho seminal “Theorie des Distributions”
em 1950. A funcéo delta faz parte das funcdes generalizadas e é aceita como um funcional
no sentido da operacdo que causa sobre outras fun¢des quando integrada com as mesmas
e sua formalizacéo rigorosa estd dentro da teoria das distribuicdes. Apesar dessa imensa
dificuldade de rigor matematico, que manteve esse campo do conhecimento adormecido por
mais de cem anos, a operacionalidade das funcdes delta de Dirac € simples, intuitiva e

exata, como a formalizacdo rigorosa demonstrou posteriormente.

2.3.1. Construindo a funcéo Delta de Dirac

Partindo de uma funcdo &,(x—x,) de largura limitada, ou seja, &,(x—x,)—>0
quando |x—x0|> m, mas cuja area seja 1 e independente de n. Além disso, é preciso que

n—o , entdo m— 0, ou seja, a largura da delta vai a zero. Fazendo o n tender a infinito

resultard na funcdo Delta de Dirac como &(x—x,)=limé&,(x—x,). Qualquer funcéo

5,(x—x,) com as propriedades acima pode ser usada para construir a funcéo Delta de

Dirac.

Um exemplo é a funcédo retangulo, 5n(x—x0)= , Cujo gréfico

se |x—x|<—
2n

>|=

encontra-se na Figura 11.
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Figura 11. Fung&o retangulo para X, =0, A=1en=137e15

+00 °"on
. n nA o
A area sobre a curva vale j&n(x—xo)dx= _[ de :Z_:1' Se n vai a infinito, a
n
-0 A

B
° 2n

largura vai a zero e a altura a infinito, mantendo a area constante. Vale notar que as fungdes

densidade de probabilidade sdo excelentes candidatas a fungdo Delta de Dirac, pela

propriedade I f (x)dx=1. Assim, poderiamos usar distribuicdes Normais, como na Figura

12, ou qualquer outra distribuicdo que possua a propriedade da largura diminuir e tender a

zero quando determinado parametro vai a infinito ou zero.

4.5 4.5
3.5
2.5

154

Figura 12. Esquerda: funcéo delta de Dirac construida através da distribuicdo normal com gz=0 e
0=0,8;0,4;0,2 e0,1. Direita: as areas das duas normais com ¢ =0,8 e 0,1 sdo idénticas e iguais a

1. Note como a altura da curva vermelha subiu para compensar a falta de largura e manter a area
constante.
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2.3.2. Delta de Dirac como a derivada da funcéo Degrau.

Pode-se usar a funcdo delta de Dirac para obter a derivada de funcdes
descontinuas. Vamos considerar a funcao de Heaviside, ou funcéo degrau, definida como:

Hix-x) ]

Essa fungdo é descontinua em x=x, e, portanto, ndo diferenciavel. Agora

1 se x2x,
0 se XxX<X,

considere a fungdo logistica dada por Hn(x—xo)z . Note que se x<Xx,, entdo

1+ ")

X—% <0 e —n(x—x,)>0, logo, para x—>- H, (Xx=X,)~ —0. Ja para x—>oo,

entdo e " 0 e H, (x—x,)—>1. Assim temos que H,(-»)=0 e H,(+xo)=1. Para

1 ~ - - dH ne ") .
X=X, Hn(0)=§. A funcdo H, é diferenciavel, —= = ~, e essa derivada tem

O [1remtn)]

uma area sobre a curva igual a 1, pois .[ddﬂdx =H, (+0)-H,(-)=1-0=1. Aumentando
e OX

0 n se percebe que a funcéo logistica se parece cada vez mais com a fungdo degrau e que

a largura de sua derivada vai diminuindo. A Figura 13 mostra H, 6 e ddipara
X

n=12,4,10e 20.

-6 -4 2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 13. Fungéo Logistica H, e sua derivada ddﬂ para n=1,2,410e 20.
X

Dai se percebe, entdo, que para n— o, teremos: diH (x—x,)=6(x—x,) . Esse foi
X

um dos resultados obtidos por Heaviside na década de 1890.
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2.3.3. Derivando funcées descontinuas*

f.(x) se x<x,

pode ser escrita
f,(x) se x=x,

Uma funcdo descontinua da forma f(x)z{

como f(x)=f(x)+[ f,(x)-f,(x)]H(x—x,). Agora podemos derivar essa funcdo pela
regra do produto como:

f/(x) = f(x)+[ f,(x)= F/(x) JH (x=%,)+[ £, (%)= (%) |6 (x=x%,)

Ou seja, f'(x)=f(x)+[ f;(x)- f(X)]H(x—x,)+Af §(x—x,), onde Afé a
descontinuidade em X, .

As duas propriedades da funcao Delta de Dirac que mais utilizaremos séo:

[EY
D Sy T

F(x)3(x=x,)dx= (X)L, (%)

;—XH(x—xo)ch(x—xo)

2.4. Funcédo Densidade Probabilidade de func¢fes descontinuas

Agora a funcdo Delta de Dirac da conta de todas as descontinuidades da

distribuicdo de probabilidade e ndo é mais necessério distinguir os casos discretos, mistos e

dF () e F(x)= .[ f (x)dx séo validas em geral. Um bom

—0

continuos, e as definicdes f (x)= ]
X

exemplo é o caso da distribuichio de Bernoulli onde F(x)=qH(x)+pH(x-1) e
f (x)=q8(x)+ ps(x—1). Vale a pena notar que a FDP ficou com a dimenséo correta de

probabilidade por unidade de x, pois g e p possuem dimensao de probabilidade, mas
foram multiplicadas pelos deltas com dimenséo de l Uma boa representacao gréfica para
X

a fungdo qd&(x—x,)é a de uma seta vertical com altura igual a q na posicdo X,, como

mostrado na Figura 14 para o exemplo da distribuicdo de Bernoulli.

A funcdo delta de Dirac s6 deve ser usada para descontinuidades finitas, ou sej a, para funcGes com
variagOes finitas. No caso das distribui¢cdes as descontinuidades sdo todas finitas e a representacdo da derivada
da descontinuidade como a fun¢do delta é sempre valida.
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Figura 14. FDA e FDP da Distribuicdo de Bernoulli

2.5. Funcdo de uma Variavel Aleatéria

Uma nova v.a. y =g(x) pode ser criada a partir de uma v.a. x desde que satisfaca

0S seguintes requisitos:

1. O conjunto {g(x)<y} € um evento.
Os eventos {g(x) =z} devem ter probabilidade nula, ou seja, {g(x)=x+w}=4¢.

Imagem de x esté contida no dominio de g .

Note a necessidade desses requisitos. Se {g(x)<y} ndo é um evento ndo existe

probabilidade associada ao mesmo. O segundo requisito garante que fy(ioo)zo, exigido
para uma FDP. O terceiro € um pouco mais sutil. Precisamos ter certeza de que ao varrer y
todos os valores possiveis de x - a imagem da fungdo de conjuntos x=Xx,(A) - estardo
incluidos. Nao podem faltar valores de x nem pode haver superposi¢cédo de intervalos de x .
A auséncia de superposicéo é garantida pelo fato de que g(x) é uma funcéo, ou seja, o
mesmo valor de x sé pode ser associado a apenas um valor de y=g(x). Podemos

calcular F,(y) da seguinte forma:

1. Encontrar todos os intervalos de x para 0s quais g(x) <y
2. Calcular a probabilidade de cada um dos intervalos e soma-los
Note que g(x) pode ser inclusive descontinua, constante, divergir, que mesmo

assim poderemos encontrar a nova distribuicdo de probabilidade. Vejamos alguns exemplos
dos casos mais patolégicos. Para simplificar, considere que x segue uma distribuicdo
continua bem comportada, como a normal da Figura 15(a), por exemplo. Agora vamos fazer
y =sign(x), mostrada na Figura 15(b). Note que, nesse caso, 0 conjunto g(x)<y<-1 é

vazio, logo, tem probabilidade nula; o conjunto g(x)<y, para qualquer 0<y<l1,
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corresponde ao conjunto x<0, ou seja, com probabilidade p=0,4 pelo gréfico da F(x).

Note que, por outro lado, g(x)s y para qualquer 1<y representa todo o espago amostral,

vxeR, logo é associado a probabilidade 1. A funcéo distribuicdo de probabilidade de vy

nesse caso € dada pelo grafico da Figura 15(c).

F(x) y=g(x) y = sign(x)
1t i i

1 1

08 08
05 i
06 | 06
0.4 45 10 5 5 10 15 2
05
2
j/ |

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
X x y

F(x)

8(x)
Fly)

() (b) (c)
Figura 15. F (x) de uma Normal (a), a CDF da funcéo sign(x) (b) e a CDF da F(y) (c)

-1 sex<-1
Suponha agora o caso em que y(x)=4 X se-1<x<+1 mostrada na Figura 16. O
+1 sex>1

conjunto g(x)<y para y<-1 é vazio, logo tem probabilidade nula. O conjunto g(x)<y

para -1<y<+l é x<y e com probabilidade F,(y) e o conjunto g(x)<y para +1<y

corresponde a todo o espaco amostral x e R com probabilidade 1.

y=glx) | Fly)

1}

1 F

08
0.5 |

F(y)

06 |

04
-0 L
02 |
1 b

-5 -3 -1 1 3 5
y

g(x)

Figura 16. Graficos da g(x) eda F(y). Note que a F(y) é nula para y<-1, salta para F,(-1) em
x=-1, acompanha a curva F,(x) no intervalo entre -1 e +1 e salta para o valor de 1 a seguir

Vamos tomar o caso em que y é descontinua, por exemplo,

X sex<0 . ,
y(x)= , como mostra a Figura 17. Nesse caso o conjunto g(x)<y para
x+1 sex>0

y<0 sera x<y e F,(y)=F/(x). Ja o conjunto g(x)<y para 0<y<1 serd x<0 e

F,(y)=F.(0). Isso significa que na descontinuidade de y sua FDA permanece constante,
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como se percebe no gréfico da F(y) da Figura 17. Finalmente o conjunto g(x)<y para
y>1 serd x<y-1e F,(y)=F/(y-1), que é a prépria F(x) transladada de 1 para a

direita.

y =g(x) F(y)

25 | 1r
2 3

15 | 08 |
1

06 |

B 2 -1 k) 1 2 04
1 b
02 f
.1_5 L
2 F f o

-10 -5 0 5 10
y

F(y)

g(x)

Figura 17. g(x) e F(y)

No caso especial em que g(x) é diferenciavel a fungéo densidade de probabilidade

fd -
da nova variavel é dada por fdp(y)= Z p[g (y)]

= oo (v)]

Prova:  fdp(y)=lim CDF (y +0Y)~CDF (y) = lim P(y<y, =y+dy) , ou seja,
5y—0 Sy 5y—0 oy

onde g(x)=Y.

P(y<y, <y+dy)= fdp(y)dy. A pergunta é, entdo, qual o conjunto de pontos de x que leva

ao conjunto para y<y, <y+dJy? E aquele em que y< g(x)s y+dJy, como mostra a Figura
18 onde existem 3 raizes g(x)=y. Note que o dx, da figura é negativo por que 3_9 é
X

negativa nessa regido, enquanto dx, e dx, S&o positivos.

g(x)

AT N

X; X +dx, Xy +dx, X,

Figura 18. Trés regibes em que y<g(x)<y+dy, definindo x;, x, € x,. Nas regiées 1 e 3 g'(x) é
positiva, logo dx, e dx, também sé&o positivos. Ja na regido 2 g'(x) € negativa entdo dx, € negativo
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Note que dy=g’(x)dx, entdo dx:Ldy ser& negativo onde g'(x)<0. Vamos

9'(x)
separar as raizes com g'(x)>0 e denota-las pelo indice i, das raizes com g'(x)<0

denotadas pelo indice j. Nesse caso

P(y<y, <y+38y)=2 P(x <X <x+dx)+Y P(x;+dx; <x, <X)

i

com dx; >0 e dx; <0. Usando as propriedades da fdp temos que:

oo B S Ty S

dy dy dy
P(y<y,<y+68y)=D fdp(x)——=+D fdp(X;)——==D_ fdp(x ) ——
210000 gy 2P0 gy~ 2 P O
Onde a somatoéria é feita em k tal que g(xk)z y, independente do sinal de g’(x). O

moédulo da conta dos casos em que g’(x) é positiva ou negativa.

Com isso temos, no final:

_y-_fap[g(y)]
fdp(y) - Zk: ‘g,[g,l(y):n

2.6. Operacdo ESPERANCA de umav.a.:

A operacao esperanca de uma v.a. € definida pela integral:

Note que o caso discreto sai automaticamente da utilizacdo das funcdes delta de

Dirac, pois:
E[xv]zzxzi: P8 (X —x;)dx ZZPEX5(X—Xi)dX =Zi:pixi

J& a esperanca de uma g(x), onde x € uma v.a., é dada por:

E[9(0]= [ () 1 (x)0x.
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2.7. Regra de simetrias do integrando

Uma funcdo simétrica, ou funcdo par, possui a propriedade: f, (—x)=f, (x).

2n

Exemplo séo as fun¢des de poténcias pares f,(x)=x*" e funcdo coseno f, (x)=cosx. Ja

uma funcéo anti-simétrica, ou fungéo impar, troca essa propriedade para f (-x)=—f_ (x).

2n+1

Exemplo sé&o as fun¢des de poténcias impares f (x)=x*"" e funcéo seno f (x)=senx. A

regra de paridade da multiplicacédo de funcbes € a mesma regra de multiplicacdo dos sinais,
++=+,+—=—,—+=— € ——=+, 0U Seja par com par e impar com impar séo pares e par
com impar ou impar com par sdo impares. Existem fun¢cdes que ndo sdo nem pares nem

impares, como, por exemplo, f(x)= x+x?, mas toda funcéo pode ser decomposta em uma

funcdo simétrica e outra anti-simétrica:
1 1
x):E[f(x)+f(—x)]+§[f(x)—f(—x)], com [f(x)+f(-x)] sendo uma

fungéo par e [ f (x)— f (—x) | uma fungéo impar.

A grande vantagem de analisar a simetria das fun¢des é que elas nos permitem

perceber rapidamente integrais nulas quando integradas em um intervalo simétrico

+a

jf(x)dx. Se f é impar entaoJ. x)dx=0 e se f é par entdo j x)dx = 2_[

—a —a —a
Essas propriedades serdo extensivamente utilizadas nesse trabalho.

A prova é simples. Quebrar o intervalo de integracdo entre os nimeros negativos e

+a 0
positivos j f(x)dx = _[ f(x)dx+ _[ x)dx . Na primeira integral mudar a variavel para u=—x,

-a
dx=-du, quando x=-a, u=a e na segunda para u= x deixando tudo igual. Nesse caso:

+a 0

j f(x)dx= —j f(-u)du ++f f (u)du

—a a
Trocar os limites de integracdo da primeira integral utilizando o sinal negativo para

obter o resultado:

I x)dx = J'[f +f(—u)]du

Agorase f éimparentdo f(u)+f(-u)=0e jf(x)dx:O. Por outro lado se f é

par entdo f(u)+f(-u)=2f(u) e _ff(x)dx:ZTf x)dx

—a
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2.8. Momentos

2.8.1. Momentos de ordem n
O momento de ordem n, se existir, € definido por:
M, =E[x"]= +fx"f (x)dx

A condicdo para a existéncia do momento é que a integral acima exista. Se, para

valores muito grandes de |x| - 0 comportamento assimptotico de f(x) para x — oo - f(x) cai

, A : 1 e giepin <
com uma lei de poténcia do tipo f(x)«—, entdo s6 existirdo momentos até a ordem
X

Mxn +001 )
n=m-2. Quando n=m-1 Mnmjx—de=I;de|n(X), que diverge. Algumas

propriedades dos momentos séo:

+00

1. M =If(x)dx=1

[o]

—o0

2. M1=E[x]=Txf(x)dx.

2.8.2. Relagao entre os Momentos Centrados e ndo centrados

Podemos usar bindmio de Newton (a+b)" :iﬁ!k)'a”‘kbk para encontrar a
k=0 K:ATT—K):
relag@o entre os momentos centrados e ndo centrados.
m, = E[(x-u)']= +Jic(x—,u)n f(x)dx= Zn—!(—l)”’k y”fkakf (x)dx, logo
' ], Zk!(n—k)! J

m, = Z(Ej(-l)nk LM,

n
k=0

Aplicando essa regra podemos mostrar que:

2

1. m,=M,—-u
2. m, = M, —3uM, +247°
3. m, =M, —4uM, +64°M, — 34"

O caminho inverso de obtencdo dos momentos ndo centrados em termos dos

centrados pode ser feito da seguinte forma:

31



I\/In = E[Xn] = E[(X—Iu—i-lu)n] - in—' n—k

n n e
Mn ZZ[kjllJ kmk
k=0

Aplicando essa regra podemos mostrar que:

1. M, = 1% +o°
2. M, = 1 +3uc’ +m,
3. M, = u* +64°0% +4um, +m,

2.9. Série de Taylor

A série de Taylor de uma funcéo infinitamente diferenciavel é dada por®:

w §()
f(x):Z—f (XO)(x—xo)n

o N
Um caso particular da série de Taylor € a série de Taylor-Maclaurin, para a qual

X, =0 e que pode ser escrita na forma condensada como:

8

n!

(n)
f(x)=zf (0) X"

Podemos aplicar essa expansdo para o caso particular da fungdo exponencial

k
f(x)=¢*, que é obtida facilmente notando que (;]I—keX =e* e que, portanto, f®(0)=1.
X

Nesse caso:
2 3 Xk

© k
e =Zx—=1+x+—+—+...+—+...
Z 21 31 Kl

2.9.1. O Truque do Logaritmo

O truque do logaritmo é muito Util em casos em que a convergéncia da série de
Taylor é problematica. Suponha o caso da fungdo f(y)=(1+y)", com y<<1l e n>>1.
Melhor dizendo, com y tendendo a 0 e n tendendo a infinito. Se fizermos a expanséao de
Taylor-McLaurin para esta fungcéo, obteremos:

n(n+1)y* n(n+1)(n+2)y° .
5

f(y)=1-ny+

> Ver Apéndice 1
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Cuja convergéncia depende se o produto ny é maior ou menor do que 1. Em lugar

de fazer a expanséo direta da funcédo vamos expandir seu logaritmo na forma:

y: Y
Ln(A+y) "=—nbLn(l+y)= —n{y—?+?+...}

Agora a funcdo nado apresenta problemas de convergéncia para |y|<1. A funcéo

f(y)=(1+y)" pode entdo ser reescrita como f (y)=e Y o truque do logaritmo

significa, portanto, expandir em série de Taylor ndo a funcdo f(x) diretamente, mas o

chxk
Inf( chx e escrever a fungdo como f(x)=e* .

2.10. Funcéo Geradora de Momentos (FGM)

Considere a seguinte funcao da variavel:

M (t):E(e‘x)zTe“ f(x)dx

Podemos usar a expansdo em série de Taylor:

t"x"
= para obter:
n!

M (1) =Zt— I x"f(x)dx = M, t". Se compararmos com a série de Taylor da prépria M (t),

n=0 ' n=0 n!

0 (n)
M (t)= ZM O , vemos que M, =

n=0

. Por isso a fungdo € chamada de

geradora dos momentos. Para gerar os momentos centrados devemos multiplicar a fungéo

geradora dos momentos por e, uma vez que e"“M(t):_[e‘(x"’)f(x)dx, logo

—0

t—J. )" f(x)dx = 3 . Dai se percebe que m, gt [e“M(t)]

o N t=0

e M(t) =i

n=0 n!

2.11.  Funcdao Caracteristica

A grande dificuldade da funcdo geradora dos momentos € a convergéncia da

integral M (t)=E(e*)= j e™f (x)dx por conta do e*. Se usarmos e'™, entretanto, ndo teremos

—0

mais tantos problemas de convergéncia uma vez que |eitx = % =1 para qualquer x e t.

Assim a funcao caracteristica é definida por:
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o(t)=E(e™) =Teitx f (x)dx

Se a fungéo geradora dos momentos existe entdo ¢(t)=M (it). Note que ¢(0)=1.

Além disso, podemos mostrar que lo(t) <1, pois

< j ‘e'txf(x)‘dx—]‘e“x‘f(x)dx_Tf(x)dx A relacdo com os momentos

—00 —00 —00

|(p(t)|—‘ [e™f (x)dx

—0

. . _— - R e
s6 precisa ser ligeiramente modificada, uma vez que e"X:Z — levando a:
= n!
n=0

o1)=3 ';n [ () dx= iinr']v'nt“

n=0 * n=0

Se compararmos com a Série de Taylor

p(t)= Zq) " )t veremos que M . Novamente, os momentos centrados

podem ser obtidos multiplicando a funcdo caracteristica por e, obtendo

2.11.1.1. Propriedades das fungdes caracteristicas:

1. ¢(0)=1, ja demonstrada.

s]zoeiXt f (x)dx:]ic f(x)dx=1.

—0 —o0

2. lp(t)|<1, pois

Temf (x)dx

3. p(-t)=¢ (t) onde ¢'(t) é o complexo conjugado da ¢(t). Prova:

*
—+00

p(-t)= Ie"x‘f( dx—[‘[e'“f dx} =¢ (t), pois f(x)éreal.

—0

4. Sejam a,>0 e a, >0 tais que a,+a, =1, e sejam f,(x) e f,(x) duas FDP’s, entéo
f(x)=af,(x)+a,f,(x) também ¢é uma FDP, e, consequentemente

p(t)=ap (t)+a,p,(t) também é uma funcdo caracteristica. Basta provar que

If(x)dx:l para provar que f(x)=af (x)+a,f,(x) € uma FDP. Mas isso é

+00

imediato, uma vez que j x)dx = ai.[ dx+a2_|.f2(x)dx=a1+a2=1. Essa

—o0 —o0

propriedade pode ser estendida para a combinacdo linear de um ndmero n de
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n
fungbes carateristicas afirmando-se que (p Za (pJ com Zajzl e
: =i

a; >0 Vj étambém uma funcdo caracteristica.

5. O produto de duas fungdes caracteristicas também € uma funcao caracteristica. Sai

diretamente do teorema da convolucéo.
6. Re[o(t)] e |(p('[)|2 =¢ (t)e(t) sdo também funcdes caracteristicas. Se ¢(t)é uma

funcdo caracteristica entdo ¢ (t)=¢(-t) também é funcdo caracteristica, logo,
Re[(p ]_ )+ ;q) |§0 t)| =g (t)e(t) também s&o funcbes caracteristicas.

7. ¢(t) é absolutamente continua, ou seja, Ling|¢(t+h)—go(t)|:0. A prova dessa

propriedade é um pouco mais elaborada e serd apresentada no apéndice 2.
2.12. Transformada de Fourier:

A fungéo caracteristica, além de ser mais poderosa do que a funcdo geradora dos
momentos, é obtida através de uma operacdo desenvolvida por Fourier entre 1807 e 1822,
hoje chamada de Transformada de Fourier. Como a transformada de Fourier é utilizada na
matematica, fisica, engenharias e no processamento de sinais e imagens, existe uma vasta
literatura sobre a mesma, com todas as suas propriedades catalogadas e tabelas de pares
de funcbes relacionadas por essa transformacédo. O trabalho de Fourier estimulou o
desenvolvimento nessa area criando um campo da matematica dedicado as transformadas
em geral. Além da transformada de Fourier existem transformadas de Laplace, de Hankel,
de Cauchy, de Hadamard (utiizada na obtencdo de imagens por tomografia), etc.

Transformadas integrais séo relagdes entre duas funcdes através de uma equacdo integral

do tipo (p(t)zj K(x,t) f(x)dx, onde K(x,t) é chamado de Kernel da transformada. Note que
apoés a integracdo em x a funcao resultante s6 depende de t. A transformada de Fourier €
definida por:

IX'(

t)=FT [f .[e'x‘f x)dx, em que o Kernel é dado por K(x,t)=¢

Uma transformada bem semelhante € a transformada de Laplace,
(p(t):.[e‘Xt f(x)dx, em que o Kernel é dado por K(x,t)=e™. Vale notar que as funcdes

geradoras dos momentos sdo transformadas de Laplace de dois lados. A associacdo entre
¢(t) e f(x) é biunivoca de modo que ela admite transformada inversa dada por:
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+o0

f(x)= FT1|:(p(t):|=$ [ep(t)at

—0

O teorema integral de Fourier, apresentado em 1822, afirmava que:

+o0

f(x)= i [e™ [ e f (x)dxdt

—0

Que pode ser demonstrado utilizando uma funcéo delta de Dirac especial dada por:
5(x—x,)= iTei(x—xo)tdt
2r <,

Essas propriedades estdo demonstradas no apéndice 3 utilizando calculo de

residuos. O fator de %ﬂé necessario para retornar a funcdo original, mas ele pode ser

incorporado de formas diferentes. Alguns autores preferem uma definicdo mais simétrica da

transformada de Fourier e utilizam:
FTL (0] [ ()dx & FT[p(t)]=—e [ e p(t)ck

O fator %ﬁ aparece ao multiplicar a transformada direta pela inversa. Nao se usa
essa definicdo na teoria da probabilidade porque ela destruiria a propriedade ¢(0)=1,

substituindo-a por (p(O)z}/F. Essa € uma propriedade muito importante porque
T

¢"(0)=1 por maior que seja o valor de n. Se ¢(0) :}/«/2_ teriamos que ¢"(0)—0, pois
T

}/ﬁ<1'

Uma propriedade muito importante das funcdes caracteristicas na teoria da
probabilidade vem do fato de que a funcdo caracteristica da adicdo de duas v.a.s

independentes € dada pela multiplicacdo das func¢des caracteristicas individuais. Quando

duas varidveis sdo independentes entdo f(x,y)=f (x)f,(y) e a esperanca do produto de

qualquer fungéo g(x)h(x), dada por:

E[g(x)h(y)]= TT f(x,y)g(x)h(y)dxdy :ﬁo f.(x)g (x)dx}ﬁc f, (y)h(y)dy}vale

—00 —00 —0 —o0

E[g(x)h(y)]=E[g(x)]E[h(y)]. Isso significa que:

E[e*|=E[e" E[e" ]=0, (1), (t)
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Ou seja, a fungéo caracteristica da adicao de variaveis aleatdrias independentes é
o produto das fungBes caracteristicas. Esse resultado pode ser generalizado, para: se

Z=X+X,+--+X,, onde x sdo v.a.s independentes, entdo ¢, (t)=g,(t)e,(t)---¢,(t).

2.13. Cumulantes

Os cumulantes terdo uma grande importancia no desenvolvimento desse trabalho e

na expansao de Edgeworth. Seguindo a estratégia do truque do logaritmo, a idéia é

encontrar a expansao em série do logaritmo de E(e‘x‘). Assim a funcdo geradora dos

cumulantes é dada por:
ix v ix 1'C
In[E(e t)]:In{:[oe i (x)dx}:Z—!ktk.

k
Comparando com a série de Taylor vemos que ¢, = (—i)k %In[gp(t)} . E diferente
t=0

k
do M, :(—i)k;j?[go(t)] = (—i)k go(k)(O) por causa do logaritmo. Podemos extrair a relagéo

t=0

entre 0os cumulantes e os momentos derivando o logaritmo pela regra da cadeia e

lembrando que (0(0) =1. As relagdes obtidas, demonstradas no apéndice 4, sdo:

1. ¢,=0

2. C=u

3. ¢=0

4. c,=m,

5 ¢,=m,—3c"

2.13.1. Assimetria e Curtose

.. C . . . o ,
A divisdo —%- gera uma grandeza adimensional. Até k=2 j& caracterizamos uma
o

distribuicdo pela esperancga e a variancia. Para k =3 definimos a assimetria ou obliquidade,
: . C . m

que mede o grau de assimetria da distribuicédo, através de «,=—, dada pelo cumulante
o

normalizado de ordem 3. Se a distribuicdo € simétrica, «,=0. Se «a,>0 dizemos que a

distribuicdo possui uma cauda para a direita, e se «a, <0 tem uma cauda para a esquerda.

H +o0
Note que m, = J.(X—y)S f(x)dx+ I (x—u)* f(x)dx e que a integral da esquerda é sempre
u

—0
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negativa enquanto a da direita € sempre positiva. O lado que possuir cauda mais longa (em
uma distribuicdo unimodal) define o sinal da skewness. A Figura 19 mostra exemplo dos

dois casos.

(@) (b)

Figura 19. Distribuicdo com cauda para a direita (a) e distribuicdo com cauda para a esquerda (b)

Outra grandeza que caracteriza a distribuicdo € a CURTOSE (kurtosis), dada pelo

. m . . - , .
quarto cumulante normalizado, k =—+—3. Para comparar duas distribuicGes € preciso que
o

elas tenham o mesmo o e m, diferentes. Vamos examinar duas distribuicdes simétricas
com curtoses diferentes. A area sobre a curva tem que ser 1, logo iguais. Além disso,
gueremos 0 mesmo o e que f; esteja mais concentrada em u do que f,. Para manter a area
e o iguais é preciso, entdo, que f; se espalhe mais do que f, para x longe de x Com isso
ela ganha mais my, pois (X—,u)4 f (x) € maior para x mais longe de y, e a curtose de f; sera
maior do que a curtose de f,. Se k>0 a distribuicdo é chamada de LEPTOCURTICA, se
k=0 de MESOCURTICA e se k<0 de PLATICURTICA. Lepto, do grego, significa fino,

delgado, plati significa achatado e meso significa médio, no meio.

Distribuicdo Leptocdurtica Distribuicdo Platicurtica

——D. Normal b ——D. Normal

= D. Leptoclrtica = D. Platiclrtica

f(x)
f(x)

T
X X

(a) (b)

Figura 20. Uma distribuicdo leptocurtica, com k <0 (@) e a outra platicurtica, com k >0 (b)
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2.13.2. Momentos Centrados de ordem n
O momento centrado de ordem n é definido por:
m, =E[(x-x)'1= _[ (x—u)" f(x)dx

Os momentos centrados possuem as propriedades:

+o0

1. m, =1, pois mozjf(x)dx=1

2. m, =0, pois m, = j(x 1) f(x)dx = jx f (x)dx — yj f (x)dx =0

3. m,=c’ = J(x—y)2 f (x)dx, é chamada de variancia.

4. Se f(x) é simétrica em relagdo a sua esperanca, ou seja, f(u+x)="f(u—x),

entdo todos 0s momentos centrados impares seréo nulos por simetria.
2.14. Cumulantes, o truque do logaritmo e o Teorema Central do Limite:

Vamos tomar uma variavel aleatoria z=x, +x, +---+X, dada pela adicdo de n v.a.

independentes no limite n—oo. Sabemos que ¢, (t)=¢,(t)p,(t)---p,(t). Note que se as
v.a.s fossem, além de independentes, idénticas [iid], teriamos ¢, (t):[gol(t)]", um caso
semelhante ao utilizado no truque do logaritmo. Também sabemos que ¢, (O)=1 e que
|(pi (t)| <1. Um numero menor do que 1 elevado a uma poténcia muito alta tende a zero. Mas
ndo em t=0 porque 1"=1 V¥n, o que significa que a fungéo ¢, (t):[gol(t)]” se torna

concentrada em torno de t=0, caindo a zero para fora desse intervalo. Com isso podemos
fazer uma expansdo em série de Taylor-McLaurin da fung¢éo caracteristica, mas usando o

truque do logaritmo, In[g,(t)]=nIn[¢ (t)]. Mas essa & exatamente a expanséo dos

* ik
"G
ktk

A C ~ !
cumulantes Ing(t) Zk—tk. Retornando entdo obtemos ¢, (t)=¢ % A palavra
k=0

cumulante vem do fato de que se g, (t)=¢(t)p, ()@, (t) entdo
Ing, (t)=Ing,(t)+Ing,(t)+---+Ing, (t), logo, ¢, =C,+C,+ --+C,, OU Seja, os cumulantes

de v.a.s independentes se somam, se acumulam. Se as v.a.s ndo sao idénticas a expanséo

M:

i;
em Taylor agora sera dada por ¢, (t)=e“’ “i

I
o
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Guardando termos até segunda ordem nessa expansdao temos:

< 2 & 2,
|t201‘j—520u 'tzﬂj’?zaj

p,(t)=e ™ " . Mas c;=u; e c,,=0], logo ¢, (t)=e™ " que é a fungéo

caracteristica de uma normal com y:Zyi e 0-2:20-1?. No caso de variaveis
i j

independentes e idénticas [i.i.d.] entdo z=ny e o’ =no?, e a distribuigéo tende para uma
normal com u=ny, e o’ =nc’. Esse é o Teorema Central do Limite, o qual afirma que uma

v.a. dada pela adicdo de muitas v.a.s independentes com esperanca e variancia finitas
tende a distribuicio NORMAL.

2.15. Distribuicdes

No capitulo 3 precisaremos de alguns resultados com relagdo as distribuicdes
binomial, normal e log-normal, utilizadas para demonstrar o modelo de B&S. Apls a
introducéo dos conceitos de estatistica faremos um exame mais detalhado das propriedades
de cada distribuicéo.

2.15.1. Distribuicéo de Bernoulli

Ao jogar uma moeda, s6 temos dois eventos possiveis, cara ou coroa. A v.a. sera
definida como cara = 1 e coroa = 0. Qualquer jogo com apenas duas respostas, sim =1 e

ndo = 0, segue uma distribuicdo de Bernoulli. Se a probabilidade de SIM é p, a de N&o sera
g=1-p. A CDF vale F(x)=qH(x)+pH(x-1) e a FDP ¢é dada por

f(x)=0q5(x)+ps(x-1).
2.15.1.1. Momentos da Distribuicdo de Bernoulli

A funcéo geradora dos momentos e a fungéo caracteristica sdo dadas por:

M (t)= T[q&(x)+ pS(x—1)]e*dx=q+pe' e p(t)=q+ pe"

Para os momentos, temos que M, = “q&(x)+ ps(x—1)] x“dx = g0* + p1*, logo,

M,=p Vk,e u=p.

Os momentos centrados serdo dados por e M (t)=qe ™™ + pe®.

. Resolvendo a integral temos
t=0

k
Agora m, = %[qept + peqt:' _ q(_p)k e Pty quth

que m, = pg* +(—1)k gp*, ou escrito de outra forma, m, = pq[(l— p)H—(—p)H] Dessa forma
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obtemos: m, =o” = pq, m, = pa[q—p] e m, = pq(1-3pq) =0’ (1-3c"). Usando as relagdes
entre 0s cumulantes e os momentos centrados temos: ¢, =p ; ¢,=pq; C,=pq(q—p) e

¢, = pq[1-6pq].
2.15.2. Distribuicéo Binomial

Vamos jogar a moeda n vezes de forma independente e criar a v.a.

Z=X+X,+---+X, onde as v.a. x, sdo iid. Nesse caso usamos o teorema da convolugéo

para obter a fungdo caracteristica: g, (t) =@, (t)=[q+ pe“]n. Sabendo a ¢ queremos a
_ 17 it i . A
f(z) dada por f(z)=FT 1[go(t)]:g:[o[q+ pe" | e™dt. Expandindo em binémio de

Newton temos:

n

f(z)= Z@qk p* {%]:ei(“)‘dt} = Z@q”‘k p“s(z—k)

k=0 k=0

Aqui vale a acumulagéo dos cumulantes ¢, =NC,g,,, , €Ntao:

1 C, =u=np

2. c, =o” =npq

3. c;=npq(q—p)
4. ¢, =npa[1-6pq]

2.15.3. Distribuicédo de Poisson:

Essa distribuicdo € um caso limite da binomial quando n—o, mas p—0 de tal

) - Ale"-1)
forma que o produto np=A4 € constante. Agora g, (t):[l—p+ pe"] = 1+T .

n—oo

n
. X ~ .
Nesse ponto usamos o fato de que L|m[1+—} =e* para encontrar a fungdo caracteristica
n
da distribuicdo de Poisson imediatamente:
e“—l)

¢Poisson (t) = e)v(

Para obter a fdp usamos:
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+00 k +o ®© k
:ZLJ‘ A" 1 _Itzdt—ze_li |: jelkte—ltzdt:| Ze—ﬂﬁ

o efﬂik
Pmsson z kl Z k

k=

2.15.3.1. Cumulantes e momentos centrados

it . o 3k k
IN Prgieon (1) = |n[(¥(e 1)} = ﬂ(e” _1) - kzlll i!t , portanto todos os cumulantes valem A

. Agora usamos as relacfes entre 0s cumulantes e 0s momentos centrados para obter os

momentos:

1. u=A

2 o’=2

3 m,=A4

4, m, = A+34°

A skewness sera sempre maior que zero, o, = >0, skewed to the right, e a

1
NA

1 i N
curtose k = E sempre leptocurtica. Se 1 — woentdo a skewness e curtose tendem a zero.

2.15.4. Distribuicdo Normal:

Vamos fazer o limite de n tendendo a infinito na distribuicdo binomial e usar o

truque do logaritmo. Nesse caso:
t2 t2
Ingg;, (t)z(pgem(t)znln{q+ p+ipt— pE+---}=nln[1+ipt— p5+--}

2 3 » (_1 k-1
Mas ja& sabemos que In(1+x)=x—%+%+---=z( ) x“, portanto fazendo

2
=ipt— p% e truncando a série na ordem 2 temos:

. 2 1. 2\’ . 2t . 2
Ingg, (t)=n |pt—p5—§(|pt—p3j =n[|pt—p5+p E+--1=n[lpt—p(1— p)3+}
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2
Logo lim[Ing, (t)]zinpt—np;lt +--- e essa é a distribuicdo normal, cuja fungéo

caracteristica vale:

2.2
i/ﬁ—g

¢N0rmal (t) =€ 2

242
ot

Note que, nesse caso, sO existem dois cumulantes, pois In[(pNorma, (t)]:i,ut— >

c,=u e c, =0, todos os outros sdo nulos. Os momentos centrados s&o dados pela fungdo

geradora:

(—1) o (2k)! >

Percebe-se que ndo existem momentos impares e que 0s pares valem
0 t2k ) t2k 2k !
(2K)! s

-\ 2k k .
:O(I) mkazg;‘(—l) mka. Comparando extraimos m,, g

reescrever esse resultado em termos dos fatoriais duplos z!'=z(z-2)(z-4)---. O termo

Podemos
k

2k! pode ser reescrito como (2k)!° e (2k)!=(2k)M(2k-1)!!". Assim obtemos a
expressao mais simples para os momentos centrados:
m,, =(2k —1)!1c*

Entdo vemos que:

1. m, = o’
2. m, = (3)!!0‘4 =30"
3. ms =(5)!1c® =150°, e assim por diante.

+o . o’t?
Falta a funcdo densidade de probabilidade dada por: f(z)=2i.|‘e”t 2e™dt. O
ﬂ-—oo

truque aqui é completar quadrado no expoente® para obter:

6 (Zk)!!=(2k)(2k—2)(2k—4)-~-2=2x2x-~-x2><k(k—1)(k—2)~~-1=2kk!

7 (Zk)! = (2k)(2k —1)(2k —2)(2k —3)-»~2 x1= [(Zk)(Zk —2)---2][(2k —1)(2k —3)---1] = (2k)!!(2k —1)!!

2

2 _ N2 2
22 022 . _o t2+2i(272ﬂ)t—%+% B (z-p)? o2 il
— iz —T—It(z—y) 2 o o o 252 2 2
8 e =e =e =€ 9 e o
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_(z=n) (=)’

_e Bl (o)t fer
f(z)= > aje d N fﬂa£e du

—0

Agora usamos o resultado j e*dx=+/r demonstrado no apéndice 5 para obter a

—0

funcao densidade de probabilidade da distribuicdo Normal:

_ (xw)?

202

N(X;,Lz,a)ze\/2_7

XZ

e 2

N

A Normal Padrdo tem esperanca nula e variancia unitaria dada por NP(x)=

A Normal Padrao cumulativa é definida como CD e? dt Note que é sempre

possivel escrever o resultado de uma normal cumulativa em termos da @(x) por uma

mudanca de variavel. Se queremos a funcao distribuicdo de probabilidade cumulativa de

X (x ;z) (x= ,u)
: X
uma normal com p e o, ou seja: Fyym (X)= = J'e 20° (fx = %je [—j . a
G
1 (X ,Ll)/ 7& X_ILI
mudanca de variavel t=2"# nos leva a Frorma (X) = —=— _[ e 2dt=d)(—j. Por isso
c NZZ RS o

as tabelas da normal sdo sempre feitas para a normal padrdo usando como argumento o

. : . ~ X—
desvio da esperanca medido em desvios padréo z = TR
(o2

2.15.5. Distribuicdo Log-Normal.

A distribuicdo Log-Normal é obtida da Normal através da mudanca de variavel
flg i
dy
dx

y=e¢". Usando a regra para mudanca de variavel é dada por f(y):Z , com a

somatodria sobre todos 0s X’s possiveis para as raizes da equacdo g(x)=y, ou, Xx=9 (y).

Neste caso a funcéo é biunivoca e sé existe uma raiz dada por x=Iny, ye[0,+w0). Vamos

dy

precisar da derivada PVl e* =y. Logo:
X

_(ny-p)?
202

e
LogN[y; u,0°] :\/_—
2r oy
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A log-Normal como uma aproximagédo da normal:

e
Vamos reescrever a log-normal como LogN =
Ver o que acontece para y =y, +5y com |Sy| <<y, .

Neste caso Iny=|n(yo+5y)=In{y{nﬂﬂﬂnyﬁln[hﬂj e 0 termo no
Yo

(o]

expoente é aproximado por (Iny—In yo):ln(lJrﬂj;ﬂ. No denominador simplesmente

(9] (o}

5y?
e7 20‘2y02 5
fazemos y =y, e vemos que LogN = ——— € uma normal da variavel % . Se fizermos
[o]

J2r oy,

(o} .
O,y =—- teremos duas curvas muito semelhantes no caso em que o, << . Note que se

[o]

y —0 o Iny —» —0anulando a funcdo. Grandes diferengas, portanto, entre a normal e a log-

normal ocorrerdo quando a probabilidade de valores de x negativos na normal for grande. A

Figura 21 mostra esse comportamento:

0.045 0.025 0.012
0.04
0.035 002

0.02 0.008
0.015
0.025
0.006
0.02
0.01
0.015 0.004
0.01 0.005 -
0.005

0 0 0
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0 50

Figura 21. Normal com x,=y,=100. (a) o, =10 € o, =0,1; (b) o, =20 € &, =0,2;(C) o, =40 €

Oiogn =0,4.

Tanto a funcdo geradora dos momentos quanto a funcéo caracteristica apresentam

problemas de convergéncia, mas podemos calcular os momentos da Log-Normal na forma

2(7'2

“"""2Em particular temos M,=1;

apresentada no Apéndice 6. O resultado final € M, =e

2
S 2u+20? . 3/1+%o‘2 44+80° ~
M, =e ?2; M,=e ; My=e e M,=e . Usando as relagbes entre momentos

~ A o2 7 o2 .
centrados e ndo centrados obtemos: a variancia é dada por m, =e***” (e —1) e o desvio
0_2
- H+— &2
padrdo por o=¢ 2 «f(e -1). O momento centrado de ordem 3 Vvale

3 ;H—EO'Z

m,=e 2 [e"z—lf[e"2+2} e a assimetria sera dada por o= (e"z—l)[e“2+2] O
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2 2 2 2 2 2
momento de ordem 4 ¢ dado por m, =e*“**° [e“ —1} [e“a +2% +3e% —3] e a curtose por
k= [e“"z +26% +3e% —6] Como 1+2+3=6 percebe-se que k>0 sempre, com a

igualdade valendo apenas se ¢ =0.

2.15.6. Distribuicdo Gama:
Funcdo gama: Vamos calcular a seguinte integral: I(z):jtze"dt. Fazendo por
0

b b
partes judv = uv|Z —Ivdu com u=t*; du=zt"'dt, dv=e'dt e v=—e', temos que:
a

a

1(z)= the"dt =—tie| + thHe’tdt .
0 0

Mas —tze’t|::0, pelo t* em t=0 e pelo e em t=o0, entdo I(z):zjt“e"dt, 0
0

que nos leva a relag&o de recorréncia 1(z)=z1(z-1). Aplicando essa relacéo varias vezes

temos que:

1(z)=z1(z-1)=2(z-1)1(z-2)=---=2(z-1)(z-2)---1x1(0) zeN.
Pela definicio de 1(z) temos que 1(0) =je‘tdt = —e‘t|;o =1, portanto, 1(z)=z!.
0

A identidade acima foi mostrada apenas para z inteiro positivo, mas, dado que a

integral existe, ela pode ser utilizada para generalizar a funcéo fatorial para nUmeros reais e

até mesmo complexos, com a Unica condi¢do de que a integral convirja. Assim, z!= ftze’tdt :
0

Essa integral ndo apresenta problemas para t — oo por conta do e, mas pode apresentar

problemas para t —0 se z<0. A integral converge se Itzdt existe. Para z=-1 a integral
0

z+1

existe se z+1>0, ou seja, z>-1.

z+1t=0

Jx-'[zdt =
0

A fungdo gama é definida por: F(z):jt“e’tdt, com Rez>0. A relagdo com a
0

funcéo fatorial € dada por I'(z)=(z-1)! e z!=T'(z+1). Formas equivalentes: vamos mudar

a variavel para t=x* e dt=2xdx entdo F(z)zzj(xz)zfle‘xzxdx, finalmente
0
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I'(z)= Zj x? e dx e z!= 2_[ x**e™Xdx.  Fazendo Z= % vemos  que
0 0

F(;) 2] e X dx = I e*dx, de onde extraimos que F(;j Jr eque (—%)!Zx/;.

—00

A distribuicdo gama, cuja area sobre a curva vale 1°, é dada por:

X=Xy

(x—xo)He_ A

peT(a)

fgama(x—xo;a,ﬂ): H(x—x,)

2.15.7. Distribuicdes que ndo obedecem ao Teorema Central do Limite.

Comecaremos essa se¢do com a pergunta: seré que existem distribuicdes que néo
obedecem ao Teorema Central do Limite e jamais convergem para a distribuicdo normal?

Vamos comecar analisando um caso simples, a distribuicdo de Cauchy dada por:

1 49
f(x)=;q2+x2 q>0.

Note que f(x)>0 e que para ser um fdp é preciso que

_ff(x)dxzij 2q ~dx=1. Fazendo a mudanca de varidvel x=qtand, temos que
7 qt+X

—0 —0

0’ +x* =¢’[1+tan’0]=q’sec’0 e dx=gsec’6dd. Os limites sdo dados por

d49=£7r =1. Logo, trata-

tanezioo—>0=i§ e a integral se transforma em I f (x)dx -1
7Z' w

—00

+
ol =Ty

se de uma distribuicdo de probabilidades legitima. Note que a esperanga de x € nula por

paridade, pois E[x]:1 5 g >Xxdx=0 pois x € uma fungéo impar e > € par. Nesse
7 g +X q°+X
caso a variancia é o préprio momento de ordem 2 dada por: V[x]= ﬂ_[ dx . Mas essa
T

2

integral ndo converge, pois Lim =1 e a variancia sera infinita. Trata-se, portanto, de

X—>to0 q + X

2

uma distribuicdo com momento de ordem 2 infinito e o teorema central do limite fica sob
suspeita, uma vez que foi demonstrado com a suposi¢cao de que a variancia era finita. Para

examinar esse aspecto precisamos da funcéo caracteristica dessa distribuicao.
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+0 ixt
O célculo de ¢(t) -1 j %dx =e % pode ser feito por residuos', com cuidados
74" +X

para fechar o circuito por cima e por baixo nos casos em que t>0 e t<0, que gera o
modulo de t. Embora a operacgdo direta seja complexa, envolvendo célculo de residuos, a

volta é muito mais simples. Vamos analisar o problema inverso, que fdp corresponde a
fungéo caracterfstica (t)=e .

Aplicando a transformada de Fourier inversa temos que:

0

0
+00

0 +00
f(x)= 1 [ e e dt = 1 [ el dt+ [ ™t | = N .
2z 2| . 5 27| q—ix |_w g+Iix |0

—o0

e(q—ix)t e—(q+ix)t

As exponenciais se anulam em t =+ e ficamos com

f(x):i{ 1 1 }zi 9 Entdo mostramos que o(t)=e ¥ & a funcio
2r| q—ix Qg+ix| 7 Qq +X

caracteristica da distribuicio de Cauchy, f(x):l q

7o +x°

N&o podemos extrair 0s

momentos dessa fungéo caracteristica porque ndo podemos expandi-la em série de Taylor,
uma vez que a funcéo |t| n&o é diferenciavel em t=0. Logo ndo ha contradi¢cio com o fato
de que a variancia é infinita e a funcéo caracteristica existe. Agora suponha o caso de n
variaveis i.i.d. que seguem a distribuicdo de Cauchy. A soma dessas v.a.s terd a funcao

n

caracteristica gp(t):[e‘q“q e ™, que continua sendo a fungdo caracteristica de uma

distribuicdo de Cauchy com o parametro ng em lugar de ¢, ou seja, a fdp dessa distribuicdo

. 1 nq ~ . . o . o
sera f (x) =————— . Entdo, por maior que seja o n, essa distribuicdo jamais convergira
7 N°Q°+X

para uma distribuicdo normal. As Figura 22 (a) e (b) mostram as curvas das distribui¢cdes de
Lévy simétricas para q =}/, a=12 e a=0,8em comparagdo com distribuicdo normal

padrdo. Podemos notar que as caudas da distribuicdo sdo muito mais “pesadas” do que as

caudas da normal.

% ver Apéndice 11
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fu(x; «=1,2; q=1/2) e Normal[0,1] f.(x; @=0,8; q=1/2) e Normal[0,1]

-10 -5 5 p -10

() (b)
Figura 22. DistribuicBes de Lévy com diferentes parametros para o, comparadas a Normal Padréo,
em escala logaritmica

Com isso respondemos com um sonoro SIM, existem distribuicbes que nao
obedecem ao teorema central do limite. A préxima questdo é: qual a classe geral das
distribuicdes que nédo obedecem ao teorema central do limite?

Note que nesse caso a convolucdo de uma distribuicdo de Cauchy gerou outra
distribuicdo de Cauchy. Nos casos em que a convolucdo de uma distribuicdo com ela

mesma gera uma distribuicdo da mesma classe que ndo converge para uma Normal, por

mais que se adicionem v.a. i.i.d.s a distribuicdo jamais convergira para a normal.

2.15.7.1. DistribuicGes Estaveis.

Tome a distribuicdo F(x). A F(x—a)é uma distribuicdo da mesma classe apenas

X L
transladada por a. Da mesma forma F(Bj também é da mesma classe com uma

ampliagdo horizontal de b. O parametro b deve ser positivo para evitar uma reflexdo que
. . X— L
destruiria as propriedades F(—©)=0 e F(+w»)=1. Nesse caso F(Taj também é uma

distribuicdo da mesma classe, apenas transladada por a e ampliada por b. Se F(%} é

a nova distribuicdo, a nova fdp serd dada por f(x)=diF(X%baj=% f (%) e a nova
X

fungéo caracteristica sera:

e x—a)l

—o0

Fazendo u= % , X=bu+a e du= %dx , dessa forma obtemos:
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p(t)= [ f (u)du=e™ [ " f (u)du=e"p(bt).

Entdo, se f(x)<> ¢(t), temos que %f(%j(—)eia‘(o(bt).

Quando chamamos uma distribuicdo de estavel? Se x e y séo independentes e
seguem uma distribuicdo da mesma classe, e a v.a. z=x+y também segue uma

distribuicdo de mesma classe, afirmamos que essa € uma distribuicdo estavel. Em termos

by b, b

funcbes caracteristicas, que e%'p(bt)e™p(bt)=e"p(bt). Ou seja, sempre que
¢ % @D, 4

da convolugdo isso significa que F(X_%J*F(ﬂJzF(Ej, ou, em termos das

o(bt)p(b,t)=e""p(bt) temos uma distribuicdo estavel.

Generalizando para mais de uma distribuicdo temos que as distribuicdes estaveis

satisfazem a:
p(bt)p(bt) --(bt)=e"p(bt)
Por exemplo, vamos tomar a classe das distribuicbes com a funcdo caracteristica

da forma ¢(t)=e", que pode ser expresso como Ing(t)=—qlt|. Uma translagdo na
distribuicio aparece na fungéo caracteristica como ¢(t)=e*", ou Inp(t)=iat—qlt|". A

soma de n v.a. i.i.d. dessa distribuicdo gera a funcdo caracteristica ¢, (t)=ei”'”“‘”q‘t‘a, da

mesma classe, logo se tratam de distribuicdes estaveis. Note que se « =2 caimos no caso

da distribuicdo normal, que faz parte do conjunto das distribuicbes estaveis. No caso da
normal, a funcdo |t|2 =t? é diferenciavel em t=0 e podemos sim extrair os momentos da

funcdo caracteristica. No entanto, para 0<a<2, teremos as distribuicbes de Lévy
simétricas, com 0os momentos de ordem 2 infinitos.

Para mostrar se os momentos divergem ou convergem precisamos analisar o

comportamento assimptético da fdp, ou seja, f (x — ). Se cairem com uma lei de poténcia

. 1 ~ .
do tipo —; €entdo os momentos para k> -1 divergem.
X
O comportamento assimptotico dessas distribuicbes segue uma lei de poténcia do
tipo™* f(x)oc Note que «>0é& necessario para que a integral If(x)dx exista. Os

a+l *
|x

momentos de ordem serdo finitos apenas se a>2. Se a>2 a variancia é finita e a

" Ver (Marins, 2004).
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distribuicdo segue o teorema central do limite, convergindo para a normal. Se « =2 caimos
na normal diretamente. Se 0<a <2 a variancia sera infinita e a distribuicdo jamais converge
para a distribuicdo normal. A distribuicdo sera estavel se 0<« <2 com a normal incluida no

caso « =2 . Pareto ja havia percebido no final do século XIX que a distribuigdo de renda néo
. A 1
segue uma normal, mas uma lei de poténciacom — e O<a<2.
X

Existe uma forma geral para distribuicdes de Lévy ndo simétricas dada por:

Ingp(t)=iat—qt|" {1+iﬁ|:—|a)(|t|,a)}

o
tan— a =1
Com 0<a<2 e oft],a)= )
—|n|t| a=1
T

O parametro g define a assimetria da distribuicdo. Se for nulo a distribuicdo sera

simétrica com a fungdo caracteristica dada através da relagdo Ing(t)=iat—qt|". O

parametro « define a curtose da distribuicdo. Se a=2, tanz=0 e Ing(t)=iat—qt*,
recuperamos a distribuicdo normal independente de p. O comportamento assimptético

dessas distribuigbes é dado por:

C |x "y 5w C -C

FIx]~{ | |_(M) com f=———.
C.[x X —> +00 C.+C_

As distribuicbes estaveis fazem parte do conjunto das distribuigbes infinitamente
divisiveis, e uma andlise das distribuicbes atratoras requer conhecimento dessas

distribuicdes.
2.15.7.2. Distribui¢cdes divisiveis e distribui¢cées infinitamente divisiveis:

Vejamos o significado de uma distribuicdo divisivel, ou fatoravel. Do teorema da
convolugdo sabemos que o produto de duas funcdes caracteristicas também é uma funcéo
iat

caracteristica. Uma distribuicdo é divisivel se: ¢(t)=g¢ (t)p,(t) em que ¢ (t)=e™ e

ibt _ piat

p,(t)=e™. Se permitissemos que ¢ (t)=e* a fatoracdo se tornaria trivial, pois

f(x)= j f (x')s(x—x")dx" é a convolugéo da distribui¢do degenerada f,(x)=5(x—a) com

—0

ela mesma, e gol(t)zJ'emd(x—a)dx=e‘at. Existem distribuicdes ndo fatoraveis, ou

—0
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indecomponiveis, que funcionam de forma similar & dos numeros primos para as
distribuicdes.

Uma distribuicdo sera infinitamente divisivel se existir uma ¢, (t) de modo que
(0(t)=[¢n (t)]n para qualquer n, incluindo n—oo. Exemplos de distribuicdes infinitamente
divisiveis sdo:

P
i=t

1. Distribui¢do degenerada: ¢(t)=¢e"' e ¢, (t)=e"
g . i(e"—l) i(ei‘—l)
2. Distribuicdo de Poisson: ¢(t)=e e ¢, (t)=e"
i‘ut—o-2t2 iﬁtfﬁ
3. Distribuicdo normal: ¢(t)=e ? e g, (t)=e" 2
4. Distribuicdo Gama: ¢(t)=e™'(1-ipt) “ e ¢, (t) —e'n' (1—iﬂt)"%
. . v ix,t—glf] iit—g‘t‘
5. Distribuicdo de Cauchy: ¢(t)=e""" e ¢, (t)=e" "

As propriedades de distribui¢cdes infinitamente divisiveis séo as seguintes:

1. O produto de duas funcdes caracteristicas infinitamente divisiveis também é uma

funcdo caracteristica infinitamente divisivel, pois se ¢(t) e y(t) sdo oo—divisiveis,

entdo go(t):[gon(t)]n e l//(t)=|:!//n(t):|n, logo, (p(t)l//(t)=|:(0n(t)l//n(t):|n também é

oo —divisivel.

2. Se ¢(t) é wo-—divisivel, entdo ¢(t) ndo tem zero reais. Seja ¢(t) infinitamente

divisivel, entdo ¢, (t) e |p, (t)|2 também sdo funcbes caracteristicas, portanto,

2 L ~ . .2
% também é uma funcdo caracteristica. Mas lim—=0 e

n—-o N

g(t)=Ilim

n—w

@, (V)] =limo(t)
qualguer numero, exceto zero, elevado a zero vale um, entéo:

g(t):{l se o(t)=0

. Mas, como g(t) € uma funcéo caracteristica, ela precisa
0 se ¢(t)=0

ser absolutamente continua. Entretanto, se ¢(t) admite uma raiz real a g(t) sera

descontinua exatamente nessa raiz, logo ndo pode ser uma funcao caracteristica.

52



2.15.7.3. Toda distribuic&o estavel € infinitamente divisivel:

Fazendo b =b,=---=hb =1 em o(bt)p(bt)-p(bt)=e"p(bt) temos que

n

n

[2(t)] =e""p(bt), logo, (p(bnt):{e "q)(t)] Entdio para t'=bt temos que

(p(t'):{ 'ir@nt'¢(;_']} significando que ¢(t)=[ ¢, (1)] -

n

2.15.7.4. Atratores das distribuigdes.

A Figura 23 mostra os conjuntos das distribuicbes separadas através dos seguintes
critérios: (1) momentos de ordem 2 finitos ou infinitos; (2) infinitamente divisiveis ou ndo e

(3) estaveis ou nao.

Momentos ordem 2 finitos

infinitamente
divisiveis

/ estaveis

Normal

Figura 23. Conjuntos das distribuicbes

Se 0os momentos de ordem 2 s&o finitos vale o teorema central do limite e a
distribuicdo da soma de n v.a. i.i.d. converge [é atraida] para a normal, a Unica distribuicdo
estavel com variancia finita. Dizemos entdo que a normal € um atrator para essas
distribuicbes. Se as variancias sao infinitas elas convergirdo para uma das distribuicdes

estaveis. Para descobrir a distribuicdo atratora examina-se 0 comportamento assimptotico

C L
nas caudas x—-o e X—+wo. Se 0 comportamento for f(X—)ioo)—>| |ia a distribuicéo
X
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atratora sera uma distribuicdo de Lévy com parametro «, e parametro # dado pela razado

b= C,-C. .
C,+C_
O Teorema Central do Limite Generalizado afirma exatamente isso.
1. Se uma distribuicdo tem variancia finita entdo a soma de n coOpias dessa v.a. tende
a distribuicdo normal.
2. Se a variancia € infinita essa soma tende a uma distribuicdo de Lévy com

parametros « e £ .
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3. Capitulo 3: Precificacdo de Opc¢des Européias
3.1 Modelo binomial de Cox-Ross-Rubinstein [CRR].
3.1.1. Portfdlio replicante e hedge perfeito

Suponha que o stock que custa S pode mudar para os pregos S, no estado Up, ou
S, no estado Down, S, >S,no momento seguinte. Suponha que exista um derivativo
qualquer, uma opc¢ao, por exemplo, com as duas possibilidades de lucro L, ou L,. Sera
possivel replicar o derivativo? Vamos comprar ¢ stocks, aplicar B em bonds com
rendimento R, e exigir que o portfélio (q B) seja equivalente ao derivativo no periodo
seguinte, ou seja:

qS, +(1+R)B =L,

qS, +(1+R)B =L,

O sistema de duas equagdes com duas incognitas é resolvido facilmente subtraindo

L, -L, AL

uma equacdo da outra e obtendo = s 5 AS’ Substituindo g em uma das duas
U~ “D

LDSU - LUSD
(Sy =Sp)(1+R)

idénticos ou havera oportunidade de arbitragem de segunda espécie. Para tanto bastaria

equacdes obtém-se B = . Os precos de dois portfélios replicantes devem ser

vender o portfélio mais caro e comprar 0 mais barato, auferindo o lucro no presente,
sabendo que no periodo seguinte se troca um portfélio pelo outro. Nesse caso o preco do
derivativo deve ser o preco do portfélio replicante. Em t=0 esse portfolio custou
Prp =S + B .. Substituindo os valores obtidos para o portfélio replicante temos:
__So Sy
o = (1+R) L+ (1+R) L
P (Su _SD) (Su _SD) ?

3.1.2. Probabilidades Risco-Neutra.

Outra forma de analisar a questao é atraveés do conceito de jogo justo (fair game,
fair price), no qual a esperanca de lucro para qualquer um dos jogadores em um jogo de

soma nula € ZERO. Suponha que existem as probabilidades 7z, de ocorrer U e 7, de
ocorrer D, tal que =x,+7,=1. A esperangca de lucro L do derivativo seria

E[L] =r,L, +7,L; . O langador cobrou o prémio p, pelo derivativo em t=0, e o aplicou na
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taxa R, logo no periodo seguinte tera (1+ R) p, . Para ser justo, portanto, esse valor deve ser

a esperanca de lucro do derivativo, ou seja:

__ 7p
Peo = (- R) ™ T (14 R)

Lo

Igualando o prémio justo ao preco do portfélio replicante percebe-se que:

i (1+R) [s- Sy } __ (xR [ S, —s}
e

(S, —Sp) (1+R) ® (S, -Sp)| (1+R)

Pode-se verificar que 7, + 7, =1. As condigbes para que as probabilidades sejam

positivas, S, <(1+R)S<S,, sdo as mesmas que garantem a existéncia de um mercado de
acbes em equilibrio. Se (1+R)S>S, ninguém compraria agdes, preferindo aplicar apenas
em bonds. Por outro lado se S, > (1+ R)S 0 mercado de bonds desapareceria, uma vez que
mesmo o menor retorno nas agdes seria superior ao retorno das bonds. Dessa forma, 7, e

7, representam as probabilidades risco-neutra, pois o hedging perfeito eliminou o risco.

Sem risco o langador aceita cobrar exatamente a esperanga de ganho, sem qualquer prémio
de risco.

Note que obtivemos as probabilidades 7, e z,através de um processo de hedge e
gue elas ndo séo as probabilidades reais p e q dos casos Up e Down, exceto por alguma

coincidéncia. Por isso chamamos as probabilidades = de risco-neutra, uma vez que o

hedge perfeito eliminou o risco.
3.1.3. Opcdes em apenas um periodo:

SO existirdo contratos de opcdes em um periodo apenas para strike prices no
intervalo S; < X <S,. No caso da CALL os lucros do titular no periodo seguinte serdo dados
por L, =S, - X e L, =0, enquanto no caso da PUT por L, =0 e L, = X —S, . Substituindo

L, e L, na equagdo dos prémios obtemos:

C:(sust){S‘(liDRJ(S“‘X’ ° p:(sust{(liUR)‘S}‘X‘SD)'

Pode-se verificar com éalgebra simples que esses prémios satisfazem a condicdo de
paridade CALL-PUT:

X 1

(1+R) p+sS= (1+R)(S, _SD){[(1+ R)S S, ]Sy +[ Sy —(1+R)S]X}.

C+
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3.1.4. Probabilidades Risco-Neutra independentes da trajetéria:

A dificuldade com essas express@es para as probabilidades risco-neutra, é que,

para mais de um periodo, elas depender&o do prego do stock S, e, portanto, da trajetoria do

mesmo. Existe um caso, entretanto, em que as probabilidades risco-neutra independem da
trajetéria: 0 caso em que S;,=US e S,=DS, ou seja, em um processo estocastico

multiplicativo em que S pode ser multiplicado pelo fator U ou D tais que U >D>0. Nesse
caso o S colocado em evidéncia no numerador e denominador se cancela, levando as

probabilidades risco-neutra independentes da trajetoria:
7 = (1+R) , D e n - (1+R)| U i
(U-D) (1+R) (U-D)| (1+R)

3.1.5. Opcgdes européias em n periodos:

Agora pode-se usar as probabilidades risco-neutra, que serdo sempre as mesmas,
independentemente da trajetéria seguida pelo preco do stock, para calcular a esperanca de

ganho (valor intrinseco) do titular e usar o conceito de prémio justo para calcular os prémios
da CALL e da PUT. No caso de n periodos a restricdo sobre o strike price € D"S< X <U"S.

Vale lembrar que os prémios sdo pagos em t=0 e aplicados na taxa R, portanto em t=n

c L
valerdo (1+ R)”{p): E[ ““'}. Se os agentes sdo0 neutros ao risco, pois ele foi eliminado
put

pelo hedge perfeito, e sabemos 7z, e z,, a probabilidade de terem aparecido k Ups e n—k

Downs em n  periodos serA dada pela  distribuicdo  binomial?

(M) ek n! n—k _k : -k gk
P(n,k)-(kjﬂb 7y _k!(n——k)!”D 7, . Nesse caso o preco do stock foi para S, =D"*U*S.

Dessa forma podemos calcular os prémios da CALL e da PUT européias:

1+R nank, ng*k;zg Max| D"*U*s - X, 0]

k=0

1+R nank, ;rg*kzg Max| X —D"*U*s,0]
k=0

2 Ver capitulo 2.
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Vamos nos livrar da fungdo Max procurando o k., de corte onde vale a igualdade

« . _ In()S(J—nln(D) .

kCUI
D" *=U*«S =X, ou seja, para | —| =-—D", ou ainda, k, =int ,
D S In(U j

int(x):inteiro dex. Note que U>D significa que In(%)>0 e que a restricdo
D"'S<X <U"S, ou seja, nIn(D)sIn[%)snln(U), garante que k, >0. Se D<1 entdo
-nIn(D)>0 e, com mais razéo ainda In(%)—nln(D)>O. Por outro lado, D>1 significa

que —nIn(D)<0 e, também, que In(%)>nln(D)>O, mantendo In(éj—nln(D)>0.

Separando os termos com S e X podemos re-escrever 0S prémios como:

cm > z (EJ(%D)”(%U)M X v (:Jﬂgkﬂg

«  mU « mpD A .
Agora notamos que Ty = e = também s&o numeros positivos que

(1+R) ° (1+R)

satisfazem as condicbes de probabilidade, pois

U N 5D

=1. O fat
(1+R) (1+R) ator

111

- = — - pode ser, entdo, incorporado nas somatorias que envolvem U e
(1+R) (1+R) " (1+R)

D, da seguinte forma:

n—k k
n n n n
=S Y ( j(nDDj (;;qu X ¥ [ jﬂgkﬂé
a\k L1+ R 1+R)  (1+R)" Jgialk

B (1+XR)" :Z@”D K ‘SZ( J(ui)n_k (figj

Que podem ser reescritas como:

N ny . . n n
c=3 2 (k]ﬂ-Dn_kﬂUk_ X n Z ( jﬂg_kﬂllj

K=k +L (l+ R) st K
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k kcul n . .
e gl
k=0

Agora podemos checar a paridade PUT-CALL novamente:

n

c-p= SZ( J sk X nZ(EJ”S%

(1+ R) k=0

n oo M
Entretanto sabemos do bindmio de Newton que (a+b) =Z(kja" ‘b e se
k=0

n

n
(a+b)=1entdo Z(kJa”kbkzl. Examinando a formula acima percebemos que tanto
k=0

(M) sk (M) ek k X
7y m, =1 quanto 7y my=1,1lo0go c-p=S-——- o0U C+ —=p+S,
;(kJ b 7y q ;‘(k} b u g p (1+ R) (1+R) p

gue é arelagéo de paridade PUT-CALL.
3.1.6. Férmulade Black&Scholes obtida através do limite para n — 0.
3.1.6.1. Processos estocasticos aditivos
Sabemos que para n—o a binomial converge para a normal®:

B (k—np)2
e 2" . Como n representa o nimero de periodos vamos expressa-lo

n qn—k pk N 1

k J27npg
simplesmente como o tempo t. Suponha a situacdo aditiva em que S,,=S,+J, com
probabilidade p, ou S, =S, +38, com probabilidade q, sendo &, >dJ,. Seja k o nimero de

passos Up e t—k 0 numero de passos Down. Depois de t periodos o preco sera
S, —S—10,

S, =S+t +k(&, —-0,). Mudando a varidvel para k=—"'———-2 temos que
(5u _50)
k —tp =m, onde & =E[5]=pd, +qJ, . Além disso, ﬁz(@ -3,), logo, o preco da
(5u _5D) dk

acao apoés t periodos segue o Movimento Browniano, ou processo estocastico de Wiener,

 [s-st5 ]
e 2t pq((iu—(?D)2

27t pq (3, —5,)

Browniano ou processo estocastico de Wiener.

dado pela normal MB(S,)= . Esse processo € conhecido como Movimento

B Ver capitulo 2.
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3.1.6.2. Processos estocasticos multiplicativos

Suponha agora o processo multiplicativo S, =US, com probabilidade p ou

k
S, = DS, com probabilidade q . Depois de t passos o preco sera S, = D'"*U*S =(%) D'S.

InS,—InS-tInD e E:Stm(%j, Nesse caso

o)

e 0 preco da agdo segue um movimento Browniano

Tirando o logaritmo de ambos os lados k =

(S%)—t(plnu +qlnD)
In(gj

In
k—tp=

‘:In(s%)ft( pInU-qln D)T

u
2tpgIn?| =
pqn(D]

U
27tpg In (Dj S,

Note as diferencas entre os dois processos, 0 Browniano e o Browniano

Geométrico dado pela log-normal: MBG(S,) = ¢

Geomeétrico:
_[se-s—ut] ~ [In(s%)_ﬂt}
MB(S) =&~ & MBG(S)=° ——
v 2ot YV 2rots,

O capitulo 2 apresentou as propriedades das distribuicées Normal e log-Normal. No

primeiro caso E[S,—S]=ut e V[S,—S]=0"t. No segundo caso E{%}:ewzt para a qual

woaman 3]} 2 (o) o

3.1.6.3. Convergéncia do modelo CRR para o modelo de Black&Scholes™*:

Convergéncia da Binomial para a Normal pode ser estabelecida como:

(k-np)° 2

(N n—k ~k 1 . 2npq _ 1 T
— |e dk |=— e 2dz
%(k]q SN Frr kj J2z kofnp
¢npq

A convergéncia do modelo de CRR para Black&Scholes na forma a seguir pode ser encontrada nas notas de aula do Prof. Don M. Chance,
Teaching Note 00-08: Convergence of the Binomial to the Black-Scholes Model (July 8, 2008), disponibilizadas em pdf no site
http://www.bus.lsu.edu/academics/finance/faculty/dchance/Instructional/Instr.htm
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22

Seja (D =%je 2dz a funcédio distribuicdo de probabilidade cumulativa da
N

Normal padrao 0,1). Podemos usar a  simetria da Normal,
1 Te 2dz 1 e 2dz =®(—x), para  expressar a  somatbéria como
N2 |5

z n n-k ~k
QT pt > @ Ja a somatoria complementar ser4 dada diretamente por
5[5 [ «/_J’J

Trocando o retorno pelo log-Retorno r=In(1+R), ou (1+R)=e", no modelo CRR

chegamos a:

R

k=k"

&
p — Xe_mZ(:jﬂ-B_k”S SZ( j *n-k *k

k=0

No limite de T =n — « nos leva a:

c:ScD[ ,_ﬁuﬂu\/_] Xe~ rTcp( kruﬂo«/T_

Essa é quase a férmula de Black & Scholes desde que possamos expressar tudo

J ou ¢c=Sd(d,)—Xe "d(d,).

em termos do log-retorno r e sua volatilidade o, em lugar das probabilidades 7z . Note que
0 preco da acdo ndo segue as probabilidades risco-neutras do modelo binomial, mas um

conjunto (p,q) qualquer. A idéia, portanto, é escrever tudo em termos da esperanca e
variancia dos precos das acgdes evitando utilizar o conjunto de probabilidade (p,q)

especifico. Se o preco s6 pode subir ou descer pelos fatores U e D ao fim de n periodos

k
teremos que S, =D"*U*S e %:D”(%j , portanto, In%:kln(%)+nlnD. Nesse caso

T} ninD
E[In%}:E[k]ln(%}rnlnD de onde tiramos que k= [ S U . Nada aqui
(o)
D

depende das probabilidades.
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Por outro lado EKIn%T—E[In%Dil{ln(%ﬂzE[(k—l?)z] ou  seja,

o s
o-l(T/):In[UBjo-k. Dessa forma obtemos o, = I(A), e podemos escrever
" In[j

D
S S
— In| = |+E|In="
K k_n(x} {” }
O, O-m(s%)

Para o segundo termo da CALL temos que e"=(U-D)z, +D=7x,U+7,D. Isso

significa que E{%T} =[z,U+7,D]' =e™, e que In E{%} =T . Se x segue uma log-normal™

o 2
entdo E[x]=e" 2, de onde tiramos que InE[x]:y+%= E[Inx]+%v[lnx]. Daqui vemos

2
queE[Inx]=In E[x]—%v [Inx]= ,u—%. Usando esse resultado obtemos:
2 2
El i el S |2 [ |t
S S 2 2
O qual nos permite expressar d, como:
2
. — In S +Hr=2 T
g K-k _ X 2
o o T

Para o primeiro termo as probabilidades agora sdo 7, =e'z,U e z,=e"7,D.

U

Nesse caso 7, =e'Ux, =W[1—e’rD]. Isolando para e temos que,
U-D)x, . .
e“D:l—%, que pode ser transformado em e™' =%. Desse resultado

extraimos que:

+ Uz, +Dx, (1) (1)

e =—"2L Y-z | |+7,| =
ub U D

Mas E| > =, (ij—FﬂD(i) logo e"=E Sul e r=inE| 22| Entretanto
S, U D S, S,

iziims”=lj% e E{Si}zE{H%}HE[%} porque se x e y sao
t T

S §S, § t t t

' Ver Capitulo 2.
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independentes, entdo E[xy]=E[x]E[y] e os passos s&o independentes entre si. Agora
E| S |- ., (l)HzD(ij e E|> |- 7, (ljJr;zD(ij =e . De onde tiramos que
S, U D S, U D
—IT =In E{i}
ST

Agora se S segue uma log-normal, entdo E{i} =" 7, Todavia, E{%} e 2
t-1 t

. A . S, S,
porque a esperanca troca de sinal, mas a variancia nao, ou seja: E|In— |=-E Ins— ,
t-1 t

T2 2
mas V{In:—t}:v{ln%} Dessa forma E{Si}:e e e r:,u—%. Daqui, portanto,

t-1 t T

| {315y

extraimos que E InS—T =T +Z-T . Assim obtemos d, =
S 2 G\ﬁ

Dessa forma chegamos aos resultados de Black & Scholes:

c=S®(d,)-Xe"®(d,) e p=Xe"®(-d,)-SP(-d,), com:

LI G S L

1 O'\/-F 2 G\/-]T

3.2. Deduc&o da férmula de Black & Scholes pelo prémio justo™.

A idéia para a deducdo da formula de Black & Scholes através do conceito de

prémio justo vem dos seguintes postulados:

1. O preco das ag¢des segue uma distribuicdo log-normal com parametros ¢ e o, na

~ [In(8)-In(s)-at ]’

forma LogN(i' Jj_i para a qual E{In[iﬂ— y+0—2t
s 270tS, S 2 )

'® Essa é a forma utilizada para o calculo dos prémios das opgBes no capitulo 22 de André Marins, “Mercado de Derivativos e Andlise de
Risco”, AMS Editora 2004.
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2
2. A esperanca do log-retorno tem que ser igual a renda fixa r, ou seja, [;H%]t =rt

2
para evitar a possibilidade de arbitragem. Nesse caso u=r —% :

3. O prémio deve ser igual a esperanca de lucro intrinseco do titular usando a log-

2
normal LogN i;r—g—,a .
S 2

Comentarios: o postulado numero 2 ficou vago e nao foi necessario na primeira
forma de deduzir B&S. Na forma mais rigorosa, utilizando equacgédo diferencial estocastica,
tanto o processo de hedging, via delta-hedge, quanto a operacdo de arbitragem que se
deseja evitar, sdo mostrados explicitamente. Felizmente existe um teorema relativo a
arbitragem que garante que a condicao 2 se verifica. O resultado final, portanto, é correto.

Dadas as suposi¢des acima, podemos escrever:

-]
26°T

\270T S,

c=e"TJ‘e Max[S; - X,0]dS,

Que pode ser re-escrita como:

{'n(ST )"”(S)’[”%H [ln(sT )fln(S)f[r—%zj TT

T 2 e 20°T T x e 20°T

c=e"' ds; — Xe™" ds

;[ 27T ! ! \276T S, !
Vamos fazer a mudanca de variavelw=1InS, dw= sy dsS; =S,dw=e"dw para re-

T
escrever a integral como:
{W—IH(S)—[F—%ZJT} {W—m(s)‘[r‘%z} T}

© o 20°T w0 2027
c=e" .[ ¢ e"dw— Xe " .[ ¢ dw

X 26T nx 20T
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o 2]

_ 2 e 26°T
Vamos comegar com a segunda integral 1, = j dw. Mudando a
X J27oT

{w—ln(S)—(r—i}T}
N

chegamos a 1,=—==[e ? dz=®(-z,), onde

Z

variavel para z=

Q
_|
-
B

0

z,=— =-d,,logo 1,=®(d,).

o y]

+W
20°T

Nesse ponto ja4 temos o resultado: c=e ™" I ¢ dw—Xe " ®(d,),

e J270T
w-In(S)- r—g—2 T}
o0 { 2 [ZT 2] tw
faltando apenas resolver a primeira integral |, = j ¢ dw. A idéia é
X J276T

completar quadrado no expoente chegando, apés algebra direta, ao resultado:

) [W—In(s)—(r—ijT o {W—In(s)—[HfJTT o

20°T 20°T

Nesse ponto troca-se a variavel para z=

1)

ao limite inferior z, =— =—d,, e ao resultado intermediario:

oNT

Cancelando rT , finalmente, recuperamos Black & Scholes:

, a qual nos leva

c=S0(d,)-Xe"®(d,) e p=Xe"®(-d,)-SP(-d,), com:

(et W)

d, = e =
1 oNT 2 T
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Essas sao as formulas de Black & Scholes que levaram ao prémio Nobel de Merton
e Scholes'” em 1997. A demonstracdo desses resultados é usualmente apresentada como a
solucdo de uma equacéo diferencial estocastica relacionada aos processos de difusdo que

seré& discutida no proximo item.

3.3. Modelo de Black & Scholes

3.3.1. Processos Estocasticos

3.3.1.1. Movimento Browniano Padré&o

Movimento Browniano Padrdo é um processo estocastico que satisfaz as seguintes

propriedades:

1. x(0)=0
2. x(t,)—x(t,) € uma distribuicdo normal com esperanca nula e variancia |t, —t,|
3. cov| (x(t)=x(t4))i(x(t )= x(t_,))], ou seja, os incrementos s&o independentes
entre si
N
2At
Nesse caso a distribuicéo é dada por: W (Ax,At) = ¢ )
27At

3.3.1.2. Movimento Browniano com Drift

O movimento Browniano com drift tem as propriedades 1 e 3 idénticas ao

Movimento Browniano Padréo, mudando apenas a 2:
2. x(t,)—x(t,) € uma distribuicdo normal com esperanca x(t,—t,) e variancia [, —t,|

Nesse caso, se =0 e o =1 retornamos ao Movimento Browniano Padréo

3.3.1.3. Martingale

A palavra vém do francés e era usada para a estratégia de dobrar a aposta até que
conseguisse vencer. O significado usual é da correia que vai do bocal ao encontro das patas

dianteiras para evitar que o cavalo levante demasiadamente a cabeca. Em probabilidade o

z

Martingale € um processo estocéstico em que a sequéncia X, X,,..,X, tem a seguinte

n

propriedade:

Effx,|] <

Y Black ndo ganhou o prémio em conjunto porque faleceu antes.
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E[ X X0 X000 %y | = X,
Ou seja, os valores x;,X,,...,X, ; N8o interessam, pois ndo ha memoria.

Note que x(t)=ut+oW (t) satisfaz as condigbes do Movimento Browniano com

Drift.
E[x(t)]=E[ ut+oW (t)]= st +cE[W (t)]|= st
VIx(t)]=V[st+oW (t)]=cV[W(t)]=0c"
3.3.1.4. Composicao de Movimentos Brownianos

Se em t, o sistema estava em x,, a probabilidade de encontrar x entre x, e
X, +dx, notempo t >t, sera dada por:

Da-x-u -ty N

g 20°(Lt)
dW[x1|xo]=dexl.
Agora, sabendo que em t, ele estava em x,, a probabilidade de encontrar x entre
X, € X, +dx, notempo t, >t sera dada por:
XX (G -t)P
207 (t, 1)

dW[x, |x]dx, =

oufZﬂ (t,-t)

Analisemos agora a probabilidade composta de chegar a X, no momento t,

dx, .

sabendo somente que o sistema estava em x, no momento t,. Nesse caso, temos que:
+00
W[Xz |Xo] = J.W[Xz |X1]W[X1|XO]dX1
[%—%-u(t, *tl)]z [ -X%-# (H*to)]z

267 (t,-1,) e 20° (t,—tp)

e
°]__L o2 (t,-t) © o2 () ‘

WX, |x

X,

WX, |X,] =j f.(x,—x)f,(x )dx, éa convolugdo entre f, e f,.Logo,

[x—p (t2*t1)12 [x=xo—u (H*to)]2

ef 262 (t 1) ef 262 (4 -1;)

fl(X): G\fZﬂ'(tz_tl) ’ fZ(X): 0'\1271'(t1—t0) ,

caracteristicas serao:

e suas respectivas funcdes

Uz(tz—tl)tz

) Uz(tl‘to)tz
2 e p,(t)=e

it~ )— iXOIei'U(tl_to |

o (t)=e

A funcéo caracteristica de W[x,|x,] sera dada agora por ¢, (t)=g(t)e,(t):
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ot
o (t) e'xote'#(tz i+l to) e_ (tz 4+ —t) elxotel/t(tz—to)Ze_?(tz‘to)
X2

Agora podemos encontrar a funcéo W[x2|x0] , que serd dada por:

[e—x—ulta—ty )]2
e 20°(t,-1)

o2 (t,—t,)

Isso significa que a distribuicdo de dois movimentos Brownianos subtraidos é um

W[X2|Xo]=

Movimento Browniano com o At entre os dois momentos:
w (t+h)—W (t) =W (h)

Vamos chamar o diferencial estocastico dwzgirEW(Hh)—W(t). Note que a

funcdo nao é diferenciavel pois:

V{W(”?_W(t)}=h—12V[W(t+h)_W(t)]:h_lzv[w(h)]:%:%’ e %—)oo se

h— 0. Portanto, o diferencial existe mas a derivada nao. Isso vém do fato de que dwW ~ ﬁ

dW\/_t

"ot dt

Agora:
E[dW]=limE[W (t+h)-W (t)]=limE[W (h)]=0

h—dt

V[dW]=limV [W (t+h)-W (t)]= limV[W (h)]=limh = dt

h—dt h—dt
E[dwWdw]=E[dW? =V [dW]=dt
E[dwdt]=dtE[dW]=0, pois E[dW]=0
V [dWdt] = dt? [dW | =dt’dt =0, pois é de ordem 3.

Assim, percebemos que dW segue uma distribuicdo normal, com esperanca nula

mas nado pode ser desprezado frente ao drift porque wdt é da mesma ordem que

Y [dw] =dt. A regra de multiplicacéo dos diferenciais estocasticos até primeira ordem é:

dw dt

dw dt 0

dt 0 0

Tabela 6. Regra de multiplicacdo dos diferenciais estocasticos até primeira ordem
Com a Tabela 6 podemos expandir qualquer funcdo de uma varidvel x que segue

um Movimento Browniano: dx = udt +ocdW
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3.3.1.5. Lemade It

Usar a tabela de multiplicacdo para fazer a expansdo em série de Taylor de
qualquer funcéo de x.

Entretanto, sabendo que:
dx? = (udt + odW )” = 220t + 2 uuodtdW + o2dW 2

Note que, conforme demonstrado na Tabela 6, dt>=0, dtdW =0 e dW? =dt, logo

dx* = odt .
dx = pdt + ocdW

Entdo, para f(x,t)

2
df =ﬂdt+idx+lgdx2
ot OX 2 OX

2
df =ﬂdt+i(,udt+adW)+lgazdt
ot X 2 OX

2 A2
df :{i+yi+a—ﬂ}dt+ﬂdw

ot ox 2 ox? OX
. o of of 2 0% f
Assim, temos um termo deterministico, dado por —+/¢—+U——2 dt, e um
ot oX 2 OX
.. of
termo estocastico, —dW .
OX
3.3.1.6. Movimento Browniano Geométrico

No caso da Log-normal, P(t)=InP(t) e o P(t) satisfaz as condi¢des de um

Movimento Browniano Geométrico.

P(t)=e"
oP 16°P 1 2
dP=—dp+=-—dp® =e"dp+=e”(d
6pp28p2p pz(p)

2
dP = ep[dp%dpz}: P[ﬂdtmdw +%dt}

2
dP:(,u+%det+anW

2
, o . . L
Fazendo u'=u +7 0 Movimento Browniano Geomeétrico segue:
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dP =u'Pdt + cPdW

Enquanto o Movimento Browniando segue

dP = udt + cdW

Desde Bachelier que se encontra que o preco das acdes segue um Movimento
Browniano Geométrico em lugar do Browniano Simples. Ou seja, € o log-retorno quem

. . S ~ ~
segue 0 movimento Browniano, Ing—”, e ndo o S. Entdo podemos supor que:
t

dS = xSdt + oSdwW

3.3.2. Equacéao da Difuséo

Fluxo, em fisica, significa quantidade de algo, vamos chamar de M, por unidade de

. . AM N
area por unidade de tempo: J = AL Com essa definicdo vamos fazer o balan¢o de M em

um volume:
AMentra :J (X) AAt
AM,; = J (X +Ax) AAt
AMy;, = J (x) AAt—J (X + Ax) AAt
AM, = —3 (x+Ax) — 3 () AM aaxat = - avat
AX ox
@ _aM _ac
OXx AVAt ot

AM
Onde a concentracdo de M é dada por C:N' Dessa forma chegamos na

oC
Equacédo da Continuidade, dada por ™ + ' =0.

3.3.2.1. Lei de Fourier

oC _ . n : ~
J :—D&, ou seja, o fluxo de M vai da regido de maior concentracdo para a de

menor concentragdo, por isso chama-se de difusdo. D é chamado de coeficiente de difusao.
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A dimensdo de D é AM —[D]ﬂ, ou seja, [D]

_AvAX _a¢ U
AAAL AV AX B

MMttt T

Tipicamente, D é dado em cmz/s. Usando a Lei de Fourier na equacdo da continuidade,

0°C oC

~D—+-—=0, chegamos na equac&o da Difusé&o:
OX ot

0°C 1oC
x> D ét

3.3.2.2. Solucédo da equacdo da Difusdo sem condicdao inicial

Sem condig&o inicial vamos verificar que C(x,t) = é solucédo da equagédo

\N4rDt

x2 x2

aC 1 1et x? g4t
- = - +
ot JazD| 2t Jt 4Dt t

da difusdo. Para tanto notamos que

>(2

2 T4Dt
ig: —i+% C . Por outro lado, @:_ 2x__e X C e a derivada
D ot 2Dt 4D% ox  ADt\4zDt 2Dt

segunda é dada por:

0°C a[ X } 1 X oC 1 NG
—=—|-—C|=-——~C-————=|-——+——|C
ox>  ox| 2Dt 2Dt 2Dt ox 2Dt 4D%

~ o’c 1lac o°C 1aoC .
Entéo, 6_=__’ logo, ——-——=0. Comparando com 0 movimento
X

JarDt N

é solucéo da equagcéo de difusdo. No caso do bébado, ® =4p?v?r, logo D =2p®v’r, com

Browniano,

1 i .
, vemos que 2D =06, 0u D= 502. O movimento Browniano

2
1 1 1(vt)” 112
p== e D=>Vv’r. Também se escreve D:—( ) =——, com |l=vr. No caso da
2 2 2 T 27

difusdo | é o livre caminho médio das moléculas antes de um choque com outras

moléculas.

X2

e 40t

NarDt

Agora, a solugdo que encontramos C(x,t): € uma Normal, logo

jC(x,t)dx=1 Vt. No limite t— 0 a largura da normal vai a zero, mantendo a area
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XZ

“ant
unitaria. Logo, lim o0 =5(x). Entdo essa solugdo s6 vale se, inicialmente, todo M
- T

estava concentrado em um ponto, ou seja, C(x,0)=5(x) .

3.3.2.3. Solucédo da Equacéo de Difusdo com condicéo inicial.

Suponha agora que queremos a solugcdo da equacdo de difusdo que inicialmente,

_(x—z)2

o 4Dt
em t=0, valia c(x,0) qualquer. Note que C(x,t)= J. f(z)mdz satisfaz a equacao
7

—00

de difuséo.
, , () ()
0 10 ¢ 0° e 4t 10 e ™
—-——|C(x,t)= | dzf ()| ———-———F+——=1|=0, pois u=x-z,
{ax2 Dat} () [@ (2) ox* J4zDt D ét \J4zDt P
iz—a_zeénaomuda a_zﬂ_lg—
ox* ou® ot " ou’ J4azDt Dt
S6 que agora podemos tomar o Itlng de ambos os lados:

) +°° . e Aot w
mc(x,t):_jwf(z)m\mdzzif(z)5(z—x)dz

C(x,0)= f ()
Ent&o:

2
C(x,0)= +fc(z,o) * ™

JAarDt

E a solucdo da equacdo de difusdo com a condig&o inicial dada.
3.3.3. O Modelo Black & Scholes

Vamos usar a seguinte notacdo nas grandezas que aparecem no modelo de
Black&Scholes: D é dinheiro, S o preco da acdo e ¢ o prémio da op¢ado de compra. Nossa
convencgdo de sinais é a do investidor que entra com dinheiro positivo em t =0 para receber
dinheiro no momento seguinte. Assim quantidades positivas em t=0 significa que o
investidor pagou e negativas que ele recebeu. A andlise é feita sobre o ponto de vista do

lancador da opcao. As hipoteses do modelo de Black & Scholes sé@o as seguintes:

72



1. Mercado perfeito.
. 1dD . . , L
2. A taxa de renda fixa vale r=BE e nao ha limite nem racionamento de crédito

portanto, dD =rDdt.
3. O preco das acbes segue uma Distribuicdo Browniana Geométrica:
dS=uSdt+o0SdW, onde x é o drift, ou o rendimento deterministico, o a

volatilidade e W um processo de Wiener, ou movimento Browniano padréo.

4, O retorno de portfdlios de arbitragem sem riscos € nulo.

3.3.3.1. Desenvolvimento da equacao diferencial estocastica de Black &
Scholes:

Se c(S,t)é o prémio da opcéo entdo a expansdo em série de Taylor com o Lema

de It6 é dada por:

oc oc o°S? d%c
de=(—+uS—+ —
ot oS 2 0S

)it + o5 2 aw
25

Agora, vamos criar um portfélio de arbitragem com um investimento | aplicando D

em renda fixa, comprando q agbes por gS e vendendo uma opgéo por C, ou seja,
|=D+gS—-c. O retorno desse portfélio é dado pela soma dos retornos:

dl =dD +qdS — dc . Substituindo as expressées acima temos que:

202 A2
dl = rDdt + q[uSdt + oSdW ] || L4 s L4 T3"OC gy 55 gy
ot S 2 88? oS

Que pode ser escrito como:

oc) oc o%S? o%¢ { 60}
dil=|m+uS|lg-=|-Z=-22 %~ ldt+ 0S| q—— |dW
{ ﬂ(q jat 2682} 72197 %

3.3.3.2. Eliminacéo do risco

Observando a expressdo acima percebemos que o retorno contém um termo
deterministico e um termo estocéstico. Para eliminar o risco precisamo anular o termo

estocastico, o que é feito obrigando: q _oc —(Q Ou seja q= @ Voltando ao modelo binomial
0S

0S

percebemos que a replicagdo do portfolio foi feita comprando g :ﬂzﬁ que é

S, -Sp S

versao discreta do hedge q= oc que acabamos de obter. Esse é o chamado delta-hedging.

0S
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Note que se trata de um hedge dinamico pois a quantidade de a¢es vai mudando ao longo
do tempo de acordo com a mudanca dos pagamentos possiveis para a op¢cdo. No modelo
de Black&Scholes o delta hedging elimina completamente o risco.

3.3.3.3. Desaparecimento do DRIFT
Note entretanto que ao escolher :@ o termo contendo o drift desaparece e
0S
ficamos com:
202 A2
ot 2 082

Vale a pena perceber aqui que a eliminagdo do risco elimininou o retorno
deterministico e tudo vai depender apenas do retorno de renda fixa do mercado. E analogo
ao fato de que usamos as probabilidades de risco neutra no modelo binomial e ndo as
probabilidades verdadeiras. Na probabilidade de risco neutra o preco da acdo se torna um
Martingale e o retorno esperado com essa probabilidade é o retorno de mercado da renda

fixa. Isso justifica 0 segundo procedimento que utilizamos para calcular a formula de Black &

2
Scholes obrigando a acéo a apresentar um u=r _9_ para a esperanca de retorno ser igual
2

a da renda fixa. Note, entretanto, que a acdo poderia apresentar qualquer retorno

2
deterministico 4, = r — Z_ por que ele desapareceu na eliminag&o do risco.
2

S6 falta agora impor a condicdo de que portfélios de arbitragem apresentam

retornos nulos, ou haveria oportunidade de arbitragem. Para ser um portfélio de arbitragem

é necessarioque | =D+qS—-c=0, ou D=C—SS—§,Iogo:

202 A2
ac o o°S” d%c dt=0 e chegamos na equacdo diferencial

oS 2 552

oc oc  o°S% 8%
—+rS—+
ot oS 2 5%

3.3.34. Condigdes iniciais

Para a call as solugdes iniciais s&o as seguintes:
Se o valor da acédo é nulo entdo uma opgao sobre ela nada custa pois nada se deve
pagar no final. Matematicamente isso é escrito como C(O,t) =0. Se a opcao é instantanea,
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i.e., t=T, so existem duas alternativas: S; > X e o lancador exigiria ¢ =S; — X para cobrir

Seu prejuizo ou S; <X € a opgdo nada custa. Matematicamente isso € escrito como
C(ST,T)zMax[ST —X,O]. As duas condi¢cOes iniciais portanto s&o: c¢(0,t)=0 e
c(Sr,T)=Max[S; — X,0].

3.3.3.5. Solucédo da equacdo diferencial de Black & Scholes.

Existem duas formas de chegar a solu¢cédo de Black&Scholes. Uma é usar a férmula
ja conhecida e verificar que ela satisfaz a equacéao diferencial e as condic¢des iniciais. Outra,
a utilizada originalmente no trabalho de 1973 é usar mudancas de variaveis para converter a
equacao diferencial de B&S na equacdo de difusdo. Vamos usar o método original nesse
trabalho.

3.3.4. Converséo da Equacéo de B&S na equacéao de Difuséo

2Q2 02
A equagdo de B&S € g o5 acz:
o s 2 05

relacdo a Se primeira em ralacdo a t mas ndo é a equacao de difusdo porque envolve

=rC envolve derivada segunda em

primeira derivada em relacdo a S, o sinal da derivada em t esta trocado, esta multiplicada

por S e S%e tem um termo rc a mais. Vamos aplicar um conjunto de transformacfes até
levar essa equacdo para a equacado de difusdo, explicando o papel de cada uma dessas

transformacoes.

. S S
Transformacao 1: Para se livrar de S e S°: fazer u= Iny, mantendo o X para que X

. , ) C N GC G‘C 6u 18C
seja adimensional, — nao muda mas —
ot 68 6u 68 S@u
0°C o (1eoC 1oC 1 a ~
=== = =t Dessa forma a equacdo se transforma em
0S O0S\ S ou S“ou S
2
o« Si S —2 =rC que resulta em:
S 2 S
C 8C a 2 0°C
— =rC
8t 8u 2 ou?
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Transformacédo 2: Para se livrar do rC. Se C(u,t) ndo dependesse de u teriamos

2
g_C - g (2: =0 e aa_ct: =rC. Logo, C=e" ou C=e """, Fazendo C(u,t)=e""y(u,t)
u au
entao
aC _ refr(H)y Lo T oy CC e oy
ot ot ot
2 2 2
Cre TN [ O |errod O oy 8—32/ =rC
ot 2 ou 2 ou

2 2 A2
@4_ r_a_ ﬂ+o-_a_¥zo
ot 2 Jou 2 ou

~ . . 0
Transformacéo 3: Para se livrar de constantes e trocar o sinal de Yy

t'=(rG—G;T(Tt) e u'=(r—022]2

o N
2 2
622
r_i
@:Q@:_( 2)@
ot ot ot o’ ot
2
(722
r_i
Q_ﬂ@__( 2j5_y
ou ou' ou o’ '
2
0'22
2 ' r-— 2
oy_oyou 2) 0y
ou?  ou' au o?  ou”?
2

Substituindo:

R P P )
L)y U2)y ol 2) 8y

—++

o’ ot o’ a2 (g2) ou?
2 2 2
2
ay-l-ﬂ-l- {:0
ot' ou' ou'
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~ . oy
Transformacdao 4: Para se livrar de E

y(z,t)=y(u'+t't'), z=u'+t'

y_yow_ oy oy oy

oz ou'oz au'l au? ozl

iy(z,t') Zy@z 07 6‘y 8y
z ot' ot' oz 8t

oy 8y ay o’y
ot' oz az 62
2
OANCR
ot' oz°

7(u'+z')2

4t oy

€ solugdo de ——+—
ot'

Ouseja, ¥y = em

(z-2)°

4t

Agora: y(z,t') Idzyzo)m

r——
2

3)/ o’y
au ou”?

2
t—>0,t>T. t'u(T—t). Para t'=0, z=u'. O termo ¢ """ —1. A condigéo
o

2

inicial € que: t=T , C =max[S - X,0], como u=|n§—>5=xeu

max[S - X,0]=H [xe“ —x]: H [x(e“ —1)}:{

Em termos da variavel z temos que:

x(e"-1)sez>0
0 sez<0

7 N\
=
|
l\)‘q

——ij para t'=0, entdo:

x(eu —1)se e'-1>0

0

see'-1<0
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y(z,0)

o
x e(rjé)—l sez>0
0 sez<0
+o0 o’ a
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3.4. Testes empiricos da formula de Black&Scholes para CALL.

Para a realizacé@o dos testes empiricos foi selecionada como ativo-objeto a acao da
Petrobras (PETR4), que possui liquidez elevada, cotada a 25,85. Foram analisadas duas
séries de CALLS para essas agcfes com t=0 em 12 de novembro de 2010: as PETRL
(Tabela 7) com vencimento (T ) em 20 de dezembro de 2010, e as PETRA (Tabela 8), t=T
em 17 de janeiro de 2011. A seguir apresentamos passo a passo as etapas para o calculo
do prémio justo. A volatilidade foi calculada utilizando o Método de Estimador de Média
Movel com Amortecimento Exponencial (EWMA). A taxa de juros utilizada foi calculada com
base no DI futuro. Em seguida utilizamos a formula de Black & Scholes para o célculo do
prémio e obtencéo da volatilidade implicita.

Preco de Ofertas Negécios Realizados

Cédigo Exercicio Abertura Minima Maxima Média Fechamento Compra Venda NumeroQuantidade

PETRL18 17,88 8,71 831 811 8,47 831 8,15 9,39 7 800
PETRL20 19,88 6,63 6,30 6,63 6,48 6,31 6,21 6,99 66 18.300
PETRL22 21,71 4,85 445 4,95 476 4,45 4,45 4,55 189 161.700
PETRL24 23,71 3,05 256 3,05 2,85 2,66 2,66 2,7 1930  5.541.900
PETRL25 24,88 2,1 1,81 211 1,97 1,81 1,71 1,99 7 1.100
PETRL26 25,88 1,34 110 1,43 1,25 1,14 1,13 114 6428 10.840.100
PETRL28 27,71 0,55 0,39 0,56 047 042 0,42 043 5284 18.757.600
PETRL29 28,88 0,29 023 0,31 026 0,23 0,21 0,28 6 1.600
PETRL30 29,31 0,19 013 020 0,16 0,13 0,13 0,14 2511 11.620.100
PETRL31 30,71 0,15 009 015 0,12 0,09 0,07 0,12 4 2.000
PETRL32 31,71 0,07 0,04 0,07 0,06 0,05 0,05 006 381 3.414.100
PETRL34 33,31 0,03 002 0,083 0,03 0,03 0,02 0,03 39 463.600
PETRL36 35,31 0,01 0,01 0,02 0,02 0,02 0,01 0,02 13 70.500
PETRL38 37,31 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 2 4.100
PETRL40 39,31 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 - 0,01 9 255.000

Tabela 7. Série de CALLs PETRL - Fonte: BMF&Bovespa — Boletim Diario

Nota-se da tabela que o maior volume de negdécios se concentra nas proximidades
do valor atual da acéo, de 25,84, caindo para valores fora-do-dinheiro. O pico de liquidez,
para X =27,71 indica que o mercado espera subida na cotacdo dessa acédo, embora
proxima do valor atual de 25,84. A Figura 24 mostra o grafico do prémio da opg¢do em

funcao do “moneyness”, (X —S) para esse A-O.
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Prémio da CALL vs "moneyness" (X-S) para PETRL
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Figura 24. Prego da CALL em fung¢édo do “moneyness” para agdes da Petrobras PETRL. O indice L
se refere a Maturidade T dessa opc¢éo e os nimeros que se seguem indicam os diferentes strike

prices ofertado pelo mercado

Cadigo

Preco de

Exercicio Abertura Minima Maxima Média Fechamento

Ofertas

Compra Venda Numero Quantidade

Negocios Realizados

PETRA18
PETRA20
PETRA22
PETRA24
PETRA26
PETRA27
PETRA28
PETRA29
PETRA30
PETRA32
PETRA34
PETRA36
PETRA38

17,88
19,88
21,88
23,88
25,88
27,00
27,88
28,88
29,71
31,88
33,88
35,88
37,88

8,81
7,01
5,01
3,33
2,00
1,21
0,92
0,51
0,41
0,18
0,08
0,03
0,02

8,41
6,51
4,65
2,90
1,54
1,05
0,71
0,47
0,30
0,14
0,08
0,03
0,02

8,81
7,01
5,15
3,47
2,00
1,21
0,93
0,51
0,41
0,20
0,09
0,04
0,02

8,51
6,63
4,78
3,07
1,74
1,13
0,81
0,5

0,35
0,17
0,08
0,03
0,02

8,41
6,55
4,65
2,90
1,55
1,05
0,74
0,51
0,31
0,15
0,08
0,04
0,02

8,31
6,35
4,55
29

1,55
1,01
0,74
0,45
0,31
0,15
0,07
0,03
0,02

9,49
7,39
5

3,03
1,77
1,19
0,82
0,55
0,33
0,16
0,08
0,05
0,03

6

6
12
107
230

570

364
182
28
10
3

900
1.100
3.100

91.200
250.900
400
826.700
1.400
560.500
226.800
154.700
30.100
8.100

Tabela 8. Série de CALLs PETRA — Fonte: BMF&Bovespa — Boletim Diario

A Figura 25 mostra o0 mesmo tipo de grafico para a opcdo PETRA, com diferente

maturidade.
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Prémio da CALL vs (X-S) para PETRA
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Figura 25. Prego da CALL em funcédo do “moneyness” para agdes da Petrobras PETRA

3.5. Célculo da Volatilidade pelo Método de Estimador de Média Mével com

Amortecimento Exponencial (EWMA)

O EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) € um modelo de média mével

com um fator de decaimento exponencial. Sua formula pode ser expressa por

(1_2’) L

(1 /1)" € 0 Peso Ajustado, cuja somatoria

deve ser igual a um. Para um A de 0,94, e uma série de dados de 125 dias, atingiu-se o

EWMAz\/ZL;/n(rn—E[r])2 , em que 7, =

resultado de 33,38% ao ano, volatilidade bem préxima a informada pela BMF&Bovespa, que

foi de 31,36% ao ano. O passo a passo do célculo foi feito utilizando o Excel de acordo com

e . P , .
a Tabela 10. A coluna r computa o log-retorno, cuja férmula é In(—‘) Ao final da tabela é
t-1

calculada a média dos valores, resultando na E[r]. A férmula da Ultima coluna é

Y (rn - E[r])2 . A raiz quadrada da somatéria dard o valor da volatilidade diaria pelo EWMA,

sendo necessario multiplicar este valor por 252 para chegar ao valor anual.

A= 094
(1—2)= 006
(1—2)"= 0999562496
A= _ 060026262
a-ann

Tabela 9. Construcdo do EWMA no Excel
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Peso Ajustado

Data n Preco r EWMA
(7)
16/11/2010 0 25,40 0,060026262 -0,017561427 1,568896E-05
11/12/2010 1 25,85 0,056424686 -0,033101748 5,70957E-05
11/11/2010 2 26,72 0,053039205 -0,015227778 1,03013E-05
11/10/2010 3 27,13 0,049856853 0,000368664 1,3741E-07
11/09/2010 4 27,12 0,046865441 -0,015004856 8,81335E-06
11/08/2010 5 27,53 0,044053515 0,010222798 5,84056E-06
11/05/2010 6 27,25 0,041410304 -0,009132484 2,54596E-06
20/05/2010 122 2743 3,16184E-05 -0,040019631 4,74234E-08
19/05/2010 123 28,55 2,97213E-05 -0,02319647 1,42611E-08
18/05/2010 124 29,22 2,7938E-05 -0,021331434 1,12199E-08

17/05/2010 125 29,85
n 2
Y. =1 E[r]=-0,001291485 3" » (r —E[r])’ =0,000442111

Tabela 10. Célculo do EWMA no Excel
3.6. Célculo da Taxa de Juros através do DI Futuro

As opcdes escolhidas tém vencimento em 20 de dezembro de 2010 e em 17 de
janeiro de 2011, distantes 26 e 46 dias Uteis da data de andlise, respectivamente. A taxa de
juros a ser utilizada no modelo de Black & Scholes sera calculada a partir dos contratos de
DI futuro. A partir dos valores de ajuste diario, foi calculada a taxa implicita para os papéis

de DI futuro com vencimento em novembro e dezembro de 2010.

Vencimento AJUSTE DU Taxa Implicita Anual (r,)
Z10 99.519,89 12 10,63%
F11 98.603,51 35 10,66%
G11 97.770,28 56 10,68%

Tabela 11. DI Futuro

A partir destes dados, foi utilizado o método de interpolacdo simples para obter a

taxa de juros relativa ao prazo de 26 dias Uteis (du), de acordo com a férmula:

26—12)

r26du = (M] o (r210 +1) -1

r,,+1

O resultado obtido foi uma taxa de juros de 1,0498% para o periodo de 26 dias. Em

termos anuais a taxa é de 10,652%. Para utilizacdo no modelo de Black & Scholes, deve ser

uma série continua, obtida a partir de r =In(1+R). O resultado é uma taxa de 10,1222% [1/
anoj.
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O mesmo procedimento foi aplicado para calcular a taxa de juros da série de
CALLS com vencimento em 17 de janeiro de 2011. O resultado foi uma taxa anual de
10,671%, ou 10,1394% depois de aplicado o logaritmo.

3.7. Prémio Justo
Aqui, aplicaremos a formula de Black&Scholes, demonstrada ao longo deste
2 2
In§+r+G—T In£+r—0—T
X 2 q X 2

-~ T

No Excel, os dados foram organizados conforme a Tabela 12, expressos em termos

capitulo, para a precificagdo de uma CALL:

c=S®(d,)-Xe " ®(d,) , com d, =

anuais. Os dados utilizados no calculo do prémio justo das CALLS PETRL estdo contidos
nas Tabela 12 e Tabela 13, e os das PETRA estao nas Tabela 14 eTabela 15.

PETRL
- 25,85
Cumin = 33,38%
r= 0,10122163
T= 0,10317460
2
(o)
(r+7jT = 0,01619095
2
(o2
(r—7]T = 0,00469605
oT = 0,10721425
e = 0,98961084

Tabela 12. Construcdo do B&S no Excel para PETRL

A férmula de calculo da ¢ no Excel foi feita da seguinte forma: o valor das
expressdes @(d,) e ®(d,)na formula de ¢ foram obtidas a partir da férmula no Excel
“=DIST.NORMP(z)", ou “=NORMSDIST(z)”, dependendo da versdao do Excel utilizada
[portugués ou inglés], em que z sera o valor de d, e d,, calculadas através das formulas ja
demonstradas.

®(d)) - pIST.NORMP(d,)

®(d;) ~ piST.NORMP(d,)
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A férmula no Excel sera “=DIST.NORMP(d,)*S- X *e™" *DIST.NORMP(d,)". Note

que, na Tabela 12, criamos células para as variaveis S e e, de onde puxaremos 0s

valores, sendo necessario travar a formula nessas células usando $ para que seja aplicada

corretamente ao copia-la nas linhas seguintes. Os valores de X estdo na Tabela 7.

CALL X d, d, c

PETRL18 1788 35893 3,4820 8,1559
PETRL20 19,88 26003 2,4931 6,1807
PETRL22 21,71 1,789 16717 4,4089
PETRL24 23,71 0,9570 0,8498 2,6496
PETRL25 2488 05077 0,4005 1,8024
PETRL26 2588 0,1402 0,0330 12236
PETRL28 27,71 -0,4971 0,6043 0,5209
PETRL29 2888  -0,8828 -0,9900 0,2734
PETRL30 29,31 -1,0206 -1,1279 0,2117
PETRL31 30,71 -1,4558 -1,5631 0,0861
PETRL32 31,71 -1,7547 -1,8619 0,0426
PETRL34 33,31 -2,2138 2,321 0,0126
PETRL36 35,31 -2,7577 -2,8649 0,0024
PETRL38 37,31 -3,2716 -3,3788 0,0004
PETRL40 39,31 -3,7586 -3,8658 0,0001

Tabela 13. Célculo do prémio no Excel para PETRL

PETRA
S= 25,85

Cenmn = 33,38%
r= 0,1014
T= 0,1825

2

o
(H—]T = 0,0287

2

2

o
r-—|T= 00083
oT = 0,1426
e = 0,9817

Tabela 14. PETRA

CALL X d, d, c

PETRAT8 17,88 2785987 2643379 830
PETRA20 19,88 2042472 1899864 6,36
PETRA22 21,88 137029 1227681 4,52
PETRA24 2388 0756943 0614335 292
PETRA26 2588 0192956  0,050348 1,69
PETRA27 2700  -0,10413  -024673 1,18
PETRA28 27,88  -032003  -047164 0,87
PETRA29 2888  -057614  -071874 0,60
PETRA30 2971  -077482  -091743 043
PETRA32 3188  -126915  -141176 0,17
PETRA34 3388  -169581  -183842 0,06
PETRA36 3588  -2,098 -2,24061 0,02
PETRA38 37,88  -247837  -262097 0,01

Tabela 15. Calculo do prémio no Excel para PETRA
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3.8. Volatilidade Implicita

Para calcular a volatilidade implicita foi construida a Tabela 16. A coluna X contém

os strike prices, e a ¢ mostra 0os prémios efetivamente negociados no mercado. As

mercado

utilizam como volatilidade os dados da coluna do o; Criou-se

implicito *

colunas d,, d, e c

oimplicito

outra coluna chamada erro, com a seguinte férmula*®:

erro=(c C %1000

mercado crimpll'cito)
A partir destes dados foi utilizada a ferramenta Solver do Excel, com os seguintes

parametros: erro =0, fazendo variar os valores de o

implicito *

Os resultados estédo expostos nas

tabelas abaixo.

CALL X Crrercado Oimplicito d, d, Coimplicio ~ €IFO

PETRL18 17,88 8,31 78,31% 1,633 1,381311 8,31 8,6E-11
PETRL20 19,88 6,31 58,08% 1,557 1,370291 6,31 5,59E-07
PETRL22 21,71 4,45 38,33% 1,564 1,440862 4,45 1,1E-09
PETRL24 23,71 2,66 33,87% 0,945 0,835848 2,66 6,6E-07
PETRL25 24,88 1,81 33,64% 0,505 0,396581 1,81 4,3E-07
PETRL26 25,88 1,14 30,83% 0,143 0,044234 1,14 7,1E-11
PETRL28 27,71 0,42 29,87% -0,567 -0,66329 0,42 3,4E-11
PETRL29 28,88 0,23 31,39% -0,945 -1,04615 0,23 7,1E-10
PETRL30 29,31 0,13 28,84% -1,197 -1,2897 0,13 1,9E-09
PETRL31 30,71 0,09 33,71% -1,44 -1,54856 0,09 2,7E-12
PETRL32 31,71 0,05 34,37% -1,701 -1,81153 0,05 4 ,5E-11
PETRL34 33,31 0,03 37,83% -1,94 -2,06133 0,03 7,9E-07
PETRL36 35,31 0,02 42,62% -2,133 -2,27014 0,02 TE-07

PETRL38 37,31 0,01 45,05% -2,392 -2,53631 0,01 1,1E-07
PETRL40 39,31 0,01 50,68% -2,429 -2,59208 0,01 3,59E-07

Tabela 16. Calculo da volatilidade implicita no Excel para PETRL

O mesmo procedimento foi utilizado para calcular as CALLs com vencimento em 17
de janeiro de 2011.

0 erro poderia ser escrito simplesmente como erro:(c c mas preferimos amplifica-lo, elevando-o ao quadrado e

mercado Jimplicito)

multiplicando por 1000 para aumentar a sensibilidade do SOLVER na procura da solugdo que anula esse erro.
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Codigo K Cmercado | Oimplicito dy d, Y Erro

PETRA18 17,88 8,41 55,92% 1,740 1,501 8,41 1,5E-09
PETRA20 19,88 6,55 50,32% 1,415 1,200 6,55 1,3E-07
PETRA22 21,88 4,65 39,74% 1,176 1,006 4,65 7,7E-12
PETRA24 23,88 2,90 32,74% 0,769 0,629 2,90 2,2E-07
PETRA26 25,88 1,55 30,14% 0,199 0,070 1,55 2,8E-18
PETRA27 27,00 1,05 30,33% -0,128 -0,258 1,05 4,2E-07
PETRA28 27,88 0,74 30,17% -0,378 -0,507 0,74 1,8E-07
PETRA29 28,88 0,51 30,88% -0,634 -0,766 0,51 3,6E-07
PETRA30 29,71 0,31 29,43% -0,897 -1,023 0,31 1,8E-12
PETRA32 31,88 0,15 32,38% -1,312 -1,451 0,15 3,5E-10
PETRA34 33,88 0,08 34,75% -1,623 -1,772 0,08 5,7E-07
PETRA36 35,88 0,04 36,27% -1,919 2,074 0,04 4,5E-08
PETRA38 37,88 0,02 37,54% 2,187 -2,347 0,019999 5,8E-10

Tabela 17. Célculo da volatilidade implicita no Excel para PETRA

Pode ser muito trabalhoso obter todos os pontos necessérios para fazer a

curva da volatilidade implicita, repetindo os procedimentos para o calculo através do Solver

para cada linha da tabela. No Apéndice 7 é demonstrado como construir uma macro com

funcéo loop para obter facilmente a curva da volatilidade implicita.

As FigurasFigura 26 e Figura 27 apresentam o fenbmeno conhecido como sorriso

da volatilidade. Comparando os valores de prémios justos calculados pelo modelo de

Black&Scholes com os prémios praticados no mercado, percebemos que ha uma distor¢ao

conforme as opgbBes se movem para fora-do-dinheiro. O mercado exige prémios maiores

para opcdes nessas condicbes. Podemos observar no grafico que conforme o preco de

exercicio se aproxima do pre¢o spot a diferenga entre a volatilidade implicita e a calculada

pelo método do Alisamento Exponencial é reduzida.
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Figura 26. Sorriso da volatilidade para PETRL
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Figura 27. Sorriso da volatilidade para PETRA
3.9. Concluséo

Nesse capitulo mostramos como a ideia de um hedge dinamico capaz de eliminar
completamente o risco pode ser usado nos modelos de precificacdo das opcoes,
comecando pelo modelo binomial de Cox-Ross-Rubinstein [CRR]. Trata-se de um modelo
em que os prec¢os dos ativos objetos seguem um processo multiplicativo que converge, no
limite de n muito grande para uma distribuicdo log-Normal, em outras palavras, para o

Movimento Browniano Geométrico. A seguir mostramos que nesse limite de n muito grande
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os resultados obtidos pelo modelo binomial convergem para os resultados obtidos por Black
& Scholes. Também mostramos que as suposi¢cdes de que 0s agentes S80 neutros ao risco,
que o preco do A-O segue 0 processo estocastico de um Movimento Browniano Geomeétrico,
ou uma distribuicdo log-Normal, e que a esperanca do log-retorno deve ser a mesma da
taxa de juros sistémica, sdo suficientes para obter o resultado de Black & Scholes. Embora o
SORRISO DA VOLATILIDADE seja um fendmeno universal, observado em todas as
comparacgfes empiricas com todos os mercados de op¢des no mundo, preferimos ilustra-lo
com dados reais brasileiros obtidos na BMFBovespa. Esse procedimento auxilia a entender
toda a mecénica utilizada no célculo das opgdes, incluindo as formas de extrair o log-retorno
e as volatilidades histéricas dos dados do mercado. Finalmente chegamos as figuras do
SORRISO DA VOLATILIDADE mostradas nos graficos das FigurasFigura 26 e Figura 27.

O sorriso da volatilidade representa a maior dificuldade empirica do modelo de
Black & Scholes. Analisando a expressédo de sua férmula percebe-se que o prémio depende
de variaveis definidas em contrato, portanto perfeitamente conhecidas, como S, X e T, em
conjunto com a taxa de log-retorno r e a volatiidade o. Como mostrou o procedimento
acima, a taxa de log-retorno pode ser obtida com razoavel precisdo do mercado a termo.
Trata-se de uma variavel aplicada a toda a economia e ndo depende em nada do ativo-
objeto utilizado na opg&o. A Unica variavel especifica do ativo-objeto cujo valor ndo esta
definido no contrato é a volatilidade.

Pode-se argumentar que a volatilidade que se aplicaria ao modelo de Black &
Scholes seria a volatilidade durante o periodo de validade da opg¢éo, desconhecida, e ndo a
volatilidade histérica, do passado, utilizada apenas como inferéncia do que seria a
volatilidade futura. Nesse aspecto seria perfeitamente aceitavel que os prémios realmente
praticados pelo mercado fossem diferentes dos prémios obtidos com a férmula de Black &
Scholes. Entretanto, qualquer que seja a volatilidade real de um A-O ela ndo deve depender
do strike price de um contrato de opcao, logo a curva da volatilidade implicita deveria ser
uma reta horizontal.

O SORRISO DA VOLATILIDADE indica, portanto, que existe alguma dificuldade
mais séria nas hipdteses do modelo de Black & Scholes. Apesar disso, Black & Scholes
representa, com justica, um dos modelos de maior sucesso na economia sendo utilizado
rotineiramente pelo mercado, que corrige seus resultados com a curva do sorriso da
volatilidade. Os erros observados entre 0os prémios calculados com a férmula de Black &
Scholes mesmo utilizando a volatilidade histérica e os prémios praticados pelo mercado nao
sdo grandes, embora erros relativos possam ser grandes para prémios de op¢des quase
nulos fora-do-dinheiro. Dada a importancia do mercado de derivativos na distribuicdo de

riscos do mercado financeiro o prémio Nobel desse assunto foi mais do que merecido. Dois
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aspectos do modelo de Black & Scholes mereceram atencdo especial: o fato de que uma
probabilidade risco-neutra, ou martingale, pode ser utilizada através do processo de hedge
perfeito e de que essa utilizagdo cancelou a dependéncia do drift do preco das acdes no
modelo. Profissionais do mercado sabem o quanto € dificil estimar o drift do preco das
acOes e qualquer modelo dependente do mesmo estaria sobre suspeita.

Entretanto, quase os mesmos motivos servem de incentivo na busca intensa de
uma generalizacdo do modelo Black & Scholes com maior aderéncia aos pregos de
mercado. A importancia do mercado de derivativos e o impacto causado pelos resultados de
Black & Scholes significam uma alta recompensa para quem desenvolver modelos mais
realistas. Além disso, o fato de que os resultados de Black & Scholes se encontram
razoavelmente préximos dos valores reais, indica que trata-se de um campo em que
modelagem matematica é possivel e que comparagdo com a realidade pode ser feita sem
dificuldades.

Tipicamente, observacdes empiricas de teorias e modelos nas ciéncias humanas
sdo frequentemente impossiveis ou extremamente custosas. Os agentes econdmicos em
um jogo competitivo usualmente ndo gostam de fornecer informagbes, muitas vezes
consideradas estratégicas. Mercados financeiros desenvolvidos sdo uma exce¢cdo com as
informacdes disponiveis em tempo real para todos. Trata-se da area da economia, portanto,
em que modelos tedricos podem ser mais facilmente testados contra a realidade.

O restante dessa monografia sera dedicada ao estudo de modelos de precificacéo
de opc¢Oes capazes de generalizar o modelo de Black & Scholes, relaxando seus axiomas,
principalmente o axioma de que o preco das acfes segue um Movimento Browniano
Geométrico. O grande teste empirico da qualidade dos modelos sera sua capacidade de
explicar o SORRISO DA VOLATILIDADE.
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4, Generalizagdo do modelo de Black & Scholes
4.1. Polindmios de Hermite

Para a expansdo de Edgeworth necessitaremos das definicbes e propriedades dos
polinbmios de Hermite, por isso, iniciamos essa se¢do com o estudo desses polinémios.
Existem dois tipos de polinbmios de Hermite, os da fisica e os da probabilidade. Na fisica,
por exemplo, a solucdo do oscilador harménico quéntico € dada pelos polindmios de
Hermite. Nao sdo completamente equivalentes por conta de um fator de escala na variavel

x e de diferentes constantes multiplicativas. A notagdo internacional para os dois é a
seguinte: H_ (x) s&o os polindmios da fisica e He, () os polindmios da probabilidade. As

propriedades dos dois estéo listadas na Tabela 18. Note que a féormula de Rodriguez para

XZ

os polinbmios da teoria da probabilidade traz o fator multiplicativo e 2, muito conveniente

por se tratar, a menos de uma constante multiplicativa, da fdp da distribuicdo normal padrédo

_ € da fisi ; 32 o, | dra
¢(X) = E, enquanto 0 da fisica traz o fator e , que nao € normal padrao.
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Fisica

Probabilidade

Propriedade

Fungao Geratriz

12 Relagao de recorréncia

22 Relagéo de recorréncia

Férmula de Rodriguez

Relagao entre as duas formas

Polinémio

Primeiro termo

>(1:—ﬁ = t"
e 2=>He (x)—
"0 n!
He,,, (x)=xHe, (x) —nHe,_, (x)
He; (X):nHen—l(X)

X n X
k d ry

e *He, (x)=(-1)' <

x2

dl =© R
—|e 2He (x)|=—-e 2He ,(x
dX|: n( )} n+1( )

X2

[& 7 He, (x)dx'=—e 2He, ,(x)

—o0

He, (x)=x"-6x*+3
He, (x) = x° —10x° +15x

He, (x) =x° —15x* +45x* —15

o0 n
ert—t2 _ ZHn (X)t—
n=0 n!

Hy (X) =2xH, (x)—20H, , (x)
H, (X) = Zan—l(X)

2

d" .
X

e H, (%)= () S

eH, L (0]=-"H, ()

.[ e H, (x)dx'=—*H,,(x)

—o0

Hn(x)zzg He, (ﬁx)

e (— "l nom
Ha ()= 2, m!((nl)— 2m)!(2X)

=0
2"x"
H, (x)=1
H, (x)=2x
H, (x)=4x*-2
H, (x)=8x*>—12x
H, (x)=16x" —48x* +12
H, (x) =32x° —160x* +120x

H, (X) =64x° —480x* +720x* —120

Tabela 18. Propriedades dos polinbmios de Hermite

Para as necessidades da expansdo de Edgeworth precisaremos apenas das

seguintes propriedades:

2

o N L.
1. 2 He, (x) = (-1 2
¢ e, (1) = (1)
2. a eéHe (x) =—e7§He (%)
dX n n+
3. [ ef%Hen (x')dx = —ef%HeH(x)
4. iTe““(it)k eidt=¢(x) He, (x)
2, “
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Vamos, portanto, usar a funcdo geratriz para mostrar essas propriedades e deixar

para o apéndice as outras propriedades dos polinbmios de Hermite. Trabalharemos apenas

com os polindmios He, da teoria da probabilidade, mas os passos para demonstrar as

propriedades dos polindmios da Fisica sao idénticos.

Comegamos com a funcéo geratriz:

t? . n
G(x,t)=e" 2 = D He, (x)t—

n=0 n!

) _

| ——tx X 1 2
= —Z(t-x)

Completando quadrado no expoente obtemos: e 2 J=gle2 :

t? ® n
Derivando ¢ 2 =2Hen(x)t— k vezes em relacdo a t de ambos os lados:
oo n!

Fazendo t=0, apenas o0 termo n=k da somatéria sobrevive, logo

Xk Ly
Hek(x)ze2 ﬁe 2 . Derivando  diretamente, entretanto, percebe-se  que
t=0

e 20 Ly gk X
—e?2 =——eg?2 , logo He (x)=(-1) e2 —e 2 =(-1) e?2 —e 2, Dessa forma
. - g0 He. ()= ()¢ T (et o
obtemos a formula de Rodriguez:

e e (x)=(-1) L et

dx"
Chamando a fdp da distribuicdo Normal padronizada ¢(X):L 2 vemos ent&o
N2

que:

(-1 5560 = 6(x) He, ()

Derivando uma vez de ambos os lados obtemos:

. dn+1 X X

% e 2He, (x):l =(-1) e 2 =—e 2He,,(x), ou seja:

dl -2 o
e 2Hen(x)}z—e 2He,,, (x)

Em termos da distribuicdo normal padronizada obtemos:
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d

[P0 He, ()] == (x)He,., (1)

X Xr2 X

Integrando fe 2 He, ( :—I dd{e ?He, , )}dx’ chegamos a:
X

—00

XrZ XZ

X
je 2 He, (x)dx'=—e 2He, ,(X)
Novamente, em termos da normal:

j;¢(X)Hen(X')dX'=—¢(X)Hen1(x)

Finalmente a Ultima propriedade pode ser demonstrada através de:

1 ¢ —|xl v k dk 1 ¢ —ixt k dk
27[;[06 2dt—(—) i Ie e 2dt—(—) k¢5( )

Agora usamos a propriedade (-1)" dd —¢(x)=¢(x)He,(x) para obter:
X

~+00

Zi e (it)' e 2t = ¢(x) He, (x)

4.1.1. Polinbmios

. A . . ;. o0 k
Para obter a express&o do polindmio precisaremos da série de Taylor de ¢ =5 X_

oo k!
n |
e do Bindmio de Newton: (a+b)”=zLa“’kbk. Partindo da fungdo geratriz,
k=0 kl(n_k)l
o 2) &ttt )
e 2=) =|xt——| =>—(-1)'| -—x| , e usando binémio de Newton, chegamos a
k:()k! 2 k:Ok! 2
O .
e :sz—t . Agora fazemos k+m=n, ou seja k=n-m, notando que se
S 2"mi(k—m)!

k=0 entdo m=0 e n também comeca de zero e que quando m=k entdo 2m=n, logo m

. , . o ks -1) n! n
varia de zero até m=int| 2 |=| 2 |. substituindo temos, e = Z ZLX”_M L
2 2 =2"ml(n—2m)! n!

n

2
5~ t . oA
comparando com e 2 =2Hen(x)—' extraimos os polindmios:
n!

[%] (_1)”‘ n! n-2m
He, (x)= 2, 2"mi(n—2m)!"
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O primeiro termo, de mais alta poténcia, serd dado por x". Dessa expresséo

obtemos:
He, (x)=1
He, (x)=x
He,(x)=x*-1
He, (x) = x*—3x
He, (x)=x"-6x*+3
(x)

Agora estamos prontos para proceder com a expansdo de Edgeworth.

4.2. Expansao de Edgeworth

Vamos partir da expansdo dos cumulantes e reescrevé-la como
. c 5 C c
Inp(t)=c, +ict—=2t*+i°=2t>+ - t* +0o(t°) mas sabemos que:
) 6 24

c,=0,¢c=u, c,=0°,c,=m, e c,=m, 35",

m

i C c
O skewness ¢ definido por y =—=—% e a Kurtose por k =—. Em termos desses
(o) (o) o

parametros temos:
. 1 2 .y 3 K 4 5
Inp(t)=iwt—=(ot) —i=(ot) +—(ot) +o0(t
p(t)=iut 3 (ot)" ~iL(ot)' + 2 (ot)' +o(t")
Se estamos trabalhando com uma variavel de esperanca nula e variancia unitéria,

. X— ~
tipo z = 27H  entdo:
O

1 Y K
Inp(t)=—=t*—iZt*+ —t* +o(t°
p(t)=-5t it g i ro(t)
) N Szeseld) _ 5 relc)
A funcao caracteristica sera dada por (p(t) =e 2 6 % =e 2e ©
2
X i
Expandindo €* =1+ X+ com X:—I%t3+2—’(4t4+0(t5) s6 precisamos ir até

primeira ordem para coletar termos até ordem 4, pois o termo de x*sera de ordem 6 em t.
¢ 14 K 1 4 K ?
t)=e 2|1+| i3+ —t* +0o(t° j+—(—i—t3+—t4+o t° ] 4o
o1 l:(G 2t o) [+ gt gt rolt)
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tZ

N PR VAT
p(t)=e 2 {1—|€t3+ﬂt4+o(t5)}

Agora vamos retornar a fdp através da transformada de Fourier inversa:

+00

f(x)zzi.[e"“e 2{1 |gt +24t +o( )}dtz

—0

—ixty " 2 —ixt ) £ i+w —ixt (:4\4 ‘%
{ _[e e dt} { je (it)’ dt}y{zﬁ‘[oe (it) e dt}

Usando a identidade: ZL _[ e ™ (i ) e7dt = ¢(x)He, (x) chegamos a:

(%) :¢(x){l+%He3(x)+2—’1He4(x)}

Além de obter a expansdo de Edworth para a fdp podemos também obter a

expansao para a funcao distribuicdo de probabilidade:

( _ 7/ ’ ’ K h ’ i i
F(x)= [Of "Ydx' = J.¢ )X’ += Iqﬁ He, (x")dx +ﬂj;¢(x)He4(x)dx
Usando a indentidade: I #(x)He, (x")dx’=—¢(x)He, , (x), temos que

_ _r K
F () =0 (x) L g(x) He, () - 2 #(x) He, (x)
Também podemos expressar esse resultado como:
F(x)-®(x) =—%¢(X) Hez(X)—ﬁczf(X) He; (x)

Substituindo os polinémios especificos obtemos:

f(x) =¢(X){1+%(x3_3x)+%(x4 —6x? +3)}
F(X)—®(x)= —%qﬁ(x)(xz —1)—%¢(x)(x3 -3x)

4.3. Equacéo generalizada para o prémio de opg¢des

A forma geral, para qualquer distribuicdo de probabilidade, de célculo do prémio da

opcdo no contexto generalizado de Black & Scholes é dada pela equacao

-7

c=e""|f,(S;1S)(S; —X)dS, onde f,(S;|S) é uma densidade de probabilidade risco-

X8

neutra. A condicdo para ser probabilidade de risco neutra é que se trate de um Martingale,
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com EQ[ST]z_[STfQ(ST|S)dST:e”S. Dessa forma, o prémio € dado por

c:e’”IST f(S;1S)ds; —e’”XJ' f(S;|S)dS; . Entretanto, sabemos os comportamentos dos
X X

log-retornos dos precos e ndo dos precos em si. Por isso a primeira modificacdo € mudar a
L, S; X . .
variavel para log-retorno, chamando w=In < e w,=In 5 Note que a variavel w é

adimensional e logo todos os parametros subsequentes serdo adimensionais. Dai tiramos

[o]

S, =Se", X=Se"™, dS;=Se"dw=S,dw quando S, =X entdo w= In(%)zw . Vamos

mudar a fdp para a nova variavel. Se Wzln(S—Tj entdo —=—, S, =Se" e
S das, S,

S, f(S;)dS; = f (w)dw. Nesse caso:

c=Se"" j e"f, (w)dw—e "X I f. (w)dw

Wo Wo

A condicéo de Martingale se torna e j Se"f (w)dw=S, ou seja J' e"f (w)dw=e".

—o0 —0

4.4, Teorema de Parseval

Nesse ponto precisamos do teorema de Parseval para trocar a integragdo do

espaco direto para uma integracéo no espaco de Fourier. O teorema afirma que:

+00

| f(x)g*(x)dx=%t|i(pf (2). (2)dz

—0

Onde g*(x) € 0 complexo conjugado da funcdo g, uma operacdo que troca os

sinais de todos os is. A demonstragdo é imediata. Basta substituir ¢, (t)= jemf (x)dt e
o, (1) = _[ e™g"(x")dx’ naintegral do lado direito:

ff(x)g*(x’)dxdx' itiioei(x‘x')‘dt

00 272. —00

= [0 (@0 ()= [ [ £(x)g"(¢)5(x-x )b

Integrando em x’ usando a delta de Dirac e demonstramos o teorema:
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+00

%I@(Z)(/}S(Z)dlz [ £(x)g" (x)ax

—o0

4.5, Funcéo caracteristica de fdp risco-neutra, ou Martingale

A condicdo de risco-neutra no espago direto € dada por e’”jewfT (w)dw=1.

—00

Fazendo g(w) =e¢" podemos usar o teorema de Parseval para levar essa condi¢do para o

espaco de Fourier. A transformada de g(w) é dada por

gog(z):J'eiWZerW:ZH[ZiIe‘w(z“)dw}:zné(z—i) logo ¢, (z)=2z5(z+i). Como g(w) é
ﬂ-—oo

—o0

real e, portanto, g"(w)=g(w)=e" a condicdo de neutralidade ao risco se torna:

+00

zew f. (w)dw = % j @ (2)9,(2)dz :%E% (2)278(z+i)dz

—0

0

.[ e"f. (w)dw =g, (-i)

—0

Entdo a condigdo Martingale no espaco de Fourier pode ser escrita na forma muito

conveniente como:

_AlT

@ (—i)=e" ou Ing (—i)=rT
Podemos conferir esse fato rapidamente usando a distribuicdo Browniana do log-
retorno ja utilizada na demonstracdo de Black&Scholes do capitulo 3. Nesse caso

2 2: 2
UzT £ logo  Ing(—i)=iuT(-i)- T it =T + T

Ing(t)=iuTt— que nos leva a

2 2
T : o
9 =T ou H=r —% , que foi exatamente a condi¢éo utilizada.

HT +

Esse resultado permite o célculo do prémio das opcdes de forma bem mais simples
utilizando diferentes suposicGes para a distribuicdo dos precos das acdes. Um porque é
sempre possivel realizar uma translacdo sobre qualquer distribuicdo na forma
f(x)—> f (x—a) gue leva sua esperanca para qualquer valor esperado. Essa translacéo

iat

corresponde a multiplicacdo da fung&o caracteristica por um termo de drift ¢(t) —>e®¢p(t)

gue pode ser ajustado para a distribuicdo neutra ao risco. Assim, o drift utilizado no modelo
nao é o drift real dos precos das acdes, mas o drift risco-neutro dado pela condi¢cao acima.
Agora a receita para utilizacdo de outras distribuicdes de probabilidades diferentes

da MBG se torna simples. Tome uma distribuicdo que se suspeita representem melhor a
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situacdo do que a MBG, encontre sua fungdo caracteristica, imponha a condicdo de
neutralidade ao risco, Ing; (—i)=rT , ajustando o u e resolva as integrais:

c=Se" _[ e"f, (w)dw—e "X J' fr (w)dw

W, W,

Com esse resultado e o drift do risco neutro podemos utilizar qualquer distribuicédo
para calcular o prémio da opcao e verificar o desempenho da mesma em relagcdo ao sorriso
da volatilidade. Entretanto, resolver a integral no espago direto pode ser mais trabalhoso do
que no espaco de Fourier. Primeiro porque a seqiiéncia do processo estocastico nos leva

diretamente ao espago de Fourier através de ¢ (t)=¢'(t), que deve entdo ser

transformado para o espago direto através da transformada inversa, ou seja, ap0s uma

integracgdo, para entdo proceder a segunda integracdo da esperanca do payoff da opcao.

4.6. Precificacdo de Opc¢des Européias no espaco de Fourier

Vamaos escrever o prémio da call da seguinte forma:

c=Se" jew f (w)dw—e "X .[ f.(w)dw=Se""1,—e"" X1,

Wo Wo

0

ondel,=|e"f (w)dw e I,=| f.(w)dw e usar o teorema de Parseval para integrar
1 T 2 T

W,

lo W,

0

no espaco de Fourier em lugar do espaco direto. Vamos comegar com a primeira integral:

.= |e"f; (w)dw. Para evitar divergéncia no infinito vamos incluir um amortecimento,

E =8

damping, e reescrever a integral da seguinte forma:
i —(I+a)w w +a)w 1 T *
= J [ (ww,) |6t (w)Jew == [, () ()

0 w<w, , ~ o ,
Onde H(w-w,)= 1 é a funcao degrau de Heaviside e o subscrito d se
wW> W,

refere a funcdo caracteristica damped. Usar a funcdo de Heaviside nos permite estender a

integracdo de (—oo,+x) necessédria no teorema de Parseval. Note também que foi

necessario usar o damping com e ***" para que o produto e ***e" =e ™" com « >0 tenda

a zero no infinito. Nesse caso:

+00 +o0 (it-a)w |
_ < e
s, (1) = [ e"e ™ e"H (w—w, )dw = [ e Mdw=——
d :L ° v'!; (it—a) w
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e(it—oz)wO . e—i(t—ia)wD

t)=———— t)=———
2 (1=~ © % =15
A funcéo caracteristica damped é dada por:

Pr, (1 j "™ E. (w)dw = j el (wydw =g, [t-i(1+a)]
B o —i(t-ia)w,

1 e
Ent |, =—
ntao kL Zﬂj;l(t—la)

¢ [t-i(1+a)]dt . Mudando a varidvel para t'=t-ia e

o—ia —itw,

depois chamando t'=t novamente, obtemos: I, = — equT (t—i)dt .
T

o—la

Podemos passar essa integral para o eixo real através do célculo de residuos™.

co—ia —|tw —0 —ltW
(t @; (t—i)dt—rires(0)=0
co—ia —itw, +o0  —itw,

[ eit (t—i)dt:je

—o—ia -0

(t—i)dt+7zires(0)

g Mo .
res(0)=t—eq; (t—i)| =Z¢; ()
It o
Logo:
1 o—i e—ltw +00 7ItW 1
Z_s;[ia_'t o (t =—J. t—i) dt+2¢T( i)

0

Na segunda integral I, :j fr (W)dw podemos usar o damping e *" por que o termo

Wo

¢" ndo existe e temos que: I, =[[e™H(w-w,)][e™f, (W)]sz%Igo; (t)rg, (t)dlt.

E —3

—i(t-ia)w,
Repetindo os passos anteriores obtemos ¢, (t)= W e ¢y, (t)=¢; [t—ia] que nos leva
—la

o —i(t-ia)w,
al, Z%J;Ie(t—la)%[ —ia]dt. Agora a mudanca de varidvel t'=t—ia resulta em:
IZ:i [ e"“”f’(pT_—(t)dt
2w 2., it
Novamente:
1 "% e™ 1 T 1 1 Fe™
— —o ()dt=— | —¢; (t)dt+ =@, (0)=— | —¢; (1)dt+=
o7 3 it (© 27:I it or (Ddt+2er(0) 27 it or (t)dt+

o—la —00

Y ver apéndice 11
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Juntando as duas obtemos:

1 o —itw,

a7 € . 1 : T 175 -itw, Pr (t) 1
c=e S{ZJ. - ¢T(t—|)dt+§¢T(—|)}—e X{E[@e Tdt+5}

—0

Usando o fato de que ¢, (—i)=e" re-escrevemos o resultado como:

L e L

Para retornar da transformada de Fourier a situacdo inicial precisamos das

propriedades das transformadas de Fourier de derivadas e de integrais.
4.6.1. Transformadas de Fourier de derivadas

Para a transformada das derivadas usamos uma integral por partes:

d e 9909 gy —eig ™ it [ e
FT [&g(x)}:.{ce tde=e tg(x)|7w—|t:|;e 'g(x)dx

Se g(+x)=0, sempre valido se g(x) é um densidade de probabilidade, entdo o
termo uv é nulo e temos que:
d

FT [d—xg(x)} =—it FT[g(x)] |

4.6.2. Transformada da funcdo de Heaviside: Problemas com a regra

FTH_XQ(X)}_MFT[Q(X)]

Uma forma elegante de achar FT[H (x)|seria usar o fato de que diH (x)=5(x),
X

logo FT [;I—X H (x)} = FT[5(x)]=1. Usando a regra acima obtemos —itFT[H (x)]=1 logo:

FT[H(X)]:—%

No entanto existe algo errado nesse resultado porque apenas transformadas de

funcbes reais impares, anti-simétricas, sdo imaginaria puras. Mas a funcdo de Heaviside

ndo é nem par nem impar. No entanto a fungdo h(x)= H(x)—% € impar, vale —% para

1 ~ :
x<0 e +§ para x>0. Com ela, portanto, ndo haveria esse problema. Mas
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%h(x):%H(x):&(x) entdo poderiamos afirmar que FT[h(x)]:—% sem qualquer

problema com paridade da fungéo. Entretanto:

FT[h(x)]:FT[H(x)]—%FT[l] e FT[1]:2{%Te‘xtdt}=2z5(t), entao

FT[h(x)]=FT[H(x)]-=5(t) e:
FT[H(x)]=m5(t)—=

Note que esse resultado é consistente também com o fato de que H(x)+H (—x)=1
entdo FT[H(x)]+FT[H(-x)|=FT[1]=275(t). Por outro lado FT[ f (—x)]|=¢(-t), logo:

FT[H(x)]+FT[H (—X)]=ﬂ5(t)—%+7z5(—t)+%=7r5(t)+7r5(t)=27r5(t)
O problema com a regra da derivada aparece quando g(J_roo);sO e ndo podemos

anular o termo uv. Foi o caso da funcéo de Heaviside em que H(+x)=1e H(-«x)=0. Para

lidar com casos mais gerais suponha uma funcdo com assintotas horizontais em que

g(—©)=g" e g(+w)=g". Vamos construir uma funcéo auxiliar G(x) com a propriedade
G(£) =0 dada por:

G(x)=g(x)-g —(g"-g")H(x)

Note que G(-»)=g —g =0 e que G(+)=g"-g —(g'—g )=0. Entdo, nesse
caso vale a regra:

FT [s—xe(x)}—it FT [G(x)].

Por outro lado: %G(x):%g(x)—(g* —g‘)%H () =Cj|j—xg(x)—(g+ ~97)5(x) logo:

FT [%g(x)}: FT [%G(x)}+(g+ —g‘)
FT [%g(x)}:(g*—g)—it FT[G(x)]
Agora vamos extrair a transformada da fung&o auxiliar G(x).
FT[G(x)]=FT[g(x)]-9 FT[1]-(g"—g )FT[H(x)]
FT[G(x)]= FT[g(x)]—g'Z;:&(t)—(g*—g')(ﬁg(t)_lj

it
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T[] P [a(0)]-(a" g )ao(y) « L0

Assim a regra geral para a transformada da derivada é:

d
Fr| &
M = FT[g(x)]—(g+ + g’);zé(t)

—it

Note que agora ela faz sentido com a funcdo de Heaviside: g(x)=H(x),
(g7+g7)=1 entdo FT[&(x)]=-itFT[H(x)]+itz5(t) e FT[H(x)]:_iith(S(t). Para

qualguer funcdo impar, como a h(x), entretanto, (g*+g‘)=0 e vale a regra

d
FT|—
[dxg

t f(x)dx com
—i

()
=FT[g(x)]. Agora vamos aplicar essa regra usando g(x)=

x —38

g=leg'=0e C(jj—xg(x)z—f (x). Nesse caso temos que:

all [_f ()] _ <”i(tt) —FT ﬁ f (x)dx}—nﬁ(t)

It

Aplicando a transformada inversa de ambos os lados temos:

{2}l
If(x)dx=FT'{®}rl

it 2

Com esse resultado entdo temos que:

ALl L

(J

c= Sj x)dx — e’”XJ'

it 17 4 ,

Onde f( =—Ie Me T (t—i)dt e f,(x ):Zje ", (t)dt. No fundo fizemos o
caminho de volta, fechando um circulo matematico, com a Unica modificacdo que a primeira
integral agora ndo esta mais multiplicada pelo termo e™. Esse movimento circular,
entretanto, é importante para garantir a consisténcia dos resultados.

Vamos aplicar os resultados acima para proceder a precificacdo proposta por

Jarrow e Rudd incorporando cumulantes até ordem 4, ou seja, a skewness e a curtose.
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4.7. Precificacdo através da expansdo nos cumulantes [expansao de Edgeworth]:

Uma das primeiras opc¢Bes de distribuicdo de probabilidade € manter
Black&Scholes como aproximagao de ordem zero e incluir termos devido aos cumulantes de
ordem 3 e 4 no teorema central do limite. Um teste imediato da corregdo de nosso
procedimento é fazer os cumulantes de ordem 3 e 4 nulos e observar se recuperamos 0
resultado de Black&Scholes.

A expanséo dos cumulantes até ordem 4 é dada por:

3 i4

Imp(t)=i;zt+§(0t)2 T

4 C, 4
—«(ot), onde y=—= ¢é a skewness e
o

c . o , , ,
Kk =—-=k -3 € 0 excesso de curtose. Para a condi¢éo de neutralidade ao risco precisamos

o

de:

i2 i3 i4

T|n(0(—i)={i,u(—i)+|5(—i0')2+é}/(—ia)3+hk(—ia)4}T, de onde extraimos que

2 3 4 2 3 4
{y+—+7i+’m }T =IT, ou seja ;z:r—%—yi—’m . A fungéo caracteristica risco-

2 3 41 3! 41

neutra é dada entéo por:

T.n(p(t)zi(r_%z_%‘f_'f;“jn_g(aﬁt)z 2L (Tt + 5 (o)

Vamos redefinir os pardmetros para g, :(r—a——ﬂ—’m ]T . o,=oT,

esse resultado pode ser re-escrito como:

72:\/% € K, =—,

. 1 .1 1
Tin (ﬂ(t) =1t _E(O'zt)z -1 572 (Gzt)3 +E’(2 (O'zt)4

Que sera diretamente utilizado na integral |,. Para calcular a integral |,

precisamos de ¢; (t—i) que queremos escrever de forma anéloga como:

Ting(t)=imt—(ot) —i= 7, (o) + = (o)’
2 3! 41
Substituindo e usando os bindmios de Newton:
(t—i) =t*—i2t-1,
(t—l) 2+ 3t (—i) + 3t(—i)? + (—i)> =t* —i3t* =3t +i
(t—i) =t* + 463 (i) + 6t3(—i)% + 4t(—i)° + (—i)* = t* —i4t> —6t* +i4t +1
Recoletando os termos nas diversas ordens de t obtemos:
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n=

N N1 . .1 . 1 .
T |n(p('[—l)=I,uz(t—l)—aof(t—l)z—Ia}/zazs(t—l)3+alc20§(t—l)4
Entéo :

Tlnep(t-i)= PSS Lot il g+ +3 i t+
Q = K 20'2 3|720'2 a1 20'2 Hy O'z 3I720'2 41 20'2
n

1 1 1 1
—5{022 + 7/2023 +EKZO-;}2 -1 5[720'23 + KZO';]t3 + E’fzo';t4
Em termos dos parametros originais:

2 3 4 2 3 4
i+ 30t g0t |- (r_a__ﬁ_m A% . ]T:n

2 3! 41 2 3 41 2 3 41

3 4 o’ yo® ko'
,u2+02+3|7/202+4|1c262— r+—+—+ T

1 1
ol +y,05 +EK20'§ = [0'2 +yo° + EKG“]T

[;/20'23 + K2024] = (70‘3 +K‘O'4)T e K,0, =ko'T
Portanto,
2 o' ko'

Thne(t—i)=rT +i r+ 2 72 K9 Tt—E(O'Z +}/O'3+1KO'4)Tt2 —ii(;/O'3 +rco-4)Tt3 + L ottt
2 3 8 2 2 3! 41

2 3 4
Redefinindo = (r+%+%+ Kg jT , o, = \/(02 +y0° +%K64]T

( yo® + ko ) Ko’

2 2 3 1 4
(0'2+7G3+;K0-4J2\/'F (a +yo +§K‘G T

- e K = >— , obtemos a forma semelhante:
TIng(t—i)=rT +igt -2 (ot) —i= 7T (o) + = & (o)’
% H S\ 3]/1 it 2171\

Com isso obtivemos os dois resultados:

N . 1 1 1
—rT +T|ngo(t—|):|ﬂ1t—§(0'lt)2— 3 7/1T( 1) +EK1(01t)4

. 1 .1 1
TlIn (p(t) =it —E(Gzt)z - 3 —7, (0'2 )3 +EI<2 (O'zt)4

Agora podemos substituir na expressao para o0 prémio justo:

1 2 .1 3 1 4
‘*(51[) - 717((’11) 0 ’ﬁ(ffﬂ 2(ffzt) "572(52[) +;"'2(52‘)

2
J~e_,tw ot e d'[+ _e X | — J' p Mg it © i dt+§

it it

1
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o _if W), 2( 1t) -l;h(aﬂ)s*i!’ﬁ("l‘)“ o il Wt | . 2( ot)’ - 3172(02‘)3+%K2(02')4
c=S ij'el( "ljle ‘ d(o-lt)+% —eX ifel( o ] "e ' d(azt)+%

iot io,t

1, .1 1 1, . 1,
- —Zu2-iz i qut © Uil KU

2 3! 41 A 2 3!
c=S ije o’ 7T guilloerx ije"("’”“e.—du+l
2r °, iu 2 2 Y, iu 2
In(sj+;tl In(SjJr,u
_ v _ v 2
com d, = Wotfh X ed,= Wo tf (X :
0, 0 0, 0,

©

1 —ixu - .
Notando que > J. e"g(u)du=FT*[¢(u)] escrevemos:

—0

c= S{FTl[qil ”)]xfl } e'TX[FT1[¢2(u)]X_dZ+%}

c=S [ f,(x)dx—e X [ f,(x)dx

_dl _dZ

c=S[1-F(-d,)]-e""X[1-F,(-d,)]

Onde as densidades de probabilidade séo dadas por:

o 1 1 3
fl(X) _ zi e"x‘e ot |3|711 = Klt dt e :_ j ef'Xt 2 '3|72t = Kzt dt
2 —0

t
Aqui usamos o resultado da expanséo de Edgeworth na qual se ¢(t)=e 2 © 2
entdo a fungéo distribuicéo de probabilidade é dada por
F(x):cD(x)—%gzﬁ(x) Hez(x)—z—’il(/ﬁ(x)Heg(x). Dessa forma obtivemos a expresséo analitica

[aproximada pela validade da aproximi¢cdo da expansdo de Edgeworth] para o prémio de

uma CALL européia:
c= S[l O(-d,)+ L ¢( ,)He (—d1)+%¢(_d1)He3 (_dl):|+
_rTX|:1 CD( ) Y2 ¢( ) ( d2)+:—2¢(—d2)H93(—d2)}

Sabendo que ¢ e He, séo fungdes pares, He, é impar e que 1-®(—x)=®(x) re-

escrevemos o resultado como:

c= S[@(dl)+%¢(dl)Heg (dl)_;(_‘ll¢(d1) He3(d1)}+
- X {@(d2)+%¢(d2)Hez (dz)_§¢(dz)Hes (dz)}

Onde as variaveis d, e d, sédo dadas por:
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4
In S + r+—+£+ T
X 2 3 8

G\F\/1+]/G+;K(72
2 3 4
In[sj+ -2 79 K9 it
4o \X 2 3 4
2 oNT '
1 X
E as funcdes sao dadas por CD e de :—e 2 He (x)=x*-1
¢ p J_L #(x E (%)

e He,(x)=x>-3x. Substituindo os polinémios de Hermite temos:

c=5Sd(d,)-e"TX[®(d,)]+ S¢(d1)K;§_ ’(Zlilj(df ~1)+ Kllgl}—e” X ¢(d2)K7;32 —%jzj(df ~1)+ Kigz:|

Para recuperar o caso Black&Scholes fazemos y =y, =y, =k =k, =k, =0 que nos

2 2
In(sj+ r+ 2 |T In(sj+ r-2 |7
X 2 X 2 —rT
leva de volta a d, = d, = e c=Sd(d,)—e""XD(d,).

oNT Lt oNT

4.7.1. Resultados com Expanséo de Edgeworth

Utilizamos essa generalizagdo do modelo de Black&Scholes para mostrar que a
incorporacdo de cumulantes de ordem mais alta é capaz de gerar um SORRISO DA
VOLATILIDADE. O procedimento utilizado foi o seguinte.

1. Usar a expressdo geral incluindo os cumulantes até a curtose para calcular o

prémio de uma opc¢do de Call européia. Mudando os parédmetros da skewness e

curtose observamos o grafico do prémio em funcéo do strike price, como mostra a

Figura 28. Percebemos que nem todos os valores desses cumulantes séo

possiveis porque podem gerar prémios que ndo obedecem aos requisitos

apresentados na secéo 1.8.

Edgeworth Edgeworth Edgeworth

O kN WA B e N ®®

5
4
3
2
1
o
1

15 20 25 30 35 15 20 5 30 35
X X

15 20 5 30 35

Figura 28. Da esquerda para a direita, graficos do prémio calculado com o método generalizado de
precificagbes com y=0,2 € x=0,25, y=0,2 € x=0,9 € y=1 e x=0,1, respectivamente.
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2. Para valores dos cumulantes que geraram prémios consistentes usamos 0s
valores calculados como se fossem os prémios praticados pelo mercado e
repetimos o procedimento numeérico utlizado para calcular a volatilidade
implicita da secao 3.8. Os graficos da Figura 29 mostram que a introducdo dos

cumulantes de ordem superiores € capaz de gerar um sorriso da volatilidade.

Sorriso da Volatilidade Sorriso da Volatilidade
0.37 - 0.45 -
0.365 - 0.43 -
0.36 - 0.41 -
0.355 0.39 -
% 035 | ; 037 -
5 0.345 o 0.35
0.34 - 0.33 -
0.335 -
0.33 1 .
A 0.27
r : 0.32 - ) r - 0.25 - Y
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X-S X-S
(@) (b)
Sorriso da Volatilidade Sorriso da Volatilidade
0.5 4 0.37 -
0.365 -
0.45 - 0.36 -
0.355
% 04 - I; 0.35 -
B B 0.345 -
o ©
0.35 -
0.32
r : 0.25— - r 0.315 - Y
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X-S X-S
(© (d)
Sorriso da Volatilidade Sorriso da Volatilidade
0.5 -
0.44 -
0.42 - 0.45
o 0.4 - o
; ; 0.4 1
E 0.38 - E
[} o]
0.36 0.35 -
0.34
0.3
-iO -5 - 0 é 16 -iO -S ' 0 5 10
X-S X-s
(e) ®

Figura 29. Sorriso da volatilidade gerado com os seguintes pardmetros: (a) y=0,01 e x=0,1, (b)
y=-01le «=07,(c) y=-015e x=0,7,(d) =005 e «=01,(e) y=0 e «=0,2577 e (f) y=0 e «=0,
gue é o caso da Normal.
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4.8. Precificacdo com Distribuicdo de Student Generalizada

Como se percebe da sec¢éo anterior a grande dificuldade do método baseado na
expansao de Edgeworth é que existem valores da skewness e curtose incapazes de gerar

uma funcéo densidade de probabilidade legitima, com f(x)>0, e unimodal, com apenas

um pico. Distribuicbes ndo unimodais geram prémios com comportamentos estranhos que
abririam margem para operac¢des de arbitragem. Foi possivel gerar sorriso com a expansao
de Edgeworth mas nada comparado com o sorriso observado através dos dados empiricos.
Outra dificuldade com a expansédo de Edgeworth é que ela claramente deixa de ser vélida
no caso em que a curtose se torna infinita. Por essa razdo € necessario procurar outras

distribuicdes com maior capacidade de gerar os dados observados empiricamente.
4.8.1. Distribuicdo de Student generalizada.

Uma distribuicdo constantemente observada empiricamente para o preco das acdes
€ a distribuicdo de student com v =3, que apresenta curtose infinita. Nesse trabalho nos
gostariamos de generalizar a distribuicdo de student para permitir maior flexibilidade da
distribuicdo. Queremos uma distribuicdo com uma cauda que segue uma lei de poténcia do
tipo f(x)ocx™ mas que seja bem comportada na origem para garantir a &rea unitaria,

+o0

J' f(x)dx=1. Nesse caso vamos tomar uma distribuicdo do tipo: f(x)zﬁ como
b a’+x

mostra a Figura 30. A liberdade na escolha do pardmetro a nos permite alargar ou afinar

mais a distribuicdo em torno de x=0. Note que se x<<a entdo f(x)= A‘l é uma constante
a

~ A . : A e
e se x>>a entdo f (x) =—; cai com uma lei de poténcia. O momento de ordem 4 € infinito
X

pois x*f (x) = A é uma constante. Note também que se trata de uma distribuicdo simétrica

com esperanca nula cuja funcdo caracteristica também sera simétrica, ou seja, uma funcéo

parem t.
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Funcdo tipo f(x)=a%/[a%+x?]?

—a=3

f(x)

10

-10

‘ 4
Figura 30. Funcéo normalizada do tipo f(x)_(zaz)2 para a=1 e a=3. Note que o parametro a
a +X

define a largura da fungéo em torno de x=0

dx
— =1, ou pela

A constante A pode ser determinada exigindo que Aj—
o (a2+x2)7

forma equivalente, que ¢(0)=1.

Funcdo caracteristica da distribuicdo de student generalizada

4.8.2.
Nesse caso a funcao caracteristica € dada por:
i—at X
+00 i +ooe é d — +0 i
e™ dx A (aj A'F e du
o(t)=A ﬁz_sj‘ﬁz_a o
= (a®+x) a_w( xj s (1+u?)
I+5
a

Que pode ser escrita na forma propria para o célculo de residuos com dois polos de

ordem 2 no eixo imaginario em u=+i:
AT e"™du
o(t)=— I 2
a’ = (u—i) (u+i)
Para t>0 fechamos a integral por cima, englobando apenas o polo em u=i. Para

t <0 fechamos a integral por baixo englobando o polo em u=—i. Entretanto, como sabemos
que se trata de uma fungédo par em t basta calcular para valores de t positivos. Nesse

Ccaso.

+00 iuat
j ™ du =2rires(i)

2 (u=i) (u+i)

O polo é de ordem 2 logo o célculo do residuo envolve uma derivada:
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(u+i)®  (u+i) |

iuat H iuat iuat —at
res(i):{ie—:l =|:|ate —2-°2 } =e4_ (1+at)

Logo go(t)zA%(Hat)e‘at. Sabendo que ¢(t)é par podemos ja escrever que
(p(t)=A2La3(1+a|t|)e’a‘t‘, onde |f|=ytt" é o médulo de t, valido mesmo para valores

complexos, pois zz' R e zz' >0. Note que para t real entdo |t| =t usual. A constante A
3

agora pode ser calculada através da restricao (p(O) =1 que implicaem A= 22 . Nesse caso
T

obtemos o par de transformadas:

f(x)=

_ t)=(1+alt|)e "
ﬂ(a2+x2)2 < o )_( + ||)

Nesse ponto vale a pena discutir dois aspectos importantes. A densidade de
probabilidade obtida é quase a densidade da distribuicdo t de Student com apenas uma
modificagdo. No caso da distribuicdo de Student o pardmetro a néo é livre e € dado por
a’=v onde v é o numero de graus de liberdade que também entra no expoente da
distribuicdo. No caso da Student generalizada ganhamos liberdade de mudar o parametro a
sem mudar a lei de poténcia das caudas da distribuicdo. O segundo ponto é que podemos
calcular facilmente a variancia dessa distribuicdo através da expansdo da funcédo
caracteristica em série de Taylor usando e~?l =1-alt|+--, logo

2

(p(t);(1+a|t|)(1—a|t|)+~~=1—2a2%+~~ . Isso significa que o’=2a’ ou a=-——=, que

(e}
N
mostra a forma como o parametro a esta associado & variancia.

4.8.3. Precificacdo da CALL com distribui¢céo de Student generalizada

Com os resultados acima temos tudo o que precisamos para o calculo do prémio da

opcdo. Primeiro deslocamos a distribuicdo no eixo horizontal para centra-la em torno de um
ponto x = cuja nova fungéo caracteristica é dada por ¢' (t)=e"“"[1+ a|t|]T e ™. Agora
impomos a condi¢do de neutralidade ao risco:

Ing" (—i)=uT +TIn[l+a]-aT =rT

Que nos leva a x=r+a—In(1+a). Vale a pena notar que para valores pequenos

de a obtemos um resultado muito semelhante ao do drift do Movimento Browniano

2 2
- , a a
Geométrico, pois In(1+a) = a-— e uxr+—. Usando esse resultado obtemos:
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q)T (t) _ giATt [l+ a|t|]T e—aT\t\

Note que apés a imposicao da condi¢do de neutralidade ao risco restou apenas um
anico parametro livre, o a. Esse € um grau de liberdade valioso que seria perdido se
usassemos a distribuicdo de student em lugar da distribuicdo generalizada que estamos
utilizando aqui.

O procedimento para o calculo do prémio da CALL agora é feito da seguinte forma:
(1) calcula-se a fungdo complexa ¢ (t)=e"™ [1+ a|t|]T e ™ e suas partes real e imaginaria.
Dai uma simples multiplicagdo matricial com as matrizes 512x512 da transformada discreta

de Fourier [DFT] calculamos a funcdo densidade de probabilidade fT(x). A seguir

calculamos numericamente, para diferentes valores do strike price X, a integral

c :e*”sj Max(eW —eW°,O) f; (w)dw . Calculando o prego da CALL com essa técnica para 0s

strikes prices das opc¢bes da acdo da Petrobras PETRA foi possivel usar o SOLVER para
encontrar o valor do parametro a que melhor ajustou os valores do prémios, como mostra a
Figura 31. Com o valor do parametro a calculamos toda uma curva com 50 pontos do

prémio em fungéo do strike Price X.

Prémio daopg¢do PETRA Student (a=0,0166)
12

10

Prémio da opgdo ¢
(=)}

15 20 25 30 35 40
Strike price X

Figura 31. Valores dos prémios para opcdo PETRA calculados com a distribuicdo de Student
generalizada [linha vermelha] e os valores dos prémios praticados no mercado (circulos pretos)

A seguir, utilizamos a macro desenvolvida para o calculo da volatilidade implicita
para cada um dos 50 valores dos prémios calculados com a distribuicdo de Student

generalizada e geramos a curva do SORRISO da VOLATILIDADE mostrada na Figura 32
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junto com os valores da volatilidade implicita extraida diretamento dos prémios de mercado.
Agora fomos capazes de obter um sorriso que ajusta bem os dados empiricos.

Sorriso da volatilidade PETRA student (a=0,0166)

b At

Volatilidade implicita [%aa]

P

-10 -5 0 5 10 15
Moneyness [ X-S ]

Figura 32. Sorriso da volatilidade obtido através da utilizacdo da distribuicdo de Student generalizada
com apenas um parametro de ajuste livre

Esse resultado mostra que a distribuicdo de Student generalizada para v=3 é
capaz de explicar qualitativa e quantitavemente os dados empiricos dos prémios das opcdes
sobre a acdo PETRA para uma maturidade de 46 dias Uteis. Vale notar que nesse caso sO
utilizamos um parametro livre de ajuste, o a, que fez o papel da volatilidade no modelo de
Black&Scholes, ao contrario da expansdo de Edgeworth onde existiam dois parametros
livres, a skewness e a curtose. Com esse parametro obtivemos uma curva de SORRISO DA

VOLATILIDADE bem semelhante a observada empiricamente.
4.9, Gerando a curva c vs X diretamente com transformada de Fourier.

O procedimento da secdo 4.8 foi muito custoso em termos computacionais. Para
cada valor do strike price precisamos calcular uma integral. Examinando o procedimento
notamos que partimos da fungao caracteristica, calculamos o drift para tornar a distribuicao
risco-neutra, elevamos a fungéo caracteristica a T, dai aplicamos uma transformada inversa
para recuperar a fdp risco-neutra no espaco direto para sé entdo integrar para encontrar o
valor intrinseco esperado para cada strike price.

Nessa se¢do vamos apresentar um método direto e rgpido em que sé utilizamos
uma transformada inversa de Fourier para gerar toda a curva de c vs X de uma vez s6. S&o

as propriedades das transformadas de Fourier que tornam o método possivel, com alguns
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pequenos cuidados. Vamos mostrar o método utilizando a distribuicdo de Student
generalizada da sec¢do 4.8, mas o método é completamente geral e pode ser utilizado com
qualquer distribuicdo em que se conhece a funcdo caracteristica. Em muitos exemplos,
como na distribuicdo de Lévy, sabe-se a priori a funcdo caracteristica e ndo a fdp direta.
Mesmo no caso em que a expressao analitica da fungéo caracteristica ndo é conhecida ou
de implementacdo complicada, o método pode ser aplicado apés uma transformada

numeérica. A idéia é realizar todo o célculo do prémio da op¢éo no espaco de Fourier.

Para isso vamos modificar a expressdo ¢=Se™" I e"f, (w)dw—e™" X .[ f. (w)dw para

Wo Wo

0

a forma: <:=Se‘”J'(ew—ewf’)H(W—Wo)fT (w)dw, onde a funcdo de payoff é dada por:

payoff :(eW—eW°)H (w—w, ). Nesse ponto a idéia € usar o teorema de Parseval para fazer a

integral de uma vez no espaco de Fourier. Vamos usar 0 mesmo truque da secdo 4.6 e

. . —(1 . A .
multiplicar e dividir por € (Lre)w para garantir a convergéncia da integral.

0

c=Se ™ [[e (e e )H (w-w,) || ™t (w) |dw

—o0

Note que a diferenca para o procedimento da se¢cdo 4.6 € que agora manteremos

as duas integrais juntas. Definindo  payoff (w)= [e’(“”)w (eW —g" ) H(w-w, )] e

tamp (W) = [e(l*“)w f; (W)] podemos usar o teorema de Parseval para re-escrever

L1
c=Se" g Jl D payoft (t)¢damp (t)dt

onde @, (t)= ]E e [e’(““)w (e"—e")H (w-w, )] dW € @, (1) = T ee™ M £, (w)dw.

—00 —o0

©

NOtamos que @y, ()= [ e™e ™"t (w)dw= [Nt (wydw=g[t-i(1+a)]. Ja a

transformada do payoff vale:

g (t) _ J‘ e(it—az)wdw_ew0 J' e[it—(l+a)]wdw _ e[it—oz]w0 [ 1 _ 1 :| ou seja

[it -(1+ a)] (it—a)

Wo Wo

(it—a)w,

e e—a Wy e—itw0

t)= avort (1) = : |
Prayort (1) = a)](it=a)’ portanto ¢, (t) G aritar) Juntando os resultados
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gp[t—i(1+a)]

a — dt . Percebemos entdo que a
a?+a—t +|(2a+1)t)

. I
acima obtemos: c=Se e % o j gt
e (

curva C( ) € gerada de uma s6 vez como uma transformada inversa de Fourier:

go[t—i(1+a)]

Se e * T
o(w,) = (a2+a—t2+i(2a+l)t)

Note que ndo temos problemas de singularidades porque o denominador néo vai a
zero no eixo real. O fator & néo pode ser muito pequeno e, as vezes, nao pode também ser

muito grande para evitar divergéncias nas integrais nos limites X — £00.
4.9.1. Aplicacdo para adistribuicdo de Student generalizada:
A funcéo caracteristica é a mesma da secéo 4.8 dada por ¢(t)=e""(L+alt)) e ™"
e com o drift risco-neutro x#=r+a-—In (1+ a). Incorporando o drift temos que
p(t)= gl(rra-n(ta))Te (1+ a|t|) e ™ e a funcio caracteristica deslocada é dada por:
p(t-i(l+a))= gH(bra)T giaTt (1+ alt—i(1+ a)‘)T g aTlt-i+)

Dessa forma podemos calcular a curva do prémio ¢ dada por:

ATt (1+ a|t _j 1+ 0{)|)T e—aT‘t—i(1+a)‘

a +a-t* +|(2a+1)t)

C(W) Se u(lra)T s Je—ltw

o

dt

it (1+a|t—| 1+0£)|)T e—aT‘t—i(ha)‘

Ou seja: c(w, :Se”(1+0‘)Te—awoFT-1
] ( o) (a +oa—t? +I(20!+1)t)

4.9.2. Resultado com o método da transformada:

A Figura 33 mostra a curva gerada pela técnica da transformada de Fourier de uma
vez sO em funcdo dos strike prices junto com os dados empiricos. O erro na integracéo
numeérica pelo método da transformada € menor do que a integracdo direta e o0 ajuste da

curva aos dados empiricos foi melhor do que na sec¢éo 4.8.
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12

PETRA calculada com FT [a=.0215]

10

Prémio da opgdo ¢

15 20

25 30 35
Strike price X

40

Figura 33. Curva do prémio vs strike price gerada inteiramente através de uma transformada inversa

Jéa a Figura 34 mostra o sorriso da volatilidade obtido com a curva da Figura 33.

de Fourier

Sorriso da volatilidade PETRA com FT (a=0,0215)

Volatilidade implicita [%aa]

Figura 34. Sorriso da voltalidade obtida para os dados da curva da Figura 33

Moneyness [ X-S ]

1 4
08 +
0.6 +

°
)
04 + M
) o 0o © o e

0.2 +

-10 -5 0 5 10 15
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O método da transformada de Fourier se mostrou bastante robusto sem maiores
problemas para « >0,2. Além da velocidade e robustez permite uma imensa flexibilidade na

escolha das distribuicdes risco-neutras.
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5. Concluséao

Com esse trabalho de monografia mostramos diversas formas de deducdo da
precificacdo de opcdes com o modelo de Black & Scholes salientando como o processo de
hedging para eliminar o risco é fundamental para esse procedimento. Mostramos como esse
procedimento leva naturalmente a probabilidades risco-neutras descritas através de
martingales que requerem que o drift das acdes sejam iguais a taxa de juros de renda fixa
do mercado. A formula de Black&Scholes foi demonstrada nessa monografia através de 4
formas diferentes: (1) através do limite da precificacdo do modelo binomial; (2) através do
conceito de prémio justo impondo a condicdo de neutralidade ao risco e a distribuigéo log-
normal; (3) através da solucdo da equacgédo diferencial estocastica de Black&Scholes que
utilizou o conceito de que o retorno de portfélios de arbitragem, sem risco e sem capital
proprio, tem que ser nulo, além do pressuposto de que os precos das agdes segue um
movimento Browniano geométrico. Mostramos uma aplicacdo do modelo de Black&Scholes
na precificacio de opcdes sobre acdes da PETROBRAS e da sensibilidade do modelo com
a volatilidade. Também mostramos como gerar curvas do SORRISO DA VOLATILIDADE
através desses dados e discutimos que a presenca desse sorriso indica a necessida de

rever os pressupostos do modelo Black&Scholes.

Para o desenvolvimento matematico dessa monografia foi necessario introduzir
muitos conceitos de teoria de probabilidade, como as func¢des caracteristicas, e de
matematica como as transformadas de Fourier e do célculo de variaveis complexas e de
residuos. Embora se trate de uma matematica usualmente ndo estudada nos cursos de
economia, o desenvolvimento da teoria da precificacdo demonstra claramente a importancia
desses topicos na area econdmica. Nesse aspecto essa monografia fornece uma introducao
razoavelmente completa do ponto de vista da operacionalizacdo dos conceitos para um

leitor ndo familiar com os temas.

Para evoluir além do modelo Black&Scholes foi necessario abrir mdo do
pressuposto do movimento Browniano geomeétrico, mas sem abrir mao do pressuposto de
que o prémio da opcdo serd tal que ndo permita operacdes de arbitragem. Isso implica a
utilizacdo de martingales que impde restricdo sobre o drift das probabilidades risco-neutra. O
calculo de residuos permitiu que a imposicdo da condigdo de martingale no drift tenha se
tornado muito simples, impondo valores complexos da funcéo caracteristica para t =—I.
Dessa forma tornou-se possivel generalizar o modelo de precificacdo para qualquer
distribuicdo de log-retornos risco-neutra. Finalmente aplicamos esse procedimento para
precificar op¢des ampliando o movimento Browniano geométrico para incorporar cumulantes

superiores, até a ordem 4 da curtose, na distribuicdo normal dos log-retornos. Esse
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procedimento foi capaz de gerar curvas de SORRISO DA VOLATILIDADE, indicando a
direcdo correta do mesmo. Infelizmente ainda ndo é suficiente porque 0s sorrisos que
geramos sdo menores do que os apresentados pelos precos do mercado. Percebemos que
a grande dificuldade dessa metodologia é a falta de liberdade para escolha dos parametros
de assimetria e curtose. Dependendo dos valores assumidos podem gerar prémios que nao
seguem as condicfes bem gerais sobre a curvatura dos prémios em funcéao do strike price.
Esse resultado indicou, portanto, que seria necessaria a utilizagdo de distribuicdes muito
mais fortemente divergentes em relacéo a distribuicdo normal do que a simples aproximacao

da mesma através da incorporacdo de cumulantes de ordem superiores.

A distribuicdo de Student generalizada se mostrou capaz de gerar a curva de
precos da opgdo em funcao do strike price de acordo com os dados empiricos do mercado e
gerou uma curva de sorriso da volatilidade bem de acordo com as curvas observadas. O
método de integracdo direta do payoff com a fdp da distribuigcdo risco-neutra se mostoru
adequado, mas com alto custo computacional, exigindo uma integracdo para cada valor de
strike price. Finalmente demonstramos um método em que o calculo do prémio é totalmente
realizado no espaco de Fourier, capaz de gerar a curva inteira do prémio vs strike price com
a aplicacdo de apenas uma transformada de Fourier inversa quando se conhece a
expressdo analitica da fungdo caracteristica risco-neutra. Trata-se de um método robusto,
rapido e muito flexivel que foi totalmente implementado em uma planilha Excel. Com essa

técnica podemos testar qualquer outra distribuicdo risco-neutra proposta.

Esperamos que essa monografia demonstre o imenso potencial de aplicacdo das
transformadas de Fourier na economia, comec¢ando pelas fungcbes -caracteristicas e
chegando ao nivel de calcular completamente a curva inteira dos prémios das opc¢des. A
maior parte dessas possibilidades se devem as propriedades das transformadas de Fourier
gue a tornam tao poderosas. Trata-se de uma ferramenta intensamente utilizada na fisica e
engenharias por quase 200 anos que s6 veio encontrar aplicagdes na economia a partir de
2000.

O objetivo dessa monografia foi procurar métodos para gerar sorrisos de
volatilidade através da precificagdo risco-neutra das opc¢des. Uma continuidade desse
trabalho seria de ndo apenas mostrar que distribuicbes podem gerar sorrisos, mas também
de desenvolver o processo de hedge que eliminaria o risco com essas distribuicdes.
Sabendo, através da literatura, que fora do pressuposto de movimento Browniano
geométrico se torna impossivel eliminar completamente o risco, outra continuidade seria a

incorporacdo de um prémio de risco na precificagdo risco-neutra.
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6. Apéndices
6.1. Apéndice 1. Série de Taylor

A Série de Taylor de uma funcao de classe infinitamente diferenciavel pode ser ex-

plicada da seguinte forma simples e intuitiva. Desejamos aproximar a fungdo f (X) em torno

0
de x=x, por uma série de poténcias na forma f(X)= Y a,(x—X,)". O indice n define a
n=0

ordem da aproximacéo, com f (x) =a, para aproximagao de ordem zero, ou seja, uma reta
horizontal, f(x)=a,+a,(x—X,), uma reta com coeficiente angular a,, para aproximag&o
de ordem 1, f(x):ao+a1(x—x0)+a2(x—x0)2 para a aproximacdo de ordem 2, e assim

por diante. E intuitivo que a melhor aproximac&o seja aquela em que, no ponto X = X, tanto a

funcao quanto sua aproximagéao sejam idénticas. Nesse caso:
< n
Y a5 (X—X)" lx, = 8o 1090 3 =T (x,).
n=0

Para determinar os outros coeficientes a, também vamos exigir que os valores das

derivadas da fungéo e da aproximagao sejam idénticos em X = X,, como mostra o grafico da

Figura 35, abaixo, para uma aproximacao de ordem 2.

Série de Taylor

— f(X)
ordem 0

—ordem 1

— ordem 2

f(x)

Figura 35. Série de Taylor
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(n) n
Podemos demonstrar que os coeficientes a, :fEXO), onde f(”)(x):di:,
n! dx
através dos seguintes passos:
& ko) =1~ D1 kD= 1) =" (x—x)" ¢k
—(X—X =nn-1)...N—K + X—X =——(X—X <n
dxk ° -k o
dx
d—k(x—xo)”zo k>n
X
n
i@(x—x@”—n!
4° Sa =3 oy )
— a (X—X X—X
kaok ° “n-tyr
i — %) | x, = Nla,

n
chegamos a: a, :m.

n
Impondo que f (M (x,)= d -
n!

k
lx=x6

Dessa forma, a Série de Taylor, é dada por:

" (n) —x)\"
f(X) f(XO)+f (XO)(X XO) f(xo);): XO) . f (XO)n(|X XO) +

Que pode ser escrita na forma condensada como:
£ (x .
f0=3 o) (xx))
n=0

A expanséo do caso particular da série de Taylor-Maclaurin, em que x, =0, fica:

8

" m (n)
r0,, 10, O, 100,
2! 3 n!

Que pode ser escrita na forma condensada como:

FO)=1(0)+

0 f(n

f(x)= Z

Em principio essa é uma série infinita. Entretanto, uma série infinita s6 sera util se

for possivel mostrar que ela converge, ou seja, que pode ser truncada em determinado

namero de termos e que o erro cometido com essa truncagem tende a zero a medida que o

namero de termos incluidos cresce. O erro cometido com essa truncagem chama-se Resto.

Uma série de Taylor truncada em n sé pode ser utilizada para funcao diferenciavel, pelo

121



menos, N vezes. Mas isso relaxa a condicdo de que a fungcdo deve ser infinitamente

diferenciavel.
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6.2.

Apéndice 2: Prova de que a funcao caracteristica € absolutamente continua

p(t+h)- I Mg f )dx—Tei“f (x)dx = Teix‘ (e““ —1) f (x)dx

+00

-xh xh
+00 .xh ey
p(t+h)—p(t)= .[Zie‘X‘eT [ezz—_e?J f(x)dx= _[2|e'“e 2 sm(xzh] f (x)dx

—0

Assim;

ixt

lp(t+h)- <2J'|ee

sm(xzhj‘f(x)dx

sin (X?h)‘ f (x)dx =0, provando o teorema.

sm( j‘f( x)dx = 2.[

Portanto, nggko(t +h)- (p(t)| <2 Ll_rfg

—0
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6.3. Apéndice 3: Associacao entre a FDP e a funcéo caracteristica

Para verificar que a associagéo entre ¢(t) e f(x) é biunivoca precisamos de uma

) | o | sin[n(x-x,)]|
funcdo delta de Dirac especial, obtida da sequencia 5n(x—x0) =A——*=

(X_XO)

cuja curva

€ mostrada na Figura 36.

n=1

0.4

Figura 36. Grafico da fungéo &, (x—x, ) =Sm[r(])EX;X;)]
T\X— X,

com n e a largura diminui. A distancia entre as duas primeiras raizes vale 2% .

para x,=0 e n=14¢e10. Note que a altura sobe

+o0 =

. . sinu

A area sobre essa curva pode ser calculada por residuos e vale I —du=rx.
u

—00

Com o célculo de residuos® essa tarefa simplifica. Antes de qualquer coisa
‘Csinu e
fazemos: _[—du=|m I—du . Depois fazemos o calculo da seguinte integral:
u u
eiz —& eiz eiz o eiz eiz ]
gS—dz=j'—dz+ gS —dz+.|'—dz+ @ —dz=27iRes(z=0)
z —0 z semicirculoinf R=¢ z € z semicirculosupR

e” i N ~
Agora (_f; —dz=0 porque para z=Re'“=Rcosf+iRsind entdo

semicirculosupR

e” =e"*% """’ @ g como sin@>0 para 0<@ <~z otermo e **"’ anula tudo no limite R —

Por outro lado:

eiz 27 ig(cosO+ising) ) 2z o 27
“dz=lim [ Z——ise'’dO =ilim [ e“*""")dg =i [ dO = xi
Z &0 ge“g >0
semicirculoinf R=¢ V4 V4 T

. , . e”
O residuo do polo simples em z=0 vale Res= Img{z—} =1
7> Z

Juntando tudo temos:

2% ver apéndice 11
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&0

(j.}%dz =fe—:dz+7zi+:.f%dz:27ri , OU seja: z%dz ﬂimﬁv%dzif%dz}:ﬂi
Portanto: z‘c’i%du = Imﬁo%du} =Im[zi]=7

—0

: Tsinu
Resultado final: j Tdu =7

Assim garante-se que para A=— a area sobre a curva € unitaria precisamos fazer.
T

3 sin[n(x-x,)] . : -
Dessa forma, a fungéo &,(x—x,)=—=————"= se torna a funcéo delta de Dirac no limite

z(X=X,)
n—oo:
_ ) sin[n(x—xo)]
o(x=x,)=Ilimg, (x—x,)=1
(x=%,)=limd, (x-x,) =i 2(x—x,)
Por outro lado podemos usar a férmula de Euler e* =cosx+isinx para calcular
+no i(x=x))t +n in(x=%,) _ 4=in(x=%,) i _

iJ'e'(x‘xf’)tdt:i_e | 1 e € :sm[n(x X°)]. Daqui extraimos a
2r 2mi(x=%,)|,  7(x=X%,) 2i z(X=X,)

importante identidade:
i+_|2Oei(x'x")‘dt =5(x-x,)
2r °, °

Agora podemos verificar a transformada de Fourier inversa facilmente, substituindo
a ¢(t) abaixo:

—+00

f(x)zi [e [ef(x)dxdt= [ f(x’)dx'{% | ei(x"x)tdt}: [ £(x)3(x=x)dx' = f ()

—o0 —o0 —o0

Isso nos permite reconhecer a f (x) dada a ¢(t) e vice-versa.
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6.4. Apéndice 4: Relacdo entre os cumulantes e 0s momentos

As relagbes entre os cumulantes e os momentos podem ser obtidas derivando o

logaritmo conforme segue:

dO
2. np=2=p""; ¢ =M, =
@
d2 1 2 1 2 12 2 2
3. 2= 9 0 Y =9 0 9 9" G =M, —p =0
d3 1 2 2 3 13 1 2 3 13
4. B Ne=0 0"~ 00 20700~ 20"0" =07 ¢" =307 4’9" + 279", entsio

¢, =M, -3uM, +24°*, que pode ser colocado em termos dos momentos centrados

_ 3 2 2 2 3 _ G _ M
como ¢, = u° +3uc” +my—3u(1’ +0°)+24° =m,. Logo = =—%.
o

d* .
5. F In Q= §0_1§0(4) _ 4¢—2¢/¢/ﬂ_3¢—2¢”2 +12¢—3¢/2¢n _ 6¢—4¢r4 , ou Seja:

¢, =M, —4M,M, -3M] +12M M, -6M,'. Colocando em termos dos momentos

centrados:

c,=m, +4um —4pum, +61°0° —124° 6" =601’ +124°0° + ' —Au' —3ut + 124" —64" 30" .

. c, m
Finalmente temos que ¢, =m, -30" e k=—%=—-3.

o O
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+00

—x2
6.5. Apéndice 5: Demonstracdo de que [ e X dx=1x.
—00

. +oo 2 g
Para demonstrar esse resultado definimos 1= [ ¢ *"dx. Mas como a variavel de
—00
. N 3 N 400 _y2 2 400 +00 —[x2+y2]
integracdo é muda, entdo I= [ e 7 dy logo 1= [ e dxdy . Agora podemos
—00 —00 —00

mudar de sistema de coordenadas cartesianas para polares no qual x=rcos@, y=rsing,

X2 ¢ y2 —r2 e o elemento de area vale dxdy — rdrd@. Para fechar todo o plano x-y, r varia

P 2 +0027Z' _r2 . ,
de zero a infinito e ¢ de O a 2n. Neste caso |° = [ e rdrdg. A integral em 9 €

00
. . . 2 +00 _r2 +00 _r2 .,
imediata e ficamos com|“ =27 [ e  rdr=x [ e ° 2rdr. Agora mudamos a variavel para
0 0
. +00 +00 ) »
u=r2 logo du=2rdr e ficamos com 12=7z [ e Ydu. Mas [ e Ydu=—e ”O —e¥ -1, entdio
0 0

+o0 2
12-7 e 1=z ouseja, | e Xdx=yz.C.Q.D.
-
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6.6. Apéndice 6: Momentos da Log-Normal

Os momentos da log-normal sdo dados por:

_ny-py

T e 2 (d

M =fy s LW
0

" \/ga Yy
dy

Mudando a variavel de integracdo para Iny=x, y=¢*, V:dx, guando

<

2

1 0 _(x-u)
Ie”*e 20° dx. O

NZZE

y—>0 X—>-o e quando y—>+wo X—>+o. Nesse caso: M, =

truque aqui é completar quadrado no expoente:

(x—u)? (x—p)?-2052nx X2 =2 pix+ 1% —25°nx X2 =2(u+no? ) x+(p+nc? )2 —(u+nc? )2 + 1
e™e 207 _— e 202 =e 202 =e 202
(>(—/4)2 (X—‘ux—naz)2—(;12-f-Z,unch-%—nzo'd)-f-y2 20?2 (x—px—nc?)?
nx 252 252 Hn+n 7 772 A
e'e 9 =e¢e 4 =€ € o
ﬂnngi 1 w  (x-px-ng®)?
7 2 .
Dai vemos que M, =e 5 e 2 dx|. Aintegral entre colchetes vale
TOo:~,

2
o
n+n?Z—

1 e temos todos os momentos de ordem n dados por M, =e 2. Em particular temos

2 9
3u+—o?
”20.

o 2 2
M,=1; M,=¢ 2; M,=¢e*?"; M,=e e M,=e""" . Podemos calcular os
A 1(n n-k  n—k -
momentos centrados usando bindmio de Newton m, = Z ‘ (-1)"" £"*M, . Ja sabemos que
k=0

m=1 e m=0. Para a variancia m, temos: m, =M, — M/ logo

m, = e2420" g2’ — g2’ (o' _1)  V[y]=e2" (e —1) e N [y]= e”+7«f(e"z -1). Para o

momento centrado de ordem 3 temos m, = M, -3M,M, +2M_?, de onde extraimos que:

3y+20'2 3;4+§o‘2 S;HEO'Z 3y+§0'2 3y+§0'2

1,
H+—o 2
m,=e 2 -3¢ 2 e*"7 42 =e 2 -3 2 +2 2
3, 3 2
Su+—o 2 2 Su+—o 2 2 2
m,=e 2 [es" —3e° +2}=e 2 [e" —1} [e" +2}
A Skewness sera dada por:

3y+§0'2 o2 2
a, = UL N ° : [e _1]3 [e"z +2} = (e"z —1)[e"2 +2] :
2

Para o momento de ordem 4, m, = M, —4M,M, +6M?M, —3M,’, teremos:

128



2
o 9 ,
m. = e4;t+80'2 _4e’u+763‘u+50 +6e2y+0'2e2,u+20'2 _3e4y+20'2
, =

2 2 2 2
m4 — e4,u+80- _4e4,u+50' + 664,u+3o- _3e4,u+20'

Que pode ser simplificado para m, =e**?" [e6“2—4e3"2+6e"2—3} e fatorando o

termo:
[eﬁ"z —4e%" 166”7 — 3] = [e"z —1][e5"2 ret ye¥ 302 _3e” 4 3]

[ee"z — 4% +6e” — 3] = [e"z —1]2 [e““z +26%° 137 — 3}

2 2 2 2 2 2
Obtemos, finalmente: m, = e***~ [e" —1} [e“" +2e% +3e* —3].

Seguindo a operacao abaixo, chegamos finalmente a curtose:

2 2 2
m e4,u+2cr |:e0' _1:| o , o
a, = 4 = [e" +2e%" +3e?° —3}

(W) e e 1]

a, =k = [e“"z +2e% 432 — 3]

Como 1+2+3=6 percebe-se que k>0 sempre, com a igualdade valendo apenas

se o2 =0.

129



6.7. Apéndice 7: Macro com funcéo loop

Neste apéndice sera demonstrado como construir uma macro com fungéo loop para
repetir a operacao solver do Excel, cuja aplicagdo se estende a outras areas da economia,
como a construcéo da fronteira eficiente de Markowitz. As linhas iniciadas com o caractere
sédo entendidas pelo VBA como comentarios, e 0s conteldos dessas linhas ndo seréo exe-
cutados. Observacdes pertinentes, portanto, serdo iniciadas de ‘. O cédigo da macro sera:
Sub volimplicita()

For row =50 To 62

* Este primeiro comando define que a variavel row ira variar de 50 a 62, sendo este o
“intervalo em que se encontra a Tabela 16.

Set target = Worksheets("Sheetl1").Cells(row, "P")

* Este comando definira a variavel target, que é a nossa variavel alvo, o erro, o qual
“ queremos que seja 0. O mesmo encontra-se na coluna “P”. Note que no comando para
“ designar a localizagdo da célula desejada, Cells(indice da linha, indice da coluna), o valor
‘ utilizado para o indice da linha foi a variavel criada row, que ira variar de 50 a 62. O
“ indice da coluna pode ser escrito tanto como a letra da coluna entre aspas, ou pelo
“numero correspondente aquela coluna. No caso, “P” seria igual a 16. A férmula =col([ref])
‘retorna o numero da coluna escolhida.

Set sigmaimplicito = Worksheets("Sheet1").Cells(row, "L")

‘

“ Aqui, sigmaimplicito sera a coluna do o,

malicito - €@ esta variavel que faremos variar no
solver.

SolverReset

SolverOk SetCell:=target, MaxMinVal:=3, ValueOf:="0", ByChange:=sigmaimplicito

SolverFinish keepFinal:=1

SolverSolve userFinish:=True
“ As quatro linhas acima executardo o solver. SetCell definira a célula alvo, cujo valor
“queremos que seja 0, definido em ValueOf:="0”. ByChange definira as células que devem
* ser alteradas para atingir o resultado. Ao fazer os valores de SetCell:=target e
* ByChange:=sigmaimplicito, faremos as linhas de referéncia das celulas variarem de
“acordo com a variavel row.
Next
 Esta dltima linha sera o final da fungdo loop. Os comandos das linhas serdo executados
‘ primeiramente para row = 50. Quando atingir a linha de comando Next, o VBA retornara ao
“inicio e executara novamente os comandos para row = 51, e assim por diante até a linha
“62.

End Sub
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6.8. Apéndice 8: DFT

Neste apéndice veremos como realizar a transformada de Fourier e sua inversa no

. . o ) X . X .
Excel. Vamos criar um intervalo simétrico, fazendo o x variar de —? até +? com N =2

pontos. Com os pontos no formato N =2" podemos também extrair a FFT, o que ndo
faremos a priori nesse trabalho, pois sua operacdo no Excel resultou em maior tempo de

processamento do que seguindo o método a seguir.

Nesse caso o 5X=% e X;= —l+ jiz X (j—ﬁj Agora fazemos T = NZYE

2 N N
e 5t=2%, com t variando de —% até +%. Entdo temos que
{ =— 7zN k2_7z:27z k—ﬂ
X X 2

O produto X;t, entdo é dado por:

2 NYX(. NY_2z N N N?
o e (TR
X 2 )N 2 2 4

Nés precisamos de

2, . -N . -N 2m, . .
— eiIWkJe$ij7re$ik7retl 27 _ eﬂWkJ (e$iﬂ )J (eﬁzr )k eﬂ?” — eiIWkJ (eﬁzr )J

+ixjt

Qi )k (eii 27 )2"72

° (
Vemos que € =cos(+7)tisin(tr)=-1 e €% =cos(+27)isin(+27)=+1,

+ix;t j+k iizikj
logo, e =(-1)""e N

1 iy 1274 itk -5k
Agora definimos as matrizes W, :W(—l)J ‘N’ e Wl=(-1)"e V", das

guais obtemos as transformadas direta e inversa facilmente. O fator %\I foi escolhido para

que as matrizes W e W 'sejam inversas entre si. Vamos construir as duas matrizes no

Excel.
Facamos uma matriz, como na Figura 37, com 256 pontos. As colunas pintadas em

preto representam j na vertical e k na horizontal, que vao de 0 a 255. Criamos agora as

., . . 2 .z . ~
variaveis n e N. Podemos deixar o termo W” ja calculado, para facilitar. Note que a operagéo

multiplicacdo de matrizes do Excel s6 é definida para nimeros reais. A fungéo f (X) € real,
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mas a matriz W =W, +iW, € complexa, portanto teremos que quebrar as operacdes em

real

duas com o produto matricial dado por:

@ =WFf = (W, +iW,,)( fo +if,) =W

real

f+iW, f

real real

k
0 0.003906 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039
1 -0.00391 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0039 -0.004 0.0038 -0.004 0.0038 -0.004 0.0038 -0.004 0.0037 -0.004 0.0036 -0.004 0.0036 -0.004
2 0.003906 -0.004 0.0039 -0.004 0.0038 -0.004 0.0037 -0.004 0.0036 -0.004 0.0034 -0.003 0.0032 -0.003 0.003 -0.003 0.0028 -0.003 0.0025
3 -0.00391 0.0039 -0.004 0.0038 -0.004 0.0036 -0.004 0.0034 -0.003 0.0031 -0.003 0.0027 -0.002 0.0022 -0.002 0.0018 -0.001 0.0012 -9E-04
13 4 0.003906 -0.004 0.0038 -0.004 0.0036 -0.003 0.0032 -0.003 0.0028 -0.002 0.0022 -0.002 0.0015 -0.001 0.0008 -4E-04 -1E-17 0.0004 -8E-04
5 -0.00391 0.0039 -0.004 0.0036 -0.003 0.0032 -0.003 0.0026 -0.002 0.0018 -0.001 0.0009 -4E-04 -1E-04 0.0006 -0.001 0.0015 -0.002 0.0023
6 0.003906 -0.004 0.0037 -0.004 0.0032 -0.003 0.0025 -0.002 0.0015 -9E-04 0.0004 0.0002 -8E-04 0.0013 -0.002 0.0023 -0.003 0.0031 -0.003
7 -0.00391 0.0038 -0.004 0.0034 -0.003 0.0026 -0.002 0.0014 -8E-04 1E-04 0.0006 -0.001 0.0018 -0.002 0.0029 -0.003 0.0036 -0.004 0.0039
8 0.003906 -0.004 0.0036 -0.003 0.0028 -0.002 0.0015 -8E-04 -1E-17 0.0008 -0.001 0.0022 -0.003 0.0032 -0.004 0.0038 -0.004 0.0038 -0.004
9 -0.00391 0.0038 -0.004 0.0031 -0.002 0.0018 -9E-04 1E-04 0.0008 -0.002 0.0023 -0.003 0.0034 -0.004 0.0039 -0.004 0.0036 -0.003 0.0026
2 JLUNNN 0.003906 -0.004 0.0034 -0.003 0.0022 -0.001 0.0004 0.0006 -0.001 0.0023 -0.003 0.0035 -0.004 0.0039 -0.004 0.0034 -0.003 0.002 -0.001
23 JORNN -0.00391 0.0038 -0.003 0.0027 -0.002 0.0009 0.0002 -0.001 0.0022 -0.003 0.0035 -0.004 0.0039 -0.004 0.0031 -0.002 0.0015 -5E-04 -6E-04
24 IV 0.003906 -0.004 0.0032 -0.002 0.0015 -4E-04 -8E-04 0.0018 -0.003 0.0034 -0.004 0.0039 -0.004 0.003 -0.002 0.0011 -7E-19 -0.001 0.0022
%5 JKENN -0.00391 0.0037 -0.003 0.0022 -0.001 -1E-04 0.0013 -0.002 0.0032 -0.004 0.0039 -0.004 0.003 -0.002 0.0009 0.0003 -0.001 0.0026 -0.003
% ICINN 0.003906 -0.004 0.003 -0.002 0.0008 0.0006 -0.002 0.0029 -0.004 0.0039 -0.004 0.0031 -0.002 0.0009 0.0004 -0.002 0.0028 -0.004 0.0039
27 IR -0.00391 0.0036 -0.003 0.0018 -4E-04 -0.001 0.0023 -0.003 0.0038 -0.004 0.0034 -0.002 0.0011 0.0003 -0.002 0.0028 -0.004 0.0039 -0.004
28 JUINN 0.003906 -0.004 0.0028 -0.001 -1E-17 0.0015 -0.003 0.0036 -0.004 0.0036 -0.003 0.0015 -7E-19 -0.001 0.0028 -0.004 0.0039 -0.004 0.0028
2 LY 0.00391 0.0036 -0.003 0.0012 0.0004 -0.002 0.0031 -0.004 0.0038 -0.003 0.002 -5E-04 -0.001 0.0026 -0.004 0.0039 -0.004 0.0027 -0.001

1

2
Figura 37. Matriz w, :N(_l)j+k e’

As matrizes serdo construidas no Excel utilizando as férmulas abaixo:

W__ =IMREAL(IMPROD(IMEXP(IMPROD("i", $E$8,E$11,$D12)),((-1)"(E$11+$D12)/$E$6)))

real
W, =IMAGINARIO(IMPROD(IMEXP(IMPROD("i",$E$8,E$11,$D12)),((-
1)NE$11+$D12)/$ES6)))
Para construir a matriz inversa, W™, podemos aproveitar as matrizes ja

construidas, copiando e fazendo pequenas alteracdes. Para adapta-la devemos retirar a

L2 .
multiplicacdo pelo termo %\l e inverter o sinal de i~k . Facilita se somente trocarmos o

. 27 : . 27 L .
sinal do termo - que deixamos ja calculado, para ~ . Assim, ficamos com as formulas:

W™ __ =IMREAL(IMPROD(IMEXP(IMPROD("i" $E$8,E$11,$D12)),((-1)E$11+$D12))))

W™ =IMAGINARIO(IMPROD(IMEXP(IMPROD("i", $E$8,E$11,$D12)),((-1)NE$11+$D12))))

Transformada de Fourier direta:

N-1 _
Queremos je'xlt*f Jix - g = 5xZe'Xthf XZ(%Q'Xitkjfj
j=0

N-1
chamando ¢, =¢(t) e f, = f (Xj), temos que g, = X > W, f,.

j=0

132



Para fins de ilustracdo vamos construir uma distribuicdo normal. Criamos

primeiramente as variaveis N, X, u e o. Para facilitar, vamos deixar calculados os termos
%, % : 27%( e o, conforme Figura 38. Agora fagamos a coluna j, com 0 mesmo

namero de termos da matriz W, , indo de 0 a 255.

C D E F G H

3 n=8

9 N=2"=256

10 N/2 =128

1

12 X=7

13 X/N = 0.02734375

14 2m/X = 0.897597901

15

16 p=1

17 c=05

18 o’ =0.25

19

0 ] x () t Relo(t)] Imlp®)]  f(x) = FT[o(t)]
21 0 -3.5  2.05595E-18 -114.9 -4.61801E-08 0 7.18783E-14
22 1 -3.473 3.35829E-18 -114 4.61809E-08  -4.9004E-10 -1.69306E-13
23 2 -3.445 5.46921E-18 -113.1 -4.61834E-08 9.80221E-10 1.60237E-13
24 3 -3.418 8.88038E-18 -112.2 4.61875E-08 -1.47068E-09 -2.91734E-13
25 4 -3.391 1.43761E-17 -111.3 -4.61933E-08 1.96156E-09 2.90747E-13
26 5 -3.363  2.32033E-17 -110.4 4.62006E-08 -2.45301E-09 -3.25551E-13

Figura 38. Construcéo da Normal

L X . X X .
O x ira variar de 5 até +?, com OX = N Podemos ver a operacéo no Excel

com detalhes na Figura 39 (a). A f(x) pode ser obtida através da férmula

=DISTNORM(x,u,5,0), conforme a Figura 39 (b). O termo t, vide Figura 39 (c), sera

8 n=8 8 n=8 8 n=8

9 N=2"= =27E8 9 N=2"= =20E8 g N=2"= =08
10 N/2==E9/2 ] 0 N/2==£9/2 0 N2=5E92
1 1 1

12 X=7 12 X={7 1 X=7

13 X/N =|=E12/E9 JEE! X/N = =E12/E9 3 XIN = =E12/E9
1 2m/X = =2*PI()/E12 14 2m/X = =2*PI()/E12 " X2 ER
15 15 15

16 p=1 16 p=1 1 p=1

17 c=05 17 c=[0.5 17 =05

18 o’ = =E17M 18 o’ = =E17M2 8 o' =<1
19 19

20 j X f(x) 20 j X f(x) 0 X () t
11D=$E$l3‘(621-$5$10) -DISTNORM(D21,$E$16,3E$17,0) 2110 [=SE$13*(C21-$E$10) |=DISTNORM(D21,3ES16,5E517,0) I=z::Q;:SESIS‘[(ZI-SESIO) =DISTNORM(D21,$ES16,0E617,0) [=SES14*(C21-$E$10)

@) (b) (©)

Figura 39. Férmulas do Excel para construcdo de uma distribuicdo Normal

N-1
Agora podemos partir para o calculo da fungdo caracteristica, ¢, = XZijfj.
j=0

Conforme ja explicado anteriormente, quebraremos a operacédo em duas, uma parte real e a
outra imaginaria, como pode ser visto nas colunas G e H da Figura 38. A férmula do Excel

fica:
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Re[p(t)|=MATRIZ.MULT(Wreal'$E$12:$12$267,Normal'$E$21:$E$276)*Normal!$E$12, em

7

que “Wreal'$E$12:312$267” €é a matriz W gue construimos anteriormente,

real
“Normal!$E$21:$E$276” é a f(x) € Normal!'$E$12 € X. Note que se trata de uma multiplicagéo de
matriz, para tanto deve ser selecionado todo o intervalo totalizando os N pontos, digitar a
féormula e pressionar as teclas “crtl+shifttenter”. Repetimos o procedimento para a parte

imaginaria, trocando a matriz W, pela W, . A férmula sera:

Im[e(t)]=MATRIZ.MULT(Wimaginaria!$E$12:$12$267,Normal'$E$21:$E$276)*Normal'$E$12

Transformada de Fourier inversa:

Podemos agora fazer a transformada de Fourier inversa para obter novamente

1 +o i St N-1 “ixt, l N-1
nossa f(x). Queremos f(xj):—J-e p(t)dt — f =o-)8 Mo, = ~ W g, .

T e 7 =0 j=0
Como a operagdo de multiplicacdo de matrizes do EXCEL s6 é definida para
nimeros reais teremos que quebrar as operagbes em duas: W™'=W_ +iW ' e

@ = @ +1@,,,- O produto matricial sera dado por:

f i (Wr;;I + IW )(goreal + I @im) = %(Wr;j{lwreal W ngm)

No Excel, devemos proceder conforme explicado acima para operacdes com
matrizes. A férmula sera:

=(MATRIZ.MULT('W-1 real''$E$12:$12$267,Normal!$G$21:$G$276)

- MATRIZ.MULT('W-1 imaginario'!$E$12:$12$267,Normal'$H$21:$H$276))/$E$12, em que
o termo “Normal!'$G$21:$G$276” € o0 vetor da parte real da [¢(t)] calculado anteriormente,
Re[o(t)], € “Normal!$H$21:$H$276” a parte imaginaria, Im[¢(t)].

Desta forma criamos no Excel a distribuicdo Normal, fizemos a transformada de
Fourier direta para encontrar a fungdo caracteristica, e depois fizemos a transformada de
Fourier inversa para retornar a f(x). A Figura 40 mostra o grafico da f(x) gerada diretamente
pelo Excel, em vermelho, e a f(x) calculada através da transformada inversa, em amarelo.
Note que as duas séo idénticas. O mesmo vale para a funcdo caracteristica, comparando as

curvas obtidas pela transformada (parte real em preto e parte imaginaria em vermelho) com

ot?

: , . pt== : .
as curvas obtidas diretamente através de go(t) =e , Cuja parte real estd em azul claro e

a imaginaria em amarelo.
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0.5
0.4
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0.2
0.1 \

- \

—fi(x) f(x) = FT-1[f(t)] | m[j(t)] Im(jteo(t)] emmmRe(j(t)] Re[jteo(t)]

Figura 40. Da esquerda para a direita, f(x) de uma normal com p=1 e ¢=0,5, e sua o(t)

Provade que W' éainversade W :

Para provar que as matrizes W e W " séo inversas entre si usamos as definicbes

das mesmas:
N - N-1 27, .
-1 1 j+k kel I (I-1k
(WW )jl W ZOWJkaI zﬁé(_l) (_1) e =
k k
1 j+l = 2k |27”(J,|) 1 j+l i i==(j-1)
=—(-1 -1 N ==(-1 e
~0 S| R
i27(j-1)
A somatéria € uma PG com razdo q=e " a,=1. A soma da PG é dada por
1-q" _— ~
Sps =4, Tq Isso significa entdo que:

e =
2 () i27(j-1)

27, .
Nl{ iz,\f(i—l)}k 1_eIW(H)N 1—e'# (i
k=0 1—g'N 1-e N

Mas e>U" =1 a PG sera sempre nula se j =1, pois o denominador nunca € nulo.
No caso em que j=1 o denominador também vai a zero e o resultado deve ser extraido
através de um limite.
e gt
k=0 il 1_e|—(1—|)
Note que a delta de Kronecker &, ja garante o zero se j=|. Para achar o limite

podemos usar L"Hopital para derivar em cima e em baixo e depois fazer j=1.

N 27 i27(j-1) L i2z(j-1)
Z|:e N(J |):| 5 lele—2”25jl le|272'e—2”: N5j|
—r jol 1_e|W(J ) j-l 3 2N7[e|N(J 1)

Portanto (ww ), :%(—1)“' NS, =45, Ou seja: WwW ™ =1
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6.9. Apéndice 9: Distribuicdo de Lévy

Para a construcdo das distribuicdes de Lévy no Excel vamos calcular primeiro a

ia t—q‘t‘u[l—i Bﬁm(‘t‘,a)]

fungdo caracteristica da mesma, dada por ¢(t)=e , para depois chegar a f(x).

O termo o(|t

. oL 2
,0) pode assumir os valores tan7 sea =1 ou —Ln|t| se oo=1. Trabalharemos
T

somente com a#1.

C D E F G H ]
n=28
N=2"=256
N/2 =128

X=7
X/N = 0.02734375
2/X = 0.897597901

[F=RR-- RN RV, B S R TE R N

a=0

q=05
a=12
p=038

Rl =
bW N RO

tan[na/2] = -3.077683537

e
= |

t Re[@ye(t)] IM[@eeo(t)] X f(x) = FT " [(t)] F(x) X
-114.8925313  2.40448E-65  2.80518E-65 -3.5 0.021005657  0.000574373 -3.5
-113.9949334  -1.23899E-64  -8.15069E-65 -3.47265625  0.021099774  0.00115132 -3.472656
-113.0973355  5.66235E-64  1.79488E-64 -3.4453125 0.021210083 0.001731284 -3.445313

NONNN
wmos W N
N O -

Figura 41. Construgéo de distribui¢cdes de Lévy no Excel

Construiremos uma planilha parecida com a criada no Apéndice 8, conforme a

Figura 38. As colunas j, t e x serdo feitas da mesma maneira. Agora trocaremos 0sS
A - . e’ .
parametros u e ¢ por a, q, o e . Para facilitar, deixaremos calculado tan7 . Pelos motivos

ja explicados no apéndice anterior, iremos calcular separadamente as partes real e

iat—qlf*[1-i Bﬁ

imaginaria da ¢(t). A formula ¢(f)=e

()]
ficard no Excel como:

Re[(t)]=IMREAL(IMEXP(IMSOMA(IMPROD(IMSOMA(L,IMPROD("i",-1*$E$13*$E$15*
SINAL($D23))),-1*$E$11*ABS($D23)"$E$12),IMPROD("i", $E$10*$D23)))), em que

t

“IMSOMA(1,IMPROD("i",-1*$E$13*$E$15*SINAL($D23)" é [1- iBr; o, )],

"(-1)*$SES11*ABS(SD23)"$ES12)” é —qlf , e “IMPROD("i", $E$10*$D23)* & iat . A parte imagindria
sera:
Im[(t)]=IMAGINARIO(IMEXP(IMSOMA(IMPROD(IMSOMA(L,IMPROD("i",- 1*$E$13*$E$15*

SINAL($D23))),-1*$E$11*ABS($D23)"$E$12),IMPROD("i" $E$10*$D23)))).
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O passo seguinte é proceder com a transformada de Fourier inversa para chegar a

f(x), conforme demonstrado no apéndice 8. A F(x) pode ser obtida multiplicando os valores

X . : . . : .
da f(x) pelo ox = N Com isso conseguimos construir as Figuras Figura 42 e Figura 43.

v Fx) @
.
1
f_— 08
o 08 o)
J
0 ‘.
A ay
: » Y
i
00s - e
—tx) = FT-1(1(1]) ——Fix} Imfipteo(t)] === Re[pteo(t]]
(@) (b) (c)

Figura 42. Distribui¢cdo de Lévy com a=0, q=1, o=1,2 e $=0,9 e suas representa¢des graficas da f(x)

(a), F(x) (b) e o(1) (c)

J®) F(x) U]
1

025
08

02 08 o)
o

015 08 o

VAN I\

a1 04 ,1\?[ \/z R
2

005 02 %

30 20 -10 0 10 20 0 0 10 0 10 0 30
x x
—x) = FT-1[f{1)] —F) Imioteo(t)] ====Refpteo(t)]

Figura 43. Distribuicdo de Lévy com a=0, g=1, o=1,2 e 5=-0,9 e suas representacdes graficas da f(x)

(a), F(x) (b) e o(t) (c)
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6.10. Apéndice 10: Expanséao de Edgeworth
6.10.1. Relacbes de recorréncia

? n

t
. ~ N : & t
Deduzimos as relagdes de recorréncia derivando G, (x,t)=e 2 = E Hen(x)—' em
= n!
n=0

relacdoat ea x.

2 2
. L. 0 s - . .
1. Derivando em relacdo a t: ae 2 =(x—t)e 2 e reusando a funcdo geratriz

0 n+l £ n-1

chega-se a ZXHen(X)%_iHen(X)%:Zan(x)tn_,' lgualando as mesmas

n=0 =0 n=0

=

R

poténcias em t (pois as fungdes t" sdo linearmente independentes) obtém-se:

He,., (x) = xHe, (x)—nHe, (x)

t2 t? ® n+l ©
2. Derivando em relacdo & X: geXtZ —te" 2 logo ZHen(x)tm =>"He/(X)
X n=0 . n=0

tn
n!

portanto:

He] (X) =n Hen—l(x)

6.10.2. Transformada de Fourier

Vamos usar a funcdo geratriz para extrair a transformada de Fourier da fungéo

1 —Zxt-— 1 —7(x2—2xt+t2) 1 —Z(x-t)
N2 N2 N2rx
Tirando a transformada de Fourier dessa funcéo temos
+00 ) 7(x—t)2 ) +o0 ) _122
—Ie'xse 2 dX:e“S—je'“e 2 dz. Usando a fungdo carateristica da normal
N2 2, N2 )

padrédo obtemos:

2
.S
its——

1 2 © Hml
me 2" gy =2 = > He,(s) It
n=0

n!

LTe
Vor 2,
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—o n=0| _»

+o0 1 2 o | t© 7% n
Por  outro  lado U e € " He (x)dx L. entdo

i Ieixs\e/Z_Hen(X)dX %:iHen(s)it , de onde extraimos que
—0 T "

J'eix‘ e He,(x)dx |=i"He,(t), ou FT e He,(x)|=i"He,(t), ou ainda que

2
FT[He, (t)]=(~i)" S— He, (x)-
[He, ()] =(-)" Z=He, (x
Isso pode ser escrito como:

FT[4(x)He, (x)|=i"He, (t) _ FT™[He,(t)]=(-1)"$(x)He,(x)

: n! K
1. H =y ——x*H
e (x+Y) kZ:(;k!(n—k)!X € (¥)

2y o K" @ (ne2m) Lo
He”(x+y):rnz:;)zmml(n—Zm)l(x+y) T 2"m!(n—2m)! kz:;j ki(n—2m—k)! y
e (0K e e L Gy
== 2”‘m!(n—k—2m)!x k!(n—k)!y _kz:(;k!(n—k)!y Z;) 2mm!(n—k—2m)!x

He, (x+y)= Zkl(nn—lk)l y“He, , (X)

k=0

2. Se x € uma variavel aleatoria que segue uma distribuicdo Normal N (x;y,l) entao:

+00 22

+o0 1 2 N
E[Hen(x)]z\/%a I Hen(x)e_E(x_”) dx=%j He, (z+u)e 2dz

—o0

E[He"(x)]:knzok!(nnik)!”k \/;_n]:He”k (Z)G_Zdz}

0 n-k=0

Agora & ZTdz =———Lime z { , logo,

1T 7 _
E[@ Hen_k (Z) \/Z . Hen—k—l( ) - 1 n= k

E[ He, ()] :gﬁik)!ﬂk%k —
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6.11. Apéndice 11: Célculo de variaveis complexas

Definimos uma funcdo de varidvel complexa f(z)=u(x,y)+iw(x,y) em que
z=x+iy. A func@o se chama analitica se for diferenciavel. Note, entretanto, que estamos
agora falando de um limite em duas dimensdes. O limite sO existe se for 0 mesmo por
qualquer caminho.

Condi¢Bes Cauchy-Riemann para funcfes analiticas:

df . du +idw

- = m _

dz (ddy)>(00) dx +idy

Vamos fazer esse limite por dois caminhos:

1. dy=0, ouseja, y=cte, e dx— 0. Nesse caso ﬂzIimM:a—uH@.
dz &0 dx oX  OX

df .. du+idw .ou  ow
2. dx=0,o0useja, x=cte:,e dy >0.Nessecaso —=lim——=—-i—+—.
dz x>0 |dy ay ay
~ - - ou .ow .0u oOw . ou ow
A funcdo sera diferenciavel se —+I—=—-1—+—, 0OU seja;. —=—
oX  OX oy oy oX oy
ow u ~ - . o
X = —5 , que sdo as condi¢bes de Cauchy-Riemann. Note que aqui SO provamos que se
X

trata de condigBes necessarias para que o limite exista, mas poderiam ndo ser suficientes.
Afirmamos sem provas que também sdo condigBes necessarias e suficientes. Entdo

afirmamos que:

ou _ow ow  au
f(z)=u(x, Iw(x,y) é analiticase —=—¢€ —=—-—.
(2)=ulxy)+iw(xy) éanaliicase 2 =3 o = o
Teorema: se f(z) é analitica entéo <J.>f (z)dz=0, onde ¢ é qualquer caminho

c

fechado no plano complexo Xy .

Basta fazer a integral no caminho infinitesimal:

(X51 Yo ) = (% + X, Yo ) = (X, +0AX, Y, +dy) = (X, Y, +dy) = (X, Y,) mostrado na Figura
44.
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(XorYotdy) (xo+dx,y +dy)

(%aYo) (x+dx,y,)

Figura 44. Circuito infinitesimal para célculo de cﬁf (z)dz=0

(X1 Yo ) = (X, +0X, Y, ) :

Yotk F(x +dx,y )=—F(x,
[ f(xy,)dx= (% yd: (% Yo)

Xo

dx = f (X, Y, )dx

(%, +dX, Y, ) = (X, +dX, y, +dy):

Yo +dy

I f(x,+dx,y)idy =i F (% +dxy, J;Sy)_ F (X Yo)
Yo

dy =if (x, +dx, y, )dy

(%, +dX, y, +dy) — (X, Y, +dy):

X

Io f(xy,+dy)dx= F (%Y +dy)_de(XO +dx, y, +dy)

Xo+dX

dx =—f (x,, Y, +dy)dx

(X5, Yo +dy) > (X, Y,)

Ye . F(x,,Y,)—-F(X,Yy,+d
I f(x,,y)idy =i (%::%,) d( Yo+ dy)
Yotdy y

dy = —if (x,, Yy, )dy

Portanto:

95 f(z)dz=f (X, Y,)dx+if (x, +dx,y,)dy— f(x,,y, +dy)dx—if (x,,y,)dy

c

qgf(z)dzz{uxomx, y(;,x)—f(xo,y(,)}dxdy{f(xo,yo+dy)—f(xo,yf,)}dxdy

c

cﬁf(z)dz:iqudy—idxdy: i(a—”n@j— W dxay
OX oy ox  oX

c

¢ f(z)dz :{—(gy—u+g—\;\,}+i(g—i—%ﬂdxdy

Agora M _ow =0e o + ow =0 pelas condi¢gdes de Cauchy-Riemann. Entéo:

ox oy oy OX
141



Agora esse resultado pode ser estendido para qualquer caminho ¢ porque
podemos quebrar o caminho em sub caminhos infinitesimais, cancelando os percursos

internos e restando apenas 0 caminho externo, como mostra a Figura 45.

AN
/| \
/ 585 B
=S D
55 >
\
\

Figura 45. Note que no interior da regido as integrais de caminho se anulam porgue enquanto o
percurso de uma célula estd em uma dire¢éo o da vizinha esta na diregcao oposta. Esse
cancelamento, entretanto, ndo ocorre na fronteira, pois ndo existe a célula vizinha

A condicdo para a validade desse teorema é que a funcdo seja analitica na regido
envolvida pelo caminho. Entretanto, nos pontos de singularidades a funcao néo é analitica.

A Figura 46 mostra como contornar a singularidade escolhendo um caminho apropriado.

y

Figura 46. Isolando uma singularidade do caminho de integracéo

Suponha que podemos expandir uma fungéo de varidvel complexa da forma:

a a a 2
f(z)=—"-+—" ...+ —L _+ta +a,(z-2)+a,(z—-2,) +--
( ) (Z—Zo)n (Z_Zo)nfl (Z—ZO) 0 a'l( 0) 2( 0)

N&do é analitica em z=2z, por conta dos termos com poténcias negativas de

(z— zo) . Nesse caso dizemos que a fungdo tem um polo de ordem n. O coeficiente a_; €

chamado de RESIDUO. Porque ele é tdo importante?
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. 1 ~ 2 :
Vamos fazer a integral ggﬁdz em torno de z,. A convengao € que giramos
Z-1,

no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio, mesmo sentido de crescimento do angulo

6 das coordenadas polares. Agora fazemos: z =z, +£€", com g=cte. Logo z—z, = ge'’

e dz=ice?d@ . Nesse caso:

2z

f——dz= [ — igere—dee—zm
(Z_Zo) _ogeia - 0 -

Independente do valor de ¢, logo o resultado do limite € — 0 serd o mesmo.

1 . o
Entretanto note que @—de:O keNek>0. Aqui nosso receio é o de
Z—

(0]
que o ¢ do denominador que ndo cancela com o & do dz faria a integral explodir.

Entretanto, antes de tomar o limite de £ —>0 vamos fazer a integral. Usamos a mesma

mudanca de variavel z=2,+&€”, com g=cte. Logo z—2,=¢€'’ e dz=ice’dd. Dessa

forma:
2z - 27
95—1 Sdz= | nlm ice’dg = —— [e'™do
(z—zo) v €€ A
- 2z 2z
Que nos leva a SE’ ! —dz = r:l“cos[(n—l)&]d@—ijsin[(n—l)ﬁ]dé?}:o,
(z-2,) € Lo 0

pois Tcos[(n—l)@}dezTsin[(n—l)@]dezo n>1.

Isso entdo nos leva ao seguinte resultado:

dz dz dz
Ef’ f(z)dz= a-nﬂg(z_—z)n+a_n+13ff(z—n_1+"'+a_1

~7,) (z—zo)+

+aog-}dz+a1<f;(z—zo)dz+a2<j>(z—zo)2 dz +---

Para as poténcias positivas a integral € zero porque a funcéo é analitica. Para as

poténcias negativas s6 ndo € nula para o termo com

1
do residuo. Entdo chegamos
(Z - Zo)

ao resultado:

¢ f (2)dz=2ria, =27iRes
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Se existirem mais de um ponto de singularidade dentro do caminho de integracdo o
resultado final é:

$ f(2)dz =271 ) Res

Esse é o resultado que utilizamos para calcular muitas integrais mesmo no eixo
real. Sobra a pergunta: como descobrir o residuo, ou os residuos? Suponha uma funcéo
com polo de ordem n:

a a,., a, 2
f(z)= n__ b —L_ta +a(z-2)+a,(z-2,) +-

(z-2,)" (z-2,)" (z2-1,)

. ~ n e . .,
Se multiplicarmos essa func&o por (z—z,) ela se torna analitica, diferenciavel,

portanto.

(z-2,) f(z)=a,+a,,(z2-2)++a,(z-2)" +

—n+1

n+2

1
+a,(z2-2,) +a(z2-2,)" +a,(z-2,)"" +--
Agora derivamos essa fungdo n—1 vezes. Todos os termos com poténcia k <n—-1
~ ~ . ~ k—n+1 .
serdo nulos, e todos os termos com poténcia k >n—1 terdo o termo (Z - ZO) que vai a

zero quando z =z, . O Unico termo que sobra € para kK =n—1. Entdo:

i (2-2) f(2)]  =(n-1ra,

7=1,

n-1
E o residuo sera: Res=a , =ﬁ%[(z— z,)" f (z)} I

0

Se o polo é de ordem 1, também chamado de polo simples, entdo n—1=0 e:

Res=a, = !Lrp [(z-2,) f(2)]
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