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RESUMO

A analise de Kramers-Krénig, que relaciona a partes real e
imaginaria de fungbes complexas causais, quando aplicada a reflectividade
especular complexa, possibiltita a reconstrucio do espectro do é&ngulo de
mudanca de fase na reflectincia a partir do espectro de reflectdncia. As equacdes
de Fresnel, por sua vez, permitem o célculo das constantes 6pticas indice de
refracéio e indice de absorcio a partir da reflectincia e do dngulo de fase.

' No presente trabalho, a analise de Kramers-Krdnig foi feita através
de dois métodos distintos: o convencional, via transformada de Hilbert e o
proposto por Peterson e Knight, onde a andlise ¢é feita através de duas
transformadas de Fourier sucessivas, chamadas de integrais aliadas de Fourier. A
analise foi restringida as seguintes consideragdes: o 4ngulo de incidéncia é
préximo ao normal e a reflexdo observada se deve somente a primeira interface

ar/amostra.

Para tal fim, foram construidos dois programas no software MatLab
for Windows da Mathworks Incorporation. O desempenho dos programas
construidos foi avaliado através de espectros de reflectancia simulados via modelo
de dispersdo de Lorentz e posteriormente através de espectros experimentais de
4cido benzéico, anidrido ftilico e silica vitrea.

Os desempenhos de ambos os programas foram satisfatorios e
similares entre si. Contudo, o programa baseado nas integrais aliadas de Fourier
apresenta vérias vantagens em relagio ao do método convencional, tais quais
tempo de processamento e possibilidade de avaliagéo da confiabilidade fisica dos
dados de entrada.



ABSTRACT

Kramers-Krﬁnig analysis, which correlates the real and the imaginary
parts of causal complex functions, provides the reconstruction of the phase shift
spectra from reflectance spectra, when applied to the complex specular reflectivity.
Fresnel's formulae, by their turn, permit the calculation of the optical constants,
refractive and absorption indexes, from the reflectance and phase shift spectra.

In the present work, Kramers-Krbnig analysis was carried out by two
different methods: (i) the conventional, through Hilbert transformation and (ii) the
one proposed by Peterson and Knight, in which the analysis is carried out by two
successive Fourier transformations, the so-called F ourier’s allied integrals. The
analysis was restricted to the following assumptions: the incidence angle was close
to the normal and the sample had semi-infinite thickness so that the observed
reflection could be attributed only to the first air/sample interface.

With such a target, two programs were built in the software MatLab
for Windows of the Mathworks Incorporation, using the above-mentioned
methods. The performance of both programs were assessed by means of simulated
reflection spectra, obtained by Lorentz's dispersion model and, afterwards, by
means of experimental spectra of benzoic acid, phtalyc anhydride and vitreous

- silica.

The performances of both programs were satisfactory and similar to
each other. However, the program based in the Fourier's allied integrals showed
several advantages over the conventional one, such as computation time and

further possibilities of checking the physical reliability of the input data.
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INTRODUGCAO 1

1-INTRODUGAO

A espectroscopia no infravermelho é uma das técnicas mais antigas
utilizadas na caracterizacdo da estrutura molecular de materiais, tornando-se mais
expressiva a partir da década de 40. Tal caracterizacio dé-se através da exploragao
das pmpﬂedadés dispersivas e dissipativas da interagdo radiacéo eletromagnética-
matéria e da correlagdo entre essas propriedades e a estrutura molecular.

Em um experimento no infravermelho, geralmente mede-se a
transmissdo ou a reflexdo, e em alguns casos, a emissdo ou o espalthamento da
radiag@o. Posteriormente, calcula-se a absorcéo a partir da quantidade medida, o
que facilita a simplificagéo tradicional da interpretacdo espectral. Entretanto, mais
do que um desses fendmenos pode estar presente num dado experimento. Deve-
se, entdo, minimizar o fenémeno indesejivel ou leva-lo em conta nos célculos, o

que muitas vezes nio é uma tarefa facil[1].

Devido ao desenvolvimento da instrumentacdo espectroscopica no
infravermetho, a qualidade e véarias técnicas de obtengdo de espectros para muitas
configuragdes de amostra t8m sido desenvolvidas. Com isso, sua interpretacio
tornou-se complexa porque a aparéncia dos espectros depende de condicdes
experimentais mesmo para amostras idénticas. Isso se deve aos chamados efeitos
6pticos[2), 0s quais fazem com que o espectto obtido seja dependente nao somente
da estrutura quimica da amostra, mas também da geometria do experimento e da
granulometria da amostra. Assim, a comparacéo direta entre espectros medidos
por técnicas diferentes ndo & prudente, embora alguns pesquisadores facam-na
sem justificativas. Isso reforca a idéia de que ha uma grande necessidade de se
separar as informagbes moleculares dos artefatos 6pticos inerentes a uma

determinada técnica. Para tal finalidade, recorre-se a teoria da Opﬁca.

A teoria da Optica tem sido bem estudada no campo da Fisica[1-8].
Para camadas estratificadas, a tecria da Optica j4 havia sido estabelecida até
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mesmo antes dos anos 60. Hoje, muitos pesquisadores consideram a teoria da
Optica para camadas estratificadas bem estudada e conhecida com relagdo ao
estabelecimento da teoria, mas ndo com relacdo as aplicacSes praticas. Uma vez
que os calculos baseados na teoria 6ptica requerem muitos passos, até o recente e
rapido desenvolvimento dos computadores, eles consumiam extensivo tempo
computacional e eram caros, até mesmo para uma finica freqiiéncia. Como
resultado, o estudo da teoria 6ptica e suas aplicages estavam limitados a

consideracdes teéricas[2].

v Atualmente, sabe-se que a teoria da Optica pode prever ou mesmo eliminar
o efeito 6ptico de certos espectros. Uma das metodologias utilizadas para se
atingir tal objetivo é a obtencdo das constantes 6pticas, indice de refracdo (n) e
indice de absorcio (k), a partir de espectros experimentais. Tais constantes
descrevem completamente as propriedades 6pticas de um material em funcéo do
ntamero de onda e sdo a base de célculos de modelos, interpretagoes qualitativas e
avalia¢des quantitativas[1-8]. Em particular, na regido do infravermelho onde se
observam as vibragdes das moléculas e das redes cristalinas, essas fungdes sdo
instrumentos valiosos nos campos bésico e aplicado da fisica do estado sélido, da
quimica e da ciéncia dos materiais[2].

Outra metodologia utilizada é a simulagdo espectral a partir dos espectros
do indice de refragdo complexo, que podem ser obtidos através da primeira, e a

comparagio entre os espectros simulado e observado|[2].

Conforme mencionado acima, estudos espectrométricos sdo normalmente
feitos através de espectros de transmissao/absor¢do. Para propésitos qualitativos,
tal qual a identificagio dos compostos, esse enfoque é geralmente satisfatério; da
mesma forma, medidas quantitativas podem ser feitas em solugdes diluidas. Para
amostras concentradas ou fortemente absorventes, contudo, a Lei de Beer, por
exemplo, é freqiientemente invélida e o formato das bandas pode ser distorcido de
modo a alterar as freqliéncias centrais. Geralmente, qualquer quantidade éptica
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medida, tais quais a reflectincia e a transmitancia, é uma funcido complicada do
indice de refracdo n e do indice de absor¢io k do material. Com isso, seria
preferivel a obtengdo de valores de n e k em fungéo da freqtiéncia, a partir dos
quais as propriedades oépticas quantitativas da amosira poderiam ser
calculadas[9]. O trabalho de Jones e sua equipe é um bom exemplo dessa
tendéncia[10-11]. Trata-se de uma comissdo nomeada pela “International Union of
Pure and Applied Chemistry” que trabalha na busca de padrdes secundérios de
intensidade na regido do infravermelho. Isso é feito eliminando-se os efeitos
6pticos da absorbéncia/transmitdncia observada via obtencdo das constantes
6pticas. Dentre as técnicas disponiveis para tal fim, a andlise de Kramers-Krénig, o
objeto de estudo do presente trabalho, é uma das mais estudadas e aplicadas{9-35].

1.1-REFRACAO E ABSORGAO DA LUZ

Um feixe de luz pode ser considerado ou como uma onda
eletromagnética ou como uma corrente de fétons. A primeira descri¢do sera mais
usada aqui. Uma descrigao classica da radiagéo eletromagnética no espaco livre e
através da matéria pode ser derivada a partir das equacdes de Maxwell, segundo
as quais, uma onda coerente, polarizada linearmente, consiste de dois vetores
transversos oscilatérios que formam um &ngulo reto entre si: 0 campo elétrico E e
o campo magnético H[1-3]. Tal derivacdio envolve a solugio de equagdes
diferenciais de segunda ordem para ambos 0s campos elétrico e magnético. Varias
solucdes a essas equacdes diferenciais sdio possiveis envolvendo ondas esféricas e
planas. Para problemas envolvendo a reflexdo e transmisséo da luz em interfaces
planares, uma onda harménica plana propagando-se na direcio z pode ser
descrita por um disttrbio complexo de amplitude U(t,z) num tempo t. Em Optica,
a amplitude U é geralmente considerada uma representagido do campo E, porque
boa parte dos materiais sio predominantemente dielétricos em frequéncias no
infravermelho e porque a maioria dos efeitos 6pticos sa@o mais relacionados com E

do que com H[1}. Assim,
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E = E, exp[i(Vz- ot)] (1.1.1)

onde Eo é a amplitude, a excursdo positiva ou negativa do distarbio. As
quantidades @ e V denotam a frequéncia angular (rad/s) e namero de onda (m?),

respectivamente, e i = /-1 . O nmero de onda pode ser escrito:

2n
A

V=

(1.1.2)

onde A & o comprimento de onda . A velocidade de fase v da onda é dada por:

Vv=

(1.1.3)

<&

Como a frequéncia ndo muda quando uma onda passa de um meio
passivo para outro, é frequentemente conveniente fazer com que E denote uma

varidvel complexa em relagédo ao tempo e escrever que[3]:

E =E,exp(ivz) (1.1.4)

A refracdo e a extincdo da radiacdo eletromagnética podem ser
descritas da maneira a seguir. Uma onda plana coerente se propaga do ar (meio 1)
para o interior de um meio material com superficies planas (meio 2). A amplitude
incidente é Eo e a amplitude transmitida é E. H4 uma mudanga de fase da luz na
superficie entre os dois meios. Além disso, uma fracéo da luz pode ser perdida por
extingéo, i.e. absorcdo. Tanto a mudanca de fase quanto a extingio podem ser
descritos pelo indice de refracao complexo:

A=n+ik (1.1.5)

, cujas partes real e imaginaria representam os indices de refragdo e de absorgio,
respectivamente, que serdo discutidos a seguir. Quando n&o hé extingéo da luz, o
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indice de refragao n é real e pode ser definido como sendo a velocidade da luz no
vacuo () comparada aquela num determinado meio (v), ou seja, ele mostra quéo
mais rdpida ou qudo mais lenta é a luz no vicuo do que no meio em questio[4]:

C

n= (1.1.6)
v

Como ndo h4 alteracio na frequéncia angular e ha alteracio na
velocidade da radiagdo quando da sua passagem de um meio para outro, tem-se

que:

»

(1.1.7)

Se
B«
°<l|<1

onde V,representa o niimero de onda no espaco livre e Vo nimero de onda no

meio em questdo. Assim, o nimero de onda da radiacdo que se propaga agora no

meio 2 passa a ser nV,. Para meios onde h4 extincao da luz, o indice de refragdo é

complexo, o que faz com que o namero de onda seja representado por:
v=nV, +ikV, (1.1.8)
Com isso, obtém-se a seguinte equacdo para a amplitude do campo elétrico

emergente:

E’ = E; exp(in¥,z)exp(—kVyz) (1.1.9)

Essa equagdo descreve uma onda harmonica que decresce
exponencialmente em amplitude conforme se propaga. A intensidade I desta onda
é obtida a partir de |El2ee:

1=1I, exp(-2K¥,z) (1.1.10)

Assim, n descreve somente a mudanca de fase da luz causada pelo material e k

descreve somente a atenuacdo da onda, i.e. a sua extin¢do[3]. A terminologia
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empregada para denotar k é presentemente bastante confusa. Permuta¢Ses entre
os substantivos indice e coeficiente, e os substantivos espalhamento, absorgio,
extingdo e atenuagdo, intermeados pela preposi¢io de, sdo geralmente
empregadas. Por analogia com o termo indice de refracdo, serd4 usado nesse
trabalho o termo indice de absorgio para denotar k. Juntos, os indices de refragéo e
de absor¢io recebem o nome de constantes 6pticas. Observa-se aqui o mal
emprego da palavra constante, uma vez que ambos os fndices possuem

propriedades dispersivas com relagéo a frequéncia da radiac@o.
1.2-A REFLECTANCIA ESPECULAR E AS CONSTANTES OPTICAS

A reflectidncia especular ocorre na grande maioria das superficies que
constituem a fronteira entre fases[4-6]. A natureza da radiagao refletida depende
da natureza do feixe incidente, bem como das propriedades 6pticas dos meios em
questdo. Assim, podem-se utilizar estudos de reflectincia para se determinar as
propriedades opticas das substincias de interesse do espectroscopista, se as
caracteristicas de processo de reflexdo sdo bem entendidas. Contudo, as constantes
épticas ndo podem ser identificadas a partir das caracteristicas estruturais das
curvas de reflectincia especular. Para tal fim, conta-se com anélises matematicas
complexas para a obtengéo de dados tanto qualitativos quanto quantitativos.

Tome-se uma interface idealmente fina, infinita e plana entre dois meios
lineares, homogéneos e is6tropos (figura 1.2.1). Uma onda que incide na diregao n;
da lugar a uma onda refletida na djfeqﬁo n: € a outra onda transmitida na direcédo
n:. Na separagdo, as trés ondas satisfazem as condicdes de continuidade das
componentes tangenciais dos vetores campo elétrico E e campo magnético H, a
partir do que s@o deduzidas as leis da reflexdo, a lei de Snell e as equacdes de
Fresnel. As leis da reflexdo sdo as seguintes [4-6]: a-) o dngulo de reflexdo é igual
ao angulo de incidéncia; b-) as normais as frentes de onda das ondas incidente e
refletida estio em um plano que também contém a normal a superficie de
separacio e que se chama plano de incidéncia. Segundo a lei de Snell,
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sendi/send=m/nz, onde 6; e 6 sdo os angulos de incidéncia e refragéo,
respectivamente, € 1 é o indice de refracdo do primeiro meio e nz o do segundo
meio. A figura 1.2.1 ilustra os efeitos da descontinuidade num meio de
propagagdo. Os vetores n; , n: e n; 530 0s vetores unitarios normais as respectivas
frentes de onda. Os angulos 8, 6; e 6 sdo, respectivamente, os angulos de
incidéncia, de reflexdo e de refragéo.

interface

Figura 1.2.1: Os efeitos da descontinuidade num meio de propagagao(5]

Os indices de refracdo e de absor¢do n e k de um material sao os
pardmetros que determinam a interacao entre a luz e o material numa interface
descontinua. Assim, n e k determinam a amplitude, a polarizacdo e a fase da luz
refletida e transmitida na interface de dois materiais diferentes através das
equacdes de Fresnel. Teoricamente, essas equagdes requerem, para sua derivagao,
que a interface seja plana e que n e k variem abruptamente através da normal da
interface[3]. Tal interface ideal, onde as condicGes de fronteira possam ser
exatamente aplicadas as equagdes eletromagnéticas de Maxwell, é uma abstragio
que pode ser aproximada, mas nunca alcangada em experimentos. Claramente,
nenhuma interface é plana nem subitamente descontinua num nivel molecular, o
que invalidaria as equagbes de Fresnel. Nao obstante, no caso de uma interface

onde os valores de n e de k variam continuamente numa regido fronteirica entre
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um material e outro, é provavel que as equa¢des de Fresnel descrevam bem a
interface, conquanto que essa regido interfacial tenha espessura consideravelmente

menor que um comprimento de onda[3]. Tal consideracéo ser4 feita no presente
trabalho.

As equacdes de Fresnel sdo escritas em funcéo dos indices de refragdo dos
dois meios e dos angulos de incidéncia e de refragio[1-8]. Existem quatro relacdes
de Fresnel para uma tnica interface: uma para cada polarizagdo para ambas as
ondas refletida e transmitida. Ha véarias notacdes usadas para denotar a
polarizagio da luz. De acordo com a notacédo elipsométrica de Muller, os
subscritos p e s referem-se s polarizagdes paralela e perpendicular ao plano de

incidéncia, respectivamente.

A reflectividade r é definida como sendo a amplitude do campo elétrico
refletido dividida pela do incidente. Por sua vez, a transmissividade t é a razado
entre as amplitudes dos campos elétricos transmitido e incidente. As equagoes de
Fresnel para a reflectividade e a transmissividade s@o as seguintes (lembrando que

quando h4 absorgdo, o indice de refracéo é complexo)[3,4,7]:

fi, cosO, —1i, cosB,

¥ = 1.2.1
" i, cos0, +1i, cosO, (1.21)
~ _ 1, cos® —fi,cos8, (1.2.2)
5 fi, cos®, +1i, cosB,

s 2ii, cos0,

= 1.2.3

b fi, cos@, +1i, cos0, (1.23)
= 211, cos 8, (1.2.9)

i, cos®, +1i,cos0,
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A reflectincia R é a razdo entre os fluxos de energia no feixe refletido e no
incidente. A partir dessas defini¢oes, pode-se escrever as seguintes equacdes:

~_ Ko

= —refl. 1.2.5
P (1.2.5)
R=7% (1.2.6)
[¥|=vR (1.2.7)

onde T’ representa o complexo conjugado da reflectividade complexa.
\

A equacdo de Fresnel para reflectividade com angulo de incidéncia normal se
reduz & seguinte expressio simples, considerando-se que o meio de incidéncia seja

o ar, cujo indice de refragdo pode ser considerado igual a 1.

-1
Ff=—F 1.2.8.
r +1 ( )

=t Bt

onde fi é o indice de refracdo complexo do material. Tal equagao é independente

da polarizagdo da luz.

A parte real do indice de refra¢ao é fun¢ao do comprimento de onda e seu
espectro pode ser bem representado pela férmula de Cauchy: n=A+B/A2 +C/A4[4].
A férmula de Cauchy ndo ¢ valida na regido de uma banda de absorgdo, onde o
comportamento do indice de refracio é chamado de dispersdao anémala. Tal
nomenclatura é imprépria uma vez que todas as substincias apresentam esse
comportamento “an6émalo” na regido da banda de absorcéo. Esse comportamento
é devido a dissipagdo de grandes quantidades de energia eletromagnética na
regido da banda de absorcdo, ja que a condigiio de ressondncia existe, ou seja, os
momentos de dipolo induzidos no meio estdo aproximadamente em fase com o

campo eletromagnético[4].
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O indice de absorcdo k relaciona-se a absortividade na base 10, o, um
parametro bastante familiar aos quimicos, pela expressao:

g Ark
2.303,

(1.2.9),

onde Ao é o comprimento de onda no espaco livre. Um outro efeito a ser
considerado é que a luz sofre uma mudanga de fase com a reflex@o numa interface;

a reflectividade complexa em fungéo dessa mudanga de fase, é dada por:

T = VR exp(id) (1.2.10)

onde & é o dngulo de mudanca de fase. Usando-se as equagdes acima (1.2.10 e
1.2.8), podem-se deduzir equagbes separadas para os indices de refracio e de

absorc¢io, num dado compriniento de onda A:

1-R
= 1.2.11
M =1 2JRcoss +R (1211
k= —2vReend (1.2.12)

B 1-2JRcos5+R

E importante ressaltar que tendo-se em maos os fndices n e k, ndo somente
o indice de refragio complexo, mas também a constante dielétrica complexa
(€ =¢, +ie, ) podera ser obtida, através da férmula de Maxwell[6]:

fi=Eu (1.2.13)

sendo p a permeabilidade magnética do material. Para o caso de substincias nio
magnéticas p=1, fazendo com que a férmula de Maxwell se reduza a & =+%.

Assim, tém-se as seguintes expressdes para £; e €2 [6]:

g, =n’-k*  (12.14)
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= 2nk (1.2.15)

1.3-A ANALISE DE KRAMERS-KRONIG

Através da observacao das equagdes 1.2.11 e 1.2.12, pode-se ver c.om
clareza que a obtengdo das constantes Opticas n e k, através de medidas de
reflectincia (R), s6 é possivel com a recuperagdo do angulo de fase - a parte
imaginaria da reflectividade complexa. A recuperacio do dngulo de fase pode ser
congretizada via uma expressdo mateméatica chamada de relacéo de disperséo, que
¢ uma férmula integral relacionando um processo dispersivo a um processo de
absorcao[12], freqiientemente chamada mna literatura de relacio de Kramers-
Krbnig. Tal nomenclatura deve-se aos trabalhos pioneiros de H. A. Kramers e R.
de L. Krdnig[13,14], que obtiveram relagdes de dispersio para a constante
dielétrica e para o indice de i'efra(;a‘io, cuja aplicacdo original era na dispersdo de

raios-X e baseia-se no principio da Causalidade.

Sob a acdo de um estimulo externo, um sistema responde com seu
modo caracteristico. A relagdo entre a resposta e o estimulo é dada por uma
fungdo de resposta. Na condicdo de causalidade ( a fungédo de resposta néo pode
comegar antes da fungdo de estimulo), o teorema de Cauchy é aplicado a fungéo
de resposta, G(®), gerando a transformada de Hilbert{2}]:

Re[G(o)]- Re[G(e)] = %pj: Lm;)[—(-;—-—(%—)-ldm (1.3.1)
Im [G(a)]- Im [G(c0)] = r’ Re[G(‘” Vi (13.2)

onde Re e Im indicam as partes real e imaginéria, respectivamente, ® é uma
freqiiéncia angular e p representa o valor principal de Cauchy, ou seja, a integral é
calculada excluindo-se o ponto de divergéncia. Se Re[G(o)] for uma fungéo impar
e Im[G(w)], uma fungao par, podem-se derivar as equacoes{2]:
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Re[G(@)] = RelG()}+ 2 pf; =50 yq 133)
Im [G(o)] = 2 p [ RelG@)] 4. (13.4)
T (D 0)

Essas equacdes indicam que as partes real e imagindria de uma funcio de
resposta ndo sdo independentes quando a fungdo é causal. Foi provado que a
polarizabilidade, a funcdo dielétrica complexa, o indice de refragio complexo, a
mf{eﬁvidade complexa, etc sdo todos causais[2]. Como resultado, quando um de
seus componentes ( a parte real ou imaginéria) é conhecido, o outro pode ser
calculado. E importante notar que na analise de Kramers-Krdnig a partir da parte
imagindria (Im[G(w)}) para a parte real (Re[G(m)]) é necessério o conhecimento de
Re[G(0)] (por exemplo, n. para o indice de refracéo complexo).

O presente trabalho concentra-se na anélise de Kramers-Krénig da
reflectividade complexa, na qual se obtem o dngulo de fase da reflexdo, que é o
pardmetro crucial no célculo de n e de k através das equagdes de Fresnel. Tal
anélise sera feita a partir de dois métodos distintos, quais sejam: o convencional,
via transformada de Hilbert, e o proposto pelos pesquisadores C. W. Peterson e B.
W. Knight[15], com as modificagdes sugeridas por Harbecke [16]. Neste, a analise
de Kramers-Kronig é feita através de duas transformadas de Fourier sucessivas,
chamadas de integrais aliadas de Fourier. Embora tais integrais aliadas sejam mais
antigas que a transformada de Hilbert, elas néo serviam para aplica¢des numéricas
até o desenvolvimento do algoritmo FFT (“Fast Fourier Transform”). Existe, ainda,
um terceiro método , chamado de soma conjugada de Fourier, mas nenhum
exémplo numérico da aplicacdo do mesmo foi dado[17]. Tal método tem, na
verdade, desvantagens decisivas em relagdo ao das integrais de Fourier aliadas,

um dos quais ¢ a nao linearidade do espacamento da escala da freqtiéncia[16,17].
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Para simplificagio e também devido a uma tendéncia observada na
literatura [18], de agora em diante, o primeiro método sera chamado de anilise de
Kramers-Krdnig (K-K) e o segundo, de anélise de Peterson-Knight (P-K).

1.4- OBJETIVOS

Com o intuito de compreender e anédlise de Kramers-Kr&nig e sua posterior

utiliza¢do em situages reais, colocou-se como objetivos do presente trabalho:

- a ¢onstrugao e avaliagdio numérica de dois programas para a execugdo da anélise
de Kramers-Kronig da reflectividade complexa. O primeiro baseado na
transformada de Hilbert e o segundo nas integrais aliadas de Fourier; ambos em
ambiente MatLab.

- obtengdo das constantes 6pticas de alguns materiais a partir de seus espectros de
reflectincia especular através dos programas construidos.
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2-DESCRICAO DOS METODOS

2.1-ANALISE DE KRAMERS-KRONIG DA REFLECTIVIDADE
COMPLEXA:

Conforme discutido no item 1.2, a reflectividade pode ser
representada pela equagdo 1.2.10. Apés a obtengido da forma logarftmica dessa
equacao, obtém-se a relagéo de K-K para a reflectividade complexa, aplicando-se a
transformada de Hilbert (equacéo 1.3.4) da parte real (InvR)a parte imaginaria &:

!

InT=In /R +i6 (211

lnR(v)

5 =-L [ 22C) (212)

Uma vez que a seguinte equhqﬁo é facilmente provada{19]:

_ ] }:-o  @13)
Ve |

, onde C e £ sdo constantes, Andermann e colaboladores[20] propuseram a adigio
do termo C=-InR(v") & equagdo 2.1.2, gerando a equagido 2.1.4, que foi chamada de
relacdo de Kramers-Krdnig subtrativa.

L‘ —dv C{[lnz

8 (")—--— [ I“R(,\‘,:z 1~an(~) v (2.14)

-V

H4, no minimo duas vantagens de se usar a equacao 2.1.4 ao invés da
equacao 2.1.2 [19}:
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(B O erro sistemédtico nos espectros de reflexdo podem ser cancelados durante o
célculo da mudanga de fase.

(ii) A equacdo 2.1.4 néo diverge quando v=v,, o que é provado abaixo:

InR(¥ +AV)- lnR(”) InR( +AV)-InREF) _ 1 d
G +AV) -972 2V + AV AV 2v dv

mR(){ =¥  (215)

Uma vez que R(v) é medido entre um limite inferior vL e um limite

superior vi , a expressdo do 4ngulo de fase pode ser escrita da seguinte maneira
[21]:

(V) =8, (V) + 8, (V") + 8 (+) (2.1.5)
onde:

)= [ @19

\"? 8,(V)= [,“"I“RQ TZR ST 21.7)
J

| 8u9)=-2 Emk(:g lng(v) @218)

Para se obter os valores de 8. e 8y quando uma extrapolagdo mais
sofisticada néo é necesséria, a consideracéo que se faz é que R é constante e igual a

RL quando v<vi., e que R é constante e igual a Ry quando v>vy [21], obtendo-se as
seguintes equagdes:

§.(V)= ln[ll:((i")](lnr -¥|-1pp, +¥) . @19

on 1 (REDY o ol i
Bu(¥) = h{ R((Vv’f))J(lnhH +¥|~Inf, - %)) (21.10)
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Neste ponto, a reflectividade complexa estd completamente
expressa. Uma vez que somente a reflexdo externa com éngulo de incidéncia
préximo ao normal é considerada aqui, o indice de refracio complexo da amostra

é obtido através das equagdes 1.2.11 e 1.2.12.

2.2- ANALISE DE PETERSON-KNIGHT DA REFLECTIVIDADE
COMPLEXA

A andlise de Peterson-Knight baseia-se em duas observacSes
simf)les[15]:

(i) a funcio de resposta de um sistema causal, que é zero para tempos
negativos, pode ser expressa como uma soma de duas funcdes que tém,
respectivamente, paridades par e impar; as duas fun¢bes sdo iguais para

tempos positivos e t8ém sinais opostos para tempos negativos.

(ii) As transformadas de Fourier destas duas fungdes sdo, respectivamente, as

partes real e imaginaria da resposta do sistema em funcéo da frequéncia.

O impulso de uma fungdo & pode ser representado como uma

superposigao uniforme de ondas sinosoidais,

1 it
3(t)=7- [ doe @21)
e a resposta no dominio do tempo I(t) de um sistema linear, ap6s a aplicacdo de um

impulso, é a transformada de Fourier da resposta no dominio da frequéncia F(e) a
uma funcdo de entrada senoidal:

I(t)=—2-1; [ doF(@)e™ 2.2.2)
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" onde a resposta na frequéncia é dada por

1 o

Fl)=—| dti(t}e™ 223
(0)=5- [ dtltt)e 22.3)

A condigdo de causalidade é que

It)=0, parat<0. (2.24)

Como I(t) é real, i e ® aparecem na equacao 2.2.3 somente na combinagio iw;

cor:sequentemente, temos:
F(-0) = F(o)' (2.2.5),

ou, mais explicitamente:
F(o) =S(a) +iA(0) (226),

onde S(@) é real e simétrico [par, S(0) = S(-0)] e A(w) é real e antissimétrico [impar,
A(o) = -A(-0)].
Como o cosseno ¢ uma fungéo simétrica e o seno, antissimétrica, e

como:

e'™ = cosot+isenmt (2.2.7),

vé-se que se S(o) da équaq&o 2.2.6 é inserida para F(m) na equacao 2.2.2, uma fungio
simétrica real do tempo, Is(t), é calculada. Similarmente, se iA(m) é inserida, o
resultado seré a fun¢do antissimétrica real Ia(t). Como a equagao 2.2.2 é uma relacéo
linear,

I(t) =Is(t) + La() (2.2.8)
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As equacdes 2.2.4 e 2.2.8 geram:
Ia(t) = -Is(t), para t<0. (2.2.9)

A condigéo de causalidade foi imposta nesse ponto. Como Ix e Is sdo
de simetrias opostas, a equacéo 2.2.9 implica que:

Ia(t) = K(t), para t>0. (2.2.10)

) As equagdes 2.2.9 e 2.2.10 definem Ix completamente em termos de Is,
e a transformacao inversa (2.2.3) gera, finalmente:

A(e)=Im(]" dtl,e™) (2.2.11)

Em resumo, para calcular a parte imaginéria da resposta no dominio
da frequéncia a partir da parte real, primeiro obtém-se a transformada de Fourier da
parte real, transportando-a para o dominio da tempo (equagdo 2.2.2); segundo,
invertem-se os sinais algébricos para todos os tempos negativos (equagao 2.2.9) e,
terceiro, obtém-se sua transformada de Fourier de volta ao dominio da frequéncia
(equacdo 2.2.11)[15].

Para aplicar o procedimento descrito acima para o caso da
reflectividade complexa, fazse com que F(o)=InT(®@)=InR(0)+id0),
In ¥(o)sendo F(w), In \/R(0) sendo S e & sendo A.

221- APLICACAO DO FORMALISMO A REGIAO DO
INFRAVERMELHO

Em frequéncias muito altas, no fim da regido do ultravioleta, a

reflectividade se aproxima de zerc: no estudo de sélidos, h4 uma regido de
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frequéncia onde as vibragdes internas do material j4 ndo sdo ressonantes, enquanto
que as transi¢des interbandas ainda ndo sao ressonantes. Em geral, isso acontece na
faixa imediatamente superior a 4000 cm?! indo na direcio do infravermelho
préximo. Af, a reflectancia se aproxima de um valor R., que ¢ tratado como sendo o

valor de R no “infinito”. Pode-se expressar esse fato através das seguintes

equagdes[16]:
I(t) = %]‘_: dor(o)e™ = % [ dolty (@) +r.Je™ 2.2.1.1)
Iw(t)=I(t)—rw6(t)=-2ln [ dory (@)™ 2.2.12)

Como, na verdade, mede-se a reflectincia e ndo a reflectividade, é
necessério calcular o angulo de fase da reflectividade através da reflectincia de
acordo com a equacdo 2.1.1. Para assegurar o decaimento a zero no “infinito”,
normaliza-se a reflectincia com relacdo a reflectincia medida no maior ntimero de
onda, obtendo-se a funcao de entrada E:

E(o)= -;:ln[ Ré‘” )J 2.2.1.3)

L]

Conforme deduzido por Harbecke[16]:
I,(t= 0)=% [ do ln[ﬁé-"-’l] =0 (2.2.1.4)

o que significa que a fun¢do de resposta ap6s a primeira transformada de Fourier
deve comecar na origem. Isto pode servir como condig¢io necessdria para a
verificagdo do valor fisico dos dados de entrada[16]. Entretanto, a rigidez de tal
condic@o necesséria é discutivel uma vez que muitas aproximacoes sado feitas nos
programas de calculo das constantes épticas como, por exemplo, a substituicdo de
integrais por somatbrios e a substitui¢ao de limites infinitos por finitos.
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3.2- SIMULACAO DE ESPECTROS DE REFLECTANCIA ATRAVES
DO MODELO DE DISPERSAO DE LORENTZ

No modelo de Lorentz, a constante dielétrica complexa, €, em

funcio da freqtiéncia, v, é expressa da seguinte maneira[2,22,23]:

_ (e -8 Vo (3.2.1)

gE(V)=¢
V) =2, v +iyv—v2

\

onde &, e €, 880 as constantes dielétricas quando v =0 e v= o ; respectivamente, y é
a constante de amortecimento para o oscilador e v, é sua freqiiéncia de vibragéo. Na
regido do infravermelho, o oscilador envolve apenas movimentos nucleares. A onda
eletromagnética a v = « ndo interage com nenhum material, isto é, exa v = é
sempre igual a 1 para qualquer material. Contudo, quando a discusséo ¢ limitada a
regido do infravermelho, osciladores envolvendo transicdes eletrdnicas podem ser
ignorados. Usa-se como &, 0 valor da constante dielétrica numa freqiiéncia com
wnhuma absorcdo . Em geral, esta frequéncia fica na regido entre o visivel e o
infravermelho préximol[2].

Para materiais que t4m absor¢des mailtiplas, a equagéao 3.2.2 é usada:

4mp,v;

EV)=¢g,- ) ——— 3.2.2),
=Ty 622

onde 4np é a forca do oscilador e é idéntico ao pardmetro (g, - €.) para um oscilador

isolado, e jé o nimero de osciladores.
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Tendo-se em méos o valor da constante dielétrica complexa , pode-se
calcular o indice de refragio complexo através da férmula de Maxwell (1.2.13) com
p=1, de modo que:

a- real(VZ) (333

k = im(vZ) (33.4)

Com os valores de n e de k, o célculo da reflectdncia pode ser

executado através da seguinte equacdo, deduzida a partir das equacdes 1.1.5, 1.2.6 e
1.2.8:

(n-1D?+k?

o (3.3.5)

As constantes opticas e a reflectincia obtidas por este procedimento

serio denominadas de analiticas.
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3-PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

Os programas foram construidos no software Matlab for Windows da
Mathworks Incorporation versio 4.2c.1 de 1994[37]. O Matlab é um sistema
interativo e uma linguagem de programacdo para computagio técnica e cientifica
em geral. Seu elemento de dados béasico é uma matriz que ndo requer
dimensionamento. Isto permite solucionar muitos problemas numéricos em uma
frag@o do tempo que seria necessdrio para se escrever um programa em uma
linguagem como FORTRAN, Basic ou C. Além disso, a forma de expressar a

solugdo do problema é similar aquela na qual eles sao escritos matematicamente.

Os dados de entrada de ambos os programas consistem numa matriz de 2
colunas e m linhas contendo valores discretos digitalizados R; (reflectincia),

medidos em niimeros de onda v; correspondentes, com intervalos iguais h:

w Ri
\7 R
V3 Rs
vi R
Vo1 Rm1
Vm Rm

O nimero de linhas m representa, entido, o namero de pontos do espectro.
O intervalo h é definido por:

h=vj1-v; (=1,2,....m-1).
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No caso dos espectros simulados, h foi igual a 1 cm, enquanto que os
experimentais, por haverem sido obtidos com resolugdo de 4 cm, h foi igual a

1.9285 cmvl,

3.1-O PROGRAMA DE KRAMERS-KRONIG
O programa de K-K é resumido no fluxograma abaixo:

Céalculo do
InR(0)-InR(¥")

~D _ ~ 2

v

vetorf(¥') =

Substituicdo da fungdo f(v') por
~_ 1 dInR(®)
L e TR

l

Avaliacdo da integral do vetor dentro da
faixa espectral medida via método do
trapezoéide

l

Extrapolagdo rumo a v=x e a v=0
através das equacdes 2.1.9 e 2.1.10

v
Obtengéo do dngulo de fase via soma
dos resultados dos dois passos
anteriores

v
Obtencdo das constantes 6pticas via
equacdes 1.2.11 e 1.212

Esquema 3.1.1.: Fluxograma descrevendo os passos do programa de K-K.
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A operagdo descrita acima deve ser executada para cada frequéncia do
espectro. Para os espectros de reflectincia simulados do item 5.1, v variou de 0 a
4000 cm!, tornando a extrapolacdo rumo a v=0 desnecesséria. Eniretanto, tanto
para alguns dos espectros do item 5.2 quanto para os experimentais, v variou de
400 a 4000 cml. Nesses casos, ambas as extrapolacSes embutidas no programa
foram utilizadas. A dnica extrapolacdo especial que foi feita foi no caso do
espectro de reflectincia da silica vitrea, o que sera discutido na secédo 5.4.

O texto do programa é apresentado no apéndice 1.

N

3.2-O PROGRAMA DE PETERSON-KNIGHT

A aproximagdo numérica utilizada pelo algoritmo FFT consiste na
substituicdo das integrais aliadas de Fourier por somas finitas. Os requisitos para
que o resultado do célculo numérico se aproxime o mais possivel da resposta fisica

continua saof16]:
a funcdo de entrada deve decair a zero no limite maximo da soma finita
os intervalos de amostragem h devem ser suficientemente estreitos.

O resultado da primeira transformada (Is} consiste de uma parte real
simétrica com respeito a m/2. Para se obter uma segunda transformacdo
corretamente, Is deve ser truncada a m/2 e completada com zeros até m para
manter a resolugdo. Entretanto, a truncagem e o "zero filling" s6 sdo permitidos se
a fungdo, que tem a caracteristica de um oscilador amortecido, ja tenha decaido a

zero para valores menores ou iguais am/2.

Os dados de entrada do programa de P-K sao idénticos aos do programa de
K-K. Contudo, as transformadas de Fourier sdo executadas a partir de uma outra

funcdo, discutida no item 2.2.1, o que substitue a extrapolagio a frequéncias
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maiores que a Gltima medida. Essa funcéo estd embutida no programa, sendo o
seu primeiro passo. O fluxograma abaixo apresenta os passos seguidos pelo

programa de P-K. O seu texto encontra-se no apéndice 2.

Obtengio do vetor 0.5 x In(R/R)
completado com zeros até que o nimero
de pontos seja 0 dobro do original

v

Obtencio da parte real da transformada
de Fourier inversa (Ia) do vetor acima
(equagdo 2.2.2)

l

Substituicio da metade posterior do
vetor |a por zeros

v
Obtencdo da parte imaginaria da
transformada de Fourier de I, que é 0
angulo de fase

l

Obtengao das constantes 6pticas via
equacdes de Fresnel

Esquema 3.2.1: Fluxograma descrevendo os passos do programa de P-K.

33- PROGRAMA DE SIMULAGAO DE ESPECTROS DE
REFLECTANCIA ATRAVES DO MODELO DE DISPERSAO DE
LORENTZ

Para avaliar os programas de K-K e de P-K construidos, espectros de
reflecténcia especular foram simulados de acordo com o modelo de dispersdo de
Lorentz. Tal simulacdo foi feita seguindo os passos resumidos no fluxograma

abaixo ( o texto do programa se enccnira no apéndice 3):
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A partir de parimetros pré-
determinados(vo, €0, £« ), cdlculo da
constante dielétrica complexa através

da equacdo 2.2.1.

l

Obtengao dos espectros das constantes
6pticas analiticas através da férmula de
Maxwell (equagdes 2.3.3 e 2.3.4)

l

Obtengio do espectro de reflectdncia
simulado através da equagéo 2.3.5.

Esquema 3.3.1: Fluxograma descrevendo os passos do programa de simulagao de

espectros de reflectincia através do modelo de dispersio de Lorentz.

O fluxograma acima apresenta os passos para a simulagdo de
espectros de reflectincia para um tnico oscilador. Para a simulacdo de espectros
com mais de um oscilador, a equacdo 2.2.1 deve ser substituida pela 2.2.2 e pelos
parametros correspondentes. O hexfo do programa de simulacdo de espectros de

reflectincia para mais de um oscilador se encontra no apéndice 4.
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4-PARTE EXPERIMENTAL

No espectrofotometro de infravermelho interferométrico com
transformada de Fourier, utilizado nos experimentos realizados, um Nicolet 520-
FTIR, os espectros sao obtidos através de cdlculos mateméaticos que envolvem razio
entre transformadas de Fourier de interferogramas. Estes representam os sinais
correspondentes as leituras de intensidade na varredura do niimero de onda sempre
que o equipamento é acionado para conjunto de varreduras. O procedimento
normal é a varredura de um branco (ar), cujo interferograma corresponde ao
“background”. Posteriormente, faz-se a varredura da amostra, que também resulta
num interferograma. A razio entre as transformadas de Fourier do interferograma

da amostra e do “background” resulta no espectro da amostra.

Ajustou-se o espectrofotdmetro Nicolet 520-FTIR com resolucao de 4
cm™’ e 1024 varreduras entre 400 e 4000 cm™. Como detector, utilizou-se DTGS
(sulfato de triglicina deuterado) com janelas de KBr. Acoplou-se o acessério de
reflectdncia Graseby da Specac de éangulo de incidéncia varidvel
(MONOLAYER/GRAZING ANGLE ACCESSORY) no porta-amostra. Ajustou-se o
dngulo de incidéncia a 8 graus (o angulo de incidéncia mais préximo ao normal que
o acessoOrio possibilita), posicionou-se um espelho de aluminio no lugar da amostra
e obteve-se o “background”. Em seguida, colocou-se a amostra e obteve-se o seu
espectro. A partir do espectro obtido, procederam-se as anilises de K-K e de P-K
para reflectividade complexa através dos programas especialmente desenvolvidos
no presente trabalho.

No caso do acido benzéico (da ECIBRA) e do anidrido ftalico (da
CARLO ERBA), as amostras utilizadas foram pastilhas obtidas por compresséo do
s6lido puro. Para efeito de comparagio, obtiveram-se, também, os espectros de
transmitincia de pastilhas de KBr das substincias acima numa proporgio de 2mg
de amostra para 100mg de KBr e os espectros de reflectancia difusa das substéncias

em KBr na mesma proporg¢ao acima.
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A amostra de silica vitrea consistia num cilindro macico, sendo que
uma das superficies recebeu um polimento 6ptico. Essa amostra foi gentilmente
cedida pelo Prof. Dr. Carlos Suzuki e pelo seu pés-doutorando Dr. Delson Torikai,
do Laboratério de Quartzo da Faculdade de Engenharia Mecanica da Unicamp.
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5-RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1-OBTENCAO DE CONSTANTES OPTICAS A PARTIR DE
ESPECTROS DE REFLECTANCIA SIMULADOS COM UM
OSCILADOR

Para testar os dois programas construidos, simularam-se espectros
de reflectincia de acordo com o modelo de dispersao de Lorentz, que s6 pode ser
aplicado no caso de materiais ndo condutores e foi descrito na secgdo 2.3. O
analogo ao modelo de Lorentz para o caso de materiais condutores é o chamado
modelo de Drudef2)], que nada mais é do que uma solugao especial do modelo de
Lorentz quando v.=0.

Os espectros construidos eram constituidos por uma tnica espécie de
oscilador harménico amortecido. Os pardmetros foram escolhidos de modo a se
gerar um espectro realistico e foram os seguintes:
£=2,76
8x=2,56
v=15col,

Uma série de 10 vetores de £ foi construida variando-se a
frequéncia da vibragéo de 100 a 1000 cm-, de 100 em 100 cm1.A partir de cada
vetor dessa série, foram obtidos os espectros analiticos das constantes 6pticas via
féormula de Maxwell, que sdo apresentados na figura 5.1.1. Finalmente, com o
auxilio da equacéo de Fresnel da reflectividade complexa a incidéncia normal,
obteve-se a série de 10 espectros sintéticos de reflectincia, que é apresentada na
Figura 5.1.2. Tais espectros foram os dados de entrada dos programas de K-K e de
P-K.
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Figura 5.1.1- Espectros dos indices de refracéio e de absorcéio analfticos. vp=100
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Figura 5.1.2- Série de espectros sinbéticos de reflectincia construidos a partir do
modelo de Lorentz. w=100 (—),w=200 (—)w=300 (—),w=400 (—),v=500
)ve=600 (), vo=700 ( ),w=800 (-—),w=900 (—),vo=1000 (—).
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A partir dos espectros da figura 5.1.2, obtiveram-se as constantes
6pticas n e k através dos programas de K-K e de P-K. Na escala utilizada na figura
5.1.1, os espectros das constantes 6pticas sdo visualmente idénticos aos analiticos,
o que torna sua apresentacio redundante.

A avaliacdo numérica dos programas construidos foi feita através
dos valores da raiz da diferenca média de quadrados rmsd "root mean square
difference"{22]:

\ 2

1&
I'II!Bd = J E 2 : {Ii(numerico) - Ii(uuliﬂcn)} (5'2'1)
i=1

sendo I o parAmetro em questdio. No caso, I é igual ao indice de refragdo ou de
absorcado. Os valores de rmsd sao, na verdade, andlogos ao desvio padrdao 6. No
caso da comparagio entre espectros, o ntimero de medidas é igual a 1 em cada
frequéncia medida. Assim, existe um desvio padrédo para cada frequéncia medida.
A raiz da diferenca média de quadrados pode ser vista, entio, como uma espécie

de desvio padrio médio.

Comparando-se os valores de rmsd, apresentados na figura 5.1.3,
observa-se que ambos os métodos apresentam resultados satisfatérios e similares
entre si, com valores que podem estar dentro do ruido dos espectros
experimentais. Nota-se que a intensidade de absor¢io influencia
consideravelmente o valor de rmsd, pricipalmente no célculo de k através do
programa de K-K.

Com relagéo ao célculo do indice de refragdo, ambos os programas
apresentaram 6timo desempenho numérico. Ja o célculo do indice de absorgdo
mostrou-se mais sensivel aos erros impostos pela integragio namerica de uma

faixa espectral reduzida.
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Figura 5.1.3- Valores de rmsd plotados em fungéo do niimero de onda da vibragao.
As abreviagbes utilizadas na legenda significam: kpk- indice de absorgao calculado
pelo programa de P-K, npk- indice de refracdo calculado pelo programa de P-K,
kkk- indice de absorc¢éo calculado pelo programa de K-K, nkk- indice de refragéo
calculado pelo programa de K-K. '

Conforme discutido na Secdo 2, o programa de P-K oferece a
possibilidade de se averiguar a confiabilidade fisica dos dados de entrada a&avés
do resultado da primeira transformada de Fourier (Ia). A fungdo Ia tem o aspecto
de uma curva de um oscilador amortecido e pode ser observada na figura 5.1.4
para alguns dos espectros simulados. Teoricamente, a confiabilidade fisica ideal
dos dados de entrada se traduz no fato da funcéo Ia ser igual a zero quando t=0 e
iniciar com valores crescentes com o tempo[16]. Além disso, antes do ponto central
do espectro, seus valores j4 devem ter zerado[16]. A figura 5.1.4 mostra que
mesmo para o caso desses espectros de reflectincia simulados sem ruido e com
uma faixa espectral maior (de 0 a 4000 cm?!) que a dos experimentos no
infravermelho médio (400 a 4000 cm1), o valor de Ia nio é exatamente zero, o que
mostra a grande sensibilidade da fungéo Ia. Portanto, ela ndo pode ser tratada com
tanta rigidez uma vez que o fréprio algoritmo da transformada rapida de Fourier
pressupde uma série de aproximagoes.
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w10 20 20
tempo (unidades arbitrérias)

Figura 5.1.4- Resultados da primeira transformada de Fourier Ia em func¢do do
tempo. vw=100 (—),v=200 (—),w=300 (—),ve=400 (—).

Para estudar os efeitos da faixa espectral nos valores de rmsd e de Is
quando t=0, simularam-se espectros fixando-se vo=500 cm? e variando-se o
namero de onda niéximo (de 4000 a 10000 cml, de 1000 em 1000 cm?). Em
seguida, obtiveram-se os indices de absor¢do correspondentes através do
programa de P-K. Simultaneamente, foram obtidos os valores de Ia quando t=0
para cada faixa espectral. Os valores de "rmsd" foram obtidos entre os indices de
absor¢#o analiticos e os calculados. Tanto os valores de "rmsd® e de 15 para t=0 séo
apresentados na figura 5.1.5 em fungdo do méaximo nimero de onda da faixa
espectral. Observa-se que o aumento da faixa espectral faz com que os valores de
1s para t=0 se aproximem cada vez mais de zero. Além disso, o aumento da faixa
espectral melhorou a exatidao do calculo do indice de absorgéo.
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Figura 5.1.5: (a) valores de rmsd calculados entre os indices de absorcédo analiticos

e os calculados pelo programa de P-K, (b) valores de Ia quando t=0, ambos
plotados em fungéo do nimero de onda méximo da faixa espectral.

Ha, ainda, no programa de P-K, uma segunda possibilidade de se
verificar a confiabilidade fisica dos dados de entrada através da parﬁe real da
segunda transformada de Fourier que deve devolver a funcéo de entrada original,
o que foi satisfatério para todos os casos[16]. Além disso, os espectros de
reflectdncia foram recalculados a partir das constantes 6pticas calculadas e
comparados aos originais. Eram praticamente idénticos, o que também pode ser

considerado como um indicio do sucesso dos célculos.

Com rela¢do a rapidez do célculo, o programa de P-K mostrou-se
bastante superior, uma vez que seu tempo de cpu médio foi de 0.5s enquanto que
o tempo de cpu médio do programa de K-K foi de 238s, ambos medidos num
microcomputador PENTIUM-S com 166 MHz.
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Conforme discutido no item 3, um parametro relevante no sucesso
do programa de P-K é a resolucdo espectral. Fez-se, entio, um estudo das
alteracdes nos valores de rmsd do indice de absor¢do em fungdo do intervalo h
entre um comprimento de onda e outro. O procedimento de simulagdo espectral
foi igual ao descrito acima variando-se apenas o valor de h (intervalo entre um
valor de namero de onda e outro). Os espectros de reflectincia obtidos sdo
visualmente idénticos aos da figura 5.1.2, quando comparados naquela escala, o

que justifica sua omissao.
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' 'y
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0.0006 |- —e— h=2 -
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2 00004 - -
£ /
0.0002 | / / 4
R - /‘
O.mm. —""'".i N 1 M | N 1 4
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nimero de onda da vibragdo (cm™)

Figura 5.1.6: Valores de rmsd para o valor do indice de absor¢do obtidos a partir
de espectros com resolugdes diferentes.

O estudo mostra que praticamente ndo ha mudancas nos espectros
obtidos, com excecéo dos primeiros espectros da série. Assim, supde-se que a
resolucdo utilizada experimentalmente (h=1,9285 cm) nio traga problemas de
exatidao.
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52-OBTENCAO DE CONSTANTES OPTICAS A PARTIR DE
ESPECTROS SIMULADOS COM TRES OSCILADORES

Para estudar a influéncia de uma banda de absorgéo existente numa
regido fora da faixa espectral medida no célculo das constantes 6pticas pelos
programas construidos, os espectros de reflectincia apresentados na figura 5.2.1
foram sintetizados. Note-se que a tnica diferenca entre os espectros é a
intensidade da reflectAncia ao redor de 300 cm?, o que foi obtido com a variagéo
do paradmetro forca do oscilador 4np da equagio 3.2.2 na simulagio. Os pardmetros
utilizados na sintese dos espectros estio resumidos na tabela abaixo:

Tabela 5.2.1- Parémetros utilizados na sintese dos espectros de reflectincia

apresentados na figura 1.
vo{cm-1) 300 ' 700 1100
¥ (cmr?) 15 15 15
4np variavel* 0,1 0,1

*A forga do oscilador a 300 cm! variou com os seguintes valores: 0,001; 0,01; 0,05;
0,1;0,15; 0,2.
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Figura 5.2.1.- Espectros de reflectincia com trés osciladores sintetizados a partir do
modelo de dispersio de Lorentz utilizando-se os pardmetros da tabela 5.2.1.
47p=0,001 (), 4np=001 (—), 4mp=005 (), 4mp=01 (=), 4mp=0,15 (—),
4np=0,2(—)

Os espectros dos indices de refragio e de absorcio obtidos através do
programa de P-K séo apresentados nas figuras 5.2.2 e 5.2.3. Nelas estdo omitidos
os espectros analiticos e os obtidos através do programa de K-K, pois sdo
visualmente idénticos na escala apresentada.
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Figura 5.2.2.- Espectros dos indices de refracéo calculados através do programa de

P-K. No detalhe , os indices de refracio referentes a regiso de 0 a 600 cm1 ,
regido onde as diferentes forcas do oscilador associadas a absorgdo a 300 cm!
diferenciam os espectros. 47p=0,001 (—), 4xp=0,01 (—), 4np=0,05 (—), 4np=0,1
), 4mp=0,15 (—), 4=p=0,2(—).

20

niimero de onda (cm')
Figura 5.2.3.- Espectros do indice de absorcio obtidos através do pmgrm de P-K.
No detalhe , 0s indices de refragio referentes a regido de 100 a 500 cm!, regidio
onde as diferentes forcas do oscilador associadas a absorcio a 300 cm!
diferenciam os espectros. 4zp=0,001 (—), 47p=0,01 (—), 4»p=0,05 ), 4=p=0,1
), 4rp=0,15 (—), 4zp=0,2(—).
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A figura 5.2.4 apresenta os valores de "rmsd" dos espectros das
constantes 6pticas calculados em fungao dos analiticos plotados em funcdo da
forca do oscilador referente a banda a 300 cm!, pardmetro que ¢é diretamente
proporcional a intensidade da absorcdo . Nessa primeira etapa, as constantes
6pticas foram calculadas a partir de todo o espectro de reflectincia sintetizado, ou
seja, de 0 a 4000 cmrl. Os valores de rmsd se mantiveram constantes para um dado
calculo. Os resultados sdo coerentes com a figura 5.1.3, mostrando que o célculo
mais exato é o do indice de refragdo através do programa de P-K e o menos exato o
célculo do indice de absorcéo pelo programa de K-K.

\
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Figura 5.2.4: Valores de rmsd plotados em fungéo da forga do oscilador a 300 cm™.
Para todos os valores, a faixa espectral de entrada foi de 0 a 4000 cml. As
abreviacoes utilizadas na legenda significam: kpk- indice de absor¢do calculado
pelo programa de P-K, npk- indice de refracio calculado pelo programa de P-K,
kkk- indice de absorcdo calculado pelo programa de K-K, nkk- indice de refragéo
calculado pelo programa de K-K.

Ap6s o célculo das constantes 6pticas através dos programas
construidos, tomou-se a faixa espectral de 400 a 4000 cm! de cada espectro da
figura 5.2.1, deixando-se de lado a banda de absorcao a 300 cm. Os espectros das
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constantes opticas foram entdo recalculados e comparados mais uma vez através
de valores de rmsd a faixa correspondente dos espectros analiticos. Tais valores de
rmsd sdo apresentados na figura 5.2.5. Observa-se, entio, que a intensidade da
banda a 300 cox! tem uma influéncia mais marcante no célculo do indice de
absorcdo através do programa de K-K. O célculo do indice de refrac@o através do
programa de P-K mostrou-se o menos sensivel as influéncias da intensidade da
referida banda. Tais fatos observados reafirmam a necessidade de uma
extrapolagdo sensata.
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Figura 5.2.5: Valores de rmsd plotados em fungao da forca do oscilador a 300cm™.
Para todos os valores, a faixa espectral dos espectros de entrada foi de 400 a 4000
cmi. As abreviagdes utilizadas na legenda significam: kpk- indice de absorgao
calculado pelo programa de P-K, npk- indice de refracdo calculado pelo programa
de P-K, kkk- indice de absorgdo calculado pelo programa de K-K, nkk- indice de
refragdo calculado pelo programa de K-K.

Obtiveram-se, também, os coeficientes de correlagdo entre os indices
de absorcdo analiticos e os calculados pelos dois programas a partir dos espectros
de reflectincia simulados (tomando-se somente a faixa espectral de 400 a
4000 cm). A figura 5.2.6 apresenta os resultados. Como era de se esperar, o

coeficiente de correlagio diminue com o aumento da forga do oscilador a 300 el
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Entretanto, essa dimunui¢io ndo é tdo intensa a ponto de impedir a identificacdo
de um composto a partir do espectro do indice de absorgao calculado a partir do
espectro de reflectdncia especular. Este é um bom indicio de que se pode usar os
modelos de dispersio usados em "softwares” embutidos em programas de
operagio de equipamentos encontrados comercialmente quando o objetivo é a

identificagdo de um determinado composto.
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Figura 5.2.6- Coeficientes de correlacéo entre os espectros dos indices de absorgao
analiticos e os calculados através dos programas construidos a partir da faixa
espectral de 400 a 4000 cm-? dos espectros de reflectancia simulados apresentados
na figura 5.2.1, plotados em fungcao da forca do oscilador a 300 cmel.
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53-OBTENCAO DAS CONSTANTES OPTICAS DO ACIDO
BENZOICO E DO ANIDRIDO FTALICO

Os espectros do angulo de fase da reflectancia, 3, do indice de
refragdo, n, e do indice de absorcdo, k, calculados via analise de Kramers-Krdnig
sdo apresentados juntamente com os respectivos espectros de reflectincia
observados para o 4cido benzéico e o anidrido ftalico nas figuras 5.3.1 e 5.3.2. Sdo
apresentados somente os resultados obtidos através do programa de K-K, uma
vez que houve boa concorddncia entre os resultados obtidos pelos dois

pro‘gramas.

Para o programa de K-K, a extrapolacéo a frequéncias mais altas e
mais baixas utilizada foi a discutida na secio 2.1, enquanto que para o de P-K,
atilizou-se a discutida na segdo 2.2.1. Os espectros dos indices n e k obtidos para o
4cido benzéico foram concordantes com os obtidos por Yamamoto e Masuif19). E
importante ressaltar que a partir dos espectros dos indices n e k obtidos dos dois
compostos orgénicos estudados tanto através de um programa quanto através de
outro, foi possivel a mpfoduqﬁo dos respectivos espectros de reflectdncia de
maneira satisfatéria, o que é um indicio de que o método de extrapolagio
utilizado foi adequado.

Matrizes transparentes, como pastilhas de KBr ou suspensdes em
Nujol sdo frequentemente utilizadas em medidas espectrais no infravermetho
para materiais pulverizados. Contudo, a técnica da pastilha de KBr ndo deve ser
usada para 4cidos, Bases ou sais devido a possibilidade de troca iénica. A técnica
de Nujol, por sua vez, é fortemente evitada devido ao fato de seus picos poderem
interferir na interpretagio do espectro. Assim, a andlise de Kramers-Kronig pode
ser um método simples e alternativo. Embora quantidades absolutas ndao possam
ser obtidas devido ao fato da densidade da pastilha ser diferente da densidade
real, os espectros do indice k para o &cido benzébico e anidrido ftalico sdo
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suficientemente similares aos respectivos espectros de transmitincia de modo a
permitir a identificagdo do material.
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Figura 5.3.1 - Resultados do célculo para o acido benzéico: (a) o espectro de
reflectincia; (b) o angulo de fase recuperado; (c) e (d) os indices ne k extraidos via

programa de KK, respectivamente.
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Figura 5.3.2 - Resultados do célculo para o anidrido ftalico: (a) o espectro de
reflectancia; (b) o angulo de fase recuperado; (c) e (d) os indicesne k extraidos via
programa de K-K, respectivamente.

As figuras 5.3.3 e 53.4 mostram um conjunto de espectros de
absorcao dos dois compostos organicos obtidos através de técnicas diferentes. Os
espectros sdo bastante similares com relagdo as frequéncias centrais de absorcao.
Contudo, sao diferentes com respeito a intensidade e a largura das bandas, sendo
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que os espectros da absortividade calculada a partir do indice de absorcéo obtido
pelo programa de K-K( equagdo 1.2.9) apresentam bandas menos largas. Com
relacdio a proporcdo entre as intensidades de absorcdo, observa-se uma maior
coeréncia entre os espectros do 4cido benz6ico, enquanto que no caso do anidrido
ftalico, a absortividade calculada tende a ser mais similar a absorbéincia obtida
pela técnica de transmisséo do que a fungdo de Kubelka-Munk obtida a partir do
espectro de reflectincia difusa.
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Figura 5.3.3- Espectros de absor¢do do 4cido benzéico obtido por diversas
técnicas. (a) absorbéncia calculada a partir do espectro de transmiténcia de uma
pastilha de KBr (2% em 4cido benzéico), (b) absortividade calculada a partir do
indice de absor¢io calculado pelo programa de K-K a partir do espectro de
reflectincia de uma pastilha de acido benzéico puro, (c) fun¢do de Kubelka-Munk
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calculada a partir do espectro de reflectdncia difusa de uma amostra pulverizada
de 4cido benzéico em KBr (2%)
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Figura 5.3.4- Espectros de absor¢ao do anidrido ftilico obtido por diversas
técnicas. (a) absorbéncia calculada a partir do espectro de transmiténcia de uma
pastilha de KBr (2% em anidrido ftilico), (b) absortividade calculada a partir do
indice de absorg¢do calculado pelo programa de K-K a partir do espectro de
reflectincia de uma pastilha de anidrido ftilico puro, (c) fungao de Kubelka-Munk
calculada a partir do espectro de reflectancia difusa de uma amostra pulverizada
de anidrido ftilico em KBr (2%)
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5.4~-OBTENCAO DAS CONSTANTES OPTICAS DA sfLICA VITREA

O estudo das propriedades opticas de vidros tem sido bastante
explorado para a investigacdo da estrutura vitrea e da natureza de suas ligacdes
quimicas. Considerada o vidro constituido de um s6 componente mais
importante, a silica vitrea é um material com propriedades tnicas. Sua excelente
transmissdo no ultravioleta e sua estabilidade fisica e quimica fazem-na o material
6ptico refrativo ideal, sendo usada extensivamente em prismas, lentes, janelas,
fibras 6pticas, etc[38].

\

A silica vitrea foi escolhida para testar os programas de P-K e K-K,
por ser um material com propriedades 6pticas no infravermelho relativamente
bem conhecidas permitindo um confronto entre resultados numéricos obtidos
pelos programas e resultados obtidos na literatura(24,25].

A figura 5.4.1 mostra o espectro de reflectancia da sflica vitrea macica
obtido conforme descricdo feita na seqdo 4. Problemas de ruido causaram a
obtencio de trés valores negativos de reflectincia muito préximos a zero na regiao
do minimo de reflectincia proximo a 1300 cm?, bastante tfpico do material. Tais
valores foram alterados para valores positivos préximos a zero, uma vez que
valores negativos de reflectincia nos dados de entrada fazem com que a raiz
quadrada da reflectdncia seja um nimero complexo, influenciando o calculo em

todas as outras freqfiéncias.
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Figura 5.4.1 - Espectro de reflectincia da sflica vitrea. No detalhe, a regido de 3400
a 4000cm?.

Um outro problema do espectro mostrado na figura 5.4.1 é uma leve
descontinuidade a partir de 3740 cm?. De acordo com um boletim técnico da
Nicolet, tal fato deve-se a uma emissido caracteristica da fonte dependente da
temperatura. Isso acontece principalmente em medidas nas quais hé um longo
tempo entre as coletas do “background” e da amostra. No presente caso, como
trabalhou-se com 1024 varreduras, o tempo entre as coletas foi suficientemente

longo para proporcionar tal imprecisao.

Para aplicar os programas construidos no espectro da figura 5.4.1,
recorre-se a uma extrapolagio dos valores de reflectincia rumo ao niimero de
onda igual a zero. Tal extrapolagdo se faz necessaria uma vez que se observa
claramente através do formato do espectro que a reflectincia ndo se mantera
constante no intervalo de 400 a 0 cm. Assim, a reflectincia foi extrapolada para
R=10.7% no namero de onda zero, dado esse calculado a partir da constante
dielétrica da sflica vitrea a baixa frequéncia £1=3.9[35]. No caso do programa de K-
K, o fato do espectro de reflectincia ja estar extrapolado cancela a extrapolaggo
embutida no mesmo. O espectro apresentado na figura 5.4.2 mostra em detalhe a
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regido onde foi feita a extrapolacdo. O espectro de relfectancia extrapolado
conforme descrito acima foi o conjunto de dados de entrada dos programas
contruidos. Os resultados dos célculos sdo apresentados nas figuras 54.3 e 5.4.4,
juntamente com os resultados obtidos por Phillip[24,25]. O confronto dos dados da
literatura com os resultados dos programas construidos mostra que ambos seus

formato e valores absolutos s&o bastante similares.
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Figura 5.4.2- Regido do espectro de reflectincia da Silica Vitrea obtida através de
extrapolacéo (a partir de 400 a 0 cm)
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Figura 5.4.3 - Espectro do fndice de refracdo calculado através do programa de P-
K (-), do algoritmo de K-K (-) e aquele encontrado na referéncia 25 (u).
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Figura 54.4 - Espectro do indice de absorgaio calculado através do algoritmo de P-
K (). do algoritmo de K-K(-) e aquele encontrado na referéncia 35 (w).
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A partir das constantes optica obtidas, recalculou-se o espectro de
reflectancia, que se mostrou praticamente idéntico ao experimental, o que pode ser
considerado um indicio de que a extrapolagdo utilizada foi satisfatéria. Com
relagdo ao teste de auto-consisténcia mencionado na secdo 2.2.1 e que pode ser
aplicado somente a0 programa de P-K, o resultado da primeira transformada de
Fourier s n#o foi igual a zero, mas comeca com valores crescentes com o tempo e
decai a zero rapidamente. Os valores de 14 em fungdo do tempo sdo apresentados
na figura 5.4.5. Nota-se que tal fungdo de resposta € bastante sensivel a
extrapolagéio e provavelmente s6 ser4 possivel obter 1a=0 para t=0 se a faixa
espettral medida for ampliada rumo a ntimeros de onda mais altos.

H4, ainda, no programa de PK, uma segunda possibilidade de se
verificar a confiabilidade dos dados de entrada, que &€ 0 fato de que a parte real da
segunda transformada de Fourier deve devolver o espectro da fungdo de entrada

original, o que foi satisfatorio para esse caso.

~—————rr—Tr - -
005 -
-
000
005 -
D S TR U R SR M B

0501001502002503)050&060&)0

tempo (u.a.)
Figura 5.4.5- Resultado da primeira transformada de Fourier Is em fungio do

tempo.

Obtiveram-se valores negativos para o indice k na parte final do
espectro devido provavelmente a dois motivos: o ruido e a descontinuidade no
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espectro de reflectincia a partir de 3740 cm! , regiéio do espectro crucial para os
métodos de extrapolagéo utilizados.

Mediu-se o tempo de célculo ("cpu times") de cada programa num
microcomputador PENTIUM-S com 166 MHz. Para esse espectro da silica vitrea, o
programa de K-K levou 130 s para fazer o célculo, enquanto que o programa de P-
K levou 0.5 s. Confirma-se, assim, que o programa de P-K é mais interessante que

o de K-K por dois motivos principais: sua velocidade de célculo é
* consideravelmente superior e ele oferece possibilidades extras de inspecéo dos
dadvos de entrada, conforme foi discutido.
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6-CONCLUSOES

O presente trabalho envolveu a construcao em ambiente MatLab de
dois programas da anélise de Kramers-Kronig da reflectividade complexa. O
primeiro deles foi desenvolvido a partir do método tradicional (programa de
Kramers-Krdnig), ou seja, via transformada de Hilbert e o segundo (programa de
Peterson-Knight) via integrais aliadas de Fourier. Tanto um quanto outro permitiu
a obtencio de constantes Opticas a partir de espectros de reflectincia no
infravermelho de maneira satisfatoria, o que péde ser comprovado através da

\
comparacdo entre as constantes 6épticas calculadas por eles e as analiticas.

O programa de Peterson-Knight mostra-se mais interessante que o de

Kramers-Kronig por dois motivos principais:

apresenta um tempo de computagao muito menor
apresenta duas possibilidades de se averiguar a confiabilidade fisica dos
dados de entrada, quais sejam: o resultado da primeira transformada de Fourier
atilizada no método deve ser 0 no tempo inicial e a parte real da segunda
transformada de Fourier deve devolver a funcio de entrada original. Tal
averiguacio é de grande relevancia quando se quer obter constantes Spticas
quantitativas e extrapola¢es especiais no espectro de reflectincia original se
fazem necessérias. Contudo, deve-se levar em conta o grande ndmero de
aproximagbes embutidas nos programas e sua influéncia nos métodos de
averiguacao.
O indice de absorgdo calculado pelos programas é suficiente para a
identificacio dos compostos acido benzéico e anidrido ftilico. Entretanto, os
valores obtidos nio podem ser tomados como quantitativos devido a diferengas

entre as densidades real e da pastitha preparada como amostra.
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As constantes 6pticas da silica vitrea obtidas atraves dos programas
construidos sao bastante similares as obtidas na literatura tanto em formato

quanto em valores absolutos, podendo serem tratadas com dados quantitativos.
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7-PERSPECTIVAS

Com o presente trabalho, programas da anilise de Kramers-Krdnig da
reflectividade complexa para materiais macicos, onde a reflectdncia observada é
proveniente de uma tnica interface, foram construidos e avaliados. Entretanto,
existem vérias situacdes reais nas quais a utilizagéio desse modelo néo ¢ viével. Eo
caso, por exemplo, de filmes finos depositados em substratos, onde a reflectincia
observada provém de duas interfaces distintas. Assim, dando continuidade ao
presente trabalho, ele seré estendido a sistemas estratificados, como por exemplo,
fih;tes finos depositados em substratos, ambos de diversas naturezas. Tal estudo
podera ser feito tanto experimentalmente quanto através de simulac@o.

O presente estudo também pode ser utilizado como ponto de partida para a
exploracio das correlagdes entre as constantes 6pticas e outras propriedades dos
materiais como condutividade 6ptica, condutividade elétrica e polarizabilidade.

O confronto entre os espectros da absortividade calculada a partir do indice
k obtido pelos programas construidos e os especiros da funcdo de Kubelka-Munk
obtidos a partir do espectro de reflectancia difusa do 4cido benzéico, por exemplo
também pode ser considerado um estudo interessante. Ndo se encontrou na

literatura nenhum modelo que explicasse as diferencas observadas enire os
espectros.
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APENDICE 1

O PROGRAMA DE KRAMERS-KRONIG

%calcula as constantes épticas

function [cop] = kk3(arquivo)

R=[arquivo(,2)};

L=[arquivo(; 1)}

[a,b] =size(R);

a=a-1;

dL=diff(L);

dlogR=diff(log(R));

forc=1:a
clear F
1=L(c) * ones(a+1,b);
r = R(c) * ones(a+1,b);
F(;,1) = (log(R)-log(r))./ (L.A2-1.72);
F(c,1) = (1/(2*L(c)))*(dlogR(c)/dL(c));
S(c)=(-1/(2*pi))*log(R(1)/ R(c))*(log(abs(L(1)-L()))-log(L(c)+L(1)));
H(c)=(1/(2*pi))*log(R(a)/ R(c))*(log(L(a)-L(c))-log(L(a)*+L(c)));
ps(Q)=((-(L(c)/ pi)I*trapz(F(; 1))
n(c)=(1-R(c))./ (1+R(c)-2*sqrt(R(c)). “cos(ps(c)));

: K(Q)=(2*sqrt(R()). sin(ps(c)))./ (1+R(c)-2*sqrt(R(c))-*cos(ps(A)));

en

n=n';

k=k";

cop=[nk];

plot(L,cop)
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APENDICE 2

O PROGRAMA DE PETERSON-KNIGHT

%calcula as constantes 6pticas via FFT
function [cop]=pkffi(arquivo)
[p,u]=size(arquivo);
R=[arquivo(:,2)]/100;
RR=[arquivo(;,2)]./ [arquivo(p,2)};
LSR=([log(sqrt(RR))];

[x,u]=size(R);
T=linspace(0,(1/{2*pi*30000000000)),x);
=T

[a,b] =size(t);

IA=real(ifft(LSR,(2*x)));

TIA=IA(1:x);

TA1=real Gff(LSR(1),(2*x)));
IA1=IA1(1:x);
ps=-4"imag(fft(IA,(2*x)));

ps=(ps(1:x));
psl=-2*imag(fft{IA1,(2*x)));
ps1=(ps1(1:x))’;

ps=ps-psl;

n=(1-R)./ (1+R-2*sqrt(R).*cos(ps));
k=(2*sqrt(R).*sin(ps))./ (1+R-2*sqri(R)."cos(ps));
[cop]=[nk];

subplot(2,2,1);
plot(([arquivo(;, 1)]), LSR);
subplot(2,2,2);

plot(t(1:200),IA(1:200));

subplot(2,2,3);

plot{([arquivo(;, 1)])n);

subplot(2,2,4);

plot(([arquivo(:, 1)]).k);

-
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APENDICE 3

O PROGRAMA DE SIMULACAO DE ESPECTROS DE
REFLECTANCIA COM UM OSCILADOR

% simula um espectro de reflectincia com um oscilador
function [file] = sim(FE,P)
L=(linspace(0,(FE-1),FE));
A=(L.A2)+(15%*L)-(P"2);
F=2.56-(((0.02*(P"2))./ A));
n=real(sqrt(F));

=imag(sqrt(F));
R=((n-1).22)+k.*2)./ (n+1)."2)+k."2);
file=[L;R};
file=file;
plot(L,R)
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APENDICE 4

O PROGRAMA DE SIMULACAO DE ESPECTROS DE
REFLECTANCIA COM TRES OSCILADORES

%simula um espectro de reflectincia com trés osciladores
FE=4000;

P=300;

Q=700;

T=1100;

) L‘(]JIIBP&C&(O,(FE-].),FE));

A=(L.A2)+(15%"L)-(P 2);

B=(L.A2)+(15%*L)(Q"2);

C=(L.A2)+(15*1*L)(T"2);

Fe2.56-((M*(P"2))./ AYH((0.14(Q"2))./ By+(0.1*(T"2))./ O));
n=real(sqri(F));

ka=imag(sqrt(F));

R=((((n-1)."2)+ka."2)./ ((n+1)."2)+ka."2));



