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"... o infinitamente grande
repousa na energia combinada
do infinitamente pequeno, e
ambos se equivalem em grandeza

diante do Infinito",.

Jardineiro
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RESUMO

Titulo: Transformacdo de Contato: um método alternativo na teoria
de perturbacio
Autora: Elisabete Suto
Orientador: Prof.Dr. Adalberto B.M.S. Bassi
Instituicdo: Instituto de Quimica - UNICAMP
Caixa Postal 6154
13081-Campinas—SP

A possibilidade de se obter espectros. cada vez mais fi-
nos, devida ao grande desenvolvimento experimental dos Ultimos

anos, nos estimula a desenvolver métodos para calculos tedricos
cada vez mais acurados, sendo a transformacao de contato uma das

melhores ferramentas de que se dispde atualmente para este fim.
Também chamada de transforma¢do unitaria de operadores ou trans-
formacdo de Van Vleck, a transformagao de contato possibilita uma
anadlise tedOrica detalhada das intera¢des no espectro roto-vibra-
cional de moléculas poliatdmicas, tornande o desenvolvimento even-
tual de expressdes para coeficientes de interacdo roto-vibracionais
de guarta ordem, em £ermos de constantes moleculares fundamentais,
mais praticavel. Ela & também conveniente guando se deseja deter-
minar de que forma certos parametros espectroscdpicos agem sobre
transigOes, intensidades de bandas, etc., mesmo no caso de outro
método ser mais favordvel em termos de tempo computacional. O estu-
do do método da transformacdo de contato traz muitos beneficios a
pesquisa tedrica da espectroscopia, pois permite a anilise de in-
teragOes que normalmente ndo sdo possiveis por métodos de pertur-—
bacao comuns.

Neste estudo, reexaminou-se o formalismo basico da tec-
nica da transformagao de contato aplicada a funcgdes das varidveis
dinamicas p e g e desenvolveu-se equagdes para o cdlculo da ener-

gia vibracional de moléculas diatOmicas.



cariTuLo 1

Introducado

‘Em 1930, Dirac(l) j& dizia que as leis fisicas basicas,
necessarias para resolver os problemas da fisica e da quimica, j&
eram todas corhecidas. Entdo, em principio, seria possivel predi-
zer todas as propriedades fisicas e quimicas da matéria, por mé-
todos matematicos. Infelizmente, os problemas matemdticos que pre-

cisam ser solucionados sdo extremamente dificeis. Uma das técnicas

mais poderosas e flexiveis para atacar os problemas que aparecem
em mecdnica qudntica &, como se sabe, a teoria da perturbagio. A
caracteristica essencial dos métodos de perturbacgdo & que comecam
com uma solucdo aproximada do problema e continuam com o cilculo
de uma série de correg¢des, que visam a melhorar esta aproximacao.
O sucesso de tais calculos depende parcialmente da paciéncia e
energia do calculador, bem como de sua habilidade em encontrar um
ponto de partida feliz. As aproximac¢des sucessivas podem nd3o con-
vergir para uma solucao exata do problema, mas em geral poucas
corregoes produzem uma apreciavel melhora nas fungdes de onda ini-
ciais. Entretanto, os métodos de perturbacfoc comumente utilizados
na mecdnica quantica sdo, em geral, extremamente trabalhosos, es-
pecialmente guando se tem estados degenerados e deseja-se aproxi-
macoes de alta ordem. Foi esta a razio gue, historicamente, levou
a utilizacdo da técnica da transformacio de contato como um método

de perturbacdo alternativo, aplicado & teoria quintica do oscila-

dor anarménico. Este trabalho foi feito originalmente por Thomas,

(2-8})

Shaffer e Nielsen » na década de 40, mas jd era bem conhecida

a aplicagao desta técnica a problemas de multicorpos, na mecanica



classica e seu uso na astronomia dindmica. Alids, a transformacio
de contato mecdnico-quantica foi proposta inicialmente por Van
Vleck(g}, em 1929. Na década de 40, foi desenvolvido um formalis-
mo para a aplicacao da transformacdo de contato ao calculo de cor-
regoes de segunda ordem na energia roto-vibracional de moléculas
poliatdmicas. Dentre estes trabalhos, destacam-se o de Thomas(s’s),
que descreve a transformagido de contato aplicada ao problema meci-
nico-quantico do oscilador anarmdnico, o de Herman e Shaffer(7),

em gue os autores tabelam fungdes de transformacfdo para diversos

termos qué aparecem na hamiltoniana de primeira ordem do oscilador
e, principalmente a revisio de Nielsen(s). Esta lltima fornece a
base para o desenvolvimento do formalismo que melhor adapta a
transformacdo de contato i hamiltoniana de qualquer sistema mole-
cular e aplica esta tranformacdo ao calculo das energias de segun-
da ordem, abrindo caminho para calculos de ordem maior.

O avango tecnologico permitiu a obtencdo de espectros de
melhor resolucdo, obrigando os pesquisadores a aperfeigoar seus
célculos tebricos. Entdo, na década de 50, surgem vAarios artigos
em gue, utilizando a transformacgdo de contato de forma sucessiva
na hamiltoniana do sistema, os autores conseguem avaliar perturba=
cOes de terceira e até quarta ordem na energia roto-vibracional de
moléculas poliatdmicas. Amat, Goldsmith e Nielsen(10-12) s30 os
responsaveis por este formalismo. Entretanto, o grande numero de
termos, resultante da aplicag¢do sucessiva da transformacio de con-
tato a hamiltoniana, era um fator limitante para este metodo. Mes=-

(13)

mo assim, Aliev e Aleksanyan publicam, no final da decada de
60, um artigo em que obt&m uma expressio geral para a funcio de

transformagao, para qualquer ordem de correcdo da funcio hamilto-



niana.

(14)

Em 1960, Hanson e Nielsen utilizam a transformacao

de contato para incluir a interagao roto-vibracional no calculo
de intensidades de linhas rotacionais de moléculas poliatdmicas,
iniciando um ciclo de aplicagdes do método ao tratamento das in-
tensidades das bandas roto-vibracionais que deslancha nas décadas

de 70 e 80. Na década de 70, temos os trabalhos de Secroun, Barbe

(15-17})

e Jouve que obtém expressdes relacionando as intensidades

observadas aos coeficientes anarménicos das expansdes da energia

vibracional e do momento dipolar, para moléculas poliatdmicas. Nes-

(18,19)

ta mesma década, Chedin e Cihla aplicam o método da trans-

formagdo de contato através de programas computacionais, Wang e

(20)

Overend utilizam esta transforma¢do no tratamento do campo

de forca da molécula de HCN e, a partir da teoria desenvolvida

(8)

por Nielsen , conseguem obter nao apenas estimativas mais ra-

zoavels para as constantes de forca anarménicas, como também de-

monstram a importdncia da ressondncia vibracional, que era ante-

(21,22)

riormente tida como negligenciavel. Overend e Yao obtém

expressdes para intensidades de bandas de combinacdo e de sobre-

tons, no IV. Brown e Person(23}

testam estas exXpressdes na inter-
pretagao das intensidades das bandas de combinagao e diferenca das
moléculas N,0 e CO, e avaliam a extensdo do efeito de cada anarmo-
nicidade mecanica e elétrica. O resultado mais interessante deste
estudo € a confirmacdo de uma sugestao de Overend(ZI), ou seja, o

momentc de transigdo para uma banda de diferenca pode ser muito

maior do gue para a banda de combinagio correspondente. LaBoda e

(24)

Overend examinam teoricamente a dependéncia vibracional do mo-

mento dipolar e interpretam medidas relativas & molécula CH.F.

3



g(25)

Person e QOveren predizem os espectros IV das moléculas SF6 e

UFG' usando constantes de forg¢as anarmdnicas obtidas por trans-

(26) calculam as

formacdo de contato e Golden, Marcott e Overend
intensidades das bandas de combinacdo e de sobretons para a molé-
cula CF4, comparando os resultados com dados experimentais. O tra-
tamento desenvolvido por Overend, para estudo de intensidades, &

(27), que obtém ex-

completado por Geerlings, Berckmans e Figeys
pressbes analiticas para moléculas diatdmicas e poliatdmicas e

sugerem que os termos de anarmonicidade mecdnica sdo mais impor-

tantes nas poliatfmicas do que nas diatdmicas.

(28,29) reexami-

Na década de 80, Niroomand-Rad e Parker
nam o formalismo basico da técnica da transformacio de contato su-
cessiva descrita por Nielsén—Amat e mostram que uma modificacdo
pode levar a visivel economia de esforgo computacional e a contor-
nar diversos problemas que dificultam o uso da transformacio de
contato sucessiva. Loete(BO) afirma que, no estudo das energias
roto-vibracionais de moléculas poliatdmicas, as interacgdes sio ge-
ralmente tratadas por transformagdo de contato porque, como mostra

(31’32), as formulas de perturbagdo obtidas sio Gteis na in-

Watson
dicacdo do modo como determinadas constantes afetam o espectro das
moléculas estudadas, independentemente do fato de, por vezes, o
método variacional ser preferivel sob o aspecto computacional. Me-
recem ainda ser ressaltados os trabalhos indicados nas referéncias
de 33 a 37, este Uultimo publicado em 1986.
O levantamento bibliogrédfico apresentado nos pardgrafos

anteriores ressalta a fundamental importancia da transformacio de

contato na interpretacdo tedrica dos espectros roto-vibracionais

de moléculas pequenas em fase gasosa, sempre que efeitos devidos



a anarmonicidades mecanicas ou elétricas aparecem. Este levanta-
mento indica também que quase todos os trabalhos recentes dedicam-—
-se as conclustes de natureza fisica, relativas a estrutura mole-
cular, gue a interpretacao espectral através da transformacido de
contato permite obter. Mesmo os artigos que referem-se ao método
em si, enfocam-no sob o aspecto computacional. Quase nada existe
sobre o formalismo basico para aplicac¢io da transformagido de con=-
tato ao problema mecdnico-quiantico do oscilador anarmdnico, além

(5,6) (8)

dos trabalhos pioneiros de Thomas e Nielsen ;, desenvolvidos

na década de 40. Talvez, a existéncia desde entdo de funcgdes de
transformacao tabeladas, o pouco uso da transformagao de contato
para outros problemas além do oscilador anarmdnico e a recente
concentracio de esforcos em métodos computacionais, diminuiram o
interesse no formalismo basico que permitiu a constru¢io das ta-
belas. Entretanto, este formalismo fundamental ndo & de modo al-
gum trivial, envolve conceitos que ndo estdo entre os mais comu-
mente usados por gquimicos e fisicos e nao & detalhadamente expli-
cado em local algum que conhegamos. Os artigos de Thomas(5'6) sdo
0s que mais se aproximam de fornecer esta explicagao, mas sao ex-
tremamente sucintos e apresentam erros de impressdo em algumas
formulas.

O grupo de pesquisa a gue pertencemos, desde longa data
dedica-se a interpretacaoc, por meios mecdnico-quinticos, de espec-
tros no IV. Recentemente, surgiu interesse no estudo de efeitos
anarmonicos. Entretanto, deve-se ressaltar que s3o muito poucos
os grupos de pesguisa que, no mundo, dedicam-se 3 interpretacdo

mecdnico-quantica de efeitos anarmdnicos em espectros roto-vibra-

cionais de fases gasosas moleculares. No Brasil, nao temos conhe-



cimento de outro. Este fato, junto com a lacuna bibliografica an-
tes citada, convencéu-nos da conveniéncia de realizar um estudo
detalhado do formalismo fundamental, que servira como base para
outros trabalhos. Isto & feito no capitulo 2 desta tese. Para que
nao se perca a sequéncia do raciocinio, em meio a uma consideravel
gquantidade de calculos e dedugdes, estes sdo apresentados sob a
forma de sete apéndices, aos quais o capitulo 2’se refere, No ca-
pitulo 3, a teoria desenvolvida no capitulo 2 & aplicada 3 molécu-

la diatOmica. Tal aplicagdo ndo apresenta maior interesse como

exemplificacdo do método, porque a literatura ji contém varias
-aplicagdes interessantes; nem como verificacio, ja que ndo se tra-
ta de nada novo, cuja cérregéo precise ser aferida. A finalidade

do capitulo 3 & apenas a mesma desta tese como um todo, ou seja,
facilitar a compreensao do formalismo basico da aplicacdo da trans-
formagdo de contato ao problema mecdnico-quintico do oscilador
anarmonico e indicar a utilidade deste formalismo na interpreta~

cdo de espectros no IV.



carPITULO 2

A Transformacdo de Contato

2.1. Introducao

Neste capitulo, pretende-se mostrar o que & a transfor-
macio de contato e como ela se aplica ao problema do oscilador
anarmdnico. Sabemos que a equagao de Schrddinger independente do

tempo, para campos conservativos,

H U = EVY, (2.1.1)

em muitos casos n3o tem solucdoc exata. Mas, desde que a fungdo ha-
miltoniana possa ser expandida conforme a série de poténcias em
€, sendo 0<esl,

2

H=H_ + cH, + €7H

0O l 2 + a8 (2-102)

e as solugdes da equagao de Schrodinger de ordem zero,

(Ho)op]yo = EO wo’ {2.1.3)
sejam conhecidas, freguentemente podemos obter as corregdes na
energia de ordem zero, devidas aos hamiltonianos de ordem primei-
ra, segunda, terceira, etc., pelo método de Rayleigh-Schrdodinger,
convencionalmente utilizade em teoria de perturbagéo(38'392 Entre~

tanto, um grande nimero de termos & frequentemente necessario pa-

ra tais calculos e, muitas vezes, mesmo havendo convergéncia, fi-



ca-se com um trabalho algébrico enorme a ser feito, até mesmo para
correcdes sb de segunda ordem na energia. A transformacgao de con-
tato aparece, entdo, como um mé&todo alternativo na teoria de per-
turbacdo, gque pode simplificar sensivelmente o trabalho a ser
realizado.

Procuraremos comparar a transformacdo de contato com as
transformagdes candnicas de representacdo e de variaveis, ressal-
tando semelhanc¢as e diferencas formais gue existem entre estas

transformagdes, a fim de facilitar o entendimento do significado

fisico da transformacao de contato (item 2.3). Em sequida, aplica-
remos a transformacdo de contato a funcido hamiltoniana de um sis-
tema geral {item 2.4) e, posteriormente, de um oscilador anarmoni-
co (item 2.5). Encerrando o capitulo, apresentaremos, de forma re-
sumida, o método de transformacoes de contato consecﬁtivas, o que
permitird uma visao mais'completa deste método alternativoc de so-
lucdo aproximada da equacdo de Schrddinger (item 2.6). Entretanto,
devemos inicialmente definir o tipo de representagdo e notacao que

utilizaremos neste trabalho (item 2.2).



2.2. Representacgdo e Notagao

Um conceito importante na meci@nica classica é o de Pa-
rénteses de Poisson (PP). Quaisquer duas variaveis dinamicas

(grandezas mensuraveis relativas a um sistema em movimento) £ e n

tém um PP que sera denotado (g,n) e definido por{40'41)

(£,n) =z {35 Jon_ _ 8E 3n gy

j %qy dpy  Op

r (202w1)

onde £ e n sao funcdes reais de um conjunto de coordenadas e mo-

mentos candnicos conjugados qj e pj, j = 1,2,... . O valor do lado

direito da equacdo (2.2.1) independe do conjunto especifico de co-

ordenadas e momentos candnicos utilizado, por isto o valor de

(£,n) & invariante sob transformacgao canénica(40’41);

As principais propriedades dos PP, decorrentes da defi-

nicdo (2.2.1), sdo(40:41)

(g,n) = ~(n,8), (2.2.2})
(E,c} =0 7 (2.2.3)
onde ¢ & um numero,
(El"{“ngﬂ) = (Elm) + (Ezm) 7 (2.2.4)
(Eml*l" nz) = (Ernl) + (Emzlf (2.2.5)
{‘Ernlnz) - (Epnl)ﬂé +n1(€rn2) ¥ (2.2.6)
(Elgzrn) = (Elrﬂ)iz +£1(€21n) e (2.2.7)

(g, {n,u)) + (n,(u,8}) + (u,(E,n}) =0 . (2.2.8)
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O operador mecdnico-quadntico correspondente a (£,n) &
proporcional & soma antissimétrica do produto dos operadores cor-

respondentes a £ e n, ou seja(42),

eopnop - “opgop = 1ﬁ(£,n)0p. (2.2.9)
Na mecanica quantica, pode~se trabalhar com as formas
explicitas dos operadores ou, simplesmente, representa-los pelas

variaveis din@micas que lhes correspondem. Neste ultimo caso, as

expressoes matematicas que envolvem tais operadores podem ser al-

gebricamente manipuladas como o seriam se contivessem as varia-

veis dindmicas correspondentes, impondo-se entretanto as leis de

comutacio relativas aos operadores. Define-se, entao, uma algebra

{(5)

ndo~comutativa em gue
En-ng = ifi(g,n) . (2.2.10)

Os PP mais simples sdo os que envolvem coordenadas e mo-

mentos generalizados; na teoria cléssica(40’41),

(AyraE)=0, (Py,Py) = 0 e dayspy) = G4y (2.2.11)

onde j, k =1,2, ... e ij € o delta de Kronecker.

Entdo, as expressfes mecanico-guinticas envolvendo os operadores
correspondentes a 95 e Py podem, opcionalmente, serem escritas em
termos das proprias variaveis dindmicas qy € py, desde que se im=

ponha uma algebra em que sejam validas as relacbes de comutagio
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939 "~ 9y = 0

jpk - pkpj = 0 e (2.2.12)

quk - pkqj = in ajk )

p

onde j, k = 1,2 ..., obtidas a partir das equacdes (2.2.10) e
(2.2.11).
Escritas em termos de operadores e impondo-se
- . Y
) = J., as equacoes (2.2.12) indicam gue {pk}op = 1ﬁ3§;

j'op 3
(representacdo em termos de coordenadas); impondo-se {pk}op=pk, as

(q

mesmas equacoes mostram que (qj)op

mos de momentos). Neste trabalho, decidimos ndo utilizar, em vista

¥ 8 L. d
= 1h3§7 {representacao em ter-

da forma das equagles diferenciais gue desejamos obter, nenhuma

destas duas representagbes. Por isto, ao invés dos operadores cor-
respondentes, usaremos as proprias coordenadas e momentos genera-
lizados qj e py- Entéﬁ, as funcoes de onda subentendidas poderdo

ser consideradas fungdes de.qualquer um dos dois conjuntos conju-
gados de variaveis 95 OU Py, ja que isto depende da representacgao
escolhida para o operador hamiltoniano, em termos de coordenadas

ocu de momentos, ao se resolver a equacgao de Schrédinger. Em todas

as_expressCes matematicas, estard pressuposta uma algebra nio co-

mutativa, definida pelas equacdes (2.2.12). E evidente que todas

as propriedades da algebra de operadores comumente usada na meci-
nica quantica, refletem-se na algebra ni3oc-comutativa com que serdo
tratadas as variaveis din3micas.

As somas antissimétricas de produtos entre dois opera-
dores sdo frequentemente denominadas, em mecinica quintica, comu-
tadores. 0 comutador, entdo,difere do operador correspondente ao

PP apenas através da constante universal de proporcionalidade iﬁ,
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conforme a equagdo (2.2.9}, gue na notacdo utilizada neste trabalho
é a equagado (2.2.10). O simbolo [§,n] significara comutador de f e

n, conforme convenc¢ao comumente usada. Entdo, tem-se

[E/n] = En - ng (2.2.13)
e, substituindo (2.2.13) em (2.2.10),
[£,n] = ik(g,n) . (2.2.14)

. E evidente que as propriedades apresentadas nas equacgoes (2.2,2)
a (2.2.8) sdo validas péra os comutadores.

A soma dos [{r+s)!/r!s!] monOmios distintos da algebra
ndo comutativa que correspondem todos a um Unico mondmio piq? em
dalgebra comutativa, multiplicada pelo fator {[r!s!/(r+s}!], sera
grafada {piqi},onde r,s =0,1,2, ... . E evidente gue, mesmo em
algebra nao comutativa, {piq?} corresponde a uma grandeza cujo va-
lor & invariante a gqualquer comutacio de Py COm qy. Em outras pa-
lavras, {piq?} & uma grandeza totalmente simétrica em relacdo &
comutagao de Py com qj. thuanto que o produto dos operadores her-
mitianos relativos a pi e q? ndo & um operador hermitiano, o ope~
rador correspondente a {piqi} é hermitiano, sendo o operador gue
permite calcular valores esperados para a variavel dindmica piq?,

da mecanica cléssica{4o'41)

. Quando, na mecanica classica, uma va-
ridvel dindmica puder ser decomposta numa série de mondmios piq?,
sendo r,s = 0,1,2,..., como os coeficientes dos mondmios sio reais,

o operador hermitianco relativo a esta variavel dindmica, na meca-

. g » - d ' . -~ ] r
nica quantica, sera construldo substituindo-se cada monomio pkq§
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) _}. Em outras palavras, se

pela correspondente soma {(pi)op(qﬁ op

na mecanica classica

r s -
- . 5 2.2.1
£ i,s,k,j Cr,s,k,j pkq3 , entao (2.2.15)
r s :
= ) : 2.2.1
&Op i,s,k,j Cr's'krj{(pk)op(qj)op} ou, ( 6)

em algebra ndo comutativa

£ = i‘,s,k,j cr's’k'j{piqg} . (2.2.17)
A equagao (2.2.17) estd em concordiancia com a notagao que usaremos
neste trabalho. E claro que, em dlgebra comutativa, as equacoes
(2.2.15) e (2.2.17) tornam-se idénticas. Portanto, a equacao
(2.2.15) pode ser considerada como um caso particular da (2.2.17),
valida apenas em algebra comutativa (mecdnica classica), sendo a
equacdo (2.2.17) mais geral.,

0 6perador relativo a ¢ & frequentemente usado, em me-
cédnica qudntica, para calcular representacdes matriciais desta va-
ridvel dindmica, numa base A. A base A & um conjunto completo or-
tonormal de fungdes ai(T), no qual EOP pode ser representado. Tal
representacio sera grafada [ a | €| al, que & uma matriz hermitia-

na cujos elementos sio

<a |gla > = Jesolat(t) Eop plTldT (2.2.18)

onde T representa o conjunto das coordenadas ou dos momentos gene=
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ralizados, conforme a representagio escolhida para Eop e entdo
dt = dqldqz.., ou 4T = dpldpz..., respectivamente. Quando a equa-

gado (2.2.16) for valida, (2.2.18) indicara que

r s :
<aplelag> =1 . Cr,s,k,5 <@nlipgagtiay> (2.2.19)
r,s,K,]

ou

r s
cr,s,k,j{ai{quj}la} . (2.2.20)



15

2.3. A transformacac de contato e as transformacdes candnicas de

representacao e de variaveis

‘Suponha-se duas bases A e Ax, nas quais as variaveis di-
namicas £, n, ... podem ser representadas. Temos entio dois con=-
juntos de matrizes [a|&|al, [a|nfal, ... e [a"|g]a®], (a*|n]a®1,...,
cujos elementos sdo definidos pela equagido (2.2.18). Sejam [ax|a}

e {a]ax] matrizes de transformagdo tais que

[a®|z|a®] = [a¥|a]la|z]a) [a]a®] , (2.3.1)

com expressdes andlogas para n, etc. Como estas matrizes transforw-
mam uma matriz hermitiana em outra também hermitiana, elas sio
unitarias, ou seja,

[a®]a] = [éliaxlm1 = [a]a®1t (2.3.2)

onde {a|ax}+ é a matriz adjunta (complexo conjugada transposta) de

[alaX]. A equacao (2.3.2) indica que podemos escrever(5 )

[a]a®] = [11+i[6]- 1012 « Lq013 + Lre1%e ... = exp(ilo]),
2! 31 4!

' (2.3.3)
onde {68] € uma matriz hermitiana. De fato, este desenvolvimento em
série mostra que [a|a}”‘]"l = [aIaX]+, ou seja, toda matriz unitiria
pode ser escrita sob a forma acima, e vice-versa. Como [6] & her-
mitiana, pode ser considerada a representagdo de um operador her-
mitiano correspondente a uma varidvel dindmica € , logo podemos

considerar [8] = [a| © |al, que substituido na expressido anterior
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produz
[a]a®]=[a]l+i o© -l g2 1L 341 4+...|a} =
21! 31 4!
= [alexp(i 0)]al. (2.3.4)
Por conveniéncia, define-se entéo( 5)
{a|a®] = explicls]) = [a|U]a], logo (2.3.5)
[a®]a]l = exp(~iels]) = [a|U—1|a], onde (2.3.6)
[s] = [a|S]|al, (2.3.7)

U = exp{ies) , (2.3.8)

S corresponde a um operador hermitiano e 0<£5l. Como € e & sio am-
bos reais, a equacao (2.3.8) indica que

vl = gr = gt , (2.3.9)

Suponha-se outras varidveis dinamicas £%, n¥, ..., que
satisfacam as mesmas equacdes de movimento satisfeitas por £,
nr +-- - Na mecadnica analitica, isto indica gque os dois conjuntos
de variaveis estdo relacionadas por uma transformag¢do candnica,
logo apresentam o mesmo valor para o PP; na mecinica quantica, po-
de-se dizer que eles obedecem is mesmas relacdes de comutacio. En-

tdo, se ¢, n, ... sdo representadas, respectivamente, por [ale]al,
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faln|lal, ..., na representagdo A, existe uma representacio A% tal

que(SI

[aX[E¥[a*] = [a|&]al, [a¥|n*|a®]l = [a|n]a], etc., (2.3.10)

- X . - . s ’
sendo que as representacoes A" e A das variaveis dinamicas &, N, ...
sdo relacionadas pela equacgdo (2.3.1) e andlogas. Em outras pala-

.- . o e b4 X . . -
vras, se as variaveis dinamicas &%, n°, ... satisfizerem as mesmas

relacdes de comutagao obedecidas por £, n, ..., existe uma trans-

formacdo unitaria de representacOes tal que as equagoes (2.3.10)
sejam satisfeitas. A reciproca também é verdadeira.

Nota-se, usando as equacdes (2.3.1) e (2.3.10), que
[a|g¥|al=[a]a®]1[a®|c*|a®] [a¥|al=[a|a®]l [a|s]al [a®]a]l, ou  (2.3.11)
[ajg]al = [ax-la] (a|c¥]alla]a®] ,

com expressdes analogas para n, etc.. A expressao (2.3.11) e ana-
logas mostram que as representagoes de £ e g, e n, etc., na
mesma base, sdo interligadas pela mesma transformagac unitaria que
altera as representacgOes das varidveis din3micas da base A para a
base a¥ (equagdo {2.3.1)). Isto, por outro lado, indica que a afir-
macdo de que existe uma representacio A* para a gqual as equagoes
(2.3.10) sado validas, é equivalente a afirmacdo de que dois conjun-
tos de variaveis dindmicas que sequem as mesmas leis de comutacgdo
podem ser representados na mesma base, diferindo as representa¢odes

por uma transformacdo unitaria. Substituindo-se as equacgOes (2.3.5)

e {2.3.6) em {(2.3.11), obtém-se
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[alt*|al=(a[u|al[alt |al [a|u™t |al=talugu™t]al,

logo, em gqualgquer base,

X = et (2.3.12)

- - X
com expressoes analogas para n-, etc..

X

X ce . e
Em resumo, se £, n”,... forem variaveis dinamicas que

satisfagam as mesmas equacdes de movimento que £, ns...:

a)

b}

X ) ~
e n' o & 0 sao

se as representacoes Ax e A em que gx e £, n
regpectivamente iguais forem relacionadas pelas matrizes conhe-
cidas [ax[a] e [a|ax], entio £ e &, n* e n,... serdo relacio-
nadas por equagbes do tipo (2.3.12), onde a funcdo U sera dada

pela equacdo (2.3.5).

A equagao (2.3.12) & a forma padrd@o para a transformacido candni-~

ca de variaveis:

se for conhecida a fungdo U que relaciona através de equacdes
. c- X ' ' .
tipo (2.3.12) as variaveis § e &, nx e n,... respectivamente,
~ ~ X . X X '
entao as representagoes AT e A, nas quais £ e £, N e N,...
sdo respectivamente iguais, serfo relacionadas entre si pelas
. X . . -
matrizes [alaxl e {a Ia], obtidas a partir das equacgdes (2.3.5)

e (2.3.6). A forma padrdo da transformacdo candnica de represen-

tagoes é dada pela eguacido (2.3.1).

-~ r . ' . .
Para qualquer monomio £ ns, sendo r e s inteiros positi-

vos ou nulos, tem~se

[alg™n®lal=lalg" 2l [a]y®|al=la]g]|al1a|q]al® [2.3.13)
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ja que
£y (c-1) |, _ r
lalg |a]l = [alg]allalg lal = ... = [a]g|al®.

Por isto, se uma fungao das variaveis dinamicas F(£,n,...)
puder ser decomposta numa série de mondmios em que as varidveis

E,N,... estejam elevadas a inteiros positivos ou nulos, entdo

la|F(E,n,...)|a]l = F([a|&|al, [a|n]al, ...). : (2.3.14)

Analogamente, a equag¢do (2.3.12) permite afirmar que, se F(E,ne-s.)

puder ser decomposta na forma citada, como

veTnSu! = veTuTlunSuT! = (%) (n%) S, porque
vetu ! = peuTlueT Tl = Ll = (werThT = (25T,
temos

If

[a]F(£%,n*,...) |al = [a|UF(E,n,... U  ]a] =

i

lalulal[a|F(&,n,...) [al[a|u™Ya] =

{aIaX}EaIF(E,ﬂ,.,.)]a]{ax|a], ou

P (E*,n*,..) %1 = [a|F(E,n,...) |a], (2.3.15)

usando as equagdes (2.3.5), (2.3.6) e (2.3.2). Podemos ainda esg-

crever

UF(E,n,...)0 L, (2.3.16)

F(Ex:nx:---)
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Note-se que as equagOes (2.3.15) e (2.3.,10) tém a mesma forma,
bem como as equagdes (2.3.16) e (2.3.12). A eguacac (2.3.14) indi-
ca que, ao se efetuar uma transformacdo candnica na representagao
das varidveis, efetua-se a mesma transformacido na representagao da
fung¢do F(&,n,...), enquanto que a equacao (2.3.16) mostra que, ao
se efetuar uma transformacio candnica de variaveis, efetua-se a 4
mesma transformagdo na func¢ido F(g,n,...) destas variaveis.
Evidentemente, podemos interpretar a funcdo F(E,n,...)

como o resultado da aplicagdo do operador Fop sobre as variaveis

E,M,vss o Define-se um novo operador 3op tal que, aplicado as va-

X

ridveis £%, n%,..., produza uma fungao 3(£X,nx,...) que satisfaga

a igualdade
3(€Xrnx§'-uﬂ) = F(E’npnoo) @ (2.3017)

Substituindo o operador Foé pelo operador sop na equagao (2.3.16)
e fazendo uso da equagae (2.3.17), tem-se

— -1
F(Erﬁrw-w} = UE(Em;-n)U ¢ OU

HErnrees) = U_IF(E,n,,.,)U . (2.3.18)

A equacao (2.3.18) representa uma transformac¢ao de operadores. Ela

& a forma padrao para a transformacdc candnica de operadores, deno-

minada também transformacdo de contato, para diferencii-la das

transformacoes de representacac e de variaveis.

A transformacac candnica da funcao F{¢,n,...), da repre=

sentagdo A para Ax, & dada por

[a¥|F|a*] = [a¥|alla|F]|a] [a]a™] (2.3.19)
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e, de acordo com a eguagdo (2.3.14), tem o mesmo efeito que a mes-
ma transformagao aélicada na representacgdo das variaveis £,17 ...y
dada pela equagao {(2.3.1). Como as matrizes de transformag¢do sdo
dadas pelas equagbes (2.3.5) e (2.3.6), esta transformagdo pode

ser escrita

[a¥|F|a¥] = [a|u"}|al(a|F|al(alu|a] = [a|u”lFU|a]l = (a3 |al,

(2.3.20)

onde a Gltima igualdade vem da equacdo (2.3.18). Fica claro, por=-
- tanto, que a citada transformacao candnica de representagao pro-
duz uma matriz {ax[F]ax] idéntica & representacdo, na base inicial

A, de uma funcgao 3(&,n,...} cujo operador 30 & definido a partir

p
do operador Fop' através da equagdo (2.3.18). Em outras palavras,

a transformacdo de contato fornecida pela equacdo (2.3.18) produz

o mesmo efeito que a transformacdo de representacdo, dada pela equa-

¢do (2.3.1). Deve-se notar que a equacgido (2.3.16), que corresponde

a transformagdo candnica de varidveis dada pela equacdc (2.3.12),
produz a funcgao F(gx,nx,,.,) que, na representacao A, difere da

representacao a* de F{¢,nNy-...). Portanto, a transformacao de varia-

veis ndo produz o mesmo efeito que a transformacgio de representa-~

cao. Aliads, a equagdo (2.3.15) indica que estas duas Gltimas trans-
formagdes tém efeitos opostos, porgque quandc sdao usadas simultanea-

mente a matriz permanece inalterada.
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2.4. A transformacao de contato aplicada a funcgdo hamiltoniana

Supde-se que a func¢ao hamiltoniana, H, de um sistema e as
varias propriedades fisicas de interesse, tais como momento dipo~
lar, momento elétrico, polarizabilidade, etc., sejam dadas em
termos de variaveis dindmicas que satisfazem equacdes de movimento
conhecidas. A matriz que corresponde & funcdo H, numa representa-
¢do A arbitraria, geralmente nio é diagonal, isto &, pode ocorrer

que
<a |Hla > # 0, param#n .

Se desejarmos conhecer os estados estaciondrios do sistema e suas
respectivas energias, deveremos obter uma representacao A* da fun-
¢ao hamiltoniana queﬂseja diagonal. Supondo que H possa ser eéxpres-
so em termos de monOmios eﬁ que as variaveis din3micas estejam ele~
vadas a expoentes inteiros positivos ou nulos, a equagdo (2.3.14)

indica que a expressio

[a®|H|a®] = [a¥|allalH]|a] [a]a®] (2.4.1)

resulta da aplicacdo da transformac3o candnica de representacdo as
variaveis dinamicas, conforme a equagao (2.3.1), sendo as matrizes
de transformacdo dadas pelas equagdes (2.3.5) e {2.3.6).

Admitindo a expansdo de H dada pela equacdo (2.1.2), a

representagao A da funcdo hamiltoniada pode ser escrita

lalf]al = [alHj|a] + ela |Hy]a ) + &%la [Hyla ] + ... , (2.4.2)
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enguanto gue a representagao S pode ser grafada
[a®|H]|a¥®] = [axIHO]ax] + e[ax|H1!ax] + ez[ax|H2|aX] + ... .(2.4.3)

Substituindo a equagao (2.4.2) em (2.4.1), ou a partir das

equagdes (2.4.3) e (2.3.19), temos
[a®|H]a®] = {axla}{a|HO|a][alaX] +e{ax|a][a[H1|a]Ia|ax] +

+ €la¥lalla]n,al la]a®] + ... . (2.4.4)

Substituindo as expressdes em série definidas pelas equagles
{2.3.5) e (2.3.6) em (2.4.4) e agrupando os termos de igual po-

téncia em £, obtemos
[a*|8]a*] = [a|F_|a] +cla]F |a] + e°[a|F,la] + ..., (2.4.5)
onde
[a|F lal = [alH_|al, (2.4.5.1)
[a|F,|al = [a|H{|a] + i(la]H [alls] - [s]lla|H_ |al)e (2.4.5.2)
lalF,|al = [a|Hy|a] + i(la]|H;|alls] - [s]la]|H,|al) -
1

- 2 (s1%{alH_|a] + [sl{a|H_lalls] - % [a]H_|alls]? . (2.4.5.3)

A diferenca entre as equagdOes (2.4.3) e (2.4.5) & que, nesta ulti-
ma, [a®|H|a®] estd realmente desenvolvida em poténcias de €, por-

gque os coeficientes dos termos do membro da direita ndo contém €,

ao contrario do que ocorre na equacdo (2.4.3) se, por hipdtese,

forem validas as equacbes (2.3.5) e (2.3.6). Usando a equagéo
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(2.3.7), as equacOes (2.4.5.1) a (2.4.5.3) podem ser escritas

[a|F |a] = [alH_|al, (2.4.6.1)

i

(a|Fy|al (alHy|a] + i({a|H_S]a] - [asH |al)e | (2.4.6.2)

la|F,jal = [a|H,|a]l + i(la|HS|a] - {alsnlla])~'

- 2(1als%s_lal - 2(alsH_S|al + [a|H _s2|a])=

= la|H,lal + 3 (ta] (8y+F)S]a) -~ [a|S(H+F))[a]) . (2.4.6.3)

Como a representacdo A & qualquer, as equag¢des anteriores devem ser
validas para as fun¢bes envolvidas e, grafadas em termos de comuta-

dores, podem ser escritas

F, = H, (2.4.7.1)
Fl = Hl-—i [S,HO] e (2.4.7.2)

_ - i
F, = H, > [s, Hy + Fll . (2.4.7.3)

Comparando a representacdo A de H, na equacgdo (2.4.2),

com a representacao AX, na equacao (2.4.5), notamos que, como

la|H|a] & [a]HO{a} e [a¥|H]|a™] [alFola}, a menos de correg¢des

de primeira ordem em e, a equacdo (2.4.7.1)indica que [a]H|a] =

o~

X X . - - -
= [a"|H|a"], na mesma ordem de aproximagdio. Isto & uma consequén-

cia da introducdo da ordem de grandeza €, nas definicoes (2.3.5)
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e (2.3.6). Por outro lado, a equagao (2.4.7.2) indica que, se

H, = i[S,HO], entido F, = 0. Ou seja, qualquer variavel dinamica S,
tal que i[S,HO] = Hy, fard com que H, na representagao A%, seja
igual a [aiFOia}, a menos de uma corregio de segunda ordem em €.
Em resumo, se tivermos [a|H|al = [a|H0|a], a menos de uma corre-
cio de primeira ordem em €, entdo [a™|H|a®] = [a|H |al, a menos

de uma correcao de sequnda ordem em €, quando i{S,HO] = Hl, a

correcao de segunda ordem em £ sendo obtida fazendo-se

_ 1
F,=H, +5 [S.[S,Ho]],

2
conforme indica a equagdoc (2.4.7.3). Se a representacao A nao for
uma base qualquer, mas sim o conjunto ortonormal das autofun¢les

de H_ , a matriz {aIHO|a] sera diagonal, enguanto que [a|H|al sé

o’
sera diagonal numa aproximagao de ordem zero, com erro de primei=
ra ordem em €. Mas, na representagao Ax, a matriz EaXlH|ax] sera
diagonal numa aproximagao de primeira cordem, com erro de segunda
ordem em €, se i[S,HO] = Hl' Em outras palavras, se a base A for
o conjunto das autofuncdes de H em aproximag¢do de ordem zero, a
base A% serd o conjunto das autofun¢gdes de H em aproximacgdo de
primeira ordem, e 0s elementos diagonais da matriz [aXIH{aXB eg-
tardao mais proximos dos autovalores de H do que os elementos dia-
gonais de [aIH{a};

No item (2.3) vimos que a equagao (2.3.18) fornece a
transformacao de contato equivalente a transformag¢do de represen-
tacdo dada pela equacdo (2.3.1), que acabamos de aplicar a funcdo

hamiltoniana. Entdo, as equagbes {2.4.7.1) a (2.4.7.3) devem ser,

também, possiveis de obter através do uso da equacaoc (2.3.18).
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Para tal, supde-se inicialmente que a funcao hamiltoniana que re-
presenta o sistema seja dada pela eguagao (2.1.2), como anterior-
mente. Entdo, a equagdoc (2.3.18) serad escrita

2.2 | 2,2

£°5 2 . ]
- o-o)(HO+EHl+ EH2+.00)(1+lES‘-_—_—_’_ oo-)'

21 21

H= (l-ieS -

(2.4.8)

onde foi usado o desenvolvimento em série definido pela equacdo

(2.3.8). Agrupando os termos de igual poténcia em € na egquagao

(2.4.8) e considerando

_ 2
H = Hb + Eﬁl + € H2 F asa (2.4.9)

podemos igualar os coeficientes dos termos de igual poténcia em ¢
das equacgles (2.4.8) e (2.4.9). Obtemos entao, para os trés pri-

(S)F

meiros termos do desenvolvimento

B, = H_, (2.4.10.1)
By = Hy - i[S,H]] e (2.4.10.2)
- i *

Hy = By = 3 [S,H) + ;1. (2.4.10.3)

A comparagdac entre as équagées (2.4.7.1) a (2.4.7.3) com {2.4.10.1)

a (2.4.10.3}), indica que F, = Hi’ i=0,1,2. As equacdes (2.4.5) e

(2.4.9) mostram entdo que [a™|H|a¥] [a]#|al, em concorddncia com

o que foi discutido no fim do item 2.3.

(7)

Herman e Shaffer tabelaram funcbes S capazes de eli-

minar diversos tipos de termos do hamiltoniano de moléculas polia-
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témicas. Como, para conseguir a equacgac H = Ho a menos de um termo
de segunda ordem em £, precisa-se apenas das equagles (2.4.10.1) e
{2.4.10.2), podemos obter o hamiltoniano transformado utilizando
apenas os.dois primeiros termos do desenvolvimento em série de U

e Uul, ou seja,(14"19)

1 - ies

o
H
et
En
-
™
n
o
1
«
=
It

1’ (2.4c11)

porque € facil demonstrar que a forma das equagdes (2.4.10.1) e

(2.4.10.2) permaneceria inalterada se a fungdo de transformacao
fosse dada pela equacdo truncada (2.4.11), ao invés da equacgdo
(2.3.8). A forma da equacdo (2.4.10.3) e das equac¢des corresponde-
tes a coeficientes de termos com ordens superiores de €, seria al-
terada e simplificada. A primeira transformagdo de contato &, por-
tanto, efetuada usando-se a funcao de transformacao dada pela
equacao (2.4.11) e impondo-se Hl = i[sl'Ho]’ © que resulta numa
fungdo A que difere de Ho através de erro de segunda ordem em €,
enquanto que a funcao nao transformada H difere de H, em primeira
ordem em ¢. Em principio, pode-se efetuar diversas transformagdes
de contato consecutivas, obtendo-se aproximacdes de ordem cada vez
maior. Existe, porém, uma limitacao algébrica, imposta pela difi-
culdade em se encontrar as funcboes de transformacgao, a qual cresce
com o aumento da ordem de aproximagao. Na pratica, a fungdo de
transformacao mais adequada nem sempre & aquela que da uma aproxi-~
macgao de ordem maior, mas sim a qué necessita de um menor namero
de transformagdes sucessivas e gue, principalmente, did uma conver-
géncia rapida. Isto foi bem ilustrado por whiffen 3%) | Deve-se

sublinhar que nem todos os termos do hamiltoniano podem ser eli-
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minados por transformacdo de contato, porque a funcidoc S s6 pode
ser obtida para alguns tipos de mondmios presentes em H, conforme
veremos no item 2.5. Com a apresentacdo do método das transforma-

¢cbes de contato consecutivas, no item 2.6., ter-se~a uma idéia

mais global do método estudado.
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2.5. A transformacao de contato aplicada ao oscilador anarmdnico

Para entendermos a importancia do estudo detalhado da
aplicagdo da transformagdo de contato ao problema do oscilador
anarmdnico, devemos inicialmente lembrar alguns conceitos funda-
mentais, relativos a estrutura molecular. Dentroc da aproximagao
Born-Oppenheimer, o movimento dos elétrons & separavel do movimen-
to dos nicleos. Desprezando-se a distorcdo centrifuga para peque-

nas vibrac¢des em torno da geometria de equilibrio, o movimento ro-

tatorio dos nlcleos pode ser separado do movimento vibracional de-
les. Neste caso, supondo-se harmonicidade mec@nica e elétrica (a-
proximag¢do biharmdnica), a vibracio nuclear pode ser decomposta
numa combinag¢do linear de modos de vibrac3o ortonormais. Cada mo-
do ortonormal comporta-se como um oscilador harmdnico. Geralmente,
as frequéncias dasbandas fundamentais de espectros de fases gaso-
sas moleculares, no infravermelho, ndo diferem muitc das frequén-
cias harmdnicas, que sdo aquelas correspondentes i aproximacio
biharménica.,A grosso modo, o mesmo pode ser dito para as intensi-
dades destas bandas. Entretanto, qualguer tentativa de melhor iden-
tificar as diversas bandas que aparecem no espectro e interpretar
seus perfis e os valores de suas frequéncias e intensidades, a par-
tir da mecdnica quintica, exige a introducgdo, na func¢ao hamiltonia-
na, de pelo menos alguns termos relativos i anarmonicidade mecini-
ca. Isto torna o estudo do oscilador anarmdnico de fundamental im-
portdncia para a quimica quintica e a espectroscopia.

A transformacido de contato talvez seja a melhor maneira
de tratar o problema do oscilador anarmdnico, porque permite a re-

tirada sistematica dos termos anarmdnicos da funcio hamiltoniana
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que descreve o movimento do oscilador. Esta fungdo hamiltoniana &,
entdo, representada na base formada pelo conjunto das autofungdes
do operador correspondente 4 hamiltoniana ndo perturbada, que
descreve 6 movimento de um oscilador harmdnico. Por isto, deve-se
inicialmente resolver o problema de ordem zeto, ou seja, o proble-
ma do oscilador harmdénico.

Na mecanica classica, a funcgio lagrangiana Lc de um os-

cilador harmonico pode ser escrita(43)

1 1, 2
L, =5 ng° - = kg%, (2.5.1)

onde g & uma coordenada generalizada (distdncia, dngulo, etc.),
- 49 2 |
q = » M e uma constante (massa, momento de inércia, etec.), e k

dt _
€ a constante de forca relativa a coordenada gq. Considerando

K = mw?, (2.5.2)

a equacgdo (2.5.1) indica que a unidade de w & o inverso da unida-
de de tempo. Lembrando a definicio de momento canonicamente conju-

gado (43

e usando as equagdes {2.5.1) e (2.5.2), a funcdo hamiltoniana do

oscilador harmbnico pode ser escrita

2 2
Ho(p,q) = f% p° + % mwzq . (2.5.3)

A equacdo (2.5.3) é valida na mecdnica quintica, desde
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gque p e g satisfacam as relag¢bes de comutacgdo dadas pelas equacdes

(2.2.12). Neste caso, pode-se escrever a equagaco adimensional

2 L .1 ,1 2 2, o+ . -
(.-&-—w-)Ho(p,q) ™ (op” + mwg®) = FF  + 1 = F F-1, (2.5.4)
onde.

1 .
Fem— ((B—+ivmwg e (2.5.5)
Y Ry 4
PPl (B - i) (2.5.6)
A Vow

sao respectivamente chamados operadores de criacdo e aniquilacido,
quando as variaveis p e g sdo substituidas pelos operadores cor-

respondentes. A equacgdo de Schrédinger,

{H ) Y =E ¥

o'op "on on ' on’

produz os autovalo&es(38)

E,, = (n+ %)ﬁ W, n= 0,1,2,00., (2.5.7)

0 que indica que a representacdo matricial de (EHO/ﬁW), na base

formada pelo conjunto das autofuncdes de (H_) € uma matriz

o’ op’

diagonal que apresenta a sequéncia dos numeros inteiros positivos

impares na diagonal. Considerando §= Y (mw)/ hq, as autofungoes

de (Ho)OP podem ser escritas{38)

2
_ -7 f2
v on Nan{Z) e ?
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onde N & uma constante de normalizagdo e H (7) € o polinlmio de
Hermite de grau n.

A funcdo hamiltoniana do oscilador anarmdnico pode ser
expandida numa série de mondmios, nos quais p e g estao elevados
a inteiros positivos ou nulos. Ela pode também ser separada em
duas partes, onde a primeira, cuja solugdo j& conhecemos, & a fun-
¢dc hamiltoniana do oscilador harmdnico e a segunda, que entra co-
mo uma perturbacgdo, introduz as anarmonicidades. Através de uma

transformacdo de contato desta funcdo hamiltoniana, pode~se ten-

tar obter uma outra fungdo que, representada em base das autofun-

¢Oes do oscilador harmdnico, seja diagonal a menos de termos de se-
gunda ou maior ordem em £, o0 que & feito impondo-se Hl = 0 na equa-
gao (2.4.10.2) e calculando-se S. As equagdes (2.3.20}, (2.3.5) e
(2.3.6) indicam que as funcgGes de onda correspondentes podem ser
obtidas aplicando-se a fungio U, dada pela equacdo (2.4.11) porque
consideramos S = S§; e U= Ul, as autofuncdées do oscilador harmdni-
co. Embora a transformacao de contato do operador hamiltoniano
abrevie os calculos da enetgia do oscilador anarmdnico, em relacdo
a outros métédos de calculo aproximados mais comumente utilizados
em mecanica-quantica, a simplicidade deste método & apenas aparen-
te, ja que a matemdtica envolvida na resolucio das equacgdes resul-
tantes & razoavelmente complicada. Entretanto, solugles para per-
turba¢des que, conforme a mecdnica clissica, sio decomponiveis

em somas finitas de mondmios do tipo prqs, onde r e s sdo inteiros

positivos ou nulos, podem ser calculadas uma (inica vez e depois

tabeladas.

No item 2.3 foi ressaltado que a funcdo S, definida pela equa~-

géo(2.3;7),correspondealnnoperadorhermitiano.Noitem2.2raequaw
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gao (2.2.17) indica que, guando na mecanica classica uma variavel
3 e . L e L rS
dindmica puder ser decomposta num polinomico em p ¢ , sendo r,s =
0,1,2,..., na algebra ndoc comutativa da mecanica guantica tal
variavel deve ser decomposta no mesmo polindmio, sendo cada pro-
r s . - .- “ Y s ~
duto p g~ substituido pela soma simétrica {p g~}. Entdo, de acor-

do com a equagao (2.2.17),

S = {5}, sendo {(2.5.8)

s =1L C pqg, r,s=20,1,2,... . {2.5.9)
r

As outras fungdes que aparecem na equacgao (2.4.10.2), a saberxr Ho’
H, e ¥, assim como S, também correspondem a varidveis dinamicas.
A expressao de H_, dada pela equacgdo {2.5.3), ndo contém produtos

entre as variaveis nao comutativas p e g, portanto

H, = {HO} . (2.5.10)

Definindo-se
Hy = c{ptq®} e (2.5.11)
Hy =0 (2.5.12)

e substituindo-se as equag¢des (2.5.3), (2.5.8), (2.5.10), (2.5.11)

e (2.5.12) em (2.4.10.2), obtém-se

c{ptq®} = i[{s}, {p2/2m + mw2q2/2}] .
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Para resolver a equacgao anterior, obtendo-se a funcgao
s{p,q), gue antecipamos tem a forma dada pela equacado (2.5.9), é
necessario usar a equagao (A.2.15), deduzida no apéndice 2. Tal
deducdo envolve o uso de equacgOes apresentadas no apéndice 1. Para
gue ndo houvesse interrup¢ao na sequéncia da apresentac¢do deste
capitulo, dificultando a visao global do seu conjunto, que preten-
de transmitir a compreensdoc do que & a transformacl8o de contato e

como ela &€ aplicada ao problema do oscilador anarmdnico, o mate-

rial relativo aos apéndices 1 e 2 foi retirado do seu contexto.

Como H_ e um polinomio em p e q de sequnda ordem e como o desen-
volvimento em (A.2.15) ja apresenta derivadas de terceira ordem no
seu segundo termo, aplicande a equagdo (A.2.15) ao comutador do

segundo membro da equacdo anterior, obtém-se

: 35 35
cptq®} = —h{—a—— B = mw2q} .
Tog m P

Esta (Gltima eguagido apresenta uma igualdade entre dois membros,

cada um deles comutativo. Como podemos comutar arbitrariamente os ter—
mes entre chaves, ela pode ser considerada uma equagac de algebra comum,
comutativa. Definindo as variaveils comutativas

o/ (mw) 172 e ' (2.5.13.1)

=
il

q (mw) 2/ 2 (2.5.13.2)

M.
i

e a funcao

u =5H wmw (8°FV/2 4o, (2.5.13.3)
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a citada equagac pode ser escrita

—y 2oy Bu TS (2.5.14)

9% )
que & uma eguacao diferencial parcial semi-linear de primeira or-
dem, em algebra comutativa. A resolucdo desta equacdo & apresenta-
da no apéndice 4, onde foi resolvido o Problema de Cauchy referen-
te a equagao (2.5.14). A definicgio do Problema de Cauchy e a dis-

cussdo do método para resolvé-lo, sdo expostas no apéndice 3, no

qual o apendice 4 se baseia.
Para resolver a equacdo (2.5.14), devem ser considerados
diversos casos distintos, de acordo com os valores dos expoentes r
e s, por definic8o inteiros ndo negativos, porque Hy €& uma varia-
vel dinamica (equagdo (2.5.11)). Consideramos entio:
a) Seja r inteiro positivo Impar e s inteiro. Neste caso, substi-
tuindo-se as equacgdes (2.5.13) nas equagoes (A.4.23) e (A.4.24)

e usando em seguida (2.5.8), obtemos( 5)

S = £(p2/ (mw) + (mw)g?) - —SB_{ p{r-1) (s+1)

F(s+1)
_ ér-3) g pfr-n) _(r-n-1) (r-1) (r-3)...(n+2) {pnq(r+s-n)} .
n=0 h (s+1) (s+3) ... (s+r~n)
An = 2 ' (2.5.15.1)
se r = 3,5,7,+.., €
S = f(pzl(mw) + (mw)qz)- S - q(s+1)' ser =1, (2.5.15.2)

K(s+1)

b} Seja s inteiro positivo impar e r inteiro. Neste caso, substi-
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tuindo as equacgles (2.5.13}) nas equagOes (A.4.26) e (A.4.27) e
(5)

usando em seguida (2.5.8), obtemos

‘S = f(pz/(mw} + (mw)qz) + —“migmmmm{ p(r+1}q(s—1}} +
fow {r+1)
o 30 o pleme) (mmsel) (s1) (s23)...(042)  ( (xs—n) g
n=0 % (r+1) (r+3)...{(r+s=-n)
An=2 (2.5.16.1)
se s = 3,5,7,... , €
o] {r+1)

S = £(p2/(mw) + (mw)g?) + , ses=1. (2.5:16.2)

himw? (r+1)

¢) Seja a equagao (2.5.3). Ela indica que

2H 2
—2 -k 4 quzu (2.5,17)

w mw

Portanto, as equagdes (2.5.15) e (2.5.16) sdo definidas
a menos de uma fungao arbitraria de Ho’ que foi grafada
f(gé + qu2)_ Por simplicidade, tal funcdo & frequentemente
considerada nula. Se ela ndo fosse nula, sua representacio na
base das autofungdes do oscilador harmdnico seria diagonal e
sua influéncia na transformacdo de H para # (equacgdo (2.4.8)),
restringir-se-ia aos elementos fora da diagonal da matriz que
representa a hamiltoniana. Em outras palavras, a inclusdo de
uma funcdo arbitraria f(ﬁ; + quz), na expressao de S, nao mo-
difica os valores dos elementos diagonais da representagdo ma-

tricial da hamiltoniana, mantendo portanto inalterados os va-

lores das energias. Quanto aos elementos fora da diagonal na
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e)
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representagdo matricial da hamiltoniana, a influéncia faz-se
através de fatores multiplicativos. Entdo, como a parte res-

tante de S tem como efeito a anulacao do elemento fora da dia-
- 2
gonal, a inclusao de f(%; + quz) ndo tem efeito algum. Por is-

to, a inclusdo desta funcao & totalmente desnecessaria, justi-
ficando-se a sua anulacao.

Para r e s ambos inteiros, positivos e impares, as equagdes
(2.5.15) e (2.5.16) diferem entre si por uma funcdo de H,. Em

virtude do que foi discutido no iItem (c), & entdo absolutamente

arbitraria a escolha de qualquer um dos dois conjuntos de equa-
¢Ses para expressar uma funcdo S tal que a equagdo (2.5.12) seja
satisfeita.

Para r e s ambos inteifos, positivos e pares ou nulos, no final
do apéndice 4 mostra-se gue S contém duas partes somativas. A
primeira é formada por um nimero finito de mondmios em p e q,
assim como as equagbes (2.5.15) é {2.5.16). O uso desta parte

de 8, na representacdo matricial da hamiltoniana, causa sua re-

ducdo & matriz que teriamos se definissemos

H, = c(mw)(r-s)/Z {(EE + quZ)(r+s)/2}’ (2.5.18)
mw
A segunda parte de S & precisamente a expressdo gue S teria,
se H; fosse dada pela equacdo {2.5.18) ao invés da (2.5.11).
Tal expressdo & fornecida pela equacao (A.4.31) e, conforme
sublinhado no apéndice 4, nao apresenta a forma dada pela equa-
cao (2.5.9). Portanto, quando r e s sao ambos inteiros, positi-
vos e pares ou nulos, nd3oc existe uma fungdo S com a forma defi-

nida pela equacdes (2.5.8) e (2.5.9), tal que a eguacao (2.5.12)
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seja satisfeita. Substituindo a equacgdo (2.5.17) em (2.5.18) per-
cebemos que, nesta Gltima equacgido, Hy é proporcional a uma potén;
cia inteira positiva ou nula de H,» 0 que significa que sua re~-

presentagao na base das autofungdes do oscilador harmdnico é dia-
gonal. Na verdade, a imposigao da equacdo (2.5.12) tem como obje~-
tivo deixar a representagdao da hamiltoniana, na base das autofunF
¢oes do oscilador harmdnico, diagonal até primeira ordem de apro-
ximagdo, ja que por defini¢doc ela & diagonal em aproximacdo zero.

Isto, por exemplo, ocorre quando usa-se a variavel dinadmica S de-

finida pelas equacdes (2.5.15) ou (2.5.16), nas condigfes em que
estas equagoOes sao respectivamente validas, o que causa a anula-
cac dos termos diagonais e ndo diagonais de primeira ordem, sendo
mantidos os termos diagonais de ordem zero e alterados os termos
diagonais e nao diagonais de ordens superiores. Se, entretanto, Hl
for dada pela equagéd (2.5.18), sd existe contribuicdo de primei-
ra ordem na diagonal da matfiz representac¢do de H, sendo totalmen-
te inatil a imposigdo da equac¢do (2.5.12). Por isto, quando r e s
sdo ambos inteiros positiVés pares ou nulos, utiliza-se apenas a
priﬁeira parte somativa de S, gue satisfaz as equacdes (2.5.8) e
(2.5.9) e diagonaliza a matriz de representagdo da hamiltoniana,
em primeira ordem de aproximag¢ao. A expressdo desta primeira parte
de 8 pode, para cada valor de r e s, ser facilmente obtida a par-
tir das equacoes(A.4.28) e (A.4.30). Substituindo as equagdes
(2.5.13.1) e (2.5.13.2) em (2.5.14) e multiplicando a equacao

y (F=s)/2y,

resultante por [c(mw obtemos no segqundo membro (le},

sendo H1 dado pela equacac (2.5.11). Entdo, em termos das varia-
veis p e g, as equagoes (A.4.28) e (A.4.30) podem ser respectiva-

mente escritas
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2
S[-c{p¥q®}] = £(B + mwg?) -
mw

- _¢cm_ {p(r~l)q(s+l)} +
H(s+1)

(r=1) g1 g (mw) 2 {p(r-2)q(s+2) 1] e (2.5.18)
[s+1)

+

2
S[-c (mw) (T78)/2 (B~ quz}(r+s)/2}1 =

mw
2 2
= f (& + mwg®) +
mw .
(r+s) /2  (535)1 . .
+ I — Z . S[_c(mw)(Zj"s){p(r+s 23)qzj}},
j=0 (5> - ) 151
2

(2.5.19)

Conhecida a expressao de S = Sl’ a equacao (2.4.11) for-

1. Usando-se estas séries truncadas em (2.4.8), ao in-

vés da série infinita, obtém-se H. Para obtermos as energias cor-

respondentes a esta aproximacio de primeira ordem, & necessario

calcular os termos diagonais da representac@o de H na base das au-

tofuncbes do oscilador harmonico. Como # & um polindmio em p e g,

isto & feito através da equacao (A.7.7), deduzida no apéndice 7.

Esta equacao fornece

<¢onui{puqv}|¢on,> , em fungdo de

<¢onu|{(F)(u+v-5}(F+)s}|¢on.> . Este Gltimo braket tem

seu valor dado pelas equacdes (A.6.20), obtidas no apéndice 6. Se-
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ja a equacdo (A.7.7) como as equagdes (A.6.20) contém fungdes hi-
pergeométricas. Por isto, tais fung¢des sdo apresentadas no apén-
dice 5. Pode-se, também, desejar saber quais as fun¢des de onda
que, na transformagido de representac¢do equivalente a transformagao
de contato realizada, corresponde a aproximagao de primeira ordem.
Para tal, basta aplicar a funcgao U1 as autofuncoes do oscilador

harménico.
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2.6. Transformacbes de contato consecutivas

Um dos principais interesses dos espectroscopistas mole-
culares tem sido avaliar os niveis de energia roto-vibracionais de
moléculas poliatOmicas. Existem muitos trabalhos em gue a mecanica
gquidntica @ utilizada em comparacao com métodos experimentais. S&o
comuns calculos mecanico-quinticos para niveis de energia com pre-
cigdo até segunda ordem, mas para precisdo de ordem maior & difi-
cil encontrar trabalhos que apresentem uma formulagao geral. O mé-

todo da transformacao de contato tem sido utilizado por diversos

( 8,10-12)
¥

.autores para tal fim como Nielsen e co~autores Chedin

o Cihla(lg), Whiffen{36), (30)

(27,37)

Loete ;, Geerlings, Berckmans e Figeys

(15), entre outros. A realizacao de

Secroum, Barbe e Jouve
transformac¢oes adicionais a uma primeira transformagido de contato
de um dado operador, para a obtencao de aproximagoOes de ordem
maior, eliminando-se, além do termo de primeira ordem de perturba-
cao, termos de segunda e maiores ordens, denominaremos transforma-
¢oes de contato consecutivas. Existem, na literatura, diversos
trabalhos para operadores de energia roto-vibracional até duas ve-
zes transformados, com calculos das fungdes S necessdrias para a

diagonalizacdo das representacaesuﬁ'zz)‘

(13)

Foi publicada uma expres-
sao por Aliev para um operador hamiltoniano k-vezes transfor-
mado, que descreve um método geral para encontrar as funcgdes S pa=-
ra a diagonalizacgdo de uma correcdo arbitriria do operador energia
roto~vibracional de ordem zero. Neste item, nos limitaremos a dar
uma idéia geral sobre este método, obtendo apenas equacdes para

uma segunda transformacgdao. Obter as fungdes Sy » onde k da a ordem

da transformagao, restringe~se, como veremos adiante, a resolver a
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equacgio diferencial de primeira ordem {2.5.14).

Teoricamente, para obter aproximac¢les de ordem maior na
hamiltoniana{ deve-se eliminar sucessivamente os termos de pertur-
bagdo de primeira ordem(zaj, segunda ordem, e assim sucessivamente

para maiores ordens de € na hamiltoniana, através de transforma-

coes de contato consecutivas. Entao, dada a hamiltoniana

4 .
H=1I elH, (2.6.1)
]

que, por conveniéncia, considera termos somente até a quarta ordem

‘"em €, para uma primeira transformacio tem-se

H = Tl H Tl’ (236-2)
onde 'I‘1 = exp(iasl} e Tzl = exp(—iesl} e onde H representa o

operador hamiltoniano sujeito a uma primeira transformacdo, de tal

forma que

4 .
H=13 eJHj, (2.6.3)
3=0
onde
H, = Hg. (2.6.4.1)
Hl = Hl_itslyﬂo]y (2§604.2)

- ; 1
32 = Hy=1[8,,H,] Z[Sl'[sl'Ho}]' (2.6.4.3)
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Hy =H,=i[S,,H,] - (8, [S,H,]] -
3773 1772 217177101

i
_;_! [Slr{sl,’{Sl'HO]]] (=} (2-6-4-4)

H4 = H4 - l[SlIH3] - ‘%[Slrisltﬂzll} - i‘:{slr[slrlsit}ll}}} +

1
—S ] S ’ S ¥ iHn - 2-6-4.5
BmCOCOCCITENI ( )

Para que, na hamiltoniana transformada, seja eliminada o termo de
primeira ordem em €, basta escolher S1 de forma que Hl = 0, ou

seja,
Hlﬂlisl,HO] . (2.6.5)
Temos entao

2 3 4 '
= H e“H £~ H e~ H
H Lt 5 * 3 + 4° (2.6.6)
Uma segunda transformacdo deve, teoricamente, eliminar o termo em
gsegunda ordem em € na hamiltoniana transformada duas vezes, que

iremos denotar por

H = T; BT, , (2.6.7)
onde T, = exp(iezs ) e Tl = exp(-is2s )
2 2 2 2’7
de tal forma que
B o= B+ elny + 3wy + etay, (2.6.8)



onde

! = B, = Hg» (2.6.9.1)
BY = Hy = il8,,4,], (2.6.9.2)
Hé = 33 e | (2.6.9.3)
By = Hy =~ i[S,,H,] - %[sz,{sz,ﬁol}. (2.6.9.4)

" Entao, S2 deve ser tal que
Hz = i{Sz,HO] (2.6.10)

.

e a hamiltoniana duas vezes transformada pode ser escrita

A forma geral da funcdo de transformacado &, entéo(14),

_ Ko ) o ke 1
Tk = exp(ic Sk) = 1 + ie Sk 5€
onde k &€ a ordem da aproximacdo desejada. A forma geral para os

termos individuais das hamiltonianas transformadas, validas para

513 g,
('mg_ﬁ) : (-"1:é -m)
I LR (A= -mnt (-5 K x (K)

m=0 k A2 -m), (km+8)
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-

onde k & a ordem da transformagio, j & o niimero do termo, § é o

resto da divisdo de j por k e

(k) (k-1)
K . = S, S oy S r H LI »
(llf -m) , (km+ 6) ikk { k { k (km+6)] 1
k ' . ‘_6 hd
(L= -m) vezes

k

Entao, o procedimento para selecionar as fungdes Sk' reduz-se a

resolver o comutador,

H}ik) = H]ik_l) -ifs, 8] ,

onde Hék) deve ser representada por uma matriz diagonal ou nula
(no caso de r e s ambos pares ou nulos, teremos uma matriz diago-
nal e, no caso de r ou s ou ambos impares, conseguimos obter uma
fungdo S, tal que Hék) seja nula). Transformagdes adicionais podem
ser feitas, dependendo apenas da necessidade e convenidncia de fa-
zé~las. Como se sabe, ndo existe ainda, experimentalmente, a neces-
sidade de se obter teoriéamente dados com aproximacdo muito maior
do que as que podemos obte: a partir de duas transformacdes conse-
cutivas. Além disso, muitas vezes esbarramos em dificuldades alge-
bricas para obter as fungdes S, convenientes. O calculo de tais
funcdes ndo é td3o facil como.pode sugerir a simplicidade das equa-
¢Ses (2.6.5) e (2.6.10). O exemplo visto no item (2.5) ilustra a

ilusdria simplicidade destas equagoes.,



46

CAPITULO 3

Aplicacio do Método da Transformacdo de Contato para o Calculo da

Energia Vibracional de uma Molécula Diatdmica, com Aproximacdo

até Segunda Ordem

3.1. Introdugao

Neste capitulo, pretendemos obter uma formula geral para

o calculo da energia vibracional de uma molécula diatdmica, com

aproximacao até segunda ordem, utilizando o método da transforma-
cao de contato. Inicialmente, apresentamos de forma resumida o
tratamento mecanico-quantico dado as moléculas diatomicas, a fim
de obter, numa aproximag&o'de ordem zero, as autofungdes e OS au-
tovalores do operador hamiltoniano gque representa o movimento nu-
clear destas moléculas. Em seguida, pelo método comumente utiliza-
do em teoria de perturbag¢do, obtemos a energia com aproximacido de
segunda ordem. Num Ultimo item, a energia de segunda ordem & nova-
mente obtida, a partir do mesmo hamiltoniano perturbado usando a

transformagao de contato.
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3.2. Tratamento Mecinico-Quintico da Molécula Diatdmica: A Aproxi-
(44)

macaoc de Ordem Zero

Com a aproximag¢do de Born-Oppenheimer, podemos separar
os movimentos eletrdnico e nuclear de uma molécula e construir uma
equacaoc de Schrodinger para cada um destes movimentos. A salucéo'
da equacdo de Schrddinger eletronica nos fornece mel e U(R), res-
pectivamente a funcdo de onda eletronica e o campo de energia po-

tencial em que se movem os niicleos. Temos entdo a equagao de

Schrodinger para o movimento nuclear de uma molécula diatdmica,

T

[....
a
Zma Zmb

24 URT Yy = Epop Yy (3.2.1)
onde os dois primeiros termos do primeiro membro sao os operado-
res energia cinética.para os nicleos a e b, a varidvel R é a dis-
tancia internuclear, a fungao U(R) & a energia potencial (incluin-
do repulsdo nuclear) para 9 movimento nuclear, ¢N & a funcao de
onda para o mesmo movimento e Eiot é a energia total da molécula,
incluindo niicleos e elétrons. A equacdo (3.2.1) representa um pro-
blema de duas particulas que pode ser transformado num problema de
uma particula, j& que a energia potencial depende apenas das coor-

denadas relativas aos nlicleos. Por isso, podemos concluir que

Uy =¥y trans-V e (3.2.2)
Eiot = Brrans T E 7 (3.2.3)
onde V & a funcio de onda para o movimento translacional

N,trans
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dos nicleos como um todo, enguanto que ¥ & a fungdo de onda para o
movimento interno dos nicleos, um em relacdo ac outro. Supondo a
molécula isolada, o movimento translacional simplesmente adicicna

a guantidade constante E a energia molecular interna E. Temos

trans

entao

2
I iy
2y

[ + UR)IY = B¢ , (3.2.4)

onde usou-se a massa reduzida dos nGcleos

m_m
o= 8l (3.2.5)
ma+mb
e a energia cinética de uﬁ nicleo em relagdo ao outro. As varia-
veis independentes, na equacdo (3.2.4), sdo entdo as coordenadas
esféricas polares que fornecem a posicdo de um nicleo em relacao
ao outro, (6,0 e R), onde 6 e ¢d30 a orientacao do eixo nuclear
em relacdo a um sistema de coordenadas cartesianas que tenha sua
origem no centro de massa da molécula. Este sistema se translada
com a molécula, mas ndo gira junto com ela. Como ndo estamos in-
teressados no movimento translacional molecular, consideraremos
este sistema de eixos XYZ fixo no espaco.
Como a energia potencial, na equacao (3.2.4), depende
somente de R, temos um problemas dg forca central. Considerando a
aproximagdo de que os movimentos rotacional e vibracional dos nu-

cleos sejam independentes, a fungdo de onda Y tem entao a forma

v = F(R) Yy (6,8) (3.2.6)
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onde Yg €& um harmdénico esférico e F uma func@o de R. Os indices J
e M representam os nimeros guanticos do momento angular para a mo-

lécula. Temos
J = 0,1'2’--- e (3-2-7)

Mz —J, —J+1'---' J_l, J a . (3-2.8)

1/2 k

0 momento angular rotacional dos nicleos tem mddulo [J(J+1)]

e a componente deste momento angular, ao longo do eixo fixo no es-

paco Z, é Mh. Substituindo a equagdo (3.2.6) na equagdo {(3.2.4),

chegamos a equacgao diferencial{45}

2 2
B ) + 2R 4 —J‘J"‘"?E L F(R) +
2u . R 2UR
+ U(R).F(R) = E.F(R) . (3.2.9)
Definindo
G(R) £ RF(R} , (3.2.10)
a equacao (3.2.9) fica
2 2
D [M + U(R) - E].G(R) = 0. (3.2.11)

2u 2UR

A energia potencial U(R), encontrada solucionando a equacido de
Schrédinger eletrdnica, depende ndoc apenas de cada molécula, mas

de cada estado eletronico de cada molécula. E convenienve, entio,
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ao invés de utilizar uma equagéo.de Schrddinger nuclear diferente
para cada estado eietanico molecular, usar umaformafuncionalpara
H(R)aproximada,éﬁerepresenﬁebeme&fungaoenergiapotencialdenmitas
~moléculas diatdmicas. Para o estado eletrdnico fundamental, sabe-
mos que perto da posicdo de equilibrio U(R) tem a aparéncia geral
de uma parabola. De fato, como esperamos que OS niicleos vibrem em
torno da posicdo de energia potencial minima, podemos expandir a
funcdo energia potencial numa série de Taylor em torno de Re' a

separagdo internuclear de equilibrio, obtendo

: " (R_Re)z

U(R) = U(R,) + U'(R,) (R-Ry) + U"(R) . +

3 4

{R-R_) . (R=R_)
+ U (R )+ UV(R )—B— + ..., (3.2.12)
¢ 3 ¢ n
onde
U'(R) =0 (3.2.13)

porque, peor definigdo, em Re a energia potencial & minima. Para a
regifo proxima a R,/ (R_Re)3 e poténcias maiores de (R-Re) apre=-
sentam valores pequenos guando comparados com os valores dos dois
primeiros termos da série em (3.2.12). Podemos, entdo, desprezar
tais termos, j& que, para pequenas vibragdes, geralmente a separa-
c30 internuclear estd bem proxima de R, {(aproximacao de harmonici-

dade mecdnica). Entd3o, a equacdo (3.2.12) pode ser escrita

~ ltl - 2
U(R) = U(Re) + U (Re)(R Re) . (3.2.14)
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Mudando a variavel R para uma nova variavel independente, ¢, a

qual representa o desvio de R do seu valor de equilibrio,
g = R-R (3.2.15)
e definindo a constante

ke = U"(Re) , (3.2.16)

a equacao (3.2.14) pode ser grafada

- 1 2
u(g) = U(Re) + fkeq ' (3.2.17)

onde ke & a chamada constante de forc¢a molecular no equilibrio.

Considerando a mudanga de variadveis dada pela equacdo (3.2.15) e

definindo
5(q) = G(R) , (3.2.18)
logo
ds _ dG dr _ dG a’s  a%c
s TR e i DD e : (=] ——é—zm——ﬂi P} (3.2-19)
dg dR dg dR dg dR

a equagdo (3.2.11) torna-se, considerando a aproximacdo feita em

(3.2.17),

1
+ U(Re) + Ekeq

2 73+ E2 2

- —— 5"{q) + [ 5
2y 2u(q+Re)

- E]. S(q) = 0. (3.2.20)
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Expandindo o termo J(J+1)E2/2u (q+Re)2 em série de Taylor, temos

2 2 2
g+DR” _ J@+DRT 29 - (3.2.21)
e

2 2
2u(q+Re) 2R R R

Para R proximo a Re’ ou seja, para pequenas vibracdes, os termos
entre colchetes na equagdao (3.2.21) vao se tornando sucessivamenfe
menores; por isto, podemos desprezar todos os termos apds o pri-
meiro (aproximacdo de harmonicidade elétrica). Finalmente, defi~

nindc a constante W como

2
W-g-oum) - L@ (3.2.22)
e 2
2R
e
a equacgao (3.2.20) pode ser escrita
2 .
D i s"(q) + [ 2k g - Wl s(q) = 0. (3.2.23)
2u .

A equacdo (3.2.23) tem a mesma forma da equacgao de
Schrédingexr para um oscilaaor harménico unidimensional, com uma
constante de forga ke‘ Para que as solugaes da equagao (3.2.23)
sejam as mesmas da equacdo de Schrddinger para o oscilador harmo-
nico, as condicdes de contorno devem ser as mesmas. A funcdo g{q)
tem gue ser nula para q = +», para ser quadraticamente integra-

vel. Entretanto, como o fator radial na fungac nuclear &

F(r)y = SR - sla) | (3.2.24)
R R
temos que impor também que S{g) seja nula para q = -R,: que cor-

responde a R = 0 pela equacgido (3.2.15), porgque F(0) = 0. As fun-
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cSes de onda do oscilador harmdnico satisfazem as condicdes de
contorno de serem nﬁlas em +® e -®, ao invés de +% e —Re, como
requerem as soluctes de (3.2.23). Entretanto, as funcdes de onda
do oscilador harmdnico decrescem rapidamente fora da regido clas-
sicamente permitida e, desde gue o nGmero quantico vibracional
nic seja muito alto, elas sdo aproximadamente nulas em -Re. Logo,
nenhum erro sério & introduzido ao se ignorar a diferenga entre
as condicdes de contorno dos dois casos. Portanto, podemos consi-

derar S(g) uma funcado de onda do oscilador harmonico., Para o esta-

do com nimero quantico vibracional v, temos entdo

S (g) _ [&.1/4 1 1/2 o2
v = {ﬂ) . (2v,v£)1/2.Hv(a q).expl=-agq“/2) , (3.2.25)

onde H_ é um polindmio de Hermite definido por

n dnexp{-zz)}

dzn

exp(zz){

Hi

B (z) 2 (-1) n=0,1,2,... e
2:
4mrev 1

a z —F

4 (3¢2326)
h

onde a frequéncia vibracional de equilibrio, Vgr & definida por

E:ifglll/z (3.2.27)

v =1 Ke1/2 _ 1
e = () = —
2m M 2T H

Combinando as equacdes {3.2.6) e (3.2.24) temos, como funcdo de
onda de ordem de aproximac¢do zero para ¢ movimente nuclear interno
de uma molécula diatdmica, correspondente a chamada aproximagao

biharmbnica,

Y o= Yq 6,8y , (3.2.28)
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sendo 5_{q) dado pela equacdo (3.2.25), O valor de W, na equacao

(3.2.23), & entdo dado por
W= (vk S hv,, vo=0,1,2,... . (3.2.29)

Usando a equagao (3.2.22), a energia de ordem de aproximacao zerb,

E, fica

= 1
E = U(Re) + (v+ 2)hve + J(J+1)hBe ’ (3.2.30)

onde definiremos a constante rotacional de equilibrio

B_E 14 , (3.2.31)
sendo o momento de indrcia no equilibrio, Ie’ definido por
I = Q.R - (3.2.32)

O primeiro termo do lado direito de {3.2.20) & o valor
da energia eletronica, incluindo repulsdo nuclear, na posicdo de
equilibrio R, - Tal valor depende do estado eletronico considerado,
sendo constante para um mesmo estado eletrdonico. O segundo termo
€ a energia de um oscilador harmdnico com constante de forca
U"(Re) e chamamos a este termo energia vibracional E ipe O Gltimo
termo corresponde & energia de um rotor rigido com duas particulas
e com momento de inércia pRi; chamamos a este termo energia rota-

cional, E o Ent3o, a equagdo (3.2.30) pode ser escrita

te

E = Ue + Evib + Erot P (3.2.33)
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onde evidencia~se a aproxima¢do de movimentos rotacional e vibra-
cional independentes. A equag¢ao (3.2.3) nos fornece entao, para a

energia total da molécula,

tot e vib rot trans’
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3.3. Calculo da Energia de Segunda Ordem de uma Molécula DiatSmi-

ca: Método de Rayleigh—Schradinger

No item anterior, obtivemos a solugdo de ordem zero para
a equacdo de Schrddinger nuclear de uma molécula diatOmica. Naque-
le item, para deduzir a equacdo (3.2.23) desprezamos os termos me-
nores nas expansdes (3.2.12) e (3.2.21) (aproximac¢doc biharmdnica).
Vamos, agora, considerar estes termos como uma perturbagao, aumen-
tando assim a exatiddo da solucgdo. Considerando unicamente os dois
primeiros termos anteriormente negligenciados em cada umas das

. equacgdes (3.2.12) e (3.2.21), a perturbacdo pode ser escrita(46)

H, = aq + bq” + cq> + dg° (3.3.1)

onde g foi definida na equacao (3.2.15) e

=2J(J+1)hB 3J(J+1)hB
— e - e
a = Il b = 2 7
Re Re
(3.3.2)
o _1-_ ni - 1 iv
C = € 8] (Re) e ad = "‘"24 U {Re) 7

sendo Re a distdncia internuclear de equilibrio e U, J e Be defi-

nidas respectivamente pelas equagdes (3.2.1), (3.2.7) e (3.2.31).

As funcgoes de onda nucleares de ordem zero, wégﬁ, sdo dadas pela
equagao (3.2.28), enquanto que as energias de ordem zero, E(o)y
(o)

sdo dadas pela equacdo (3.2.30). Desde que E nao & afetada pelo
valor de M, os niveis ndo perturbados sdo (2J+1) vezes degenera-
dos. O conjunto das funcdes de onda de ordem zero forma uma base

na qual a perturbacgdo dada por (3.3.1) pode ser representada. Nes-
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ta representac¢do matricial, para um elemento com iguais valores de

v e J e valores diferentes para M, temos

\(rgb)d,]H [pi9)> =0, se m'#m, (3.3.3)
tal como acontece com H_. A equagao {3.3.3) deve-se ao fato que,
como a perturbacao Hy & funclo apenas da variavel g, a integral
tripla em {(3.3.3) pode ser escrita como o produto de uma integral
sobre g com a integral dupla
2 m e MYy LM : ' :
LoV [T1Yy 1%y sen 8afag , M'#£ M,
que & nula, por causa da ottogonalidade dos harmdnicos esféricos.
A correcdo de primeira ordem, para a energia do estado

com numeros quanticos vJM, g 47)

1
S = S o
1 wSgeS 2
gl =1 Y zv (ag+bg +Cq3+dq4)R2dR gzwgniYgﬁzsen.Bdﬂd¢ 0
R

usando a equagdo (3.2.28). Considerando gue os harmonicos esféri-
cos estdo normalizados e que a equacdo (3.2.25) indica que Sv e

real, temos

B = /Magreq®)s2(qrag + L (ba? +dg 52 (q)aq . (3.3.4)

Como as autofuncdes do oscilador harmdnico ou s8o pares ou sado im-

pares, Si{q) & uma funcdo par. Entdo, a primeira integral em

 DEiCAMPR
BIBLIOTECE (rhMTRA .
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(3.3.4) @ nula e ficamos com
Etl) = b<v]q2‘v> + d<vlq4lv> ; (3.3.5)

onde

4

25 dg e <v[q4]v> = /"5 q*s_dq (3.3.6)
v LoV \' ” e

2 o
<vlg®lv> = J 5.4

Sabemos que(48)

+ {(V+1)]1/2

' - (.
<v'|g|v> (Za) 9yt (v-1) 20 S v+l ,(3.3.7)
onde o & definida pela equacgdo (3.2.26), e que
<V'|q2§V> = I <v'|glks<k]|q|v> . (3.3.8)
k .
Substituindo (3.3.7) em (373.8), obtemos
- ' ' .
vigflv = L2012 @Y W2s gy
20 20. ’ 20 '
]
(V22 e @Y Y2s g (3.3.9)
20 200 . 2o r
Fazendo v'=v em (3.3.9);_calcu1amos
v|g?|w = LetL/2) (3.3.10)
o

Substituindo a equacdo (3.3.9) em
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<v'[q4|v> = i <v'|q2|k><k|q2|v>
e fazendo v'=v na equacdo resultante, temos
<v|q4|v> = (6v2+6v+3)/§a2 . (3.3.11)

Substituindo as equacdes (3.3.10), (3.3.11), (3.3.2), (3.2.31) e

(3.2.26) em (3.3.5), encentramos

2 2,4, 1iv
6hB B R U"" (R)
R o 8y g+l (v11/2) + =S—2= (vRavil) . (3.3.12)
Vo 8vg

A correcdo da energia dada pela equagdo (3.3.12) consi-

2+dq4), da perturbagao (3.3.1). En-

dera os efeitos dos termos (bg
tretanto, como a correcgao de primelra ordem devida aos termos
(aq+cq3) & nula, devemos fazer a correcao de segunda ordem na

energlia, para levar estes termos em conta. Temos as funcdoes de on-

da de ordem zero corretas e podemos usar a equag50{36)
(0} (o) 2
(2) |<§U IHli’“f" |
E = L y (3.3.13)
k#n g0) . glo)
n By

para a correcao de segunda ordem na energia do estado n. A soma

em (3.3.13) & sobre todos os estados nao perturbados, exceto aque-
les que tenham energia E( ). Em nosso problema, o estado & defini-
do pelos nimeros guanticos v, J e M e a energia depende apenas de
v e J; entdo a equac¢do (3.3.13) torna-se.

(0) (o) 2
=2 g [<Vgrgow 1By 1Vogy |

v',J'",M' (0) E(O)
VJ v'J?

' (3.3.14)
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onde a marca no simbolo do somatdrio indica que ele naoc inclui os
termos com ambos v'=v e J'=J. Utilizando a equac¢ao (3.2.28), vemos

_que as integrais em (3.3.14) séo

o0 2m T MY oM
4&>Sv'(H1)op Svdq é é [YJ,] Yy sen 8dedg ,
onde a integral angular & igual a SJ, J'SM' M Entdo a equagdo
I r
(3.3.14) pode ser escrita
[P s (H) S dq[2
g(2) oy Zx Tv' 1 op’v
v'#Ev (o} _ (o)
EVJ EV'J

Usando a eguagdo (3.2.30) para obter as energias de ordem zero e

incluindo em H, apenas os termos (aq+cq3), temos

3 2

lag ., + cla™) .17
e? = = A (3.3.15)

v'#v hy_(v-v')
e
onde definimos
Ay = <v'lalvw =7 5,950 e (3.3.16)
3 1.3 °° 3

(@), = <V a7 |v> = [ S,.a75.dq . (3.3.17)

Quebrando a equacdo (3.3.15) em trés somatdrios obtemos

2 3 2
E(2) _ EE 5 [qv‘v} . c2 5 [{q )v'v] +
hve vige (v-v') h\% vid#v {(v-v')
3
. ‘—2‘?_‘9 5 qvlv(q )Vlv
nv, VY (vevt)

e
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e, resolvendo cada um dos somatbrios através da equacao {(3.3.7),

vemos gue

2 2
gl2) - _a__ _ S (30v2+30v+11) -
2.uhve 8o hve
- uégﬂ—— (2v+1) . (3.3.18)
2a. hve

Substituindo as equacdes (3.3.2), (3.2.31) e (3.2.26) em (3.3.18),

calcula-se

2) 4th , , 5B3RZIU"'(Re)}2 ,
) = —(——§~) J°(J+1)° - 3 (vo4+v+11/30) +
Ue Ghve
4B§RZU"*(RE)
+ J(IJ+1) (v+1/2) . (3.3.19)
AV 3 .
[ =]

Adicionando as equag¢des (3.2.20), (3.3.12) e (3.3.,19),

obtemos a expressdao melhorada para a energia interna total de uma

molécula diatomica,

L —— 2-’
E = U(Re) + hve(v+1/2)+hBeJ(J+1) hvexe(v+1/2)

- e 2 2,
hae(v+1/2)J(J+1) hDeJ (7+1) +hYOO,

(3.3.20)
onde
U"(R )
B, 2 . pRg, Vg 2 Li—e /2 0 (3.3.21)
8t Ie 27 1}
2_4 2 2
B R 10B _RY[U""(R.)] :

VXg B [—— S— - UURY T, (3.3.22)

2 3hv

4hve e
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2 3

-2B 2B_RTU"' (R )
o = e —E&-E£ €.+ 31, (3.3.23)
€ v o h 2
e \Je
g
De = """:)*2' e (3.3.24)
e
2.4 2 " 2
B“R . 14R°B [U (R.)]
y = <=5 vtV(r) e e e . (3.3.25)
GO 2 e 2
16h\)e 9h\)e

Vamos considerar rapidamente o significado fisico dos termos adi-

cionais em (3.3.20), guando comparada a (3.2.30). O quarto termc no

sequndo membro de (3.3.20) representa uma mudanca nos niveis vi-

" bracionais; a constante.vexe envolve as terceira e guarta deri-
vadas de U em Ry sendo consequéncia do desvio da fungdo energia
potencial em relacdo ao potencial guadratico do oscilador harmoni-
co; esta constante & chamada de constante de anarmonicidade. O
gquinto termo representa uma interacdoc entre vibracao e rotacaoc e
o, & chamada de constante de acoplamento roto-vibracional. O sex-
to termo representa os efeitos da distorc¢ao centrifuga e 5@ & cha-
mada constante de distor¢do centrifuga. O Gltimo termo & uma cons-
tante gue afeta igualmente todos os niveis vibracionais, sendo Yoo
consequéncia da anarmonicidade em U. A expressdo (3.3.20), embora
valida para os niveis vibracionais mais baixos de um estado ele-
tronico, ndo o & para niveis altos, que envolvem valores grandes

de R, para os quais as expansdes (3.2.12) e (3.2.21) nd3o conver~

gem.
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3.4. Calculo da energia de segunda ordem de uma molécula diatdmi-

ca: método da transformacaoc de contato

A fungdo hamiltoniana considerada neste item & idéntica

-

a do item anterior, podendo ser escrita, de acordo com a equacgio

{(2.1.2),

H=H + eHl ; (3.4.1})

onde a equagao (3.2.23) indica que

ou, usando a equacao (3.2.27),

2 4E2U2Uq2
HO =.E.....-j- —————— (3.432)
21 2

que € a equacgado (2.5.3) suSstituindo—se as constantes m ew res-
pecﬁivamente por u, definida em (3.2.5) e 2wve, definida por
(3.2.27). Quanto a Hy, é definida pela equacdo {(3.3.1). Substituin=-
do as equacbes (3.4.2), {2.5.8), (3.3.1) e (2.5.12) em (2.4.10.2),

obtemos
2 3 4, 2 et
ag + bg® + cq” + dq° = i[{s}, B + — 8} ., (3.4.3)

Por comodidade, definimos

S o= Sl + 32 + 33 + 54
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e consideramos

m 2 4ﬂ2vipq2
kg = illsph & + ——=—1, m =1,2,3 e 4, (3.4.4)
2y 2
onde
kl = a, kz = b, k3 = e k4 = 4, (3.4.5)

tendo cada § a forma dada pela equacdo (2.5.9). A substituicdo da

equacdo {3.4.3) pelas quatro equacOes (3.4.4) explicita a retirada
sucessiva dos quatro termos de Hl' um de cada vez,
Para m = 1,3, as equacOes (2.5.16.2) e (2.5.16.1) forne-

cem respectivamente os resultados

S1 = W_E;_i P e {3.4.6)
27huv
e
c 2 93
S3 = mm“"i ({pq } + 2 2 2) @ (30407)
Zﬂhuve 6T Vo

Para m = 2,4, & impossivel satisfazer a equacio (3.4.4) através
de uma funcgdo S, com a forma dada pela equagdo (2.5.9). Entretan-

to, a equagdo (2.5.19}), para m=2, produz .

2 | 2
S[-b{—B—— + ¢%}] = s(—PB__j 4 s[-bq?], (3.4.8)
432p2vé 4ﬂ2U2Ué

- como esperado, enquanto a equacdo {2.5.18) leva & expressdo

2
SI—ER 1 = b 10} + sl-bg?]. (3.4.9)
4w2u2vg thuvi
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Substituindo a equagao (3.4.9) em (3.4.8), obtemos

s{-bq’] = —2—(pq} + 35[-b{—E—— + q%}1,
4ﬁhuv 4 “u Va
o que indica que a variavel dinamica
_ __ Db ’
8§, = —5 {pa} , (3.4.10)
4nhuve _

gquando usada em Hy = qu através da equacdo (2.4.8), embora ndo

produza Hl = (, produz um Hl cuja representacao, na base das au-
- tofun¢gdes do oscilador harmbénico, & diagonal. De forma andloga,

para m=4 temos

4
S[- d{(__g___ﬁ + q ) }} = S{“:g%—z—33 +
4'"}-1\’ 161;1_;\)
-]
+ 28—5%— (p%a®)] + sl-aq’l , (3.4.11)
4w I v
Sl g ) 4] = 3 3 4{9 g} + 38{““5—5“3{9 g }]E(B 4, 12)
l1em u vy 8m~huv g anuvg
-d
SI—555(p a’}] = —d5ipq’) + 3si-aq’1 . (3.4.13)
477y Ve Gwhuv

Substituindo (3.4.13) e (3.4.12) em (3.4.11), obtemos

p 2,2 ~d
sl-al 55— + a9 %1 = "% pg -
dnTutvo 8m hu~v
= “—§§"§ {Pq }o+ gS[ dq 1 . logo
Gﬂhuv
3d .3 g
S4 = 3, 3.4 P9} * —-§mm§ pq’} - (3.4.14)

64% " hu ve 16ﬂhuv
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Somando as equacoes (3.4.6), (3.4.7), (3.4.10) e (3.4.14),
teremos a fungd@o S que diagonaliza a representacdo matricial da ha-
miltoniana, em primeira aproximacgdo. Isto & feito obtendo-~se U e
Uml através de desenvolvimentos truncados da exponencial (item
2.4), aplicando~as a hamiltoniana definida em (3.4.1), de acordo

com a equacado (2.4.8) e retendo apenas os termos até segunda or-

dem. Temos entao

2.2 22,2
€S ) (H+eH)) (L+ies- —2-) =

2 2

H = (1-i€§~-

H

Ho + €(H1"18H0+1HOS) +

5 SzHo‘ H082
+ € (-iSHl- + iSH1+SH S~ ) {3.4.15)
o]
2 2
ou, em forma matricial
[al#]a] = lalH |a] + e({a|Hl|a]—i[a|Sl[a][a]Hola] +
+ i{a|Ho[a]Ea|Sl]a]) + evs g (3.4.16)

onde [aIHO|a} & a matriz diagonal dos autovalores do oscilador
harmonico e as outras matrizes podem ser obtidas através do uso da
equagao (A.7.7). Normalmente, considera-se £€=1 e o célculo dos
elementos das matrizes & efetuado por computador. De fato, a equa-
¢do (A.7.7) é apropriada para o cdlculo computacional, podendo as
matrizes ser rapida e facilmente obtidas. Certamente, os elementos
diagonais de [a|F|a] sfo os valores corrigidos da energia. Tais

valores s@o compardveis aos obtidos pelo método de Rayleigh-Schré-
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dinger, visto no item 3.3. De fato, o método da transformacdo de
contato indica que apenas qu e dq4 correspondem a uma correc¢do de
primeira ordem na energia, porque Hl é uma mat;iz diagonal ndo nu-
la para estes termos de Hys enquanto que aqg e cq3 sO produzem
correcac de segunda ordem, porgque Hl & nula para estes termos

de H,. A teoria de Rayleigh-Schrfdinger, conforme sublinhado no
jtem 3.3, chega exatamente & mesma conclusdo. Note-se também gue,
no calculo da correcdo de segunda ordem efetuado a partir da equa-

cdo (3.3.15), incluimos apenas aqg e cq3, enquanto gue no calculo

efetuado por transformacdo de contato, todos os termos de H1 fo-
ram considerados na obtencdo de HZ' Alias, nas equagodes (3.4.15)
e (3.4.16) basta considerar H1=bq2+dq4 e stz+s4: no calculec de

Hy, mas deve-se tomar as expressOes completas de Hy e S, no cal-

culo de Hza
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cAPITULO 4

Conclusao

Um dos mais ambiciosos objetivos dos espectroscopistas
moleculares &, hd muito tempo, a possibilidade de prever quantita=-
tivamente o espectro IV de uma molécula complexa, a partir de
constantes de forca conhecidas e usando parémetﬁos de intensidade
transferidos de moléculas mais simples. Isto estad cada veé mais

perto de ser conseqguido. Com o desenvolvimento da técnica da trans-

formacdo de contato, & possivel prever o efeito de diversos termos
- anarmdnicos da hamiltoniana, nas intensidades das bandas espec-
trais e nas constantes de forga, podendo-se analisar cada termo
separadamente. Além disto, o método pode ser utilizado juntamente
com outros métodos de cdlculo aproximado. Neste caso, ele & fre-
guentemente apliéado como uma etapa prévia, para simplificar o
operador, quando se deseja calcular perturbacdo de ordem segunda
ou superior; & também utilizado, com a mesma finalidade, antes de
se efetuar diagonalizac¢Ses numéricas de matrizes ou calculo varia-
cional. Muitas vezes, o procedimento mais conveniente para se ava-
liar perturbacdes roto-vibracionais & sujeitar a hamiltoniana mo-
lecular a transformacdes de contato sucessivas, a fim de produzir
uma hamiltoniana efetiva que seja diagonal até altas ordens de
aproximac¢ao, na base formada pelo conjunto das autofuncdes da ha-
miltoniana de ordem zero. O desenvolvimento eventual de expressoes
detalhadas de alta precisfio para coeficientes de interagbes roto-
~-vibracionais, em termos de constantes moleculares fundamentais,
torna~se entdo muito mais praticdvel. O formalismo desenvolvido

para tal fim, por Nielsen e Amat, esbarra em dificuldades algebri-
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cas, mas estas podem ser contornadas utilizando-se o procedimento
descrito por NirooméndwRad e Parker. Tal procedimento consiste na
escolha de uma ordem especial de retirada sequencial dos termos
da hamiltoniana devendo-se para cada caso, estudar a ordem mais
adequada.

Finalmente, desejamos sublinhar que a familiaridade com
o método da transformacgdac de contato, obtida no‘desenvolvimento
deste trabalho, & de extrema importancia poique nos capacita a

desenvolver, futuramente, os programas de computador gue nos au-

xiliarao no estudo tedrico dos efeitos anarmonicos dos espectros

-no IV.
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APENDICE 1

Expansao em série de Taylor de uma fung¢ido de duas variaveis nao

comutativas

Para a expansao em série de Taylor de uma funcio de uma

variavel, em torno do ponto x = a, temos(49)
2 .2
£(x) = £(a) + (x-a) 9L (q) + xm2a)7 4 L@ + ... =
dax 21 dx
- .y n (n)
=3 Axa) 4 £, (A.1.1)
n=0 n! dx

(n)f

Como (a) & uma constante, ela comuta com (x—a}n. Se a = 0,

ax™
temos a serie de McLaurin.
Para a expansdo em série de Taylor de uma funcdoc de duas

varidveis ndo comutativas, gque seja invariante 3 comutacio destas

variaveis, em torno do ponto x = a e y'= b, temos

fix, y) = f(a, b) + [ ({x- a)m(a b) + (y- b)-—-—~(a b)] +

ax ay
252¢ 32
+ mm[(x a) wm—(a b) + ((x-a)(y*b) +(y-b} (x- a)) (a,b) +
21 32 Ixdy
5 2¢ 333
+ (y- b) (a b)] + m—[(x a) (a b) +
ay 3' ax
2 2 53¢
+ ((x-a)“(y-b) + (y-b) (x~a)*® + (x~ a)(y—b)(X~a)) 2 —s—{a,b) +
0X 9y
2 2 53¢
+ ((x-a) (y-b)~ + (y~b) “(x-a) + (y-~b) (x~-a) (y=~b)) 2(a b) +
Jx ay
3a3f
+ (y-b) a,b}] + ... . (A.1.2)

Y
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Na equagdo (A.l1.2), foi suposto gque a funcdo f(x,y) & tal que o
valor das derivadas parcials independe da ordem de derivagdo. Por

JE+S ¢

(a,b) &€ um coeficiente constante de
erays risl!
somativas. Numa algebra comutativa, tais parcelas sao todas

(49)

(r+s)!

isto, parcelas

iguais entre si, logo a equacdo (A.1.2) pode ser escrita

e ® oy S r+s
f(x,Y) = ¥ % (X"a) (Y_b} 2 £

= {a,b) . (A.1.3)"
r=0 s=0 risl! 29X 9y

s

Para mantermos, numa algebra ndo comutativa, a mesma forma da

equacao (A.1.3), valida para algebra comutativa, usa-se a soma to-

- talmente simétrica {piq?} , definida no item 2.2 do capitulo 2.

’ i
Neste formalismo, {(x-a)%{y-b)®} simboliza a soma das Arts)!t par-
ar+s £ ris!
——;——g(a,b), na equacao (A.1.2), multi-

oxX” oy
gl - -~
plicada pelo fator -1 Entao, a equacao (A.l1.2), gquando x e y
(r+s)!

ndo comutam, pode ser escrita sob a forma compacta

celas cujo coeficiente &

{(x-a)T (y-p) 1 3" £
=0 rls! ox* ay®

fix,y) = I (a,b) . (A.1.4)
r

A equacdo (A.1.4) contém a equagao (A.l.3) porque, se x e y comu=
tarem, {(x-a)¥(y-b)%} = (x-a)¥(y-b)S.
Aplicando a equacac {A.l.4) & fungdo exp(ap+Bg), em tor-

no do ponto (0,0}, obtemos(e);

=] .S
z fl—éw{prqs} . (A.1.5)
S=

[+a]
exp (ap+Bq) = T
r 0 rls!

=0

Aplicando a equagdao {A.1.1) as funcles explop) e exp(Rq), em torno

do mesmo ponto, temos

exp(gp) .exp(gg) = ¢ P g - (A.1.6)
r
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Impondo as relacgdes de comutacgdo dadas pelas equacdes (2.2.12), ob-

tém~-se

(EE)V p(r--V)q(s--V)

% ; (A.1.7)
v 2 (r=v) ! {s~v)!v!

{prqs} = rls!
onde v varia desde zero até ao menor entre r e s. Substituindo-se
a equacao (A.1.7) em (A.l1.5) e os somatdrios em r,s e v por soma-

tOorios em t = r-v, U = s-v e v, temos

t+v, u+v
exp (ap+89) & (}-E)thqu . (A.1.8)

Il
o+ 18

Usando a equacédo (A.1.1) para efetuar o desenvolvimento em série de

poténcias de H de exp({ifaB/2) e a equacdo (A.1.6), obtém-se

cQ o0

© t+vpudv o,
o
T T u___é___(iﬁ)vptqu
u=0 v=0 tlulv! 2

exp(ap) exp (Bg)exp (1KaB/2) = . (A.1.9)

h
t=0

Comparando-se as equagles {A.1.8) e (A.1.9) nota-se que(so)

eXP(ap+Sq) = exp(ap)exp(Bq)exp(iﬁaB/Z) = exp(Bq)exp(ap)exp(—iﬁa8/2) P
{A.1.10)

onde a segunda igualdade pode ser demonstrada de forma analoga &

usada para a primeira. A segunda igualdade indica que
exp (aplexp(Rq) = exp(Bq}exp(ap)exp(—iEaB) . (A.1.11)

Deve~se ressaltar que, embora as variaveis p e g ndo comutem entre

si, a funcado exp(ap+8q) ndo contém produtos entre estas variaveis,
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assim como todas as derivadas desta fungado. Isto permite o calculo
: r+s
dos valores numéricos das derivadas mmg——g(a,b), gue aparecem no
9x 0y
segundo membro da equac¢do {A.1.4), mediante a simples substituicdo
dos valores numéricos xX=a e y=b nas expressOes algébricas das de-
rivadas, em fungdo de x e y, o que leva 3 equacd3o (A.1.5) (no ca~-.
so, X=p, y=q e a=b=0). Se tal substituicdo fosse efetuada num ca-
so em que a funcgao e suas derivadas nio fossem invariantes 3 comu-

tagdo das variaveis, o calculo do valor numérico da derivada nio

poderia ser efetuado através da multiplicacdo aritmética comum,

porque esta € comutativa, o que faz com que o valor numérico assim

-obtido seja invariante a comutacdo de variaveis, contrariando a

hipétese inicial.
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APENDICE 2

Expansio em série do comutador de dois polindmios em g e p

A partir da definicao de comutador, dada pela equagao

{2.2.13), tem~se
[{a},{B}] = {A}{B} -~ {B}{A} , (A.2.1)

onde as chaves indicam as somas totalmente simétricas apresentadas

. no item 2.2. Definindo as fungdes

oo o0 arss

A= I X prqs e (A.2.2)
r=0 s=0 rls!
- 5 1t6u t u
B = L b P q 2 (A,2o3)
t=0 u=0 tiu!
nota-se gue
{a} = explap+Bg) e {B} = exp(yp+sq) , (A.2.4)

de acordo com a equacgao (A.1l.5). As equacodes (A.2.2) e (A.2.3) in-~

dicam gque

n n n n
A
ﬁ”ﬁ = g™, ﬁ—% = oMa, mm% =878 ¢ i—g =y™B  (A.2.5)
9gq 3p ag ap
e que
I " oo - r,s tsu £
=3 3 3 1 &8 p'a°p g, logo
r=0 s=0 t=0 u=0 rlsltiu!
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o0 o0 o0 o0 r.e t.u
{AB} = I 5 5 5 o By "8 {p(r+t)q(s+u)} ,
r=0 s=0 t=0 u=0 risltiu!

porgue o termo entre chaves & comutativo. Substituindo os somatd-
rios em r, s, t e u por somatOrios em X = r+t e y = s+u, r e s,
onde r € um inteiro que varia entre 0 e x e 8 & um inteiro que

varia entre 0 e y, pode-se escrever

o P X r (x-r) = s .{y-s)
(aB} = ¢ ¢ {pg¥pr XX % B68-° " (A.2.6)
x=0 y=0 r=0 r!(x-r)! s=0 s!l(y-s)!

Considerando o desenvolvimento binomial

m
(a+p)™ = 3 —mf . ny(m-n)

n=0 n! (m-n}!

4

a equacgdo (A.2.6) pode ser grafada

(AB} = ¥ v (o+y)™ _ (B+0) {pqu} , ou
x=0 y=0 x! y!
{AB} = expl(aty)p + (B+8)ql . (A.2.7)

A equagdo (A.1.10) indica que
exp (ap+Bq) .exp (Yp+8q) = exp(ap)exp(Bg)exp(Yp)exp(Sqg)explifi(aB+YS) /2],

ou

exp (ap+Bg) exp (yp+dq)=exp[ (0+Y) pl.exp( (B+8)q] ,exp[iﬁ(as+y6+2ey) /2],
(A.2.8)
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por causa da equacdo (A.1.11). Usando a equagdo (A.1.10) no segun=-

do membro da equagaoc (A.2.8), obtém-se

exp(ap+8q}.exp(yp+5q)=exp[(a+y)p+{B+6)q]exp[iﬁ(8¥-a6)/2]. (A.2.9)
Substituindo as equacles (A.2.4) e (A.2.7) em (A.2.9), conclui-se que
{A}{B} = {ABlexplih(py-as)/2] . (3.2.10)

Desenvolvendo exp[if(By-28)/2]1 em série de poténcias de H, a equa-

cao (A.2.10) pode ser escrita

o0

{a}{B} = £

—L-(iﬁ)t(sy-aa)t {(aB} .
2

=0 tl!

tt

Utilizando nesta Gltima equagdo o desenvolvimento binomial
t t 4y (t=n} ,n. n {t-n) .{(t-n) £l
{(By=a8) " = I {(-1) By o S —me
n=0 n! (t-n)!
e as equagbes (A.2.5), obtém—se

(t—n)

o . t t
(A}B} ={ & (&zﬁ)t LT e e
t=0 , n=0 n!(t-n)! B3qg 9p P agq
(A.2.11)
A equagao (A.2.1l1l) pode também ser grafada‘e)
(A}(B} = {aB} + Al {2A 3B _ 3A 3B ;_
2 239 3p op 3g
B2 .1 3% o%B 3% o%B 1 3%a »%B
B lanae 28 212238y, (A.2.12)
4 0 e ogdp dgop ag” dp

De modo andlogo ac usado para deduzir a equacdo (A.2.10),

pode~se notar que

{B}{A} = {AB} explifi(as-By)/2] ,
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0 gque produz

oo . t n t t
(sra} =( z (dHEy D T gl (a.2.13)
t=0 2 n=0 n!(t-n)! 3g dp dp 9g
ou
{B}{A} = {aB} - ik {38 3B _ 3A 3By _
2 3g op 3p 9q
2 2, o2 2 2 2, 42
_BY 1 g 3 ? _87A 3B, 13%A23°%B ;. o (A.2.14)
4 2 3p” 9q dgqdp 3gdp 2 3g“ 9p

- Comparando-se os segundos membros das equacdes (A.2.12) e (A.2,14),
percebe-se que o primeiio, terceiro, quinto, ... te:mos,ééo res-
pectivamente iguais; enguanto que o segundo, quarto, ... termos
aprésentam respectivamente médulos iguais e sinais opostos. Subs-
tituindo~se as equag¢des (A.2.11) e (A.2.13), ou (A.2.12) e (A.2.14)

em {A.2.1), obtém—se(6)

o . (2t+1) (2t+1) (n+1) {2t+1) (2t+1)
[{a}, {B}]={3 (ih) % (=1)_ 9 -} 3 B

t=g 22t

e B o » o o0 > (A92015)

Os termos subsequentes, no segundo membro da segunda igualdade,
envolvem derivadas de ordem impar superior & primeira ordem.

A equacdo (A.2.15) foi deduzida considerando-se as defi-
nicdes (A.2.2) e (A.2.3). Entretanto, se A e B fossem dois polind-

, . ~ . r s

nlos qualsquer, formados por somas de mondmios pkqj, sendo r,s =
= 0,1,2,..., {A} e {B} poderiam ser decompostos em séries de ex-~
ponenciais. Isto torna a equacio (A.2.15) valida sempre que A e B

forem polindmios em P © 5.

n=0 n!(2t+l-n)! 3gtap(2t+1-n) 5.0, (2t+l-n)

}=
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APENDICE 3

Equac¢oes diferenciais parciais de primeira ordem

Teoria Geral(51)

1. Nimeros e cossenos diretores. Derivada direcional.

A inclinacdo no ponto (x,y) de uma curva plana é defini~-
da através de um Unico nimero real, que pode ser a razdo (b/a) de

um par de numeros reais (a,b), chamados "nimeros diretoreé"o Se
tivermos mais do que duas dimensdes, serd necessirio mais do que
um numero real para definir a inclinacdo. No plano, um par de nii-
meros diretores e, portanto, sempre definido a menos de um real
multiplicativo i , diferente de zero, ja que ({(ia,Ab) corresponde &
mesma diregdo definida por }a,b), Isto nos permite impor aos ni-

meros diretores a condicdo de normalizacao

a” + b =1 . (A.3.1)

2

Sempre que a +b2#1, basta multiplicar os nimeros diretores pelo

fator de normalizacdao N e impor

N =

que define (a2+b2)1/2 *

Um conjunto de nimeros diretores normalizados de acordo

com a equacao (A.3.1) forma um conjunto de "cossenos diretores",
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No plano, cada inclinacdo corresponde a um Gnico e bem definido
par de cossenos diretores. A nomenclatura "cosseno" justifica-se

porque, sendo a e b reais, a equacdo (A.3.1) impde
-1lgasl e ~15bhsl .,

Fazendo a = cos @« e b = cos B, podemos entdo escrever (cos o, cos B)
como o par de cossenos diretores. A equacgdo (A.3.1) indica entio
que

00528 = senzu ou cos B =+ sen o,

Se considerarmos o o &ngulo entre o sentido positivo da
reta tangente a curva no ponto {x,y) e o semi;eixo positivo x, eg~
ta Gltima equacio perﬁite que B seja o dngulo entre o sentido po-
sitivo da mesma reta e o semi-eixo positivo y. Definindo um Gnico
sentido de rotagao como positivo para os dois angulos e medindo-og

sempre a partir do respectivo semi-eixo, teremos sempre

i
B:a—m?
2
que corresponde.aocaso particular cos B = sen . A inclinac¢do, en-

tio, sera

b_cosp _sema _ .., _dy | (A.3.2)
dx

a cos ¢ cos O

O vetor unitario na direcdo e sentido da reta tangente a curva no

ponto (x,y) sera
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-> b *
eY =¢cos 0 i + cos B 3. (A.3.3}

Os nimeros diretores, a = Acos & e b = hcos B, correspondem ao

vetor

> 3
= ai + bj ,

<34

de médulo |A|, direcdo igual a de gY
+

eY, dependendo de ser A>(0 ou A<0, respectivamente.

e sentido igual ou opostoc a

Supondo que a curva seja dada na forma paramétrica

x = X(t) e y = Y(t) , (A.3.4)
definindo
X _xr(t) =a(t) e = yr(e) = b(t) , (A.3.5)
dt dt
temos
b(t) _ ¥'(t) _ dy/dt _ &y (A.3.6)

af{t) X' (t) dx/dt dx

Comparando com a equagao {A.é.Z) notamos que, para cada valor de
t, X'(t) e Y'(t) sdo niimeros diretores que definem a inclinacgdo da
curva em cada um de seus correspondentes pontos (x,y). Nao preci-
sam, entretanto, ser cossenos diretores (a condicido 2+l =16
ocorre se o parametro escolhido for t = s, o comprimento do arco
da curval.

Suponha a funcioc ul(x,y), definida numa regido do plano
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Xy. Define-se a derivada direcional u de u, no ponto (x,y) e na
direcao e sentido Yy, determinados pelos cossenos diretores cos o e
cos B, por

+
u. = Ccos o 24 + cos B Ju e _.Vu

¥ (A.3.7)
X 3Y

por causa da equacdo (A.3.3), onde uY € a projegdo do gradiente de

u na direcdo e sentido y. Se C for uma curva dada parametricamente

pelas equagdes (A.3.4), os valores de u, para os pontos em C, sao
u(er) = U[X(t), Y(t)] = ﬁ(t’ F)

onde d(t) representa os valores da fungdo ul(x,y) sobre a curva C,

em funcdo de t. Temos, entio,

a'{t) m_c}_}i,?_‘}_+.g.z_8§zx'(t)gﬂ+y'(t).§ng.=

dt ’x  dt 3y 5% 5y
= a(t)®8 4 p(r)dY | (A.3.8)
ox 3y

Como, de acordo com a equacdo (A.3.5), (a,b) s3o os nimeros dire-
tores a = Acos @ e b = AcosB , as equagdes (A.3.6) e (A.3.7) indi-
cam que U'(t) & proporcional ‘3 derivada direcional de u na direcido

da curva C, em qualguer ponto de C, ou seja,

' (t) = Au . (A.3.9)
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2. 0 Problema de Cauchy.
Seja a equacao diferencial, a que chamaremos EDP,
a(x,y)gHLELXL + b(x,y)églﬁLXL = c{x,y)u(x,y) . (A.3.19)

ax Y

Esta equagao é:
a) de primeira ordem, porque a derivada de maior ordem & de pri=-
meira;
b) homogénea de primeira ordem em u, porque se substituirmos u por
~ - . . 1
Au na EDP, a equacgaoc sera multiplicada por A~;
¢} linear, porque escrevendo a egquag¢doc na forma
=0,
L & um operador que apresenta a propriedade de linearidade

(@b, + b)) = aly, + bI,.

2.1. O problema de Cauchy gquando c(x,y) = 0

Chamaremos EDPO a EDP, quando c(x,y) = 0. Admitindo que
exista uma curva C, dada em forma paramétrica pelas equacdes
(A.3.4) e tal que, para todo ponto em C, as equac¢oes (A.3.5) sejam
grafadas, reépectivamente,

X - xr(g) = alx,y) = alX(t), Y(t)] = 4(t) e (A.3.11.1)

dt
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Y - yr(t) = b(x,y) = bIX(t), ¥(£)] = B(t), (A.3.11.2)
at

onde a{t) e B(t) sdc respectivamente os valores das funcgoes

al(x,y) e b(x,y) sobre a curva C, temos que, de acordo com as equa-
goes (A.3.10), {(A.3.11), (A.3.8) e (A.3.9), para todo ponto em C

a EDPO pode ser escrita

dx 3u + dy ou _ ' (t) = Au_ = 0, '(A,3,12)

dt 9x  dt dy Y
ou seja, a derivada direcional de u(x,y) ao longo da curva C deve
- ser nula. Em outras palavras, u(x,y} € constante ao longo de uma
curva C definida pelas équagées (A.3.4) e tal que as equacgles
(A.3.11) sejam satisfeitas. Em geral, as funcdes a(x,y) e b{x,y)
correspondem a uma familia infinita de curvas que satisfazem, cada
uma delas, as condicgoes (A.3.11). Estas curvas diferem entre si
de acordo com o valor de um parametro T, que varia continuamente
de uma curva para outra. A fuhgdo u(x,y) &, entldo, constante ao

longo de cada uma destas curvas, dependendo o valor da constante

da curva em questao. Se conhecermos os valores de u(x,y) ao longo
de uma curva I' que corte todas as curvas C da familia, conhecere-
mos entdo os valores de u({x,y) em toda a regido do plano xy em que

esta funcdo & definida. Portanto, dados:

(1) a EDPO,

(2) a curva inicial I'; onde

x =%(t) e yv = ¢(1), (A.3.13)
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que corta todas as curvas C e

(3} os valores de

u(x,y) = w(7) {A.3.14)

sobre a curva T, pode~se tentar obter a funcio u{x,y) que satisfaz

a EDPO numa regido do plano xy que contém I' e que, sobre I', se re-

duz aos valores dados por w(7). A este problema, chama-se Problema

de Cauchy.

(a)

(b)

(c)

Para resolver o Problema de Cauchy, deve-se entio:
montar as equacdes (A.3.11), que serdo chamadas equagodes- ca—
racteristicas da EDPO dada.

Como t nao aparece explicitamente em a(x,y) e b(x,y), podemos
obter, por divisdo entre as duas equagdes caracteristicas, a

equacdo diferencial ordindria de primeira ordem linear

dy _ bx,y) | (A.3.15)
dx al(x,y)

cuja solucao e a familia infinita de curvas C, diferenciadas

entre si por um parametro T,

X =X(t, 7} e y = Y¥Y{(t,T) , (A.3.186)

que sao chamadas curvas caracteristicas da EDPO. A solucio
u(x,y) de uma EDPO & constante sobre as curvas caracteristi=
cas da EDPO,.

Como as equagoes (A.3.11} s3o invariantes & translacio da va-

riavel independente t, o ponto de cada caracteristica em que
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t = 0 pode ser definido arbitraria e independentemente em cada

curva caracteristica. Define-se entao que, em cada curva ca-
racteristica, t = 0 no cruzamento com a curva inicial T ou,
em outras palavras, t = 0 sobre a curva I'. ImpJde~se entao, as

solugdes dadas pelas equagOes (A.3.16), as condigoOes iniciais'
X(0,7) = ¢(t) e Y(0,T) = ¢(1) . (A.3.17)

A equacao {A.3.12) indica que u(x,y) independe de t, o que &€ o
mesmo que dizer que u{x,y) & constante sobre as caracteristi-.
cas. Entretanto, o valor de u(x,y), em geral, muda quando
mudamos de curva caracteristica, ou seja, gquando alteramos o
valor de T. Como o cdlculo do valor de ul(x,y) dad o mesmo resul-
tado para qualquef t, escolhemos t = 0 porque, de acordo com :
as condigCes iniciais dédas nas equacgoes (A.3.17), para t = 0
estaremos sobre a curva inicial T, dada, sobre a qual u(x,y)

toma os valores w(t) conhecidos. Entretanto, como u(x,y) nao

varia com t, se u(x,y) = uw(t) sobre I, u(x,y) = w(T) em toda
a regido do plano xy em que a funcdo u(x,y) é definida. Para
cada ponto (x,y} desta regiao, basta saber qual o valor do pa-
rametro T da curva caracteristica que passa por este ponto,
para aplicarmos a equacdo (A.3.14).

0 valor de T em funcao de x e y, pode ser cobtido a par-
tir das equacdes (A.3.16), explicitando T ao invés de X e Y-
Substituindo T, como funcio de x e y, em w(t), temos a solugdo
do Problema de Cauchy, porque a funcdo assim obtida é ul(x,y),

de acordo com a equacdo (A.3.14).
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(e} E necessadrio que seja possivel explicitar T em funcdo de x e |
y, nas equagdes (A.3.16). Para assegurar que isto & possivel,

é necessario e suficiente que o jacobiano

Substituindo os valores de 2 e ax-dados pelas équagées (A.3.11),
onde T & constante porque oa;ontgt(x,y) estd sobre uma curva ca-
racteristica e os valores de %% e %%, obtidos a partir das equa-
coes (A.3.13), onde t & uma constante nula, obtemos, para qualquer

'ponto comum a curva inicial T e a uma das curvas caracteristicas C,
a(x,y) o' (1) - bi(x,y)®' (1) # 0 . (A.3.18)

Ent3o, para que o Problema de Cauchy seja resolvivel, é necessario
gue a EDPO fornecida e a curva inicial T dada sejam tais que a
equacao (A.3.18) seja satisfeita.

Se a equagdo (A.3.18) nao for satisfeita, teremos

a¢? =~ b?®' = 0, ou ]—D-*—-a

isto &, a inclinacao dy das curvas caracteristicas (b/a, equagdo

(A.3.15)) e inicial (g¥/@', equacdo (A.3.13)) sera a mesma em todo
ponto {x,y) comum as duas curvas, ou seja, a curva inicial I' tan-
genciard a curva caracteristica C, em um ou mais pontos. As curvas
I e C devem se interceptar em um e apenas um ponto comum, ou seja,

I' deve cruzar todas as caracteristicas, conforme a hipdtese ini-

cial (itens (b) e (c) do paradgrafo anterior). A equagao (A.3.18)
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& apenas a expressio analitica desta hipotese e, sendo satisfeita,
serad possivel explicitar T = T(x,y) nas equagoes (A.3.16). Existem
casos em que, mesmo nao sendo satisfeita a equacdo (A.3.18), exis=

te soluc¢ao para o Problema de Cauchy, mas isto estad além das fina-

lidades deste trabalho.

2.2. 0 Problema de Cauchy guando ci{x,y) # 0

A expressdo da EDP, dada pela equac3o (A.3.10), ao lon-
go de uma curva caracteristica C de sua correspondente EDPO, pode

ser escrita, por causa das equacdes (A.3.11), (A.3.8) e (A.3.9),

ax Bu(er) + ay du(x,vy) = ﬁ_'l(t)

== }\u = C(X,Y}u(xry) ?
dt X dt Y v

que substitui a equacdo (A.3.12), valida para a EDPO. Substi~-
tuindo x e y, no produto c¢(x,y)u(x,y), pelas formas paramétricas
das curvas caracteristicas da EDPO, equacSes (A.3.16), apbs apli-

cadas as condig¢des iniciais, (A.3.17), obtemos a equagdo diferen-

cial ordinaria

= Zc(t)a(t) , (A.3.19)

na qual a variavel t foi fixada num valor constante (aparece como
um parametro). As condicles iniciais (A.3.17) indicam gue, para
t = 0, estamos sobre a curva inicial I. A solucdo da equacédo

(A.3.19) deve, ent3o, obedecer i condicdo inicial

a(0) = w .
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Nesta Ultima equagdo, seja U como w dependem do valor do pardmetro

T, j& que sobre a curva inicial T é valida a equagido {(A.3.14). Na
verdade, uma vez que a equagao (A.3.18) seja satisfeita, tanto

(x,y) como (t,7t) podem ser tratados como conjuntos opcionais de
variaveis, varrendo a mesma regifio plana na qual a funcio u & de-

finida. A condigao inicial pode, entdo, ser mais claramente defi-

nida sob a forma

ﬁ(OpT) = w('f) I} (A-3-20)
onde u(x,y) = 4(t,r) - (A.3.21)

A equacgao (A.3.21) substitui, para a EDP, a equacao (A.3.14), va-
lida para a EDPO. |

A solucgdo do Problema de Cauchy para a EDP sera, portan-
to, obtida resclvendo a equégéo diferencial ordinaria (A:3.19),

submetida a condicdo inicial (A.3.20) e substituindo, na solugao

alt, 1),

T= 1{x,y) e t = t(x,y) , (A.3.22)
obtidas explicitando~se T e t nas equacdes (A.3.16) e aplicando-se
em seguida as condig¢des iniciais (A.3.17). A equacdo (A.3.21) in-

dica que a fungdo assim obtida é u(x,vy).

2.3. Consideracdes finais sobre o Problema de Cauchy

A solugdo do Problema de Cauchy depende dos valores da
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func3o w(t)} sobre a curva inicial I'. Conhecida a curva inicial T,
as curvas caracteristicas e suas inversas s3o Gnicas e bem defini-
das, respectivamente pelas equacoes (A.3.16) e (A.3.22). A solucio

da EDPO, dada pela equacdo (A.3.14), pode ser escrita
u(x,y) = oltlx,y)] , | (.3.23)
enquanto que a solugdo da EDP, dada por (A.3.21), pode ser grafada
wix,y) = Qle(x,y),1i(x,¥)] . . (A.3.24)

Nos dois casos, nota-se que a solugao depende da funcgdo w(f), que

& arbitraria, ja que o método da resolugdo do Problema de Cauchy

independe da forma da w(7t).

Para resolver o Problema de Cauchy, & necessario que
a(x,y), bix,y) e c(x,y) sejam continuas numa regido R do plano xy
e que, nesta regido R, seja possivel definir um arco de curva T,

definido parametricamente em relacdo a T e que nao se autointer-

cepte. O arco T pode estar definido apenas numa regido R finita

do plano, ou seja, podemos considerar 0sTsT Neste caso, eviden-

o
temente, a solucdo restringe~se & regido R considerada. 0 método

@ igualmente aplicdvel a uma equacio diferencial do tipo

a(x’y)m + b(x’y)m - c(x'y’u)
X oy

7 (A.3.25)

chamada semi-linear. A Gnica diferenca &€ que, no lugar da equagao

(A.3.19), teremos a equacao
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dG(t) - z(¢,u) | (A.3.26)
at

que, por nac ser linear, &, em geral, muito mais dificil de resol=.
ver. Entretanto, se os coeficientes a(x,y) e b({x,y) dependessem

também de u, o método falharia.



94

APENDICE 4

Solucdo de Eguagdo Diferencial para o Oscilador Anarmonico

Seja equacgao diferencial parcial semi-linear

(A.4.1)

onde, de acordo com o método apresentado no Apéndice 3, podemos

considerar
dx _ al{x,y) = -y , 4y - b{x,y) = % e : (A.4.2)
dt dt
c(x,y,u) = wxrys » (A.4.3)

As equacgdes (A.4.2) indicam que

dy - X (A.4.4)
dx

A solucdo paramétrica da equacdoc (A.4.4) pode ser facilmente obti-

da percebendo-se que

2 i 2
——d }2{ = - gi = =3l = Q——% = gﬁ = -Y 7 (Ao405)
dt dt dt dt
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Impondo-se

it -it

X = Ae” " + Be (A.4.6)
temos, considerando as equacles (A.4.2),
y = ce™® + pe™t = —jpe’t 4 ime”lt . (A.4.7)

As equagOes (A.4.6) e (A.4.7) sdo as formas paramétricas das cur-
vas caracteristicas, onde A e B dependem de T. Entretanto, a ex-
. pressao das curvas caracteristicas, independentemente do pardmetro

T, pode ser facilmente obtida fazendo-se
x% + y% = 4aB , (A.4.8)

conforme indicam as equag¢les (A.4.6) e (A.4.7). De fato, diferen-
ciando a equacao (A.4.8) obtemos imediatamente a equacao (A.4.4).
A equacao (A.4.8) representa uma circunferéncia centrada na origem
do plano xy, de raio (4AB)1/2,

Considerando como curva inicial, [ , o semi-eixo positi-

vo x, excluida a origem, temos
x =% () =1, >0 (A.4.9)
e y=¢(t) =10, (A.4.10}

para a curva inicial I' . Pode~se verificar que o jacobiano

a¢' - bd' = =x



€ nulo apenas na origem; de fato, a semi-reta citada corta perpen-~
dicularmente todas as curvas caracteristicas de raio ndo nulo,
quando estas a atravessam. Cada caracteristica apresenta um valor
constante do pardmetro 1, que & o valor do raio da circunferéncia
considerada. Aplicando as condig¢bes iniciais, equacgdes (A.4.9) e

(A.4.10), respectivamente as equacdes (A.4.6) e (A.4.7), temos

x{0,T) =A+B=T1 e
y(0,7) = =i(A~B) = 0 ou
A=B=2X

2

Portanto, as equacoes (A.4.6) e (A.4.7), apds aplicadas as condi-

¢Oes iniciais, podem ser respectivamente escritas

=t cos t e (A.4.11)

y ,.—_....I i(e -a ) = tsen t . (A.4.12)
2

As equagdes (A.4.11) e (A.4.12) deixam evidente que o

parametro t, que define o ponto considerado sobre a caracteristica

de parametro T {sobre a circunferéncia de raio 1), & o angulo que o
| raio gque passa pelo citado ponto faz com o semi-eixo positivo x.
’ Em outras palavras, a transformacgao {(t,t}-(%,y), indicada pelas
equacdes (A.4.11) e (A.4.12) & uma transformacdo de coordenadas
polares para cartesianas. A explicitacdo de t e 1, nas egquacdes

paramétricas das curvas caracteristicas, apds aplicadas as condi-



97

¢oes iniciais, produz, portanto, a transformacio inversa, ou seija,
de coordenadas cartesianas para polares
2 2,1/2

T = (X =) (2.4.13)

t = arctg(¥) . ' (A.4.14)
x

Usando as equacgdes (A.4.11) e (A.4.12) na equacd3o (A.4.3), a agua~

gao {A.3.26) pode ser escrita

da (t)
dt

= mr(r"s)(cos t)¥ (sen t) % .

Integrando esta equacao e aplicando a condigdo inicial, equac¢do

(A.3.20), temos

r+s ft
o]

-

G(t,t) = wlt) - 1 (cos 8)% (sen 0)%ds , (A.4.15)

onde >0, -m<t<T e 6 & uma variavel muda.

Substituindo os valores de T e t, dados respectivamente pelas equa-
¢bes (A.4.13) e (A.4.14), na equacdo (A.4.15), obtemos
(r+s) /2 arctg(y/x)

S{cos g) " (sen e)sda + (A.4.16)
o

u(x,y) = m(x2+y2} - (x24y2)

onde w(x2+y2) é uma funcdo arbitraria de (x2+y2} e, se y=0, X nio
pode ser nulo. A solugao {A.4.16) & a solugdo da equacdo (A.4.1)
para todo o plano xy, salvo a origem. Tal solugdo pode tomar for-

mas particulares, de acordo com os valores de r e s, Estudaremos
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quatro casos especificos: r inteiro positivo impar e s inteiro, s
inteiro positivo impar e r inteiro, r e s inteiros positivos impa-
res e r e s inteiros positivos pares.

Suponhamos gque r seja um inteiro positivo impar e s seja

inteiro. Neste caso,

) {r—~1) /2

(cos e)r ds = (cosze cos gdf =

2 e)(r-l)/2

= (l-sen d (sen 8) .

Usando o teorema binomial, temos

(x-1}/2 - .
(cos 8)Tdo= : (-1) [éle)/Z]E (sen e)zjd(sen 8)
3=0 (== -J)1j!

Substituindo esta expressdo na equagdo (A.4.16) temos, apds inte-

grar e rearranjar,

"1. r"""l » . r'—l .
(=) J) ] =1y )
ulx,y)= w(x2+y2)_2 2 5 2 {(-1)- — 2 'xzky(r+s 2k)
j=0 k=0 (s+1+23) (=5=-k-3) 1jtkl

(A.4.17)

0 valor maximo de k & [(r-1)/2], sO atingivel quando j=0. Ja o va-
lor [5%1—1] é atingivel quando j=0,1; agora para k igual a {E%l—z]y
j=0,1,2, e assim sucessivamente até k igual a zero, atingivel para
todos os valores de j, ou seja, j=0,1,,;., (r-1)/2. Em outras pala-

vras, para cada valor de k, j toma os valores de zero até [Eéimk},

Entdo, podemos reescrever a equacgao (A.4.17) como

21y Ezly [G57) -kl j
wi,y) = wixZey?)- 3 2 x2kyrts=2k 2 . (—:t)r_l ]
k=0 k!  §=0 (s+1+23)(E=-k-3 )1 3 !

(A.4.18)
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A equacdo (A.4.18) pode ser simplificada. Temos © desenvolvimento

% 4 j
2 . -
=1 (=1) ' (A.4.19)
m(m+2) ... (m¥22) =0 (m+29) (2-3) 3!
ondem # 0,~2,...,-24 e &£ =20,1,2,... .
Temos também que
(5%1')! = (=) (x=3)..22 o pa r =3,5,... e (A.4.20.1)
Eby =1, parar=1, (A.4.20.2)

enquanto que

(2k) {2k-2)...2
, x ’

* k!l = se k =1,2,... ¢ (A.4.21.1)

kl =1, se k = 0 (A.4.21.2)

Combinando a equacdo (A.4.20.1) com as duas equacOes (A.4.21), te-

mos

[(r-iilei - {x-1) (r-3)...(2k+2) (A.4.22.1)

2[{1'—1}/2 —k]

r-3 e [(r-l}/Z}!_1

para r = 3,5,... e k = 0,1,2;504, 5 , (A.4.22.2}).
‘ ki

parar = 1,3,5,... e k = E%io

. A equacdo (A.4.22.2) é vadlida para r = 1,3,5,..., ja& que, para r=1
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(equagdo (A.4.20.2)), k = 0, porque a equacdo {A.4.18) indica que

k pode tomar valores desde zero até [(r-1)/2]. Considerando r

e substituindo as equagdes (A.4.19) e (A.4.22) na equa~

= 3,5,7...
cdo (A.4.18), temos
(£23)
2, 20 FTLySTL 20 o (hhs-2K)  (r-1) (r=3)... (2k+2)"
ulx,y)=o(x+y°)-E—~>d . 3 x“ "y . I=3) ... )
s+1 k=0 {s+1) (s+3) ... (s+r-2k)

ou melhor

r-l s+l _ ér-3)xny(r+s—n) {r-=1(r-3)...(n+2)
(s+1) {s+3)... {s+r-n)

s+1 n=0
{A.4.23)

u(x,y}mw(x2+y2)~
An=2

= 1, a equacdo (A.4.18) toma a forma

Para r =

@

onde r = 3,5,7,...
s+l
(A.4.24)

2)
s+1

u(x,y) = m(x2+Y

As equacoes (A.4.23) e (A.4.24) sdo as solugdes da equagao (A.4.1),

para r inteiro positivo impar e s inteiro.
Suponhamos que s seja um inteiro positivo Impar e r seja

inteiro. Neste caso,

(sen 0)5%dg = (senze)(s—l)/zsen pde = _(1_00826)(3»1)/2 d(cos 8).

Pelo teorema binomial, temos entdo

{(s~1)/2 . .
(-1)- [(s=1)/2}! (cos 8)2J d(cos 6).

(sen g)°%de = -3

j=0 5t =3) 13!

Substituindo esta expressdo na equacdo (A.4.16) resolvendo a inte-
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gral e rearranjando, temos

(Eint SR bk ) -1 -
2,2, .2 .2 ) e
u(x,y)=m(x +y I T { ) - y2er+S"ZK )
=0 k=0 (r+1+27) %—1— -k-j) tjtk!

(A.4.25)
A equacdo (A.4.25) pode ser obtida da equagdo (A.4.17), permutando
x comy e r com s e trocando o sinal antes do sématério. Por isto,
a solugdo da equacgdo {(A.4.1) para s inteiro positivo Iimpar e r in-
teiro, pode ser obtida permutando r com s € X com y nas eguagoes
(A.4.23) e (A.4.24) e trocando os sinails dos termos.apés w(x2+y2)°

. Temos, entao

r+l _s-~1 (s-3)

u(x,y)=m(x2+y2)+ X y + xr+s—nyn’(s-—1)(s-—3}...(n+2)-
| r+l n=0 (r+1) (r+3}... (x+s-n)
. An=2
(A.4.26)
| para s = 3,5,7,... €, para s = 1
r+l
u({x,y) = w(x2+y2) + 2 . (A.4.27)
r+l

Suponhamos que r e s sejam ambos inteiros positivos e
impares. Evidentemente, sejam as solugdes (A.4.23) e (A.4.24), co~
mo as {(A.4.26) e (A.4.27), sao ambas aplicaveis a este caso. Neste

2+y2), Como as

caso, as duas solucdes diferem por uma fungao de (X
solugbes s3o definidas a menos de uma fungao arbitraria w(x2+y2),
as duas solugbes sdoc entdo iguais.

Suponhamos que r e s sejam ambos inteiros positivos pa=

L res ou nulos. Neste caso, a solucdo u(x,y) envolve a fungdo

arctg(y/x) cujo desenvolvimento em série de poténcias engloba in-
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finitas poténcias negativas de x. Impondo para u{x,y) a forma

w o
alx,y) =% T a(u,v)xy' ,
u=0 v=0
comum as solugdes (A.4.23), (A.4.24), (A.4.26) e {(A.4.27), quando
r e s sdo ambos nulos ou inteiros positivos pares a equacgao {(A.4.1)
ndo tem solug¢do, porgue a solugdao encontrada ndo & analitica sobre
todo o plano xy, ocorrendo singularidade essencial sobre o eixo Y.
Tal tipo de solugdo nd3o nos interessa, porgue nosso desenvolvimen=-
to da transformacgdo de contato exige que as fung¢des S(p,gq) satis=-
facam a equagdo (2.5.9). Se considerarmos a seguinte férmula, va-

lida para r e s ambos inteiros e positivos,

b
f (cos 8)F(sen 6)°% @ =
a _
b
(r-1) {(s+1) b
{(cos 0) (sen 6) + {r-1) r (coswe)(raz)(sen 8)(s+2)d8 ,
s+1 a (s+1)

a equacao (A.4.16) pode ser escrita

x(r—l)y(s-l—l)

ulx,y) = ﬁ(x2+y2) o -
s+l

_ arctg(y/x) _

_ {x-1) (x2+y2)(r+5)/2 s ’ (cos e)(r 2)(sen a)(s+2) ds ,
{s+1) o
ou seja,
(oY) = w(x2+y - x(r-l}y(s+1) . (r_1)_u(_x(r~2)y(s+2))
s+1 {s+1)

(A.4.28)
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onde u(—xrys) & a solucdo (A.4.16) da eguacgadao (A.4.1), enguanto

(r~2)y

que u(-x (S+25 & a solugdo da equacgio

~y— + X
ax 0y

.

Ju u _ mx(r—Z)y(s+2)

Devemos ainda considerar a equacdo

_yRY 30 (2,02 (xs) /2 (A.4.29)

aX 3y
onde r e s sdoc ambos inteiros positivos pares ou nulos, ou seja,
[(r+s) /2] & um inteiro positivo ou nulo. Neste caso, pelo teorema

binomial, a equagao (A.4.29) pode ser escrita

53 (EES) 4 o
~y8 28— 2 x(r+5“23)y23
9% Ay j=0 - (532 -3) 151
cuja solugao e
. (5—%&) (EXsy _
U('(X2+Y2 (r+s)/2) _ w(x2+y2) + 5 . 2 u(_xrf5w23y23)
- | j=0 (= -3) 3¢
(A.4.30)

por causa da aditividade. das solugdes
r. s t. v, _ r. s t v
ufax'y” + bx vy ) = a.u(x"y’) + b.u(xy’) »
onde a e b sido constantes, propriedade esta facilmente provada a

partir da equagdo (A.4.16). Substituindo as solucces

u(—x(r+5"23}y23) pelas suas correspondentes expressOes algébricas,
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cuja forma € dada pela equagdao (A.4.16) e usando novamente o teo-

rema binomial, obtemos

(55%) arctg(y/x)

u[_(}{2_‘_1’2)(3.“4*:3)/.'»Z]= w(x2+y2¥4x2+y2) / (cos 6+sen28}{r+s)/2d8=
(Xis
= w(x2+y2) - {x2+y2) 2 arctg(%)o (A.4.31)

As equacdes (A.4.28) e (A.4.30) mostram que u(-xTy~) & uma soma de

2)(r+s)/2

um termo proporcional a u{—(x2+y ] com um polindmioc em x e

(r+s}/2

y. Como a equagao {A.4.31) fornece a solucdo u{-(x2+y2) ], a

‘partir das equacbes (A.4.28), (A.4.30) e (A.4.31) pode-se obter

uma expressio para u(wxrys), sendo r e s ambos inteiros positivos
pares ou nulos. Por causa da equacao (A.4.31), tal expressdo, con-
forme antecipado, contém a fungdo arctg(y/x), esta Ultima funcao,
ndo sendo Gtil para o estudo do oscilador anarmdnico efetuado no

capitulo 2.
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APENDICE 5

Fungdo Hipergeométrica

A equacgao diferencial linear de segunda ordem hipergeo-

(52)

métrica, ou de Gauss pode ser escrita

x(1-x)y" (x)+{c~{a+b+1)xly"' (x)~aby(x) = 0

e apresenta a solucao, para a, b e ¢ inteiros,

o (a), (b) t
f(a,blc|x) = L —E & X (A.5.1)
t=0 (c)t ti
onde usamos os simbolos de Pochhammer
(a}t = a(a+l) (a+2)...(a+t-1), £t = 1,2,... € {(A.5.2.1)
{a)o s 1 (A.5.2.2)

A funcdo f(a,b|c|x) & chamada funcgdo ou série hipergeométrica, ou
de Gauss. As solugbes da equagdo diferencial linear de segunda ors
dem de Gegenbauer e dos seus casos especials, como as equagSes de
Chebyshev e de Legendre, sdo formas particulares da fungdo hiper= .
geométrica.

As equac¢des (A.5.1) e (A.5.2) indicam que, para t=0, te-

mos

f(a,blcix) = 1 .
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Usando as equagdes (A.5.2), a equacao (A.5.1) pode ser escrita

fla,b|c|x) = 1+ ab . 4 ab(a+1Hb+1L§i +
o] c(c+l) 21
3
+ ab{a+l) (b+1) (a+2) (b+2)  x~ Foaun (a.5.3)
c(c+l) (c+2) 3t ,

onde vemos que, para a=0, b=0 ou ambos nulos, a funcao hipergeomé-

trica & igual a unidade, ou seja

f(a,b|c|x) = 1, a=0 ou b=0 ou a,b=0 . (A.5.4)

Se a for positivo, a equagdo (A.5.2.1) pode ser escrita

(), = {avt=1)! o~ q9,2,... . (A.5.5)

{a-1)1!

Por outro lado, se a for negativo temos, de acordoc com a equagao

(A.5.2.1),
(-lal), = (=]a]) (=la]+1) ... (-|a]+t-1) =
t -0 (al)
= (=1} (|ap) (|a]|=1)... (|a]|-t+l) = , (A.5.6)
(lal-t)!
para t = 1,2,... . A equacao (A.5.3) mostra que se a, ou b, ou am-

bos forem negativos, a série hipergeométrica serid truncada e, nes-
tes casos, a solugdo da equagdo diferencial linear de segunda or-

dem de Gauss sera um polinOmio ao invés de uma série infinita. Nes-

te caso,

(a3
\
I

|a] se a<0 , t .. = |b| se b<0,
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e, se a e b forem ambos negativos, t serd o menor entre |a| e

max
|bf.

Para o caso de série infinita (a e b ponsitivos), a equa-
gdo (A.5.3) indica que a série diverge sempre que ¢ for nulo ou
negativo. Para ¢ positivo, a série converge sempre que |[x|<l.

Para c>{at+b-1), ocorre convergéncia também no ponto x=-1 e, para

c>a+b, hd convergéncia sempre que |x]|sl.
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APENDICE 6

Representacio Matricial de Mondmios {F'(F)®} na base

das autofuncdes do oscilador harmonico

As equagdes (2.5.4) e (2.5.7) indicam que, se V e ¥
om on
forem autofungdes normalizadas do operador hamiltoniano de um osci-

lador harmdnico,

< |PFT+LIV_> = (n-1)8_ = <b|FTE-1[V_> | (3.6.1)
om on m,n om on *

A primeira iqualdade em (A.6.1) mostra que

<y JFF [y > = 2n6_ myn = 0,1,2,..., (A.6.2.1)

4
'n

enquanto que a segunda igualdade produz

< o |FTFIY, > = (2n+2)6_ , mn=0,1,2,... . (A.6.2.2)

r

As equagoes (A.6.2) podem ser respectivamente escritas(53}

<Ffy  |FTY > = 28 e (A.6.3.1)

4

<Fwom|F¢0n> = (2n+2)6m n° {(A.6.3.2)

L4

Para m=n, estas ultimas equacdes fornecem respectivamente os gqua=-

drados dos modulos das funcoes F+won e FY . Note-se que, para

an

- + - C s
n=0, o modulo de F won e nulo, © que indica que o operador corres-—
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pondente a pt aniquila Isto pode ser escrito

QOO’

Fr v > =o0. (A.6.4)

As equagoOes (A.6.2) podem também ser respectivamente grafadas

i

FE |y > = 20|y >, 0=0,1,2,... e (A.6.5)

il

F'Rlp > = (2n+2) [y, > , n=0,1,2,... . (A.6.6)

Antemultiplicando a equagao (A.6.5) por F+, temos

+ ot
>
F'FF |0,

+
2n F'lY_ > , ou

+ -+
>
F FIF Yon

+
ZnJF won> .

- ~ + ~
Portanto, ]F+won> €& autofungao do operador (FF )o . Pela equagao

P
+

(A.6.6) vemos que |F Yo >¢ Para n=1,2,..., tem o mesmo autovalor

de Iwo(nw1)> . Por isto, considerando a, uma constante. que pode de-—

pender da autofuncido considerada, temos

"

+
|F won> = P ¢On> = anlwo(n—1)> , n=1,2,3,..., ou

+
F Mo(n+1)> - a(n+l)|won> s D=0,1,2,... (A.6.7)
Antemultiplicando a equagdo (A.6.6.) por F, temos

FETF|y > = (2n+2)F|y > , ou
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FE' [Py, > = (2n+2) |FY_ > .

Portanto, |Fwon> & autofungdo do operador (FF+)OP. Pela equagdo
(A.6.5) vemos que [F¢0n>, para n=0,1,2,..., tem o mesmo autovalor

> 4 - —-—
de !wo(n+1) . Por 1sto, se bn e uma constante que depende da autq
func¢ado considerada, temos

lF]I}on> - Flw0n> = bnl'(p P nm0,1,2,... « (A-6v8)

>
o(n+l)
Antemultiplicando a equacao (A.6.8) por F' e usando (A.6.7), obte=
mos
| ¥

FTP[y_ > = b F'|¥ n=0,1,2,... .

> >
o (n+1) a(n+1)bn on '

Comparando esta Ultima expressdo com a equacdo {(A.6.6), temos
a(n.;.}_)bn = 2n+2r ‘nzollrzrnao ° (A.G.g)

Antemultiplicando a equagdao {(A.6.7) por F e usando (A.6.8), obte~-

mos

+ " . _
FF |wo(n-!—l)> - a(n+1)F[“Don> - a(n+1)bn'wo(n+l)>”

n=0,1,2’ooag

que comparado & equacdo (A.6.5) fornece novamente a equagio

(A.6.9). A equacdo (A.6.9) junto com a aplicacl3o das equacdes

(A.6.7) e (A.6.8) as equacBes (A. 6.3), indicam que
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- 1/2 - /2 -
a(n+1) - (20+2) e b, = (2n+2)7'%, n=0,1,2,...,

a menos de um fator de fase. Temos entao, substituindo a(n+l) e
bn nas equacdes {A.6.7) e (A.6.8),
+
F It])o(n+1)> = (2n+2)1/2|w0n> ’ n:0,1,2,... e (A-G.}.O)
Fl¢0n> = (2ﬂ+2)3—/2!w0(n+1)‘> , N=0,1,2,..., (A.6.11)

a menos de um fator de fase(54)°

Os operadores F e F¥ sfo extremamente iiteis pois, atra-
vés deles, sabida uma ﬁﬁica autofuncao do oscilador harmonico, to=.
das as outras podem ser calculadas. Podemos obter facilmente uma
formula geral para a aplicag3o consecutiva destes operadores. A

partir da equagdo (A.6.10) temos

+ _L,1/2 1/2
F Iwo{n+1)> =2 (n+1) II!)on> 7

+, 2 I P _.1/2 1/2. .+ ~
(F ) |w0(n+2)> b F (F [wo(n+2)>) - 2 (n+2) F |¢0(n+1)> -
22y 2 (e V2 (meny 2}y 5,
on
EV Sy ey > = (VA2 ARG L2150 ne=0,1,2,. ... (A.6.12)

nt

De modo analogo, a partir da equagio (A.6.11) temos

/2 llziw

Flwon> =2 n+l) o(n+1)> ¢

(F)2!¢0n> = F(Flwon'>)= 21/2(n+1)1/2FWo(n+1)> B
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1/2(n+2)l/2

(21/2)r [(n+r)!]1/2lw

(F)rlwon> O(n+r)> ’.n,rEO,lyzrto- -(A06-13)

nt
Prémultiplicando a equacdo (A.6.12) por (F)* e usando a equacio
(A.6.13), obtemos
1/2

']wo(n+r)>'
{r.6.14.1)

. f(n+tr) !l (n+s)!]
r,.+.s _ r+s) /2
(F)"(F") wo(n-i—s)> = 2" nt

onde n,s,r=0,1,2,... . Na faixa de validade dos indices da equacgao
(A.6.14.1), & impossivel aplicar F' a |woo>. Por isto a equacgédo
(A.6.4) nd3o é abrangida pela eqguagdo (A.6.14.1). Entretanto, se
definirmos
r +. 8 _

(F) (F 7, (neg)> = 00 (A.6.14.2)
para n=-g,-s+l,... -1 e r,s.=0,1,2,..., a equagao (A.6.14.2) com-
plementara (A.6.14.1) e refletira (A.6.4).

A fim de obter uma expressdc para o mondmio {{F)r(F+)S},
da algebra comutativa, vamos considerar inicialmente a eguagao

(8.2.9), que nos informa que

explo(ap+ibg) +B{ap-ibqg) ]

= exp (KabaB) .exp{o(ap+ibq)].exp[B(ap~ibq) ]+ {(A.6.15)

(55}

Sabemos que exp(iz) & uma fungdo analitica {obedece as condi-
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gOes de Cauchy-Riemann em todo o plano complexo). Considerando
zy = ap + ibg e z, = ap-ibp,

temos entao

oF 88 {(ap+ibq)r(ap“ibQ)s}

: 5=0 risl

expla(ap+ibg) +B(ap~ibg) ] ﬂ‘?
x

I

obtida substituindo-se p por z, € q por 22 na equacgao {A.l1.5).

Considerando que

. [+ . i
expla(ap+ibg}] = & laptibg)
u=0 ul
. ' . v
exp[plap-ibqg)] = I Y {ap-ibg) e
. v=0 vl
P t
exp (Fabag) = & (abOtB)t E— ’
t=0 t!

a equacdo (A.6.15) pode ser reescrita

o . r . s

5 TS {{ap+ibqg) * (ap-ibqg) "}

r,s=0 ris!
o t

_ 5 o (utt) g(v+t) (Hab) (ap+ibq)  (ap-ibq) ¥ .
“u,t,v=0 tlulv!

Comparando os termos de mesmas poténcias de o e 8 nos dois membros
da equacgao anterior, concluimos que r=u+t e s=v+t, ou seja, dados

r e s, apenas um entre t,u e v & independente. Considerando t a va-
riavel independente, t varia entre zero e £, onde £ & o menor en=:
tre r e 8, ja que r,s,t,u e v sio inteiros positivos ou nulos.

Igualando os coeficientes dos termos com iguais poténcias de o e B
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nos dois somatdrios, temos

{ (ap+ibq) ¥ (ap-ibq) 5} =

(fab) ©
=0 t!(r-t)!(s~t)!

2 - -
- ris! ¥ - (ap+iba) (T7F) (ap-ibg) (578 |

t
Considerando F = ap+ibg e F+ = ap-ibg e usando as definicdes de F
e F' dadas pelas equacoes (2.5.5) e (2.5.6) para calcular a e b,
obtém-se (hab)=1. A equacdo anterior pode, entdo, ser escrita
% 1

7 .oy TRy (sm8) a6 1)
t=0 £l (r-t)!(s-t)1}

Aplicando o mondmio comutativo {FF (FT)S} & funcio

|9

o{n+s}> obtemos, de acordo com a equacao (A.6.16),

r _+.8 _
LETED®Y |uy (eg) > =

£
= rig! ¢ 1 (F)(rmt)(F+)(s—t)|¢
t

>, {A.6.17)
=0 t!(r-t}!l(s-t)! o(n+s)

Efetuando as substituigdes n=n'-t, s=s' e r=r' e usando em seguida

a equacgaoc (A.6.14.1), temos

o (rtet) o (s7-E) _
(F) (F) lljjo[n‘+(s'--~‘l:)]> -

_ o (r'+s'=2£)/2 [(n'+r'~t)1(n'+s'~t) 1]}/ 2

n'l °lw0[n'+{r'"t)]> ’

Retornando o segundo membro desta equag¢do para as varidveis n,s e

r e substituindo o resultado obtido na equacdo (A.6.17), temos



115

r, .t 8 -
{EYFED) " H Y gy > =

g (r+s-2t) /2 [ (n+r) ! (n+s) 112

=z tl{r-t)!(s-t)! (n+t) !

/2
| (A.6.18)

£
= rligt E wo(n+r)> .

A condigdo n'=0,1,2,..., de validade da equacao (A.6.14.1), ao re-
tornar-se as variaveis n,s e r passa a ser escrita n=-t, -t+1, ~t+2,
... . Esta &, portanto, a condigdo de validade da equacdo (A.6.18).
Por outro lado, a condigaon'=-s™“t, =-s'+t+1l,..., -1, de validade

da equagdo (A.6.14.2), passa a ser grafada n=-s, -s+l,..., —-t-1.

Na verdade, na equacao (A.6.18) n é um inteiro fixo, enquanto que
t & um inteiro gue varia entre limites. Deve-se entao, para cada
valor fixo para n, verificar quais os valores de t que satisfazem
a citada condicio de validade da equacao (A.6.18). Nota-se entdo
gque a equacdo (A.6.18) s6 é valida guando t2-n e, guando t<~n, va=-
le a equagdo (A.6.14.2), o que anula o correspondente termo do so-
matorio em (A.6.18). Porléausa disto consideramos, na eqguagao
{A.6.18), tminzz' onde Z=0‘se nz0) e Z=-n se n<0. Nota-se também
que, se n for tal que o valor midximo de t seja inferior a (~n}, ou
seja, L<(-n), nenhum termo do somatdrio caira dentro.’'do limite da
validade da equagao (A.6.18), sendo portanto nulo o valor do pri~
meiro membro desta equacac. Em outras palavras, dados r e s defi~
ne-se { como © menor entre eles e, para que a equagao (A.6.18) se-

ja valida, obrigatoriamente nz(-f). Retirando os coeficientes mul-

tiplicativos do somatdrio em (A.6.18), podemos escrever

% : L=z
¢ 1 _ 1 ’

t=z 2%t (r-t) 1 (s=t) L (ntt) ! £'=0 2 TFhroproz)i(s—t'-z)ntt  +2)2E +2)

1

onde t=t'+z. Se nz0, logo z=0 e este somatdOrio pode ainda ser gra-
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fado

2‘ 1 | 1
1 z ris.n. e 1 f(_r,“Sin"l‘l!%) ,

mm————— [}
rlsinl £'=0 2° (r-t')i(s-t'){n+t')1t'! risinl

onde usou-se a definicdo de func¢do hipergeométrica vista no Apén-
dice 5. Se n<0, logo z=-n, a condi¢ao nz-{ permite escrever este

mesmo somatdrio sob a forma

2° | ‘§*n (r+n) ! {s+n) ! (-n) !

(=n) ! (r+n) t{s+n) ! t'=0 2% (r=t'4n) 1 (s=t'+n) ! (t'-n)lt"}

n
= 2 f(—r—n,—s—n|—n+1]%) ,
{-n) ! {xr+n) ! (s+n) !

onde novamente usou-se a fungdo hipergeométrica. Substituindo es-

tas expressdes na equacdo (A.6.18) temos, para n=0,1,2,...,‘6r

¥oah 8 '
{E T FED W (neg)> =

2(r+s)/2 172
= [ (n+r) ! (n+s) 1] E(-r,=s[n+1|1/20yg n1py> ¢ (A.6.19.1)

para n=-4%, =-4+1,..., -1,

Y, .+, S -
{EEDTY ¥ (nre) > =

(r+s+2n)/2
- 2 risi 77 £ (-r-n,-s-n|-n+1|1/2) ¥
{(-n) [ {r+n} ! {s+n)!]

o(n+r)
(3.6.19.2)

e, para n<-}

r,.+. s _
UEYT(FEDTY W (nes)” = 00 (A.6.19.3)
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esta Ultima equacdo obtida a partir das equagdes (A.6.17) e

+, 8

(A.6.14.2). A matriz que representa o operador {(F)r(F )7}, na ba-

~ . ~l . - - .
se das autofungOes do oscilador harmonico, € entac descrita pelas

equagoes:

a) para n=0,1,2,...

<wom|{(F)K(FT)S}(wo(n+s)> -

2(r+s)/2 1/2
= &——— [(n+r) ! (n+s) !] f(—r,-s!n+1|l/2)5m'n+r; (A.6.20,1)
n!
b) para n=-2, —£+1,n..,;l
<]‘bomi{(F)I(F‘{’)S}!wo(n+s)> -
{(r+s+2n)/2
- 2 rls! 775 £l-r-n,=s-n|-n+l|1/2)6_ . ; (A.6.20.2)
{(-n) ! [{r+n)} ! (s+n) 1] '
¢) para n<-—2
Do LEVTEN Sy s =0, (A.6.20.3)

onde ¥ & o menor entre r e s. E conveniente lembrar que, como as
equacoes (A.6.10) e (A.6.11) sdo definidas a menos de um fator de
fase, o mesmo ocorre com as equagoes (A.6.20), definidas a menos

de um fator explib (r~s)].
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APENDICE 7

Representacdo matricial de mondmios {prqS } na base

das autofuncdbes do oscilador harmonico

Supondo
z = ap+ibqg e z* = ap-ibqg ,
temos que
p = t(z%+z) e q=-(z%-z), | (A.7.1)

2a 2b

Substituindo as definigdes (A.7.1) na equacgdo (A.5.9), temos

exp (ap+Bg) = exp[% (g - éﬁ)z + %_(E + ig)z*] =
a b a b
1,0 iB,.r 1 iB, s
® [5(= = 3=) 17 [5d7 + 5} ]
=z 2a b~ 2 b (2)%(z%) %) . (A.7.2)
r,s=0 rlst!
. ., (586)
Usando o teorema binomial . podemos escrever
. T . . .
do@- i ro 1y x4 iBT
a : 27 4=0 31{(r-j)! a b
s .
3 E+Es =Ly sl sk dhk
a b 27 k=0 kl{s-k)! a

e, substituindo estas séries na eguacgaoc (A.7.2), obtemos

exp(ap+Bg) =
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= I (2)*@%1 ) 5 )k,
r,s=0 258} o0 k=0

[(r+s) = (j+k) ] (§+k)
. (a) (6) (A.7.3)

Skt (2=3) 1 (s=k) t () [(E¥8) =GR (4 (34K)

Chamando o expoente de o, u=[{r+s)-(j+k})] e o expoente de B,
v=(3j+k), temos que (u+v)=(r+s). Considerando u e v conhecidos, ar-
bitrariamente escolhemos para variaveis independentes s e k. As
equacdes anteriores indicam entdo que (u+v) 2s20 e szkz0, porque

no somatdrio k varia entre zero e s. Como rzjz0, porque no soma-

tério j varia entre zero e r, escrevendo r e j em termos dos para-

metros conhecidos u e v e das variaveis independentes s e k, temos
0gv-kgutv~s, ou vzkzas-u.

Comparando as duas faixas de variacdao de k, que devem ser simulta-
neamente satisfeitas, obtemos kméxﬂg’ sendo g=s Se S5V € g=V se
vgs, enquanto que kminﬂh' onde h=0 se sfu e h=s-u se uss. Em ter-

mos das grandezas u,v,s e k, a equacgao (A.7.3) pode ser escrita

exp (ap+Bg) =
_: ag” fwrv) g ok () UVTS) (2)%) al7.9)
w,v=0 2 ) ()8 i)Y s=0  k=h (v-k)!(u+k-s) ! (s-k) Ik!

Igualando os termos de iguais poténcias emo e em B nas equacdes

(A;l.S) e (A.7.4), obtemos

{p'q" }=
(u+v) _ g _ K
_ (u+3;vl - - 3 {(z}(u+v s){z*)s} {(~1)
2 (a) (ib) " s=0 k=h k!{ut+k-s)! (v-k)!(s-k)
(A.7.5)
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Supondo v ndo nulo o somatdrio em s na equagao (A.7.5)
pode ser separado em duas partes, uma com 0Ss%u e outra com
u+lSssu+v. Lembrando a definigdo de h, a equagaoc (A.7.5) pode ser

escrita

{puqv} - utv! .
2 (0+V) (i)Y

u (utv-s) s, 9 (-1 %
T {{z) (z*)~}. ¢ +
5=0 k=0 k! (u+k-s) ! (v-k) ! (s~k) 1

u+tv _ g -1k
FI (z) V78 (208} | 3 (-1) ] .

s=u+l k=s5-u k! {(ut+k-s)!i{v-k)!(s-k}!

No segunde somatdorio, substituimos a varidvel k, que varia entre
(s~u) e g, pela variavel k', que varia entre zero e (g-s+u), k' =

=k-gs+u. Como g & o menor entre s e v, {g-s+u) & o menor entre u

e (v-s+u) = r. Temos entdo
{pqu} - 1 N [
209 (2) % (ip) ¥

% {{z)(u+v-s)(z*)s} ul . g v!S!(u-s)s(_l)k .
s=0 sl {u~s)! k=0 (v+k)!{(s~k}! (u-s+k) !k!
+ g+v {(Z)(u+vﬂs)(z*}s} (-1)(S"u)v! )

s=u+l (v+u-s) ! (s-u}!
S lemSt) (vrues) tut (smu) =D |

k=0 (vtu~s-~k'} ! {u-k') ! (s~u+k') lk'"!

Usando a definigd3o de funglo hipergeométrica (Apéndice 5), temos

{plq" }= 1 . [
2(u+v)(a)u(ib)v
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S 2y VTS Sy 8l L r(y,oglumsHl]-1) +

s=0 s!(u-s)!
{u+v) _ _1y {s-u}

+ 5 {(z)(u+v S)(z*)s} vi{-1) f(-(utv=-s),-u|s-u+l|-1)].
s=u+l ‘ (s=u}![v-({s-u)]!

(A.7.6)

Considerando F=z e F+:z*, as equacbes (2.5.5), (2.5.6) e (A.7.1)
indicam que

a= (w2 e b= mwl/?.

Substituindo estes valores de a e b na equagac {A.7.6) obtemos,

para a representac¢ao matricial de'{puqv} (6) P

(_i}vk(u+v)/2(mw)(u—v)/2

Yoonl PG Hb > = N

{2)(u+v)
u ‘ -
D =B gy, s fumstl]-1) <o | {E) BTSN () Sy s s
s=0 s!{u-s8}!
u+v V!(“"“'l) (S—u)
+ = : .£(- (utv-s),~uls-u+l|-1).

s=u+l {s-u)!lfv-(s~u)i!

<t el () VTS ey Sy sy (A.7.7)

on"
Considerando n' um valor fixo conhecido {constante positiva ou nu-
la), fazemos n'=n+s, onde n &€ uma variavel dependente, ou seija,
para cada valor de s nos somatdrios n tomara um valor inteiro po-
sitivo, negativo ou nulo, sendo (-s) o seu valor minimo. Conside-
rando também m=n" e r=u+v-s, o uso das equacOes (A.6.20) em
(A.7.7) permite o cAlculo da representacdao matricial de monomios

comutativos {pYq'} , na base das autofuncdes do oscilador harméni-
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co. Como as equag¢les (A.6.20) sdo definidas a menos de um fator de
fase, o fator de fase (-i) ", da equacdo (A.7.7), deve ser despre-
zado. Deve~-se ressaltar gue, quando v=0, apenas o primeiro termo

do segundo.membro da equacao (A.7.7) deve ser considerado.



