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RESUMO

Estudo de estados estaveis e nao estaveis através da termodinamica dos

processos homogéneos em meios continuos

O presente trabalho tem trés metas principais: (1) usar as transformagdes de
Levin para estimar coeficientes viriais e avaliar a qualidade das estimativas; (2) inserir
adaptacgdes, coerentes com as transformagdes de Levin, na equacgao original de van
der Waals, de modo a aprimorar sua capacidade de se aproximar de dados
experimentais para estados estaveis; (3) extrapolar a equacdo adaptada, para
possibilitar o estudo de estados ndo estaveis. Os resultados indicam que as
transformacbes de Levin podem ser usadas como uma forma aproximada de
representar a série virial, porque os coeficientes viriais de alta ordem, por elas
estimados, estdo em boa concordancia com os valores obtidos na literatura. A
utilizacdo das representacbes de Levin para a adaptacdo do termo repulsivo da
equacgao de van der Waals, juntamente com uma alteragdo proposta para o termo
atrativo, produz isotermas subcriticas e supercriticas em boa concordancia com os
dados experimentais e proporciona aprimoramento da previsao do comportamento do
sistema. As novas equagdes podem ser aplicadas tanto em densidades referentes a
regiao de fase gasosa, como de fase liquida. Devido as boas previsées de resultados
produzidas pelas equacdes desenvolvidas neste trabalho, sao obtidas curvas spinodais
com um nivel de exatiddo muito superior aquele encontrado na literatura. Portanto, o
presente trabalho descreve equacdes aprimoradas que representam estados estaveis

tdo bem que podem ser extrapoladas para estados nao estaveis.
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ABSTRACT

Study of stable and unstable states using the thermodynamics of homogeneous

processes in continuous media

This work aims at three main goals: (1) to use Levin’s sequence transformations
for estimating virial coefficients, and to assess the quality of the estimates; (2) to insert
in the van der Waals equation some modifications consistent with the Levin’s sequence
transformations, enhancing its ability to approximate experimental data for stable
states; (3) to extrapolate the modified equation for studying unstable states. The results
indicate that the Levin’s sequence transformations can be used as an approximate way
to represent the virial series, because the high order estimated virial coefficients are in
good agreement with values reported in literature. The use of the Levin’s sequence
transformations for modifying the repulsive term of van der Waals equation, together
with a proposed attractive term improvement, yields subcritical and supercritical
isotherms in good agreement with experimental data and provides better predictions of
the behavior of the system. The new equations can be applied both at densities
corresponding to gaseous and liquid phases. According to the good predictions of
experimental results produced by the equations developed in this work, spinodal curves
which are much more accurate than those found in literature are obtained. Therefore,
this work describes improved equations that represent stable states well enough to

accept extrapolation to unstable states.
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CAPITULO 1

Titulo:

Consideragbes gerais.



1. INTRODUGAO

A termodinamica dos processos homogéneos em meios continuos (TPHMC) faz
parte de uma termodindmica bem mais abrangente, conhecida como termodinédmica
dos meios continuos, a qual surgiu em 1960 [1]. Para processos homogéneos as
equacoes sofrem forte simplificacdo e passam a serem equagoes semelhantes aquelas
provenientes da termodindmica classica. No entanto, as interpretacdes de equacgdes
formalmente iguais, nestas duas teorias, diferem significativamente uma da outra [2].
Talvez, a diferenga mais notavel seja a temporalidade, presente na TPHMC e ausente

na termodindmica classica.

Para o estudo de estados metaestaveis e instaveis, os quais estdo fora do
equilibrio termodinamico, o uso ingénuo da termodindmica classica pode levar a
interpretacdes totalmente equivocadas. Todavia, esses estados podem ser
homogéneos, mesmo nao estando em equilibrio. Portanto, pode-se usar a TPHMC
para o estudo e a descricdo desses estados. Surge, porém, um grande problema, que
se deve a falta de reprodutibilidade de dados experimentais com os quais possam ser
comparados os resultados tedricos. Aliado a isso, também é inevitavel que muitos
desses resultados teéricos sejam extrapolagdes experimentalmente inatingiveis, devido

a razdes cinéticas [3-5].

A fronteira termodindmica entre os estados acessiveis pela matéria e os nao
acessiveis é dada pela curva spinodal [6]. Ela se refere aos pontos onde é nula a
derivada parcial da pressdao com relacdo ao volume de um sistema que mantém
constante seja a temperatura (ou a entropia) como as quantidades de matéria de todas
as espécies quimicas presentes. De um lado da curva tem-se a regido
termodinamicamente permitida, onde a citada derivada é negativa. Tal regido inclui
tanto os estados de equilibrio termodinamico, que sdo estaveis, quanto os estados de
nao equilibrio. Do outro lado da curva a derivada € positiva. Deste lado e na curva

temos estados termodinamicamente proibidos [7].

Toda a regiao termodinamicamente permitida é de fundamental importancia no
estudo de diagramas de fases porque, de acordo com a TPHMC, tais diagramas

devem incluir todos os estados homogéneos em que a matéria pode ser encontrada,



ndo apenas os estados de equilibrio. E interessante ressaltar que, além de liquidos
metaestaveis existirem em pressoées inferiores as correspondentes pressdes de vapor
(chamados liquidos superaquecidos), eles também existem em pressdes negativas,
i.e., depois de retirada toda a pressao exercida sobre o liquido e, além disto, aplicada
uma tracao, ou tensao, que tenda a separar as moléculas do liquido (e, mesmo assim,
o estado de agregagao do material continue liquido). Por isto, de acordo com a TPHMC
€ impossivel tracar um diagrama completo ignorando a existéncia dos liquidos em

pressdes negativas.

Portanto, é necessaria a obtencdo de equacdes de estado que representem
bem os estados liquido e gasoso, mesmo quando extrapoladas para regides
correspondentes a estados fora do equilibrio termodindmico. Mas, para a descricédo
desses Uultimos estados, € fundamental a determinacdo de valores de coeficientes
viriais de alta ordem. Tais coeficientes sdo determinados com mais facilidade e
exatiddo na aproximacado em que as particulas sao consideradas esferas rigidas. Esta
aproximacgao foi utilizada por Speedy [4] para a construgdo de diagrama de fases e
curva spinodal em coordenadas reduzidas (logo diagrama e curva independentes da
substancia considerada), permitindo também a descricao de isdbaras e isotermas mais

préximas das reais do que as correspondentes a equacgao de van der Waals original.

2. OBJETIVOS

v Usar as transformacdes de Levin para estimar coeficientes viriais e avaliar a

qualidade destas estimativas.

v Inserir adaptacgdes, coerentes com as transformagbes de Levin, na equagéo
original de van der Waals, de modo a aprimorar sua capacidade de se aproximar
dos dados experimentais para os estados estaveis do argbnio. Este
aprimoramento deve ocorrer desde as baixas densidades caracteristicas dos
sistemas gasosos até as altas densidades, caracteristicas dos liquidos em

elevada pressdo. Além disso, determinar uma curva spinodal mais precisa do



que a proposta por Speedy [4], para o argbnio e fornecer subsidios para futuros

estudos de estados nao estaveis.

3. JUSTIFICATIVA DO ESTUDO

Embora as transformacgdes de Levin nunca tenham sido usadas para estimar
valores de coeficientes viriais para esferas rigidas, a importancia desta aplicagao pode
ser justificada. De fato, sabe-se que o conhecimento dos valores de apenas os dez
primeiros coeficientes viriais ndo é suficiente para determinar o raio de convergéncia
da série por eles formada (n&o da série virial, que depende da densidade do meio).
Alias, nao é suficiente nem sequer para verificar se ha um comportamento assintético
continuo desta série (se a série converge). Por outro lado, existem estimativas de
coeficientes de ordem superior a décima, obtidas por diversos métodos. Logo, é
interessante averiguar se tais estimativas sdo confirmadas, ou ndo, por meio dos
aceleradores de convergéncia de Levin. Esta confirmagao é também importante para o
estudo da termodinamica do estado vitreo, ou mesmo do estado liquido em densidades
superiores a do ponto triplo, onde é necessario conhecer, com boa precisio,

coeficientes de ordem elevada.

4. DIVISAO DO TRABALHO

Para uma elucidacdo mais abrangente das metodologias e dos resultados

obtidos nesse trabalho, resolveu-se dividi-lo em dois capitulos:

Capitulo 2 - Aborda a obtencao de coeficientes viriais para esferas rigidas em trés

dimensdes, a partir das transformacgdes de Levin.

Capitulo 3 - Descreve as adaptagdes realizadas na equacgao original de van der Waals
e seu uso em conjunto com as transformagdes de Levin, para a descricao de estados

estaveis e ndo estaveis do argénio.



CAPITULO 2

Titulo:

Estimativas de coeficientes viriais para esferas rigidas em trés
dimensées (3D) usando as transformacgées de Levin.



1. TEORIA

1.1 SERIE VIRIAL

1.1.1 Desenvolvimento do fator de compressibilidade

A série virial para o desenvolvimento do fator de compressibilidade Z (para gas

perfeito Z = 1 e para gas real esse valor corresponde a um real),

Z =—==—=D, ¢

em temperatura T fixa, € proporcional ao produto do volume molar V/n pelo
desenvolvimento da pressdo p em série de poténcias de n/V e, também, é
proporcional ao produto de p pelo desenvolvimento de V /n em série de poténcias de p.
O fator de proporcionalidade é a constante 1/RT, sendo R = N,kz € N=nN, (R é a
constante dos gases perfeitos, kz a constante de Boltzmann, N, a constante de

Avogadro, n a quantidade de substancia e N o numero de particulas).

Em teorias que consideram as caracteristicas das particulas que formam o
material, € mais conveniente efetuar o desenvolvimento da pressdo p em série de

poténcias da densidade numérica de particulas, p = N/V, logo

L vV, 1
NiegTn? " kgTN' — kgr? P

(2)

ou em série de poténcias de alguma grandeza proporcional a p, como por exemplo a
eficiéncia absoluta de empacotamento, n, também conhecida como fator de
empacotamento, que € a raz&o entre o volume ocupado pelas particulas, V, e o volume
total do material, V. Supondo que as particulas sejam esferas rigidas com diametro o,

ter-se-a
V, = N(na®/6), 3)

onde (ma3/6) corresponde ao volume de uma esfera. Nesse caso,

=p— - C)



Para o fator de empacotamento maximo, a célula unitaria € um cubo de face
centrada que contém porcoes das particulas esféricas, porcoes estas que somam
volume igual ao de quatro esferas rigidas com didmetro . Como esferas tangenciam-
se nas diagonais das faces do cubo, o comprimento destas diagonais é igual a 2.
Logo, se a for a aresta do cubo, ter-se-a V2a = 20, portanto o volume da célula unitaria
serd a3 =23/2¢3, enquanto que o volume de esferas contido pela célula sera
4(ma3/6).

Como o fator de empacotamento do cristal € o da sua célula, porque o cristal &
uma repeticao de células idénticas, dado um numero de particulas, N, para o fator de

empacotamento maximo o volume total do material sera V, e o fator sera

~ 0,74 . (5)

Com isso, a razao entre o volume de empacotamento maximo e o verdadeiro volume

total do material que contém N esferas rigidas sera dado por

Vo VW% 7 mo® 6 No® No®/V2
AT Ve v

= — = —_— 6
o " 6 mv2 V2 4 ®)

Isso indica que V, = No3/v2 e que V,/V =1n/n, = ,, € uma eficiéncia relativa a de
empacotamento maximo, n, = 0,74, proporcional a p. Portanto, a pressdo pode ser

desenvolvida em série de poténcias de 7,;.

Considere, agora, que a forma genérica da série virial para o desenvolvimento

do coeficiente de compressibilidade é
Z =1+ Byx + B3x? + Byx3 + -, (7

onde x é proporcional a p. Nenhum dos termos do segundo membro desta equagao
pode ser alterado quando, por exemplo, muda-se de x = p parax =n ou x =V,/V, ou
seja, os coeficientes B,, B;, B,,... devem modificar-se de modo a que os termos

B,x, B,x?, B,x3, .. permanecam respectivamente iguais.
2 3 4

Quando x = p, ter-se-a B, = 4(mo3/6), logo B, sera o quadruplo do volume de

uma esfera. Considerando &, o quadruplo do volume de uma esfera e substituindo o



desenvolvimento em série de poténcias de p pelo desenvolvimento em série de
poténcias de 8p = 4(ma3/6)p = 47, evidentemente tem-se B, = 1, ja que o valor de
B,x ndo se pode alterar. Por esta mesma razao, para o desenvolvimento em série de n
tem-se B, = 4. Alias, se os coeficientes do desenvolvimento em série de §p forem
grafados como B,, enquanto que aqueles do desenvolvimento em série de n forem

denotados por &, [8], ter-se-a

b, = 4"71B,. (8)

Portanto, para x = 4(wa3/6)p = 6p = 41, o desenvolvimento dado pela eq.(7) pode ser

escrito
Z=1468p+B3(6p)* + B,(6p)® + - =1+ 4n+ B;(4n)? + B,(4n)® + - =

= 1+477+S3(77)2+(§4(77)3+"' . C)]

1.1.2 Coeficientes viriais

Os coeficientes viriais sdo importantes objetos de estudo da termodinamica
estatistica, porque sdo ferramentas fundamentais para o entendimento do
comportamento dos fluidos em densidades baixas, médias e altas. Eles sao muito
usados, tanto para o teste de teorias de aproximacido a tal comportamento, quanto
para o desenvolvimento de equagbes de estado [9,10]. Para esferas rigidas,
especificamente para fluidos de um Unico componente, estes coeficientes sdo niumeros
que ndo dependem da temperatura, mas dependem da energia potencial molecular
[11]. Neste trabalho, os coeficientes viriais serdo definidos como parametros na
expansao do fator de compressibilidade, Z, em série de poténcias do fator de
empacotamento das particulas, n, conforme definido na eq.(9). Logo, utilizando a

eq.(2), pode-se reescrever a eq.(9) sob a forma
7=PP_ 14 Z BV, (10)
p i=2

onde B; = §; (p.e., B, =4) e o parametro = 1/(kzT) é proporcional ao inverso da

temperatura.



No final do século XIX, van der Waals [12], Boltzmann [13] e van Laar [14]
calcularam analiticamente, para esferas rigidas tridimensionais, os coeficientes B,, B; €
B,. Entretanto, ainda ndo existem expressdes analiticas para os coeficientes
posteriores a B,. Por isso, coeficientes de ordem superior a esta sao calculados
numericamente, por meio de integrais cujos integrandos sédo produtos de funcbes de
Mayer [11]. O coeficiente virial Bg, para esferas rigidas, foi calculado somente em 1953,
por Rosenbluth e Rosenbluth [15] e, posteriormente, por Kratky [16-19]; os coeficientes
B, € B,, por Ree e Hoover (1964 e 1967) [7, 20], Kim e Henderson [21] e Janse van
Rensburg e Torrie [22]; 0 Bg foi calculado por Janse van Rensburg em 1993 [23] e por
Vlasov et al. [24]; o B, por Labik et al. em 2005 [10] e o B,, por Clisby e McCoy em
2006 [25,26].

E muito dificil calcular coeficientes além do B,,, devido ao enorme aumento no

numero de diagramas e integrais de Mayer a serem analisados [27]. Por exemplo,

como 2() diagramas com n pontos de campo devem ser analisados para cada
coeficiente calculado, para n = 10 foram considerados 24> = 3,5 x 10*3 diagramas, o
que é apenas um milésimo do que deveria ser considerado para n = 11 (2°° = 3,6 x
10'°) [9]. Logo, faz bastante sentido tentar estimar os coeficientes além de B,,. Dentre
os varios métodos de extrapolagao para coeficientes viriais, 0 mais utilizado é o dos
aproximantes de Padé, mas na bibliografia também podem ser encontrados a
aproximacgao de entropia maxima, o método do funcional de densidade, o da soma de
séries por exponenciais continuadas, a utilizacdo de resultados de dindmica molecular

e o método dos aproximantes diferenciais, entre outros.

Em 1973, David Levin [28] introduziu novas transformag¢des de sequéncia,
visando acelerar a convergéncia de sequéncias lentamente convergentes, ou mesmo
definir um anti-limite em sequéncias divergentes. As transformagdes de Levin sdo uma
generalizacdo das transformacdes propostas por Shanks em 1955 [29], mas as
primeiras sdo mais adequadas para diversas sequéncias que surgem da resolugéo de
problemas fisicos [30]. De acordo com Smith e Ford [31, 32], que compararam o
desempenho de diversas transformagdes entre sequéncias (tanto transformacodes
lineares como nao-lineares), as transformagdes de Levin sdo provavelmente os mais

poderosos e versateis aceleradores de convergéncia conhecidos. Por causa disto,



espera-se boa qualidade nas estimativas que, por meio destas transformacoes,
possam ser feitas para termos desconhecidos de uma sequéncia qualquer,

subsequentes aos termos conhecidos da mesma [33].

1.2 TRANSFORMA(;OES DE SEQUENCIAS
1.2.1 Conceitos Basicos

O passo basico para construcdo de uma transformacdo de sequéncia é a
suposicado que cada elemento de uma sequéncia convergente ou divergente, {s,};~,

seja, respectivamente, a soma de um limite ou anti-limite, s, com um restante, y,, logo
Sy =S+ xr, reN, (11D

onde N representa o conjunto dos numeros naturais 1, 2, ... Por exemplo, se s, for a

soma parcial de uma série, entao

s, = zr: a; (12)

i=1
e o restante y,, obviamente, devera satisfazer

[ee]

== a. (13)

i=r+1

Quando a sequéncia {s,},~, convergir, o restante y, podera ser negligenciado através
do aumento de r tanto quanto for necessario. Todavia, muitas sequéncias convergem
muito lentamente, ou divergem, tornando o aumento de r e o descarte de y,- inviavel. A
magnitude de y,, € uma medida natural para a convergéncia de uma sequéncia, sendo

de interesse analisar o comportamento da sequéncia restante, {y,},~;, quando r — co.

Suponha que cada transformacdo de sequéncia corresponda a uma

transformacéo 1y que, quando aplicada a sequéncia {s,}, produza uma nova sequéncia,

{sr}, logo

Y s} {sh}. (14)
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Como o algoritmo computacional s6 pode envolver um numero finito de operacoes,
apenas subconjuntos finitos da sequéncia {s,} podem ser associados a uma nova
sequéncia {s’.}, por meio da transformacdo 1. E sempre suposto que esses
subconjuntos finitos consistam de elementos consecutivos, ou seja, sdo considerados

apenas subconjuntos do tipo {s,,, Sp41, -» Snse}, cOM n, £ € N.

Por isto, uma dada transformagédo entre sequéncias, ¥, corresponde a um
conjunto de representagdes ) , com k,ne N. O superindice n € o primeiro e menor
indice no subconjunto {s,,, Sp4+1,-,Snee}, €NQuUanto que o valor do subindice k indica a
complexidade da representagéo [33, 34, 35, 36]. A ordem £ da representacado y;, a
qual informa que o subconjunto contém £+ 1 elementos [30], € uma fungao
estritamente crescente de k. Logo, quando aumentar a complexidade da
representacdo também aumentara a sua ordem, sendo especifica para cada

transformacéao a relagcao exata entre k e .

1.2.2 Transformagoes de Levin

As transformacdes de sequéncia de Levin sdo aplicaveis com exatidao, a

sequéncias do tipo

k
sT=s+wrZCj/(r+y)j_1, k,reN, (15)
j=1
onde | = k (sera considerado que a ordem da representagcédo é k) e s € o limite da
sequéncia quando esta converge, ou o anti-limite se ela diverge, dependendo isto do
comportamento de w, quando r — o. Na eq. (15) é requerido que (r +y) nado seja
nulo, portanto o parametro y, que no mais € completamente arbitrario, ndo pode ser um
inteiro negativo. Apenas o caso y = 0 é considerado nas transformagdes propostas por
Levin em 1973 [28].

Na eq. (15) existem k + 1 quantidades desconhecidas, a saber, o limite ou anti-
limite s e os k coeficientes c,,...,c;. Logo, sao necessarios k +1 elementos da
sequéncia, Sp,..,Sp+kx (k+1 equagbes) para a determinagdo de s. Porém,

evidentemente a maioria das sequéncias ndo obedece a eq. (15). Mas em muitos

1"



casos, paran = N, onde N €N, a sequéncia &, aproximadamente, de k — ésima ordem,

ou seja,

k

sr=skn+wTchn/(r+y)j‘1, n<r<n+k, n=N, (16)
j=1

sendo
s = lim,, 00 Sk n» 17

logo s € o limite da sequéncia {sy ,}n=y = {s '}, Cuja convergéncia para este mesmo
limite foi acelerada em relagdo a de {s,};>,, ou mesmo criada, caso em que s € o anti-

limite de {s, };~;.

De acordo com a regra de Cramer, o resultado da aplicagdo da representagao
pr das transformacdes de sequéncia de Levin a sequéncia {s,};2,, grafado

or(y, sy, w,), pode ser definido pela razdo de determinantes

Sn Sn+k
Wn Wn+k
wy/(y +n) Y L wak /(Y 4+ k)T
(p;cl(Yi SleT') = L 1 Btk 1 (18)
wn aes (I)n+k
W/ + M) L W/ (Y e+ KR

e, se os elementos da sequéncia satisfizerem a eq.(15), entdo as transformacdes de
sequéncia de Levin serdo exatas, i.e., pi(y,s,, w,) =s e s = {s',}. Mas, se apenas
satisfizerem as eqgs. (16) e (17), ter-se-a @ (V,Sr, w,) =Skn © {Sknimeny = {s'+}.
Calcular este resultado por meio da razdo entre dois determinantes ndo é adequado
para aplicagdes praticas. Por isto, sdo preferidas expressdes alternativas, que nao

envolvam determinantes. Por exemplo, a eq. (18) pode ser re-escrita

k (-1 (") (V + n+1’)"‘1 Sn))

. j y+n+k W(n+j)
(plrcl(yl Sr (‘)r) = jk=0 . (19)
ST e () ey
o i)\y+n+k Ot j)
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A afirmacdo de que o comportamento dos termos w, determina se a sequéncia
converge ou diverge pode ser aprofundada por meio das egs. (11) e (15), as quais

permitem definir o restante, y,., como a diferenca
C2 Ck
)(r:Sr—S:(x)r(Cl-i'(rTy)-i'”'-i'(r_'_—y)k_l). (20)

A eq. (20) continua valida em caso de transformagao ndo exata, mas nesta situagao s
sera proveniente das eqs. (16) e (17). Para uma sequéncia {s,} convergente, o uso das
transformacgdes de Levin para acelerar tal convergéncia sé sera adequado quando a

eq. (15), ou as egs. (16) e (17), forem obedecidas, 0 que somente ocorrera se
Xr=w, ¢, +0(™ 1) e lim,_. y, =0, (21)

Oou seja, se a expansado de y, em termos de r for assintdtica a zero e o termo

dominante desta expansao for w,c,, logo tal termo for proporcional a w, [29,30,31].

Por isto, {w,} recebe o nome de sequéncia de estimativas do restante, cujos
elementos, para todo r finito, sdo reais nao nulos que diferem entre si. As sequéncias
{w,}, porém, ndo sdo unicamente determinadas pela condi¢do dada pela eq. (21), pois
para cada sequéncia {s.} é, em principio, possivel encontrar uma variedade de
diferentes sequéncias {w, } que satisfagam essa condi¢ao [30,33]. Impondo a eq. (12) e
com base em argumentos puramente heuristicos, Levin sugeriu trés possiveis tipos de

sequéncias {w, }:

1. Quando as somas parciais consecutivas forem alternantes sempre que se
aumentar r em uma unidade na eq. (12), de acordo com Levin considera-se
w, = a, € impde-se a, # 0 para a, < a, < a, - Substituindo esta igualdade na
eq. (19) obtém-se o resultado da aplicagdo da representacdo t; da

transformagao t de Levin a sequéncia {s,};~;,
k

ok k-1l
(1) () (V"‘n‘*‘é) ()
j y+7’l+ a(nﬂ-)

Jj=0

% .
k - k—1
E Ay Yy+n+j 1

j=0

£ ,5,) = (22)
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2. Para o caso em que, na eq. (12), a sequéncia de somas parciais obedecer a
uma convergéncia logaritmica, Levin sugeriu a igualdade w, = (y +r)a,,
impondo a, # 0 para a, < a, < a,sr, que substituida na eq. (19) produz o

resultado da aplicagdo da representagdo uj; da transformagdo u de Levin a

k
Z (_1)1 (k) (r+n +])I:_21 S(n+))
-~ W (y+n+k)" " Gt
ulrfl(y' ST‘) = k . (23)
() arn T
i/ (y+n+k)" " An)

sequéncia {s,};=4,

j=0

3. Ainda, Levin sugeriu w, = a,a,,,/(a, — a,4+1), impondo a, # 0 para a, < a, <
a,+k+1, Que substituida na eq. (19) proporciona o resultado da aplicagdo da

representacdo v; da transformacéo v de Levin a sequéncia {s,};%,

k
k . k-1 _
PR, y+n+j Anij — Anyj+1 ‘
: .0( b (1) (V+n+k) An+jOn+j+1 Stut))
J=

k k k-1 (24)
(—1)) ( ) (y+n+j) Ap+j — Anij+1

o i/ \r+n+k An+jAn+j+1

J=

vy, sp) =
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2. METODOLOGIA

2.1 VALORES REFERENCIAIS

Os dados usados para validar as estimativas do presente trabalho,
apresentados na Tabela |, sdo os coeficientes viriais calculados por Clisby & McCoy
em 2006 [25], para esferas rigidas em trés dimensdes. Esta tabela também contém os
valores obtidos por Labik et al., em 2005 [10], mas os ultimos autores ndo calcularam o
coeficiente B;, (apenas estimaram seu valor). Até o presente momento os valores de
B, e By, ainda ndo foram calculados, mas existem estimativas de seus valores
apresentadas tanto no trabalho de Clisby & McCoy [25], conseguidas por meio de
aproximantes diferenciais, quanto de Labik et al. [10], efetuadas considerando
resultados de dindmica molecular. Por isto, as estimativas de B;; e B;,, obtidas neste
trabalho, foram comparadas aos valores estimados por esses autores. Também,
foram feitas comparacoes em relacido aos valores estimados por Guerrero & Bassi [37],

que efetuaram suas estimativas mediante o uso de aproximantes de Padé.

TABELA |. Coeficientes viriais conhecidos, B;, calculados por Labik et al. em 2005 [10] e
Clisby & McCoy em 2006 [25], para fator de empacotamento (eq. 10).

i Ref. 10 Ref. 25

1 1 1

2 4 4

3 10 10

4 18.3647684 18.364768

5 28.2245 + 0.00010 28.2245 + 0.0003
6 39.81550+0.00036 39.81507+0.00092
7 53.3413+ 0.0016 53.34426 + 0.00368
8 68.540 + 0.010 68.538 + 0.018
9 85.80 £ 0.080 85.813 + 0.085
10 105.77 £ 0.39
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2.2 ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES

Usando a eq.(10), a qual define o fator de compressibilidade via fator de

empacotamento, n e definido B; = 1, tem-se

7= Z Byt (25)
i=1

Considerando que o desenvolvimento em série virial do fator de compressibilidade,

dado pela eq. (25), corresponda a uma sequéncia de somas parciais

T
S =) B, 26)
i=1

por comparagédo com a eq. (12) tem-se a; = B;n'~*. Nesse caso, s, € o valor da série

virial truncada no termo proporcional a n"~1, cujo coeficiente & B,..

Deve-se destacar que a convergéncia do desenvolvimento virial do fator de
compressibilidade, dado pela eq. (25), depende do valor de n. Por exemplo, para os
baixos valores de n que caracterizam os gases, a soma dos primeiros termos ja produz
um valor proximo do limite, enquanto que para altos valores, proximos do
empacotamento maximo, pelo menos uma dezena de termos sdo seguramente
necessarios para que resultados razoaveis sejam obtidos. Por isto, espera-se que o
efeito dos aceleradores de convergéncia propostos por Levin também dependa do
valor de n e, consequentemente, o mesmo ocorra com as estimativas dos valores dos

coeficientes viriais.

Até aqui, considerou-se alguma sequéncia conhecida, {s,};=,, a qual se aplica
uma dada representagéo ¢; de uma transformagéo de Levin para obter uma nova
sequéncia, {sy,}n=y @ principio desconhecida e que se espera ser mais rapidamente
convergente do que {s,};~,, conforme o caso. Para estimar coeficientes viriais, ao
invés disto supde-se que a sequéncia {s,};>; ndo seja completamente definida, mas
que seja bem determinado o efeito da aplicagao, a esta sequéncia, da representagao
¢r- Impde-se, entdo, que a aplicacdo de ¢} a {s,};=, produza @;(y,s, ;) = Skn =
Sn+k, OU seja, iguale o n-ésimo elemento da sequéncia {sy,}n=y ao (n+k)-ésimo

elemento da sequéncia {s,};~,, para todo n > N. Neste caso, na eq. (19) poder-se-a
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substituir @(y, sy, @) POr Sy x = 2o Bin'™', onde usou-se a eq. (26). Substituicdes

analogas poderéo ser efetuadas nas egs. (22), (23) e (24).

Conforme ja mencionado, atualmente sdo conhecidos os coeficientes viriais
para esferas rigidas até B;,, ou seja, até o termo proporcional a n°. Porém, para as
egs. (22) e (23) suponha que o primeiro termo desconhecido seja a, ., = Bpixn™5 1,
sendo 2 <n+k < 10, enquanto que para a eq. (24) o primeiro termo desconhecido
Seja Apik+1 = Bniks1n™t*, sendo 2 <n +k < 9. Neste caso, nas egs. (22) e (23) a
incognita B, n™"*"! pode ser calculada, enquanto que na eq. (24) a incognita

k pode ser obtida, em fungdo de 7. Consequentemente, o valor do

Bpiksan™"
coeficiente virial contido na incognita pode ser encontrado, em fungao de n. Pode-se,
entao, verificar se existe valor de n correspondente ao valor exato deste coeficiente
virial (Tabela 1) e, existindo, a que estado de agregacdo da matéria se refere tal valor

do fator de empacotamento.

2.3 REPRESENTAGOES DE LEVIN UTILIZADAS

Na tabela I, as representacdes contidas na mesma linha correspondem ao
mesmo valor i = n + k, podendo-se estimar o mesmo termo a,.;, = Bn4,xn" ! [egs.
(22) e (23)] oU niks1 = Burrsin™* [eq. (24)]. Portanto, para cada uma das trés
transformacdes de Levin deve-se escolher, em cada linha, a melhor representacgéo,
considerando os desvios relativos das estimativas dos coeficientes viriais e os

correspondentes valores de 7.

Para as transformagdes t e u, as representagées com k < 2 correspondem a
valores estimados, para os coeficientes viriais, com ordem entre 10 e 10®, ou seja,
correspondem a estimativas absurdas, por isso as mesmas foram descartadas nos
calculos. Desvios relativos aceitaveis aparecem somente de Bs a By, logo a
representagdo ¢! também foi descartada. Os resultados deste estudo, portanto,
apoiam-se em 27 representacdes da transformacao t e 27 da transformacgéo u, cujas
estimativas de B; serdo comparadas com os valores apresentados na tabela | (i =
5,...,10). Para a transformacgao v, também sao efetuadas estimativas desde Bs até By,

para que estas possam ser comparadas com as estimativas obtidas por meio das

17



transformagbdes t e u. Portanto, sdo comparadas com os valores referenciais as
estimativas de B;,; (i+1=5,..,10) e, como nenhuma representagdo € descartada,

sao utilizadas 33 representagdes da transformacao v.

TABELA Il. As representacbées numa mesma linha apresentam mesmo i = n + k, logo podem
estimar o mesmo B; [egs. (22) e (23)] e B; 41 [eq. (24)].

Representagoes de Levin, ¢} (v, s, ®,)

)

P
2 o
3 03 91
4 @3, 03 ¢}
5 Pi 95 903 o1
6 »3, 03 93 03, 93
7 P& 95 0 93 93 0F
8 P37, 9¢ 0, 0i 93 93 o]
9 P8 95, 08 03, 93 08 9} o}
10 95, 0% 03, & P2 05 03 93 i

A melhor ordem desde B:; até B;,, em termos dos desvios relativos das
estimativas dos coeficientes viriais para 0,01 < n < 0,74, é facilmente detectavel tanto
para a transformagao t como para a u. Obtida a ordem correspondente a determinada
transformacéo procura-se, inicialmente, o n 6timo referente a cada uma das suas
representacdes consideradas (uma representacao para cada coeficiente estimado,
desde Bs até B,,), de tal forma que os desvios relativos maximos dos valores dos
coeficientes viriais estimados, em comparacao aos coeficientes apresentados na tabela

I, estejam proximos de 1% ou inferiores a este parametro.

Uma vez estabelecidos osn 6timos de cada representagdo considerada de

determinada transformacéo (transformacgdes t e u), sdo efetuadas interpolagdes, tanto
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a partir dos seis valores absolutos de n 6timos usados nas estimativas de
B:,Bg, B, Bg, By € By,, quanto por meio das suas cinco variagdes, ou seja, por meio
das diferengas entre cada n posterior ao de Bs e 0 seu antecessor (n de B4-n de Bs e
assim por diante), para obter-se a fungéo n = f(B) capaz de prever os valores den a

serem usados nas estimativas de B;; € B;,.

2.4 CALCULO E ANALISE DOS RESULTADOS

As estimativas dos coeficientes viriais, por meio das transformagdes de Levin,
foram todas realizadas no programa Mathematica (versdo 7.0). Para elaboragédo das
figuras, bem como para a confecgao dos calculos estatisticos mostrados no Apéndice,
foi utilizado o programa Origin (versao 8.1). As fung¢des para interpolagéo dos valores
6timos do fator de empacotamento foram obtidas por meio do programa Excel 2007
(poderiamos obter dezenas de outras fungcdes através de programas especificos
como, por exemplo, TableCurve (2D), mas isto foi considerado desnecessario em
vista dos resultados que claramente indicaram um determinado tipo de fungao que

descrevia muito bem os pontos).
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 ESCOLHA DAS MELHORES REPRESENTAGOES

3.1.1 Transformacgoes t

Foi constatado que, desde B; até B;,, as representacdes ti sempre
correspondem a estimativas dos coeficientes viriais com desvios relativos menores, em
comparagdo aos correspondentes valores referenciais, do que as demais
representagcdoes da transformacao t. Por exemplo, na Fig. 1.1 sdo apresentados os
desvios relativos referentes as unicas duas estimativas viaveis para Bs. Nessa figura
observa-se que apenas a representagdo t3 apresenta uma faixa de fatores de
empacotamento que fornece estimativas proximas ao valor referencial de Bs.
Conclusbdes semelhantes, envolvendo as representagdes t%, também sdo extraidas
das estimativas de B, B, Bg, B, € B, (respectivamente Fig.1.2, 1.3, 1.4, 1.5 1.6 do
Apéndice A).
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Figura 1.1 Desvios relativos referentes a estimativa de Bs, usando as possiveis
representacgdes t}.
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Nas estimativas referentes as representagdes t}, para os coeficientes desde
B até B,,, observa-se um intervalo de valores de fatores de empacotamento onde os
coeficientes viriais calculados apresentam boa concordancia com os correspondentes
valores referenciais (desvios ndo superiores a 10%). Tal intervalo corresponde aos
valores de n entre 0,17 e 0,30 aproximadamente, cujo inicio situa-se perto do ponto
critico (entre 0,12 e 0,14). Esta faixa abrange liquido estavel, metaestavel [38]. Os n
6timos, um para cada coeficiente virial, encontram-se no interior desta faixa.

Outro aspecto que a Fig.1.1 ressalta é a inclinagcdo bem maior do grafico
referente a representagdo t7. Novamente, esta caracteristica das representagdes t%
nao se restringe aos desvios relativos referentes as estimativas para Bg, porque
também é notada nas estimativas de Bq, B, Bg, B € B;, (respectivamente Fig.1.2, 1.3,
1.4, 1.5 e 1.6 do Apéndice A). Percebe-se assim, visualmente, que a representagao
que fornece as melhores estimativas dos coeficientes viriais €, também, aquela cujos
valores estimados mais dependem do valor do fator de empacotamento. Entretanto,
para dar mais precisao a esta afirmacao foram efetuados testes estatisticos, relatados
no item D.1 do Apéndice D. Tais testes permitem afirmar que as representagdes t% sdo
significativamente diferentes das outras, no que se refere a dependéncia dos valores

estimados em relagao a 7.

3.1.2 Transformagodes u

Foi constatado que, desde B; até B;,, as representagdes uj sempre
correspondem a estimativas dos coeficientes viriais com desvios relativos menores, em
comparacao aos correspondentes valores referenciais, do que as demais
representacdes da transformacao u. Porém, ao contrario do que se nota na Fig. 1.1, a
Fig. 2.1 indica que a representagdo u? nio apresenta um n étimo paraBs, embora as
representacdes u} apresentem n 6timos para B, B, Bg, By € By, (respectivamente Fig.
22,23, 24, 25 e 2.6 do Apéndice B). Analogamente as representagdes t}, testes
estatisticos permitem afirmar que as representagdes u} sao significativamente
diferentes das outras representacdes da transformacao u, porque mostram muito mais
intensa dependéncia dos valores estimados, em relagdo a n (ver o item D.2 do
Apéndice D).
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Entretanto, quando se comparam as representagbes t} e u} nota-se forte
diferencga entre os formatos das curvas de desvios relativos de estimativas, em fungéo
dos fatores de empacotamento. As doze Fig. 1.1-6 e 2.1-6 claramente mostram que,
enquanto as representagdes t} aproximam-se linearmente dos correspondentes 7
otimos, as representagdes u} ndo se aproximam linearmente. Talvez, o formato dessas
curvas esteja relacionado ao tipo de convergéncia para o qual cada transformagéao
constitui-se num acelerador de convergéncia mais eficiente. Em 1979, A. Sidi [36]
considerou que a transformacédo t;; desempenha melhor sua fungdo em séries que
convergem linearmente, enquanto que, para séries de convergéncia logaritmica, as

transformagdes uj; sdo as mais indicadas.

Desvio relativo (%) de B,

T T T T T T
0.0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7
Fator de empacotamento para esferas rigidas, n

Figura 2.1. Desvios relativos referentes a estimativa de Bg, usando as possiveis
representacdes uy.

Além disso, é importante ressaltar que, mesmo que em ambas as
transformacdes t e u as representacdes com k = 3 sempre apresentem os menores
desvios em relacdo as demais representagdes, isso nao significa que as suas
melhores estimativas se interceptem em uma mesma faixa de valores do fator de
empacotamento. De fato, tais intervalos diferem. Enquanto as representagbes t}

possuem estimativas muito boas na faixa de fatores de empacotamento entre 0,17 e
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0,30, as representacgdes uj} apenas fornecem estimativas razoaveis na faixa de 0,01

a 0,1 aproximadamente, a qual compreende exclusivamente os gases.

3.1.3 Transformacgodes v

Diferentemente do que ocorre nas outras duas transformacgdes, as
representagcdes vy nem sempre apresentam 0s menores desvios relativos das
estimativas, quando comparadas as demais representagdes. Para B, essa
representacao apresenta duas faixas de valores de fatores de empacotamento,
distante uma da outra, nas quais o valor estimado aproxima-se do referencial (Fig.
3.1).
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Figura 3.1 Desvios relativos referentes a estimativa de Bs, usando as possiveis
representagdes v}

Para B, os valores estimados nunca apresentam desvio relativo menor do que
20% (Fig. 3.2 do Apéndice C). Na estimativa de By ndo € possivel encontrar um n
otimo para a representagdo, a nao ser que se usem fatores de empacotamento acima
de 0,74, o que é fisicamente inconsistente (Fig. 3.5 do Apéndice C). Esses resultados
mostram que, na transformagéo v, as representagdes com k = 3 nao seguem padréo
semelhante ao das representagdes com esta ordem, nas transformacoes t e u. Alias,
padrdao semelhante ao das representacdes de terceira ordem das transformacgodes t e u

nao é seguido por representacao de ordem alguma, na transformagcdo v. Além disto,
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uma simples inspecado visual dos graficos desde D.3.1 até D.3.6, do item D.3 do
Apéndice D, indica que ndo existe uma ordem de representagédo significativamente
diferente das outras, no que se refere a dependéncia do valor estimado em relagao ao
fator de empacotamento. Por estas razdes, nas estimativas de B,, a B;, foi descartado

0 uso da transformacao v.

3.2 ESTIMATIVA DOS COEFICIENTES VIRIAIS

3.2.1 Transformacgoes t

Em coeréncia com o colocado anteriormente, na estimativa do coeficiente virial
B; foi utilizada a representagéo t.=3, para i =5,..,12. Logo, nas estimativas dos
coeficientes sem valor referencial conhecido, B;; e By, (ver Tabela I), foram
respectivamente usadas as representagdes t§ e tJ. Nos calculos das estimativas
desde B; até B;, (valores referenciais conhecidos), os n 6timos encontrados foram:
Bs = 0,27, Bg = 0,245, B, - 0,221, Bg — 0,21, By = 0,2003 e B;, = 0,1945. Quando se
interpolam esses n 6timos séo obtidas seis fungdes, que podem prever os possiveis 1
a serem usados para estimar B;; e B;,. No entanto, apenas trés entre estas seis
fungdes conseguem interpolar satisfatoriamente as variagées destes n 6timos. Sao
apresentados na Tabela Il os valores de n deduzidos para estimar B,; € B;,, tanto

usando interpolacdes de valores absolutos quanto interpolacdes de variagoes.

TABELA lll. Valores de n deduzidos para B;; € By,, usando fungdes para interpolagdo de
variagbes e de valores absolutos dos n O6timos encontrados de Bs; a By
R? corresponde ao coeficiente de determinagio (coeficiente de correlagdo de Pearson ao
quadrado), o qual indica o grau de correlagéo entre as variaveis. E poli. se refere a polinomial.

n — variagoes n - valores absolutos

Fungodes r? r?
Bll Blz Bll Blz
Logaritmica 0.189 0.1854 0.41 0.1993 0.193 0.7163
Exponencial ndo obtido ) 0.1873 0.17459 0.8778
Potencial nao obtido _ 0.1977 0.1923 0.719
Poli. 22 ordem 0.2035 0.2195 0.9501 0.201 0.205 0.9107
Poli. 3% ordem 0.3355 0.5455 1 0.273 0.3212 0.9958
Linear nao obtido - 0.179 0.162 0.8703
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Utilizando os valores de n apresentados na tabela Ill, os valores de B;; € By,
sdo estimados e comparados com valores presentes na literatura (Tabela V). As
estimativas para B,;, utilizando os valores de n deduzidos por meio das interpolacdes
logaritmica, exponencial, potencial, polinomial de segunda ordem e linear dos valores
absolutos sao razoavelmente préoximas ao valor 129+ 2, predito por Labik et al [10] e
ao valor de 127,9 estimado por Clisby & McCoy [25]. As mesmas interpolagbes dos
valores absolutos produzem estimativas aceitaveis para B;,, considerando que o0s
valores propostos por Labik et al [10] e Clisby & McCoy [25] sdo respectivamente 155
+10 e 152,7.

Considerando que: (1) a melhor interpolagdo ndo garante a melhor extrapolagéo
e que (2) os valores estimados na literatura para B;; € B, sdo bastante confiaveis,
porque sao confirmados por métodos conceitualmente bem diferentes, as interpolagdes
polinomiais de segunda e terceira ordem foram excluidas. Note-se a coeréncia da
exclusdo da interpolagdo polinomial de segunda e terceira ordem, considerando a

estimativa de B ,.

TABELA IV. Estimativa dos coeficientes B,; € B;, usando os valores de n deduzidos por cada
fungdo. Para B, considera-se a representagao t$ e para B,, a representagso t3.

Estimativa/ n variagoes Estimativa / n absolutos
Fungodes

Bll BlZ Bll BlZ
Logaritmica 128,715 158,06 130,313 159,409
Exponencial n&o obtido 128,433 155,293
Potencial néo obtido 130,012 159,023
Polinomial de 22 ordem 131,629 175,209 130,12 165,814
Polinomial de 32 ordem 163,643 602,845 155,51 323,189
Linear néo obtido 126,016 150,436

As estimativas para B,; e B;,, utilizando os valores de n deduzidos por meio da
interpolagao logaritmica das variagdes, sdo boas em relagao aos valores das Ref.[10] e
[25], enquanto que as duas interpolagdes polinomiais devem ser descartadas (

considerando os mesmos argumentos ja colocados no paragrafo acima). A
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interpolagdo logaritmica, portanto, oferece bons resultados tanto para valores
absolutos quanto para variagdes de n. Além disto, os resultados obtidos, para valores
absolutos e para variacbes, apenas diferem entre si em torno de 1%. A interpolacao
logaritmica, portanto, € aquela selecionada. Esta interpolagdo mostra que, a medida
que se avancga para coeficientes de maior ordem na série virial, menor é a variacao
entre os correspondentes 7 6timos, ou seja, a representagéo t3 tende a um unico fator
otimo de empacotamento. Em outras palavras, para qualquer precisdo desejada existe
N < n (eq. (16)) suficientemente alto para que a representagéo t} reproduza a série

virial correspondente a um especifico valor unico de 7.

Quando se comparam as estimativas produzidas pela interpolagéo logaritmica
aquelas efetuadas por Guerrero & Bassi em 2008 [37], usando aproximantes de Padé
(128.6 paraB;; e 155 para B;;), percebe-se que as representagbes t} e os
aproximantes de Padé, mesmo sendo metodologias totalmente diferentes entre si,
conduzem a estimativas semelhantes, com ligeira diferenga apenas no valor de B;,.
Esta dltima comparacéo, junto com as estimativas das Ref.[10] e [25], nos leva a
preferir os valores de B, e B, obtidos mediante o uso da interpolagao logaritmica das

variagdes de 7.

3.2.2 Transformagoes u

Em coeréncia com o colocado anteriormente, na estimativa do coeficiente
virial B; foi utilizada a representacéo ul™3, para i = 6,...,12. Logo, nas estimativas dos
coeficientes sem valores referenciais conhecidos, B;; € B;, (ver Tabela 1), foram
respectivamente usadas as representagbes u$ e uj. Nos calculos das estimativas
desde By até By, (valores referenciais conhecidos), os n étimos encontrados foram:
Bg — 0,0196, B, - 0,067, Bg — 0,0738, By - 0,0736, B;, — 0,0764 (n&o foi possivel obter n
6timo para B, dentro da faixa fisicamente permitida). Quando se interpola esses cinco

valores absolutos de n séo determinadas seis fungdes, as quais prevéem o0s possiveis
n a serem usados para estimar B;; e B;,. Ja& na interpolacdo das quatro variagcdes
entre estes cinco valores, apenas quatro fungcbes sao obtidas. Sdo apresentados na

Tabela V os valores de n calculados, tanto pelas interpolagdes dos valores absolutos,
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quanto pelas interpolagdes das variagcbes. Os valores de B, € B;, estimados, usando

os n contidos na Tabela V, sao apresentados na Tabela VI.

As estimativas de B;; e B;, obtidas por interpolacao logaritmica e polinomial de
segunda ordem de valores absolutos estdo em boa concordéncia com os valores
propostos nas Ref. [10] e [25]. Por outro lado, apenas as estimativas de B;; e B,
obtidas por interpolagcdo logaritmica das variagbes sao coerentes com os valores
apresentados nas Ref. [10] e [25]. Constata-se que, assim como ocorre com as
transformacgdes t, para as transformagdes u a interpolagéo logaritmica das variagoes
dos valores de n produz os resultados mais proximos aqueles apresentados nas Ref.

[10], [25] e [37]. Por isto, estes sdo os valores selecionados.

TABELA V. Valores de n deduzidos para B;; € B;;, usando fungdes para interpolacdo de
variagbes e de valores absolutos dos n otimos encontrados de Bs a By
r? corresponde ao coeficiente de determinagéo (coeficiente de correlagdo de Pearson ao
quadrado), o qual indica o grau de correlagéo entre as variaveis. E poli. se refere a polinomial.

n — variagoes n - valores absolutos

Fungées r? r?
B11 B12 Bll B12

Logaritmica 0.189 0.1854 0.8337 0.1993 0.193 0.8217
Exponencial ndo obtido - 0.1873 0.17459 0.5735
Potencial nao obtido - 0.1977 0.1923 0.7764
Poli. 22 ordem 0.2035 0.2195 0.9814 0.201 0.205 0.914
Poli. 3% ordem 0.3355 0.5455 1 0.273 0.3212 0.9965
Linear nao obtido 0.6633 0.179 0.162 0.62271

Ao contrario do que ocorre para a transformagao t, no caso da transformacao u
as interpolagdes logaritmicas dos valores absolutos e das variagbes nao diferem
apenas em torno de 1%, no que se refere aos valores estimados para B,; € B;,. Pelo
contrario, as estimativas de B;; e B;, variam mais do que 2% e 7%, respectivamente.
As duas interpolagdes logaritmicas referentes a transformacédo t produzem valores,
tanto para B;; como para B,,, intermediarios em relacdo aqueles produzidos pela

transformacéao u.
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Porém, a transformagdo u confirma a escolha da interpolagdo logaritmica, ou
seja, confirma que, a medida que a sequéncia correspondente a série virial avance, a
transformacao tenda a apresentar ndao apenas uma unica ordem, mas também um sé
fator de empacotamento. Este fato aumenta a confianca no uso das transformacdes de
Levin para a previsdo de coeficientes viriais de alta ordem. Por isto, os valores de B, €
B;, obtidos mediante o uso da interpolagao logaritmica das variagdes de 7, presentes
na Tabela VI, ndo serdo descartados. Alias, estes s&o os valores mais proximos
daqueles propostos na Ref. [25], entre todos os encontrados, enquanto que os valores
de B;; e B,, obtidos mediante o uso da interpolac&o logaritmica das variagbes de 7,
presentes na Tabela IV, sdo os mais proximos daqueles propostos na Ref. [37] (os dois

pares de valores sdo coerentes com aqueles sugeridos nas Ref. [10]).

TABELA VI. Estimativa dos coeficientes B,; € B;, usando os valores de n deduzidos por cada
fungdo. Para B;; considera-se a representagdo u§ e para B, a representacgdo uj.

Estimatival/ n variagoes Estimativa / n absolutes
Funcgoes

By By Bi1 By,
Logaritmica 127,522 151,225 130.657 162,012
Exponencial nao obtido 170,395 130,174
Potencial nao obtido 132,105 133,712
Polinomial de 22 ordem 130,721 172,669 129,219 152,348
Polinomial de 3 ordem 146,47 247,389 - -
Linear 125,462 162,901 129,013 130,174
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CAPITULO 3

Titulo:

Equacéao de estado de van der Waals com corre¢do na parcela
repulsiva e atrativa e sua aplicagao para descri¢cao de liquidos
estaveis e ndo-estaveis.
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1. TEORIA

1.1 EQUAGAO DE ESTADO

Uma equacgéao de estado pode ser definida como uma relagéo entre variaveis de
estado, a qual tenta descrever a matéria sob um determinado conjunto de condi¢des
fisicas [39]. Equagbes de estado sdo comumente empregadas no estudo de gases e
liquidos, para a descricdo de equilibrios de fases, em calculos de simulacao de
processos e até em avaliagbes econbmicas, entre outras utilidades aqui né&o
especificadas. Desde que van der Waals propds seu modelo de equacido de estado
[40], elas vem sendo classificadas em dois tipos: tedrico e empirico. No entanto,
existem equacdes de estado que carregam alguma base tedrica, mas sao

empiricamente ajustadas, sendo comumente consideradas como semiempiricas.

Um modelo totalmente empirico de equacao de estado consiste basicamente de
uma indicacdo matematica do comportamento de como os dados experimentais
correlacionam-se entre si. Esse modelo € baseado somente nas observagdes e na
confirmacao dos dados observaveis, sem qualquer fundamentacdo tedérica. Em
quimica, esse modelo € comumente utilizado devido a facilidade proporcionada pela
representacdo analitica dos dados experimentais, o que favorece a diferenciacédo e a

integracdo dos mesmos para a obteng¢do das propriedades desejadas.

Todavia, as equagdes empiricas sao especificas para um dado material.
Portanto, para n materiais distintos havera n equacdes de estado. Além disso, essas
equacgdes carregam um numero relativamente grande de paradmetros ajustaveis, o que
aumenta a sua complexidade matematica. Por exemplo, a equacdo de Gosman e
colaboradores [41] requer 16 constantes para representar o estado do argdnio,

enquanto a equagao de Bender, também para o argbnio, requer 20 constantes [42].

Ao contrario do modelo empirico, as equagdes de estado tedricas e
semiempiricas nao necessitam de muitos dados experimentais para o seu
desenvolvimento. Algumas vezes sdo necessarios apenas alguns dados experimentais
caracteristicos, como temperatura critica, pressao critica e densidade critica. Essas
equacdes permitem o calculo preditivo de propriedades em outras condi¢des fisicas,

além daquelas consideradas no experimento. Além disto, para materiais onde os dados
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experimentais sao de pouca confiabilidade, ou muito dificeis de serem obtidos, esses

modelos de equacdes sao definitivamente indispensaveis.

1.2 ESTADOS NAO ESTAVEIS

Estados ndo estaveis abrangem regidées que se encontram fora do equilibrio
termodinamico, porém, ainda dentro da regido termodinamicamente permitida. Dentro
da regiao nao estavel, a literatura costuma dar maior atengdo ao estado metaestavel,
devido a sua importancia na natureza e pela sua aplicabilidade na area industrial.
Exemplos, que corroboram a importancia da metaestabilidade em diferentes formas de
vida e em aplicacdes industriais, podem ser encontrados no livro de Debenedetti [6] e
nos trabalhos que o mesmo referencia.

Ha diferentes maneiras de definir metaestabilidade. Por exemplo, Skripov [43]
descreveu sistemas metaestaveis como estados de fases parcialmente estaveis de um
sistema, o qual pode sofrer transicao de fase de primeira ordem. Outro conceito de
sistema metaestavel foi proposto no trabalho de Kivelson & Reiss [44], os quais 0
definem como um estado em que quase todas as relaxagdes ocorrem rapidamente, em
relagdo ao tempo constante do experimento t.,, sendo, porém, necessario que pelos
menos uma ou um pequeno numero de relaxacdes apresentem tempos de relaxacaot
muito maiores que t.,,. Para que estados metaestaveis possam ser descritos pelas
teorias classicas, Kivelson & Reiss mudaram a condigéo t > t,,, por t — oo e, assim,
substituiram o sistema metaestavel por um sistema equilibrado equivalente, o qual
corresponde macroscopicamente ao sistema metaestavel real. Tais aproximacdes
eliminam a dependéncia em relacdo ao tempo e permitem que a termodinédmica
atemporal e a mecanica estatistica do equilibrio sejam usadas para o estudo desses
estados.

Na investigacdo termodindmica da metaestabilidade, normalmente consideram-
se dois tipos de aproximagao: fenomenoldgica e a microscopica [6]. Na aproximagao
fenomenoldgica aplicam-se argumentos da termodindmica do continuo, com o
propdsito de obter critérios para a estabilidade de sistemas macroscopicos. Nessa
aproximacao, equacodes de estado sao usadas para a determinagao da curva spinodal

e de propriedades termodindmicas de fases metaestaveis. Ja na aproximacao
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microscopica, a descricdo de metaestabilidade € baseada em mecéanica estatistica.
Para o estudo de estados estaveis e ndo estaveis, nesse trabalho a descricao
fenomenoldgica sera a aproximagao utilizada. Tal aproximacédo englobara o uso de
diferentes equacbes de estado obtidas pela correcdo da equacéao original de van der
Waals.
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2. METODOLOGIA

2.1 ADAPTAGAO DA EQUAGAO DE VAN DER WAALS
2.1.1 Correcgao da parcela repulsiva
Seja a equacéo original de van der Waals,

Nk,T . (NY
_ _ 1
Peaw =" N a[V} ’ A

onde ky é a constante de Boltzmann,V o volume, T a temperatura absoluta, N o

adimensional igual ao numero de particulas do sistema fechado, a e b respectivamente
os parametros de atracdo e repulsdo de van der Waals. Usando o adimensional

n = Nb/V na eq.(1) obtém-se

kT n a
=L | < \—-—p°, 2
Praw b (1_77) b277 (2)

onde o ajuste dos parametros a e b ocorre a partir do conhecimento da temperatura e
da pressao criticas do material. A eq.(2) pode ser fragmentada em duas parcelas, uma
repulsiva (primeiro termo do segundo membro) e uma atrativa (segundo termo do
segundo membro). Mantendo-se a parcela atrativa, substitui-se a repulsiva pela

pressdo exercida por esferas rigidas, pgg :%fm(n). A eq.(2), entdo, passa a ser

escrita

a -

k,T
Praw/ErR :%fER (U)_b_zn . (3)

Note que os parametros a e b que aparecem na €q.(3) ndo sdo os mesmos da
equacao (2), embora o ajuste ainda ocorra a partir do conhecimento da temperatura e

da pressao critica do material.
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2
Efetuando a redugdo de coordenadas dada por P, =b—pvdW,ER e T = bk, T,
a

tem-se
B =T, fu(n) =1 (4)

Nota-se que essa ndo € a reducdo de coordenadas apresentada nos livros de
fisico-quimica, a qual obriga definir as variaveis reduzidas como sendo a razédo entre o
valor da variavel em um estado considerado e o valor da mesma variavel no ponto
critico. Todavia, existem infinitos conjuntos possiveis de variaveis reduzidas, que
respectivamente correspondem a infinitas formas para a equacao de van der Waals em
variaveis reduzidas.

A fungdo fzr(n) pode ser determinada descrevendo-se o efeito repulsivo das
esferas rigidas. Esse efeito pode ser representado pela expansao virial do fator de

compressibilidade do sistema, dada por

]I\)/kE—Ij;(n) =Z(n)=B,+Bn+By +Bn +..... (5)

Apenas os coeficientes dos dez primeiros termos da série sao conhecidos.
Porém, para uma descricao acurada do estado liquido, é necessaria a inclusdo de
termos posteriores ao décimo. Por isto, foram usados os resultados obtidos a partir das
representagdes t7 e ul das transformagdes de Levin, assim englobando os
coeficientes viriais B;; € B, obtidos pelo uso do n advindo da interpolacao logaritmica

das variagbes dos n 6timos desde B: até B, (ver capitulo 1).

Usando os simbolos t} e u} para indicar a série dada pela eq. (5) para qualquer
n fisicamente possivel, truncada no termo de décima segunda ordem e incluindo os
valores de B;; e B, obtidos respectivamente a partir das representacdes t} e u} tem-

se, porque n/b =N/V,

b n k T n

%(mzzwm L OU py i e (6)
B

Lad )= 27 S 7

ﬂan_ 77~3,OU pERNTn-u3- ()
B
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Evidentemente, os significados de t} e u}, respectivamente nas eqgs. (6) e (7),
nao sdo os mesmos daqueles apresentados no capitulo 1, para as correspondentes
representagcdes. Comparando essas equagdes com a eq. (3), percebe-se que fungao
fer(n) é aproximadamente igual ao produto do fator de empacotamento n pela série
truncada t%, se for usada a representagao t¥, ou ao produto entre 1 e a série truncada

u%, no caso de uso da representacao uj.

2.1.2 Corregao da parcela atrativa

O termo atrativo da eq.(3) pode ser considerado como a pressdao que um campo
médio (CM) exerceria sobre uma esfera rigida, a qual é dada por pcy, = —(a/b*)n?. No
entanto, pode-se usar a proposta feita por Polishuk et al. em 2002 [45], conforme a

qual a parte atrativa pode ser substituida por

N N
pCMP__a(V+Nc](V+Nd)’ ®)

que pode ser considerada a pressao de um campo médio perturbado (CMP). Definindo

$=c/b, £ =d/b € novamente utilizando a relagdo n = Nb/V, a eq.(8) pode reescrita

a Ui n
__ , 9
Pcup b (1+¢77j[1+6€77j 9)
a qual substituida na eq.(3) produz
kyT a n n
=—— -— — . 10
Pericur b fER(77) b2(1+¢77j(1+§77j (10)

Se ¢p¢p*'n* <1 (¢ pode ser um numero complexo), para o desenvolvimento em
série de Taylorde 1/(1 + ¢ n), centrada em n = 0, tém-se
1

m=1—¢n+(¢n)2—(¢n)3+..., (11)

) ~ . 1
Havendo também uma expresséo analoga para " , logo
+
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(1 1 j( 1 jzl—(¢+§)n+(¢2+¢§+§2)n2_(¢3+¢2(§+¢§2+§3)n3+“" (12)
+¢n )\1+¢n

Quando os parametros ¢ e & sdo numeros complexos tém-se um o complexo

conjugado do outro. De fato, o produto de fragbes apresentado na eq. (12)
obrigatoriamente é real, o que exige que sejam reais todos os coeficientes do

desenvolvimento em série do segundo membro desta equacao. Para isto, ou ¢ge &

sdo, ambos, reais, ou um é o complexo conjugado do outro.

Define-se, entéo,

fCMp(ﬂ)=772(ll ]( 1 j=f72[l—(¢+f§)n+(¢2+¢§+~§2)772—---,] (13)
+¢n )\1+&n

e, de acordo com a eq.(10),

k,T _a
Prricup _TfER (77) b2 S () (14)

Em termos de coordenadas reduzidas, definidas de modo analogo aquelas usadas na
eq.(3), onde os parametros a e b da eq. (14) ndo sdo nem aqueles da eq. (2), nem os

da eq. (3), logo a eq.(14) pode ser escrita

P =T Sen ()= £, (1) (15)

CMP

Vale ressaltar que a eqgs. (10), (14) e (15) representam a equagdo com correcao nas
parcelas atrativa e repulsiva, enquanto que as eqs.(3) e (4) consideram apenas a

correcao na parcela repulsiva.

2.1.3 Obtencgao dos parametros

Com a fungdo fzr(n), aproximadamente determinada pela eq. (6) ou (7),
isbbaras correspondentes a eq. (4) podem ser desenhadas e, por inspegao visual,
pode-se perceber qual é a pressao reduzida correspondente a isébara critica, por
causa da forma caracteristica que tal isdbbara apresenta. A partir disso, obtém-se os

valores P.gr/cu» Tegriem © Mcprjcm- COmMo, sendo p. e T, valores experimentais
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, ~ bZ b k
conhecidos, tem-se as relagdes Pl zp/cy = ———pc € Tg prjem = o

T,, determina-
AER/CM

AER/CM

se entao agg/cm © bgr/cm Para a substancia em questao.

Considerando agora, ao invés da eq. (4), a eq. (15) e lembrando que

a2pf . , .
% (e, T¢ grjcmp) = 0 para o ponto critico, derivando-se a eq. (15) obtém-se
dszMP i de
5 = T’ER/(‘MP —£R . 16
i (n)=T an’ (1.) (16)

Logo, usando a defini¢cdo de f.)»(n) dada pela eq. (13), tem-se

d fin

—6(p+5m, +12(4” + 45 +En.” =208 + 7+ &6+, # T ncs d—nz(m) -2. (17)

Como primeira aproximagéo considera-se agg/cmp = Agr/cm © ber/cmp = bgrjcm NA €Q.
(10) e ajustam-se os valores de ¢ e & de modo a que os valores experimentais de

temperatura, presséo e fator de empacotamento dos pontos triplo e critico sejam

satisfeitos.

Estes s&o os valores iniciais de ¢ e £ que, quando substituidos na eq. (15), por
ajuste visual da isobara critica produzem os valores iniciais de P gg/cmps T¢ grjcup ©
NcEer/cmp- EStes Ultimos, quando substituidos na propria eq. (15) informam um valor
para fcup(ne) que, colocado na eq. (13), produz uma relagdo entre os parametros
¢ ¢ & . Esta relacdo, conjuntamente com aquela obtida a partir da eq. (17), usando-se
nesta equagéo os valores iniciais de T; gg/cmp € Nc gr/cmp, ProOduz um novo conjunto de
valores para ¢ ¢ & . Estes séo substituidos na eq. (15) e repete-se o ciclo, até que seja

atingida a autoconsisténcia (diferencas entre os ultimos e penultimos valores de

PZgr/cmps Te grjcmps Mc Erjcmps @ € & respectivamente inferiores a 0,001%).

Sendo P/ gr/cup € T¢gr/cup Valores autoconsistentes, bem como p. e T, valores

2
bgr/cmP ber/cmpkB T

experimentais conhecidos, tem-se Plpg/cup = c-

T —
c © Tcgpriemp =

AER/CMP AER/CMP

Determina-se, entao, agg/cup © ber/cup Para a substancia em questdo. Usando estes

dois valores na eq. (10), ajustam-se os valores de ¢ ¢ £de modo a que os valores
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experimentais de temperatura, pressao e fator de empacotamento dos pontos triplo e
critico sejam satisfeitos. Repete-se a sistematica descrita no paragrafo anterior, até

que nova autoconsisténcia entre ¢ ¢ £ seja atingida. Determinam-se, entdo, novos
valores agg/cup © bgr/cup- ESSa sistematica € seguida até a autoconsisténcia dos

parametros agg/cmp, ber/cupy # € S -

2.2 OBTENGAO DE ISOTERMAS E DA CURVA SPINODAL PARA O ARGONIO

Para cada temperatura considerada nesse trabalho foram tragadas, em um
grafico, cinco isotermas tedricas. Duas delas correspondem as equagdes com
corregdo so repulsiva, dadas pelas séries truncadas t} e u} e outras duas curvas
referem-se as equacdes com corre¢cdo simultdnea na parte atrativa e repulsiva, esta
ultima dada pelas mesmas séries truncadas. Também foi tracada a isoterma obtida
pela equacéo original de van der Waals, além de acrescentados pontos experimentais,

obtidos na literatura [46].

Além disto, se o primeiro membro das egs. (2), (3) e (10) for uma constante
conhecida, a correspondente isébara pode ser tragada num grafico de temperatura
contra fator de empacotamento. Pode-se, também, efetuar as derivadas parciais
dessas equacdes, em relacao ao fator de empacotamento e a temperatura constante
para, no mesmo grafico, tragar a curva referente a um determinado valor fixo de dp/dn.
Impondo (dp/dn) = 0, tal curva sera a spinodal, porque esta igualdade implica em

(dp/0V) = 0 e vice-versa.

2.3 DADOS EXPERIMENTAIS E SOFTWARE UTILIZADO NOS CALCULOS
Na Tabela VII sado listados os dados experimentais referentes a densidade,

pressao e temperatura do ponto critico e triplice do Argdnio [47,48]. Tal conjunto de

dados foi utilizado para o ajuste dos parametros repulsivo b e atrativos a, ¢ e &.

38



TABELA VII. Valores experimentais de densidade, pressédo e temperatura do ponto critico e
triplice do Argbnio. Dados obtidos das Ref. [47,48]

Variaveis Ponto critico Ponto triplice
Pressao 48,98 bar 0,6895 bar
Densidade 530,7 kg.m™ 1415 kg.m™
Temperatura 150,87 K 83,8058 K

Os célculos para o ajuste dos parametros, construgdo de isotermas e isébaras e
descri¢do da curva spinodal foram todos realizados no programa Mathematica ( versao

7.0). Para a elaboracao das figuras, o programa Origin (versao 8.1) foi incrementado
em conjunto com o software do calculo.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

3.1 OBTENQAO DOS PARAMETROS DAS EQUA(}()ES
3.1.1 Parametros ae b

Os valores obtidos para os pardmetros a e b sao apresentados na Tabela VIII.
Nessa tabela sédo inseridos os valores referentes: (a) as séries viriais truncadas nas
ordens 6, 7, 8, 9 e 10, que consideram apenas correcdes na parte repulsiva, de acordo
com a eq. (3); (b) as séries viriais truncadas t¥ e u}, tanto considerando apenas
correcdes na parte repulsiva, como com corre¢des simultdneas da parte repulsiva e

atrativa, de acordo com a eq. (10); (c) a equacao de van der Waals original.

Vale lembrar que, para a equacdo original de van der Waals, existem
expressdes analiticas bem conhecidas que relacionam os parametros a € b as
variaveis criticas, a saber, V. = 3Nb, T, = 8a/27kgzb e P, = a/27b? (note que estas
equacdes sao validas seja para as variaveis aqui definidas, n =nb/V, T, = bkgT/a e
P. = b?P/a, como para as variaveis reduzidas tradicionalmente definidas nos livros
didaticos). Mas os valores langados na Tabela VIl [49] correspondem ao melhor ajuste
experimental da equacgéao original, logo néo resultam da aplicagdo destas expressoes

aos valores criticos listados na Tab.VII.

Comparando os valores do parametro a referentes as equacgdes corrigidas
apenas na parte repulsiva (C. R.), com os valores relativos a equagéao original de van
der Waals, percebe-se um desvio minimo de 17,52% para a equagao truncada na
ordem 10 (S. V. T. O. 10) e um desvio maximo de 17,7% para a equacgéao truncada na
ordem 6 (S. V. T. O. 6). No caso dos valores referentes as equagdes com corregoes
simultdneas na parte atrativa e repulsiva (C. A. R), os desvios sofrem uma ligeira
queda, com maximo de 16,57% para a equagao obtida pela representagdo t} e um

minimo de 16,48% para a equagéao obtida pela representagao u}.

Os desvios dos valores do parametro b referentes as equacgdes alteradas, em
relacdo ao valor para a equagao de van der Waals original, sdo bem maiores do que

aqueles observados para o parametro a. De fato, entre equagdes corrigidas somente
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na parte repulsiva o desvio minimo é de 62,55%, para a equagao truncada na ordem 6
e 0 maximo é de 62,62%, para equagao obtida pela representagéo t}. Ja para os
valores das equacgbes com corregcdes simultdneas nas respectivas partes atrativa e
repulsiva, os desvios foram um pouco mais acentuados, com um minimo de 64,05%
para equacao pela representagdo tf um maximo de 64,17% para equacao truncada

obtida pela representacao u%.

TABELA VIIl. Equacdes utilizadas e seus respectivos parametrosa e b. A abreviacdo S. V. T.
O. significa série virial truncada na ordem, C. R. indica corregdo apenas repulsiva e C. A. R.
correcao atrativa e repulsiva. Os valores na ultima linha foram retirados da Ref [49].

Equagbes al10~*bar. L? b/107%2 L

C.R.-S.V.T.0O.6 4,39840 x 1044 1,99095 x 10724
C.R.-S.V.T.O.7 4,39327 x 10744 1,98731 x 1024
C.R.-S.V.T.0O.8 4,39222 x 10~%4 1,98659 x 10724
C.R.-S.V.T.0.9 4,39202 x 10~%4 1,98645 x 10724
C.R.-S.V.T.0.10 4,39199 x 1044 1,98642 x 10724
C. R. Transformagao t¥} 4,39297 x 10~%4 1,98712 x 1024
C. R. Transformagéo u} 4,39312 x 10~%4 1,98726 x 1024
C. A. R. Transformag&o t¥ 4,35619 x 10~%4 1,91132 x 1024
C. A. R. Transformagéo u} 4,35311 x 10~* 1,90464 x 10~2*

van der Waals original

3,73142 x 10~**

5,31592 x 10724

Em geral, nota-se que os valores para os parametros a e b, levando em conta
somente as equagdes com corregao apenas repulsiva, respectivamente diferem muito
pouco entre si, analogamente acontecendo considerando somente as equag¢des com
ambas as correcdes. Também se constata, em todas as equacgdes com algum tipo de
correcao, que o pardmetro a, associado a atracdo, € bem menos afetado pelas
corregcdes do que o parametro b, associado a repulsdo, em relagdo aos respectivos
valores na equagao de van der Waals original. Talvez isto seja uma indicagao de que a
correcao efetuada na parcela repulsiva da equagao original de van der Waals é mais

significativa do que a corregéo feita na sua parcela atrativa.
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3.1.2 Parametros ¢ ¢ &

A autoconsisténcia de ¢ ¢ & foi sempre observada ao fim do terceiro ciclo, tanto
para a série truncada t quanto para u%. Sao apresentados na Tabela IX os valores da
convergéncia de P gr/cmp » Te Erjcmp © e Er/cmp Obtidos pelas séries truncadas t3 e uj
ao final de cada ultimo ciclo de autoconsisténcia de ¢e &, enquanto que os
correspondentes valores autoconsistentes dos parametros ¢ e £ sdo apresentados na

Tabela X.

Nas Tabelas IX e X nota-se claramente que, quanto mais ajustes sao realizados,
menor € a variagdo dos valores de todas as cinco grandezas, em relagdo aos
correspondentes valores para o ajuste anterior, 0 que caracteriza a autoconsisténcia do
processo de ajustes. E importante ressaltar, também, que o valor do produto entre os

parametros ¢ e ¢ do Ultimo ajuste (Tabela X) e seus respectivos complexos

conjugados, para ambas as séries truncadas, sdo menores do que a unidade (

¢¢*<1 € §§*<1). Isso implica na validade da eq. (11) para todos os valores de 7

fisicamente consistentes.

TABELA IX. Convergéncia de P gg/cup » Tec grjcup © e Erjcmp PAra as equagdes corrigidas
pelas séries truncadas t3 e uj.

Série truncada t} — terceiro ciclo Série truncada uj - terceiro ciclo
Ajuste

p; ER/CMP T¢ er /CMP Nc ER/CMP P; ER/CMP T¢ g /CMP NcER/CMP
1 0,004107523 0,0913931 0,126222 0,00408173 0,0911379  0,125882
2 0,004107511 0,091393 0,126222 0,00408172 0,0911379  0,125882
3 0,004107503 0,091393 0,126222 0,00408172 0,0911379  0,125882
4 0,004107504 0,091393 0,126222
5 0,004107505 0,091393 0,126222
6 0,004107505 0,091393 0,126222
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TABELA X. Convergéncia dos parémetros ¢ € £ para as equagdes corrigidas pelas séries
truncadas t¥ e uf.

Série truncada t§ Série truncada u}
Ajuste
¢ ¢ ¢ 4

1 0,0797115687 0,0797115834 0.087235187 0.087235180

2 0,079707 + 0,0088721i 0,079707 — 0,008874 i 0,08723 + 0,00441i 0.087236 - 0.00441 i
3 0,079709 + 0,008785i 0,079709 — 0,008785 i 0.08723 + 0.00781i 0.087230-0.00781 i
4 0,079706 + 0,009911i 0,079706 — 0,009911 i 0.08723 + 0.00708 i 0.087232-0.00707 i
5 0,079707 + 0,009627 i 0,079707 — 0,009627 i

6 0,079707 + 0,009703i 0,079707 — 0,009703 i

3.2 ISOTERMAS

As Fig. 4a, b, c,d, e, f, g, h, i, |, kel sdo doze graficos contendo, cada um, cinco
isotermas (curvas coloridas continuas e tracejadas) mais os pontos experimentais
(pontos pretos cheios [46]). Quatro dessas figuras apresentam isotermas em
temperaturas abaixo da temperatura critica do argbénio (150,72 K), uma figura com
isotermas em temperatura muito préoxima da critica (151,16 K) e outras sete figuras

com isotermas em temperaturas acima da critica.
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Figura4.a,b,c,d, e, f, g, h,i, j, ke | — Isotermas em termos da presséo (bar) em fungéo da
densidade (kg/m®) nas temperaturas -25°C, -50°C, -70°C, -85°C, -100°C, -110°C, -
120°C, -122°C, -125°C, -130°C, -135°C e -140°C respectivamente. As curvas
continuas representam as equagdes com corregcdo atrativa e repulsiva, com excegao
da equagéao original de van der Waals (curva verde). As curvas tracejadas indicam
equagdes com corregao repulsiva somente e os pontos escuros representam os dados
experimentais [46]. As curvas azuis sao referentes as equagdes com corregcao pela
série truncada t} e as curvas em vermelho referem-se as equagdes com correcéo pela
série truncada uj.
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Estas figuras mostram claramente uma melhora na aproximagao aos dados
experimentais quando se aplica correcdo na parte repulsiva da equagao de van der
Waals e uma aproximacdo um pouco melhor quando se aplica a corregcéo repulsiva e
atrativa simultaneamente. A equagéo com corregao so repulsiva pela série truncada uf}
apresenta um pequeno abaixamento de sua curva em altas densidades, em relacéo as
curvas obtidas pelas equagbes com corregao so repulsiva pela série truncada t7. Vale
notar que, em temperaturas relativamente altas (-25°C a -85°C), a curva so repulsiva
dada pela série truncada u} praticamente se sobrepdem aquela obtida pela equacgao

com corregao simultdnea da parte atrativa e repulsiva usando a série truncada t¥.

Desvios evidentes em relacdo aos dados experimentais estido presentes
principalmente em temperaturas subcriticas. Entretanto, em temperaturas supercriticas
as corregdes atrativas e repulsivas usando as séries truncadas t} e u} descrevem
muito bem os pontos experimentais, com ligeira melhora quando se usa a equacao
dada pela série truncada uj}. Até densidades em torno de 500 kg/m3, préximo a
densidade critica do arg6nio (530,7 kg/m3), as isotermas descritas pelas equacdes
praticamente coincidem com os dados experimentais, independentemente de haver ou
nao corre¢ao na equagao original de van der Waals. A proximidade entre as isotermas
tedricas e os dados experimentais indica que as equagdes corrigidas, obtidas neste
trabalho, descrevem o comportamento do argénio de modo confiavel ao longo de uma
ampla faixa de densidades, o que sugere a utilizagcdo destas equagbes em
extrapolagdes para regides nao estaveis, onde ndo existe nenhum dado experimental

disponivel. Isto torna tais equacgdes consideravelmente Uteis.

3.3 DENSIDADES LIMITES

Usando is6baras na pressao do ponto triplo do argbnio (0,6895 bar), foi possivel
determinar as densidades previstas por cada equacado, quando a temperatura tender
para 0 K. Na Fig.5a sédo apresentadas quatro isdbaras: duas delas determinadas a
partir das equagdes com correcdo apenas na parte repulsiva, usando as séries
truncadas t7 e u} respectivamente e outras duas obtidas por equagbes com corregao
simultdnea na parte atrativa e repulsiva, a partir das mesmas séries truncadas. Na

Fig.5b sao apresentadas as mesmas isébaras, porém em uma faixa de densidades que
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permite uma melhor visualizacdo dos limites de densidade, quando cada equacéao

tender ao zero absoluto.
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Figura - 5 a e b. Isdbaras obtidas na pressao do ponto triplo do argbnio a partir das equagdes
corrigidas pelas séries t3 e u. A abreviagdo C. R. indica corregao repulsiva e C. A.
R. correcao atrativa e repulsiva.
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As isébaras obtidas pelas equacbes com correcdo apenas repulsiva
praticamente coincidem até densidades em torno de 800 kg.m™, mas afastam-se uma
da outra até 2550 kg.m'3 aproximadamente, onde se cruzam e, novamente, afastam-
se. As isébaras obtidas pela equacdo corrigida apenas na parte repulsiva usando a
série truncada tf e aquela da equacgao corrigida simultaneamente na parte repulsiva e
atrativa pela mesma série sdo muito semelhantes e apenas afastam-se uma da outra
em temperaturas abaixo de 20 K, o que correspondente a densidades acima de 2500
kg.m'3. Conclusao analoga é também obtida analisando as is6baras construidas a

partir das equagoes corrigidas pela série truncada u}.

Percebe-se na Fig. 5b que a isébara com corre¢cdo apenas repulsiva pela série
truncada t? tende ao zero absoluto na densidade de 3143 kg.m™, ja aquela com
correcao repulsiva e atrativa pela mesma série truncada, em 3261 kg.m'3. A isébara
com corre¢ao so repulsiva e aquela com correcdo simultanea repulsiva e atrativa, pela
série truncada uf, tendem ao zero absoluto em 2805 kg.m® e 2920 kg.m?
respectivamente. Usando a relagdo n = Nb/V, tem-se d = M,,n/N,b, onde d é a
densidade em kg.m'3 e M,, € a massa molar em kg.mol'1. Pode-se, entdo, calcular que
0 empacotamento maximo (1 = 0,74) corresponde a 2470,3 kg.m> e 2470,14 kg.m™
para as equagdes com corregdo so repulsiva, dadas pelas séries truncadas tf e u}
respectivamente. Por outro lado, corresponde a 2568,28 kg.m'3 e 2577,29 kg.m'3 para
as equacbes com correcdo repulsiva e atrativa simultaneamente, respectivamente

dadas pelas mesmas séries truncadas.

Para as quatro is6baras a densidade prevista, quando a temperatura tender ao
zero absoluto, é superior a correspondente densidade maxima de empacotamento
fisicamente permitida. Para as isObaras obtidas a partir da série truncada t} a
densidade é 27% superior, independentemente de ser utilizada, ou ndo, a correcao na
parcela atrativa. Para as isdbaras obtidas a partir da série truncada u} a densidade é
9% superior, independentemente de ser utilizada, ou ndo, a corregdo na parcela
atrativa. A diferenca, portanto, independe da correcao aqui aplicada a parte atrativa da

equacao de van der Waals.

Como as isdbaras estao na pressdo do ponto triplice, em temperaturas acima

daquela do ponto triplice (83,8 K) tem-se um gas estavel, enquanto que em
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temperaturas inferiores tem-se um liquido n&do estavel, com densidade superior a do
liquido no ponto triplice (1417 kg.m'3). A medida que a temperatura deste liquido super-
resfriado abaixar e a sua densidade aumentar, a transigdo vitrea se aproximara.

Ocorrida esta transi¢cao, havera um vidro cada vez mais frio e denso.

Como o efeito dos coeficientes de alto indice na série virial aumenta com o
aumento da densidade, investigou-se a necessidade de incluir, na descrigdo das
isdbaras, termos posteriores ao décimo segundo. Foram, entdo, comparadas isébaras
na pressdo do ponto triplo do argbnio, obtidas a partir de equagdes com correcao
apenas na parcela repulsiva, correspondentes a séries tf truncadas nos termos 12°
(usada na descricdo das isObaras anteriores), 13° 14° e 15° Essas isébaras séo

apresentadas na Fig. 6a e 6b.
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Figura 6 - a e b. IsObaras obtidas na pressao do ponto triplo do argénio, a partir das equagdes
correspondentes a série t% truncada no 12°, 13°, 14° e 15° termo. Corregdo apenas
na parte repulsiva.

Na Fig. 6a as is6baras praticamente se sobrepbem, em densidades baixas e
razoavelmente altas, afastando-se uma da outra somente a partir de 1800 kg.m'3,
aproximadamente. A Fig. 6b mostra que as isdbaras obtidas tendem para diferentes
densidades, em 0 K. Para a isObara obtida pela equagéo corrigida com a série t¥
truncada no 13° termo (t1°) a densidade limite foi de 3341 kg.m™, para t1' de 3196
kg.m'3 e para ti? de 2982 kg.m'3. Mas a faixa de variacdo dos valores limites da
densidade, da ordem de 10% destes valores, pode ser atribuida a incerteza que se

tem, em relacio aos valores dos termos posteriores ao 12°.

Estas figuras parecem indicar que, para uma descrigdo mais apurada de
liquidos com densidades proximas aquelas referentes ao estado vitreo, bem como para
o estado vitreo, termos posteriores ao 12° sdo necessarios para uma melhor descricdo
do argbnio. Porém, a série virial truncada no 12° termo ja se constitui em um excelente

aprimoramento, em relacdo a equacao original de van der Waals.
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3.4 CURVA SPINODAL

Efetuando as derivadas parciais das eq. (2), (3) e (10) em relagdo ao fator de
empacotamento, a temperatura constante e impondo (dp/dn) = 0, foram obtidas as
correspondentes curvas spinodais. Sao apresentadas as curvas spinodais (em
vermelho), juntamente com as isébaras referentes as pressodes -20 bar, 0 bar, 20 bar e
50 bar (de baixo pra cima), obtidas usando as equagdes de van der Waals original (Fig.
7), com corregao apenas repulsiva pelas séries truncadas t% (Fig.8 ) e u% (Fig. 9) e
com corregao simultdnea da parte repulsiva e atrativa pelas mesmas séries t} (Fig.
10) e uf (Fig. 11).

2[][] T T T T T T
i —  Spinodal
—  Isdbaras
150+ :
= 100+
S0+
[] f 1 L L I 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fator de empacotamento

Figura 7. Curva spinodal (em vermelho) e isébaras a pressdes de -20 bar, 0 bar, 20 bar e 50
bar (de baixo pra cima), obtidas pela equagéo original de van der Waals.
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Fator de empacotamento 7

Figura 8. Curva spinodal (em vermelho) e is6baras a pressées de -20 bar, 0 bar, 20 bar e 50

bar (de baixo pra cima), obtidas pela equagado corrigida na parte apenas repulsiva
pela série truncada t3.

200

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
Fator de empacotamento 7

Figura 9. Curva spinodal (em vermelho) e isébaras a pressdes de -20 bar, 0 bar, 20 bar e 50
bar (de baixo pra cima), obtidas pela equagado corrigida na parte apenas repulsiva
pela série truncada u}.
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Figura 10. Curva spinodal (em vermelho) e is6baras a pressées de -20 bar, 0 bar, 20 bar e 50
bar (de baixo pra cima), obtidas pela equagéo corrigida simultaneamente na parte
atrativa e repulsiva pela série truncada t7.

EUU T T T T T T
— Spinodal
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Figura 11. Curva spinodal (em vermelho) e is6baras a pressées de -20 bar, 0 bar, 20 bar e 50
bar (de baixo pra cima), obtidas pela equagéo corrigida simultaneamente na parte
atrativa e repulsiva pela série truncada u%.
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Nas figuras acima, percebe-se uma diferenga visual marcante das spinodais e
isbbaras construidas por meio das equagdes corrigidas, em relagcdo aquelas obtidas
pela equacao original de van der Waals. De fato, nota-se que as densidades limites
das is6baras e spinodais, quando a temperatura tender ao zero absoluto,
corresponderao a fatores de empacotamento menores do que 1 nas equacdes
corrigidas, enquanto que se igualardo a 1 para a equacéo de van der Waals original.
Essa diferenca pode ser justificada com base no parametro repulsivo b. Na equacgao de
van der Waals original tal pardmetro ndo € considerado como o volume de uma
particula esférica do sistema, mas sim como um parametro matematico associado a
repulsdo, obtido experimentalmente. Logo, nada impede que a equacido apresente
densidades correspondentes a 100% do espago ocupado (fator de empacotamento
igual a 1).

Além disso, se consideramos que n/(1 —n) (ver eq. 2) é o desenvolvimento
adequado para um modelo unidimensional de bastonetes rigidos, um fator de
empacotamento igual a 1 é perfeitamente aceitavel, uma vez que bastonetes rigidos
podem ocupar 100% do espaco unidimensional [50,51]. Entretanto, quando a presséao
de esferas rigidas é inserida nas equacgdes corrigidas, o significado do parametro b
muda e, com isso, o sistema fica impedido de atingir 100% do espago ocupado, ficando
restrito a valores préximos ao empacotamento maximo de esferas rigidas (em torno de
74% i.e, n = 0,74).

O ponto limite maximo das curvas spinodais € o ponto critico. Nas Fig. 7 a 11,
ele praticamente coincide com inflexdo da isébara a 50 bar do argbnio. Porém, tal
isbbara nao é precisamente a isdbara critica, porque a pressao critica do argbnio &
48,98 bar. De acordo com estas figuras, as isébaras com pressao -20 bar e 0 bar nao
apresentam nenhum ponto permitido na regido da fase gasosa, passando somente a
apresentar pontos permitidos na regido da fase liquida, onde tais pontos indicam
liquidos sob pressdo nula e negativa (no ultimo caso, liquido mantido sob tensao [52],
onde essa tensdo pode ser produzida através de muitas formas, por exemplo, pelo
método do tubo de Berthelot [53], tensionamento dinamico [54], centrifugagao [55] e
tensao acustica[56]).

Para equacao de van der Waals, esses pontos permitidos iniciam-se em fatores
de empacotamento relativamente altos (apdés n = 0,45), enquanto que para as

equagdes corrigidas o inicio se da em aproximadamente n = 0,2 e em temperaturas um
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pouco mais altas do que aquelas para equacao de van der Waals. Vale ressaltar que,
para as equacgdes corrigidas simultaneamente na parte repulsiva e atrativa esse inicio
se da em 7 ligeiramente mais baixo do que aquele das equagdes corrigidas apenas na
parte repulsiva.

As bem conhecidas curvas de equilibrio liquido-vapor, embora nao tracadas
juntamente com as is6baras e as spinodais nas Fig. 7 a 11, poderiam ser facilmente
delineadas. Para isto, pontos correspondentes as temperaturas de
condensacao/vaporizagao de equilibrio seriam marcados em isébaras subcriticas com
pressdo minima igual a do ponto triplice. Tais pontos seriam entdo interligados
produzindo assim a curva de equilibrio, a qual tem um maximo no ponto critico,
coincidindo assim com o maximo da spinodal. Uma vez construida, pontos entre a
curva de equilibrio e a spinodal seriam pontos permitidos, mas corresponderiam a
estados metaestaveis (liquidos superaquecidos e vapores superesfriados). Se
tivessem sido tracadas isotermas ao invés de isébaras, a curva de equilibrio liquido-
vapor poderia ser obtida por meio da conhecida construcdo de Maxwell, entretanto,
nao € qualquer isoterma que permite tal construgdo. Por exemplo, em isotermas nas
temperaturas de 110 e 120 K (Fig. 12) é impossivel essa construgdo, uma vez que nao

existem pontos para tracar a horizontal.

150F "~ " T T rrrr T e e

Izotermas (curvas azuis) e curva spinedal(curva preta)

p/bar

_sol ]

—1o0[ ]

0.00 0.05 0.10 0.13 0.20 0.25 0.30 0.35
fator de empacotamento 1

Figura 12. Isotermas (curvas azuis) em 110, 120, 130, 140 e 150 K (de baixo para cima
respectivamente) e a curva spinodal (curva preta) com a éarea sombreada
correspondendo a regiao termodinamicamente proibida ou inacessivel.
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CAPITULO 4

Titulo:

Consideracgées finais
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CONCLUSAO GERAL

Ha varias representagdes para cada transformacao de Levin, mas apenas as
representagdes t; e up, com k=3, estimam os coeficientes dos termos da série virial
com precisdo. Os valores estimados para os coeficientes viriais dependem do
adimensional fator de empacotamento, n, o que causa a necessidade de procurar o
valor de n adequado ao coeficiente que se deseja estimar. Em virtude disso, para a
obtencdo desses n desconhecidos foram desenvolvidas fungdes baseadas nos 7
otimos desde B: até B,,. A dependéncia das estimativas, em relacdo a n, provém do
fato da série virial infinita ser por definicdo igual ao fator de compressibilidade e este

ser um real dependente de 7.

O comportamento dos n 6timos, para as representagoes t3 e uj, é descrito por
interpolagdo logaritmica das variagdes destes n 6timos com os coeficientes viriais
conhecidos que Ihes correspondem, o0 que gera estimativas de B;; e By, em boa
concordancia com a literatura [10, 25]. Além disto, as estimativas de B;,e B;, também
estdo em boa concordancia com os resultados obtidos por Guerrero & Bassi, usando

os aproximantes de Padé como método de estimativa [37].

Os aproximantes de Padé levam certa vantagem sobre as transformacgdes de
Levin, porque em suas estimativas ndao ha dependéncia em relacdo ao fator de
empacotamento e, consequemente, é descartada a necessidade de obtencdo de
funcbes aproximadas para predizer qual densidade usar em estimativas de coeficientes
de maior ordem. Todavia, o uso das transformacdes de Levin, para a estimativa de
coeficientes de maior ordem, é fisicamente mais consistente do que o uso dos
aproximantes de Padé, porque as primeiras utilizam a prépria série virial, enquanto que
os aproximantes supdem a existéncia de uma série separada, formada apenas pelos
coeficientes. Deve ser ressaltado que transformagdées de Levin nunca foram

anteriormente utilizadas para prever coeficientes viriais.

A utilizacdo das representagdes tf e u}, para a correcao do termo repulsivo da
equacado de van der Waals juntamente com a corregcdo do termo atrativo, produz

isotermas subcriticas e supercriticas com boa concordancia em relacdo aos dados
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experimentais, 0 que proporciona certo aprimoramento da previsdo do comportamento
do sistema. Além disso, essas correcdes realizadas podem ser aplicadas tanto em
densidades referentes a regido de fase gasosa, como de fase liquida. Devidos as boas
previsbes de resultados produzidas pelas equacgdes desenvolvidas neste trabalho, as
curvas spinodais obtidas apresentam um nivel de exatiddo muito superior aquelas

desenvolvidas na Ref. [38], além de serem continuas.

Portanto, o presente trabalho traz equagdes aprimoradas pelas transformacoes
de Levin que representam bem os estados estaveis do argbnio e podem ser
moderadamente extrapoladas para estados liquidos ndo estaveis com densidades
superiores a do liquido no ponto triplice e temperaturas inferiores a do ponto triplice. A
equacao é muito confiavel para gases super-resfriados, liquidos superaquecidos e

liquidos em presséo negativa.
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Apéndice A - Estimativas feitas pelas representacoes t};
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Figura 1.2 Desvios relativos referentes a estimativa de B, usando as possiveis representagdes t;.
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Figura 1.3 Desvios relativos referentes a estimativa de B,, usando as possiveis representacdes t;.
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Apéndice B — Estimativas feitas pelas representagoes uj,
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Figura 2.2 Desvios relativos referentes a estimativa de B, usando as possiveis representacdes uj.
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Apéndice C - Estimativas feitas pelas representagoes v}
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APENDICE D - Analise estatistica das representagées

Os desvios relativos das estimativas, em comparacdo aos coeficientes
apresentados na Ref. (25), foram analisados via ANOVA (Analysis of Variance), com a
designacéao do critério de considerar como hipétese nula, H,, que os diferentes tipos de
representacao nao influenciem as estimativas dos coeficientes viriais e, como hipotese
alternativa, H,, que as representagdes influenciem as estimativas. No caso dos grupos
de variancias ndo serem estatisticamente iguais, foi usado o teste de Brown-Forsythe
para a analise da homogeneidade das variancias, baseada na mediana de cada
representagao.

A escolha deste critério deve-se ao fato de serem comparadas somente as
variagoes entre os tratamentos (representacdes de Levin), cujo resultado é traduzido
no valor do F-Teste complementado com um exame, a priori (como Bonferroni) ou a
posteriori (Tukey ou teste t de Student), das diferengas entre as médias amostrais.
Nesse trabalho usamos o exame a posteriori de Tukey, com nivel de decisdo (a) de

0,05, onde consideramos os fatores de empacotamento, 7, como pontos amostrais.

D. 1 - Representagdes )

Quando se visualiza os desempenhos das representagdes t;, através de um
“‘Box Plot”, percebe-se que as representagbes t}, para todos os coeficientes
estimados, sempre apresentam diferencas entre os valores maximos e minimos dos
intervalos de percentil maiores que as demais representagdes. Isso indica que os
desvios de seus valores estimados variam bastante entre um fator de empacotamento

e outro, logo tais representacdes apresentam forte dependéncia em relagéo ao fator de

empacotamento (Fig. D.1.1 a D.1.6). Por exemplo, na estimativa de B, a

representagéo t2 possui diferenga entre os valores maximos e minimos do intervalo de
percentil muito maior que a representagdo t. (Fig.D.1.1). Além disso percebe-se que,
nas estimativas feitas pelas representagdes t;, a medida que sdo usados valores de k
maiores e, consequentemente, menores valores de n, a dependéncia em relacdo ao

fator de empacotamento diminui (Fig. D.1.1 a D.1.6).
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Analisando as representacdes usadas na estimativa de B, tanto o resultado

da ANOVA (F = 246, 83041), quando do teste da homogeneidade de variancia de
Brown-Forsythe (F = 160, 07898) mostraram que existe diferencga significativa entre as
duas representacdes, no que se refere a dependéncia dos desvios relativos das
estimativas, em relacdo ao fator de empacotamento. Comparando as representacoes

entre si foi constato pelo teste de Tukey que a representacdo t? exibe diferenca

significativa em relagéo a t} ( Prukey =1.10"°). Para o B, também foi constatado diferenga

significativa entre as trés representagdes tanto pela ANOVA (F = 681, 90342) quanto
pelo teste Brown-Forsythe (F = 178, 47997). No teste de Tukey novamente as trés

representagdes exibiram diferencas significativas entre si, com valor de p;,, =0 na
comparagdo entre a representagdo t3 e as demais, sendo p,., =1,71.10" na
comparagéo entre t? e ti.

No caso de B, também existe diferenca significativa entre as representagoes,
conforme apresenta o teste da ANOVA (F = 684, 9758) e o de Brown-Forsythe (F =
171, 61613). Na comparagdo entre as representagdes entre si, houve diferenga
significativa entre t3 e as demais ( py,,,, =0), t3 e as demais ( p;,,, =0), mas, entre t; e
t¢, obteve-se p,,, =0,02373. Para o B; também foi observado diferenca significativa
entre as representacdes, tanto pela ANOVA (F = 709, 6613) quanto pelo teste de
Brown-Forsythe (F = 182, 4148). Comparando as representacdes entre si, o teste de
Tukey apresentou diferenga significativa entre t3 e as demais representagbes (
Prie =0), entre t§ e as demais ( p,,,, =0) e, também, entre tZ e t&( p;,,, =3,5955.107)
e entre t2 e t( py,,, =3,61872.10”). Todavia, ndo foi observada diferenga significativa
entre as representacdes tZ e t1 ( Prukey = 0.056517).

Em B, novamente foi constatado diferenca significativa entre as

representacoes, tanto pela ANOVA (F = 709, 2596) quanto pelo teste de Brown-
Forsythe (F = 183, 75433). Comparando as representagdes entre si, houve diferenca

significativa entre t$ e as demais representagdes ( p,,, =0) € entre t; e as demais (

Pruie, =0). Também houve diferenca significativa entre t2 e ¢ ( py,,, =9,9057.107), t3 e
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t7( Pre, = 6,3998.107) e entre t5 e t§(pp,, =3,7547.107). Nao houve diferenca
significativa entre as representagdes tZ e t7( py,,, =0,97361), tZ e t§( p,,,, =0,24393) e
entre t7e tg ( pp,,, =0,70934).

Para B, também foi observado diferenga significativa entre as representacdes

na ANOVA (F = 715, 743) e no teste de Brown-Forsythe (F = 183, 75433). Na
comparagao entre as representagdes entre si, houve diferenga significativa entre t] as

demais ( p,,, =0), t{ e as demais ( p,,, =0) e entre t2 e as demais (Pruey, =0). No
entanto, ndo houve diferenca significativa entre as representacdes t¢ e t3 ( p,,, =1), t¢
e t§ (Pry, =0.82184), tg e t5(pn, =0.1635), tie t§(pp,, =0.87567), t3 e t§ (
Prue, =0.21004) e entre t5 e t5 ( py,,, =0.91805).

Tanto pela ANOVA quanto pelo teste de Brown-Forsythe pode-se perceber,
pelos altos valores de F, que em todas as estimativas dos coeficientes viriais existe
diferenca significativa entre as representagdes t;}. No entanto, quando se compara as
representagdes entre si, através do exame a posteriori de Tukey, em geral nao é
observada diferenga significativa entre as representagdes com k > 5, confirmando a

afirmacao anteriormente efetuada, baseada apenas em “Box Plot”.

76



200

__ 100~
&
o)
=
3 ] .
o
i)
?
) 04
i i
! ATL !
— =
-100 , ,
2 7
1‘3 1‘4

Representacao de Levin
Figura D.1.1 Comparagéo estatistica entre as representacgdes t; usadas na estimativa de Bs.

100
50
? 1 o
S
R
=}
L
: |
2
2
4 50
o
-100 ~
|3 |2 IT
t3 ttl t5

Representacao de Levin
Figura D.1.2 Comparagao estatistica entre as representagdes t; usadas na estimativa de By.

77




100

50 )‘L
? a
9
e 04
(@]
2 L
E ]
o
o 50
5 -
8} —_—
O -
-100
-150 |4 |3 |2 |7
t3 t4 t5 tﬁ

Representacao de Levin
Figura D.1.3 Comparacéo estatistica entre as representacdes t} usadas na estimativa de B;.

100
50 T
<
S o4
Q
E L
E i
o
o 50
? =
) —_— L
D -
-100 - I
-150 |5 |4 |3 |‘2 |7
t° t t° t° ¢

Representacao de Levin

Figura D.1.4 Comparagéo estatistica entre as representacdes t; usadas na estimativa de Bg.

78




Desvio relativo (%)

100

50
0 4
-50 ==
J - —
-100 -
150 e - . S -
. t? t? t2 t!

Representacao de Levin

Figura D.1.5 Comparagao estatistica entre as representagdes t; usadas na estimativa de By.

Desvio relativo (%)

100 —

50

-50

-100 -

-150

]

~—
[
~
N
~n
[
o
N
~~
-

Representacao de Levin

Figura D.1.6 Comparagao estatistica entre as representac¢des t; usadas na estimativa de B,,.

79




D. 2 - Representagdes uj,

Semelhantemente ao observado para as representagdes t}, as representagdes
uy também sempre apresentam diferengas entre os valores maximos e minimos dos
intervalos de percentil maiores que as demais representagdes (Fig. D.2.1 a D.2.6). Isso
indica que os desvios de seus valores estimados variam bastante entre um fator de
empacotamento e outro, logo tais representacbes também apresentam forte

dependéncia em relagao ao fator de empacotamento.
Na andlise das representagdes usadas na estimativa de B;, tanto o resultado

da ANOVA (F = 256, 4857), quanto o teste da homogeneidade de variancia de Brown-
Forsythe (F = 72, 18071) mostram que existe diferenca significativa entre as duas

representagcdes. Comparando as representacdes pelo teste de Tukey foi constato que

a representagéo u? exibe diferenga significativa em relagdo a u} ( Prikey =4,36229.107%).

Para o B,também foi constatado diferenca significativa entre as trés representagbes

tanto pela ANOVA (F = 111, 89388) quanto pelo teste Brown-Forsythe (F = 44, 15088).
No teste de Tukey novamente as trés representagdes exibiram diferengas significativas

entre si, com valor de p,,. =0 na comparagdo entre a representagdo uj e as demais.
Nao houve diferenca significativa entre as representagdes u3 e ug ( p,,., =0,05643).

No caso de B, também existe diferenga significativa entre as representagdes

conforme apresentado pelo teste da ANOVA (F = 114, 728) e pelo teste de Brown-
Forsythe (F = 37, 68213). Na comparagao entre as representagdes entre si, houve

diferenca significativa entre u; e as demais representagoes (Pruy =0), entre ud e ul (
Prikey = 2,491.107) e, também, entre uj e u} ( Prukey =0,00603). Mas n&o houve diferenca

significativa entre as representagdes ug e ué ( py,,, =0,50451). Para o B; também foi

observado diferenga significativa entre as representacdes, tanto pela ANOVA (F = 156,
26326) quanto pelo teste de Brown-Forsythe (F = 47, 32263). Comparando as
representagdes entre si, o teste de Tukey apresentou diferenga significativa entre u3 e

as demais representagdes (py,, =0), entre ui e ui (p, =0), ui e ug (

Pru =1,9158.107), uf € ub (pp, =3,5955.107), ud e uZ (pp,, =0,02774) e entre ui e
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us ( Prsey =0,01557). Todavia, ndo foi observada diferenga significativa entre u? e ul (
Pruey =0.99971).

Em B, novamente foi constatado diferenga significativa entre as

representagdes tanto pela ANOVA (F = 10, 81903) quanto pelo teste de Brown-

Forsythe (F = 4, 5544). Comparando as representagcdes entre si, houve diferenga

significativa entre u$ e as demais representagdes (pTu,wy<1.104‘). No entanto, néo
houve diferenca significativa entre u3 e uz (p;,,, =0,58189),u; e ug (py,,, =0,93899),
uz € uf (P =0,9266), ui e ug (pr,, =0,94568), ug e ug (py,,, =0,98223), ud e uf (
Pruey =0,98669), us e ug (pr,, =0,9791), ud e uf (ppy, =1), ué € uj (py,,, =1) e entre
uf € uf (P =1)-

Para o B,, assim como para os coeficientes antecessores, também foi

observado diferenga significativa entre as representagées na ANOVA (F = 163, 90869)
e no teste de Brown-Forsythe (F = 56, 50265). Na comparagdo entre as

representagdes entre si, houve diferenga significativa entre u] e as demais

representacées ( py,,, =0), ul e as demais (pTukey<1'10_5) e para u: e as demais (
Prie <1.107). No entanto, ndo houve diferenca significativa entre as representagoes
u’g e u’; (pTukey:O'92929 )’ ug e ué (pTukeyZO'9994 )’ u’g e u% (pTukeyzl)’ u’; € u’fzi(

Prugey = 0.98531), ud e ul ( Pruey = 0.94609) e entre ui e ud ( Pruey =0.9999).
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D. 3 - Representagdes V)

Como a transformacgao v ndo apresentou nenhum padrao nas estimativas, foram apenas
efetuados os “Box Plot” correspondentes a estas representagoes.
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