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Resumo

Avaliacao do Uso de Métodos de Integracao Numeérica na Discretizacao de
Transformadas Integrais

Este trabalho é uma contribuicdo ao estudo do problema da discretizagdo integral no método da
coordenada geradora Hartree—Fock. O objetivo principal é estudar formas alternativas a série even-
tempered na obtencao de abcissas para o método de discretizacdo integral otimizada. Este estudo
consiste da avaliagdo de férmulas geradoras baseadas nos métodos gaussianos de integracdo numeérica
de Gauss—Legendre, Gauss—Chebyshev, Gauss—Hermite e Gauss—Laguerre, bem como de férmulas ba-
seadas em séries geométricas correspondentes a métodos de Newton—Cotes compostos. Como segundo
objetivo temos um estudo da utilizagdo de fungOes peso ajustadas no célculo de energia de sistemas
atomicos. Como parte do estudo de métodos de integracdo numérica apresentamos aqui uma alterna-
tiva aos métodos convencionais de construcao de conjuntos de base STO—nG, baseada na discretizacao
da equacgao integral que relaciona fungoes de Slater com gaussianas.

Como principais conclusoes deste trabalho temos a superioridade das séries geométricas na discre-
tizacdo quando comparadas & série even-tempered e as quadraturas gaussianas. Dentre as quadraturas
gaussianas estudadas a de Gauss-Legendre é a mais adequada para a construcao de conjuntos de
base. Dentre as séries geométricas, aquelas que correspondem a modificagoes da série even-tempered
mostraram-se superiores a esta. As séries contendo quatro parametros ajustiveis representaram uma
melhora razoavel em relacdo a serie well-tempered. Ajustes sobre representactes discretas das fungoes
peso mostraram que a qualidade do ajuste é extremamente importante no calculo da energia eletronica
e que é necessario ser cuidadoso de modo a reproduzir o comportamento assintético correto da funcao
peso para a — 0o0. Por fim, a metodologia de construcao de bases STO-nG permite que sejam obtidas
expansoes gaussianas com grande nimero de termos a um custo computacional bastante reduzido.
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Abstract

Evaluation of Numerical Integration Techniques on the Discretization of Integral
Transforms

In this work we aim to study alternatives to the even-tempered geometrical series used on the
Optimized Integral Discretization procedure, used to solve the generator coordinate Hartree—Fock
equations. Our study involves the assesment of gaussian quatrature formulas, as well as modified
geometrical series, on building atomic basis sets. The gaussian quadratures chosen for evaluation were
the Gauss—Legendre, Gauss—Chebyshev, Gauss—Hermite and Gauss—Laguerre methods. As a secondary
goal we studied the feasability of using fitted weight functions on elegtronic structure calculations and,
as a part of the discretization study, we eveluated an alternative to conventional least-squares techniques
for obtaining STO-nG basis sets based upon the discretization of some itegral equations that represent
Slater-type functions in terms of gaussian functions.

Our first conclusion is that discretization methods based upon geometrical series are superior than
those based upon gaussian quadrature methods. The gaussian quadrature that is best suited or basis set
construction is the Gauss—Legendre method. For the geometrical series it was found that is is possible
to replace the even-tempered, as well as the well-tempered series, by those containing four adjustable
parameters. Secondly, our results for electronic calculations using fitted weight functions have shown
that the the energies depend heavily on the ability of the fitted expression to describe correctly the true
function’s behaviour when o — 0o. As a final conclusion, it can be said that the alternative method
shown here to build STOnG basis sets allows us to obtain large gaussian expansions at a very low
computational cost.
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Capitulo 1

Introducao

A descricao adequada das fungoes de onda para atomos multieletronicos é de fundamental importan-
cia dentro da quimica quéntica. Nestes sistemas a repulsdo entre os elétrons acaba por correlacionar
seus movimentos, criando um problema de muitos corpos. Problemas de muitos corpos nao sao, em
geral, tratdveis de forma exata e com isso ndo é possivel resolver a equacdo de onda destes sistemas
sem recorrer as aproximacoes. A aproximacdo fundamental para tratar sistemas multieletrénicos é a
aproximacao de Hartree-Fock. Em linhas gerais, essa aproximagdo substitui a interagdo simultinea
entre todos os elétrons de um atomo ou molécula pela interacdo de um elétron e um campo médio
criado pelos elétrons restantes, reduzindo assim o problema de muitos corpos a varios problemas de
um corpo. Devido a sua importancia neste trabalho a aproximacdo de Hartree—Fock e os métodos de
Hartree—Fock—Roothaan e o método da Coordenada Geradora Hartree—Fock sdo discutidos brevemente
neste capitulo. Por questées de espaco e clareza serdo discutido apenas os casos de camada fechada
para estas metodologias, e ao leitor serdo indicadas referéncias que tratem dos casos de camada aberta.

1.1 A Aproximacao de Hartree—Fock

O método de Hartree-Fock baseia-se nas seguintes premissas: (a) a utilizacdo de um determinante
de Slater como funcdo de onda total aproximada; (b) a utilizacdo do método variacional para obter
uma funcdo de onda total que minimize a energia total; e (c) a substitui¢do das repulsdes eletronicas
sofridas por cada elétron por um campo médio criado pelos outros elétrons do sistema.

A primeira destas premissas, a descricao da funcao de onda total do sistema por um determinante
de Slater, tem como objetivo garantir que o principio de Pauli seja satisfeito e, portanto, que a funcao
de onda total seja antissimétrica em relacdo a troca de dois elétrons. O determinante de Slater para
um sistema de N elétrons tem a forma

Yr(x1)  the(x1)  3(x1) ... n(x1)
\IJ(xl,...,xN):L ¢1(:x2) ¢2(:x2) ¢3(:x2) dJfoz) , (11)

bi(xx) valxn) Palxn) ... pw(xn)

em que xy representa as coordenadas espaciais e de spin do N-ésimo elétron e o termo (N !)_1/ 2 ¢ um
fator de normalizacao. Cada elétron é descrito por uma funcdo de onda 1 denominada spin-orbital,
dada pelo produto de uma funcédo espacial x(r1) denominada orbital e uma funcao de spin s(n):

Ya(1) = Ya(x1) = Ya(r1,m) = Xa(r1)sa(n)- (1.2)
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Aqui (r;) denota as coordenadas espaciais de um elétron e 1 a coordenada de spin (alfa ou beta). Pela
teoria de determinantes,’? se as linhas ou colunas de um determinante forem linearmente dependentes
este determinante é igual a zero. Essa propriedade obriga os spin-orbitais a serem pelo menos linear-
mente independentes, pois caso contréirio teriamos a situagdo absurda de representar um sistema fisico
por uma fung¢do nula. Os spin-orbitais sdo usualmente tomados como ortogonais e, uma vez que as
fungbes de spin sdo ortogonais por defini¢do, a ortogonalidade dos spin-orbitais é consequéncia direta
da ortogonalidade das fungoes espaciais.

O valor médio para a energia de um sistema descrito por uma fungdo de onda do tipo (1.1) é
obtido com o auxilio das regras de Condon—Slater, que determinam o efeito de operadores de um e
dois elétrons sobre determinantes de Slater. Utilizando estas regras, a energia é dada em termos dos
spin-orbitais através da expressao

N

N N
= (U|He|T) =) (@halh(D)tha) + 5D D ((hatholris' [$aths) — (Pathlris [vetba)) (1.3)

a=1 a=1 =1

N =

em que U ¢é a fungdo de onda aproximada para o estado fundamental e H, é o hamiltoniano atdomico
nao relativistico,

He = Te‘l‘VNe‘i‘V@

N 1 1
— _zgvg_' _+§ZZ_
=

i=1 j=1 T'ij
1 1
= h(1)+§zzf, (1.4)

que retne os operadores de energia cinética para os elétrons (T¢), o operador de atragdo nuclear entre o
nicleo e os elétrons (Vi) e o operador de repulsdo intereletronica (V). Os dois primeiros operadores
podem ser representados em conjunto pelo operador de um elétron h(1).

A funcdo de onda aproximada deve ser escolhida de modo a fornecer a melhor aproximagao possivel
para a energia do estado fundamental. Uma maneira de determinar essa funcao 6tima consiste em partir
de uma funcdo contendo parametros que possam ser modificados e variar estes parametros até que um
minimo de energia seja encontrado. Este principio é denominado variacional, é possui a importante
propriedade de garantir que a funcdo de onda aproximada sempre fornecerd uma energia maior ou
igual & da fungdo de onda exata. Além disso supde-se que, se a energia & a menor possivel, a funcdo
de onda pode ser considerada a melhor aproximacado possivel para a funcdo exata e, desse modo, o
principio variacional é utilizado para determinar tanto energias quanto funcoes de onda aproximadas
para o estado fundamental.

A minimizacdo da energia deve conservar a condi¢do de ortogonalidade entre os spin-orbitais,

(Yalthp) = b = (Ya|thp) — dab =0, (1.5)

com d,4p sendo o delta de Kronecker. Uma maneira de fazer essa otimizacdo com restricOes é através
do método de variagdo funcional utilizando multiplicadores de Lagrange. Neste método cria-se um
funcional* em termos dos spin-orbitais, estabelecendo uma relacdo entre a energia total, dada pela

*uma fung¢do cujo dominio é um conjunto de fungdes



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

equacao (1.3), e a condi¢do de ortogonalidade, dada pela equagdo (1.5), envolvendo todos os spin-
orbitais

N N
F({y}) = E{vy}) Z Z €ba ({ 'lpahbb dab)

a=1 p=1

N N N
Zwalh Weba) + 5D D [(Watholris [$aths) — (athslris [¥stba) — 2600 ((Palths) — bab)]

a=1 b=1

N | =

(1.6)

Variando os spin-orbitais de forma infinitesimal (¢ = ) + 1) obtemos a variagdo

SF({4}) = SE({4}) ZZ% (Yaltbs) — dab) (1.7)

a=1 p=1

de primeira ordem do funcional (1.6). Igualando-se esta variagdo a zero e calculando-se as variacoes
SE({¢}) e 6({(tha|thp) — dap) chegamos & equacdo (ver Szabo e Ostlund?)

N N

P({y}) Z / e 45 (1) (Db (1) + D (Wi o (2)) — (bolria! (@) — 3 enatin(D))
b=1 b=1

+ complexo conjugado = 0 (1.8)

para variacoOes arbitrarias de d9%(1). A equagdo (1.8) s6 pode ser igual a zero para variacOes arbitrarias
de 1% (1) se o termo entre chaves for igual a zero; caso contrario, para qualquer variacdo ¢ (1) # 0, a
igualdade em (1.8) ndo seria verdadeira. O termo entre chaves é denominado equacao de Hartree-Fock,

N

N
h’(l) + Z‘Ib(l) - Kb(l) ¢a = Zﬂnﬂ/)b(l)a a=1,2,...,N (19)
b=1

b=1

e determina o conjunto de spin-orbitais que minimiza (1.6). Os termos J;(1) e K;(1) sdo os operadores
de Coulomb e de troca, definidos por sua agao em um spin-orbital arbitrario. O operador de Coulomb,

To(V)pa(1) = (nlriy 11 (2))9a (1) (1.10)
representa o potencial médio em x; devido ao elétron no spin-orbital ¥ e 0 operador de troca,
Kb(l)zpa(l) = <¢b|rf21|¢a(2)>wa(1) (1'11)

representa a troca de elétrons entre os orbitais a e b. O termo entre colchetes na equagao (1.9) é o
operador de Fock, denotado por f(1). Este operador é composto pelo operador de um elétron h(1) e
pelo potencial de Hartree—Fock, definido como

N
= 3 (1) — Ky (1)) (112)
b=1

Como os operadores de Coulomb e de troca dependem dos préprios spin-orbitais, a medida que os
spin-orbitais sdo determinados o potencial de Hartree—Fock vai mudando, criando uma situacao em que
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o potencial inicial, utilizado para determinar {t1,... ,%n}, ndo é necessariamente igual ao potencial
ap6s a deternimacgdo de {91,... ,¥n}. Com isso, o potencial de Hartree-Fock deve ser determinado
de forma iterativa, refinando progressivamente os orbitais e o potencial até que este ultimo ndo varie
(ou varie menos do que um valor arbitrario) entre duas iteragoes subsequentes. A esse método dé-se
o nome de auto-consistente, e o processo iterativo & conhecido como procedimento SCF (do inglés
Self-Consistent Field).

A equacdo (1.9) expressa o spin-oprbital 1, em termos de todos os outros. Pode-se transformar
(1.9) em uma equacao de autovalores, que é de resolucdo mais simples, através de uma transformagcao
unitaria, sem que a energia total seja alterada. A equacdo resultante desta transformacdo é denominada
equacao candnica de Hartree—Fock e é escrita como

f(l)"pa = €ata, a=12,...,N (113)

A equagdo canodnica também ilustra a transformagdo do problema original de muitos corpos em um
conjunto de problemas de um corpo, movendo-se no potencial de Hartree-Fock.

Até agora a forma dos spin orbitais ndo foi considerada. No caso de camada fechada, em que
temos N elétrons ocupando N/2 orbitais, uma alternativa é considerar que pares de spin-orbitais tem
a mesma funcao espacial, ou seja,

Yon—1(r1,m) = Xn(r1)s(na) (1.14)
Yon(r1,m) = Xn(r1)s(m), (1.15)
comn=1,2,... ,N/2. A esse tipo de arranjo de spin-orbitais da-se o nome de método Hartree-Fock

restrito (RHF). Uma vez que os spin-orbitais estdo definidos, pode-se integrar as varidveis de spin e
manter apenas as funcoes espaciais. Nesse caso, o operador de fock pode ser reescrito como

N/2
F(1) = f(r1) = h(r) + D _[2Jy(r1) — Kp(r1)] (1.16)
b
e a equagao (1.9) pode ser reescrita como
f(l)Xa(rl) :EaXa(rl)a a = 1127"' 7N' (117)

1.1.1 O Método de Hartree—Fock—Roothaan

Para resolver a equagdo (1.17) precisamos da fungdo espacial x4(r1), cuja forma é desconhecida.
Sabemos, no entanto, que uma funcao arbitraria pode ser expressa em termos de um conjunto completo
de funcoes ortogonais* através de

o0

Xa(r1) = Y cladhi(r1) (1.18)

=1

Como uma expansio infinita nido pode ser utilizada em calculos computacionais, Roothaan® sugeriu
que x;(r1) nao fosse escrita exatamente, como em (1.18), mas aproximada por uma soma finita,

M
Xa(rl) = ia(rl) = cha¢l(r1) (1'19)
=1
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em que o conjunto {¢(ri)} é denominado conjunto de base e {¢;,} 0 conjunto de coeficientes de
combinagdo linear, associados ao orbital yx,(r;) e & fungdo de base ¢;(r1). Se as fungdes de base
forem adequadas, & medida que o conjunto de base tiver seu tamanho aumentado, o erro associado a
representacdo finita tenderd a zero, e o valor calculado de energia tendera ao valor calculado com a
soma infinita. Este limite é denominado o limite Hartree-Fock.

Desse modo, a escolha dos conjuntos de base deve ser bastante criteriosa, visando minimizar o erro
oriundo da utilizacdo de uma base finita. Detalhes sobre a construcao de conjuntos de base podem ser
encontrados, por exemplo, na extensiva revisio de Davidson e Feller® e no livro de Jensen.” A escolha
das funcoes de base também é influenciada por aspectos computacionais. Devido a esses fatores, as
funcdes de base utilizadas atualmente sdo funges gaussianas que, embora nao tenham comportamento
assintético correto nas regides nuclear e de valéncia como as funcoes de Slater!, permitem o calculo de
integrais de dois elétrons com maior facilidade. As fung¢bes de base gaussianas sdo do tipo

$i(r1) = Nyexp(—ayr?) (1.20)

em que N; é um fator de normalizacdo da fungdo gaussiana e og seu expoente. Como os expoentes sdo
usualmente determinados a priori e mantidos fixos, os coeficientes de combinacao linear determinam a
forma do orbital.

Outro aspecto importante da abordagem de Roothaan é que, se substituirmos (1.19) em (1.17),
multiplicarmos a equacdo resultante & esquerda por ¢; e integrarmos em r;, podemos colocar as
equacoes em forma matricial do tipo

M
Z[Fkl - CQSkl]Cla = O, a = 1,2, . ,M (1.21)
=1

ou simbolicamente como
FC =SCE (1.22)

em F, S, C e E sdo matrizes M x M. Os elementos da matriz C sdo os membros do conjunto {c.}, e
a matriz E é diagonal e contém os autovalores. Na matriz S, o elemento genérico é da forma

Skt = /¢Z(r1)¢l(r1)dr1, (1.23)

enquanto para a matriz F o elemento genérico é dado por

Fu= [ $ie) ()l dr
(1.24)
= Hy + Z ZP)\U |:jk:l,a)\(15 2) - %kk)l,a)\(la 2)
A O

em que Hy; é um elemento da matriz que retne as integrais envolvendo os operadores de um elétron
de h(1), Py, é um elemento da matriz densidade,

N/2
P =2 cxChp, (1.25)
b

fNo caso de ntcleos pontuais, pois se estes forem modelados como distribuicdes de carga esse comportamento se
inverte, e as gaussianas passam a exibir o comportamento correto
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e Jrion(1,2) € ki oa(1,2) sdo as integrais

Jktoa(1,2) = / o1 (1) i (r1)r15 G0 (r2) Pa(r2) dridrs (1.26)
Erion(1,2) = / b1 (r1)dr(r2)715 B0 (r2) i (r1) dridrs. (1.27)

Maiores detalhes sobre o método RHF podem ser encontrados na referéncia original® e em diversos
livros tais como o de Cook® e o de Szabo e Ostlund.? A derivacido do método HF restrito de camada
aberta (ROHF') é um pouco mais complexa e poucas vezes é tratada em livros-texto. Os trabalho de
Roothaan? e, mais recentemente, as revisdes de Krebs!'® e Almlsf!! fornecem uma boa introducio a
este método. Além dos métodos restritos existe ainda o método HF ndo restrito (UHF'), desenvolvido
por Pople e Nesbet,'? onde os orbitais para spins alfa e beta sio diferentes. Detalhes computacionais
deste método podem ser obtidos no livros de Cook e Szabo e Ostlund.

1.1.2 O Método da Coordenada Geradora Hartree—Fock

O Método da Coordenada Geradora (MCG) é um formalismo variacional, proposto por Hill e
Wheeler!3 e Griffin e Wheeler'# na década de 50 para tratar movimentos coletivos nos nucleos. Este
formalismo considera que uma funcao aproximada é escrita como a integral em uma coordenada de
deformagao ou “geradora” do produto de uma fungéo de onda nucleénica ¥(x1,. .. ,Xn; @) € uma fungdo
de onda coletiva ou “geradora” f(a),

PY(X1,... ,Xp) = /Qf(a)ﬂ(xl,... ,Xn; @) da, ae (1.28)

A funcao nuclednica pode ser uma fungao determinantal contendo as fun¢ées de onda para as particulas
constituintes do sistema, e a coordenada geradora é utilizada para modelar um potencial ficticio agindo
sobre as particulas e serve, portanto, para determinar suas funcées de onda. A funcao geradora é entao
tomada como pardmetro variacional e determinada através da minimizagdo do valor médio da energia
do sistema.

O MCG continuou sendo bastante utilizado principalmente na area de fisica nuclear e, em meados
da década de 70, comegaram a surgir na literatura aplicagoes deste método em problemas de fisica
atomica e molecular,'®'® geralmente para tratar problemas simples, como o 4tomo de Hidrogénio,'” a
molécula de Hy '8 e fons isoeletronicos ao He.'®?® Na década de 80 é criado o método da coordenada
geradora Hartree-Fock (MCG-HF) para tratar de forma mais geral atomos multieletronicos.2! Pro-
posto inicialmente para sistemas de camada fechada, o MCG—-HF foi posteriormente desenvolvido para
sistemas de camada aberta e generalizado para o caso molecular.?? No MCG-HF os spin-orbitais sio
representados por uma transformada integral

Pi(x1) = 5(n) /0 " fie)di(r1, 0) da = /0 " fi@)pi(x1, ) do (1.29)

envolvendo uma fungdo peso f(a) na coordenada geradora e uma funcdo dita geradora ¢(xi,a) =
(1, @), que é um produto de uma fungao espacial ¢;(r1,a) = ¢;(1, a) (também dependente da coorde-
nada geradora) e de uma fungéo de spin s(n). A idéia de representar funges de onda monoeletronicas
utilizando transformadas integrais (no caso, a transformada de Laplace) foi proposta por SomorjaiZ®
no fim da década de 60, sendo utilizada com razodvel sucesso para d4tomos pequenos como o hidrogénio
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e 0 hélio®* 27 e para a série de fons isoeletrénicos ao hélio incluindo litio, berilio e oxigénio.?® Ou-

tra associacdo entre funcoes de onda monoeletrénicas e transformadas integrais tinha sido feita em
1979 por Ruedemberg, que considerou os orbitais atémicos como transformadas integrais de fungoes
gaussianas ou exponenciais, para analisar o comportamento dos coeficientes LCAQO obtidos de céalculos
Hartree Fock utilizando bases even-tempered.??

A Obtencao das Equagoes do MCG-HF

Como no método de Hartree-Fock, no MCG-HF os spin-orbitais sdo utilizados na construcio
de um determinante de Slater e devem, portanto, ser linearmente independentes (e sdo geralmente
tomados como ortogonais). Desse modo, o problema variacional torna-se semelhante ao do método
de Hartree-Fock, ou seja, deve-se minimizar o valor médio da energia, dado por (1.3), mantendo a
ortogonalidade dos spin-orbitais. Este problema é tratado de forma genérica no método de variagao
funcional, permitindo que possamos utilizar novamente as equacoes (1.6) e (1.7) para determinar
os spin-orbitais 6timos. A diferenca agora reside na forma dos spin-orbitais. Em comparagdo com
o método Hartree-Fock, no MCG eles tem sua forma definida por (1.29). Substituindo as funcoes
monoeletronicas do tipo (1.29) em (1.3), e definindo

Ja(,7,5,6) = / / a1, )0 (2715 0 (L, Ao (2, 0) dxy dxs (1.30)
kKop(2,7,8,0) = //%(1,a)%(lv)rlglsob(l,ﬁ)soa(lﬂ)dX1de (1.31)
ho(a,f) = / pall, )h(L)ga(L, B) dxy (1.32)

obtemos

E= za://dadﬁf;(a)fa(ﬂ) [hab(aa/@) + % Zb://dfydofl;k(f)/)fb(e){jab(aa'7’/Ba 0) - kab(aafya ﬁa 0)}
(1.33)

como expressdo para o valor médio da energia. Lembrando que o funcional de energia F({1}), que
serd minimizado é dado por (1.6), para calcular §F({1}) devemos calcular a variacdo na energia (0F)
e a variacdo para a condi¢do de ortogonalidade. A variacdo §F é dada, apos alguns desenvolvimentos,
por

SF = f: / das f* (o)

N 1.34
[ [ 816 (ham, 8+ Y [ [ 4180550 156)iun(0,7,5.6) ~ an(av . e)})] .
b

+ complexo conjugado.
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A variag@o no termo que expressa a condi¢do de ortogonalidade, por sua vez, é dada por
N N N N
33 cuadaltn) = Y- [[ 6£:@10) Y v [ oal1 @)in(1, 8) dxs + complexo conjugado
a b a b

N
= Z/éf;‘(a)/eaafa(ﬂ)/@a(l,a)cpa(l,ﬂ) dx; + complexo conjugado
’ (1.35)

em que a reducao do duplo somatoério para uma soma apenas em g decorre da ortogonalidade das fungoes
{pa(l,@)}. Para expressar dF({1}) basta, agora, subtrair (1.35) de (1.34) e igualar o resultado a zero.
Ao fazermos dF({1}) = 0 chegamos a uma expressdo em que, a exemplo de (1.8), a igualdade s6 é
satisfeita para variagOes arbitrarias de §f(a) se

/ d&%(ﬂ)( w(, B) +Z [ [ @650 50(6) Gk 7.8,) — k(7.5 9)}) o
1.36

/dﬂafa(ﬁ)em/%(1,04)*%(1,/3) ix;, a=1,... N

Podemos agora integrar coordenadas de spin de hgy(a, ), jap (7, 5,0) € kep(a,y,3,60) em (1.36),
obtendo um conjunto de equagOes integrais envolvendo funcoes espaciais e funcles peso para cada
orbital. Estas equacoes integrais sdo as equacoes do MCG-HF?! e tem, para o caso de camada fechada,
a forma

/[F(a,ﬂ) S, B (B dB =0, a=1,... N/2 (1.37)

sendo F(a, 3) e S(a, §) denominados kernels de Fock e de recobrimento, respectivamente. O kernel de
recobrimento é dado por

S(@f) = [ ¢ull.a)a(1,5)drs, (1.39)
enquanto o kernel de Fock é dado pela expressao
N/2
F(a,ﬂ) = h(a7lg) + Z[2Jb(a7/8) - Kb(a’ﬁ)] = hab(aa /8) + Pw |:jab(04,’)’,,8, 0) - %kab(aa’% /35 9) ’
b
(1.39)

em que definimos uma matriz densidade P. 0 envolvendo as integrais nas coordenadas geradoras,

N/2

Py = 22//d’7d9fb ).f5(6) (1.40)

€ hab(aa ﬂ),jab(a,’)/alga 0) e kab( 77,ﬁ1 como sendo as integrais

hae,8) = [ dull@)h(1)ga(1,P)dr (1.41)
jab(aayaﬁa 0) = / ¢a(17a)¢b(257)r;21¢a(17/6)¢b(250) drldr2 (142)
kap(,v,8,0) = / ba(L,@)bp(2,7)r7 Po(L, B)ba(2,6) dridrs. (1.43)
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A Resolugao das Equagoes do MCG-HF

Como nao se conhece uma maneira de integrar analiticamente as equacoes do MCG-HF, costuma-
se transformar a formulagdo continua (1.37) em uma formulagdo discreta para sua posterior resolugao.
Na discretizagdo reescreve-se (1.37) como

M
Z[F(ak,ﬂl) — eaS(ag, B)|wa fa(G) =0, a=1,...,N/2 (1.44)
=1

sendo M o nimero de pontos utilizado na discretiza¢do. Na discretizagdo f(5) é substituida pelo
produto de um peso wg; pelo valor da funcao peso calculada em [, correspondendo a uma integracao
numeérica de (1.37). Os kernels de Fock e de recobrimento sdo dados, respectivamente, pelas integrais

Flog,f) = / a1, ) (1) ba (1, ) dry (1.45)
S(om f) = / Ga(l, )1, 1) dry (1.46)

onde f(1) é o operador de fock definido em (1.16). Na versdo discretizada o MCG-HF reduz-se ao
método de Roothaan, e este fato fica claro quando comparamos (1.44) e (1.21). Se identificarmos
ap e B com os expoentes de funcoes de base, percebemos que os kernels discretizados equivalem
aos elementos Fj; e Sy; das matrizes de Fock e recobrimento. Esta semelhanca também indica que
war fa(B) equivale ao coeficiente LCAQ3? ¢;,. Este tltimo aspecto é bastante importante, pois indica
que os coeficientes LCAO n&o sdo apenas niimeros arbitrarios como o método de Ritz sugere, e sim
representacOes discretas de fungoes peso. Uma vez que os coeficientes LCAQO sao representacoes da
fungoes peso, podemos utiliza-los para estudar o comportamento destas tltimas. Para obter as func¢oes
peso basta considerar que ¢, = wg; fo(y).

As funcgoes peso atdmicas tem um comportamento bastante caracteristico, que pode ser observado
tragando-se gréaficos de expoentes vs. valores de fungbes peso. Para uma melhor visualizagdo do
comportamento de f,(a) devemos utilizar uma escala logaritmica para as abcissas, caso contrario
veremos apenas um conjunto de picos. Como exemplo, mostramos as fungoes peso dos orbitais 1s,2s e
3s (figura 1.1) e 2p e 3p (figura 1.2) de um atomo de aluminio.

A primeira caracteristica interessante observada para as fungdes peso Hartree-Fock é que, para
cada simetria, cada orbital tem uma funcdo peso bastante caracteristica, e que o nimeros de nés ou
zeros que estas fungoes apresentam aumenta com o aumento do ntimero quéntico principal dentro de
cada simetria, e também é interessante notar a semelhanca qualitativa entre as funcGes com o mesmo
numero de nds para cada simetria, como pode ser visto para as fungdes peso dos orbitais 2s e 3p.

Além disso, as fungbes peso apresentadas para os primeiros orbitais de cada simetria (1s,2p,...)
possuem forma semelhante uma gaussiana, como mostrado na figura 1.3, e que podem ser bem apro-
ximadas por funcées do tipo

f@) =S [-(2)], (1.47)

a

sendo a, b e ¢ pardmetros ajustaveis. A funcgao (1.47) pode ainda ser utilizada para aproximar funcoes
peso com maior nimero de nés através de combinagoes lineares. QOutra caracteristica importante
das funcoes peso é que suas formas sdo essencialmente as mesmas para atomos distintos, embora os
extremos e o intervalo em que uma determinada funcdo peso atémica seja diferente de zero variem com
0 nimero atdémico.
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Figura 1.1: FungGes peso para os orbitais 1s (+), 2s (x) e 3s () do aluminio.
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Figura 1.2: Fungoes peso para os orbitais 2p (+) e 3p (x) do aluminio.
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Figura 1.3: Fungoes peso para os orbitais 1s (+) e 2p (x) do aluminio.

Apenas o conhecimento do comportamento das fungdes peso ji é bastante 1util, pois é possivel
utiliza-lo para auxiliar o desevolvimento de funcoes de base geométricas gaussianas para dtomos;>! 34 de
funcdes de base universais;** 36 de funcdes de base satisfazendo o teorema de Hellmann-Feynman;?7:38
de funcbes de base para atomos ou moléculas utilizando pseudopotenciais,3*40 além de poder corrigir
conjuntos de base construidos por terceiros.3%41-46

1.2 A Integracao Numérica no Método MCG-HF

Existem diversas formas de efetuar a discretizacdo das equagcoes integrais de Hill-Wheeler propostas
na literatura, e entre elas estd a de utilizar métodos de quadratura numeérica. A discretizacao no
MCG-HF é feita utilizando métodos de quadratura, e visa obter a melhor representacao discreta
possivel para as fungoes peso. No MCG-HF destacam-se o método de discretizagdo integral (DI)
e sua variante, o método de discretizacdo integral otimizada (DIO). Antes de discuti-los, contudo,
é interessate ter em mente algumas idéias mais gerais sobre métodos de integracdo numeérica. Para
informacoes mais detalhadas sugerimos ao leitor um texto de analise numérica®” e alguns textos de
métodos numéricos. 849

1.2.1 Aspectos Gerais da Integragao Numeérica

A abordagem classica na analise numérica para a obtencdo de féormulas de integracdo consiste,
em primeiro lugar, de obter via interpolagdo uma aproximagdo polinomial y(z) para o integrando
(denotado aqui por f(z)) e, em uma segunda etapa, y(z) é utilizada no procedimento de integracio.
A primeira parte desse procedimento esta fundamentada no teorema de aproximacao de Weierstrass,*”
que garante que sempre existe um polindmio de grau n que aproxima a funcdo continua f(z).

Podemos considerar, tanto na interpolagdo quanto na integracdo, a existéncia de um operador de
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aproximagao L[f(z)], definido de forma geral como

m n

LIf ()] = 0k ff (@) + DD Aij (@) f (), (1.48)

=0 j=1
onde A;j(z) é um polindmio em z, f'(z;;) ¢ o valor da derivada de ordem i da fungdo no ponto z;;,
FO(zog) = f(z),
1, para a interpolagao

0 = : .
0, para a integragao

e k = 0 tanto para a integracdo quanto para a interpolagdo. O operador L[f(x)] é utilizado da seguinte
forma: primeiro substitui-se a por¢do desejada de (1.48) por uma aproximagao, chamando o operador
resultante de L[f(z)]. Em segundo lugar, resolve-se a equagdo L[f(z)] = 0. O resultado final é a
aproximagao polinomial para f(z). Define-se ainda o erro desta aproximacao como

E(z) = L[f()] — L{f(z)]- (1.49)

Um exemplo da utilizacdo de L[f(z)] é o da interpolagdo, em que

L{f(z )+ ZZA” Yxif), (1.50)

=0 j=1

Dois métodos de interpolacao sdo tuteis na obtencao de aproximacoes para o integrando quando pos-
suimos pouca ou nenhuma informagcao sobre as derivadas de f(z): o de interpolagdo lagrangiana e o
de interpolag@o hermitiana. No método de interpolagdo lagrangiana dispomos apenas dos valores de
f(z) para um conjunto de abcissas {zo; = a;,j = 1.... ,n} e, portanto

Lif (@)] = (@) + 3 Aoj (@) f (wo5) Zl (1.51)

Para obtermos a aproximacao basta seguir as duas etapas delinadas ainteriormente. Primeiro
substituimos f(x) por y(x) em (1.51), obtendo

Lf(x Zl (1.52)
Agora, fazendo L[f(z)] = 0, temos a aproximacdo polinomial desejada, y(z),

z) =Y _1i(z)f(a;) (1.53)
j=1

e passamos a buscar polinomios /;(z) tais que y(a;) = f(a;), ou seja, polinémios para os quais F(a;) = 0.
Esta condicdo é observada se [;(a;) = d;;, pois nesse caso

ai) = Y 1(ai)f(aj) = /(@) (1.54)
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Os polinémios /;(x) para os quais [;(a;) = d;; sdo denominados polinémios de interpolagao Lagrangiana
e tem a forma
- ) dpy,(z)

PR 1C) R D= TTlir—a) o oy
lﬂ( ) (l'—aj)p’n(aj)’ d pn( ) £[1( Z) pn( .7) dz |1‘:‘1j' (155)

Para valores de x diferentes das abcissas, no entanto, E(z) # 0, e
f(z) = Zl f(aj) + E(x), (1.56)

onde E(z) depende da derivada de ordem n de f(z).*” Como f(zx) é aproximada por polinémios de
ordem até n — 1, a formula para o erro revela que a férmula (1.56) é exata para polinémios de ordem
menor ou igual a n — 1.

No método de interpolagdo hermitiana dispomos dos valores de f(x) nas n abcissas e os valores da
primeira derivada de f(x) em r destas abcissas. Essas condiges fazem com que f(z) seja dada por

z) =Y hi(z)f(a; +Zh f'(a;) + E(z) = y(z) + E(z) (1.57)
=1

e, como existem n + r condigdes para L[f(a;)] = 0, podemos aproximar um polinémio de grau até
n+r—1. Se n =r, a aproximagdo polinémial é

z) =Y hi(z)f(a;) + > hy(z)f'(ay), (1.58)
j=1 j=1

com
hi() = [1-2( - a;)1;(a;)]i3 () (1.59)
hi(z) = (z—a;)l3(x) (1.60)
para j = 1,... ,n. O erro neste caso é dado pela expressdo
Bw) = BE e, ce b (161

Uma vez que exista uma aproximacdo para a fungdo f(z), podemos também utilizar essa aproxi-
magao para obter a integral de f(z). A forma mais simples de obter esta integral é considerar que
apenas os pontos {f(a;),j = 1,... ,n} sdo conhecidos. Essa informacio faz com que L[f(z)] para a
integracao seja escrita como

L{f(z / f(z d:c—ijf a;) (1.62)

pois E = L[f(z)] — L[f(z)] = L[f(z)], uma vez que na obten¢ao da aproximagao fazemos L[f(z)] = 0.
Assim, a integral é escrita como

b n
/ f(@)dz = Y wif(aj) + P (1.63)
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Podemos também considerar um caso mais geral da integragdo considerando que o integrando é o
produto de f(z) e de uma funcio peso w(z). Essa forma de escrever o integrando permite que integrais
mais complexas sejam calculadas através da fatoracao do integrando em f(x) e uma fungéo peso. Outra
vantagem é a possibilidade de utilizagdo de fungbes peso especificas para certos problemas (como
veremos adiante na discussdo de métodos gaussianos). A aproximacdo para a integral nesse caso é
escrita como

b n

@(z)f(z) dz = ijf(aj) +E, (1.64)
b
wj = [ w(z)lj(z)dz. (1.65)

a

Sabendo os valores da func¢do nas abcissas podemos aproximar f(z) através do método da interpo-
lacdo lagrangiana. Se, além disso, restringirmos as abcissas de (1.64) a estar igualmente espagadas e
considerando que a e b sao abcissas,

b—a
n—1

aj =a+h(j—1), j=1,... ,nparan>2 e h= (1.66)
teremos os métodos de Newton—Cotes para intervalos fechados. Existem também os métodos de
Newton—Cotes para intervalos abertos, mas como nao existe vantagem em utilizar os métodos para
intervalos abertos quando dispomos de métodos equivalentes para intervalos fechados,*” ilustraremos
apenas estes ultimos. Um aspecto importante dos métodos de Newton—Cotes é sua ordem. Como foi
utilizada a interpolagdo lagrangiana para aproximar o integrando, e essa interpolagdo é exata para
polinémios de grau menor ou igual a n — 1, temos que a ordem deste método também é n — 1.

O método de Newton—Cotes para intervalos fechados mais simples é a regra do trapézio, que
corresponde a aproximar a area sob a curva de f(z) por uma reta. Nesse caso, h =b—a e w(z) = 1,
resultando em

b
/ f(z) dz = g[f(b) + f(a)] + E. (1.67)

Além de retas, podemos utilizar polinémios de segundo grau para aproximar o integrando (novamente
w(z) = 1), e a integral

b
/ () dz ~ g[f(a) +4f(a+h) + F(B) (1.68)

é denominada regra de Simpson. Se continuarmos aumentando a ordem dos polindmios ou seja, au-
mentando o n na formula de interpolacdo, teremos melhores aproximagoes para f(x), mas teremos
problemas para estimar o erro, pois esse depende dos valores da derivada de ordem (n + 1) de f(z)
para n par e da derivada de ordem n de f(z) para n impar, avaliadas em algum ponto do intervalo de
integragdo. Além disso, é possivel que, dependendo da funcdo a ser integrada, as derivadas menciona-
das acima crescam na ordem de (n+1)! ou n!, comprometendo assim a precisio da integracio.*’ Estes
problemas podem ser evitados se for utilizada uma composicdo de diversas regras com 7 pequeno para
substituir a regra com n grande. No caso de composicdo, o intervalo original é dividido em m sub-
intervalos, e para cada um destes as regras acima sao aplicadas. O resultado final é a soma das areas
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para cada sub-intervalo. Para um caso geral de concatenacao de regras do trapézio com espacamentos
h; diferentes, temos a expressao
7 b

b
1
/ f(x)dz ~ 2 [hif(a1) + (h1 + ho)f(a2) + ...+ (hp—2 + hp_1) f(an—1) + hn—1(ay)] (1.69)
a
que, no caso particular de hy = hg = ... = h,_1 fornece

flan)

. (1.70)

b fla1)

[ s@rde=n |80 g+ pan) +
a

e (1.70) recebe o nome de regra do trapézio composta. Tanto (1.69) quanto (1.70) sdo somas de

Riemann e, portanto, quando os espacamentos entre as abcissas tendem a zero a area sob a curva

tende ao valor exato da integral. A regra de Simpson composta pode ser obtida de maneira analoga.

O erro na regra do trapézio composta é

(b—a)®

E=- 12m2 (6, £ € (a,b) (1.71)

Outra forma de aproximar a integracdo de f(z) é utilizando a férmula de interpolagdo de Hermite
para aproximar o integrando, o que resulta na expressao

b n n
| #@r@de =Y wif(a) + 3 s (@) + B (1.72)
a j=1 j=1
sendo

b b
wj :/ w(z)h;(z) dz e Wy :/ w(z)hj(z)dz. (1.73)

Nesse caso, ao contrario dos métodos de Newton-Cotes, ndo se faz restricdo ao espagamento das
abcissas. Como na formulagdo da integracao numérica nao hé informagoes sobre as primeiras derivadas,
de f(z), é necessario que todos os pesos w; sejam nulos, ou seja,

b b
; :/ ()@ — a;)i2(z) da :/ w(@)pn(z) 25 4z = 0 (1.74)
a a b (a’J)

para j = 1,... ,n. Essa condigao s6 é satisfeita se o polinomio p, (z) for ortogonal (em relagdo a fungao
peso w(z)) a todos os polindmios de grau menor a n, e as abcissas forem os zeros destes polindomios. Os
métodos de integracdo numérica que utilizam polinémios ortogonais para estabelecer pesos e abcissas
sao denominados métodos gaussianos. Um aspecto importante nestes métodos é que a ordem destes
métodos é 2n — 1, pois a interpolagdo de hermite é exata para polinémios de grau menor ou igual a
2n — 1. Outro aspecto importante ¢ que, se w(x) > 0 no intervalo de integracio, pode-se provar®’ que
as abcissas obtidas com a condigao (1.74) s@o todas reais, distintas e pertencem ao intervalo (a,b). A
ortogonalidade dos polindmios {pg(z) = Axpk(z)} é também utilizada para determinar os pesos wj,
através da regra geral

b
wy= e onde = [ (el ds (1.75)
Arpr+1(a;)pg(ag) a
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e sendo Ay o coeficiente do termo de ordem £ nos polindmios ortogonais pi(x). Dois tipos principais
de quadraturas gaussianas podem ser definidas, aquelas com limites de integracdo finitos e aquelas
com limites infinitos. Para quadraturas com limites finitos, pode-se transformar o intervalo [a,b] no
intervalo [—1, 1] através da mudanca de variaveis Z = [1/(b — a)](2z — a — b), em que z partence ao
intervalo original e Z ao intervalo normalizado. Duas familias de polinémios ortogonais {pn(z)} séo
definidas em intervalos normalizados: a dos polinémios de Legendre, com fungdo peso w(z) =1, e a
dos polinémios de Chebyshev, com funcio peso w(z) = (1 — z?)~ /2. Para quadraturas com limites
infinitos, a fun¢do w(x) deve ser escolhida de forma a garantir a convergéncia da integral de w(x)f(x).
Para um intervalo (a,00), a funcdo peso é exp(—z), e os polinémios ortogonais para esse caso sdo 0s
de Laguerre. Para o intervalo (oo,00), a funcio peso é exp(—z?), e os polinémios sdo os de Hermite.
Estas quatro quadraturas sdo denominadas de Gauss—Legendre, Gauss—Chebyshev, Gauss—Laguerre e
Gauss—Hermite, respectivamente.

As quadraturas gaussianas podem ser utilizadas com regras compostas, reduzindo o erro associado
& interpolacdo com polinémios de ordem elevada. Para exemplificar essa afirmacao, basta considerar o
erro para a quadratura de Gauss—Legendre,

_(b—a\*h 22t
E_( 2 ) (2n+1)[(2n)!]3f(2 '),  &e(ab) (1.76)

Se o intervalo [a, b] for dividido em dois e a derivada de ordem 2n de f(z) for continua, esse erro pode
ser reescrito como

_ 1 b—a 2n+1 22n+1(n!)4 .
B= g (T) (2n +1)[(2n) ]3f(2 (©,  geab) (1.77)

e o fator 1/2?" aparece na férmula. Se o intervalo for dividido em m sub-intervalos, o fator 1/22" sera
substituido por 1/m?".

1.2.2 A Metodologia de Discretizacao Integral no MCG-HF

A metodologia de discretizagdo integral (DI) tem como caracteristica principal a tentativa de in-
tegrar a equagao (1.44) de forma adequada, ou seja, buscando um conjunto de abcissas com as quais
a funcao peso f(0) seja descrita da melhor forma possivel utilizando apenas os seus valores discretos

f(Bi).
As abcissas neste método sdo fornecidas pela série even-tempered, proposta por Bardo e Ruedem-
berg,’Y e um conjunto de expoentes {a}, para uma fungao de simetria I, pode ser obtido por:

Qg1 = ,ul)\f_l, k= 1, I () (1.78)

em que n é o nimero de fungdes primitivas e y e A s80 os pardmetros a serem ajustados. Definindo
um conjunto {2}, construido a partir dos expoentes,

Qk = lnak (179)

e nele efetuando integracao, chegamos na regra do trapézio composta, onde as abcissas sdo os pontos
Qk,l:

Qk,l = QO,l + AQy, k=1,...,n (180)
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com Inyy = Qg e tendo In \; = AQ; como o espagamento entre as abcissas.

No método DI u e A sdo escolhidos através da andlise de func¢es peso obtidas através de uma
malha arbitraria de expoentes.?31:32:35:36.51  Fgta anslise preliminar possibilita determinar um valor
adequado para €2y, obtendo-se posteriormente os valores de Af) e n através principalmente da precisao
com que se deseja atingir a energia total do sistema em estudo.3!32:3%36:51  Recentemente Jorge e
colaboradores®® sugeriram a utilizacdo de um esquema derivado das séries even-tempered, que consiste
em utilizar duas ou trés séries geométricas para cada simetria, onde os parametros u, A e k escolhidos de
forma a descrever regides distintas do espaco de expoentes para cada simetria. Este método mostra-se
adequado em sua aplicacdo & discretizagdo integral das equagoes GHW-HF, uma vez que cada uma
das séries geométricas foi utilizada para descrever uma regiao da funcdo peso.

Outro método que busca integrar adequadamente (1.44) para produzir uma boa representagio
discreta da fungdo peso é o método de discretizacdo integral otimizada (DIO). O método DIO, ao
contrario do método DI, utiliza um processo automético de otimizagdo dos valores de g e AQ para
um namero de abcissas pré-determinado, através do critério de minima energia.33:34,37-40:45

Alternativas Nao Exploradas e Novas Pespectivas

Da discussao sobre a discretizagdo integral pode-se observar dois aspectos curiosos: o primeiro é
que tanto na forma original quanto na forma otimizada apenas os métodos de Newton—Cotes foram
utilizados. Em segundo lugar percebe-se que, a ndo ser pela tentativa de Jorge e colaboradores,’? nao
buscou-se utilizar regras de integracao compostas. Esse fato provavelmente deve-se & simplicidade de
utilizagao da série even-tempered, bem como ao sucesso em sua utilizagao na construcao de conjuntos
de base. No entanto, como almeja-se construir bases sempre mais precisas com o menor tamanho
possivel, torna-se importante verificar se a integracdo de (1.37) estd sendo efetuada da melhor forma
possivel. Esta verificacao, por sua vez, deve passar necessariamente pela avaliacdo de outras técnicas
de integracao, sejam elas métodos de natureza diferente ou modificagbes do esquema original.

Além dos métodos de Newton—Cotes, podemos utilizar os métodos gaussianos para construir os con-
juntos de base. Estes métodos, como ja discutido, sao bastante eficientes em um intervalo de integracao
normalizado. Se esta eficiéncia for observada aqui, serd possivel construir bases de mesma qualidade
daquelas utilizando a série even-tempered mas com um menor nimero de primitivas. No entanto, como
o intervalo de integragdo no nosso problema deve ser relativamente extenso (como mostram as figuras
para as fungbes peso do Aluminio) e apenas estima-se a forma das fungoes peso. Fica dificil estimar
que tipo de polinémio, e portanto de método (Gauss-Legendre, Gauss-Laguerre, etc.), seria o mais
adequado para aproximar as equagcOes integrais. Assim, parece interessante avaliar os métodos mais
conhecidos, ou seja, Gauss—Legendre, Gauss-Laguerre, Gauss—Hermite e Gauss—Chebyshev) de modo
a estabelacer sua aplicabilidade na construcao de conjuntos de base.

No que diz respeito & utilizagdo de regras compostas, € interessante realizar um estudo com os
métodos de Newton—Cotes, mais simples do que os métodos gaussianos e por ji existirem algumas
modificagOes & série even-tempered que podem ser vistas como regras compostas. A primeira delas é a
série well-tempered proposta por Huzinaga,®3

é
aj, = pAFL 1+7(%> ., k=1,...,n (1.81)

em que n é o nimero de fungbes primitivas e u, A,y e § so parametros a serem ajustados. O ajuste

de parametros é usualmente feito variacionalmente, embora ndo haja restricbes ao uso de métodos
ndo-variacionais. A aplicacdo original desta série envolve bases de expoentes compartilhados entre as
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simetrias, mas observam-se melhoras significativas nos resultados com bases que utilizam diferentes
conjuntos de pardmetros para cada simetria. Bases obtidas com a série well-tempered também apre-
sentam resultados bastante satisfatoérios, sendo superiores aos obtidos com a série even-tempered para
bases pequenas. Esta melhora deve-se & inclusdo do termo entre colchetes em (1.81), que permite uma
liberdade no espagamento entre os expoentes e a inclusdo de maior nimero de expoentes na regiao
nuclear, em comparacio & série even-tempered. Além da série well-tempered existem outras tentativas
de flexibilizar a série even-tempered descritas na literatura e todas tem como caracteristica fundamental
a tentativa de se expandir o expoente, ou o seu logaritmo, como um polinémio. Estas formulas alter-
nativas, introduzidas por Klobukowski,?® também contém parimetros {ci;} ajustéaveis para a simetria
[ e sdo escritas como

a1 = C1c2)

ag; = ag_1gc[1 +e3(k—1) +cq(k — 1)2], (1.82)

a1 = C1c2)

gy = ap_1a94[1 +c3g(k—1) +eag(k— 1)+ s (k—1)% e (1.83)

apy = exp(eiy + ok + cagk® + cagk® + c5 k) (1.84)
com k = 2,...,n. Nota-se que os resultados sdo tanto melhores que os da série well-tempered quanto

maior é o grau do polinémio em k, e os melhores resultados sdo obtidos com a férmula (1.84). Se
utilizadas na discretizacao integral, tanto a série well-tempered como as férmulas introduzidas por
Klobukowski podem ser classificadas como métodos de Newton—Cotes, a exemplo de (1.69).

Tendo em vista a melhoria na qualidade das bases quando utilizam-se féormulas como (1.82 - 1.84)
e (1.81) na determinacao das abcissas, a seguinte pergunta torna-se importante: serd possivel obter
férmulas que, para um dado nimero de parametros, fornecam resultados ainda melhores do que os de
(1.82) e (1.84)7 Neste trabalho pretende-se buscar uma resposta a essa pergunta, e para tanto algumas
séries geométricas, dadas por

In ag; = ci+ nglk + C3,lk3 + C4,lk5, (185)
In Qg = C1 + CQ’lk + Cg’le + C4’lk4 e (186)
In Qg = c11+ Cg,lk + Cg,lkZ + C4,lk3 + C5,lk5 (187)
com k = 2,...,n, serdo avaliadas. As séries (1.85) e (1.86), por conterem quatro parametros, podem

ser consideradas equivalentes as séries well-tempered e (1.82), enquanto a série (1.87), equivalente a
(1.84), buscam avaliar o efeito da inclusdo de termos de ordens mais altas na corregdo da série even-
tempered, mantendo o mesmo nimero méaximo de parametros ajustéveis utilizado por Klobukowski.?*
Além destas, a expressao

n
lnak,l = Zci,lkiil, n>9 (1.88)
=1

também serd testada, de modo a avaliar se a truncagem dos polinémios em quatro ou cinco termos
gera erros significativos nos valores de energia. Estas formulas podem ser vistas como o caso mais geral
de uma composi¢ao de regras do trapézio, mostrado em (1.69).



Capitulo 2

Objetivos

Considerando que métodos de integracao numérica diferentes da regra do trapézio composta tem
sido pouco utilizados na discretizacao das equacées do MCG-HF, e que a escolha do método mais
adequado no processo de integracdo numérica pode diminuir significativamente o erro associado &
discretizacao, os objetivos deste trabalho sao

e Estudar alternativas a série even-tempered na obtencao de abcissas para o método de discreti-
zagao integral otimizada. Este estudo consistiu da avaliagdo de formulas geradoras baseadas nos
métodos gaussianos, em particular os de Gauss—Legendre, Gauss—Chebyshev, Gauss—Hermite e
Gauss—Laguerre, e de formulas baseadas em métodos de Newton—Cotes compostos, como as séries
geométricas (1.85-1.87);

e Avaliar o uso das funcoes peso discretas para aproximar funcées peso continuas e, posteriormente,
utilizé-las em célculos atdémicos. A aproximacao foi obtida por meio de ajustes e, portanto, torna-
se importante também avaliar algumas familias de fungoes para o ajuste.

e Além destes objetivos, relacionados diretamente com o método da coordenada geradora, o terceiro
objetivo foi obter bases STO—nG através da discretizacao das representacdes integrais de funcoes
STO em termos de fungbes gaussianas.

Este trabalho divide-se da seguinte forma: no capitulo 3 é apresentada a avaliagdo de diferentes
métodos para a obtencao de abcissas e sua comparagdo com alguns resultados utilizando a série even-
tempered. A seguir, no capitulo 4, o ajuste de curvas sobre fungoes peso e sua aplicabilidade em calculos
eletronicos é abordado. No capitulo 5, a obtencao de bases STO-nG é apresentada, e no capitulo 6
apresentamos as conclusoes finais deste trabalho, bem como perspectivas para futuros trabalhos.
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Capitulo 3

Avaliacao de Quadraturas

Neste capitulo apresentamos a parte principal deste trabalho: a avaliacao da aplicabilidade de
diversas formulas geradoras de expoentes na construcdo de conjuntos de base atémicos, desenvolvidos
primariamente para calculos Hartree—Fock.

3.1 Procedimento Computacional

3.1.1 Discretizacao com Quadraturas Gaussianas

Foram avaliadas quatro quadraturas gaussianas na construcdo de conjuntos de base para calculos
atomicos: Gauss—Legendre, Gauss—Chebyshev, Gauss—Hermite e Gauss—Laguerre. Os conjuntos de
base foram construidos a partir das abcissas de cada quadratura, obtidas com um programa escrito
pelo candidato em linguagem C5° utilizando rotinas numéricas em C disponiveis na literatura,’® sendo
as abcissas correspondem aos zeros dos polindmios correspondentes.

As abcissas de cada método foram utilizadas como expoentes de fungdes gaussianas primitivas. Co-
mo os expoentes devem ser nimeros positivos e as quadraturas de Gauss—Chebyshev, Gauss—Legendre
e Gauss—Hermite possuem (ou podem possuir) limites inferiores de integragdo negativos, foi necessario,
para estas quadraturas, aplicar um pré-processamento nos conjuntos de abcissas antes de sua utilizacao
nos calculos atémicos. Este pré-processamento consiste em considerar a integracdo em 2, produzindo
um conjunto de abcissas {€2;}, que é convertido para um conjunto de expoentes {«;} através de (1.79).
Note-se que este pré-processamento, no caso das quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev,
¢ mais eficiente que a integragdo em {«;}, por evitar problemas de dependéncia linear, bem como
permite que os expoentes mais préximos de zero sejam melhor descritos.

Cada um dos métodos foi primeiramente estudado de forma exploratéria, com a execucao de célculos
com bases de tamanhos variados e, no caso das quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev,
utilizando diferentes intervalos de integragdo. As bases construidas nesta primeira etapa foram do tipo
(NsNp), onde N é o niimero de pontos da quadratura. Desse modo, um ponto equivale a um expoente e,
portanto, a uma primitiva s e trés primitivas p. Para a quadratura de Gauss—Laguerre foram montadas
bases com 5, 6, 7, 8 e 9 pontos e para a de Gauss—Hermite foram montadas bases com 10, 12, 15, 18 e
20 pontos. Para as quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev foram utilizadas quadraturas
de 18, 21 e 23 pontos. Para as duas ultimas quadraturas foram escolhidos também cinco intervalos de
integracao, com o limite inferior para os conjuntos de expoentes s e p mantido fixo em 2y = —3.5e o0
limite superior fixado em 2 = 8.6,10.0,11.4,12.8 e 14.2, para todos os atomos. Esta escolha, embora
arbitraria, engloba aproximadamente a faixa de expoentes onde as fungoes peso atomicas sao diferentes
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de zero.

Apobs a fase exploratéria o trabalho concentrou-se no estudo do efeito da otimizacdo dos limites de
integracao na qualidade das bases obtidas com as quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev.
O método de otimizagao utilizado foi o simplex , sendo o otimizador baseado em um algoritmo des-
crito na literatura,®® implementado pelo candidato na linguagem Perl.5” utilizando-se o critério da
minimizacao da energia total. Na primeira etapa deste estudo a otimizacao foi feita ainda para bases
do tipo (NsNp), e os limites de integracdo eram mantidos iguais para os conjuntos s e p. Em uma
segunda etapa, também com bases (NsNp), foi permitida a otimizagdo dos conjuntos s e p de forma
independente. Por fim, foram feitas otimizacoes independentes para os conjuntos s e p utilizando bases
(NsMp), N > M. Para as bases (NsNp) foram utilizados 16, 17, 18, 19, 20 e 21 pontos, enquanto que
para as bases (NsMp) foram estudados os conjuntos 14s8p, 15s9p, 16s10p, 17s1lp e 18s12p para os
atomos do segundo periodo e 16s10p,17s11p, 18s12p, 19s13p e 20s14p para os elementos do terceiro
periodo. Para os 4tomos com orbitais s ou orbitais p completamente preenchidos foram executados
calculos RHF, enquanto que para dtomos com conjuntos de orbitais p parcialmente preenchidos foram
executados calculos MCSCF utilizando os orbitais p de valéncia como orbitais ativos e seus elétros
como elétrons ativos para garantir a mesma ocupa¢do nos orbitais pg, py € p,. No caso dos 4tomos
N e P nao foram executados calculos MCSCF pois nestes casos o método ROHF ja fornece orbitais p
com mesma ocupacao. Assim, para os d4tomos Li, Na, N e P foram executados calculos ROHF. Todos
os calculos foram executados com o pacote GAMESS,%® versdes 1998, 1999 e 2000.

3.1.2 Discretizagcao com Séries Geométricas

A discretizacdo utilizando séries geométricas consistiu na determinacdo de um conjunto de paré-
metros {c;;} que fornecam um conjunto de expoentes 6timos, ou seja, um conjunto de expoentes que
minimize a energia atémica para um determinado conjunto de base. Os pardmetros determinados
através da otimizacao simplex utilizando o mesmo otimizador mencionado para as quadraturas gaus-
sianas. Como as séries avaliadas sao definidas em 2, a integracdo foi feita neste conjunto e as abcissas
foram posteriormente convertidas em um conjunto de expoentes, de modo andlogo ao que ocorre com
as quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss-Chebyshev.

As séries (1.85-1.87) foram avaliadas para todos os elementos dos trés primeiros periodos da tabela
periodica. Para cada uma destas séries foram construidos conjuntos de base (NsMp) de tamanhos iguais
aos das bases construidas utilizando quadraturas gaussianas, de modo a permitir uma comparacao
direta entre os conjuntos. Foram também construidos conjuntos menores (10s4p, 11s5p, 12s6p, 13s7p
para os elementos B-Ne e 13s7p, 14s8p para os elementos Na—Ar) e um conjunto 21s15p para os
elementos Na—Ar para a comparagao entre as séries geométricas. A série (1.88), por sua vez, foi avaliada
apenas para Be, sendo construidas bases 2s-8s. Os calculos SCF seguiram o mesmo procedimento
descrito para as quadraturas gaussianas.

3.2 Resultados e Discussao

3.2.1 Discretizacao Utilizando Quadraturas Gaussianas

Nesta secao sdo apresentados os resultados de calculos Hartree—Fock utilizando as quadraturas de
Gauss—Laguerre, Gauss—Legendre, Gauss—Hermite e Gauss—Chebyshev como geradores dos conjuntos
de base. Estas quadraturas foram submetidas a uma anélise exploratoria inicial que buscava determi-
nar qual destes métodos é o mais adequado para a integracdo das equacoes MCG—HF. Esta anélise
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foi iniciada com a avaliacao da quadratura de Gauss—Laguerre, e

tabela 3.1.

Tabela 3.1: Valores de energia em hartrees resultantes da utilizacao

como agente de discretizagao.

os resutados sdo apresentados na

da quadratura de Gauss—Laguerre

Atomo Numero de Primitivas Hartree—Fock®®
5 6 7 8 9

He -2.83253285 -2.84364359 -2.84468047 -2.84968860 -2.85076202 -2.86167999
Li -6.91859353 -7.09940609 -7.18967314 -7.25813236 -7.29961467 -7.43272692
Be -13.7993252 -14.0832110 -14.2411550 -14.3429424 -14.4084056 -14.5730231
B -23.1292581 -23.5794016 -23.8639456 -24.0405616 -24.1629596 -24.5290607
C -34.8318810 -35.6505461 -36.2038106 -36.5651290 -36.8269588 -37.6886189
N -49.0546335 -50.4822180 -51.4831202 -52.1654181 -52.6692645 -54.4009345
O -65.7841670 -68.0607781 -69.6977613 -70.8485253 -71.7082083 -74.8093984
F -85.3481958 -88.7032514 -91.1642245 -92.9424352 -94.2848712 -99.4093493
Ne -107.935530 -112.588667 -116.060773 -118.632672 -120.596209 -128.547098
Na -132.406757 -138.713093 -143.491757 -147.120917 -149.931557 -161.858911
Mg -159.662229 -167.766583 -174.113370 -178.938741 -182.717236 -199.614636
Al -189.620167 -199.721260 -207.782421 -213.937370 -218.801525 -241.876707
Si -222.180684 -234.602077 -244.374380 -252.040092 -258.156769 -288.854362
P -257.255525 -272.097373 -283.874005 -293.248519 -300.801950 -340.718781
S -294.540136 -312.153525 -326.193328 -337.493579 -346.680699 -397.504896
Cl -334.295128 -354.945457 -371.517140 -384.957917 -395.971750 -459.482072
Ar -376.540898 -400.530366 -419.909301 -435.707136 -448.739402 -526.817512

Analisando estes resultados perceber-se que esta quadratura apresenta resultados pobres para os
célculos atémicos, o que pode estar associado ao espacamento entre os expoentes. Para esta quadra-
tura, & medida que o nimero de pontos é aumentado, os valores das abcissas tendem a se aproximar
rapidamente, principalmente para expoentes pequenos. Este comportamento tem duas implicagoes:
primeiramente a malha de expoentes ndo é amostrada de modo adequado e, em segundo lugar, a
tendéncia de aproximacgao dos expoentes cria problemas de dependéncia linear na base para conjuntos
de dez ou mais pontos.

A segunda quadratura avaliada foi a de Gauss—Hermite. Com esta quadratura ja é possivel obter
bases um pouco maiores do que aquelas com a de Gauss—Laguerre sem os problemas de dependéncia
linear, talvez devido ao pré-processamento das abcissas. Como mencionado anteriormente esta quadra-
tura, por ser definida no intervalo —oo < z < 0o, apresentard abcissas negativas, que ndo podem ser
utilizadas diretamente em um célculo atémico. Este inconveniente pode ser vencido considerando-se
que as abcissas sdo o logaritmo dos expoentes, ou seja, pontos do conjunto {2}.

Durante o trabalho, descobrimos que este pré-processamento implica uma melhora na distribuicao
dos expoentes, em que 0s expoentes pequenos eram mais espacados. Devido & possibilidade de utilizar-
se bases maiores com esta quadratura observa-se uma melhora significativa das energias calculadas em
relacdo aos resultados com a quadratura de Gauss—Laguerre, embora estes resultados aindam sejam
inadequados se comparados com o limite Hartree-Fock.>? Os resultados sio apresentados na tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Valores de energia em hartrees resultantes da utilizagdo da quadratura de Gauss—Hermite
como agente de discretizacao.

Atomo Numero de Primitivas Hartree-Fock®®
10 12 15 18 20

He -2.85692717 -2.85926109 -2.86071523 -2.86126033 -2.86142969 -2.86167999
Li -7.39426576 -7.41281384 -7.42465428 -7.42918139 -7.43060301 -7.43272692
Be -14.4108535 -14.4871950 -14.5375532 -14.5572715 -14.5635410 -14.5730231
B -24.0555695 -24.2724999 -24.4207318 -24.4180570 -24.4373586 -24.5290607
C -36.5846303 -37.0753844 -37.4235652 -37.5678086 -37.6150576 -37.6886189
N -52.1931805 -53.1429652 -53.8435823 -54.1431316 -54.2429395 -54.4009345
O -70.8557597 -72.4986598 -73.75905633 -74.3159258 -74.5048733 -74.8093984
F -92.9008518 -95.5100209 -97.5901923 -98.5406313 -98.8693219 -99.4093493
Ne -118.510503 -122.389623 -125.598763 -127.115292 -127.650195 -128.547098
Na -147.097042 -152.598586 -157.310612 -159.612153 -160.440350 -161.858911
Mg -178.771972 -186.262975 -192.892629 -196.236655 -197.464494 -199.614636
Al -213.470637 -223.319145 -232.307830 -236.984951 -238.737213 -241.876707
Si -251.260339 -263.840019 -275.656874 -281.991960 -284.413183 -288.854362
P -292.182613 -307.868939 -323.003077 -331.351508 -334.605377 -340.718781
S -336.144634 -355.316297 -374.272811 -385.017734 -389.286605 -397.504896
Cl -383.302090 -406.339205 -429.632142 -443.179236 -448.662482 -459.482072
Ar -433.706674 -460.994904 -489.146131 -505.920796 -512.833831 -526.817512

Apés a avaliacdo das duas quadraturas onde o intervalo de integracdo foi mantido inalterado
partiu-se para a avaliagdo das quadraturas de Gauss—Chebyshev e Gauss—Legendre, onde a variagao
dos intervalos foi estudada. Além dos intervalos apresentados nas tabelas 3.3 (para a quadratu-
ra de Gauss—Chebyshev) e 3.4 (para a quadratura de Gauss—Legendre), foram testados também os
intervalos[—3.5, 5.8] e [—3.5,7.2] para ambas as quadraturas. No entanto, devido & presenca de proble-
mas de dependéncia linear estes conjuntos foram descartados.

Percebe-se da tabela 3.3 que a quadratura de Gauss—Chebyshev apresenta uma melhora significativa
em relacao as quadraturas de Gauss—Laguerre e Gauss—Hermite. A mudanga de varidveis na integracao
permite uma maior flexibilidade na descri¢do do espago de expoentes, que se traduziu em resultados ja
comparaveis, em certos casos, com o limite Hartree-Fock. Dentre os intervalos de integragao estudados,
o intervalo [—3.5,11.4] & aquele que fornece os resultados mais proximos do limite Hartree-Fock para
conjuntos de base de 23 pontos. Foram verificados problemas de dependéncia linear para algumas bases
de 21 e 23 pontos, e estas foram descartadas. Para bases de 18 pontos e menores, os resultados sao
geralmente ruins, quando comparados com as bases de 21 e 23 pontos.

Tabela 3.3: Valores de energia em hartrees resultantes da utilizacao
da quadratura de Gauss-Chebyshev como agente de discretizagao,
variando-se o nimero de pontos (n) e os limites de integragao

Atomo n  [-3.5,86] [-3.5,10.0] [-3.5,11.4] [-3.5,12.8] [-3.5,14.2]
He 18 -2.86167346 -2.86165760 -2.86161120 -2.86150792 -2.86130976
21 ~ -2.86167836 -2.86167419 -2.86166274 -2.86163717

23 = ~ -2.86167888 -2.86167629 -2.86166989

Li 18 -7.43267829 -7.43258833 -7.43230781 -7.43165149 -7.43048940
21 ~ 743271371 -7.43268665 -7.43261150 -7.43245360

23 - ~ 743271753 -7.43270046 -7.43265829

Continua na préxima pagina
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Tabela 3.3: Valores de energia em hartrees resultantes da utili-
zacao da quadratura de Gauss-Chebyshev como agente de discre-
tizagdo(cont.)

Atomo n  [-3.5,86] [-3.5,10.0] [-3.5,11.4] [-3.5,128] [-3.5,14.2]
Be 18 -14.5728764 -14.5725572 -14.5716238 -14.5698780 -14.5659363
21 ~ 145729845 -14.5728912 -14.5726604 -14.5720801

23 = —  -14.5720979 -14.5729353 -14.5727831

B 18 -24.5286375 -24.5281121 -24.5257629 -24.5206569 -24.5139465
21 —  -24.5280633 -24.5287488 -24.5280590 -24.5268856

23 - — 245280893 -24.5288484 -24.5284725

C 18 -37.6877941 -37.6864801 -37.6832178 -37.6726042 -37.6548563
21 ~  -37.6884018 -37.6880146 -37.6867531 -37.6836657

23 = —  -37.6884877 -37.6881321 -37.6874512

N 18 -54.3993805 -54.3973510 -54.3908177 -54.3777625 -54.3417322
21 —  -54.4005819 -54.3997278 -54.3979419 -54.3925789

23 = —  -54.4006850 -54.4001412 -54.3985820

O 18 -74.8064733 -74.8046146 -74.7917074 -74.7740899 -74.7267357
21 ~ -74.8087911 -74.8075582 -74.8040664 -74.7975489

23 = ~  -74.8089556 -74.8081792 -74.8056334

F 18 -99.4044513 -99.4025450 -99.3841421 -99.3512066 -99.3009832
21 —  -99.4083068 -99.4069032 -99.4006533 -99.3916500

23 - —  -99.4087198 -99.4073077 -99.4041865

Ne 18 -128.539562 -128.536531 -128.515526 -128.457075 -128.396412
21 — -128.545532 -128.543620 -128.535075 -128.519212

23 = —  -128.546255 -128.543931 -128.539850
Na 18 -161.847459 -161.843053 -161.819183 -161.732740 -161.634364
21 —  -161.856725 -161.853637 -161.843664 -161.816824

23 - — -161.857687 -161.854590 -161.848036
Mg 18 -199.597325 -199.592873 -199.561245 -199.453242 -199.281767
21 ~ -199.611602 -199.606991 -199.595270 -199.556491

23 - — -199.612832 -199.609192 -199.598570

Al 18 -241.851038 -241.848781 -241.801014 -241.681229 -241.411308
21 —  -241.872370 -241.866446 -241.850831 -241.802336

23 = —  -241.874173 -241.869816 -241.854447

Si 18 -288.817381 -288.819970 -288.746670 -288.617880 -288.249431
21 —  -288.848184 -288.841330 -288.818484 -288.763810

23 - —  -288.851038 -288.845280 -288.825445

P 18 -340.666826 -340.676812 -340.572527 -340.420101 -339.975875
21 — -340.710204 -340.702743 -340.668771 -340.609601

23 = —  -340.714546 -340.706515 -340.683025

S 18 -397.433811 -397.451777 -397.319402 -397.112161 -396.616516
21 —  -397.493219 -397.485419 -397.437292 -397.368961

23 = —  -397.499542 -397.488213 -397.461938

Cl 18 -459.387413 -459.411565 -459.260158 -458.962874 -458.421297
21 ~  -459.466503 -459.457974 -459.395532 -459.305549

23 - —  -459.475358 -459.459697 -459.430240

Ar 18 -526.694058 -526.722388 -526.560338 -526.147198 -525.536505
21 —  -526.797311 -526.786517 -526.712666 -526.584035

23 - —  -526.809086 -526.788527 -526.752948

24

A partir da tabela 3.4 constata-se que o método de Gauss—Legendre possui um comportamento
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semelhante ao da quadratura de Gauss—Chebyshev, apresentando inclusive resultados um pouco me-
lhores. Como nos resultados da quadratura de Gauss—Chebyshev, as bases para alguns dos intervalos
para bases de 18 e 21 pontos apresentam problemas de dependéncia linear e foram excluidas do con-
junto. Os melhores resultados de energia também sdo obtidos no intervalo [—3.5,11.4], com conjuntos
de 23 pontos.

Tabela 3.4: Valores de energia em hartrees resultantes da utilizagao
da quadratura de Gauss—Legendre como agente de discretizagao,
variando-se o nimero de pontos (n) e os limites de integragéo.

Atomo n  [-35,86] [-3.5,10.0] [-3.5,11.4] [-3.5,12.8] [-3.5,14.2]
He 18 -2.86167541 -2.86166572 -2.86163472 -2.86156304 -2.86142245
21 -2.86167869 -2.86167890 -2.86167617 -2.86166831 -2.86165028

23 = ~ -2.86167926 -2.86167749 -2.86167299

Li 18 -7.43268667 -7.43262087 -7.43243272 -7.43197847 -7.43116995
21 -7.43271304 -7.43271525 -7.43269616 -7.43264351 -7.43253037

23 - —  -7.43271869 -7.43270610 -7.43267496
Be 18 -14.5729082 -14.5727134 -14.5721109 -14.5708119 -14.5677675
21 -14.5729749 -14.5729955 -14.5729367 -14.5727714 -14.5723416

23 - ~ -14.5730060 -14.5729621 -14.5728579

B 18 -24.5287232 -24.5284292 -24.5267504 -24.5233812 -24.5182979
21 -24.5280095 -24.5289912 -24.5288432 -24.5283798 -24.5275321

23 = — -24.5200121 -24.5289159 -24.5286308

C 18 -37.6879043 -37.6872188 -37.6848491 -37.6769971 -37.6651919
21 -37.6882423 -37.6884570 -37.6882144 -37.6872675 -37.6851560

23 - ~  -37.6885265 -37.6882829 -37.6877997

N 18 -54.3995536 -54.3984662 -54.3941827 -54.3837655 -54.3573722
21 -54.4001112 -54.4006577 -54.4001197 -54.3988230 -54.3947274

23 - ~ -54.4007645 -54.4003617 -54.3992865

O 18 -74.8067534 -74.8060347 -74.7973321 -74.7843694 -74.7458965
21 -74.8077907 -74.8089208 -74.8081018 -74.8057507 -74.8005144

23 - —  -74.8090893 -74.8085421 -74.8066298

F 18 -99.4047854 -99.4046288 -99.3915682 -99.3690600 -99.3265521
21 -99.4064509 -99.4085183 -99.4076155 -99.4032597 -99.3966021

23 - ~ -99.4088946 -99.4079465 -99.4054968
Ne 18 -128.539825 -128.539806 -128.524490 -128.483809 -128.436039
21 -128.542175 -128.545806 -128.544687 -128.538410 -128.527413

23 = ~ -128.546486 -128.544880 -128.541838
Na 18 -161.847591 -161.847855 -161.830651 -161.768019 -161.697709
21 -161.850930 -161.857038 -161.855277 -161.847746 -161.828822

23 = ~ -161.858029 -161.855803 -161.851192
Mg 18 -199.597359 -199.599290 -199.577305 -199.495914 -199.375740
21 -199.602262 -199.611980 -199.609333 -199.600600 -199.572110

23 - —  -199.613343 -199.610686 -199.603214

Al 18 -241.850971 -241.856723 -241.824457 -241.731414 -241.536403
21 -241.858198 -241.872871 -241.869507 -241.858266 -241.821139

23 - —  -241.874868 -241.871744 -241.860631

Si 18 -288.817199 -288.829267 -288.780071 -288.679972 -288.401795
21 -288.827488 -288.848860 -288.845132 -288.829142 -288.785883

23 = ~ -288.851919  -288.84789 -288.833123

P 18 -340.666482 -340.687709 -340.616554 -340.502662 -340.154737

Continua na proxima pagina
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Tabela 3.4: Valores de energia resultantes da utilizacao da quadra-
tura de Gauss—Legendre como agente de discretizagdo(cont.)

Ktomo n  [-35,86] [-3.5,10.0] [-3.5,11.4] [-3.5,12.8] [—3.5,14.2]
21 -340.680721 -340.711108 -340.707283 -340.683789 -340.636382
23 - — -340.715645 -340.710111 -340.692103

S 18 -397.433005 -397.465548 -397.372915 -397.223897 -396.828929
21 -397.452195 -397.494426 -397.490804 -397.457164 -397.404295
23 - - -397.500885 -397.493188 -397.472577
Cl 18 -459.385571 -459.430152 -459.322082 -459.109320 -458.680613
21 -459.410565 -459.468033 -459.464686 -459.419874 -459.354060
23 - —  -459.476975 -459.466354 -459.443322
Ar 18 -526.690559 -526.747588 -526.631351 -526.330012 -525.858472
21 -526.722176 -526.799086 -526.795403 -526.740779 -526.649467
23 - - -526.811075 -526.796945 -526.770106

Destes resultados constata-se que os melhores métodos sao os de Gauss—Chebyshev e de Gauss—
Legendre e, portanto, nossa atencao serd centrada neles. Embora os resultados para estes métodos
sejam comparéveis ao limite Hartree-Fock, as melhores bases ainda requerem um grande niimero de
primitivas. Este fato resulta das restricoes impostas aos limites de integragdo, que sao 0s mesmos para
todos os elementos, e as bases podem ser melhoradas sensivelmente com a otimizagao destes limites.

Os conjuntos de base otimizados podem ser definidos de trés maneiras: na primeira, pode-se con-
siderar bases do tipo (NsNp) e otimizar os expoentes de forma a compartilh-los entre as diferentes
simetrias. Em segundo lugar, pode-se variar os limites de integracao de forma independente para as
malhas s e p. Por fim, pode-se definir bases do tipo (NsMp), N > M, em que as malhas s e p também
sao variadas de forma independente. A tabela 3.5 resume os resultados para os dois primeiros procedi-
mentos, enquanto a tabela 3.6 resume os resultados para o terceiro procedimento. Uma forma concisa
de expressar o diferenca de energia para uma dada base e a energia no limite Hartree—Fock é através
da grandeza AE, expressa em phartrees e definida como

AE = E, — E., (3.1)

em que Fj, é a energia da base e E, o valor do limite Hartree-Fock obtido por Bunge e colaboradores.??

Esta notagdo sera utilizada nas tabelas subsequentes.

Tabela 3.5: Valores de energia (E) em hartrees e AE em phartrees
para a otimizacao dos intervalos de integracao das quadraturas de
Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev, utilizadas na construgao de
bases NsNp. As otimizagoes foram feitas (A) mantendo os limites
das malhas s e p iguais; e (B) permitindo que as malhas s e p fossem
variadas de forma independente.

Gauss—Legendre Gauss—Chebyshev
A B A B
N E AE E AE E AE E AE
16 He -2.861677 3 - - -2.861676 3 - -
17 -2.861678 1 - - -2.861678 2 - -
18 -2.861679 0 - - -2.861679 1 - -
19 -2.861679 0 - - -2.861679 0 - -

Continua na proxima pagina
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Tabela 3.5: Valores de energia e AE para para resultantes da uti-
lizacao da quadratura de Gauss-Chebyshev como agente de discre-
tizagdo(cont.)

Gauss—Legendre

Gauss—Chebyshev

A B A B

N E AE E AE E AE E AE

20 -2.861680 0 - - -2.861680 0 - -
21 -2.861680 0 - - -2.861680 0 - -
16 Li -7.432616 110 - - -7.432599 127 - -
17 -7.432663 64 - - -7.432652 75 - -
18 -7.432689 38 - - -7.432683 44 - -
19 -7.432705 22 - - -7.432701 25 - -
20 -7.432714 13 - - -7.432712 15 - -
21 -7.432719 8 - - -7.432718 9 - -
16 Be  -14.572792 230 - - | -14.572756 267 - -
17 -14.572885 138 - — | -14.572862 161 - -
18 -14.572942 81 - - | -14.572930 93 - -
19 -14.572976 46 - - | -14.572969 53 - -
20 -14.572995 28 - - | -14.572990 32 - -
21 -14.573006 17 - - | -14.573003 19 - -
16 B -24.528621 440  -24.528702 359 | -24.528547 513 -24.528664 397
17 -24.528789 272 -24.528843 218 | -24.528747 314 -24.528810 251
18 -24.528904 156 -24.528934 127 | -24.528882 178  -24.528899 162
19 -24.528969 92 -24.528904 157 | -24.528954 106  -24.528851 210
20 -24.529003 58  -24.528964 97 | -24.528853 208  -24.528877 184
21 -24.529026 35  -24.528793 268 | -24.528776 285  -24.528739 322
16 C  -37.687931 687  -37.688096 523 | -37.687814 804  -37.687943 675
17 -37.688195 423  -37.688304 315 | -37.688132 487  -37.688221 397
18 -37.688378 241  -37.688433 186 | -37.688343 275  -37.688364 254
19 -37.688475 144  -37.688512 107 | -37.688452 167  -37.688472 146
20 -37.688528 90  -37.688474 145 | -37.688293 326  -37.688210 408
21 -37.688565 54  -37.688108 511 | -37.684558 4061  -37.687968 650
16 N  -54.399933 1000 -54.400212 722 | -54.399761 1172  -54.400097 837
17 -54.400322 611  -54.400497 437 | -54.400232 701 -54.400425 509
18 -54.400587 347 -54.400677 257 | -54.400536 397  -54.400639 295
19 -54.400724 209  -54.400786 148 | -54.400690 244  -54.400656 278
20 -54.400802 131 -54.400795 139 | -54.400783 150  -54.400541 393
21 -54.400856 77 -54.400213 721 | -54.400846 88  -54.398569 2365
16 O  -74.807869 1528  -74.808446 952 | -74.807611 1787  -74.808295 1103
17 -74.808485 912 -74.808820 o578 | -74.808357 1040  -74.808726 672
18 -74.808876 521  -74.809059 339 | -T74.808797 600  -74.809007 391
19 -74.809074 324 -74.809201 197 | -74.809021 376 -74.809021 377
20 -74.809198 199  -74.809022 375 | -74.809171 226  -74.807380 2018
21 -74.809281 116  -74.808137 1260 | -74.809265 133 -74.806198 3200

Continua na proxima pagina
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Tabela 3.5: Valores de energia e AE para para resultantes da uti-
lizacao da quadratura de Gauss-Chebyshev como agente de discre-
tizagdo(cont.)

Gauss—Legendre

Gauss—Chebyshev

A B A B

N E AE E AE E AE E AE

16 F -99.407216 2133  -99.408032 1317 | -99.406863 2486  -99.407936 1413
17 -99.408098 1250  -99.408621 728 | -99.407925 1423  -99.408487 862
18 -99.408625 723 -99.408965 384 | -99.408512 836  -99.408847 502
19 -99.408625 723 -99.409042 307 | -99.408822 527  -99.408863 486
20 -99.409074 275  -99.408526 823 | -99.409037 312 -99.406717 2632
21 -99.409187 161  -99.407944 1405 | -99.409164 185  -99.405994 3355
16 Ne -128.544282 2815 -128.545576 1522 | -128.543826 3272 -128.545334 1764
17 -128.545467 1631 -128.546171 927 | -128.545241 1857 -128.546021 1077
19 -128.546143 955 -128.546555 543 | -128.545992 1105 -128.546468 630
19 -128.546495 603 -128.546780 318 | -128.546402 696 -128.546453 645
20 -128.546738 360 -128.546793 305 | -128.546691 406 -128.543704 3394
21 -128.546885 213  -128.544748 2350 | -128.546854 244 -128.540582 6516
16 Na -161.843369 15541 -161.844922 13989 | -161.841221 17690 -161.842981 15930
17 -161.850024 8886 -161.851150 7761 | -161.848856 10054 -161.850134 8777
18 -161.853169 5742 -161.853832 5079 | -161.852315 6596 -161.853044 5867
19 -161.855190 3720 -161.855580 3331 | -161.854726 4185 -161.855051 3860
20 -161.856686 2224 -161.856929 1982 | -161.856380 2531 -161.854782 4129
21 -161.857391 1519 -161.856025 2886 | -161.857174 1737 -161.850550 8361
16 Mg -199.596731 17904 -199.598783 15853 | -199.594130 20505 -199.596434 18202
17 -199.604378 10257 -199.605771 8865 | -199.603018 11617 -199.603525 11111
19 -199.608219 6416 -199.609058 5578 | -199.607249 7386 -199.607934 6701
19 -199.610407 4228 -199.610868 3768 | -199.609860 4775 -199.610314 4321
20 -199.612156 2479 -199.612406 2230 | -199.611820 2815 -199.610136 4499
21 -199.612991 1644 -199.611039 3597 | -199.612746 1890 -199.604372 10263
16 Al -241.854291 22416 -241.861051 15656 | -241.851089 25618 -241.858491 18216
17 -241.863806 12900 -241.867197 9510 | -241.862098 14609 -241.865975 10732
19 -241.864738 11969 -241.871201 5506 | -241.867260 9447 -241.870380 6327
19 -241.871347 5360 -241.872890 3817 | -241.870665 6042 -241.871917 4790
20 -241.873503 3204 -241.874103 2604 | -241.873065 3642 -241.864723 11984
21 -241.874537 2170 -241.870951 5756 | -241.874224 2483 -241.857892 18815
16 Si  -288.829356 25005 -288.838296 16066 | -288.825625 28736 -288.835654 18708
17 -288.839896 14465 -288.844066 10296 | -288.837983 16378 -288.842710 11652
18 -288.845435 8926 -288.848588 5774 | -288.844089 10272 -288.847756 6606
19 -288.848459 5902 -288.850476 3886 | -288.847676 6686 -28R8.849425 4937
20 -288.850883 3478 -288.851515 2847 | -288.850412 3949 -28R8.843383 10979
21 -288.852026 2335 -288.848977 5385 | -288.851731 2631 -288.838773 15589
16 P -340.691214 27566 -340.701800 16981 | -340.686963 31817 -340.699038 19743
17 -340.702659 16121 -340.707606 11175 | -340.700537 18243 -340.706071 12710

Continua na proxima pagina
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Tabela 3.5: Valores de energia e AE para para resultantes da uti-
lizacao da quadratura de Gauss-Chebyshev como agente de discre-
tizagdo(cont.)

Gauss—Legendre Gauss—Chebyshev
A B A B
N E AE E AE E AE E AE
19 -340.709096 9684 -340.712558 6223 | -340.707645 11135 -340.711681 7100
19 -340.712332 6448 -340.714731 4050 | -340.711438 7342 -340.710415 8366
20 -340.714981 3799 -340.715644 3137 | -340.714474 4306 -340.709554 9226
21 -340.716348 2432 -340.714575 4206 | -340.715982 2798 -340.704596 14184

16 S -397.465127 39768 -397.486636 18260 | -397.466033 38862 -397.483715 21181

17 -397.486100 18795 -397.492761 12135 | -397.483650 21245 -397.491017 13879
18 -397.493627 11268 -397.498096 6800 | -397.491947 12948 -397.497150 7746
19 -397.497398 7497 -397.500593 4303 | -397.496354 8541 -397.499193 5703
20 -397.500462 4433 -397.501479 3417 | -397.499871 5024 -397.489461 15435
21 -397.502059 2836 -397.501149 3747 | -397.501635 3260 -397.482954 21942

16 Cl -459.445341 36731 -459.462289 19783 | -459.436220 45852 -459.459175 22897

17 -459.460703 21368 -459.468923 13149 | -459.457937 24135 -459.466960 15112
18 -459.469356 12716 -459.474621 7451 | -459.467469 14603 -459.473586 8486
19 -459.473606 8465 -459.477458 4614 | -459.472408 9664 -459.475429 6643
20 -459.477045 5027 -459.477765 4307 | -459.476378 5694 -459.464034 18038
21 -459.478880 3192 -459.476344 5278 | -459.478404 3668 -459.450859 31213

16 Ar -526.776503 41010 -526.796010 21503 | -526.770253 47259 -526.787763 29750

17 -526.793545 23968 -526.803286 14227 | -526.790456 27057 -526.801955 15558
18 -526.803372 14141 -526.809350 8163 | -526.801282 16230 -526.807835 9678
19 -526.808097 9416 -526.812540 4973 | -526.806739 10773 -526.810446 7067
20 -526.811892 5621 -526.813509 4004 | -526.811149 6363 -526.809449 8064
21 -526.813976 3536 -526.807212 10301 | -526.813453 4059 -526.801038 16475

Com a otimizagdo dos limites de integracdo para as quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—
Chebyshev ha uma notavel melhora no desempenho de bases menores, sendo agora possivel obter
resultados comparédveis com os conjuntos de 23 pontos utilizando bases bem menores; via de regra,
com a otimizacao economiza-se cerca de 20 primitivas para a quadratura de Gauss—Chebyshev e de 20
a 24 primitivas para a quadratura de Gauss—Legendre.

Percebe-se, para as otimizagOes envolvendo a quadratura de Gauss—Chebyshev, que o compor-
tamento da energia com o aumento da base tende de forma suave ao limite Hartree-Fock. Para a
quadratura de Gauss—Legendre a tendéncia de queda na energia é mais acentuada, explicando a maior
economia de primitivas para este método. A tendéncia de aumento do intervalo de integracdo para
ambas as quadraturas revela que a expansao para a regido interna é bastante acentuada, variando de
duas a trés unidades de €2, sendo a expansdo na regido de valéncia bem mais suave. Esta tendéncia
nos limites de integracao para bases NsNp pode ser observada nas tabelas B.1 e B.2 do apéndice B.
A tabela 3.5 mostra ainda que a economia de primitivas com a otimizacao independente dos limites
de integracao também é significativa, o que certamente era esperado, embora esta economia seja mais
modesta do que a observada partindo-se dos intervalos fixos.

Além das bases com mesmo ntmero de expoentes para funcoes s e p, é interessante construir bases
que possam ser comparadas de forma mais direta com bases descritas na literatura. Desse modo,
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foram escolhidos alguns conjuntos de base de tamanhos variados, para que fosse possivel observar o
comportamento dos métodos de Gauss—Chebyshev e Gauss—Legendre para bases mais adequadas a
célculos moleculares. Além disso, com bases do tipo (NsMp) é possivel estabelecer comparagdes mais
diretas com bases disponiveis na literatura. Estas bases sao mostrados na tabela 3.6.

Tabela 3.6: Valores de energia (E) em hartrees e AE em phartrees
calculados para bases NsMp utilizando as quadraturas de (a)
Gauss—Legendre e (b) Gauss—Chebyshev na geragdo dos conjun-
tos de bases.

Base E(a) E(b) AE(a) AE(b)

B  14s8p  -24.527776  -24.527553 1285 1508
1589p  -24.528364  -24.528260 697 801
16s10p  -24.528683  -24.528622 378 439
17s11lp  -24.528837  -24.528799 224 262
18s12p  -24.528930  -24.528911 131 150

C 14s8p -37.686546 -37.686181 2073 2438
15s9p  -37.687515  -37.687343 1104 1276
16s10p  -37.688030  -37.687932 589 687
17s1lp  -37.688274  -37.688215 345 404
18s12p  -37.688420  -37.688390 199 229

N  14s8p  -54.397752  -54.397181 3182 3753
15s9p  -54.399267  -54.398994 1667 1940
16s10p  -54.400057  -54.399907 877 1027
17s1lp  -54.400427  -54.400339 507 595
18s12p  -54.400646  -54.400603 288 331

O  14s8p  -74.804564  -74.803657 4834 5741
15s9p  -74.806905  -74.806479 2493 2919
16s10p  -74.808118  -74.807895 1280 1503
17s1lp  -74.808669  -74.808543 729 855
18s12p  -74.808992  -74.808929 406 469

F 14s8p  -99.402321  -99.400961 7028 8388
15s9p  -99.405778  -99.405148 3571 4201
16s10p  -99.407547  -99.407226 1802 2123
17s1lp  -99.408339  -99.408163 1010 1186
18s12p  -99.408794  -99.408706 555 643

Ne  14s8p -128.537279 -128.535338 9819 11760
1589p -128.542171 -128.541280 4927 5818
16s10p -128.544643 -128.544198 2455 2900
17s11p -128.545741 -128.545504 1357 1594
18s12p -128.546361 -128.546241 737 857

Na 16s10p -161.843954 -161.841804 14957 17107
17s11p -161.850703 -161.849594 8208 9317
18s12p -161.853630 -161.852809 5281 6102
19s13p -161.855488 -161.854952 3423 3959

Continua na préxima péagina
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Tabela 3.6: Valores de energia (E) e AE para bases NsMp obtidas
com as quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev (cont.)

Base E(a) E(b) AE(a) AE(b)
20s14p -161.856887 -161.854748 2024 4163

Mg 16s10p -199.597709 -199.595126 16927 19510
17s11lp -199.605271 -199.604010 9365 10626
18s12p -199.608832 -199.607919 5804 6717
19s13p -199.610765 -199.610002 3871 4634
20s14p -199.612360 -199.609566 2276 5070

Al 16s10p -241.845844 -241.510312 30863 366395
17s11lp -241.859598 -241.857040 17109 19667
18s12p -241.867392 -241.865864 9315 10843
19s13p -241.870849 -241.869601 5858 7106
20s14p -241.873213 -241.857382 3494 19325

Si  16s10p -288.819746 -288.813390 34616 40972
17s11lp -288.834984 -288.832000 19378 22362
18s12p -288.844092 -288.842401 10270 11961
19s13p -288.848094 -288.846721 6268 7641
20s14p -288.850399 -288.842290 3963 46088

P 16s10p -340.679942 -340.672693 38839 46088
17s11lp -340.696980 -340.693529 21801 25252
18s12p -340.707318 -340.705426 11463 13355
19s13p -340.711973 -340.710414 6808 8367
20s14p -340.714383 -340.708645 4398 10136

S 16s10p -397.459082 -397.450477 45814 54419
17s11lp -397.479438 -397.475321 25458 29575
18s12p -397.491409 -397.489168 13487 15728
19s13p -397.497092 -397.495256 7804 9640
20sl4p -397.499925 -397.491026 4971 13870

Cl 16s10p -459.429034 -459.420338 53083 61734
17s11p -459.452888 -459.449423 29184 32649
18s12p -459.466494 -459.464412 15578 17660
19s13p -459.473249 -459.470322 8823 11750
20s14p -459.476535 -459.464927 5537 17145

Ar 16s10p -526.756779 -526.745221 60733 72291
17s11p -526.784381 -526.801100 33132 16413
18s12p -526.799727 -526.796749 17786 20764
19s13p -526.807609 -526.805126 9904 12387
20s14p -526.811382 -526.794673 6131 22839

Para comparar as bases (NsMp) deste trabalho com alguns resultados de literatura foi escolhido o
conjunto 16s10p, que ja foi estudado de forma extensiva por Custodio e colaboradores*® utilizando a
série even-tempered na definicdo dos conjuntos de base. A comparacdo de resultados, apresentada na
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tabela 3.7, mostra claramente que a quadratura de Gauss—Legendre é superior & de Gauss—Chebyshev,
e também que as bases de Custodio e colaboradores sdo superiores.

Tabela 3.7: Comparagdo dos resultados da utilizagdo da quadratura de (a) Gauss—Legendre e (b)
Gauss—Chebyshev como agentes de discretizacdo e com os resutados de Custodio e colaboradores*?
para conjuntos de base 16s10p. As energias sdo expressas em hartrees e as diferengas de energia em
phartrees.

Atomo E (hartrees) A E (uhartrees)

(a) (b)  Custodio*® Bunge®? (a) (b)  Custodio?®
He -2.861677 -2.861677 -2.861680 -2.861680 3 3 0
Li -7.432663 -7.432599 -7.432717 -7.432727 110 127 10
Be -14.572792 -14.572756  -14.573002  -14.573023 230 267 21
B -24.528683  -24.528622 -24.529024  -24.529061 378 439 37
C -37.688030  -37.687932 -37.688558  -37.688619 589 687 61
N -54.400057  -54.399907 -54.400844  -54.400934 877 1027 90
0] -74.808118  -74.807895 -74.809272  -74.809398 1280 1503 126
F -99.407547  -99.407226 -99.409177  -99.409349 1802 2123 172
Ne -128.544643 -128.544198 -128.54687 -128.547098 2455 2900 228
Na -161.843954 -161.841804 -161.85776 -161.858911 14957 17107 1151
Mg -199.597709 -199.595126 -199.61330 -199.614636 16927 19510 1336
Al -241.845844 -241.510312 -241.87363 -241.876707 30863 366395 3077
Si -288.819746 -288.813390 -288.85094 -288.854362 34616 40972 3422
P -340.679942 -340.672693 -340.71488 -340.718781 38839 46088 3900
S -397.459082 -397.450477 -397.50017 -397.504896 45814 54419 4726
Cl -459.429034 -459.420338 -459.47651 -459.482072 53038 61734 5562
Ar -526.756779 -526.745221 -526.81105 -526.817512 60733 72291 6462

3.2.2 Discretizagao Utilizando Séries Geométricas

Tendo em vista a boa qualidade dos resultados com a série even-tempered, e sabendo que com séries
geométricas como a well-tempered é possivel economizar primitivas para obter precisoes semelhantes
as da série even-tempered, torna-se interessante avaliar as séries geométricas (1.85-1.87) para verificar
se estas apresentam vantagens em relagdo a propria série well-tempered ou mesmo em relagao & série
(1.82), proposta por Klobukowski’*®? apés uma criteriosa anélise.

A avaliacdo das séries geométricas (1.85-1.87) para alguns conjuntos de base é resumida na tabela
3.8. Nesta tabela encontram-se valores de energia e, assim como na avaliacao das quadraturas gaus-
sianas, valores de AE em phartrees. Por uma questdo de consisténcia, as bases avaliadas nesta parte
do trabalho tem o mesmo tamanho das bases (NsMp) construidas com as quadraturas gaussianas.

Tabela 3.8: Valores de energia (E) em hartrees e de AE em
phartrees, resultantes da utilizagdo das séries: (a) (1.85); (b) (1.86);
e (c) (1.87) como agentes de discretizagio. E importante lembrar
que (a) e (b) referem-se as séries geométricas com quatro parame-
tros otimizaveis, e (c) a uma série com cinco parametros.

Base E(a) E(b) E(c) AE(a) AE(b) AE(c) AE
He 10s -2.861673 -2.861673 -2.861673 7 7 7 7

Continua na proxima péagina
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Tabela 3.8: Valores de energia (E) em Hartrees e de AE em
phartrees resultantes da utilizagao das séries (1.85-1.87) como agen-
tes de discretizagio(cont.)

Base E(a) E(b) E(c) AE(a) AE(b) AE(c) AE

11s -2.861677 -2.861677 -2.861677 3 3 3 3

12s -2.861679 -2.861679 -2.861679 1 1 1 1

13s -2.861679 -2.861679 -2.861680 1 1 0 1

14s -2.861680 -2.861680 -2.861680 0 0 0 0

Li 10s -7.432474 -7.432473 -7.432477 253 254 250 248
11s -7.432622 -7.432618 -7.432622 105 109 105 105

12s -7.432685 -7.432682 -7.432685 42 45 42 42

13s -7.432710 -7.432709 -7.432709 17 18 18 17

14s -7.432719 -7.432718 -7.432719 8 9 8 8

15s -7.432723 -7.432723 -7.432723 4 4 4 4

16s -7.432725 -7.432725 -7.432725 2 2 2 2

17s -7.432726 -7.432726 -7.432726 1 1 1 1

18s -7.432727 -7.432727 -7.432727 0 0 0 0

Be 10s  -14.572503  -14.572515  -14.572519 520 508 504 500
11s  -14.572820  -14.572817  -14.572820 204 207 203 203

12s -14.572942  -14.572938  -14.572942 81 85 81 81

13s -14.572988  -14.572987  -14.572988 35 36 35 34

14s  -14.573007  -14.573006  -14.573007 16 17 16 16

15s  -14.573016  -14.573015  -14.573016 7 8 7 7

16s  -14.573020 -14.573020  -14.573020 3 3 3 3

18  -14.573022  -14.573022  -14.573022 1 1 1 1

18s  -14.573022  -14.573022  -14.573023 1 1 0 1

B 10sdp  -24.526981  -24.527021  -24.527021 2080 2040 2040 2035
11sbp  -24.528444  -24.528450  -24.528450 617 611 611 608
12s6p  -24.528861  -24.528861  -24.528862 200 200 199 425
13s7p  -24.528988  -24.528988  -24.528987 73 73 74 197
14s8p  -24.529031  -24.529031  -24.529028 30 30 33 71
15s9p  -24.529048  -24.529048  -24.529047 13 13 14 29
16s10p  -24.529055  -24.529056  -24.529055 6 5 6 12
17s11lp  -24.529057  -24.529058  -24.529058 4 3 3 )
18s12p  -24.529059  -24.529060  -24.529060 2 1 1 2

C 10s4p  -37.683133  -37.683215  -37.683213 5486 5404 5406 5401
11sbp  -37.687135  -37.687161  -37.687128 1484 1458 1491 1457
12s6p  -37.688181  -37.688189  -37.688171 438 430 448 428
13s7p  -37.688473  -37.688477  -37.688475 146 142 144 140
14s8p  -37.688564  -37.688567  -37.688566 55 52 53 52
15s9p  -37.688598  -37.688598  -37.688590 21 21 29 20
16s10p  -37.688610  -37.688611  -37.688610 9 8 9 8
17s1lp  -37.688615  -37.688615  -37.688615 4 4 4 4
18s12p  -37.688617  -37.688617  -37.688617 2 2 2 2

N 10sdp  -54.389552  -54.389690  -54.389686 11382 11244 11248 11242

Continua na proxima péagina
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Tabela 3.8: Valores de energia (E) em Hartrees e de AE em
phartrees resultantes da utilizagao das séries (1.85-1.87) como agen-
tes de discretizagio(cont.)

Base E(a) E(b) E(c) AE(a) AE(b) AE(c) AE
11s5p  -54.397966  -54.398031  -54.398018 2968 2903 2916 2902
12s6p  -54.400094  -54.400119  -54.400108 840 815 826 813
13s7p  -54.400670  -54.400681  -54.400682 264 253 252 252
14s8p  -54.400841  -54.400846  -54.400846 93 88 88 88
15s9p  -54.400899  -54.400901  -54.400902 35 33 32 33

16s10p  -54.400921 -54.400921 -54.400921 13 13 13 13
17s11lp  -54.400928  -54.400929  -54.400929 6 5 5 )
18s12p  -54.400931  -54.400932  -54.400932 3 2 2 2

(0] 10s4p  -74.787808  -74.788016  -74.787914 21590 21382 21484 21382
11s5p  -74.803810  -74.803954  -74.803833 5588 5444 5565 5442
12s6p  -74.807848  -74.807906  -74.807838 1550 1492 1560 1490
13s7p  -74.808928  -74.808952  -74.808924 470 446 474 446
14s8p  -74.809240  -74.809250  -74.809237 158 148 161 148
15s9p  -74.809342  -74.809346  -74.809340 56 52 58 53
16s10p  -74.809377  -74.809378  -74.809376 21 20 22 20
17s11lp  -74.809390  -74.809390  -74.809386 8 8 12 8
18s12p  -74.809395  -74.809395  -74.809395 3 3 3 3

F  10s4p -99.373207 -99.373543  -99.373409 36142 35806 35940 35806
11s5p  -99.400005  -99.400298  -99.400096 9344 9051 9253 9048
12s6p  -99.406786  -99.406899  -99.406789 2563 2450 2560 2448
13s7p  -99.408586  -99.408630  -99.408580 763 719 769 717
14s8p  -99.409099  -99.409117  -99.409101 250 232 248 231
15s9p  -99.409263  -99.409269  -99.409265 86 80 84 80
16s10p  -99.409317  -99.409320  -99.409318 32 29 31 30
17s11lp  -99.409336  -99.409338  -99.409337 13 11 12 12
18s12p  -99.409343  -99.409345  -99.409344 6 4 5 )

Ne 10s4p -128.490112 -128.490451 -128.489864 56984 56645 57232 55145
11s5p -128.532741 -128.532744 -128.532954 14357 14354 14144 13871
12s6p -128.543177 -128.543137 -128.543230 3921 3961 3868 3725
13s7p -128.545944 -128.546016 -128.545963 1154 1082 1135 1078
14s8p -128.546728 -128.546756 -128.546737 370 342 361 341
15s9p -128.546972 -128.546961 -128.546974 126 137 124 116
16s10p -128.547052 -128.547056 -128.547054 46 42 44 42
17s11lp -128.547078 -128.547081 -128.547080 20 17 18 16
18s12p -128.547090 -128.547091 -128.547091 8 7 7 7

Na  13s7p -161.855961 -161.852993 -161.856091 2950 5918 2820 -
14s8p -161.857704 -161.855807 -161.857652 1207 3104 1259 -
15s9p -161.858347 -161.857270 -161.858404 564 1641 507 -
16s10p -161.858664 -161.857938 -161.858668 247 973 243 -
17s11lp -161.858797 -161.858717 -161.858801 114 194 110 -
18s12p -161.858856 -161.858854 -161.858858 55 57 53 -
19s13p -161.858884 -161.858879 -161.858885 27 32 26 -

Continua na proxima péagina
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Tabela 3.8: Valores de energia (E) em Hartrees e de AE em
phartrees resultantes da utilizagao das séries (1.85-1.87) como agen-
tes de discretizagio(cont.)

Base E(a) E(b) E(c) AE(a) AE(b) AE(c) AE
20s14p -161.858898 -161.858897 -161.858897 13 14 14 -
21s15p -161.858905 -161.858904 -161.858902 6 7 9 -

Mg 13s7p -199.611299 -199.608683 -199.611417 3337 5953 3219 -
14s8p -199.613240 -199.612789 -199.613358 1396 1847 1278 -
15s9p -199.613980 -199.613201 -199.613728 656 1435 908 -

16s10p -199.614260 -199.614254 -199.614256 376 370 372 -
17s11lp -199.614508 -199.614503 -199.614487 128 133 149 -
18s12p -199.614574 -199.614570 -199.614567 62 66 69 -
19s13p -199.614605 -199.614575 -199.614603 31 61 33 -
20s14p -199.614621 -199.614609 -199.614621 15 27 15 -
21s15p -199.614629 -199.614620 -199.614627 7 16 9 -

Al 13s7p -241.855721 -241.859793 -241.856165 20986 16914 20542 16188
14s8p -241.869694 -241.870456 -241.870379 7013 6251 6328 6220
1589p -241.874251 -241.874542 -241.874360 2456 2165 2347 2163
16s10p -241.875717 -241.875846 -241.875792 990 861 915 858
17s11lp -241.876344 -241.876362 -241.876363 363 345 344 340
18s12p -241.876561 -241.876569 -241.876495 146 138 212 133
19s13p -241.876644 -241.876649 -241.876642 63 58 65 o7
20s14p -241.876678 -241.876681 -241.876677 29 26 30 25
21s15p -241.876695 -241.876694 -241.876694 12 13 13 12

Si 13s7p -288.829400 -288.831557 -288.831182 24962 22805 23180 22019
14s8p -288.846488 -288.846903 -288.846541 7874 7459 7821 7436
1589p -288.851547 -288.851709 -288.851509 2815 2653 2853 2545
16s10p -288.853206 -288.853345 -288.853194 1156 1017 1168 1005
17s11lp -288.853967 -288.853974 -288.853957 395 388 405 380
18s12p -288.854205 -288.854210 -288.854194 157 152 168 147
19s13p -288.854290 -288.854297 -288.854292 72 65 70 62
20s14p -288.854332 -288.854335 -288.854335 30 27 27 27
21s15p -288.854349 -288.854350 -288.854348 13 12 14 12

P 13s7p -340.689759 -340.691048 -340.691178 29022 27733 27603 27116
14s8p -340.709729 -340.710065 -340.709380 9052 8716 9401 8626
15s9p -340.715500 -340.715770 -340.715476 3281 3011 3330 2968
16s10p -340.717610 -340.717617 -340.717606 1169 1162 1179 1152
17s11lp -340.718338 -340.718348 -340.718310 443 433 471 426
18s12p -340.718604 -340.718604 -340.718596 177 177 185 165
19s13p -340.718703 -340.718711 -340.718704 78 70 7 69
20s14p -340.718746 -340.718741 -340.718746 35 40 35 30
21s15p -340.718766 -340.718765 -340.718765 15 16 16 14

S 13s7p -397.469333 -397.469166 -397.470735 35563 35730 34161 33204
14s8p -397.493670 -397.491945 -397.493848 11226 12951 11048 10451
15s9p -397.500712 -397.500974 -397.500901 4184 3922 3995 3645

Continua na proxima péagina
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Tabela 3.8: Valores de energia (E) em Hartrees e de AE em
phartrees resultantes da utilizagao das séries (1.85-1.87) como agen-
tes de discretizagio(cont.)

Base E(a) E(b) E(c) AE(a) AE(b) AE(c) AE
16s10p -397.503296 -397.503358 -397.503398 1600 1538 1498 1383
17s11lp -397.504357 -397.504377 -397.504330 539 519 566 505
18s12p -397.504666 -397.504697 -397.504668 230 199 205 196

19s13p -397.504803 -397.504813 -397.504808 93 83 88 81
20sl4p -397.504855 -397.504860 -397.504859 41 36 37 35
21s15p -397.504878 -397.504880 -397.504879 18 16 17 16

Cl  13s7p -459.439317 -459.442677 -459.439966 42755 39395 42106 39404
14s8p -459.468420 -459.469668 -459.469045 13652 12404 13027 12383

15s9p -459.477075 -459.476955 -459.477434 4997 5117 4638 4329
16s10p -459.480320 -459.480458 -459.480343 1752 1614 1729 1607
17s11lp -459.481437 -459.481465 -459.481437 635 607 635 584
18s12p -459.481813 -459.481843 -459.481816 259 229 256 227

19s13p -459.481963 -459.481972 -459.481963 109 98 109 93
20s14p -459.482026 -459.482030 -459.482026 46 42 46 39
21s15p -459.4820563 -459.482054 -459.482052 19 18 20 18

Ar  13s7p -526.767892 -526.771544 -526.770321 49621 45969 47192 45972
14s8p -526.801550 -526.803058 -526.802381 15963 14455 15132 14444

15s9p -526.810777 -526.812469 -526.812176 6736 5044 5337 5035
16s10p -526.815597 -526.815663 -526.815592 1916 1850 1921 1838
17s11lp -526.816777 -526.816844 -526.816783 736 669 730 666
18s12p -526.817214 -526.817252 -526.817218 299 261 295 259
19s13p -526.817389 -526.817408 -526.817397 124 105 116 105
20s14p -526.817460 -526.817468 -526.817460 53 45 53 44
21s15p -526.817489 -526.817492 -526.817491 24 21 22 20

A tabela 3.8 mostra que, para a familia de conjuntos de base escolhida, as séries contendo quatro
parimetros ja apresentam resultados bastante préoximos dos de Klobukowski,®*% tanto em termos
absolutos como em termos relativos (uma inspecdo rapida revela que os erros aumentam, em média,
menos de 10% com a utilizagdo das séries (1.85) e (1.86) no lugar da série de cinco pardmetros de
Klobukowski). Além disso, para elementos mais leves e para bases grandes de elementos mais pesados
os resultados sdo comparéveis aos de Partridge®! para bases completamente otimizadas.

A utilizacdo de termos com ordens mais altas em polindmios contendo cinco parametros, como
no caso das geradoras (1.87) e (1.87), parece ndo traduzir-se em melhorias significativas na base; na
verdade os resultados, mostrados sob os itens (c) na tabela 3.8, sdo aproximadamente equivalentes
aos obtidos com as séries (1.85) e (1.86) e ndo conseguem superar os resultados de Klobukowski. E
possivel que as séries de cinco pardmetros ja sejam suficientemente flexiveis na descricdo do conjunto
de expoentes para que termos de ordens mais altas ndo sejam necessérios.

Outro aspecto interessante é a semelhanca dos resultados obtidos utilizando as séries geométricas
baseadas em expansoes polinomiais de diferentes ordens para Ina. As maiores diferencas, encontradas
para as bases 8s e 9s, tendem a desaparecer com bases um pouco maiores, indicando a tendéncia a
um conjunto completo. A medida que o ntmero atémico cresce, no entanto, o aumento do nimero de
termos no polindmio parece tornar-se importante, e esta tendéncia confirma-se para o nednio. Além
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disso, os resultados para as séries com quatro parametros, dadas por (1.85) e (1.86), sugerem que
pode-se melhorar a qualidade de geradoras contendo quatro pardmetros com a inclusao de termos de
ordem maior que 3. A inclusd@o de mais termos na expansao de Ina ndo parece resultar em melhoras
significativas para o a4tomo de berflio. A tabela 3.9 mostra o percentual da energia Hartree—Fock
recuperado pelas bases. Em avaliacGes para a base 8s, onde a diferenca AE mantém-se na ordem de
10 phartrees, a melhora na energia com a inclusio do termo em k® ndo chegou a 10 phartrees. Para
termos de ordens mais altas os ganhos foram ainda menores. Para a base 4s os ganhos tanto em termos
absolutos quanto em termos relativos sao mais expressivos do que aqueles para a base 8s.

Tabela 3.9: Diferencgas de energia AE em phartrees para o dtomo de berilio com a inclusdao de termos
no polinémio em bases 4s e 8s e sua influéncia em termos percentuais na energia.

8s 4s
Termos AE % Energia AE % Energia
2 6501 99.955 37636 99.741
3 5642 99.961 35583 99.742
4 3414 99.977 22828 99.843
5 3253 99.978 22808 99.843
6 3253 99.978 22807 99.843
7 3253 99.978 22806 99.844
8 3253 99.978 16643 99.886

Além dos resultados mostrados nas tabelas 3.8, para o 4tomo de nednio, outras bases foram es-
tudadas. Isto deve-se ao fato de haver, para nebnio e argdnio, uma comparacao de diversas séries
geométricas de quatro parametros,® cuja comparacdo com as séries (1.85) e (1.86) pode indicar de
forma mais precisa as vantagens destas séries. Os resultados para o neodnio, resumidos na tabela 3.10,
reforgam a idéia de que pode ser vantajoso utilizar polinémios de ordem maior que 4 em geradoras con-
tendo quatro parametros. Nesta tabela percebe-se uma melhora razoavel em relacdo a geradora (1.83),
principalmente para bases de tamanhos intermediarios. As séries geométricas comparadas nesta tabela
(1.83, 1.84, 1.85 e 1.86) sao, respectivamente,

arp = C,C

apr = ag_1ga9[l + 3k — 1) + eag(k — 1)* + c5,(k — 1)°] (eq. 1.83),
oy = exp(eiy+ ok + c3k” + cayk® + 5 ik?), (eq. 1.84)

ag; = exp(ci+ ok + 03,lk3 + C4,lk5) (eq. 1.85) e

oy = exp(ery + ok + ez k® + cayk?) (eq. 1.86)

As geradoras avaliadas neste trabalho apresentam uma vantagem sobre as descritas por Klobukows-
ki: as bases construidas com estas apresentam, via de regra, razdes V/T muito mais proximas de 2 do
que as descritas anteriormente. A tabela 3.11 ilustra este resultado.
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Tabela 3.10: Diferencas de energia AE em phartrees para as séries geométricas (a) 1.83; (b) 1.84 (c)
1.85; e (d) 1.86 para o nednio. Estes resultados sdo comparados com a base completamente otimizada
por Partridge.%!

Base Séries Geométricas Partridge8!

@ (B ( ()

9sdp - 19922 20835 19940 -
11s6p — 4432 4683 4499 -
12s7p - 1353 1443 1355 -
13s8p 537 453 493 454 421
14s9p 200 165 184 165 152
15s10p 79 64 71 64 56
16s1lp 32 26 29 26 22
17s12p 14 11 13 11 9
18s13p 6 9 9 5 4

Tabela 3.11: Valores de AR = 2.0 — 7, onde r é a razdo V/T para a base avaliada, para as geradoras:
(a) da Klobukowski;%° (b) 1.85; e (c) 1.86 para o d4tomo de neénio.
AR
13s8p 14s9p 15s10p 16s11p 17s12p 18s13p

a) -6x10°% -4x10°97 -3x10° % 5x10 % -7x10 % -2x10°%

(a)

(b) -2x107% _3x107% 3x107%® 2x107%® -2x107% 3x107%8

c) Tx107%  2x107% 9x10710 -7x1071% -3x10°!0 -1x10710

(c)




Capitulo 4

Utilizacao de Ajustes como Funcoes Peso

Neste capitulo abordamos a aproximagao de fungoes peso atdmicas do MCG-HF através de ajustes
de curvas. Em um procedimento de ajuste devemos nos preocupar com dois aspectos: a escolha do tipo
de funcdo a ser usada na aproximagcao e a obtencao dos valores funcionais necessarios para o ajuste.

Duas classes de fungoes de aproximagcao foram consideradas: a primeira foi a de fun¢es exponenciais
da forma

o) = ﬁ_nj & exp|- (2] (a1)

sendo o parametro m dependente do tipo de orbital considerado (s,p,...). Essa classe foi escolhida
por assemelhar-se as funcoes peso hidrogenéides recentemente descritas na literaturab? e espera-se que,
pelo menos para o hidrogénio, essa funcao apresente bons resultados. A segunda classe foi a de funcées
gaussianas

g(a) = é a; exp [— (a ; bi>2] (4.2)

onde cada termo possui uma amplitude (a;), posigdo (b;) e largura (¢;). Embora analiticamente mais
simples do que as duas classes anteriores, as funcGes polinomiais acabaram nao sendo consideradas,
devido & possivel necessidade de utilizar uma grande quantidade de termos no ajuste, como sugerido
pelos resultados do capitulo anterior.

A obtencao dos valores funcionais nesse caso passa pela determinacdo de uma representacao dis-
creta das funcbes peso que, como discutido no capitulo 1, depende da adequacado do procedimento de
integracdo numérica em aproximar as equagoes integrais do MCG-HF. No entanto, como geralmente
existe um compromisso entre a qualidade de uma representagdo discreta (um conjunto de base) e o
custo computacional associado a seu tamanho, é importante tentar utilizar representacoes de tamanhos
moderados mas que garantam uma descricao adequada das fungoes peso. Esse balango entre precisao e
tamanho seré investigado utilizando as seguintes abordagens: uma baseada na sobreposicao de fungoes
peso discretas obtidas com conjuntos de qualidade intermediaria e outra baseada em conjuntos de
maior qualidade.

Uma caracteristica importante das fungoes peso obtidas no MCG-HF é que elas correspondem &
solucdo variacional de um dado problema. Assim, de posse das aproximagoes g(a) = f () para as
fungoes peso podemos tentar utilizar g(a) em um procedimento de célculo do valor médio da energia
sem que seja necessario refazer o calculo variacional e que, se possivel, permita a resolucao analitica .

39



CAPITULO 4. UTILIZACAO DE AJUSTES COMO FUNCOES PESO 40

Uma anélise inicial deste procedimento passa pelo estudo do sistema atomico mais simples, o 4tomo
de hidrogénio, pois torna-se mais facil acompanhar a influéncia de fatores como a propagacao de erros
nas seguidas aproximacoes e outros erros numéricos sem que esses escondam-se na complexidade do
problema.

4.1 Procedimento Computacional

4.1.1 Obtencao das Representagoes Discretas

A abordagem utilizando bases de qualidade intermedidria consiste de duas etapas. Na primeira
conjuntos de base (16s10p) sdao obtidos através da otimizacao simplex dos parametros da série even-
tempered. Apoés a otimizacao sdo acrescentadas funcoes difusas, fornecendo conjuntos de base do tipo
(17s11p). A segunda etapa consiste em utilizar esse conjunto de base para definir outros nove conjuntos
de base através do deslocamento de Qg

=0y +01xk k=1,...,9

O espacamento AQ nesse caso é mantido fixo. Este procedimento foi aplicado aos 4tomos H, B, C, N,
O, F, Ne, Al Si e P pela Sra. Ednalva Duarte, que gentilmente forneceu-nos os resultados dos calculos
SCF. Para cada base os coeficientes LCAO e os valores de AQ) foram posteriormente utilizados no
calculo dos valores das fungoes peso. Os resultados foram agrupados em um dnico conjunto de dados.

A abordagem utilizando bases de qualidade superior foi aplicada apenas para o hidrogénio e con-
sistiu da construgdo de conjuntos de base de tamanhos distintos (no caso foram utilizados conjuntos
24s-34s) via otimizagao simplex dos parametros para a quadratura. O método de quadratura utilizado
aqui foi o da regra do trapézio composta, com as abcissas sendo dadas pela série even-tempered. Apo6s
os céalculos variacionais para cada base os coeficientes LCAO foram convertidos em valores de funcao
peso e o conjunto destes valores era considerado o conjunto de dados para o ajuste. Antes do ajuste,
o conjunto de dados foi inspecionado e as abcissas para as quais o valor da fung¢ao peso era menor
que 1 x 107 eram retirados do conjunto visando minimizar os erros de arredondamento inerentes &
manipulagdo dos coeficientes LCAO muito pequenos.

Para os 4tomos com orbitais s ou orbitais p completamente preenchidos foram executados célculos
RHF, enquanto que para atomos com conjuntos de orbitais p parcialmente preenchidos foram execu-
tados calculos MCSCF utilizando os orbitais p de valéncia como orbitais ativos e seus elétros como
elétrons ativos para garantir a mesma ocupacao nos orbitais p;, py € p,. No caso dos 4tomos N e P
nao foram executados calculos MCSCF pois nestes casos o método ROHF ja fornece orbitais p com
mesma ocupacdo. Todos os calculos foram executados com o pacote GAMESS,%® versdes 1998 e 1999.

4.1.2 Ajustes

Os ajustes foram feitos para as duas classes de funcoes utilizando o conjunto de dados obtido com
as bases (17sl1lp) para os orbitais atomicos 1s, 2s, 3s, 2p e 3p. Estes ajustes serviram de base para
a escolha da melhor classe de funcoes de aproximacdo. A melhor classe de funcdes foi posteriormente
utilizada para obter o ajuste para o conjunto de dados correspondente as bases de melhor qualidade
para o 4tomo de hidrogénio.

As funcdes foram ajustadas utilizando o método de Levemberg-Marquardt®® implementado no apli-
cativo gnuplot. O gnuplot utiliza como critério de convergéncia a variacao da soma dos residuos entre
cada iteracdo. Quando este valor é menor do que um valor pré-estabelecido (o “default” do programa
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é 107°) o programa considera que o ajuste convergiu e dai procede-se ao calculo dos parametros, seus
erros e o valor da funcdo de mérito. A qualidade do ajuste é expressa pela varidnca dos residuos.
4.1.3 Utilizacao de Funcgoes Peso Ajustadas em Calculos Até6micos

O sistema escolhido para a avaliagdo preliminar da utilizagdo dos ajustes em célculos eletrénicos
foi 0 4tomo de hidrogénio. O valor médio da energia é escrito como

[ *Hipdr
E="———. 4.3
Jopdr )
Para o atomo de hidrogénio o hamiltoniano é dado por
1 1
H=_-V2__2 4.4
5V (4.4)
ey é
v= [ f@)d(r.a)da (45)

Se, em vez de tentar uma integracdo analitica de (4.5) utilizarmos um método de integra¢do numeérica
para aproximé-la, teremos a expressao

Y= Zwif(ai)¢(r, @;) (4.6)

com w; sendo um peso associado & abcissa @; (como um nimero de Newton—Cotes se utilizarmos
métodos de Newton-Cotes na discretizagdo) e n equivalendo ao nimero de gaussianas na expansio.
Nesse caso o coeficiente de combinacdo linear das gaussianas serd exatamente o produto w; f (e), e sera
determinado apenas pelo método de integracdo, uma vez que a fungao peso corresponde 4 solugao varia-
cional da equagdo do MCG-HF. A integracao neste caso é feita de forma iterativa, utilizando o método
simplex para determinar os pardmetros 6timos da quadratura. O processe iterativo é interrompido
com a convergéncia do valor da energia.

Substituindo (4.6) em (4.3), e fazendo ¢; = w;f(;), podemos calcular o valor médio da energia
utilizando a expressdo

125 tici i (4.7)
> 207 €iciSij '

onde H;; denota a soma de integrais de energia cinética e atragao nicleo-elétron e S;; denota integrais
de recobrimento em relagdo as fungbes ¢(r,q;). Se utilizarmos gaussianas no lugar de ¢(r, ;) as
integrais H;; e S;; podem ser implementadas computacionalmente com relativa facilidade seguindo
o procedimento descrito por Huzinaga e colaboradores.%® A implementacdo destas integrais neste
trabalho foi feita pelo candidato na linguagem C.
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4.2 Resultados

4.2.1 Ajuste de Curvas

As fungbes gaussianas foram testadas de forma preliminar no ajuste para as fungdes peso do hi-
drogénio, carbono e aluminio. O objetivo desta avaliacido foi eliminar fun¢des que ndo reproduzam
adequadamente o comportamento do conjunto de pontos. Os resultados obtidos para esta primei-
ra forma sdo razoéveis, uma vez que se consegue bons ajustes. No entanto, em (4.2) encontra-se a
necessidade de utilizar uma grande quantidade de gaussianas para descrever as func¢oes peso, indepen-
dentemente da simetria destas. Além disso, com estas fun¢des nem sempre um bom ajuste representa
0 comportamento assintético correto das funges peso, que devem tender a zero nos limites do espaco
de a.

Tendo em vistas estas dificuldades buscou-se uma segunda classe de fun¢bes que apresente resultados
da mesma qualidade mas utilizando uma quantidade menor de termos nos somatorios e que tenha o
comportamento assintético correto. A segunda funcdo avaliada tem a forma (4.1). Os ajustes para
fungoes do tipo 1s utilizando (4.1) mostram uma grande vantagem desta forma em relagdo a (4.2).
Foi necessério utilizar apenas uma funcdo para descrever adequadamente as fungdes peso, com valores
de varianca dos residuos (“r-x?”) da ordem de 10~° - 1075, o que indica uma boa concordéncia entre
os pontos e as funcOes utilizadas. Além da boa qualidade do ajuste, estas fungdes possuem ainda
o comportamento esperado de uma funcao peso, tendendo a zero nos extremos, configurando outra
vantagem de (4.1) em relacdo a (4.2).

A utilizagdo de (4.1) no ajuste de fungdes peso para orbitais 2s também fornece bons resultados,
com valores de “r-x?” da ordem de ~ 10~7 para os elementos do primeiro e segundo periodos, e =~ 1076
para os do terceiro periodo. Com excecdo dos elementos do terceiro periodo, foi necessario utilizar
trés termos na expansdo (4.1), o que ainda é mais econémico do que utilizar gaussianas para obter
ajustes com a mesma qualidade. Para os orbitais 2p a simplicidade das expressoes ajustadas é ainda
maior, uma vez que foram obtidos ajustes de qualidade semelhante aquela obtida para os orbitais 2s,
com a utilizagdo de apenas dois termos na expansdo, com a exce¢ao do oxigénio, em que foi necessario
utilizar trés termos para manter o valor de “r-x?” por volta de ~ 1076 — 10~7. Para funcdes 3s foi
possivel utilizar um ntimero pequeno de termos na expansao e obter bons resultados; no entanto, para
funcdes 3p foi necesséario utilizar quatro termos para manter “r-x?” na ordem de grandeza de ~ 1075,
Os resultados destes ajustes sdo mostrados no apéndice A.

Além dos ajustes para as bases (17sllp) a férmula (4.1) foi utilizada no ajuste do conjunto de
dados obtido com a série (1.85). A comparacdo dos resultados para os ajustes no atomo de hidrogénio
sao mostrados na Tabela 4.1. Estes resultados mostram claramente a superioridade do ajuste para
os conjuntos de maior qualidade, com o valor de “r-x?” por volta de uma ordem de grandeza inferior
aquele obtido com o conjunto de qualidade intermediaria. A diferenca entre os erros associados aos
pardmetros a, b e ¢ também é significativa para os dois ajustes.

Essa diferenca nos ajustes dificilmente seria entendida com a inspecdo das figuras 4.1 e 4.2, que
apresentam as fungoes peso discretas e as aproximagoes para cada caso. A regido correspondente ao
méaximo da funcdo parece estar bem descrita, assim como seu comportamento assintotico.

As figuras 4.1 e 4.2 na escala semilog ndo esclarecem o a diferenca nos ajustes. No entanto,
se retracarmos estas figuras na escala log-log como mostrado nas figuras 4.3 e 4.4, percebemos que
enquanto o comportamento do conjunto de pontos de maior qualidade aproxima-se de uma reta para
a — o0 0 comportamento do conjunto intermediario é irregular e por isso prejudica o ajuste.
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Figura 4.1: Representagio discreta das fungoes peso para o orbital 1s do hidrogénio (+) e o ajuste

obtido pelo método de Levemberg—Marquardt para o conjunto de dados obtido com bases 17s.
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Figura 4.2: Representagdo discreta das fungoes peso para o orbital 1s do hidrogénio (+) e o ajuste
obtido pelo método de Levemberg-Marquardt para o conjunto de dados obtido com bases 24s—34s.
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Figura 4.3: Representacao discreta das funcoes peso para o orbital 1s do hidrogénio (+) e o ajuste
obtido pelo método de Levemberg—Marquardt para o conjunto de dados obtido com bases 17s, em
escala log - log.
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Figura 4.4: Representacao discreta das funcoes peso para o orbital 1s do hidrogénio (+) e o ajuste
obtido pelo método de Levemberg—Marquardt para o conjunto de dados obtido com bases 24s—34s, em
escala log- log.
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Tabela 4.1: Comparagao entre os ajustes com o procedimento (a) utilizando bases 17s; e (b) utilizando
bases maiores para a funcdo peso 1s do hidrogénio. Na tabela os pardmetros ajustéveis sao denotados
por a,b e ¢, enquanto o erro associado aos parametros ¢ danotado por 4.

Parametros e Erros Associados r-x2

a 0 b 0 c 0
(a) 0.214925 + 0.0007 0.24894 + 0.0011 1.24097 =+ 0.0048 6.12943e-06
(b) 0.222378 + 0.0001 0.25017 =+ 0.0002 1.25223 =+ 0.0007 3.35914e-07

4.2.2 Utilizacao dos Ajustes no Calculo de Energia

Os célculos eletronicos utilizando a série even-tempered na discretizagao e as fungoes peso ajustadas
para o hidrogénio sdo mostrados na tabelas 4.2. Nesta tabela estao reunidos resultados para os dois
ajustes bem como resultados dos mesmos ajustes utilizando valores para os pardmetros a,b e ¢ com
numero diferente de algarismos significativos. As energias calculadas com a fun¢ado peso sdo comparadas
ainda com os resultados de célculos SCF convencionais.

Tabela 4.2: Energias em hartrees para o d4tomo de hidrogénio (a) utilizado cinco algarismos significa-

tivos; e (b) utilizando 40 algarismos significativos. A discretizagdo foi feita com a série even-tempered.
17s11p 22s-32s SCF
(a) (b) (a) (b)

-0.484254 -0.484254 -0.484018 -0.484018 -0.485813

-0.495518 -0.495518 -0.495375 -0.495375 -0.495843

-0.498543 -0.498543 -0.498478 -0.498478 -0.498751

-0.499478 -0.499478 -0.499457 -0.499456 -0.499563

-0.499793 -0.499793 -0.499793 -0.499793 -0.499840

-0.499907 -0.499907 -0.499917 -0.499917 -0.499937

-0.499950 -0.499950 -0.499964 -0.499964 -0.499974

OO\]@OT»&OQ[\DS

Percebe-se na tabela 4.2, em primeiro lugar, que a precisao na representacao dos parametros ajus-
tados parece fazer muito pouca ou nenhuma diferenca no valor calculado de energia. Em segundo
lugar observamos um comportamento que nao era esperado, devido a diferenca na qualidade dos ajus-
tes: para as expansoes de até cinco gaussianas os resultados para a fungdo peso ajustada com os
dados obtidos com bases (17s1lp) sdo melhores do que aqueles para bases melhores. Essa tendéncia
s6 desaparece para conjuntos de base maiores, quando comecamos a ter expoentes da ordem de 102.
Um comportamento semelhante é observado quando a integracdo numérica é feita com o método de
Gauss—Legendre, cujos resultados sao mostrados na tabela 4.3. Nesse caso, no entanto, essa tendéncia
patologica é menos acentuada, e os resultados com o ajuste para o conjunto (17s1lp) s6 sdo melhores
do que para bases mais precisas para m =2 e m = 4.

Para a integracdo utilizando a série geométrica (1.85) a tendéncia observada para a série even-
tempered nao é observada, pois o ajuste mais preciso sempre gerou energias menores. Estes resultados
sao mostrados na tabela 4.4. Como nos casos anteriores, parece nao haver influéncia significativa da
precisao dos pardmetros nos valores de energia.

Temos, portanto, que de modo geral os resultados mostram a vantagem da utilizacdo de uma repre-
sentacdo mais precisa para as funcées peso discretas e, para nossa surpresa, a precisao dos pardmetros
parece ter muito pouca influéncia no célculo da energia. Estes resultados mostram também que a quali-
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Tabela 4.3: Energias em hartrees para o atomo de hidrogénio (a) utilizado cinco algarismos signifi-
cativos; e (b) utilizando 40 algarismos significativos. A discretizacdo foi feita com a quadratura de
Gauss—Legendre.

17s11p 22s-32s SCF
(a) (b) (a) (b)

-0.484252 -0.484252 -0.484018 -0.484018 -0.485813
-0.489266 -0.489266 -0.489581 -0.489581 -0.495843
-0.494831 -0.494831 -0.494763 -0.494762 -0.498133
-0.498035 -0.498035 -0.498009 -0.498008 -0.498973
-0.499141 -0.499141 -0.499164 -0.499163 -0.499575
-0.499565 -0.499565 -0.499587 -0.499587 -0.499832
-0.499778 -0.499778 -0.499791 -0.499791 -0.499932

00\10301»&-03[\93

Tabela 4.4: Energias em hartrees para o atomo de hidrogénio (a) utilizado cinco algarismos signifi-
cativos; e (b) utilizando 40 algarismos significativos. A discretizacdo foi feita com a série geométrica
(1.85).

17s11p 22s-32s SCF
(a) (b) (a) (b)

-0.484332 -0.484332 -0.484330 -0.484330 -0.485813
-0.496473 -0.496473 -0.496616 -0.496616 -0.496979
-0.498483 -0.498483 -0.498650 -0.498650 -0.499275
-0.499623 -0.499623 -0.499695 -0.499695 -0.499807
-0.499783 -0.499783 -0.499869 -0.499869 -0.499945
-0.499872 -0.499872 -0.499932 -0.499932 -0.499983
-0.499918 -0.499918 -0.499958 -0.499958 -0.499994

OO\]O'ﬁCJTrhOQ[\DS

dade dos ajustes, discutida na secdo anterior, é talvez a fonte de erro mais importante no procedimento
de céalculo e que atencdo especial deve ser dada ao ajuste na regidao de a — oc.

Os resultados podem ser considerados bons para todas as quadraturas, pois apesar da possivel
propagacao de erros no processo de ajuste e rediscretizacdo que faz com que os resultados do SCF con-
vencional sejam superiores, os resultados obtidos aqui ainda sao melhores do que alguns resultados de
literatura utilizando a discretiza¢do variacional® (em que E = -0.499166 a.u. para m = 5) e utilizando
integracdo numérica sem otimizacdo dos parametros relevantes.!” O procedimento apresentado aqui,
no entanto, acaba sendo limitado pela necessidade de saber de antemao as funcoes peso, permitindo
até o momento apenas célculos de energia do estado fundamental.



Capitulo 5

Construcao de Bases STO-nG

Neste capitulo abordaremos a construcao de conjuntos de base do tipo STO-nG utilizando um pro-
cedimento alternativo ao de ajuste por minimos quadrados convencional. Essa abordagem alternativa
envolve a discretizagdo de transformadas integrais que representam as funcoes de Slater.

5.1 As bases STO—nG como Transformadas Integrais

Uma utilizagado recente da idéia de representar fungoes de onda como transformadas integrais envol-
vendo um conjunto de fungoes de base gaussianas {¢;(a;,r)} encontra-se na representacdo de fungoes
hidrogenéides por uma transformada integral, descrita recentemente por Trsic e colaboradores.®? Es-
tendendo o argumento de Trsic, mostraremos que € possivel definir trés representagdes para fungoes
de Slater em termos de transformadas integrais envolvendo fungdes gaussianas. A derivacao destas
relacoes segue abaixo.

5.1.1 Derivacao das Transformadas Integrais e Func¢oes Peso

Apresentamos aqui a derivagdo das equacoes (5.25), (5.26) e (5.27). Antes de comegarmos devemos
estabelecer algumas férmulas e resultados auxiliares, para que estes sejam utilizados de forma sucinta
ao longo das derivacoes sem prejuizo ao entendimento. Desse modo, temos as expressoes para as
fungbes de Slater, dadas em coordenadas polares por

Xnlm = R;S;(C,T)lem(aaqs)
N (Or™ ™ exp(—Cr)Yim (6, ¢)
¢ [(2n) N2 1L exp(—(r) Yim (0, ¢), (5.1)

em que RY(¢,r) é a parte radial e Yj;,(0, ¢) € um um esférico harménico. Em coordenadas cartesianas,
estas fungoes sdo dadas por

Baben (C: 759, 2) = Niper (Q)r¥a®y 2 exp(—Cr), (5.2)

comk =n—(a+b+c+1). Aqui a,b,c sdo ntmeros inteiros, n é o nimero quintico principal e a
constante de normalizacao,

(2k)! Am(2a — 1)1(2b — 1)11(2c — 1)11] /2

s
Neper = (20)2%+1 (2(a+b+c)+ 1)

(5.3)

47
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Além das fungoes de Slater temos as fungbes gaussianas, dadas em coordenadas polares por

Guim = R,?I (a, 'f')Ylm (95 ¢)
= NS(@)r™ " exp(—ar?)Yim(8, ¢)
[24778 o2V A (20" — )UPm) T exp(—ar®) Vi (0, ¢) (5.4)

e em coordenadas cartesianas por

¢((J.;bc(aaxaya ) Nabc( )xaybzcexp( 2)7 (55)

com a constante de normalizacio NG () escrita como

92(atb+c)+3/2 pa+btct3/2 1/2
NG (5.6)

abe = [(2(1 —1)N(2b — 1)11(2c — 1)!173/2

Devemos considerar, em segundo lugar, a forma generalizada da transformada de uma funcao expo-
nencial em termos de fungoes gaussianasﬁ5

¢ ¢
"~ Lexp(—(r) = 21}\/_ -2y, (2\/_ exp | — -~ exp(—ar?) da, (5.7)
em que H,(z) representa o polindémio de Hermite de grau v em z.
Além destas expressoes, é importante observar a seguinte relacao entre os fatores de normalizacao
das fungoes de Slater e gaussianas:

NIQ) _ i [20) 7w g - )t 5.8
NG ~ ¢ 't [2a<2n'+l>] (2n)! (58)
que, no caso n = n' = m, reduz-se a
Nr%(é) — Cm+1/2 [ T ]1/4 (2m _ 1)” 1/2 (5 9)
NG (@) 2a/(2m+1) (2m)! .
e, no caso de n' = 1, reduz-se a
1/4
NEQ) _ v | 2079 o
Nf () [(2n) 1203 .

Seguindo com as derivagbes, consideremos primeiramente a transformada entre fungbes de Slater e
Y
gaussianas de mesmo n. Esta é obtida do caso especial de (5.7) com v =1,

o0 2
exp(—(r) = #/0 H, (%) exp (_i_a) exp(—ar?)a~?/?) do
1

- o=/ frexp< Cz)exp( r?) dIn a. (5.11)

Verifica-se que a fun¢ao radial de Slater pode ser reescrita, substituindo-se a parte exponencial de (5.1)
por (5.11), fornecendo

RS(C.r) = NST— [T ¢ 2y 41 5.12
- (¢, "oz ). Tep = exp(—ar®) dlna. (5.12)
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Considerando-se que

Ry(,7) ] (5.13)

exp(—ar?) = [W

pode-se substituir (5.13) em (5.12), obtendo

RS(C,r) = /oo 2\/407]% p( f) R%(a,r) dIna. (5.14)

Substituindo a expressdo (5.9) em (5.14) e rearranjando a equacdo resultante obtém-se a primeira
transformada, dada por

RS ¢, r) / frn(C, @) (a r)dlnq, (5.15)

onde fn,(¢,a) pode ser considerada uma fungéo peso (anédloga as funcdes peso Hartree-Fock) que
relaciona fungoes gaussianas e de Slater de mesmo n. Esta fungao peso tem a forma

Outra transformada é obtida se utilizarmos a forma genérica de (5.7) com v = n e fizermos n' = 1.
Com isso obtem-se

R3(¢,7) 2n[ ~(t02g, <2f> exp< Ci) exp(—ar?) do. (5.17)

Substituindo o termo exp(—ar®) por um rearranjo da fun¢io radial gaussiana,

(5.18)

é possivel reescrever (5.17) como

RI(,r) = Ooo NSEC)) 2n1f —(n/2 g, (2\F> exp( C;) RS (a,7) da. (5.19)

Rearranjando (5.19) e substituindo (5.10) nesta equagdo, tem-se a transformada

R3(¢,r) / fn1(¢,a)RE (o, ) dIn (5.20)

sendo f,1(¢, @) a fungdo peso que relaciona funcoes gaussianas 1s e fungoes de Slater ns, dada por

_ sn+l/2 ﬂ 1/4H _ﬁ 5.21
gn(Caa) C 7T0£(2n+1) 2\/‘ 4a ) ( )

Além de fn (¢, @) e fr1(C, @), uma terceira fungéo peso pode ser definida, agora em termos de fungoes
gaussianas e de Slater em coordenadas cartesianas. Procedendo de forma anéloga aos desenvolvimentos
anteriores, chega-se & equagao

S _ [ Ngw(Q) a7k ¢ ¢?\ g do
¢abcn(<axayaz) - 0 Na[;ck( ) (k T 1)7THk+1 (m) ( ) ¢abc (522)
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Com isso, pode-se definir a transformada

¢asbcn(ga$ayaz) :/_ fabck(C,a)¢g,c(C,$,y,z)dlna (5.23)

onde fape(C, ) é representada por

_ Nae(©) _a”*? ¢?
faber (¢, ) = Na(”ic’“( )2(k+1)ﬂﬂk+1(2f) ( a). (5.24)

5.1.2 Transformadas Integrais entre Fun¢oes de Slater e Gaussianas

Resumimos aqui os resultados obtidos na sub-secdo anterior. As duas primeiras transformadas
envolvem fungdes gaussianas e de Slater em coordenadas polares. Para estas duas transformadas as
funcdes gaussianas e de Slater sdo restritas & mesma simetria e, desse modo, a parte angular pode ser
cancelada e as expressoes envolverdo apenas a parte radial. A primeira transformada é obtida a partir
de funcoes radiais de mesmo nimero quantico principal n. Essa transformada tem a forma

o0 _ " 1/2 1 1/4
S _ n+3/2 (2n — 1)U G
RS(C.r) = /_ K [ o | Relr)dine, (5.25)
e pode ser utilizada para obter funcGes de Slater 1s, 2p, 3d,... a partir da expansdo de gaussianas 1s,
2p, 3d,. .., respectivamente.

A segunda transformada relaciona funcoes radiais de Slater com ntmero quéntico principal n e
gaussianas 1s, através da equagao

/4
s B 9] Cn—|—1/2 2(4n79) 1 C CQ G
Ry ((,r) = /oo mCOIEE lwa(Q"H) H, (2\/_> exp ( a) R (a,r)dIna (5.26)

e, desse modo, pode-se obter fungoes 1s, 2s, 3s,... a partir de gaussianas 1s.
A terceira transformada envolve funcbes em coordenadas cartesianas, e relaciona fungoes de Slater
e gaussianas de mesma simetria, e é dada pela equacao

o NS —k/2 2
¢§bcn(€a$>yaz) = J\;;gbcck((c)) 2(:+ 1)7‘{'Hk+1 (2\/—) ( C ) ¢abc(a T,Y,z )dln Q. (527)

5.1.3 Discretizagao das Transformadas Integrais

As equacoes (5.25), (5.26) e (5.27) fornecem representacoes exatas de fungoes de Slater em termos
de funcoes gaussianas. Em calculos atdmicos e moleculares, no entanto, é mais interessante obter uma
aproximagao para as fungoes de Slater utilizando as equagdes (5.25), (5.26) e (5.27) do que tentar
utiliza-las para substituir as fungoes de Slater, o que levaria a algo semelhante ao método da transfor-
mada gaussiana de Shavitt e Karplus,%¢ e desse modo deixaria de aproveitar todo o desenvolvimento
computacional experimentado pelos métodos de estrutura eletronica nas tultimas décadas.

Essa aproximagao pode ser obtida integrando (5.25), (5.26) ou (5.27) numericamente. Desse modo,
as integrais passariam a ser somas finitas, e terfamos essencialmente conjuntos analogos aos STO-nG,
que também sdo uma soma finita de gaussianas mas que, ao contrario da discretizagdo das trans-
formadas aqui apresentadas, nao apresentam de forma explicita nenhuma relagdo entre expoentes e
coeficientes.
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Para ilustrar a similaridade entre conjuntos STO-nG e as transformadas, podemos considerar as
equacoes para as fungbes gaussianas e de Slater em coordenadas polares, com as quais as bases STO-
nG foram originalmente obtidas. A partir destas equagdes, pode-se definir uma funcdo V((;«), com a
forma

V(Gia) = /0 T [RS(C) — RS (@) 2, (5.28)

que fornece uma indicacio sobre a qualidade da aproximacio de R; ((,r) por R;S;’(a, r). Como nesse
caso RS (a,r) é dado pela integracio numérica de (5.25) ou (5.26), a equacio (5.28) pode ser reescrita
como

2
V(C;ai) = /0 RS Ca szf Caa't (au )] r*dr

2

= /OO ng, ZCZ a,,
0

r? dr (5.29)

em que ( é o expoente da funcao de Slater, a; é o expoente da i-ésima gaussiana, w; é o i-ésimo peso
da quadratura e f({, ;) equivale a (5.16) ou a (5.21) calculada em «;.
A subsequente integracdo (agora analitica) em r da equagao (5.29) fornece a equagao

V(Gia) = 1—2202/ RS (¢, r)RY (ay,1)r d?"-l—ZZc,cj/ RS (i, t) RS (aij, v)r? dr

i=1 j=1

= 1- 2Zc,P + chzcj i (5.30)

=1 j=1

equivalente & equacio de minimos quadrados em que Huzinaga8” baseou-se para a definicdo de conjuntos
STO-nG. Essa equivaléncia pode ser explorada para aproveitar todo o desenvolvimento formal feito por
Huzinaga, particularmente para o calculo de P;, em um procedimento computacional. A diferenca entre
as abordagens resume-se, de fato, a quais parametros serao determinados. No caso do ajuste de miminos
quadrados convencional, utilizado por Huzinaga e também por Pople e colaboradores, é necessaario
determinar o conjunto de expoentes {a;} e o conjunto de coeficientes {c;} de modo independente, o
que resulta em 2N parametros para uma base com N gaussianas. No caso da integracao numérica, é
necessario determinar apenas os parametros que controlam a quadratura utilizada na discretizacao, tais
como limites de integragdo, ja que os expoentes «; € pesos w; sdo definidos a partir destes parametros e
do método de quadratura. Uma vez que a integracao numeérica possa ser executada de modo satisfatorio,
sua utilizagdo pode ser vantajosa do ponto de vista computacional, visto que além da diminuigao (de
2N para m,m < N usualmente) no numero de pardmetros, pode-se obter expansdes de tamanho
arbitrario com um pequeno aumento no custo computacional.

5.2 Procedimento Computacional

A determinac@o dos conjuntos de coeficientes e expoentes que minimizam a fungao V({; ;) € divi-
dida em duas etapas principais: (a) o calculo de V((; «;) e (b) a otimizagdo dos pardmetros que definem
o método de integracdo numeérica das equagoes (5.25) ou (5.26). Este procedimento foi implementado
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pelo candidato em um programa em C, que permite a utilizagdo de diferentes métodos de integragao.
Os métodos de integragdo implementados foram a quadratura de Gauss—Legendre, a série geométrica
“even-tempered” e uma série geométrica do tipo expansao polinomial de Ina.

O célculo da integral V((; a;), utilizando a expressdo 5.30, passa por trés etapas. Na primeira etapa
do céalculo, de posse dos expoentes e pesos da quadratura sdo obtidos os coeficientes. Apés o calculo
de coeficientes, o elemento P; ¢ obtido, utilizando a seguinte relacao®”

Pi(n, n) = N3y (Q) Ny (04) Gy () (5.31)
em que Gpin(e;) é calculado através da férmula
n+n' , ntn' 1 )
Grnr (o) = lz (—1)ntntk ( ; ) br (Eﬂ (20)~(m+7) (5.32)
k=0 !

A fungdo ¢y é calculada de modos distintos para k impar (k = 2m + 1) e k par. Para k =2m + 1, a
formula

-1 !
¢2m+1(t):1+?+%+...+m7 (5.33)
é utilizada, enquanto que para k = 2m a férmula
I'(m+1/2)
) = 2texp(t) | Lo — ) (5.34)

é utilizada. Na equagdo (5.34), I'(z) é a funcdo gama, e a funcdo Fy,(t) é definida como

Fn(t) = /01 u?™ exp(—tu?) du, (5.35)

embora na pratica seus valores sejam calculados utilizando aproximacoes. Na implementagdao do pro-
grama Fy,(t) é calculada como proposto por McMurchie e Davidson,%® enquanto a funcio gama foi
calculada utilizando fungdes da biblioteca mateméatica presente no sistema operacional.’® Por fim, o
elemento S;; é calculado através da formula

n'4+1/2
NIy
Sij = Al (5.36)
a; + 7]
Em todos os calculos efetuados ¢ = 1, ja que é valida a relacao5”
V(¢ e o) = V(10,0i/C), (5.37)

que reescalona os expoentes das fun¢bes gaussianas de acordo com o expoente da funcdo de Slater.
A determinagdo dos parametros é efetuada com uma otimizagdo simplex visando minimizar V((; o).
O otimizador simplex implementado é baseado em um otimizador descrito na literatura.’® Para cada
conjunto de parametros sa@o determinados os expoentes e 0s pesos de integracdo e a partir destes
V(¢; a) € calculada.
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5.3 Resultados e Discussao

Nesta se¢ao serdo apresentados os resultados da utilizagdo das transformadas entre fungées de Slater
e gaussianas na construgao de conjuntos de base do tipo STO-nG, através da integracdo numeérica
destas transformadas. O desvio V((; ;) foi calculado utilizando a quadratura de Gauss—Legendre,
a série even-tempered (equacdo 1.78) e uma série geométrica de seis parametros, dada pela equagao
(1.88). Estes valores, mostrados na tabela 5.1, sio comparados com os resultados de Huzinaga.5

Tabela 5.1: Valores de desvio V((;c;, ;) para discretizagoes utilizando a malha even-tempered, a
geradora (1.88) com seis parametros e a quadratura de Gauss—Legendre. Aqui (S) < (G) denota que
tipo de fungdo gaussiana (G) foi utilizada na expansdo da fungéo de Slater(S), e (n,n’) representa o
par de nimeros quénticos utilizandos nas transformadas integrais.

Caracteristicas da Expansao Desvios V((; ¢;, ;) para a expansdo em gaussianas
(S) « (G) (n,n') STO-4G STO-6G STO-8G STO-10G
Huzinaga e colaboradores®”
(1s)5 « (1s)g - 6.88030x10~° 4.00686x10~% 2.39259x10~7 7.66301x10~%
(28)s « (1s)g - 2.70069x107° 4.26723x1076 1.08542x10~7 2.96730x108
(2p)s « (2p)a - 4.02689x105  2.05513x1075  4.90599x10~7 -
(3s)s « (1s)a - 3.07501x10~¢ 2.37588x10~7 1.16694x10~7 -
(3d)s + (3d)a - 5.44367x107° 1.91591x10~¢ 3.30641x10~7 -

Foérmula Geradora (1.88)

(1s)s + (1s)g (1,1) 2.43469x10~% 1.08572x10~° 1.45932x10~% 3.55925x10~"
(2s)5 « (1s)g (2,1) 6.74673x10~* 2.20876x107° 3.87574x107% 1.19069x10~¢
(2p)s < (2p)a (2,2) 1.57685x10™% 6.52271x107% 9.60104x10~7 1.15528x10~"7
(3s)s « (1s)g (3,1) 1.87759x1072  8.30785x10~* 3.11662x10~% 3.50642x10~*
(3d)s + (3d)g (3,3) 8.19114x10~* 5.40974x10~% 5.55715x10~7 4.63911x10~8
malha even—tempered
(1s)5 + (1s)g (1,1) 2.59062x10~%  2.05716x10~° 3.46062x10~% 4.48108x10~"
(2s)s + (1s)g (2,1) 3.12644x10~%  5.92448x10~° 1.35750x10~° 1.74160x10~6
(2p)s + (2p)a (2,2) 1.72440x10~* 1.41041x10°% 1.28967x10°® 1.21470x10°7
(3s)s « (1s)g (3,1) 7.54262x1073  7.09393x10~2 7.47519x10% 7.17893x1073
(3d)s «+ (3d)g (3,3) 1.36392x10™*  9.50508x107% 6.16729x10~7 4.73166x10~8
Quadratura de Gauss—Legendre
(1s)s « (1s)g (1,1) 1.68750x10~3 1.95107x10~% 2.30684x10~° 3.62273x10~°
(2s)s «+ (1s)g (2,1) 1.47370x10~2  1.69882x1072 6.10707x10~° 9.28934x10~6
(2p)s + (2p)g (2,2) 1.59585x10~3  1.80973x10~% 1.65212x10~° 2.41905x10~6
(3s)s + (1s)g (3,1) 6.99086x10~* 8.44779x10~% 6.80278x10~% 6.64140x10~3
(3d)s < (3d)g (3,3) 3.05612x10~2 1.65312x10~* 1.36035x10~° 1.77292x10°

Comparando as discretizacdes efetuadas neste trabalho e os resultados de HuzinagaS” (ver tabela
5.1), pode-se perceber uma pequena vantagem nos resultados de Huzinaga, refletida nos menores valores
de desvio. Os resultados para as séries geométricas (tanto a do tipo (1.88) quanto a série even-tempered)
podem ser considerados bons de forma geral, com excecao do conjunto de desvios paran =3 en' =1
(a exemplo das derivac¢oes da funcdo peso, n é o nimero quantico principal da funcdo de Slater e n'
o das fungoes gaussianas e, nesse caso, o par (n,n') corresponde a obter fungoes de Slater tipo 3s
utilizando gaussianas 1s) que apresentou dificuldades no ajuste para todos os métodos de integragao,
em maior ou menor grau.

Os resultados para a quadratura de Gauss—Legendre, no entanto, foram satisfatérios apenas para
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as expansoes com maior nimero de termos, e fornecem resultados pobres para expansdes com quatro
gaussianas. Um aspecto particularmente importante na otimizacao e que dificulta a obtengao de desvios
menores para os métodos testados é a presenca de grande ntimero de minimos locais para a funcao
desvio, como ja havia sido observado por Huzinaga.

Comparando os métodos de discretizacdo pode-se perceber que, de forma anéloga aos resultados
para cédlculos Hartree-Fock discutidos anteriormente, os melhores resultados nos ajustes foram obtidos
com séries geométricas diferentes da série even-tempered. Esta série apresenta resultados melhores do
que a quadratura de Gauss—Legendre para as bases STOnG com até dez gaussianas. Este resultado
indica que, como no caso dos calculos Hartree-Fock, os polindémios utilizados nos métodos de quadratura
gaussiana considerados nao sao boas aproximacoes para as funcoes peso. Uma melhoria nos resultados
com a quadratura de Gauss—Legendre talvez fosse possivel se o intervalo de integracdo fosse dividido
em varios sub-intervalos e fosse utilizada uma regra composta, com quadraturas de menor ordem
sendo utilizadas em cada subintervalo. Esta abordagem acarreta a utilizacdo de um maior ntimero
de parametros na otimizacao, e introduz o problema da escolha do nimero de pontos para cada sub-
intervalo.

Outro aspecto interessante na comparacdo entre as bases STO-nG deste trabalho e aquelas obti-
das utilizando a forma convencional do ajuste de minimos quadrados envolve a comparacao de bases
com maior niimero de gaussianas. Como as bases STO-nG foram originalmente desenvolvidas para
expansoes de até seis gaussianas (por Pople) ou de até dez gaussianas (por Huzinaga), foi necessario
comparar nossos resultados aos de Rico e colaboradores,’® que obtiveram expansdes de até vinte e sete
gaussianas para orbitais 1s. Os valores de desvio obtidos por Rico s8o em geral menores do que os
obtidos aqui, provavelmente devido ao maior ntimero de pardmetros ajustaveis, que confere maior flexi-
bilidade na otimizagdo. Ao utilizarmos expansdes com mais do que quinze gaussianas, os desvios para
todos os métodos de integracdo tornam-se muito préximos e, para conjuntos bastante grandes (com
mais de 25 gaussianas), a quadratura de Gauss—Legendre apresenta resultados ligeiramente melhores
do que as séries geométricas. Estas tendéncias podem ser observadas na tabela 5.2, que apresenta tanto
os desvios quanto os resultados de célculos SCF com bases STO-nG 1s para o hidrogénio.

Tabela 5.2: Tendéncia dos valores de desvio e de energia eletrénica em hartrees com o aumento do
numero de gaussianas N da expansao.

N Método de Discretizagao
even—tempered Gauss—Legendre série (1.88)
desvio E (hartrees) desvio E (hartrees) desvio E (hartrees)

12 6.554340x10™% -.4999764762 6.286223x10~7 -.4999262441 4.946196x10~%  -.4999788797
14 2.374050x10~%  -.4999870412 1.316735x10~7 -.4999703362 8.855801x107°  -.4999926375
16 9.920406x107° -.4999922889 2.619734x1078 -.4999888312 2.782849x107°  -.4999983261
18  1.896106x107° -.4999971373 8.248028x10~% -.4999977968 1.846162x107°  -.4999971625
20 4.276406x10710 -.4999989672 1.712510x107° -.4999976922 4.361330x10~10 -.4999990027
22 1.950061x10710 -.4999996657 6.508795x10710 -.4999996312 1.910274x10~10 -.4999996730
24  1.658323x107 10 -.4999999218 2.252907x107 10 -.4999994369 1.666876x10 10 -.4999999318
26 1.636800x10 10 -.4999999857 1.746492x107 10 -.4999995997 1.652369x10 10 -.4999999229

A tabela 5.2 mostra também que, embora os desvios na discretizagdo ndo sejam menores do que
1x10 ', as energias tendem para o valor exato de uma STO. Outro aspecto curioso pode ser observado
na comparagao dos desvios e valores de energia para as expansoes obtidas com a série (1.88) e com a
quadratura de Gauss—Legendre. Para estes dois métodos percebe-se que, em alguns casos, expansoes
com menores desvios fornecem energias maiores do que outras expansoes com maiores desvios. Este
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comportamento pode ser observado para as STO-16G e STO-18G obtidas com a série (1.88), e para
as STO-18G e STO-20G obtidas com a quadratura de Gauss-Legendre.

Essa aparente patologia pode ser observada também em calculos UHF para o hidrogénio e os
elementos Li-F. Na tabela 5.3 apresentamos os resultados dos célculos para estes 4tomos utilizando
bases STO-6G obtidas com a série (1.88). Além das expansdes correspondentes aos desvios mostrados
na tabela 5.1 foram utilizadas bases correspondentes a expansdes com valores de desvio maiores. Neste
segundo caso, o desvio para os orbitais 1s ¢ igual a 5.028681 x 105, e para os orbitais 2s e 2p temos,
respectivamente, os desvios 2.249169 x 107> e 2.252953 x 10~4.

Tabela 5.3: Valores de energia em hartrees para bases STO-6G, utilizando as expansoes obtidas com
a utilizacdo da série (1.88). Dois conjuntos de base foram utilizados: (a) um correspondente aos
resultados mostrados na tabela 5.1; e (b) um correspondente a desvios maiores do que os da tabela

5.1. Estes resultados sao comparados com os de Pople, os de Huzinaga e com o valor de energia de
uma STO.

Este trab. (a) Este trab. (b) Pople”™  Huzinaga®” STO
H -0.49944 -0.49978 -0.49983 -0.49993 -0.50000
Li -7.40789 -7.41587  -7.41536 -7.41721 -7.41848
Be -14.53804 -14.55174 -14.55098 -14.55395 -14.55670
B -24.46691 -24.48774 -24.48829 -24.49170 -24.49717
C -37.57791 -37.60824 -37.60906 -37.61389 -37.62182
N -54.20946 -54.25186 -54.25155 -54.25879 -54.26886
(@) -74.45950 -74.51557 -74.51749 -74.52480 -74.54011
F -98.83758 -98.91038 -98.91327 -98.92149 -98.94193

Os resultados apresentados na tabela 5.3 mostram que, a exemplo dos resultados apresentados na
tabela 5.2, é possivel obter resultados de energia melhores para expansoes cujos desvios sao maiores.
Outro aspecto interessante dos resultados da tabela 5.3 é a proximidade dos resultados deste trabalho
com os de Pople e colaboradores.”!



Capitulo 6

Comentarios Finais

6.1 Conclusoes

Seguindo a divisao utilizada durante a apresentagdo dos resultados, podemos dividir as conclusoes
tiradas neste trabalho em trés areas: na construcao de bases atomicas utilizando diversas formulas ge-
radoras para os expoentes, na obtenc¢ao de fungoes peso ajustadas e sua utilizacdo em célculos atémicos
e na obtencdo de fungdoes STO-nG utilizando a integracdo numérica de transformadas integrais.

Na avaliacdo das quadraturas em calculos atémicos foram obtidos resultados bastante interessan-
tes, mostrando principalmente que os métodos de discretizacao utilizando séries geométricas sao, neste
caso, superiores as quadraturas gaussianas. Esta superioridade deve-se essencialmente & capacidade
das séries geométricas em amostrar um intervalo de expoentes maior do que aquele com as quadraturas
gaussianas, mas pode ser devido também & dificuldade de aproximar a fung@o peso por polinémios
de ordem suficientemente baixa. Assim, é possivel que uma abordagem com regras gaussianas com-
postas funcione melhor. Dentre as séries geométricas, aquelas que correspondem a métodos composto
mostraram-se bastante superiores & even-tempered. As séries contendo quatro parimetros ajustaveis
representaram ainda uma melhora razoavel em relagdo a serie well-tempered, que também apresenta
quatro pardmetros. No caso das séries contendo cinco pardmetros ou mais pode-se perceber que nao
houve melhora em relacdo a série de cinco pardmetros proposta por Klobukowski (equagdo 1.84).

Para as quadraturas gaussianas, a de Gauss—Legendre mostrou-se a mais adequada na construgao de
conjuntos de base, seguida da quadratura de Gauss—Chebyshev. A vantagem da primeira quadratura
reside principalmente na melhor qualidade dos resultados para bases pequenas e médias, contendo
até 16 primitivas s e p. Além disso a otimizagdo dos parametros que definem o limite de integracao
melhora significativamente os resultados para bases de mesmo tamanho, e em bases NsNp a otimizacao
independente de expoentes s e p para a quadratura de Gauss—Legendre faz com que a qualidade dos
resultados torne-se bastante similar aos obtidos utilizando séries geométricas.

Os ajustes sobre representacoes discretas das fungbes peso mostraram, em primeiro lugar, que a
qualidade do ajuste é extremamente importante e, portanto, utilizar bases de qualidade intermediaria
(1187p) mostrou-se uma opg¢do menos adequada do que utilizar bases maiores, pois perde-se uma
resolugdo mais fina para o comportamento assintético no primeiro caso. Além disso, os resultados para
os calculos de energia do hidrogénio utilizando as funges peso ajustadas, embora razoaveis do ponto
de vista numérico, ndo corresponderam & expectativa de se chegar a um resultado exato.

Por fim, na construcdo de bases STO-nG percebemos que com a metodologia utilizada é possivel
obter expansoes bastante precisas para as fungdes STO em termos de fungdes gaussianas, principal-
mente para expansoes com um grande nidmero de termos, a um custo computacional bastante reduzido.
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Para expansoes com até 10 gaussianas, no entanto, permanece a duvida sobre o motivo dos menores
valores de desvio nem sempre fornecerem os menores valores de energia. Essa divida persiste para
expansdes maiores, uma vez que o desvio ndo foi menor que 1 x 1071°, embora as energias para o
hidrogénio tendam a —0.5 hartree.

6.2 Desenvolvimentos Futuros

Como extensoes a este trabalho podemos vislumbrar (a) a tentativa de utilizar regras compostas
com as quadraturas gaussianas buscando minimizar o erro de discretizagdo; (b) a avaliacdo de séries
geométricas dos tipos (1.85-1.87) para atomos mais pesados (Z > 50), bem como continuar avaliando
o efeito do aumento do ntmero de termos na expansao polinomial (1.88) para estes elementos; (c)
a investigacdo mais detalhada das razdes que levaram & discordancia entre os desvios e as energias
calculadas para os a4tomos do segundo periodo, bem como a continuacao do desenvolvimento de bases
STO de alta precisdo para simetrias mais altas; e (d) a definicdo de conjuntos de base econdmicos
derivados de orbitais Hartree—Fock.



Apéndice A

Parametros dos Ajustes

Mostramos inicialmente neste apéndice os resultados de ajustes de curvas para a classe de funcoes
gaussiana, deda pela expressao (4.2). Este resultados estdo resumidos nas tabelas A.1, A.3, A2 e A4,
que mostram os conjuntos de parametros para orbitais 1s, 2p, 2s e 3s/3p, respectivamente. Nestas
tabelas a;,b; e c¢; representam os pardmetros ajustaveis, e J representa os erros associados a cada

parametro.

Tabela A.1: Parametros obtidos no ajuste de curvas para funcées peso 1s utilizando gaussianas.

2

i Parametros e Erros Associados r-x
a; 1) bz 1) C; 1)

H 1 -0.828126 =+ 0.0426 -0.0296785 =+ 0.0060 -0.122483 £ 0.0043

2 118.558 £ 857.1 -5.6312 4+ 7.213 2.42128 + 1.486

3 149.279 £ 6518 -43.7094 £+ 247.9 16.489 + 41.89

4 -0.0404666 + 2054 19.1798 &+ 5.7e+6 1411.59 4+ 2.8e+7

5 0.0444343 + 2061 -41.5145 + 1.3e+5 842.661 + 7.1e+6 1.32524e-05
c 1 13.4927 4 184.9 -1033.33  + 2747 486.044 £ 558

2 -0.578091 + 0.0122 0.232424 + 0.0304 2.81438 + 0.0493

3 0.995903 =+ 0.5048 -39.5486 + 17.36 43.2992 £ 7.72 2.9745e-05
Al 1 0.116031 =+ 0.0472 35.7519 + 8.651 49.1686 + 9.28

2 10.5685 + 124.8 -1149.71 £+ 3514 625.631 4+ 8424

3  0.0514264 + 0.0903 -549.547 + 3215 1849.88 + 1531

4 -0.481996 £ 0.0280 1.78261 =+ 0.3168 13.0743 £ 0.3562 1.95329e-05

58



APENDICE A. PARAMETROS DOS AJUSTES

Tabela A.2: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungoes peso 2p utilizando gaussianas.

2

i Parametros e Erros Associados r-X
a; 0 b, ) C; 0

Al 1 11.3881 + 369.4 -125.21 £ 956.6 65.7836 £ 216.4

2 -0.455276 =+ 0.0491 0.150901 + 0.0328 0.828766 + 0.0468

3 0.0811727 =+ 0.2566 4.31733 £ 17.57 7.66948 + 10.47

4 0.027108 =+ 0.0853 -4.99277 £ 352 119.345 =+ 162.1

5 0.098349 =+ 0.2048 249415 +£1.738 3.49792 + 2.188

6 -0.0349743 =+ 0.0080 1.43535 =+ 0.0735 0.531991 =+ 0.1026 1.08221e-05
C 1 -0.493586 =+ 0.0519 -0.0120254 % 0.0065 0.123233 £ 0.0062

2 1.1214 £ 75.28 0.723729 £ 15.88 -2.34181 £+ 9.978

3 -0.873164 =+ 75.57 1.0878 £ 12.44 -2.09706 =+ 9.017

4 0.0488643 =+ 0.0449 -4.07452 £+ 14.81 16.0659 =+ 7.168

5 0.0747196 =+ 0.0427 0.368002 =+ 0.1012 -0.386327 =+ 0.0990 8.62562e-06

Tabela A.3: Parametros obtidos no ajuste de curvas para funcées peso 2s utilizando gaussianas.

2

i Parametros e Erros Associados r-x
a; 0 bi 0 C; 0

Al 1 9.0131 &+ 5411 -740.008 =+ 5e+04 699.479 £ le+04

2 0.144438 =+ 0.1512 -19.1957 + 50.92 63.2477 + 29.95

3 -20.0366 + 185.6 -32.4872  + 80.9 19.4381 &+ 18.27

4 -6.54865 £ 5457 -599.968 =+ 4e+04 650.18 =+ le+04

5 -0.178465 £ 0.4281 1.26295 + 3.818 3.67318 + 2.321

6 -0.707472 4+ 0.1409 -0.102748 + 0.0308 -0.374061 + 0.0234

7 3.90406 + 1.984 -1.56626 =+ 0.6088 1.76887 + 0.2526 6.10103e-06
Cc 1 0.59582 + 2.337 -78.6575 =+ 153.9 63.0407 + 49.31

2 -81.101 =+ 168.6 -6.60957 £+ 2.946 3.25388 + 0.6391

3 0.0540396 =+ 0.0168 3.7446 £+ 0.9232 5.64156 + 1.071

4 0.0183269 =+ 0.0283 -100.845 + 493.9 300.659 + 252.8

5 206.513 =+ 600.3 -1.34016 + 0.725 0.595944 £ 0.1521

6 0.175181 =+ 0.0139 0.0757293 + 0.0024 0.0517683 =+ 0.0040 6.77681e-06
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Tabela A.4: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungdes peso 3s e 3p utilizando gaussianas.
Estes resultados sdao para o atomo de aluminio.

i Par&metros e Erros Associados r-x
a; ) bz 0 C; )

3 1 0.440068 + 0.168 0.0841175 =+ 0.0014 0.0521229 =+ 0.0063

2 -0.0716361 =+ 0.0442 1.15379 =+ 0.0655 0.348452 + 0.1425

3 0.590109 =+ 0.2449 0.15920 + 0.0166 0.0978427 £ 0.0252

4 -0.0640489 =+ 0.0177 1.90953 =+ 0.3469 0.792926 + 0.3971

5 -0.289192 =+ 0.0747 -1.25643 + 1.881 6.59327 + 1.158

6 0.0484378 =+ 0.0032 30.0646 + 6.17 50.5341 =+ 10.32

7 0.441267 + 0.1117 0.294428 =+ 0.0556 0.197594 + 0.0451 8.36377e-05
3p 1 -2.15925 £ 1826 -12.9475 £+ 1434 32.4376 £ 674

2 -0.43946 =+ 0.0299 0.0123685 =+ 0.0011 0.0273725 =+ 0.0011

3 0.279831 =+ 0.5396 0.0575793 + 0.0248 -0.117948 + 0.0489

4 0.109175 =+ 0.5228 -0.00220439 =+ 3.578 -1.01994 + 1.326

5 1.91841 + 1828 -10.0192 =+ 1209 30.9651 =+ 651.2

6 0.129248 =+ 0.6615 0.264532 =+ 1.203 -0.364634 + 0.6507

7 0.219493 =+ 0.8292 0.151217 £ 0.328 -0.195131  + 0.2507 5.76721e-06
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Apos os resultados para fungdes gaussianas apresentamos nas Tabelas A.5, A.7, A.6, A.8 e A.9 os
resultados dos ajustes de curvas para a classe de funcoes (4.1). Nestas tabelas a;, b; e ¢; representam
0s parametros ajustéaveis, e d representa os erros associados a cada parametro.

Tabela A.5: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungoes peso 1s.

2

Parametros e Erros Associados r-x
a; 0 bi 0 C; )
H 0.214925 4 0.0007 0.24894 + 0.0011 1.24097 £ 0.0048 6.12943e-06
B 7.00051 =+ 0.0645 4.68866 + 0.0157 1.1245 £ 0.0034 5.23518e-06
C 11.2696 =+ 0.1377 7.00756 + 0.0271 1.13564 =+ 0.0039 6.31908e-06
N 16.9229 + 0.2289 9.80175 £ 0.0377 1.14511 =+ 0.0039 6.91039e-06
O 23.826 + 0.3564 13.0581 +£ 0.0511 1.15081 =+ 0.0040 7.22815e-06
F  32.0797 + 0.5429 16.7534 =+ 0.0694 1.15437 =+ 0.0043 8.02118e-06
Al 799572 £+ 2.476 36.0973 £ 0.229 1.16145 =+ 0.0066 1.19337e-05
Si 96.6289 + 2.454 42.1092 + 0.211 1.164 + 0.0052 1.10054e-05
P 115722 4+ 2.968 48.6584 + 0.2387 1.16692 =+ 0.0052 1.06363e-05
Tabela A.6: Paradmetros obtidos no ajuste de curvas para fungoes peso 2p.
1 Parametros e Erros Associados r-x
a; ) bz ) C; 0
B 1 0.142152 + 0.0336 0.52569 =+ 0.0590 1.39911 + 0.1312
2 0.111353 =+ 0.0285 0.175205 =+ 0.0061 1.27735 £ 0.1256 4.00762e-06
C 1 0401333 =+ 0.0010 0.214689 =+ 0.0006 0.685092 + 0.0035
2 -0.338745 £ 0.0032 2.22126 £ 0.0299 0.648173 =+ 0.0053 5.15138e-07
N 1 0.517961 = 0.0008 0.286127 =+ 0.0009 0.58984 £ 0.0037
2 -0.477967 £ 0.0038 3.07002 £ 0.0367 0.571813 =+ 0.0047 6.44001e-07
0O 1 1.48084 + 0.2315 2.96649 + 0.4219 1.57233 =+ 0.1875
2 0.1836 =+ 0.1142 0.394174 + 0.0341 1.31446 + 0.4118
3  0.551576 £ 0.1722 1.03094 =+ 0.3056 1.47068 + 0.6487 6.25526e-07
F 1 0.589027 <=+ 0.0005 0.356847 =+ 0.0011 0.389171  + 0.0027
2 -0.649904 =+ 0.0030 5.1937 =+ 0.0405 0.405072 + 0.0031 4.1174e-07
Al 1 2.88093 £ 0.4255 2.33497 £ 0.1754 1.35464 + 0.2825
2 7.53697 =+ 0.898 6.69924 4 0.9899 1.45381 &4 0.1725 7.43935e-06
Si 1 10.3079 £ 0.9548 8.29853 £ 1.139 1.46451 £ 0.158
2 4.55778 £ 0.9654 3.1277 £+ 0.2225 1.4062 £ 0.2848 5.29786e-06
P 1 14.3477 + 1.373 10.0861 + 1.461 1.48555 =+ 0.1667
2 6.86524 + 2.031 4.02425 + 0.3003 1.44954 + 0.3189 4.68647e-06
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Tabela A.7: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungdes peso 2s.

i Parametros e Erros Associados r-x
a; 0 b, 0 C; 0

B 1 1.10404 + 0.2472 2.29149 4+ 0.2728 1.10599 + 0.1413

2 -0.282894 + 0.0050 0.230456 + 0.0011 1.2224 £ 0.0125

3 0.39267 =+ 0.1053 1.00992 + 0.129 1.12281 + 0.5231 5.67569e-07
Cc 1 1.15169 =+ 0.0417 1.96685 £ 0.0478 0.652327 + 0.0301

2 -0.452084 + 0.0028 0.342291 + 0.0013 1.20602 + 0.3423

3 -0.616748 £ 0.0255 9.081 =+ 0.3206 0.565591 =+ 0.0209 7.41948e-07
N 1 0.57783 £+ 0.1125 1.18593 £ 0.1018 2.01551 =+ 0.1764

2 -3.65921 =+ 0.0480 4.89153 =+ 0.0251 1.14974 + 0.0028

3  0.322204 + 0.0816 0.514602 £ 0.0177 1.69244 + 0.1845 3.6887e-07
O 1 6.17481 + 0.113 3.90086 =+ 0.0386 1.09636 £ 0.0045

2 -13.419 4+ 0411 5.59029 4+ 0.1123 2.19158 =+ 0.0388

3 -0.983181 =+ 0.002 0.56908 + 0.0013 0.93628 + 0.0051 1.98456e-07
F 1 7.64905 £ 0.1425 10.017 £ 0.1296 1.23039 + 0.0109

2 -1.23088 + 0.0014 0.698772 <+ 0.0020 0.83648 =+ 0.0060

3 2.26175 =+ 0.057 3.8832 =+ 0.0569 0.899839 =+ 0.0075 1.77472e-07
Al 1 150.676 + 195.8 7.0156 + 10.93 1.34411 + 0.4412

2 -165.906 4+ 244.5 12.8429 + 13.57 1.96148 + 1.73

3 293.689 4+ T11.1 4.86036 + 1.821 2.35431 £+ 2.642

4 -138.44 + 445.1 3.8777 £+ 1.233 1.41762 + 1.335 8.96456e-06
P 1 68.1892 + 61.65 7.5565 =+ 1.9 2.60033 =+ 0.8745

2 -23.0018 £+ 2.11 20.1449 4+ 1.331 1.01816 + 0.0216

3 -2.280925 4+ 1.481 1.89757 + 0.5172 2.43055 £+ 1.292

4 1.61987 =+ 1.517 1.15639 =+ 0.0915 0.71585 + 0.0827 2.27785e-06
Si 1 1.01902 =+ 0.9636 1.50603 =+ 0.4381 2.54419 + 1.377

2 -29.197 £+ 13.78 5.63436 =+ 1.151 2.3081 =+ 0.5994

3 18.5693 + 1.091 17.7166 £ 0.8008 1.01798 + 0.0253

4 -1.0417 + 0.9854 0.855111 4 0.0848 0.681993 =+ 0.0857 2.39312e-06

Tabela A.8: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungdes peso 3s.
1 Parametros e Erros Associados r-x2
a; 0 bl 0 C; 0

Al 1 3.73251 +£0.4738 13.8969 + 0.6193 1.06756 £+ 0.0328

2 0.151016 £ 0.0051 0.181004 + 0.0019 1.46026 =+ 0.0232

3 -1.1737 £ 0.0165 1.00902 + 0.0193 1.23757 £ 0.0180 9.36467e-06
Si 1 0.374603 =+ 0.0111 0.230126 £ 0.0020 1.16978 + 0.0214

2 -1.7163 =+ 0.0362 1.04786  + 0.0403 0.831344 £ 0.0540

3 9.22005 £ 2.404 25.3238 £ 1.769 1.2491 £ 0.0809

4 1.96066 =+ 0.1016 5.129083 £ 0.3634 0.846824 =+ 0.0591 2.71464¢-06
P 1 103 + 1046 11.1102  + 3.444 1.29907 + 0.4821

2 -127.139 4+ 1038 11.8993 £+ 4.024 1.4123 + 0.5848

3 0.554886 =+ 0.0093 0.297664 =+ 0.0020 1.11301  + 0.0158

4 -2.6726 + 0.0611 1.49039 £ 0.0333 0.93968 =+ 0.0308 2.14051e-06
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Tabela A.9: Parametros obtidos no ajuste de curvas para fungoes peso 3p.

) Parametros e Erros Associados r-Y
a; ) bi ) C; 0

Al 1 3.9861 + 4.958 4.19661 =+ 5.499 2.08628 £ 2.336

2 -9.38526 £ 183.1 1.61252 + 1.157 1.64861 =+ 1.77

3 9.58824 + 182.6 1.75131 + 1.858 1.87319 =+ 2.961

4 0.0952948 =+ 0.0032 0.104514 + 0.0012 1.21979 + 0.0193 9.81163e-06
Si 1 0.20165 &+ 0.0147 0.15081 + 0.0025 1.05766 =+ 0.0411

2 -11.1977 £ 57.21 5.28378 £+ 1.924 1.624 =+ 0.6752

3 17.7737 + 46.64 6.65272 + 5.479 2.0519 + 1.46

4 -1.20103 £ 0.6466 2.03796 £ 0.9253 2.2023 =+ 1.73 3.26981e-06
P 1 7.69619 =+ 16.25 8.01777 &£ 5.797 2.57915 £ 1.737

2 -9.5456 + 86.4 1.87014 + 0.5407 1.3048 £ 0.6525

3 9.28496 =+ 85.49 2.04258 £+ 1.215 1.49874 + 1.314

4 0.402308 =+ 0.0087 0.19283 £ 0.0018 0.8211 =+ 0.0174 2.53221e-06
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Apéndice B

Parametros Otimizados para as
Quadraturas

Neste apéndice apresentamos os pardmetros otimizados para as bases NsNp construidas com as
quadraturas de Gauss—Legendre e Gauss—Chebyshev. Nestas bases os limites de integracao a e b foram
otimizados para as malhas s e p em conjunto.

Tabela B.1: Parametros otimizados para bases NsNp construidas
com a quadratura de Gauss—Chebyshev. Os limites inferiores (a) e
superiores (b) sdo os mesmos para as malhas s e p

N a b a b
16 | He -2.088985  8.485100 | Li -3.439814  7.587628
17 -2.101221  8.760181 -3.459973  7.940400
18 -2.123828  9.278613 -3.500966  8.228345
19 -2.190625  9.190820 -3.544871  8.549323
20 -2.165625  9.896875 -3.566078  8.895249
21 -2.225195 10.113770 -3.588004  9.195100
22 -2.294166 11.359052 -3.635140 9.841379
16 | Be -2.874963  8.125681 B -2.497626  8.507118
17 -2.895624  8.444200 -2.550556  8.752735
18 -2.952149  8.722524 -2.621287  9.066996
19 -2.986018  9.083329 -2.641598  9.443080
20 -3.003049  9.419585 -2.635307 11.572373
21 -3.040158  9.681932 -2.581395 13.020921
22 -3.094031 10.382473 -2.785397 10.691212
16 C -2.141156  8.840270 | N -1.843068  9.117397
18 -2.209251  9.063521 -1.921551  9.333090
18 -2.269617  9.411487 -1.972330  9.702675
19 -2.286026  9.778636 -1.988588  10.055400
20 -2.275414  11.932239 -2.040885 10.284522
21 -4.550001 11.943750 -2.089728 10.599369
22 -3.350000 13.850000 -2.126041 11.350464
16 O -1.660746  9.285710 F  -1.476938  9.449568
17 -1.759710  9.510154 -1.577790 9.700741
18 -1.790480  9.912093 -1.599123 10.110515
19 -1.813576 10.217784 -1.632365 10.379442
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Tabela B.1: Parametros otimizados para bases NsNp construidas

com a quadratura de Gauss—Chebyshev.(cont.)

N a b a b
20 -1.882901 10.444245 -1.704450 10.626016
21 -1.918002 10.799414 -1.729218 11.000167
22 -1.944763 11.531746 -1.755759 11.720746
16 | Ne -1.300023 9.608920 | Na -2.655930  8.826513
17 -1.398213  9.886164 -2.793914  9.146233
18 -1.414369 10.292616 -2.774872  9.548951
19 -1.455876 10.536738 -2.953293  9.599855
20 -1.525529 10.805879 -2.956178 10.036177
21 -1.544645 11.183914 -2.985038 10.260240
22 -1.571561  11.904942 -3.103167 10.450526
16 | Mg -2.411213  9.035302 | Al -2.270847  9.150881
17 -2.543419  9.321290 -2.398375  9.461464
18 -2.527261  9.743296 -2.389439  9.864328
19 -2.658801  9.813812 -2.542872  9.935727
20 -2.686095 10.219052 -2.562593 10.354434
21 -2.689343 10.527213 -2.588759 10.606736
22 -2.803026 10.673483 -2.712198 10.775137
16 Si  -2.036867 9.348920 | P -1.816736  9.538294
17 -2.172101  9.613170 -1.955305  9.758761
18 -2.165473 10.036225 -1.953952 10.192565
19 -2.280005 10.129748 -2.035792 10.322788
20 -2.321996 10.513823 -2.097913 10.663600
21 -2.329605 10.835690 -2.100881 11.026036
22 -2.452538 11.023967 -2.204671 11.271831
16 S -1.686039  9.959771 | Cl -1.580143 10.134191
17 -1.810516  9.877012 -1.656835  9.993979
18 -1.810125 10.310564 -1.658514  10.429501
19 -1.889614 10.446891 -1.729080 10.581536
20 -1.954923 10.782191 -1.801047 10.899932
21 -1.961016 11.142686 -1.809406 11.266272
22 -2.063651 11.412853 -1.905425 11.571182
16 | Ar -1.373007  9.892137

17 -1.505199 10.107768

18 -1.509281 10.544909

19 -1.569827 10.715791

20 -1.648665 11.013941

21 -1.658659 11.387060

22 -1.740432 11.736071

Tabela B.2: Parametros otimizados para bases NsNp construidas
com a quadratura de Gauss—Legendre. Os limites inferiores (a) e

superiores (b) sdo os mesmos para as malhas s e p

N a b a b
16 | He -2.212500 &8.693750 | Li -3.535411 7.730954
17 -2.168750  8.965625 -3.545596  8.108933

Continua na préxima pégina
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Tabela B.2: Parametros otimizados para bases NsNp construidas

com a quadratura de Gauss—Legendre.(cont.)

N a b a b
18 -2.228125  9.493750 -3.576086  8.401997
19 -2.206445  9.858203 -3.617837  8.706964
20 -2.165625  9.892188 -3.640607  9.046400
21 -2.250000 10.390625 -3.658948  9.356110
22 -2.263680 10.770851 -3.687335  9.635422
16 | Be -2.969124 8.279867 | B -2.593048  8.670499
17 -2.978747  8.624694 -2.627522  8.937574
18 -3.025222  8.888617 -2.700456  9.217163
19 -3.065117  9.228599 -2.724637  9.591859
20 -3.078368  9.575430 -2.746838  9.887448
21 -3.105687  9.849456 -2.802435 10.129276
22 -3.144858 10.124997 -2.835411 10.459088
16 C -2.235182  9.010010 | N -1.935356  9.292510
18 -2.283466  9.248130 -1.995273  9.512703
18 -2.350982  9.555680 -2.055404  9.844844
19 -2.367943  9.932356 -2.069564 10.213993
20 -2.398674 10.196306 -2.107609 10.458742
21 -2.455011 10.455171 -2.161367 10.738249
22 -2.478393 10.803523 -2.179623  11.092767
16 O -1.749011  9.474751 F -1.561976  9.646771
17 -1.834400  9.676541 -1.657847  9.858940
18 -1.877321 10.054486 -1.687318 10.255987
19 -1.892723 10.387004 -1.687318 10.255987
20 -1.951191 10.603294 -1.775161 10.779343
21 -1.992772 10.934697 -1.806123 11.132704
22 -2.004645 11.282765 -1.819227 11.459494
16 | Ne -1.382290 9.804960 | Na -2.745120  9.020959
17 -1.480356 10.037878 -2.901417  9.286193
18 -1.502537 10.440214 -2.877366  9.705191
19 -1.529261 10.717418 -3.036661  9.748552
20 -1.598382 10.951559 -3.051503 10.165743
21 -1.623102 11.317837 -3.060700 10.438039
22 -1.639286 11.627117 -3.182377 10.580310
16 | Mg -2.499360 9.234536 | Al -2.356545  9.348657
17 -2.643546  9.463485 -2.499633  9.603399
18 -2.626240  9.895333 -3.021784  9.314463
19 -2.734824  9.974561 -2.623366 10.088771
20 -2.776808 10.348677 -2.654907 10.484587
21 -2.769780 10.690251 -2.665404 10.779617
22 -2.871756 10.800581 -2.787941 10.910176
16 Si -2.122823  9.551542 | P -1.905258  9.738996
17 -2.268182  9.756546 -2.046511  9.905098
18 -2.262309 10.185804 -2.049592 10.337182
19 -2.355054 10.294109 -2.108711 10.499213
20 -2.409369 10.644740 -2.181909 10.796338
21 -2.425466 10.799987 -2.181924 11.175497
22 -3.366860 10.961811 -2.256816 11.307040

Continua na proxima pagina
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Tabela B.2: Parametros otimizados para bases NsNp construidas

com a quadratura de Gauss—Legendre.(cont.)

N a b a b
16 S -2.226976  9.477002 | Cl -1.588800 10.054054
17 -1.902052 10.022147 -1.747773  10.139329
18 -1.906198 10.453728 -1.754465 10.571309
19 -1.962904 10.623261 -1.802187 10.760830
20 -2.038340 10.915850 -1.882886 11.034544
21 -2.042015 11.290819 -1.890324 11.412370
22 -2.117011  11.428504 -1.957733 11.561358
16 | Ar -1.461635 10.089195
17 -1.594891 10.253395
18 -1.604964 10.684513
19 -1.643626 10.897247
20 -1.728704 11.149490
21 -1.739624 11.530018
22 -1.798449 11.695808
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