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§0. INTRODUCAD.

0 objetivo deste trabalho € construir representantes explici
tos para todos os fibrados principais com fibra 53 e para al-

. T, . . 4
guns fibrados principais com [ibra S0({4) sobre as esferas & e

7
S (Is] e [J-Wl).
Iss0 TOS permite compreender melhor as acoes exOticas livres
3 L 3 ~ . ,
de 5 sobre 5 x 5 . l.e., agoes livres com quociente uma esfera
sete dimensional com estrutura diferenciavel nao "standard". Pelo

trabalho [E - K| de J. Eells e N. Kuiper sabemos gque quinze esfe-
. 7 . ‘ . . 3
ras exoticas 7 sao espacos totals de fibrados, com fibra S e
4
grupe S0{4), sobre a esfera &8 . Daquelas quinze, sete aparccen

como gquocientes cxplicitos do tipo

7 e ~ .
Para cada uma das I s temos uma infinidade de acgoes li-

vres do tipo ().

Ainda como consequéncia segue também que cxistem tals agoes
- . 3 ..
exoticas livres sobre o Sp(2) e sobre os outros dez & -fibrados
C 7 ~ . _ .
principais sobre o § . Essas agoes poderiam ser descritas de uma
maneira similar como a do §4, generalizando assim o exemplo de D.
Gromoll e W. Meyor (G- M].
As nossas motivagoes para bus ar descrigoes cxplicitas para
IC e A . .
os S -fibrades principalis sobre o 5 , e consequentemente o §

surgiram das sequintes consideragoes:




ii

1 . . . . 2 1 ~ .
{a) Os S -fibrados principais scobre ¢ S~ Z CP”, sao muilto
elegantes e candonicos. A sua existéncia e elegancia sao consegquen
cia da multiplicacao dos nhmeros complexos e a sua comutativida-
) - = .3 _
de. Os seus espagos totails sao os espagos de lente 8 /% . n =
1,2,... . A multiplicacao guaternionica resulta na existéncia dos
3 .. \ ) \ 4 1 . . .
S5 -fibrados principais sobre o S = QP . Apesar dessa multiplica
¢ac nao ser comutativa, cspera-se gue existe alguma maneira cano-

nica de obter os espacgos totais desses fibrados. Ver por exemplo

[st.
(b} O trabalho A -H-5] do M. Ativah, N. Hitchin ¢ I.M. Sin-
3 4 g . n
ger sugere gque fibrados sobre S @ conexoes "naturais sobre
eles sao de algum interesse para a fisica tedrica. Os "tijolos"

. ) . . - 4 - 3
para construir fibrados com fibra "razoavel" sobre 5 sao os 5 -
principais. Descricocs naturais desses fibrados poderiam facili-

tar os calcalos.

(¢} Um problema de geometria diferencial sugerido pelo  tra-
balho [C - G] de J. Cheeawr e D. Gromoll: "Todos os fibrados veto-
riais sobrc qualquer esfera euclideana admitem métricas riemannia
nas completas com curvatura seccional nac negativa®? Esse proble-
ma, no caso nao estavel, comega a ser nao trivial apenas  neste

. .3 . o . 4 : _
ponto: os fibrados S -principais sobre o § . Veja por exemplo
| e lWel] .

ID-RI, IR IR

2l 1

O presente trabalho nao inclui calculos de corexoces e curvaturas.

pueremos agradecer os amigos D. Derdzinski e T'. Mercuri por

muitas discussoes e sugestoes.



§1. PRELIMINARES

Seja ™ o corpo dos guarténios. Lembramos que H € isomor-
fo a 1R4 como espago vetorlal real. Se {1,i,3,k} & a hase ca-
nonica do HQ4, a multiplicacao de dois gquarténios e feita confor

me as seguintes regras:

(a) uw : IH x I > IH & uma aplicacao bilinear com res-

peito a estrutura de espaco vetorial real.

(b) a tabela de multiplicagac dos elementos da base e a se-

guinte:

lg = g1l = q para todo g em H.

ij=-ji=k , jk=-kj =1 e ki = -ik = j.

Algumas conseguéncias imediatas de (a) e (b):
Se % =x_+ x,i + x,J + x,k com x real definimos como o
o) 1 2 3 3

conjugado de x

- 2 _
e temos que WX TR N = |><[ onde | ] denota a norma  euclideana
de x como elemento do IR .
- -1 - -2
Entao, x = x| x| para todo x # 0 em M.

Também  {xy| = !x||ly| para todo =x,y em 1H.




Seja  Spi{n) o grupo das matrizes A, n x n, com entradas qua

ternios gue satisfazem.

(c) AR* = DA¥R = T

onde A* & a transposta conjugada de A.

Se A = (aij) as relagoes (c¢) significam
(cl) Todas as linhas de A sao vetores unitarios: Ll'-fl==l,
i=1,2,...,n.
(c2) As linhas sao mutualmente ortogonais:
L1 =J _ ) .
L™ - L' =20 para todo i #9.
(c]) Todas as classes sao vetores unitarios:
C, c, =1 para todo 1 =1,...,n
i i
(cé) Todas as colunas sao mutualmente ortogonais:
Ei - Cj =0 para todo 1 # j.
i . n _
Agui o produto R™ - R significa r a,_ a. , etc... . Obser-
- ik ik
k=1
vamos gue o conjunto de condigoes {(Cl) » (Cy) ) e eguivalente ao
: i 1 1 i
conjunto _1(c1), (Lz);.
. - . .,3 ol _ -
A esfera unitaria 8§ = g em {H| |g|] =1} & um grupo co-
mo segue da propriedade de conservagao da norma. Esse grupo &

identificado com o Sp(l) de maneira Obvia (e também com ¢ Jgrupo



de matrizes complexas SU(2)).

Seja & : Sp{l) —> Sp(n) a inclusio diagonal

Denotaremos a imagem {(Sp(1}) com Spn{l), subgrupo de Sp{n),

para n = 1,2,..

Lembramos [Bott] que o terceiro grupo de homotopia
ﬂ3(Sp(n)) = % e & gerado por gualquer uma das inclusdes canoni-
cas de Sp(l) em Sp(n):

q o 1

> g ,eto,

Como Sp(n) e um grupo de Lie, a classe de homotopia do produto

de duas aplica,ces |f.-g] & igual ao produto das classes de homo-
topia [fi [g]. Entaoc, a inclusic A induz a seguinte aplicacao em
nivel de "y

A:* Ty Sp(l} 7 T Spi(n)




Isto implica dque

N
5]

(1) 7. Sp(n)

Observe agui gque o guociente & induzido pela agao de Spn(l} a e

gquerda de Spi(n).

Seja agora n > 2 ¢ considere o Sp(n-1), atuando pela dire

fa no guotiente \\\fp(n) e delxando livre a primeira colu
Spn(l)

\
1 0
na. T.e., A em Sp(n-1) atua como (! . pela direta por mul-

. 0 A
\
tiplicagao de matrizes.
LEMA 1. A agao descrita acima
" \\\Sp(n) ¢ Spin-1) —— N Sp(n)
sp™ (1) \ sp™ (1)

- s , C e Ca n-1
e livre com quotiente o espago projetivo guaternionico QP .

DEMONSTRACAOQ. Se B em Sp(n), g em Sp(l) e A em 8Spin-1l) ,

~ n ‘ . N
entac BA = (g} B implica que B e (q}nB tem a mesma primeira
coluna, entaoc g = 1 e consequentemente A = I. Entaoc a agao e
livre.

0 guotiente Sp(n) pode ser obtido

sph (1) Sp (n-1)



també&m na sequinte maneira

pin) L—*w——ﬂ Sp{n) = g4n-1
Sp{n-1) J
|
' projecao
de
Hopf
¥ +
l)\Sp(n/Sp(n—l) = op" Tt
Diagrama 1.
L.e., um B em Sp(n) projeta na sua primeira coluna
bl \]l
B BEglL% %e g atua pela esquerda nesta pPrimeira coluna
. Il
\ bn ;
/ gb
/
. n-1
como com quotiente QP
qbn Q.E.D
N
r 4 . ‘
CBSERVACAO. Em - o QP I 8 € Qscrito como
\ ep 2
sp? (1) \ Sp (1)
Agora nds temos os seguintes Sp(n-1)-fibrados principais
ra n > 2:

LA




\ P _
Sp{n-1) . . Sp (n) D, oopttT?
Sp (1)
Denotaremos os elementos de QPn_l por
i 2l
1
E;:'lz . - . -~ . 4n"l
. , 1.e., a classe de equivalencia do elemento de S sob
a - -
|, J~ dl
a acao de Sp(l), ou a linha quaternionica definida por :
a
Lon
e A 1 : ,
Identificando o & com o QP e lembrando que a in-
clusao natural de QPl em QPn_l
- “a :
N
| 0 |
Ceo
L0
gera o 1|'4(\QPB_1‘): Z , para todo n > 2, temos
. -1 1 1 . . . _.n-1
LEMA 2. Seja Xn: = Pn (OP7) onde QP ¢ incluido em QP COMo
acima. Entaoc X & o espag¢o total de um fibrado Sp(n=1l)-— princi-
A e _
pal sobre S cOom J3(hn} =% -

DEMONSTRACAC. Pela definigao de X, nGs temos o diagrama tipo

"pull~back"



Spi(n-1) = Spin-1)

¥ ¥
4 -
S ____m_ N QPn 1
i
entac s0 precisa calcular o 'W3(Xn). Mas a seguencia exata de ho

motopia do diagrama Jjunto com (1) implica

T e & o 1 (X ) ———> 0
37 n
[ I +
Z > I ———> Z > 0
E n n
Entao ﬁB(XnJ = ﬁn . OED.
LEMA 3. O fibrado Sp(n-1l) ... Xn — 84 se reduz em um fibrado
principal
Sp(l) r > 84

com (P = Z




DEMONSTRAGAOC. Uma tal reducac existe se e so se existe uma secgao

a do
n

fikbrado as

sociado

4
(2} Spin-1) X S,
Sp(l}
Neste caso Pn =y (on(S )}, onde
i Xn —_ Xn
Sp(l)
2 a Obvia projecao. (veja [K-N]]J.
No nosso caso, a fibra Spin-1) e uma variedade de
Sp (L)
Stiefell quc & pelo menos 6-conexa. Entao uma tal secgao Senpre
existe ([H}]) pois a base 54 tem dimensac sC 4. Para calcular
W3(Pﬁ) consideremos o comutativo
5p{l} “—=  Sp(n-1)
p C— X
n n
84 = 84
Diagrama 2



Lembrando gue a inclusdo, Sp(l) em Sp(n-1) gera um isomorfis

mo entre w temos que w, P = 1w _ X .
3 3'n 3'n QED.

COROLARIO 4.5 fibrados Pn acima sao todos os fibrados principais
4 . 3
sobre S com fibra S
R - e ~ 3 .. .
D MONSTRACAO 15 . Uma classificacao completa dos S -fibrados prin
. 4 . - !
clpais sobre S e dada pelo My do espaco total que & %//;Z ;

n=1,2,... QED.

Para representar cada Pn como uma subvariedade espacifica
de n \\Sp(n) um método seria a exibicao das seccbes o do
Sp (1) '

lema 3. Porem, nos preferimos analisar um pouco mais a nossa in-

formagao que até agora & a seguinte:

(I) Todo P & subvariedade de \Sp(n) , a primeira
n n
Sp- (1)
a |l
coluna de todo elemento de Pn ¢ da forma b ! e a agao livre
I
|
.
0

do Sp(l) em P & pela direta na altima coluna por multiplicacdo
quaterniodnica. (A Gltima coluna foi escolhida arbitrariamente. Qual

quer uma, exceto a primeira, serve).

Agora fazemos o "pull-back” dos Pn's pela fibracao de Hopf




na seguinte maneira

Spl) Sp{l)
vt )
sp™(1) P i P
|
P
;
53 . S ———————— 54
h
Diagrama 3
Primeiro lembramos a aplicagae h ([G-M)):

a
Se 87 = | ( } cm M2 | aa + bb = 17
b

entac temos

'a\ - - -
h ( j:= {(2ab , aa - bb) = ,
by Lb_

onde ¢ primeiro clemecnto 2ab fica no disco unitario fechado

& o segundo elemento aa - bbb & a altura necessaria para que
& 5 4

vetor h do IR csteja em S
b



11

- (aab L aa ~BU
e bl > 1al

2a~bi

A esfera 54 como imagem da aplicacao de Hopf.

. L7 . .
Considere agora a esfera & escrita com n coordenadas quater

nionicas:

.

Da informagao (I} acima e do Diagrama 3 lemos que P & uma
subvar iedade l0-dimensional de Sp(n) cujos elementos tem primei-

/s

ra coluna da forma l e que © Sp(l) atua pela direta na 0l1-

e ~ - : 7
tima coluna por multiplicacaoc quaternionica, produzindo S como
quociente, e o Spn(l) atua livremente pela edquenda produzindo

Pn no gquociente.

COROLARIO 5. 0= fibrados ﬁn podem ser obtidos por diagramas ti

po  "pull-back" como

EIVLE ¢ o

A e

BiBLigre .
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Sp (1) Sp(l)
M I

i n
P —s Sp(n)
¥ ¥

S i Spin)
n Sp (1}

Diagrama 4

onde os in e in sao inclusdOes a serem determinadas.

DEMONSTRACAO. Obvia pela discussao acima. QED

Agora nos observamos que podemos cobter os fibrados Pn sobre

4 . \ ~
5 como guoclentes dos fibrados Pn sobre S

COROLARIO 6. Se ﬁn & determinado por intermé&dio da Diagrama 4 e

& também invariante com respeito a Sp (1) - acdo pela esquerda ,

entao o seu quociente Pn Pn & o espago total de um fi-
Sp (1)

1L

brado Sp(l)-principal sobre o S4 com w3(P y = En , n=2,3,...

DEMONSTRACAO. Pela sequéncia exata de homotopia do Diagrama 4 se-

gue que
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e que a aplicagao induzida

& um isomorfismo. Consequentemente, a inclusao de gqualquer Orbita !

de Sp'(1) em P~ induz a seguinte aplicagdo

My (sp (1))

In
=
S
Ik
=
)

Segue que o quociente P, tem w. (P ) = Z e que o fibrado

Spl{l} ... Pn ——— 54 sera classificado entdo pelo tamanho das

matrizes-elementos do Pn
QED .,

Na sequinte secgao nds construiremos uma sequéncia infinita

de ﬁn's e c¢lassificamo-los com 83 fikrados sobre 57 .
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§2. 5 -FIBRADOS SOBRE &'
. .3 e . 7 - o
Os fibrados &7 -principais sobre S sao classificados pe-
- 7 o
las classes de homotopla de aplicagoes: § @———> B83 QP , que
e 3 .
podem ser identificadas com w6(S) = le N
Um gerador natural deste grupo €& o fibrado
. 7
Sp (1) Sp(2) > 5
Veja [Hu] .
E. , com
i

vezes

Denotaremos ©s espagos totais destes fibrados por
(duas vezes Spl(2)),..., ElZ = EO = (doze

El = Sp(2) , E2 =
(duas wvezes Sp(2}), etc., significa o fibrado obti-

Sp{2)).

Aqui,
do come "pull-back" do fibrado

Sp (1) Sp(2) ——s 5’
S', atraves de uma aplicagao f, de grau 2, etc., com

7
di-

£, : S? — 5
e um fibrado trivial com espago total

Observe gue El2
87 X 53 .
3 . . .
S -principais so-

ﬁn como fibrados

feomeorfo a

Para classificarmos 0s
aumentamos © Diagrama 3 como segue:

hbre o 57,



15

n ~ 7
Sp (1) Pn _— Pn —s S
l [ h
5 sl st gt a3 s
h fn ]

Diagrama 5

onde f_ € uma aplicacgao de grau n e j & a inclusdo natural

4 1 . n _ 3
de & QP em l;m QP = BST .

A aplicagao classificante do fibrado ﬁn sobre S’ &
jof oh, com h aaplicagio de Hopf descrita em detalhe no
§1. Ndos confundiremos a notagao de aplicagCes e suas classes de

homotopia quanto a confusaoc que resulta & pequena.

Primeiro nos lembramcs um Tecrema de P. Hilton gue utilizare

mos em seguida.

TEOREMA 7. Se g & um elemento de ﬁm(s“), m<3n-3 e £ ,f1,

sao elementos de wn(x}, entao,

(fl+f2} Og=flog+f2og+ [fl,fz] H{g)

¢ o produto de Whitehead de f. e f_. e H{g)

onde £ 1 5

& a invariante de Hopf de g.
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DEMONSTRAGAQ. Veja [HI|.

No nossoc casc g = h em 7.8 com H(g) = 1.

TEOREMA 8. O fibrado P sobre S? é isomorfo ao E
n (n~J)mod 12

para todo n > 3.

DEMONSTRACAO. Calculamos primeiro a fn o £ em W 84 =7 @ 212

utilizando o Teorema 7, € a seguinte £ormula ([Hul, p. 330).

[v,1) = 2h ~ e % (E)

4

onde 1 & o elemento identidade de My S =%, & +1 ou -1

dependendo das convencgoes de orientagoes e $(g) & a suspensao de

[H
[83]
w

que gera . {87) = Z

Como seque de [lul , p. 330 I(f) gera a parte de torgao do
ﬂ7(84) e h gera a parte livre. Simplificamocs essas notagoes co-
mo

h = (1,00 e 2(5) = (0,1) em Z ®Z,

Observando que o produto de Whitehead & bilinear gquando X & uma

esfera temos de toda discussac acima:

f2 oh = (1+4+) oh = 2h+ [i,1] = (2,0) + {(2,0) £ (0,1)} =(0,x1)
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fioh=(t+20) oh=1h+2xh+ [1,21] = (3,0) +2(2,+1) = (7, *2)

e similariamente

fn ¢ h = (3n-2, *(n-1)) em % ® %12 para todo n.

Observamos agora que a aplicagac j & essencialmente a aplicacao

-bordo . da fibracao de Hopf 83 N S? —_— S4 e que
d : B @ %12 — le € apenas
. - .- .- 4
dla,b) = b. I.é., j & a projecgao de r7(S ) em sua compo-

nente de torgao.

Agora podemos determinar o valor de € testando no fibrado

s ... sp(2) —— s/ .

De acordo com a nossa notagao Sp(2) = Ey + e queremos entdo
que 3 o f, o h, seja o gerador 1 de Z,,. Segue entao que e=1,
e que j o fn o h = (n-1)mod 12 . OED.

Em particular, PlB' P25 . P12k+l para todco k sao fibra -

dos isomorfos ao fibradeo trivial 87 x 83 quando 52, 14"

o

Pisp4y 820 lsomorfos ao Sp(2).

Agora nds podemos dar uma descricac concrcta para todo Pe

consequentemente todo Pn s = 3,4,... .

M
G

ASSERQAO 9. A seguinte subvariedade 10-dimensional do Sp(3)

SB—fibrado ﬁ3 sobre o 87
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[ a —b|b|2 X
§3 =< { b bab y em Spi(3) L
2
0 a’l+ b Z

DEMONSTRACAO. O conjunto &€ subvariedade 10-dimensional pois temos
sete dimensoes reais da primeira coluna {elemento de S?) e trés
dimznsoes da terceira coluna (: A 32 coluna tem 12 dimersdes re-

ais e satisfaz as geguintes relagoes:

Col, - Col, = 0 :quatro equagbes reais
Col, - Col, =0 :quatro equagoes reais
Col, - Col, =1 :Uma eguagdo real.)

A invariancia com rxespeito a acgao de Sp3(l) pela esquerda
segue do fato gque ous elementos da 22 coluna sio produtos da forma

bab ou a ou b mnultiplicados por um nimero real, sempre come-

cando com a ou b {(nunca com a ou b) e tendo um nimero Am-

par de a's, b's, a's ou b's . A acao pela esquerda do Spj(l)
& livre pois & livre na 12 coluna. A acao de Spl{l) pela dired-
ta & na 32 coluna ¢ isto torna P um fibrado principal sobre S

3
cnde a projegao ¢ a sua primeira coluna.

Seque agora do Coroldrio 5 & do Teorema 8 gue © P3 descrito

acima isomorfo ao fibrado E2. 0.E.D.
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ASSERGAO 10. O fibrado P4 tem como seu espago total a segquinte

subvariedade 10-dimensional de Sp(4):

a —b]b|2 Lt 0 %
1
| » bab L1 0 %,
p4 = i em Sp{4)

p 0 a[a]2 ;7! -b g

/

i 0 ba 1L7* a X, 1

Ao a 4

onde L = /Ia[4 + }b|2

DEMONSTRACAO. Exatamente a mesma com a demonstracao de Asser¢ao ¢

acima. B facil verificar que as trés primeiras colunas sao mutual

[s:x]

mente perpcndiculares e gue todas as coordenadas sao C em a e

b. O fator L @ apenas o comprimento do vetor

2 - 2 _
(-b|bji", bab , alal® , aba). 0.E.D.

O processo indutivo para a construgao de P dado o P P

n+1’ n

€ dado em sequida ¢ & ilustrado pela construgaoc gradual  do ﬁS

atraveées do 94.
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-

CONSTRUCAC INDUTIVA DE P

ETAPA 1. Esquecer todas as divisoes por comprimentos de colunas

Esguecer a ultima coluna composta pelos xS .

a —b|b[2 0
b bab 0
0 a]a|2 -b
. 5
0 aba a

ETAPA 2. Remover (e guardar) as primeiras duas linhas e a primei-

ra coluna:

ETAPA 3. Multiplicar todo elemento da primeira coluna por ab pe

la esgquerda € colocar o resultado como a nova primeira coluna:

a|a[2 -b

(ag)2a aba a

; L I . a
ETAPA 4. Colocar -b na primeira posicac acima da 2Z- coluna e
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af, na primeira posigao acima da 12 coluna. O £, & a fungao de

|a]2 @ ib|2 que faz o produto dessas duas colunas igual a zero.

I.ec ¥
(Col)l . (C01)2 =0 .

Completar a primeira linha com zeros:

afk -b 0
éEa|a[2 a|a[2 -b

D _
(ab} a aba a /

I
o

Observe que agqui © fk z f

ETAPA 5. Colocar de volta o pedago que fol removido na ETAPA 2 com

pletando com zeros a (nova! primeira cocluna e as duas (novas) pri

meiras linhas. Colocar de volta a 0ltima coluna dos xis:

. 2
/ a “bib] 0 0 %
{
b bab 0 0 X,
l
4 :
0 a|a‘ -b 0 X !
0 a5a|a|2 a[alz ~b Xy /
f
— 2 — |
\\ 0 (ab} "a aba a X /




ETAPA 6. Dividir cada coluna pelo seu comprimento para ficar uni-

taria.

OBSERVAGAO 11. E facil ver que as condigoes da demonstracac  das

Assergoes 9 e 10 sao preservadas por essa construgao ¢ consequen-

temente cada um desses Pn @ um modelo para os correspondentes

Diagramas 3, 4 e 5.

Denotamos por Ly © comprimento da terceira coluna pela di-

reta de ﬁn' por L2 O comprimento da guarta coluna pela dire-

ta, etc., © por Ln—4 o comnprimento da (n-2) coluna pela direta
que & também a terceira coluna pela esquerda de ﬁn' Seja L 0
comprimento da segunda coluna pela esguerda de ﬁn' Observando
que a construgao de fJn+l deixa as Ultimas ceclunas praticamente
inalteradas, entao com comprimento constante para todo n, nos
temos:

PROPOSICAO 12. Os componentes das colunas e as funcgoes fk satis

fazem as seguintes relagdes:

2 4 2 g 2

Ly = la| ™ + |b|" = £+ ib|

L = 1al™ v Jai® p]? + bl® =g, + [p]7
2 2

o ,

Lo, = f,_5 * D]

L? = -+ [b|4



onde
. ) 4 1,2 6 _2
£ o ! _
Fo=qal (lal "+ (b9 = |a] L]
B 2 2
j-_2 - | a i LJ_ Lz
. _ 40 2 2 _2
f, = | & | Ly L5 15
L 2n-4 _2 2
. . 1,
fnwé 2l Ll n
Para todo n » 2 a fungao fn+l e
i < n, atraves da férmula
2.2 A 22
fn+l = |“| £+ Ia[ |b| fn—l + |

DEMONSTRACAO. Por
nas varias etapas da construcio dos ﬁn

OBSERVACAQ 13. Os sao fungoes

. a o 0 _ ,
ri( q )y = 1, fi( 5 ) 0 para todo i,
positivo ¢ consequentemente

o = 2,0
positivo, e também Li{ b y = 1.

contas elementares, porém tediosas,

inferiormente limitado

23

construida pelas fi .
6, 4.2
al |bj o +
2n 1 2n+6 2n+2
bl 2P+ al ey

aplicadas

0.E.D.
¢ de a e I Com
2 _ .
Li sempre  cestritamente

POT um nimero
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§3. S0(4)-FIBRADOS E AQOES EXOTICAS.

. N 4 -
Os fibrados SO(4;-principais sobre S saoc classificados pe

las classes de homotopia das aplicagées f S4 — B8O (4}, i.e.,
por WBSO(4)n O grupo S0(4) & difecmorfo a 53 « SO(3) mas nao
€ o produto livre destes dols grupos. Antes de analisar o isomor-

fismo entre S50(4) e 53 x 80(3) nbs observamocs que © reccbrimen-—

to universal (recobrimento duplo) de SO(4), i.é., o Spin(4) e
isomorfo ao prudute livre 83 x 83 {{Wel). sSeria entao talvez mais

natural de trabalhar com os Spin (4)-fibrados principais sobre 84,

e seus associados. Poreém nos preferimos tratar o assunto do ponto

de vista de $0({4) cuja a¢ao lincar cm HQd e 5% & mais fami-
liar em geral.
Seja A uma matriz de S0(4). Consideramos a sua primeira
11
c ' &ni itar] = a..1 +
coluna Ao como um guartenio unitario g typ *oagt
&
37
a
41
+ a3lj toag,k . e amatriz B de S0(4) definida por
4 B .
q ——= B, tal que, para todo § em TR , B{L)Y = gi .
As colunas de B sao g, 90 A5 € Gy - Observamos que esta apli
cagao 83 —> S50{4) , {q —> B) & a secgao usual do fibrado dos

C s . 3 _ g
referenciais ortonormais de S gue demonstra a paralelizabilida

3 - t -
de de §7. E Obvio agora que Bt = B e gue B A & um clemento

b

¢
B



i1
de S0{(4) da forma ; 0 ve O\ I.8., C = BtA esta em SO(3).
0 c
o
A projegao S: ------ < S50(3) @ realizada por n > tal que
C(£) = n&n. Observe gue esta conjugacac deixa a parte real do
quarténio 7, 1., a sun primeira coordenada, invariante.

Temos, em fim, a seguinte correspondencia

onde 1 & a cfasse {n, -=n} em S0(3). A agao linear de A sobre

- 4
£ em IR e

A(F) = gnién

onde na direta todos os produtos sao multiplicagoes de quarténios.

O produto de duas matrizes D e A do SO(4) com D« (p,f)e

A <—> (qg,l) corresponde ao seguinte produto em 83 « 80(3)

DA <« (pugd,in)

(Veja por exemplo lei). 1.8., a primeira matriz atua linearmen-

te na 12 coluna da segunda matriz e o subgrupo S0(3) & normal.

Segue da construgao de Pn que existe uma agao livre de

‘ 4 :
com guociente 8§, para todo n > 2 (veja

~
20(4) sobroe o Pn/z2 >

tambem [R,1).




26

- \ )
Primeiro nos analisames o caso de PB'

o~

Consideremos o %, = {-1,1} atuando na Gltima coluna de P

3
e seja Pé 0 quociente. Definimos uma acac de S0(4) pela direta

sobre o P! pela formula

3
M 2 N e = 2 &
a -b|b] Xy Bap0  8(-b|b|")ps Gy
b  bab %y | *(p,0): = [Dbpe G (bab) po 6x,
7 T -
0 avl+|b| Ky 0 B(avyl+ |bf“)po 0%,

Os colchetes indicam gue a Ultima c¢cluna & um elemento de H{Pz.

Em outras palavras, ndos multiplicamos cada elemento das duas pri-
meiras colunas pela matriz real 4 = 4 {(p,0}, a dineta, e todo e-
lemento da Gltima coluna por O , a esguerda. O A nao & bem defi-
nido mas sim a classe {~0,8} . Porém, nac existe ambiguidade
pois a Gltima coluna & também um quociente de &

2

PROPOSIGAO 14. Essa & uma agao £{vie de 80(4) em P) com quoci-

ente 84

DEMONSTRACAQ, Primeiro provamosg que & acao (p,0)(g,n) = {(plql,on}

e para um elemento I da primeira ou segunda coluna temos:
(TEpd) * (g, n) = n 0iphgn e também
Sx (pogh , 0n) = 100 dpdgddn = 1 B fpogn
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Em scguida observamos que & livre:

Se o elemento (p,8) fixa a matriz

— 2 -

P& ~b b

&l | | Xl ]

b bab X, , segue primeiro que # & 1

1 2
0 arl+ | b X
3

(ou ~1} pois pelc menos um dos X0 X Xy e diferente de zero
Poe t =1 ou -1 na primeira coluna agora ¢ como a ou b e

# 0 temos gque p = 1. I.&é., (p,8) = (1,1) em 57 SO(3}).

4

Anteg de provar que o quociente M & difeomor—

P!
3/50(4)
4 - . - . ; ,
fo com o 8 observamos que e imediato da sequencia exata da fi-

bragao

sS4y ... Pl e M4
3
, 4 . 4
gque o gquociente M tem a mesma homologia com o §°,
. . . . - 4 .4
Conslidere a seguinte aplicagao f : M° ——s 5
_ 5 -
~b b
a b %y
Orbita de b bab %5 SN
e 7
¢ aJl—%|b| Xy
3 - - 6 -5 2 0 2
{6~ 5 5/ %, abx +{l-6"5 J|a| |b|l )1/ )
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com sinal "+" guando |al <« 1//6 e o sinal "-" quando |al » 1/6.

I |
A aplicacao f & bem definida pois o x,abx, & invariante
. 4 . - L -
e tem imagem o© S como segue de uma discussao similar a anali-

se da aplicacao de Hopf no §l:

A variedade M4 & a uniao de dois conjuntos SERVERY, com
U:= {|a /68 e Vo= {]a| > l//gk-. 0 comprimento de %y !
|x4] = |b|2 como consequéncia da unicidade da 3% linha da matriz
e
]x3a5x3| <57 6 para |a|l < 1//6
— 5 -6 "
]XBabx3j > 57 6 para |a| > 1//6
com igualdade, cm ambos os casos, guando ia| = 1/v/6 .
Portanto m? & a uniac de dois 4-discos fechados, colados

. . 4 -
pela identidade ao longo do seu bordo, e consegquentemente M e

difecmorfo a S‘q

Q.E.D.
Observe agora gue a mesma construgac pode ser aplicada ao0s
espagos P {i.e., primeiro a agao de Z., na ultima coluna e
n
depois SO(4)-multiplicacac em cada elemento das primeiras n-1

colunas e Sjumultiplicagao em cada elemento da ultima coluna)} pa
ra obter SO(4)-fibrados principais sobre S4
Proposigdes andlogas com a Proposig¢ac 14 garantem gue O quo

. - _ g 4
clente e de fato difeomorfo com o S
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" PROPOSICAO 15. 0O fibrado

so(4)y ... P! -~—— 8§

com agao definida por

para todas as entradas das n-1l primeiras colunas e

I+
@f
ks

(%) (p,0) &=

para todas as cntradas da ultima coluna, @ o fibrado SO(4)-princi
pal

4

SO (4) —y G

P1.n-1

DEMONSTRACAQ. (Notagoes e convengoOes sac as mesmas com [R2]}. Se-

gue do Diagrama 4 que E# : ﬂ3(§n) _— H3SP{D) =% & um isomor
. . ~ 3 =

fismo e gque a inclusao de S em Pn como qualgquer um dos ele -

mentos da diagonal principal induz um isomorfismo em nivel de M-

Da identificacgao

3

SO(4) - S x B50(3)
acima, temos que ﬁ350(4) = % ® Z gerado por (1,0) e (0,1), onde
(1,0) corresponde ao fator 83, i.e., a p-componente, e (0,1)
corresponde ac fator S0(3), i.&., a B-componente.
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Consequentemente, a inclusao de uma SO(4)-6rbita em p! o in-

duz a seguintce aplicacao entre My
(1,0y — n-1
(0,1 ———= > -1
i.e., {(a,bh) ——> 2a - b em Z%.
Por exemplo, no caso de n = 3 a inclusao da SO{4)-orbita gue

passa pelo elemento

l 0 0 Opo 0 0 {
0 0 bl & 0 0 0 ’
: I
0 L 0| 0 Tpo 0 j|

Essa Ultima aplicagao & homotdpica a

(_Epu 0 O_T

com [p]

pois & & a inversa de ¢ .

A parte relevante da sequencia de homotopia de S0(4) ...

P — 5 e



4 ol "!;'\“‘: . 4
NS e S0 (4 = on,P— = u.S
J4 > 3 O(4d) |31n 0 35
e 1im 3 = ker i# - Segue entao que ker i# & gerado por (L,n-1)

-

ou (-1, -{(n-1)), com #(1) = {1,n-1) ou (-1, -n+l). Mas & essen-—
cialmente a aplicagao classificante, em nivel de homotopia, para

os fibrados

4
SO(4) . . Pon —* S e consequentemente
F Pl,2 € Pn - Pl,n—l Q.=.D
O seguinte teorema de FEells e Kuiper (veja [E ~ K| onde as

convengoes e notacgdes usadas S30 um pouco diferentes)estuda a es-

trutura diferencial de alguns fibrados associados aos p

m,n’
TEOREMA E ~ K. 0 fibrado SB—associado ago Pm " tem o seu espago
r
total
Pm n ) 83
! 50(4)
7 -
homeomorfo a esfera S s S€ € 80 S m = 1,

A sua estrutura diferencial & exbtica se e 85 se n(n-1l) nao
€ miltiplo de 56. O nimero n(n+l) mod 56 fornece uma classifica
gac completa das estruturas diferenciaveis da 7-esfera que apare-
Cem como espacos totais de S3*fibrados sobre 84 com grupo  es-
trutural SO(4!. Elas sao apenas 16 das possiveis 28 tais estrutu

ras diferenciiveis.
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D. Gromoll e W. Meyer no seu trabalho [G - M) construiram uma
esfera exOtica E? como O quociente livre de Sp(2) por SP(1l).Em
[Ré} essa agao livre fol examinada do ponto de vista de S0 (4)~fi-
brados principais sobre 84. Agora nos generalizamos estce resulta

7

do para incluir todas as 16 extruturas diferenciaveis em S , des

critas pelo Teorema de Eells e Kulper acima.

. 3 - -
LEMA 16. Se 3 atua em P, ., por

para todo elemento das primeivas k colunas e por

G % N 1= (X

para todo elemento da ultima coluna, entao, o guociente Pk+l/ 3
5
& difecmorfo ao P! + 83 nde o S0(4) atua ecm 83 or
e To k1 SO (4) r © g Po.
(p,3) % g :=10 pgb

onde A & qual-

DEMONSTRACAO. Seja (A,X) um elemento de Py

quer coluna exceto a Qltima, e X & a Gltima coluna. Se g & unm

3
elemento de S, denctamos por Ag a coluna com entradas ga;, on

de a, sao as entradas de A. Similariamente com qaq, ax, etc.,

As seguintes aplicagoes sao diferenciaveis e inversas entre

sis
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¢ i D) < s SO
<+
R+l ooy k+1/3
com  Fi{A,X),q} := [(Ag,X)] e
.\ ,
¥o.op, L D “ 8
L+1/Sj k+1 S0 (4)
com YI(A,X)] = {(A,X)},1li
onde | } resp. { } denotem as classes em Pk+l/q3 resp. em
3
P/ x 5
k+lco
Observe que a aplicagao ¢ & bem definida pois {(n,%X),q7 =

{ (3ape,0X), “pqgfl que vai através de ¢ ao elemento

[(Daq0 , 0X)] = [(Aqg,X)] {(A,X),q!

Similariamente, [A,X] = [0A0 , 8X] que vai através de Y ao ele
mento

{(oan, 9x),11 = {(7,%x),1) =¥ [(a,x)1.
Finalmente, % o 2{(A,X)ql = Y[{(ag,X)] = {(Aq,X),1] = {(&,X),q} e

o VAT = 3 Aa,X), 1 = [{A,X)].

Observamos gue esse lema & essencialmente a correspondéncia
entre S0(4)-fibrados principais e Spin(4) - fibrados principais

4 .
sobre o S . Veja por exemplo [D-R|.
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O Teorema E-K junto com o Lema 16 e ¢ Teorema 8 (classifi
cacac dos Pn), lmplicam gque alguns S3~fibrados sobre cada uma
das esferas 57 de Eells ¢ Kuiper tem a estrutura diferenciavel u
sual. I.e., 0 scu ospago total & difeomorfo ao espago total do
correspondente Sj—fibrado principal sobre S?m Em outras pala-

3 7 3

vras, existem agoes exoticas livres, de S emn Eo =S x B ;

E. = Sp(2),... e em com guoclente esferas X7 com estrutura

B
1 11
diferenciavel difererte da usual. Antes de esclarecer a contabili
dade nds comentamos gue essa observacao naoc & consequéncia so do

nosso tipo de argumento: O anulamento, por exemplo, do Jrupo

Lll(U) = L3(O) (veja (W] ) implica que para fodas as ocstruturas

. D L7 ) R 7 3
diferernciaveis 7 nos tempos L x § ¢ difeomorfo a 5 x5
. . - ~ 3 -

gue implica a existencia de acgoes livres 83 BN S7 Xx 5 — L?
para todo i?‘ NOs devemos essa observagao a R. Schultz. Porénm,

- 3 ~ .. :
no nossc caseo, as acgoes de S sao explicitamente dadas e os di-

. - 3 7 3 - ~ ,
feomorfismos entre alguns & x 8§ e § * 8 nac sao muito com

plicados. Consequentemente, algumas destas agoes exdticas  do 83

podem ser escritas de maneira explicita. Veja §4.

Pelo Teorema E~-K nds temos que as estruturas diferencia —
. . 3
vels L7 que aparecem como espacges totais de S -fibrados sobre

(1]

S com grupo SO{4) sao aqueles com

i=0,2,6,12,14,16,20,26,28,30,34,40,42,44,48,54.

- 7 3 .
COROLARIO 17. Bxistem agoes livres de 53 em S %X 5 com quocien

te cada uma das seguintes [11 : 1-0,12,16,20,28,40,44,48.



DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 8 a variedade E = S? » 83 & difeo

morfa a Pl2k+l para todo Kk e pelo Lema 16 temos que P12k+l/53
- - . - 7 . - - 3 - -

e difeomorfo a (12K (12k+1)] * O numero 12k {(12k+1) & divisivel
por 4 2 o seu residuo 1nod 56 & também divisivel por 4. En-

taoc, os possiveis candidatos s3o as esferas com os Indices

0,12,16,20,28,40,44,48. Realmente, todas as possibilidades ocor-

rem, cada uma por um nlmero infinito de valores de k. Por exemplo:

Valor de Kk Indice da esfera obtida
1 — 44
2 — 40
4 ~> 0
5 SN 20
7 —_— 28
8 —— 16
9 ——s 12
20 _ | 48
Q.E.D.
COROLARIO 18. Existem a¢ocs livres de 83 em Sp(2} com quocien-
te cada uma das cstruturas diferenciaveis Rijl com 3 = 40,2, 6,

14,26,30, 34,42, 54.

DEMONSTRAGAC. & variedade E, = Sp(2) & difeomorfa a Py, pe-

lo Tecrema 8, para todo k. Pelo mesmo argumento da demonstracgao

.. C oA - . 3
do Corolario 17 temos a existéncia de acodes livres de 9 em
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7 o 5
S l12K+1) (12k+2)) © O produto 1.2 =2 e

divisivel por 2, mas nao por 4, e entdo os Unicos possiveis indi-

Sp(2) com gquociente

ces sao 0,2,6,14,26,30,34, 42,54, Unma rapida verificagao impli-
ca de novo que todas as possibilidades ocorrem, cada uma por um

nuamero infinito de valores de k. Por exemplo:

Valor de k Tndice da esfera obtida

0 —_— 2

] N 14

2 - 3 34

3 e 6

4 —_ 42

5 RN 30

6 o — 26

13 — 54
como é12k+2 & difeomorfo a Sp(2), a agao livre com resultado
S7 {indice zero) existe. Porém, o niomero Kk .que resulla  a  essa

agdao & bastante grande.

Q.E.D,
Para cada um dos restantes Eis o raciocinio ¢ o nesmo. D
E, & difcomorfo ao P . k = 1,2, ... e o5 guocientes das
i 12k+i-1 * R 1
5 agoes sobre Ei 5a0 um dos dois conjuntos de estruturas di-

. - . 7 E - . - -
ferenciaveis em &°. Aquele um com indices {0,12,16,20,40,441 no
caso gue 1i(i+l) & divisivel por 4 ou o conjunto comn indices

{0,2,6,14,26,30,34,42,541 se i(i+l) naoc € divisivel nor 4.I.e.,
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COROLARTO 19. Existem acgoes livres de g em cada um dos L

2! ESI
E6’ E9 @ ElO com guociente cada uma das x?i] , 1 =10,2,6,14, 26,
30,34,42 e 54, Analogamente, existem agaes livrcs de 53 em cada
: _ 7

g L, o, i, L., L. ol : ~ie » cada uma das  n L A
um do 3 4 l7 8 lll com quociente cada uma da 5]
i =0,12,16,20,40,44 e 48.
DEMONSTRACAQ. Foi feita acima. O.E.D.

Obscrvamos gue para as esferas do primeiro grupo, i(i+1)

niao divisivel por 4, o valor de k que resulta na estrutura co-

o7 L7
mum 0] = 5, doeve ser bastante alto como as nossas contas ele-

mentares indicamn.
FPara completar essa secgao, descrevemos explicitamente mais
- . . . 4
alguns fibrados SO(4)}-principais sobre 5 usandc os Pis . 0
problema de descrever todos eles continua pelo que sabemos em  a-

berto. (Ver também (S}, §26.6}), [J-Wi e [|T1).

Com as notacoes do Lema 16, a agao de S0{(4) cm Pn+l/%2’ on

deﬁzedlm rna parte A do ﬁn+l , definida por

(p, ) x (A,X): = (A, 0X 90 p)
- , : 4 Do C T T i
e livre, ¢ tem gquociente 5 com projegao: (2ab, aa - bb).

Para classificar esse fibrado, observe que a inclusdao 1 de

uma £0(4)-6rbita induz a seguinte aplicacgao em nivel de Tyt




> .50 (4)

e gerada por (n-1,1l). Entao, temos o

COROLARIO 20. O ﬁn/Z Com a agao de S50(4) descrita acima
2
fibrado P sobre o 84.
n-1,1
DEMONSTRACAO. Felta acima. 0.E.D.
COROLARIO 21. Os fibrados P 5 tem espacos totais

onde 53 atua em 8S0O(4). Como

g * (p,U0):= (gp,0)

e S0{4) atua pela direta no quociente de maneira ohvia.

DEMONSTRACAQ. Ver [R,].

P
n

4p]

38

& o

50 (4)



COROLARIO 22. 0Os fibrados

(p ) X S0{4). onde
nE, so(3)

50(3) atua em S0(4) por

comoe subgruvo,

DEMONSTRACAO. Ver [R2].

COROLARIO 23. Os fibrados

na 4ltima coluna por

38

3 . o1 R

lO,n tem espagos totais

22 atua na altima coluna de Pn e
n,-nt % (p,0): = (p,nY) i.e.,

O.E.D

Pl,~n sao obtidos de Pn/% (22 atua

2

1= {pOAG, pOX).

DEMONSTRACAC. Da mesma linha que a demonstragao do coroldrio 20.

Q.E.D,
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. ~
§4. UMA TRIVIALIZACAO DE Pl3

Nesta sec¢ao produzimos um difeomorfismo entre 513 e
7

S x 83 e traduzimos a agao livre de 53 sobre o descrita

P13,
- 3
em detalhe na §3, como quociente 2144] , em uma acao livre de S

sobre o produto 87 ¥ 53 com guociente 2244]. Como consequéncia

- - e ~ . -, 3
nos obtemos um numerc infinito de agoes livres exoticas de 57 so-

7 .3 7

bre 8§ = 5§ com gquocientes cada uma das E[i]’ i =12,16,20,40,

44 e 48.

- — ~
Pelo metodo de construgao dos Pﬁs da §2, temos que os ele-

mentos de 513 sa0 as matrizes de Sp(l3) que tem a seguinte fcr
mas:
a -b|b°,nt 0 0 0 z,
b babL ’ 0 0 0z,
-1 -1
0 afBL —‘bLg U §] 23
= -1 ~1 -1
0 (ab)dT7L af7L9 *bLB 0 2,
= 2 -1 i -1 -1 : ;
0 {ab) dfGL (db)dfGLg af6L8 . 0 zg
_9 o 2-1 8  ,2-1 , -7 2 -1
0 (ab) "alal|’L (ab) "alalLy” (ab) aja|” Lgo. -b Zy
= 10 -1 =9 -1 =8 _ -1 .
0 (ab) " "alL (ab) aL9 (ab) aL8 a 213
Elemento de p .

—

e



41

N o7 o ~
A projecac sobre o 'S © 4 sua primeira coluna e a acdo livre de

3 . . -
S e pela direta na 0ltima coluna.

. = g s ool 7 . ,
Para examinar o P13 dividimos o g na seguinte maneira:
L7 _ .
5 = yguv onde
Us=  {( E ) em S? l'a # 0} o

) em s’ | b # 0}
LEMA 24. O conjunto U NV & difeomorfo i 53 8T o (0, /2,

DEMONSTRAGCAO. Considere as seguintes duas aplicac¢ces que sidc ob-

viamente C

U NV ——s g7 x g7 x (0, w/'2)

definida por

)= (a]ajﬁ ; b]b]_l , ©Cos lfa]}

> Unv

definida por
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- cos O A
Al ) = (AR, 0) =
cosd B
Como sen(cos_l[a]) = b temos que o o f e Bo o saoc a identi
dade. 0.E.D.

Construimos agora uma secgao sobre U resolvendo o seguinte

sistema de treze equac¢les lineares

Ttoli}(COl ) =0 , i=1,2,...,12

13

(8) = |Linhaj| =1 , para um Jj conveniente

com 1 < j < 13,

SOLUGAO SO SISTEMA (S) EM U = {a # 0}.

_ _ =2
{1) az, + bz, = 0 —= z, = ablal z,,
(2) - bz + az =0 = z = aB|a|—2 2
12 13 ' 13 12
(11) -sz + af.{.z4 + (ab)afsz5 + L.+
=6, =7 .4 . 8_,. 2 9 -
(ab”)af) z,, + (ab) alal 2y, (@b) alal z,, * (@b)az 4 =0
(12) -5|bi22 + babz,+ af_z_ + (ablaf,z, + + (ab) ‘af .z, +
1 2 875 74 Tt 1710
8 4 — 9 2 = 10_ B
+ (ab) alal z,, * (ab) alal z,, + (ab)"a z;, =0
2 2
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Primeiro resolvemos (2} e substituimos em (3). Depois resol-

vemos (3) e substituimos em (4), etc., atd em fim temos Z412

5 !

speees2Zy 5 COMO funcoes de =z

3

=2 =2
zy = ab|a| L8 Z 4
= 2 -4 -2
z. = (ab)” {a| Lg™ 2z,
_ = 3 -6 -2
2, = (ab}” |al (L6L7L8) 2
9 ~18 =2
2y, = (ab)” |a| (Ly - L8) Z 4
=010, =20 -2
Zyg = {ab) fa] (Ll .. LBJ Z 4

Substituimos todas essas equagoes, junto com a

z_ = —aBia]_z Z

1 2

na equagac (12} e obtemos

zy = - (ab) “|al~* ng z,

zZ, = —(a5)3‘a|_6(L8L9)_2 z,

2, = u(aE}lD|a!F2O(Ll .. Lg)*2 z,
205" {ag}ll|a|_22 (L, . Lg)w2 Z,
Z, 4y = “(a5)12]a|_24(L1 Lg)_2 z, -
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Da equagao (13} nos temos que
4 =2

|22|2 = ]a]z(l - b L)

e da Proposdigae 12 tcmos que

22 _
a| (L, ... L9)2

Entao,

Escolhemes agora o seguinte valor para z,

Este valor foi escolhido de tal maneira que a fung2o transigao ,

a ser determinada mais para frente, pode ser fatotizada por S

Substituindc esse valor de 2, nas equagCes acima, nds ob-

temos a seguinte secgao



cujas coordenadas

a8

[

X I ~ 8 > D
L £l3
a B a
{{ b 1,9 ) X b }.g )
X., 1 =1,...,13 da {ltima coluna sioc
12 =2 -1
{ab)a™" aj Ly Ly T 7g
R 22 -1
- d LI_ IJ I.J g
----- 2 12, -4 ) -1
= G c al . ) g
{ab) 17 T a 1 IB(LQLJ g
. -12 -6 -1
= (ﬂ_b) I3 |a| LJ_ L? (LBL()L) g
10 2 -20 -1
= \dbjll al |a| ({L L, L) lq
1 9
. 1 -22 -]
= (abjll nl @ ‘(L L,L) Jg
1 9
12 12 -24 -1
= {iah} 1 a (Ll . LglJ g
Para obtor uma secgac Y sobre V = (b # 0} temos que resol

VEey oo L

{em vear

SOLUCAL

smo sistonn (3],

d(‘} c_l}' M

D STatidMAa (8 1M

}—} | ‘2

Z., = =hioilj z.
2 ! 1

2. = balb: T o2
12 ] 13

coma possihi lidade de dividir por .
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Substituindo em (3}, etc.,
_ - 2 4
Z11 (ba) " |b| 213
_ - 3|. |_6. :’.)
Z10 (ba) " |b| L Z14
- 4. -8 2
.— — i
Zq (ba) " Ib]| (LlLZ} 2 4
—. 10 =20 2
5 = (bZ fy :
2 (ba) ™" b (Ll L8) Z14
Agora substituimos tudo issc em (12}:
— 11, . -22 2
= L y i ] - il y o
Z1 {ba) k=3 (Ll . 19) 313 e
12, -24 2
2, = (ba) |b| (Ll e L9) 214
E mais faicl obter o comprimento de I da UGltima coordenada da
seccao X, de que calcula-lo diretamente da matriz ﬁlﬁ'
12 -1
= ’]
213| |i_)| (IJl IJQL) -
Escolhemos agora um valor para 2,5 de tal maneira gue a fungao

o . : .6
de transicao se fatorixa por &

L oanl2 N
213.--1) (Ll . LQL}

e substituindo nas cquacoes acima temos a secgao



Y Vv % 87 - > Py
a a
({ n ) ) > Y (| b ) e

cujas coordenadas da Ultima coluna sao:

v, = (bﬂ)ll le|b;_22(Ll ... Lg)zl q

vy =~ e g g

vy = o0 B 0w L ny T g
vy, = (a)* B |b | 4(1.1 Lyl N g

yi, = E) BbTHw L ngm T g

¥13 = B12(LL - LgL) . g

COROLARIO 25: A funcao transigao

; : Ui -
RUV Uit v

> 5

entre as duas secgocs parciais X e Y @

) = at?mn 8t% a1 7% b

47

DEMONSTRACAO., SO verificar que igualando gualguer um par de coor-

denadas
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e resolvendo por g teremos

. d
= 3}
9= Apylyp

cor o valor de 2 escrito acima.
uv - 9.E.D.

3 3

Se =+ : BT x 87 x {(0,w/2) > U NV & a aplicacac definida

na demcnstragao do Lema 24, temos

LEMA 25. }UV o nao depende da coordenada U em (0,7/2) e

existe aplicacgao
al 3 -
S — 5 com Ao Co= A0
- . . 3
onde ¢ ¢ a projecao contlnua de § * § sobre © S

DEMONSTRACAQ. Obviamente,

. S _ - 12, — 12-12
Aoy © 2{(A,B},0) = AT (BA} B
e isso nao depende dc . Podemos entac definir
\ o 57w g0 g3
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- U3 3 6 & - -
A projegaoc ¢ : 5 ¥ 5 -——= § , onde 5 & o equador de ST, é
3

definida identificando 1 x 8 e S x 1 a um ponto {0 mesmo
- e 5 -
nos dols casos) que colocamos como ponto base do 5. A existen —

clia de » que faz o diagrama

RUV o f(A,Ll) = ) o n({l,a) =1 .

COROLARIO 26. Existe homotopia C

3

Fo:S° ox 85 x Fo, /2] s g3

* FE 1" T B
com F_ ‘o @ e I”/z ¥ 1.
DEMONSTRAGAQ. Como ﬁlB & trivial e s e o equador de s’ {(i.e.,
S6 = ﬁ57), Lema 25 implica que %A, a suspensac de ' & a aplica —

cio classificante de P, ., e deve ser trivial, i.e., ' & homotdpi

13

ca a aplicagao constante:

Existe homotopia




Esta homotopia pode sor Jowmnmbadn de maneira Gbvia a uma

P
F o 83 o 53 % [U,;z;/zj - . > 53
c % 1d
|
L"b N !O,.:,/J2I
Podemos tambom supor que F @ c com
F ol ) =1 . tedo 0, -
o' b = par: cdo hoem 10, 64 e
a 12, = 1212, -24, ,-24 . S
Fallp b= oa T(ba) b Ta b | para todo 0 em |3, 5]
O.E.D.
Observe agora qgue podemos colocar
: -1 .
A = cos ’a | enm (0, /2]
e obter w( g ) uma secede gloebal de P com a sequinte Gltima

13
coluna:

~~ 4 T S C



wl( I ) = (ab)a a (Ll L9)L F“( I )
a _ =12 _ -1 a
Wz( b ) = -a {Ll L9)L FO( 5 )
. a ey i2e-12, 0 -24 N 1
UL b ) {ab) " "a " “lal (Ll e LgLJ POy ).
"o . oo o : 7 3 -
COROLARIO 27. & aplicagao ¢ : S x § — Pl3 cam
/ L2 -1 4\
[ a -b b L 0 :
) VIR o Wyl b
o ( (X, nyee |'/ b bab 17 0 0 w_{ 2 )h
b | 2' b
| .
Lo . .
=, 10 -1 =9 -1 a
G ab AL ab L I=
\ {ab) it {ab) a g & wlﬁ( b Hh
- e ] T 3 ~ ~ . .3
e um difeomorfismo entre S x § ] Pl?' & a acao livre de S
7 3 7 B ‘
c ) -
em S x 8 com guocientc Zl44l e
a qag gag ) gF { & yah)
(*) q * (A b y.h o= (| q})q J F[]( Eﬂﬁ{ q b
. -1 _ .
onde O = cos ",al em [0,"/2].

DEMONSTRAGAO. A aplicagac ¢ é difeomorfismo pois & construida a-

través da secgao global de élB descrita acima. A acgao de 83 em

7 3

8 x g & o "pull-back"” da agao de 83 e ﬁ13 com guociente
7 , . : _ | .
L[44J {conjugacgao a|—€>ng para as entradas das primeiras 12

colunas e multiplicagd@o w |—> gw para as entradas da altima coluna):




com

s}
%
=g
oow
jmp
1l
Lo
o
el
ey
=

al

L @ a dltima coluna da secgao global w{ |

).

Se o 5 ),9) =q* (ol _),n)
Como c \,
/ c e . wl( 3 }g \
c |
& ( g 19 = a wz( a e}
\ ] C
0 .. wl3( 3 Y g
temos
c = gagq . d = gbq =



Resolvemos agora qualquer uma das

qaq _ a
W, (___ )g:qwi(b)h
qbg
para ¢ valor de g, observando que para algum i, Wi( 2 ) #£ 0.
Por exemplo, para 1 =1 tcmos
T I I -1 RS ~
(qagagbg) (gaqg)” "ia| (Ll ‘e - L9)L FQ( b Yg =
o — —_]_2| _2 - _’1 l
= ¢ (ab)a "ia; {Ll Ce Lg)L PS( Y Yh
ou
— = =12 _p . €ag B -2 _
qlabya““gq|a| F 0 g = q(ab)a12|af F g } h
' gbg )
Entao,
g o= ¥ { - Y PE‘( 5 Jh
g Q.L.D.
Obviamentce a acgao (x) do Corolario 27 & o modelo para um  nimero
infinito de agocs livres de g3 sobre s’ - 5@ com quocientes

as esferas , 1 = 12,16,20,28,40,44 e 48, do corolario 17.

ey

A unica coisa gue muda @ a poténcia de k na homotopia de
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12k - 12k =12k ,  -24k . .~ - ~
a (ba) bl x La 5y 24k a uma fungao constante. A cor-
respondéncia entre k o fil e aquela mesma do Corolario 17.
- . ~ . 3
Similariamente, podemos escrever as agoes livres de S e
7 -
Sp(2) com quocientes as esferas h[j] do Corolario 18, usando
: . a
as mesmas homotopia Fq( b ).

OBSERVACAO 28. As agoes exOticas do tipo (x) sao conseqguéncia ds2
consideragoes puramente homotdpicas. Porem, o ingredicnte princi-

pal & a aplicacao

F : Sj x 87 = |0,w/2]

que fornece a homotopia entre
(A,B) N (BA)
(A, B} — 1.

A sua existéncia pode ser interpretada também na seguinte maneira:
A algebra dos quarténios unitarios satisfaz uma identidade polino
mial, moédulo homotopia, do tipo

12 12 . 12 12
b4 Y oy ®

ou le(yE}lz §12 ~ 1 0.
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Achamos cue uma investigacao explicita da aplicagac F seria muil

to interessante do ponto de vista Algébrico, Topoldgico e tambéem

do ponto de vista de Geometria Diferncial, relativo as métricas

Riemannianas das esferas x[il'

OBSERVACAO. Os demais S0(4)~fibrados dos principals Pm N sobre
r

54, i.e., com m = 2,3,... e n qgualgquer (ver p. 37), foram re-

centemente descritos pelo autor.




[A-H-S]
[C - G]
D ~ R]
[E ~ K]
(G- M]
[H]
[Huj
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