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§O • INTROO UÇÃO. 

O objetivo deste trabalho ~ construir representantes explic~ 

tos para todos os fibrudos principais com fibra s 3 
e para al-

guns fibrados principais com ribra S0{4) sobre as esferas e 

e IJ- Wl I. 

Isso nos permite compreender melhor as acoes exóticas livres 

de 
l 7 3 

S sobre S x S . L. e., ações livres cem qucx::ir'nte unn esfera 

sete dlme~sional com estrutura diferenci~vel n~o ''standard''. Pelo 

trabalho [E- Kl de J. Eells e N. Kuiper sabemos que quinze esfe-

- . ·7 - . d .b ras exot1cas ). sao espaços tota1s e fl rados, com fibra e 

grupo S0(4), sobre a esfera Daquelas quinze, sete aparecem 

como quocientes explícitos do tipo 

S7 s3 
' 

__ ., 

-Para cada uma das 
7' = s temos uma infinidade de açoes 

vres do tipo (*). 

Ainda como consequência segue também -que existem tais 

li-

-
açoes 

exóticas livres sobre o Sp(2) e sobre os outros dez s 3
-fibrados 

principais sobre o 
7 

s . Essas aç6cs poderiam ser descritas de uma 

maneira similar como a do §4, generalizando assim o exemplo de D. 

Gromo.ll c \'l. Mey('r· (C- M) . 

As nossas motivuç6es para bus' ar descriç6es explicitas para 

os s 3-fibrados principais sobre o s
4

, e consequentemente o 

surgiram das seguintes consideruç6es: 
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(a) 0 ,. _, s
1
-fibrados principais sobre o 

2 l 
S :_c CP 1 

' 

sao muito 

elegantes e can6nicos. A sua exist~ncia e elegãncia são consequê~ 

cia da multiplicação dü!::i numeras complexos e a sua comuta·tivida-

de. Os seus espaços totais sao os espaços de lente S3/ 

"' n 
n = 

1,2, .... A multiplicação quatcrni6nica resulta na existência dos 

s 3
-fibrados principais sobre o s 4 = QP

1
. Apesar dessa multiplic~ 

- ' çao nao ser comutat_iva, Lêspera-se que existe alguma maneira can6-

nica de obter os espaços totélis desses fibrados. Ver por exemplo 

I S] . 

(b) O -crubalho !1\- H- S) ele M . .i\tiyah, N. 1--litch.i.n c l.M. Sin-

ger sugere que fibrddos ~oDre 
4 s ' 

e conexoes ''naturais'' sobre 

eles são de algum interesse para a fisica te6rica. Os "tj jolos" 

' para constrtJj_r fibra~os com fibra ''razo~vel'' sao os 

principais. Dcscri-:;;:Oc::; naturais dE:sscs fi brados poderiam facili-

ta r os cálc ,Jlos. 

(c) Um IJroblema de geometria diferencial sugerido pelo tra-

balho [C- Ci de ~T. Cheecr·--~r e o. Gromoll: "Todos os fibrados veto-

riais sobre qualquer esfera euclideana admitem mÉ~tri.cas riemannia 

nas complet::J.s com curvatura seccional não negativa"? ESSl:C proble-

ma, no caso ni:lo estéi.vcl, começa a ser não trivial apenas 

ponto: os fibrados s 3
-principais sobre o s 4

. Veja por 

e [We). 

nos-te 

exemplo 

o presente t1·abalho não inclui cálculos de conexa's e curvaturas. 

Queremos agr~dcccr os amigos O. Ocrdzinski e F. Mcrcuri_ por 

muitas d·iscuss6es e sugest6es. 



§l. PRELIMINARES 

Seja lli o corpo dos quartênios. Lembramos que TI-I e isomor-

como espaço vetorial real. Se {l,i,j,k} é a base ca-

nônica do JR 
4

, a multiplicação de dois quartênios e feita confor 

me as seguintes regras: 

(a) p:JHxiii--piH e uma aplicação bilinear com res-

peito à estrutura Ge espaço vetorial real. 

(b) a tabela de multiplicação dos elementos da base e a se-

guinte: 

lq ql == q para todo q em H . 

. 2 2 2 
l -= J -=;; k -1 

ij-=-ji=k jk =- kj i e ki- -ik == j. 

Algumas consequências imediatas de (a) e (b): 

Se com reul definimos como o 

conjugado de x 

X - X 
o 

xx--=xx= 

de x como elemento do JR 4 

Entao, 
-1 

X ··1 I - 2 
X X 

jxyj 

onde I denota a norma euclideana 

para todo x -1- O em lli . 

pura todo x, y em lil . 



2 

Seja Sp(n) o grupo das matrizes A, n x n, com entradas qu~ 

ternios que satisfazem. 

(c) AA* -- li.*A -- I 

onde A* e a transposta conjugada de A. 

Se A - as relações (c) significam 

(c
1

) Todas as linhas de A são vetores unitários: Li. I?= 1, 

i l,2, ... ,n. 

-
Cc 2 ) l\s linhas sao mutualmente ortogonais: 

·r i -Li - o _, . - para todo i I j. 

(c') Todas as classes são vetores unitários: 
l 

c 
i 

c. - l 
.l 

para todo i= 1, ... ,n 

(c2) Todas as colunas são mutualmente ortogonais: 

c. 
1 

Aqui o produto 

c. 
J 

o para todo i P j. 

significa 
n 
I 

k=l 

vamos que o conjunto de condições 

conjunto 

A esfera unitáriu q em {JHi 

mo segue da propriedade de conservaçao da norma. 

etc ... . Obser-

é equivalente ao 

e um grupo co-

Esse grupo e 

identificado com o Sp(l) de maneira óbvia (c também com o grupo 
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de matrizes complexas SU(2)). 

Seja ~ : Sp{l) --7· Sp(n) a inclusão diagonal 

i\ ( q) ~ (o q q 

\ 

o 

q 

Denotaremos a imagem n 
{Sp(l)) com Sp (1), subgrupo de Sp{n), 

para n = 1,2, .... 

Lembramos [Bott] que o terceiro grupo de homotopia 

n 3 (Sp (n)) o-c :% e é gerado por qualquer uma das inclusões canôni­

cas de Sp(l) em Sp(n): 

I 

OI 
l q 

l o 
l 

g --" l ou q --> g ,etc. 
o 

/ 
l 

l \ o 
l 

Como Sp(n) é um grupo de Lie, a classe de homotopia do produto 

de duas aplica', Ões [f· gj é igual ao produto dus classes de h orno-

topia [f] [g] . Então, a inclusiio A induz a seguinte aplicação em 

nivel de 'li 3. 

11
3 

Sp(l} --1 TTJ Sp(n) 

l n . 



Isto implica que 

(l) z 
n 

4 

Observe aqui que o quocj.ente é induzido pela açao de Sp0 (1) ã e.-6 

que~da de Srl(n). 

Seja agora n > 2 c considere o Sp(n-1), atuando pela dlne 

ta no quotjente e deixando livre a primeira colu 

na. I.e., A em Sp(n-1) atua como ( l 

\ o 
I 

tiplicaç~o de matJ:izes. 

-LEMA l. A açcto descrita acima 

.Sp (n-1) 

o \ 

i 
pela direta 

A 

\ Sp(n) 
Sp

11
(l) \ 

por mul-

e livre com quotientt: o espaço projetivo quuterniônico QPn-l 

DEMONS'rRAÇÃO. Se B em Sp(n), q em Sp(l) e A em Sp(n-1) 

então 
n BA ~ (q) B implica que B e tem a mesma primeira 

coluna, entao q -- l e consequentemente A :.= I. Então 0 ação e 

livre. 

\ Sp(n)/ 

\ Sp(n-1) 

pode st:'r obtido O quotiente 



também na se9uintc mJneira: 

S I I proj . p n ._., Sp (n) // 

/ Sp(n-l) 

/ 

Diagrama 1. 

= 

= 

4n-l s 

n-1 
QP 

I. e. , um B em Sp(n) projeta na sua primeira coluna 

I b1 \ 
I 

B proj. 
' 
( 

\e q atua pela esquerda nesta primeira 

u \ 
' n 
' ' • 

qbl 

como com quotiente 

gb 
n 

OBSERVAÇl\0. Em [c;- M) 

\ 

2 \ Sp(2J/ 
Sp (1) \ I Sp(1). 

o 

n-1 
QP . 

e escrito como 

5 

projeção 

de 

1-Iopf 

coluna 

Aqora nós temos os seguintes Sp (n-1) -fibrados principais p~ 

ra n > 2: 



Sp (n-1) 

Denotaremos os elementos de 

_:;n n-1 
~------'3> QP 

n-1 
QP por 

6 

i. é., a classe de equivalência do elemento de s 4 n-l sob 

a , nJ 
a nçao de Sp(l), ou a linha quatcrniônica definida por 

al 

a 
n 

Identificando o S~ CUIIl O QP
1 

co lembrando que a in-

- QP1 n-1 clusao natural de em QP 

r: J --> 

a 

b 

o 
' . 

o 

gera o 1r
4

(QPn-l)= :Z , para todo n > 2, temos 

LEMA 2. Seja 
-1 l 

X ; = p ((?P ) onde 
n n 

l 
QP é incluido em 

n-1 
QP como 

acima. Então X e o espaço total de um fibrado Sp(n-1)- princi­

pal sobre s
4 

com 11 3 (X
11

l = Z
0

• 

DEMONSTRAÇÃO. Pela dt~finição de 

"pull-back" 

X nos temos o diagrama 
n 

tipo 
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Sp(n-1) = Sp(n-1) 

X 
i' 

\Sp(n) --· -----> 
n Spn (l) 

+ + 
s4 _____ , QP 

n-1 

l 

então so preciset calcular o '11 
3 

(Xn). Mas a scquência exuta de ho 

motopia do diagrama junto com (1) implica 

:z 

z 

Então 

-,, 
------"· 

-----~> 

z 
n 

z ___ , 

z ----+ 
n 

(X ) o " 3 n 

+ 
z ' o 

n 

QED. 

LEMA 3. o f .i brado Sp (n-l) X -------.;. S 
4 

se reduz em um f ibrado 
n 

principul 

com ·.'1 (P ) --- Z 
3 n n 

Sp I l) p __ , 
n 

4 s 
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DEMONS'.rRAÇÃO. Uma tal redução existe se e so se existe uma secção 

a do fibrado associado 
n 

( 2) Sp(n-1) / 
/ Sp(1) ~(1) 

NGste caso p 
n 

-1 4 
- IJ (o (S ) } , 

n 

X ----7 
n 

e a Óbvia projeção. (veja IK- N]). 

onde 

No nosso caso, a fibra Sp(n-1) e uma varjcdade de 
Sp(1) 

Stiefell que ê pelo menos 6-conexa. Então uma tal secçao 

existe ( [H] ) pois a base s
4 

tem dimensão só 4. Para 

n
3

(Pn) consideremos o comutativo 

Sp(1J 

p 
n 

'---7 

'-------> 

Diagrama 2 

Sp (n-1) 

X 
n 

sempre 

calcular 
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Lembrando que a inclusão, Sp(l) em Sp(n-1} gera um isomorfis 

mo entre ·1; . 3 que 
QED. 

COROLÁIUO ,1. (':::; fibrados l? acima sao todos os fi brados principais 
n 

sobre s
4 

com fibra 3 s . 

D 'HONS'J'RAÇÃO I sI - l 3 ' llmd cL\ssifi_caçao comp cta dos S -flurados pri_!2 

cipais sobre é dada pelo " 3 do espaço total que e 

n :-= l, 2, ... 
QED. 

Para representar cada p 
n corno uma subvariedade espacificu 

de 
\

Sp(n) 
Spn (li 

um m~todo seria a exibiç~o das secções o 
n 

do 

lema 3. Porém, no.:> preferimos analisar um pouco maj s a nossa in-

formação que atõ agora é a seguinte: 

(I) 'l'odo p 
n 

c subvaricdade de 
\ 

Sp(n) 
Sp

11 
(li 

, a primeira 

coluna de todo elemento de p 
n 

e da forma : I e a açao livre 

o 

o .i 

do Sp(l) em p 
n 6 pela di~~ta na ~l~ima culuna por multiplicação 

quaterniônica. (}\ última coluna foi escolhida arbitretriam::mte. Qual 

quer uma, exceto a primeira, serve). 

l1gora fazemos o "pull-back" dos 

3 7 s ... s h 

P 's pela fibraçáo de Hopf 
n 
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na seguinte maneira 

Sp(l) Sp (l) 

Spn(l) 
~ H p p 

n n 

' 

1 I' 1 n 

s3 s7 s4 
h 

Diaqramd 3 

Primeiro lembramos a aplicação h ( [G- M]) 

em aa + bb - 1} 

então temos 

aa - bb) 

onde o primeiro elemento iab ficu no disco unitário fGch.:tdo 0
4 

é o segundo elemento aa - bb é a altura necessária para que o 

vetor h ( : ) elo esteja em 



ll 

/ 

/ - b b) 

~. lloi >IC<\ 
---- ------

A esferct s 4 
como imagem da aplicação dE; 1-lot-Jf. 

Considere agora a esferu escrita com n coordenadas quate3:::_ 

' a \ ' I 
I b I .. I n1onicas: ' I I 

I 

I 
o I 

J \ o 

Da informação (I) acimu c do Diagrama 3 lemos que P e uma 
n 

subvariedadc lO-dimensional dG Sp{n) cujos elGmentos tem primei-

rri. coluna da forma 

( a \ 

I b I 
\ : / 

e que o ~p(l) atua pela diheta na Gl-

tima coluna por multiplicação quaterniônica, produzindo como 

quociente, e o Sp
11

(1) utua .<ivremente pelCJ. c.-5qur_!Lda produzindo 

P
11 

no quociente. 

COROLÂIUO 5. O c: fibrados P podem ser obtidos por diagramas ti 
n 

po "pull-back" como 

I .... . ··f. 



Sp (li 

~ 

p 
n 

i 
<._--'én _ __. 

i 
n 

Diagrama 4 

Sp (l) 

Sp(n) 

+ 

Sp(nl / 
I Sp ( l) 

onde os i e i são inclusões u serem determinadas. 
n n 

DEMONSTRAÇÃO. 6bvia pela discussão acima. QED. 

Agora nos observamos que podemos obter os fibrados 

como quocientes dos fibrados p 
n 

sobre 

12 

P sobre 
n 

COROLÁRIO 6. Se P é determinado por intermédio da Diagrama 4 e 
n 

é também invariante com respeito a Sp0 (l) -ação pela esquerda 
. 

então o seu quociente 
Spn(l~n -

Sp(l)-principal sobre o s
4 

brado 

p 
n 

com 

e o espaço total de um fi-

·rr (P ) 
3 n 

:z , n:o=2, 3, ••• 
n 

DEMONSTRAÇÃO. Pela sequência exata de homotopia do Diagrama 4 se-

gue que 

·rr
3 

(Pn) == ~ 



l3 

e que a aplicação induzida 

' 
i 

n # Tr 3 (Pn) ------+ TTJ Sp(n) 

é um isomorfismo. Consequentemente, a inclusão de qualquer órbita 

de Spn(l) em p 
11 

induz a seguinte aplicação 

1 

Segue que o quociente p 
11 

n . 

tem 'lr
3

(Pn) e que o fibrado 

Sp(l) p ~---> 
n 

s4 sera classificado então pelo tamanho das 

matrizes-elementos do P 
n 

QED. 

Na seguinte secção no~; construiremos uma sequência 

de P 's e classificamo-los com s 3 fibrados sobre s 7 
n 

infj_ni ta 
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-Os fibrados r3 , , . b 
.::> - prl_nclpalS so re sao c]_assificados pe-

las classes de homotopia de aplicaç6es: s
7 3 00 

BS -= QP , que 

podem ser identificadas com 

Um gerador natural deste grupo e o fibrado 

Sp(l) ... Sp(2) 

Veja [l-lu] . 

Denotaremos os espaços totais destes fibrados por E. 
l 

com 

E
1 

::: Sp(2l , E
2 

"" (duas vezes Sp(2)), ... , E
12 

= E
0 

= (doze vezes 

Sp(2)). Aqui, (duas vezes Sp(2)), etc., significa o fibrado obtj.·-

do como "pull-back" do fibrado 

Sp(l) ... Spl21 -------+ s 7 

sobre s 7 , através de uma aplicação t
2 

de grau 2, etc., com 

f2 : s7 _ ____,.. s7 

Observe que E12 

feomorfO a S7 
X 

c um fibrado trivial com espaço total di-

Para classificarmos os P como fibrados s
3
-principais so-· 

n 

bre o s 7
, aumentamos o Diagrama 3 corno segue: 



15 

Spn (lI 
~ 

s7 p ---0 p 
n n 

1 l 1 h 

s3 s7 s4 s4 BS3 c 
w 

QP 
h f J 

n 

Diagrama 5 

onde f e uma aplicação de grau n e J e a inclusão natural n 

i o 

em 

A aplicação classificante do fibrado p 
n 

sobre e 

f o h , com 
n 

h a aplicação de Hopf descrita em detalhe no 

§1. Nós confundiremos a notação de aplicações e suas classes de 

homotopia quanto a confusão que r e sul ta é pequemt. 

Primeiro nos lembramos um Teorema de P. Hilton que utilizare 

mos em seguida. 

TEOREMA 7. Se g e um elemento de 

são elementos de TI (X), então, 
n 

n 
TI (S ) , 

rn 
m < 3n - 3 e 

onde e o produto de Whitehead de t
1 

e t
2 

e 

é a invariante do l!opf de g . 

H (g) 



DEMONSTRAÇÃO. Veja !HI • 

No nosso caso g ~ h 

TEOREMA 8. O fibrudo 

para todo n > 3. 

p 
n 

QED. 

sobre 

DEMONSTRAÇÃO. Calculamos primeiro a 

com H(g) = 1. 

e isomorfo ao 

f o f 
n 

em 1r 
7 

16 

E (n-l)rnod 12 

utilizando o Teorema 7, P a seguinte fórmula ( [I-Iul, p. 330). 

onde 1 e o elemento ldentidude de 11
4 

s 4 =:&,r~ e + 1 ou ~ l 

dependendo das convenções de orientações e i:(f,) é a suspensão de 

() 
s 

3 que gera ·;r
6 

(S ) = x
12 

Como segue de [I!u] p. 330 E(() gera a parte de torçao do 

4 
11

7
(s ) e h gera él parte livre. Simplificamos essas notações co-

mo 

h I l, O I c Uél c 10,11 em X ffi :E
12 

. 

Observando que o produto de Whitehead é Lilinear quando X e uma 

esfera temos de toda discussão acima: 

f
2 

o h~ l1+ ,J o h •c 2.h + [:,11- (2,0) + (12,01 c' (O,l)} ~10,±11 
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t 3 oh~ (L +21) oh~Lh+2,h+ [1,21] = (3,0) +2(2,!1) = (7, · 2) 

e sind la:riarnente 

f
11 

o h - (Jn-2, + (n-1)) em :z \I! z
12 

para todo n. 

Observamos agoril que a aplicação 1 é essencialmente a aplicaçã~ 

-bordo du (ibração de Hopf s 3 e que 

3 '""'~12 ~ 12 e apenas 

J(a,b) = b. I. é. f J em sua campo-

nen·te de torção. 

Agora podemos determinar o valor de E ·testando no fibrado 

s 3 
... Spl21 -~ s 7 , 

De acordo com a nossa notação Sp ( 2) -- E
1 

, e quel.-emos cn tão 

que j o t
2 

o h seja o gerador 1 de z 12 . Segue então que s=l, 

e que j o f o h = (n-l)mod 12 
ll 

. . 
QED. 

. 
Em particular, P

13
, P

25 PlZk+l para todo k sao fibra -

dos isomorfos ao fibrado trivial 
. 
P12k+Z siío isomorfos ao Sp(2). 

Agora nos podemos dar uma descrição concreta para todo P e 
n 

consequenternente todo P ,n=3,4, .... 
n 

ASSERÇÃO 9. A seguinte subvariedade lO-dimensional do Sp(3) 

s 3 
-fibrado 

'-

p 
3 

sobre o s7 : 
e o 
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X 

b bab y em 

o z 

DEMONSTRAÇÍ\0. O conjunto é subvariedade lO-dimensional pois temos 

sete dimensões reais da primeira coluna (elemento de s 7 ) e três 

dim2nsões da terceira coluna (: A 3~ coluna tem 12 dimer.sões re-

ais e satisfaz as seguintes relações: 

Col . Col
2 

o :quatro equaçoes reais 
3 

Col
3 

Col
1 

o :quatro equaçoes reals 

Col
3 

. Col
3 

- l -:Uma equaçao real.) 

A invariâncL:t com n~spei to a açao de Sp 3 ( 1) pela esquerda 

a -segue do fato que os elementos da 2- coluna sao produtos da forma 

bab ou a ou b multiplicados por um número real, sempre come-

çando com a ou b (nunca com a ou b) e tendo um numero 

pa.Jt de a's, b's, a's ou b's . A ação pelu. esquerda do 
3 Sp (l) 

é livre pois é livre na l~ coluna. 

a 
ta ~ na 3- coluna c isto torna P

3 

A ação de Sp(l) pela d~Jtei­

um fibrado principal sobre s
7 

onde a projeç~o c a sua primeira coluna. 

Segue agora do Corolário 5 e do Teorema 8 que o P
3 

descrito 

acima isomorfo ao fibrado E
2

. Q.E.D. 
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ASSERÇÃO 10. O fibrado P
4 

tem como seu espaço total a seguinte 

subvariedade lO-dimensional de Sp(4): 

I (a -bjbj 2 L- 1 o x1 

hab -1 
I b L o x2 

p4 ' ~ ' em Sp(4) I o a[aJ 2 L- 1 
-b I x3 

\ I 
o aba 

-1 

I \_ L a x4 

~··4-

!biT onde L lja[ + . 

DEMONS'l'Rl'I.ÇÃO. Exatamente a mesma com a demonstração de Asserção 9 

acima. ~ fâcil verificar qlle as tr~s primeiras colunas s~o mutual 

00 

mente perpendiculares e que todas as coordenadEJs sao c em a e 

b. O fator L (' apenas o comprime:,to do vetor 

2 2 
(-b]bj , bab , ajaj , ab<J). 

Q.E.D. 

O processo indutivo para a construção de P 
1

, dado o 
n+ 

e dado em seguicla c 6 ilustrado pela construç~o gradual do 

através do P
4

. 

p ' n 



CONS'T'RUÇÃO INDUTIVA DE p 
n 
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ETAPA 1. Esquecer todas as divisões por comprimentos de colunas . 

Esquecer a última coluna composta pelos 

a -bjb[
2 o 

b bab o 

o aja[ 2 
-b 

o aba a 

x~s 
1 

ETAPA 2. Remover (e guardar) as primeiras duas linhas e a primei-

ra coluna: 

-b 

aba a 
I 

ETAPA 3. Mul1.iplicar todo elemento da primeira coluna por ab p~ 

la esqueni.a e colocar o resultado como a nova primeira coluna: 

( 

2 
abalai 

- 2 
(ab) a 

2 
a la[ 

aba 

ETAPA 4. Colocar -b nu primeira posição 

-b 

a 

acima 
a 

da 2- coluna e 
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na primeira posição acima da 1~ coluna. O fk e a função de 

e jbj
2 

que faz o produto dessas duas colunas igual a zero. 

I. é.' 

I Col) l (Cal) 
2 

= O • 

Completar a primeira linha com zeros: 

afk -b o 

- 2 
abalai ala I 2 

-b 

- ? 
(ab) -a aba a I 

Observe que aqui o fk f la1
4 . o 

ETAPA 5. Colocar de volta o pedaço que foi removido na ETAPA 2 com 

pletando com zeros a (nova) primeira coluna e as duas (novas) pr_!. 

me iras linhas. Colocar de volta a última coluna dos x~s: 
l 

I a -bibl2 o o xl \ I 

b bab o o x2 

4 -b o o ala I x3 

o - 2 
aial2 -b abalai x4 

\ - 2 I o (ab) a aba a xs I 

/ 
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E'rAPA 6. Di_vidir cada coluna pelo seu comprimento para ficar uni--

tária. 

OBSERVAÇÃO 11. 1:: .Eácil ver que as condições da demonstração da'~ 

Asserções 9 e 10 sao presGrvadas por essa construção e consequen-

temente cada um dGsses P c um modelo para os correspondentes 
n 

Diagramas 3, 4 e 5. 

Denotdmos por L1 o comprimento da terceira coluna pela di-

reta de Pn, por L
2 

o comprimento da quarta coluna pela dire·-

ta, etc., c por L 
4 

o comprimento da (n-21 coluna n-

que é também a ·terceira coluna pela esquerda de 

comprimento da segunda coluna pela esquerda de 

-
p 

n 

p -
n 

que a construção de deixa as últimas colunas 

pela direta 

Seja L o 

Observando 

praticamente 

inalteradas, então com comprimento constante para todo n, nos 

temos: 

PROPOSIÇÃO 12. Os componentes das colunas e as funçêies fk satis 

fazem as seguintes relações: 

2 4 lb 12 lbl2 Ll ... I a I + ~ f + 
o 

L2 I a I lO + 1 '6 lbl 2 
+ lbl 2 

2 i2li 

L2 o 

3 f2 + b 12 

2 
., 

L f 
n-5 + I b I~ 

n-4 

L2 f n-4 + lbl 4 



onde 

1'1 - I I c; ( I I 4 1 U 1 u + 11 bl 2) o 

' '8 2 I /. 
[2 

c i a; Ll '2 

f3 la I lO 2 2 L2 -- Ll L2 3 

f Jal2n-4 2 L2 - LI n-4 n 

Para t:odo n > 2 a função 

1 1 6 
1 a1 

f n+l 

i < n, atruvõs du f6rmula 

I.- 12r2 I ,41o'2r2 
~t + ai I l + n n-

2 
Ll 

e construída pelas 

6 <1 2 
la] jb, f 2 + --- + , n-

f. 
l 

23 

1 2njbj2n-2f2 I 1 2n+lOibJ2n 
1

_

1

2n+6Jbl2n+2 + :a! 1 -t a 1 + d • 

DEMONSTRAÇÃO. Por contas elementares, por~m tediosas, 

nas várias etapas da construção dos p -
n 

OBSERVAÇÃO 1.3. 

f. ( ~ ) = l ' 
l u 

Os L~s c f's 
l l 

o 
f.(b)oQ 

l 

são funções 

para todo i, 

Q.E.D. 

c de a c 

sellipre 

aplicadas 

b com 

estritamente 

positivo o conscqucntemcntc inferiormente 1imiL-iclo liiJJ- um numero 

positivo, e também 
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§3. S0(4)-FIBRADOS E A(,'ÔES EX6TICAS. 

Os fibra.dos S0(4)~principais sobre -sao classificados p~ 

las classes de homotopia das aplicaç6es f ' s 4 
--> BS0(4), i.e., 

por TT3S0(4). o grupo S0(4) é difeomorfo a s
3 

X 50(3) -mas nao 

e o p:-coduto livre destes dois grupos. Antes de analisar o i somo r-

fismo entre 50(4) e s 3 
x S0{3) nós observamos que o recobrimen-

to universal (recobrimGnto duplo) de S0(4), i. é., o Spin(4) e 

isomorfo ao pr(·Jduto livre 
3 3 

S x S ([íJe] ) . i3eria então talvez mais 

natural de trabalhar com os Spin 
4 

(4)-fibrados principais sobre S , 

e seus associudo:>. Porêm nos preferimos tratar o assunto do ponto 

de vista de S0(4) cuja ê1Ç<1o li.nC'ur em m. 4 
c 8 maJs farni-

liar em geral. 

Seja A uma matriz de S0(4). Consideramos a sua pt:irneira 

coluna 

ét 
41 

como um quartênio unitário q = ,t
11 

+ .:1
21

i + 

+ a
31

j + 3
41

k , e a matriz B de S0(4) definida por 

q ·---õ· B , t.a 1 que:, para to(1o r em IR4 B 1 r I qf. 

As colunas ele B sao e qk . Observamos que e~;ta apl.:!::_ 

e a secção usual do fibrado dos caçao S0(4) (q --7 B) 

referenciais ortonormais de s 3 que demonstra a paraleli:;-:abilid~ 

de de 
3 t -1 

S . ~ 6bvio itgora que B = B e que Btl\ é um elemento 
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l o o o 
de so I 4 I da fon1a o r. é • 1 

t 
C- 1.3 A estáemS0(3). 

o c 

o 

A projeçao sl ----...;> Sü(3) é realizada por q __ , c tal que 

C(S) ""11 r '1. Observ~ que esta conjugaçi:io deixa a parte: real do 

quartên-Lo i.~, a su11 primeira coordenada, invariuntc. 

'l'ernos, em fim, a seguinte correspondência 

A ----> lq, nl 

onde rJ c {( cfaô~.í..' 

S em IR 
4 

)r], - rd em S0(3). A aç3o linear de A sobre 

c 

A(') 

onde na direta todos os p.rodutos são mul tiplicaçõcs de cruartênios. 

O produto de duas matrizes D e A do 50(4) com D , ___ ,_ (p,f-l) e 

A~'> (q,,_;) corresponde ao seguinte produto em s 3 
/ S0(3) 

DA -..--------? (p Uq0-, () ll) 

(Veja por exemplo lR 21 l. I.ê., a primeira matriz atua linearmen-

te na l~ coluna Ja segundo matriz e o subgrupo S0(3) § normal. 

-Segue da constru~ao de 

N 

P que existe uma açào livre 
n 

S0(4) sobre o P n/Z
2 

com quociente 
4 

s ' para todo n 2 

de 

(veja 
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Primeiro nos analisamos o caso de 

Consideremos o z
2 

~ f-1,1) atuando na Gltima coluna de P3 

e seja P' 
3 

o quociente. Definimos uma açãc- de S0(4) pela direta 

sobre o P' 
3 

a -blbl
2 

b bab 

pela fórmula 

xl 

x2 * (p I()) : 

o all~j;;IL X 
3 

- I 2 -

fJapO 8 ( -b b I I pO C x
1 

- I Gbj,>A O(bab)pO \lx2 

- --~-2 l o ll(a/l+ bl )pO (J x3 I 
~ 

2 
Os colchetes indicam que a Última coluna é um elemento de ffiP . 

Em outras palavrus, nós multiplicamos cada elemento déls duas pri-

meiras colunas pela matriz real 4 x 4 {p,O), a di~e~a, e todo e-

lemento da Última coluna por i! , à e.-:. queflda. O 8 não e bem de fi-

-nido mas sim a classe {- c"J , u } Porém, nao existe ambiguidade 

pois a Última coluna ~, também um quociente de :.z
2

. 

PROPOSIÇÃO 14. Essa e uma açao liufle de 

ente s 4 . 

SO ( 4) em P' 
3 

com quoci-

DEMONSTRAÇÃO. Primeiro provamos que e açao (p,ü) (q,nl = (pClqD,Bn) 

e para um elemento f. da primeira ou segunda coluna temos: 

(Í)(píl) * (q,'l) "" 11 li ~·-.pDqr1 e também 
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Em seguida oL;sl;:rvumos que e livre: 

Se o elemc~nto (p, (1) fixet a matriz 

a 

bab X 
2 

, segue prime tro que (; c 1 

o 

(ou -1) pois pelo menos um dos x
1

, x 2 , x
3 

e diferente de zero 

PÕe I' = 1 ou -1 na primei.ra coluna agora c como a ou b e 

p o ternos que p = 1. I.é., (p,U) ( 1 , l) em S 3 
x SO ( 3} _ 

Antes d!~ provor que o quociente E.' cJifeomor-

fo com o 
4 

S ob.:icl·vcunos que é imediato da sequ&ncia exata da fi-

braç.:.lo 

S0(4) ... p 3 

que o quociente tem .:1 mesma homologic1 com o 

Considere a seguinte aplicaçâo f --........;> 

-blbl 2 
a xl 

órbita de b bdb x2 I~ ~-~-'' 

----------

a/1 lbl 2 o + xl 

6 -5 2 lO l/2 
+(l-6 5 lal lbl I I 



213 

com sinal "+" quando l//6 e o sinal "-" quando la!_? 1/i~. 

A aplicnç~o f ~ bem definida pois c) x
3
abx 3 e invariante 

e tem imagem o s
4 como segue de uma discuss~o similar a anâli-

se da apl.icaçiio de Hopf no §L: 

A variedade M
4 e a união de dois conjuntos u u v com 

U:= (lul 1/>'6l v 1//6 } . O comprimento de 

= I b 12 como consequência da unicidade da 3~ linha da matriz 

e 

para I a I < 1116 

1
- b- ' .5 6-6 
x3 a x3 i " j para 1 a 1 > 1116· 

com igualdade, c•m ambos os casos, quando I a 1 = 1116 . 

Portanto M
4 e a uniao de dois 4-discos fechados, colados 

pela identidade ao longo do seu bordo, e consequentomente M
4 

difeomorfo a 
4 .s . Q.E.D. 

e 

Observe agora que a mesma construção pode ser aplicada aos 

espaços p 
n 

-(i.e., primeiro a açao de ~ 2 na última coluna 

depois S0(4)-multiplicação em cada elemento das primcjr-as 

e 

n ~ 1 

colunas e 3 - -S -multiplicuçao em cada elemento da ultima coluna) p~ 

ra obter S0(4)-fibr~dos principais sobre s
4

. 

Proposiçóes CJ.nálogas com a Proposição 14 garantem que o qu~ 

ciente § de fato difeomorfo com o 
4 s . 



PROPOSIÇÃO 15. O fibrado 

so (4) 

-

p' 
n 

com açao definida por 

c, * (p,ül := oç:po 

para todas as entradas das n-1 primeiras colunas e 

(±x)(p,n) := ± 8x 

29 

para todas as entradas da Gltima coluna, e o fj.brado S0(4)-princ! 

pal 

S0(4) p 
l, n-1 

DEMONSTRAÇÃO. (Notações e convenções são as mesmas com [R
2
J). Se-

gue do Diagrama 4 que i# : 11
3

CP
11

l ~ ·~r 3 s:-'(n) =ti~ c um isomor 

fismo e que a inclusão de s 3 
em P como qualquer um dos ele -

n 

rnen·to:; da diagonal principal induz um isomorfismo c•m nível de ·rr 
3

. 

Da idcntificaçã.o 

S0(4) 
3 s X S0(3) 

acima, temos que 'ii S0(4) = :m; ID Z 
3 

gerado por (1,0) e {0,1), onde 

(1,0) corresponde ao fator s
3

, i.~., a p-componente, (0' l) 

corresponde ao fator S0(3), i. é., a O-componente. 



Consequentemcntc, a inclusão de uma. S0(4)~órbita em P' 
n 

duz a seguinte aplic~ç~o entre 11
3

: 

(1,0) ···· n-1 

(0 '1) ---·--> -1 

i. e. , (a,b) 
___ .... 

2a - b em ~-

Por exemplo, no caso de n .. 3 a inclusão da S0(4)-órbita 

passa pelo elemento 

' 

I 
1 o o I Upo o o 

' o o cl e o o •O I 
I 

o l o o Opo o I 
' _j 

Essa última aplicação e homotópica a 

í GPii o ol 
o -1 J o com [p I ~-> 2 e lU I ~-? 

o o rpo 

pois e é a inversa de u . 

A parte relevante da sequência de homotopia de S0(4) 

e 

30 

in-· 

que 

-l 



4 
''14 s ' " . ---> 

i,. 

"' ---> 

ll 

e Segue então que é gerado por (l,n- 1) 

ou (-1, ·-(n-1)), com :)(l) = {l,n-1) ou (-1, -n+l). Mas e essen-

cialmente a aplicação classificante, em nivel de homotopia, para 

os fibrados 

S0(4) p 
m,n 

e P' 
n 

____ , 

p 
l,n-1 

e consequentemente 

Q.E.D. 

O seguinte teorema de Eel.ls e Kuiper (veja [E-· 1\j onde as 

convenções e notações usadas são um pouco d.iferente.s) estuda a es-

trutura d:lferenc.lal de alguns fibrados associados aos p 

TEOREMA E- K. O fi brado s 3 -.:1ssociado ao P 
m,n 

total 

p 
m,n 

homeomorfo a esfera. 

X 

SD(4) 

se e so se m l. 

m,n 

tem o seu espaço 

A sua estrutura diferencial é ex6tica se e so se n (n-: l) -na o 

é múltiplo de 56. O numero n(n+l) mod 56 fornece umc.:t classifica 

ção completa das estruturas diferenciáveis da 7-csfcra que apare­

cem como espaços totais do s 3-fibrados sobre s 4 
com grupo es-

trutural S0(4). Elas são apenas 16 das possivcüs 28 tais estrutu 

ras diferenciáve-is. 
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O. Gromoll e W. Meycr no seu trabalho [G- Ml construiram urt>a 

7 
esfera exótica como o quociente livre de Sp(2} por SP{l) .Em 

[ R
2
J essa açao livre foi examinada do ponto de vista de S0(4)-fi-· 

brados principuis sobre 
4 

S . Agora nos generalizamos este resulta 

do para incluir todas as 16 extruturas diferenciãveis em 
7 

S , de~; 

cri tas pelo 'l'eorema de Eells e Kuiper acima. 

LEMA 16. Se s 3 
atua em Pk+l por 

q * ~- . - q(q 

para todo Plemento das primeiras k colunas e por 

q * x . - qx 

para todo elemento da Última colunar então, o quociente 

e difeomor-.fo ao Pk-r l so I 4 I s 3 
, onde o S0(4) atua em 

( p 1 ~_l ) * q -- I] pq 0 

DEMONSTRAÇÃO. Seja (A, X) um elen1ento de Pk+l onde A e qual-

quer coluna exceto a Gltima, e X & a última coluna. Se q e um 

elemento de s
3

, denotamos por Aq a coluna com entradas qai, on 

-
de sao as entradas de A. Similariamente com qAq, qx, etc ... 

As seguintes apllcaç6es sâo diferenci~veis e inversas entre 

si: 



P' 
k+l so I 4 I 

3 s -·--> 

com t{(A,X) ,q} .- l (Aq,X)] e 

--.-:'• ' s3 pk+l ~é 
S0(4) 

com ~'[(1\,XIl :c-; f(A,X),l} 

onde resp. ! denotem as classes em 

Observe que a aplicaç~o ~ 6 bem definida pois 

{ (3Ap!_, CX), -,,_;r; crG ( que vai através de 1J ao elemento 

[ (ÓAqÜ OX}[ = [(Aq,XIl - H (A,X) ,ql . 

33 

resp. em 

( (1\,X) ,q} = 

S imi l~tr iamen te:, [1\,X} = [8Aü 8X] que vai através de 1V ao ele 

mento 

{(A, X) ,1} 2 ~ [(A,X)]. 

Final:mentc, o ó{(A,X)q} = 'i'[(Aq,X}] = ((1\q,X},l) [(A,X},g) e 

1> o '1'[(1\,X)i H (A, X), 1 l = ((/\,XII. 
(l.E.D. 

Observamos que esse lema é essencialmente u correspondênciu 

entre S0(4)·-fibru.dos :principais e Snin(4)- fi_brados tJrincipais 

sobre o 4 . l S . VeJa por exemp o [O- RI. 
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O Teor-ema E- K ~jc;.nto com o Lema 16 e o Teorema 8 (classifi 

cação dos P ) , implicam que alguns s 3
-fibrados sobre cada uma 

n 

das esferas ~ 7 de Eells c Kuiper tem a estrutura diferenciãvel u 

sual. I.e., o sCtl CS)JJÇO tot;1l ê difeomorfo ao espaço tcJtJl do 

correspondente 
3 

S -fibrado principal sobre 

vras, existem ações cx6ticas livres, de 

.7 S .. Em outras 

em E 
o 

7 3 
= S X S 

pala-· 

E
1 

:: Sp(2), ... e err. E 
ll 

com quociente esferas ) 7 com estrutura 

diferenciãvel diferente da usual. Antes de esclarecer a contabili 

dade nós comentamos que essa observação nâo é consequência so do 

nosso tipo de argumento: O anulamento, por exemplo, do (jrupo 

L
11 

(0) = L
3 

(0) (vt:-ja lWI) implica que paru :toda-s as estrutura:; 

diferer:ciávc_is nos tempos ). 7 
X s 3 

e dif80ffiOrfQ 3 

. l' - - 3 57 J _7 que lmp lC.:l a existcncia de açoes livres S . . . x S --·-:.. ; . 

para t.odo . 7 NGs devemos essa observaç~o a H. sct1ultz. Porém, 

-no nosso caso, as ações de s
3 

sao explicitamente dadas e os di-

feomorfismos entre alguns e s 7 x s 3 não são muito com 

plicados. Consequentemente, algumas destas ações exóticus do s 3 

podem ser escritas de maneira explicita. Veja §4. 

veis 

Pelo TeorEma E - K nós temos que as estruturas diferer:.ciá 

"7 
[i] 

que 

com grupo 

apu.rccem como espaços totais de s 3-fibrados sobre 

S0(4) são aqueles com 

i = 0,2,6,12,14,16,20,26,28,30,34,40,42,44,48,54. 

3 7 3 
COROLÂRIO 17. Existem ações livres de S em S x S com quoci.e_12 

te cada uma das seguintes 
: i= 0,12,16,20, 28,40,44,48. 



DEMONSTRAÇÃO. Pe.Lo •reorema 8 a variedade E 
o 

35 

. 7 
= s >: difeo 

morfa a P 
12k+l vura todo k e pelo Lema 16 temos que r

12
k-t-l/S3 

é difeomorfo a ~7 o 
ll2k ll2k+1) I · numero l2k(l2k+l) é divisivel 

por 4 e o seu residuo 1110d S G e também clivisivel por 4. En-

tão, os possiveis candidatos são as esferas com os Índices 

0,12,16,20,28,40,44,48. Realmente, todas as possibilidades ocor-

rem, cada uma por um número infinito de valores de k. Por exemplo: 

Valor de k 1ndice da esfera obtida 

1 44 

2 40 

4 -----> o 

5 ----~· 20 

7 --·"" 28 

8 ----i' 16 

9 12 

20 ---~ 48 
Q.E.D. 

COROLARIO 18. Exishem açocs livres de s 3 
em St.J(2) com quocien-

te cada unw das L'Sl.ruturus di ferencj_ávci s 7 
>: I j I com j = O , 2, 6 , 

14,26,30, 34,42, 54. 

DElVJONS'T'RAÇii.O. li. variedade El Sp(2) c difcomorfa u Pl2k+2 pc-

lo 'l'E>orema 8 r para todo k. Pelo mesmo argumc:.nto dc1 dumonstraçio 

do CoroLlrio 17 Lemos a exist6ncia de açoes [jvrc•s dl' 
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Sp(2) com quociente 7 
I ll2k+ll ll2k+21 I 

O produto l-2 ~ 2 

divisivel por 2, mas n~o por 4, e cnt~o os ~nicos possiveis Indi-

-cessao 0,2,6,14,26,30,34, 42,54. Uma rápida verificação impli·-

ca de novo que todas us possibilidades ocorrem, cada uma por um 

número infinito de valores de k. Por exemplo: 

Valor de k lndicc du esfera obtida 

o 2 

1 ----~+ 14 

2 34 

3 -·------"· 6 

4 42 

s ---"- 30 

6 26 

l 3 54 

como P12k+:2 é difcumorfo d 
-Sp(2), a aç<lO livre com resultado 

s 7 (Índice ~('Cl'l) cx\~;tr_,_ Poré:m, o número k que resull._i il CSSCJ. 

-açao e bastante qr~nd~. Q.E.D. 

Para cada um dn.'-, rco:;tanlcc:> E~ s o racioc'ínio c o lllv<-;mo. O 

E, é difcomorfo 
l 

s3 
ações ·.:;obre 

fercnciiive l ~:; em 

ao 

E. 
l 

c 
cO 

7 

p 
12k+i-1 
-

l 

k=l,2, ... , e os quocientes das 

ó>Clo um dos dois conjuntos de estrutura:.:; dj.-

!\qUl'le um com Índice» [0,12, 16,20,40,44} no 

caso que i (i+l) é c1ivisivc:l por 4 ou o conjunto com Indices 

{0,2,6,14,26,30,34,42,54} se i(i+l) não é divisível nor 4.Le., 
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COHOI)iRTO 19. Exi.stem açóes livres de s 3 
em cada um dos E

2
, E

5
, 

E
6

,. E
9 

c E
10 

com quociente cada uma das 
7 

fi I 
1 i = 0,2,6,14, 26, 

-30,34,42 e 54. Analogamente, existem açoes livxcs de em cadà 

um do.:_; 

j ,= O,l2,1Ei,20,40,44 e 48. 

DEMONSTRAÇÃO. Foi feita ac.Lma. 
Q.E.Ll. 

.. 7 
[j] 

Obscrvurnos que para as esferas do primeiro grupo, i(.L+l) 

nao divislvel por 4, o valor de k que resulta na estrutura co-

mum 
7 
lO I 

dc·vc !;er bastante alto con~ as nossas contas ele-

mentares i nd.icam. 

-l'ara completar essa secçao, descrevemos explicitomente mais 

alguns fibrados S0(4)-principais sobre s 4 
usando os P's 

i. 
o 

problema de descrever todos eles continua pelo gue sabemos em a-

berto. (Ver t:ambém lSJ §26 .6)' IJ- "I e I 'l'l J • 

notc:,çõcs do Lema 16, -
de so I 4 J p Com as a açao em 

n+l/%'; 
2 

' on 

de IZ
2 

ittlld rld vartc ,, do r n+l ' definida por 

(p,t~) :< (A,X) (i1A, OX O p) 

e livre, c' tc~m quociente s
4 

com projeç:Jo: (2o.b, <~il - bb) 

Para cl~ISSificar esse fibrado, observe que a inclus~o i de 

uma S0(4) -órbita .induz u_ seguinte aplicação em nivel de I ' 
3' 



i " + " ---0 z 
" ~ 

i#(l,O) -1 e 

i#(O,l) n-1. 

Portanto, a imagem d~ aplicaç~o classificante 

___ , 

e gerada por (n-J.,l). Ent~o, temos o 

COROLÃRlO 20. O 

fibrado l' n-1,1 

p 
n/~2 

com o 

sobre o 

DEMONSTRAÇÃO. Feita acima. 

uçao de 

Q.E.D. 

S0(4) descrita acima 

COROLÂRIO 21. Os fibrados l' n,O 
tem espaços totais 

onde s
3 

atua em S0\4). Como 

q * (p,li) :::..: (qp,O) 

e S0(4) atua t)ela clirc~ta no quociente dQ maneira óbvia. 

DEMONS'I'RAÇAO. Ver 
Q.E.D. 

38 

c o 

50(4) 
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COIWLÁRIO 22. Os fibrados P tem espaços totais O,n 

( P ) " SO { 4) . onde 
n/Z2 SO { J) 

atua na Últimu colunu de p 
11 

e 

S0(3) atua em S0{4) por {q,-ll} * (p,(-J): = (p,nUJ i. e. , 

como subgrupo. 

DEMONSTRAÇÃO. Ver IR
2

J • 
Q.E.D. 

COROLÁRIO 23. Os fibrados sao obtidos de atua 

na Últimu coluna por 

(p, (;) * (A, X) : ;=; {pOAA I p(JX). 

DEMONS'rRAÇÃO. Da mesma linha que a demonstração do corolário 20. 

Q.E.D. 



40 

§4. UMA TRIVIALIZAÇÃO DE 

Nesta secçao produzimos um difeomorfismo entre P13 
e 

s
7 

x s 3 
e traduzimos a ação livre de sobre o P

13
, descrita 

em detalhe na §3, como quociente •• 7 
•• [44] 

- . 3 em uma açao l1vre de S 

sobre o produto S 7 v s 3 com quociente L: ~ 441 . Como consequência 

nos obtemos um número infinitc• de açoes livres exóticas de s
3 

so-

bre s 7 x s 3 com quocientes c:tda uma das 
7 

>=[i], i =: 12,16,20,40, 

44 e 48. 

N 

Pelo método de construção dos P's da §2, temos que os 
n 

ele-

rr.entos de sao as matrizes de Sp(l3) que tem a seguinte for 

ma: 

a -blbZLl o o o zl 

b bãbL- L o o o z 
2 

o -l -1 o o at
8

L -l>Lg z3 

o (ab)af
7
L-l -1 -bL-l o af

7
L

9 8 z4 

- ' -1 --· -1 -l o (ab) '-LJ.f
6

L (.J.b)af
6

L
9 

at
6

L
8

· [) z 
5 

o - 9 2 -] 
(ab) ·' I a I L 

- 8 2 -1 
(ub) ala! L 9 

- 7 2 -1 -b (ab) alui Ls ... zl2 

o - lO -1 
(ab) aL 

- 9 -1 
(ab) aL

9 
- 8 -1 

(ab) aL
8 

213 

Elemento de pl3 . 
I 
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A proJcçao sobre o 

s
3 

é pela direta 

-e a sua primeira coluna e a açao livre de 

na Última coluna. 

Para examinar o dividimos o s
7 

na seguinte maneira: 

S 7 
=-o u u v 

( ( c 
b 

a 
( ( b 

.7 em s 

em 

onde 

a ~ O) c 

LEMA 24. O CC1nj unto U r1 V e difeomorfo a s 3 :< s 3 :< (0, ·,;/2) • 

DEMONSTRAÇÃO. Considere as seguintes duas aplicações que .. 
sac 

viamente C 

.t ; u n v __ , 

definida por 

d -1 
bjbj-1 -L u ( . ~ (ajaj 

' c os I a jl b ' 

SJ X SJ 
' (o' 11/2) --> u r1 v 

definida por 

ob-
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coso :) ,:( 
,, 

I ' ((A,BI,O) ~ ~ 

b cos 8 

Como -11 ' sen (cos a 1) b temos que a o c e ~·; o a sao a iden t~i 

dade. Q.E.D. 

-Construímos c.goru uma sccçao sobre U resolvendo o .seguint:e 

sistema de treze equações lineares 

i 1,2, ... ,12 

ISI ~ I Linha. 1 ~ 1 
J 

para um J conveniente 

com l J < 13. 

SOLUÇÃO SO SISTEMA (SI EM U ~ (a f 0). 

I 11 az
1 + bz ~ 

2 
-2 o = zl ~-ab[a! 22 

I 2 I - b<>: + azl3 ~ o 
12 """"' •u ~ -1 -2 aba[ 212 

--c6- - 7 4 ----os- 2 
(ab laf

1 
z10 + (abl il[a[ z

11 
+ (ab) a[a[ z

12 
+ 

9 ' 
(ab) a z

13 
"" O 

I 12 I 

--c:::_-s- I I 4 9 I I 2 + (abl a a z 11 + (abl a a 
lO 

z
12 

+ (ab) a z
13 

"" O 

1131 ~ 1 
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Primeiro resolvemos (2) c substituimos em (3). Depois resol-

vemos (3) e substituimos em (4), etc., até em fim temos 

, ... ,z
13 

corno funç6es de z
3 

: 

-- 2 I '-4 -2 
25 - (ab) a, L8 23 

(ab) 3 -6 -2 
26 = I a I (L6L7L8) z3 

-- 9 1-18 = (ab) ja IL
1 

(ab)10 . -20 I a j (L
1 

-Substituimos todas essas equaçoes, junto com a 

na equaçao (12) e obtemos 

- 21 '-4 -(ab) u.: 

z 
4 

2
11 

-2 
L9) z2 

- 11 -22 
z 2 "' -(ab). jaj (L1 

1 
L I - 2 

.2 9 

-- 12 -24 
zl3 = -(ab) 1•1 (L1 

-2 
L

9
J 22 -
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Da equaçao (13) nos temos que 

I 2 4 -2 
ja ll- jb L I 

e da P~opu~iç~c1 12 temos que 

I '2 z ' ;;; 
2• 

2 -2 
I a J f 9 L 

f I 1221 ]',9)2 9 a Ll . . . ~ 

Então, 

12 
= I a I IL

1 
... 

Escolhemos agora o seguinte valor para z 2 

Este valor foi escolhido de tal maneira que a função transição 

a ser determinadu mais para frente, pode ser fatotizada por 

-

6 s .. 

Substituindo esse valor de z
2 

nas equaçoes acima, nos ob-

temos a seguinte secção 



X 

a 
{( J,g)---~' 

b X I I 

cujas coordenadas xi, i- 1, ... ,13 da Gltima coluna sao 

- -12 
x -·· {ab) a 

l 

·--12 
x,., - -d Ll 

c. 

9 -1 
L L g 

·--- 2 -12 -4 
X o (ab) a ! a ! Ll ' 

- 3 - 12 -6 
x4 (a h) a I a I Ll .. 

](' 12 -2(1 
' I I- . I ' (L 1 il.l a a 1 l 

--- J J --12. '-22 
(a l.J j - ;1 · a i (L 

1 

-1 r.
9 

L g 

L
8 

(L
9
L)-lg 

-1 . L
7 

(L
8

L
9

L) g 

4S 

P,Lca nbt I' r uma ~;ccçcao Y sobre V == {b -1 ,) I temos que rcsol: 

(S), en111 a pos~:;lhi1_i_dLlrlt' c],, dividir· por h. 

(em v c:-· c.h-_, u. J : 

(1) zL 



Substituindo em ( 3), etc., 

L 1
2 

8 zl3 

Agora substituímos tudo isso em (12): 

- ll -22 
(ba) !bl (Ll e 

-- 12 -24 
-(ba) lbl IL

1 
.•. L 12 

9 zl3 · 

:t: mais fáj_cl ol.Jtcr o comprimento de da Gltima coordenada da 

secçao X, de qu(O' cc._lculá-lo diretamente da matriz P
13

. 

Escolhemos agord um valor para z
1
_
3 

de tal maneira que a função 

de transjç~o SC faloriZJ por Sfi 

-

-1 
L L) 

9 

e substi tuinclo nds C'qunçoes acimil temos a 
-· 

sccçao 



y v ' s 3 
pl3 

a 
I I 

a 
I ,ql -··'·Y(( I 'gl b b 

cujas coordcno.da:::; da Úl t i_rno. cal una são: 

v -.. 12 

- 12 . l2 -24 
-(ba) b lbl IL

1 

- 2 l ') -4 
(boi b "lbl IL

1 
L L)-l 

9 g 

COROLÃRIO 25: A funç~o transiç~o 

\ uv 
. J lJ I '1 V _____ , s 

-entre dS duas sccçocs parciais X e Y e 

12 - 12-121 -24, ,-24 
a (ba) b a[ [bi . 
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DEMONSTRAÇÃO. SÓ verificar que igualando qualquer um par de coar-

denadas 



x. 'r_. 
.1 _L 

e r~solvendo por 9 

q = ), uv ( 

corr. o valor de 

Se 

). uv 

3 s 

_l ·--, 11 • . • 1 13 

teremos 

a 
b )q 

escrito acima. E 
0 Q •.. 

{Q,,,/21 --> l.l () v 

na deJr,onstraçâo (lo L c:• ma 24, temos 

48 

e a aplicé!çào definiC!<, 

LEHA 25. o uv r1ào depende da coordenada u em (O ,-T /2} 

existe ap]icaç~o 

com 

onde c e a projeção contínua de 

DEMONS'l'RAÇ'ÃO. Obviamente, 

/\uv o 3( (A,B} ,·J) 
12 - 12-12 

!\ {Bi\) B 

l s 

!. uv o 

sobre o 

e isso n~o depende de '·· Podemos entáo definir 

uvo 

6 s . 
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~ 1 3 SG SG A proJE:'~~ao c ' s s ~--' onde 
7 s , e e o equddor dF' 

definida identificundo 1 ' s3 e s3 1 a um ponto (o mesmo 

nos dois casos) que colocamos como ponto base do s
6

. A existên-

cia de \ que f02 o diagramu 

3 s 

comutar e, aqora Óbvia pelo seguinte: 

:\uv o r· (A, ll - :\uv o ~-·, (1 ,A) 1 . 

m 

COHOLÁRIO 26. Existe homotopia c 

F s 3 
>- s 3 

x [o, :r;z] --> s 3 

com F .. l o ,, o ·uv e 

Q.E.D. 

DEMONS'I'R11ÇÃO. Como PlJ c trivial e s
6 é o equador de s

7 
(i.e., 

s6 = r:.s?), Lema 25 imp1ica que ~:\ 1 a suspens~o de 

ção classificantc do P
13

, f~ deve ser trivial, Le. 

ca a aplicaç~o constante: 

Existe homotopia 

0 a aplica-

e homotópl 



-
F 

F (c I a 
I I l com o 

o b 

F',,/2(c( 
a 

I I .. 
b 

3 io, /21 --7 s 

e 

I I I' I él 
I I - :l.uv b I 

a 
I o ,, . b 

Esta hornotopi a pode :;l'J. lC'v:mtc1lt1 de maneira óbvia a uma r: 

F s 1 :~ .s 3 " [o,;' /L J ____ .------.;, s 3 

C X id 

l 
b 

S. 

F 

lO f /21 

Podemos também SUJJOr yuc F c C 

a 
F 

0 
I b I ~ I par te do ,, em 

1 

com 

12 --112-121 -24'b',-24 a (ba. b a 1 para todo O em 

Observcc agoru que podemos colocar 

-1 I cos a j em [O, C/21 

1}, -jl 

Q.E.D. 
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e obter 
a 

··,.;( b ) uma 6l'C'Çar• gtubat di? r
13 

com a seguinte Gltima 

coluna: 

::s 
(i: 
(l 

r 



w
1 

I 
a . ,-l21 1- 2 1 L )L-l a 

~ (do)a a L
1 

... FI, I b 9 b 

"'2( 
a ··12 -1 a 
b 

-a IL
1 

L
9

)I. F I b 11 

"uI 
a ·· 12--12

1 
-24 

b I ab) a • a I I L1 

COROLÁRIO 27. A ur-;licação (j} 

' s 7 
:< SJ 

(o. 2 -b:b: • L 
-l 

o 

q,l ( (~) f h) : "-' b LJ,1!J L-1 11 

I 

\ o - lO -! 
(Jb) e1L 

- 9 -! 
{ab) aL

9 

e um difeomorfismo entre 

em 

1*1 

onde 

com quociente 

= (( qaq 
(jbq 

7 
' 14 41 

-1 
(-1 -- cos :L11 em [O, "/21. 

e 

c 

gaq 
4bq 

L L)-l il 
I 9 F ('r { b 

-C, pl3 com 

o w1 I 

o w21 

a w 1 ·-~ ( 

-e a açao llvn:-

a 
b ) ~h) 

51 

a \ 
)h 

b 

a 
Ih b 

a Ih 
b 

DEMONSTRAÇÃO. A dplicaçâo ':' e difeomorfismo poj s e construida a-

través da secção global de P
13 

- 3 
descrita acima. A açao de S em 

s 7 
X s3 é o "pul.l-buck" da açao de s 3 

em Pl3 com quociente 

I~ 441 (conjugação r~-> g~~q para as entradas das primeiras 12 

colunus e mu:lti.plica.ção r,·. l----7 gi1.l para o.s entradas du Última coluna); 



I I 
a 

) 1 h) ::: 
-1 

'H( 
a 

I , h I I CJ * b 
·.i' (q * b 

com 
,_ 

Vll ( 
a 

)h . qaq . . q 
b 

( " ( a 
I , h I qbq w2 ( 

a ) h q * ~ q b b 

o 

onde e a ~ltin1a coluna da secç~o global 
il 

H{ b ) . 

Se 
c a 

<:•li d ),q) - q * 1 '1' 1 b ),h) 

Como 
\ c 

I c . . . w
1 

I 
d 

) 9 \ 

(ÍJ ( ( 
c 

I ,gl ( d w2 I 
c 

)g ~ . . a . d 

~ o wl3( 
c )g . . . 
cl 

temos 

c e 

l=l, ... ,l2. 



Resolvemos c1gora qu;:dqw~r uma das 

w . 
. l 

qo.q 

qbq 

a 
lg-qwi(blh 

para o valor de g, observu.ndo que para algum 1_, 

Por exemplo, para i = 1 temos 

(C{aq (_f bg) 
-- 12 ,-2 
(qaql 

1
a1 {L

1 

q.Jq 
r I I q 0 qbq . 

·-- --121 -2 
- q(ab)u :a

1 
(L

1 

ou 

- - -12 -2 qaq 
q{ab)a qlal f',( )g ~ 

I. Z]bq 

- - -12 -2 a 
q(ab)a la i Fd ( b )h 

Ent,)o, 

qaq a 
q - ].'" ( lq F ( 

b 
I h . 

'·· qbq e 
Q.E.D. 

Obviamente a açau (*) do Corolário 27 é o modelo para um 

53 

numero 

infinito cl~ :1ço~s livres de sobre com quocientes 

as esferas 
.7 
. I i I , i = 12,16,20,28,40,44 c 48, do corolário 17. 

A única coisa que muda é a potência de k na homotopia de 
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l
--24k '! ,-24k 

'" i 'I a um0 função constante. A cor-

respondªncin entre k c ]i] e aquela mesma do Corolário 17. 

Similariamente, podemos escrever as aç6es livres de s
3 

e:·:n 

Sp(2) com quocientes as esferas ) 7 
. I i I do Corolário 18, usando 

as mesmas homotopia F ( n ) o b . 

OBSERVAÇÃO 28. As açoes exóticas do tipo (*) sao consequência de 

consideraç(Jes puramente homotópicas. Porém, o ingrediente princi-

pal é a aplicaç3o 

F 

que fornece a homotopia entre 

12 - 12 -12 
(A,B) ----->-A (BA) B 

e 

(A,B) ----;. l. 

A sua existência pode ser interpretada também na seguinte maneira: 

A álgebra dos quartênios unitários satisfaz uma identidade polin:?. 

mial, módulo homotopia, do tipo 

ou 

12 
X 

12 '\_. yl.2 y 

xl2 (yX) 12 yl2 _ 1 ,,, 0 _ 

12 
X 
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Achamos yuc uma invcstiq~ç~o cxplicita da apJicaç~o F seria mui 

to interessante do ponto de vista Algébrico, Topol.Ógico e também 

do ponto de vista de Geometria Diferncial, relativo ~s 

Riemannianas das esferas 1 :~il 

OBSERVAÇÃO. Os dcmai.c~ S0(4)-f_ibrados dos principc:tis p 

métricas 

~;obre 
m,n 

s 4 , i.c., com m = 2,3, ... e n qualquer (ver p. 37), foram re-

centemente descritos pelo autor. 



[A-H-S] 

[C - G] 

[D- R] 

[E- K[ 

[G --H] 

IH] 
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