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SOBRE 0S GRUPOS DAS CLASSES DE IDEAIS DOS CORPOS

*
NUMERICOS ABEILIANOS REAIS( )

Franocisco Thaine

RESUMO. Se obtem uma relagao entre os grupos das classes de
ideais e o0s grupos_das unidades dos corpos numéricos - abeliands
reais por meio do estudo da fatoragao em ideais primos de cer-
- tos inteiros ciclotdomicos semelhantes &s somas de Gauss. Se
obtem anuladores de classes de ideais que satisfazem uma condi-
g&didada. Esta condigdo & satisfeita por todas as classes cuja
ordem € uma poténcia de p se o corpo estd contido num corpo

p-ciclotdmico (p primo).

Para uma classe de corpos,a-relagao mencionada induz uma
outra entre o grupo das classges de ideais e o grupo guociente
das unidades por as unidades circulatdrias. Os subcorpos reails
dos corpos p-ciclotdmicos sao dessa classe. Se da uma aplicagdo

ao ultimo teorema de Fermat.

(‘k

} Este trabalho foi parcialmente feito na Universidade de Maryland em

College Park onde o autor estava com uma bolsa do CNPq.



INTRODUCAOC E ALGUNS FATOS BASICOS

Sejam K um corpo numérico real abeliano, A ‘seu anel de in

teiros e = uma raiz m-é&sima primitiva da unidade, onde

m
m & o menor inteiro positivo tal que K C Q{z ). Sejam r o

.grupo de Galois de qg(cm)/K e G o grupo de Galois de K/Q.

Definimos os seguintes conjuntos de fungoes racionais na

indeterminada X:

. m~1 : '
WX ={fx) =t ¢ I (X—Qk)ak:j, a €% e £(1) & una unidade de Z[rl},
k=L .

vig={ 0 £ :£(X) € w(x)}.
gerl

Claramente V(X) € K(X) (fungoes racionais sobre K).

Seja. U o grupo das unidades positivas de A. ol co:r.ljunto
V(1) & um subgrupo de indice finito de U que nos chamamos de
grupo das unidades circulatdrias positivas de A (note que a .

conjugaciao complexa pertence a [I'). Definimos § = U/V(1).

Sejam g um primo racional impar que se decompoe completa-
mente em A, e 6 = Bq uma raiz g-8sima primitiva da unidade.
Chamemos Ng a4 norma de K(9) em K. O seguinte fato & fundamen

tal para este trabalho:

PROPOSICAO 1. Se f(X) € v(X) " entdo Ng (£(8)) =1.



DEMONSTRACEO., Temos £(9) € K(8), logo N, (£(9)) & um elemento

. m-1 k. %k ~
bem definido de K. Se f£f(X) = il (x-g7) 7, a, € &, entdo
' k=1
m-1 _ kg \Tk aq
Ng(£(0)) = 1 (F=E— k) = &L, once
k=1 1-¢ .
m-1 a
s(z)y = M (1-¢5 ¥ea.
k=1

Como g se decompoe completamente em A, temos S(Eq):=6(c)

e a proposicao segue.

Seja s uma raiz primitiva modulo g e seja T o K-automor
fismo de K{B) tal que T(9) = 6%, Da Proposigao (1} e do Teore
ma 90 de Hilbert concluimos que: Se £(X) € V(X) e e = £{8),

entao existe a € A[6]), o # 0 tal que T{a) = ea.

As idéias deste trabalho sao uma extensao das ‘idéias de
Kummer gue levaram ao Teofema de'Stickelberger, mas enguanto o
Teorema de Stickelberger nao diz nada sobre os subcorpos reais
de @(%), os resultados que nds obtivemos s30 mais naturalmente

estabelecidos para esses corpos.

Na Segao (1) estudamos a fatoracao em ideais primos dos ele
mentos o definidos acima. Na Segdao (2) relacionamos esta fato-
ragao com a estrutura do grupo das unidades de A (Teorema 1).
Isto &€ conseguido por meio de uﬁ teoremaslocal—glob;l {(Proposi-

¢ao 5). A ajuda dada e os belos teoremasde Teoria dos Corpds de



Classes mostrados para mim pelos Professores Lawrence Washington
e René Schoof, o primeiro sugerindo a estratégia da prova e o
segundo resolvendo o ponto principal, foram essenciais para che-

gar a este resultado.

Na Secao (3) usamos os resultados das segdes anteriores pa
ra obtermos anuladores (em Z[G]) de um conjunto de classes de
ideais (Proposigoes 7, 8, 10). Este conjunto conténl.o p-Sylow
subgrupo do grupc das classes de ideais de K se este corpo es-
t& contido num corpo pe—ciclot6mico (p primoj}. Os anuladores
mencionados se expressam em termos dos maiores inteiros n tais
gue certas unidades de V(1) sao n-ésimas poténcias de outras

unidades.

Para corpos que satisfazem uﬁa condigao . {Proposigao 11)
bodemos ir além e estabelecer uma relagao entre O grupo dasg
classes C e o grupo § dag unidades positivas modulo as unida-
des circulatdorias (Teorema 2). Todos os subcorpos reais dos cor
pos p-ciclotdmicos satisfazem essa condigac e nds provamos que,
para tais corpos, cada anulador do p-Sylow subgrupo ﬂp de 9]

e também um anulador de p-Sylow subgrupo Cp de (. Quando K=

il

Q{Cp + C;lJ este resultado pode também ser obtido a partir de
um de Mazur e Wiles (veja a referéncia [5] pagina 146). Uma
aplicagdo ao primeiro caso do Gltimo teorema de Fermat & dada
na Secao (4) (Teorema 3). La se estende para expoentes primos

guaisquer, um resultado de [ 7], Parte TII.



1. FATORACﬁO.DE CERTQS IDEAIS PRINCIPAIS

Seja g um primo impar fixo que se decompoe completamente
em A e 0,8, 1T como acima. Sejam  £(X) um elemento fixo de
V(X), e = £(0) e a € al[6 ]\ {0} tais que 71(a) = e0. Denote-

il

mos por (o) o ideal principal «A[8]. Temos que T(a)=(a).

Seja Q um ideal.primo de A acima de g e B o {nico ideal
primo de A[9] acima de Q. Como K N @(8) = @, cada g€ G=
= Gal(K/0) pode ser estendido, numa Gnica maneira, a um  Q(8)~-
a‘utomorfismo de K(68), denotamos esta extensao ainda. por o .e
chamamos G' ao cor(ljunto de todas tais extensﬁ;—!s de ‘eleméntos

de G.

- Temog as seguintes decomposigoes em ideais primos:

St

ga = I o(0), qzio] = (8-t ze),
o EG

Gafsl = I o@?t, oareq=g9!

 (8-1)Afe]l= I g(B).
O-EGI .

gEG!'

Como ©s primos acima de g sao os Gnicos primos gue se ra-

mificam na extensao X{061/K e como t{¢) = {a) temos gue

' r
(1) (@) =p O & +(8) °,
oEG!

onde r €% e D & um ideal de A[0] relativamente primo com



g e gue estende um ideal de A, i.e. (D n A) A[DO] {logo

7 =
' -1,,.%0 o Lo
veremos a vantagem de escrever o¢ ~(B) em vez de o¢(B) 7. - em

(1)) .
vVamos determinar os expoentes’ r,. em {1}, modulo g-1. O

seguinte fato conhecido serad usado para este propdsito.

LEMA. Seja L um corpo:numérico, R seu anel de inteiros, P um

ideal primo de R e v a valorizacgac correspondente a  P. Se
vy € L & tal que v(y) = 0, entdo existem X € R e ¢ € Z nao
divisiveis por P tais que Yy = {%.
Sejam o € G' e r, como em (1}). Como 7t1{c) = e, pode~
. moS escrever
o s r
6- -1 g _
(2) (=7 ) ~tly) = ey,

a ' :

onde Y = —_— Pelo lema acima, existem A € A[ 0] e
(6 -1) °
.--' . . - . ) ""l N )\
c €EZ nao divisiveis por ¢ “(B) tais que vy == - Claramente
T(A\) = A mod 6 -1, portanto T(Y) =y ¥ 0 modo (B).

Assim podemos cancelar 1(y) e Yy, em (2), modulo cml(BJ

e concluir qgue

1

"

= g = £(6) = f(1) modg ~(B).



Portanto,

s = o(f(1)) modB

e finalmente, como B N A = Q, temos

r
s 9= og(f(1)) mod Q.

Resumimos os resultados desta segao na seguinte proposicao.

PROPOS'IQKO 2. Se f(X) € V(X), existe o € A[61\ {0} tal que

T{a) = f£f(8)u. Para cada um de tais elementos o Etemos Lem
Alg])
r
(@) =7 0 o L) °,
ceEQG'
onde U & um ideal primo com g e tal gue U = (D0 A)A[S], e
os r., O € G', sao inteiros (determinados modulo g -1} tais
r

que s %= o(f(1)) modQ.

OBSERVACAO. Segue da Proposicao (2) gque

_ r
@nadt o ol °.

GEG

(NK(B}/K(O‘))

Em particular, se o nuimero das classes h de K divide



- r
I 1 g

g-1, o ideal o T (Q) & principal.
g€G

Mais geralmente, gseja e um expoente do grupo das classes
de ideais de K, se e =ab com a,b inteiros e se ajqg-1
entao o ideal
1 rc)b

(II ¢ ~(Q)

o€ G

€& principal.

Para um elemento fixo f£(¥X) € Vv(¥), o conjunto dos o€ Af6]
tais que T{a) = £(8)a & un A~moduio nao nulo M. Existe um
conjunto natural {FO,Fl,...,Fq_l} de geradores de M que sa-

tisfazem a relagao

+ ...+ 0971p = q,

P+ 6F; g-1

esperamos estudar M e seus geradores em outro trabalho. A prin
cipal pergunta nesta linha & se algum elemento o € M & um di-

visor de .q.

2. CLASSES DE IDEAIS E UNIDADES. UM TEOREMA LOCAL-GLOBAL

Seja f£(X) € V(X) fixado, escrevamos & = f(l), esta & uma

unidade circulatdria positiva de A. Supomos que & # 1,

Para cada ideal Q de A, sobre um primo racional g que



se decompoe completamente em A, sejam 0 =.6Q uma raiz.q~ésima

primitiva da unidade e s = S uma raiz primitiva modulo q-
Se o© € G, seja rg = rO(QJ como na Proposicac (2). Temos
rs Q)

s = g(8) mod Q.

Para cada unidade € de A, € # * 1, definimos o nimero
¢ (e) como sendo o maior inteirco k tal que € = uk para alguma

unidade u de A. Temos que ¢(o(e)) = ¢(eg) para todo o € G.

PROPOSICAQ 3. Sejam Q como acima e 0 € G, entdo

mdc (¢ (), g - 1) [r_(Q).

DEMONSTRACAO. Seja p uma unidade de A tal que § = u¢(6).

Existe um inteirec ¢ tal que o(u} ¢ mod Q (peis Q & de pri-~

meiro grau). Temos

C¢(6J

s = g(8) = cr(u}(p(c” = mod Q,

r
0 = 0(8)

portanto s modqg. e a proposigao segue.

Como na Segao (1), sejam T = To © K-automorfismo de K(©)

tal que 71(8) = 6%, ¢ a = % € afol\N {0} tal que Tla})=f(o)a.

Pelas ProposigOes (2) e (3) temos em A as seguintes fatoragoes:

-1 . 0 r_{Q) ‘
(3) (g (ag)) = 091 I o7l @ T = gRdc(e (&), amD)
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para alguns ideais D e & de A.

Agora consideremos os ideais Q como percorrendo por uma
classe de ideais para obter uma especie de reciproca da ~ Propo-
sicao {3). Sejam E uma élasse de ideais de K e a um inteiro
positivo. Definimos E_, como o conjunto de todos os ideais pri

mos de E que estao acima primos racionais (positivos) g que se

decompOem completamente em K e tais que g = 1 mod 4.

Se E e a sao tais que E, & nao vazio e o € G, denota-
mos por n = n{§,E,a,0) o maior diviéor comum de a e de todos
os ro(Q) tais que Q € Ea (note que o mdc(rG{Q),a) nao depen-

de da raiz primitiva mddulo g, s escolhida, pois a|gq-1}.

Q

A seguinte proposicao & uma consequéncia das definicdes.

PROPOSIGAO 4. Sejam 0 € 6 e E,a,n como acima, entdo para

todo Q € B, existe B, €Z tal que o(§) = Bg mod Q.

Q

Nosso principal objetivo nesta segao & provar o seguinte:

TEOREMA 1. Se E, & nao vazio, entao para todo ¢ € G temos

que n{{§,E,a,o) divide 2¢(4).

Este teorema & uma consequéncia da Proposicao (4}, mas pa~
ra prova-lo temos gue usar métodos mais poderosos (principal-
mente o Teorema de Densidade de Tchebotarev). A maior parte

das idéias envolvidas na prova foram sugeridas para -mim pelo
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Professor Lawrence Washington. O ponto crucial foi resolvido pe

lo Professor René Schoof que demonstrou o seguinte resultado ge .

ral:

TEOREMA. Sejam K um corpo numérico e L/K uma extensaoc finita.
Seja f um diviscor de K e suponha gue existe uma classe de
ideais generalizada E € If/Pf tal gque sempre gue um primo P
de K estd em E entao P se decompoe éompletamente em L/K.En-
tao L/K & uma ektenséo abeliana. {(Podemos restringir a nossa
atengaoc a P de grau absoluto 1, e também permitir um nimero f£i

nito de primos excepcionais P}.

Nao damos aqui a prova deste teorema, porque nos realmente
precisamos do seguinte resultado menos geral, porém mais forte
{a prova inclui pequenas modificagGes dos argumentos do Profes-

sor Schoof):

PROPOSICAC 5. Sejam K um corpo numérico abeliano real, A seu
anel de inteiros, § uma unidade positiva de A, E uma classe

de ideais de XK, 4 um inteiro positivo e E, © conjunto dos

ideais primos de primeirc grau pertencentes a E e que dividem
primos racionais (positives) g = 1 mod a (permitimos que um ni-

mero finito de tais ideais nao pertenca a E.)-

Seja ¢ um divisor.de a. Suponha qgue E, € nao vazio e

c

que para todo Q € Ea existe BQ € A tal que 8 = BQ mnod Q.

ET TR R
T A G -

asDIFIATICYF 2 FE b5 -
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Ent3o existe B € A tal que:

§ = BC T se C

m

impar e

c/2 & par.

[
I
™
"
i
0
1)

€ tambdm quando ¢ & par -em

OBSERVACAO. Podemos cbter & = B
nmuitas situagbes, mas este & um assunto delicado (em relagaocom
isto ver [21 Teorema (1)}, Capitulo (9) e Teorema (1), Capitulo

(10}) .

DEMONSTRACAO. (Se n & um inteiro positivo denotamos por T,
. - s , - . C .
uma raiz n-é&sima primitiva da unidade). Seja Vv =6 a raiz
positiva c-ésima de 6§ e seja L o fecho normal de K{v) sobre
K. Seja p(X) o polinfmio irredutivel de v sobre K, entdo

p(X)]Xc ) e L & o corpo de decomposigac de p(X) scbre K.

Portanto L = K({v,z ) para algum efc.

Seja H o corpo de classes de Hilbert de K. Vamos provar
que L C H(Z,). A proposigdao segue disto porque entao teremos que
L/K e K(V)/K sao abelianas (pois H(Ca)/K & abeliana). Por-
tanto L = K{v}, e € K(v) C R, Lo = 1 e pH) =X -v se

2 2

c & impar; p{X) =X =v ou p(X) =X ~-v se ¢ & par. No

primeiro caso (¢ impar) tomamos B = v, no outro caso tomamos

Para provar que L C H(ca) observemos primeiro gue cada
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Q€ E, se decompoe completamente em K(v). De fato, p(X) [xc - $

c C

e o polindmio X~ - § = X - Eg € A/QIX] se decompoe em fato-
res lineares porgque © co.rpo A/Q contém as raizes c-8simas da
unidade (pois cla e ajg-1 = #(A/Q)*). Como também @ ndo di
vide o discriminante de v sobre K concluimos que IQ se decom-
pée completamente em K(v) (réf_eréncia [3]).

Portanto cada Q' € Ea se decompae completamente no fecho

normal L.

O grupo das classes de ideais de K & isomorfo a Gal (H/K)
- via a aplicagao de Artin. Seja ¢ € Gal(H/K) a aplicagao quecor

responde a E, Seja M = LH(Ca} (ver o diagrama) .

M = LH(E )

L(z,) 6

H(Z,)
K(z,)

Kv) K(g,) H
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Por hipdtese existe 0, € B, , como ¢ = Fo & o automor-
' o

fismos de Frobenius para Q, € como Q se decompoe completamen
te em K(f ) temos que a restrigdo de ¢ a K{({j ) NHE &a apli
cacdo idéntica, portanto podemos estender ¢ a um automorfismo

s

¢ de M tal gque ;(Ca) = L-

Seja G = Gal(M/H(ca)) e éeja g € 9G. Pelo Teorema de Den
sidade de Tchebotarev (feferéncia f3]) existem infinitos ideais
primos P de M tais que o automorfismo de Frobenius Fp ~para
MYK(Ea) & g e tal que o primo P' de K(ca[ abaixo de P & de

grau absoluto 1.

Como a restrigao FPIszgIH = ¢ & o autamorfismo de Frobenius

FQ para Q = PN A, devemos ter Q € E.

ar

Come P' & grau absoluto 1, devemos ter ambos: gque O mesmo
vale para Q e gue o primo racional g abaixo de Q & congruen-
te com 1 mddulo a. Assim O = P N A € E, (escolha P de modeo

a evitar as finitas excegoes permitidas).

Assim Q se decompoe completamente em L e logo Fp =idL.
L

Portanto g = FP € Gal (M/L).

portanto @G C Gal(mM/L), ; € Gal{M/L) e finalmente G C

C Gal(M/L}, o qual implica gue L C H(;a) como queriamos.

O Teorema (1) segue das Proposigdes (4) e (5), e do seguin

te fato.
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LEMA. Seja § € U, se 6 = Bc com B € A, entao c]cp(ii).

DEMONSTRACAO. Escrevemos ¢ = ¢(8). Seja v € A tal que § =v¢.

Sejam- d o maior divisor comum de ¢ e ¢, e x,y €Z tais que

xc + y$ = d, entao § = (vayd [cf¢], ondé [c,¢] & o minimo
miltiplo comum de ¢ e ¢. Por definicao de ¢ temos entac gue

[c,$] < ¢, portanto clé.

3. UMA RELAQﬁO ENTRE O GRUPC DAS CLASSES DE IDEAIS E O GRUPO
DAS UNIDADES DE K

Conservamos as hotagOes das se¢oes anteriores, denotamos

por C o grupo das classes de ideais de K. -Sejam f(X) € v(X),

8§ = f(l) e E € (. Seja a um inteiro positivo tal gque E, é

nao vazio. Da Proposigao {(2) (ver a observacac que segue a essa

proposicao) concluimos gque se Q € E, . entao

: _ r '
(4) p* T oty 7= (B
' U0EG
para algum B € A e algum ideal U de A, onde os r, = rG(Q)
sdao0 inteiros tais que
Yo
S = g(d) mod Q.

Denotemos por vy = yv(Q) o elemento z rG(Q)Uhl do_. anel de
. 0EG
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grupo ZI(G] e por F a inversa da classe de U em C. Por (4)

temos
(5) gY = g%,

. a

Desta maneira, estudando casos nos quais F = 1 (o elemen

to unitirio de (), vamos cbter anuladores de certos subgrupos
de (. Estes anuladores estao relacionados com a estrutura do

grupo das unidades como provamos a seguir.

Denotemos por $(§,4) o maior divisor comum de a e ¢{J)
(se 6 =1 fagamos ¢(6§,a) = a4}, e como antes, se O € G - seja
n(é8,8,a,0) o maior divisor comum de a e de todos o0s rU(Q)

tais que Q € E_, entao
(6) wn{§,E,a,d) = $(§,a),

onde ®w € {1, %% 1.

De fato, da Proposicao (3) concluimos que ¢(8,a}In(s,E,a,q)

e o Teorema (1) implica que H(ﬁ;E:a;U)|2¢(5;al-

Consideremos mais uma vez a formula (5), temos que Fa‘= 1
em varios casos (ver por exemplo a Proposigac (7)), para estes
casos (se E, & nao vazio) as férmulas {(5) e (6) dao uma rela-
¢ao entre anuladores de E e unidades. N3s provaremos que esta

relagao aparentemente complicada entre C e U fica simples em



muitas situagoes importantes. A seguinte proposicao garante que
' ' n o, -
os p-Sylow subgrupos dos subcorpos reais dos corpos p -cicloto-

micos tem as propriedades desejadas.

PROPOSICAO 6. Se K € Q(g n) N R e a= pk para algum primo
p

p e alguns inteiros positivos n e k, entao E, e nao vazio

para todo E € C,

DEMONSTRACAC. Seja r = sup {n,k }, temos que K c Q(Epr). Como

o primo acima de p se ramifica completamente na extensao

Qg /K, aaplicacdo norma & uma aplicagdo sobrejetora do grupo
P
das classes de ideais de (g r) sobre C (ver referéncia ([51,
P

Teorema 10.1). Seja E € C, denotemos por N a aplicagao norma
e por E' uma classe de ideais de (g r) tal que E = N(E').

_ _ p
) de

Sabemos que existem infinitos ideais primos de Q(¢ r
P

grau absoluto 1 pertencendo a E', se Q' & um tal ideal afirma
‘mos que N{(Q') € E, . De fato, claramente o ideal Q = N(Q') e
um ideal primo de A de grau absoluto 1, pertencente a E. Seja

o primo racional abaixo de Q, como Q' & de onrimeiro rau
F & g

temos gque g = .1 mod pr, donde * g 1 mod pk = da. pPortanto Q€ Ea

como foi afirmado.

A Proposigac (7) seguinte & valida para corpos numéricos

abelianos reais K arbitrarios. Se também K C @z nos for-

),
pn

nece um conjunto naoc vazio de anuladores para cada . classe do
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p-Sylow subgrupo de C, devido & Proposigdo (6).

PROPOSICAO 7. Seja & um primo. Seja ¥ um expoente do

2-Sylow subgrupo CR de C. Se E € C£ , Q€E y € se § e os

£
r, = rU(Q) (c € G) sdo como antes, entdo
r
n ol %=1,
TEG
DEMONSTRAGAO. Temos, por {4),que
r v
o g l(E) U=F£’
CEG -

v
para algum F € (. Claramente F € Cz ; portanto _Fg

]
-
{D
&

proposigdo segue.

Temos estado trabalhando com unidades arbifrarias § =£(1) €
€ V(1). As congruéncias £ 9 = g{8) modQ da Proposigao fZJ, su
.gerem que certas ¢ "bem comportadas” com respeito a conjxﬁgaes
dévem ser eépecialmente consideradas a fim de obtermos um con;
junto de expoentes r, com o qual possamos trabalhar. O obje

tivo & obter anuladores eficientes de subgrupos de C, podemos

(e faremos) restringimos a considerar os £-Sylow . subgrupos Cg.

PROPOSIGAO 8. Sejam & um nimero primoe a = £ um expoente de

C2 . Suponhamos que 6 = £(1) (com £(X) € V(X)) & uma unidade
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tal que para todo ¢ € G existam um inteiro c  relativamente

primo com a4, e uma unidade €y de A tais que

CO'GL

(7) | o(8) =6 "e; -

Seja E € C, . Se E, & nao vazio,entdo

_ C

g ~(E) = 1.
cEG

DEMONSTRACAQO. Sejam @ € E, s 9 o primo racional abaixo de Q

e s uma raiz primitiva modulo g. Como Q & de primeiro .grau,
existe um inteiro d = d{(Q) tal que & = s mod Q.

Das Proposigdoes (7) e (2) concluimos que

r
I ¢ l(E) o - 1,
0g&G
r c dc_+ 73 a _
onde s % = g(§) = 6"083 =g ¢ 9 mod g para algum inteiro jU.
Como ajgq-1 temos que s = ‘dcc moda e, como r* = 1, con-
cluimos que |
-1 (p) 0y4(Q)
(8) ( I o *(E) 7) = 1.
CEG

E claro que, dado ¢ € G, n = n(é§,E,a,0) & também o maior

divisor comum de a e de todos os d{Q) tais due Q & E,
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(porque c, e & sao relativamente primos). Como a formula (8)

acima vale para tode Q € E; e como Y = 1 temos que

C

L 9N =1

(0 o
oEG

& a Proposicao segue da férmula (6).

A Proposicdo (8) nos mostra a conveniéncia de buscar uni-
dades & € V(1) que satisfazem (7) e tais que ¢(§,a) &€ minimo.

Vamos trabalhar nessa direcdo.

Sejam & um primo e M um expoente do £-Sylow subgrupo

Q, de @ =U/V(l). Dada a sequéncia L = {CU}GEG de inteiros c_

%
relativamente primes com a = M (um expoente de Cz)definimos

H .
Sq = Sq 1, T {feeu:e 9ey? para todo ¢ € ¢ e &b € v()}.
F

Este & um subgrupe de U. Se 8' & um subgrupo de S, 1 entao
S'/s8' N V(l) & canonicamente isomorfo a um subgrupo de Q-
Chamamos I(S') aomenor inteiro positivo que & um expoente para

g' /s8' N V(l), I(S') & uma poténcia de &. Por ultimo definimos -

¢a(8') = inf{¢(e,a) ; € € g'}.

¥ e s =38 como acima, te-

PROPOSIGAO ?. Dados L, a = . o

mos que

6,05, M V(L) o (S)I(s"),
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para todos os subgrupos S' de S .

DEMONSTRACAO. Seja € € 8' tal que ¢a(5') = ¢{e,a), seja &=

1
= I8 antdo §€5,NVI(l) e (se €# 1)

¢(8) = I(s')9(E),

portanto ¢{(8,a)|I(s'}d(e,a).

Como ¢ (s, N V(1)) < ¢(6,a) e como ambos numeros sao po-

téncias de £, o primeiro divide o segundo e a proposigéo segue.

PROPOSICAO 10. Sejam £ um nimero primo, a = 2V um expoente de

C, v L = dcyl, g uma sequéncia de inteiros relativamente pri-
mos com a4, A = Z ¢ 0_1, e 8, =358 como acima. Se E € C
e a a,L L
cEG
& tal que E, & nao vazio, entdo para todos os subgrupos S'de
Sa .

20 _{(8')I(s')A
g ¢ = 1.

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao (8) que

29 (s _NV{L)}A
g & ¢ =1,

agora usamos a Proposicac (9) para obter o resultado.
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Estamos procurando conjuntos L e unidades € € § I ade-
r

guados tais que ¢(g,d) seja minimo. E conveniénte descrever es

tas coisas em termos de matrizes, como segue:

Seja €) s ..., € . (r = # G - 1) um sistema fundamental de

unidades de A. Para 0 € G e 1 < j < r, escrevemos

- v..(0) i , ) -
com ¥y, ylj( ) inteiros. Definimos

Y, = [yij(U)]

1<i,j<r °
X X 2 4 Z
2 -
Se Y =1t sllsz ... €5, entdo v° = 511522 err , onde
21 X
%2 | X2
. = ¥, . .
Z X
\ r \ r

g o o]
lrszrooofe

des, temos que det Yc =+ 1.

Como € € também um sistema fundamental de unida

Seja H o grupo das matrizes r xr com entradas em Z e

determinante + 1 (matrizes unimodulares). As seguintes afirmacoes
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sao faceis de provar:

A aplicagdo o +— YU & um homomorfismo injetivo de grupos

de G em H (assgim, ¥Y_Y =Y Y =Y para . todos: os
9291 919 99

0y 0, € G). A classe de conjugagao de Y, em H nao depende do

sistema fundamental de unidades particular escolhido para defi-

nir esta matriz. Também 2 Y, = 0.
OEG
. X X, X,
Sejam L e Sa,L como acima, uma unidade e=+ € €y eer €
gH
pertence a Sa [ see somente se € € V(1) e
L
ch = cUXIina para todo 0 € G,
onde X & o vetor coluna com coordenadas Xy oo 0 X o

O nimero ¢(e,a} & igual A& maior poténcia de 2L que divide

a e ¢ vetor X.

PROPOSIGAO 11.

1) Seja & um nﬁmerq primo, as seguintes condigoes em K

e % sao equivalentes:

(a) Se y = X dGUEZZ[G] e tal que EYEU'Q’ para
gEQG

todo € € U, entao d, = d mod % para todo 0,7 €G.

(b) As matrizes Y ,0€G, 0 # idG © 830 . linearmente



24

independentes module & (para algum sistema fundamen-

tal de unidades escolhido).

2) Se K satisfaz as condigoes acima para o primo £, en

tdo todos os subcorpos de K também as satisfazem.

DEMONSTRAGARO. A parte (1) & clara. Para provar a parte (2) su-
ponhamos que K e 2 satisfazem as condigoeg da parte (1). Séjam

L um subcorpo de K e G' o grupo de Galois de L/@. Suponha-

- Y
mos que y = X eo,U' €Z{G] & talque % € ©E€ y't para
gleG!’
todo e €EU' = U N L., Para cada o' € G', seja ¢ € G tal que
o' = cr|L . Se A & o grupo de Galois de K/L e
y= ( 2 e ) ( Z 1) = I e 0T,
G'EG! TEA g',T
entao % el € U‘Q’ para todo € € U. Portanto - e, = e r mod 2
1 2

para todo oi ' O'é € G, como queriamos provar.

Agora, seja & um primo que divide o nlmero das classes de

£’ um expoente de (. Seja

]

K e, como antes, seja - a

VY : G > (Z/aZ)* um homomorfismo de grupos e para cada g€ G

escolhamos um inteiro c, ha classe ¥(0}. Temos CUTEEC cTImmia
ara tod T € G. = . Se- - -1
p o o, G. Chamemos L {CCF}O'EG Seja Mg UéJG c Y T

Temos gue
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YUML = cUML mod a para todo g € G,

Se K e L satisfazem as condigoes equivalentes da Proposi
gao (l1) e se ¢ ndo & o homomorfismo trivial (i.e. se C, #Z 1
mod ¢ para algum o € G), entaoc M, # Omod £. Assim, alguma co-
luna de M; , digamos a i~ésima, nao € divisivel por 1. Seja

E, o vetor coluna com i~ésima coordenada 1 e j-ésima coordena-

da 0 se j # i. Se o nimero das classes de K é 2¥%  com LAk,

- |5
a unidade s:]; e tal que (E:];)R' € V(1). Por outra parte temos

YUML(kEi) = CUML(kEi) mod a

ML(kEi) = kMLEi F 0O mod L.

Isto corresponde & existéncia de uma unidade e tal que
u -
et e V(l) e tal que ¢(al,aJ =1, onde A = £ c O l. Defina-
0EG

u
mos T = {e € U : eR’ € V(1) }. NOs acabamos de provar gue, sob

as condigoes da Proposigao (11), ¢a(TAJ =1 {note que TA €5, L) .

Temos também gue

ph Y
X

™ nv(1) P

portanto I('I'}‘) € igual ao menor expoente de Q; . Destes fatos
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e da Proposicao (10) concluimos o seguinte:

TEOREMA 2. Sejam £ um primo que divide o nimero das classes:de

K, a = 2V um expoente de CJ&,r Cy 1 g € G inteiros relativamente

Wl

primos com a tais que ¢ c, <, moda  para todo g, T € G

oT g

e A= I cgo-l. Suponhamos gue K e ! satisfazem as condi-
gEG

goes equivalentes da Proposigdo (11). Chamemos p ao menor ex-

poente de ﬂg . Entdo, se E € CR & tal que E, & nao vazio,

temos que

E = 1.
Eu nao sei se subcorpos reais arbitrarios de Q(T o) (p
D
primo, e > 1) satisfazem as condigdes da Proposigdo (11) para

: = p, quando isto ocorre podemos concluir do Teorema (2) e da

A

Proposicao (6) que duas vezes o menor expoente de & & um ex-

poente de C; para A como no Teorema (2)., Ora, se e =1 to

das as coisas funcionam: e temos o seguinte resultado:

COROLARIO. Se K C Q(Cp) N IR, onde p € um primo impar, entao

todo anulador (em Z[G]) de Qp , anula também Cp .

DEMONSTRACAO. Sejam d = #G, f = Jiéfl {(note que £ & par

pois K <€ IR), g uma raiz primitiva modp e ¢ um gerador de

G. Sejam p\), v > 1 um expoente de ambos Cp e ﬂp ’ e
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_fv—l
c=gP ; hote que C

1 mod pU.

Para 0 < k <d -1 definimos

da-1 .
A = 2 KigTd,
=0
i = ki Y . . .
temos que ¢ '\k = c lk mod p para todos os inteiros i, tam-
bém
d-1 v
pX }\k = dmodp .
k=0

Vamos provar que o corpo K satisfaz as condig¢ées da Propo
sigao (1l1) para & = p. Pela parte (2) da Proposigac (11) & su-
ficiente provar que o corpo Q(7 + c_l) r onde ¢ = Z;P : satisfaz

essas condigoes equivalentes. Afirmamos que para este corpo (pa

xd_l -

ra o qual d=-&£—]-'-) 0 polindmio P(X) = l+x+ ...+ e o

polindmio minimal de Y_modp. De fato, como 1 ndo & um autova-

lor de Y_ e com Yg = I, temos que P(YU) = 0. Por outra parte

o
(x - &) (x = ¢2) o (x - %) modp, e ¢, c2,...,c8 ) s

il

P(X)
dois a dois nao congruentes modulo p, assim & suficiente provar
que ck e um autovalor de YO_ modp para k =1,2,...,d~-1. Mas

pela Proposigao 8.13 de [5] temos, para 1 < k < d-1, que

Z_ - Uk o uP oo
pZ uP uP A
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A A

Logo o conjunto U Ky K

n 0P & ndo vazio e podemos obter um
autovalor modp de Y correspondente a ck. Portanto Q(C-i-c_l)
satisfaz a condigao (b) da Proposigao (11) para & = p assim

como seu subcorpo K.

-

seja E € C , pela Proposigdo (6) sabemos que E & nao
p

vazio e como p € impar, segue do Teorema (2) que

P2
(*) EX¥¥_-1 para k=20,1,...,4-1,
Ax
onde p, & o menor expoente de ﬂp .
Agora, seja z aio €Z[G] um anulador de ﬂp . Temos
i=0
d-1 . d-1 ,
3 1 = ¥ ki v _
(._ aic ))\k (-., a;c )lkmodp para 0 <k <d-1,
i=0 i=0
o a1
e p & um expoente de Qp ;, portanto pkl z a;c 1, digamos
i=0
o .
Z a,c = bkpk . Entao
i=0
d-1 i d-1 i d-1
d 2 a0 = Z a.,o px Ak =
i=0 i=0 k=0
d-1 d-1 . da-1
— ki v
= Z Z a,¢cA. = X b .p A, modp .
k=0 i=0 * ¥ =g KK’k

Este filtimo elemento anula Cp por (*), e como p” & um

T oa-1
expoente de Cp e pJf d concluimos que 2 al.oi anula ¢
i=0
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como gueriamos provar.

4. UMA APLICACAO AO PRIMEIRO CASO DO ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Sejam p > 5 um primo, ¢ = ;p uma raiz p-é&sima primitiva
l). Sejam g uma raiz primitiva modp

1

da unidade e K = Q(7 + ©
e o o automorfismo de K tal que o(g + ;_ ) = cg + c"g, temos
que G = (o). Preservamos as notagoes das.segées. anteriores,

neste caso particular, femos que d=# G = ii%l; e
d

v(l) = { II [(-2% 0 - 271
k=1 |

A

Poay 0}.

€ Z e

Mo
st}
il

1

Lembramos gue U & o grupo das unidades positivas de A=

=mlg + gt

1, 8 =0/vV{l), C & o grupo das classes de ideais
de K e Q_, Cp sao os p-Sylow subgrupos correspondentes. Cha

] + : -
mamos h = # C ao nimero das classes de K.

Seja pV , v > 1 um expoente de Rp , este & também um ex
poente de CP como segue do Corclario do Teorema (2} (se ;)fh+

podemos tomar pv = a maior poténcia de p que divide h+). Se-

v-1
ja o = g°P e para 0 <k < d-1 definamos
a-1 .
Ak = X CkJU J.
1=0. '

Para 1 < k < d-1 definimos como O menor expoente de

Pk

RS
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A
ka. Segue do Corolario do Teorema (2) (e realmente € a princi-
A

pal etapa de sua prova) que Py & um expoente de Cpk. Em par-

A

k
C = (1).
p (1)

ticular se p = 1, entao

Por outra parte & bem conhecido que se Py > 1 entao

A
(L -12)(l - ZS—.l)] ko oP para algum @ € A e reciprocamente
(para provar isto usar o congruéncia Aﬁ = d) modp, a recipro-
ca segue da independéncia das unidades { 17 C) { -] I k=
- 1-Z
= 2,3, ..., -351-).

Depois destas consideracgdes podemos provar o seguinte re-

sultado (chamamos B, © n-ésimo nimero de Bernoulli definido por

t/(et-l) = _E

(B. /i)t3).
j=0

TEOREMA 3. Sejam a,b, c € Z\pZ, suponhamos que aP + pP :cp,

entao para todo r par, 2 < r < p-3, ou existe o € Z[7] tal

que
p-1 .
I (1 - cl)l = apl
i=1
e portanto ppr—l—-r , ou existem B E€ZI[g]l e s € BT tais que
o T SE LIS §.iT
§ (=——)" 1% I (a+bthH* = gP,
i=1 1l -z i=1

e portanto
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B -1 .
-7 1 p =2~
s —pol-r 2 ]p 2 L) mod p,
p-1l-r l1-u j=1
= - 2
9nde u = 5

OBSERVAGOES. O Teorema (3) extende a primos arbitrarios p cer
tos resultados de [7], Parte II, como foi prometido nesse arti
go. Podemos pensar neste teorema como sendo um complemento do

seguinte, que implica as congruéncias de Kummer-Mirimanoff (ver

a referéncia [{6]): Seja r impar 1 < r < p - 3, entao ou
plBr+l ou existe y €Z[g] tal que
p-1 R o
I (a + bg)" =47,
i=1
p-1 o
e portanto. z 3P 2713 = 0 mod p.
j=1

PROVA DO TEOREMA 3. Sejam r um inteiro par tal que 2 <r <p-3

e k = _p_:;__:_r_ . Comecemos observando que

d-1 . . d-1 . . d-1 .
no= =z Klgti= p ngJO'_j = I g_(p"l'Zk)JgJ =
k L . .

3=0 j=0 3=0

d-1 - d

= 2z grjcj = Z iroi mod p,
3=0 i=1

onde o, €& o automorfismo de K tal que
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Como foi dito nas observagoes que precedem o teorema, se

A
L.k _.p
) - ol

> 1, entao [ (L - z)(1 -1t para algum o_ € A, por

Px
tanto

— R

. . s
(A -zhHa-¢™H1T =of para algun o) € a,

1

i
mas entao

r

p-1
= of para algum o € A,

I(1-¢
i=1

i)i

isto implica que ppr—l-r (referéncias [6] e [7]).

.M A
Se = 1 entao Rp = (1) e Cp = (1), i.e. kk anula

°x

Q e C_.

P p
Como & sabido, temos que (a + bg){a + bc“l)==AP para algum

ideal A de &, logo
[(a + br) (a + by

se 2n" = ptn. com p fn, entdo

A, n
X =1 onde %X & a classe de A em C (porque A" € Cp).
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AP Ay
Temos também que A =1, logo A " = 1. Portanto

A
e[ {a +btg) (a+bc_l)] ko Bg para algum Bo € A e algum € € U.

Como Az = d}tk modp obtemos

k
ni _, dni,_ npk
e “la+br)(a+br Ml S=p F
— ;nlk
Seja € a classe de € em Q, entaoc € = 1, isto é
n}\k dnxk g A
£ = 8§ € V(1). Logo ¢ = § € Vv(l) 7. Isto implica
2
1 S_A _7 dmA
que [ (-0 (-2 N1 °®@+be)(a+br™™] = g para al-
gum Bl € A e algum 84 > 0 inteiro.
2 d r
Como pfd°n e A = Z i"g,modp, a igualdade aci
i=1
ma implica gue
a- . _: «rs. d . _ N
(M ra-gha-oHt ) o e+ pctha b1t = g8

para algum 82 € A e algum 81 2 0 inteiro.

Portanto,
p-1 i ,r p-1 r
l_
I (=—%—) %' (a + byt = gP
i=1 1 -z i=1
p-1

para algum € Z[g] e algumn s € Z, porque z irEOmodp.
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Como gP = emodp para algum e € Z, a igualdade acima

implica que

B _1- Pzl -
p-l-r = 1 ¥ jp 2 ruj

mod p,
p-1l-r¢r l1-u j=1

como & provado em [ 7], Proposigao (2) da Parte II. Isto comple-

ta a prova do teorema.
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