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SOBRE OS GRUPOS DAS CLASSES DE IDEAIS DOS CORPOS 

NUM~RICOS ABELIANOS REAIS(*) 

RESUMO. Se obtem uma relação entre os grupos das classes de 

ideais e os grupos das unidades dos corpos numéricos· abelianos 

reais por meio do estudo da fatoração em ideais primos de cer-

tos inteiros ciclotômicos semelhantes -as somas de Gauss. se 

obtem anuladores de classes de ideais que satisfazem uma condi~ 

ção~· dada. Esta condição é satisfeita por todas as classes cuja 

ordem é uma potência de p se o corpo está contido num corpo 

pn-ciclotômico (p primo). 

Para uma classe de corpos, a relação mencionada induz uma 

outra entre o grupo das classes de ideais e o grupo quociente 

das unidades por as unidades circulatórias. Os subcorpos reais 

dos corpos p-ciclotômicos são dessa classe. Se dá uma aplicação 

ao último teorema de Fermat. 

(*) Este trabalho foi parcialmente feito na Universidade de Maryland em 

College Park onde o autor estava com uma bolsa do CNPq. 

I 

L 



2 

INTRODUÇÃO E ALGUNS FATOS BÁSICOS 

Sejam K um corpo numérico real abeliano, A seu anel de in 

teiros e ç = ç uma raiz m-ésima primitiva da unidade, onde 
m 

m é o menor inteiro positivo tal que K C ru(ç ) • Sejam - m r o 

.grupo de Galois de ru(çm)/K e G o grupo de Galois de K/<ll. 

Definimos os seguintes conjuntos de funções racionais na 

indeterminada X: 

e f (l) e uma unidade de 710 [ ç]}, 

V(X) = { li f<J (X) : f(X) E W(X)}. 
crEr 

Claramente V(X) c K(X) (funções racionais sobre K). 

Seja_ __ U o grupo das unidades positivas de A. O conjunto 

V (1) e um subgrupo de índice finito de U que nos chamamos de 

grupo das unidades circulatórias positivas de A (note que a 

conjugação complexa pertence a r'). Definimos n = U/V(l). 

Seja~ q um primo racional impar que se decompõe completa-

mente em A, e e = e 
q uma raiz g-ésima primitiva da unidade. 

Chamemos Ne à norma de K (e l em K. o seguinte fato é fundamen 

tal para este trabalho: 

PROPOSIÇÃO l. Se f(X) E V(X). então 

I. 
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DEMONSTRAÇÀO. Temos f(B) E K ( 8) , logo N8 (f(B)) e um elemento 

m-1 a 
bem definido de K. Se f (X) ~ !I (X _ Çk) k' ak E ~, então 

k~l 

r onde 

Como q se decompõe completamente em A, temos O ( Çq) = O (i';) 

e a proposição segue. 

Seja s uma raiz primitiva modulo q e seja T o K-automor 

fismo de K(8) tal que L(8} = 65 . Da Proposição (1) e do Teore 

ma 90 de Hilbert concluimos que: Se f(X) E V(X) e c = f (6), 

então existe ex E A f e ] , a f O tal que T(a) ~ sa. 

As idéias deste trabalho sao uma extensão das '_idéias de 

Kummer que levaram ao Teorema de Stickelberger, mas enquanto o 

Teorema de Stickelberger não diz nada sobre os subcorpos reais 

de ~(~),os resultados que nós obtivemos são mais naturalmente 

estabelecidos para esses corpos. 

Na Seção (1) estudamos a fatoração em ideais primos dos ele 

mentes a definidos acima. Na Seção (2) relacionamos esta fato-

raçao com a estrutura do grupo das unidades de A (Teorema 1) . 

Isto é conseguido por meio de um teoremas local-global (Proposi­

ção 5). A ajuda dada e os belos teoremasde Teoria dos Corpos de 

' ~ 
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Classes mostrados para rrdmpelos Professores Lawrence Washington 

e Renê Schoof, o primeiro sugerindo a estratégia da prova e o 

segundo resolvendo o ponto principal 1 foram essenciaispara che-

gar a este resultado. 

Na Seção (3) usamos os resultados das seções anteriores pa 

ra obtermos anuladores (em íZ [ G]) de um conjunto de classes de 

ideais (ProposiçÕes 7, 8, 10-). Este conjunto contém o p-Sylow 

subgrupo do grupo_ das classes de ideais de K se este corpo es-

tá contido num corpo p 8 -ciclotômico (p primo). Os anuladores 

mencionados se expressam em termos dos maiores inteiros n tais 

que certas unidades de V(l) são n-ésimas potências de outras 

unidades. 

Para corpos que satisfazem uma condição (Proposição 11) 

podemos ir além e estabelecer uma relação entre o grupo das 

classes C e o grupo .O das unidades positivas modulo as unida-

des circulatórias (Teorema 2) . Todos os subcorpos reais dos cor 

pos p-ciclotômicos satisfazem essa condição e nós provamos que, 

para tais corpos, cada anulador do p-Sylow subgrupo ~ de 
p 

é também um anulador de p-Sylow subgrupo C de 
p 

C. Quando K = 

= f:O(i'; + r;-1 ) este resultado pode também ser obtido a partir de 
p p 

um de Mazur e Wiles (veja a referência [5] página 146). Uma 

aplicação ao primeiro caso do último teorema de Fermat e dada 

na Seção (4) (Teorema 3). La sé estende para expoentes primos 

quaisquer, um resultado de [ 7 J, Parte II. 
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l. FA1'0RAÇÃO DE CERTOS IDEAIS PRINCIPAIS 

Seja q um primo ímpar fixo que se decompÕe completamente 

em A e 8,St1" como acima. Sejam f(X) um elemento fixo de 

V (X), E = f(eJ e a E A [ e ] I (O} tais que T (a) = E a. Denote-

mos por (a) o ideal principal aA[e]. Temos que T (a) = (a) • 

Seja Q um ideal primo de A acima de g e B o único ideal 

primo de A [ 8 1 acima de Q. Como K n <Q ( 8) = \D, cada a E G = 

= Gal(K/~) pode ser estendido, numa Única maneira, a um <ll(el-

automorfismo de K (e) , denotamos esta extensão ainda. por a e 

chamamos G' ao conjunto de todas tais extensões de elementos 

de G. 

Temos as seguintes decomposições em ideais primos: 
.. 

qA = n cr ( Q) , g" r e J = (e - 1) g-
1 

" r e ], 
O EG 

gA[e]= n cr(B)g- 1 ,QA[e]=Bg-l,(e-1)A[e]= n cr(B). 
oEG' aEG' 

Como os primos acima de q sao os únicos primos que se ra-

mificam na extensão K[8 J/K e como T{a') ={ex) temos que 

(1) (a) = v n 
OEG' 

onde r
0 

E Zl e V e um ideal de A [ 8 1 relativamente primo com 

L 
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q e que estende um ideal de A, i.e. V= (V nA) A[ 8 J {logo 
r r 

veremos a vantagem de escrever cr-1 (B) a em vez de cr(B) 0 em 

{ l) ) . 

vamos determinar os expoentes r a, em ( 1) , modulo q - 1. O 

seguinte fato conhecido será usado para este propósito. 

LEMA. Seja L um corpo numérico, R seu anel de inteiros, 

ideal primo de R e v a valorização correspondente a P. 

y E L e tal gue v{y) = o' então existem À 

divisíveis p tais À 
por que y = 

mos 

•. 
{2) 

onde 

Sejam a E 

escrever 

G' e r a 

es- l 
e- 1 

c 

como em { l) . Como 

r 
) a T {y) = q, 

y = ----- . Pelo lema acima, existem 
r 

{e- ll a 

E R e c E Zl 

T {a) = o a, 

À E A [ e ] 

p um 

Se 

-na o 

pode-

e 

c E Zl não divisíveis por y = À 

c Claramente 

T (,\) - À mod 8- 1, portanto T {y) - y ji' 0 
-1 

moda {B). 

Assim podemos cancelar T(y) e y, em (2), modulo o-1 (B) 

e concluir que 

i .• 
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Portanto, 

/a- cr(f(l)) modB 

e finalmente, como B n A = Q1 temos 

- cr(f(l)) modQ. 

Resumimos os resultados desta seçao na seguinte proposição. 

PROPOSIÇÃO 2. Se f(X) E V(X), existe a E A [ 8] \ {O} tal que 

T (a) = f ( 8) a. Para cada um de tais elementos a temos í em 

A [ 8 ] ) 

•' 

(a) ~ V li 
OEG 1 

onde V é um ideal primo com q e tal que V = (V n A) A [ e J , e 

a E G 1
, são inteiros (determinados modulo q -1) tais 

que 
r a 

s = a(f(l)) modQ. 

OBSERVAÇÃO. Segue da Proposição (2) que 

Em particular, se o número das classes h de K divide 

i 

L 



q-1, o ideal n cr- 1 (Q)r0 e principal. 
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Mais geralmente, seja e um expoente do grupo das classes 

de ideais de K, se e = ab com a, b inteiros e se a[ q -1 

então o ideal 

e principal. 

Para um elemento fixo f(X) E V(X), o conjunto dos a E A[SJ 

tais que T(a) ~ f(B)a é um A-modulo -nao nulo M. Existe um 

conjunto natural {F ,F
1

, ... ,F 
1

J o q-
de geradores de M que sa-

tisfazern a relação 

= q, 

esperamos estudar M e seus geradores em outro trabalho. A pri.!!_ 

cipal pergunta nesta linha é se algum elemento a E M e um di-

visar de q. 

2. CLASSES DE IDEAIS E UNIDADES. UM TEOREMA LOCAL-GLOBAL 

Seja f(X) E V(X) fixado, escrevamos 6 = f(l), esta -e uma 

unidade circulatória positiva de A. supomos que ó f. 1. 

Para cada ideal Q de A, sobre um primo racional q que 
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se decompÕe completamente em A, sejam e ~ e 
Q 

uma raiz q-ésima 

primitiva da unidade e s ==: s 

Se o É G, seja rcr 

r"(Q) 
s = cr(ô) modQ. 

~ r"(Q) 

Q 
uma raiz primitiva modulo q. 

como na Proposição (2) . Temos 

Para cada unidade E: de A, E: 1- ± 1, definimos o número 

ljl (e) como sendo o maior inteiro k tal que E == Jlk para alguma 

unidade ~ de A. Temos que ~(cr(s)) ~ ~(s) para todo cr E G. 

PROPOSIÇÃO 3. Sejam Q como acima e a E G, então 

mdc ( ~ ( ô), q - l) I r cr ( Q) • 

DEMONSTRAÇÃO. Seja ll uma unidade de A tal que ô ~ ~~(ô)_ 

Existe um inteiro c tal que a (Jl) = c mod Q (pois Q é de pri-
. 
meiro grau) . Temos 

portanto 
rcr ~(o) 

s = c mod g. e a proposição segue. 

Como na Seção (1), sejam 1" = T 
Q 

o R-automorfismo de K (8) 

talque T(8)~8 8 ,e a~aQEA[8]1{0} talqueT(a)~f(8)a. 

Pelas Proposições (2) e (3) temos em A as seguintes fatoraçÕ2s: 

(3) ~ &mdc(~(o),q-1) 
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para alguns ideais V e & de. A. 

Agora consideremos os ideais Q como percorrendo por uma 

classe de ideais para obter uma especie de reciproca da Propo-

sição (3}. Sejam E uma classe de ideais de K e a um inteiro 

positivo. Definimos Ea como o conjunto de todos os ideais pr_!. 

fios de E que estão acima primos racionais (positivos) q que se 

decompõem completamente em K e tais que q :;:=; 1 mod a. 

-Se E e a sao tais que Ea e nao vazio e a E G, denota-

mos por n = n { ó , E, a, a} o maior divisor comum de a e de todos 

os r
0

(Q} tais que Q E Ea (note que o mdc(r
0

{Q), a) não depen­

de da raiz primitiva módulo q, s
0 

escolhida, pois a/q -1). 

A seguinte proposição é uma consequência das definições. 

l?ROPOSIÇÃO 4. Sejam a E G e E, a, n como acima, então para 

todo Q E E a existe SQ E ;z tal que o(ó) - s8 mod Q. 

-Nosso principal objetivo nesta - seguinte: seçao e provar o 

TEOREMA 1. Se Ea e nao vazio 1 então para todo a E G 

que n(O,E,a,a) divide 2<fl(éi). 

temos 

Este teorema é urna conseguência da Proposição (4), mas pa-

ra prova-lo temos que usar métodos mais poderosos (principal-

mente o Teorema de Densidade de Tchebotarev) . A maior parte 

das idéias envolvidas na prova foram sugeridas para mim pelo 

L 
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Professor Lawrence Washington. O ponto crucial foi resolvido p~ 

lo Professor Renê Schoof que demonstrou o seguinte resultado g~ 

ral: 

TEOREl>1A. Sejam K um corpo numérico e L/K uma extensão finita. 

Seja f um divisor de K e suponha que existe uma classe de 

ideais generalizada E E If/~f tal que sempre que um primo P 

de K está em E então P se decompõe completamente em L/K. En-

tão L/K e uma extensão abeliana. (Podemos restringir a nossa 

atenção a P de grau absoluto 1, e também permitir um número fi 

nito de primos excepcionais P). 

Não damos aqui a prova deste teorema, porque nos realmente 

precisamos do seguinte resultado menos geral, porém mais forte 

(a prova inclui pequenas modificações dos argumentos do Profes-

sor Schoof): 

PROPOSIÇÃO 5. Sejam K um corpo numérico abeliano real, A seu 

anel de inteiros, ô uma unldade positiva de A, E uma classe 

de ideais de K, a um inteiro positivo e Ea o conjunto dos 

ideais primos de primeiro grau pertencentes a E e que di v idem 

primos racionais (positivos) q = l mod a (permitimos que um nú-

mero finito de tais ideais nao pertença a E ) " . 
Seja c um divisor. de a. Suponha que E a e nao vazio e 

que para todo Q E Ea existe $
0 

E A tal que ô = s~ mod Q. 

rr r-r~· 
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Então existe S E A tal que: 

se c é impar e 

se c é par. 

OBSERVAÇÃO. Podemos obter ó = t3c também quando c e par em 

muitas situações, mas este é um assunto delicado (em relaçãocom 

isto ver [2 1 Teorema (1), Capítulo (9) e Teorema (1), Capítulo 

(10)). 

DEMONSTRAÇÃO. (Se n e um inteiro rositivo denotamos por 

uma raiz n-ésima primitiva da unidade). Seja v = ~ a raiz 

positiva c-ésima de O e seja L o fecho normal de K (v) sobre 

K. Seja p(X) o polinômio irredutível de v sobre K, então 

p (X) I X c - 6 e L é o corpo de decomposição de p (X) sobre K. 

Portanto L K(v,Çe) para algum e)c. 

Seja H o corpo de classes de Hilbert de K. Vamos provar 

que L _::: H ( Sa) . A proposição segue disto porque então teremos que 

L/K e K(v)/K são abelianas (pois H(Sa)/K e abeliana). Por-

tanto L=K(v), Ç E K(v) C E, Ç = + 1 e e - e p(X) ~X - v se 

c é irnpar, p{X) =X - v ou p(X) ~ x 2 - v 2 se c e par. No 

primeiro caso (c imparJ tomamos S = v, no outro C?-SO tomamos 

a~ v 2
• 

Para provar que L c H(Ça) observemos primeiro que cada 

L 
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Q E E a se decompõe completamente em K (v). Ue fato, p(X) f XC - o 

e o polinômio XC - 6 = XC - SC E A/Q [X] se decompõe em fato-Q 

res lineares porque o corpo A/Q contém as raizes c-ésimas da 

unidade (pois cfa e afq -1 ~ #(A/Q) *). Como também Q não di 

vide o discriminante de v sobre K concluimo.S que Q se decoro-

põe completamente em K(v) (referência [ 3] ) . 

Portanto cada Q E Ea se decompõe completamente no fecho 

normal L. 

O grupo das classes de ideais de K é isomorfo a Gal (H/K) 

via a aplicaçao de Artin. Seja r.p E Gal (H/K) a aplicação que CO!_ 

responde a E. Seja M = LH(i;;a) (ver o diagrama). 

K 



Por hipótese existe Q
0 

E E a , como 'I' = F 
Qo 
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é o automor-

fismos de Frobenius para Q0 e como Q se decompõe completamen 
o -

te em K ( l;a.) temos que a restrição de <P a K { l; a> n H é a apl.!. 

caçao idêntica, portanto podemos estender <P a um automorfismo 

Seja G = Gal(M/H(ça.)) e seja g E <PG. Pelo Teorema de Den 

sidade de Tchebotarev (referência [3 1 existem infinitos ideais 

primos P de M tais que o automorfismo de Frobenius Fp para 

M/K(i;;a) e g e tal que o primo P' de 

grau absoluto 1. 

K ( l;; ) abaixo de P e de 
0:. 

Como a restrição Fp/H~g~H ~ <P e o automorfismo de FrobeDius 

FQ para Q ~ p n A, devemos ter Q E E. 
•. 

Como P' e grau absoluto l ' devemos ter ambos: que o mesmo 

vale para Q e que o primo racional q abaixo de Q é congruen-

te com 1 módulo a.. Assim Q = P n A E E a. 

a evitar as finitas exceçoes permitidas). 

(escolha P de modo 

Assim Q se decompõe completamente em L e logo Fp j = idL. 
L 

Portanto g = Fp E Gal(M/L). 

Portanto ~G ~ Gal(M/L), ~E Gal(M/L) e finalmente G c 

C Gal(M/L), o qual implica que L f H(Sa) como queriamos. 

O Teorema (1) segue das Proposições (4) e (5), e do segui~ 

te fato. 
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LEMA. Seja ô E U, se com B E A, então cJv(o). 

DEMONSTRAÇÃO. Escrevemos ~=~(o). Seja v E A tal gue o =vv. 

Sejam d o maior di visar comum de c e <P, e x, y E Zl tais que 

xc + y!JJ = d, então O= (vxSy) [c,~], onde [c,r}J e o mínimo 

múltiplo comum de c e cf>. Por definição de rf> temos então que 

[c,~] < ~, portanto c I~. 

3. UMA RELAÇÃO ENTRE O GRUPO DAS CLASSES DE IDEAIS E O GRUPO 

DAS UNIDADES DE K 

Conservamos as notações das seções anteriores, denotamos 

por C o grupo das classes de ideais de K. -Sejam f (X) E V(X), 

ó = f(l) e E E C. Seja a um inteiro positivo tal que e 

nao vazio. Da Proposição {2) (ver a observação que segue a essa 

proposição) concluímos que se Q E Ea. , então 

(4) 

para algum f3 E A e algum ideal V de A, onde os 

são inteiros tais que 

r a 
s - cr(o) modQ. 

Denotemos por y = y(Q) o elemento :;; 
oEG 

do __ anel de 

I 
; .. 
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grupo íZ [ G J e por F a inversa da classe de V em C. Por ( 4} 

temos 

(5) 

Desta maneira, estudando casos nos quais Fa = 1 (o eleme~ 

to unitário de C), vamos obter·anuladores de certos subgrupos 

de C. Estes anuladores estão relacionados com a estrutura do 

grupo das unidades como provamos a seguir. 

Denotemos por 

(se o ~ 1 façamos 

n(ô,E,a,a) o maior 

tais 

( 6) 

onde 

que Q E 

W E {1, 

Ea ' 

1 2}. 

~ (o, a) o maior divisor comum de 

~ (o, a) ~ a) ' e como antes, se 

divisor comum de a e de todos 

então 

wn{ó,E,a,cr) = $(ô,a), 

a e ~ ( ol 

a E G seja 

os rcr(Q) 

De fato, da Proposição ( 3) concluiroos que ~ ( ô, a)j n (ô,E,a,a) 

e o Teorema (1) implica que n(ó,E,a,cr) j2tP(0 1 a). 

Consideremos mais urna vez a fórmula ( 5) , temos que F a. = 1 

em vários casos (ver por exemplo a Proposição (7)), para estes 

casos (se Ea e não vazio) as fórmulas {5) e (6) dão uma rela­

ção entre anuladores de E e unidades. Nós provaremos que esta 

relação aparentemente complicada entre C e U fica simples em 
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muitas situações importantes. A seguinte proposição garante que 

os p-Sylow subgrupos dos su~corpos reais dos corpos pn-ciclotô­

micos tem as propriedades desejadas. 

PROPOSIÇÃO 6. K C: ~(é n) n lR <t 
k algum pr1.mo se e ~ p para 

p 

p e alguns inteiros positivos n e k, então E a e nao vazio 

para todo E E c. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja temos que K C I)) (é ) • Como 
pr 

o primo acima de p se ramifica completamente na extensão 

ID ( ç ) /K, a aplicação norma e uma aplicação sobrej e tora do grupo 
pr 

das classes de ideais de sobre C (ver referência [ 5 J ' 

Teorema 10.1). Seja E E C, denotemos por N a aplicação norma 

e por E I uma classe de ideais de m (i; r) tal que E = N (E I) • 
p 

Sabemos que existem infinitos ideais primos de rD(i; r) de 
p 

grau absoluto 1 pertencendo a E 1 , se Q' é um tal ideal afirma 

mos que N(Q') E Ea. De fato, claramente o ideal Q = N(Q') é 

um ideal primo de A de grau absoluto 1, pertencente a E. Seja 

q o primo racional abaixo de Q, como Q' é de primeiro grau 

temos que q .= 1 mod pr, donde a.. Portanto Q E E 
. " 

como foi afirmado. 

A Proposição (7) seguinte é válida para corpos numéricos 

abelianos reais K arbitrarias. Se também K c ID (r; n) , nos for­
p 

nece um conjunto não vazio de anuladores para cada classe do 
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p-Sylow subgrupo de C, devido à Proposição (6). 

PROPOSIÇÃO 7. Seja t um primo. Seja tv um expoente do 

t-Sylow subgrupo 

r a = ra(Q) (a E G) 

ct de c. Se E E ct , 
sao como antes, então 

r 
rr a-1 (E) a = 1. 

aEG 

DEMONSTRAÇÃO. Temos,por (4},que 

Q E E 
tv 

para algum F E C. Claramente F E Ci, portanto 

proposição segue. 

e se o e os 

e a 

remos estado trabalhando com unidades arbitrarias ó =f (1) E 

E V(l). As congruências 
r a 

s === o(ô) modQ da Proposição (2), S.!:! 

gerem que certas O "bem comportadas" com respeito a conjugações 

devem ser especialmente consideradas a fim de obtermos um con-

junto de expoentes com o qual possamos trabalhar. o obj~ 

tive é obter anuladores eficientes de subgrupos de C, podemos 

(e faremos) restringimos a considerar os i-Sylow subgrupos Ci. 

PROPOSIÇÃO 8. Sejam i wn número primo e a = Q. v um expoente de 

Suponhamos que o = f ( 1) (com f (X) E V (X) ) -e urna unidade 
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tal que para todo cr E G existam um inteiro c 0 relativamente 

primo com a, e uma unidade E
0 

de A tais que 

(7) cr(oJ 

Seja E E Ci. Se Ea. e nao vazio,então 

( li <J-l(E) ccr)2t(o,a) = l. 
crE G 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam Q E Ea. , g o primo racional abaixo de Q 

e s uma raiz primitiva módulo q. Como Q é de primeiro grau, 

existe um inteiro d = d {Q) tal que ô '=" sd mod Q. 

Das Proposições (7) e (2) concluímos que 

r 
onde s a= cr(ol = para algum inteiro 

Como a I q - 1 temos que r 
0 

= ·dc
0 

moda e, como E a = 1, 

cluimos que 

(8) 

con-

~claro que, dado a E G, n = n{O,E,a,cr) é também o maior 

divisor comum de a e de todos os d(Q) tais que 
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{porque a sao relativamente primos). Como a fÓrmula (8) 

acima vale para todo Q E Ea e como Ea = 1 temos que 

e a Proposição segue da fórmula (6). 

A Proposição (8) nos mostra a conveniência de buscar uni-

dades O E V(l} que satiSfazem (7) e tais que $(ô,a) é mínimo . 
.. 

vamos trabalhar nessa direção. 

Sejam t um primo e t~ um expoente do i-Sylow subgrupo 

ni de O = U /V(l). Dada a sequêncj_a L = {c } __ G de inteiros c 
a oc a 

relativamente primos com a = i~ (um expoente de CR.) definimos 
~ o-c a 

Sa=sa,L={EEU:_E 0 EU paratodo oEG e Et E V(l)}. 

Este e um subgrupo de u. Se S' é um subgrupo de sa , então 

s• /S' n V(l) é canonicamente isomorfo a um subgrupo de OR.. 

Chamamos I (S') ao menor inteiro positivo que é um expoente para 

S' I s• n V(l) I I (S') é uma potência de R.. Por Último definimos 

PROPOSIÇÃO 9. Dados L, 

mos que 

e 

eEs'}. 

Sa = s como acima, te­a,L 

t 
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para todos os subgrupos s' de sa. . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja E E S' tal que ~ct(S') = ~(E,ct), seja Ô = 

I (S') 
= E , então ô E s

11 
n V(l) e (se E ~ 1) 

~(ô) = I(S')~(E), 

portanto ~(o,a) Jr(S')~(E,a). 

Como ~a(Sa n V(l}) 2 $(ó,a) e como ambos números sao po­

tências de t, o primeiro divide o segundo e a proposição s~. 

PROPOSIÇÃO 10. sejam i um número primo, a = 2v um expoente de 

mos com a, À = 1: 
oEG 

uma sequência de inteiros relativamente pri­

-1 
c

0
a , e sa = sa,L como acima. Se E E c2 

é tal que E a. ê não vazio, então para todos os subgrupos s' de 

sa ' 

2~ (S')I(S')À 
E a = 1. 

DEMONSTRAÇÃO. Segue da Proposição (8) que 

2~ (S nv(l))À 
E a a = 1, 

agora usamos a Proposição (9) para obter o resultado. 
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Estamos procurando conjuntos L e unidades E E Sa L ade-
' 

quados tais que ~(E,a) seja mínimo. ~ conveniênte descreveres 

tas coisas em termos de matrizes, como segue: 

Seja • • • ' E r 
(r = # G - 1) um sistema fundamental de 

unidades de A. Para a E G e l < . 
- J < r, escrevemos 

a 
E:, = + 

J 

r 
11 

i=l 

y .. 
E lJ 

i ' 

com y .. = y .. (cr) inteiros. Definimos 
l.J l.J 

xl x2 
Se y ± = El E2 . 

Ycr 

X 

E 
r 

zl 

z2 

z 
r 

= [y .. (cr)]l<' "< lJ _l,J_r 

Ya r então ± ' 

1 xl 

xz 
= Ycr 

zl z2 z 
r 

El E2 E 
r ' onde 

Como E~ , ••• , E~ é também um sistema fundamental de unida 

des, temos que det Ya = ± l. 

Seja H o grupo das matrizes r x r com entradas em zz; e 

determinante+ 1 (matrizes unimodulares). As seguintesaf~ões 
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sao fáceis de provar: 

A aplicação a ~ y 0 é um homomorfismo injetivo de grupos 

de G em H (assim, y y ~ y y ~ y 
a2 al al a2 ala2 

para . todos os 

a
1 

, a
2 

E G). A classe de conjugação de Y
0 

em H nao depende do 

sistema fundamental de unidades particular escolhido para defi-

'nir esta matriz. Também l: Y0 = O. 
aEG 

Sejam L e como acima, uma unidade e::=± 

pertence a sa,L se e somente se ~~ 
E E V (l) e 

para todo a E G, 

onde X é o vetor coluna com coordenadas ' X r 

O numero cp (E, a) e igual à maior potência de R. que di vide 

a e o vetor X. 

PROPOSIÇÃO 11. 

1) Seja t um número primo, as seguintes condições em K 

-e t sao equivalentes: 

(a) se y ~ :E d
0

a E lZ [ G] é tal que ± E Y E ul. 
aEG 

para 

todo E EU, então d
0

- dl"modR. para todo a,T EG. 

(b) As matrizes Y
0 

, a E G, a 'I idG sao linearmente 
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independentes módulo i (para algum sistema fundamen­

tal de unidades escolhido). 

2) Se K satisfaz as condições acima para o primo t, e}2_ 

tão todos os subcorpos de K também as satisfazem. 

DEMONSTRAÇÃO. A parte (1) é clara. Para provar a parte (2) su­

ponhamos que K e t satisfazem as condições da parte ( 1) • Séj~ 

L um subcorpo de K e G' o grupo de Galois de L/çD. Suponha-

mos que y = ~ e ,cr' EZl[G] 
o cr'EG' a 

é tal que para 

todo E EU'= U n L. Para cada o' E G1 , seja o E G tal que 

a' = a I L . Se 11 é o grupo de Galois de K/L e 

y = ~ e
0

,cr) ( ~ T ) = ~ e
0

, a T , 

a' EG' TE/I 0 1 
1 T 

então ± oY E ut para todo o E u. Portanto 

para todo a' ' 1 , 0 2 E G ~ corno queriarnos provar. 

Agora, seja t um primo divide -que o numero 

K e, como antes, seja v 
a = t 

ecr' - e , mod t 
1 02 

das classes de 

Seja 

ljJ : G -+ (2l/a2Z) * um homomorfismo de grupos e para cada a E G 

escolhamos um inteiro c
0 

na classe lJ.I (o). Temos 

para todo o, T E G. Chamemos L = {c
0

}
0

EG. Seja 

Ternos que 

c
01 

= c
0

c
1 

moda. 

M = E c Y-l. 
L OEG O O 
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para todo a E G. 

Se K e R. satisfazem as condições equivalentes da Proposi 

çao (11) e se ljJ não é o homomorfismo trivial (i.e. se 

moda para algum O E G), então ~r 0 modl. Assim, alguma co-

luna de ML , digamos a i-ésima, nao é divisivel por R.. Seja 

E1 o vetor coluna com i-ésima coordenada 1 e j-ésima coordena­

da O se j f:. i. Se o número das classes de K é t tk com R. ,f k, 

a unidade 

e 

k 
E. 
~ 

e tal que (E~)~~ E V(l). Por outra parte temos 
~ 

Isto corresponde à existência de uma unidade tal que 

t~ 
E E V (1) e tal que <P (EÃ ,a) = 1, onde À = l: 

crEG 

mos T = {t. E U 
~~ 

E e V{l)}. Nós acabamos de provar que, sob 

as condições da Proposição (11), <Pa ('L'À) = 1 (.note que TÀ ~ sa,L). 

Temos também que 

portanto I(TÀ) e igual ao menor expoente de .QÀ • Destes 
p fatos 
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e da Proposição (10) concluímos o seguinte: 

TEOREMA 2. Sejam 2. um primo que di vide o número das classes· de 

K, a = .Q.. v um expoente de C i, c
0 

, a E G inteiros relativamente 

para todo a, 1" E G 

-1 
1; c

0
o • Suponhamos que K e 

crEG 
e À = R. satisfazem as condi-

çoes equivalentes da Proposição (11). Chamemos p ao menor ex-

poente de n~ Então, se E E Ci e tal que Ea é não vazio, 

temos que 

Eu nao sei se subcorpos reais arbitrários de ID (r; 
8

) (p 
p 

prLmo, e ~ 1) satisfazem as condições da Proposição (11) para 

i = p, quando isto ocorre podemos concluir do Teorema (2) e da 

Proposição (6) que duas vezes o menor expoente de nÀ e um ex-p 

poente de CÀ 
p para À como no Teorema ( 2) • Ora, se e = l to 

das as coisas funcionam e temos o seguinte resultado: 

CORO~RIO. Se K ~ <J1{Çp) n JR, onde p é um primo impar, então 

todo anulador (em :ZZ [ G ] ) de n , anula também 
p 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam d = # G, f = 12- l {note 
d 

pois K c 
- IR) ' g uma raiz primitiva modp e a 

G. Sejam 
v > 1 um expoente de ambos c p ' v p 

f -que e par 

um gerador de 

e n 
p ' 

e 



v-1 
C -- gfp , note que 

Para O < k < d - 1 definimos 

ternos que 

bérn 

kj -j 
c fJ • 

ki \) 
-c Àkmodp para todos os inteiros i, 

d-1 
l: Àk = d mod p v. 

k~O 
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tam-

Vamos provar que o corpo K satisfaz as condições da Prop2, 

sição (11) para ~ = p. Pela parte (2) da Proposição (11) é su-

ficiente provar que o corpo 
-1 

ru(ç + ç ), onde ç ~ ç • 
p 

satisfaz 

essas condições equivalentes. Afirmamos que para este corpo 
d-1 

P (X) = 1 +X + ••. +X 
p -1 ra o qual d = - 2 o polinômio é o 

polinômio minimal de Y
0 

modp. De fato, como 1 nao é um autova-

lor de Ycr e com Y~ =I, temos que P(Y0) =O. Por outra parte 

P(X) - (x- c) (x 2 d-1 2 d-1 -- c ) ••• (x - c ) rnod p, e c, c , .•. , c sao 

dois a dois não congruentes modulo p, assim é suficiente provar 

que ck é um autovalor de y
0 

modp para k = 1,2, •.. ,d -1. Mas 

pela Proposição 8.13 de [ 5 ] temos, para 1 < k < d- 1, que 

À 
__ze_ :: (-º-- ) k ~ 
p?l uP 
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À À 
Logo o conjunto U k \ U k n uP é nao vazio e podemos obter um 

autovalor mod p correspondente a k c . Portanto 

satisfaz a condição (b) da Proposição (11) para t = p assim 

como seu subcqrpo K. 

Seja E E C , pela Proposição (6) sabemos que 
p 

vazio e como p é ímpar, segue do Teorema (2) que 

( *) 

onde 

para k=O,l, ..• ,d-1, 

pk e o menor expoente de 

Agora, seja 
d-1 

}; 

i=O 

i 
ai cr E Zl [ G 1 um anulador de 

- -e nao 

np • Ternos 

d-1 
( }; 

i=O 

d-1 
- ( }; 

i=O 
para O<k<d-1, 

e é um expoente de 

d-1 
~ 

i=O 

d 
d-1 
~ 

i=O 

Este último 

expoente de c 
p 

d-1 
~ 

i=O 

d-1 
~ 

k=O 

d-1 
~ 

i=O 

elemento 

e p J d 

n 1 pOrtantO 
p 

d-1 
~ Àk -

k=O 

anula c 
p 

d-1 
~ 

k=O 

por 

d-1 
Pk I }; 

i=O 

( *) , e 
• d-1 

como 

concluimos que ~ 
i a.o 

1 i=O 

digamos 

pv e um 

anula c p 
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como gueriarnos provar. 

4. UMA APLICAÇÃO AO PRIMEIRO CASO DO ÚLTIMO TEOREMA DE FERMAT 

sejam p > 5 um primo, ç ~ çp uma raiz p-ésima primitiva 

da unidade e K ~ <!! ( ç + ç-1) . Sejam g uma raiz primitiva modp 

e o o automorfismo de K tal que cr(Ç + ç-1) ~ ç9 + 
-g 

ç ' temos 

que G = <a} . Preservamos as notações das seções anteriores, 

neste caso particular 1 temos que 

v (1) 

p-1 
2 

e 

e 

~ O}. 

Lembramos que U é o grupo das unidades positivas de A = 

= ztr·'[ I; + ç-lJ, .Q = U /V{l), C e o grupo das claSses de ideais 

de K e 

mamas 

Seja 

poente de 

v 
p 

são os p-Sylow subgrup.os correspondentes. Cha 

ao número das classes de K. 

v > 1 um expoente de este é também um ex 

C como segUe do Corolário do Teorema (2) (se p )h+ 
p 

podemos tomar p v = a maior potência de p que divide h+). Se­

ja 
v-1 

g2p e para O<k<d-1 

d-1 
E 

j~o 

definamos 

Para 1 < k < d - 1 definimos pk como o menor expoente de 
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Segue do Corolário do Teorema (2) (e realmente é a princi-

pal etapa de sua prova) que 

ticular se p = 1, então k 

e um expoente de 

( 1) • 

Àk c 
p 

Em par-

Por outra parte é bem conhecido que se > 1 então 

À 
[ ( 1 - i;) ( 1 - ç- 1 )] k = aP para algum a E A e reciprocamente 

(para provar isto usar o congruência À~= dÀk modp, a reei pro-

k -k 
ca segue da independência das unidades ( \ -+ ç ç ) ( ..:1c.-__,ç'-_.,.-1 ) ' k = 

1- ç 
=2,3, .•. , p -1 

2 ) • 

Depois destas considerações podemos provar o seguinte re­

sultado (chamamos Bn o n-ésimo número de Bernoulli definido por 

tI <é- 1l = 

00 

l; (B. /j!)tj). 
j=O J 

TEOREMA 3. Sejam a, b, c E :?l \ p:?l, suponhamos que aP +bp =cP, 

então para todo r par, 2 :5_ r 2 p- 3, ou existe a E 7Z [ ç 1 tal 

que 

e portanto 

e portanto 

p-1 
li (1 -

i=l 

PI B ou existem p-1-r ' ~E?l[Ç] 

p-1 
[ li 

i=l 

p-1 .. r 
li (a+ bç')' 

i=l 

e s E :zz; tais que 

= ~P, 



onde 
r 

s 

a u = -
b 

B 
p-1-r 

p- 1- r 

1 
= 

1- u 

p-1 
~ 

j=l 
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P-2-r J. 
j u modp, 

OBSERVAÇÕES. O Teorema ( 3) extende a primos arbitrarias p cer 

tos resultados de [ 7], Parte II, como foi prometido nesse arti 

go. Podemos pensar neste teorema como sendo um complemento do 

seguinte, que implica as congruências de Kummer-Mirirnanoff (ver 

a referência [ 6]): Seja r irnpar 1 < r < p - 3, então ou 

PIBr+l ou existe y E ?l [ ç] tal que 

p-l .. r 
n (a + bç1)1 = yp' 

i=l 

p-1 .p-2-r j e portanto. L J u = O mod p. 
j=l 

PROVA DO TEOREMA 3. Sejam r um inteiro par tal que 2 .2. r 2_ p- 3 

e k = 

Àk 

p-1-r 
2 

Comecemos observando que 

d-l kj -j d-l 
lkj(J -j 

d-l 
g(p-l-2k)j(Jj = L c cr - ~ - L 

j=O j=O j=O 

d-l 
grjcrj 

d 
L L .r d = - J.. o. mo p, 

j=O i=l 1 

onde o i é o automorfismo de K tal que 

= 



1 < i < 
p- 1 

2 
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Corno foi dito nas observações que precedem o teorema, se 
À 

[ (1- I;) (1- ,-1 )] k=aP para algum 
o pk > 1, então 

tanto 

d 
11 [(1 -

i=l 

mas então 

p-1 
11 (1 

i=l 

isto implica que 

para algum 

para algum 

p!B l (referências [6] 
p- -r 

a. E A, 

e [7]). 

a. E A, por 
o -

Se pk = 1 

n e c 

Àk Àk 
então np = (1) e CP = (1), i. e. Àk anula 

p p 

-1 p Como é sabido, temos que (a + bl;) (a + bl; ) =A para algum 

ideal A de A, logo 

À À p 
[(a+ bl;) (a+ bt;-1)] k =A k 

Se t = p n. com p% n, então 

_Àkn 
A = 1 onde A é a classe de A em C (porque 
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Ternos também que 
_Àkp Àk 
A = l, logo A = 1. Portanto 

À 
E [(a +bÇ) (a +bç- 1 )] k = B~ para algum B

0 
E A e algum E E U. 

Como À~ =:::: dÀk mod p obtemos 

_nÀk 
Seja e:: a classe de e: em r.l, então e:: 

nÀk rdnÀk -- ,Àk E V(l)Àk E = 6 E V(l). Logo o u 

s À d 2nÀ 
[ (1- ç) (1- ç-1)] o k [(a+bÇ) (a +bç-1)] k que 

gum Sl E A e algum s
0 

> 0 inteiro. 

d 

= 1, isto é 

Isto implica 

para al-

Como e :E i r a i rnod p, a igualdade aci 
i=l 

ma implica que 

d 
TI [(l -

i=l 

para algum S2 E A e algum s 1 > O inteiro. 

Portanto, 

p-1 1 ,i .r 
- s ~ s TI ( ""--"--) 

i=l l - ç 

p-1 
TI (a 

i=l 

.. r 
+ bçl)l 

p-1 
para algum 13 E lZ [ 1; ] e algum s E tZ, porque :E i r= O rnod p. 

i=l 
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Como sP - e mod p para algum e E 7l I a igualdade acima 

implica que 

s 
B p-1-r 
p- 1- r 

1 P-2-r j 
j u mod p 

1 
1- u 

como é provado em [7], Proposição (2) da Parte II. Isto comple-

ta a prova do teorema. 
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