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INTRODUGAO

O principio de transicac do infinito potencial ac  infinito
atual & utilizado na formulagao de axiomas de infinito na teoria

axiomatica dos conjuntos.

Uma aplicacdo classica do principio @ o argumento de Dede-

kind para a existéncia de um conjunto infinito.

Em uma forma mais sofisticada, o principio de transicao do
infinito potencial ac infinito atual & . empregado na formulagéo
do axioma da inacessihilidade. Os axiomas de Zermelo-Fraenkel im-
plicam que o universo & fechado relativamente a certas operagoes,

ou seja, potencialmente fechado. Aplicando o principio, podemos
supor a existéncia de um conjunto fechado relativamente a estas

operacoes . Analogamente, justificamos os esquemas de reflexao.

Os esquemas de reflexao sao empregados como técnica de inves
tigagao metamatemdtica ou como axiomas fortes de infinito (cf.2],

8, [13}}).

Em [2]1, Bernays considera o seguinte esquema de reflexao:

w (X)) —— FR(® 4+ 1) == (X N R{x}).

Uma ideia natural de extender o axioma de lernays seria por
uniformizagdao. Tentariamos afirmar a cxisténcia de um Gnico i para

todas as formulas. Entretanto, uma tal formulagéo lovaria a
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contradigao.

Reinhardt (20|, introduzindo o conceito de cardinal extendi-

vel obtém extensao uniforme doc esquema de Bernays (ver [23]}.

Neste trabalho, comegamos o estudo de sistema BA, baseado

* - . u —_—
em um principic uniforme de reflexao.

BA & extensao do sistema A de Ackermann, no qual & possivel

e . . , n .
demonstrar a existencia de uma classe de cardinais nm<ﬁ1ndescr;-
tiveis, o gue, combinado com um resultado de Tharp {22}, acarreta

a consisténcia da teoria B de Bernays.

A existéncia de cardinais extendiveis implica a existéncia

de modelos naturais de BA .



CAPITULO I

PRELIMINARES

§1. A TEORIA IMPREDICATIVA DAS CLASSES

Apresentaremos, nesse paragrafo, de forma sucinta, o sistema
de Zermelo-Fraenkel, que denotaremcs ZF, e a teoria impredicati-
va das c¢lasses, MT. Para estudo mais completo dessa teorlas,
pode-~se consultar Fraenkel, Bar-Hillel e Levy (9] ou Chuaqgui [3].

Seguiremos, om todo o trabalho, salvo indicacao explicita em
contraric, a notagao ¢ a terminoclogia de Drake (6] .

seja L uma linguagem de primeira ordem com um tnico simbolo
nao lOgico, o predicado binario €. Utilizaremos as letras minus-—
culas latinas x,v,%,... como variaveils para conhjuntos. LEmpregare
mos os simbolos A, v, 1, —,w—>, ¥ , 3 significando respectiva
mente 'e' , ‘on' , 'nao' , 'implica' , 'se e somente se' , 'para
tode' e l'existe'.

i & o sistema de Zermelo-Fraenkel, cujos axiomas no simbo-

lismo de [, sao 0s segulntes:
(ZFP1) axioma da extensionalidade

YWy U {{t ¢ x s> t C y) ——= x = v).



(ZF2} axioma da existéncia do conjunto vazio

y x(x & y)

(ZF3) axioma do par nao ordenado

¥x¥y3z ¥t(t € ze+——t = x v t = y}.

(ZF4) axioma de uniao

¥xdzyuvv{(u € v € v A x —> 1 €& z).

(ZF5) axioma de conjunto potencia

¥x Jzvt(t € z2 «—> £ C x).

(ZF6} axioma de infinito

Ax{4 € x Ayttt € z —a>t W (£t} € x)).

(ZF7) axioma de substituicao

Htl,...,tn vavu,v,w (u€ a ay¢(u,w) r g{u,v)

v = w) —3 Zzyx(x € z «——> JFE(t € a A v(t,x)}))), sendo ¢ uma

formula tendo como Gnicas variaveis livres tl,..y,t Lt

(%F8) axioma da regularidade

Y(x # 0 ——= 3yly € x A v 1 x = &}).



Utilizando, como de habito, letras latinas mailsculas para
representar as classes, adotamos a seguinte axiomatica para a teo

ria impredicativa das classes MT:

(MT1) ¥XYYYZ((Z & X 4 Z €& Y} —> X =Y)

Dizemos que uma classe X € um conjunto se existe uma clas-—
se Y tal gque X € Y. Escrevemos M(X) para significar qgue a

classe X @ conjunto.

(MT2) 3JYV¥X(X & Y <=— M(X) A ¢}, sendo ¢ uma formula gue

nao contém ocorréncias livres de Y.

(MT3} M{X) —> 3F2¥Y(Y € 2 «—> Y C X)}.

(MT4) M{X) A M(Y) —= M(X U ¥Y).

(M1T5) Se ¥ & uma fungao e M{X), entaoc M(F"X).

{(MT6) MIX) ——> MIUX]).

(MT7)  IY(MLY) A & Y A VXX € YY) — XU {X] € Y))

(MT8) VYX(X # o —» Iy{y € X A YN X = &))



Todos os resultados e definig¢des abaixo figuram em  Drake
[6]1 . Nosso proplsito consilste apenas em lembrar o que serd utili-

zado com nmaior freguencia.
n,B,Y... serao empregados como varidveis para os ordinais,
e denctaremos a classe dos ordinais por On.

Por indugao transfinita, definimos a estrutura cumulativa dos

tipos:

R(D) = ¢ ,

Ri~w + 1) = Y(R(O‘.))l

R{X) = U Ry}, se Lim(}).
M <A

Um cardinal & um ordinal inicial. Notamos por card(x) o car-

dinal associado a um conjunto x.

Seja v um cardinal. Dizemos gue uw & fortemento limite se:
(1.) L \\O r
; B
(i1) 3¢y — 27 < oao.
i & regular se « nac € da forma LBy para
ic
B, < . e card (I} < ao.

i & inacessivel se « & fortemente limite e regular (Nota-



Uma fungao £ : On -—> On & normal se as seguintes condi-

¢oes sao verificadas.

(i) £ & estritamente crescente

o < B —— fl{a} < £(B) ,

(ii) f & continua

f{(xy = U £{(f), se Lim(X).
LR
Seja So= (AL,C) um modelo de MT, Se A = R{u), dizemos

que (& & um modelo natural. Todos os modelos supercompletos de MT

saoc da forma (R{x + 1}, , Infla).
Sejam ¢ = (A, E) e (B = (B,€) duas estruturas.

Se A C B dizemos que B extensao elementar de (I (Notagao:
W,Vr B} se para toda formula ¢ e elementos al,...,an &< A, temos

X = vpla a ) «—— 8 = w(al,...,a ).

' - Tn n

Uma imersao j de L em B & um isomorfismo entre I ¢ uma sub-
estrutura B' ¢ B, Se B' 4 B a imersao J & chamada 1imersao
elementar de J em B

A classificagao de Lévy para formulas de uma linguagem de
primeira ordem pode ser extendida a linguagens com variaveis de

tipo finito.



NP . ~ n n
As variaveis de tipc n serao denotadas por X, Y ,...

Seja ¢ uma formula dessa linguagem na forma normal prenex.

¢ & uma formula de ordem m+l se o primeiro quantificador

(logo o de maior ordem) aplica-se a variaveis de tipo m.

Seja ¢ de ordem m+l e suponhamcs que os guantificadores

de ordem m+l sSao

m m m m n m
¥X, ... ¥X 3X .. IX Ix cee ¥
+ +
1 ny nq 1 n, n, 1 ny
i.e. 3 blocos de ¥ e 3, com j-1 mudangas de quantificadores
(¢, €Y se j € impar e3d se Jj & par), e o primeiro quantifica
dor & V.

m - . - ,
ﬂj denotara o conjunto de todas as formulas da forma descri

ta acima.

Analogamente, se temos Jj-1 mudangas de guantificadores de
ordem m e o primeiro guantificador & 3, definimos o conjunto

das formulas Z?

§2. OS SISTEMAS 5 e A

Neste paragrafo, introduzimos o sistema de Bernays, £, dc-
senvolvido em 2] e a teoria de Ackermann, gue denotaremos por A.
Para estudo completo dessas teorias, consultar as referencias [1],

[21 e [9],



Os axiomas de B =3o0:

(I} axioma da separac¢ao:

JAVX(X € A <«—> ¢ A AY(X € ¥)), sendo ¢ uma formula sem

ocorréncias livres de A,

(IT) axioma da extensionalidade:

VXX € A «<—> X € B) —» A = B.

(III) axioma de subconjuntos

(I3X(B € X) A A C B) —> dAX(A € X)

- : [ - . .
Para cada formula ¢, seja ¢. a formula obtida a partir de

substituindo-se toda subformula da forma FXp por IX(X ¢ U A mU}

- 1
e toda subformula da forma VXy, por VX(X C U —=> mL),

(1V) axioma de roflexao

g {A) ——= FUIV{U & Y) A ¥XYY(X & ¥ ¢ U —= X & U} a
A pU(A n U}, sendo ¢ {A) uma formula na qual U nao ocorre.
A linguagem [ de A & obtida juntando-se¢ a £ uma constan-

A

te V. As variavelis representam classes € X € V significa que

X e um conjunto.

Os axiomas de A sao os seguintes:



(v) axioma da extensionalidade

YX{Xx € A «—> X & B} — A =B

(1) axioma de formacao de classes:

JAVN(X © A «—3» ¢ A X € V}, onde ¢ ¢ uma {Ormula en
gue A nao ocorre livre.
(v) axioma da hereditariedade:
A BABEY —s A E V.,
(§) axioma dos subconjuntos:
Be v ArAAIB — A€V,
(¢) axioma de formac¢ao de conjuntos:
Xl,XZ;-—.,Xn € V{(¥X{w(X}) —= X &€ V) — JU{(Ue V) A
¥YX (X € U)~&“%’¢(X,Xl,...,xn))), sendo ¢ uma formula na qual V nao
ocorre e culos parametros estao entre Xl,_,.,xn.

(7} axioma da regularidade:

XE VA X F#E > JA(A € X A AN X = d).



vVamos associar a cada formula ¢ da linguagem de MT uma £fOr

mula ¢ da linguagem de A. Diremos que ¢ @ a tradugao de ¢ na

linguagenm de £A

Dada uma formula ¢, interpretamos os conjuntos de MT come

classes de A contendo como elementos apenas elementos de V.,

Todas as tradugoes dos axiomas de MT, excentuando-se o axio

ma de substituicao, sao demonstraveis em A (consultar {9]).



CAPITULC IT

PRINCIPIOS DE REFLEXAQ

Seja Gr-eer?y uma sequéncia finita de formulas. Seja
X.,...,%X_ A Sequéncla de variaveis que ocorrem livres em alguma
1 m -

formula o 1< i< n,

Umna classe U reflete wl,...,wn SSS Vxl,.. n

€ U{(wl

U
upl);\ e A wn >tpn)).

Uma sentenga que afirma a existéncia de uma classe U gue re
flita todas as formulas de uma sequéncia dada é um principio de

reflexao.

Formularemos um tal principio:

Se V = w(X;,...,% entao existe um ordinal =, tal que pa

ny

€ R{w) , Ria) I= v(xl,...,x ).

ra todo =x

et ¥y k

Em outras palavras, se uma sentenca v de ZIF & verdadeira em

V, existe um R{a) no qual ¢ & verdadeira.

Formalmente,
_ R{o) .
{PR1) Eaxvxl,-.-,xk Ri{a) (¢ ¢— v }, sendo ¢ uma formu-
la da linguavem de 2ZF com variaveis livres SEERERE "



11

Todas as instdncias de (PR1l) sao demonstraveis em 2F para
formulas da linguagem de ZF .

E facil ver (cf. Lévy [13]) que os seguintes esquemas, apa-

rentemente mais fortes, sao equivalentes a (PR1) em ZF :

(PR2) VB 3a(B < o A Vi, ... ,x € R(a) (¢ <—> ")),
(PR3) VB Fa(B < o A Vxl"“’_x]{ R{a) (("01 P _ ¢lf(a))
R P LA PR

0 teorema gque enunciaremos a seguir contém (PR3) como caso

particular.

LEMA 1. Seja t{x) um termo satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) B < a —=t(B) © (o) ;

(ii) Lim ()

Entao,

> t(ux) = ultin) = 2 € x} .

(¥y) {y &€ x A Ord(y) A~ x # ¢

Um termo que satisfaz (i) e (ii} € chamado termo normal.

DEMONSTRACAO:

De (i), segue-se que



Se existe P € x tal que (¥y)(y € x — Yooy, entao

ux = [ e, portanto,

tiux)y = () = wit{a) @+ o€ x}

Caso contrario, Uux @ um ordinal limite; logo por (ii),

Eiuw) = Uit () @ o € uxl}.

Mas, por (1),

Ed) = 0 okt Caft(a) o % o
TEQREMA 1. Sc¢da t (v} am termo normal e scija 4 {x) o formula

Fuaflx o ).

Fntac, woara gqualuucr sequencia finita de formulas Fyree ¥

n
com variaveis rivees ontre xl,.._,xm , Ltemos
o . P t ()
Yo 3) (o \ ¥ X SOty (e Y
kA 1! " m (F) 1 1 )
'y i ('\-."
A e AW e i
I§ n

DEMONSTRACAD. FPodomos assumir sem perda de genceralidade que todas
as subformulas das foOormulas ¢ Car¥ tambeém ocorrem na  lista.

Supomos,ainda, que as formulas existencials ocupam as p primeiras
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posicoes na lista.
Seja 1 < 3 < p. Logo, ¢ e da forma,
aywj(zl,...,zk,y) , onde Zyree sy sao_as variaveis li-

vres de ¢j.

Definimos

¢
sj(zl,...,zk) = uy {3y € tly} wj(zlf...,zk,y)).

Lego, se dados zl,...,zk ; existe y tal que

d{y) a ¢j(zl,...,zk,y), resulta que sj(zl,...,zk) e o menor

ordinal y tal que vy € t{vy).

Definimos

* -
Sj(u) U{sj(zl,...,zk) PZieeeen 2y

Seque-se de (i) que:

U{t(sj(zl,...,zk)) P2 seeerzy € ul < t(sgtu)).

Logo, se zl,...,zk En e existe y tal que

d{y)a ¥ (zl,...,zk,yJ, entao um tal y pode ser escolhido em

ti{s*{u)).
3

&

Z = P PO
Como {zl,...,zk} __{xl,...,xm}, VX ren X € U3y (b (y) Jj}
> 3y € t(s*_si(nm;?

).

<t
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Definimos

s*{y) = s*(u) Vv .., U s;(u)

*
1
Temos, pois,

(1) ¥xp,eox € uGyOm) A D) e 3y € £ls*(a) b9, 1< <p.

Definimos uma sucessdao r(n} como se seque:

r{d) = a + 1
rin+tl) = s*(t{rin)).
Seja B = U{r(n) : n € w}.
Claramente, = < . Temos, portanto, gue demonstrar
- @ t(B)
h £ { o 3 - o
{2) Hxl,...,%m t(%)(yj > @j ), i <3 <n
A demonstracao se faz por indugac sobre a complexidade das
formulas.
-~ %S¢ ¢. @ atomica, temos @? = w?(b) = 9.,
J J ]
- Se 03 = fq A ¢r ou wj = TGD , (2) segque-se por hipotese
de induqﬁo:
-~ Se ¢ e existencial, Jj < p e v & da forma Iy ..



Por hipdtese de indugdo, (2) & valido para

VX ,eua X
m

l!’

t(B8) :

Mas 3y € t(8)$j

suficiente verificar

I U

Suponhamos Xyresea Xy € t(B8).

1 temos,
t(8) = U{t(rin)) n €wf,

Portanto, para cada i, 1 < 1 < m, existe n,
X, € t{rin,)).
i i

Seja rin_ ) = max{r(ni) 1 <i<ml e seja

Por (1), temos

Iy (P {v) A Qlj} =

Como s*{t(r(k))) =

S £(B) (3 € £(B)U]

JX € E(R) (3y (D (y) A

wF(B)
J

Ar——>

¢
mj)

7y € t(s*(-t(r(kn))w‘;f

r{k+1l} .,

“—> 3y € t(B)yY

Y5

t

3

; logo para demonstrar

TR € t(B)(wj «—> 3y € t(8)$§) , ou seja

e entao,

(2}

15

Pela definicao de 8 e pelo lema

que
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(4)  3y(d(y) A a'qu.“) <> 3y € t(r(kﬂw.‘;?

Mas  r(k+l) < 8 , logo tilr(k+l) < t(B).

Por (4), segue-se a tese. =

Em virtude do axioma da regularidade e fazendo ti{x) = R{a),

temos ©

COROLARIC. Se ¢ & uma instdncia de (PR3), Z2F +— o . m

{PR1} mode ser usado como uma alternativa para axiomatizar
YA
R. Montaque demonstrou que (PR1) & eguivalente a conjungao

dos axiomas de infinite e substituigao (ver (71 ou [18]).

Com o objetivo de obter axiomas fortes de infinito foram estu

dadas extensoes desse principio.

Em {13], A. Lévy propoe acrescentar aos axiomas de ZF o se-

guinte esguema:

(M)} Toda fungéo normal definida para todos 0s ordinais admite

pelo menos um ponto fixo inacessivel.

Formalmente,
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(Yo,B,¥) (¢ (a,B8) A ¢(a,y)—=B8 = v) an (Vo) (3B)e(a,B) A

(Voo,B,v,8) (v < y A ¢l(a,B) A ¢(y,8)—>B < 8§} A
(Yo ,B) ({30} {0 + 1 = a) A o # 0A ¢la,B) —> (¥y)(y < B =—>

(38, {8 < ar vw@,m) A0 >y))}) —>  (38) (2 (B,B) » In(B)) ,

sendo ¢ uma formula da linguagem de 4F.

No mesmo trabalho, Lévy demonstrou gue (M) & equivalente a

conjuncao de

(M') Toda funcao normal definida para todos os ordinais admi-
te pelo menos um ponto fixo reqular;
e

(ATI) Todo cardinal € majorado por um cardinal fortemente ina-

cessivel,
A demonstragao de Lévy nac faz uso do axioma da escolha.

Utilizando o axioma da escolha, pode-se demonstrar que

(M) =-— (M"), (ver de Alcantara [5h]).

Como consequéncia de (M), demonstra-se,

(FRA)  yedn(s « A In() A (g e—s oRE

ou seja, para toda formula ¢ de 2ZF existem cardinais inecessiveis

. . , R}
arbitrariamente grandes tais gque ¢ <— o

Como se 3 for um cardinal inacessivel, R{1®) modelo natural de

ZF, temos (fora de ZF, & claro) que, para um tal o, o «—= @R(a),
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para toda formula ¢ .
Assim, (PR4) parece intuitivamente plausivel.

Utilizando metodos desenvolvidos em [5] , podemos demonstrar,

na teoria impredicativa de classes MT, o

TEOREMA 2. (M) & equivalente a cada um dos seguintes esquemas:

(M1) Toda familia (f.), (onde I € um conjunto) de fungoes

i€l
normais, definidas para todos os cardinais, admite pontos fixos

comuns inacessiveis arbitrariamente grandes.

(M2) Para toda familia (fi)i €1 (onde T & um conjuntolde fun
gées crescentes, definldas para todos o0s ordinais, cxiste pelo me
nos um regular o, fi—inacessivel para todo ie?T (1.e.

Yi € T(R < ¢ w—> fi(B) <o) ).

Necessitamos um lema:

LEMA 2. (M) & equivalente a

(M") Toda fungao normal definida para todos os ordinais admi

te pontos fixos inacessiveis arbitrariamente grandes.

DEMONSTRACAQ. Obviamente (M") implica (M).

Reciprocamente, seja f normal e £f' a derivada de f, ou
seja, a fungao nermal (ue enumera os nontos fixos de £ . Conside-

remos a y-translacao de £' , f;
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f; € normal, logo, nor (M), existe B tal gue f;(B) = 8. Mas,
B =f£'(v + B)Y; logo, £(B) =B , e com f' & normal R =

'y +8) >y +B 2>y . =
Estamos em condigoes de demonstrar o teorema 2.

Demonstraremos primeiro que (M") implica (M').

Seja (fi)i e uma familia de fun¢oes normais indexada por

um conjunto I e consideremos a colegao F de todas as composi —

coes finitas das fungoes (fi)i er !

.,i €I, n€ wrl.

Seja ¥ um ordinal e

vpoEm sup{q{y + 1) : g€ F}
Como, para todo 1 € I, fi 0o g€ F, & €& um ponto fixo comum
a todas as fi, i € I. Logo, a familia (fi)i c1 admite pontos
fixos comuns, arbitrariamente grandes.
Seja h a funcao que enumera os pontos fixosg comuns. Apli-

cando (M") a h, segue-se (M1).
Demonstraremos, agera, gque (M1) implica (M2).

Sedla (fi)iE:I uma familia de fungoes crescentes definidas

para todos os ordinais, indexada por um conjunto.



20

A cada f,, associamos uma fungao normal fg definida  como

se segue:

£*(0) = £, (0)
i i
f;(l} = sup fi(B} , Lim (A}
B<A
f;(a + 1) =90 menor § tal gue existe B para o}
= - (- - *
gual & fi(d) e o fi(a).

E facil ver que, para todo B,

£2(2) < £.(B) < £*2(8 + 1).
i - i - i

(M2} & obtide aplicando (M1} & Familia (fi}ifEI

Finalmente, mostramos gque (M2) implica (M"), donde se conclui

(M) pelo lema 2.

Necessitamos algumas definigoes preliminares.

Seja £ um cardinal e t, a sequéncia definida por
t-(0) = X, ;
te(n)
t.(n+l) = 2 7 ; e w
Saja Ao 7 osup t.(n).

=

1= w



Consideremos a fungao
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g definida na classe dos cardinais

por gf(g) = lg Temos ,g(g) > ¢ , para todo &£.
Definimos f : On —— On pelas clausulas
£(0) = g(0) ;
flo + 1) = g(f(a)) ;
£(X) = sup £(B) , Lim(})
B<A
Facilmente, podemos verificar gue f & normal.
Seja h uma funcdo normal.
Aplicandc (M2) a f e h , existe um regular i tal que se
B < s, entao hi{pg) < e f(3} < o. Como £ e g sao conti-
nuas, fi(n) = g(n) = Falta mostrar que o~ & inacessivel.
Suponhamos # < a e seja vy = B8+ 1 ; logo Yy < u
Temos , também,
B < gi{flyly = )_ sup t (n)
£{y) new  FOY)
Entdo, existe n € o tal que P < tf(Y)(n)'
Finalmente, para este n,
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{n) _

=t (n+1) < g(f(y)) = £(y +1) < f(a) =a . =

t
B fiv)
2- <2 £y}

Os esguemas considerados até agora sac principios locais de
reflexac, no sentido que a classe que reflete uma formula depende

da formula dada.

Uma tentativa ingénua de se formular um principio uniforme de
reflexao seria acrescentar a 2ZF um axioma afirmando a existén-
cia de um Gnico o tal que R{o) refletisse todas as formulas. Mas,
um tal axioma imwlicaria, por exemplo, que V¥x(Ord(x) «—— x € a)

e levaria a uma contradicao.

Uma solucao bastante elegante que uniformiza (PR1) € o siste

ma ZF/s de Feferman (ver [8]).

2 linguagem de ZF/s & obtida acrescentando-se a £ZF uma

constante s,

Qs axiomas de ZF/s sao os seguintes:
(1) os axiomas de 2ZF ;

(2} s € nao vazio

(Ix) {x & 8)

{(3) & & comvleto

(vx) (yy) (y € x A x € 8§ —> y € s8] ;

(4) s @ sumercompleto

(¥x) (yy) {x € 5 A (¥t} (t € ¥y > t € x) — y & g) ;
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(5) esquema de reflexao

X ) >

(Hxl,...,xn)fxl,...,x € s > (g 17 - 5

It

w(xl,...,xn)} , para cada formula de ¢ de EZF ~ {(logo ¢ nao

contém s), tendo «x

s 177 -"1%, como Gnicas variaveis livres.

O esquema (5) significa que se (M, E,s) & um rodele de ZF/s,

MS = {x + x& M Ax Es}, x E_Y se, e somente se, x,y € M_* XxEy,

entac (M,E)} & uma extensao elementar de (M ,ES), isto & ,
M, F) e (Mqr ES) verificam as mesmas formulas de £ZF

w(i) e te

Como consequéncia de (5), se ¢ for teorema de ZF,

orema de ZF/E

Seja o = {u : o € s A o € On}. Entao, ¢ & o menor orxdinal que
nao pertence a s . Evidentemente, ¢ € um ordinal limite estrita~

mente maior do gque . Temos, portanto s = Rig).

Acrescentando-se a ZF/s 0 axioma,

(&) (Fa)(In(x) A 8 = R{a)) ,

prova-se o axioma da inacessibilidade e obtemos uma uniformizacgao

de (PR4).

Em [4], estudamos o sistema T, gue também conduz a uniformi-

zagao de (PRl). T & extensac dos sistemas de Feferman e Ackerman.

0 teorema 2 e o teorema de Scott-Scarrellini (ver Lolli [15])
sugerem uma possibilidade de uniformizagao parcial para conjuntos

de fOrmulas. Pretendemos desenvolver esse tema em trabalhos futuros.
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No capitulo precedente descrevemos o sistema B de Bernays ba-

seado em um principio local de reflexao:

g {X) —> 3 oR(a + 1) == ¢(X 0O R(a)).

Uma tentativa ingenua de uniformizag&o sexia, outra vez, pos-
tular a existéncia de um Gnico o para todas as férmulas. Entre —
tanto, tal suposicao levaria a uma contradicao tomando R{R + 1)
como modelo do universo, B > a , ¢{(X) =3ttt € X} e X = R{B) -

- Ria).

Solugao para a uniformizacdo do principio de Bernays foi ob-
tida por Reinhardt, introduzindo os cardinais l-extendiveis (ver

[20] e [21]).

No capitulo III, estudamos uma extensao do sistema Ackermann ,
BA , baseado em um principio uniforme de reflexao, gue implica a
L o n_, . . N
existencla de cardinais ﬂm—lndescrltivels e logo a consistencia

de 8.

A existéncia de cardinais l-extendiveis implica a existéncia

de um modelo natural de BA .



CAPITULO III

O SISTEMA BA

§1. AXTOMAS DE BA.

A linguagen & do sistema BA € a mesma do sistema A de Acker

BA

mann.
Os axiomas de BA sao os seguintes:
(I) axioma de formagao de classes:
JAYVX (X € A «—» ¢ A X € V) , onde ¢ & uma fOrmula em que
A ndao ocorre livre.
(I1} axioma de extensionalidade:

YE(X &€ A =—s X € B} —> A = B.

(T11) axicma de subconjuntos:

B&e V aAa»4n B = A& V.,

(IV) axioma do hereditariedade:

AE BA BV > A S V.
DEFINTCAO 1. Seja U uma classe propria. Para cada  fdormula
w[A,Xl,...,Xn), definimos ¢ (restricac de ¢y a U) como sendc a

- _ _ . v :
formula (3B)(B = A AN B & E A v (B, Xy,...,% ).
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(V) principio impredicativo de reflexao uniforme:

JX € VA AC YA (A, X

10X ' Q) S T onde

1" ""n Y%

y & uma formula em que V nao ocorre,

(VI)} principio de v-reflexao:

yreee X € S (0 (X,

.,Xn} — ¢ (X

de ¢ & uma formula em gque V naoc ocorre.

(VII}) axioma de regularidade:

XEVAXZAP —s IY(YE XA YN X = ).

BA & uma oxtcnsao da teoria de A de Ackermann.

TEOREMA 1. Se¢ A b+ ¢, entao BA — ¢

DEMONSTRACAOQ. E suficiente demonstrar que todos os axiomas de A
nao teoremas de BA. Os axiomas (o), (8), {y), (&) e (&) seguem-se
imed:atamente de (II), (I}, (IV}), (III) e (VII), respectivamente.

Temos, entao, que demonstrar em BA o axioma (r), ou seja,

Xyeeo preeeaX) T b e V)

Fz e Vivt(t ¢ z «—— y(t, Xl""’xn))' onde ¢ € uma formula em

que z nac aparece livre e V nao ocorre.

X EV e (¥t) ((pit,x ® )

Suponhamos X .- ..
P 1/ n if %n

t e V).
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Seja U = {t &V : w(t,xl,... n

Consideremos a formula y(U) = ¥t(t € U '%——vﬁ(t,xl,...,x 1)

Aplicando (V; a {U) temos,

Bu) (U € VA ucUAVWE(EE U «— @V(t,xl,‘..,x )y .

Por (VI), temos,

(Fu){u€ Vv A uClU YE(t € 0 «— ¢ {t,x

Seque-se, por (II}), que u=U e UE V. n

BA & também uma extensao da teoria impredicativa de classes
MT.

De maneira analoga aoc caso de A, interpretamos as variaveis
de conjuntos de MT como elementos de V e as variaveis de clas
ses de MT c¢omo variaveis de classes em £BA’ restrita as clas-

se que contém como elementos, apenas elementos de V.

Assim, a cada formula ¢ da linguagem de MT temos uma tradu-

¢dc + na linguagem de BA ,

TEQOREMA 2. Se MT +— ¢ , entao BA — ¢

DEMONSTRACAO. £ suficiente verificar que se ¢ & um axioma de MT,

entdo ¢ & teorema de BA .
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Ja vimos gue todas as tradugoes dos axiomas de MT, excetuan-
do-se o axioma da substituigao, sao demonstriveis em A ; logo, pe

lo teorema 1, também em BA .

Para demonstrar em BA a tradugao do axioma da substituicac

consideremos a € V e f uma funcac tal que f C V. Temos gque

verificar gue f" a € V.

Seja b = Dom(f]a).
Temos gue b € V.,

Consideremos a formula g (X)

1 [

K= £ "b

Aplicando (V) e (VI}) a (¥}, segue-se gue,

Ix & VA xCXAx = f]; b.

E entao, temos,

f| " = f" a€ V.

4

De forma analoga ao principio de reflexac de Bernays, € possi
vel extender a aplicagao do axioma (V) a fdrmulas com um nimero

finito de variaveis de classes livres.
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TEOREMA 3., BA 4~ v (A,B) A AC VA BCV —> (Fa){@b){a C A~ b C

BAacVabeva o (a,b)).

DEMONSTRACAQ. Seja ((X) a formula

' 3A 3Bl{¢ (A,B) A ¥Yx{(x € A «—> (x,0} € X} A ¥x(x € B >
{(x,1} € X})*

Supondo ¢ (A,B), ACV e BCV, com X = (&= {0}) v
(B x {1}), temos ¢(X).

Aplicando (V), obtemos,

) ) \Y .
Bu) ({u & V) » ul X 3a3B{¢ (A,B) A ¥x(x € A +—=

(x,0Y€ n} n ¥xix & B &3 (x,1) € u))).

Temos entao,

u = {(a - {01 v (b x {i}) com a,be VvV e aCA, bCB. m

Por indugao finita, segue-se o

COROLARIO. HA +— L Xyoo s ,xk) AR EV Ao A

1Y% » {da

l)...(Han)(a CA A...on a_ C An Aa, €V A el n

Vv
an e Vaw (a,,...,a , X
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§2. OBSERVACOES SOBRE 0S AXIOMAS DE BA .

1. Adotando o usc corrente de chamar conjuntos aos elementos
de V e classes proprias as classes gue nao pertencem a V, te-
mos como consequéncia do axioma (I) que {X:X € VA X gX! & uma

classe propria.

Logo, como {X:X € va X &X} CV, pelo axioma (I1I), V tam

bém & uma classe propria.

2. A restrigao que aparece nos axiomas (V) e (VI} impedindo a
ocorréncia de V na formula & necessaria. Em caso contrario ,
considerando a formula 'X € V A p(X) ' obteriamos, a partir do
axioma (£) de A que & demonstravel em BA, que {x : x ¢ x}! & um

conjunto.

3. Tambeém como consequéncia de (¢), como ocorre na teoria A,

se w(X) & uma formula cujos pardmetros sao conjuntos ¢ V  nao

ocorre, entao u(X) nao pode zer equivalente a X & V.
De fato, suponhamos (X} <— X € V. Tomando a formula
(X)) A X & X' e aplicando (e) teriamos que a classe {x:x ¢ x}

seria um conjunto.

Assim sendo, nao € possivel em BA (como em A) definir o con-

junto por uma formula em que V nac OCorre.

4. 0 axioma (I) afirma a existéncia de classes cujos elemen-

tos sao conjuntos.



31

Entretanto, como em A, & possivel demonstrar a existéncia de

uma classe que possua como elemento uma classe propria.

De fato, suponhamos que nao exista tal classe. Teriamos,

VAN € A <« X & V).

Por outro lado, todo conjunto & elemento de alguma classe.

Entao, a propriedade de ser um conjunto seria equlvalente a

propriedade de ser elemento de alguma classe e chegariamos a uma

contradicgao.

Usando ¢ axioma de reqularidade, & possivel construir tais
classes, por cxemplo a classe v e as classes Pv, PPV ,
{(ver [12]}.

5. Como consequéncia imediata de (V) e (V1) temos,

gue pode ser visto como um principio uniforme de reflexac e que

em um certo sentido uniformiza o principio de reflexao de Bernays.

§3. MODET.OS NATURAIS DL BA .

Neste paragrafo trataremos dos modelos naturais da teoria 6A

no sentido de [16], i.e., modelos da forma (k{s), R{B), € R .
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A observacao 3 do §2 pode ser escrita na sequinte forma:

BA F— 13x ,...,x (X _,.-.,%X_ € VA V¥YL(t € V ¢—>
O n o n

v (t, xo,...,xn}}}, para toda formula ¢ (x, xo,...,xn).

Esta proposigac sugere uma generalizacgao da nogao de definibi
lidade (admitindo parﬁmetros), introduzida em [17] com outra mo-

tivacao.
DEFINICAOQ 2. & = (A, 0, &) um modelo de BA. Dizemos que  uma

subclasse € de n & definivel em (7 ,B) sss existe uma f£ormu

la ¢, XO,..~,XHJ na qual V nao ocorre e elementos b(,.”,b
o) n

de B tals gque para todo t & A,

C = 1; 't: = 20\ T '\r-"l.";- J:T 4 {tf b Foeos o=y b } } .

0 teorema 4 & a versao semantica da observacao 3 do §2.

TEOREMA 4. S¢ (= A, U, FE > @ un modelo de BA, cntao U nao

& definivel em (7, U).

DEMONSTRACAO. Suponhamos, por absurdo, U definivel em (i, U).
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Entac, existiria uma formula v (t, XD,...,xn), sem ocorreén-

cias de V, e elementos uo,...,un € U, tais que para todo t €A,
(1) £t & U z——> N E= ¢(t, u ,...,un) , ou seja, teriamos
U=41{tecAa: = evi{t, u ,...,un)}.
Entao,

JoE= u ,...,u_ € VA V¥t(el(t, v ,...,0 ) — € V),
n o n

Como ¥ & modelo do esquema (&) de Ackermann,
o dz{z v VA WE(L & Y s> (L, u_,...,u })}.

Logo, existe u &€ U tal que para todo t = A,

Por (1) e pelo axioma da extensionalidade, teriamos u = U e

U € U, o que & contraditorio.

TEOREMA 5. Se 7 = (R{A), R{B), €7, com *» > ¥ , Lim (&) ;
d b= {I, II, III, IV, VI} e vy , 5 <y < X , R{y) nao & defi-

nivel em (¥, R(B)), entdo &= {1, 11, III, TV, Vv, VII.



DEMONSTRACAO. Temos que i k== VI sss R(B) ~" R(}).

Suponhamos R{X) k= v(x, yo,...,yn).

34

Seja n o menor ordinal tal gue para algum elemento a € R(})},

rank{a) = n e R{(}) = ¢{a, yo,..,,yn).

Resulta, entao

t € R{n} +&— dkE= Juiviv = R(u} ~ t € v A rank{(a)

u A ¢la, yor--‘ryn) A ¥X ¥z (rank(x) =z a ¢ (x, Yo""’yn} —
ue z)
0 o R R — v -
LOgo, } Foo RIAY v (x, Yo ’Yn} "
COROLARIO 1. Seja F = (R{A), R{(B), &), 2 < i , Lim(h)
OF /= BA.

R(:3) ™ REL) sss Yy, B < v < & , R{y} nao @ definivel

R. Montague o R. Vaught demonstraram que se veow
(R(B),Ei>“< {R{n), £ 1, entao ambas as estruturas sao modelos

sistena de Zermelo-Fraenkel, ZF.

R. Grewe demonstrou gue se (F = (R{x), R{), € + , Lim(w)

e R{j#) nao & definivel em (0, R(2)), entan & k= A

Ladd
W
T

Temos, pois,

em

Ao
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COROLARIO 2. Se Ol = {(R{A}, R(B), €, Lim{A), PR < 2 e (k= BA

entdo (R(B), €) = 2ZF e OE A, =

DEFINICAD 3. Seja v uma formula {(onde V nao ocorre) com apenas

variaveis de segunda ordem livres Xl,...,xn , ¢ um ordinal e
Ul,...,Un C Riu)
o € descrito por ¢ com parametros Uprenn U SS8
O € === .
{Rat), R(u)} F w(Ul, ,Un) mas,

Yo e (U, 0 R(BY,...,0 N R{B}).
1 n

Seda {0 uma classe de fOrmulas.

v & w~indescritivel sss o nao & descrito vor uma formula
de 2.

Sejam o = 0, uma formula com n variaveis livres sem o-

corréencia de V e Ul,...,[}n C RiK).

Nessas condicoes dizemos que « & a-indescritivel se, e so-

menke se sempre gque (R{+a), € ) k= @(Ul,...,Un) existe B o< v
tal que (R(@+x,€) b= (U, 0 R, ..., U © R{f)) .
LEMA 1 (Drake 16]): Se > u e « & n-indescritivel, entao

M

= ﬂﬁ—tndescritivel para todoe n,p
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DEMONSTRAGAC. Tomando R(K) como um dos parametros, em R{(K + a}
temos P(R(x)), PP(R(X)),... ou seja R{K+1l}, R(k+2) ,... que
serao os dominios das varidveis de segunda ordem, terceira ordemn,

etg...

Logo, se ¢ & uma fdrmula em gue aparecem varidveis de ordem
superior, podemos construir uma formula ¢ da linguagem de ZF subs
tituindo variaveis de ordem r+ 1 por variaveis de conjuntos re-

s r - .
lativizados a P (s), sendo s uma variavel livre nova para denc

tar R(K); subfdormulas atdmicas da forma Yr e Xr+l sao substi ~—
. , . r , , r+l

tuidas por vy € x f{onde y substitui Y e x substitui X )
subformulas da forma x € Ay saoc substituidas por x € v, (onde
VireeerV, sa0 as n variaveis livres de ¢).

Temos: se U.,...,U0 < Rk},

1 n —
{Ri{K+x), € = ¢ (R{a}, Ul" .,Un) —

e o -
(R(K),€, Uy, ..., U ) =

Como isto vale vun todo v+ ¢ s [ < x , R(R) m R{x) = R{B}, te—

mos que se x & x-indescritivel, entao « nao & descrito por ¢
. - - . LT

ou seja W e 'ila - indescritivel para todo p,n € w.

DEFINIGAC 4. Seja C ¢ k, ¥ um ordinal. Dizemos que C & fechado

em K se toda sequéncia crescente de elementos de C, limitada

em C, tem limite em C.
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C nao & limitado em «k se (Yo € x)@B € OB > a).

A € ¥ @& estacionaria em « se para todo C C x, fechado e

nao limitado em K temos A N C # ¢

TEOREMA 6. Seja k = {y € V : Ord(y)} , ou seja k = On N V,
Para todo o menor que k, Kk & a-indescritivel e a classe

A= {p <K:B & «a-indescritivell & estaciconaria em «.

DEMONSTRACAO. Seja v tal que (R{k+a), €, U) =y

Seja ¢ a formula

'"{(RK +a),e, Ul = ¢ '

Aplicando Vv e VI a férmula 'Ord(x) A ' , utilizando in

dugao sobre a complexidade de ¢ segue-se gue,
(R{B+a),€, UN R{R))Y == ¢ para algum B <Kk .

Consideremos a formula

" & =n-indescritivel, C Ck e C nao & limitado em «'.

Aplicandoe VvV e VIT temos,

T

existe 3, B <

-

B o-indescritivel, ¢ C C C B e ¢
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nac &€ limitado em B

Entao,

B = sup ¢ = sup{C N ) , e como C fechado em K .

BEC e CNAFE O . a

L. Tharp demonstrou que se para cada n existe o« tal que o &

ﬂi-indescritivel, entao a teoria B & consistente (ver [22]).

COROLARIO. Con {BA) > Con{B}). m

Na verdade, podemos demonstrar em BA a existéncia de uma clas

se de modelos naturais de &.

DEFINICAOD 5. +«~ & extendivel a X se K < A e existe M e
j s R{(¥*+1) — ™M C R{}+1)}, sendo ] uma imersao olementar tal
gue:

() m, e (ROLAD) 6,

(ii) ¥Yx £ RN}, J(x) = x.

Temos que J(«) = 4

TEOREMA 7. Se « extendivel a » , I = {(R(}), Ri{k}), =) I== BA

DEMONSTRAGAO. Trivialmente , f k= {I, IT, I1I, IV, VII}. Como
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j & imersao elementar e j(k) = A , O k= VI , desde gue

R(k)< R(M).
Seja entao J +r R(k+1) —> M CR(A+1).

Suponhamos x s X € R{¥) , A C R{K) e

O»"

R(A) k= w(xo,.t.,xn, A).

Logo,
R(X+1) == (3a C j(a) » a € R(J(K}) A R(}A) F= w(xb,”.,xnﬁﬂ).
Logo,
R{K+1}) = (3da € A A a € R(N} A& R(K) = ¢(xo,...,xn,a)L
Temos, pois,
ib € a, b € R{) tal que
R{k +1) = (R(K) == ﬁ(XO,---;an b}).
Segue-se que
R{A+1) == (R{A} = w(xo,...,xn , bl e
R(A) i= ¢ (X ,...,%_,b), ouseja @ = V . =

Q It

BA  pode ser visteo como o primeiro de uma hierarquia de siste

mas BA , obtida iterando o axloma V na seguinte forma:

(n}
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{n) (n)

(V) ¢{A) n A CP V —=> (da){a €A A ac P v oA

(n)

Um estudo completo dessa hierarquia, relacionado com uma hie-
rarguia de teorias de classes a ser desenvolvida por M. V.
Marshall em sua tese de doutoramento, serd objetc de trabalhos

futuros.
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